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Actualitatea temei investigate si gradul de studiere al ei. 1deea de a lega cu fiecare
functie f meromorfa in discul unitate U ={zeC :|z|<1} familia de functii olomorfe

F = { foTl, T € AutU }, unde AutU este grupul automorfismelor conforme (= biolomorfe) ale
lui U'si de a studia acele functii la care familia F este normala, a aparut probabil la K.Yosida'
in an.1934 si s-a discutat la K. Noshiro> in an.1939. Functiile, la care familia F asociati cu

ele este normali, O. Lehto si K. Virtanen® le-au numit “functii normale”.

Articolul Iui O. Lehto si K. Virtanen® publicat in anul 1957 a servit drept imbold pentru
dezvoltarea teoriei functiilor normale de o variabila complexa, iar articolele lui F. Bagemihl si
W. Seidel®, V.I. Gavrilov’ si P. Lappan®, aparute in perioada anilor 1960-1966 au contribuit la
cresterea intensa ulterioara a acestei teorii.

Functiile meromorfe normale de o variabild complexa (= aplicatiile olomorfe normale in
sfera lui Riemann) ar putea fi studiate numai in discul unitate, deoarece conform teoremei
clasice a lui Riemann, orice domeniu simplu conex in plan, care are mai mult decat un punct de
frontiera, este conform echivalent cu discul unitate.

In domeniile omogene ale spatiului C",n > 1, (adici in domeniile care poseda grup tranzitiv
de automorfisme olomorfe) se poate de introdus notiunea de functie normald, transferand
nemijlocit pe aceste domenii definitia acceptata pentru cazul » =1. Totusi, a studia functiile
(aplicatiile) normale, astfel definite, nu este prea interesant, intrucit E. Cartan’ a aritat ca in
spatiile complexe de orice dimensiune, multimea claselor de echivalentd ale domeniilor
omogene marginite este finita.

Mai mult ca atat, dupa cum s-a dovedit, majoritatea domeniilor in C" nu au automorfisme
biolomorfe diferite de cel identic (de exemplu, rezultatele Burns — Shnider - Wells®, publicate
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vol. 97, p. 47-65.
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in an.1978, arata ca in spatiul functiilor care definesc domenii strict pseudoconvexe in C”",
domeniilor cu grupul trivial al automorfismelor biolomorfe le corespunde multime peste tot
densa de categoria a doua).

Astfel, Tn mod natural, a aparut problema definirii notiunii de functie normald in domeniile

generale ale spatiului C".

De citre articolele’ autorului, publicate in an. 1981, a fost pusd baza teoriei functiilor
normale de mai multe variabile complexe (manuscrisul primului articol a fost depus la redactia
revistei deja in luna iunie a anului 1979). In aceste articole autorul pentru prima dati a dat
definitia functiei olomorfe normale in domeniile arbitrare ale spatiului C", care nu folosea
structura de grup a domeniului, a demonstrat existenta functiilor normale in domeniile strict

pseudoconvexe ale spatiului C" si a demonstrat teorema multidimensionald a lui Lindelof
despre existenta limitei slabadmisibile a functiilor normale intr-un punct de frontiera fixat, care
generalizeaza atit teorema Iui Lindelof demonstratda de catre E.M. Circa pentru functii
olomorfe marginite de mai multe variabile complexe, cat si teorema lui O. Lehto si
K.I.Virtanen, care raspandeste teorema lui Lindel6f asupra functiilor normale de o variabila
complexa. In publicatiile'® aparute in anul urmitor 1982 au fost prelungite cercetarile si
indicate primele aplicatii ale noii teorii la studierea comportarii la frontiera a functiilor normale
si a singularitatilor la frontiera generate de multimile limitd ale functiilor olomorfe arbitrare de
mai multe variabile complexe.

In an. 1983 in Universitatea de Stat din Moscova “M.V.Lomonosov” de citre autor a fost
sustinutd teza de doctorat in domeniul teoriei functiilor normale de mai multe variabile
complexe, iar in SUA a iesit de sub tipar lucrarea lui J. Cima si S. Krantz'', care dezvolta ideile
autorului. Asa a apdarut o directie noud in analiza complexa multidimensionald, care intens si
fructuos se dezvolta pand in prezent.

Despre actualitatea acestei directii ne marturiseste, in particular, si acel fapt, ca in anul 2000
Societatea Matematicd Americana in Clasificarea pe Materii Matematice (AMS Subject Index)
in compartimentul Holomorphic functions of several complex variables a introdus o rubrica
noua 32A18 Bloch functions, normal functions.

Scopul tezei este de a introduce notiunea de aplicatie y -normala si de a aplica rezultatele

obtinute la studierea proprietatilor la frontiera ale aplicatiilor olomorfe.
Noutatea stiintifica a rezultatelor obtinute. Este introdusd notiunea de aplicatie 7y -

normald; este demonstrat cd clasele de aplicatii normale, definite cu ajutorul normelor
Carathéodory, Kobayashi si Bergman, in general, diferd; sunt demonstrate teoremele despre
existenta limitelor slabadmisibile ale functiilor olomorfe de mai multe variabile complexe, este
obtinutd generalizarea teoremei Lindelof — Lehto — Virtanen pentru cazul aplicatiilor olomorfe,
este obtinutd generalizarea teoremei lui Picard pentru cazul aplicatiilor B-normale, este stabilit

’ TOBBVIILI, I1.B. Hopmanvuvie ¢hynxyuu muoeux xomniekcholx nepemennvix. Bectauk MI'Y, marem. mex., 1981,
H. 1, c. 44-48.
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Duke Math. J., 1983, vol. 50, p. 303-328.



criteriul de existentd a limitei K-admisibile a aplicatiilor olomorfe in sfera lui Riemann, este
obtinuta o serie de rezultate care generalizeaza rezultatele unidimensionale ale lui Seidel.

Publicatii. Toate rezultatele care se contin In aceastd tezd sunt publicate in lucrarile lista
carora este indicata la sfarsitul autoreferatului.

Prima trecere in revista a intregii teorii a aplicatiilor normale'? este ficutd de citre autor,
impreund cu profesorul V.I. Gavrilov de la Universitatea de Stat din Moscova “M.V.
Lomonosov” si este publicatd in revista iugoslava Mathematica Montisnigry in an. 2001.

Semnificatia teoretici §i valoarea aplicativi a lucrarii. De catre autor este introdusd o
directie noud de cercetare 1n analiza complexd multidimensionala si ideile expuse au permis de
a introduce notiunea de aplicatie y -normala pe o varietate complexa arbitrara, de a prezice

care trebuie sa fie domeniile admisibile in teoremele Lindelof — Lehto — Virtanen si Fatou, de a
constientiza, cd comportarea la frontierd a aplicatiilor olomorfe este strans legata si depinde de
domeniul de definitie a aplicatiei.

Rezultatele tezei prezinta atat interes independent din punctul de vedere a dezvoltarii teoriei
geometrice a aplicatiilor olomorfe, cat si 1si pot gasi aplicatie in fizica matematica
contemporana si in teoria cAmpurilor.

Aprobarea rezultatelor. Rezultatele au fost comunicate la seminarele de analizd matematica
in Universitatea de Stat din Chisindu si la cinci conferinte internationale:

International Conference on Mathematics and Informatics, Chigindu, September 19-21,
1996;

International Conference on Complex Analysis and Related topics. The VIII™ Romanian-
Finnish seminar. lagi, Romania, August 22-27, 1999;

The First Conference of the Mathematical Society of the Republic of Moldova. Chisinau,
Republic of Moldova, 2001;

International Conference on Complex Analysis and Related topics. The IX" Romanian-
Finnish seminar. Brasov, Roméania, August 27-31, 2001;

The V" Congress of Romanian Mathematicians. Pitesti, Romania, June 22 - 28, 2003.

Structura tezei. Teza consta din introducere, doua capitole divizate in noud paragrafe si sase
anexe. In lista literaturii — 107 denumiri.

Continutul tezei. In introducere se expune actualitatea temei, scopul si obiectivele tezei,
aprobarea rezultatelor obtinute.

In Capitolul 1 se demonstreazi: criteriul de normalitate a familiei de aplicatii olomorfe,
criteriul de normalitate a aplicatiei olomorfe pe varietdti omogene, teorema despre limitarea la
crestere a functiilor olomorfe normale, se introduce notiunea de aplicatie y-normali. In acest
capitol se demonstreaza, cd in anumite conditii suplimentare multimile de masurd Hausdorff
(2n-1)-dimensionala nula sunt aparente pentru aplicatiile olomorfe y-normale, precum si se
demonstreaza, ca clasele de aplicatii normale, definite cu ajutorul normelor Carathéodory si
Bergman, in genere, difera de clasa aplicatiilor normale, definite cu ajutorul normei Kobayashi.

In §1 al Capitolului I se introduc notatiile si definitiile de baza folosite in continuare. In §2
al Capitolului I se demonstreaza criteriul de normalitate a familiilor de aplicatii olomorfe.

Sa notdm cu H(M,N) multimea tuturor aplicatiilor olomorfe ale varietdtii complexe M cu
norma Xj, (aici si in continuare Xj, denotd norma Caratheodory sau norma Kobayashi sau

norma Bergman a varietitii M) in varietatea complexid N cu metrica hermitiand ds? ; iar cu
simbolul 7(M) — fibrarea tangenta a varietdtii M. Fie Y un subspatiu complex relativ compact al

"2 TABPUJIOB, B.1. u JIOBBVYIII, I1.B. Hopmanvuvie omo6padicenus. (0630p Teopun) Mathem. Montisnigri,
2001, T. XIV, c. 5-61.



varietdtii hermitiene N. Cu simbolul H(M,Y) se noteazad submultimea lui H(M,N) astfel incat
f(M)cY.

Lema 1 (Criteriul lui Marty). Fie M o varietate complexa astfel incdt pentru fiecare
punct q €M se va gasi vecinatatea U, = M si constanta c¢=c(U,)>0 astfel incat

X, (p,v)> c(Up)|v| pentru tofi pentru toti (p,v) eT(U)zUxC", iar Y - un subspatiu
complex relativ compact al varietdii hermitiene N cu metrica hermitiend ds? .

Familia F < H(M,Y) este normald pe M atunci si numai atunci cand pentru orice

compact K din M se va gasi constanta L(K) >0 astfel incdt pentru orice aplicatie f € F
fdss(p,v) < L(K)~()(M(p,v))2 pentru tofi (p,v)e KxT, (M),
unde f *dsjzv( p,Vv) este proimaginea lui ds? la aplicatia f.

Studiul familiilor normale de functii olomorfe de mai multe variabile complexe a fost
inceput de catre Julia in an. 1927. Diferite criterii de normalitate pentru astfel de familii sunt
stabilite in lucrarile lui Julia", Nishino'*, Alexander", Dovbus'® si Timoney'’. Articolul lui
Timoney a iesit de sub tipar Tnaintea articolului autorului, dar el a fost depus la redactie la 17
octombrie a an. 1979, in timp ce articolul autorului — la 18 iulie a an. 1979.

In §3 al Capitolului I definitia aplicatiei normale pe varietdti omogene se introduce la fel ca
si in cazul unei variabile complexe.

Definitia 1. Fie M o varietate complexa omogend, iar N o varietate hermitiand conexa.
Aplicatia fe H(M,N) se numeste normald pe M, daca este normala familia
F ::{fog,geAutM}.

Criteriul lui Marty ne da o caracteristica cantitativa a normalitatii familiei de aplicatii
olomorfe a varietdtilor, care permite de a demonstra urmatorul criteriu de normalitate a
aplicatiei.

Teorema 1. Fie M o varietate complexa omogena cu norma X ,,, astfel incdt pentru fiecare
punct qeM se va gasi vecinatatea U, < M si constanta c¢=c(U,)>0 astfel incat
X, (p,v)> c(Up)|v| pentru toti (p,v) eTU)zUxC", iar N o varietate hermitiand
compactd cu metrica hermitiend ds> . Aplicatia f € H(M,N) este normald atunci si numai
atunci cdnd se va gasi constanta L >0 astfel incdt
fdst <L-(X, ) peT(M).
In cazul cand varietatea M este discul unitate in C, iar varietatea N este dreapta proiectiva

complexa unidimensionald P', Teorema | este intocmai criteriul de normalitate a functiei
meromorfe care-i apartine lui Lehto si Virtanen'®:

B JULIA, G. Sur les familles de fonctions analytiques de pluseurs variabiles. Acta Math., 1926, vol. 47, p. 57-
115.

" NISHINO, T. Sur une propriété des familles de fonctions analytiques de deux variables complexes. J. Math.
Kyoto Univ., 1965, vol. 4, p. 255-282.

> ALEXANDER, H. Holomorphic mappings from the ball and polydisc. Math. Ann., 1974, vol. 209, p. 249-256.
1 MTOBBVIIL, I1.B. Hopmansisie gynryuu mrozux komniekcuvix nepemennsix. Becrank MI'Y, matem. mex. 1981,
H. 1, c. 44-48.

7 TIMONEY, R.M. Bloch function in several complex variables, 1. Bull. London Math. Soc., 1980, vol. 12, no.
37, p. 241-267.

"8 LEHTO, O. And VIRTANEN, K.1. Boundary behavior and normal meromorphic functions. Acta Math., 1957,
vol. 97, p. 47-65.



Aplicatia olomorfi f:U — P' este normald atunci si numai atunci cdnd se va gasi
constanta L >0 astfel incat

fds® <L-ds?,

P =
unde f*ds;1 este proimaginea lui dS}z,1 la aplicatia f-

Aceastd caracteristicdA geometricd si Teorema 1 ne permite in §4 al Capitolului I sa
generalizam notiunea de aplicatie normald pentru cazul varietatilor complexe, bazandu-ne pe
(semi)normele, ce reprezintd generalizari ale metricii Poincaré (Lobacevschi).

In aceastd lucrare ne folosim de trei cele mai cunoscute si pe larg aplicate (semi)norme
invariante Carathéodory, Kobayashi si Bergman si introducem urmatoarea definitie a aplicatiei
¥, -normale.

Definitia 2. Fie M o varietate complexa, iar N o varietate hermitiana cu metrica
hermitiend dsy. Aplicatia f € H(M,N) se numeste ¥ -normald, dacd se va gdsi constanta
L >0 astfel incat

fidsy <L-(X,,) pe T(M).

O aplicatie va fi numitad C-normald, B-normala sau K-normald, in dependenta de norma pe
care o vom folosi-o in Definitia 2 (litera C indica cd in Definitia 2 se foloseste norma
Carathéodory Cy;, litera B — norma Bergman By, iar litera K — norma Kobayashi Kj).

C-normalitatea  functiilor olomorfe marginite rezultd nemijlocit din definitia normei
Carathéodory. Deoarece norma Carathéodory este cea mai mica printre normele cercetate in
aceasta lucrare, clasa aplicatiilor C-normale este o subclasa a aplicatiilor K-normale si a
aplicatiilor B-normale.

In domeniile omogene, precum si in domeniile strict pseudoconvexe, putem vorbi despre
aplicatii normale fard a specifica norma pe care o folosim la definirea aplicatiilor y -normale.
In primul caz aceasta rezulti din Teorema 1, iar in al doilea — din faptul ci normele
Carathéodory, Kobayashi si Bergman sunt echivalente.

In §5 al Capitolului I se arati ca normalitatea functiei impune o limitare asupra cresterii ei.

Teorema 2. Admitem ca functia [ este normala in bila B :{z eC” :|z| < 1}, n>1, sipe

multimea €)= {Z €B: |22n —1| <1,

'Z| < |1 -z, |} satisface conditia de cregstere

(o) < exp) ——
(1<)
pentru un anumit €>0. Atunci f =0.
Daca functia f(z) meromorfd in discul unitate U omite trei valori, atunci si familia
F :{ f(g),g € AutU }, asociatd cu eca de asemenea omite aceste trei valori, dar atunci,

conform teoremei lui Montel familia F este normala si deci conform definitiei functia f{z)
este normala.

Din rezultatele lui Hahn'® rezultd ca aplicatiile olomorfe pe varietatile hiperbolice si care
omit trei valori apartin clasei aplicatiilor K-normale.

" HAHN, K.T. Non-tangential limit theorems for normal mappings. Pacific J. Math., 1988, vol. 135, no. 1, p. 57-
64.



Aceasta afirmatie, in general, Inceteaza a fi adevarata pentru celelalte doua clase de aplicatii
normale introduse in aceastd lucrare. Pentru a ne convinge de acest fapt, mai intdi stabilim
conditiile cand o aplicatie  -normala arbitrard poate fi prelungita intr-un domenii mai mare.
Submultimea E a domeniului D — C", n>1, se numeste X-eliminabila, daca

X g (z,v) =X, (z,v)
pentru tofi zeD\E siveC".

In §6 al Capitolului I aratdm cd are loc urmédtoarea teorema despre prelungirea aplicatiilor
y -normale”’:

Teorema 3. Daca domeniul marginit D din C", n>1, este astfel incit norma Xp este
continua pe DxC", iar E este o submultime X-eliminabild inchisa in D de masura Hausdorff
H* YE)=0, atunci orice aplicatie v -normald in D\E se prelungeste la o aplicatie x-
normala in D.

Deoarece norma Bergman B este continud pe D xC", iar orice submultime analitica 4 in
D este submultime B-eliminabila in D si are masura Hausdorff H?"'(4)=0, din Teorema 3
rezultd ca pentru aplicatiile B-normale are loc urmatoarea teorema.

Teorema 4. Fie D un domeniu marginit in C", n>1, iar A o submultime analitica

complexa in D de codimensiunea complexa 1. Atunci orice aplicatie f € H (D\A,Pl) B-

normald in D\ A se prelungeste pand la o aplicatie F : D — P' B-normald in D.

Deoarece orice punct a €U poate fi privit drept o submultime analiticd a Iui U de
codimensiunea 1, Teorema 4 poate fi privita drept generalizare a teoremei mari a lui Picard,
care-i apartine lui Lehto si Virtanen. Pentru a ardta acest fapt se demonstreaza

Propozitia 1. Daca punctul 0 este o singularitate izolata a functiei f meromorfa in
U.=U\ {0} §i existd o functie pozitiva monoton crescdatoare h astfel incat

2 r@) <)
pentru toate punctele z € U., atunci f se prelungeste la o functie meromorfa in U.

Din aceastd propozitie imediat rezulta precizarea teoremei mari a lui Picard, care-i apartine
lui Lehto si Virtanen®' (in cazul cand 0 este singularitate izolatd a functiei):

Dacd aplicatia f € H(U.,P") este normald in discul unitate perforat U., atunci f se
prelungeste la o aplicatie normald F € H(U,P").

In cazul unei variabile complexe clasa functiilor meromorfe normale reprezinti
generalizarea clasei functiilor olomorfe marginite. Aceste functii poseda multe din proprietatile
functiilor olomorfe marginite. O alta situatie avem in cazul mai multor variabile complexe — nu
toate clasele de functii normale definite cu ajutorul diferitor norme poseda aceleasi proprietati.

In cazul mai multor variabile complexe functiile olomorfe marginite se prelungesc peste
submultimile de (2n-1)-masura Hausdorff nuld. Aceastd proprietate o posedd si clasa
aplicatiilor C-normale, deoarece norma Carathéodory Cp este continud pe fibrarea tangenta

2 fntrebarilor despre prelungirea aplicatiilor K-normale le sunt consacrate lucririle

JARVI, P. An extension theorem for normal functions. Proc. Amer. Math. Soc., 1988, vol. 103, p. 1171-1174.
RIIHENTAUS, J. 4 nullset for normal functions in several variables. Proc. Amer. Math. Sac., 1990, vol. 110, no.
4, p. 923-933.

2 LEHTO, O. And VIRTANEN, K.I. Boundary behavior and normal meromorphic functions. Acta Math., 1957,
vol. 97, p. 47-65.



T(D), iar multimile inchise in D de (2n-1)-masurd Hausdorff nuld sunt C -eliminabile. Astfel in
calitate de consecintd din Teorema 3 obtinem urmatoarea teorema.
Teorema 5. Fie D un domeniu marginitin C", n>1, si E < D o submultime inchisa in D,

astfel incdat mdasura Hausdorff H* '(E)=0. Atunci orice aplicatie [ eH(D\E,Pl),

C-normald in D\ E, se prelungeste la o aplicatie C-normald F € H(D,P") .

In rezultatele ce urmeazi mai jos un rol esential il are notiunea de P -sir. in cazul unei
variabile complexe notiunea de P -gsir a fost introdusd de catre V.I. Gavrilov?>. Ulterior
notiunea de P -sir a fost generalizatd pentru cazul mai multor variabile complexe si s-a aplicat
la studiul functiilor normale si a aplicatiilor normale™.

Folosind notiunea de P -sir al aplicatiei olomorfe demonstram urmatoarea teorema.

Teorema 6. Fie D un domeniu marginitin C", n>1, si E c D o submultime inchisa in D,

astfel incat masura Hausdorff H*">(E)=0. Atunci aplicatia f € H(D \E, Pl) K-normala in

D\ E se prelungeste la o aplicatie K-normald F : D — P".

Din Teoremele 3.4,5 si 6 obtinem urmatoarea consecinta.

Consecinta 1. Fie D un domeniu in C? care contine originea coordonatelor si fie
A= {z e€D:zz, (21 —zz): 0}. Atunci

a) Clasa aplicatiilor K-normale, in genere, nu este subclasa a clasei aplicatiilor B-
normale.
b) Clasa aplicatiilor C-normale, in genere, este subclasa proprie a clasei aplicatiilor
K-normale.
¢) Raporturile
Kpv (Z’v)/BD\A (Z’V)’ Kpv (Z’ V)/ Cova (Z’V)
sunt nemarginite de sus pe (D\ A)xC".

In Capitolul I se cerceteazi comportarea la frontierd a aplicatiilor olomorfe intr-un punct de
frontierd fixat. Se aduc diverse conditii necesare si suficiente, in care functiile (aplicatiile)
olomorfe (normale) au limite in raport cu domeniile Stein (slab)admisibile. Pentru aplicatia
olomorfa arbitrard se demonstreaza criteriul de existenta a limitei in raport cu domeniile, care
depind de proprietdtile geometrice ale domeniului de definitie. Pentru cazul aplicatiilor
olomorfe ale domeniilor strict pseudoconvexe din C” in subspatiile complexe relativ compacte
ale varietatilor hermitiene compacte se demonstreaza generalizérile a doua rezultate ale lui
Bagemihl si Seidel, care contin conditii suficiente asupra functiei si asupra sirului convergent
la punctul de frontierd & , la indeplinirea carora aceastad functie are aceleasi limite in raport cu

un anumit continuum asimptotic in punctul & si in raport cu acest sir. De asemenea se
demonstreaza precizarea teoremei lui Lindelof.

2 TABPWJIOB, B.W. I'panuunoe nosedenue mepomopuvix 6 edunuunom kpyee gyuxyuii. JAH CCCP, 1963, .
151,1. 1, c. 19-22.
» WICKER, F. Generalized Bloch mappings in complex Hilbert space. Canad. J. Math., 1977, vol. 29, p. 299-
306.

JOBBVYI, I1.B. Hopmanvusie ynkyuu MHOSUX KOMNACKCHbIX nepementulx. Bectauk MI'Y, matem. Mex.
1981, 1. 1, c. 44-48.

JOBBYI, I1.B. I panuunoe nosedenue HOpMAIbHbIX 20A0MOPPHBIX QYHKYUT MHOSUX KOMNJLEKCHBIX
nepemennvix. JJAH CCCP, 1982, 1. 263, 1. 1, c. 14-17.

HAHN, K.T. Asymptotic behavior of normal mappings of several complex variables. Canad. J. Math., 1984,
vol. 36, p. 718-746.



Existenta limitelor admisibile (in teorema lui Fatou in C",n >1,) a fost descoperita de catre

Koranyi** si Stein®; natura complexo-geometricd a acestui fenomen este cercetatd de citre
E.M.Circa®®.
Pentru orice punct & € 8D si orice a >0 fixat domeniile Stein admisibile clasice® se

definesc in modul urmator:
4,)=FeD:|(z=Ev. ) <(1+a), () |z =&[* <ad. (2)},
unde v, este vectorul unitar al normalei exterioare la 0D in punctul & ; () este produsul
scalar hermitian obisnuit in c’, iar 0. (z) = min{d (z),d. (z)}. Aici
8(z)=inf{|z—-C |:L €D} este distanta euclidiand de la punctul z pana la 0D, iar
d.(z)= Re(z-&,v ) este distanta euclidiana de la punctul z pana la planul tangent real (2n-1)-
dimensional 7; (6D) la 6D in punctul £ .
Functia /' : D — C are in punctul & € 0D limita admisibila [, adica

lim  f(z2)=1,

238,264, (8)
dacd pentru orice o >0 si orice sir de puncte {z,} din 4,(£), convergentla &, f(z;)—>a

cand j — oo.
Functia f: D — C are limita | de-a lungul normalei v, 1a 0D n punctul § € oD, daca

lim f(&=tv.)=1.
Cazul z =0 in aceste definitii nu se exclude.
Lui Stein® ii apartine urmitoarea varianti locala a teoremei lui Fatou.
Teorema. Pentru orice functie f € H(D) si aproape toate punctele & € 0D urmadtoarele
trei conditii sunt echivalente:

a lim z)exista;
(a) Au@)%gf( )

(b) sup | f(z)| <o,
ze4, (§)
© [IV,f(z)]dQ <.
4, (&)
Aici V, f(z) este gradientul functiei f in raport cu norma Bergman a domeniului D, iar
dQ este elementul de volum in aceastd norma.
In teoria lui Stein deschizitura domeniului admisibil (marimea o ) este fixatd odati pentru
totdeauna. De aceea este interesant de a clarifica in ce conditii functia are limita admisibila.
In §1 al Capitolului II sunt demonstrate urmitoarele conditii suficiente de existentd a
limitei admisibile.
Propozitia 2. Fie D un domeniu in C" (n>1) cu frontiera C*-netedd. Dacd in punctul
& € 0D functia [ € H(D) are limita finita de-a lungul normalei la 0D in punctul &, iar Ref

are limita admisibild in punctul § , atunci f are limita admisibila in punctul € .

2 KORANYL, A. Harmonic functions on Hermitian hyperbolic space. Trans. Amer. Math. Soc. 1969, vol. 135, p.
507-516.

¥ STEIN, E.M. Boundary behavior of holomorphic function of several complex variables. Mathematical Notes,
princeton, NJ: Princeton University Press, 1972.

2 YYPKA, E.M. Teopemvt Jlunoenépa u @amy ¢ C" . Marem. c6., 1973, 1. 92, 1. 4, c. 622-644.
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Teorema 7. Fie ca functia olomorfa f este K-normala in domeniul D c C" (n>1) cu
frontiera C*-netedd. Dacd

lim  f(z) existd pentru un anumit 3 >0,
z8,ze43 (€)

atunci f are limita admisibila in punctul & € oD.

Pentru functiile olomorfe marginite de mai multe variabile complexe Teorema 7 pentru
prima dati a fost demonstrata de citre E.M. Circa®®. Trebui de remarcat ci desi Teorema 7
contine rezultatul lui E.M. Circa, noi nu ddm o noud demonstratie a lui, ci esential ne bazam pe
el.

Domeniile admisibile A4, (&) nu depind de proprietatile geometrice ale domeniului D. De
aceea In domeniile arbitrare se introduce notiunea de domeniu K-admisibil.
Domeniu K-admisibil de deschizatura 3 >0 in punctul & € 0D se numeste domeniul
Kg(@€)={zeD:k,(z,N.)<B}.
Aici i in continuare k,(z, N, ) =inf{k,(z,w),we N_}.
In domeniile strict pseudoconvexe ale spatiului C” domeniile K 5 (&) sunt echivalente cu

domeniile Stein admisibile clasice 4;(€) in acel sens, ca existd constantele pozitive C,(B) si
C,(P) astfel incat

AQ([S)(&)Q Kﬁ €)c ACZ(ﬁ)(é)'

In teorema lui Fatou pentru domeniile strict pseudoconvexe clasa domeniilor Stein admisibile
nu poate fi in esentd inlocuitd cu o clasd mai larga de multimi. In domeniile arbitrare clasa
domeniilor K-admisibile este mai larga decat clasa domeniilor Stein admisibile si forma lor
depinde de proprietatile geometrice ale domeniului cercetat. De aceea, la prima vedere s-ar
parea, ci varianta teoremei lui Fatou in formularea cireia se folosesc domeniile K-admisibile®’
este mai atrigitoare decat teorema lui Fatou care-i apartine lui Stein. In tezi este adus un
exemplu, care ne aratd cd domeniile Stein admisibile clasice sunt optime in teorema lui Fatou
nu numai pentru domenii strict pseudoconvexe, dar si pentru domenii cu frontierele reale-
analitice.

Fie N o varietate hermitiand cu metrica hermitiend ds;,. Vom spune cd aplicatia
f:D — N are K-limita /eN in punctul & € 0D, adica
(K —limf)(€)=1,

dacd pentru orice B >0 si pentru orice sir de puncte {z,} din K;(§) convergent la &,
sy(f(z;),/)—>0 cand j — .
Vom spune ca aplicatia f: D — N are in punctul & € 0D limita radiala | € N , daca
lims (f(& ~1v;),1) =0,

Pentru a stabili legatura dintre existenta limitei radiale si a K-limitei a aplicatiei arbitrare
f € H(D,N) sanotam

Q,(2)= sup \/dSN (f(2,£.()

veC"\{0} KD (Z, V)

T KRANTZ, S.G. Invariant metrics and the boundary behavior of holomorphic functions on domains in C".
J. Geom. Anal., 1991, vol. 1, no. 2, p. 71-97.
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unde f. =df este diferentiala aplicatiei f in punctul ze D.
Lehto si Virtanen® au demonstrat o teorema conform cireia, daca functia / meromorfa in
discul unitate U are in punctul 1€ OU limita radiala, atunci f are in acest punct limita

unghiulard atunci si numai atunci cand in fiecare unghi |arg(1-2z)|<™ 5 -0, unde & este

orice numar pozitiv, are loc relatia
10,(2)F0(1), ()
unde O(1) este functie marginita.

In cazul mai multor variabile complexe mirginirea functiei |Q +(2)| chiar pe tot domeniul
de definitie a aplicatiei f nu garanteaza existenta K-limitei aplicatiei f Intr-un punct de
frontiera arbitrar, in care f are limitd radiali. Functia f(z)=z}/(1-z,) este marginita si
olomorfa in bila unitate B={z e C":|z|<1} si deci este normala, dar ea nu are limita K-
admisibila in punctul (0,1).

Totusi pentru #n=1 1n estimatia (*) in cazul existentei limitei de-a lungul normalei partea
dreapta poate fi inlocuitd cu o(1). Se dovedeste cd aceastd estimatie precizatd rezolva
problema si pentru n > 1.

In §2 al Capitolului IT este demonstrat criteriul de existenti a K-limitei a aplicatiei
olomorfe.

Teorema 8. Fie Y este un subspatiu complex relativ compact al varietatii hermitiene N cu

. e . 2 . . . . ~ o
metrica hermitiana dsy,, iar D un domeniu hiperbolic complet in C", n >1, care are normala

in punctul & € 0D . Dacd aplicatia f € H(D,Y) are in punctul & limita radiald | €Y , atunci
f in punctul & are K-limita atunci §i numai atunci cand
(K —1limQ,)(€)=0.
Calculele nemijlocite arati ci multimea limita a functiei f(z)=z5/(1-z,) cercetati mai

sus in raport cu bila B in punctul (0,1) de existentd a limitei radiale si de neexistentd a limitei
K-admisibile este un disc inchis de raza mai mare ca unitatea.

Se stabileste ca situatia poartd un caracter general si In aceasta directie este demonstrata
urmatoarea propozitie.

Propozitia 3. Fie D un domeniu strict pseudoconvex in C", n>1. Daca functia f este
normala in D §i are limitd de-a lungul normalei la 0D in punctul & € 0D , dar nu are in acest
punct limita admisibila, atunci C(f,{) contine un anumit disc.

In anul 1932 de citre Seidel®” a fost demonstrati o teorema in care sunt obtinute conditiile
suficiente pentru egalitatea a doud valori limitd ale functiei marginite si olomorfe in discul
unitate U, in raport cu doua siruri diferite de puncte din U.

In anul 1960 Bagemihl si Seidel®® au pus urmitoarea intrebare: daca functia f meromorfa
in discul unitate U are limita / € P in raport cu un anumit sir de puncte {z,} convergent la

punctul & € 0U, atunci in ce conditii asupra functiei f si asupra sirului {z,} functia f are
aceeasi limita / In raport cu un anumit continuum asimptotic in punctul ¢.

2 LEHTO, O. And VIRTANEN, K.I. Boundary behavior and normal meromorphic functions. Acta Math., 1957,
vol. 97, p. 47-65.

¥ SEIDEL, W. On the claster values of analytic functions. Trans. Amer. Math. Soc., 1932, vol. 34, p. 1-21.

% BAGEMIHL, F. And SEIDEL, W. Sequential and continuous limits of meromorphic functions. Suomalais.
Tiedecat. Toimituks, 1960, sar. A1, no. 280, 17 p.p.
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Raspunzand la aceastd intrebare Bagemihl si Seidel au demonstrat doud rezultate, care
contin conditiile suficiente asupra functiei f si asupra sirului {z,} in care asa o coincidenta are
loc.

In §3 al Capitolului II este demonstratd generalizarea acestor rezultate ale lui Bagemihl si
Seidel pentru cazul aplicatiilor olomorfe ale domeniilor strict pseudoconvexe din C” in
subspatii complexe relativ compacte ale varietatilor hermitiene compacte.

Teorema 9. Fie D un domeniu strict pseudoconvex in C" (n>1), & € 0D, iar Y este un
subspatiu complex relativ compact al varietdtii hermitiene N cu metrica hermitiand dsy,.
Admitem ca aplicatia f € H(D,Y) normald in D nu primeste valoarea | €Y in interiorul
domeniului D si ca {a™} si {b"} sunt doua siruri de puncte din D astfel incdt
lima™ =& €dD i limb" =§ .

m—>o0 m—>o0
Daca distantele k,(a",b™) sunt uniform marginite (adica k,(a",b")<e <o pentru toti
m>1) si

lim sN(f(a'” ),l): 0, atunci si lim SN(f(b'” ),l): 0.
m—»o0 m-—>o0

Daca D este discul unitate U atunci, dupa cum se stie, distanta in metrica Kobayashi iy
coincide cu distanta hiperbolica in discul U, de aceea in cazul n=1 aceastd teorema formulata
mai sus este intocmai teorema lui Seidel®”.

Demonstratia Teoremei 9 este facutd de noi pentru cazul n > 1; toatd diferenta dintre cazul
unidimensional si cel multidimensional se contine numai in geometria bilelor in raport cu
metrica invarianta standard a lui Kobayashi, care este mai bogata.

Multimea S < D va fi numitd asimptotica, daca S are puncte de limitd care-i apartin lui
oD ; asimptoticd in punctul &, daca S oD = {€} si asimptotic netangentiald in punctul &, daca
S cT, (&), pentru un anumit o > 0, unde

[,€)={zeD:|z-E|<ad,(2)}
Curba asimptotica in punctul £ — este curba {y(¢):0 <t <1} c D, astfel incat lingy () =€.
t—
Teorema 9 permite de a preciza varianta multidimensionald a teoremei Lindelof — Lehto —
Virtanen, care-i apartine autorului’', in acel caz, cind in insdsi domeniul aplicatia nu primeste

valoarea limita.
Consecinta 2 (Precizarea teoremei Lindelof — Lehto — Virtanen). Fie D un domeniu

strict pseudoconvex in C" (n>1), & € 0D, iar Y este un subspatiu complex relativ compact al
varietdtii hermitiene N cu metrica hermitiand ds;,. Admitem cd aplicatia f € H(D,Y)

normald in D nu primeste valoarea 1€Y in interiorul domeniului D. Dacd curba
v(t)c 4, (&), limy (1) = si lims,(f(y(2)),])=0, atunci si
t— t—
lim s z),0)=0.
lm sy (f(2)1)
Precizarea teoremei Lindel6f — Lehto — Virtanen in domeniile strict pseudoconvexe a fost
obtinuta de catre autor’', articolul a fost depus la redactie la 23.04.85 si a iesit de sub tipar in

' TOBBYI1II, I1.B. O SPAHUYHOM NOBEOCHUU 20IOMOPDHBIX PYHKYUL MHOSUX KOMIIEKCHbIX nepemMeHHblx. MateM.
3ametku, 1986, 1. 39, c. 360-366.
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martie a anului 1986. In cazul bilei aceasti teoremi este demonstrat printr-o alti metoda in
articolul lui Ramey™?, care a fost depus la redactie la 16.06.86.
Pentru orice punct § € 0D siorice a >0 si g, 0<e <1, sd notam

€ . 2 +E
A @)= eDi|(z-ev, | <(+a). ()] —E|" <ad!* (o)}
Orice domeniu 4 (§) < 4,(§), este tangent la planul tangent complex 7;° (tangenta mai rea
decat cea parabolica), iar in directia vectorului iv, formeaza cu 7, un unghi mai mic decat .

Vom spune ci aplicatia f € H(D,Y) are limita slabadmisibild [ €Y in punctul & € 0D,
dacd pentrutotia >0 si e, O<e <1,

lim s,(f(z),l)=0.
45 (€)oa—E

Teorema 10. Fie D un domeniu strict pseudoconvex in C" (n>1), & € 0D, iar Y este un
subspatiu complex relativ compact al varietdtii hermitiene N cu metrica hermitiand ds, . Dacd
aplicatia f € H(D,Y) normald in D are limita 1 €Y in raport cu un anumit sir de puncte
{z,}c A5(&), limz, =& € 0D astfel incat limk,(z,,z,.,)=0, atunci

m—>o0 m—»0
lim s,(f(z),l)=0.
45 (€)oa—>%

Din aceasta teorema imediat rezultd teorema lui Lindelof, demonstrata de catre E.M. Circa®
pentru functii olomorfe marginite de mai multe variabile complexe si generalizarea teoremei
Lindeldf — Lehto — Virtanen® pentru cazul aplicatiilor normale. Generalizarea teoremei
Lindeldf — Lehto — Virtanen pentru cazul functiilor olomorfe normale pentru prima data a fost
demonstrata de catre autor’ in an.1981.

Dupa aparitia articolului® in an.1981 generalizirile teoremei Lehto — Virtanen au fost
demonstrate cu implicarea acelorasi idei in articolele lui Cima si Krantz (an.1983), Hahn
(an.1984,1988), Aladro (an.1987).

In domeniile pentru oricare doua puncte ale carora existd o geodezicd complexd (de
exemplu, In domeniile strict liniar convexe ale spatiului C") are loc urmatoarea teorema.

Teorema 11. Fie D un domeniu marginit in C" (n>1), pentru oricare doud puncte ale

caruia existda o geodezica complexa, & € 0D, iar Y este un subspatiu complex relativ compact
al varietdtii hermitiene N cu metrica hermitiand dsi,. Admitem cd aplicatia f € H(D,Y) K-
normald in D nu primeste valoarea €Y in interiorul domeniului D. Admitem ca {a,}”, si

{b,}, sunt doua siruri de puncte din D astfel incdt
lima, =& € 0D gi limb, =& .

S0
Daca distantele k,(a_,b,) sunt uniform marginite (adica k,(a b, )<e <o pentru toti s >1)
§i
lim sN(f(aS),l): 0, atunci §i lim SN(f(bS ),l): 0.
§—>00 §—0
Consecinta 3 (Precizarea teoremei Lindelof — Lehto — Virtanen). Fie D un domeniu in
C" (n=1), pentru oricare doud puncte ale caruia exista o geodezica complexd, la care in

32 RAMEY, W.C. On the behavior of holomorphic functions near maximum modulus sets. Math. Ann., 1986, vol.
276, p. 137-144.
33 MOBBYIII, I1.B. Teopema Jlunoenépa ¢ C". Bectank MI'Y, matem. mMex. 1981, 1. 6, c. 33-36.
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punctul & € 0D exista normala exterioara, iar Y este un subspatiu complex relativ compact al
varietdtii hermitiene N cu metrica hermitiand ds;,. Admitem cd aplicatia f € H(D,Y)

normald in D nu primeste valoarea 1€Y in interiorul domeniului D. Dacd curba
V() K, (), limy(0)=& si lims, (f(y ().1)=0, atunci si
Kﬂ(léi&_}g sy(f(z),l)=0.
In Anexa A este demonstrat criteriul de polinomialitate al functiilor intregi de mai multe
variabile complexe.
Daca functia intreagd f(z,,...,z,) are dezvoltarea

f(z4yeyz,)) = iPk(z1,...,zn),

in care P, (zy,...,z,) sunt polinoame omogene in C" de gradul k, atunci derivata radiala Rf
se defineste de formula

Rf(2)= 3 kP, (2).

Are loc urmatorul criteriu radial de polinomialitate al functiilor intregi de mai multe
variabile complexe:

Teorema 12. Functia intreaga [ din C", n>1. este polinom atunci si numai atunci cand
pentru orice dreapta complexa | < C" , care trece prin originea coordonatelor avem
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Abstract

Thesis is dedicated to the theory of normal mappings. It is introduced the notion of ¥y -

normal mappings, investigated the extension properties of such mappings through exceptional
subsets. Some applications to the boundary behavior of holomorphic mappings are given.

Pe3rome

JuccepTarust MOCBSIIEHa TEOPHH HOPMAJIBHBIX OTOOpakeHUi. BBeneHo mousitue 7y -

HOPMAJILHOTO OTOOpa)KeHUs, MCCIIEIOBAaHbl CBOWCTBA MPOJODKUMOCTH TAaKHX OTOOpasKeHHM
yepe3 MCKIIOYUTEIbHBIE MOAMHOXeCTBAa. [lomyuyeH psia OpUIOKEHUH K TpPaHUYHOMY
MOBE/ICHUIO TOJIOMOP(PHBIX OTOOpPaKEHUH.
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