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Actualitatea temei investigate şi gradul de studiere al ei.

În lucrare sunt cercetate unele probleme ale teoriei quasigrupurilor n-are şi binare
precum şi aplicaţiile ei ı̂n codificarea informaţiei.

Mulţimea nevidă Q cu operaţia n-ară f care posedă proprietatea: ı̂n ecuaţia

f(x1, x2, . . . , xn) = xn+1

orice n elemente din mulţimea {x1, x2, . . . , xn, xn+1} definesc ı̂n mod unic rămas ele-
ment, se numeşte quasigrup n-ar (Q, f) [26, 17]. În cazul n = 2 noi obţinem definiţia
quasigrupului binar. Dacă ı̂n quasigrupul binar (Q, ·) există un element e cu proprietatea
x · e = e · x = x pentru toţi x ∈ Q, atunci quasigrupul (Q, ·) se numeşte buclă.

Anii 20–30 ai secolului XX sunt anii ı̂nceputului dezvoltării teoriei quasigrupurilor.
La sfârşitul secolului XIX David Hilbert a publicat lucrări fundamentale consacrate
axiomatizării matematicii, ı̂n particular, lucrări consacrate axiomatizării geometriei. În
anii următori au fost publicate multe lucrări consacrate “bazelor” geometriei. În linii
mari, au fost studiate diferite sisteme de axiome ale geometriei euclidiene, proiective şi
hiperbolice de dimensiune doi şi trei.

Deoarece geometriile sunt coordonatizate cu diferite tipuri de structuri algebrice
(câmpuri, grupuri, semigrupuri, etc.), pe parcurs au fost studiate diferite sisteme de
axiome ale structurilor algebrice. De exemplu, L.E. Dikson a studiat semigrupurile ı̂n
anul 1905 [46].

Deci la sfârşitul secolului al XIX-lea s-a ı̂nceput cercetarea structurilor care apar la
modificarea sistemelor de axiome ale grupului sau ale diferitor geometrii. În particular,
cercetările acestea au fost “provocate” de ideea de a cerceta problemele de independenţă
a sistemelor de axiome.

Menţionăm că Wilhelm Dörnte, urmând sfatului Emmy Noether, a cercetat quasi-
grupurile ternare ca o generalizare a grupurilor binare [47], Anton Suşkevici [129, 130]
a studiat quasigrupurile binare cu unele condiţii suplimentare (cu postulate), Burstin şi
Mayer au studiat quasigrupurile distributive [38].

Clifford şi Preston ı̂n cartea [41] scriu că dezvoltarea teoriei semigrupurilor a ı̂nceput
după lucrările lui Suşkevici [128]. Se poate spune că A.K. Suşkevici este unul din fonda-
torii teoriei quasigrupurilor şi teoriei semigrupurilor.

Termenul “quasigrup” a apărut ı̂n lucrarea R. Moufang [87] care este consacrată
problemelor coordinatizării planelor proiective. Putem spune că termenul “quasigrup”
a apărut la studierea problemei de independenţă a axiomelor planului proiectiv.

R. Moufang a numit cu termenul “quasigrup” obiectul care astăzi se numeşte bu-
cla Moufang. De fapt R. Moufang a definit bucla Moufang (Q, ·) ca o IP -buclă cu o
identitate.

R. Moufang a studiat IP -buclele cu identitatea α(γ ·αβ) = (αγ ·α)β (“Quasi-gruppe
Q∗”) şi cu identitatea (αβ)(γα) = α((βγ)α) (“Quasi-gruppe Q∗∗”), unde α, β, γ ∈ Q
[87].

Identitatea α(γ · αβ) = (αγ · α)β se numeşte astăzi identitate Moufang de stânga,
identitatea (αβ)(γα) = α((βγ)α) se numeşte identitate Moufang medie.
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Mai târziu (1937) A.K. Suşkevici a definit quasigrupurile mediale (abeliene) ([130],
p. 157). Vezi şi articolele de pionierat ale lui A.A. Albert [1, 2], D.C. Murdoch [90, 91],
K. Toyoda [135], R.H. Bruck [35], R. Baer [6, 7] şi E.L. Post [99].

Amintim, că ı̂n anii 30 ai secolului XX a fost introdus un nou concept de reţea alge-
brică. Definirea quasigrupului ı̂n termenii teoriei reţelelor are o interpretare geometrică
naturală şi clară [14, 16, 19].

Pătratele latine sunt un analog combinatoric al quasigrupurilor binare finite.
Menţionăm că studierea pătratelor latine a ı̂nceput ı̂n cadrul combinatoricii şi matem-
aticii distractive mult mai devreme decât studierea quasigrupurilor ı̂n cadrul algebrei
abstracte [42, 83].

Ortogonalitatea este una din cele mai populare dintre proprietăţile pătratelor la-
tine, fiindcă proprietatea aceasta, probabil, este una din cele mai “aplicate” dintre
proprietăţile pătratelor latine.

Quasigrupurile ca soluţii de unor ecuaţii funcţionale, apărute implicit (fără nume) ı̂n
logica matematică, apar ı̂n lucrările logicianului german Ernst Schröder [59, 82].

Probabil, primul exemplu al unei bucle neasociative este bucla multiplicativă a al-
gebrei octonionilor [20, 76]. Menţionăm, că informaţii istorice asupra dezvoltării teoriei
quasigrupurilor şi buclelor se află ı̂n teza lui Hubert Kiechle [76].

În prezent, teoria quasigrupurilor, teoria pătratelor latine şi teoria reţelelor alge-
brice sunt dezvoltate destul de intens. Chiar dacă teoriile acestea au succese, scopuri
şi probleme proprii, până ı̂n prezent ele se dezvoltă intersectându-se şi ı̂mbogaţindu-se
reciproc.

Quasigrupurile au diferite aplicaţii ı̂n alte domenii ale matematicii, ı̂n alte ştiinţe şi
ı̂n practică [83].

De exemplu, quasigrupurile (pătratele latine) sunt utilizate de mult timp ı̂n statis-
tică (̂ın teoria planificării experimentului [86, 80]), ı̂n teoria ecuaţiilor diferenţiale [39],
ı̂n geometria diferenţială [39], ı̂n geometria hiperbolică [137], ı̂n fizică (̂ın mecanica rel-
ativistă [92]), ı̂n teoria codurilor [118, 88], teoria automatelor [55, 56], ı̂n criptografie
[42, 45]. Din lucrările lui Schauffler [102] este clar, că quasigrupurile au aplicaţii directe
ı̂n criptografie. Pătratele latine au fost utilizate ı̂n criptografie aproape din momentul
de apariţie a acestei ştiinţe.

Menţionăm, că Valentin Belousov (1925–1988) a obţinut rezultate fundamentale ı̂n
teoria quasigrupurilor binare şi n-are, ı̂n teoria reţelelor şi ı̂n teoria ecuaţiilor funcţionale.

Pentru quasigrupuri, ı̂n mod deosebit, luând ı̂n consideraţie legătura lor cu com-
binatorica, au fost definite şi activ cercetate diferite tipuri de morfisme, printre care:
izomorfisme, automorfisme, izotopisme (izotopii), izostrofisme, autostrofisme, izotopisme
ı̂ncrucişate, izotopisme generalizate. Automorfismele şi grupurile de automorfisme ale
buclelor au fost studiate de A.A. Albert ı̂n primele lucrări consacrate teoriei quasi-
grupurilor [1, 2].

Ca şi ı̂n alte domenii ale matematicii, ideea de liniaritate joacă un rol important ı̂n
teoria quasigrupurilor. De exemplu, această idee se utilizează ı̂n definiţia quasigrupurilor
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liniare. Ideea de liniaritate relativă este ideea principală a prezentei teze. Qusigrupurile
liniare sunt cercetate şi/sau utilizate ı̂n toate capitolele tezei.

În prezent (a. 2007), putem numi quasigrup liniar un quasigrup binar cu forma
x·y = (αx+βy)+c, unde (Q,+) este o buclă “bună”, α, β ∈ Aut(Q,+), c este elementul
fix al mulţimii Q. Are sens să numim quasigrup liniar generalizat quasigrupul, ı̂n care
permutările α, β sunt permutări “bune” ale mulţimii SQ.

V.D. Belousov a definit quasigrupurile liniare (peste grupuri) la mijlocul anilor 60 ai
secolului XX [13]. În anii 70 au fost studiate destul de intens quasigrupurile liniare peste
grupuri abeliene (T -quasigrupuri) şi unele clase de quasigrupuri liniare generalizate de
către T. Kepka, P. Nemec, J. Jezek, V.D. Belousov, V.I. Onoi şi de alţi matematicieni.
Este uşor de văzut că noţiunea de quasigrup liniar generalizat poate fi extinsă pentru
cazul n-ar.

Observăm că multe clase de quasigrupuri binecunoscute (clasice) se află ı̂n clasa
quasigrupurilor liniare generalizate. De exemplu, quasigrupurile mediale (teorema lui
Toyoda [135]), quasigrupurile distributive (teorema lui Belousov [11]), quasigrupurile
distributive Steiner, quasigrupurile distributive la stânga (teorema lui Belousov-Onoi
[25]), CH-quasigrupurile (teorema lui Manin [84]), T -quasigrupurile, grupurile n-are
(teorema lui Gluskin-Hossu [58, 54, 126]), quasigrupurile n-are mediale (teorema lui
Evans [51] şi teorema lui Belousov [17]), F -quasigrupurile (teorema lui Kepka-Kinyon-
Phillips [73]) sunt quasigrupuri de acest tip.

Quasigrupurile liniare pot fi prezentate destul de compact ı̂n memoria computerului.
Acest fapt oferindu-ne posibilităţi largi de utilizare a acestor quasigrupuri ı̂n practică.
Menţionăm, că, ı̂n cazul general, pentru a defini un quasigrup 100-ar de ordinul 10 ne
trebuie 10100 (un Gugol) egalităţi.

La sfârşitul anilor 80 şi ı̂nceputul anilor 90 membrii şcolii lui V.D. Belousov
(G.B. Beliavscaia cu elevii ei P.N. Sârbu şi A.H. Tabarov, W.A. Dudek, V.I. Izbaş,
V.A. Şcerbacov, F.N. Sohaţkii cu elevii săi O.E. Kirnasovski şi P. Sivakovski) şi
K.K. Şciukin au ı̂nceput cercetarea mai activă a quasigrupurilor liniare generalizate.

Au fost efectuate studii asupra congruenţelor, automorfismelor, izomorfismelor, en-
domorfismelor, identităţilor, nucleelor, centrului, asociatorilor, comutatorilor, ortogo-
nalităţii quasigrupurilor liniare generalizate (inclusiv şi cazul n-ar). Au fost obţinute
unele estimaţii numerice. Cercetările acestea continuă până ı̂n prezent.

Cercetări ı̂n direcţia aceasta au făcut L. Beneteau, T. Kepka, P. Němec, J.D.H. Smith.

Ideea de cercetare, mai mult sau mai puţin completă, a quasigrupurilor liniare gen-
eralizate (inclusiv cazul n-ar) a luat naştere ı̂n timpul discuţiilor lui K.K. Şciukin cu
autorul prezentei teze. Ei au popularizat activ această idee printre colegi la diferite
conferinţe şi ı̂n timpul intâlnirilor personale. Această idee (cazul binar) este reflectată
ı̂n [112, 111].

Punctul de vedere, că orice automorfism este un autotopism cu componente
egale, este destul de efecient pentru studierea automorfismelor şi izomorfismelor quasi-
grupurilor liniare generalizate. Acest mod de abordare a studierii automorfismelor quasi-
grupurilor n-are liniare este bazat pe faptul binecunoscut, că quasigrupurile izotopice
au grupuri izomorfe de autotopii.
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De aceea, dacă çunoaştem structura autotopiilor quasigrupului n-ar “bun” (Q, f)
şi forma izotopiei T , atunci avem posibilitatea să obţinem informaţia despre autotopi-
ile şi automorfismele quasigrupului n-ar (Q, g) = (Q, f)T . Credem că, pentru prima
dată metoda aceasta a fost utilizată la studierea grupurilor de automorfisme ale quasi-
grupurilor grupurilor izotopice ı̂n [108].

Astăzi este clar că această idee poate fi utilizată ı̂ntr-o situaţie mult mai generală.
De exemplu, dacă çunoaştem structura autostrofiilor (endotopiilor) quasigrupului n-ar
(Q, f) şi forma izostrofiei T (sau altă “izoaplicaţie” potrivită), atunci avem posibilitatea
să obţinem informaţii despre autostrofiile, autotopiile, automorfismele (endotopismele,
endomorfismele) quasigrupului n-ar (Q, g) = (Q, f)T [134].

În lucrarea [105] este introdusă o restricţie potrivită, adică a fost propus să se
cerceteze quasigrupuri distributive la stânga, care sunt izotopice cu un grup fix.
Restricţia aceasta ne dă posibilitatea să studiem izomorfismele quasigrupurilor distribu-
tive la stânga, care sunt izotopice cu grupurile. Mai târziu aceste procedee de studiere
a automorfismelor şi izomorfismelor quasigrupurilor liniare generalizate au fost utilizate
de autorul acestei teze şi unii colegi ai lui [48, 60, 61, 78, 113, 114, 125, 122].

Aproape toate clasele binecunoscute (clasice) de quasigrupuri şi bucle au propri-
etatea de “inversabilitate”. Cele mai cunoscute clase de quasigrupuri cu proprietatea de
inversabilitate sunt IP -, LIP - (RIP -), WIP - şi CI-bucle şi quasigrupuri.

Menţionăm, că IP - şi, de fapt, LIP -buclele au fost definite ı̂n lucrarea lui R. Moufang
[87]. IP - şi LIP -quasigrupuri şi bucle au fost studiate ı̂n [35, 37, 14, 52].

WIP -buclele au fost definite ı̂n lucrarea lui R. Baer [7]. WIP -buclele au fost studiate
ı̂n [7, 98, 8]. WIP -quasigrupurile au fost definite şi studiate ı̂n [127].

CI-buclele au fost definite ı̂n lucrarea lui R. Artzy [3], CI-buclele şi CI-quasigrupu-
rile au fost studiate ı̂n [3, 4, 27, 65, 136]; buclele m-inverse au fost definite ı̂n [64], au
fost studiate ı̂n [9, 66]; I-, PI-quasigrupurile şi buclele au fost definite şi au fost studiate
ı̂n [21, 22, 53]. În [44, 45] au fost propuse unele aplicaţii ale quasigrupurilor inverse ı̂n
criptografie.

Ideea unei generalizări a proprietăţilor de inversabilitate a apărut din cerinţele crip-
tografiei [44] şi după citirea ultimelor lucrări ale lui V.D. Belousov [21, 22]. Această idee
a fost realizată ı̂n “practică” ı̂n lucrările comune ale prof. A.D. Keedwell cu autorul.

În teză sunt studiate:
proprietăţile unor clase de quasigrupuri inverse (inclusiv şi clase noi: (α, β, γ)-

inverse şi (r, s, t)-inverse); proprietăţile unor clase de quasigrupuri liniare generalizate;
structura quasigrupurilor n-are mediale; proprietăţile quasigrupurilor cu identităţi Mo-
ufang; congruenţele şi nucleele quasigrupurilor, quasigrupurilor inverse şi quasigrupurilor
liniare; autotopiile, automorfismele, grupurile automorfismelor ale quasigrupurilor şi
quasigrupurilor liniare; codurile bazate pe quasigrupuri n-are; ortogonalitatea quasi-
grupurilor.

Toate cele menţionate mai sus confirmă actualitatea temei alese a tezei.

Autorul exprimă sincere mulţumiri fostului conducător ştiinţific, profesorului
V.D. Belousov, profesorului A.D. Keedwell şi profesorului K.K. Şciukin pentru ajutorul
de nepreţuit.
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Scopurile lucrării. Scopurile tezei sunt:
de a studia unele aspecte ale quasigrupurilor, inclusiv quasigrupurile inverse şi quasi-

grupurile n-are mediale;
de a cerceta grupurile automorfismelor quasigrupurilor n-are liniare, quasigrupurilor

distributive la stânga, ortogonalitatea pătratelor;
de a construi coduri cu un simbol de control cu proprietăţi mai bune decât au anumite

coduri cu un simbol de control, de exemplu ca ISSN-codul, ISBN-codul, UPC-codul,
EAN-codul.

Suport metodologic şi teoretico-ştiinţific.

În lucrare sunt utilizate metodele algebrice şi combinatorice.

Inovaţia ştiinţifică a lucrării. De fapt, toate rezultatele obţinute la momentul primei
publicaţii a lor au fost noi. Au fost obţinute următoarele rezultate:

Au fost introduse clase noi ale quasigrupurilor binare inverse ( (r, s, t)-inverse,
(α, β, γ)-inverse) şi cercetate proprietăţiile lor.

A fost demonstrată că un quasigrup cu orice identitate Moufang este o buclă.
A fost obţinut un progres ı̂n rezolvarea problemei Bruck-Belousov despre normalita-

tea congruenţelor quasigrupurilor pentru buclelor de st̂ınga (de dreapta).
A fost descrisă structuria quasigrupurilor n-are mediale simple.
A fost descrisă structura quasigrupurilor n-are finite mediale.
Au fost cercetate grupurile automorfismelor T -quasigrupurilor n-are, quasigrupurilor

n-are mediale şi nişte isotopi ai quasigrupurilor distributive la st̂ınga.
Au fost elaborate familii noi ale codurilor, care sunt construite ı̂n mod simplu şi care

au characteristici mai bune deĉıt codurile cunoscute de acelaşi tip.
Au fost obţinute condiţiile necesare şi suficiente despre ortogonalitatea unui quasi-

grup finit şi orice parastrof al lui.

Semnificaţia teoretică şi valoarea aplicativă a lucrării.

În general lucrarea este consacrată aspectelor teoretice ale teoriei quasigrupurilor.
Lucrarea conţine unele aplicaţii ale quasigrupurilor n-are ı̂n teoria codurilor.

Aprobarea rezultatelor obţinute. Rezultatele tezei au fost prezentate ı̂n forma
verbală ı̂n cadrul următoarelor conferinţe:
Conferinţa Internaţională de Matematică şi Informatică, Chişinău, Septembrie 19-21,
1996;
A II-a Conferinţă Internaţională de Algebră din Ucraina, Kiev-Vinniţa, 9 - 16 Mai 1999;
Conferinţa Internaţională Loops’99, Praga, Iulie 27 - August 1, 1999;
Seminarul de Matematică Pură ı̂n Royal Holloway, Universitatea din Londra (Februarie,
2001);
Seminarul algebric ı̂n Goldsmith College, Universitatea din Londra (Februarie, 2001);
Prima Conferinţă a Societăţii Matematice din Republica Moldova, Chişinău, August
16-18, 2001;
Conferinţa Internaţională Loops’03, Praga, August 10 - August 17, 2003;
Seminarul algebric la Charles University (Praga, Octombrie, 2003);
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Second Conference of the Mathematical Society of the Republic of Moldova dedicated
to the 40 anniversary of the foundation of the Institute of Mathematics and Computer
Science of ASM, Chişinău, August, 17-19, 2004;
Workshop “Computational Commutative and Non-Commutative Algebraic Geometry”
June 6–11, 2004, Chişinău, Moldova;
BiT+, a IV-a Conferinţă Internaţională de Tehnologii Informaţionale 2004, 3-7 Mai,
2004, Chişinău, Moldova;
A V-a Conferinţă Internaţională de Algebră din Ucraina, Odesa, Iulie, 20-27, 2005.
Rezultatele tezei au fost comunicate la Chişinău ı̂n cadrul Seminaruli Orăşenesc de
Algebră (de două ori pe an (2001-2006)).

Publicaţii. Rezultatele de bază ale tezei au fost publicate ı̂n 20 articole, 22 rezumate la
conferinţe şi manifestări ştiinţifice naţionale şi internaionale, 2 rapoarte tehnice. Printre
aceste publicaţii sunt trei lucrări de sinteză.

Volumul şi structura lucrării. Lucrarea constă din şapte capitole (divizate ı̂n para-
grafe) şi bibliografie. Toate teoremele, propoziţiile, lemele, corolarele, observaţiile şi
formulele sunt numerotate cu două numere, primul din care indică numărul capitolului.

Conţinutul pe scurt al lucrării.

Toate rezultatele icluse ı̂n teză autorul le-a obţinut de sinestător sau ı̂n cooperarea
inseparabilă cu co-autorii lucrărilor publicate.

În Capitolul 1 se expune actualitatea temei, scopul şi obiectivele tezei, aprobarea
rezultatelor obţinute. În primul capitol sunt prezentate noţiunile şi rezultatele de bazâ,
ce vor fi folosite ulterior.

În Capitolul 2 sunt studiate noi clase ale quasigrupurilor inverse. Multe rezultate
din acest capitol sunt obţinute ı̂n cooperarea inseparabilă cu prof. A.D. Keedwell. Ele
au fost publicate ı̂n articole comune cu prof. A.D. Keedwell [67, 68, 69].

V.D. Belousov [21] a definit şi a ı̂nceput studierea quasigrupurilor λ-inverse şi ρ-
inverse. Un quasigrup (Q, ◦) se numeşte quasigrup λ-invers sau λ-quasigrup dacă există
permutările λ1, λ2, λ3 ale mulţimii Q astfel, ı̂ncât xλ1 ◦ (x ◦ y)λ2 = yλ3 pentru orice
x, y ∈ Q.

Un quasigrup (Q, ◦) se numeşte quasigrup ρ-invers sau ρ-quasigrup dacă există per-
mutările ρ1, ρ2, ρ3 ale mulţimii Q astfel, ı̂ncât (x◦y)ρ1 ◦yρ2 = xρ3 pentru orice x, y ∈ Q.

În articolele comune ale profesorului A.D. Keedwell şi ale autorului au fost intro-
duse quasigrupurile (α, β, γ)-inverse (sau (α, β, γ)-quasigrupuri) : un quasigrup (Q, ·)
se numeşte quasigrup (α, β, γ)-invers dacă există permutările α, β, γ ale mulţimii Q ast-
fel, ı̂ncât (x ◦ y)α ◦ xβ = yγ pentru orice x, y ∈ Q.

De fapt orice quasigrup invers aparţine uneia din cele trei clase ale quasigrupurilor
inverse menţionate mai sus.

Vom utiliza următoarea definiţie a autostrofismului. Colecţia permutărilor
[σ, (α1, α2, α3)] = [σ, α], unde σ ∈ S3 şi α1, α2, α3 sunt permutări ale mulţimii Q, se
numeşte un autostrofism al quasigrupului (Q,A) dacă şi numai dacă Aσ(x1α1, x2α2) =
A(x1, x2)α3 pentru orice x1, x2 ∈ Q.

Teorema 2.2. Un quasigrup (Q,⊗) este quasigrup (α, β, γ)-invers dacă şi numai
dacă (Q,⊗) are autostrofism [(1 2 3), (β, γ, α)]. Quasigrupul (Q,⊗) este λ-quasigrup
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dacă şi numai dacă (Q,⊗) are autostrofism [(2 3), (λ1, λ3, λ2)]. Quasigrupul (Q,⊗) este
ρ-invers dacă şi numai dacă (Q,⊗) are autostrofism [(1 3), (ρ3, ρ2, ρ1)].

Un quasigrup (Q, ◦) se numeşte quasigrup (r, s, t)-invers sau (r, s, t)-quasigrup, dacă
există o permutare x→ xJ a mulţimii Q astfel, ı̂ncât (x ◦ y)Jr ◦ xJs = yJ t pentru orice
x, y ∈ Q, unde r, s, t sunt numere ı̂ntregi.

Quasigrupurile (r, s, t)-inverse au fost definite ca o generalizare a familiilor diferite ale
quasigrupurilor cu proprietate “̂ıncruciş-inversă” : ı̂n particular, quasigrupurile (r, s, t)-
inverse generalizează buclele CI-, WIP - şi m-inverse [64]. În acest capitol atenţia
principală este consacrată quasigrupurilor (r, s, t)-inverse. Menţionăm că quasigrupurile
(r, s, t)-inverse pot avea unele aplicaţii ı̂n criptografie [44].

Este demonstrat că Jr+s+t ∈ Aut(Q, ◦). Atunci orice quasigrup (r, s, t)-invers (Q, ·)
este şi (r + uh, s+ uh, t+ uh)-invers pentru orice u ∈ Z, unde Jh ∈ Aut(Q, ·).

Fie (Q,+) o buclă cu nucleu la stânga Nl = {c : c + (x + y) = (c + x) + y pentru
orice x, y ∈ Q}.

Un quasigrup liniar la stângă peste o buclă (Q,+) este un quasigrup (Q, ·) cu forma
x · y = c + xϕ + yψ pentru orice x, y ∈ Q, unde ϕ ∈ Aut(Q,+), ψ este o permutare a
mulţimii Q cu proprietatea ψ0 = 0 (unde simbolul 0 denotă un element neutru al buclei
(Q,+) ) şi c ∈ Nl(Q,+). Dacă şi ψ ∈ Aut(Q,+), noi obţinem noţiunea unui quasigrup
liniar peste bucla (Q,+).

Dacă o buclă (Q,+) este un grup abelian şi ϕ, ψ ∈ Aut(Q,+), atunci quasigrupul
(Q, ·) cu forma x · y = c+ xϕ + yψ se numeşte T-quasigrup.

Quasigrupurile (r, s, t)-inverse liniare la stânga sunt descrise ı̂n

Teorema 2.8. Un quasigrup liniar la stânga (Q, ·) peste o buclă (Q,+) este un quasigrup
(r, s, t)-invers relativ la permutarea J a mulţimii Q, unde Jr ∈ Aut(Q,+) şi 0J = 0 dacă
şi numai dacă

(i) c+ cJrϕ = 0, (iii) xϕJrϕ+ xJsψ = 0 pentru orice x ∈ Q,
(ii) ψ = J tϕ−1J−r, (iv) (Q,+) este o CI-buclă.

O descriere mai mult sau mai puţin completă a quasigrupurilor mediale (r, s, t)-
inverse (Zm, ·), unde (Zm,+) este un grup ciclic, cu condiţia că permutarea J este
translaţia la stânga a grupului (Zm,+), adică J = L+

b , este dată ı̂n

Teorema 2.12. Un T-quasigrup (Zm, ·) (r, s, t)-invers cu forma x · y = xφ + yψ ce
este definit peste un grup ciclic (Zm,+) relativ la permutarea J = L+

b , unde b este un
element fixat al mulţimii b ∈ Zm poate fi unul din următoarele tipuri de quasigrupuri:

(a) un quasigrup total simetric cu forma x · y = −x− y; sau
(b) un quasigrup medial distributiv cu forma x · y = xφ+ yφ−1, unde φ : z → hz şi

h este o rădăcină a ecuaţiei h2 − h+ 1 = 0.
În orice caz, r, s şi t sunt legate cu relaţia h2r + s = ht.

Până la izomofism, există numai un singur T -quasigrup (r, s, t)-invers de tipul (a)
pentru orice număr pozitiv m.

T -quasigrupuri (r, s, t)-inverse de tipul (b) există dacă numărul m are una din
următoarele forme: (i) m = pk1

1 p
k2

2 ...p
ku

u , (ii) m = 2pk1

1 p
k2

2 ...p
ku

u , (iii) m = 4pk1

1 p
k2

2 ...p
ku

u

unde, ı̂n fiecare caz, pi ≡ 1 (mod 6) pentru toţi i = 1, 2, ..., u.
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Dacă aceste qusigrupuri există, atunci există 2u T -quasigrupuri (r, s, t)-inverse de
tipul (b)(i) şi (b)(ii) neizomorfe două câte două şi 2u+1 T -quasigrupuri (r, s, t)-inverse
de tipul (b)(iii) neizomorfe două câte două.

În următoarele paragrafe se studiază unele proprietăţi ale produsului direct al quasi-
grupurilor (r, s, t)-inverse.

Vom presupune că |Q1| = n1 şi |Q2| = n2, h1, h2 sunt cele mai mici numere pozitive
pentru care Jh1 ∈ Aut(Q1, ·) şi Jh2 ∈ Aut(Q2, ·).

Teorema 2.17. Dacă quasigrupurile (r, s, t)-inverse (Q1, ·) şi (Q2, ◦) nu au core-
spunzător autotopisme de forma (Ja1

1 , Jb1
1 , Jc1

1 ) şi (Ja2

2 , Jb2
2 , Jc2

2 ) cu excepţia automorfis-
melor, atunci produsul direct (Q, ∗) = (Q1, ·) × (Q2, ◦) va fi un quasigrup (r, s, t)-invers
relativ la permutarea J a mulţimii Q pentru numerele ı̂ntregi r, s, t dacă şi numai dacă
există două numere ı̂ntregi u1 şi u2 astfel, ı̂ncât

r − r1 = s− s1 = t− t1 = u1h1 şi r − r2 = s− s2 = t− t2 = u2h2,

unde h1 şi h2 sunt definite ı̂n acelaşi mod ca mai sus.

Corolarul 2.10. Pentru orice numere ı̂ntregi pozitive r, s şi t există quasigrupuri
(r, s, t)-inverse.

Teoremele care stabilesc unele procedee pentru construirea WIP -quasigrupurilor
sunt colectate ı̂n următorul paragraf.

Teorema 2.20. Dacă (Q, ◦) este un quasigrup cu operaţia de forma x ◦ y = xϕ + yψ,
unde (Q,+) este o buclă, ϕ, ψ ∈ Aut(Q,+), atunci (Q, ◦) este un WIP -quasigrup
relativ la permutarea J a mulţimii Q dacă şi numai dacă (i) J = ψ−1ϕI0ψ

−1; (ii)
[ϕ−1, ψ] = ψ−1ϕ−1; şi (iii) (Q,+) este o WIP -buclă.

Au fost studiate proprietăţile A-nucleelor quasigrupurilor (r, s, t)-inverse. Ream-
intim, că A-nucleu la stânga al unui quasigrup (Q, ◦) se numeşte grupul tuturor auto-
topiilor de forma (α, ε, γ), unde ε este permutarea identică.

Prin analogie, toate autotopiile de forma (α, β, ε) ale quasigrupului (Q, ◦) formează
un A-nucleul mediu, iar autotopiile de forma (ε, β, γ) formează un A-nucleul la dreapta
al quasigrupului (Q, ◦). Notăm ı̂n mod corespunzător nucleele acestea cu NA

l , NA
m şi

NA
r . În [12, 70] A-nucleele se numesc respectiv grupuri de permutări regulate la stânga,

la dreapta şi medii ale quasigrupului (Q, ◦).

Reamintim, că V.D. Belousov a utilizat grupul 1N
A
r ı̂ntr-o lucrare la conferinţa

unională ı̂n anul 1958 [11].

Teorema 2.25. În orice λ-quasigrup A-nucleul la stânga şi mediu sunt izomorfe. Mai
precis, se poate spune, că NA

m = K−1NA
l K = KNA

l K
−1, unde K = [(2 3), (λ1, λ3, λ2)].

Teorema 2.26. În orice λ-buclă nucleele la stânga şi mediu coincid dacă λ1 = ε sau
λ2 = ε sau λ3 = ε.

Teorema 2.27. (i) Într-un quasigrup ρ-invers A-nucleele la stânga şi mediu sunt
izomorfe. Mai exact, se poate spune, că NA

m = K−1NA
r K = KNA

r K
−1, unde K =

[(1 3), (ρ3, ρ2, ρ1)].
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(ii) Într-o buclă ρ-inversă nucleul mediu şi nucleul la dreapta coincid dacă ρ1 = ε
sau ρ2 = ε sau ρ3 = ε.

Corolarul 2.15. În orice I-quasigrup A-nucleele la stânga, la dreapta şi mediu sunt
izomorfe. În orice PI-buclă A-nucleele la stânga, la dreapta şi mediu coincid.

Din Teorema 2.26 şi Teorema 2.27 putem trage concluzia cunoscută: Nl = Nr = Nm

ı̂n orice IP -buclă [14].

Teorema 2.28. În quasigrupul (Q,⊗) (α, β, γ)-invers A-nucleele la stânga, la dreapta
şi mediu sunt izomorfe două câte două. Mai exact, putem spune că NA

r = H−1NA
l H,

NA
m = H−1NA

r H şi NA
l = H−1NA

mH, unde H = [(1 2 3), (β, γ, α)].

Teorema 2.30. Într-o buclă (Q,⊗) (α, β, γ)-inversă nucleele la stânga, la dreapta şi
mediu coincid dacă (i) α sau β sau γ este permutarea identică, sau (ii) αβ sau βγ sau
γα este permutarea identică.

Din Teorema 2.30 obţinem binecunoscutul rezultat.

Corolarul 2.19. În CI-buclă şi ı̂n WIP -buclă, Nl = Nr = Nm [5, 98].

În Capitolul 3 sunt studiate două probleme din cartea lui V.D. Belousov [14].

Identităţile (x · yz)x = xy · zx, x(yz · x) = xy · zx, x(y · xz) = (xy · x)z şi (zx · y)x =
z(x · yx) se numesc identităţi Moufang.

În paragraful 3.1 este demonstrat că quasigrupul cu oricare din identităţile Moufang
este o buclă, adică acest quasigrup are un element identic (Teorema 3.2).

Teorema aceasta rezolvă cazul particular al problemei lui Burmistrovici (Problema
nr.18 din cartea lui Belousov [14]), şi anume: existenţa cărei identităţi ı̂ntr-un quasigrup
garantează, că acest qusigrup este o buclă? Rezultatele paragrafului 3.1 au fost anunţate
ı̂n [62] şi au fost publicate ı̂n [115]. Menţionăm că rezultate similare a publicat K. Kunen
ı̂n [81].

În paragraful 3.2 ı̂ncercăm să rezolvăm următoarea problemă a lui Bruck-Belousov:
Care buclă G are proprietatea că orice imagine omomorfă a lui G corespunzătoare unui
omomorfism multiplicativ este de asemenea o buclă ([37], p. 92)?; Care sunt quasi-
grupurile sau buclele ı̂n care toate congruenţele sunt normale ([14], Problema 20, p. 221)?

Menţionăm că ı̂n acest paragraf studiem quasigrupuri ı̂n signatura cu o operaţie
binară. Unele rezultate din acest paragraf sunt o continuare şi o dezvoltare a rezultatelor
autorului din teza sa de doctor [111].

Un quasigrup (Q, ·) care are un element f cu proprietatea f ·x = x pentru orice x ∈ Q
se numeşte buclă de stânga. Un quasigrup (Q, ·) care are un element e cu proprietatea
x · e = x pentru orice x ∈ Q se numeşte buclă de dreapta.

Fie T = {La, Rb | a, b ∈ Q}, T−1 = {L−1
a , R−1

b | a, b ∈ Q}.
Cu Π(Q) sau cu Π vom nota un semigrup, care este generat de toate translaţiile la

stânga şi la dreapta ale quasigrupului Q.
Un grup generat de toate translaţiile la stânga şi la dreapta ale quasigrupului Q va

fi notat cu M(Q), sau cu M , pentru simplitate.

Definiţia 3.4. Un subgrup H al grupului M se numeşte A-invariant ı̂n raport cu
submulţimea A a elementelor grupului M , dacă a−1Ha ⊆ H pentru toţi a ∈ A.
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Teorema 3.7. Toate congruenţele buclei la stânga (sau la dreapta) sunt normale dacă
şi numai dacă subgrupurile Π-invariante ale grupului M sunt normale ı̂n M .

Pentru aplicaţii sunt comode următoarele condiţii suficiente de normalitate ale
congruenţelor quasigrupului.

Propoziţia 3.5. Dacă quasigrupul Q satisface condiţia T−1 ⊆ Π, atunci ı̂n Q toate
congruenţele sunt normale.

Utilizând Propoziţia 3.5 noi stabilim condiţiile de normalitate ale tuturor congruenţe-
lor quasigrupurilor inverse.

Definiţie. Dacă θ este o relaţie binară pe mulţimea Q, α este o permutare a mulţimii Q
şi din xθy implică αxθαy pentru toţi (x, y) ∈ θ, atunci noi vom spune că permutarea α
este semiadmisibilă ı̂n raport cu relaţia θ. O permutare semiadmisiblă θ este o permutare
admisibilă ı̂n raport cu relaţia binară θ, dacă din xθy rezultă α−1xθα−1y pentru toţi
(x, y) ∈ θ.

Propoziţia 3.6. În (α, β, γ)-quasigrupul (Q, ·) toate congruenţele sunt normale dacă
permutările α şi γ−1 sunt semiadmisibile ı̂n raport cu orice congruenţă a quasigrupului
(Q, ·).

Corolarul 3.13. În CI-quasigrupul (Q, ·) toate congruenţele sunt normale.

Corolarul 3.14. În WIP-quasigrupul (Q, ·) toate congruenţele sunt normale, dacă per-
mutarea J este admisibilă ı̂n raport cu orice congruenţă a lui (Q, ·). În quasigrupul (Q, ·)
m-invers toate congruenţele sunt normale dacă permutarea Jm este admisibilă ı̂n raport
cu orice congruenţă a lui (Q, ·).

Propoziţia 3.8. Într-un I-quasigrup (Q, ·) toate congruenţele sunt normale dacă
permutările λ2, λ

−1
3 , ρ1 şi ρ−1

3 sunt semiadmisibile ı̂n raport cu orice congruenţă a
quasigrupului (Q, ·).

Propoziţia 3.12. Dacă (Q, ◦) este o IP-buclă, (Q, ·) este un izotop al său de forma
(αJτ , βJκ, ε), unde α, β ∈M(Q, ◦), τ, κ ∈ {0, 1}, adică x ·y = αJτx◦βJκy pentru orice
x, y ∈ Q, atunci Con(Q, ◦) = nCon(Q, ·).

În Capitolui 4 sunt studiate quasigrupurile n-are mediale.
Un quasigrup n-ar (Q, g) cu identitatea

g(g(x11, x12, . . . , x1n), g(x21, x22, . . . , x2n), . . . , g(xn1, xn2, . . . , xnn)) =

g(g(x11, x21, . . . , xn1), g(x12, x22, . . . , xn2), . . . , g(x1n, x2n, . . . , xnn))

se numeşte un quasigrup medial [17].

Un quasigrup (Q, f) care admite identitatea f(x, x, . . . , x) = x se numeşte idempo-
tent, iar unul care admite identitatea f(x, x, . . . , x) = e, unde e este un element fix al
mulţimei Q, se numeşte unipotent.

Pentru un quasigrup n-ar (Q, f) definim o aplicaţie s ı̂n modul următor: s(x) =
f(x, x, . . . , x) pentru orice element x ∈ Q. A fost demonstrată ca s este un omomorfism
ı̂n quasigrup n-ar medial.
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Definiţie. Un quasigrup n-ar (Q, f) se numeşte un quasigrup unipotent-resolubil de
gradul m dacă există un lanţ finit de quasigrupuri unipotente:

Q/s(Q), s(Q)/s2(Q), . . . , sm−1(Q)/sm(Q),

unde numărul m este numuărul minim cu proprietatea |sm(Q)| = 1.

Următoarea teoremă este o generalizare pentru cazul n-ar a teoremei binecunoscute
a lui Murdoch [91] asupra structurii quasigrupurilor binare mediale.

Teorema 4.6. Orice quasigrup finit medial n-ar (Q, f) este izomorf cu produsul direct
al unui quasigrup medial unipotent-resolubil (Q1, f1) şi cu un izotop (Q2, f2) de forma
(ε, . . . , ε, γ) al quasigrupului medial idempotent (Q2, f3), unde γ ∈ Aut(Q2, f3).

Definiţie. Un quasigrup n-ar (Q, f) este un quasigrup simplu, dacă congruenţele nor-
male ale quasigrupului (Q, f) sunt exact congruenţele diagonală Q̂ = {(q, q) | q ∈ Q} şi
universală Q×Q.

În paragraful 4.2 este demonstrată

Teorema 4.12. Dacă un quasigrup n-ar medial (Q, f) de forma f(x1, x2, . . . , xn) =
α1x1 + α2x2 + · · · + αnxn + a peste un grup abelian (Q,+) este simplu, atunci

1. grupul (Q,+) este grup aditiv al unui câmp finit Galois GF (pk);

2. grupul 〈α1, . . . , αn〉 este grupul multiplicativ al câmpului GF (pk) ı̂n cazul k > 1 şi
grupul 〈α1, . . . , αn〉 este un subgrup al grupului Aut(Zp,+) ı̂n cazul k = 1;

3. quasigrupul (Q, f) ı̂n cazul |Q| > 1 poate fi un quasigrup din următoarele clase de
quasigrupuri separate:

(a) α1+α2+· · ·+αn = ε, a = 0; ı̂n acest caz quasigrupul (Q, f) este un quasigrup
idempotent;

(b) α1+ α2+ · · · + αn = ε şi a 6= 0; ı̂n acest caz quasigrupul (Q, f) nu are
elemente idempotente, quasigrupul (Q, f) este izomorf cu quasigrupul (Q, g)
de forma g(xn

1 ) = α1x1 + α2x2 + · · · + αnxn + 1 peste grupul (Q,+);

(c) α1+ α2 + · · ·+ αn 6= ε; ı̂n acest caz quasigrupul (Q, f) are exact un element
idempotent, quasigrupul (Q, f) este izomorf cu un quasigrup (Q, g) de forma
g(xn

1 ) = α1x1 + α2x2 + · · · + αnxn peste grupul (Q,+).

În următoarele paragrafe sunt detaliate rezultatele obţinute asupra structurii quasi-
grupurilor finite n-are mediale.

Definiţie. Un quasigrup n-ar (Q, f) este resolubil, dacă există un lanţ finit de quasi-
grupuri n-are

Q/Q1, Q1/Q2, . . . , Qm−1/Qm,

unde quasigrupul Qi+1 este un subquasigrup maxim normal al quasigrupului Qi şi m
este un număr minim cu proprietatea |Qm| = 1.
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Propoziţia 4.12. Orice quasigrup finit n-ar medial idempotent (Q, f) este resolubil şi
orice quasigrup Qi/Qi+1 este un quasigrup finit n-ar medial idempotent simplu.

Propoziţia 4.13. Orice quasigrup finit n-ar medial unipotent (Q, f) este un quasigrup
solubil şi orice quasigrup Qi/Qi+1 este un quasigrup finit n-ar medial unipotent simplu.

În subparagraful 4.4.3 este introdusă definiţia (m,n)-ordinului unui element al quasi-
grupului binar şi definiţia quasigrupului (m,n)-liniar. Sunt cercetate unele quasigrupuri,
ı̂n care toate elementele au (m,n)-ordine egale.

De exemplu, a fost demonstrată următoarea teoremă.

Teorema 4.17. Dacă ı̂ntr-un T-quasigrup (m,n)-liniar (Q, ·) de forma x ·y = ϕx+ψy
peste un grup abelian (Q,+) aplicaţiile ε−ϕ, ε−ψ sunt permutări ale mulţimii Q, atunci
toate elementele quasigrupului (Q, ·) au ordinul (m,n).

În Capitolul 5 este cercetată structura grupurilor de autotopii şi grupurilor de
automorfisme ale quasigrupurilor n-are liniare, quasigrupurilor distributive la stânga şi
unii izotopi ai lor, mai ales a CH-quasigrupurilor. Formulăm câteva rezultate obţinute
ı̂n această direcţie.
Teorema 5.3. Dacă n-T-quasigrupul (Q, g) de forma g(x1, . . . , xn) = ϕ1x1+ ϕ2x2+
· · · + ϕnxn + a are cel puţin un element idempotent, atunci

Aut(Q, g) ∼= K ⋋ C,

unde K = {L+
b | b ∈ Q,ϕ1b+ϕ2b+ · · ·+ϕnb = b}, C = {ω ∈ Aut(Q,+) | ωϕi = ϕiω ∀i ∈

1, n}.

Corolarul 5.7.Dacă n-T-quasigrupul (Q, g) este un quasigrup idempotent de forma
g(x1, . . . , xn) = ϕ1x1 + ϕ2x2 + · · · + ϕnxn peste un grup abelian (Q,+), atunci

Aut(Q, g) ∼= (Q,+) ⋋ C,

C = {ω ∈ Aut(Q,+) |ωϕi = ϕiω ∀ i ∈ 1, n}.

Fie P = {C(a) − a} ∩ δQ, C(a) – orbita elementului a ı̂n mulţimea Q la acţiunea
grupului C şi C – un centralizator al elementelor ϕ1, . . . , ϕn ı̂n grupul Aut(Q,+), N –
nucleul endomorfismului δ, δ = ϕ1 +ϕ2 + · · ·+ϕn − ε, S – un stabilizator al elementului
a la acţiunea grupului C pe mulţimea Q.

Teorema 5.4. Dacă (Q, f) este un n-T-quasigrup de forma f(xn
1 ) = ϕ1x1 + ϕ2x2+

· · ·+ ϕnxn + a peste un grup abelian (Q,+), şi mulţimile P,N, S au ordin finit, atunci

|Aut(Q, f)| = |P | · |N | · |S|.

Corolarul 5.8. Orice T -quasigroup (Q, f) finit n-ar de forma f(xn
1 ) = ϕ1x1+

ϕ2x2 + · · · + ϕnxn + a peste un grup abelian (Q,+) are grupul de automorfisme identic
dacă şi numai dacă

(Q,+) ∼=

m
⊕

i=1

(Z2)i,
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(Q, f) ∼= (Q, g), unde g(xn
1 ) =

∑n

i=1(ϕixi), endomorfismul δ este o permutare a mulţimii
Q, |C| = 1, C este centralizatorul elementelor ϕ1, . . . , ϕn ı̂n grupul Aut(Q,+), m este
un număr natural.

Corolarul 5.9. Orice quasigrup (Q, f) finit n-ar medial astfel, ı̂ncât |Q| > 2 are
|Aut(Q, f)| > 1.

Teorema 5.5. Dacă (Q, f) = (Q, g)T0 este un izotop al quasigrupului n-ar idempotent
(Q, g) astfel, ı̂ncât izotopia T0 are forma (ε, . . . , ε, βi+1, ε, . . . , ε) (̂ın acest şir sunt (n+1)
membri) şi i ∈ 0, n, atunci Aut(Q, f) = CAut(Q,g)(βi+1).

Exprimăm Teorema 5.6 sub următoarea formă.

Teoremă 5.6. Dacă (Q, f) este un quasigrup finit n-ar medial şi (Q, f) ∼=
(A, f1) × (B, f2), unde quasigrupul (A, f1) este un quasigrup medial n-ar cu un ele-
ment idempotent unic, şi quasigrupul (B, f2) este un izotop al quasigrupului n-ar medial,
atunci Aut(Q, f) ∼= Aut(A, f1) ×Aut(B, f2).

Teoremele 5.6, 5.5, 5.3 şi Corolarul 5.7 dau informaţii mai mult sau mai puţin com-
plete asupra grupului de automorfisme ale oricărui quasigrup finit n-ar medial.

În continuare ı̂n acest capitol (paragraful 5.2) sunt studiate grupurile de automor-
fisme ale quasigrupurilor distributive la stânga şi unii izotopi ai lor, inclusiv grupurile
de automorfisme ale CH-quasigrupurilor, quasigrupurilor distributive, quasigrupurilor
distributive Steiner. Vom formula câteva din aceste rezultate.

Reamintim, că ı̂n [25] este demonstrat că orice quasigrup distributiv la stânga (Q, ·)
are forma x · y = ϕx ◦ ψy, unde (Q, ◦) este o S-buclă, ψ ∈ Aut(Q, ◦).

Teorema 5.9. Dacă (Q, ·) este un quasigrup distributiv la stânga cu forma x · y =
ϕx ◦ ψy, unde (Q, ◦) este o S-buclă, ψ ∈ Aut(Q, ◦), atunci

Aut(Q, ·) ∼= LM(Q, ◦) ⋋ (C�LI(Q, ◦)),

unde C = {α ∈ Aut(Q, ◦) | αψ = ψα}, LM(Q, ◦) = 〈L◦

x | x ∈ Q〉, LI(Q, ◦) = {α ∈
LM(Q, ◦) | α1 = 1}.

Teorema 5.10. Dacă (Q, ◦) este un quasigrup de forma x ◦ y = (ϕx + ψy) + d, unde
x · y = ϕx + ψy este un quasigrup distributiv la stânga, d ∈ Nr(Q,+), (Q,+) este o
S-buclă, atunci Aut(Q, ◦) ∼= LM(Q,+) ⋋ (H�LI(Q,+)), unde H = {β ∈ C | βd = d}.

Din Teorema lui Belousov [14] rezultă că orice quasigrup distributiv este izotopic cu
o buclă Moufang comutativă (CML) (Q,+).

Corolarul 5.19. Într-un quasigrup distributiv Aut(Q, ·) ∼= M(Q,+) ⋋ (C�I), unde I
este grupul de permutări interiore al buclei Moufang comutative.

A fost demonstrat ([84], p. 31), că orice CH-quasigrup poate fi construit ı̂n modul
următor: x · y = (−x − y) + d, unde elementul d este din centrul lui CML (Q,+). O
buclă Moufang comutativă (Q,+) cu identitatea 3x = 0 se numeşte 3-CML.

Corolarul 5.20. Dacă (Q, ◦) este un CH-quasigrup care este izotopic cu 3-CML (Q,+),
atunci Aut(Q, ◦) ∼= M(Q,+) ⋋G, unde G = {β ∈ (Aut(Q,+)�I) | βd = d}.
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În Capitolul 6 sunt expuse unele aplicaţii ale teoriei quasigrupurilor n-are la teoria
codurilor cu un simbol de control.

Cercetările statistice ale lui J. Verhoeff [138] şi D.F. Beckley [10] au arătat că cele
mai frecvente erorile comise de operatori ı̂n timpul transmisiei de date sunt erorile ı̂ntr-o
singură componenţă (single), erori transpoziţionale (cu alte cuvinte transpoziţii adia-
cente), adică erori de forma . . . ab . . . −→ . . . ba . . . , şi erori de inserţie şi de ştergere.
Menţionăm că dacă toate cuvintele codului au lungimi egale, atunci erorile de inserţie
şi de ştergere pot fi uşor detectate.

Transpoziţii cu salt . . . abc · · · → . . . cba . . . , erori duble . . . aa · · · → . . . bb . . . , erori
fonetice (a 6= 0, a 6= 1) . . . a0 · · · → . . . 1a . . . şi erori duble cu salt . . . aca · · · → . . . bcb . . .
pot apărea destul de des.

În acest capitol construim coduri destul de simple cu un simbol de control care ne
permit să detectăm de fapt toate erorile indicate mai sus.

Definiţie. [104]. Un sistem de control cu un simbol de control este un cod sistematic
peste un alfabet Q care se obţine prin adăugarea la dreapta a unui simbol de control
an+1 la orice cuvânt a1a2 . . . an ∈ Qn :

C :

{

Qn −→ Qn+1

a1a2 . . . an 7−→ a1a2 . . . anan+1.

Noi vom spune, că cuvintele de cod a1 . . . an+1 şi b1 . . . bn+1 sunt egale dacă şi numai
dacă ai = bi pentru toţi i ∈ {1, . . . , n + 1}. Uneori cuvântul de cod a1 . . . an+1 ı̂l vom
nota cu an+1

1 .
Printr-o eroare ı̂n cuvântul de cod an+1

1 al codului C peste un alfabet Q noi ı̂nţelegem
aşa un cuvânt bn+1

1 ∈ Qn+1 astfel, ı̂ncât să existe cel puţin un indice j ∈ 1, n+ 1 cu
proprietatea aj 6= bj .

Ca de obicei, un cod n-ar (Q, g) detectează o eroare ı̂ntr-un cuvânt a1 . . . anan+1

primit după o transmisie dacă şi numai dacă g(an
1 ) 6= an+1.

Observaţia principală. Noi putem privi codul C ca o aplicaţie peste un alfabet
(peste o mulţime Q) astfel, ı̂ncât simbolul de control an+1 este obţinut din simbolurile
informaţionale a1, a2, . . . , an ı̂n modul următor: g(a1, a2, . . . , an) = an+1, unde g este o
operaţie n-ară pe mulţimea Q.

Definiţie. Codul C cu un simbol de control an+1 peste un alfabet Q ı̂l notăm ca un cod
n-ar (Q, g). Dacă ı̂ntr-un cod n-ar (Q, g) operaţia g este o operaţie a unui quasigrup
n-ar, atunci codul se numeşte n-quasigrup cod (Q, g).

Următoarea teoremă permite să aplicăm aparatul teoriei quasigrupurilor n-are la
teoria codurilor cu un simbol de control.

Teorema 6.1. Orice cod n-ar (Q, g) detectează toate erorile single (̂ıntr-o singură com-
ponenţă) dacă şi numai dacă codul (Q, g) este un cod n-quasigrupal, adică operaţia n-ara
g este o operaţie de n-quasigrup.

Definiţie. Un quasigrup binar (Q, ·) se numeşte total anticomutativ dacă şi numai dacă
sunt adevărate următoarele implicaţii: x ·y = y ·x⇒ x = y, x ·x = y ·y ⇒ x = y pentru
orice x, y ∈ Q.
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Teorema 6.3. Orice cod (Q, d) n-quasigrupal detectează orice transpoziţie şi eroare
dublă pe locurile de forma (i, i+ k) (i ∈ 1, n− k, k ∈ 1, n− 1, i+ k ≤ n) dacă şi numai
dacă toate (i, i + k)-retractele binare ale n-quasigrupului (Q, d) sunt quasigrupuri total
anticomutative.

A fost demonstrată următoarea teoremă care ne dă posibilitatea să construim destul
de simplu coduri (sisteme de control) de orice lungime finită cu un simbol de control,
care detectează toate erorile single (̂ıntr-o singură componenţă), transpoziţionale, duble,
transpoziţionale cu salt, erori duble cu salt şi aproare toate erorile fonetice.

Teorema 6.8. Orice cod (n−1)-T-quasigrupal (Q, g) cu ecuaţia de control (de verificare)
d(x1, x2, . . . , xn) = α1x1 + α2x2 + · · · + αnxn = 0 detectează:

a) orice eroare transpoziţională pe locuri de forma (i, i + 1), i ∈ 1, n− 1, dacă şi
numai dacă aplicaţia αi − αi+1 este un automorfism al grupului (Q,+);

b) orice eroare transpoziţională pe locuri de forma (i, i + 2) (adică transpoziţii cu
salt), i ∈ 1, n− 2, dacă şi numai dacă aplicaţia αi − αi+2 este un automorfism al
grupului (Q,+);

c) orice eroare dublă pe locuri de forma (i, i + 1), i ∈ 1, n− 1, dacă şi numai dacă
aplicaţia αi + αi+1 este un automorfism al grupului (Q,+);

d) orice eroare dublă pe locuri de forma (i, i + 2) (adică eroare dublă cu salt), i ∈
1, n− 2, dacă şi numai dacă aplicaţia αi+αi+2 este un automorfism al grupului (Q,+).

Un cod n-quasigrupal care detecteaza cinci tipuri de erori (single, erorile transpo-
ziţionale şi duble pe locuri de forma (i, i + 1), unde i ∈ 1, n− 1, şi pe locuri de forma
(i, i+ 2), unde i ∈ 1, n− 2,) va fi numit cod 5-n-quasigrupal.

Teorema 6.9. Produsul direct a doua coduri 5-n-quasigrupale este tot un cod 5- n-
quasigrupal.

Teorema 6.14.Orice cod 5-n-T-quasigrupal (Q, g) cu ecuaţia de control

d(xn+1
1 ) = α1x1 + α2x2 + · · · + αnxn + αn+1xn+1 = 0

detectează toate erorile fonetice de pe toate locurile (i, i + 1) cu excepţia a câtei une
singure erori fonetice pe fiecare loc de forma (i, i+ 1).

În subparagraful 6.1.6 sunt construite coduri cu un caracter de control cu caracter-
istici mai bune decât cele ale binecunoscutelor coduri UPC (Universal Product Code),
EAN (European Article Number), ISBN (International System Book Number).

Teorema 6.15. Există coduri 5-n-T-quasigrupale pentru orice ordin prim p ≥ 7; pentru
orice ordin m2 cu m > 1; pentru orice ordin compozit d astfel ı̂ncât d = m2p1p2 . . . ps,
unde m ≥ 1, pi ≥ 7.

Sistemul numerelor de serii ale bancnotelor germane este unul dintre cele mai vechi
şi cele mai renumite sisteme de control cu un simbol de control. În subparagraful 6.1.7
sunt enumerate următoarele erori : transpoziţionale cu salt, erori duble, erori fonetice
şi erori duble cu salt, care nu detectează acest cod.

Funcţia de semn (sign function) este un omomorfism ϕ al grupului simetric Sn pe
grupul Z2, Z2 = {1,−1}, astfel că ϕα = −1, dacă permutarea α este egală cu produsul
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unui număr impar al ciclurilor de lungimea 2, ϕα = 1, dacă permutarea α este egală cu
produsul unui număr par al ciclurilor de lungimea 2.

În paragraful 6.2 sunt descrise semnele translaţiilor la stânga, la dreapta, medii şi
semnul produsului tuturor translaţiilor la stânga (la dreapta, medii) ale buclei Bol finite.

Fie (Q, ·) un quasigrup, | Q |= n. Vom utiliza următoarele notaţii: sgnL =
n

∏

i=1

sgn(Lai
), sgnR =

n
∏

i=1

sgn(Rai
), sgn I =

n
∏

i=1

sgn(Iai
), unde ai ∈ Q; mai departe

tsgnQ = 〈sgnL, sgnR, sgn I〉.

Teorema 6.16. Fie Q o buclă Moufang finită. Dacă | Q |= 4k, atunci tsgnQ = 〈1, 1, 1〉;
dacă | Q |= 4k + 1, atunci tsgnQ = 〈1, 1, 1〉; dacă | Q |= 4k + 2, atunci tsgnQ =
〈−1,−1,−1〉; dacă | Q |= 4k + 3, atunci tsgnQ = 〈1, 1,−1〉.

În Capitolul 7 se dezvoltă o concepţie veche, binecunoscută [85], de ortogonalitate
a grupoizilor binari, quasigrupurilor de stânga (dreapta) şi quasigrupurilor ı̂n limbajul
al m-colecţiilor de aplicaţii, ı̂n principal, ı̂n limbajul m-colecţiilor de permutări.

Grupoizii (Q, ·) şi (Q, ∗) sunt ortogonali ((Q, ·)⊥(Q, ∗)), dacă sistemul de ecuaţii
x · y = a şi x ∗ y = b are o singură soluţie penru orice a, b ∈ Q.

Sunt stabilite condiţii necesare şi suficiente ca un quasigrup să fie ortogonal pe unul
dintre parastroficele lui.

Teorema 7.9. Pentru un quasigrup finit (Q, ·) sunt ı̂ndeplinite următoarele echivalenţe:
(i) (Q, ·)⊥(Q, ·)(12) ⇐⇒ ((x\yz)x = zy =⇒ x = y);
(ii) (Q, ·)⊥(Q, ·)(13) ⇐⇒ (zx · x = zy · y =⇒ x = y);
(iii) (Q, ·)⊥(Q, ·)(23) ⇐⇒ (x · xz = y · yz =⇒ x = y);
(iv) (Q, ·)⊥(Q, ·)(123) ⇐⇒ (x · zx = y · zy =⇒ x = y);
(v) (Q, ·)⊥(Q, ·)(132) ⇐⇒ (xz · x = yz · y =⇒ x = y).

În paragraful 7.3 sunt cercetate unele transformări ale grupoizilor şi quasigrupurilor
care păstrează proprietatea ortogonalităţii lor.

Corolarul 7.14. Grupoizii (Q,A) şi (Q,B) sunt ortogonali dacă şi numai dacă
(Q,A)β ⊥ (Q,B)β, unde β ∈ ISOS(12)(Q). ISOS(12)(Q) este grupul tuturor izotopiilor
şi (12)-izostrofiilor ai mulţimii Q.

O colecţie de aplicaţii P are speţa l dacă şi numai dacă P constă din translaţiile
la stânga ale unui grupoid, are speţa r dacă şi numai dacă P constă din translaţiile la
dreapta ale unui grupoid, etc.

Definiţie. Orice m-colecţie de permutări P de speţa α, α ∈ {l, Il, r, Ir, p, Ip}, se
numeşte izotopie generalizată de speţa α sau gizotopie de speţa α.

Propoziţia 7.16. Acţiunea gizotopiei P = (p1, p2, . . . , pn, . . . ) de speţa l pe
un grupoid (Q, ·) coincide cu acţiunea colecţiei T a izotopiilor de forma T =
((ε, p1, ε), (ε, p2, ε), . . . , (ε, pi, ε), . . . ), unde izotopia (ε, pi, ε) acţionează numai la rândul
i al tabelului lui Cayley al grupoidului (Q, ·).

Propoziţia 7.21. Pătratele S1 şi S2, ambele de speţa α, α ∈ {l, r}, sunt ortogonale
dacă şi numai dacă imaginile gizotopice ale lor S1P şi S2P sunt ortogonale, unde P
este o gizotopie de speţa α.
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În paragraful 7.4 sunt formulate condiţiile de ortogonalitate ale perechii T -quasigru-
purilor, care sunt definite pe acelaşi grup abelian (Q,+) (nu este necesar ca ordinul
mulţimii |Q| să fie finit). În acelaş mod cercetăm ortogonalitatea T-quasigrupurilor
parastrofice.

Teorema 7.14. Un T-quasigrup (Q, ·) de forma x · y = αx+ βy + c şi un T -quasigrup
(Q, ◦) de forma x ◦ y = γx+ δy + d, ambele definite pe un grup comutativ (Q,+), sunt
ortogonale dacă şi numai dacă aplicaţia α−1β − γ−1δ este un automorfism al grupului
(Q,+).

Ortogonalitatea unui quasigrup şi a (12)-parastrofului este mai clară din punct de
vedere intuitiv, această ortogonalitate a fost studiată ı̂n multe lucrări [15, 100, 42, 34].

A. Sade [100, 42] a numit un quasigrup (Q, ·) antiabelian dacă (Q, ·) este ortogonal
cu (12)-parastroful lui (Q, ⋆): cu alte cuvinte, dacă x ·y = z · t şi y ·x = t ·z (x⋆y = z ⋆ t)
implică x = z şi y = t.

Teorema 7.17. Pentru un T-quasigrup (Q, ·) de forma x · y = ϕx + ψy + c peste un
grup comutativ (Q,+) sunt echivalente următoarele condiţii:

(x · y = y · x) ⇒ (x = y), (x · x = y · y) ⇒ (x = y) pentru toţi x, y ∈ Q;
(x · y = z · t şi y · x = t · z) ⇒ (x = z c si y = t) pentru toţi x, y, z, t ∈ Q;
aplicaţiile ϕ− ψ şi ϕ+ ψ sunt permutări ale mulţimii Q;
aplicaţiile s ϕ−1 − ψ−1 şi ϕ+ ψ sunt permutări ale mulţimii Q;
aplicaţia ϕ−1ψ − ψ−1ϕ este o permutare a mulţimii Q;
T-quasigrupul (Q, ·) şi (12)-parastroful lui (Q, ⋆) sunt ortogonali.

În [34] Bennett şi Zhang studiază pătratele latine cu parastrofe ortogonale conjugate.
Aceste pătrate corespund quasigrupurilor cu proprietatea: (Q,Aσ) ⊥ (Q,Aσ)(12) pentru
orice σ ∈ S3. Pentru simplitate quasigrupurile cu această proprietatele vom numi SOC-
quasigrupuri.

Pentru SOC-T -quasigrupuri putem demonstra

Teorema 7.18. Un T-quasigrup (Q, ·) de forma x · y = ϕx + ψy + c peste un grup
abelian (Q,+) este un SOC-quasigrup dacă şi numai dacă aplicaţiile ϕ−ψ, ϕ+ψ, ε−ψ,
ε+ ψ, ε− ϕ şi ε+ ϕ sunt permutări ale mulţimii Q.

S-a demonstrat ca clasa SOC-quasigrupurilor şi clasa quasigrupurilor, care sunt or-
togonali cu orice parastrof al lor, se intersectează dar nu coincid.
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CZU: 512.548

Adnotare
la teza de doctor habilitat a domnului V. Şcerbacov

“Despre quasigrupuri liniare şi inverse şi aplicarea lor ı̂n teoria codurilor”

În lucrare au fost cercetate quasigrupurile n-are şi binare şi unele aplicaţii ale lor ı̂n
teoria codurilor. Au fost obţinute următoarele rezultate:

• Au fost introduse clase noi ale quasigrupurilor binare inverse ( (r, s, t)-inverse,
(α, β, γ)-inverse) şi cercetate proprietăţiile lor.

• A fost demonstrată că un quasigrup cu orice identitate Moufang este o buclă.

• A fost obţinut un progres ı̂n rezolvarea problemei Bruck-Belousov despre norma-
litatea congruenţelor quasigrupurilor pentru buclele de st̂ınga (de dreapta).

• A fost descrisă structura quasigrupurilor n-are mediale simple.

• A fost descrisă structura quasigrupurilor n-are finite mediale.

• Au fost cercetate grupurile automorfismelor T -quasigrupurilor n-are, quasi-
grupurilor n-are mediale şi nişte isotopi ai quasigrupurilor distributive la st̂ınga.

• Au fost elaborate familii noi ale codurilor, care sunt construite ı̂n mod simplu şi
care au characteristici mai bune decât codurile cunoscute de acelaşi tip.

• Au fost obţinute condiţiile necesare şi suficiente despre ortogonalitatea unui quasi-
grup finit şi orice parastrof al lui.

Teza este scrisă ı̂n limba engleză.

Cuvinte cheie: quasigrup, quasigrup n-ar, quasigrup liniar, quasigrup invers, quasi-
grup medial, patrat Latin, cod, automorfism, ortogonalitate.
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Annotation
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“On linear and inverse quasigroups and their applications in code theory”

This thesis is devoted to the theory of n-ary and binary quasigroups and their appli-
cations in code theory. The following results are obtained:

• New classes of binary inverse ( (r, s, t)-inverse, (α, β, γ)-inverse) quasigroups are
introduced, their properties are researched.

• It is proved that quasigroup with any Moufang identity is a loop.

• Some progress in the solving of Bruck–Belousov problem on normality of congru-
ences of quasigroups is achieved for left (right) loops.

• Description of structure of n-ary simple medial quasigroups is given.

• The structure of finite n-ary medial quasigroups is given.

• Automorphism groups of n-ary T -quasigroups, n-ary medial quasigroups and some
isotopes of binary left distributive quasigroups are researched.

• New families of easy constructed codes with one check symbol, which have char-
acteristics better than known codes of such kind, are discovered.

• Necessary and sufficient conditions of orthogonality of a finite quasigroup and any
its parastrophe are given.

The thesis is written in English.

Key words and phrases: quasigroup, n-ary quasigroup, linear quasigroup, inverse
quasigroup, medial quasigroup, Latin square, code, automorphism, orthogonality.
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УДК: 512.548

Аннотация
на докторскую диссертацию В.А. Щербакова

”О линейных и инверсных квазигруппах и их применениях в теории кодов”

Данная диссертационная работа посвящена теории n-арных и бинарных квази-
групп и некоторым применениям квазигрупп в теории кодирования. В частности,
получены следующие результаты:

• Определены новые классы бинарных инверсных квазигрупп ((r, s, t)-инверс-
ные, (α, β, γ)-инверсные) и исследованы их свойства.

• Доказано, что квазигруппа с любым из тождеств Муфанг является лупой.

• Достигнут прогресс в решении проблемы Брака–Белоусова об условиях нор-
мальности конгруэнций квазигрупп для левых (правых) луп.

• Дано описание строения простых n-арных медиальных квазигрупп.

• Описана структура конечных n-арных медиальных квазигрупп.

• Исследованы группы автоморфизмов n-арных T -квазигрупп, n-арных ме-
диальных квазигрупп и некоторых изотопов бинарных леводистрибутивных
квазигрупп.

• Найдены семейства новых, легко конструируемых кодов с одним проверочным
символом, характеристики которых лучше, чем у широко известных кодов
такого рода.

• Приведены необходимые и достаточные условия ортогональности конечной
квазигруппы и любого ее парастрофа.

Диссертация написана на английском языке.

Ключевые слова и фразы: квазигруппа, n-арная квазигруппа, линейная
квазигруппа, инверсная квазигруппа, медиальная квазигруппа, латинский квадрат,
код, автоморфизм, ортогональность.
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