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Actualitatea temei investigate si gradul de studiere al ei.

In lucrare sunt cercetate unele probleme ale teoriei quasigrupurilor n-are si binare
precum si aplicatiile ei in codificarea informatiei.

Multimea nevida @ cu operatia n-ara f care poseda proprietatea: in ecuatia

flzi, e, ... xp) = Tpta

orice n elemente din multimea {x1,2,..., %, Tny1} definesc in mod unic rdmas ele-
ment, se numeste quasigrup n-ar (Q, f) [26, 17]. In cazul n = 2 noi obtinem definitia
quasigrupului binar. Daca in quasigrupul binar (@, -) exista un element e cu proprietatea
x-e=e-x =z pentru toti € @, atunci quasigrupul (@, -) se numeste bucld.

Anii 20-30 ai secolului XX sunt anii inceputului dezvoltarii teoriei quasigrupurilor.
La sfarsitul secolului XIX David Hilbert a publicat lucrari fundamentale consacrate
axiomatizarii matematicii, in particular, lucrari consacrate axiomatizarii geometriei. In
anii urmétori au fost publicate multe lucriiri consacrate “bazelor” geometriei. In linii
mari, au fost studiate diferite sisteme de axiome ale geometriei euclidiene, proiective si
hiperbolice de dimensiune doi si trei.

Deoarece geometriile sunt coordonatizate cu diferite tipuri de structuri algebrice
(cAmpuri, grupuri, semigrupuri, etc.), pe parcurs au fost studiate diferite sisteme de
axiome ale structurilor algebrice. De exemplu, L.E. Dikson a studiat semigrupurile in
anul 1905 [46].

Deci la sfargitul secolului al XIX-lea s-a inceput cercetarea structurilor care apar la
modificarea sistemelor de axiome ale grupului sau ale diferitor geometrii. In particular,
cercetarile acestea au fost “provocate” de ideea de a cerceta problemele de independenta
a sistemelor de axiome.

Mentionam ca Wilhelm Doérnte, urmand sfatului Emmy Noether, a cercetat quasi-
grupurile ternare ca o generalizare a grupurilor binare [47], Anton Sugkevici [129, 130]
a studiat quasigrupurile binare cu unele conditii suplimentare (cu postulate), Burstin si
Mayer au studiat quasigrupurile distributive [38].

Clifford si Preston in cartea [41] scriu cd dezvoltarea teoriei semigrupurilor a inceput
dupa lucrérile lui Sugkevici [128]. Se poate spune ci A.K. Sugkevici este unul din fonda-
torii teoriei quasigrupurilor si teoriei semigrupurilor.

Termenul “quasigrup” a aparut in lucrarea R. Moufang [87] care este consacrati
problemelor coordinatizarii planelor proiective. Putem spune ca termenul “quasigrup”
a aparut la studierea problemei de independenta a axiomelor planului proiectiv.

R. Moufang a numit cu termenul “quasigrup” obiectul care astazi se numeste bu-
cla Moufang. De fapt R. Moufang a definit bucla Moufang (Q,-) ca o IP-bucld cu o
identitate.

R. Moufang a studiat I P-buclele cu identitatea a(y-af) = (ay-«)f (“Quasi-gruppe
Q*7) si cu identitatea (af8)(ya) = a((8y)a) (“Quasi-gruppe Q**”), unde «, 5,7 € @
[87].

Identitatea a(y - af) = (ay - @) se numeste astazi identitate Moufang de stanga,
identitatea (af8)(ya) = a((8v)«) se numeste identitate Moufang medie.



Mai tarziu (1937) A.K. Sugkevici a definit quasigrupurile mediale (abeliene) ([130],
p. 157). Vezi si articolele de pionierat ale lui A.A. Albert [1, 2], D.C. Murdoch [90, 91],
K. Toyoda [135], R.H. Bruck [35], R. Baer [6, 7] si E.L. Post [99].

Amintim, ca in anii 30 ai secolului XX a fost introdus un nou concept de retea alge-
brica. Definirea quasigrupului in termenii teoriei retelelor are o interpretare geometrica
naturald si clard [14, 16, 19].

Patratele latine sunt un analog combinatoric al quasigrupurilor binare finite.
Mentionam ca studierea patratelor latine a inceput in cadrul combinatoricii si matem-

aticii distractive mult mai devreme decat studierea quasigrupurilor in cadrul algebrei
abstracte [42, 83].

Ortogonalitatea este una din cele mai populare dintre proprietatile patratelor la-
tine, fiindca proprietatea aceasta, probabil, este una din cele mai “aplicate” dintre
proprietatile patratelor latine.

Quasigrupurile ca solutii de unor ecuatii functionale, aparute implicit (fara nume) in
logica matematica, apar in lucrarile logicianului german Ernst Schréder [59, 82].

Probabil, primul exemplu al unei bucle neasociative este bucla multiplicativa a al-
gebrei octonionilor [20, 76]. Mention&dm, ca informatii istorice asupra dezvoltarii teoriei
quasigrupurilor si buclelor se afld in teza lui Hubert Kiechle [76].

In prezent, teoria quasigrupurilor, teoria patratelor latine si teoria retelelor alge-
brice sunt dezvoltate destul de intens. Chiar daca teoriile acestea au succese, scopuri
si probleme proprii, pana in prezent ele se dezvolta intersectandu-se si imbogatindu-se
reciproc.

Quasigrupurile au diferite aplicatii in alte domenii ale matematicii, in alte stiinte si
in practica [83].

De exemplu, quasigrupurile (patratele latine) sunt utilizate de mult timp in statis-
ticd (in teoria planificarii experimentului [86, 80]), in teoria ecuatiilor diferentiale [39],
in geometria diferentiald [39], in geometria hiperbolica [137], in fizicd (in mecanica rel-
ativistd [92]), in teoria codurilor [118, 88], teoria automatelor [55, 56], in criptografie
[42, 45]. Din lucrarile lui Schauffler [102] este clar, ca quasigrupurile au aplicatii directe
in criptografie. Patratele latine au fost utilizate in criptografie aproape din momentul
de aparitie a acestei stiinte.

Mentiondm, cd Valentin Belousov (1925-1988) a obtinut rezultate fundamentale in
teoria quasigrupurilor binare si n-are, in teoria retelelor si in teoria ecuatiilor functionale.

Pentru quasigrupuri, in mod deosebit, luand in consideratie legatura lor cu com-
binatorica, au fost definite si activ cercetate diferite tipuri de morfisme, printre care:
izomorfisme, automorfisme, izotopisme (izotopii), izostrofisme, autostrofisme, izotopisme
incrucisate, izotopisme generalizate. Automorfismele si grupurile de automorfisme ale
buclelor au fost studiate de A.A. Albert in primele lucrari consacrate teoriei quasi-
grupurilor [1, 2].

Ca ¢i in alte domenii ale matematicii, ideea de liniaritate joaca un rol important in
teoria quasigrupurilor. De exemplu, aceasta idee se utilizeaza in definitia quasigrupurilor



liniare. Ideea de liniaritate relativa este ideea principala a prezentei teze. Qusigrupurile
liniare sunt cercetate si/sau utilizate in toate capitolele tezei.

In prezent (a. 2007), putem numi quasigrup liniar un quasigrup binar cu forma
x-y = (ax+PBy)+c, unde (Q, +) este o bucld “bund”, «, 8 € Aut(Q,+), ¢ este elementul
fix al multimii Q. Are sens sa numim quasigrup liniar generalizat quasigrupul, in care
permutarile o, 8 sunt permutari “bune” ale multimii Sq.

V.D. Belousov a definit quasigrupurile liniare (peste grupuri) la mijlocul anilor 60 ai
secolului XX [13]. In anii 70 au fost studiate destul de intens quasigrupurile liniare peste
grupuri abeliene (T-quasigrupuri) si unele clase de quasigrupuri liniare generalizate de
catre T. Kepka, P. Nemec, J. Jezek, V.D. Belousov, V.I. Onoi si de alti matematicieni.
Este ugor de vazut ca notiunea de quasigrup liniar generalizat poate fi extinsd pentru
cazul n-ar.

Observam cd multe clase de quasigrupuri binecunoscute (clasice) se afla in clasa
quasigrupurilor liniare generalizate. De exemplu, quasigrupurile mediale (teorema lui
Toyoda [135]), quasigrupurile distributive (teorema lui Belousov [11]), quasigrupurile
distributive Steiner, quasigrupurile distributive la stinga (teorema lui Belousov-Onoi
[25]), CH-quasigrupurile (teorema lui Manin [84]), T-quasigrupurile, grupurile n-are
(teorema lui Gluskin-Hossu [58, 54, 126]), quasigrupurile n-are mediale (teorema lui
Evans [51] si teorema lui Belousov [17]), F-quasigrupurile (teorema lui Kepka-Kinyon-
Phillips [73]) sunt quasigrupuri de acest tip.

Quasigrupurile liniare pot fi prezentate destul de compact in memoria computerului.
Acest fapt oferindu-ne posibilitati largi de utilizare a acestor quasigrupuri in practica.
Mentionam, ca, in cazul general, pentru a defini un quasigrup 100-ar de ordinul 10 ne
trebuie 101%° (un Gugol) egalitati.

La sfargitul anilor 80 si inceputul anilor 90 membrii scolii lui V.D. Belousov
(G.B. Beliavscaia cu elevii ei P.N. Sarbu gi A.H. Tabarov, W.A. Dudek, V.I. Izbas,
V.A. Scerbacov, F.N. Sohatkii cu elevii sai O.E. Kirnasovski si P. Sivakovski) si
K.K. Sciukin au inceput cercetarea mai activa a quasigrupurilor liniare generalizate.

Au fost efectuate studii asupra congruentelor, automorfismelor, izomorfismelor, en-
domorfismelor, identitatilor, nucleelor, centrului, asociatorilor, comutatorilor, ortogo-
nalitdtii quasigrupurilor liniare generalizate (inclusiv gi cazul n-ar). Au fost obtinute
unele estimatii numerice. Cercetéarile acestea continud pana in prezent.

Cercetari in directia aceasta au ficut L. Beneteau, T. Kepka, P. Némec, J.D.H. Smith.

Ideea de cercetare, mai mult sau mai putin completa, a quasigrupurilor liniare gen-
eralizate (inclusiv cazul n-ar) a luat nagtere in timpul discutiilor lui K.K. Sciukin cu
autorul prezentei teze. Ei au popularizat activ aceasta idee printre colegi la diferite
conferinte si in timpul intalnirilor personale. Aceastd idee (cazul binar) este reflectatd
in [112, 111].

Punctul de vedere, ca orice automorfism este un autotopism cu componente
egale, este destul de efecient pentru studierea automorfismelor si izomorfismelor quasi-
grupurilor liniare generalizate. Acest mod de abordare a studierii automorfismelor quasi-
grupurilor n-are liniare este bazat pe faptul binecunoscut, ci quasigrupurile izotopice
au grupuri izomorfe de autotopii.



De aceea, dacd ¢unoagtem structura autotopiilor quasigrupului n-ar “bun” (@, f)
si forma izotopiei T', atunci avem posibilitatea sa obtinem informatia despre autotopi-
ile gi automorfismele quasigrupului n-ar (Q,g) = (@, f)T. Credem ci, pentru prima
data metoda aceasta a fost utilizata la studierea grupurilor de automorfisme ale quasi-
grupurilor grupurilor izotopice in [108].

Astazi este clar ca aceasta idee poate fi utilizatd intr-o situatie mult mai generala.
De exemplu, dacid gunoagtem structura autostrofiilor (endotopiilor) quasigrupului n-ar
(Q, f) si forma izostrofiei T' (sau altd “izoaplicatie” potrivitd), atunci avem posibilitatea
s obtinem informatii despre autostrofiile, autotopiile, automorfismele (endotopismele,
endomorfismele) quasigrupului n-ar (Q, g) = (Q, f)T [134].

In lucrarea [105] este introdusd o restrictie potrivitd, adicd a fost propus si se
cerceteze quasigrupuri distributive la stanga, care sunt izotopice cu un grup fix.
Restrictia aceasta ne da posibilitatea sa studiem izomorfismele quasigrupurilor distribu-
tive la stanga, care sunt izotopice cu grupurile. Mai tarziu aceste procedee de studiere
a automorfismelor gi izomorfismelor quasigrupurilor liniare generalizate au fost utilizate
de autorul acestei teze gi unii colegi ai lui [48, 60, 61, 78, 113, 114, 125, 122].

Aproape toate clasele binecunoscute (clasice) de quasigrupuri gi bucle au propri-
etatea de “inversabilitate”. Cele mai cunoscute clase de quasigrupuri cu proprietatea de
inversabilitate sunt I P-, LI P- (RIP-), WIP- si CI-bucle si quasigrupuri.

Mentionam, ca I P- si, de fapt, LI P-buclele au fost definite in lucrarea lui R. Moufang
[87]. IP- si LIP-quasigrupuri si bucle au fost studiate in [35, 37, 14, 52].

W IP-buclele au fost definite in lucrarea lui R. Baer [7]. WIP-buclele au fost studiate
in [7, 98, 8]. WIP-quasigrupurile au fost definite si studiate in [127].

CI-buclele au fost definite in lucrarea lui R. Artzy [3], C'I-buclele si C'I-quasigrupu-
rile au fost studiate in [3, 4, 27, 65, 136]; buclele m-inverse au fost definite in [64], au
fost studiate in L9, 66]; I-, PI-quasigrupurile si buclele au fost definite si au fost studiate
in [21, 22, 53]. In [44, 45] au fost propuse unele aplicatii ale quasigrupurilor inverse in
criptografie.

Ideea unei generalizari a proprietatilor de inversabilitate a aparut din cerintele crip-
tografiei [44] si dupa citirea ultimelor lucrari ale lui V.D. Belousov [21, 22]. Aceastd idee
a fost realizata in “practicd” in lucrarile comune ale prof. A.D. Keedwell cu autorul.

In tezi sunt studiate:

proprietitile unor clase de quasigrupuri inverse (inclusiv gi clase noi: (o, 3,7)-
inverse si (r, s,t)-inverse); proprietatile unor clase de quasigrupuri liniare generalizate;
structura quasigrupurilor n-are mediale; proprietatile quasigrupurilor cu identitati Mo-
ufang; congruentele si nucleele quasigrupurilor, quasigrupurilor inverse si quasigrupurilor
liniare; autotopiile, automorfismele, grupurile automorfismelor ale quasigrupurilor si
quasigrupurilor liniare; codurile bazate pe quasigrupuri n-are; ortogonalitatea quasi-
grupurilor.

Toate cele mentionate mai sus confirma actualitatea temei alese a tezei.

Autorul exprimad sincere multumiri fostului conducator stiintific, profesorului
V.D. Belousov, profesorului A.D. Keedwell gi profesorului K.K. Sciukin pentru ajutorul
de nepretuit.



Scopurile lucrarii. Scopurile tezei sunt:

de a studia unele aspecte ale quasigrupurilor, inclusiv quasigrupurile inverse si quasi-
grupurile n-are mediale;

de a cerceta grupurile automorfismelor quasigrupurilor n-are liniare, quasigrupurilor
distributive la stanga, ortogonalitatea patratelor;

de a construi coduri cu un simbol de control cu proprietati mai bune decat au anumite
coduri cu un simbol de control, de exemplu ca ISSN-codul, ISBN-codul, UPC-codul,
EAN-codul.

Suport metodologic si teoretico-stiintific.
In lucrare sunt utilizate metodele algebrice si combinatorice.

Inovatia stiintifica a lucrarii. De fapt, toate rezultatele obtinute la momentul primei
publicatii a lor au fost noi. Au fost obtinute urmatoarele rezultate:

Au fost introduse clase noi ale quasigrupurilor binare inverse ( (r,s,t)-inverse,
(c, B,7)-inverse) si cercetate proprietatiile lor.

A fost demonstrata ca un quasigrup cu orice identitate Moufang este o bucla.

A fost obtinut un progres in rezolvarea problemei Bruck-Belousov despre normalita-
tea congruentelor quasigrupurilor pentru buclelor de stinga (de dreapta).

A fost descrisa structuria quasigrupurilor n-are mediale simple.

A fost descrisa structura quasigrupurilor n-are finite mediale.

Au fost cercetate grupurile automorfismelor T-quasigrupurilor n-are, quasigrupurilor
n-are mediale si niste isotopi ai quasigrupurilor distributive la stinga.

Au fost elaborate familii noi ale codurilor, care sunt construite in mod simplu si care
au characteristici mai bune decit codurile cunoscute de acelagi tip.

Au fost obtinute conditiile necesare si suficiente despre ortogonalitatea unui quasi-
grup finit si orice parastrof al lui.

Semnificatia teoretica si valoarea aplicativa a lucrarii.
In general lucrarea este consacratd aspectelor teoretice ale teoriei quasigrupurilor.
Lucrarea contine unele aplicatii ale quasigrupurilor n-are in teoria codurilor.

Aprobarea rezultatelor obtinute. Rezultatele tezei au fost prezentate in forma
verbala in cadrul urmatoarelor conferinte:

Conferinta Internationala de Matematica si Informatica, Chiginau, Septembrie 19-21,
1996;

A TI-a Conferinta Internationald de Algebra din Ucraina, Kiev-Vinnita, 9 - 16 Mai 1999;
Conferinta Internationala Loops’99, Praga, Iulie 27 - August 1, 1999;

Seminarul de Matematicd Purd in Royal Holloway, Universitatea din Londra (Februarie,
2001);

Seminarul algebric in Goldsmith College, Universitatea din Londra (Februarie, 2001);
Prima Conferintd a Societatii Matematice din Republica Moldova, Chiginau, August
16-18, 2001,

Conferinta Internationala Loops’03, Praga, August 10 - August 17, 2003;

Seminarul algebric la Charles University (Praga, Octombrie, 2003);



Second Conference of the Mathematical Society of the Republic of Moldova dedicated
to the 40 anniversary of the foundation of the Institute of Mathematics and Computer
Science of ASM, Chisinau, August, 17-19, 2004;

Workshop “Computational Commutative and Non-Commutative Algebraic Geometry”
June 6-11, 2004, Chiginau, Moldova;

BiT+, a IV-a Conferinta Internationald de Tehnologii Informationale 2004, 3-7 Mai,
2004, Chisinau, Moldova;

A V-a Conferinta Internationala de Algebra din Ucraina, Odesa, Iulie, 20-27, 2005.
Rezultatele tezei au fost comunicate la Chiginau in cadrul Seminaruli Oragenesc de
Algebra (de doua ori pe an (2001-2006)).

Publicatii. Rezultatele de baza ale tezei au fost publicate in 20 articole, 22 rezumate la
conferinte si manifestari stiintifice nationale si internaionale, 2 rapoarte tehnice. Printre
aceste publicatii sunt trei lucrari de sinteza.

Volumul si structura lucrarii. Lucrarea consta din sapte capitole (divizate in para-
grafe) si bibliografie. Toate teoremele, propozitiile, lemele, corolarele, observatiile si
formulele sunt numerotate cu doua numere, primul din care indicd numarul capitolului.

Continutul pe scurt al lucrarii.

Toate rezultatele icluse in teza autorul le-a obtinut de sinestator sau in cooperarea
inseparabila cu co-autorii lucrarilor publicate.

In Capitolul 1 se expune actualitatea temei, scopul si obiectivele tezei, aprobarea
rezultatelor obtinute. In primul capitol sunt prezentate notiunile gi rezultatele de baza,
ce vor fi folosite ulterior.

In Capitolul 2 sunt studiate noi clase ale quasigrupurilor inverse. Multe rezultate
din acest capitol sunt obtinute in cooperarea inseparabila cu prof. A.D. Keedwell. Ele
au fost publicate in articole comune cu prof. A.D. Keedwell [67, 68, 69)].

V.D. Belousov [21] a definit si a inceput studierea quasigrupurilor M-inverse si p-
inverse. Un quasigrup (Q, o) se numeste quasigrup A-invers sau \-quasigrup daca exista
permutarile A1, A2, A3 ale multimii @ astfel, incat zA; o (z o y)A2 = yA3 pentru orice
T,y € Q.

Un quasigrup (Q, o) se numeste quasigrup p-invers sau p-quasigrup daca exista per-
mutarile p1, p2, p3 ale multimii @ astfel, incat (zoy)p1 oyps = xp3 pentru orice z,y € Q.

In articolele comune ale profesorului A.D. Keedwell si ale autorului au fost intro-
duse quasigrupurile (o, 8,7)-inverse (sau (o, 3,7)-quasigrupuri) : un quasigrup (Q,-)
se numeste quasigrup (a, 3, v)-invers daci existd permutarile o, 3, v ale multimii Q) ast-
fel, incat (x o y)a o &8 = y~ pentru orice z,y € Q.

De fapt orice quasigrup invers apartine uneia din cele trei clase ale quasigrupurilor
inverse mentionate mai sus.

Vom utiliza urmatoarea definitie a autostrofismului. Colectia permutarilor
[0, (a1, a0, 3)] = [0,a], unde o € S5 si a1, @, a3 sunt permutari ale multimii @, se
numegte un autostrofism al quasigrupului (@, A) daca si numai daca A% (x1a1,x202) =
A(x1, z2)as pentru orice 1,22 € Q.

Teorema 2.2. Un quasigrup (Q,®) este quasigrup (o, B,7)-invers dacd $i numai
daca (Q,®) are autostrofism [(1 2 3),(8,v,a)]. Quasigrupul (Q,®) este \-quasigrup



daca gi numai dacd (Q,®) are autostrofism [(2 3), (A1, Az, A2)]. Quasigrupul (Q,®) este
p-invers dacd gi numai daca (Q,®) are autostrofism [(1 3), (ps, p2,p1)]-

Un quasigrup (Q, o) se numeste quasigrup (r, s, t)-invers sau (r, s, t)-quasigrup, daca
existd o permutare x — zJ a multimii Q astfel, incat (zoy)J" oxJ* = yJ' pentru orice
z,y € @, unde 7, s,t sunt numere intregi.

Quasigrupurile (r, s, t)-inverse au fost definite ca o generalizare a familiilor diferite ale
quasigrupurilor cu proprietate “Incrucis-inversa”: in particular, quasigrupurile (r, s, t)-
inverse generalizeaza buclele CI-, WIP- gi m-inverse [64]. In acest capitol atentia
principald este consacratd quasigrupurilor (r, s, t)-inverse. Mentiondm c& quasigrupurile
(r, s,t)-inverse pot avea unele aplicatii in criptografie [44].

Este demonstrat ca J™5% € Aut(Q, o). Atunci orice quasigrup (r, s, t)-invers (Q, -)
este si (7 4 uh, s + uh,t + uh)-invers pentru orice u € Z, unde J" € Aut(Q, ).

Fie (Q,+) o bucld cu nucleu la stanga N; = {c: ¢+ (z + y) = (¢ + =) + y pentru
orice z,y € Q}.

Un quasigrup liniar la stangd peste o bucld (Q, +) este un quasigrup (Q, -) cu forma
x -y = ¢+ xp + yu pentru orice z,y € Q, unde ¢ € Aut(Q,+), 1 este o permutare a
multimii @ cu proprietatea /0 = 0 (unde simbolul 0 denot& un element neutru al buclei
(Q,+) ) sice Ni(Q,+). Daca gi ¥ € Aut(Q,+), noi obtinem notiunea unui quasigrup
liniar peste bucla (Q, +).

Dacd o bucld (Q,+) este un grup abelian i ¢,v € Aut(Q,+), atunci quasigrupul
(Q,-) cu forma = -y = ¢+ xp + y se numeste T-quasigrup.

Quasigrupurile (r, s, t)-inverse liniare la stanga sunt descrise in

Teorema 2.8. Un quasigrup liniar la stinga (Q, -) peste o bucld (Q,+) este un quasigrup
(r, s,t)-invers relativ la permutarea J a multimii Q, unde J© € Aut(Q,+) i 0J = 0 daca
st numai dacd

(i) ¢+ cJ"p =0, (iii) zpJ " + xJ% = 0 pentru orice x € Q,

(ii) ¢ = Jip= 1T, (iv) (Q,+) este o CI-bucld.

O descriere mai mult sau mai pugin completd a quasigrupurilor mediale (r,s,t)-

inverse (Z,,-), unde (Z,,,+) este un grup ciclic, cu conditia c& permutarea J este
translatia la stinga a grupului (Z,,,+), adici J = L}, este dati in

Teorema 2.12. Un T-quasigrup (Zm,,-) (r,s,t)-invers cu forma x -y = x¢ + yib ce
este definit peste un grup ciclic (Zy,,+) relativ la permutarea J = L;r, unde b este un
element fizat al multimii b € Z,,, poate fi unul din urmadtoarele tipuri de quasigrupuri:

(a) un quasigrup total simetric cu forma x -y = —x —y; sau

(b) un quasigrup medial distributiv cu forma x-y = ¢ +yd~!, unde ¢ : 2 — hz si
h este o raddcind a ecuatiei h> —h+1 = 0.

In orice caz, v, s sit sunt legate cu relatia h?r 4+ s = ht.

Pénd la izomofism, exista numai un singur T-quasigrup (r,s,t)-invers de tipul (a)
pentru orice numar pozitiv m.

T-quasigrupuri (r,s,t)-inverse de tipul (b) exista dacd numdrul m are una din
urmatoarele forme: (i) m = plf1p§2...p5“, (i) m = 2p]f1p§2...pﬁu, (iii) m = 4p]f1p§2...pﬁu
unde, in fiecare caz, p; =1 (mod 6) pentru toti i = 1,2, ..., u.



Dacad aceste qusigrupuri existd, atunci existd 2* T-quasigrupuri (r, s, t)-inverse de
tipul (b)(i) si (b)(ii) neizomorfe doud cdate doud si 2“1 T-quasigrupuri (r, s, t)-inverse
de tipul (b)(iii) neizomorfe doud cdite doud.

In urmitoarele paragrafe se studiaza unele proprietati ale produsului direct al quasi-
grupurilor (r, s, t)-inverse.

Vom presupune ci |Q1]| = nq si |Q2| = na, hi, he sunt cele mai mici numere pozitive
pentru care J™M € Aut(Qy,-) si J" € Aut(Q2,-).

Teorema 2.17.  Dacd quasigrupurile (r,s,t)-inverse (Q1,-) si (Q2,0) nu au core-
spunzdtor autotopisme de forma (J&, JP, JE) si (J92, J82 JS?) cu exceptia automorfis-
melor, atunci produsul direct (Q,*) = (Q1,-) X (Q2,0) va fi un quasigrup (r,s,t)-invers
relativ la permutarea J a multimii Q pentru numerele intregi v, s,t daca si numai daca
ezrista doud mumere intregi uy §i ue astfel, incat

r—ri=s—8s1=t—ti=utht § T —T9=85—83=1—1y=usha,
unde hy si ho sunt definite in acelasi mod ca mai sus.

Corolarul 2.10.  Pentru orice numere intregi pozitive r, s $i t existd quasigrupuri
(r, s, t)-inverse.

Teoremele care stabilesc unele procedee pentru construirea W I P-quasigrupurilor

sunt colectate in urmatorul paragraf.
Teorema 2.20. Dacad (Q,0) este un quasigrup cu operatia de forma x oy = xp + Yy,
unde (Q,4+) este o bucld, ¢, ¥ € Aut(Q,+), atunci (Q,0) este un WIP-quasigrup
relativ la permutarea J a multimii Q dacd si numai daca (i) J = Y Yolgpp™1; (i)
oL 0] =~ Lpt; si (iii) (Q,+) este o WIP-bucld.

Au fost studiate proprietatile A-nucleelor quasigrupurilor (r,s,t)-inverse. Ream-
intim, ca A-nucleu la stanga al unui quasigrup (@, o) se numeste grupul tuturor auto-
topiilor de forma («,¢€, ), unde € este permutarea identica.

Prin analogie, toate autotopiile de forma («, 3, ¢) ale quasigrupului (Q, o) formeaza
un A-nucleul mediu, iar autotopiile de forma (g, 3,7) formeazi un A-nucleul la dreapta
al quasigrupului (@, o). Notdm in mod corespunzitor nucleele acestea cu NlA, NA s
NA. In [12, 70] A-nucleele se numesc respectiv grupuri de permutari regulate la stanga,
la dreapta si medii ale quasigrupului (Q, o).

Reamintim, ci V.D. Belousov a utilizat grupul ; N intr-o lucrare la conferinta
unionald in anul 1958 [11].

Teorema 2.25. In orice A-quasigrup A-nucleul la stanga si mediu sunt izomorfe. Mai
precis, se poate spune, cd N/t = KINAK = KNAK ™!, unde K = [(2 3), (A1, A3, \2)].

Teorema 2.26. In orice A\-bucld nucleele la stanga gi mediu coincid daca A\y = € sau
Ay =€ sau A3 = €.

Teorema 2.27. (i) Intr-un quasigrup p-invers A-nucleele la stanga si mediu sunt
izomorfe. Mai exact, se poate spune, cd N;:‘L = K‘lNTAK = KNTAK_l, unde K =
[(1 3)7 (PS; p27p1)]'
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(i) Intr-o bucli p-inversd nucleul mediu gi nucleul la dreapta coincid dacd py, = ¢
sau py =€ sau p3 = €.

Corolarul 2.15. In orice I-quasigrup A-nucleele la stanga, la dreapta si mediu sunt
izomorfe. In orice PI-bucld A-nucleele la stanga, la dreapta $i mediu coincid.

Din Teorema 2.26 si Teorema 2.27 putem trage concluzia cunoscuta: N; = N, = N,
in orice I P-bucla [14].

Teorema 2.28. In quasigrupul (Q,®) (a, B,7)-invers A-nucleele la stinga, la dreapta
si mediu sunt izomorfe doud cdte doud. Mai evact, putem spune cd N/ = H‘lNlAH,
NA=H'NAH i NA = H-INAH, unde H = [(1 2 3), (8,7, @)].

Teorema 2.30. Intr-o buclid (Q,®) (a, 8,7)-inversd nucleele la stinga, la dreapta i
mediu coincid dacd (1) « sau B sau v este permutarea identicd, sau (ii) af sau By sau
Yo este permutarea identicd.

Din Teorema 2.30 obtinem binecunoscutul rezultat.

Corolarul 2.19. In CI-bucld si in WIP-bucld, N; = N, = N,, [5, 98].

In Capitolul 3 sunt studiate dou probleme din cartea lui V.D. Belousov [14].

Identitatile (v - y2)x = ay - 2z, x(yz - ) = xy - 2z, x(y - x2) = (xy - )z §i (zx-y)x =
z(x - yz) se numesc identitati Moufang.

In paragraful 3.1 este demonstrat ca quasigrupul cu oricare din identitatile Moufang
este o bucld, adica acest quasigrup are un element identic (Teorema 3.2).

Teorema aceasta rezolva cazul particular al problemei lui Burmistrovici (Problema
nr.18 din cartea lui Belousov [14]), si anume: existenta cérei identitati intr-un quasigrup
garanteaza, ca acest qusigrup este o bucla? Rezultatele paragrafului 3.1 au fost anuntate
in [62] si au fost publicate in [115]. Mentionam ca rezultate similare a publicat K. Kunen
in [81].

In paragraful 3.2 Incercam sa rezolvam urmatoarea problema a lui Bruck-Belousov:
Care bucla G are proprietatea cd orice imagine omomorfa a lui G corespunzatoare unui
omomorfism multiplicativ este de asemenea o bucld ([37], p. 92)%; Care sunt quasi-
grupurile sau buclele in care toate congruentele sunt normale ([14], Problema 20, p. 221)?

Mentionam ca in acest paragraf studiem quasigrupuri in signatura cu o operatie
binara. Unele rezultate din acest paragraf sunt o continuare si o dezvoltare a rezultatelor
autorului din teza sa de doctor [111].

Un quasigrup (@, -) care are un element f cu proprietatea f-x = x pentru orice x € @
se numeste bucld de stdnga. Un quasigrup (@Q,-) care are un element e cu proprietatea
x - e = x pentru orice x € () se numeste bucld de dreapta.

Fie T = {Lq, Ry |a,b € Q}, T = {L;', R, " |a,b € Q}.

Cu II(Q) sau cu II vom nota un semigrup, care este generat de toate translatiile la
stanga gi la dreapta ale quasigrupului Q.

Un grup generat de toate translatiile la stanga si la dreapta ale quasigrupului @ va
fi notat cu M(Q), sau cu M, pentru simplitate.

Definitia 3.4. Un subgrup H al grupului M se numeste A-invariant in raport cu
submultimea A a elementelor grupului M, daca a~'Ha C H pentru toti a € A.
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Teorema 3.7. Toate congruentele buclei la stanga (sau la dreapta) sunt normale dacd
st numai daca subgrupurile I-invariante ale grupului M sunt normale in M.

Pentru aplicatii sunt comode urmatoarele conditii suficiente de normalitate ale
congruentelor quasigrupului.

Propozitia 3.5. Dacd quasigrupul Q satisface conditia T~ C II, atunci in Q toate
congruentele sunt normale.

Utilizand Propozitia 3.5 noi stabilim conditiile de normalitate ale tuturor congruente-
lor quasigrupurilor inverse.

Definitie. Daca 0 este o relatie binard pe multimea @, « este o permutare a multimii Q
gi din zfy implicd axfay pentru toti (z,y) € 6, atunci noi vom spune ci permutarea o
este semiadmisibild in raport cu relatia 6. O permutare semiadmisibla 6 este o permutare
admisibild in raport cu relatia binard 6, dacid din z6y rezultd o 'zfa~ 'y pentru toti
(x,y) €6.

Propozitia 3.6. In (a, B,7)-quasigrupul (Q,-) toate congruentele sunt normale dacd
permutdrile o §i y~! sunt semiadmisibile in raport cu orice congruentd a quasigrupului

(Q7 )
Corolarul 3.13. In Cl-quasigrupul (Q,-) toate congruentele sunt normale.

Corolarul 3.14. In WIP-quasigrupul (Q,-) toate congruentele sunt normale, dacd per-
mutarea J este admisibild in raport cu orice congruentd a lui (Q,-). In quasigrupul (@Q,")
m-invers toate congruentele sunt normale daca permutarea J™ este admisibila in raport
cu orice congruentd a lui (Q,-).

Propozitia 3.8. Intr-un I-quasigrup (Q,-) toate congruentele sunt normale dacd
permutarile Ag, /\gl, p1 St pgl sunt semiadmisibile in raport cu orice congruentd a
quasigrupului (Q, ).

Propozitia 3.12. Dacd (Q,0) este o IP-bucld, (Q,-) este un izotop al siu de forma
(a7, BJ% ), unde o, B € M(Q,0), 7,k € {0,1}, adicd x-y = aJ x o SJ"y pentru orice
x,y € Q, atunci Con(Q, o) =nCon(Q, ).

In Capitolui 4 sunt studiate quasigrupurile n-are mediale.
Un quasigrup n-ar (@, g) cu identitatea

9(9(3?11, T12y .-+, xln,)79($21,$22, cee 7$2n), cee ,g(xnl,xnz, cee ,xn,n)) =

9(9(3311,3?21, .- -;ﬂfnl)ag(ﬂ?lz,xzz, cee 7$n2), cee ,g(xlmxzm cee wxnn))

se numegte un quasigrup medial [17].

Un quasigrup (Q, f) care admite identitatea f(x,z,...,x) = x se numeste idempo-
tent, iar unul care admite identitatea f(z,x,...,z) = e, unde e este un element fix al
multimei @, se numeste unipotent.

Pentru un quasigrup n-ar (Q, f) definim o aplicatie s in modul urmator: s(z) =
f(z,z,...,z) pentru orice element 2 € Q. A fost demonstrata ca s este un omomorfism
in quasigrup n-ar medial.

12



Definitie. Un quasigrup n-ar (@, f) se numeste un quasigrup unipotent-resolubil de
gradul m daca exista un lant finit de quasigrupuri unipotente:

Q/s(Q),s(Q)/s*(@Q),-..,s""HQ)/s™(Q),

unde numarul m este numudarul minim cu proprietatea |s™(Q)| = 1.

Urmatoarea teorema este o generalizare pentru cazul n-ar a teoremei binecunoscute
a lui Murdoch [91] asupra structurii quasigrupurilor binare mediale.

Teorema 4.6. Orice quasigrup finit medial n-ar (Q, f) este izomorf cu produsul direct
al unui quasigrup medial unipotent-resolubil (Q1, f1) si cu un izotop (Qs2, f2) de forma
(g,...,e,7) al quasigrupului medial idempotent (Qa, f3), unde v € Aut(Qa2, f3).

Definitie. Un quasigrup n-ar (Q, f) este un quasigrup simplu, dacd congruentele nor-
male ale quasigrupului (Q, f) sunt exact congruentele diagonald Q = {(q,q)|q € Q} si
universala @ x Q.

In paragraful 4.2 este demonstrata

Teorema 4.12. Dacd un quasigrup n-ar medial (Q, f) de forma f(x1,22, ..., Tp) =
o121 + agxa + - -+ apx, + a peste un grup abelian (Q,+) este simplu, atunci

1. grupul (Q,+) este grup aditiv al unui camp finit Galois GF(p*);

2. grupul {au,...,qy) este grupul multiplicativ al campului GF(p*) in cazul k > 1 si
grupul {ai, ..., o) este un subgrup al grupului Aut(Z,,+) in cazul k = 1;

3. quasigrupul (Q, f) in cazul |Q| > 1 poate fi un quasigrup din urmdatoarele clase de
quasigrupuri separate:

(a) ar+as+--+a, =¢,a =0; in acest caz quasigrupul (Q, f) este un quasigrup
idempotent;

(b) a1+ as+ -+, = € si a £ 0; in acest caz quasigrupul (Q, f) nu are
elemente idempotente, quasigrupul (Q, f) este izomorf cu quasigrupul (Q, g)
de forma g(z7) = oaqnx1 + agxe + - - - + anxy + 1 peste grupul (Q,+);

(¢) a1+ ag+ -+ ay # €; in acest caz quasigrupul (Q, f) are exact un element

idempotent, quasigrupul (Q, f) este izomorf cu un quasigrup (Q, g) de forma
g(2}) = anxy + agxa + -+ + aury peste grupul (Q,+).

In urméitoarele paragrafe sunt detaliate rezultatele obtinute asupra structurii quasi-
grupurilor finite n-are mediale.
Definitie. Un quasigrup n-ar (Q, f) este resolubil, daca existd un lant finit de quasi-
grupuri n-are

Q/Q17 Ql/Q27 ey Qm,—l/Qm,a

unde quasigrupul @;+1 este un subquasigrup maxim normal al quasigrupului Q; si m
este un numar minim cu proprietatea |Q.,| = 1.
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Propozitia 4.12. Orice quasigrup finit n-ar medial idempotent (Q, f) este resolubil si
orice quasigrup Q;/Qiy+1 este un quasigrup finit n-ar medial idempotent simplu.

Propozitia 4.13. Orice quasigrup finit n-ar medial unipotent (Q, f) este un quasigrup
solubil gi orice quasigrup Q;/Qiy1 este un quasigrup finit n-ar medial unipotent simplu.

In subparagraful 4.4.3 este introdusi definitia (m, n)-ordinului unui element al quasi-
grupului binar gi definitia quasigrupului (m, n)-liniar. Sunt cercetate unele quasigrupuri,
in care toate elementele au (m, n)-ordine egale.

De exemplu, a fost demonstrata urmatoarea teorema.

Teorema 4.17. Dacd intr-un T-quasigrup (m,n)-liniar (Q,-) de forma x-y = px+1y
peste un grup abelian (Q, +) aplicatiile € — @, e —1 sunt permutari ale multimii Q, atunci
toate elementele quasigrupului (Q,-) au ordinul (m,n).

In Capitolul 5 este cercetati structura grupurilor de autotopii gi grupurilor de
automorfisme ale quasigrupurilor n-are liniare, quasigrupurilor distributive la stanga si
unii izotopi ai lor, mai ales a C' H-quasigrupurilor. Formulam cateva rezultate obtinute
in aceasta directie.

Teorema 5.3. Dacd n-T-quasigrupul (Q, g) de forma g(x1,...,x,) = @121+ P22+
<o+ ony + a are cel putin un element idempotent, atunci

Aut(Q,g9) = K X C,
unde K = {L; b€ Q,p1b+@ab+---+ppb=0b}, C ={w € Aut(Q,+) | wp; = pwVi €
1,n}.
Corolarul 5.7.Dacd n-T-quasigrupul (Q,g) este un quasigrup idempotent de forma
g(z1,. .., Tn) = p121 + a2 + - -+ + @px, peste un grup abelian (Q,+), atunci
Aut(Q,9) = (Q.+) N C,
C ={we€ Aut(Q,+) |wp; = piwVi € 1,n}.

Fie P = {C(a) — a} N §Q, C(a) — orbita elementului a in multimea @ la actiunea
grupului C i C — un centralizator al elementelor @1, ..., p, in grupul Aut(Q,+), N —
nucleul endomorfismului 8, § = @1 + @2+ -+, —€, S — un stabilizator al elementului
a la actiunea grupului C' pe multimea Q.

Teorema 5.4. Daca (Q, f) este un n-T-quasigrup de forma f(zV) = p121 + pa2aa+
<o+ nTn + a peste un grup abelian (Q,+), si multimile P, N, S au ordin finit, atunci

[Aut(Q, )| = [P - [N]-[S].

Corolarul 5.8. Orice T-quasigroup (Q,f) finit n-ar de forma f(z}) = 121+
waxa + -+ + Py + a peste un grup abelian (Q,+) are grupul de automorfisme identic

daca i numai dacd
m

(Qv +) = @(Zg)“

i=1
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(Q, ) 2(Q.,9), unde g(z7) = 1", (piz;), endomorfismul § este o permutare a multimii
Q, |C| = 1, C este centralizatorul elementelor @1, ..., @, in grupul Aut(Q,+), m este
un numdr natural.

Corolarul 5.9. Orice quasigrup (Q, f) finit n-ar medial astfel, incdt |Q] > 2 are
|[Aut(Q, )| > 1.

Teorema 5.5. Daca (Q, f) = (Q, g)To este un izotop al quasigrupului n-ar idempotent
(Q, g) astfel, incat izotopia Ty are forma (e, ..., &, Bit1, €, ...,€) (in acest sir sunt (n+1)
membri) si i € 0,n, atunci Aut(Q, f) = Cau(q,q) (Bi+1)-

Exprimam Teorema 5.6 sub urmatoarea forma.

Teoremi 5.6. Daca (Q, f) este un quasigrup finit n-ar medial si (Q,f) =
(A, f1) x (B, f2), unde quasigrupul (A, f1) este un quasigrup medial n-ar cu un ele-
ment idempotent unic, si quasigrupul (B, f2) este un izotop al quasigrupului n-ar medial,
atunci Aut(Q, f) = Aut(A, f1) x Aut(B, fa).

Teoremele 5.6, 5.5, 5.3 si Corolarul 5.7 dau informatii mai mult sau mai putin com-
plete asupra grupului de automorfisme ale oricarui quasigrup finit n-ar medial.

In continuare in acest capitol (paragraful 5.2) sunt studiate grupurile de automor-
fisme ale quasigrupurilor distributive la stanga si unii izotopi ai lor, inclusiv grupurile
de automorfisme ale C'H-quasigrupurilor, quasigrupurilor distributive, quasigrupurilor
distributive Steiner. Vom formula cateva din aceste rezultate.

Reamintim, c& in [25] este demonstrat cd orice quasigrup distributiv la stanga (Q, -)
are forma x - y = px o Yy, unde (Q, o) este o S-bucla, ¥ € Aut(Q, o).

Teorema 5.9. Daca (Q,-) este un quasigrup distributiv la stinga cu forma x -y =
wx oy, unde (Q,0) este o S-bucld, P € Aut(Q, o), atunci

Aut(Q,-) = LM(Q,0) X (C/LI(Q, 0)),

unde C = {a € Aut(Q,0) | ayp = Ypa}, LM(Q,0) = (LS | z € Q), LI(Q,0) = {a €
LM(Q.0) | al = 1}.

Teorema 5.10. Dacd (Q,0) este un quasigrup de forma x oy = (px + vy) + d, unde
x -y = px + Yy este un quasigrup distributiv la stinga, d € N,.(Q,+), (Q,+) este o
S-bucld, atunci Aut(Q,0) = LM(Q,+) N (H,/LI(Q,+)), unde H={p € C | 3d =d}.

Din Teorema lui Belousov [14] rezultd ca orice quasigrup distributiv este izotopic cu
o bucld Moufang comutativd (CML) (Q, +).

Corolarul 5.19. Intr-un quasigrup distributiv Aut(Q, ) = M(Q,+) N (C/I), unde I
este grupul de permutari interiore al buclei Moufang comutative.

A fost demonstrat ([84], p. 31), c& orice C'H-quasigrup poate fi construit in modul
urmator: x -y = (—x — y) + d, unde elementul d este din centrul lui CML (@, +). O
bucld Moufang comutativd (Q,+) cu identitatea 3x = 0 se numeste 3-CML.

Corolarul 5.20. Dacd (Q, o) este un CH-quasigrup care este izotopic cu 3-CML (Q,+),
atunci Aut(Q,o0) = M(Q,+) X G, unde G = {p € (Aut(Q,+),/1I) | fd = d}.
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In Capitolul 6 sunt expuse unele aplicatii ale teoriei quasigrupurilor n-are la teoria
codurilor cu un simbol de control.

Cercetdrile statistice ale lui J. Verhoeff [138] i D.F. Beckley [10] au aritat ci cele
mai frecvente erorile comise de operatori in timpul transmisiei de date sunt erorile intr-o
singurd componenta (single), erori transpozitionale (cu alte cuvinte transpozitii adia-
cente), adicd erori de forma ...ab... — ...ba..., gi erori de insertie gi de stergere.
Mentionam ca daca toate cuvintele codului au lungimi egale, atunci erorile de insertie
si de stergere pot fi usor detectate.

Transpozitii cu salt ...abc--- — ...cbha..., erori duble ...aa--- — ...bb..., erori
fonetice (a #0,a # 1) ...a0--- — ...1la... sieroriduble cusalt ...aca--- — ...bcb...
pot aparea destul de des.

In acest capitol construim coduri destul de simple cu un simbol de control care ne
permit sa detectam de fapt toate erorile indicate mai sus.

Definitie. [104]. Un sistem de control cu un simbol de control este un cod sistematic
peste un alfabet Q care se obtine prin adaugarea la dreapta a wunui simbol de control
Gn+1 la orice cuvant ajas . ..a, € Q™ :

Q: : { Qn SN QnJrl

ajag ..., +H— a102...07,0p41-

Noi vom spune, ca cuvintele de cod aj ...ap+1 §i b1 ... by41 sunt egale daca si numai
daca a; = b; pentru toti i € {1,...,n+ 1}. Uneori cuvantul de cod aj ...a,+1 il vom
nota cu a} .

Printr-o eroare in cuvantul de cod a?“ al codului € peste un alfabet @ noi intelegem
aga un cuvant b’f’“ € Q"1 astfel, incat si existe cel putin un indice j € T,n + 1 cu
proprietatea a; # b;.

Ca de obicei, un cod n-ar (Q,g) detecteazd o eroare intr-un cuvant aj ...a,an+1
primit dupé o transmisie dacd gi numai daci g(al') # ant1.

Observatia principala. Noi putem privi codul € ca o aplicatie peste un alfabet
(peste o multime @) astfel, incat simbolul de control a,+1 este obtinut din simbolurile
informationale a1, aq, ..., a, In modul urmator: g(ai,as,...,a,) = an+1, unde g este o
operatie n-ard pe multimea Q.

Definitie. Codul € cu un simbol de control a, 1 peste un alfabet @ il notim ca un cod
n-ar (Q,g). Daca intr-un cod n-ar (Q,g) operatia g este o operatie a unui quasigrup
n-ar, atunci codul se numeste n-quasigrup cod (Q,g).

Urmatoarea teorema permite sa aplicaim aparatul teoriei quasigrupurilor n-are la
teoria codurilor cu un simbol de control.

Teorema 6.1. Orice cod n-ar (Q, g) detecteazd toate erorile single (intr-o singurd com-
ponentd) dacd i numai dacd codul (Q, g) este un cod n-quasigrupal, adicd operatia n-ara
g este o operatie de m-quasigrup.

Definitie. Un quasigrup binar (Q, -) se numeste total anticomutativ daca si numai daca
sunt adevarate urmatoarele implicatii: z -y =y-x ==y, x-x =y -y = = = y pentru
orice x,y € Q.
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Teorema 6.3. Orice cod (Q,d) n-quasigrupal detecteazd orice transpozitie si eroare
dubld pe locurile de forma (i,i+ k) (i€ IL,n—k,ke€l,n—1,i+k <n) dacd $i numai
dacd toate (i,1 + k)-retractele binare ale n-quasigrupului (Q,d) sunt quasigrupuri total
anticomutative.

A fost demonstrata urmatoarea teoremé care ne da posibilitatea sa construim destul
de simplu coduri (sisteme de control) de orice lungime finita cu un simbol de control,
care detecteaza toate erorile single (intr-o singurd componentd), transpozitionale, duble,
transpozitionale cu salt, erori duble cu salt gi aproare toate erorile fonetice.

Teorema 6.8. Orice cod (n—1)-T-quasigrupal (Q, g) cu ecuatia de control (de verificare)
d(x1,29,...,2n) = a1x1 + agx2 + - - + apx, = 0 detecteaza:

a) orice eroare transpozitionald pe locuri de forma (i,i+ 1), i € I,n—1, daca si
numai dacd aplicatia a; — a1 este un automorfism al grupului (Q,+);

b) orice eroare transpozitionald pe locuri de forma (i,i + 2) (adicd transpozitii cu
salt), ¢ € 1,n—2, dacd gi numai dacd aplicatia o; — Qo este un automorfism al
grupului (Q, +);

c) orice eroare dubld pe locuri de forma (i,i+ 1), 4 € 1,n — 1, dacd $i numai dacd
aplicalia o + a1 este un automorfism al grupului (Q,+);

d) orice eroare dubld pe locuri de forma (i,i + 2) (adica eroare dubld cu salt), i €
1,n — 2, dacd $i numai dacd aplicatia c; + airo este un automorfism al grupului (Q, +).

Un cod n-quasigrupal care detecteaza cinci tipuri de erori (single, erorile transpo-
zitionale si duble pe locuri de forma (i,% + 1), unde 7 € 1,n — 1, si pe locuri de forma
(i, 4 2), unde i € 1,n — 2,) va fi numit cod 5-n-quasigrupal.

Teorema 6.9. Produsul direct a doua coduri 5-n-quasigrupale este tot un cod 5- n-
quasigrupal.

Teorema 6.14. Orice cod 5-n-T-quasigrupal (Q,g) cu ecuatia de control
d(z}t) = arzy + aswe + -+ @y + a1y =0

detecteazd toate erorile fonetice de pe toate locurile (i,i + 1) cu exceptia a cdtei une
singure erori fonetice pe fiecare loc de forma (1,1 + 1).

In subparagraful 6.1.6 sunt construite coduri cu un caracter de control cu caracter-
istici mai bune decat cele ale binecunoscutelor coduri UPC (Universal Product Code),
EAN (European Article Number), ISBN (International System Book Number).

Teorema 6.15. FExista coduri 5-n-T-quasigrupale pentru orice ordin prim p > 7; pentru
orice ordin m? cu m > 1; pentru orice ordin compozit d astfel incat d = m?pips ... ps,
unde m > 1, p; > 7.

Sistemul numerelor de serii ale bancnotelor germane este unul dintre cele mai vechi
si cele mai renumite sisteme de control cu un simbol de control. In subparagraful 6.1.7
sunt enumerate urmatoarele erori : transpozitionale cu salt, erori duble, erori fonetice
si erori duble cu salt, care nu detecteaza acest cod.

Functia de semn (sign function) este un omomorfism ¢ al grupului simetric S,, pe
grupul Zs, Zy = {1, —1}, astfel cd pa = —1, dacd permutarea « este egald cu produsul
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unui numar impar al ciclurilor de lungimea 2, pa = 1, dacd permutarea « este egala cu
produsul unui numar par al ciclurilor de lungimea 2.
In paragraful 6.2 sunt descrise semnele translatiilor la stanga, la dreapta, medii si
semnul produsului tuturor translatiilor la stanga (la dreapta, medii) ale buclei Bol finite.
Fie (@Q,-) un quablgrup, | @ |= n. Vom utiliza urmatoarele notatii: sgnL =

Hsgn(Lai), sgnR = Hsgn (Rq;), sgnl = Hsgn (Is;), unde a; € Q; mai departe

=1 i=1 i=1
tsgn@ = (sgnL,sgn R, sgnI).

Teorema 6.16. Fie Q o bucld Moufang finitd. Dacd | Q |= 4k, atuncitsgn @ = (1,1,1);
dacd | Q |= 4k + 1, atunci tsgn@ = (1,1,1); dacd | Q |= 4k + 2, atunci tsgnQ =
(—=1,—-1,-1); daca | Q |= 4k + 3, atunci tsgnQ (1,1,-1).

In Capitolul 7 se dezvoltd o conceptie veche, binecunoscuté [85], de ortogonalitate
a grupoizilor binari, quasigrupurilor de stanga (dreapta) si quasigrupurilor in limbajul
al m-colectiilor de aplicatii, in principal, in limbajul m-colectiilor de permutari.

Grupoizii (Q,-) si (Q,*) sunt ortogonali ((Q,-)L(Q,*)), dacd sistemul de ecuatii
x-y=aslx*y=>bare o singura solutie penru orice a,b € Q.

Sunt stabilite conditii necesare si suficiente ca un quasigrup sa fie ortogonal pe unul
dintre parastroficele lui.

Teorema 7.9. Pentru un quasigrup finit (Q,-) sunt indeplinite urmdatoarele echivalente:
(i) (@,)L(Q,)" = ((z\y2)r = 2y = x = y);

(i) (@,)L(Q, )" = (zx-x=zy -y = = =y);

(iii) (Q,)L(Q,")*) = (z -2z =y - yz = x =y);

(iv) (@ ,-) (Q,)1%) = (z- 20 =y 2y = = =y);

(v) (Q,)L(Q, )™ <= (22 - x=yz-y =z =y).

In paragraful 7.3 sunt cercetate unele transformiri ale grupoizilor gi quasigrupurilor
care pastreaza proprietatea ortogonalitatii lor.

Corolarul 7.14. Grupoizii (Q,A) si (Q,B) sunt ortogonali dacd i numai dacd
(Q,A)B L (Q,B), unde B € 1SOS(12)(Q). 150S5(12)(Q) este grupul tuturor izotopiilor
st (12)-izostrofiilor ai multimii Q.

O colectie de aplicatii P are speta [ daca si numai daca P consta din translatiile
la stanga ale unui grupoid, are speta r daca si numai daca P consta din translatiile la
dreapta ale unui grupoid, etc.

Definitie. Orice m-colectie de permutari P de speta a, o € {l,Il,r,Ir,p,Ip}, se
numesgte izotopie generalizatd de speta o sau gizotopie de speta a.

Propozitia 7.16.  Acfiunea gizotopiei P = (p1,p2,.--,Pn,-..) de speta | pe
un grupoid (Q,-) coincide cu actiunea colectiei T a izotopiilor de forma T =
((g,p1,€), (g, p2,€), ..., (e, iy €), ... ), unde izotopia (€,p;,€) actioneazd numai la randul

i al tabelului lui Cayley al grupoidului (Q, ).

Propozitia 7.21. Patratele Sy si Sa, ambele de speta o, o € {l,r}, sunt ortogonale
dacd $i numai dacd imaginile gizotopice ale lor S1P si SoP sunt ortogonale, unde P
este o gizotopie de speta «.
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In paragraful 7.4 sunt formulate conditiile de ortogonalitate ale perechii T-quasigru-
purilor, care sunt definite pe acelagi grup abelian (Q,+) (nu este necesar ca ordinul
multimii |@Q| sa fie finit). In acelag mod cercetam ortogonalitatea T-quasigrupurilor
parastrofice.

Teorema 7.14. Un T-quasigrup (Q, ) de forma x -y = azx + By + ¢ st un T-quasigrup
(Q,0) de forma x oy = vz + dy + d, ambele definite pe un grup comutativ (Q,+), sunt
ortogonale dacd si numai dacd aplicatia o '8 — y~16 este un automorfism al grupului

(Q,4+).

Ortogonalitatea unui quasigrup si a (12)-parastrofului este mai clard din punct de
vedere intuitiv, aceastd ortogonalitate a fost studiatd in multe lucrari [15, 100, 42, 34].

A. Sade [100, 42] a numit un quasigrup (Q, ) antiabelian daci (Q,-) este ortogonal
cu (12)-parastroful lui (Q, *): cu alte cuvinte, dacd -y = z-tgiy-x =tz (xxy = z*t)
implica x = z g1 y = ¢.

Teorema 7.17. Pentru un T-quasigrup (Q,-) de forma -y = ox + Yy + ¢ peste un
grup comutativ (Q,+) sunt echivalente urmatoarele conditii:

(z-y=y-z)=(x=y), (@ =y y)= (v=y) pentru toti x,y € Q;

(xry=z-tgiy-z=t-z)=(x=2 csiy=t) pentru toli x,y,z,t € Q;

aplicatiile ¢ — ¥ $i @ + 1 sunt permutari ale mulfimii Q;
aplicatiile s o~ — ™! si o+ 1) sunt permutdri ale multimii Q;
aplicatia @1 — P~ este o permutare a multimii Q;
T-quasigrupul (Q,-) si (12)-parastroful lui (Q,*) sunt ortogonali.

In [34] Bennett si Zhang studiaza patratele latine cu parastrofe ortogonale conjugate.
Aceste pitrate corespund quasigrupurilor cu proprietatea: (Q, A7) L (Q, A%)(*?) pentru
orice o € S3. Pentru simplitate quasigrupurile cu aceasta proprietatele vom numi SOC-
quasigrupuri.

Pentru SOC-T-quasigrupuri putem demonstra

Teorema 7.18. Un T-quasigrup (Q,-) de forma x -y = px + Yy + ¢ peste un grup
abelian (Q,+) este un SOC-quasigrup dacd $i numai dacd aplicatiile p—, g+, e — 1,
e+, € —p si e+ @ sunt permutdari ale multimii Q.

S-a demonstrat ca clasa SOC-quasigrupurilor si clasa quasigrupurilor, care sunt or-
togonali cu orice parastrof al lor, se intersecteaza dar nu coincid.
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CZU: 512.548

Adnotare
la teza de doctor habilitat a domnului V. Scerbacov
“Despre quasigrupuri liniare gi inverse gi aplicarea lor in teoria codurilor”

In lucrare au fost cercetate quasigrupurile n-are si binare si unele aplicatii ale lor in
teoria codurilor. Au fost obtinute urméatoarele rezultate:

e Au fost introduse clase noi ale quasigrupurilor binare inverse ( (r,s,t)-inverse,
(a, B,~v)-inverse) si cercetate proprietatiile lor.

e A fost demonstrata ca un quasigrup cu orice identitate Moufang este o bucla.

e A fost obtinut un progres in rezolvarea problemei Bruck-Belousov despre norma-
litatea congruentelor quasigrupurilor pentru buclele de stinga (de dreapta).

e A fost descrisd structura quasigrupurilor n-are mediale simple.
e A fost descrisd structura quasigrupurilor n-are finite mediale.

e Au fost cercetate grupurile automorfismelor T-quasigrupurilor n-are, quasi-
grupurilor n-are mediale i nigte isotopi ai quasigrupurilor distributive la stinga.

e Au fost elaborate familii noi ale codurilor, care sunt construite in mod simplu si
care au characteristici mai bune decat codurile cunoscute de acelasi tip.

e Au fost obtinute conditiile necesare si suficiente despre ortogonalitatea unui quasi-
grup finit si orice parastrof al lui.

Teza este scrisa in limba engleza.

Cuvinte cheie: quasigrup, quasigrup n-ar, quasigrup liniar, quasigrup invers, quasi-
grup medial, patrat Latin, cod, automorfism, ortogonalitate.
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Annotation
on thesis for a Doctor’s Degree of V.A. Shcherbacov
“On linear and inverse quasigroups and their applications in code theory”

This thesis is devoted to the theory of n-ary and binary quasigroups and their appli-
cations in code theory. The following results are obtained:

e New classes of binary inverse ( (r,s,t)-inverse, («, 3, v)-inverse) quasigroups are
introduced, their properties are researched.

e It is proved that quasigroup with any Moufang identity is a loop.

e Some progress in the solving of Bruck—Belousov problem on normality of congru-
ences of quasigroups is achieved for left (right) loops.

e Description of structure of n-ary simple medial quasigroups is given.
e The structure of finite n-ary medial quasigroups is given.

e Automorphism groups of n-ary T-quasigroups, n-ary medial quasigroups and some
isotopes of binary left distributive quasigroups are researched.

e New families of easy constructed codes with one check symbol, which have char-
acteristics better than known codes of such kind, are discovered.

e Necessary and sufficient conditions of orthogonality of a finite quasigroup and any
its parastrophe are given.

The thesis is written in English.

Key words and phrases: quasigroup, n-ary quasigroup, linear quasigroup, inverse
quasigroup, medial quasigroup, Latin square, code, automorphism, orthogonality.
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Annorarus
Ha JOKTOPCKyto jauccepranuio B.A. Illepbakosa
”Q JIMHENHBIX U MHBEPCHBIX KBA3UTPYINIaX U UX TPUMEHEHUSX B TEOPHUHU KOJIOB’

Hannasi quccepranonHast paboTa MOCBAIIEHA TEOPUH N-apPHBIX U OMHAPHBIX KBa3W-
IPYII U HEKOTOPBIM MPUMEHEHHUSM KBA3WTPYII B TEOPUH KOJAWpOBaHUsA. B wacTHOCTH,
IIOJIYY€EHBI CJIETYIONINE Pe3yIbTaThl:

e OmupesiesieHbl HOBbIE KJIACCHI OMHAPHBIX WHBEPCHBIX KBasurpymu ((r, s, t)-unBepc-
uble, (a, (3, y)-MHBEPCHBIE) U UCCJIEJI0BAHBI UX CBONCTBA.

e Jloxkazano, 9TO KBa3UTPYIIa C JIOOBIM U3 TOXKecTB MydaHT sBsSeTCs YO,

e JlocTuruyT mporpecc B perrernn mpobiembl Bpaka—BenoycoBa o6 ycaoBusx HOP-
MaJIbHOCTU KOHI'PYSHIMHA KBA3UIPYIIL JIJIs JIEBBIX (IPABBIX) JIYIL.

e JlaHo onucanue CTPOEHUS IPOCTHIX N-aAPHBIX MeINAJIbHBIX KBA3UTPYIII.
e Ommcana CTpyKTypa KOHEIHBIX N-aPHBIX MeJIMAIbHBIX KBA3UTPYIII.

e llccnenoBanbl IpyHibl aBTOMOPGMHU3MOB N-apHBIX 1-KBAa3UTDYIII, N-apHBIX Me-
AUAJIbHBIX KBA3UTPYII U HEKOTOPBHIX M30TONOB OMHAPHBIX JIEBOIUCTPUOYTUBHBIX
KBa3UTPYIIL.

e Haiiienn! ceMeiicTBa HOBBIX, JIETKO KOHCTPYUPYEMBIX KOJIOB C OJTHIM ITPOBEPOIHBIM
CHMBOJIOM, XapPaKTE€PUCTUKNA KOTOPBIX JIydUIle, YeM y MIUPOKO M3BECTHBIX KOJOB
TAKOTO POJIA.

e [IpuBeneHbl HEOOXOAWMBIE U JIOCTATOYHBIE YCJIOBUS OPTOINOHAJBHOCTA KOHEUHOM
KBa3UTPYIILI U JIIOO0TO ee mapacTpoda.

Huccepranus HAIMCAHA HA aHIVIMIICKOM $sI3bIKE.

KuroueBbie cioBa m dpas3bl: KBa3urpyliia, n-apHas KBa3UI'DYIIA, JIMHEHHAS
KBa3UTPYIIa, THBEPCHAS KBA3UTPYIIA, MeINATbHAS KBA3UTPYIIIA, JATUHCKUI KBaIPaT,
KOJT, aBTOMOP(U3M, OPTOTOHAJBHOCT.
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