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REPERE CONCEPTUALE ALE CERCETARII

Actualitatea temei. Odata cu dezvoltarea societatii creste tot mai mult rolul stiintelor exacte,
in special a matematicii, pentru solutionarea problemelor practice, complexitatea carora
avanseaza in mod continuu. Incercarile de a solutiona diverse probleme de optimizare cu caracter
teoretico-aplicativ sunt insotite, deseori, de procedura de cautare a raspunsului la doud intrebari
importante:

1. Care dintre structurile matematice cunoscute poate fi folosita in calitate de model pentru
descrierea adecvata a procesului studiat ?

2. Care dintre metodele de solutionare a problemelor, specifice modelului matematic folosit,
poate fi utilizata in cazul problemei concrete examinate ?

Este necesar a mentiona ca uneori e destul de dificil a gasi raspuns atat la prima cat si la cea
de-a doua intrebare, chestiune legata atdt de complexitatea problemei examinate cat si de
eficiente de solutionare. Din aceste considerente, se recurge la unele variatii ale modelelor
cunoscute sau la folosirea unor metode care ofera o solutie aproximativa, dar acceptabila din
punct de vedere al scopului urmarit.

In situatiile cand nivelul existent de dezvoltare a structurilor matematice nu permite atingerea
scopurilor mentionate mai sus, se cauta idei noi, care pot conduce la fondarea unor directii de
cercetare, cu dezvoltarea ulterioard a metodelor de rezolvare adecvate asteptdrilor cercetatorului.
In fond, dupi aceasti schemi a apirut si s-a dezvoltat teoria grafurilor, mai apoi — teoria
hipergrafurilor, matroizii etc., chestiuni examinate in primul capitol al lucrdrii, care este un
capitol de sinteza al situatiei in domeniul dezvoltarii la nivel teoretic si aplicativ a structurilor
discrete.

Prima problema, aparutd prin anii 70 ai secolului trecut, care nu a putut fi solutionatd
eficient prin metodele disponibile, este legata de cautarea medianei intr-un complex de cuburi
n-dimensionale. Aceasta, precum si alte probleme din categoria problemelor de optimizare
discreta, a condus la cdutarea unor structuri noi, corespunzdtoare ndzuintelor si scopurilor
cercetitorilor. In rezultat, a fost definitd si studiatd structura matematica, numiti complex de
relatii multi-are, cu elaborarile teoretice corespunzatoare, care sunt expuse in capitolele II-V a
lucrarii “Complexul generalizat de relatii multi-are si aspectele aplicative ale acestuia”.

Descrierea situatiei in domeniul de cercetare si identificarea problemelor de cercetare.
De regula, solutionarea problemelor de optimizare de genul problemei medianei, a centrului, a

fluxului de cost minim etc. este Insotitd de construirea unui model matematic adecvat,



reprezentat prin una dintre structurile matematice discrete cunoscute, cum ar fi grafurile sau
hipergrafurile, cu aplicarea ulterioarda a metodelor corespunzatoare pentru obtinerea solutiei
cautate. Deseori ne ciocnim de situatia cidnd modelele reprezentate prin aceste structuri
matematice nu corespund situtiei examinate sau metodele cunoscute conduc spre elaborarea unor
algoritmi de solutionare de o complexitate prea mare. In ambele cazuri suntem pusi in situatia de
a cauta idei noi pentru solutionarea problemei examinate.

O situatie similara este legata de calcularea medianei unui complex de cuburi, de care a fost
preocupat, prin anii 70 ai secolului trecut, un grup de matematicieni in frunte cu dl academician
Petru Soltan. Problema a parvenit dintr-o problema practica concreta, prin care se cerea de gasit
locul optimal de amplasare a garii auto in orasul Chisindu, in baza unor conditii prescrise.
Folosind grafurile in calitate de model matematic, a fost propusa o metoda eficienta de calcul a
medianei complexului de cuburi 2-dimensionale, ceea ce corespundea scopului urmarit la
moment. In baza metodei propuse a fost ulterior elaborat un algoritm de complexitate
polinomiala. Incercirile ulterioare de a calcula mediana pentru complexe cu dimensiuni mai mari
nu s-au incununat cu succes.

Folosirea in calitate de model a structurilor matematice clasice, cunoscute sub forma de
grafuri, hipergrafuri, complexe simpliciale etc., nu au condus la solutionarea completd a
problemei mentionate mai sus.

Grafurile au aparut datorita incercarilor matematicienilor de a rezolva mai multe probleme
practice, sau chiar jocuri cu caracter distractiv. Pentru prima datd notiunea de graf a fost
introdusa de catre Leonard Euler in legatura cu incercarea de a solutiona cunoscuta problema a
celor “sapte poduri din Konigsberg” [1].

Péarinte al teoriei moderne a grafurilor este considerat C. Berge, datoritda expunerii
sistematizate a acestei directii de cercetare in monografia [2] si dezvoltarii ulterioare a teoriei in
lucrarile [3], [4]. Rezultate semnificative ce tin de fundamentarea teoriei grafurilor, iar mai apoi
si a hipergrafurilor, se regdsesc in multitudinea de publicatii aparute pe parcursul ultimilor 40-50
ani. Promotori fideli ai acestei directii de cercetare sunt considerati F.Harary [5], V.Emelicev [6],
I.Tomescu [7], T.Toadere [8], N.Cristofides [9], A.Zykov [10], P.Soltan [11], [12], prin multiple
aplicatii ale rezultatelor obtinute la solutionare problemelor practice.

Odata cu cresterea complexitatii problemelor examinate, s-a simtit necesitatea generalizarii
grafurilor. In rezultat a fost definit un obiect nou, numit hipergraf. Se considera ci primele
rezultate care au constituit fundamentele teoriei hipergrafurilor apartin matematicianului Ray
Chaudhuri [13] si se refera la generalizarea metodei lanturilor alternante pentru hipergrafuri. De

asemenea, la dezvoltarea acestei teorii au contribuit si alti matematicieni prin rezultatele obtinute



si publicate intr-un sir de lucrari: Erdos & Hajnal [14], Erdos & Gallai [15], 1.Tomescu [16],
A.Zykov [10], C.Berge [3, 4].

Ulterior, reiesind din necesitatile cercetarilor teoretico-aplicative, au fost definite si studiate
si alte structuri, printre care se evidentiazd matroizii si complexele simpliciale. O figura
proeminenta in dezvoltarea teoriei matroizilor este considerat W.T. Tutte, manifestindu-se prin
obtinerea unor rezultate importante din punct de vedere aplicativ: caracterizarea matroizilor
binari, regulari si ai celor grafici; teorema cu privire la reprezentarea unui matroid regulat;
dezvoltarea teoriei grupurilor lanturilor in structuri discrete si a matroizilor respectivi; teorema
de omotopie, prin care se generalizeaza notiunea de drum intr-un graf cu ajutorul matroizilor si
se aratd ca drumurile inchise pot fi reprezentate ca compozitie de drumuri elementare, astfel incéat
omotetic ele sunt echivalente unui drum inchis trivial [17], [18]. La dezvoltarea teoriei
matroizilor, de asemenea, au contribuit: Henry Crapo [19] (a generalizat si a studiat polinomul
Tutte, cunoscut in literatura de specialitate ca polinomul Crapo); Thomas Brylawsky [20] (a
obtinut rezultate fundamentale la studierea matroizilor Tutte); Paul Seymour [21] (a demonstrat
teorema cu privire la descompunerea matroizilor regulati).

In prezenta teza de doctor habilitat se propune o structurd noud - complexul de relatii multi-
are, definitd pe produsul cartezian al elementelor unei multimi arbitrare, care generalizeaza
practice. Fiind o structurd combinatoriala abstracta, pentru efectuarea cercetarilor teoretice se
folosesc mai mult metodele caracteristice topologiei algebrice. In topologia algebrica,
complexele reprezinta spatii topologice cu o structura specifica.

Initial, topologia algebrica era conoscuta sub denumirea de topologie combinatorie, ceea ce
inseamni ci cercetarile se efectuau in baza unui spatiu X de o structurd mai simpla. In perioada
anilor 1920-1940, s-a pus mai mult accentul pe examinarea spatiilor topologice prin cadutarea
unei corespondente dintre acestea si grupurile algebrice. Aceasta situatie si a determinat intr-un
final denumirea actualad de topologie algebrica. Astazi, topologia algebrica reprezintd o ramura a
matematicii ce se ocupa de studierea spatiilor topologice, prin intermediul obiectelor clasice si
metodelor caracteristice algebrei abstracte [22], [ 23].

Cercetarile ulterioare au condus la obtinerea unor generalizari noi in topologia algebrica
abstractd, care completeaza substantial domeniul grafurilor, hipergrafurilor, complexelor
simpliciale etc. Primele rezultate in aceastd directie, obtinute de catre S. Cataranciuc, P. Soltan,
M. Bujac, au fost inregistrate la inceputul anilor 2000 si au fost descrise in lucrarile [95], [41],
[87], [76], [121], [122], care si-au gasit ulterior continuitatea in diverse generalizari si aplicatii

exprimate prin lucrarile [83], [72], [96], [69], [93], [80], [104], [102].



Scopul si obiectivele cercetarii. Prin initierea cercetarilor in cadrul tezei de doctor habilitat
“Complexul generalizat de relatii multi-are §i aspectele aplicative ale acestuia” s-a urmarit
scopul elaborarii structurilor matematice discrete si a metodelor eficiente pentru modelarea si
solutionarea problemelor de localizare, cunoscute ca problema medianei, problema centrului,
precum si a diverselor variatii ale acestora. In conformitate cu scopul enuntat au fost stabilite
obiectivele cercetarii:

- elaborarea unui model matematic discret, bazat pe notiunea de relatie multi-ara, ca
submultime a produsului cartezian a unei multimi de elemente arbitrare;

- examinarea topologiei relatiilor multi-are, prin construirea grupurilor de omologii si
coomologii a complexului de relatii multi-are;

- examinarea complexului de cuburi abstracte, ca caz special al complexului de relatii multi-
are, si a varietatilor abstracte respective;

- elaborarea algoritmului eficient pentru solutionarea problemei medianei pe complexul de
cuburi abstracte;

- definirea functiei Grundy si solutionarea unor jocuri combinatoriale pe complexe de relatii
multi-are.

Metodologia cercetarii stiintifice. Pentru realizarea scopului si obiectivelor cercetdrii au
fost folosite metode de studiu, caracteristice topologiei algebrice, construind grupurile de
omologii si coomologii ale complexului de relatii multi-are si ale complexului de cuburi
abstracte. La studierea convexitatii generalizate in complexul de relatii muti-are au fost folosite
metode de studiu din domeniul teoriei convexitatii si teoriei grafurilor. La solutionarea problemei
medianei pe complexul de cuburi abstrate si a jocurilor combinatoriale pe complexe de relatii au
fost folosite metode ale optimizarii discrete, bazate pe proprietatile multimilor intern stabile,
extern stabile, a functiei Grundy, generalizari ale caracteristicii Euler.

Noutatea si originalitatea stiintifica.

- a fost propusa o directie noua de cercetare, determinatdi de necesitatea studierii
proprietatilor complexului de relatii multi-are si aplicarii acestuia la solutionarea problemelor de
optimizare discreta;

- a fost dedusa formula recurenta de calculare a numarului ciclomatic pentru un complex
de relatii multi-are cu ajutorul rangurilor grupurilor de omologii;

- a fost generalizatd notiunea de d-convexitate pentru spatiile metrice, determinate de
relatiile k-are, 1<k <n, ale complexului ®"* = (R',R?,..,R"™);

- au fost studiate varietatile abstracte determinate de un complex de cuburi abstracte,
numite varietdti cubice;



- a fost elaborat algoritmul de calcul al medianei intr-un complex de cuburi abstracte, fara
utilizarea metricii spatiului respectiv.

Problema stiintificaA importanta solutionatid constda in elaborarea unei structuri
matematice determinate de o familie de relatii multi-are si folosite la modelarea proceselor cu
actiune discreta, care a condus la obtinerea metodelor eficiente pentru utilizarea ulterioara a
acestora la solutionarea problemei de calculare a medianei ponderate, fara a folosi metrica
spatiului, a problemei de comportament a jucatorilor intr-un joc combinatorial etc.

In baza rezultatelor obtinute se propune o directic noud de cercetare ce constd in
fundamentarea teoriei complexelor de relatii multi-are, prin care se generalizeaza mai multe
structuri discrete clasice cunoscute ca grafuri, hipergrafuri, matroizi, complexe de simplexe, ceea
ce a contribuit la elaborarea modelelor si metodelor eficiente in vederea aplicarii acestora la
solutionarea problemelor de optimizare discreta.

Semnificatia teoretica si valoarea aplicativa a lucrarii. Importanta teoretica a tezei este
determinata de fundamentarea unei directii noi de cercetare, generate de studierea topologiei
algebrice a relatiilor multi-are. Pentru solutionarea problemelor de optimizare discretd a fost
propus un model matematic nou, numit complex de relatii multi-are care generalizeazd mai
multe structuri matematice discrete clasice.

Valoarea aplicativd a lucrarii este determinatd de rezultatele obtinute in legaturd cu
dezvoltarea teoriei abstracte a relatiilor multi-are si folosirea acestora la elaborarea metodelor
eficiente de solutionare a problemelor de optimizare discretd, reprezentate in teza prin calcularea
medianei unui complex de cuburi abstracte si a solutiondrii jocurilor combinatoriale cu ajutorul
functiei Grundy pe complexe de relatii.

Rezultate stiintifice principale inaintate spre sustinere:
Rezultate de ordin teoretic.
e a fost elaborat modelul matematic discret, bazat pe notiunea de relatie multi-ard, ca

submultime a produsului cartezian a unei multimi de elemente arbitrare;

e a fost studiatd topologia relatiilor multi-are, prin construirea grupurilor de omologii si
coomologii a complexului de relatii multi-are;

e a fost dedusa formula recurentd de calculare a numarului ciclomatic pentru un complex
de relatii multi-are cu ajutorul rangurilor grupurilor de omologii;

e a fost demonstrat analogul teoremei Poincare-Veblen-Alexander pentru complexe de
relatii multi-are (teorema 2.8.1);

e au fost studiate proprietdtile convexitatii si a Invelitoarei convexe in spatiul metric

(R*,d), determinat de relatia k-ard a complexului R"* = (R*,R?,...,R™), 1<k <n, precum si



problema restabilirii familiei de submultimi din R*, ce reprezinti o convexitate, cunoscand
invelitoarea convexa respectiva, si invers (teorema 3.1.2, consecinta 3.1.1, teorema 3.1.3);
e au fost caracterizate clasele de grafuri d-convex simple, identice dupa structurd, cu

determinarea relatiei dintre raza si diametru in grafurile de tipul L(G,G,), unde G, reprezinta

atomul grafului G ;

¢ au fost construite grupurile de omologii ale complexului de cuburi abstracte;

e au fost studiate proprietatile varietatilor, determinate de un complex cubic abstract;

¢ a fost dedusa formula Euler-Poincare pentru complexul de cuburi abstracte;

e au fost determinate conditiile de existenta a conturului Euler (n-1)-dimensional intr-0
varietate abstracta, orientabila si conexa forte;
Rezultate de ordin aplicativ.

¢ 1n baza rezultatelor teoretice, ce tin de studierea topologiei algebrice a relatiilor multi-are,

a fost efectuati clasificarea varietitilor abstracte determinate de complexul ®"™* = (R*,R?,..,R"™);

¢ a fost elaborat algoritmul de calcul al medianei intr-un complex de cuburi abstracte, fara
utilizarea metricii spatiului respectiv;
e cu ajutorul functiei Grundy, definite pe complexul de relatii ®R"* = (R!,R?,...,.R"™), au fost

stabilite strategiile de comportare ale participantilor la un joc combinatorial.

Implementarea rezultatelor stiintifice. Rezultatele stiintifice, obtinute in legaturd cu
dezvoltarea teoriei abstracte a relatiilor multi-are, prezinta interes teoretico-aplicativ manifestat
prin faptul ca:

- pot servi drept suport pentru inifierea unor cercetari prin formularea temelor de doctorat in
domeniul elabordrii modelelor si metodelor de solutionare a problemelor din domeniul
optimizarii discrete;

- pot servi drept suport pentru elaborarea unor cursuri optionale universitare in cadrul
studiilor de licenta si de masterat;

- complexul de relatii multi-are examinat in teza poate servi drept model pentru solutionarea
problemelor practice din sectorul economic, legate de amplasarea unor centre de deservire sau
producere;

- pot conduce la elaborarea unor metode eficiente noi de solutionare a problemelor de
optimizare discreta.

Aprobarea rezultatelor stiintifice. Rezultatele stiintifice prezentate in tezd au fost
examinate si aprobate la diverse seminare stiintifice, printre care: seminarul "Structuri discrete si

probleme de optimizare" din cadrul Universitatii de Stat din Moldova, 2000 - 2015; seminarul



din cadrul Institutului de Matematica a Academiei Nationale din Belorusia, 2013; seminarul din
cadrul facultatii de matematica a universitatii Babes-Bolyai (Cluj-Napoca), 2005, 2008, 2010;
seminarul din cadrul facultatii de matematica a universitatii Ovidius (Constanta), 2008.
Rezultatele stiintifice au fost prezentate prin comunicdri in plen si in sectii la mai multe
conferinte, printre care: International Conference ,,Trends in the Development of the Information
and Communication Technology in Education and Management”. Chisindu, March 20-21, 20083;
Second Conference of the Mathematical Society of the Republic of Moldova. Chisindu, August
17-19, 2004; “Tiberiu Popoviciu” Seminar of Functional Equations, Approximation and
Convexity. Cluj-Napoca, 2005; The 30-th Annual Congres of the American Romanian Academy
of Arts and Sciences (ARA). Chisinau, July 5-10, 2005; The XIV Conference on Applied and
Industrial Mathematics, dedicated to the 60" anniversary of the foundation of the Faculty of
Mathematics and Computer Science of Moldova State University. Chiginau, August 25-27, 2006;
“Tiberiu Popoviciu” Seminar of Functional Equations, Approximation and Convexity. Cluj-
Napoca, 2006; International conference KEPT-2007. Knowledge engineering: Principles and
techniques. Cluj-Napoca, Babes-Bolyai University, June 5-7 2007; “Tiberiu Popoviciu” Seminar
of Functional Equations, Approximation and Convexity. Cluj-Napoca, 2007; Seventh Workshop
on Mathematical Modeling of Environmental and Life Sciences Problems. Constantza, October
22-25, 2008; Conferinta stiintificd ,Interferente universitare — integrare prin cercetare si
inovare”. MITRE-2008. Chisindu, October 1-4, 2008; “Tiberiu Popoviciu” Seminar of
Functional Equations, Approximation and Convexity. Cluj-Napoca, 2008; Conferinta stiintifica
»Interferente universitare — integrare prin cercetare si inovare”. MITRE-2009. Chisinau, October
8-9, 2009; “Tiberiu Popoviciu” Seminar of Functional Equations, Approximation and Convexity.
Cluj-Napoca, 2009; The 33-th Annual Congres of the American Romanian Academy of Arts and
Sciences (ARA). Sibiu, July 02-07, 2009; International Scientific Conference «Discrete
mathematics, algebra and their applications». Minsk, October 19-22, 2009; Scientific Conference
dedicated to the 80-th anniversary of the foundation of the Tiraspol State University, Chisinau,
September 24-25, 2010; The 18" Conference on Applied and Industrial Mathematics. CAIM —
2010. Iasi, October 14-17, 2010; Conferinta stiintifica ,,Interferente universitare — integrare prin
cercetare si inovare”. MITRE-2011. Chisinau, August 22-25, 2011; International Congress on
Computer Science: Imformation Systems and technologies, Minsk, 31 octomber — 03 november,
2011; Conferinta Internationald “Modelare matematica, optimizare si tehnologii informationale”.
Editia III. Chisindu, 19-23 martie, 2012; The 20th Conference on Applied and Industrial
Mathematics. Dedicated to Academician Mitrofan M. Cioban. CAIM —2012. Chisinau, August
22 — 25, 2012 (Raport plenar); The 13th International Conference on Mathematics and its



Applications - ICMA 2012. Timisoara, November 1-3, 2012; The 14-th International Conference
of Scientific Papers “Scientific Researgh and Education in the Air Force”. Brasov, May 24-26,
2012; Conferintd stiintificd cu participare internationala ,,Interferente universitare — integrare
prin cercetare si inovare”. Chisiniu, 25-26 septembrie, 2012 (Raport plenar); The 21°
Conference on Applied and Industrial Mathematics. CAIM —2013. Bucharest, September 19 —
22, 2013; International Conference"Discrete mathematics, graph theory and their applications”
(DIMA-2013). Minsk, November 11-14, 2013 (Raport plenar); Conferintd stiintifica
»Interferente universitare — integrare prin cercetare si inovare”. MITRE-2013. Chisindu, August
18-22, 2013; The 22% Conference on Applied and Industrial Mathematics. CAIM —2014. Bacau,
September 18 — 21, 2014 ; Third Conference of the Mathematical Society of the Republic of
Moldova. Chisindu, August 19-23, 2014; Conferinta Internationald “Modelare matematica,
optimizare si tehnologii informationale”. Editia IV. Chisinau, 25-28 martie, 2014.

Publicatii la tema tezei. Rezultatele de baza ale tezei au fost publicate in 58 lucrari, lista
carora se anexeaza la sfarsitul autoreferatului si cuprinde: 3 monografii; 27 articole stiintifice
recenzate si publicate in 3 tari (Republica Moldova — 16 articole, Romania — 10 articole,
Belorusia — 1 articol); 12 comunicari si rezumate publicate sub forma de teze ale conferintelor
stiintifice internationale; 2 rapoarte in sedinte plenare ale conferintelor internationale. Publicatii
fara coautori - 31 (monografii — 1; articole - 17, dintre care recenzate - 11; teze ale

comunicarilor la conferinte stiintifice - 14).

Cuvinte-cheie: Complex de relatii multi-are, optimizare discreta, grupuri de omologii,
topologie algebricd, cub abstract, quasisimplex, caracteristica Euler-Poincare, spatiu metric,
convexitate, varietati abstracte, varietati cubice, problema medianei, functia Grundy.

Teza este dedicatd cercetirilor in urmaitoarele domenii stiintifice: Optimizare discreta,
Topologie algebrica.

Volumul si structura tezei. Teza de doctor habilitat este scrisa in limba roméana si consta
din Introducere, 5 capitole, Concluzii si Recomandari, Bibliografia ce numara 309 titluri.

Volumul total al tezei este de 289 pagini, dintre care 265 pagini de text de baza.

CONTINUTUL TEZEI

In Introducere este prezentat statutul actual al rezultatelor ce tin de elaborarea modelelor
matematice si a metodelor de solutionare a problemelor de optimizare discretd, motivatia
cercetdrilor intreprinse, directia noud propusd pentru studiu, scopul si obiectivele tezei,
importanta si avantajele investigarii, noutatea §i originalitatea stiintificd, problemele stiintifice

solutionate, rezultatele inaintate spre sustinere, precum si aprobarea lor.
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Capitolul I, Modele matematice si metode de solutionare a problemelor de optimizare
discreta, contine o analizd ampla a celor mai importante rezultate ce tin de directia de cercetare,
de scopul si obiectivele tezei. Acest capitol poartd un caracter introductiv si are drept scop
examinarea, in mod evolutiv, a principalelor structuri matematice discrete folosite in calitate de
modele la solutionarea problemelor practice. Se examineaza o serie de proprietati importante ale
acestor structuri, generalizate in capitolele urmatoare pentru cazul complexelor de relatii multi-
are. Una dintre cele mai simple structuri matematice discrete, dar cu un potential enorm de
aplicatii la examinarea problemelor teoretico-aplicative, este graful. Pornind de la incercérile
matematicienilor de a solutiona mai multe probleme cu caracter distractiv, intr-o perioada relativ
scurtd a fost constituitd o directie noud de cercetare, cunoscutd astdzi ca teoria grafurilor.
Rezultatele teoretice obtinute au permis eficientizarea cercetarilor in diverse domenii: economie,
fizica, informatica, chimie etc. Tot in capitolul I sunt descrise cateva rezultate ce tin de
proprietatile arborilor, ale numarului ciclomatic, ale matricei ciclomatice si cociclomatice care
ulterior sunt generalizate pentru complexele de relatii multi-are si isi gasesc utilizare la
solutionarea problemelor aplicative, cum ar fi problema medianei, a jocurilor combinatoriale pe
structuri discrete etc.

La dezvoltarea teoriei grafurilor au contribuit In mod esential, incepand cu aparitia
primelor lucrari in sec. XVII-XVIII, mai multi matematicieni: Leonard Euler (1707-1783),
William Hamilton (1788-1856), James Joseph Sylvester (1814-1897), Arthur Cayley (1821-
1895), Claude Berge (1926-2002), George David Birkhoff (1884-1944). incercirile de a folosi
grafurile in calitate de modele matematice pentru descrierea proceselor fizice, si nu numai, au
generat, in timp, necesitatea extinderii si identificarii altor structuri matematice, incluse in
prezentul studiu care, intr-un mod firesc, generalizeaza grafurile si, la randul lor, servesc drept
pretext pentru o serie de generalizari abstracte, urmate de fundamentarea teoriei abstracte a
relatiilor multi-are.

In studierea tuturor structurilor discrete, un rol aparte revine spatiilor ciclurilor si
cociclurilor, care se regasesc si in cazul complexului de relatii multi-are. Numarul ciclomatic
v(G) =m—n+ p si cel cociclomatic p(G) =n— p al unui graf G cu n varfuri, m muchii si p
componente conexe posedd un sir de proprietdti importante din punct de vedere teoretico-
aplicativ [2], [5], [8]:

P1. Daca x si y sunt doud varfuri nonadiacente ale unui graf conex G, iar G' este graful ce

se obtine din G la adaugarea muchiei (x,y), atunci:
v(G) =v(G),
p(G) = p(G) +1.
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P2. Daca x siy apartin componentelor conexe diferite ale grafului G, iar G' este graful ce
se obtine din G la adaugarea muchiei (x,y), atunci relatia din P1 este adevarata.

P3. Numarul ciclomatic al unui graf G =(X;U) este egal cu numarul maxim de cicluri
independente din G.

P4. Un graf G nu contine cicluri daca si numai daca v(G) =0.

P5. Un graf G contine un singur ciclu daca si numai daca v(G) =1.

Teorema 1.1.2 [5]. Daca B, C si C" sunt, respectiv, matricea de incidentd, matricea
ciclomatica si matricea cociclomatica ale unui graf cu n varfuri, m muchii si p componente
conexe, atunci rangurile acestor matrice sunt determinate de egalitdtile:

rC)=m-n+p,
r(B)=r(C)=n-p.

Numarul ciclomatic al hipergrafului &6 =(X;&) se defineste ca numarul ciclomatic al
reprezentarii Konig K(¥6) [4], [10]. Notam prin v(¥6) numarul ciclomatic al hipergrafului
oG, iar prin v(K(¥6)) — numarul ciclomatic al reprezentarii Konig K (<€) . Conform [4]:

V(IE) = v(K(IE)) = D (cardE —1) — cardX +¢(IE).

Ee&)

Daca hipergraful o6 = (X ;&) contine n varfuri si m muchii, atunci

V() = D cardE —m+n +c(E).
Ee&
Din aceastd definitie a numarului ciclomatic, precum si din faptul cd componentelor conexe

si ciclurilor simple ale hipergrafului & le corespund in mod univoc componente conexe si
cicluri simple ale grafului Konig K (), rezulta
Teorema 1.1.7 [10]. Un hipergraf &€ nu contine cicluri simple sau contine un singur ciclu

simplu daca si numai daca v(¥6) =0 sau, respectiv, v(c6) =1.

Luand in consideratie definitia hipergrafului dual € simplu, se deduc relatiile:

V(") = v(SE);
D cardE= ) cardE” .
Ee& Eeg”

Teorema 1.1.8 [10]. Hipergraful € = (X;&) nu contine cicluri daca si numai daca

card | JE; > Y (cardE; -1),

Eje& Eje&’
pentru orice submultime nonvidi & — & .
O structurd combinatoriald importanta in optimizare reprezintd matroidul. Teoria matroizilor
utilizeaza intr-un mod extensiv terminologia algebrei liniare si teoriei grafurilor datorita faptului

ca ea reprezintd o abstractie a notiunilor principale din aceste domenii ale matematicii. Pentru
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prima data, notiunea de matroid a fost introdusa in 1935 de catre Whitney in lucrarea [24].
Aproape simultan, in anul 1936, a aparut articolul lui Saunders MacLane cu privire la notiunea
de matroizi in geometria proiectiva. Un an mai tarziu, B.L. van der Waerden a examinat legatura
dintre dependenta algebrica si cea liniard [25]. In 1940, Richard Rado a pus bazele teoriei
sistemelor independente in contextul dezvoltarii teoriei transversalelor.

Definitia 1.1.9 [26]. Perechea (X;E) ce poseda proprietdtile:

1. O=E;
2. daca AeE si B A,atunci BeE;

3. daca A BeE si cardA>cardB , atunci exista un element Xe A\B , incadt
BU{x}e€E,
se numeste matroid §i se noteazd prin M =(X;E).

Importanta matroizilor in optimizarea discretd este determinatd si de faptul ca pe astfel de
structuri putem rezolva in mod eficient un sir de probleme importante, aplicand algoritmul
Greedy, cu ajutorul cdruia gasim solutia optimd, dacd modelul matematic respectiv este un

matroid. Formulam urmatoarea problema de optimizare discreta:

Fie X ={X,,X,,...,X,} o multime finita de elemente pe care este definita functia ¢: X —>R".
Numarul ¢(X) se numeste pondere a elementului x e X . Formam o familie de submultimi din X,
notata prin ‘E . Sa se determine multimea Ae &, pentru care

p(A) = ryggcom,

unde @(Y) reprezinta ponderea multimii Y € E : ((Y) = Z¢(y) .
yeY

Fara a pierde din generalitate, pentru elementele multimii X , vom considera
P(%) 2 9(%) =...2 p(X,) .
La solutionarea acestei probleme poate fi folosit un algoritm eficient — algoritmul Greedy.

Considerand initial A=J, iterativ, la multimea A se adauga primul element X; din X, pentru
care Au{x;} e E. Evident, complexitatea algoritmului Greedy este liniara — O(n) (fard a lua
in calcul procedura de sortare a elementelor din X 1in raport cu ponderile acestora — O(nlogn),
si verificarea conditiei Au{x;} e E [26], [27]).

Solutia obtinutd prin aplicarea algoritmului Greedy nu totdeauna poate fi cea optimala.

Aceasta depinde de faptul daca perechea (X ; E) reprezintd un matroid sau nu.
Teorema 1.1.12 [26]. Daca M :(X;E) este un matroid, atunci pentru orice functie a

ponderilor @: X — R algoritmul Greedy determina multimea A€ E de pondere maxima.
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Daca M =(X;£) nu este matroid, atunci totdeauna poate fi gasita o functie ¢ X —R",
pentru care multimea gasita prin aplicarea algoritmului Greedy nu este de pondere maxima.
Dualitatea in matematica reprezintd un instrument puternic pentru analizarea si solutionarea
problemelor de optimizare. Deseori, obtinerea solutiei optimale poate fi privitd ca un proces
acest sens ofera matroizii duali.
Fie A o afirmatie referitoare la matroidul M . Daca in aceastd afirmatie inlocuim fiecare
notiune referitoare la matroid prin conotiunea respectiva, atunci obtinem o afirmatie duala celei

initiale. Prin urmare, este adevarata afirmatia:

Principiul dualitatii. Daca o afirmatie este adevarata pentru orice matroid, atunci si

afirmatia duala este adevarata pentru orice matroid.

Pornind de la definitia matroidului, in lucrarile [27], [28] se demonstreaza un sir de
proprietdti importante care usor pot fi extinse in baza principiului dualitdtii. Printre aceste
proprietati mentionam:

a) 0 submultime de elemente ale unui matroid este dependenta daca si numai daca

intersectia acesteia cu fiecare cobaza nu este vida,

b) o submultime de elemente ale unui matroid este codependenta daca si numai daca

intersectia acesteia cu fiecare baza nu este vida;

C) pentru orice multime independenta nevida Y — X a matroidului M :(X;E) existd
cociclu C™ incdt card(Y NC") =1;
d) pentru orice ciclu C si orice cociclu C* este adevarati relatia:
card(CNC") #1;
e) submultimea de elemente Y — X a unui matroid M = (X;E) este ciclu daca si numai
daca Y este multimea minimala dintre toate submultimile nevide din X ce poseda
proprietatea card(Y NC™) =1, pentru orice cociclu C".

Metode eficiente pentru studierea complexelor de relatii multi-are ofera topologia algebrica.
Aceasta din urma reprezintd o ramura a matematicii ce se ocupa de studierea spatiilor topologice,
prin intermediul obiectelor clasice si a metodelor caracteristice algebrei abstracte [22], [23]. Ea
ofera posibilitatea de a folosi modele, reprezentate prin structuri matematice usor perceptibile,
pentru examinarea proprietatilor topologice ale spatiilor continui. Obiectul de studiu al
topologiei algebrice 1l constituie structurile algebrice si proprietatile lor, iar scopul principal se

reduce la determinarea invariantilor algebrici, folositi pentru clasificarea spatiilor topologice, cu
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0 exactitate de omeomorfism. In aceasta directie au fost efectuate cercetiri impunitoare, care se
regasesc in monografii recent aparute [29], [30]. Rezultate majore ce tin de fundamentarea
teoretica a topologiei algebrice au fost determinate de introducerea unor structuri algebrice, care
au condus la dezvoltarea directiilor importante de cercetare, ce se manifesta prin:

e Construirea grupurilor de omotopie, care se folosesc, in mod special, pentru clasificarea
spatiilor topologice. Intuitiv, grupurile de omotopie ofera informatie cu privire la forma de
baza, sau gaurile spatiului respectiv. Cel mai simplu grup de omotopie ar fi grupul
fundamental, care ofera informatie referitoare la buclele spatiului topologic.

e Construirea omologiilor, care reprezinta o procedura generala de asociere a unui sir de
grupuri abeliene, numite invarian{i algebrici, cu un obiect matematic, prin intermediul
caruia se face studiul spatiului topologic.

e Construirea coomologiilor, care reprezintd un studiu abstract al colanturilor, cociclurilor si
cofrontierelor. Construirea coomologiilor poate fi considerata drept o procedura duala celei
de construire a omologiilor, si reprezintd o metoda de atribuire unui spatiu topologic a
invariantilor algebrici de o structurd mai find decat invariantii obtinuti prin construirea
omologiilor.

e Construirea varietatilor. Varietatea reprezinta un spatiu topologic comod pentru examinare,
din anumite considerente, care posedad proprietatea: pentru orice punct existd o vecinatate,
omeomorfa cu spatiul euclidian n-dimensional.

e Construirea complexelor. In topologia algebrici, complexele reprezinti spatii topologice cu
o structura specificd. Din acest punct de vedere, un rol primordial ii revine complexului
simplicial [22], pe care nu-l1 vom confunda cu complexul simplicial abstract, examinat in
continuare in capitolul 1.

Capitolul 11, Relatii multi-are si grupuri de omologii abstracte, contine rezultate ce
constituie fundamentarea teoreticd a directiei de cercetare, determinate de complexul de relatii
multi-are. Notiunea de complex generalizat de relatii multi-are asupra unei mulimi arbitrare de
elemente a fost pentru prima datd prezentata in lucrarea [83], construind ulterior grupurile de
omologii peste grupul numerelor intregi. Rezultatele de baza sunt publicate in lucrarile [65],

[67], [76], [105], [118], [122].

Fie date o multime finitd de elemente X ={X;,X,, ..., X, }, care este o submultime dintr-0
multime M , cardM <oo, unde M nu este clas, si sirul X = X!, X%, .., X" n>1, de

produse carteziene [31], [32] a multimii X . Orice submultime nevidda R™ < X™, 1<m<n+1 se

numeste relatie m-ari a elementelor din X (multimea R' < X' reprezinti o submultime de
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elemente din X ) [33]. Luand in consideratie cele spuse, o relatic m-ara R"™este o familie de

succesiuni ordonate, numite cortegii, formate din a cate m elemente din X . Cortegiul

(%, X

I

;- X ) € R™ poate sd contind si repetdri ale unor elemente din X. Pentru un astfel de
cortegiu, orice subcortegiu (X;, X; ,.., X; ), 1<I<m, ce pastreazd ordinea elementelor din

(%, %

I

_. X; ) se numeste subcortegiu ereditar.

Definitia 2.1.1. Familia finita de relatii {Rl, R?,..., R"+1}, care satisface conditiile:
. R'=X'=X,
1. R™ =0,

l1l. orice subsir ereditar (le, X, o e le), 1<I<m,<n+1, din (Xil, Xi, s e Xim) eR"
apartine relatiei 1 -are R',
se numeste complex generalizat (G-complex) de relatii multi-are si se noteaza:
R = (RY,R?,...,R"™).

Complexul generalizat de relatii poate fi privit si ca un complex de quasisimplexe abstracte.

Definitia 2.3.4. Un cortegiu (X, , X; , ..., X; ) € R™ al G-complexului de relatii multi-are
K" =R"" =(R', R?, ..., R™) se va numi quasisimplex abstract cu dimensiunea m §i se va
nota prin Q™ = (X;,, X, -~ %; ), iar familia de quasisimplexe cu dimensiunea m — prin &",
0<m=n.

Pentru complexul R"* =(R',R?,..,R"™) , echivalent cu complexul de quasisimplexe

n ) .
X" =(@° @', ..., @") definim caracteristica Euler y(X")=>(-1)'a;, unde ¢; =card &',
i=0

0<i<n.
Construind lanturile si ciclurile m-dimensionale ale unui G-complex de relatii multi-are
X" se formeaza multimile:
Z™(A) - grup al A-lanturilor m-dimensionale din GX";
&"(A) - grup al A-ciclurilor m-dimensionale din GX", subgrup al grupului 2™ (A);
&5(A) - grup al A-ciclurilor m-dimensionale si A-omoloage cu 0 in raport cu operaia
aditiva, care este subgrup al lui &"(A).
Definitia 2.6.1. Grupul factor &"(A)/&%"(A) al unui G-complex de relatii multi-are se

numeste grup al A-omologiilor (al omologiilor directe) cu dimensiunea m peste grupul Z si se
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noteazd prin A" (X"), 0<m<n. Rangurile acestor grupuri se numesc numere Betti. /n lucrarile
[34] —[37], aceste grupuri se noteaza prin H_(X"), 0<m<n.
in mod similar se construiesc si grupurile de V -omologii V,_(GX"), 0<m<n. In termenii

grupurilor de A-omologii si V -omologii se formuleaza un sir de rezultate ce tin de proprietatile

complexului studiat:

Teorema 2.6.3. Pentru orice V-lant L™ e V" al G-complexului de relatii multi-are X"

are loc urmatoarea egalitate:
VVL" =0,0<m<n.
Teorema 2.6.4. Dacd G-complexul de relatii multi-are X" =(&°, &', ..., @") este conex,

atunci A°(GK") este izomorf cu grupul numerelor intregi Z .
Remarca 2.6.4. Daca @Cf,@(g,...,@(g pentru un G-complex de relatii multi-are K" are
loc egalitatea (2.1), atunci:
AT(XK") = AT (K]) @A™ (K) @... @ A™(CKy),
unde 0<m<n, si daca m=0, atunci:

N(XK)V=ZDZD..®Z.

qori
Daci notdm prin p™ = p(A" (X)) rangurile grupurilor de omologii ale complexului X",
0<m<n , atunci are loc
Teorema 2.6.5. Pentru orice G-complex de relatii multi-are X" =(&°, &, ..., ®") are

loc egalitatea:

n n .

n m m
2 XN =3 ()"p" =3 (D'e.
m=0 i=0
Definitia 2.6.10. Fie dat G -complexul X" =(&°, @', ..., ®"). Sa examinim complexul

X' =(®,",R"",...,&"), unde fiecare quasisimplex abstract Q", cu dimensiunea m, e
considerat un complex celular [35] cu dimensiunea n-m, notat prin Q3™", pe cdnd totalitatea
acestor complexe cu dimensiunea n-m — prin &"",0<m<n,ieA,, desigur, respectind

incidentele. Complexul abstract X se numeste dualul complexului X"

De exemplu, un simplex O-dimensional incident la n fatete (simplexe) (n-1)-dimensionale
ale unui simplex n-dimensional reprezinta un CW cu dimensiunea n in forma unui simplex

n-dimensional, avand ca celule multimea tuturor fatetelor acestuia, inclusiv cea improprie.
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Mentionam ca complexul dual GX al lui X" este un complex celular (CW) conex.
Fie
Hy (3K, 2), Hy (K], 2),...., H{ (K, Z)
sirul grupurilor de omologii directe ale lui GX .

Teorema 2.6.6. Pentru complexul GX" sunt adevarate relatiile:

V,(K",Z) = HJ (3K, 2),

V. (X", Z) = H; (K], 2),

V (X", Z2)=H}(XK],Z)

In baza acestei teoreme obtinem ci teorema Kolmogorov-Alexander [35], [38] cu privire la
dualitatea grupurilor de omologii si coomologii pentru spatii topologice ramane valabild si in
cazul complexului generalizat de relatii multi-are GX". Astfel, obtinem

Teorema 2.6.7. Pentru complexul GX" sunt adevarate urmatoarele egalitati:

AN (XK",Z2) =V (X", 2),

A(XK",Z2)=V, ,(K",2),

A'(GK",Z) =V, (K", Z).
in paragraful 2.5 se defineste A-ciclul m-dimensional al unui G -complex de relatii multi-
are X", interpretat ca un subcomplex conex din GX" in care orice quasisimplex Q" e @™

este fatetd comuna pentru exact doud quasisimplexe m-dimensionale ale A -ciclului, orientate
respectiv. Un astfel de A-ciclu ar mai putea fi numit A -ciclu sferic elementar cu dimensiunea
m . In caz general, cand un A-ciclu m -dimensional conex si orientat este format din mai multe
A -cicluri sferice elementare, fiecare quasisimplex Q™" e @™ al acestui ciclu este fatetd
comuna pentru un numar par de quasisimplexe abstracte m -dimensionale. Multimea acestor
cicluri o vom nota prin 5 ™(A). Impreuni cu grupurile de cicluri &™(A) si & (A), studiate in
paragraful 2.5 si paragraful 2.6, obtinem relatia &% (A) A (A) < 5 (A) In lucrare se deduce
formula de calcul a A -ciclurilor m -dimensionale din X" . Pe multimea f“‘(A) definim functia
univoca:
f :fm(A)—> R,

ce poseda proprietatea: pentru orice ciclu E "(A) e E ™(A) are loc egalitatea
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fn (@A) = (P] 47, PF =47 s D] —] e P —111),
unde p{ inidcd de céte ori quasisimplexul Q}' apare in ciclul 5”“(A) cu semn pozitiv, iar
ti' —cu semn negativ. Vom nota diferenta p' —t{" prin C;". Obtinem vectorul:
f.(E™(A)=@E"E,...C"), 1<m<n.

Definitia 2.7.1. Vectorul fm(f "(A)) se numeste vector A -ciclic cu dimensiunea m a
complexului de relatii multi-are X" si se va nota prin c" A)=f (E”‘ (A) e R ™.

Definitia 2.7.2. Pentru complexul O-dimensional de relatii X° = (@0 = X,@,...,@) ,
numdrul maxim de A -cicluri 0 -dimensionale, adicd card@°, se numeste numdr ciclomatic
0-dimensional al lui GX°, care se noteazd prin v, (@(0)= Lo

Examinim complexul 1-dimensional GX* :(@0,@1) care poate fi considerat un graf cu
numirul de varfuri egal cu card@° si numarul de arce egal cu card@'. Pentru acest complex
notim: ¢, =card@’ =n; o, =card@' =m; p, - rangul grupului de omologii AO((Xl), fie

P, = P. Dacd GK' este conex, atunci se considerd p=1; p, - rangul grupului de omologii

Al(G(”) si reprezinti numirul de A -cicluri independente 1-dimensionale din X" . Are loc
egalitatea o, —a; = p, = P, sau, p, =, — o, + p, . Daca notam p, prin vl( 1), atunci:
v1(©<1): m-n+p.

Numarul v, (@(l) se numeste numar ciclomatic al grafului GX' = (@O : @1): (X, Rz). In
cazul cand GX' nu e conex si este reprezentat ca o reuniune de complexe 1-dimensionale conexe
si disjuncte:
unde X’ =X'c X, X' nX'=g, X' mdql =@, i#]j,1i,j=12,...t, obtinem egalitatea:

v(@(l):pl =, —ay+p, +t= m—n+p0(©€°)+t.

Examinam numerele ciclomatice in cazul G-complexelor de relatii multi-are cu dimensiunea

n>1. Acestea sunt o generalizare a numarului ciclomatic cunoscut din teoria grafurilor. Fie
X" un complex de relatii multi-are, reprezentat ca o reuniune de complexe disjuncte:

X" =X"* X" U..UX",
unde max{n,,n,,...,n, }=n>2. Din teorema 2.6.1, ca rezultat al unor transformdri, obtinem:



Definitia 2.7.3. Pentru un G-complex de relatii multi-are K", numdrul p, din partea

stangd a relatiei de mai sus se numeste numdr ciclomatic n-dimensional al complexului X" i
se noteazd prin V, (@(n )
Formula recurentd pentru calcularea numerelor ciclomatice ale unui G-complex de relatii

multi-are X" este:

La finalul capitolului I, se construieste matricea ciclomatica a complexului de relatii multi-
are, se studiaza anumite proprietati si se demonstreza teorema 2.8.1, care reprezintd o
generalizare a teoremei Poincare-Veblen-Alexander formulata in lucrarile [36], [39].

Prin rezultatele din Capitolul III, Convexitatea in complexul de relatii multi-are, se
continua ciclul de investigatii, efectuate de catre discipolii academicianului P. Soltan, in legatura
cu introducerea la momentul respectiv a notiunii de d-convexitate. Rezultatele obtinute au fost
publicate in lucrarile [66], [73], [75], [90], [91], [97], [114]. Generalizand notiunea de lant m -
dimensional in complexul R"", se generalizeazi notiunea de multime d -convex, cunoscuti
din teoria grafurilor [12], [60], se studiaza mai multe proprietati ale acesteia, exprimate prin
teoremele 3.1.6 — 3.1.8.

Grafurile, fiind un caz particular al complexului de relatii multi-are si o structurd relativ
simpla pentru studiu, servesc drept suport pentru studierea diverselor aspecte legate de
proprietatile multimilor convexe In spatii metrice discrete.

Folosim notiunea de convexitate si invelitoare convexa, forrmulate de catre F.Levi [47]. Fie

2 (X) familia tuturor submultimilor unei multimi arbitrare X . Alegem o subfamilie
@ P(X).
Definitia 3.1.1. Familia de multimi @ c P(X) ce poseda proprietdtile:

a) Xed;
b) daca A, A, e®, atunci A N A, e®,

se numeste convexitate in X . Perechea (X,®) se numeste spatiu convex, iar elementele din
@ — multimi convexe.

Definitia 3.1.2. Aplicatia ¢ : P(X) = Z(X), care satisface relatiile:

a) Ac o(A), pentru orice submultime Ac X ;

b) o(p(A)) =@p(A), pentru orice submultime Ac X ;

¢) @(A) < o(B), pentru oricare doua submultimi A, B e Z(X) incit Ac B,
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se numegte invelitoare convexd in spatiul X . Multimea ¢(A), Ac R*, se numeste invelitoare
convexd a lui A si se noteaza prin d;"-conv (A).

Examinim spatiul, elementele ciruia sunt toate cortegiile complexului R"* = (R*,R?,...,R"").
Se defineste notiunea de lant care difera de cea a lantului liniar, formulatd in definitia 2.1.4, insa

r€ doui elemente

pare a fi mai fireasca in contextul celor examinate in continuare. Fie rik, i

arbitrare ale relatiei k -are R¥.

m

Definitia 3.1.3. Sirul de cortegii rti“,rt;",...,rt ale relatiei m-are R™ ce posedd

proprietdtile:

1) rikcrtI", rf e, 1<k<m;

2) N € R', k <l <m, pentru orice 1< p<s—1,

se numeste K -lant m -dimensional cu extremitatile in rik : I‘J-k si se noteaza prin kpm (rik,l’jk),
1<k <m<n+1. Numarul S se numeste lungime a acestui lant.

in cazul complexului de relatii multi-are R"™* = (R*,R?,...,R™™) vom considera ci fiecare

relatie k -ara R*, 1<k <n, determind un spatiu, elemente ale caruia sunt cortegiile din R¥. Pe
fiecare astfel de spatiu vom defini convexitatea in conformitate cu definitia 3.1.1, folosind
k-langurile m -dimensionale, introduse prin definitia 3.1.3, K <m<n+1. Definim urmatoarele
doua notiuni:

1. k-Lant m-dimensional minim ce uneste doui elemente cu aceeasi dimensiune r* ,rjk eR¥,
1<k <m<n+1. Astfel se va numi (k,m)-lantul *L" (rik ,rjk) cu cea mai mica lungime, ce leaga
cortegiile r,r e R".

2. Functia distantei d, R* x R* — N . Astfel se va numi functia ce pune in corespondenti

oriciror doud cortegii * ,I’jk cu aceeasi dimensiune k din "™ un numir egal cu lungimea K -

lantului m-dimensional minim, 1<k <m<n+1.

Lema 3.1.2. Functia d" :R* xR* - N, incat df‘(rik,l’jk) reprezintd un numar, egal cu

lungimea (K, m)-lantului minim cu extremitdtile in t* ,rjk e R, poseda proprietdtile:

a) d(r* rjk)ZO, pentru oricare doud elemente rik,rjk eR si d]"(r*,r*)=0 daca si

. o k.
numai daca 1, = r;

b) d"(r*, rf)=d (I’jk ,tX), pentru oricare doud elemente I ,rjk eR";
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c) di(r,rf) <d](r, i) +d7 (r*,rf), pentru oricare trei elemente r,r/,r‘ € R*.

Pentru cortegiile r,r e R*, vom numi k-segment metric m-dimensional mulfimea:
S, =40 e R tdl (n r) =d I (6 1)+ d 0 (r°, 1)},

unde 1<k <m<n+1.

Notam prin D* familia tuturor multimilor Ac R* ce posedd proprietatea: pentru oricare
dous cortegii k -dimensionale r* ,rj" e R* este respectati incluziunea (rik,rjk>m c A,

Teorema 3.1.1. Famila D* reprezinti o convexitate in R* .

Elementele familiei D* le vom numi multimi (k,m)-conexe. In baza convexitatii D*, pe
multimea tuturor submultimilor Z(R*) a spatiului R*, definim o aplicatie ¢: Z(R*) > Z(R¥).

Teorema 3.1.2. Aplicatia ¢ P(R*) > P(R") care pune in corespondenta fiecarui
element Ae ])(Rk) o multime (K,m) -convexd minimd din D*, ce contine multimea A,
reprezintd o invelitoare convexd.

Consecinta 3.1.1. [n cazul unui complex de relatii multi-are R"™ =(R',R?,...,R™),

convexitatea D* ={B e Z(R*):(r*,r*), < B, pentru ¥V r*,r* e B} determind in mod univoc

invelitoarea convexa @ PR*) > 2(RY), incat ¢(A)=B, unde B este o multime (K,m) -
convexd minimd din D¥, ce contine multimea A, 1<k <n+1.

In studierea multimilor convexe un rol decisiv revine punctelor extremale.

Definitia 3.1.5. Elementul r € A se numeste punct extremal al multimii A C RY, daca
r ¢ dy" —conv(A\{r}). Multimea tuturor elementelor extremale din A se noteaza prin extA.

Punctele extremale joaca un rol important in studierea proprietdtilor multimilor convexe,

fapt confirrmat prin urmatoarele teoreme:

Teorema 3.1.4. Daca este definita convexitatea DX, iar A este o submultime din R¥ atinci

sunt adevarate afirmatiile:

1. reextA, daca si numai daca exista un r-suport A, , al punctului reRY, incdt
A\{Z}c A;

2. A=d]" —conv(extA), daca si numai dacd pentru orice element r € A §i orice r-suport

A are loc relatia (R*\ A)NextA = .

Teorema 3.1.5. Pentru orice submultime A R¥ are loc egalitatea:

extA =B < A: d{" —convB =d," —convA}
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Teorema 3.1.6. Pentru orice multime A< R are loc inegalitatea diamP(A) < 2-diamA.,

unde P(A)=AU( | J (r*.rf),).

r.rieA

Teorema 3.1.7. Pentru orice submulfime A< R sunt echivalente afirmatiile:

1. diam(d," —convA) = diamA ;

2. diamP(A)=diamA.

In paragrafele 3.2 si 3.3 ale capitolului III se examineazi convexitatea in cazul grafurilor,
caz particular al complexului de relatii multi-are. Sunt continuate cercetarile ce tin de studierea
grafurilor d-convex simple, realizate de catre autor in anii 80 ai secolului trecut si care isi gasesc
aplicatii la solutionarea unor probleme aplicative in domeniul militar, in telecomunicatii,
economie etc. Astfel se numesc grafurile ce nu contin multimi d-convexe A, pentru care
3<cardA<n-1, unde n este numarul de varfuri din graf.

Prezinta interes grafurile d-convex simple ce apartin urmatoarelor clase:

=

.7/ - grafurile ce nu contin cicluri de lungimea trei si fiecare varf al acestora este dominat de

un alt varf;

2. ./ - grafurile ce nu contin cicluri de lungimea trei si subgrafuri F (a se vedea figura 3.1);

3. .- grafurile planare;

4. v, - grafurile modular ereditare [61]. Astfel se numesc grafurile in care orice ciclu izometric
este de lungimea patru;

5. 7, - grafurile cordale. Acestea sunt grafurile bipartite, in care orice ciclu generat este de
lungimea patru [62];

6. 75 - grafurile ereditare dupa distanta. Astfel sunt numite grafurile G in care orice subgraf

conex, generat de o submultime de varfuri Ac X, este izometric in G [63], [64].

Figura 3.1. Graful F

Grafurile d-convex simple din clasele respective poseda aceeasi structura. Asupra lor se
definesc cateva operatii care se comporta ca operatii algebrice pe mulfimile respective, chestiuni

demonstrate prin teoremele 3.2.6 - 3.2.11.
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In ultimul paragraf al capitolului III se studiazi convexitatea in grafurile orientate. La
general vorbind, in aceste grafuri distantd nu poseda proprietatea comutativa, adica functia

distantei este 0 pseudo-metricd. Se examineaza grafuri orientate tare conexe, in care se considera
. H . -
multimea < X,y >={z € X :d(X,z)+d(z,y) =d(X, y)} numita d-segment, orientat de la x spre y.
. - -
Multimea A< X se numeste d-convexa in graful G = (X,U), daca pentru oricare doua varfuri
-
X,y € A, luate in ordinea indicata, are loc relatia < X,y >c A. Graful orientat si conex forte

- -
G =(X,U) se numeste d-convex simplu daca nu contine multimi d-convexe Ac X , incdt

1< cardA < cardX .

Teorema 3.3.1. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

- -
1. G = (X,U) este un graf d-convex simplu orientat;
2. d —conv({x, y}) = X, pentru oricare doua varfuri distincte X,y € X ;
3. d—conv({x, y}) = X, pentru oricare doua varfuri adiacente X,y € X .

In continuare se construieste o clasa speciali @ de grafuri orientate d-convex simple si se

demonstreaza urmatoarea

- -
Teorema 3.3.3. Un graf orientat si tare conex G =(X,U),cardX >3, este d-convex

simplu, daca si numai daca 8 e

La finele acestui capitol, similar cazului grafurilor neorientate, se examineaza niste operatii
algebrice, in clasa grafurilor orientate d-convex simple, prin teoremele 3.3.4 — 3.3.9.

Capitolul 1V, Complexe de cuburi abstracte, este dedicat studierii unor proprietati
speciale ale complexului de cuburi abstracte, folosite ulterior in capitolul V pentru solutionarea
unor probleme de ordin teoretico-aplicativ. Folosind simplexele abstracte, printr-o procedura

iterativd se defineste cubul abstract p -dimensional, p>0 (a se vedea definitia 4.1.2), cu

ajutorul cdruia se construieste complexul de cuburi abstracte. Cercetarile ce tin de studierea
cubului si a complexului respectiv sunt reflectate in mai multe lucrari publicate pe parcursul
ultimilor ani [45], [72], [69], [90], [79], [98]. Complexele de cuburi servesc drept instrument
eficient In dezvoltarea unor compartimente ale topologiei combinatorice. Rezultate importante au
fost obtinute atit la nivel teoretic, legate de construirea omologiilor cubice, a caracteristicii
Euler, de studierea proprietatilor varietatilor determinate de complexul cubic abstract [70], [85],
[108], [111], precum si la nivel aplicativ, prin solutionarea unor probleme practice, printre care

un rol aparte revine problemelor de amplasare [81], [99], [116], [117].
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Definitia 4.2.1. Familia nonvida si finita de cuburi abstracte 3" ={l1",0<m<n}, ce
verificd proprietdtile:
1. pentru oricare doud cuburi abstracte 1°,1'e3",0<s,t<n, are loc relatia
A= sau I°N1' eJI";

¥ a cubului m —dimensional 1™ 3", 0<k<m<n, este element al

2. orice fateta |
familiei 3";

3. in 3" exista cel putin un cub n—dimensional 1",
se numeste complex cubic abstract cu dimensiunea n.

Folosind o tehnica similara celei folosite in cazul complexului de relatii multi-are, pentru

complexul de cuburi abstracte se construiesc grupurile de c-omologii
0%(3",2), ot (3", 2),..., 0" (3", Z),
si grupurile de ¢ -omoloagii
0%(3", 2), (3", 2),..., 0" (3", 2),
fiind studiate proprietdti ale complexului 3" prin intermediul teoremelor 4.2.5 si 4.2.6.
Complexele de cuburi servesc drept suport pentru studierea varitatilor speciale, proprietatile

carora se folosesc la solutionarea problemei medianei, studiate in capitolul V. Insa, mai intii sunt

studiate varietdtile, determinate de complexul generalizat de relatii multi-are.
Fie R =X" =(&°, &',...,&") un G -complex de relatii multi-are cu familiile de
quasisimplexe &" = {Q{“,QQ‘,...,QQ‘m } 0<m<n.

Definitia 4.4.2. G -complexul de relatii multi-are X" ce poseda proprietatile:

a) orice quasisimplex cu dimensiunea n—1 este o fateta comuna exact pentru doud
quasisimplexe abstracte cu dimensiunea n din X";

b) pentru oricare doud quasisimplexe n-dimensionale distincte Q' i Q] din X" existd o
succesiune de quasisimplexe n-dimensionale Q; :Qi“,Qij,...,Qi: =Q , k=2, incat

Q'NQ e@", 1<k<q-1;

I

c) pentru orice quasisimplex m-dimensional Q™ din complexul GX" exista un quasisimplex

n-dimensional Q", incdt Q™ este o fateta a lui Q", 0<m<n-1;
d) daca Q' si Q? sunt doud quasisimplexe distincte din X", cu intersectia Q' ﬂQ? =Q",
atunci existd un sir de quasisimplexe Q' =Q;",Q7, ..., Q/ = Q] cu proprietatea din b), ce

respectd relatia:
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Q" :QiT ﬂQ.: ﬂﬂQ:, O<ms<n-1,

se numeste varietate abstracti degenerata cu dimensiunea n.

Varietatea abstracta determinatd de G -complexul de relatii multi-are X" 0 vom nota prin
72" . Din prima conditie a definitiei 4.4.2 rezultd ca orice quasisimplex n-dimensional din
X" participa doar o singura datd la construirea varietatii 72" . Varietatea m -dimensionala
79",0<m<n-1, determinata de subcomplexul X" c X", se numeste subvarietate a lui
72", folosind notatia 79" < 79"

Multimea tuturor fatetelor unui quasisimplex n-dimensional Q" formeaza un complex de
relatii multi-are. Subcomplexul determinat de toate fatetele din Q" cu dimensiunea (n—1) il

vom numi frontierd-complex a lui Q" si il vom nota prin X" =[Q"].

Teorema 4.4.1. Complexul de relatii X" =[Q"] este o varietate abstractd (n—1) -
dimensionala degenerata fara borduri.

Definitia 4.4.3. Varietatea 72" se numeste orientabila daca contine un A -Ciclu n -
dimensional. In caz contrar, 79" se numeste varietate nonorientabila.

Teorema 4.4.2. Daca Q" este un quasisimplex abstract cu toate fatetele orientate pozitiv,
atunci frontiera-complex a acestuia reprezinta o varietate abstracta (n—1) -dimensionala
degenerata si orientabila.

Fie 72" o varietate abstractd, orientabila si fara borduri, determinati de G -complexul
X" =(&°, &', ... &"), iar ;((%@”) — caracteristica Euler a lui 72" (caracteristica Euler a
complexului X" se numeste caracteristica Euler si a varietatii respective Z2").

Definitia 4.4.4. Daca caracteristica Euler a unei varietati abstracte degenerate, orientabile
si fara borduri 72" satisface relatia:

( n)_ 0, in cazul cand n este impar,
d _{2, in cazul cand n este par,
atunci 72" se numeste varietate sferica abstracti degenerata n -dimensionala, notata prin 2"

Pentru complexul de relatii se generalizeaza notiunea de contur Euler, cunoscuta din teoria
grafurilor. Fie @™ familia tuturor quasisimplexelor m -dimensionale ale G-complexului
X" =(&°, @', ..,&"), card@" =4_,1<m<n.

Definitia 4.4.7. Succesiunea de quasisimplexe m -dimensionale din complexul GX" ce

poseda proprietatile:
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a) fiecare quasisimplex al familiei @™ se intdlneste in aceastd succesiune exact o singurd
data;
b) oricare doua quasisimplexe vecine ale succesiunii reprezintd in intersectie un element
din @™;
C) intersectia primului si ultimului element al succesiunii reprezintd un quasisimplex
(m—1) -dimensional,
se numeste ciclu Euler m -dimensional al varietatii 72" = X" . Daca simplexele din
succesiune sunt coerente, atunci aceasta succesiune se numeste contur Euler m -dimensional.
Tinand cont de faptul ca simplexele abstracte servesc drept ,,ciramizi” pentru construirea
cubului abstract n-dimensional, in cele ce urmeazi vom defini notiunea de varietate cubica si
vom efectua unele cercetari ce tin de existenta conturului Euler al acesteia. Chestiunea respectiva
e importanta, in special, la solutionarea unor probleme cu caracter aplicativ. Astfel, in lucrarile
[72], [120] se examineaza un dispozitiv abstract, functionarea caruia parvine din existenta
conturului Euler a unei varietati cubice, Ce serveste drept generalizare a masinii Tiuring clasice.
Fie 3" un complex de cuburi abstracte definit in paragraful 4.2, iar &@™ —familia de cuburi
abstracte m -dimensionale a acestuia, 0<m<n.
Definitia 4.4.8. Complexul n-dimensional de cuburi abstracte 3" ce verifica proprietatile:

a) orice cub (n-1) -dimensional 1" e &" este fateta exact pentru douda cuburi n -

dimensionale din 3";
b) pentru oricare doua cuburi n-dimensionale 1., I? e", in 3" exista succesiunea de

cuburi n -dimensionale I =1,17,...1" =1} , cu proprietatea: I’ N1 e,
q r I+

P=
0<r<qg-1;
c) pentru orice cub p -dimensional |* e &”, in complexul 3" exista cub n-dimensional

|", incdt |® este una dintre fagetele proprii ale lui 1", 0< p<n-1;

d) pentru oricare doua cuburi n -dimensionale distincte Ii”,l?e\]n , cu intersectia

'] =17, 0<p<n-1, in J" exista O succesiune de cuburi abstracte n -

q
dimensionale IiT =1", |ir2‘,,_,, i = 1] ce poseda proprietatea: ﬂ =1,
s=1

se numeste varietate cubicd abstracta n -dimensionala, notata prin V.

Fie acum V." o varietate cubica orientabild, adica in V" existd un lant cubic m -dimensional

L™ € ™ incat o L™ =0. Vom spune ca o varietate cubicd V" este totalmente coerentd daca

toate cuburile n-dimensionale ale acesteia au aceeasi orientare.
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Teorema 4.4.6. Orice varietate cubica V| este totalmente coerentd.

Teorema 4.4.7. Daca V" este o varietate cubica abstractd cu dimensiunea N pard, atunci
aceasta admite un o-contur Euler cu dimensiunea (n—1).

In baza rezultatelor obtinute in legiturd cu studierea varietitilor cubice abstracte se
demonstreaza un rezultat important (teoreme 4.5.3) ce tine de complexele cubice omogene,

folosit in capitolul V la solutionarea problemei medianei.

Definitia 4.5.3. Un complex de cuburi abstract-convexe 3", ce satisface condisiile:

a) daca 1?, 0< p<n, este un element al lui 3", atunci si orice fagetd 1 = 1°, 0<k<p,
este un element din 3";

b) pentru fiecare doud cuburi 1™ si 172 din 3" interseciia 1™ N 1" este vidd sau

reprezinta un element din 3", 0< p,, p, <n;

¢) orice cub abstract 1* din 3", 0<k <n, apartine cel putin unui cub 1" din 3";

d) oricare doud subcomplexe minimale 3] si 3, din 3", care verifica conditiile a)-c) si
3] U3, = 3", poseda proprietatea: intersectia 37 N3, reprezinta un subcomplex I° < 3",
cu dimensiunea p=n-1;

e) grupul de omologii de rangul zero este izomorf cu grupul Z ,0° (3",2) = Z;

f) grupurile de omologii de rangul 1,2,3,...,n sunt izomorfe cu zero,
se numeste complex absract omogen n-dimensional si se noteaza prin 3.

Definitia 4.5.5. Varietatea cubica orientabila V", determinata de complexul de cuburi
abstracte 3" ={¥°,&",...,&F"}, se numeste sferi abstractii N -dimensionald, dacd satisface
una din egalitatile:

2(VP) =2, pentru n— par,
2(V"P) =0, pentru n—impar, (4.31)
si se noteaza prin Q%" =V P,

Teorema 4.5.1. Daca 3/, este un complex cubic n-dimensional abstract si omogen, atunci
frontiera acestuia bd 3, reprezintd o sferd abstracta (n—1) -dimensionald Q8".

Teorema 4.5.3. Daca Q%" este o sfera abstractd determinatd de frontiera bdJ', a unui
complex omogen 3, de cuburi abstract-convexe, atunci aceasta dispune de cel pugin un cub

(varf) 1° e ®&°, ce apartine exact la n cuburi 1-dimensionale (muchii).
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Capitolul V, Aplicatii ale complexelor de relatii multi-are, se refera la descrierea unor
metode de solutionare a problemelor cu caracter teoretico-aplicativ, elaborate in baza rezultatelor
obtinute la studierea complexului de relatii multi-are. Rezultatele respective au fost prezentate in
lucrarile [71], [74], [77] — [79], [86] — [89], [92], [94], [100].

In primul paragraf al capitolului se arati in ce mod rezultatele ce tin de studierea
complexului de relatii pot fi folosite pentru clasificarea varietatilor abstracte degenerate
examinate in capitolul precedent IV. Se demonstreaza proprietati ale varietatilor determinate de

complexul de relatii multi-are.

Definitia 5.1.3. Varietatea degenerata 72" din care sunt eliminate p, vacuumuri n -
dimensionale, p,, vacuumuri (n-1) -dimensionale, ..., p, vacuumuri 1 -dimensionale, se
numeste varietate degenerata cu p, borduri n-dimensionale, p, , borduri (n—1)-dimensionale,

..., P, borduri 1-dimensionale.

Prin teoremele 5.1.1 — 5.1.3 se examineaza proprietati speciale ale acestor varietati, folosite
la demonstratia teoremei de clasificare a acestora — teorema 5.1.4.

Capitolul urmator, capitolul 5.2, contine rezultate importante ce se referd la solutionarea
problemei medianei intr-un complex de cuburi abstracte. Fie 3 un complex cubic abstract
omogen, insa considerat de acum nonorientat. Conform teoremei 4.5.1, frontiera bdJ), este o
sfera (n—1) -dimensionala cubiliati Q8"". Fie st(1°)Q8%"" — steaua varfului 1° calculati pe

sfera Q8"*.

Se examineazd problema calculdrii medianei unui complex special de cuburi abstracte,
considerand ca varfurile complexului 3, se iau dintr-un spatiu metric discret, reprezentat printr-
o multime oarecare M .

Definitia 5.2.2. Un complex abstract n -dimensional, omogen si neorientat 3, care
satisface condiriile:
1) orice cub 1 €int3), aparyine cel puzin la 2" cuburi n-dimensionale din 3%, 0<k<n;

2) dacd 1° este un varf din bdJ'), Cdruia ii sunt incidente exact n arce ale lui bdJ), iar
steaua st(1°) bdJ', consine exact n cuburi (n—1)-dimensionale ale lui bdJ',, atunci
cubul n-dimensional 1", determinat de aceasta stea, apar¢ine complexului 3},

se numeste arbore omogen n -dimensional. Notam acest arbore prin A".

Consideram functia p:®° — R" si lungimile muchiilor din clasele de muchii paralele

£.,%,,....2., definite in capitolul IV, egale, respectiv, cu numerele d,,d,,...,d., unde d, >0,
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pentru 1<i<m. Pentru oricare doua cuburi 0-dimensionale 19, |2_ e definim numarul
i’
intreg nenegetiv d(I1°,1°)=td, +t,d, +..+t,d,, unde t, =0 (sau t,=1) daci lantul ce
i
uneste varfurile 19,19 ea® trece de un numar par (sau impar) de ori prin muchiile
1 J

complexului 37, ce apartin clasei £, 1<i<m.

Teorema 5.2.1. Relaria d(ISi , |3j )=td, +t,d, +..+t d_, reprezinta metrica Hamming.

Mediana complexului A" coincide cu mediana grafului ce reprezinta scheletul 1-dimensional
din A", chestiune demonstrata prin

Teorema 5.2.5. Un varf x. al grafului G = (X;;U;) =sSk@)A" (@) este mediand in G dacad
si numai dacd acest varf reprezinta in arborele A"(1) intersectia a n transversale mediand
(n—1)-dimensionale.

Calcularea medianei complexului A" se face prin aplicarea urmatorului algoritm:

. Fie X = {X,,Xg,.., Xy} = °.

Il. Determinam clasele de muchii paralele in arborele A"(1). Fie avem m clase de muchii
paralele: £.&;,...,2;.

1. Fixam un varf arbitrar din X , de exemplu X, si ii punem in corespondenta cortegiul
X, =(0,0,...0), format din m zerouri.

IV. Pentru oricare alt varf x, € X alegem un lang arbitrar L"(x;, ;) -

V. Varfului X, i se pune in corespondenti cortegiul x, = (&, &”,...,&™), considerand &' =1,

daci lantul L'(x,,x ) trece de un numar impar de ori prin muchiile clasei I g} =0, daca

acest numar este par, iel,n.

Formam matricea M , liniile careia reprezinta cortegiile corespunzatoare varfurilor X; € X :

g g 2

N N ¢
1 2 m

& & &1
1 2 m

M = &, & &r
2 m

gn gn grl

VI. Calculam un cortegiu nou r* =(r,r,,...,r,,), folosind elementele din M si ponderile

p(x;) ale varfurilor din X , 1<i<n, conform regulilor:
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1daca Ya! px)> Y. pX),
i=1 i=1

r; =40, daca ZEH p(xi)<%z p(x;),
i=1 i=1

n ) n
0 saul(indiferent),daca » & p(x;) = Ez p(x:).

i=1 2 i=1

VII. Din teorema 5.2.4 demonstrata in teza rezulta ca, cortegiul r* apartine matricei M .
Acestui cortegiu 1i corespunde un element x*, apartenenta caruia complexului A" este asiguratd

de teorema 5.2.5. Prin urmare, x" este din A" si reprezinta mediana acestui complex.

Ultimul paragraf al lucrarii se refera la o aplicatie netriviald a functiei Grundy, definite pe
complexul de relatii multi-are, la determinarea strategiilor de comportare a participantilor intr-un
joc combinatorial.

Consideram complexul de relatii multi-are, reprezentat ca un complex de simplexe abstracte
X" =(R°, @', ...,R") si aplicatia I': K" — X", definitd in paragraful 5.4, ce pune in
corespondenta oricirui element din GX" o submultime din vecinitatea acestuia.

Definitia 5.4.9. Aplicatia univoca g:X" — N,, definita pentru orice simplex abstract
m -dimensional Q™ din X" prin relatia g(Q™)=min{N,\g('(Q™))}, unde g(I'(Q™))
reprezinta multimea valorilor aplicatiei g pentru toate simplexele din T'(Q™), se numeste
functie Grundy.

Functia Grundy poate fi folosita la studierea multimilor intern stabile intr-un complex
simplicial X". De exemplu, usor deducem ca este adevaratd afirmatia: daca F este o multime
de simplexe intern stabila in X", atunci, pentru oricare doua simplexe abstracte Q',Q" € F, are
loc egalitatea g(Q') = g(Q "). Exista o dependenta directa intre numarul de multimi intern stabile
din GX" si functia Grundy, care poate fi exprimata prin

Teorema 5.4.7. Numarul minim de multimi intern stabile intr-un complex de relatii multi-

are X" este egal cu ¥ e N daca si numai daca are loc egalitatea:

max g(Q)=y-1.

Qeck"

Definim pe GX" un joc cu doi participanti A si B, care poate fi privit ca o generalizare a
jocului chinezesc NIM, cunoscut prin impactul sdu asupra unor rezultate fundamentale in
matematica. In special, acesta a jucat un rol esential in demonstratia teoremei Sprague — Grundy,
consideratd drept una dintre teoremele clasice ale teoriei jocurilor si folositd la determinarea

strategiei de castig in jocurile combinatoriale. Diverse generalizari si interpretari ale jocului NIM
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se intdlnesc in lucrarile mai multor matematicieni, cum ar fi Claud Berge [2], [3] si Charles
Bouton [40]:

Descrierea jocului:
1) Fie dat un complex de simplexe abstracte GX". In mod arbitrar, se alege un simplex
m -dimensional Q™ e ™, 0<m<n.

2) Jucatorul A alege un simplex din T'(Q™) . Fie acesta este simplexul Q™, 0<m, <n.
(Daca T'(Q™) =D, atunci se considera ca jucatorul A a pierdut si jocul a luat sfarsit).
3) Jucatorul B alege un simplex Q™ eI'(Q™) . De asemenea, se considerda ca daca

I'(Q™) =9, atunci jocul a luat sfarsit §i jucatorul B este in pierdere.
4) Jucatorii continua alegerea simplexelor noi pdna cdnd lucrul acesta este posibil.
Evident, deoarece GK" este un complex finit, jocul va avea un sfdrsit.

In jocul descris, s-ar cere de raspuns la intrebarea: in ce conditii jucatorul A va iesi

invingator?

Solutia jocului se cauta cu ajutorul unor traectorii construite in GK" si este reglementata de

teoremelec 5.4.8 — 5.4.10.
Definitia 5.4.10. Succesiunea de simplexe Q™,Q™,..Q™ a complexului
X" =(&°, &', ..., &") ce posedd proprietdtile:
a) Q™ er(Q"), 0<i<r-i;
b) Q™ si Q™, 0<i<r—1, sunt simplexe (t,q)-coerente, determinate de conditiile
aditionale relatiilor (5.29) si (5.30);
¢) dacd simplexele Q™* si Q™ , 0< j<i—1, sunt intersectate de cdtre simplexul Q™"
atunci Q™si Q™' nu apartin lui Q™
se numeste traiectorie a complexului X" si se noteaza prin T(o, r).

Vom spune ci traiectoria T(0,r) este 0 traiectorie maximald, determinata de relatia T, daci
se Indeplinesc urmatoarele conditii:
a) T(Q™)=;
b) nu exista simplex Q in X", incat Q™ eI(Q) si sirul Q,Q™,Q™,..,Q™ ar satisface
conditiile definitiei 5.4.10.

Traiectoria T(0,r) se va numi traiectorie-contur, determinati de aplicatia I' , daci

Q™ =Q™ . Traiectoria contur o vom nota prin T.(0,r).
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Teorema 5.4.8. Daca g este functia Grundy a unui complex X", determinata de aplicatia
X" - X", definita prin relatia (5.31), atunci multimea tuturor simplexelor Q din X",
pentru care este adevarata egalitatea g(Q) =0, reprezinta nucleul complexului X" .

Teorema 5.4.9. Daca in complexul K" exista o traiectorie-contur T(O, r), determinata de
aplicatia T si pentru orice simplex Q™ al acestui complex exista traiectorie T(O, r) ce leaga Q
cu careva simplex din T, (0, r), atunci in jocul combinatorial definit pe acest complex, jucatorii

isi pot determina comportamentul astfel incat niciunul dintre ei nu va pierde.
Teorema 5.4.10. Intr-un joc combinatorial, determinat de aplicatia (5.31), jucdtorul A nu

va pierde daca va reusi sa construiasca functia Grundy pe acest complex si sa aleaga simplexul

Q pentru care g(Q)=0.
TOTALIZARI

Prin lucrarea de fatd se propune o directie de cercetare, determinatd de studierea unei
structuri discrete noi, numite complex de relatii multi-are care generalizeaza astfel de structuri
discrete clasice cum ar fi grafurile, hipergrafurile, matroizii etc. Introducerea complexului de
relatii multi-are a fost determinatd de necesitatea solutiondrii unor probleme cu caracter
teoretico-aplicativ, pentru care modele traditionale sub forma de grafuri sau hipergrafuri si
metodele de solutionare nu permiteau obtinerea unor rezultate acceptabile. Odatd cu primele
rezultate ce tin de fundamentarea teoreticd a directiei propuse de cercetare, au fost create
premizele elabordrii unor metode care, mai tdrziu, au dat rezultate bune la solutionarea
problemelor, examinate sub diferite aspecte o perioadd indelungata de timp de catre mai multi
matematicieni. O parte dintre aceste probleme sunt descrise in ultimul capitol al lucrarii, unde se
propune solutionarea acestora prin aplicarea elaborarilor teoretice expuse in capitolele II-1V.

Definirea relatiilor multi-are pe produsul cartezian al unei multimi de elemente X permite
generalizarea unor rezultate ce tin de examinarea complexului obisnuit de relatii multi-are (fara
bucle), obtinute de autor in lucrarile [122], [104], [102], si este mai fireasca din punct de vedere
teoretico-aplicativ. Notiunea de complex generalizat de relatii multi-are asupra unei multimi
arbitrare de elemente (a se vedea definitia 2.1.1) a fost pentru prima datd prezentatd in lucrarea
[83]. Ulterior au fost studiate proprietatile acestei structuri, au fost construite grupurile de
omologii peste grupul numerelor intregi, au fost gasite aplicatii netriviale ale acestor rezultate..
Prima lucrare care reprezinta un studiu integru in domeniu, ce poate fi considerata si drept o

lucrare de sinteza, a fost publicata in anul 2010 (a se vedea lucrarea [68]).

33



Precum s-a mentionat mai sus, complexul propus prin definitia 2.1.1, generalizeaza mai
multe notiuni clasice, printre care si notiunea de graf orientat si finit, definit cu ajutorul relatiilor
binare [3], insa lipsit de bucle, chestiune care, precum demonstreaza aplicatiile, nicidecum nu
poate fi neglijata [2]. Complexul definit in lucrarea [41] este o structurd discreta si finitd care
necesita examinari suplimentare, necesare pentru solutionarea unor probleme atat teoretice, cat si
practice. Respectiva structura matematica poseda un sir de proprietati ce tin de obiectul de studiu
al geometriei combinatorice discrete [42]. Din aceste considerente e firesc, pe de o parte, de
studiat impactul topologiei relatiilor multi-are asupra acelor obiecte de cercetare, unde situatia
mentionata poate fi interpretatad, bundoara, cu ajutorul urmatoarelor familii de obiecte: a)
sistemul Q de quasigrupuri cu n operatii algebrice; b) sistemul Q de n grupuri cu n elemente
independente si cu o singurad operatie algebrica [43], ¢) sistemul de multimi nuantate [44], etc.
Mai exact, ar fi curios de studiat ce ar prezenta o varietate abstractd, multidimensionala,
orientabild si fara borduri [45] determinatd de obiectele mentionate. Pe de altd parte, prin
intermediul relatiilor multi-are ar putea fi modelate si studiate multiple procese dintr-un sir de
domenii aplicative. Bundoara ar prezenta un interes deosebit de a studia structurile propuse in
prezenta lucrare pentru interpretarea diferitor formule, procese din chimie (mentiondm ca orice
formula din chimie poate fi interpretatd ca un complex generalizat de relatii multi-are [46]).
Precum au ardtat cercetarile ulterioare, rezultatele carora, Tn mare masurd, sunt expuse in
capitolele 11-V, complexul de relatii multi-are in forma lui abstracta conduce la aplicari
nontriviale In procesul de transmitere si receptare a informatiei [102], in formarea unei baze de

date finite oricat de mare, in criptografie si la indicarea unei clase de grafuri, elementele careia

pot fi scufundate in scheletul 1-dimensional al cubului multidimensional din R/ (spatiul

vectorial n-dimensional cu norma x| = |x,|+|X,| +...+|X,| ), pe cand aceasta din urma chestiune

permite a prezenta un algoritm de calculare a medianei (punctul lui Toricelli) grafurilor marcate
si ponderate, fara a utiliza metrica spatiului respectiv [11], [12].

O chestiune importanta, care nu poate fi ocolita, vorbind despre examinarea structurilor
discrete in calitate de modele matematice pentru solutionarea problemelor practice, tine de
studierea convexitafii. Aceasta se datoreaza faptului ca o serie de probleme de optimizare nu sunt
altceva decat probleme de optimizare convexd pe modele concrete. Cu toate ca convexitatea este
considerata drept una din notiunile fundamentale ale matematicii, despre care se cunosc
proprietati si exemple multiple de aplicare, aceasta reapare periodic sub forma unor variatii sau

generalizari, ce merita a fi studiate datorita importantei teoretico-aplicative a acestora.
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Definitia generald a notiunii de convexitate, precum si de invelitoare convexa, a fost data
pentru prima data in lucrarea [47] de catre F. Levi. Primele rezultate obtinute au pus bazele unei
noi directii de cercetare in matematica, dezvoltate in continuare de catre J.W.Elliss [241],
P.C.Hammer [49] — [51], D.C.Kay & E.W.Womble [52], G.Sierksma [53], [54]. In prezent sunt
cunoscute diverse modele de convexitate, aparute in legatura cu necesitatea solutionarii unor
probleme cu caracter teoretico-aplicativ, care se regasesc in lucrarile a mai multor matematicieni
cunoscuti: P.Soltan [12], [55], I.Serghienco [56], [57], M.Covaliov [58], [59], V.Soltan [60] etc.
Printre modelele reusite ale convexitatii, cu aplicatii nontriviale in practica, se evidentiaza d-

convexitatea. Generalizand notiunea de lant, cunoscuta din teoria grafurilor, pentru complexul de
relatiiic multi-are R"™ = (R',R?,..,R™) , spatiile metrice (R,d[") , 1<k<m<n+1 .
Convexitatea si invelitoarea convexa in fiecare dintre aceste spatii metrice, definite in baza

lanturilor m-dimensionale ale complexului R"™, se incadreaza in teoria generala, initiatd prin
cercetarile lui F. Levi [47], iar proprietatile specifice complexului de relatii multi-are permit

solutionarea eficienta a unor probleme dificile. Anume corelatia dintre proprietatile unei astfel de

convexitati si specificul grafurilor, ca caz particular al complexului R"™, a contribuit la
obtinerea rezultatelor importante de caracterizare a grafurilor, in care invelitoarea convexa a
doua varfuri neadiacente reprezintd toatd multimea de varfuri din graf. Astfel de grafuri sunt
cunoscute ca grafuri d-convex simple (sau quasisimple)

Un alt aspect legat de studierea complexelor de relatii consta in elaborarea unei metodologii

noi de studiu al cubului abstract, reprezentat prin simplexe abstracte. Rezultatele obtinute prin

g,y

ege o,

problemei medianei. In ultimul capitol al lucrarii este descris un algoritm de calcul al medianei

unui complex cubic fara a recurge la folosirea metricii.
CONCLUZII GENERALE SI RECOMANDARI

Studiul realizat in prezenta lucrare conduce la urmatoarele concluzii si recomandari.

Concluzii generale asupra rezultatelor obtinute. Problemele examinate in teza de doctor
habilitat “Complexul generalizat de relatii multi-are si aspectele aplicative ale acestuia™ fac
parte de directia de cercetare din matematicd ce tine de elaborarea modelelor si metodelor
corespunzatoare pentru solutionarea problemelor teoretico-aplicative din diverse domenii ale

activitatii umane: economie, tehnica sociologie, fizica, chimie, informatica etc. Rezultatele
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teoretice obtinute in legaturd cu studierea complexului de relatii, precum si aplicatii acestuia la

studierea unor probleme de ordin aplicativ, conduc la urmatoarele concluzii:

1.

A fost creata o directie noua de cercetare ce consta in fundamentarea teoriei complexelor de
relatii multi-are, prin care se generalizeaza mai multe structuri discrete clasice cunoscute ca
grafuri, hipergrafuri, matroizi, complexe de simplexe, ceea ce a contribuit la elaborarea
modelelor si metodelor eficiente in vederea aplicarii acestora la solutionarea problemelor de
optimizare discreta.

A fost elaboratd o noud structurd matematicd discretd determinatd de o familie de relatii
multi-are pentru modelarea proceselor cu actiune discreta, care a condus la obtinerea
metodelor eficiente pentru utilizarea ulterioarda a acestora la solutionarea problemei de
calculare a medianei ponderate, fara a folosi metrica spatiului, a problemei de comportament
a jucatorilor intr-un joc combinatorial etc.

Au fost studiate proprietdti importante ale complexului de relatii multi-are cu ajutorul
grupurilor de omologii si coomologii ale acestuia. Rezultatele respective au demonstrat
eficienta folosirii metodelor de studiu ale topologiei algebrice pentru examinarea structurilor
discrete. Aceasta situatie a permis efectuarea cercetarilor la un nivel calitativ nou pentru
astfel de structuri. Grupurile de omologii construite reprezintd un instrument eficient, folosit
la determinarea structurii complexului de cuburi, pentru care problema medianei se rezolva
in mod eficient fard a apela la metrica spatiului respectiv;

Folosirea rangurilor grupurilor de omologii ale complexului de relatii multi-are a permis
deducerea unei formule eficiente de calcul a numarului ciclomatic, chestiune importanta
pentru stabilirea proprietatilor combinatoriale ale unui astfel de complex, necesare la
solutionarea problemelor applicative. Calcularea numerelor ciclomatice se face printr-o
formula recurenta, folosind rangurile grupurilor de omologii ale complexului;

Pentru complexul de relatii multi-are a fost demonstrat analogul teoremei Poincare-Veblen-
Alexander (teorema 2.8.1), cunoscuta in legatura cu examinarea contururilor unui graf
orientat. Rezultatul respectiv reprezintd un instrument eficient care a fost folosit pentru
studierea ciclurilor m-dimensionale si construirea matricei ciclomatice ale complexului de
relatii multi-are;

Prin extinderea notiunii de lant m-dimensional si introducerea notiunii de (k,m)-convexitate,
in cadrul teoriei complexelor de relatii multi-are a fost conturatd o directie noua de cercetare
— convexitatea in complexul de relatii multi-are, legata de studierea proprietdtilor multimilor
(k,m)-convexe cu aplicarea ulterioara acestora la solutionarea problemelor cu caracter

teoretico-aplicativ;
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7. Rezultatele obtinute 1n legatura cu studierea grafurilor d-convex simple servesc drept imbold
pentru extinderea cercetarilor, in scopul caracterizarii complexelor cu o familie prescrisa de
multimi (k,m)-convexe.

8. Prin complexul de cuburi abstracte a fost studiat un caz special al complexului de relatii
multi-are, important pentru solutionarea problemelor practice, ceea ce genereaza o directie
aparte de cercetare prin aplicarea metodelor topologiei algebrice;

9. A fost dedusa formula Euler-Poincare pentru un complex de cuburi abstracte. Formula
respectivd a servit drept instrument eficient pentru examinarea proprietatilor varietatilor,
determinate de un astfel de complex, si clasificarea ulterioara a acestora.

10. Folosind complexul generalizat de relatii multi-are in calitate de structurd matematica ce
determind o varietate degeneratd abstractd orientabila, fara borduri si conexd forte, au fost
determinate conditiile in care aceasta reprezintd o varietate sfericd. Acest rezultat a fost
folosit ulterior pentru obtinerea clasificarii varietdtilor abstracte degenerate, reprezentate
printr-un sir de varietati cu p >0 gauri, obtinute in mod constructiv.

11. Folosind proprietatile varietatilor determinate de un complex de cuburi abstracte, au fost
obtinute proprietati importante cu referire la frontiera complexului omogen de cuburi n-
dimensionale care, la randul siu, este o varietate (n-1)-dimensionald. In baza proprietatilor
respective au fost determinate conditiile, respectarea carora asigurd calcularea medianei unui
complex cubic si aceastd mediand apartine complexului respectiv;

12. Rezultatele teoretice obtinute la studierea complexelor de cuburi abstracte si a varietatilor
determinate de aceste complexe, au fost folosite la elaborarea unui algoritm eficient de
calculare a medianei care nu depinde de metrica spatiului respectiv. Algoritmul respectiv a
fost generalizat pentru cazul unui sistem arbitrar de ponderi ale virfurilor complexului de
cuburi abstracte si nu depinde de lungimile muchiilor ce formeaza o clasd de muchii paralele
din complex;

Recomandari. Tinem sd mentiondm cd rezultatele prezentate in teza servesc drept imbold
pentru efectuarea cercetarilor ulterioare, legate de studierea obiectului definit ca complex de
relatii multi-are. In viziunea autorului prezinti interes, pentru examindrile ulterioare, unele
aspecte legate de dezvoltarea teoretico-aplicativa a directiei propuse de cercetare:

1. de examinat, in ce mod se modifica teoria elaborata in teza in cazul unui complex infinit de
relatii multi-are;

2. de studiat complexul de cuburi abstracte prin introducerea unei operatii speciale de
triangulare generalizata a cuburilor. Ce s-ar intdmpla in acest caz cu grupurile de omologii

ale complexului?;
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20.

de definit o convexitate generald pe complexul de relatii multi-are si de stabilit legatura
acesteia cu convexititile definite in fiecare dintre spatiile metrice (R*,d");

de verificat, In ce masura se respecta rezultatele obtinute la studierea complexului de cuburi
abstracte 1n cazul unor alte tipuri de complexe, de exemplu, in cazul unui complex de

poliedre abstracte.
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ADNOTARE
la teza “Complexul generalizat de relatii multi-are si aspectele aplicative ale acestuia”,
inaintatd de catre Sergiu Cataranciuc pentru obtinerea titlului de doctor habilitat in stiinte
matematice la specialitatea 112.03 — Cibernetica Matematica si Cercetari Operationale

Teza a fost elaborata la Universitatea de Stat din Moldova, Chisinau, in anul 2015.

Structura tezei. Teza este scrisa 1n limba romana si cuprinde: introducere cinci capitole,
concluzii generale si recomandari, bibliografie din 309 titluri si 12 figuri. Rezultatele obtinute
sunt publicate in 58 lucrari stiintifice.

Cuvinte cheie. Complex de relatii multi-are, optimizare discretd, grupuri de omologii,
topologie algebricd, cub abstract, quasisimplex, caracteristica Euler-Poincare, spatiu metric,
convexitate, varietafi abstracte, varietati cubice, problema medianei, functia Grundy.

Domeniul de studiu. Optimizare discreta.

Scopul si obiectivele lucrarii. Elaborarea unei structuri matematice discrete si a metodelor
eficiente pentru modelarea si solutionarea problemelor de localizare, cunoscute ca problema
medianei, problema centrului, precum si a diverselor variatii ale acestora. Obiective: elaborarea
unui model matematic discret nou, bazat pe notiunea de relatie multi-ara, ca submultime a
produsului cartezian a unei multimi de elemente arbitrare; examinarea topologiei relatiilor multi-
are, prin intermediul structurii discrete, numite complex de relatii multi-are; examinarea
complexului de cuburi abstracte, ca caz special al complexului de relatii multi-are, si a
varietdtilor abstracte respective; elaborarea algoritmului eficient pentru solutionarea problemei
medianei pe complexul de cuburi abstracte; generalizarea functiei Grundy si solutionarea unor
jocuri combinatoriale pe complexe de relatii multi-are.

Noutatea si originalitatea stiintifici se exprima prin faptul ca: a fost propusa o directie
nouad de cercetare, determinata de necesitatea studierii proprietatilor complexului de relatii multi-
are si aplicarii acestuia la solutionarea problemelor de optimizare discretd; a fost dedusa formula
recurenta de calculare a numarului ciclomatic pentru un complex de relatii multi-are cu ajutorul
rangurilor grupurilor de omologii; a fost generalizata notiunea de d-convexitate pentru spatiile

metrice, determinate de relatiile k-are, 1<k <n, ale complexului R"* = (R',R?,...,R"™); a fost

elaborat algoritmului de calcul a medianei intr-un complex de cuburi abstracte.

Rezultate principial noi pentru stiinta si practica. A fost elaborata o structura matematica
discretd noud - complexul de relatii muti-are. Au fost folosite metode de studiu, caracteristice
topologiei algebrice, prin construirea grupurilor de omologii. A fost elaboratd metoda de calcul a
medianei fara utilizarea metricii spatiului.

Directia noua de cercetare propusa consta in fundamentarea teoriei complexelor de relatii
multi-are care generalizeazd mai multe structuri discrete clasice, ceea ce a contribuit la
elaborarea modelelor si metodelor eficiente in vederea aplicarii acestora la Solutionarea
problemelor de optimizare discreta.

Importanta teoretica a lucrarii este determinatd de fundamentarea unei directii noi de
cercetare, generate de studierea topologiei algebrice a relatiilor multi-are. Pentru solutionarea
problemelor de optimizare discreta a fost propus un model matematic nou, numit complex de
relatii multi-are care generalizeaza mai multe structuri matematice discrete clasice.

Valoarea aplicativa a lucrarii. A fost elaborata metoda de calcul a medianei fara a utiliza
metrica spatiului pentru un complex de cuburi abstracte. Cu ajutorul functiei Grundy s-a propus
metoda de solutionare a jocurilor combinatoriale.

Implementarea rezultatelor stiintifice. Rezultatele obtinute pot servi drept suport pentru
initierea unor cercetdri de doctorat, pentru elaborarea unor cursuri optionale universitare in
cadrul studiilor de licenta si de masterat, precum si pentru solutionarea problemelor practice din
sectorul economic, legate de amplasarea unor centre de deservire sau producere;
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AHHOTALUA
JMICCEPTALMOHHON PAOOTHI “O000UieHHbLIE KOMNIAEKC MHOZOMEPHBIX OMHOWIEHUIL U €20
npuKiaousle acnekmot’’, IpeacTaBieHHON aBTopoM Karapanuyk Cepreil Ha COMCKaHUE YUYEHOU
CTETIEHH JIOKTOPA XaOMJINTAT MaTEMaTHUECKUX HAYK 0 CHEIHAIbHOCTH
112.03 — Marematuueckas Kubepuernka u MccnenoBanue Oneparuit

Huccepranus BeinonHena B Monaasckom ['ocynapctBenHom YHuepcurere, Kumunes, 2015.

Crpykrypa pabotbl: J[uccepranys HanucaHa Ha PyMBIHCKOM SI3bIKE U COJAEP)KUT BBEJICHHE,
IISTh TJ1aB, 3aKJII0YEHUE C PEKOMEHIALMAMM, CIIMCOK UTHUPOBaHHOMN nuTeparypsl u3 309 Ha3BaHM
u 12 ¢uryp. IlonydeHnsie pe3ynbTaThl OMyOIMKOBaHBI B 58 Hay4HBIX paboTax.

KiroueBblie ciioBa: KoMmiekc MHOTOMEpPHBIX OTHOIIEHUH, TUCKPETHAst ONTUMU3ALUS, [PYTIIIbI
TOMOJIOTHIA, a0CTPaKTHBIN KyO, KBa3UCUMIUICKC, XapakTepucTtuka Ditnepa-Ilyankape, MmeTpudeckoe
IIPOCTPAHCTBO, BHIMYKJIOCTh, A0CTPAKTHBIE MHOT000pa3us, Meauana, Gpynkuus ['panau.

O0aacTb ucciaegoBanus: /[uckperHas onTUMHU3ALMS.

Heab nccnegoBanusi: PazpaboTka JUCKpPETHON MaTeMaTHUYECKOH CTPYKTYpbl U 3((HEeKTUBHBIX
METOJIOB JUIsl MOJICIMPOBAHUS W pELICHMs 3aJady O pa3MEUICHUH MeIUaHbl, LEHTPa, a TaKXKe
pasNMYHBIX HX BapUalMii; IOCTPOEHHE HOBOM MaTeMaTH4YeCKOH MOJEIN, OCHOBAaHHOM Ha
MHOTOMEPHBIX OTHOIIEHHUSAX, OMNPEICICHHbIX Ha JEKapTOBOM IPOMU3BEACHUM MHOKECTBA
JJIEMEHTOB; W3y4YEHHE TOIMOJOIMM MHOTOMEPHBIX OTHOLICHHUSM C IOMOILBIO JAUCKPETHOM
CTPYKTYpbI, Ha3blBA€MOM KOMIUIEKCOM MHOTOMEPHBIX OTHOLICHMH; H3yuyeHHe KOMIUIeKca
aOCTpaKkTHBIX KyOOB, KaK YacTHOTO ciyd4as KOMIUIEKCAa MHOTOMEPHBIX OTHOIICHUH U
COOTBETCTBYIOLIIETO €My MHOrooOpasus; pa3paboTka 3((EeKTUBHOrO ajropuT™Ma Ui peLIeHUs
3aJaud 0 MeIuMaHe Ha KOMIUIEKCe aOCTpakTHBIX KyOoB; o0000menue ¢ynkuuu [panmm c
MOCTIEIYIOIUM €€ IPUMEHEHHUEM JUIsl pellleHUs] KOMOMHATOPHBIX UIP HAa KOMIUIEKCE MHOTOMEPHBIX
OTHOIIICHHH;

Hay4yHasi HOBH3HAa U OPMIHMHAJIBHOCTBH BBIPAXAETCS B TOM YTO: OBUIO MPEJIOKEHO HOBOE
HalpaBJIeHUE Ul UCCIeI0BaHusl, 00yCIOBICHHOE HEOOXOJUMOCTBIO U3yUEHHS CBOMCTB KOMILIEKCa
MHOT'OMEpPHBIX OTHOLIEHHWH M €ro MCIIOJIb30BaHMS JJIS PeIIeHUs 3a/1a4 JUCKPEeTHONH ONTHMU3ALNY;
Obula BbIBEJlEHA pEKypeHTHass QopMmysa Uil BBIYMCICHUS LUKIOMAaTHYECKOrO 4YHCcha s
KOMILJIEKCA MHOTOMEPHBIX OTHOIICHHUM, HMCMOJB3Yys PaHTH TPYNI TOMOJOTHM;, ObLIO 0000IIeHO
noHsTie d-BBIMYKIOCTH JUII METPHUYECKUX HPOCTPAHCTB, 33[aHHBIX K-MEPHBIMH OTHOIICHUSIMHU

xommrekca R™ = (R, R?,...,R™), 1<k <n; 611 pa3paboTaH anropuTM™ s BRIYUCICHAS MEUAHbI

KOMILIeKca a0CTPaKTHBIX KyOOB.

IIpuHUMNIHATBHO HOBBIE Pe3yJbTAThl IS HAYKH M NpakTuku: OmpenencHa U U3ydeHa
HOBasi MaTeMaTH4ecKasl CTPYKTypa - KOMIUIEKC MHOTOMEPHBIX OTHOIIEHUH. Bbuin Mcnoiab30BaHbI
METOBI M CTPYKTYpPBI allre0pandeckoil TOMOJIOIMHU C IPUBJIEYEHUEM Ipymn romosioruil. Pazpaboran
METO]l HaX0XK/IEHUSI MEMaHbl, 0€3 NCIOJIb30BaHUS METPUKH MPOCTPAHCTBA.

HoBoe mnpennaraemoe HampaBb/ieHHe JIsI McCCiel0BaHusi: Pa3BuTue TeopuM KOMIUIEKCA
MHOT'OMEPHBIX OTHOLICHUH, 0000IIAIONINHA Psi/l KIACCHYECKUX JAUCKPETHBIX CTPYKTYp, Ha OCHOBE
KOTOpO#l pa3paboTaHbl HOBBIE MOJIEIM M METOJABI C MOCIEIYIOIIUM MPUMEHEHUEM JUIsSl pelIeHUs
3a/1a4 JUCKPETHON ONTHMHU3ALINN.

Teopernyeckasi HEHHOCTb PadOTHI OINpPEEIICHA HOBBIM HAIpPABJICHUEM JUJISl UCCIIEIOBAHMS,
OOYyCJIOBJICHHBIM HM3yYeHHEM aJreOpanyueckoil TOMOJOrHed MHOTOMEpHBIX OTHOIIEHHWH. [l
pelieHrs 3anad  JIMCKPeTHOW ONTHMM3aluM, pa3zpaboTaHa MareMaTHdecKas CTPYKTypa,
o0o01maromiast KIIaCCUYECKUe TUCKPETHBIE CTPYKTYPHI.

IIpakTuyeckasi HeHHOCTb PadoThl: PazpaboTaH MeTON BHIYMCICHUS MEIUAHBI KOMILUIEKCA
a0CTpaKTHBIX KyOOB, 0€3 HCIIOJIb30BaHMs METPUKU IpocTpaHcTBa. Mcemonb3ys ¢ynkuuio I'pany,
MIPeJIOKEH METOJ PEIIeHUsI KOMOMHATOPHBIX UTP.

BHenpenue Hay4HbIX pe3yabTaToB: [lonydyeHHble pe3yabTaThl MOTYT JIEUb B OCHOBY BbIOOpa
TeM JUIsl 00ydeHus a TOKTOpaHType. Takxke, MOTYT OBITh MCIIOJIb30BaHbI B y4eOHOM Ipoliecce Ha
(bakynbTeTe U 175 peuieHus 3aad HapoAHOTO X034iCTBa.
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ANNOTATION
of the thesis “The generalized complex of multi-ary relations and its applicative aspects”,
prezented by Cataranciuc Sergiu for obtaining the Doctor Habilitat degree in Mathematics,
specialty 112.03 — Mathematical Cybernetics and Operations Research

The thesis has been elaborated in Chisinau, Moldova State University, in 2015.

Thesis structure: The thesis is written in Romanian and contains an introduction, five
chapters, general conclusions and recommendations, a bibliography of 309 titles and 12 figures.
The results are published in 58 scientific papers.

Keywords: Complex of multi-ary relations, discrete optimization, homology groups, abstract
cube, quasi simplex, Euler-Poincare characteristic, metric space, convexity, abstract manifolds, a
median, Grundy function.

Field of study of the thesis: Discrete optimization.

The aim of research: Development of the discrete mathematical structures and effective
methods for modeling and solving the problems of placing the median, the center, as well as their
different variations; elaboration and development of the new mathematical model based on
multi-ary relations defined on the Cartesian product of a set of elements; the study of the
topology of multi-ary relations with the help of discrete structures named a complex of multi-ary
relations; the studying the complex of abstract cubes, as a particular case of the complex of
multi-ary relations and the corresponding manifold; the development of an efficient algorithm for
solving the median problem on a complex of abstract cubes; the generalization of Grundy
function followed by its application to combinatorial games on a complex of multi-ary relations;

The scientific novelty and originality is reflected in the following: it was proposed a new
direction for research conditioned by the necessity of study the properties of complex of multi-
ary relations and its application for solving discrete optimization problems; it was derived
recursively formula for calculating cyclomatic number for the complex of multi-ary relations
using the ranks of the homology groups; it was generalized the concept of d-convexity for metric
spaces defined by k-ary relations, 1<k <n, of the complex R"" =(R',R?,..,R™) ; it was
developed an algorithm for calculating the median of the complex of abstract cubes.

Fundamentally new results for science and practice: It was identified and examined a new
mathematical structure - the complex of multi-ary relations. The methods and structures of
algebraic topology involving the homology groups have been used. The method for determining
the median without the use of the space metrics has been elaborated.

New direction proposed for research: The development of the theory of complex of multi-
ary relations, that generalizes a number of classical discrete structures, based on which are
developed new models and methods for their continued use to solve the discrete optimization
problems.

The theoretical significance of the work is determined by the foundation of a new direction
for research, generated by the study of algebraic topology of multi-ary relations. To solve
discrete optimization problems, the new mathematical structure that generalizes the classical
known discrete structures have been proposed.

The applicative value of the paper: The method of calculating the median of the complex of
abstract cubes without the use of the space metrics has been elaborated. Using the generalized
Grandy function, the method for solving combinatorial games has been proposed.

The implementation of scientific results: The results might provide a basis for selecting the
themes for doctoral studies. Also they may be employed in the educational process at the faculty
of Mathematics and Computer Science as well as for solving some real economic problems.
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