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ADNOTARE
la teza “Complexul generalizat de relatii multi-are si aspectele aplicative ale acestuia”,
inaintatd de catre Sergiu Cataranciuc pentru obtinerea titlului de doctor habilitat in stiinte
matematice la specialitatea 112.03 — Cibernetica Matematica si Cercetari Operationale

Teza a fost elaborata la Universitatea de Stat din Moldova, Chisinau, in anul 2015.

Structura tezei. Teza este scrisa in limba romana si cuprinde: introducere cinci capitole,
concluzii generale si recomandari, bibliografie din 309 titluri si 12 figuri. Rezultatele obfinute
sunt publicate in 58 lucrari stiintifice.

Cuvinte cheie. Complex de relatii multi-are, optimizare discretd, grupuri de omologii,
topologie algebricd, cub abstract, quasisimplex, caracteristica Euler-Poincare, spatiu metric,
convexitate, varietati abstracte, varietati cubice, problema medianei, functia Grundy.

Domeniul de studiu. Optimizare discreta.

Scopul si obiectivele lucrarii. Elaborarea unei structuri matematice discrete si a metodelor
eficiente pentru modelarea si solutionarea problemelor de localizare, cunoscute ca problema
medianei, problema centrului, precum si a diverselor variatii ale acestora. Obiective: elaborarea
unui model matematic discret nou, bazat pe notiunea de relatie multi-ara, ca submultime a
produsului cartezian a unei multimi de elemente arbitrare; examinarea topologiei relatiilor multi-
are, prin intermediul structurii discrete, numite complex de relatii multi-are; examinarea
complexului de cuburi abstracte, ca caz special al complexului de relatii multi-are, si a
varietatilor abstracte respective; elaborarea algoritmului eficient pentru solutionarea problemei
medianei pe complexul de cuburi abstracte; generalizarea functiei Grundy si solutionarea unor
jocuri combinatoriale pe complexe de relatii multi-are.

Noutatea si originalitatea stiintifici se exprima prin faptul ca: a fost propusa o directie
nouad de cercetare, determinata de necesitatea studierii proprietatilor complexului de relatii multi-
are si aplicarii acestuia la solutionarea problemelor de optimizare discreta; a fost dedusa formula
recurenta de calculare a numarului ciclomatic pentru un complex de relatii multi-are cu ajutorul
rangurilor grupurilor de omologii; a fost generalizatd notiunea de d-convexitate pentru spatiile

metrice, determinate de relatiile k-are, 1<k <n, ale complexului R"" = (R*,R?,...,R"™); a fost

elaborat algoritmului de calcul a medianei intr-un complex de cuburi abstracte.

Rezultate principial noi pentru stiinta si practica. A fost elaborata o structura matematica
discretd noud - complexul de relatii muti-are. Au fost folosite metode de studiu, caracteristice
topologiei algebrice, prin construirea grupurilor de omologii. A fost elaboratd metoda de calcul a
medianei fara utilizarea metricii spatiului.

Directia noua de cercetare propusa consta in fundamentarea teoriei complexelor de relatii
multi-are care generalizeaza mai multe structuri discrete clasice, ceea ce a contribuit la
elaborarea modelelor si metodelor eficiente in vederea aplicarii acestora la solutionarea
problemelor de optimizare discreta.

Importanta teoretica a lucrarii este determinatd de fundamentarea unei directii noi de
cercetare, generate de studierea topologiei algebrice a relatiilor multi-are. Pentru solutionarea
problemelor de optimizare discreta a fost propus un model matematic nou, numit complex de
relatii multi-are care generalizeaza mai multe structuri matematice discrete clasice.

Valoarea aplicativa a lucrarii. A fost elaborata metoda de calcul a medianei fara a utiliza
metrica spatiului pentru un complex de cuburi abstracte. Cu ajutorul functiei Grundy s-a propus
metoda de solutionare a jocurilor combinatoriale.

Implementarea rezultatelor stiintifice. Rezultatele obtinute pot servi drept suport pentru
initierea unor cercetdri de doctorat, pentru elaborarea unor cursuri optionale universitare in
cadrul studiilor de licenta si de masterat, precum si pentru solutionarea problemelor practice din
sectorul economic, legate de amplasarea unor centre de deservire sau producere;



AHHOTALUA
JMCCEPTAMOHHON PaOOTHI “O000useH LI KOMNIAEKC MHOZOMEPHBIX OMHOUIEHUIL U €20
npuKiaousle acnekmot’’, IpeacTaBieHHON aBTopoM Karapanuyk Cepreil Ha COMCKaHUE YYEHOU
CTETIEHH JIOKTOPA XaOMJINTAT MaTEMaTHUECKUX HAYK 0 CHEIHAIbHOCTH
112.03 — Martemarnueckas Kubepuernka u Mccnenoanue Onepanuit

Huccepranus BeinosnHeHa B MonnasckoM ['ocynapctBenHoMm YHuBepcurere, Kumunes, 2015.

Crpykrypa pabotbl: J[uccepranys HanucaHa Ha PyMBIHCKOM SI3bIKE U COJAEP)KUT BBEJICHHE,
IIATh IJ1aB, 3aKJIIOYEHUE C PEKOMEHIAUSAMM, CIIMCOK LIUTHPOBAHHOM JuTeparypsl u3 309 Ha3BaHui
u 12 ¢uryp. IlonydeHnsie pe3ynbTaThl OMyOIMKOBaHBI B 58 Hay4HBIX paboTax.

KiroueBblie ciioBa: KoMmiekc MHOTOMEpPHBIX OTHOIIEHUH, TUCKPETHAst ONTUMU3ALUS, [PYTIIIbI
TOMOJIOTHIA, a0CTPaKTHBIN KyO, KBa3UCUMIUICKC, XapakTepucTtuka Ditnepa-Ilyankape, MmeTpudeckoe
IIPOCTPAHCTBO, BHIMYKJIOCTh, A0CTPaKTHbIE MHOT000pa3us, Meauana, pyHkuus ['panau.

O0aacTb ucciaenoBanms: /[uckpeTHas onTUMHU3ALMS.

Heab nccnegoBanusi: PazpaboTka JUCKPETHON MaTeMaTHUYECKOH CTPYKTYpbl U 3((HEeKTUBHBIX
METOAOB Ui MOJACIHPOBAHMS M pEIICHUS 3a7ady O pa3MEIIeHWW MeEAMaHBl, LEHTpPa, a TaKxke
pasNMYHBIX HX BapUallMi; IOCTPOEHHE HOBOW MaTeMaTHYeCKOW MOJENIM, OCHOBAaHHOW Ha
MHOTOMEPHBIX OTHOMICHHUSX, ONpPEICNCHHBIX Ha JEKapTOBOM IIPOM3BEICHUH MHOXECTBA
DJIEMEHTOB; HW3YYEHHE TOMOJOTHH MHOTOMEPHBIX OTHOUICHHUSAH C TOMOINBIO JTMCKPETHOU
CTPYKTYpbI, Ha3blBA€MOM KOMIUIEKCOM MHOTOMEPHBIX OTHOILICHMH; H3yuyeHHe KOMIUIeKca
aOCTpaKkTHBIX KyOOB, KaK YacTHOTO ciy4yas KOMIUIEKCAa MHOTOMEPHBIX OTHOIICHUH U
COOTBETCTBYIOLIIETO €My MHOrooOpasus; pa3paboTka 3((EeKTUBHOIO auroputMma Uil peLIeHus
3aJaud 0 MenuMaHe Ha KOMIUIEKCe aOCTpaKTHBIX KyOoB; o0oOmenne Qynkuuu ['panmm ¢
MOCTEIYIOIUM €€ IPUMEHEHHUEM ISl pellleH!s] KOMOMHATOPHBIX UIP Ha KOMIUIEKCE MHOTOMEPHBIX
OTHOIIICHHH;

Hay4yHasi HOBH3HAa U OPMIHHAJIBHOCTBH BBIPAXXAETCS B TOM YTO: OBUIO IMPEJUIOKEHO HOBOE
HalpasJIeHUE Ul UCCIeI0BaHusl, 00YCIOBIEHHOE HEOOXOJUMOCTBIO U3yUEHHS CBOMCTB KOMILIEKCa
MHOTOMEPHBIX OTHOLIEHHWH M €ro MCIOJIb30BaHMs I PEeLIeHUs 3a7ad AUCKPETHOM ONTUMH3AINH;
Obula BbIBEJIEHA pEKypeHTHass QopMmysa Uil BBIYMCICHUS LUKIOMAaTHYECKOrO 4YHCha s
KOMIUIEKCA MHOTOMEPHBIX OTHOIIEHUM, UCHOJb3Ysl PaHTH TPYII TOMOJOTHM; Obulo 0000IIEeHO
noHsiTie d-BBIMYKIOCTH JUIS METPHUUYECKUX MPOCTPAHCTB, 33[JaHHBIX K-MEpPHBIMH OTHOIICHUSMHU

xommrekca R™ = (R, R?,...,R™), 1<k <n; 611 pa3paboTaH anropuTM™ s BRIYUCICHAS MEUAHbI

KOMILIEKca a0CTPaKTHBIX KyOOB.

I[IpyHOMNIHATBHO HOBBbIE pe3yJbTAThl A8 HAykH W npaktuku: OrnpenerneHa M HU3ydeHa
HOBasi MaTeMaTHUYEeCKasi CTPYKTypa - KOMILJIEKC MHOTOMEPHBIX OTHONICHUH. BBIIH MCIONBb30BaHbI
METOBI M CTPYKTYpPBI allre0pandeckoil TOMOJIOIMHU C IPUBJICUEHUEM IpyIn romoioruii. Paspaboran
METOJ] HaX0XKICHHUS MEJIMaHbI, 0€3 NCIOIH30BAHUS METPUKHU TIPOCTPAHCTBA.

HoBoe mnpeasnaraemoe HampasiieHMe AJsl MccieloBaHMs: Pa3BuTue Teopuu KOMILIEKca
MHOTOMEPHBIX OTHOLICHUH, 0000IIAIONINHA Psi/i KIACCHYECKUX JAUCKPETHBIX CTPYKTYp, Ha OCHOBE
KOTOpOH pa3pabOTaHBl HOBBIE MOJEIH W METOJbI C MOCIETYIONNM MPUMEHEHHEM IS PEIICHUs
3aJa4 AUCKPETHOM ONTUMHU3AIUH.

Teopernueckasi IEeHHOCTh PadOTHI ONpe/IeIICHa HOBBIM HAlpaBJICHUEM ISl HCCIIEOBaHUS,
OOYyCJIOBJICHHBIM HM3yYCHMEM ajreOpanyueckoil TOMOJOrHe MHOTOMEpHBIX OTHOIIEHHWH. [l
pemieHust 3amad  JAWCKPETHOM  ONMTHMU3aIMK, pa3paboTaHa MareMaThdyecKkas CTPYKTYpa,
o0o01maromiast KIIaCCUYECKUe TUCKPETHBIE CTPYKTYPHI.

IIpakTuyeckasi HeHHOCTb PadoThI: PazpaboTaH METON BHIYMCICHUS MEIUAHBl KOMILIEKCA
a0CTpaKTHBIX KyOOB, 0€3 HCIIOJIb30BaHMsI METPUKH MpocTpaHcTBa. Mcmonb3ys ¢ynkuuio I'paam,
MPEAIOKEH METO/] PeIICHNs] KOMOWHATOPHBIX UTD.

BHepenne Hay4YHbIX pe3yJbTaToB: [lomyueHHbIE pe3ynbTaThl MOTYT Jiedb B OCHOBY BBIOOpa
TeM JUIsl 00y4eHUus a JOKTOpaHType. Takxke, MOTyT OBITh HCIIOJIb30BaHbI B y4eOHOM Ipoliecce Ha
(axynpTeTe M U peIIeHNs 3a1a4 HApOTHOTO XO3HCTBA.
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ANNOTATION
of the thesis “The generalized complex of multi-ary relations and its applicative aspects”,
prezented by Cataranciuc Sergiu for obtaining the Doctor Habilitat degree in Mathematics,
specialty 112.03 — Mathematical Cybernetics and Operations Research

The thesis has been elaborated in Chisinau, Moldova State University, in 2015.

Thesis structure: The thesis is written in Romanian and contains an introduction, five
chapters, general conclusions and recommendations, a bibliography of 309 titles and 12 figures.
The results are published in 58 scientific papers.

Keywords: Complex of multi-ary relations, discrete optimization, homology groups, abstract
cube, quasi simplex, Euler-Poincare characteristic, metric space, convexity, abstract manifolds, a
median, Grundy function.

Field of study of the thesis: Discrete optimization.

The aim of research: Development of the discrete mathematical structures and effective
methods for modeling and solving the problems of placing the median, the center, as well as their
different variations; elaboration and development of the new mathematical model based on
multi-ary relations defined on the Cartesian product of a set of elements; the study of the
topology of multi-ary relations with the help of discrete structures named a complex of multi-ary
relations; the studying the complex of abstract cubes, as a particular case of the complex of
multi-ary relations and the corresponding manifold; the development of an efficient algorithm for
solving the median problem on a complex of abstract cubes; the generalization of Grundy
function followed by its application to combinatorial games on a complex of multi-ary relations;

The scientific novelty and originality is reflected in the following: it was proposed a new
direction for research conditioned by the necessity of study the properties of complex of multi-
ary relations and its application for solving discrete optimization problems; it was derived
recursively formula for calculating cyclomatic number for the complex of multi-ary relations
using the ranks of the homology groups; it was generalized the concept of d-convexity for metric
spaces defined by k-ary relations, 1<k <n, of the complex R"" =(R',R?,..,R™) ; it was
developed an algorithm for calculating the median of the complex of abstract cubes.

Fundamentally new results for science and practice: It was identified and examined a new
mathematical structure - the complex of multi-ary relations. The methods and structures of
algebraic topology involving the homology groups have been used. The method for determining
the median without the use of the space metrics has been elaborated.

New direction proposed for research: The development of the theory of complex of multi-
ary relations, that generalizes a number of classical discrete structures, based on which are
developed new models and methods for their continued use to solve the discrete optimization
problems.

The theoretical significance of the work is determined by the foundation of a new direction
for research, generated by the study of algebraic topology of multi-ary relations. To solve
discrete optimization problems, the new mathematical structure that generalizes the classical
known discrete structures have been proposed.

The applicative value of the paper: The method of calculating the median of the complex of
abstract cubes without the use of the space metrics has been elaborated. Using the generalized
Grandy function, the method for solving combinatorial games has been proposed.

The implementation of scientific results: The results might provide a basis for selecting the
themes for doctoral studies. Also they may be employed in the educational process at the faculty
of Mathematics and Computer Science as well as for solving some real economic problems.



LISTA ABREVIERILOR SI NOTATIILOR

I': A—> B — aplicatie multivoca a elementelor multimii A in multimea B ;

G =(X;I') — graf neorientat, determinat de multimea de varfuri X si aplicatia multivoca
I''X—->X;

v(G) — numarul ciclomatic al grafului G = (X;I');

o(G) — numarul cociclomatic al grafului G = (X;TI');

o = (X,&) — hipergraf cu multimile de varfuri X si muchii &

€ = (X", &") — hipergraf dual al hipergrafului o6 = (X, &) ;

c(c) — numarul de componente conexe ale hipergrafului 6 = (X, &) ;

v(¥€) — numarul ciclomatic al hipergrafului &€ = (X, &);

7(./7) — cardinalul transversalei minime a familiei de multimi ./ ={A, A,,..., A, .

R ={R' R?,..,R"™} — complex de relatii multi-are;

Q' = (Xj,» Xj,» -+ X; ) — quasisimplex abstract, determinat de cortegiul ordonat de elemente
(on' Xj1' T ij);

&"={Q",Q; -, Qy } — familie de quasisimplexe abstracte m -dimensionale;

Q" — vacuum al quasisimplexului Q" e &";

i
X" =(R°, &*,..,@") — complex generalizat de quasisimplexe abstracte (G -complex de
relatii multi-are);

& (A) — grup al A-ciclurilor m -dimensionale ale unui complex de relatii multi-are;

@"Q'S(A) — grup al A -ciclurilor m -dimensionale ale unui complex de relatii multi-are,
A -omoloage cu 0;

& (V) — grup al V -ciclurilor m -dimensionale ale unui complex de relatii multi-are;

&7(V) — grup al V -ciclurilor m -dimensionale ale unui complex de relatii multi-are,
V -omoloage cu 0;

3" ={°,&F",...,&"} — complex n-dimensional de cuburi abstracte (complex cubic);

3% — complex omogen n-dimensional de cuburi abstracte;

&" ={I;",1;,...1; } — familia de cuburi abstracte cu dimensiunea m, a complexului 3",

0<m<n, g, =card®¥";



V" — varietate abstractd n-dimensionali;

V," — varietate abstractd n-dimensionala cu t borduri;

AQ™ — A-frontiera quasisimplexului Q" e @";

z™ — A-ciclu m-dimensional;

& " (o) — grup al o-ciclurilor m -dimensionale ale unui complex cubic abstract;

&7 (o) — grup al o-ciclurilor m -dimensionale ale unui complex cubic abstract 3"

o-omoloage cu 0;

é:”‘(o) — grup al cociclurilor (¢ -ciclurilor) m -dimensionale ale unui complex cubic abstract;
&"(0) — grup al cociclurilor (¢ -ciclurilor) m -dimensionale ale unui complex cubic abstract,

¢ -omoloage cu 0;

V."? — varietate cubicd n -dimensionald, determinatd de un complex de cuburi abstracte
3" ={¥°,&F",...,&"} de genul p;

sk(k)V.,"P — scheletul cu dimensiunea k al varietatii cubice V."";

V' — varietate determinatd de un complex de simplexe abstracte K" ={s°s'..,S"};

Q#" — sfera abstractd n-dimensionali;
0™(3™,Z) — grup al coomologiilor cu dimensiunea m peste grupul numerelor intregi Z in
complexul de cuburi abstracte 3" ={&¥°,&",...,.&"}, 0<m<n;

JW)=C,-C, +C, —...+(-1)"C_ — caracteristica Euler-Poincare a unui complex celular W ,
unde C, reprezinta numarul de celule din W cu dimensiunea i, 0<i< p;

& — clasi de muchii paralele intr-un complex de cuburi abstracte 3" ={&°,&",...,&"};

7 (") — vacuum al transversalei T, intr-un complex de cuburi abstracte

3" ={&°,F ..., F"};

3(1") — complex cubic n-dimensional, determinat de familia de fatete a cubului 1";

1 . . . g A .
Zn+ (X, &) — sfera-corp in spatiul euclidian E™" cu centrul in punctul x € E™ siraza &> 0;

72" — varietate abstractd degeneratd cu dimensiunea n;



INTRODUCERE

Actualitatea si importanta temei investigate este determinatd de rolul modelelor si
metodelor matematice folosite la examinarea diferitor procese de ordin social-economic, si nu
numai. incercarile de a solutiona diverse probleme cu caracter teoretico-aplicativ sunt insotite,
deseori, de procedura de cautare a raspunsului la doua intrebari importante:

1. Care dintre structurile matematice cunoscute poate fi folosita in calitate de model pentru

descrierea adecvata a procesului studiat ?

2. Care dintre metodele de solutionare a problemelor, specifice modelului matematic folosit,

poate fi utilizata in cazul problemei concrete examinate ?

Este necesar a mentiona ca uneori e destul de dificil a gasi raspuns atat la prima cat si la cea
de-a doua intrebare, chestiune legatid atat de complexitatea problemei examinate cat si de
eficiente de solutionare. Din aceste considerente, se recurge la unele variatii ale modelelor
cunoscute sau la folosirea unor metode care ofera o solutie aproximativa, dar acceptabila din
punct de vedere al scopului urmarit.

In situatiile cand nivelul existent de dezvoltare a structurilor matematice nu permite atingerea
scopurilor mentionate mai sus, se cautd idei noi, care pot conduce la fondarea unor directii de
cercetare, cu dezvoltarea ulterioara a metodelor de rezolvare adecvate asteptarilor cercetatorului.
In fond, dupi aceasti schemi a apirut si s-a dezvoltat teoria grafurilor, mai apoi — teoria
hipergrafurilor, matroizii etc., chestiuni examinate in primul capitol al lucrarii, care este un
capitol de sinteza al situatiei in domeniul dezvoltarii la nivel teoretic si aplicativ a structurilor
discrete.

Prima problema, apdruta prin anii 70 ai secolului trecut, care nu a putut fi solutionata eficient
prin metodele disponibile, este legatd de cautarea medianei intr-un complex de cuburi
n-dimensionale. Aceasta, precum si alte probleme din categoria problemelor de optimizare
discretd, a condus la cdutarea unor structuri noi, corespunzatoare nadzuintelor si scopurilor
cercetitorilor. In rezultat, a fost definitd si studiati structura matematicd, numiti complex de
relatii multi-are, cu elaborarile teoretice corespunzatoare, care sunt expuse in capitolele -V a
prezentei lucrari.

Scopul si obiectivele cercetarii.

Prin initierea cercetarilor in cadrul tezei de doctor habilitat “Complexul generalizat de relatii
multi-are si aspectele aplicative ale acestuia” s-a urmarit scopul elaborarii unei structuri

matematice discrete si a metodelor eficiente pentru modelarea si solutionarea problemelor de
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localizare, cunoscute ca problema medianei, problema centrului, precum si a diverselor variatii
ale acestora. In conformitate cu scopul enuntat au fost stabilite obiectivele cercetarii:

- elaborarea unui model matematic discret nou, bazat pe notiunea de relatie multi-ara, ca
submultime a produsului cartezian a unei multimi de elemente arbitrare;

- examinarea topologiei relatiilor multi-are, prin construirea grupurilor de omologii si
coomologii a complexului de relatii multi-are;

- examinarea complexului de cuburi abstracte, drept un caz special al complexului de relatii
multi-are, si a varietatilor abstracte respective;

- elaborarea algoritmului eficient pentru solutionarea problemei medianei pe complexul de
cuburi abstracte;

- generalizarea functiei Grundy si solutionarea unor jocuri combinatoriale pe complexe de
relatii multi-are.

Noutatea stiintifica a rezultatelor obtinute. Rezultatele stiintifice prezentate n lucrare sunt
rodul cercetarilor efectuate in ultimii 15 ani in legatura cu incercarea de a obtine metode
eficiente de solutionare a unor probleme cunoscute, cu caracter aplicativ, pentru care metodele si
modelele traditionale, folosite anterior, s-au dovedit a fi ineficiente. Aceasta situatie a determinat
directia cercetarilor, indreptate spre cautarea unor modele matematice noi, care ar descrie in mod
solutionare. In rezultat, s-a propus o structurd discretd noud, definitd pe produsul cartezian al
unei multimi de elemente, numitd complex de relatii multi-are. Fundamentarea teoretica a
directiei de cercetare, determinate de acest complex, a oferit instrumentariul necesar pentru
elaborarea unor metode noi ce pot fi aplicate la solutionarea problemelor de optimizare discreta.
Astfel, noutatea stiintificd constd in Fundamentarea teoreticda a directiei de cercetare,
determinata de o structurd discreti noud, numitd complex de relatii multi-are cu elaborarea
metodelor eficiente de solutionare a problemelor aplicative. Complexul de relatii, proprietatile
caruia sunt studiate in lucrare, generalizeazd structuri discrete clasice, precum ar fi grafurile,
hipergrafurile etc. Toate rezultatele stiintifice obtinute sunt noi, acoperd mai multe rezultate
importante cunoscute pentru alte structuri discrete, si au fost publicate in reviste de specialitate .
Noutatea si originalitatea stiintifica se exprima prin faptul ca:

- a fost propusa o directie noud de cercetare, determinatd de necesitatea studierii
proprietatilor complexului de relatii multi-are si aplicarii acestuia la solutionarea problemelor de
optimizare discreta;

- a fost dedusd formula recurentd de calculare a numarului ciclomatic pentru un compleX

de relatii multi-are cu ajutorul rangurilor grupurilor de omologii;
11



- a fost generalizatd notiunea de d-convexitate pentru spatiile metrice, determinate de
relatiile k-are, 1<k <n, ale complexului R"* = (R',R?,...,R™);

- au fost studiate varietatile abstracte, determinate de un complex cubic abstract;

- a fost elaborat algoritmul de calcul al medianei intr-un complex de cuburi abstracte, fara
utilizarea metricii spatiului respectiv

Problema stiintificAi importanti solutionata consta in elaborarea unei structuri
matematice determinate de o familie de relatii multi-are si folosite la modelarea proceselor cu
actiune discreta, care a condus la obtinerea metodelor eficiente pentru utilizarea ulterioara a
acestora la solutionarea problemei de calculare a medianei ponderate, fard a folosi metrica
spatiului, a problemei de comportament al jucatorilor intr-un joc combinatorial etc.

In baza rezultatelor obtinute se propune o directie noui de cercetare ce constd in
fundamentarea teoriei complexelor de relatii multi-are, prin care se generalizeazd mai multe
structuri discrete clasice cunoscute ca grafuri, hipergrafuri, matroizi, complexe de simplexe, ceea
ce a contribuit la elaborarea modelelor si metodelor eficiente in vederea aplicarii acestora la
solutionarea problemelor de optimizare discreta.

Rezultate principial noi pentru stiinta si practica.

Sunt obtinute rezultate importante in legatura cu studierea unei structuri matematice discrete
noi — complexul de relatii multi-are. La elaborarea unor metode de examinare a problemelor cu
caracter teoretico-aplicativ se folosesc proprietatile complexului de cuburi abstracte, studiate in
baza complexului de relatit multi-are. Rezultate principial noi, expuse in teza sunt:

a) de ordin teoretic.

- a fost elaborat modelul matematic discret, bazat pe notiunea de relatie multi-ara, ca
submultime a produsului cartezian a unei multimi de elemente arbitrare;

- a fost studiata topologia relatiilor multi-are, prin construirea grupurilor de omologii si
coomologii a complexului de relatii multi-are;

- a fost dedusa formula recurenta de calculare a numarului ciclomatic pentru un complex de
relatii multi-are cu ajutorul rangurilor grupurilor de omologii;

- a fost demonstrat analogul teoremei Poincare-Veblen-Alexander pentru complexe de relatii
multi-are (teorema 2.8.1);

- au fost studiate proprietatile convexitatii si a invelitoarei convexe in spatiul metric

(R*,d"), determinat de relatia k-ard a complexului R"* = (R*,R?,...,R"™), 1<k<n, precum si

problema restabilirii familiei de submultimi din R*, ce reprezintd o convexitate, cunoscand

invelitoarea convexa respectiva, si invers (teorema 3.1.2, consecinta 3.1.1, teorema 3.1.3);
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- au fost caracterizate clasele de grafuri d-convex simple, identice dupa structura, cu
determinarea relatiei dintre raza si diametru in astfel de grafuri;

- au fost construite grupurile de omologii ale complexului de cuburi abstracte;

au fost studiate proprietatile varietatilor, determinate de un complex cubic abstract;

a fost dedusa formula Euler-Poincare pentru complexul de cuburi abstracte;

au fost determinate conditiile de existenta a conturului Euler (n-1)-dimensional intr-0
varietate abstracta, orientabila si conexa forte;

b) de ordin aplicativ.

- in baza rezultatelor teoretice, ce tin de studierea topologiei algebrice a relatiilor multi-are, a

fost efectuati clasificarea varietitilor abstracte determinate de complexul R"* = (R",R?,..,R"™);

- a fost elaborat algoritmul de calcul al medianei intr-un complex de cuburi abstracte, fara
utilizarea metricii spatiului respectiv;

- cu ajutorul functiei Grundy, definite pe complexul de relatii R"" = (R!,R?,...,.R"™), au fost

stabilite strategiile de comportare ale participantilor la un joc combinatorial.

Importanta teoretica si valoarea aplicativa a tezei. Importanta teoretici a tezei este
determinatd de fundamentarea unei directii noi de cercetare, generate de studierea topologiei
algebrice a relatiilor multi-are. Pentru solutionarea problemelor de optimizare discreta a fost
propus un model matematic nou, numit complex de relatii multi-are care generalizeazd mai
multe structuri matematice discrete clasice.

Valoarea aplicativa a lucrdrii este determinatd de rezultatele obtinute in legatura cu
dezvoltarea teoriei abstracte a relatiilor multi-are si folosirea acestora la elaborarea metodelor
eficiente de solutionare a problemelor de optimizare discretd, reprezentate in teza prin calcularea
medianei unui complex de cuburi abstracte si a solutionarii jocurilor combinatoriale cu ajutorul
functiei Grundy pe complexe de relatii.

Implementarea rezultatelor stiintifice. Rezultatele stiintifice, obtinute in legaturd cu
dezvoltarea teoriei abstracte a relatiilor multi-are, prezinta interes teoretico-aplicativ manifestat
prin faptul ca:

- pot servi drept suport pentru initierea unor cercetari prin formularea temelor de doctorat in
domeniul elabordrii modelelor si metodelor de solutionare a problemelor din domeniul
optimizarii discrete;

- pot servi drept suport pentru elaborarea unor cursuri optionale universitare in cadrul

studiilor de licenta si de masterat;
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- complexul de relatii multi-are examinat in teza poate servi drept model pentru solutionarea
problemelor practice din sectorul economic, legate de amplasarea unor centre de deservire sau
producere;

- pot conduce la elaborarea unor metode noi eficiente de solutionare a problemelor de
optimizare discreta.

Aprobarea rezultatelor stiintifice. Rezultatele stiintifice de baza, obtinute de catre autor si
reflectate in prezenta lucrare, au fost publicate in 58 de lucrari (a se vedea referintele [17]-[23],
[129], [130], [141]-[172], [174]-[182], [184], [263], [267], [295] ), aparute dupa sustinerea tezei
de doctor in stiinte matematice si inalt apreciate de catre specialisti [306], dintre care:

18 teze ale comunicarilor la conferinte stiintifice nationale si internationale;
37 articole publicate in reviste stiintifice din tara si peste hotare sau Anale ale conferintelor

stiintifice (recenzate — 27, dintre care 11 - in alte tari; articole de un singur autor - 14);

3 monografii.

Rezultatele investigatiilor au fost prezentate si discutate la un sir de conferinte stiintifice:

1) International Conference , Trends in the Development of the Information and
Communication Technology in Education and Management”. Chisinau, March 20-21,
2003.

2) Second Conference of the Mathematical Society of the Republic of Moldova. Chisinau,
August 17-19, 2004.

3) “Tiberiu Popoviciu” Seminar of Functional Equations, Approximation and Convexity.
Cluj-Napoca, 2004, 2005, 206, 2007, 2008, 2009.

4) The 30-th Annual Congres of the American Romanian Academy of Arts and Sciences
(ARA). Chisinau, July 5-10, 2005.

5) The XIV Conference on Applied and Industrial Mathematics. Dedicated to the 60
anniversary of the foundation of the Faculty of Mathematics and Computer Science of
Moldova State University. CAIM-2006. Chisinau, August 25-27, 2006.

6) International conference KEPT-2007. Knowledge engineering: Principles and techniques.
Cluj-Napoca, Babes-Bolyai University, June 5-7 2007.

7) Seventh Workshop on Mathematical Modeling of Environmental and Life Sciences
Problems. Constantza, October 22-25, 2008.

8) Conferinta stiintifica ,,Interferente universitare — integrare prin cercetare si inovare”.
MITRE-2008. Chisinau (October 1-4, 2008; August 22-25, 2011; August 18-22, 2013).

9) Conferinta stiintifica ,,Interferente universitare — integrare prin cercetare si inovare”.

MITRE-2009. Chisindu, October 8-9, 20009.
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10) The 33-th Annual Congres of the American Romanian Academy of Arts and Sciences
(ARA). Sibiu, July 02-07, 20009.

11) International ~ Scientific Conference «Discrete mathematics, algebra and their
applications». Minsk, October 19-22, 2009.

12) Scientific Conference dedicated to the 80-th anniversary of the foundation of the Tiraspol
State University, Chisindu, September 24-25, 2010.

13) The 18" Conference on Applied and Industrial Mathematics. CAIM —2010. Iasi, October
14-17, 2010.

14) International Congress on Computer Science: Imformation Systems and technologies,
Minsk, 31 octomber — 03 november, 2011.

15) Conferinta  Internationala  “Modelare  matematica, optimizare si  tehnologii
informationale”. Editia III. Chisinau, 19-23 martie, 2012.

16) The 20th Conference on Applied and Industrial Mathematics. Dedicated to Academician
Mitrofan M. Cioban. CAIM —2012. Chisinau, August 22 — 25, 2012.

17) The 13th International Conference on Mathematics and its Applications - ICMA 2012.
Timisoara, November 1-3, 2012.

18) The 14-th International Conference of Scientific Papers “Scientific Researgh and
Education in the Air Force”. Bragsov, May 24-26, 2012.

19) Conferinta stiintificd cu participare internationala ,Interferente universitare — integrare
prin cercetare si inovare”. Chisinau, 25-26 septembrie, 2012,

20) The 21 Conference on Applied and Industrial Mathematics. CAIM —2013. Bucharest,
September 19 — 22, 2013.

21) International Conference"Discrete mathematics, graph theory and their applications™
(DIMA-2013). Minsk, November 11-14, 2013.

22) The 22% Conference on Applied and Industrial Mathematics. CAIM —2014. Bacau,
September 18 — 21, 2014.

23) Third Conference of the Mathematical Society of the Republic of Moldova. Chisinau,
August 19-23, 2014.

24) Conferinta  Internationala  “Modelare  matematicd, optimizare si  tehnologii

informationale”. Editia IV. Chisinau, 25-28 martie, 2014.

Articolele stiintifice au fost publicate in reviste de specialitate din tara si peste hotare, precum si

in Anale (Proceedings) ale confrerintelor:
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1) Analele stiintifice ale USM. Seria ,,Stiinte fizico-matematice” (vol. 3, nr.1(1), 2001;
vol.5, 2003; 2006).

2) Buletinul Academiei de Stiinte a Republicii Moldova. Seria Matematica (2006, nr. 2(51);
2010, nr. 2(63); 2008, nr. 2(57)).

3) Computer Science Journal of Moldova (vol.19, no.1(55), 2011; vol.13, no.2(38), 2005;
vol.16, no.3(48), 2008; vol.21, 2013, no.1(61)).

4) Mathematical modelling of invironmental and life sciences problems. Bucuresti: Editura
Academiei Romane, 2010.

5) KEPT-2007. Knowledge engineering: Principles and techniques, vol. I. Cluj-Napoca:
Babes-Bolyai University, 2007.

6) Annals of Tiberiu Popoviciu, Seminar of Functional Equations, Approximation and
Convexity Cluj-Napoca, Romania (vol. 2, 2004; vol. 3, 2005; vol.4, 2006; vol. 5, 2007,
vol. 6, 2008; vol. 7, 2009).

7) Analele stiintifice ale Universitatii de Stat din Moldova. Seria ,,Stiinte reale”. Lucrari de
sinteza. Chisinau, 2006.

8) Studia Universitatis. Seria: Stiinte exacte si economice (2011, nr.2(42) ; 2012, nr.7(57);
2013, nr.2(62)).

9) Lucrarile conferintei pregatitoare pentru Congresul matematicienilor romani. Bucuresti,
1992.

10) Proceedings of the International Conference ,,Trends in the Development of the
Information and Communication Technology in Education and Management”. March 20-
21, 2003.

11) Proceedings of the 30-th Annual Congres of the American Romanian Academy of Arts
and Sciences, (July 5-10, 2005; July 02-07, 2009).

12) Proceedings of the XIV Conference on Applied and Industrial Mathematics, dedicated to
the 60 anniversary of the foundation of the Faculty of Mathematics and Computer
Science of Moldova State University. Chisinau, 2006.

13) Proceedings of the Second Conference of the Mathematical Society of the Republic of
Moldova. August 17-19, 2004.

14) Proceedings of the International Congress on Computer Science: Information Systems
and Technologies. Minsk, Oct.’31 — Nov.’3, 2011

15) Proceedings of the International Conference ,,Mathematical modeling, optimization and
information technology” (2012, 2014).
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16) Proceedings of the 14-th International Conference of Scientific Papers ,,Scientific

Research and Education in the Air Force”, Brasov, Romania, May 24-26, 2012.
Monografii publicate:

1) Cataranciuc S., Sur N. Grafuri d-convex simple si quasisimple. Monografie. Chisinau:
CEP USM, 2009. 201p. [164].

2) Bulat M., Cataranciuc S., Zgureanu A. Multimi de relatii multi-are si criptarea
informatiei. Monografie. Chisinau: CEP USM, 2013. 200p. [181].

3) Cataranciuc S. Topologia algebrica a relatiilor multi-are. Monografie. Chisinau: CEP

USM, 2015. 228p. [295].
Referitor la rezultatele cercetarilor stiintifice au fost {inute comunicari in plen la trei conferinte
(o conferinta de rang national si doua — de rang international):

1) The 20" conference on applied and industrial mathematics (dedicated to academician M.
Ciobanu), Ghisinau, August 22-25, 2012 (Plenar comunication: “Algebraic topology of
the multi-ary relations and its applications”).

2) Interferente universitare — integrare prin cercetare si inovare (Conferinta stiintificd cu
participare internationald), Chisindu, 25-26 septembrie, 2012 (Comunicare in plen:
“Structuri matematice si rolul acestora in solutionarea problemelor practice”).

3) International Conference"Discrete mathematics, graph theory and their applications”
(DIMA-2013), Minsk, Belorusia, 11-14 november, 2013. (Plenar communication:
“Algebraic topology of the multi-ary relations™).

Sumarul compartimentelor tezei. Teza este structurata in cinci capitole, in care sunt
descrise aspectele topologico-algebrice ale relatiilor multi-are, examinate prin prisma unei
structuri matematice noi, numitd complex de relatii multi-are, precum si unele derivate ale
acestei structuri, ce conduc la solutionarea a mai multor probleme cu caracter aplicativ. Pe langa
cele cicnci capitole mentionate, lucrarea contine concluzii generale si recomandari, adnotarile in
limbile roména, rusi si engleza, precum si o listd bibliograficd ce cuprinde 309 titluri. In total
volumul tezei constituie 291 pagini, dintre care 265 pagini de text de baza.

in Introducere, sunt formulate scopul si obiectivele tezei, este argumentati actualitatea temei
de cercetare. Se formuleaza problema stiintifica abordatda cu mentionarea importantei teoretice si
a valorii practice a lucrarii. Este data o analiza succinta a publicatiilor la tema tezei. Se incheie
acest compartiment cu o sinteza a continutului lucrarii.

Primul capitol al tezei poarta un caracter introductiv si are drept scop examinarea, in mod
evolutiv, a principalelor structuri matematice discrete folosite in calitate de modele Ia

solutionarea problemelor practice. Se examineaza o serie de proprietdti importante ale acestor
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structuri, generalizate in capitolele urmatoare pentru cazul complexelor de relatii multi-are. Una
dintre cele mai simple structuri matematice discrete, dar cu un potential enorm de aplicatii la
examinarea problemelor teoretico-aplicative, este graful. Pornind de la incercarile
matematicienilor de a solutiona mai multe probleme cu caracter distractiv, intr-o perioada relativ
scurtd a fost constituitd o directie noud de cercetare, cunoscutd astdzi ca teoria grafurilor.
Rezultatele teoretice obtinute au permis eficientizarea cercetarilor in diverse domenii: economie,
fizica, informatica, chimie etc. Tot in capitolul 1 sunt descrise cateva rezultate ce tin de
proprietatile arborilor, ale numarului ciclomatic, ale matricei ciclomatice si cociclomatice care
ulterior sunt generalizate pentru complexele de relatii multi-are si isi gasesc utilizare la
solutionarea problemelor aplicative, cum ar fi problema medianei, a jocurilor combinatoriale pe
structuri discrete etc.

La dezvoltarea teoriei grafurilor au contribuit in mod esential, incepand cu aparitia primelor
lucrari in sec. XVII-XVIII, mai multi matematicieni: Leonard Euler (1707-1783), William
Hamilton (1788-1856), James Joseph Sylvester (1814-1897), Arthur Cayley (1821-1895),
Claude Berge (1926-2002), George David Birkhoff (1884-1944). Incercirile de a folosi grafurile
in calitate de modele matematice pentru descrierea proceselor fizice, si nu numai [2], [7], au
generat, in timp, necesitatea extinderii si identificarii altor structuri matematice [3], [16] incluse
in prezentul studiu care, intr-un mod firesc, generalizeaza grafurile si, la randul lor, servesc drept
pretext pentru generalizari abstracte, urmate de fundamentarea teoriei relatiilor multi-are.

Nucleul tezei 1l constituie Capitolul 2, in care sunt expuse rezultatele de bazad ce tin de
examinarea topologiei relatiilor multi-are si care isi gasesc continuare in capitolele ce urmeaza
prin definirea si studierea unui complex special, numit complex de cuburi abstracte, important
pentru solutionarea unor probleme cu caracter teoretico-aplicativ. Obiectul de studiu al
capitolului 2 este asa-numitul complex de relatii multi-are, pentru care au fost definite notiunile
de baza si studiate proprietatile acestora in mai multe lucrari [17], [145], [146], [149], [163],
[182]. Pornind de la un complex simplu de relatii [58], [146], [149] si urmarind, in mod firesc,
scopul de a solutiona 1n caz general o serie de probleme practice, se defineste notiunea de

complex generalizat de relatii multi-are pe produsul cartezian de ordin k=212,...,n al unei
multimi de elemente X ={X;,X,,..., X, }.
Pentru complexul de relatii R"" ={R",R?,...,R"} se defineste notiunea de k -conexitate,

1<k <n, incat conexitatea simpld, cunoscutd din teoria grafurilor, devine un caz particular al
acesteia. Printre complexele k -conexe, un loc aparte le revine complexelor-arbori in care orice

subcomplex contine cel putin un cortegiu suspendat In cazul complexelor-arbori sunt obtinute
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mai multe rezultate importante ce se referd la problema acoperirii minime si la problema
construirii multimii intern stabile maxime, interpretate prin teoremele 2.2.3 - 2.2.5.

Pornind de la faptul cé lanturile si ciclurile m -dimensionale intr-un complex de relatii multi-
are formeaza grupuri comutative, se definesc grupurile de omologii directe si grupurile de
coomologii. Sunt demonstrate cateva proprietati importante ce tin de grupurile de omologii si
coomologii, precum si corelatiile dintre ele (a se vedea teorema 2.6.4-2.6.7), care sunt utile
pentru examinarile ulterioare.

Acest capitol se incheie cu studierea numarului ciclomatic al complexului generalizat de
relatii multi-are si a proprietdtilor matricei ciclomatice. A fost obtinut un rezultat fundamental,
care reprezintd analogul teoremei Poincare-Vebler-Alexander [52], [68] (teorema 2.8.1).

Capitilul 111 tine de efectuarea unor investigatii, legate de extinderea notiunii de convexitate
asupra complexelor de relatii multi-are cu studierea proprietatilor respective. Aparutd initial in
spatiul euclidian, convexitatea a generat un sir de rezultate teoretice de valoare, care au constituit
bazele unei directii importante de cercetare in matematica, cunoscutd astizi ca optimizare
convexa [235], [237]. Fundamentarea teoriei multimilor convexe a contribuit la elaborarea
metodelor eficiente de solutionare a problemelor de optimizare convexa, descrise Tn multiple
manuale si monografii de specialitate [233], [234], [236]. In cazul structurilor discrete, pe
parcursul ultimilor 30 ani au fost obtinute rezultate ce tin de proprietatile multimilor convexe. in
special, acestea se referda la structurile reprezentate prin grafuri [138], [140], [141], [164].
Studierea grafurilor cu o familie redusa de multimi convexe, numite grafuri d -convex simple, a
condus la demonstrarea unor teoreme importante privind structura acestor grafuri, in caz general,
precum si teoreme de caracterizari eficiente ale diferitelor clase de grafuri d -convex simple
[131]-[137], [139], [147], [157], [174].

In primul paragraf al capitolului 3 se defineste notiunea de convexitatea si invelitoare
convexa pe multimea elementelor relatiei k -are R* a complexului R"™* = (R*,R?,...,R™). Cu
ajutorul functiei distantei d," : RxR¥ 5> N, 1<k<m<n+1, introdusi prin lema 3.1.2, se
defineste notiunea de convexitate in R* si se demonstreaza cd aceasta determina in mod univoc

o invelitoare convexa, si invers (a se vedea teoremele 3.1.2 si 3.1.3). Definind un operator P,
care permite construirea iterativi a invelitoarei convexe a unei multimi Ac R, prin teoremele
3.1.6-3.1.8 se stabilesc proprietdti importante ale acestui operator si ale multimilor convexe din
spatiul metric (R*,d").

In paragrafele 3.2 si 3.3 sunt studiate grafurile neorientate si, respectiv, cele orientate, in

care invelitoarea convexa a oricaror doud varfuri neadiacente, privita ca o procedura iterativa de
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aplicare a operatorului de construire a acesteea, coincide cu multimea tuturor varfurilor grafului.
Grafurile respective se numesc d-convex simple si au fost studiate in mai multe lucrari [133],
[134], [136]-[139], [147], [157], [164], [263 ].

in Capitolul 4 se studiazi complexele de cuburi abstracte, ca un caz special al complexelor
de relatii multi-are. Folosind simplexele abstracte in calitate de ,,caramizi”, se defineste mai intai
cubul abstract n -dimensional, precum si un sir de proprietiti cu caracter combinatorial al
acestuia, folosite in cercetarile ulterioare. Pentru aceste cuburi se definesc un sir de notiuni cu
proprietati importante, folosite la examinarea complexelor respective.

Investigatiile din capitolul 4 sunt importante din mai multe considerente. E de mentionat
faptul ca complexele de cuburi servesc drept instrument eficient in dezvoltarea unor
compartimente ale topologiei combinatorice, fiind folosite la construirea invariantilor topologici
prin aplicarea metodelor combinatorice de studiu. Structurile combinatorice construite cu
ajutorul cuburilor abstracte n-dimensionale se intalnesc in teoria moderna a topologiei algebrice.
Totodata, acestea se regdsesc si intr-un sir de aplicatii datoritd faptului cd o serie de structuri
intalnite in diverse ramuri ale matematicii conduc la studierea unor spatii speciale cu o divizare
specifica in cuburi.

Aplicand o tehnica similara celei folosite in cazul complexelor de relatii multi-are, pentru un
complex cubic abstract se construiesc grupurile de omologii si cele de coomologii .

In cazul complexului de cuburi abstracte, un rol aparte ii revine studierii caracteristicii Euler,
intdlnita in literatura de specialitate si sub denumirea de caracteristica Euler-Poincare. Aceasta
este folosita frecvent in topologia algebricd si combinatorica poliedrelor, reprezentdnd un
invariant topologic, ce descrie forma si structura spatiului. Pentru o varietate multidimensionald,
privita ca un spatiu topologic, caracteristica Euler-Poincare se calculeaza cu ajutorul rangurilor
grupurilor de omologii. In cazul complexului de cuburi abstracte, privit si ca o varietate
abstracta, se stabileste legatura dintre suma alternantd a cardinalelor mulfimilor de cuburi
abstracte m -dimensionale si suma alternanta a rangurilor grupurilor de omologii.

O atentie speciald se acorda studierii varietatilor abstracte, determinate de complexele de
relatii multi-are, reprezentate, la rAndul lor, prin complexe de quasisimplexe sau complexe de
cuburi abstracte. Chestiune importantd atat prin faptul cd varietatea este considerata drept una
dintre notiunile fundamentale ale matematicii, cu ajutorul céreia se concretizeazd si se
generalizeaza notiunea de suprafatd pentru dimensiuni oricadt de mari, cat si prin aceea ca
varietatea abstracta apare intr-un mod Surprinzator in solutionarea unor probleme practice pe

structuri discrete, examinate ulterior.
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in Capitolul 5 sunt examinate unele aplicatii ale complexului de relatii multi-are la
solutionarea diferitor probleme. Sunt descrise metode eficiente de rezolvare a problemelor cu
caracter aplicativ. Complexele de relatii multi-are, precum si unele variatii ale acestora, de
exemplu, complexele cubice, servesc drept modele matematice eficiente pentru solutionarea a
mai multor probleme cu caracter teoretico-aplicativ, precum ar fi: determinarea numarului
cromatic al unui complex de relatii [175], determinarea multimilor intern stabile [143], [154] si a
strategiilor de comportare a jucatorilor intr-un joc combinatorial [176], clasificarea varietatilor
abstracte [177], calcularea medianei in cazul complexelor de cuburi abstracte [169], [184] si
unele generalizari ale acestora reprezentate prin complexe speciale de politoape n -dimensionale
[165], [178], elaborarea metodelor de criptare a informatiei [167], [181] etc.

Proprietatile complexului de relatii multi-are, studiate prin intermediul complexului de
quasisimplexe si cel de cuburi abstracte in capitolele precedente, ofera posibilitatea generalizarii
rezultatelor ce tin de clasificarea varietatilor, descrise in lucrarile [15], [19], [23], [153], 156],
[177]. Aparitia buclelor (a se vedea definitia 5.1.3) intr-un complex abstract, determinata de
repetdrile elementelor in cortegiile ce corespund quasisimplexelor, conduce la necesitatea
studierii varietatii sferice degenerate de genul p.

Problema calculdrii medianei mereu a trezit un interes sporit al cercetatorilor, datoritd
multiplelor aplicatii practice ale acesteia. Deoarece, In caz general, calcularea medianei prin
metode clasice devine o problema dificila, iar pentru diferite variatii ale acesteia obtinem chiar
probleme din clasa celor NP-complete [86], [226], deseori se recurge la elaborarea unor metode
aproximative [183] sau la construirea metodelor eficiente si exacte de calcul, aplicabile in cazul
structurilor matematice speciale [151], [165], [169], [172], ce pot servi, la randul lor, drept
model la examinarea problemelor practice. In paragrafele 5.2 si 5.3 se demonstreazi existenta
unui algoritm eficient de calculare a medianei, fara a utiliza metrica.

In paragraful 5.4 se examineazi un joc combinatorial cu doi participanti, care este o
generalizare a cunoscutului joc Nim. Pentru determinarea modului de comportament al
jucatorilor, pe complexul de relatii se construieste o functie speciald — functia Grundy. Se arata
ca jucatorul ce reuseste sd construiascd aceastd functie si sa aleagd simplexul Q pentru care
g(Q) =0, nu va pierde in jocul respectiv.

Teza de doctor habilitat contine o listd de surse bibliografice, prezentata la sfarsitul lucrarii,
care are atributie directa la tematica abordatd. Aceasta nu este aranjata in ordine alfabetica, fiind
completata treptat, pe masura acumuldrii materialului inclus in lucrare, ceea ce, speram,

nicidecum nu influenteaza, in ansamblu, valoarea stiintifica a tezei.
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1. STRUCTURI MATEMATICE DISCRETE SI ROLUL ACESTORA N
SOLUTIONAREA PROBLEMELOR TEORETICO-APLICATIVE

Primul capitol contine descrierea, in ordine cronologica, a etapelor de dezvoltare a
structurilor discrete si folosirea acestora, in calitate de model matematic, la solutionarea
diverselor probleme cu caracter aplicativ si reprezintd un caputol de sinteza in domeniul temei de
cercetare a tezei. Sunt descrise rezultatele care au contribuit esential la dezvoltarea teoriilor
respective, precum si interconexiunea dintre acestea prin abordarile teoretice ale problemelor
practice.

Se analizeaza aportul a mai mul{i matematicieni la studirea primelor structuri matematice
discrete si folosirii acestora la solutionarea diverselor probleme practice. In mod special se
mentioneaza rolul in dezvoltarea teoriilor respective pe care 1-au avut Leonard Euler, William
Hamilton, James Joseph Sylvester, Arthur Cayley, Claude Berge, George David Birkhoff.

Incercirile de a folosi structurile discrete in calitate de modele matematice pentru descrierea
proceselor fizice, si nu numai, au generat, In timp, necesitatea identificarii altor structuri
matematice, incluse in prezentul studiu care, intr-un mod firesc, le generalizeaza pe cele clasice
si servesc drept pretext pentru o serie de generalizari abstracte, urmate de fundamentarea teoriei

relatiilor multi-are, examinate in capitolele de baza ale prezentei lucrari.

1.1. Evolutia structurilor discrete

In cele ce urmeazi vom analiza etapele de dezvoltare a structurilor discrete, aparute odati cu
necesitatea solutionarii diverselor probleme de ordin teoretico-aplicativ. Aceste structuri, precum
s-a adeverit, nu pot fi aplicate asupra unor probleme practice. Unele dintre acestea se examineaza
in ultimul capitol al tezei. Problemele respective au si constituit acel imbold, care ne-a impus sa
ne gandim asupra elaborarii si generalizarii structurilor discrete cunoscute pentru modelarea si
solutionarea cu susces a acestora. Intr-un final a fost definiti o structurd matematicd, numita
complex de relatii multi-are, iar prin construirea grupurilor de omologii si studierea proprietatilor
respective s-au pus bazele teoriei respective, care si constituie continutul de baza al prezentei
lucrari.

Orice structura discretd, folositd drept model matematic la solutionarea problemelor de
optimizare, se defineste In baza unei oarecare multimi — notiune bine cunoscutd si care se
regaseste in diferite interpretari in multiple lucrari (la dezvoltarea teoriei multimilor si diverselor
aplicatii ale acesteea au contribuit lucrarile clasice ale matematicienilor Georg Cantor [72] si

Bertrand Russell [73], [74], dar si lucrarile mai noi ale Iui P. Alexandrov [113], in legatura cu
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incercarea reusitd a acestuia de a fundamente teoria generald a dimensiunilor si studierii spatiilor
topologice. Primele studii ce se referd la teoria multimilor au fost efectuate de catre Bernard
Bolzano si publicate in 1851, introducand astfel notiunea de multime si corespondenta
biunivoca. Ceva mai tarziu, in perioada anilor 1872-1884, Georg Cantor a publicat mai multe
lucrari in care au fost de acum expuse in mod sistematic rezultatele de bazd ale teoriei
multimilor. Anume datorita acestor sistematizari dansul si este considerat fondator al teoriei

multimilor.

Grafuri

La fel ca si multe alte domenii ale matematicii, grafurile au aparut datoritd incercarilor
matematicienilor de a rezolva mai multe probleme practice, sau chiar jocuri cu caracter
distractiv. Pentru prima data notiunea de graf a fost introdusa de catre Leonard Euler in legatura
cu incercarea de a solutiona cunoscuta problema a celor “sapte poduri din Konigsberg” [190].

Parinte al teoriei moderne a grafurilor este considerat C. Berge, datoritd expunerii
sistematizate a acestei directii de cercetare in monografia [302] si dezvoltarii ulterioare a teoriei
in lucrarile [5], [6]. Rezultate semnificative ce tin de fundamentarea teoriei grafurilor, iar mai
apoi si a hipergrafurilor, se regasesc in multitudinea de publicatii aparute pe parcursul ultimilor
40-50 ani. Promotori fideli ai acestei directii de cercetare sunt considerati F.Harary [80],
V.Emelicev [45], .Tomescu [65], T.Toadere [82], N.Cristofides [116], A.Zakov [87], P.Soltan
[59], [60].

Incercarea de a solutiona probleme practice prin utilizarea grafurilor in calitate de model
matematic a contribuit, la randul sau, la dezvoltarea si a altor domenii de cercetare, precum si
vice-versa. In studierea grafurilor un rol aparte l-au jucat matricele unimodulare intalnite,
desigur, si in alte domenii ale matematicii. Conform [46], O matrice se numeste total
unimodulard dacd determinantul oricarui minor al acesteia este egal cu +1, 0 sau -1. Aceasta
inseamna ca intr-o matrice total unimodulara fiecare element este egal cu +1, 0 sau -1, deoarece
fiecare element poate fi considerat drept minor de ordinul unu. In lucrarea [77] este demonstrat
un rezultat important ce tine de caracterizarea acestor matrici: Daca A este o matrice formata din
elementele 0, +1, -1, iar fiecare coloana a acesteia contine cel mult doua elemente diferite de
zero, atunci A este o matrice total unimodulara daca si numai daca multimea liniilor din A poate
fi divizata in doud submultimi S, si S,, cu respectarea conditiilor:

1) dacad doua elemente, diferite de zero, ale unei coloane sunt de acelasi semn, atunci un

element apartine liniei din S,, iar celdlalt — liniei din S,.

23



2) dacd doua elemente, diferite de zero, ale unei coloane sunt de semne opuse, atunci
ambele apartin liniilor din S, sau ambele apartin liniilor din S,.

Din rezultatul respectiv rezulta doua consecinte importante cu referire la matricele de
incidenta a grafurilor orientate si cele neorientate.

A. Matricea de incidenta a unui graf orientat este total unimodulara.

B. Matricea de incidenta a unui graf neorientat este total unimodulara daca si numai daca
graful este bipartit [78].

E de remarcat faptul ca matricele total unimodulare joaca un rol important in diverse
domenii ale matematicii si isi gasesc aplicatii la solutionarea a mai multor probleme de ordin
teoretico-aplicativ:

a) Programarea in numere intregi. Daca A este o matrice total unimodulara, iar b este un
vector cu coordonate intregi, atunci ecuatia AX =Db admite solutii de baza in numere intregi.
Aceasta, la randul sau, inseamna ca sistemul de ecuatii liniare, reprezentat in forma matriceala
AX =Db, poate fi rezolvat prin aplicarea directa a metodei simplex;

b) Crearea planurilor de invatimdnt prin utilizarea retelelor semantice. Organizarea
eficientd a procesului de studii depinde de corelatia dintre disciplinele predate. Una dintre
problemele planurilor de studii la diferite specialitati consta deseori in neglijarea continuitatii
continuturilor disciplinelor predate, precum si corelatia majora intre disciplinele inrudite. Pentru
solutionarea rapida si eficientd a problemei mentionate, adesea se recurge la construirea retelelor
semantice, sistemelor expert, etc. [79]. Retelele se modeleazd cu ajutorul unui graf orientat,
matricea de incidentd a caruia A este total unimodulara. Pentru aceste retele se rezolva ecuatia
matriceald

A-C'" =0,

unde C =(c,,c,,...,C,,) €ste un vector ce reprezintd un contur sau o suma de contururi ale grafului

model, avind coordonatele numere intregi, iar C' — transpusul acestuia. Din sistemul

fundamental de solutii al ecuatiei A-C" =0 se construieste solutia problemei formulate initial
in lucrarea[79].

C) Amplasarea optimd a punctelor de deservire. Deseori pentru deservirea unor centre unite
intr-o retea (retea de drumuri, retea informationala, etc.) este necesar de a determina locul optim
de amplasare a unor servicii (spitale, depozite, statii telefonice, etc.). Astfel de probleme sunt
cunoscute ca probleme de amplasare. Pentru solutionarea lor se recurge la modelul matematic
reprezentat printr-un graf, de regula orientat. Solutia cautata este nu altceva decat o mediana sau

centru al acestui graf care, la randul sdu, se determind prin rezolvarea sistemului de ecuatii
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liniare A- X =b, unde A este matricea de incidentd a grafului. Necunoscutele X;, ce formeaza
vectorul X, sunt numere intregi. Luand in consideratie afirmatia A formulata mai sus, rezulta ca
pentru rezolvarea sistemului respectiv de ecuatii se recurge la metoda simplex [114].

Necesitatea solutiondrii unor probleme de optimizare, cunoscute in literatura de specialitate
ca probleme de parcurgere, au condus la introducerea notiunilor de lant, ciclu, precum si a
diverselor generalizari ale acestora, care au impulsionat dezvoltarea aspectului aplicativ al teoriei
grafurilor [57], [80], [82].

In cazul unui graf neorientat G = (X;U) putem defini doud spatii vectoriale legate de G
(cele expuse in continuare usor pot fi reprezentate si pentru cazul grafului orientat G = (X;I)).
Este vorba de spatiul ciclurilor si spatiul cociclurilor. Ambele spatii se definesc peste campul a
doud numere, 0 si 1, notat prin F, ={0,1}. Consideram variabilele & ce primesc doar valori din
F,. Combinatia liniara z; X; a varfurilor grafului G=(X;U) se numeste 0-lant (lant cu
dimensiunea zero [113]), iar combinatia muchiilor Zé jU; se numeste I-lant (lant cu
dimensiunea unu).

Mentionam ca, astfel interpretatd, notiunea de 0-lant si 1-lant generalizeaza notiunea de lant,
intdlnita la Claude Berge [57], Frank Harary [80] si alti matematicieni, folosit la elaborarea a
algoritmilor de solutionare a problemelor de parcurgere.

Definim functia ¢ care pune in corespondenta fiecdrui 1-lant un lant cu dimensiunea zero si
satisface conditiile:

1) ¢ este liniara,

2) dacd u =(X,y) este o muchie a grafului G, atunci (u) =x+y.

Totodata definim si cofunctia @, care pune in corespondentd fiecarui O-lant un lant cu

dimensiunea unu (1-lant) si satisface conditiile:

1) @ este liniarg;

m
2) Ox = Zg.u. unde & =1, daca si numai daca muchia u, =U este incidenta varfului x.
i=1

Un lant 1-dimensional | pentru care ¢(I)=0 se numeste vector ciclic al grafului. Se poate
observa ca orice lant simplu (lantul ce nu contine muchii ale grafului mai mult decat o singura
data [80], [302]) este vector ciclic al grafului. Multimea tuturor astfel de vectori formeaza un
spatiu vectorial peste campul F,, numit spatiu al ciclurilor grafului G [302]. Astfel de spatii
apar la studierea si a altor structuri discrete. Baza spatiului ciclurilor grafului G, formata doar din

ciclurile simple din G, se numeste baza de cicluri a grafului respectiv.
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Fie {I},12,...1;} o multime de cicluri simple ale grafului G. Orice vector ciclic L" se

prezinti astfel: L' = Zklgilil. Prin urmare, baza de cicluri a unui graf G = (X;U) este multimea
i=1
maximala de cicluri simple independente din G.

Notiunea de ciclu Intr-un graf permite a defini notiunea de cociclu, legatd cu o notiune
fundamentala in teoria grafurilor — notiunea de taietura [80], [302] cunoscutd si cu ocazia
solutiondrii a multor probleme de optimizare. Astfel, conform [302], se numeste tdietura orice
submultime de muchii a grafului G = (X;U), la eliminarea carora se obtine un graf nonconex,
iar taietura minimald se numeste cociclu al grafului. Printre problemele, la solutionarea carora
notiunile respective au jucat un rol decisiv se numara problema fluxului maxim intr-o retea
precum si diverse generalizari ale acesteia. O contributie esentiald la solutionarea problemei
mentionate au avut-0 matematicienii L.R.Ford & D.R.Fulkerson [287], [288].

Fie G un graf in care n, m si p reprezintd numarul de varfuri de mucii si, respectiv, de
componente conexe din G. Definim numarul ciclomatic v(G)=m-n+ p si numarul cociclomatic

p(G) =n—p al acestui graf [80], [82], [302]. Aceste numere reprezinta dimensiunile spatiilor
vectoriale, definite mai sus. Printre cele mai importante proprietati, din punct de vedere
teoretico-aplicativ, ale lui v(G) si p(G) se evidentiaza:
P1. Daca x si y sunt douad varfuri nonadiacente ale unui graf conex G, iar G’ este graful ce
se obtine din G la adaugarea muchiei (x,y), atunci
v(G') =v(G),

p(G") = p(G)+1.
P2. Daca x si y apartin componentelor conexe diferite ale grafului G, iar G' este graful ce

se obtine din G la adaugarea muchiei (x,y), atunci relatia din P1 este adevarata.
P3. Numarul ciclomatic al unui graf G =(X;U) este egal cu numarul maxim de cicluri
independente din G.

P4. Un graf G nu contine cicluri daca si numai daca v(G) =0.

P5. Un graf G contine un singur ciclu daca si numai daca v(G) =1.

Fie x un ciclu simplu al grafului nonorientat G cu multimea de muchii U ={u,, u,,...,u,}.
Acestui ciclu ii punem in corespondentd un cortegiu din m elemente, in care elementul cu
numdrul j este egal cu 1 dacd si numai daca u; =1. Avand 2 ={z,,2,,..,2} ca familie a
tuturor ciclurilor simple din G, putem construi o matrice C cu dimensiunea r xm si elementele:

1, daca u;ez,
0, in caz contrar.

Ci
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Matricea C se numeste matrice ciclomatica.
Pornind de la definitia matricei de incidentd B si a matricei ciclomatice C a grafului G,

simplu se demonstreaza egalitatea [5]:
C-B" =0 (mod 2).
Similar matricei ciclomatice se defineste si matricea cociclomatici C”, in care liniile
corespund cociclurilor grafului, iar elementele acesteia sunt

. {1, daca u; ei,

C" J—
" 10, In caz contrar.

Precum s-a constatat (a se vedea lucrarea [80]), rangurile matricelor indicate mai sus se

calculeaza in dependentd de parametrii m, n, si p, chestiune importanta la studierea spatiilor

ciclurilor si cociclurilor. Conform celor demonstrate in [80], daci B, C si C”sunt, respectiv,
matricea de incidenta, matricea ciclomatica si matricea cociclomaticd ale unui graf cu n varfuri,
m muchii §i p componente conexe, atunci rangurile acestor matrice sunt determinate de
egalitatile:
r(C)=m-n+p,
r(B)=r(C")=n-p.

Un rol aparte in teoria grafurilor revine arborilor, importanta carora la solutionarea
problemelor practice este incontestabild. Anume, in baza proprietdtilor acestor structuri
matematice a fost posibild examinarea eficientd a renumitelor probleme clasice: calcularea
arborelui Steiner [290, 291], determinarea circuitelor Kirchhoff intr-o schema electrica [292],
reprezentarea structurilor de date in informatica cu ajutorul arborilor de cautare [289]. E necesar
de mentionat ca cercetarile lui Kirchhoff cu privire la construirea arborilor partiali ai unui graf au
contribuit esential la dezvoltarea unei directii importante de cercetare in teoria grafurilor.

Arbore se numeste un graf conex ce nu contine cicluri simple [45], [80], [82]. Evident, daca
avem un graf conex G, ce nu este arbore, atunci eliminand cate o muchie, astfel incat aceasta sa
apartind unui ciclu simplu, putem obtine un arbore, care se numeste arbore partial al lui G .

Fie T unul dintre arborii partiali ai grafului G. Vom stabili o legatura intre arborele T si
baza spatiului ciclurilor grafului. Orice muchie din G ce nu apartine Iui T se va numi coarda a
arborelui partial T. Orice subgraf din G, format din T si o coarda arbitrara, contine un singur
ciclu simplu. Multimea tuturor astfel de cicluri este liniar independentd, deoarece fiecare din
aceste cicluri contine o muchie (coarda respectiva) ce nu apartine celorlalte cicluri. Un rezultat
important din punct de vedere teoretic afirma: Numarul ciclomatic al unui graf conex G este

egal cu numarul de coarde al arborelui partial din G . Rezultatul respectiv apare si In legatura
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cu solutionarea unor probleme de ordin practic. De exemplu, acesta este util la determinarea
arborilor partiali ai unui graf neorientat.

Tinand cont de faptul ca numarul de muchii al oricarui arbore partial al grafului G = (X;U),
cardX =n, cardU =m, este n-1, rezulta ca numarul de coarde va fi m-(n-1). Prin urmare pentru
numarul ciclomatic al grafului obginem:

v(G)=m-n+1.
In aceste conditii, rezultatul descris mai sus poate fi reformulat in modul urmator: numdrul

cociclomatic al unui graf conex neorientat G = (X;U) este egal cu numdrul de muchii al

oricarui arbore partial. Corectitudinea afirmatiei imediat rezultd din faptul ca orice cociclu

contine exact o singurd muchie a unui arbore partial din G .

Hipergrafuri

Precum a aratat practica, grafurile au devenit un instrument eficient pentru modelarea si
solutionarea problemelor de optimizare (si nu numai). Totusi, foarte repede s-a observat ca,
pentru unele probleme, folosirea aparatului teoriei grafurilor genereaza anumite dificultati, ceea
ce a condus la definirea unei noi structuri matematice — hipergraful, considerat drept o
generalizare a grafului neorientat, in care muchiile sunt reprezentate prin submultimi ale
multimii de varfuri din X. Necesitatea unei structuri noi, mai generale decat grafurile, a fost
multiplu argumentata in mai multe lucrdri. Una dintre ultimele articole n favoarea acestei idei
este [16]. Dezvoltarea teoriei hipergrafurilor a pornit de la incercarile de a generaliza mai multe
rezultate din literatura de specialitate, ce tin de solutionarea problemelor aplicative ale teoriei
grafurilor, precum ar fi:

- determinarea submultimii minime de muchii ce contine varfurile din X;
- determinarea submultimii maxime de muchii dijuncte doua cate doud in raport cu multimea

de varfuri X;

- determinarea submultimii minime de varfuri ce formeaza o acoperire a multimii de
hipermuchii.

Se considerd ca primele rezultate care au constituit fundamentele teoriei hipergrafurilor
apartin matematicianului Ray Chaudhuri [83] si se refera la generalizarea metodei lanturilor
alternante pentru hipergrafuri, folosite mai apoi si pentru diverse probleme examinate pe grafuri.
De asemenea, la dezvoltarea acestei teorii au contribuit si alti matematicieni prin rezultatele
obtinute si publicate intr-un sir de lucrari: Erdos & Hajnal [85], Erdos & Gallai [84], 1. Tomescu

[297], A.Zykow [87], C.Berge [5], [6].
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in conformitate cu cele expuse de citre C.Berge in lucrarea [6], se considerd hipergraf
determinat de o multime finita de elemente X ={X,,X,,...,X,}, familia & =(E,,E,,...,.E,) de
submultimi din X ce poseda proprietatile:

a) E, =3, i=12,...,m,
b) | JE =X.
i=1

Constatam ca anume aceasta definifie a hipergrafului poate fi intalnitd in multiple lucrari

stiintifice. Ca si in cazul grafurilor, elementele multimii X se numesc varfuri, iar submultimile

E,,E,,...E,, © X se numesc muchii (hipermuchii) ale hipergrafului. Hipergraful cu multimea

de varfuri X si familia de submultimi & se noteazd /6 = (X, &) .

Fig. 1.1. Hipergraful H i dualul acestuia H'
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Urmand principiul dualitatii, deseori folosit in matematica, de rand cu notiunea de hipergraf
se opereazid si cu dualul acestuia [6]: Hipergraful ¢ =(X",&") se numeste dualul
hipergrafului &6 = (X, &) daca:

a) X =&,

b) & =X;

c) daca E” este 0 muchie din &€ ce corespunde varfului x al hipergrafului &€, iar x
este un varf din 96" ce corespunde muchiei E a hipergrafului o6 , atunci
o(x,E) & p(x",E).

Daca examinim atent definitiile hipergrafului /6 =(X,&) si a dualului acestuia
IE" = (X", &), atunci observam ca are loc egalitatea (¥€°) =€, In figura 1.3 este
reprezentat hipergraful &€ cu multimea de varfuri X ={X;, X,, X5, X,, X, X5, X, } si multimea de
muchii & ={E,,E,,E;,E,,E.} si hipergraful dual E” cu multimile X" ={XI,X;,X;,XZ,X;},
& ={EI, EZ , E; , Ez , E; , E; , E;}, pentru care avem urmatoarea corespondenta:

x. <>E,, 1<i<5,
Ejox;, 1<j<7.

Notatiile E;(x;), 1<i<5, si x(E;), 1<j<7, folosite in figura 1.b, inseamna cd muchia

E; din hipergraful dual ¥€" corespunde varfului x; din o, iar varful x| din hipergraful

6" corespunde muchiei E,; din .

Numarul de muchii incidente unui varf x al hipergrafului &€ se numeste grad al varfului x,
iar numarul de varfuri incidente muchiei u se numeste grad al muchiei u.

Daca A(C) este matricea de incidentd a unui hipergraf <G [6], atunci este adevarata
egalitatea:
AT () = A(SE),
unde AT (F6) este matricea transpusi a matricei A(SE).

In teoria hipergrafurilor, la fel ca si in cazul grafurilor, este importantd problema existentei
si construirii unui hipergraf, cunoscand doar unele proprietati ale acestuia. In acest context, un

rol aparte 1i revine problemei restabilirii hipergrafului in baza gradelor varfurilor x; € X si a
muchiilor E; € &.
Sa notam prin d(x;) gradul varfului x;,1<i<n.

30



Din punct de vedere teoretic prezinta interes un rezultat ce tine de existenta hipergrafurilor

[88], [89]: Pentru sirurile de numere intregi 1,,¥,,...t. si d, >d, >...>d_ exista un hipergraf
E cu multimea de varfuri X ={X;, X,,..., X, } si cu multimea de muchii & ={E,,E,,...E_},

incdt d e (X)) =d;,1<i<n, si card E; =r;,1< j<m, daca si numai dacd

1) S min{r, k}>d, +d, +..+d, (k<n),
j=1

2) Yor=d, +d, +..+d,.
=

In cazul hipergrafurilor, notiunile de lant si ciclu difera putin de notiunile respective in
grafuri, dat fiind specificul acestei structuri matematice si, deseori, unii cercetatori folosesc
diverse variatii ale acestora in cercetdrile sale [293]. Rolul lanturilor si ciclurilor in cazul
hipergrafurilor este nu mai prejos decat in cazul grafurilor. Astfel, conform [6], [45], succesiunea
U, ce contine doar varfuri si muchii ale hipergrafului € = (X;&) si poseda proprietatile:

a) oricare doud elemente vecine din u nu apartin aceleiasi multimi X sau & ;

b) oricare doua elemente vecine din u sunt incidente,
se numeste lant al hipergrafului ¥E . Primul si ultimul element din u se numesc extremitati ale
lantului. Lantul ce nu contine repetari ale elementelor hipergrafului se numeste lant simplu.

Conform acestei definitii, extremitati ale unui lant pot fi atat varfurile, cat si muchiile
hipergrafului. Un hipergraf se considera conex daca si numai daca oricare doua varfuri ale sale
pot fi unite printr-un lant simplu.

Relatia ,,doud elemente ale hipergrafului sunt legate cel putin printr-un lant” este o relatie de
echivalentd. Clasele de echivalentd, determinate de aceastd relatie, formeaza o divizare a
multimii elementelor hipergrafului & care, la randul sdu, genereaza subhipergrafuri conexe,
numite componente conexe ale lui €. Numarul componentelor conexe din V€ se noteaza

prin ¢(c¥€). Daca tinem cont de modul in care se construieste hipergrafului dual, obtinem:

(") = c(E).

In cazul hipergrafurilor are loc analogul teoremei Menger, cunoscutd pentru grafurile
neorientate [80], [302], chestiune importantd pentru majoritatea problemelor atit de ordin
teoretic cat si de ordin practic. Astfel [6], un hipergraf € contine k lanturi simple disjuncte ce
unesc doua elemente nonincidente a, b din € daca si numai daca dupa eliminarea din € a
oricaror <Kk elemente, distincte de a si b, se obtine un hipergraf in care exista lant simplu ce

uneste elementele a si b.
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Mentiondm ca eliminarea muchiilor se face prin pastrarea in ¢ a varfurilor incidente lor.
Acelasi lucru are loc si in cazul elimindrii varfurilor. Doar la eliminarea tuturor varfurilor ce
formeaza o muchie E se lichideaza si muchia respectiva (conform definitiei, hipergraful nu
contine muchii vide, adica fara varfuri). Ca si in cazul grafurilor, pentru un hipergraf se
introduce notiunea de ciclu si ciclu simplu [6]: lantul u, extremitatile caruia coincid se numeste
ciclu. Ciclul ce nu contine repetari ale elementelor hipergrafului, cu exceptia extremitatilor sale,
se numeste ciclu simplu.

Pentru orice hipergraf & = (X ;&) poate fi construit un graf neorientat, graful Konig, notat
prin K(c9€). Varfurile grafului K(c6) corespund multimii X U&’, iar multimea de muchii
este

U ={(x,E):xe X,Ee&, si o(x,E) In IC}.

Graful K(c¥9) se mai numeste reprezentare Konig a hipergrafului &6 . Observam ca
K () este un graf bipartit.

Reprezentarea Konig a hipergrafului & = (X;&), cu cardX =12, card & =7, din figura

1.2a, este data in figura 1.2b.

a)
X1 X2 X3 X4 X5 Xg X7 Xg X9 X10 X11 X12
E1 Ez E3 E4 E5 E6 E7

b)

Fig. 1.2. a) Hipergraful ¢ si b) reprezentarea Konig K(€) a acestuia
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Numarul ciclomatic al hipergrafului € = (X;&) se defineste ca numarul ciclomatic al
reprezentarii Konig K(¥6) [6], [87]. Notam prin v(¥6) numarul ciclomatic al hipergrafului
oG, iar prin v(K(c9)) — numarul ciclomatic al reprezentarii Konig K(¥6) a acestui

hipergraf. Conform [6]:
V() = v(K(IE)) = D (cardE —1) — cardX +¢(IE).

Ee&)

Daca hipergraful o = (X ;&) contine n varfuri si m muchii, atunci

V(o) = > cardE —m+n +c(c).

Ec&

Luand 1n consideratie aceastd formula de calcul a numarului ciclomatic, precum si faptul ca
componentelor conexe si ciclurilor simple ale hipergrafului &€ le corespund in mod univoc
componente conexe si cicluri simple ale grafului Konig K(¥€) , usor deducem conditiile in care
un hipergraf nu contine cicluri simple: un hipergraf € nu contine cicluri simple sau contine un

singur ciclu simplu daca si numai daca v(¥6) =0 sau, respectiv, v(c6) =1.

Daci apelim acum la hipergraful dual &€~ obtinem relatiile:

V() = v(HO);
> cardE = > cardE .
Ee& Eeg”

Printre matematicienii care au contribuit in mod esential la studierea spatiului ciclurilor unui
hipergraf se evidentiazd A.Zzkov si L.Lovasz. In lucrarea [87] se demonstreazi ca un hipergraf

C = (X; &) nu contine cicluri daca si numai daca

card | JE; > ) (cardE; -1),

Eje&’ Ejeg’
pentru orice submultime nonvidi & < & .
Aplicand acest rezultat pentru hipergraful dual ¢~ obtinem afirmatia duald: Hipergraful
oG = (X;&) nu contine cicluri daca si numai daca pentru orice submultime nonvidd X' < X
are loc inegalitatea

card [ J&(x)> > (card &(x) 1),

xeX' xeX'
unde &(x) este multimea muchiilor hipergrafului, incidente varfului x.
Un alt rezultat ce tine de existenta ciclurilor intr-un hipergraf a fost obtinut de catre
L.Lovasz in legatura cu incercarea de a clasifica hipergrafurile arborescente. Astfel, in lucrarea
[90] se aratd ca daca hipergraful € = (X;&) nu contine cicluri cu lungimea | >3 si sunt

satisfdacute conditiile
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a) card E> 2, pentru VE € &;
b) card(E; NE;) <2, pentru VE,E; €&, i # ],
atunci

Y (cardE — 2) = cardX — c(c¥6) — u(6),

Ee&

unde p(FE) reprezinta numarul de blocuri ale lui €, care nu sunt vdrfuri izolate.
Este necesar de mentionat ca, in teoria hipergrafurilor, numarul ciclomatic v(¥6) joacad un

rol nu mai putin important decat in teoria grafurilor. In cazul unui hipergraf, eliminarea unui
element al sau influenteaza numarul ciclomatic la fel ca si eliminarea varfurilor in cazul unui

graf. Din aceste considerente, este mai dificil de stabilit niste proprietati ale lui v(c#6), similare

celor cunoscute pentru grafuri.

Matroizi

In combinatorici, matroidul este o structurd matematici ce generalizeazi notiunea de
independentd liniara din spatiile vectoriale. Teoria matroizilor utilizeaza intr-un mod extensiv
terminologia algebrei liniare si teoriei grafurilor datorita faptului ca ea reprezintd o abstractie a
notiunilor principale din aceste domenii ale matematicii.

Pentru prima data, notiunea de matroid a fost introdusad in 1935 de catre Whitney in lucrarea
[94]. Aproape simultan, in anul 1936, a aparut articolul lui Saunders MacLane [95] cu privire la
notiunea de matroizi in geometria proiectivd. Un an mai tarziu, B.L. van der Waerden a examinat
legitura dintre dependenta algebrica si cea liniara [96]. In 1940, Richard Rado a pus bazele
teoriei sistemelor independente in contextul dezvoltarii teoriei transversalelor.

O figura proeminentd in domeniul teoriei matroizilor este considerat W.T. Tutte, care a
publicat Tn anii 50 ai secolului trecut un sir de lucrdri fundamentale [97], [98], [99]. Printre
rezultatele importante obtinute de Tutte, care au avut o influentad considerabila asupra dezvoltarii
unor compartimente importante ale matematicii moderne, mentiondm: caracterizarea matroizilor
binari, regulari si a celor grafici; teorema cu privire la reprezentarea unui matroid regulat;
dezvoltarea teoriei grupurilor lanturilor in structuri discrete si a matroizilor respectivi; teorema
de omotopie, prin care se generalizeaza notiunea de drum intr-un graf cu ajutorul matroizilor si
se aratd ca drumurile inchise pot fi reprezentate ca compozitie de drumuri elementare, astfel incat
omotetic ele sunt echivalente unui drum inchis trivial [100], [101]. La dezvoltarea teoriei
matroizilor, de asemenea, au contribuit: Henry Crapo [102] (a generalizat si a studiat polinomul
Tutte, cunoscut in literatura de specialitate ca polinomul Crapo); Thomas Brylawsky [103] (a
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obtinut rezultate fundamentale la studierea matroizilor Tutte (,,dicromate’)); Paul Seymour [104]
(a demonstrat teorema cu privire la descompunerea matroizilor regulati).

Prima lucrare fundamentala in care au fost clasificate si sistematizate toate rezultatele ce tin
de dezvoltarea teoriei matroizilor este cea a lui Dominic Welsh [105]. Monografia lui Welsh a
fost completatd cu rezultate noi si reeditatd de mai multe ori, ultima editie fiind din anul 2010
[106].

In prezent sunt folosite mai multe definitii echivalente ale notiunii de matroid. Mai des se
intalnesc definitiile formulate in termenii multimilor independente, ai multimilor inchise, a
bazelor, circuitelor, etc.

In conformitate cu [92], notiunea de matroid se defineste ca o familie speciald E de
submultimi a unei multimi finite de elemente X, considerate independente:

Perechea (X;E) ce poseda proprietatile:

1. O=#E;

2. daca AeE si Bc A, atunci BeE;

3. daca A, BeE si cardA > cardB, atunci exista un element X € A\ B, incit BU{x}eE,
se numeste matroid si se noteaza prin M =(X;E). Familia E se numeste familie de multimi
independente.

In mai multe surse bibliografice, definitia matroidului poate fi intalniti si in termenii
ciclurilor [92], [97], [108] (mentionam ca aceste interpretari ale matroidului sunt echivalente):
Perechea (X;~), unde X este o multime arbitrara de elemente, iar © — o familie nevida a
submultimilor din X, numite cicluri, care poseda proprietatile:

1. orice ciclu nu este submultime a altui ciclu;

2. daca C,,C, e si xeC,C,, atunci C,NC,\{xX} contine ciclu,
se numeste matroid.

In lucrarile [92], [97], [99], [105]-[108] sunt descrise proprietitile de bazi ale matroizilor,
importante din punct de vedere al fundamentarii teoretice a unor metode de solutionare a
problemelor de ordin teoretico-aplicativ. Se introduc notiuni noi pentru studierea acestei structuri
matematice, printre care notiunea de baza si rang a matroidului [92], [106]: multimea de

elemente B — X a unui matroid M =(X;E) se numeste submultime independenta a multimii

Ac X, daca
BcA;
2)BcE;
3)pentru VC e E, unde C c A, rezulta Cc B.
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Conform celor stabilite deja in literatura de specialitate, familia tuturor submultimilor

A

independente maximale ale unei multimi Ac X se vanota prin A.
Din punct de veder teoretic sunt importante cercetarile asupra motroizilor, in care acestea
sunt examinati Tn contextul unor proprietdti ale familiei submultimilor independente maximale.

Conform [106], conditia: daca A, B e E si cardA > cardB, atunci exista un element X € A\ B,

incat BU{X}e E, din definitia de mai sus a matroidului este echivalentd cu urmatoarea: daca

Ac X si B,C e A, atunci cardB = cardC.
Din cele expuse rezulta ca matroidul este perechea de multimi (X;E) ce respecta conditiile:
1. O#E,
2. daca AeE si Bc A,atunci BeE;
3. daci Ac X si B,C e A, atunci cardB = cardC.

In calitate de multime A, mentionati in definitia multimii independente, poate figura insusi
multimea X . Pentru X totdeauna existd multime independentd maximalda B < X . O astfel de

multime se numeste baza a matroidului M =(X;E). In legituri cuaceasta este important

urmatorul rezultat: pentru orice matroid M =(X;E) este adevarata egalitatea: X =& [92].
Vom prezenta in continuare o demonstratie a acestei afirmatii, diferitd de cea din lucrarea
mentionatd, dar mai accesibila pentru aplicatiile practice ulterioare.
Pornind de la o multime B # &, vom construi iterativ o baza a matroidului M = (X;E):
a) consideram un element xe X \B, pentru care se respectd conditia BU{x}eE .
Daca astfel de element nu exista, atunci multimea obtinutd B este bazd a matroidului
M =(X;E);
b) exindem multimea B, incluzand in ea elementul x . Pentru multimea formatd B
repetam punctul a).
Ca rezultat al aplicarii pasilor a) si b), obtinem o multime B # <, care formeazd o baza
pentru M. Intr-adevir, si notim prin B,,B,,..,B, =B sirul de multimi, construite iterativ,

precum s-a indicat mai sus (evident, B=J si B, e E, 0<i<k). Sa presupunem ca in rezultat

am obtinut multimea B, care nu este maximal independentd ( B¢ X ). Atunci exista
B'c X, B'#B, ce respecta conditiile: B'—B; BeE. Alegem in continuare o submultime
B" < B’, incat cardB”" =cardB+1, Bc B" si B" €E. Fie xe B'\B. Conform celor examinate
mai sus (punctul a) si b)), rezulti ca la o iteratie i am avut: B, ; U{x}¢ E. Insi din xeB” si

B, , € B" rezulta B, , U{x} € E. Contradictia obtinuta demonstreaza afirmatia X # J.
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Din teorema demonstrata rezulta ca toate bazele unui matroid au acelasi cardinal.

Fie Ac X o multime de elemente a matroidului M =(X;%) . Cardinalul submultimii

independente maximale a multimii A se numeste rang al acestei multimi §i se noteaza prin

r(A). Astfel, r(A) = § rr/lanf{cardY}.

Numairul r=r(M)=r(X) se numeste rang al matroidului M =(X;E). In lucrarea [107]
sunt enumerate mai multe relatii ce tin de estimarea numerica a rangului unui matroid: Pentru
oricare doua elemente X,y € X si oricare doua multimi A,Be X ale matroidului M =(X; E)
sunt verificate relatiile:

a) 0<r(A)<cardA si r(A)=cardA<= AeE;

b) daca cardA<cardB, atunci r(A)<r(B);

c) r(AUB)+r(ANB)<r(A)+r(B);

d) r(A)<r(AU{G)<r(A)+1;

e) daca r(AU{G) =r(AU{y}) =r(A), atunci r(AU{x,y}) =r(A).

Importanta matroizilor in optimizarea discretd, pe langad cele mentionate anterior, mai este
determinata si de faptul cd pe astfel de structuri putem rezolva in mod eficient un sir de probleme
importante, aplicand algoritmul Greedy, cu ajutorul cdruia gasim solutia optima, dacd modelul
matematic respectiv este un matroid. in cazul cand acesta nu este matroid, determinarea solutiei

examinari speciale. Formulam urmatoarea problema de optimizare discreta:

Fie X ={X,,X,,...,X,} o multime finita de elemente pe care este definita functia ¢: X —R".
Numarul ¢(X) se numeste pondere a elementului X € X . Formam o familie de submultimi din X,
notata prin ‘E . Sa se determine multimea Ae E, pentru care

p(A) = ryeagco(Y),

unde @(Y) reprezinta ponderea multimii Y € E : ((Y) = Z(o(y) .
yeY
Farda a pierde din generalitate, pentru elementele multimii X , vom considera
P(%) =2 (%) =...2 p(X,) .
La solutionarea acestei probleme poate fi folosit un algoritm eficient — algoritmul Greedy.

Considerand initial A=(J, iterativ, la multimea A se adauga cate un element x, din X, pentru
care Au{x;} € E. Evident, complexitatea algoritmului Greedy este liniara — O(n) (fara a lua
in calcul procedura de sortare a elementelor din X 1in raport cu ponderile acestora — O(nlogn),
si verificarea conditiei AU{x;}e E [92], [107]).
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Solutia obtinuta prin aplicarea algoritmului Greedy nu totdeauna poate fi cea optimala.
Aceasta depinde de faptul dacd perechea (X;QE) reprezintd un matroid sau nu. In legiturd cu
problema formulata mai sus, ¢ necesar de mentionat un rezultat, demonstratia caruia se regaseste
integral in lucrarea [92]: daca M =(X;£) este un matroid, atunci pentru orice functie a
ponderilor ¢: X — R"™ algoritmul Greedy determind multimea A€ E de pondere maximad.
Daci M =(X;E) nu este matroid, atunci totdeauna poate fi gdsitd o functie @: X —R",
pentru care multimea gasita prin aplicarea algoritmului Greedy nu este de pondere maxima.

Dualitatea in matematica reprezintd un instrument puternic pentru analizarea si solutionarea

problemelor de optimizare. (Aici ar fi suficient s ne amintim de dualitatea in programarea

liniard.) Deseori, obtinerea solutiei optimale poate fi privitd ca un proces elegant, trecand la

matroizii duali.

Fie M =(X;E) un matroid. Pentru submultimea Ac X a matroidului M = (X;%) vom

nota prin A complementara acesteia, adici A= X \A. Daca B, este familia tuturor bazelor

matroidului M , iar B € B, — una dintre baze, atunci multimea B se va numi cobaza a lui M .
Familia tuturor cobazelor le vom nota prin B_.. Aceasta familie poseda proprietatile [108]:

1. BS* =

2. daca BB, eB_. si B, #B,, atunci B, B, si B, £ B,;

3. daca B;,B, €B_., atunci pentru oricare element b, € B, existza un element b, € B,,
incat (B,\{b,))Utb,}eB.. .

Luand in consideratie cele mentionate mai sus constatam ca, familia cobazelor B . defineste
pe multimea X un matroid, In care cobazele matroidului initial M joaca rolul bazelor. Acest
matroid se numeste matroid dual al matroidului M si se noteazi prin M~ . Evident, dualul
matroidului dual coincide cu matroidul initial, adici (M") =M.

Multimile dependente si cele independente ale matroidului M se numesc multimi
codependente si, respectiv, coindependente in matroidul dual M~. Daca r(M) si r'(M") sunt
rangurile matroizilor M si M ™, atunci r(M)+r (M") =cardX .

Fie A o afirmatie referitoare la matroidul M . Daca in aceastd afirmatie inlocuim fiecare

notiune referitoare la matroid prin conotiunea respectivd, atunci obtinem o afirmatie duala celei

initiale. Prin urmare, este adevarata afirmatia:
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Principiul dualitatii. Daca o afirmatie este adevarata pentru orice matroid, atunci si
afirmatia duala este adevarata pentru orice matroid.

Pornind de la definitia matroidului, in lucrdrile [107], [108] se demonstreazd un sir de
proprietdti importante care usor pot fi extinse in baza principiului dualitdtii. Printre aceste
proprietati mentionam:

a) o submultime de elemente ale unui matroid este dependenta daca si numai daca intersectia

acesteia cu fiecare cobaza nu este vida;

b) o submultime de elemente ale unui matroid este codependenta daca si numai daca

intersectia acesteia cu fiecare baza nu este vida,

) pentru orice multime independenti nevida Y — X a matroidului M = (X;E) exista
cociclu C” incat card(Y NC") =1;

d) pentru orice ciclu C si orice cociclu C™ este adevirati relatia:

card(CNC’) #1;

e) submultimea de elemente Y < X a unui matroid M =(X;E) este ciclu dacd si numai
daca Y este multimea minimald dintre toate submultimile nevide din X ce poseda
proprietatea:

card(Y NC™) =1,
pentru orice cociclu C”.

Daci in calitate de baza unica a matroidului M = (X;E), |X| %D, se alege insdsi multimea
X, atunci obtinem un matroid, numit matroid liber (sau, in unele surse, matroid discret) pe
multimea X . Matroidul dual al acestuia se numeste matroid trivial [107].

Matroizii reprezintd structuri matematice eficiente la studierea diferitelor proprietati ale
grafurilor si hipergrafurilor. Oricarui graf i se poate asocia un matroid. De exemplu, daca G este
un graf conex cu n varfuri si m muchii, atunci construim un matroid M(G)=(X;E), in care
multimea X reprezintd multimea de muchii ale grafului G . Baze ale acestui matroid vor fi toate
submultimile din X , care reprezintd in G un arbore partial. Rangul acestui matroid este
r(M)=n-1si coincide cu rangul grafului G . Corangul matroidului r’'(M)=m-n+1 coincide
cu numarul ciclomatic al grafului G .

Fie B o bazi a matroidului M (G). Cobaza respectivi B se mai numeste coarbore partial.
Aceasta reprezintda multimea de muchii ce trebuie eliminatd din G pentru a obtine un arbore
partial. O submultime de elemente din M (G) este codependentd daca si numai daca eliminarea

muchiilor respective acestei multimi din G mareste numarul de componente conexe ale grafului
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G (a se vedea proprictatea 2 mentionata anterior). Astfel, multimile codependente ale
matroidului M (G) reprezinta o taieturd in graful G (cociclu), ceea ce inseamna ca ciclurile si
tdieturile unui graf sunt notiuni reciproc duale. Matroidul dual M " (G) al matroidului M(G) se
numeste matroid al taieturilor grafului G . Usor se verifica afirmatia: pentru un arbore T,

matroidul M (T) este liber, iar matroidul M"(T) este trivial.

Complexe de simplexe

Vom defini mai intdi notiunea de simplex in spatiul vectorial R". Elementele spatiului le

vom numi puncte. Alegem in R" punctele a,,a,,...,a, , incat vectorii a, —a,, a, —a,,...,a, —a,

si fie liniar independenti. In conformitate cu rezultatele cunoscute in domeniu [108], [305], drept

simplex r -dimensional in R" este consideratd multimea de puncte

S’ :[ao,al,...,ar]Z{x»e R":x=4a, +A4a +..+4a, 4,>200<j<r, Z(;/lj :1}
j=
Vom conveni, multimea vida sa se numeasca simplex cu dimensiunea (-1) [112].
Punctele a,,a,,...,a, se numesc varfuri ale simplexului S" =[a,,a,,...,a,], 1ar 4y, 4,,..., 4,
— coordonate baricentrice ale punctului x e S". Conform celor mentionate mai sus, rezulta ca

un simplex r -dimensional este o mulfime inchisa si convexa din R". Punctul x eS",

r

. . o 1 . .
coordonatele baricentrice ale caruia sunt Ay =4 =... 4, = PR se numeste centru al simplexului
r+

S" . (Conform definitiei simplexului  [112], la schimbarea cu locurile a punctelor
a,,a,,..., ,0obtinem acelasi simplex S".)

In spatiul vectorial R", un simplex r-dimensional poate fi interpretat ca o invelitoare
convexd [111] a r+1 puncte ce nu apartin unui subspatiu cu dimensiunea r—1, ceea ce ar
insemna ca acesta este un poliedru in subspatiul R". Similar poliedrelor, pentru un simplex se

defineste notiunea de fateta: Daca a,,a,,...,a, sunt varfurile unui simplex S', atunci orice
simplex de forma [a, ,a, ,....a, ] pentru care {i,i,,..di, } = 10,1,2,...,r}, se numeste fatetd a lui S

Fatetele O-dimensionale ale unui simplex sunt varfuri ale acestuia.

Tinand cont de aceasta definitie determinam:

r\_p,—~q+l _ (r+1)|
)R o

dimensional S", 0<q<r;

— numarul de fatete cu dimensiunea ¢ a unui simplex r-
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b) F(S ' ): q§0 F,(S") = 2" — numarul tuturor fatetelor simplexului S".

Vom nota prin T o familie de simplexe arbitrare cu dimensiunea r din spatiul R",0<r<n:
T={S; € I,,OSrSn},
unde I, este mulfimea indicilor simplexelor r -dimensionale din 7. O astfel de familie T

determind un complex simplicial, daca se respecta proprietatile:

1) intersectia oricaror doua simplexe din 7T este vida sau reprezintd un simplex din 7;

2) daca S] e T, atunci toate fatetele simplexului S_ sunt elemente ale familiei 7,

Dimensiunea maximad a simplexelor din 7 se numeste dimensiune a complexului si se
noteazd prin dim7 . In calitate de cel mai simplu complex simplicial cu dimensiunea r,
0<r <n, poate servi orice simplex S" impreuna cu toate fetele sale.

Fie a,,a,,...,a, varfurile unui simplex S'. Dacd fixdm o ordine oarecare ale celor r+1
varfuri din S', atunci se spune ca S" este un simplex orientat. Numarul de orientari posibile ale
lui S" este (r +1)! si coincide cu numarul de permutari ale primelor r +1 numere naturale.

Se considerd cd doud simplexe r —dimensionale S; =[a;,a,,...,a,] si S; =[a; ,a;,...,a; ]

sunt orientate la fel daca permutarea

(O 1 2 - r]
P=. . . .
Jo W o K

este para [108], [305]. Daca permutarea este impara, atunci simplexele S; si S, sunt considerate
de orientari diferite. In acest caz scriem S; = &S}, unde &® reprezinti paritatea permutirii P .
Pe multimea tuturor simplexelor r -dimensionale si orientate ale unui complex simplicial K
definim o functie W' cu valori intregi, ce poseda proprietatea:
W(-s")=—w(+s"). (L.5)
Aceasta functie se numeste lant r -dimensional al complexului K [305].

Formal, un lant r -dimensional din K poate fi definit ca o combinatie liniara de tipul

c'=>9, A (1.6)

a

unde A sunt simplexele r-dimensionale ale complexului K, iar coeficientii g, — elementele

unui grup oarecare G . Se considera ca doar un numar finit de coeficienti sunt diferiti de

elementul neutru al grupului mentionat G [108].
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Drept lant 0 -dimensional W° poate fi considerati orice functie cu valori intregi, definitd pe

multimea de varfuri a complexului X, Suma tuturor valorilor functiei P°, calculati in vafurile
lui K, se numeste indice al lantului W° si se noteaza prin | (‘PO)

Fara a depune un efort special, constatim ca familia tuturor lanturilor r -dimensionale ale

unui complex simplicial X formeaza un grup abelian in raport cu operatia de adunare, definind
suma a doua lanfuri ca suma obisnuitd a functiilor respective.

Fie S],S;,...,S; simplexele r-dimensionale orientate ale complexului simplicial K . Lantul
W' ce primeste valoarea zero pentru toate simplexele, cu exceptia unui simplex S;”, pentru care
v (Sir )= 1, se va nota prin insusi simplexul respectiv S . Astfel, orice lant W' poate fi
reprezentat prin combinatia liniara: W' =, S; +@,S; +...+ .S, .

Reprezentarile lanfului r -dimensional in forma (1.5) si (1.6) sunt echivalente.

In capitolul 2 vom vedea ci un complex de relatii multi-are poate fi interpretat si ca un

complex simplicial abstract, la studierea caruia pot fi folosite unele metode de studiu pentru

complexele simpliciale clasice examinate in [108], [305], insa difera de ultimele dupa structura

1.2. Transversale

Transversala este o notiune luata din teoria multimilor care se regaseste, practic, in toate
directiile de cercetare ale matematicii discrete. Se foloseste, de asemenea, in logicd si algebra
liniara.

In cazul unei familii ./~ de multimi, transversala T este o multime noud ce contine cite un
element din fiecare multime a familiei in cauzd. Dacad multimile familiei .~ sunt disjuncte,
atunci fiecare element al transversalei apartine exact unei multimi din . . In caz contrar,
elementele din T nu numaidecat sunt diferite [91], [294].

Transversala unei familii finite ./~ formeaza o baza a asa-numitului matroid transversal, iar

multimile independente ale acestui matroid formeaza o transversala partiala [304].

Definitia transversalei

Fie W o familie arbitrara de elemente, nu neaparat finita, iar .~/ :{A_L,AZ,...,Ap,...} -0

familie de submultimi din W. O submultime B cW se numeste transversala a familiei ./ daca

sunt satisfacute urmatoarele conditii:
a) Bc U A;
Ae
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b) card(A (B)=1, pentru VA €. .
Astfel este interpretata notiunea de transversala in lucrarile [91], [92]
Mentionim ci, transversala B nu este neapirat element al familiei ./ . In cazul cand
multimile familiei .~ sunt disjuncte doud cate doud, atunci fiecarui element al transversalei ii
corespunde exact o multime din . /.

In caz general, multimile A €./~ nu sunt disjuncte. Aceasta ne impune si generalizim

notiunea de transversald [91], inlocuind conditia b) prin urmatoarea:
card(A N B) >1 pentru orice multime A ./ .

Cardinalul transversalei minime a familiei ./~ se noteaza prin z(. /).

In cazul cand familia ./~ si multimile A sunt finite, putem folosi o metodd simpla si
eficientd de determinare a transversalei lui ./, elaboratd de citre X . Mary, care este bazatad pe
utilizarea unor rezultate din algebra booleand [93]. Ba mai mult, prin aceastd metoda se
calculeaza toate transversalele familiei . . Conform metodei, procedam in modul urmator:

1) Fiecarui element din multimea UAi 1 se atribuie o variabild ce poate primi una din
Ae

valorile 0 sau 1;

2) Pentru fiecare multime A, a familiei ./~ construim disjunctia variabilelor ce reprezinta
elementele din A ;

3) Formam conjunctia tuturor disjunctiilor obtinute;

4) Folosind legea distributivda a conjunctiei in raport cu disjunctia, precum si legile de
absorbtie, obtinem forma normald disjunctivdi minimd. Aceastd formd disjunctiva este
unica, iar conjunctiile elementare respective reprezinta transversalele familiei ./ .

Exemplu. Fie pentru multimea W ={1,2,3,45,6} formam familia de submul{imi
7 ={A, A, A, A}, unde:
A =12}, A, ={235},
A, ={1,45}, A ={3456}.

4
Elementelor multimii-reuniune U A= {1,2,3,4,5,6}CW le punem in corespondenta
AeF

variabilele X, X,,X;,X,,Xs, Xs (considerdm ca variabila X; corespunde elementului i din reuniunea
indicata, 1<i1<6.
Dupa aplicarea pasului 2 si 3 al metodei descrise mai sus, obtinem:

(X VX)) & (X VX VX)) & (X VX VX)) & (X VX, VX VX))
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Procedand in conformitate cu cele descrise in punctul 4 obtinem forma normal disjunctiva
minima:
X &X VX &X VX, & Xy VXK & Xy VX & X, & Xy

Prin urmare, pentru familia de multimi .~ ={A, A,, A;, A} exista cinci transversale:

B, = {13},
B, = {15},
B, = {2,4},
B, = {2,5},
B, = {1,2,6}.

In conformitate cu cele din [93], o familia ./ ={A,A,...A},n=>1, se numeste

independenta, daca exista o permutare Ail , Ai2 peees Ain a multimilor din ./, incat:
k-1
A \UA, #0, 1<k<n
j=L

0
(Se considera U Aij = ). Familia vida se considera independenta.
j=1

Daca ./ este o familie independenta, atunci si orice subfamilie din ./ este independenta.
Evident, dacd .~ nu este independent, atunci ea contine cel putin o submultime independenta.
Numarul maxim de multimi din ./~ ce formeaza o subfamilie independenta se numeste rang al
familiei si se noteaza prin p(. /).

Fie .1, /g,...,./; toate subfamiliile minimale, care nu sunt independente, ale familiei . /.
Vom privi .+, 1<i < p, drept multimi, elemente ale carora sunt A, A,,..., A,. Formam familia
= A S} In acest caz existi o legituri intre notiunile de transversald si
independentd, studiata in [87]: Subfamilia ~ 'c v este independenta daca si numai daca
complementara = ' reprezintd o transversald pentru ;.

Din aceasta afirmatie rezulta relatia p(. 7 )=n—7(7).
Transversala in hipergrafuri

Deoarece un hipergraf poate fi privit ca o familie de submultimi ale unei multimi date X,
notiunile definite mai sus sunt aplicabile si in cazul hipergrafurilor.

Astfel, rang p(c¥6) al unui hipergraf finit ¢ = (X ;&) se numeste rangul familiei tuturor

muchiilor, privite drept submultimi de varfuri, incidente muchiilor respective. Cu alte cuvinte:
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p() = p{X(E):Ee&}),
ceea ce inseamna cd din muchiile multimii & putem construi o0 succesiune din p muchii

El,Ez,...,Ep , Incat:

k-1

X(E)\ X (E;)#0.
j=1

Pentru Vk =1,2,..., p. In [87] se mentioneazi ci o astfel de succesiune, cu mai mult decat p

muchii, nu poate fi construitd. Fixdnd cate un varf X, 1In fiecare multime
k-1
X(EJ)VWWX(E;) =, formdm matricea de incidentd A() a hipergrafului, in care primele

=L

p linii corespund varfurilor alese X, X,,..., X, , iar primele p coloane — muchiilor

E.E,.... Ep . Matricea A(C¥6) va avea urmatoarea forma:

1 &, a; .. a, &, - A
0 1 @y o @, 3,4 -
0 0 1 .. a, @a,; - a,
A(S) =
0 0 O 1 a,,q - A,
ap+1,1 ap+1,p ap+1,p+l ap+1,m
Ay Ay Qg e &y, A n e A

Matricea A(C) se numeste matrice p -triunghiulard. Determinarea multimii stabile
maxime a unui hipergraf €”, pentru care este cunoscuti matricea de incidentd A, precum si
calcularea rangului p(c6), se face prin reducerea matricei A la matricea A(C*€) cu ajutorul
unui sir de permutari ale liniilor si coloanelor din A. Problema in cauza isi gaseste mai multe
aplicatii practice, de exemplu, la solutionarea sistemelor mari de ecuatii liniare.

Vorbind despre hipergraful &€ si dualul acestuia &6, putem stabili relatia dintre rangurile
acestora. Pentru rangurile hipergrafului & si ¢ are loc o relatie importanti, demonstrati in
[5], si anume: p(FE) = p(E).

Corectitudinea afirmatii poate fi usor demonstrata prin aplicarea urmatoarelor operatii:

a) construim matricea p - triunghiulara A(C¥€) a hipergrafului &€ ;

1 2

P : I
a primelor p linii;
p p-1 1}

b) in matricea A(¥€) facem permutarea (

C) in matricea obtinutd facem permutarea primelor p coloane;
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d) facem transpunerea matricei obtinute. Aceasta dinurmd va reprezenta matricea p -
triunghiulard a hipergrafului dual 6" .
Conform a)-d), rezultd inegalitatea: p(¥€) > p(c) . Deoarece (FE€")" =, obtinem

P(FE) > p(FE") . Din ultimele dou inegalititi rezultd egalitatea mentionati mai sus.

Matroizi transversali

Pentru a examina notiunea de matroid transversal, vom porni de la un graf bipartit [5]
G =(X;,X,;U), In care X, si X reprezinta cele doud partitii ale multimii de varfuri. Pentru o
submultime arbitrara de varfuri Ac X, definim vecinatatea acestora

I'(A) = U{b € X, :(a,b)eU}. Se cunoaste ca functia f:.~(X,) —»>Nu{0}, unde . ~(X,) este

acA

familia tuturor submultimilor multimii X, , iar f(A)=card(I'(A)) este o functie monotona
semimodulara [109] si f () =0.

In baza teoremei lui Edmonds cu privire la functiile monotone semimodulare, examinate in
lucrarea [108], rezulta ca functia indicati f:.~(X,) —N {0} defineste un matroid M, pe
multimea X, , cu familia tuturor multimilor independente ¢ < .%(Xl) , considerand ca
submultimea Ac X, este independentd daci si numai daca cardY < f(Y), pentru VY c A. In
matroidul construit rangul submultimii Ac X, se calculeaza:

r(A) = rYnCiQ(f (Y)+card(A\Y)).

Notam acest matroid prin T (X;/X,;&). Matroidul, izomorf lui T(X,/ X,;&), se numeste

matroid transversal [109]. Similar cu matroidul Mf(X):T(Xl/XZ;g) definim matroidul

M,(X,)=T(X,/X;;¢) , folosind functia g:P(X,)—>Nuw{}, unde g(B)=17(X,), pentru
VB e P(X,).

Fie P un cuplaj in graful bipartit G =(X,,X,;U) [76]. Notam prin X,(P) si X,(P)
submultimile de varfuri din X, si, respectiv, X,, care sunt extremitati ale cuplajului P. O
submultime de varfuri Ac X, se numeste transversald partiald in X, daca in graful bipartit
G =(X,,X,;U) existi un cuplaj PcU incat A= X,(P). Transversala partiald in graful
bipartit depinde de construirea unei functii speciale: submultimea de varfuri A < X, a unui graf
bipartit G = (Xl, XZ;U) este transversala partiala in X, daca si numai daca exista o aplicatie

injectiva ¢ A— X, incdt (a,p(a)) U , pentru orice element a e A [109].
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Printre rezultatele principale ce tin de existenta transversalelor partiale intr-un graf bipartit,

un loc aparte ii revine teoremei Holl [110], demonstratd in anul 1935, conform careia O

submultime de véarfuri A X, a unui graf bipartit G = (X, X,;U) este transversald partiald in

Xy

1)

2)

3)

4)

5)

1.3.

daca §i numai daca pentru orice Y € A se respecta inegalitatea: cardY < card(I'(Y)).
Din aceasta afirmatie rezulta un sir de proprietati importante ale matroizilor transversali:

familia transversalelor partiale in X, coincide cu familia multimilor independente ale
matroidului T(X,/X,;¢&), precum si ale matroidului T(X,/ X,;¢);

rangurile matroizilor T(X,/X,;¢) st T(X,/X,;&) coincid si sunt egale cu cardinalul
cuplajului maxim din graful bipartit G =(X,, X,;U);

toate transferurile maximale in X, siin X, au acelasi cardinal. In acelasi timp, mentionim
ca cuplajurile maximale ale unui graf bipartit nu posedda in mod obligatoriu o astfel de
proprietate;

intr-un graf bipartit G =(X,,X,;U) existd transversald partiali in X, de cardinalul
k,0<k <cardX, daca si numai dacd pentru orice Bc< X, are loc inegalitatea:
cardB +t —cardX, < card(I'(B));

pentru graful bipartit G = (X,, X,;U) exista transversala in X, daca si numai daca pentru
orice submultime B < X, are loc inegalitatea cardB <card(I'(B)) . (Mentiondm ca
transversala partialdi A in X, se numeste transversald in X, a grafului G =(X,,X,;U)

daca cardA=cardX, [110]).

Metode de studiu ale topologiei algebrice

Topologia algebrica (TA) reprezintd o ramurd a matematicii ce se ocupa de studierea

spatiilor topologice, prin intermediul obiectelor clasice si a metodelor caracteristice algebrei

abstracte [219], [221], ceea ce asigurd o interconexiune stransa intre matematica continua si cea

discreta. Ea ofera posibilitatea de a folosi modele, reprezentate prin structuri matematice usor

perceptibile, pentru examinarea proprietatilor topologice ale spatiilor continui. Obiectul de studiu

al TA 1l constituie structurile algebrice si proprietatile lor, iar scopul principal se reduce la

determinarea invariantilor algebrici, folositi pentru clasificarea spatiilor topologice, cu o

exactitate de omeomorfism. In aceasta directie au fost efectuate cercetiri impunitoare, care se

regasesc in monografii recent aparute [220], [222]. Rezultate majore ce tin de fundamentarea

teoreticd a TA au fost determinate de introducerea unor structuri algebrice, care au condus la

dezvoltarea directiilor importante de cercetare, ce se manifesta prin:
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e Construirea grupurilor de omotopie, care se folosesc, in mod special, pentru clasificarea
spatiilor topologice. Intuitiv, grupurile de omotopie ofera informatie cu privire la forma de
baza, sau gaurile spatiului respectiv. Cel mai simplu grup de omotopie ar fi grupul
fundamental, care oferd informatie referitoare la buclele spatiului topologic.

e Construirea omologiilor, care reprezintd o procedura generald de asociere a unui sir de
grupuri abeliene, numite invarianti algebrici, cu un obiect matematic, prin intermediul
caruia se face studiul spatiului topologic.

e Construirea coomologiilor, care reprezintd un studiu abstract al colanturilor, cociclurilor si
cofrontierelor. Construirea coomologiilor poate fi considerata drept o procedura duala celei
de construire a omologiilor, si reprezintd o metoda de atribuire unui spatiu topologic a
invariantilor algebrici de o structurd mai find decat invariantii obtinuti prin construirea
omologiilor.

e Construirea varietatilor. Varietatea reprezinta un spatiu topologic comod pentru examinare,
din anumite considerente, care poseda proprietatea: pentru orice punct exista o vecinatate,
omeomorfa cu spatiul euclidian n-dimensional.

e Construirea complexelor. In topologia algebrici, complexele reprezinta spatii topologice cu
o structura specificd. Din acest punct de vedere, un rol primordial 1i revine complexului
simplicial [219], pe care nu-1 vom confunda cu complexul simplicial abstract, examinat in
continuare (a se vedea capitolul 2).

Rezultatele cercetdrilor ce tin de studierea structurilor mentionate au fost expuse intr-un sir
de lucrari stiintifice importante, iar printre cele apdrute n ultimii ani pot fi mentionate lucrarile
[222], [223], [224], [307]. Initial, TA era conoscutd sub denumirea de topologie combinatorie,
ceea ce inseamnd ci cercetirile se efectuau in baza unui spatiu X de o structuri mai simpla. in
perioada anilor 1920-1940, s-a pus mai mult accentul pe examinarea spatiilor topologice prin
cautarea unei corespondente dintre acestea si grupurile algebrice. Aceasta situatie si a determinat
intr-un final denumirea actuald de topologie algebrica. Totusi, denumirea de topologie
combinatorie se mai Intrebuinteaza uneori pentru a accentua caracterul algoritmic in cercetare,
bazat pe ideea de descompunere a spatiului.

Prin aspectul algebric al cercetdrilor din domeniul TA se stabileste o corespondentd dintre
spatii si grupuri, respectand relatia de omeomorfism al spatiilor. Situatia respectivd permite
formularea rezultatelor cu privire la proprietatile spatiilor topologice in termenii grupurilor, ceea
ce faciliteaza tehnica demonstratiilor. In aceastd ordine de idei, se evidentiaza doua cii posibile

de dezvoltare a TA: folosirea teoriei omotopiei sau construirea grupurilor de omologii si
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coomologii. Grupurile de omologii si coomologii sunt grupuri abeliene si, precum s-a adeverit,
reprezintd un instrument eficient de cercetare. Astfel grupuri vor fi construite si pentru
complexul de relatii multi-are in capitolul 2.

In prezenta lucrare sunt descrise rezultatele fundamentale ce tin de dezvoltarea teoretica a
topologiei algebrice a relatiilor multi-are, pornind de la definirea si studierea unei structuri
discrete noi, numitd complex de relatii multi-are. Instrumentul de lucru folosit sunt grupurile de
omologii si coomologii, atat in cazul complexului de relatii, cat si in cazul derivatelor acestuia.

Rezultatele teoretice obtinute au fost impulsionate, in mare masura, de Incercarile a mai
multor matematicieni din anturajul scolii domnului Academician Petru Soltan de a solutiona un
sir de probleme importante din punct de vedere practic sau de a generaliza unele metode
elaborate de ei pentru probleme in spatii cu dimensiuni mici. Studierea acestor probleme
porneste de la mijlocul anilor *60 ai secolului trecut, iar obtinerea unor rezultate fundamentale in
ce priveste generalizarea metodelor de solutionare a acestora era ingreunatd de metodologia de
cercetare, folosita 1n perioada respectiva.

Cercetdrile ulterioare au condus la dobandirea unor generalizari noi in topologia algebrica
abstracta, care completeaza substantial domeniul grafurilor, hipergrafurilor, complexelor
simpliciale etc. Primele rezultate 1n aceastd directie au fost Inregistrate la inceputul anilor 2000 si
au fost descrise in lucrarile [18], [58], [142], [144]-[146], care si-au gasit ulterior continuitate in
diverse generalizari si aplicatii [17], [19], [20], [129], [154], [158], [159], [181].

Rezultatele principale din teza au fost publicate in monografia ,,Topologia algebrica a
relatiilor multi-are” [295] care este o lucrare integra ce tine de fundamentarea teoretica a directii
de cercetare, determinatd de complexul de relatii multi-are. Pornind de la construirea grupurilor
de omologii directe si coomologii peste grupul aditiv al numerelor intregi Z, se studiaza
proprietatile topologice ale complexului, se generalizeazd un sir de teoreme formulate si
demonstrate Tn cazul unor structuri discrete clasice, cum ar fi grafurile, hipergrafurile, matroizii
etc. E de mentionat faptul ca aceste cercetari au condus la obtinerea unor rezultate neasteptate, cu
perspective promitatoare in elaborarea metodelor originale de solutionare a problemelor practice.
Astfel, a devenit posibila rezolvarea unor probleme mai vechi, printre care, iIn mod special,
putem mentiona problema calcularii medianei unui complex abstract de cuburi abstracte.

Din cele descrise in capitolul I rezultd ca la baza structurilor matematice discrete se afld o
teorie bine fundamentata, orientatd spre utilizarea unor metode avansate de cercetare. Aceasta
creaza premizele folosirii structurilor respective in calitate de modele pentru solutionarea
diverselor probleme cu caracter teoretico-aplicativ. Luand in consideratie elaborarile teoretice

din domeniul teoriei grafurilor, a hipergrafurilor, a matroizilor, complexelor simpliceale, precum
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si metodele accesibile de solutionare a problemelor aplicative, prin intermediul tezei de doctor
habilitat se propune examinarea urmatoarei probleme stiintifice:

Elaborarea unei structuri matematice determinate de o familie de relatii multi-are si
folosite la modelarea proceselor cu actiune discreta, care a condus la obtinerea metodelor
eficiente pentru utilizarea ulterioarid a acestora la solutionarea problemei de calculare a
medianei ponderate, fira a folosi metrica spatiului, a problemei de comportament a
jucatorilor intr-un joc combinatorial etc.

In legatura cu problema formulati se urmireste scopul elaboririi unei structuri matematice
discrete care ar servi drept model eficient pentru solutionarea problemelor de localizare, precum
si ale altor probleme importante din punct de vedere teoretico-aplicativ, care se incadreaza in
sistemul de studiu propus. In conformitate cu scopul enuntat au fost stabilite obiectivele
cercetarii:

- elaborarea unui model matematic discret nou, bazat pe notiunea de relatie multi-ara, ca
submulgime a produsului cartezian a unei multimi de elemente arbitrare;

- examinarea topologiei relatiilor multi-are, prin construirea grupurilor de omologii si
coomologii a complexului de relatii multi-are;

- examinarea complexului de cuburi abstracte, in calitate de caz special al complexului de
relatii multi-are, si a varietatilor abstracte respective;

- elaborarea algoritmului eficient pentru solutionarea problemei medianei pe complexul de
cuburi abstracte;

- generalizarea functiei Grundy si solutionarea unor jocuri combinatoriale pe complexe de

relatii multi-are.

1.4. Concluzii la capitolul 1

In capitolul 1 a fost realizati o analizi succint a situatiei actuale in domeniul dezvoltarii
structurilor matematice discrete si folosirii acestora pentru solutionarea problemelor de ordin
teoretico-aplicativ. A fost formulatad problema stiintifica care se propune a fi examinata in teza.
Reiesind din problema formulata, au fost determinate scopul si obiectivele de cercetare.

In acest capitol sunt descrise rezultatele principale cu referire la structurile discrete clasice,
reprezentate prin grafuri, hipergrafuri, matroizi, complexe simpliceale, sunt examineaza metode
de solutionare a problemelor, caracteristice domeniilor in cauza. Este mentionat aportul a mai
multor matematicieni la dezvoltarea cercetarilor legate de studierea structurilor matematice
discrete. In mod special se mentioneaza rolul in dezvoltarea teoriilor respective pe care 1-au avut

Leonard Euler, William Hamilton, James Joseph Sylvester, Arthur Cayley, Claude Berge,
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George David Birkhoff. In baza analizei situatiei in domeniul dezvoltarii teoretico-aplicative a

structurilor matermatice discrete putem face urmatoarele concluzii:

1.

In domeniul structurilor matematice discrete a fost elaboratid o puternici baza teoretica,
necesara pentru continuarea cercetarilor, in legatura cu necesitatea solutionarii
peoblemelor teoretico-aplicative;

Structurile discrete examinate pot fi privite ca familii de relatii cu proprietati speciale,
definite pe elementele unei multimi. Aceasta situatie creaza premizele elaborarii unei
structuri matematice discrete noi, care ar insuma In sine proprietdfile structurilor
Pentru structurile matematice reprezentate sub forma de grafuri sau hipergrafuri se
cunoaste aspectul aplicativ al teoriei, care se reduce la un set mare de algoritmi de
solutionare a problemelor practice, bazati pe metode eficiente. Totodata, utilizarea acestor
structuri, in unele cazuri, devine dificila datorita complexitatii problemelor examinate (e
vorba de problemele NP-complete);

La solutionarea unor probleme pe structurile discrete examinate pot fi folosite metode ale
metode eficiente in cazul problemelor importante, chair daca acestea sunt din categoria
problemelor dificile;

Apare necesitatea elaborarii si studierii unor noi concepte de structuri discrete, capabile
sa rezolve in mod eficient probleme aplicative ce tin de amplasarea unor centre de
deservire, transmitere si receptionare a unor volume mari de informatie, studierea

comportarii jucdtorilor in jocuri antagoniste etc.
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2. RELATII MULTI-ARE SI GRUPURI DE OMOLOGII
ABSTRACTE

Topologia relatiilor multi-are, desigur, t{ine de cea algebrica [32], [56], [61], [62], insa
reprezintd o ramurd a acesteia care este mai accesibila decat examindrile moderne inalt
abstractizate si pur teoretice. Rezultatele expuse in continuare reprezintd rodul investigatiile
efectuate pe parcursul a circa zece ani, cautand nu numai aspecte de ordin practic, dar si aplicatii
nontriviale, si doar obtinandu-le s-a reusit fundamentarea teoretica a directiei de cercetare, legata
de studierea unei structuri matematice discrete noi. Inceputul a pornit de la complexul de relatii
multi-are, pentru care cortegiul de elemente al unei astfel de relatii nu permitea repetarea
elementelor [18], [58]. Acel complex este un complex celular abstract, insd cel studiat in
continuare este mai operabil.

Definirea relatiilor multi-are pe produsul cartezian al unei multimi de elemente X permite
generalizarea unor rezultate anterioare [58] si este mai fireascd din punct de vedere teoretico-
aplicativ. Notiunea de complex generalizat de relatii multi-are asupra unei multimi arbitrare de
elemente a fost pentru prima datd prezentatd in lucrarea [17], construind ulterior grupurile de
omologii peste grupul numerelor intregi.

Acest complex generalizeazd mai multe notiuni clasice, printre care si notiunea de graf
orientat si finit, definit cu ajutorul relatiilor binare [5], insa lipsit de bucle, chestiune care,
precum demonstreazd aplicatiile, nicidecum nu poate fi neglijatd [302]. Complexul definit in
lucrarea [58] este 0 structura discreta, finita si fara bucle care necesitd examinari suplimentare la
studierea si solutionarea unor probleme atat teoretice, cat si practice. Respectiva structura
matematica poseda un sir de proprietati ce tin de obiectul de studiu al geometriei combinatorice
discrete [37]. Din aceste considerente ar fi firesc, pe de o parte, de studiat impactul topologiei
relatiillor multi-are asupra acelor obiecte de cercetare, unde situatia mentionatd poate fi
interpretata, bundoara, cu ajutorul urmatoarelor familii de obiecte: a) sistemul Q de
quasigrupuri cu n operatii algebrice; b) sistemul Q de n grupuri cu n elemente independente
si cu o singurd operatie algebrica [64], c) sistemul de mul{imi nuantate [47], etc. Mai exact, ar fi
curios de studiat ce ar prezenta o varietate abstractd, multidimensionald, orientabild si fara
borduri [15] determinatd de obiectele mentionate. Pe de alta parte, prin intermediul relatiilor
multi-are ar putea fi modelate si studiate multiple procese dintr-un sir de domenii aplicative. De
exemplu, formula apei, H,O, poate fi interpretata ca un element dintr-o relatie ternara
{(H,H,0)} care nu se incadreazd in complexul obisnuit de relatii multi-are: in tripletul
{(H,H,0)} se repeta elementul H (a se vedea [58]). Toate cele spuse mai sus conduc la
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necesitatea extinderii notiunii de complex de relatii multi-are, examinat initial in lucrarile [18],
[58], [145], prin introducerea notiunii de complex de relatii multi-are mai general. In acest caz,
orice formula din chimie poate fi interpretatd ca un complex generalizat de relatii multi-are [25].
Sunt si alte chestiuni la care se referda acest complex. Anticipand expunerea examinarilor,
repetam ca acest obiect In forma lui abstractd conduce la aplicari nontriviale in procesul de
transmitere $i receptare a informatiei [19], [153], in formarea unei baze de date finite oricat de
mare [23], [156], in criptografie [152], [167], [181] si la indicarea unei clase de grafuri,

elementele careia pot fi scufundate in scheletul 1-dimensional al cubului multidimensional din

Ry (spatiul vectorial n -dimensional cu norma [x| = [x,| + |x,| +...+|x,

), pe cand aceasta din

urma chestiune permite a prezenta un algoritm de calculare a medianei (punctul lui Toricelli)

grafurilor marcate i ponderate, fara a utiliza metrica spatiului respectiv [59], [60].

2.1. Complexul de relatii multi-are

Fie date o multime finitd de elemente X ={X,,X,, ..., X, }, care este o submultime dintr-0
multime M , cardM <oo, unde M nu este clasa, si sirul X = XL X2, . X" n>1, de
produse carteziene [40], [42,] a multimii X . Orice submulfime nevidd R™ <« X™, 1<m<n+1 se

numeste relatie m-ard a elementelor din X (multimea R' < X' reprezintd o submultime de

elemente din X ) [239]. Luand in consideratie cele spuse, o relatic m-arda R™este o familie de

succesiuni ordonate, numite cortegii, formate din a cate m elemente din X . Cortegiul
(X s Xi, s vy Xi ) € R™ poate sd contind si repetiri ale unor elemente din X. Pentru un astfel de
cortegiu, orice subcortegiu (X;, X; , ..., X; ), 1<I<m, ce péstreazd ordinea elementelor din

(%, X

12

_. X; ) se numeste subcortegiu ereditar.

Definitia 2.1.1. Familia finitd de relatii {R*,R?,...,R™}, care satisface conditiile:
. R'=X'=X,
. R"™ =@,

. orice subsir ereditar (X;,X; ,..,X;), 1<I<m<n+1, din (X, X , ..., X )eR"
1 2 I 1 2 m

apartine relatiei | -are R',
se numeste complex generalizat (G-complex) de relatii multi-are i se noteaza:.

mh#—l — (Rl, RZ,..., Rn+1) .
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Din definitia 2.1.1 rezultd ca multimea R™ a complexului generalizat de relatii 8" nu este
vida pentru orice 1<m<n+1. Elementele relatiei R', vom obisnui si le mai numim varfuri, iar pe
cele ale relatiei R*> — muchii.

Studierea complexului generalizat de relatii multi-are prezinta interes prin faptul ca acesta
acopera un sir de notiuni clasice, precum ar fi grafurile [5], [12], [302] hipergrafurile [5], [6],
[71], matroizii [9], [10], [66], complexele simpliceale [115], [305] etc., chiar daca acesta poate fi
interpretat ca un caz particular al complexului celular [32] abstract (CW). Aceste structuri
matematice servesc drept modele eficiente pentru solutionarea unui sir de probleme teoretice si
aplicative [28], [29], [43], [46], [50], [53]. Se cere de mentionat ci acest obiect R"" are
prioritate fatd de cele mentionate. Astfel, fatd de complexul celular (CW), acesta este format din
caramizi elementare, poate cu deformari nonizomorfe, precum sunt quasimplexele abstracte (asa-
numitele bucle finit dimensionale; a se vedea mai jos). Sa consideram complexul generalizat de
relatii R* = (R'; R?). Este evident ci un astfel de complex reprezinti un graf orientat [11],
[12], [302] (a se vedea definitia 2.1.1). Aceasta situatic permite sd consideram complexul
generalizat de relatii """ drept un hipergraf orientat si ereditar (conform Iui C.Berge [6]),
notiune Intalnita mai rar in literatura de specialitate §i care reprezinta o structurd distincta de
notiunea cunoscuta de hipergraf [5], [6], [45], [71]. Vom descrie in continuare o procedura care
permite sa obtinem notiunea de hipergraf in forma de complex generalizat si asa-zisele cicluri ale
hipergrafului intr-o forma mai fireascd, decat cea cunoscuta, pornind de la notiunea de hipergraf

orientat [65], transformat intr-un complex de simplexe abstracte.

Definitia 2.1.2. Dacd avem doud G-complexe de relatii multi-are R = (R}, R?, ..., R™)
si R =(RYR? ..,R™), 1<m<n, incit au loc relatiile Rl' cR', pentru orice |,
1<I<m+1 , atunci R se numeste G-subcomplex al Ilui R"™. /n cazul cand
R =(R! =R', RZ=R?,..,R™ =R™"), atunci subcomplexul k""" se numeste schelet al lui
R si se noteazd prin sk(m+1)R".

Observiam ci, scheletul 2 -dimensional sk(2)R"*" al oricirui G -complex de relatii multi-are
R™ n>1, este un graf orientat [6]. Acest complex poate fi reprezentat prin perechea
R? = (X; R?), determinati de multimea de varfuri X si relatia binard R?, care poate contine si
elemente de tipul (x, x), numite bucle [5], [45], [302,]chestiune cu care, in relatii de ordin mai

mare decat doi, ne vom confrunta ulterior. Acestea joacd un rol important la clasificarea

varietdtilor, examinate n paragraful 4.1 al tezei.
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Fie in complexul ®R™ = (R',R?,...,R™) sunt fixate doud elemente distincte x,X; € R'.
Definitia 2.1.3. Sirul ordonat r,r,",...,r," al elementelor distincte din R™, 2<m<n+1,ce
poseda proprietatile:
1) xen”, x;er
2) "M, eR™, 1<k <s-1,
se numeste lanf liniar cu dimensiunea M ce leaga elementele x;,X; eR', fiind notat prin
1™ (%;,X;). Complexul de relatii multi-are R"™ se numeste M -conex dacd pentru oricare doud
elemente x;,x; € R, existd lant liniar m-dimensional 1™ (%, %;) -
In cazul m=1, complexul R™* se va numi complex slab conex sau simplu — complex

conex. In cazul m=n+1, complexul R™* se va numi complex conex forte.

Teorema 2.1.1. Daca R™ este un complex m -conex, atunci acesta este si K -COnex,
2<k<m<n+1.

Demonstratie. Pentru a demonstra afirmatia, ¢ suficient de aratat ca, daca in complexul

R™* pentru elementele distincte x,,x eR" existd lant m -dimensional I™(x,, %), atunci putem
construi si un lant (m—1) -dimensional 1™*(x,x,). Fie I"(x,, %) = (1", r,",...r,") un astfel de

lant ce respecta conditiile:

m m m-1
i =r
m _ ,m-1
hNha =6

q

pentru 1<i<s (elementele I’ilm"l si r™ exista conform definitiei 2.1.3). In baza definitiei

Iq

complexului generalizat de relatii multi-are (a se vedea definitia 2.1.1), in R" exista sirul de

-1 m

elemente rilm‘l,riln ..., ™ ce apartin lui ", cu proprietatea ™! mrif“l‘l eR™% 1<j<q.
q J J+

In cazul i =1, exista sirul A rlqr“*l cu propriettile:

m-1

a) X, en
m m_ ,.m-1_ _.m-1
by " =r"" =",

iar in cazul i =S, existd sirul 1", 1"

- I’Sr: ! cu proprietatile:

m m m-1 m-1
a) i Mg =L = r-(s—l)q J

b) x e
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Astfel, construim sirul

m-1 .m-1 m-1_ .m-1 ,.m-1 m-1 m-1 m-1

e =, =
care este lan{ cu dimensiunea (m—1), ce leaga elementele x,,x €R*. Deci R™* este m -conex.
Definitia 2.1.4. G-complexul de relatii multi-are R"™" =(R*, R?,..,R"™) se numeste

conex, daca pentru oricare doua elemente X;, X i € R, existd sirul X, = Xy s Xi, o o0 X, =X de

A

elemente din R*,incdt cel putin una dintre perechile (X X, ) si (X, X ) apartine relatiei R?
pentru orice valoare a lui r=12,..,s—1. Sirul de perechi (X, X, ), (X, X )y (X s X ) S€
numeste lant liniar cu dimensiunea unu, ce leaga elementele X; si X;, iar insisi X, X; se
NUMesc extremitdti ale acestui lany.

Notam lantul 1-dimensional, ce leagd elementele X; si X; prin L' (x;, X L In viitor, vom
recurge si la reprezentarea algebrica a acestuia.

Definitia 2.1.5. Daca sunt date doua G-complexe de relatii  multi-are
R =(R!, R2, ..., R™™) si R™" =(RL, RZ, ..., RE™), n, <n,, atunci

SRnJrl — SRI’]J_+1 Ug:{n2+l — (Ri. U R;. . er‘ll+1 U R2r12+1 R2nl+2 . R2r12+1)
se numeste reuniune, iar
m+1 n+l ny+1 1 1 n+l ny,+1
R™ =R" R =(R.NR,, ..., R* NR*™)

se numeste intersectie a acestor G-complexe.

Conform [40], [41], lesne se verifica ca atat reuniunea, cit si intersectia a doua G-complexe

de relatii multi-are sunt, de asemenea, G-complexe de relatii multi-are.

Dacid in cazul unui G-complex de relatii multi-are R™" =(R!,R/,..., R"™) are loc
egalitatea R! =@ si, prin urmare, R} =...=R"" =@, atunci R™" se numeste complex vid.
Doua G-complexe de relatii multi-are, intersectia carora este vida, se numesc disjuncte.

Teorema 2.1.2. G-complexul de relatii multi-are R"™" este conex dacd si numai dacd nu

contine doud G-subcomplexe nonvide de relatii multi-are V™™ si R"" care sunt disjuncte si

satisfac egalitatea:
ERrH—l — SRnﬁl umnzﬂ
Demonstratie. Necesitatea. Fie R"" =(R!,R’,..,R*") un G-complex conex de relatii

multi-are si un element artibrar X € R} = X. Vom nota prin R}, multimea tuturor elementelor X’

din X pentru care existi cel putin un lant L*(x, X') ce leagi fiecare dintre elementele indicate x’
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cu xeR/=X. Constatim cd daci un eclement, de exemplu X, al sirului ordonat

(X + %;

Iy

oo X e Xim) eR™,1<m<n+1 este din multimea R}, atunci si orice alt element al
acestui sir este din R;. In asa mod formam G-subcomplexul de relatii multi-are

R =(R},RZ,..., R™™) 1incat orice succesiune de elemente (Xi'l,xi'z,...,xi' ) din R™ ,
my

1<m, <n, +1, contine un element X' pentru care existd lanful cu dimensiunea unu L'(x, X') ce
leaga elementele X si X'.
Construim al doilea G-subcomplex de relatii R™™ = (R}, RZ, ..., R}?™) din R"™™, pentru care
Ry =R™\R™,m, =1 2,..., n, +1. Sunt evidente egalitatile:
Ry =@, R =0, ..., Ry =,
deoarece, in caz contrar, obtinem contradictie cu conexitatea complexului R"™. Prin urmare
R" " este vid.

Intrucat elementul x € X a fost ales in mod arbitrar, rezultd cd in R™ nu existd doua
G-subcomplexe nonvide si disjuncte, precum este indicat in teorema.

Suficienta. Fie R™" nu contine doud G-subcomplexe de relatii multi-are nonvide si disjuncte
R™ gi M care satisfac conditia din teorema si, totusi, R" nu este conex. In mod similar
celor descrise in prima parte a demonstratiei teoremei, construim G-subcomplexele nonvide si
disjuncte R™™ si R™" | incat K™ =R UR™™. Aceasta din urmi contrazice conditia
teoremei.

Remarca 2.1.1. Sd fixam acum un element arbitrar X € X . Vom nota prin X submultimea

tuturor elementelor x’' € X, inclusiv X, pentru care exista cel putin un lant L*(X, X") in R™™.

Pentru X construim sirul de produse carteziene: X'=X,X? ., X™ .., unde
X™ = X™. X, m>1, si formam multimile:
R"=X"NR", m=12,.,n+1l
Fie n, <n valoarea maximi a indicelui, pentru care este satisficuti relatia R™" = @.
Usor ne putem convinge ci multimile de relatii R*, R?, ..., R™" satisfac conditiile I-11I din

definitia 2.1.1 si, prin urmare, aceasta familie reprezintd un complex generalizat de relatii multi-

are.

Definitia 2.1.6. G-complexul de relatii multi-are R®" =(R', R?,..,R™™) se numeste

componenti conexdi a complexului R"*.
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De fapt, orice element X € R determind in R"™ aceeasi componenti conexi. Prin urmare,

indicele X din notatia R poate fi omis si atunci componeta conexd o vom nota simplu prin
V™™, Evident, R <R, adica R™" este un G -subcomplex al lui R".
Teorema 2.1.3. Daca {R™*, R"™™, ..., R} reprezinta familia tuturor componentelor

conexe gi distincte doud cdte doud ale G-complexului R™, atunci se verificd relatiile:
R =RY™ URY™ U, UR™ (2.1)
unde R*™ AR"™ =& pentruorice i #; i, j=1, 2, ..., q.
Demonstratie. Tinand cont de modul de construire a componentei conexe, ce confine un

element dat X € X , rezulta ca are loc includerea:
R R ORTULLURM
Totodata, deoarece componentele conexe sunt, la rAndul lor, niste G -subcomplexe de
relatii multi-are ale lui R"*", obtinem:

n,+1

R OURYTULLURYT R

Din aceste doua relatii rezultd egalitatea (2.1).
- - . e - 41 . n;+1 . N A
Sa presupunem acum cd existd doud componente conexe R"“si R, i £ j, Incat este
- - . n;+1 nj+l
adevarata relatia R" " NR' =D .
In acest caz, constatim ci pentru orice element X € R! si orice element y e R} in }"™

n;+1

exista un lant L*(x,y). Prin urmare, R"* <R"™ | si invers. Deci R""™=R"". Obtinem

.o e . n . o -+l n;+1
contradictie cu conditiile teoremei. Aceasta inseamni ci presupunerea R AR £ este
falsa.

Definitia 2.1.7. Complexul generalizat de relatii multi-are  R"™ = (R*,R?,..., R™) se
numeste local complet daca pentru orice I<m<n+1 si orice cortegiu (X ,X; ,.... X )€ R™,

relagia R™ confine si toate cortegiile ce corespund celor m! permutdari ale elementelor

Xi o Xi, s oo Xi -

Drept exemplu de complex generalizat (G-complex) de relatii multi-are local complet

serveste orice graf orientat si simetric [4], [45]. Un astfel de graf, privit ca G -complex de relatii,

il vom nota prin R* =(R", R%),unde R”este o relatie binari si simetrica definitd pe multimea de

elemente din R'. (Grafurile orientate de tipul R*=(R', R*) au fost examinate de citre

matematicianul francez C. Berj in lucrarile [5], [302].) De asemenea, un G -complex de relatii
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multi-are local complet poate fi considerat G -complex construit pe familia produselor carteziene
a multimii X, adica:
R = (X =X X3, XM,

Urmarind scopul declarat in titlul lucrarii, prin analogie cu cele cunoscute din literatura
clasicd in domeniul topologiei combinatorice si algebrei topologice [1], [8], [27], [39], [51], [52],
[56], [63], [70], [300], [301], [303], [305] vom folosi in continuare si alte notatii si notiuni
echivalente celor mentionate in cazul complexului de relatii multi-are si proprietatile acestuia,

care prezinta interes sub aspect aplicativ.

2.2. Arbori

Notiunea de arbore, cunoscuta in teoria grafurilor ca graf conex ce nu contine cicluri, nu
poate fi extinsa si asupra complexului de relatii multi-are din cauza structurii acestuia. In acest
paragraf vom generaliza notiunea de arbore pornind de la urmatoarea caracteristica: un graf
neorientat este arbore dacad si numai daca orice subgraf al sau contine cel putin un varf de grad

unu.
Un complex generalizat n-dimensional de relatii multi-are R"* ={R*,R?,...,R""} poate fi

privit ca o familie de cortegii cu lungimea |, 1<1<n+1, cu proprietatile caracteristice unui
complex, mentionate in definitia 2.1.1. Definim, in mod traditional, pe familia de cortegii, percepute

totodatd si ca multimi de elemente, operatiile de reuniune, intersectie, incluziune si diferenta, notate,
respectiv, prin U, N, < si \. Astfel, pentru cortegiile ¢, = (X, X5, X9, X3,%;) , C, =(Xg, X5, X3, X7),
C; =(X,, X5, X3), privite ca elemente ale complexului de relatii multi-re, in rezultatul aplicarii
operatiilor mentionate obtinem:
C, VG, :(Xl’x57 Xy, Xs’X41X7)’
C, MG, :(Xsi X5, Xg)a
c,c¢c, c\c,=0.
Vom spune ci un cortegiu ¢’ € R"" este maximal, dacd in "™ nu existi un alt cortegiu c”
incat ¢’ c”.
Definitia 2.2.1. Cortegiul ¢ € R"", ce posedd proprietdtile:
1) ¢ este cortegiu maximal in R™;
2) in C exista un subcortegiu c°, incdt pentru orice cortegiu maximal ¢ din R™" are loc

relatia cnEcc’;
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3)in R™ exista cortegiu maximal €, T # ¢, cu proprietatea € N¢=c’,
se numeste cortegiu suspendat al complexului R™". Cortegiul T se numeste cortegiu suport
pentru € si se noteaza prin C(€) .
Din definitie rezulta ca un cortegiu suspendat ¢ contine cel putin doud elemente din X .

Elementul x € X , care apartine doar unui cortegiu maximal al complexului R"", se numeste

varf suspendat.
Consecinta 2.2.1. Orice cortegiu suspendat din R™** contine cel putin un vérf suspendat.

Un cortegiu suspendat ¢ € R"™" poate avea mai multe suporturi, chestiune ce rezulti din
faptul ca cortegiul respectiv contine cel putin doud elemente. El va avea doar un singur suport

daca e format exact din doua elemente. Notam prin S(C) multimea tuturor suporturilor
cortegiului c¢.

Teorema 2.2.1. Daca Ceste un cortegiu suspendat din R™, atunci in ¢ existd un element
din X ce nu apartine altor cortegii maximale din complexul R"*.

Demonstratie. Fie ¢=(x ,X ,% ), 1<m<n, un cortegiu suspendat din R si orice
element Xi, din ¢, 0< j <m, mai apartine inca cel putin unui cortegiu maximal ¢ # €.

Conform conditiei 2 din definitia 2.2.1, are loc relatia X;, € ¢’ si pentru orice cortegiu suport
c(€) € S(€) avem: X; € C(€) ¢ = c®. Aceasta din urmi conduce la contradictie cu faptul ci
¢=(X,,%,,X_) estecortegiu maximal in R"™" (a se vedea conditia 1 din definitia 2.2.1).

Definitia 2.2.2. Complexul de relatii multi-are R"" ={R*,R?,...,R""} se numeste arbore
daca orice subcomplex al sau contine cel putin un cortegiu suspendat.

Teorema 2.2.2. Dacd complexul de relatii R"™ ={R",R?,...,R""} este arbore cu cel putin

o .. . .. . 1 . . o ..
doua cortegii maximale distincte, atunci R"" contine cel putin doud cortegii suspendate.

Demonstratie. Notim prin ¢ familia tuturor cortegiilor maximale din R"* si definim pe
aceasta familie functia ¢: ¢ x¢ — N, unde go(ci,cj) este egal cu numdrul minim de elemente
din £ ce formeaza sirul ¢; =¢, ,C,,..G, .G =C; Cu proprietatea ¢, N¢,  #J, V1<t<q-1.

Usor se verifica ca functia ¢ poseda proprietatile metricii:

a) ¢(C;,C;)=0,i= j, 1<i,j<card{ si o(X,X;) =0 daca si numai daca ¢; =c;;
b) ¢(c;,c;) = @(c;,C;), pentru oricare doud elemente C;,C; € ¢ ;

¢) o(c;,c;) < o(c,c) +o(c,,c;) pentru oricare trei elemente c;,c;,c; din ¢ .
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Astfel, prin functia ¢:{x{ — N se defineste distanta dintre cortegiile maximale ale
complexului }"™*. Numirul q reprezintd dinstanta dintre elementele c;,C j€¢.
Alegem 1n ¢ douad cortegii ¢’ si C” ce se afld la distanta maxima. Examinam sirul
¢'=¢,C,C G =C". (2.2)

q-1 q

Conform celor mentionate, obfinem egalitatea: c, NGy, =, pentru orice 2< j<q-i,
1<i<qg-2. Sa presupunem ca cel putin unul dintre cortegiile ¢’,c”, de exemplu ¢, nu este

cortegiu suspendat in R"™™. Atunci in ¢ existd cel putin incd un cortegiu c¢”, diferit de cele

indicate anterior. Deoarece c',c” sunt cortegii la distanta maxima, rezulta ca dinstanta intre ¢’ si
c” este determinata de un alt sir de cortegii
¢'=c,,C,,..C ,C, =C". (2.3)

In aceste conditii, reuniunea sirurirlor (2.2) si (2.3) contine o submultime ¢’ ¢ care

formeaza un ciclu si fiecare cortegiu in acest ciclu nu este cortegiu suspendat. Ba mai mult,

subcomplexul de relatii, determinat de ', nu contine cortegii suspendate. Aceasta vine in

contradictie cu faptul ci R"" este arbore, cea ce demonstreazi afirmatia teoremei.

Pentru complexele de relatii multi-are are loc o generalizare a teoremei Kanig, care a mai
fost studiatda si pentru alte structuri discrete [118]-[122]. Importanta acestui rezultat este
determinatd, in primul rand, de aplicatiile la solutionarea multiplelor probleme, cum ar fi

problema cuplajului si acoperirii cu varfuri pentru grafurile bipartite [238], [239].

Definitia 2.2.3. Submultimea A c R'formeazd o acoperire cu varfuri a complexului R™"
daca orice cortegiu maximal € € & contine cel putin un element din A. Acoperirea se numeste
minimald dacd aceasta nu contine o altd acoperire cu varfuri a complexului R", si se numeste
minimd dacd contine cel mai mic numdr de varfuri printre toate acoperirile din R"". Cardinalul
acoperirii minime a complexului R"** se va nota prin a(R"™).

Definitia 2.2.4. Submultimea ' — { , ce poseda proprietatea ¢' Nc" =, pentru oricare
doua cortegii maximale C',C" € (', se numeste intern stabild. Mulfimea intern stabild se numeste
maximald dacd aceasta nu se contine intr-o anumitd multime intern stabila " #(', si se

numegste multime intern stabila maxima daca ea contine un numar maxim de cortegii din ¢ .

Cardinalul multimii intern stabile maxime a complexului R™™ se va nota prin S(R").
In cele ce urmeaza, multimea intern stabild o vom numi si multime de cortegii independente.
Conform teoremei lui Konig, daca G este un graf bipartit, atunci are loc egalitatea:

a(G) = A(G), unde «(G) reprezinta cardinalul acoperirii minime cu varfuri pentru G, iar
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P(G) este numarul maxim de muchii independente (multimea respectiva de muchii se mai
numeste cuplaj maxim al grafului bipartit [45], [123], [302]).

Teorema lui Konig poate fi formulata si in cazul complexelor de relatii multi-are, cand
acesstea sunt arbori cu o proprietiti speciale. Vom defini, mai intai notiunea de « — stabilitate.

Definitia 2.2.5. Complexul de relatii multi-are R"™ se numeste o -stabil dacd toate
acoperile minimale din " contin acelasi numdr de elemente.

Fie ¢ un cortegiu maximal din R"". Vom nota prin 8" \ ¢ subcomplexul ce se obtine din
R la eliminarea cortegiului ¢ si a tuturor cortegiilor ereditare ale acestuia. Mentionim ci, in
caz general, complexul 8™ \ ¢ ar putea si nu mai fie complex de relatii de aceeasi dimensiune
cu complexul R™". Desigur, pornind de la definitia complexului de relatii multi-are (a se vedea
definitia 2.1.1), vom tine cont de faptul ca, acele elemente ale cortegiului € care sunt si elemente
ale altor cortegii maximale din R"", se pastreaza in complexul R""* \c. Celelalte elemente din
C se elimind odata cu eliminarea cortegiului propriu-zis.

Lema 2.2.1. Daca C€(€) este cortegiul suport al unui cortegiu suspendat ¢ al complexului
a -stabil de relatii multi-are R"", atunci sunt adevdrate urmdtoarele afirmatii:

a(R™) -1, daca In R"** exista acoperire minima ce
1. a(R"\6) = conyzine varf suspendat din ¢,

a(R"™1), in caz contrar,
2. a(R"\C(E)) = a(R™).
Demonstratie. Conform definitiei 2.2.3, in orice complex de relatii multi-are existd
acoperire cu varfuri. Prin urmare, existi atit acoperiri minimale cAt si minime. Deoarece R""

este complex « -stabil, orice acoperire minimald este si minima. Fie a(R"™) =k >1, iar A —o
acoperire minimi cu varfuri in (R"?) . Usor se verifici afirmatia: pentru orice cortegiu

maximal ¢ din R"" are loc inegalitatea:
a(R"\E) < a(R"). (2.4)
Corectitudinea afirmatiei rezultd din faptul cd, daca intr-un complex de relatii multi-are
cunoastem o acoperire de varfuri B si un cortegiu maximal ¢, atunci la eliminarea din B a
varfurilor suspendate din €, dacd acestea din urma existd, obtinem o multime noua ce formeaza
acoperire de varfuri pentru R"* \ ¢ . Observim c#, daci B este acoperire minimi si contine varf
suspendat din €, atunci ea nu mai contine si alte varfuri din €. Sa trecem la demonstrarea celor

doua afirmatii ale lemei.
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1) Evident, pentru complexul SR\ ¢ are loc inegalitatea:
a(R"\E) >k -1. (2.5)

Intr-adevir, dacd admitem contrariul, atunci in R"™*\¢€ existd o acoperire cu varfuri de cardinal
cel mult k-2. Adaugand la aceasta multime un varf suspendat din ¢, existenta caruia este
garantati de teorema 2.2.1, obtinem acoperire cu varfuri pentru R"™" care contine cel mult k —1
elemente. Aceasta contrazice faptul ci a(R""') =k . Prin urmare, tinind cont de relatiile (2.4) si
(2.5), pentru R"™*\ ¢ se respectd una dintre relatiile:

a) a(R"\E) =a(R")-1,

b) a(R"\E) =a(R").

a) Si admitem ci A este acoperirea minimad cu varfuri in R"", care contine un varf
suspendat x € ¢ . Deoarece X nu acoperd alte cortegii maximale din R"™ decat cortegiul ¢,
rezultd cad multimea A\ {X} este o acoperire cu varfuri pentru R"*'\¢. Atunci, tindnd cont de
faptul ca a(iR"”)S card (A\ {X}) si In Dbaza relatiei (2.5), obtinem egalitatea
2R\ E)= a(®™)-1.

b) Si presupunem totusi ci in "™ orice acoperire minimi A nu contine varfuri suspendate
din ¢ . Daci A rimane acoperire minimd si pentru R"\E , atunci egalitatea
a(SR"*l \é): a(SR”*l) este demonstrati. Dacd Aeste o acoperire cu varfuri pentru R"™*\¢, insa

nu si minimi, atunci in R™*\ ¢ existd o acoperire B, cardinalul cireia este k —1 (tinem cont de

relatia (2.5)). Alegem un varf suspendat x € €. Evident, multimea B {X} formeaza o acoperire
pentru R™* si card(Buix})=k . Deoarece a(R"™ )=k, rezulta ca Bu {x} este acoperire
minima cu varfuri pentru R"", chestiune evidentd in virtutea definitiilor respective. Aceasta

vine in contradictie cu presupunerea noastra.

Din cele doua cazuri examinate a) si b) rezultd afirmatia lemei cu privire la valoarea lui
a(R"™*\€) — prima afirmatie a lemei.

2) Fie A acoperirea minima a complexului ®"™. In rolul lui A poate fi orice multime ce
formeazid acoperire minimald de varfuri. In R™™\T(C) existd acoperire minima A’ . Deci
cardA’ = a(iR”*l \C (é)) In baza relatiei (2.4), are loc inegalitatea:

cardA’ <cardA=Kk.
Acoperirea cu varfuri A’ contine cel putin un varf y din ¢ . Daca ye€¢n¢(€), atunci A’

formeazi acoperire cu varfuri si pentru R"". Aceasta implici relatia:
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cardA’ = cardA = o(%R").
Daci y este varf suspendat al cortegiului ¢ in complexul R"", atunci inlocuim acest varf cu un
varf ze€NcC (C), existenta caruia rezulta din definitiile cortegiului suspendat € si a cortegiului-
suport €(¢). Ca rezultat, pentru R"* \€(¢) obtinem o acoperire cu varfuri B =(A'\{y})u{z},
care este acoperire cu varfuri si pentru """, Din aceleasi considerente, ca si in cazul examinat
mai sus, obtinem:

cardA’ = cardB = cardA = o(R"*).

Prin urmare, in cazul unui cortegiu suport C (C) este adevarata egalitatea:

05(‘in”+l \ 5(6))= a(ﬂ%””).

Vom stabili, in continuare, o relatie importanta ce leaga cele doud numere, definite anterior,
pentru un complex ¢ -stabil R"*.

Teorema 2.2.3. Dacd complexul de relatii multi-are R este arbore « -stabil, atunci este
adevarata egalitatea: a(i}{r”l): ,8(9{'”1).

Demonstratie. Fie )" este arbore si o(R""*)=k. Notam prin & = {c,,c,,...,c, } familia
tuturor cortegiilor maximale din R™™. Vom demonstra afirmatia teoremei folosind metoda
inductiei matematice in raport cu cardinalul lui ¢ .

Usor se verifica ca, in cazul r =1,2, afirmatia teoremei este adevarata. Fie card{ =r > 3.
Deoarece R"* este arbore, conform teoremei 2.2.2, acesta contine un cortegiu suspendat € .
Conform definitiei 2.2.1, pentru ¢ existd cortegiul suport C(¢). in baza lemei 2.2.1, are loc
egalitatea:

a(ﬁ{””)z a(&RM \5(6)): k.
Conform inductiei, pentru R"™*\€(¢) are loc egalitatea:
alm\E(6))= sl 2 (e)),
ceea ce inseamna ci in R"™\C(€) exista k cortegii maximale independente. Evident, aceste
cortegii formeaza o multime intern stabila si in "™, Prin urmare:
BR™)z a(®™). (2.6)
Si demonstrim ci in K" are loc si inegalitatea inversi. Fie A acoperirea minimi cu
varfuri a arborelui R"*. In ¢ existd o submultime ¢’ < ¢ care este multime maxima intern

stabila pentru R™, adica:

card¢'= B(R™).
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Deoarece fiecare dintre cortegiile familiei ¢’ contine cel putin un element din A, rezulta

inegalitatea:

BR™)< a(®™). 2.7)
Din relatiile (2.3) si (2.7) obtinem afirmatia din teorema:

a(R™)= pR™).

Teorema 2.2.4. Pentru un complex de relatii multi-are o —stabil R"™, cu multimea
maximd intern stabild g”* = {Cl, Cpy.Cp } sunt adevarate afirmatiile:

1) daca a(ﬂ%”+l)= ﬂ(ﬂ%”+l), atunci orice varf al complexului apartine exact unui cortegiu

din multimea 4’* ;

2) dacd R™" este arbore, atunci orice multime maximald intern stabild B, cu proprietatea

cardB = a(&RM ), contine toate cortegiile suspendate din R"*";

3) daca R"" este arbore, atunci orice multime maximald intern stabild B, cu proprietatea

cardB = a(ﬁRM ), nu contine nici un cortegiu suport din R"™";

4) daca R"" este arbore o -stabil si C (c) este cortegiu suport al cortegiului suspendat ¢

din ®™*, atunci complexul R"*\¢(C) este, de asemenea, o — stabil .

Demonstratie. Mai intdi, mentionim cd, deoarece ¢ = {Cl,cz,...,ck} este o mulfime

maxima intern stabild, are loc egalitatea:
card¢” = ﬂ(ﬂ%””).

1. In baza conditiei a(ﬂ?”+1)= ,B(YR””) obtinem egalitatea a(ﬂ?”+1)= card¢” =k , iar
datoritd faptului ca R"* este un complex « -stabil, rezulti ci orice acoperire minimald cu
varfuri in ™" contine k elemente. Pentru a demonstra prima afirmatie a teoremei 2.2.4 vom
presupune contrariul. Alegem un varf arbitrar x al complexului R"" si admitem ci nici un
cortegiu din " nu-1 contine pe X. (Prima afirmatie ar mai insemna c&, familia respectivd de
cortegii contine toate varfurile.)

In aceste conditii demonstram, mai intdi, ci in R"*" exista acoperire minimald cu varfuri

care contine varful x. Fie ¢ familia tuturor cortegiilor maximale din R"". Tinand cont de
definitia 2.1.1, complexul R"*" este determinat in mod univoc de ¢ . Notim prin ¢, cortegiul
maximal din ¢ ce-I contine pe X, iar prin c,(c, ).c,(c, ).....c,(c,) — acele cortegii din ¢ care au

intersectie nevidad cu ¢,, p <card{ . Construim o familie noud de cortegii maximale £, care se
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obtine din £ prin eliminarea cortegiului c, si inlocuirea cortegiilor ci(cx) prin cortegiile
c,(c,)=c/(c,)\c,, 1<i<p. Evident, c/(c,)#0, 0<i<p, insi nu toate vor fi cortegii
maximale. Deci, card{’ =cardd —1.

Notam prin ¢" familia tuturor cortegiilor maximale din ¢, iar prin iR({") complexul de
relatii determinat de ¢”. Fie A" multimea minimald de vérfuri din ("), care formeazi o
acoperire a tuturor cortegiilor din £’ . Astfel, vor fi acoperite toate cortegiile maximale, dar si
acele cortegii din ¢’ care nu sunt maximale, insi au fost obtinute din c;(c,), 1<i<p, prin
operatia mentionatid mai sus. In complexul initial R"*, multimea A’ acoperi toate cortegiile
maximale cu exceptia lui C, . Aceasta rezultd din cele examinate si definitia notiunii de
acoperire. Formand multimea A= A'u{x} , obtinem o acoperire minimald cu varfuri a

complexului R"™™.

Fie A acoperirea minimala ce contine varful X. Aceastd multime contine cel putin cate un

varf din fiecare cortegiu din ¢~ . Deoarece card{” =Kk, iar conform presupunerii, varful X nu
apartine cortegiilor din ¢, obtinem inegalitatea:
cardA>card¢” +1,

ceea ce vine in contradictie cu faptul ci R"" este complex o —stabil si a(iRM): k. Prin
urmare, afirmatia 1 din teorema este demonstrata.

2. Fie R™" un arbore. Alegem o multime maximali intern stabild B cu a(ﬂ%””) elemente.

In conformitate cu afirmatia 1, fiecare varf din R"* trebuie si apartini exact unui cortegiu din
B. S& admitem cd@ un anumit cortegiu suspendat ¢ nu apartine multimii B. Atunci varful
suspendat X €€ nu apartine nici unui cortegiu din B. Contradictia obtinuta demonstreaza
afirmatia 2 din teorema.

3. Conform afirmatiei 2, o multime maximala intern stabilda B contine toate cortegiile
suspendate ale complexului R"**. Si admitem ci cortegiul suport al unui cortegiu suspendat
apartine multimii B. Atunci In B vor fi doud cortegii maximale cu intersectie nevida. Contradictie

Ccu definitia multimii intern stabile.

4. Fie £ ={c,,c,,...,c,} multimea tuturor cortegiilor maximale din R™*. Amintim ca, la

eliminarea din R™" a unui cortegiu suspendat, se obtine un complex nou cu un numir mai mic
de varfuri. Vom demonstra afirmatia 4 a teoremei folosind metoda inductiei matematice in raport

cu numdarul n de varfuri ale arborelui. Evident, in cazul n=1, afirmatia din teorema este
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adevarata. Admitem ca afirmatia ¢ adevarata pentru orice arbore o —stabil cu n<s varfuri si

vom examina un arbore o —stabil cu s+1 varfuri, unde s>1.

Conform definitiei 2.2.3, in R"™" existd acoperire minimali A. Deoarece arborele este

o —stabil | toate acoperirile minimale contin acelasi numar de varfuri (a se vedea definitia
2.2.5). Aceasta din urma permite sa consideram adevarata egalitatea: cardA = a(ﬁ{””): k. In
arborele R™" alegem cortegiul suspendat ¢ si examinim complexul K™ \C(¢). Conform
afirmatiei 2 din lema 2.2.1, are loc egalitatea:
cardA=k = a(R") = a(R"\C(€)) .

Alegem in mod arbitrar o multime minimala de varfuri A" a complexului 8" \€(¢). Vom arita
ca cardA’ =k, ceea ce ar insemna ca R"™ \€(C) este arbore « —stabil . Multimea A’ poate si
contina sau s nu contina vérfuri din cortegiul-suport ¢(¢).

Dacid A’ contine cel putin un varf din cortegiul €(€), atunci A’ formeazi acoperire cu
varfuri si pentru R"™ si atunci, cardA’ =k .

Fie multimea A’ nu contine elemente ce apartin cortegiului-suport C (6) . Pentru a
demonstra egalitatea cardA’=k , vom presupune contrariul. Fie cardA’>k . (Mentionam ca,
deoarece (%" \E(¢))=k, inegalitatea cardA’ <k nu e posibila.)

Vom demonstra mai intai ca, in aceste conditii, in R™™* \T(€) exista cel putin un varf x cu
proprietatile:

a) xg A';

b) x nu se afld printre varfurile cortegiului €(€) ce se pastreaza in complexul K"\ E(¢).

Daci notim prin 7 (R™') multimea tuturor varfurilor complexului R™*, atunci conditiile
a) si b) semnifica: Ix e 7 (R"™)\ (A UT(E)).

Presupunem contrariul, ceea ce inseamna cia 7 (R"™") = A'UC (6) Mentiondm ca pentru
orice varf y € A’ in complexul R"™*\¢C (C) existd un cortegiu maximal C(y) care nu mai contine
alte elemente din A’. Intr-adevar, daca un astfel de cortegiu c(y) nu exista, atunci A\{y}, de
asemenea, formeazi acoperirea cu varfuri pentru " \€(¢), ceea ce vine in contradictie cu
conditia ca A" este acoperire minima.

Deoarece R™ este arbore, conform teoremei 2.2.3, are loc egalitatea a(fR"*l)z ,B(?R“*l).
Din afirmatia 3 a teoremei rezulti ci C(€)e ¢ ", iar din presupunerea cardA’ >k rezultd ci

existd cel putin un cortegiu C; € ' pentru care se respecta relatia:
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card(A'mcj)zz,
ceea ce implica egalitatea:
c,\C(€)=c, N A".

Fie c; NA=1{z,2,,...,z,,h > 2. Conform celor demonstrate mai sus, existi h cortegii

maximale c¢(z,),¢(z,),...,c(z, ), incat:
c(z;)\€(€)={z,}, 1<i<h.

Examinim, in continuare, subcomplexul din R"™, generat de cortegiile maximale
Cj,E(C), ¢(z,),...,c(z,). Conform teoremei 2.2.2, complexul obtinut contine cel putin doud
cortegii maximale suspendate si, prin urmare, cel putin doud varfuri suspendate. Tinadnd cont de
modul 1n care s-a construit acest complex, rezulta ca doar cortegiul E(C) contine varf suspendat.
Contradictia obtinuti demonstreazi existenta in complexul R"*\¢C (C) a unui varf X ce poseda
proprietdtile a) si b) indicate mai sus.

Vom demonstra acum ca presupunerea cardA’ >k este gresitd, ceea ce va insemna
corectitudinea afirmatiei teoremei.

Eliminam varful x din arborele R"*'. Ca rezultat, unele cortegii maximale din R"*" ar putea
sd dispard. Notaim complexul obtinut prin ', iar prin ¢’ ={c/,c},...,c.} — multimea tuturor
cortegiilor maximale din R’, card{'=s<t= cardf. Complexul R' poseda proprietatile:

|. Orice componenti conexa din R’ este arbore. Intr-adevar, alegem in R’ un subcomplex

!

arbitrar R;, cu multimea de cortegii maximale distincte {Cl'o ,Coy s Cy }, r, <t. Deoarece R""

este arbore, rezulta ca subcomplexul acestuia, determinat de cortegiile maximale ce corespund

cortegiilor ¢, ,C; ,...,C; , contine un cortegiu suspendat €. Tindnd cont de modul de alegere a
varfului X, rezulta ca in R}, acestui cortegiu ii corespunde cortegiul ¢' care, de asemenea, este

suspendat, precum si cortegiu suport C (C') Conform definitiei 2.2.2, aceasta insemna ca orice
componenta conexa din R’ este arbore.

Il. Orice acoperire minimala cu varfuri a complexului 2™, ce nu contine varful X, ramane
acoperire minimald si pentru R’. Mentionam ca, din cele demonstrate anterior cu privire la
existenta varfului X rezulti ci in R"" existi acoperiri minimale mentionate. Totodatd, orice
acoperire minimald cu varfuri din R’ este acoperire minimali si pentru R"". Deoarece R""
este arbore « -stabil, rezulta ca si R’ este « -stabil. Ba mai mult, are loc egalitatea:

a(iR"+1)= a(R')=k.
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Din proprietatile I si II rezultd ca, fara a pierde din generalitate, e suficient sd examinam

doar cazul cand ‘R’ este arbore, adica e format dintr-o singurd componentda conexa. (Aici e

necesar de mentionat faptul ca, intr-un arbore R"** orice element x € X =R’ apartine cel putin

unui cortegiu maximal ce contine cel putin doua elemente din X .)

Si notim acum prin R” arborele ce se obtine din R"™*\T(C) la eliminarea varfului x.
Observam cd, doar cu exceptia cortegiului E(c) toate cortegiile maximale din R" coincid cu
cortegiile maximale din %" . Deoarece xe 7/ (R")\(A'UC(E)) , rezulti ci arborele
R’ =R"\x contine cortegiul €(C).

Dacd intr-un complex de relatii R"™ existd acoperire cu varfuri ce contine un varf
suspendat, atunci Inlocuind acest varf cu un varf nesuspendat al aceluiasi cortegiu, obtinem din

nou o acoperire cu varfuri a complexului R"". Aceasti situatie permite si trecem de la studierea
unei acoperiri ce contine varfuri suspendate la o acoperire ce nu contine astfel de varfuri, iar
cardinalul ultimii nu depéseste cardinalul multimii initiale.

Prin urmare, la construirea complexelor R" si R", elementul X poate fi ales in asa mod

incét acesta poseda nu numai proprietatile demonstrate a) si b), Tnsd mai este si un varf suspendat
in R"*. Examinim cazurile:

1) x este varf suspendat si apartine unui cortegiu ¢ # ¢ . Impreuna cu conditia X € (C),
aceasta inseamnd ca multimea ce formeaza acoperire minimala in R’', va forma acoperire
minimali si in R"™*\C(€) . Deoarece R’ este « -stabil, rezultd ci si R"\C(C) este « -stabil.

2) x este varf suspendat in €, insd in ¢ mai exista si alte varfuri suspendate. Atunci C(€)
rimane cortegiu-suport pentru ¢ —x in complexul R’ . In rezultat, din aceleasi considerente ca si
in primul caz, obtinem ci R"™\C(€) este « -stabil.

3) x este unicul varf suspendat in €. Reesind din definitia arborelui, precum si din faptul ca

R"! este « -stabil, deducem ci in complex mai existi cel putin un cortegiu suspendat, diferit de

€. Aceasta ne permite sa luam in calitate de X varful din acest cortegiu. Prin rationamente
similare, ajungem la concluzia ca R"*\C(€) este « -stabil.
Prin urmare, si cea de-a patra firmatie a teoremei este edevarata.
Lema 2.2.2. Dacd complexul de relatii multi-are R""cu multimea de cortegii maximale ¢
poseda proprietitile:
a) R" este arbore;

b) card{ >2;
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c) R" este o —stabil;
d) a(ﬂ%"“): k siin ™ existd exact k cortegii suspendate,
atunci orice cortegiu din ¢ care nu este suspendat in V"™ nu contine varfuri suspendate.

Demonstratie. Conditia card § > 2 este determinatd de definitia 2.2.1.

Deoarece R"" este arbore, conform teoremei 2.2.3 este adevirati egalitatea
a(i]%“*l)z ,B(SR”“) Prin urmare, in R"™" existd multime maximald intern stabildi cu a(R")
elemente. Fie £ iy ={C; ,C;,...,C:} multimea maximala intern stabila. in baza afirmatiei 1 din
teorema 2.2.4, toate varfurile arborelui 8" apartin cortegiilor din ¢”. Conform afirmatiei 2 din
teorema 2.2.4, toate cortegiile din ¢ sunt cortegii suspendate, deoarece R"" contine exact k
cortegii suspendate (conform proprietatii d). Ca consecinta, din cele mentionate rezultd ca, un
cortegiu nesuspendat din R™" nu contine varfuri suspendate.

Teorema 2.2.5. Daca R"" este un arbore o — stabil cu multimea de cortegii maximale
¢, card g >3, si a(SR"*l)z k, atunci R"*" contine exact k cortegii suspendate.

Demonstratie. Fie card{ =q>3. Vom demonstra afirmatia din teorema prin metoda
inductiei matematice in raport cu numarul q de cortegii maximale din R"". Conditia q >3 este
determinati de faptul ci pentru g =1 nu avem cortegiu suspendat in "™ (a se vedea definitia
2.2.1), iar pentru g =2, arborele respectiv nu ar fi « —stabil (intr-un astfel de arbore exista

multime minimald de acoperire din doud varfuri si existd multime minimald cu un singur varf —a
se vedea figura 2.1).

Fie g =3. Unicul arbore care in acest caz satisface conditiile teoremei este determinat de trei
cortegii maximale c,,c,,c, ce posedd proprietitile: ¢, "¢, =@, 1<card(c, Nc,)<cardc,
1<card(c, nc,)<cardc, (g Mc,)ulc,ne,)=c,. Atunci a(®™)=2 si R"™ contine doar

doua cortegii suspendate.

Fig. 2.1. Cazul card & > 3. Cel putin virfurile Xsi Y sunt varfuri suspendate.
Multimi minimale de acoperire: {y},{X, z}.

Vom examina in continuare cazul general > 3. Alegem in "™ un cortegiu suport ¢(¢) al

unui cortegiu suspendat €. Mentiondm ca cortegiul C (C) nu poate fi si cortegiu suspendat,
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deoarece in caz contrar vom obtine in R"*" o multime intern stabila ce contine ambele cortegii ¢

si C(€) (a se vedea demonstratia lemei 2.2.2).

Complexul R™\C(¢) este a— stabil, conform afirmatiei 4 din teorema 2.2.4, si
a(SR"” \E(é)): a(iR“”): k, conform afirmatiei 2 din lema 2.2.1. Prin urmare, complexul
R"/E(€) satisface conditiile teoremei (chiar daca R"™/C(€) nu este conex, atunci fiecare
componentd conexi este arbore). Conform inductiei matematice, in R"™*/C (C) exista exact
k cortegii suspendate. Daci Ceste un cortegiu suspendat in R"*", atunci conform lemei 2.2.2,
acesta rimane cortegiu suspendat si in R"*/ E:'(C) (rezulta din cele expuse anterior). Pentru a
demonstra teorema, acum este suficient sa aratam ca fiecare din cele k cortegii suspendate din
R /C(€) este cortegiu suspendat si in R".

Pentru comoditate, in cele ce urmeaza vom nota R’ =R"*/C(€). Fie c!,c3,...,c; cortegiile
suspendate din R’ iar c/,cj,...,c. — celelalte cortegii din ®'. In R"™, in afard de aceste cortegii
mai existd doar cortegiul €(€). Examindm in continuare doui cazuri, in dependentd de numarul
de cortegii suport din R"*.

A) In R™ nu exista alte cortegii suport afara de € (6) Sa presupunem ca doar primele t
cortegii c,C;,...,C sunt cortegii suspendate si in R"" t <m. Excludem aceste cortegii din R"".
Obtinem un complex nou R/, determinat de celelalte cortegii din ¢ . In complexul R fiecare
componentd conexa este arbore ( a se vedea definitia 2.2.2). Prin urmare, R; contine cel putin
doua cortegii suspendate (conform teoremei 2.2.2).

Cortegiile c],c},...,Cc,, nu au varfuri suspendate in """, deoarece conform inductiei, acestea
nu au astfel de varfuri in R’. In complexul R”aceste cortegii, de asemenea, nu contin varfuri
libere (se tine cont de faptul ca C(€) este unicul cortegiu suport din R™ si, deci,
¢ e =C(E)nce’, 1< j<m, 1<i<t).

Prin urmare, nici unul dintre cortegiile c],c;,...,C;, nu poate fi cortegiu suspendat in R;.

Deoarece in ‘R; fiecare componenta conexa este arbore, rezulta ca cel putin unul dintre cortegiile

S
t+Lree

C:..s--nC, €Ste suspendat. Fie acesta este cortegiul c,, ceea ce implicd existenta cortegiului

suport E(cj) in R;. Luand in consideratie faptul ci in R™" toate cortegiile suspendate nu se

intersecteazd doua cate doua, obtinem urmatoarele:

a) ¢, ﬂE(cE):cg #0;
71



b) cNc; =c;, pentru orice cortegiu din R, care diferd de c; .
Aceasta inseamnd ci C; este cortegiu suspendat in R"", ceea ce vine in contradictie cu
presupunerea ci cortegiile €, ,....,C; nu sunt cortegii suspendate in R"". Prin urmare, in primul
caz (cazul A), afirmatia teoremei este adevarata.

B) Si presupunem ci complexul ™" contine cel putin doui cortegii suport. Fie, pe langi
cortegiul €(€) in |"™*, mai exist un cortegiu suport ¢'. Din demonstratia lemei 2.2.2 rezulta ca
{c;,c5,....,C; } este 0 multime maximald intern stabild, de unde obtinem: ¢’ #c¢’, 1<i<k. Si
demonstrim ci fiecare dintre cortegiile C,C;,...,C{ este suspendat in R™™. Alegem in mod
aleator unul dintre aceste cortegii, de exemplu c; .

Deoarece ¢, este cortegiu suspendat in R, existd un cortegiu suport E(Cf ) Vom nota prin
R" complexul ce se obtine din R"" la eliminarea cortegiului ¢’. Multimea {CfCSCE} rimane
multime maximala intern stabild si pentru R”. Conform inductiei matematice, obtinem ca ¢;
este cortegiu suspendat in R”. Prin urmare, in R” existd cortegiul suport Ez(cf ) Din cele
expuse mai sus rezulta:

a) in complexul R’ exista cortegiul suport El(cf),

b) in complexul R" exista cortegiul suport Ez(cf);

0) ¢'Ne; <& (c);

d) c(c)ne cc, N
Pentru a demonstra ci ¢ rdimane cortegiul suspendat si in "™, vom examina in continuare trei
cazuri.

1) El(cf) si ¢’ sunt cortegii distincte. Atunci El(cf) este un cortegiu din K", iar din conditia
b) rezulta: El(cf)g C,(€). Aceasta din urmi conduce la concluzia: ¢} este un cortegiu suspendat
tn ™, cu cortegiul suport &,(c; ).

2) C, (Cf) si ¢ sunt cortegii distincte. In mod similar cu cazul precedent, obtinem ci ¢ este
cortegiu suspendat in R™* cu cortegiul suport El(cf).

3) Fie perechile de cortegii El(cf) ¢’ sic, (Cf) ¢ coincid, adica sunt adevarate egalitatile:
El(cf)z ¢, G, (Cf): €. Dacid in aceste conditii presupunem céa ¢; nu este cortegiul suspendat in

R™, atunci datoriti relatiilor a) — d), obtinem:
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3a) ¢)Nc zc'Ne;
3.b) c¢'Neczc)Ncs;
3.c) cNc’ <(C(é)Nc’)Ncs, pentru orice cortegiu ¢ e ¢, diferit de €(¢), ¢, c;.
Aceste relatii determini existenta a doud varfuri a si b in R™ cu proprietitile:

aeC(é)Nc siaec,
bec'Ncsi beC(e).

Daci prin & am notat multimea tuturor varfurilor din ™, atunci prin &(C(¢), c’, c})

vom nota multimea varfurilor cortegiilor €(¢), ¢ si ;. Fie 8" complexul care se obtine din

R"™" la eliminarea celor trei cortegii mentionate. Si aritim ci in conditiile create, pentru orice

cortegiu ¢ din R" are loc relatia ¢ & €(€)Uc’. Admitem totusi ca un astfel de cortegiu C exist.
Notam prin R, complexul ce se obtine din R™* la eliminarea cortegiilor €(¢), ¢, ¢} si c.
Complexul R, satisface conditiile teoremei 2.2.1. Prin urmare, putem afirma ca in R, exista cel

putin doua cortegii suspendate. Deoarece conform presupunerii, cortegiul ¢ satisface relatia

cc€(¢)Uc, rezultd ca ¢ nu contine varfuri suspendate, ceea ce inseamni ca acest cortegiu nu
poate figura printre cortegiile suspendate. Din conditiile 3.a) si 3.b) rezulta ca El(cf) nu poate fi
cortegiu suspendat, deoarece in caz contrar cortegiul C trebuie sa fie cortegiu suport pentru E(C)

si ¢'. Ca rezultat obtinem €(€)Nc ccNc. Aceasta din urmi conduce la relatia a e c, ceea ce
vine in contradictie cu conditiile 3.a) si 3.b) indicate mai sus.

Din cele examinate rezultd ca C(€) si ¢’ sunt cortegiile suspendate in R,. Sa-1 examinim
pe C(€). Daca ¢’ este cortegiu suport pentru ¢(¢), atunci ¢ NE(€)cc'NE(E)cc’, ceea ce este
in contradictie cu relatiile 3.a) si 3.b). Daca c este cortegiu suport pentru C(€), atunci
¢ NC(€)ccNC(é), adici aec, ceea ce iarisi contrazice relatiilor 3.a) — 3.b). Din motive
similare, cortegiile €(¢) si ¢ nu pot fi cortegii suport pentru ¢’ . in consecinti, aceasta ar
insemna ci C este cortegiu suport si pentru C(€), si pentru ¢’, de unde: cN€(€)c ¢ NE(E) si
cc' ¢ Nc'. Aceasta conduce la relatia ¢ — ¢}, ceea ce nu poate fi.

Astfel s-a demonstrat ¢ in R” si in R"* orice cortegiu diferit de €(¢) si ¢’ contine cel
putin un varf ce nu este in C (é), c'. Datorita relatiilor 3.a) — 3.b), putem astfel sa afirmam ca in
R™, in orice cortegiu ¢ #C(€), ¢', existd varf ce nu apartine lui ¢ . Prin urmare, in R" exista

acoperire minimald A cu varfuri ce nu contine varfuri din 5(6), ¢’ si ¢ . Are loc relatia:
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cardA>k —1(k —1 reprezinta numarul de cortegii independente din R” ). Ca rezultat, multimea

AU{a,b} este acoperire minimald pentru 8™ cu cel putin k +1 varfuri. Aceasta vine in
contradictie cu faptul ci R™™ este arbore « -stabil si k =a(R"™) . Contradictia obtinuti

demonstreazi ci cortegiul suspendat din R’ este suspendat si pentru R™". Deci R"" contine

exact k cortegii suspendate.
2.3. Reprezentarea complexului de relatii multi-are prin quasisimplexe abstracte

Definind notiunea de G-complex de relatii multi-are (a se vedea definitia 2.1.1), nu au fost

impuse anumite restrictii asupra cortegiilor de elemente din care este format R"™. Totusi, din
punct de vedere intuitiv, uneori este mai comod de a studia unele proprietati si notiuni noi legate
de relatiile multi-are, pornind de la un caz special al complexului — cand cortegiile din care
acesta e format nu contin repetari de elemente. Folosind cortegiile fara repetari ale elementelor,
vom interpreta complexul de relatii ca o familie de simplexe abstracte obisnuite si apoi vom
vorbi despre " ca un complex de quasisimplexe. Astfel de complexe le generalizeazi pe cele
studiate de catre V. Boltyanski [305], L.Saveliev [115], etc., fiind determinate de produsul

cartezian a unei multimi de elemente.

Definitia 2.3.1. Cortegiul (Xio s Xios e Xim) e R™ elementele caruia sunt distincte doud cdte

douda, se va numi Simplex abstract cu dimensiunea m si se va nota prin

S = (X, X1 o X ) € R™*, m=dims". Orice cortegiu de elemente (X0 Xj oo X ) € R'"*"care
este un subsir ereditar din S" se va numi fatetd cu dimensiunea | a simplexului s;" si se va nota

prin st = (X )Xoy X)), s' < s™". Fagetele cu dimensiunea zero se vor numi varfuri, iar cele
j jo? iy AR i

cu dimensiunea unu — muchii ale simplexului s.
Daca R""este finit si orice cortegiu din R™,1<m<n+1, respectd definitia 2.3.1, atunci

R este un complex de relatii multi-are examinat in [17], [18], [44]. Vom aminti cAteva aspecte
suplimentare din examinirile acestui caz particular ale lui ", utile pentru cele ulterioare.
Atragem atentia cititorului ca, complexul infinit de relatii multi-are necesita cercetari
suplimentare si nu constituie obiectul de studiu al prezentei lucrari.

Multimea tuturor simplexelor m— dimensionale, determinate de elementele relatiei R™", 0
vom nota prin S™ ={s/",s;",...,s; }, &, =cardS" = cardR™", 0 <m < n. Multimea simplexelor

0-dimensionale reprezintd multimea de varfuri ale lui R"*.
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Este clar ca o submultime formata din m+1 elemente din X, distincte doua cate douad, pot
genera mai multe simplexe abstracte cu dimensiunea m. Numarul maxim al acestora coincide cu
numarul de permutari diferite ale acelor m+1 elemente, adica (m+1)!. Prin urmare, simplexele
abstracte distincte cu dimensiunea m ,,intinse” pe m+1 varfuri din X, ni le putem imagina drept

niste membrane ce infasoara aceste varfuri.

In cele ce urmeazi, vom nota prin S™ multimea tuturor simplexelor cu dimensiunea m,
determinate de cortegiile din R™".

Astfel, complexul de relatii multi-are ™" = (X = X*, X?, ..., X"*") poate fi reprezentat si
in modul urmator:

(s° s ...S"=K", (2.8)
considerand:
S°=R' S*=R? .. S"=R™

si pastrand pentru K" aceeasi denumire de complex. Numarul n se numeste dimensiune a lui
K" si se noteaza n=dimXK" . Prin urmare, are loc egalitatea sk(m+1)R"" =sk(m)K",
1<m<n.

Fie s € S™ un simplex abstract cu dimensiunea m. Vom generaliza notiunea de stea,
cunoscuta din [33], [301].

Definitia 2.3.2. Multimea tuturor simplexelor din K" cu dimensiunea mai mare decdt m,
pentru care s este fateta comund, se numeste Stea a simplexului s, 0<m<n, si se va nota
prin sts;".

Fie 9/ o multime de simplexe din K", iar s; — un simplex arbitrar al acestuia. Prin
analogie cu literatura clasica, vom spune cd S, este incident multimii 9/, daca in W exista cel
putin un simplex ce contine cel putin o fateta comuna cu S;. Astfel, orice simplex al stelei
sts/"este incident lui s;".

Remarca 2.3.1. Complexul de relatii K" nu este un complex simplicial abstract [32],

deoarece acelasi set de varfuri poate determina mai multe simplexe abstracte.
Tinand cont de analogiile de mai sus, un complex de relatii multi-are va fi reprezentat in cele

ce urmeaza prin una dintre urmatoarele doua variante echivalente [57].
K" =(R', R?, ..., R™) =R",
K" =(s° s, ...,S"),
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unde S™ reprezinta familia de simplexe m—dimensionale din K", 0<m<n, «,, =card S™.

Definitia 2.3.3 [4], [303]. Pentru complexul de relatii R"* =K" =(S°, S, ..., S") definim

functia cu valori intregi:
KK =Y (D'a, 29)
i-0

numitd caracteristica Euler a complexului K", unde «; =card S, 0<i<n.

Acum vom generaliza notiunea de simplex, acceptand cortegiile ce admit repetari ale
elementelor din X . Fie R = (R%, R?, ..., R™) complexul generalizat de relatii, definit in 2.1.

Definitia 2.3.4. Un cortegiu (X , X;, ..., X; ) € R™ al G-complexului de relatii multi-are
K" =R"" =(R", R?, ..., R™) se va numi quasisimplex abstract cu dimensiunea m si se va
nota prin Q™ = (X, X, - X; ), iar familia de quasisimplexe cu dimensiunea m — prin @™,
0<m<n.

Conform definitiei 2.1.1, un cortegiu (Xio, Xijs oo X ) din relatia R™" poate avea mai multe

elemente ce coincid. De exemplu, e posibil ca lui R™" si-i apartind chiar si cortegiul
(Xij 2 Xy Xij) cu un singur element X;, € X, repetat de m+1 ori, care reprezinta o generalizare
a buclei din teoria grafurilor [5]. Aici se va pastra notiunea de bucla cu mai multe dimensiuni.
Insa, generalizand, buclele acestea pot avea si forme mai complicate. Problema clasificarii
buclelor pentru un cortegiu (X, , ..., X, ) € R™*, 1<m<n, se face prin intermediul notiunii de
izomorfism si tine de un obiect de studiu aparte. Buclele complexului pot servi drept instrument
eficient pentru clasificarea unor tipuri de varietati abstracte [177]. Cele mentionate mai sus ne
impune a considera

Remarca 2.3.2. Orice simplex abstract reprezinta un quasisimplex, insa nu orice

quasisimplex este simplex abstract. Cortegiul (x; , X; , ..., X; ) nu este simplex abstract, deoarece
elementul x; figureaza in acest cortegiu de cel putin doud ori.

Un quasisimplex abstract vom obisnui uneori sd-1 mai numim simplex degenerat, care difera

de simplexul obisnuit prin prezenta buclelor, mentionate mai sus.

Definitia 2.3.5. Quasisimplexul Q' = (on, Xj 0o X, ) e @', care este un subsir ereditar al
quasisimplexului Q™ =(X; , X; , ..., X, ) €@" se va numi quasifatetd cu dimensiunea | a
quasisimplexului Q™.

Fateta lui Q™ , 1<m<n, evident, reprezinta la fel un quasisimplex (vezi definitia 2.3.4).
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Luand in consideratie formula de calcul a caracteristicii Euler mentionata in definitia 2.3.3,

in mod trivial se demonstreazi urmatoarele doud teoreme:

Teorema 2.3.1. Daca K™ si K™ sunt doua subcomplexe de relatii multi-are ale
complexului K", atunci
2K OK™) = 2(K™)+ 2(K"™) = 2 (K™ nK™).
Teorema 2.3.2. Daca sirul K™, K™, ..., K™ reprezintd toate componentele conexe ale

complexului K", atunci
q _
XK= 2(K'). (2.10)
i=0

Mentionam ci relatiile multi-are R*, R?, ..., R",R"", ce reprezinti G-complexul de relatii
multi-are R™" (a se vedea definitia 2.1.1), sunt familii de quasisimplexe abstracte cu
dimensiunile 0, 1, ..., n, pe care le notim prin &@°, &*, ..., @". In cele ce urmeazi, G-complexul

de relatii R™** reprezentat prin quasisimplexe, il vom numi complex de quasisimplexe abstracte

si, pentru a-1 deosebi de complexul simplu, studiat mai sus, i1 vom nota prin

X" =(R°, &', .. _&").
2.4. Orientarea quasisimplexelor si matricele de incidenta

Fie X" =(&°, &', .., @") un G-complex de relatii multi-are si Q' e®", jeA,, un

quasisimplex arbitrar, reprezentat Q" = (X , X; , .., X; ), 0<m<n. Se considera:

jO ! m
A, =card@", m=0,1..,n.
Pentru succesiunea de indici (jo, J;, .., J,,) VOm nota prin t(j,, J;, ..., J,,) numarul tuturor
inversiunilor [40] cortegiului dat. Mentionam c&, daca j, > j,, unde s>r, si dupa j, mai sunt

indici egali cu j,, atunci numarul de inversiuni creste cu numarul respectiv.

Definitia 2.4.1. Dacd pentru quasisimplexul Q] € @" numarul t(j,, j;, ..., J,) este par,

m
j ’

atunci Q}“ se numeste quasisimplex orientat pozitiv si se va nota prin +Q iar daca
t(Jo» Jy» - Jrn) €Ste impar, atunci Q' se va numi quasisimplex orientat negativ si se va nota
prin —Qf". Quasisimplexul orientat Q' e @™ se va nota:

Q' =[x, X, - X1
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Astfel, orice permutare a elementelor (X, ,X;,..,X; ) reprezintd un quasisimplex
o Il Jm
m -dimensional orientat. in total sunt (m+1)! astfel de simplexe. Fiecare quasisimplex orientat
Q" =[x 1o Xj,» -+ X; ] se caracterizeaza prin fopul sau — vérful X; , si baza, reprezentatd prin
quasisimplexul orientat [x; , ..., X; ].

Dacd pentru quasisimplexul orientat Q" =[x 1o Xj,» -+ Xj ] cunoagtem orientarea acestuia,
atunci vom folosi notatia: Q' =&;(m)-[x; ,X;,.,%; ], unde &;(m)=+1, in cazul cénd
quasisimplexul este orientat pozitiv, si &; (M) =—1, in cazul cand acesta este orientat negativ.

Fie Q" e @™ un quasisimplex cu dimensiunea m-1, care se obtine din quasisimplexul
QJ' e @" prin eliminarea unui varf x; . Prin urmare, Q;’:‘l este o quasifateta a simplexului Q7'

opusa varfului X; . Acest quasisimplex poate fi notat si astfel:

m-1 _
Qjr = [Xj s Xjpo e X5 X oo X 1

= m

Evident, nu orice fatetd a unui quasisimplex poate servi drept baza a acestuia, insa putem

construi un alt quasisimplex cu baza respectiva. Dacd Xx; nu este topul quasisimplexului Q'

- o - . . m-1 _
adica x; =X, , atunci quasisimplexul cu baza Q; =[X;

Jo 3 rrey ij] Se va nOta
1 m-1
prin X, —>ij .

Definitia 2.4.2. Doua quasisimplexe QJm e@" gsi Q"' e@™, dintre care Q™ este

m

o . A - m .- m-1 m-1
i » opusa unui varf X; din Q" adica Q, =Qj, ", se numesc

quasifateta a quasisimplexului Q i

X, -coerente, dacd quasisimplexele Q[ si X;, —)QJT*l sunt orientate la fel, adica ambele sunt

orientate pozitiv sau ambele sunt orientate negativ.

In cazul cand contextul nu o cere, quasisimplexele Q' si Q;:’l le vom numi quasisimplexe

coerente, fara a indica varful x -

Mentionam ca, in conformitate cu regula de determinare a semnului, toate simplexele cu
dimensiunea zero se considera orientate pozitiv, chestiune intdlnitd in literatura sub diverse
aspecte [52], [57], [300], [305].

Nu vom extinde aici nofiunea de coerentd asupra quasisimplexelor, dimensiunile carora
difera mai mult decat cu o unitate.

Definitia 2.4.3. Se numeste coeficient de A -incidenta a quasisimplexului

Q' e&",0<m<n, in raport cu quasisimplexul Q""" € @™, numdarul
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+1, daca Q' si Q™ sunt quasisimplexe coerente,
g} (m,A)=<-1, daca Q] si Q™" sunt quasisimplexe noncoerente,
0, 1ncaz contrar,

unde ieA,, =card @™, je A, =card ®@".

Observam ca egalitatea 8} (m,A) =0 are loc doar in cazul cAnd Q™™ nu e fatetd pentru Q.

Coeficientul de A -incidentd a doua quasisimplexe orientate Q' si Q™*, in ordinea indicati,
se va nota:

m . m-17 _ i
[Q] : Q" T=¢|(m,A).

Daca Q' este quasisimplexul reprezentat de elementele — X,,X,,..., X si anume

m o
Q' =[Xg: Xyseees Xy 1, i8N Q™ =[Xg, Xy 1uves X g2 Xyug 10y Xy ], @tUNCi usor putem constata ca are loc
egalitatea:
e (M A)=[Q] :Q)"]= (-,
care rezultd nemijlocit din relatia:
Q" =[Xgr Xpeers Xy 1 = (=1 [Xi s X X ey Xy g0 Xyag e Xy .

Apeland la semnele &;(m) si &; (m—1) ale orientirilor celor doud quasisimplexe Qf' si
Q}Z’l, ultima egalitate se transcrie:

E(m)=(-D"&, (m-1), 0<k<m,
Sau
&) =gl (mA), (m-1).

Sa demonstram cateva proprietati ale coeficientilor de A -incidenta:

P1: Daca Q;Tk‘_l este fateta quasisimplexului Q;“ = (X, s Xj,s - X ), opusa varfului X, ,
0 <k <m, atunci pentru orice orientare a lui Q] este adevarata egalitatea:

[-QU QI 1=[Q] : (-DQI1=-1Q] : Q)*].

Demonstratie. Prima parte a acestei egalitati rezulta din faptul ca daca & jjk este coeficientul
de A-incidentd a simplexului Q' in raport cu simplexul Q}‘:‘l, adica intre &;(m), &; (M-1) si
gl (m,A) are loc relatia &;(m)=¢l(m,A)E, (m—1), atunci —&;(m) =—¢l(Mm,A)E, (M-1).
Cea de-a doua parte a egalitatii rezulta din faptul ca semnele de orientare a quasisimplexelor

m-1 _ : m-1y _
= Q5 =X X X X X T s = (6 = Q) = DX X X XX

o X 0 X i X0 X ] coincid.
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P2. Daca 0 = (Xyy Xy yees Xy ) ST Q= (Xgs Xy ey X,y ) Sunt fatetele quasisimplexului
Q" = (Xg, Xy, X5, X ), OFientate intr-un anumit mod, atunci pentru orice orientare a lui Q'
este adevarata egalitatea:

[QF:Q"1=-Q]": Q1.

Demonstratie. Conform proprietitii P1, avem relatiile:

[-Q[ :Qp "1=-1Q] : Q5 1,
[-Q : Q' 1=-Q :Q],

ceea ce inseamnd cd pentru a demonstra proprietatea P1 e suficient s examinidm orintarea
Q" =[X: %, X5, X, ]. Anterior s-a mentionat ca pentru un quasisimplex Q' si fateta acestuia
Q™ are loc egalitatea:
£ (m A)=[Q] :QI1=(-1)*.
Prin urmare, obtinem:
Q) Q)T =15i [Q :Q]=-1,
ceea ce demonstreaza cea de-a doua proprietate enuntatd pentru coeficientii de A -incidenta.

m-2

Fie acum Q™ o fatetd (m—2)-dimensionald a quasisimplexului Q" = (X5, X;, X,y X1,)
orientatd in mod arbitrar. Alegem in Q' doua fatete (m—1)-dimensionale Q'™ = (X, X, ..., X;,)
$i Q" = (Xg1 Xy X, ) » Pe care le orientim astfel incat s aiba loc egalititile:

[Q:Q"?1=1,
[Q:Q"?1=1,
Usor ne convingem de corectitudinea relatiei:
[QF: Q' 1+[Qf :Q"']=0,
care rezultd din egalitatea:

[Xo s X0s X ooy Xy T [X 0 eees X = DX 0 X0 X vy Xy 1 [X0 0 Xg ey X ] = 41
Formula [Q":Qp]+[Q]" :Q"*]1=0 poate fi generalizatd in cazul orientarilor arbitrare ale
quasisimplexelor Qf', Q¢"*, Q"™ si Q™™ si anume:
. -1 -1 . -2 . -1 1. -2
[Q) Q7 1-[Q) Q™ *1+[Q) 1 Q1 [Q7 :Q™ 1 =0,
iar in cazul unui complex complet de quasisimplexe abstracte, aceastd formuld primeste

urmatoarea interpretare:
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3 [QM:Q™-[QM:Q™?]=0.

Qim—le@mfl
De rand cu nofiunea de incidentd, numitd uneori A —incidentd, pentru complexul de
quasisimplexe vom folosi si notiunea de V -incidenta, respectiv de coeficient de V -incidenta.

Definitia 2.4.4. Se numeste coeficient de V -incidenta a quasisimplexului

m+1

Q' e@&",0<m<n, in raport cu quasisimplexul Q""" € @™, numdarul

+1, daca Q' si Q™" sunt quasisimplexe coerente,
e} (m,V)=4-1, daca Q' si Q™" sunt quasisimplexe noncoerente,
0, 7n caz contrar,

unde jeA,,=card @",1e A, =card @™,

m+1

Coeficientul de V -incidenta a quasisimplexelor Q' si Q", in ordinea indicata, se va nota:

[Qf :Q™]=¢;(m,V).
In cazul coeficientilor de A-incidentd si V -incidenta usor se verificd urmitoarele relatii:
gi(mA)=¢!(m-1V), undel<m<n,
e;/(mV)=¢g/(m+1,A), undeO<ms<n-1

siieA,,=card@"", jeA, =card @",le A, =card @',

Notiunile de A -incidenta si V -incidentd se mai intalnesc in literatura de specialitate in
legatura cu studierea diferitelor obiecte matematice [35], [56] [300], [305].

Remarca 2.4.1. Simbolurile A si V sunt imprumutate din lucrarile [35], [305] si, in opinia
noastrd, sunt mai comode pentru expunerea ulterioara.

Remarca 2.4.2. Coeficientul de incidenta [Qf :Q"'] al quasisimplexelor

QF =[x, X X 187 QM =[X s X oo X, ], UNDE X, X,y X,

J h Im-1

este un sir format din

elementele lui Q;“, dar nu este un subsir ereditar al succesiunii [on, Xy ij], este egal cu

Bt

zero. Quasisimplexul Q"™ nu este quasifateta a quasisimplexului Q' =[X; , X; , ..., X; 1.

Jo? h m
Definitia 2.4.5. Pentru un G-complex de relatii multi-are X" =(@°, @', ..., @")

construim urmadtoarele doud matrice:

1%, Im(A)z(g} (M,A)), unde i §i j indicd numarul de ordine al liniei si, respectiv, al

coloanei matricei 1"(A), ieA, ;, jeA,,1<m<n, numita matrice de A-incidenti cu

m-17?

dimensiunea m.
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2%, |m(V)=(8; (m, V), unde | §i j indica numarul de ordine al liniei si, respectiv, al

coloanei matricei 1™(V), iar jeA,,leA,,,0<m<n—-1 numita matrice de V -incidenti

m+1?

cu dimensiunea m.

Mentionam ca, deoarece mulfimea X, in baza careia se defineste G-complexul de relatii
multi-are, este 0 multime finita, matricele 1™(A) si 1™ (V)sunt si ele finite (a se vedea definitia

2.1.1). In conditiile unui complex infinit de relatii multi-are (adicd in cazul cind X este o
multime infinitd), evident, matricele respective vor fi infinite. (Studiul acestui complex depaseste

scopul prezentei lucrari.)
Afirmatia 2.4.1. Pentru un complex generalizat de relagii X", perechile de matrici

I™(A), 1™(V), 1<m<n, precum si 1™(V), 1™(A), 0<m<n-1, sunt transpuse, adicd:

(1"(48))" =1"(V),
(") =1"(a).

2.5. Lanturi si cicluri m-dimensionale

Fie date un G-complex de relatii multi-are X" =(&°, &', ..., @") si grupul aditiv al
numerelor intregi Z . Prin analogie cu definitia 2.3.2, pentru quasisimplexul Q}' € GX" vom
introduce notiunea de quasistea a lui Q' ca o totalitate de quasisimplexe din GX" pentru care
Q}“ este quasifatetd a acestora si se va nota prin st (Q;"), 0<m<n. In cazul unui quasisimplex
Q; e ", multimea gstQ| este vida.

Quasisimplexul Qf' e ®" contine m+1 fatete (m-1)-dimensionale, pe care le vom nota
Q;:;l,ngl,...,le. Consideram ca in quasisteaua Qst Q' existd anumite t quasisimplexe
(m+1)-dimensionale, pentru care Q' este fateta ereditara, si vom nota aceste quasisimplexe prin
Qr, Q... Q™ t=1, 0<sm<n-1. Existenta quasistelei nevide pentru quasisimplexul
Q' € ®" este garantata de definitia complexului generalizat de relatii.

Definitia 2.5.1. Vom numi, respectiv, A-frontiera (frontiera algebrica) si V -frontiera
(cofrontierd) a unui quasisimplex Q;" e @™ urmatoarele sume:

A} =& (m, A)QE + & (m, A)Q™ +...+ &/ Q) (2.11)

unde 1<m<n, jeA,,, si
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va =& (m, V)QI™ +£72 (M, V)QI™ +...+ & (m, V)Q™, (2.12)
unde 0<m<n-1, je A, . Vom nota A-frontiera quasisimplexului Q}' prin AQ{', iar V -frontiera
acestuia prin VQ', 0<m<n.

Pentru orice quasisimplex Q € &° si orice quasisimplex Q| € @" vom considera :

AQ° =0, si VQ; =0,

undeie A, =card X, jeA,=card®@".

Formulele (2.11) si (2.12) ar putea fi scrise mai simplu. De exemplu, fie quasisimplexul
Q" =(x;,,X,,, - X, ) reprezentat prin indicii respectivi:

Q' =(or Juvoens Jiroonr ),
iar quasifateta (m—1) -dimensionala Q;Tk"l a lui Q' este fateta opusa varfului j,,0<k<m.
Atunci, in baza definitiei cu privire la coerenta quasisimplexelor Q}“ si (—l)kQ;:’l, unde
(-D* = 8'; (m, A), suma (2.11) poate fi scrisd in modul urmator:
AQT = (-D)°Q; " +(-D)'Qg 7 +..+ (D Qp +..+ (D" QR (.11

La fel ca si in [32], [52], se demonstreazd ca AAQ{ =0, VVQ[ =0, pentru orice

quasisimplex Qf' e &™,0<m<n.

Alti coeficienti de A-incidenta, care nu figureaza in suma (2.11'), conform definitiei 2.4.2,

sunt egali cu zero.

Avantajele formulelor (2.11) si (2.12) vor fi aplicate in continuare. Fie acum f :X" —>Z o
aplicatie univoca a complexului de relatii X" in grupul numerelor intregi. in cazul unui simplex

Q" e®" , orientat negativ (a se vedea definitia 2.4.1), vom conveni si scriem
f(-QM)=-f(Q™) . Sa notam f(Q")=p,, unde p, €Z pentru orice Q" € @™ . Pentru
simplitate si pentru a tine cont de proimaginea lui p,, in loc de f(Q™)= p, vom scrie
p,Q", 0<m<n.
Definitia 2.5.2. Pentru familia de quasisimplexe @" ={Q;", Q;,..,Q;}0<m<n,
suma finita
P.Q" + P, Q7 +...+ p, Q (2.13)

se va numi lant m-dimensional al G-complexului de relatii X" si se va nota prin L", pe cind

multimea tuturor lanturilor L™ se va nota prin &, 0<m<n.
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Fie LT = > pQ" si Ly = D t,Q" doua lanfuri m-dimensionale ale G -complexului de
Qime®m Qime@m

relatii X"
Definitia 2.5.3. Relatia
I-T + ern = Z(pi +ti)Qim (2-14)

o
se numegte sumd a lanturilor L] si L .

Este evidenta

Teorema 2.5.1. Multimea & " a tuturor lanturilor m-dimensionale a unui G-complex de

relaii multi-are X" cu operatia de adunare, definita prin relatia (2.14), formeaza un grup

comutativ.
Grupul A-lanturilor m -dimensionale se va nota prin A& ™.

Definitia 2.5.4. Pentru un lant m-dimensional si finit L™ € <™, 0<m<n, expresia

AL™ = > p,AQ" (2.15)

Q'e@"
se va numi A-firontiera algebricd a lanfului L™ .

In cazul m=0, conform definitiei 2.5.1, rezultd cd AL® = 0.

Tinand cont de cele mentionate mai sus, orice lant L™ € <™ se va mai numi si A-lant.

In literatura clasica se mai aplica si terminologia mentionata in [32].

Remarca 2.5.1. Operatia de definire a A-frontierei algebrice a unui A-lant L™ € <™ este
un omomorfism [40]:
AM): L™ 5> ZF™ 0<m<n.
Este firesc sa numim acest omomorfism A-omomorfism. Aceasta este necesar, deoarece
vom mai utiliza un alt omomorfism, care are o semnificatie diferita de cea a A-omomorfismului.

A-Omomorfismul mentionat poate fi obtinut prin aplicarea operatiei respective de creare a
A-frontierei pentru quasisimplexul Q" (a se vedea relatia (2.11')) si considerand
AQ" =L"" e ™, 0<m<n. Vom nota prin ImA(m) imaginea, iar prin KernA(m) — nucleul
omomorfismului A(m) [40].
Teorema 2.5.2. Pentru orice lant L™ € £ " se verifica egalitatea AAL™ =0, m=0,1,..., n.
Demonstratia acestei teoreme se face exact ca in [32], aplicand relatia cunoscuta
AAQ™ =0 (a se vedea definitia 2.5.1).

Din demonstratia teoremei 2.5.2, este lesne a deduce
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Consecinta 2.5.1. Pentru un G-complex de relatii multi-are X" are loc egalitatea:
I™(A)-1"(A) =0, 1<m<n. (2.16)
Definitia 2.5.5. Lanul L" € ™ cu proprietatea AL"™ =0 se numeste A -ciclu cu
dimensiunea m al G-complexului GX" si se noteaza prin Z™(A) = L™, 0<m<n.
Desigur, operatia de adunare a lanturilor, definitd prin relatia (2.14), se rasfrange si asupra
ciclurilor, in baza definitiei 2.5.5. Este evidenta

Teorema 2.5.3. Multimea tuturor A-ciclurilor m-dimensionale in raport cu operatia de
adunare a A-lanurilor formeaza un subgrup comutativ al grupului <™,

Vom nota subgrupul A-ciclurilor din AZ™ prin &"(A), 0<m<n. Acest grup se va folosi in
paragraful 2.6, la definirea omologiilor complexului.

Definitia 2.5.6. Daca existd doud A-lanturi L™ € 2™ si L™ e 2™ cu proprietdtile:

a) L™ =AL™?,

b) AL" =0,
atunci L™ se numeste A-ciclu cu dimensiunea m, A-omolog cu 0. In acest caz vom folosi notatia
L™ =Z™(A) =0. Doua A-cicluri Z"(A) si Z)(A) care apartin lui &"(A) se numesc A-
omoloage daca Z,"(A)—25(A)~0, 0<m<n [59], [63], [70], [300], [305].

Faptul cd AL™ reprezintad un A-ciclu omolog cu 0 ilustreaza situatia cd in X" lanful AL"

margineste in scheletul m -dimensional al lui X" un G-subcomplex al lui sk(m) X" .
Este evidenta

Teorema 2.5.4. Multimea tuturor A-ciclurilor m-dimensionale si A-omoloage cu 0 in raport
cu operatia aditivd, definitd in AL"™, formeaza un subgrup al grupului & (A). Vom nota
acest subgrup prin &7 (A).

Existenta grupului &7 (A) rezultd din teorema 2.5.2. Este evidenta relatia Z; (A) ~ 0 (intr-

un G-complex de relatii X" nu existd A-lanturi cu dimensiunea n+1).

2.6. Omologiile G-complexului de relatii multi-are

Definitia 2.6.1. Grupul factor &&"(A)/ &7 (A) al unui G-complex de relatii multi-are se
numeste grup al A-omologiilor (al omologiilor directe) cu dimensiunea m peste grupul Z si se
noteazd prin A" (GX"), 0<m<n. Rangurile acestor grupuri se numesc numere Betti. In lucrarile

[32], [52], [56], [300] aceste grupuri se noteaza prin H,_(X"), 0<m<n.
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Deoarece grupurile A-omologiilor sunt construite peste grupul numerelor intregi Z , vom
obisnui sa mai folosim si notatiile: A™ (X", Z), 0<m<n (respectiv, H_(X",Z), 0<m<n).

E firesc a scrie si astfel [32]:

A" (X") = KernA(m)/ImA(m),1<m<n.

Scopul nostru urmareste a ingusta notiunea complexului de relatii, insd nu intr-atat cum e
facutd in [58], [59], ci precum e definit In [17]. Meritd sd mentionam ca toate rezultatele pot fi
generalizate si in cazul unui complex de relatii mai general, asupra dimensiunii cidruia nu se
impune nicio restrictie (prin analogie, a se vedea [54], [55]).

In conformitate cu rezultatele clasice, vorbind despre omologiile unei structuri matematice,
de rand cu grupurile de A -omologii se studiaza si grupurile de coomologii [32], [305]. Aplicand
grupul numerelor intregi Z vom forma aceste grupuri pentru G-complexul de relatii X" .

Simplificand notatiile, introducem notiunea de V -lant (colant), care coincide cu notiunea de
lant cu dimensiunea respectiva.

Definitia 2.6.2. Pentru un V -lant L™ € ", 0<m<n, egalitatea:

VL™ = > pvQ"

Qle@"

se numeste V -frontierd algebricd (cofrontiera) a lanfului VL" . In cazul m=n avem VL" =0.

Remarca 2.6.1. Operatia de formare a V -frontierei a V -lantului L™ € & reprezintd un

V -omomorfism:
v(m): " > ™ 0<m<n-1.
Notam prin ImV(m) imaginea, iar prin KernV (m) — nucleul V -omorfismului V(m).
Definitia 2.6.3. V -lanful L™ € ™, cu proprietatea VL™ =0, se numeste V -ciclu cu
dimensiunea m a G-complexului de relatii X" si se va nota prin Z"(V)=L", 0<m<n.
In cazul m=n avem egalitatea VL" =0. Deci, conform definitiei 2.6.2, lantul L" este un
V -ciclu cu dimensiunea n.

Folosind operatia de adunare a V -lanturilor, obtinem

Teorema 2.6.1. Multimea tuturor V -ciclurilor m-dimensionale in raport cu operatia de
adunare a V -lanturilor formeaza un subgrup comutativ al grupului <™.
Notam subgrupul V -ciclurilor din V.&2"prin &"(V), 0<m<n.
Definitia 2.6.4. Daca existd doud V -lanturi L™ € Z " si L™ € ™" cu proprietitile
a) " =vL";
b) VL" =0,
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atunci L™ se numeste V -ciclu cu dimensiunea m, V-omolog cu 0. /n acest caz se va utiliza
notatia (obisnuita) [32]:
L"=Z"(V)~0.
Doud cicluri Z]"(V)si ZJ (V) din &"(V) se vor numi V -omoloage daca:
Z2"(V)-2;(V)~0,1<m<n.
Tinand cont de definitia clasicd a grupului [ 188], usor se poate de demonstrat urmatoarea

Teorema 2.6.2. Multimea tuturor V -ciclurilor m-dimensionale si V -omoloage cu zero, in

raport cu operatia de adunare definita in V", formeaza un subgrup al grupului ém(V) Si
se va nota prin &7(V).
Definitia 2.6.5. Grupul factor &"(V)/ & (V) al G-complexului de relatii multi-are X"

se va numi grup al VvV -omologiilor (mai simplu — coomologii) cu dimensiunea m peste grupul

numerelor intregi Z , fiind notat prin V_(X"), 0<m<n.
Remarca 2.6.2. Amintim ca V ,(K"), 0<m<n, este definit, considerand ca V -lanturile din

X" sunt finite.

Evident, putem scrie si astfel: V_(SX") = KernvV(m)/ImV(m),0<m<n.
S ne amintim acum ci existenta grupurilor &(V), 0<m<n, a unui G -complex de

relagii multi-are rezultd din egalitatea AAL™ =0, 0<m<n . Aceastd situatie genercaza
necesitatea de a formula citeva rezultate suplimentare.

Teorema 2.6.3. Pentru orice V-lanf L™ e V.Z™ al G-complexului de relatii multi-are X"
are loc urmatoarea egalitate:

VVL" =0,0<m<n.

Demonstratia teoremei se face exact ca in [32], aplicand relatia cunoscutda VVvq" =0 (a se
vedea definitia 2.5.1 si consecintele ei).

Remarca 2.6.3. Pentru grupurile de omologii directe si coomologii ale unui G-complex de
relagii multi-are X", procedura de orientare a quasisismplexelor sale este o problema
auxiliara si nu depinde de structura acestor grupuri [32], [52], [305].

Definitia 2.6.6. Un G-complex de relatii multi-are K", n>1, se numeste acicilic daca:

A(K") = A (XK") =...= A"(XK") =0.

Pentru a formula urmatoarea teorema, vom avea nevoie de unele notiuni clasice (a se vedea

[52], [305]) si vom demonstra o lema auxiliard. Rezultatele respective vor permite interpretarea

unor proprietdti ale complexului In termenii grupurilor de omologii.
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Fie @" ={Q/, Q;, ..., Q, } familia de quasisimplexe 0-dimensionale ale G-complexului de

[27

relatii multi-are, iar L° = p,Q. + p,Qy +...+ p%Qo0 un A-lant arbitrar din AZ°.
Definitia 2.6.7. Operatorul
|: 2% »>2Z
ce posedd proprietatea 1 (L°) = p, + p, +...+ p,, » pentru orice lang L° € &£°, se numeste indice
al A-lantului L°.

Este evident ca pentru oricare doud A-lanturi arbitrare L), L) e & are loc relatia:

(L +13) = 1(L) + 1(L3). (217)

Lema 2.6.1. Daca AL’ este grupul A-lanturilor 0-dimensionale al G-complexului conex de
relatii multi-are X" = (@O, @, ..., ®R"), atunci orice lant L° e AL este omolog lui 0 daca si
numai daca 1(L°) = 0.

Demonstratie. Fie Q' € @' un quasisimplex arbitrar, orientat pozitiv, reprezentat prin
perechea Q' =(Q?, Q?) , unde Q7, Q? e@°,i# j. In acest caz A(p-Q') = pAQ? - pAQ? si,
prin urmare, vom avea |(A(p-Q')=0. In conformitate cu relatia (2.17), pentru orice
Z°(A) e &° (A) obtinem 1(AZ°(A)) = 0. Deci conditia necesara din lema are loc.

Sia demonstram acum afirmatia inversd. Din conexitatea G-complexului X" rezulta ca

. - .. 0 0 - e . ..
pentru oricare doud quasisimplexe Q;, Q? € ® existd o astfel de succesiune de quasisimplexe

1-dimensionale Qi, Qilz, ey Qi incat Qilk si Qilw,lﬁ k <t—1, sunt adiacente si originea lui Qi
coincide cu Q/, iar extremitatea lui Q; coincide cu Q. Mai mult ca atat, elementele acestei
succesiuni pot fi orientate In asa mod incat acestea toate sid fie de orientare pozitiva la
prezentarea prin A-lantul L' = pQ; + pQ} +..+pQ;, unde peZ si este, la fel, pozitiv.
Observam ci AL' = pQ;J — pQ?’. Astfel, conform relatiei (2.17), pQ? ~ pQ?. Aceasta la randul
siu conduce la relatia L' € &', ceea ce inseamni ci A-lantul este omologic cu pQ’. Atunci,
deoarece L' este omologic cu pQ’, obtinem I(L') = p. Astfel avem relatia L' ~ I(L")Q?, de
unde si rezulti ca 1(L') =0. Deci L' ~0.

Deoarece afirmatia ce urmeaza imediat este clasica si se demonstreaza in mod abstract, doar

0 vom aminti.

Teorema 2.6.4. Daci G-complexul de relatii multi-are X" = (@°, @', ..., @") este conex,

atunci A°(GK") este izomorf cu grupul numerelor intregi Z .
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Remarca 2.6.4. Daca pentru un G-complex de relatii multi-are X" are loc egalitatea
(2.1), atunci:

AT(X") = AT (K]) DA (XK) D...® A" (KY),

unde 0<m<n, si daca m=0, atunci:

AKX NV=2ZDZD..DZ. (2.18)
qori

Definitia 2.6.8. Un G-complex de relatii mutli-are X", conex si aciclic, se va numi
n-arbore orientat de relatii multi-are.
Importanta acestei notiuni se va resimti in cercetarile ulterioare, cand se vor elabora lucrarile

referitor la cele mentionate la Inceputul acestui capitol. Pentru n=1, constructia respectiva
reprezintd un graf orientat, conex si fird cicluri. Deci, daci GK' este conex, atunci acesta
reprezinta un arbore orientat [302].

Definitia 2.6.9. Daca X" este un G -complex local complet de relatii multi-are si este

transformat intr-un complex quasisimplicial abstract, atunci GX" se va numi G-complex

simetric de relatii multi-are.

In caz de necesitate, fiecare element din @™, 0<m<n, poate fi orientat in conformitate cu
definitia 2.4.1.

In paragraful 2.3 a fost introdusi notiunea de caracteristica Euler a complexului de relatii
multi-are X" . Importanta acestei caracteristici este bine cunoscutd prin aplicatiile sale

teoretico-aplicative [52], [60]. Fie p(A™(CX")) rangul grupului A™(CX") al lui X", iar
2(X)=> (-)"a, (2.19)
m=0

este caracteristica lui Euler (a se vedea relatia (2.9)), unde de acum ¢, inseamna numarul
quasisimplexelor cu dimensiunea m ale G-complexului GX", 0<m<n. In cele ce urmeaza, din

considerente de comoditate, in loc de p(A™ (XK")) vom folosi notatia p™.

Atunci, conform (2.19), are loc un rezultat analog celui obtinut de catre Poincare si

Kolmogorov [63], [305].
Teorema 2.6.5 (Euler-Kolmogorov). Pentru orice G-complex de relatii multi-are
X" =(&°, &, ..., ®&") are loc egalitatea:
Z(XK") =D ()" p". (2.19)
m=0

Demonstratia se face exact in mod abstract ca si in lucrarile [52], [58].
89



La finele acestui paragraf propunem o definitie si o afirmatie importanta.

Definitia 2.6.10. Fie dat G -complexul X" =(&°, @', ..., ®"). Sa examindm complexul
X' =(®',®&"",..,&"), unde fiecare quasisimplex abstract Q", cu dimensiunea m, e
considerat un complex celular [32] cu dimensiunea n-m, notat prin Q3™, pe cdnd totalitatea
acestor complexe cu dimensiunea n-m — prin &"",0<m<n,ieA,,, desigur, respectind
incidentele. Complexul abstract X se numeste dualul complexului GX".

De exemplu, un simplex O-dimensional incident la n fatete (simplexe) (n-1)-dimensionale
ale unui simplex n-dimensional reprezinta un CW cu dimensiunea n in forma unui simplex
n-dimensional, avand ca celule multimea tuturor fatetelor acestuia, inclusiv cea improprie
(interiorul simplexului n-dimensional).

Consecinta 2.6.1. Complexul dual X al complexului GX" este un complex celular (CW)
CONex.

Fie

HS(SK],2), H (K], 2),..., H] (3K}, Z) (2.20)
sirul grupurilor de omologii directe ale lui GXj .

Daca examinam mai atent sirul (2.20), imediat rezulta:
Teorema 2.6.6. Pentru complexul GX" sunt adevarate relatiile:

V, (K", Z) = HY (X", Z),

V,(3X",Z2) = H; (K], Z), (2.21)
V (X", Z)=Hj(XK],Z)

In baza acestei teoreme obtinem ci teorema Kolmogorov-Alexander [32], [305] cu privire la
dualitatea grupurilor de omologii §i coomologii pentru spatii topologice rdmane valabila si in
cazul complexului generalizat de relatii multi-are GX". Astfel, obtinem

Teorema 2.6.7. Pentru complexul GX" sunt adevarate urmatoarele egalitati:

AN(K",Z) =V, (K",2),

A (X", 2)=V, _(XK",2), (2.21")
A'(XK",Z2) =V, (X", 2).
Remarca 2.6.5. E posibil a nu utiliza CW, insa pentru aceasta era necesar a defini ce

reprezinta un poliedru abstract n-dimensional (frontiera cdaruia este o sfera abstracta cu
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dimensiunea (n—1)), chestiune migdloasd, pe care in limitele acestei lucrdri nu o vom atinge. In

cele ce urmeaza o sa ne intereseze doar definitia cubului abstract n-dimensional, folosit la
solutionarea unor probleme cu caracter aplicativ — chestiuni examinate in capitolele IV si V.
Fie Z grupul numerelor intregi si G un grup comutativ arbitrar. Se cunoaste [32] ca daca
grupul G admite un numar finit p de elemente generatoare, atunci:
G=G,&G,9..0G6,®D,®D, ®..®D,, (2.22)

unde G;, 1<i<p,si D;, 1< j<r, suntsubgrupuri ciclice din G, insa finite, cu perioada c; si

divizorul c;,, .

Numerele p,c,,c,,...,C, reprezinta un sistem complet de invarianti ai grupului G,
raportati la automorfismele sale. Numarul p este rangul grupului G . Coeficientii c,,c,,...,C, Se
vor numi coeficienti de torsiune a lui G .

Prin urmare, grupurile de A -omologii A" (GX") ale complexului de relatii multi-are X" ar
putea sa contina un sistem complet de invarianti ai grupului G, raportat la autormorfismele sale.

In cele ce urmeaza vom construi alte grupuri de A -omologii ale complexului X", numite

grupuri ale A -omologiilor diluate [32], care nu contin coeficienti de torsiune, insa sunt

importante din punct de vedere al folosirii acestora la obtinerea unor proprietiti noi ale lui GX".
Astfel, omologiile directe, coomologiile si omologiile diluate formeaza un suport teoretic necesar

pentru dezvoltarea noii directii de cercetare legate de studierea relatiilor multi-are.

Fie &™(A) grupul A —ciclurilor peste grupul numerelor intregi Z al complexului X"

Definitia 2.6.11. Doud cicluri Z["(A), Z)(A) e &"(A) se numesc cicluri diluate,
A —omoloage cu 0, daca JaeZ, |al>1, incdat a(Z;"(A)—Z, (A)) ~ 0.

In cazul a doua cicluri diluate si A— omoloage Z"(A),Z)(A), vom folosi notatia

Z"(A)~Z](A), 0<m<n. Usor se verificad cd multimea ciclurilor diluate m -dimensionale si
A-omoloage cu 0, in raport cu operatia de adunare, formeaza un subgrup al grupului ciclurilor

diluate g™ (A), pe care il vom nota prin @”:%"(A)

Definitia 2.6.12. Grupul factor g™ (A)/ & (A) se numeste grup al A-omologiilor diluate
cu dimensiunea m al complexului X" si se noteazd prin A™(X"), 0<m<n.

Notam prin 5, rangurile grupurilor A™(&X"), 0<m<n.

Lema 2.6.2. Pentru grupurile de omologii A™(GX") si A™(GX") ale unui G -complex de

relatii multi-are X" se respectd egalitatea:

P =Py 0SM<N,
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Atat grupul A™(GK"), cat si A" (X"), 0<m<n, posedi acelasi numir de subgrupuri
independente si izomorfe cu grupul numerelor intregi Z, 0<m<n. Luand in consideratie

relatiile (2.19), (2.19"), precum si lema 2.6.1, obtinem

Lema 2.6.3. Pentru un G -complex de relatii multi-are X" este adevdratd egalitatea:
n n -
Y )", => )" p,, (2.23)
m=0 m=0
In cele ce urmeaza, vom studia reprezentarea geometrici a grupurilor A" (X"), 0<m<n,

precum si legitura cu A-ciclurile complexului GX", prin introducerea numarului ciclomatic m -

dimensional pentru GX".
2.7. Numarul ciclomatic al complexului de relatii multi-are

In paragraful 2.5 a fost definit A -ciclul m-dimensional al unui G -complex de realtii multi-
are X", interpretat ca un subcomplex conex din GX" in care orice quasisimplex Q™" e @™

este fatetda comund pentru exact doud quasisimplexe m -dimensionale ale A -ciclului, orientate
respectiv. Un astfel de A-ciclu ar mai putea fi numit A-ciclu sferic elementar cu dimensiunea

m . In caz general, cand un A-ciclu m -dimensional conex si orientat este format din mai multe
A -cicluri sferice elementare, fiecare quasisimplex Q™" e @™ al acestui ciclu este fatetd
comund pentru un numdr par de quasisimplexe m -dimensionale. Multimea aceastor cicluri o
vom nota prin 5 "(A) . Impreuni cu grupurile de cicluri &"(A) si gm(A) , studiate in
paragraful 2.5 si paragraful 2.6, obtinem relatia & (A)gé’:m(A) gf (A) Desigur, prezintd
interes problema determindrii unei formule de calcul a A-ciclurilor m -dimensionale din GX".
Vom examina unele aspecte ale acestei probleme. Totodatd, vom considera cd elementele
multimii 5 "(A) poseda proprietatea:

P: Orice A-ciclu din 5 ™ (A) nu margineste nici un set de simplexe cu dimensiunea m+1
din complexul cX".

Fie @"={Q",Q;....Q; } multimea tuturor quasisimplexelor m -dimensionale ale
complexului X" =(&°, &',...,&"), iar R — spatiul vectorial cu dimensiunea «, peste

campul numerelor reale R . Pe multimea ™ (A) definim functia univoca:

f :£™(A)— R™,
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ce poseda proprietatea: pentru orice ciclu 5 "(A) e 5 ™(A) are loc egalitatea
fo(E"(A) = (P 1], Py =17 P] —t] o0 PI. —1T),
unde p{ inidcd de céte ori quasisimplexul Q}' apare in ciclul 5 "(A) cu semn pozitiv, iar
t' —cu semn negativ. Vom nota diferenta p' —t{" prin C;". Obtinem vectorul:
f.(&™(A) = @E"E,...c"), 1<m<n.

Pentru m =0 avem un caz aparte, mai putin important, care nu va fi examinat in cele expuse

in continuare.

Definitia 2.7.1. Vectorul f (E ™(A)) se numeste vector A -ciclic cu dimensiunea m a
complexului de relatii multi-are X" si se va nota prin c" A)=f (E”‘ (A) e R ™.

Setul de vectori A-ciclici contine o baza B" — R, care determini in R™ un subspatiu.
Vom nota acest subspatiu prin R(A,m).

Fie acum G™ (A) multimea tuturor vectorilor cu coordonate in numere intregi din R(A,m) .

Teorema 2.7.1. Mulfimea de vectori G "(A)c R, in raport cu operafia de adunare,
reprezintd un grup aditiv si multiplicativ, izomorf grupului A-omologiilor diluate A" (CX") cu
rangul p,., si are loc relatia:

p. =cardB,, 1<m<n.

Demonstratie. Mai intai vom demonstra ca intre elementele grupurilor ém(A) si Zm( " ),
1<m<n, exista o corespondentd biunivoca.

Faptul ca ém(A) reprezinta un grup al vectorilor A -ciclurilor din R(A,m)c R se verifica

simplu, constientizdnd ca elementele din G m(A) formeaza in R(A, m) o retea de vectori cu
coordonate intregi care, la randul sau, formeaza un grup aditiv si multiplicativ [41], [124].

Deoarece I§m cG" (A), rezulta ci orice element din G" (A) poate fi reprezentat ca o combinatie
liniara a vectorilor bazei Igm . Luand in consideratie modul in care a fost definitd anterior functia
f. - Em (A)— R, rezulta relatia: f, (Em (A))c G"(A).

Fie B, :@“(A),GZ'“(A),...,EtT(A)}. Atunci, pentru orice element C™(A)eG™(A) are loc
egalitatea:

C"(A)=a CM(A)+afCl(A)+...+a"Cl(A),

unde af € Z, 1< j<t, . Prinurmare, orice element C™(A)e G™(A) poate fi reprezentat astfel:
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c"(A)= (alm b, alb",....e"b," )

Sa examindm acum aplicatia inversa:

f1:Cm(A)>C™(A).

Consideram multimea E "(A) impreuni cu toate combinatiile posibile ale elementelor sale.
Notam aceastd multime prin & (A) . Extindem aplicatia f " peste reteaua vectorilor m -
dimensionali cu coordonate intregi din R(A, m)c R . Notam aplicatia extinsa prin F"l, cu
valori in €™ (A):

f1:G"(A)>2Z™(A), 1<m<n. (2.24)

Fie, in virtutea acestei aplicatii avem:

97E" (M) U g7E (M) v U grE"(A) = (2.25)
= frgl(g{"élm +grCl 4.+ gtmftm),

unde g ;“6 ;' presupune interpretarea formald a faptului cd A -ciclul m— dimensional C [ este
folosit de g ori. Daca examinam partea stinga a relatiei (2.25) ca o expresie algebrica formala,

tinand cont de aplicatia complexului X" in grupul numerelor naturale Z (a se vedea paragraful
2.6 si relatia (2.13)), atunci aceasta este echivalentd unui A -lant, cunoscut din cercetarile

efectuate in paragraful 2.5:
L™ =977 (8)+ 9727 (A)+...+ 972 (4),
unde g;" €Z,1<j<t, L#0si AL" =0. Aceasta conduce la concluzia ca aplicatia (2.24) este

biunivoca si extinderea aplicatiei f :5 "(A)— R asupra familiei & (A) reprezinta inversa

aplicatiei (2.24). Notam prin f_ extinderea aplicatiei f_. In baza aplicatiilor f_,f ", ?m usor
deducem existenta unei aplicatii biunivoce intre elementele din & (A) si multimea A -ciclurilor
m -dimensionale cu proprietatea: pentru orice ciclu z™(A)e A" (@(”) existd un A -lant
L™ € <™ incat AL™ =0, adicd z"(A)=L".

Prin urmare, existd relatia biunivoca Iintre A" (@(m) si G m(Am) , ceea ce implica
corectitudinea relatiei din teorema:

5. =cardB_ .
In cele ce urmeaza, elementele din grupul aditiv & (A) le vom numi A-cicluri netriviale

m -dimensionale, 1< m<n. Si examinim cardinalul multimii €™ (A). Pornim de la egalitatea:
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> D"y (", (2.26

care este rezultatul aplicarii relatiilor (2.19) si (2.19).

Examinim complexul 1-dimensional GX" = (@O,@l) care, precum s-a mentionat anterior,
poate fi considerat un graf cu numirul de varfuri egal cu card@° si numarul de arce egal cu
card@". Pentru formula (2.23) avem:

o, =card®@’ =n;

a, =card@' =m;

0, este rangul grupului de omologii A°(@<l), fie p, = p. Dacd GX* este conex, atunci se

considerd p=1;

p, este rangul grupului de omologii Al( ”) si reprezinta numdarul de A -cicluri

independente 1-dimensionale din X"

Prin urmare, putem scrie:
Oy — 0 =py =P
Sau
PL=0 =0y + Py
Daci notim p, prin Vl(dil), atunci:
vl( 1)zm—n+ p.

Pentru cazul grafului (complexului 1-dimensional) conex obtinem:

v,(X)=m—n+1.

Numarul v, (@Cl) se numeste numir ciclomatic al grafului GK' = (@0 , @1): (X, RZ). In
cazul cand X" nu e conex si este reprezentat ca o reuniune de complexe 1-dimensionale conexe
st disjuncte:
unde X’ =X'c X, X' nX'=g, X' mdql =@, i#]j,1,j=12,...t, obtinem egalitatea:

V(@€1)=pl=al—ao+po +t=m—n+po(@(°)+t. (2.27)

Aici t exprimi numirul componentelor conexe in X' . Deoarece, conform celor
mentionate in paragraful 2.5, AO( " ); Z , in cazul complexului conex, iar rangul p, al
grupului Z este egal cu 1, in cele din urma obtinem:
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Pl )= p(X°)+ 1= .

Definitia 2.7.2. Pentru complexul O-dimensional de relatii X° = (@0 = X,@,...,@) ,
numdrul maxim de A -cicluri 0 -dimensionale, adicd card@°, se numeste numdr ciclomatic
0-dimensional al lui GX°, care se noteazd prin v, (@(0)= Lo

In cazul complexului 1 -dimensional GX* = (@0, @1) , cu o submultime de simplexe
0-dimensionale @) c &°, doui cate doui izolate, numirul V(@(l), exprimat prin relatia (2.27),
se numeste numar ciclomatic 1-dimensional, iar p, =card@‘§ +1 este numarul ciclomatic O-

dimensional al complexului GX".
Sa examindm numerele ciclomatice in cazul G-complexelor de relatii multi-are cu

dimensiunea n>1. Acestea sunt o generalizare a numarului ciclomatic cunoscut din teoria
grafurilor. Fie GX" un complex de relatii multi-are, reprezentat ca o reuniune de complexe
disjuncte:

K" =K" X" U..UX", (2.28)
unde max{nl, n,,.. nr}: n>2. Din relatia (2.26), ca rezultat al unor transformari elementare,

obtinem:

(1 py= S0y + D) 229)

m=n m=n-1
Definitia 2.7.3. Pentru un G-complex de relatii multi-are K", numdrul p, din partea
stangd a relatiei (2.29) se numegste numdr ciclomatic n-dimensional al complexului X" si se
noteaza prin vV, (@(n)
In baza formulei (2.26), pentru complexul GX" putem calcula toate numerele ciclomatice

v, (@(” ), vl( n ...,vn( 5 ) Intr-adevir, din (2.26) usor deducem:

1" on =§(—1)‘ o +§(—1)‘ p (2.30)

Sau

3
I
3
iR

i=
Astfel, obtinem formula recurenta pentru calcularea numerelor ciclomatice ale unui G-

complex de relatii multi-are GX":

n66")= Y1) e )

_Z:;l(— )™y, (K"), (2.31)
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pentru 0<m<n.
Numerele ciclomatice joacd un rol important in solutionarea problemelor cu caracter
aplicativ. Vom analiza in continuare cateva dintre aceste aplicatii. Inlocuim grupul de numere

intregi Z printr-un grup aditiv si multiplicativ Z,, format de cele doua clase minimale si
nenegative obtinute prin divizarea la 2 a numerelor din Z . Vom nota prin C, campul format in
baza lui Z, si construim un alt grup multiplicativ, necesar pentru formularea unei teoreme de tip

clasic, precum si unele rezultate cu aspect practic.

2.8. Matricea ciclomatica

Fie X" =(&°, &', ..., &") un complex n-dimensional de relatii multi-are in care sunt
determinate urmatoarele:

- ¢£™(A) — multimea A-ciclurilor m -dimensionale, descrise anterior;

- C, — campul format in baza grupului Z,;

- 1(A) — matricea de A -incidentd peste campul C, ;

- RJ™ — spatiul liniar peste cdmpul C,;

Aplicatia W2 :£™(A)— R cu proprietatea: pentru orice element £™(A) din £™(A),

vectorul C™ =y? (E m(A))=(51m,52m,...,5 ) are coordonatele 0 sau 1 in dependenta de faptul

daca ciclul E " (A) contine quasisimplexul Q" de un numar par sau impar de ori.
Pentru orice G-complex de relatii multi-are GX" are loc analogul teoremei Poincare-
Veblen-Alexander [52], [125].

Teorema 2.8.1. Pentru orice G -complex de relatii multi-are X" |, cu proprietdtile
mentionate mai sus, este adevarata egalitatea:
17 (A)C! =0,
unde C este vectorul transpus vectorului C™ = (El"‘,Ezm,...,Ea”; ) daca si numai daca are loc
relatia:
Cn =w2(Z"(a))e Re".
Pentru a demonstra aceasta teoremd, vom avea nevoie de anumite rezultate ajutatoare.
Definim pe complexul GX" aplicatia:
f, X" >2Z,
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incat pentru orice quasisimplex Q™ din GX" are loc una dintre relatiile:
f,(Q")=0 sau f,(Q")=1.

Pentru o intelegere intuitiva adecvata, in locul notatiei fz(Qm): 0 (sau f, (Qm):l) vom
obignui sa scriem 1-q™ sau 0-q™ . Astfel, putem descrie un A-lant m -dimensional peste cAmpul
Z, in modul urmator:

L"(2)=al'q] +a3'a) +...+ e d]
unde o € {01}.

In cazul a doud A - lanturi:

L' =o' + ) q) +..+ g O
L =b"q" +byay +...+bz dy

definim operatia de adunare in modul urmator:

L"(2)+ L7 = (" @b Jo" + (o @b Jag +...+ (™ @b (2.32)
unde prin @ se noteaza operatia de adunare in grupul Z,, 0<m<n. Usor se verifica ca
multimea tuturor A -lanfurilor m -dimensionale in raport cu operatia de adunare formeaza un
grup pe care il vom nota prin <" (2), 0<m<n.

In mod similar celor examinate in paragraful 2.5, definim notiunea de A -frontierd AL" (2)
a A-lantului L"(2):
AL"(2)=a"Q" ®+a)'Q; @ +...+ ®a] QI
unde
Agl=1.Q @®1-Q @..81.Q; ",

iar Qi;“_l,QiT_l,...,Q('X":1 sunt fatetele cu dimensiunea m—1 ale quasisimplexului Q", 1<i<e«,,,
a,, =card@".

Daci AL"(2)=0, atunci L"(2) se va numi A-ciclu m -dimensional al complexului X",
fiind notat prin Z™(A,2), 0<m<n . Prin definitie, vom considera orice element din @° ca un

A -ciclu al complexului X" . Daci é’gm(A,Z) reprezintd multimea tuturor A -ciclurilor m-

dimensionale din X", atunci aceasta formeaz un subgrup al grupului Z™(2), 0<m<n.

In mod similar cu cele descrise in paragraful 2.6, in cazul complexului de relatii multi-are

X" =(&°, &', ..., @") se formeaza:
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& (A,2)—multimea tuturor A-ciclurilor din  &™(A,2) care sunt omoloage cu 0. Evident,
2" (A,2) este un subgrup al grupului &™(A,2).
Ay (K " ): &"(A,2)/ &0 (A,2)—grupul A-omologiilor peste campul Z,, 0<m<n.
Grupul A’ (@(" ), conform relatiei (2.18), poate fi reprezentat in modul urmator:
Al(X")=D,®D, ®..®D,,
unde D;, 1<i <r, este un subgrup ciclic finit din A} (@(”) de rangul doi. Daca notam prin p,

rangurile A -omologiilor A”;( ”), 0<m<n, atunci obtinem urmatoarea interpretare a

caracteristicii Euler:

n

(%)=

Numerele p2, p;,..., p; se numesc coeficientii Betty dupd modulul 2 pentru grupurile de

(-1)" pp(ck). (2.33)

m=0

omologii A (@Z" ), A, (@Z" ),..., A”Z( " ) Folosind expresiile (2.13) si (2.33) pentru caracteristica
Euler, obtinem o relatie similara cu (2.30) din paragraful 2.7, si anume:
r . m-1 o n P
1" py =D (-1 & +D.(-1) py + D (-1) p;, 0<m<n. (2.34)
i=0 i=0 i=m+1
Definitia 2.8.1. Numarul p; din partea stinga a relatiei (2.34) se numeste numar
ciclomatic dupa modulul 2 cu dimensiunea m, 0<m<n, si se noteaza prin V;“( " )

Astfel, in baza relatiei (2.34), putem scrie:

V";(@@):g(_l)n—iai (gzn)+i_§_l<_1>m—iv;(@<n), o<msn. (2.35)

In paragraful 2.1 a fost definitd notiunea de schelet m-dimensional al G -complexului de

relatii multi-are (a se vedea definitia 2.1.2). Pentru complexul X" = (&°, &', ..., @") vom

nota prin GX " scheletul 1-dimensional. Acesta din urmi apare la solutionarea a mai multor

probleme cu aspect practic, dat fiind faptul ca X " s-a dovedit a fi o structurd matematici

eficientd, deseori folosita la modelarea diferitelor procese.

Si examinin matricea de incidentd a scheletului X " peste campul C,, pe care o notim
prin 1,"(A) = (a} ) o »1<M<nN. Rezolvam ecuatia:
- .
(A" =0,
unde X e R;™. Obtinem sistemul de ecuatii omogene cu operatiile de adunare si inmultire

definite in C,:
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a X @y, ®..®a, X, =0
2" 2" 2 U
% D%, ®.. 0, X, =0 (2.36)

Om-1 * Am * Um-1 * —
"X @a," X, ®..0a,mX, =0

Nota 2.8.1. Orice minor de gradul r, 1<r <min{e,, ,, .}, este egal cu 1 sau cu 0, ceea

m-1?
ce inseamnd ca 1, (A) este o matrice total unimodulara. (Termenul matrice total unimodulard a

fost introdus pentru prima data de catre Claude Berge, lucru mentionat in mod special in
lucrarea [33]). Solutia sistemului (2.36) se cautd sub forma de vectori in coordonate intregi.

Judecand ca si In cazul teoremei 2.7.1, obtinem egalitatea:
pl =vI'(&X ")=cardB,, (2) (2.37)
unde B, (2) este baza familiei de vectori ‘P2 (g: ”‘(A))c RE™
Din cele mentionate rezulti ci in matricea 1)'(A) existi o submatrice pitratici cu
dimensiunea maximala egala cu Vv, (6_5 n): v, , determinantul careia, calculat peste campul C,,
este diferit de zero, ceea ce garanteaza existenta solutiei. Aceasta Tnseamna ca sistemul (2.36)
contine «,, —V, variabile independente. Prin urmare, pentru (2.36) existd «, —V, solutii

fundamentale ce determind in R;™ un subspatiu cu dimensiunea «,, —V, . Astfel de solutii pot fi:
em =(em.cl e, 2 10...0)<RE

"
La,-v,

Ezm = (Cgl, C;nz youey Czyam7V2m ,0,1,..-,0)6 Rgm (2 38)

=m —[~m apn,
Cam—vg” - (Cam—vzm,l"" Cam—vg‘,am—vg‘ ’0'0""1)6 R2

(Conform notei 2.8.1, toti vectorii ce formeaza sistemul fundamental de solutii au aceste
coordonate.)

Vom reprezenta solutiile (2.38) prin matricea transpusa:

m m m

Ci1 Cyy . Cam—vg‘ 1
m m m
Cp» Co VT2
m m m
sz = Cl,t)tm—vgn CZ,am—VE” e Cam—vg‘,am—vgﬂ (239)
1 0 0
0 1 0
0 0 1
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Definitia 2.8.2. Matricea (2.39) se numeste matrice ciclomatica peste campul C, pentru

scheletul m -dimensional al G -complexului de relatii multi-are X" = (&°, &', ..., &").

Revenim acum la demonstratia teoremei 2.8.1.

Demonstratie.
l. Fie C" =(¢,", C;",..., C, ) un vector arbitrar din R;™ ce verifica relaia:
c" e W2(£™(A) c Rem
Sa aratdm cd, in aceste conditii, vectorul transpus c." satisface egalitatea:
1)(A)-c" =0.

Pentru a demonstra afirmatia e suficient sa o facem pentru un A-ciclu simplu (ciclu ce nu
contine repetdri de elemente) si conex & "(A)e g: "(A) (in cazul unui ciclu arbitrar se face
descompunerea acestuia in cicluri simple cu examinarile ulterioare respective). Un astfel de ciclu
genereaza un subcomplex conex in scheletul m -dimensional Skm( n) . Sa notam acest
subcomplex prin @((E”‘(A)) , iar prin A}, A,,...,A% — grupurile de A -omologii ale lui
@((5 " (A)) Aceste grupuri poseda proprietatile:

ANy=Z, N,=N,=A)"'=0, A)=Z,

iar caracteristica Euler z(@((f "‘(A))) satisface egalitatea:

~ |0, daca m este impar,
X (@((5 (A)))_ {2, daca m este par.

Orice alt A-ciclu g;km (A) conex, insa nu si simplu, poate fi reprezentat ca o reuniune obignuita de
A -cicluri simple si conexe de aceeasi dimensiune:
& (A)= S (A)Uégkr: A)o.. V& (A).
Notim prin I,"(A) matricea de incidentd a scheletului m -dimensional respectiv. Atunci,
produsul scalar al vectorului
e =y2(Er)=Er.er....cr, ... 5
la vectorul linie &'(m,A) al matricei 1)"(A) va fi:

<€M &' (M, A) >=T"e] (M A) ®Ceh (M A) ®... O} (M A)@... DT &), (M A).  (2.40)

a) A-ciclul studiat contine un quasisimplex (m—1)-dimensional care este fateta comuna exact

pentru doud quasisimplexe m-dimensionale din ciclu. Prin urmare, in acest caz, produsul

scalar (2.40) este egal cu 0;
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b)nu se respecti conditia cu referire la A -ciclu, indicatd in punctul precedent. In aceste
conditii, deoarece ciclul respectiv nu contine quasisimplexe (m-1)-dimensionale, vom avea:

. 0, dacac/" =1,

g;(m,A) = N .
1, dacac"=0

Prin urmare, si in acest caz produsul scalar (2.40) este egal cu 0.

Il. Fiec™" =(¢",¢c,", ..., Ea“;) vectorul, transpusul caruia satisface egalitatea din teorema:

1,)'(A)-c’ =0.
Totodatd, vectorul C" =(C",C,",...,C, ) se reprezintd printr-o combinatie liniard a

vectorilor c",c, ..., (—:;n ,n» care formeazd sistemul (2.38). Prin urmare, pentru a demonstra
m~— V2

conditia necesara a teoremei, ramane sda demonstram cd fiecare dintre vectorii
C., 1<k <ea, -V, sereprezinta printr-o combinatie liniard a A -ciclurilor (vectori din R;™).
Examinim multimea &™ a tuturor quasisimplexelor m -dimensionale g din @™, pentru

care ultimele v;' coordonate ale vectorului ¢,", corespunzator lui q,", sunt diferite de 0. Fie

m

Ekmz(cg,ck”;,...,cgm), 1<k <, —Vv, . Deoarece fiecare dintre produsele c,f“j-g}(m,A),

m
1<i<a, ,, primeste valoarea 0 sau 1 si <C"-&'(m,A)>=0, rezulti ci <C"-&'(m,A)>

contine un numar par de unitafi.
Fie
<C™-&'(m,A)>=C" - £/(mA)+C}" - &5 (MA)+...+C) -, (m,A) (2.41)
Din cele mentionate mai sus, referior la produsul <C™-¢&'(m,A) >, rezulti ci existi un
numdr par de indici j in suma (2.41), fie J;, ], jp , incat simplexele q;',qj ,...,q; , sunt
incidente cu fateta proprie g™ a quasisimplexului G" . Notim prin K(&") si K(R")
subcomplexele din X", generate de multimile @™ si, respectiv, @™ . Evident, este adevirata
relatia: K(Q@™) = K(R™). Complexul K(R™) poate avea mai multe componente conexe.

Fie aceste componente sunt:
X(&T), R(&),..., K(&).
Fiecare dintre complexele @?(@3;:‘), 1<t<r, reprezinta un A -ciclu topologic, de tipul
Euler. Notdm aceste A -cicluri (conexe si discriptive) prin Elm(A), E;“(A),,E "(A). Are loc
egalitatea:

e = W2 (EN(A)+w2ET ()¢ + P2EN (A)),
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de unde, in baza celor mentionate mai sus, obtinem:
C, " ‘Prﬁ(é-:m(A))c Ry™.

Consecinta 2.8.1. Pentru matricea de A -incidentd 1)'(A) a scheletului m-dimensional
sk™ (X") al G -complexului de relatii multi-are K" §i matricea ézm, peste campul C,, are
loc egalitatea:

I"(A)-C" =0, 0<m<n.

Demonstratia consecintei rezulta imediat din teorema 2.8.1.

Consecinta 2.8.2. Pentru matricea de A -incidentd 1)'(A) a scheletului m-dimensional

sk™ (X™) al G -complexului de relatii multi-are K" si matricea Ezm, peste campul C,, are

loc egalitatea:

(I_Zm(A))*-(ézm)* =0,0<m<n,

2.9. Concluzii la capitolul 2

In rezultatul studiului efectuat a fost construitd o structurd matematica discretd noud, numita
complex de relatii multi-are, care generalizeaza structurile discrete clasice, cum ar fi grafurile,
hipergrafurile, complexele simpliciale etc. Capitolul 2 contine un sir de rezultate ce constituie
fundamentul teoretic al directiei de cercetare, determinate de aspectul topologic al relatiilor

multi-are. Pornind de la definitia propriu-zisa a complexului de relatii multi-are

R™ =(R',R?,...,R™) , construit pe produsele carteziene ale unei multimi de elemente

X ={X,%X;, .0 X } = R!, se studiaza proprietitile de bazd ale acestei structuri, necesare pentru
cercetarile ulterioare.

Generalizand notiunea de lant si ciclu, cunoscute pentru structuri matematice mai simple,
cum ar fi grafurile, se construiesc grupurile de omologii si coomologii ale complexului
R™ = (R',R?,...,R™) . In termenii grupurilor de omologii se obtin rezultate importante ce tin
de structura complexelor de relatii multi-are, conexitatea acestora, calcularea numadrului
ciclomatic si cociclomatic etc.

De asemenea, se studiaza un caz particular al complexului de relatii multi-are, numit arbore.
Arborii reprezinta acele modele matematice pentru care pot fi elaborate metode eficiente de
solutionare a problemelor practice.
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In baza celor descrise in capitolul 2, constatim obtinerea unor rezultate principiale pentru

dezvoltarea in continuare a teoriei complexului de relatii multi-are:

au fost construite grupurile de omologii si coomologii;

a fost stabilita legatura dintre grupurile de omologii ale unui complex de relatii multi-are si
dualul acestuia;

a fost demonstrata teorema Kolmogorov-Alexander cu privire la dualitatea grupurilor de
omologii si coomologii in cazul complexului de relatii multi-are;

a fost dedusa formula recurenta pentru calcularea numerelor ciclomatice;

au fost demonstrate proprietati importante ale arborelui « — stabil;

a fost demonstrat analogul teoremei Poincare-Veblen-Alexander.

Tindnd cont de examinarile din capitolul 2 deducem urmatoarele concluzii:

1. Prin construirea complexului de relatii multi-are care, la randul sau, generalizeaza mai
multe structuri discrete clasice, cum ar fi grafurile, hipergrafurile, complexele
simpliceale etc., a fost propusa o noua structura discreta ce poate fi folosita in calitate de
model matematic la examinarea si solutionarea problemelor teoretico-aplicative;

2. Folosirea grupurilor de omologii si coomologii la determinarea proprietdtilor
complexului de relatii multi-are denotad posibilitatea aplicarii metodelor de studiu ale
topologiei algebrice pentru examinarea structurilor discrete. Aceasta situatie a permis
efectuarea cercetarilor la un nivel calitativ nou pentru astfel de structuri;

3. Folosirea rangurilor grupurilor de omologii ale complexului de relatii multi-are a permis
deducerea unei formule eficiente de calcul a numarului ciclomatic, chestiune importanta
pentru stabilirea proprietatilor combinatoriale ale unui astfel de complex, necesare la
solutionarea problemelor aplicative;

4. Demonstrarea analogului teoremei Poincare-Veblen-Alexander (teorema 2.8.1), cunoscuta
in legaturd cu examinarea contururilor unui graf orientat, reprezintd un instrument
efficient care a fost folosit pentru studierea ciclurilor m-dimensionale ale complexului de
relatii multi-are si construirea matricei ciclomatice a complexului respectiv;

5. Studierea arborilor, drept caz special al complexului de relatii multi-are, a permis
obtinerea unor rezultate ce {in de acoperirile minime cu varfuri ale complexului si

multimile intern stabile din R"* =(R',R?,..,R"™) , care generalizeaza rezultate

cunoscute din teoria grafurilor. Rezultatele ce tin de studierea cortegiilor suspendate pot
fi utile la elaborarea unor algoritmi iterativi de solutionare a problemelor combinatoriale

pe arbori.
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3. CONVEXITATEA iIN COMPLEXUL DE RELATII MULTI-ARE

Odati cu definirea notiunii de lant intr-un complex de relatii multi-are R"* (a se vedea

definitia 2.1.4), putem considera acest complex drept un spatiu metric (X = Rl,d) cu functia

distantei d : R* x R' — N . Generalizand in continuare notiunea de lant m -dimensional in R"*
(a se vedea paragraful 3.1) care permite, la randul sau, generalizarea notiunii de multime d -
convexd, cunoscutd din teoria grafurilor [60], [111], se studiazd mai multe proprictati ale
acesteia, exprimate prin teoremele 3.1.6 — 3.1.8. Se studiaza multimile convexe definind
notiunea de k -segment metric m -dimensional.

Grafurile, fiind un caz particular al complexului de relatii multi-are si avand o structurad
relativ simpld pentru studiu, servesc drept suport la studierea diverselor aspecte legate de
proprietatile multimilor convexe in spatii metrice discrete.

In paragrafele 3.2 si 3.3 sunt studiate grafurile neorientate si, respectiv, cele orientate, in
care invelitoarea convexa a oricaror doud varfuri neadiacente, privita ca o procedura iterativa de
aplicare a operatorului de construire a acesteea (a se vedea paragraful 3.1), coincide cu multimea
tuturor varfurilor grafului. Grafurile respective se numesc d-convex simple si au fost studiate in
mai multe lucrari [133], [134], [136]-[139], [147], [157], [164], [263 ].

Notiunea de distantd in cazul unui graf orientat nu se comportd ca o metricd ( nu are loc
proprietatea comutativa). Aceasta situatie impune necesitatea studierii grafurilor orientate cu
proprietati speciale. Specificul notiunii de convexitate in cazul grafurilor orientate este ilucidat in
paragraful 3.3. Se definesc mai multe operatii asupra grafurilor d-convex simple orientate, care

se comporta ca operatii algebrice.
3.1. Notiunile de convexitate si invelitoare convexa

Definitia generald a notiunii de convexitate, precum si de invelitoare convexad, a fost data
pentru prima data in lucrarea [240] de catre F. Levi. Primele rezultate obtinute au pus bazele unei
noi directii de cercetare In matematica, dezvoltate In continuare de catre J.W.Elliss [241],
P.C.Hammer [242]-[244], D.C.Kay & E.W.Womble [245], G.Sierksma [246], [247]. In prezent
sunt cunoscute diverse modele de convexitate, aparute n legatura cu necesitatea solugionarii unor
probleme cu caracter teoretico-aplicativ, care se regasesc in lucrarile a mai multor matematicieni
cunoscuti pe mapamond: P.Soltan [60], [248], 1.Serghienco [249], [250], M.Covaliov [251],
[252], V.Soltan [111] etc.
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Incepem cu definitia convexitatii formulati de catre F.Levi [240]. Fie Z2(X) familia tuturor
submultimilor unei multimi arbitrare X . Alegem o subfamilie @ — 2(X).
Definitia 3.1.1. Familia de multimi @ c (X)) ce poseda proprietatile:

a) Xed;
b) daca A, A, e®, atunci A A, e®,

se numeste convexitate in X . Perechea (X,®) se numeste spatiu convex, iar elementele din

@ — multimi convexe.

Conform acestei definitii, pentru orice mulfime de elemente X poate fi indicatd o familie de
submultimi care formeaza o convexitate in X . De exemplu, in spatiul liniar familia tuturor
sferelor cu centrul in originea sistemului de coordonate este o convexitate. Evident, In cazul
spatiului liniar, convexitate respectiva nu este unica.

Tinand cont de definitia 3.1.1 putem afirma ca, daca @ este 0 convexitate intr-un spatiu X ,
atunci orice submultime Ac X apartine cel putin unei mulfimi convexe din @ . Aceasta, la
randul sdu, Inseamna cd in X existd o multime convexd minimald ce contine submulfimea
Ac X . Multimea respectivd se mai numeste invelitoare convexa a lui A. Vom prezenta aici
definitia notiunii de invelitoare convexa, imprumutata din lucrarea [240], chiar daca in literatura
de specialitate se intdlnesc si alte variatii echivalente ale acesteia [60], [111], ]245], ]245].

Definitia 3.1.2. Aplicatia ¢ : (X) — (X)), care satisface relatiile:

a) Ac o(A), pentru orice submulfime Ac X ;

b) o(p(A)) = p(A), pentru orice submulfime Ac X ;

c) @(A) < o(B), pentru oricare doua submultimi A, B € Z(X) incit Ac B,

se numeste invelitoare convexa in spatiul X .
k -Lant m -dimensional intr-un complex de relatii multi-are

Vom examina acum spatiul, elementele caruia sunt toate cortegiile complexului conex

n+1

R =(R',R%,...,R™). Cu alte cuvinte, vom examina spatiul determinat de reuniunea | JR'.
i=1

Pentru a defini In acest spatiu o convexitate vom defini notiunea de lant care difera de cea a

lantului liniar (a se vedea definitia 2.1.4), insd pare a fi mai fireascd in contextul celor examinate

in continuare. Fie rik,rjk doua elemente arbitrare ale relatiei k -are R¥. Evident, pentru rik,rjk
totdeauna putem construi un sir @ format din elementele complexului R™™ , ce posedd

urmatoarele doud proprietati:
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a) primul si ultimul element din @ coincid cu rik si, respectiv, I jk;

b) oricare doud elemente vecine ale acestui sir au intersectie nevida.

Astfel de siruri sunt prea generale si nu pot fi utile pentru examinarea unor particularitati ale

complexului de relatii multi-are.

Definitia 3.1.3. Sirul de cortegii rtlm , rtin - rtsm ale relatiei m-are R™ ce poseda
proprietdtile:

D™ rfan™ 1<k <m;

2) i’ N eR', k<I<m, pentruorice 1< p<s-1,

se numeste K -lant m -dimensional cu extremitdtile in I’ik : rj" §i se noteazd prin kLm (rik,l’jk),

1<k <m<n+1. Numdrul S se numeste lungime a acestui lant.
Uneori vom obisnui s folosim pentru lantul kpLm (rik T jk) denumirea de (k,m)-lant. Usor ne

convingem ca (k,m)-lantul reprezintd o generalizare a notiunii de lant, cunoscuta din teoria

grafurilor [5], [302].
Lema 3.1.1. Daca sirul ", r",....,r," reprezinta un (k,m)-lant ce uneste doua subcortegii
1 2 S
ereditare rik c I’t1m Si rjk cr", atunci in R exista (h,m)-lanf ce uneste oricare doud
subcortegii ereditare din r." si 1", ce contin cdte h elemente fiecare, 1<k <m, 1<h<k.

Demonstratie. Intr-adevir, daca in cazul k-lantului m-dimensional

LM r) =" n" .. ") alegem subcortegiile ereditare 1" <r™ , r) <™, incat
Rer™Nr"  si n'er™Nr™  , atunci putem  considera  justd  relatia
1 2 s—1 S
‘L e = ™= () L dn I cand, d lu, " ™A™, iar
o) =)= 1, 1') . In cazul cand, de exemplu, r" cr™ N,
r, zr™ Nr™, putem considera lantul "L™ (", 1)) = (K,",..., ;") . Celelalte doud cazuri rimase:
s—1 S 2 S
h m m _: .h m m.
a) rar Nr sin cr ﬂrts ;

h - _h
b) e Nl sin ™ Nr"
se examineaza in mod similar.

Remarca 3.1.1. Din existenta k -lanjului m -dimensional “L™(r*,r/) = (1", i",... ™) nu

rezulta existenta unui (h,m)-lant ce uneste doud subcortegii ereditare I’lh c rtim si r2h cr",
1<k<m, k+1<h<m.
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Definitia 3.1.4. Daca pentru oricare doud elemente I’ik , rjk ale complexului R"*™* exista cel

putin un K -lant m-dimensional ce le uneste atunci R"™ se numeste complex (k,m)-Conex.

Conform definitiei 3.1.4, orice complex conex de relatii multi-are R"* = (R*,R?,...,R™™),
definit in capitolul 2 (a se vedea definitia 2.1.1), poate fi considerat si complex (1,1)-conex.
Folosind k -lanturile m-dimensionale ce leaga perechile de elemente cu aceeasi dimensiune

k,0 <k <m, ale unui complex de relatii multi-are R"**, vom defini notiunea de convexitate si

invelitoare convexd pentru acest complex. Ba mai mult vom arita ci o convexitate in R""

determina in mod univoc o Invelitoare convexa, si invers — orice invelitoare convexa determina

in mod univoc o convexitate in R".
k -Segment metric m -dimensional intr-un complex de relatii multi-are

Teoria generald a convexitatii intr-un spatiu arbitrar X a fost fundamentata, pornind de la
definitia 3.1.1, prin efortul a mai multor matematicieni. In mod esential au contribuit la
dezvoltarea acestei directii de cercetare in matematica savanti cu renume cum ar fi J.W.Ellis
[241], P.C.Hammer [242]-[244], J.Eckhoff [259], D.C.Kay & E.W.Womble [245], K.E.Jamison
[260], G.Sierksa [246], [247], van de Vel & L.J.Marcel [261], M.Krein & V.Smulian [262] etc.
Totodata, au fost studiate i diverse modele de convexitate, printre care un rol aparte 1i revine d -
convexitatii. Pentru prima data multimile d -convexe au fost examinate in lucrarea [253] de catre
K.Menger. Mai tarziu, aceastd notiune a fost ,redescoperitd” din nou de mai multe ori in
lucrarile altor matematicieni, in legdturd cu incercarea acestora de a solutiona diverse probleme
cu caracter atat teoretic cat si practic: J. de Groot [254], A.Alexandrov & V.Zalgaller [255],
F.Toranzos [256], E.Soetens [257], P.Soltan & Ch.Prisdcaru [214]. Fiind introdusd in mod
independent in geometrie, topologie, analiza functionala si teoria grafurilor, d -convexitatea s-a
dovedit a fi un model reusit al convexitatii, care si-a adus aportul la solufionarea unor probleme

importante cu caracter aplicativ [60], [141], [258].

In cazul complexului de relatii multi-are R™* = (R*,R?,...,R™™) vom considera ci fiecare

relatie k -ard R*, 1<k <n, determind un spatiu, elemente ale caruia sunt cortegiile din R*. Pe

fiecare astfel de spatiu vom defini convexitatea in conformitate cu definitia 3.1.1, folosind
k-lanturile m -dimensionale, introduse prin definitia 3.1.3, k<m<n+1. Cele expuse in
continuare reprezintd o extindere a ideilor prezentate in monografia [164]. Pentru cercetarile
ulterioare vom avea nevoie de urmatoarele doua notiuni:
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1. k-Lant m-dimensional minim ce uneste doua eclemente cu aceeasi dimensiune

rk g KeR¥, 1<k <m<n+1. Astfel se va numi (k,m) -lantul kLm(I , J)Cu cea mai mica

. < 1k Kok
lungime, ce leagd cortegiile 1" ,r; e R".

2. Functia distantei d," : R* xR — N . Astfel se va numi functia ce pune in corespondenta

oricaror doud cortegii r* ,rjk cu aceeasi dimensiune k din ™" un numir egal cu lungimea K -

lantului m-dimensional minim, 1<k <m<n+1. Pentru a demonstra ca functia d," reprezinta o
distanta in spatiul R*, vom arita ci aceasta poseda proprietitile unei metrici, definite in R*. (In

A A k
cazul cand intre elementele T,

k . - . -
I nu existd (k,m)-lant, se considera d," (r ay “) = +o0).
Lema 3.1.2. Functia d]" :R*xR* = N, incdt d(r*,r*) reprezintd un numdr, egal cu
lungimea (K, m)-lantului minim cu extremitdtile in r* ,rjk e R, poseda proprietdtile:

a) d"(r*,r*)>0, pentru oricare doud elemente r-k,rjk eR" si d]"(r*,r*)=0 daca si

. o k.
numai daca 1" = r;

b) d"(rk, rf)=d (rjk ,rX), pentru oricare doud elemente I ,rjk eR";

c) d(r*,r) <d(r,r*)+d] (r*, r), pentru oricare trei elemente r,ri,r* e R*.

i j ittt
Demonstratie. Corectitudinea afirmatiei a) din lema se verifica prin aplicarea notiunii de
lungime a unui k -lant m -dimensional (a se vedea definitia 3.1.3).

m

Reiesind din definitia (k, m)-lantului *L" (r ,r%) rezultd ca daca sirul 7,07, rtsm leaga
cortegiul r < r" cu cortegiul r{ < r", atunci sirul ", r" ... r",r" leagd cortegiul rc r"
cu cortegiul r < I, . Aceasta inseamna respectarea conditiei b) din lema 3.1.2.

Sa fixdm acum trei cortegii arbitrare r. r r¥ cu dimensiunea k din ™. Daca intre r* r
jrt i

nu exista (k,m) -lang Lm(I T Jk), atunci inegalitatea c¢) din lema 3.1.2 este adevarata. Sa
admitem ca intre cortegiile r*si r exista (k,m)-lantul minim “L™(r*,r i )= (A AP ADP
De asemenea, consideram ca exista lanturile minime:

L) = (e ),

ds

L) =7, A AD P

In caz cd cel putin unul dintre lanturile L™ (r*,r*), *L™(r*,r¥) nu exista, lungimea

acestuia se considera egald cu + oo, de unde rezulta corectitudinea proprietatii ¢) din lema 3.1.2.
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Dacd o < B+ y, atunci proprietatea c) este demonstratd. Fie o > 4+ y. Deoarece r* rd”; ,

ca una dintre extremitatile lantului “ L™ (r, r) , obtinem rg Ay e R', k<i<m.

Aceasta inseamna ca sirul de cortegii (rdT, rdT,..., rd”;, reT, reT,..., ;") reprezintd, la rAndul sau,
e

k

un k -lant m -dimensional cu extremitatile in l’ik,rj , lungimea céruia este S+ y <« . Obtinem

contrazicere cu faptul cd “L™(r*,r{) = (r;",r,,...r]") este un k -lant m -dimensional minim.

Contradictia obtinutd demonstreaza proprietatea c) si, odata cu aceasta, lema 3.1.2. B

In baza lemei demonstrate, constatim ci pentru un complex de realtii multi-are

R = (R, R?,...,R™™) putem defini spatiile metrice (R*,d,"), 1<k <m<n+1.
Pentru cortegiile r,,r e R*, vom numi k-segment metric m-dimensional mulfimea:

S, =40 e R tdl (n r) =d I (6 1)+ d 0 (r°, 1)},

unde 1<k <m<n+1. Se mai spune ci segmentul metric (r*,r) leagi cortegiile I’ik,rjk ,

numite $i extremitati ale acestui segment.

Convexitatea determinata de functia distantei d,’

Notam prin D* familia tuturor multimilor Ac R* ce posedd proprietatea: pentru oricare
dous cortegii k -dimensionale r ,rjk e R* este respectati incluziunea (r*, rjk>m c A,

Teorema 3.1.1. Familia D* reprezintd o convexitate in R¥.

Demonstratie. Observim mai intii ci este adevirata relatia R* € D*. Sd examinim acum
intersectia oricaror doua multimi A,B e D*. Daci avem doui elemente rik,rjk e AN B, atunci
deoarece fiecare dintre multimile A si B este din D*, obtinem:

<rforf s cA;
< rik,rjk >, B.

Prin urmare, < rik , rjk >.c AN B, ceea ce inseamna ca A(B e o multime din DX,

Din cele demonstrate rezulti ca familia D* poseda proprietitile din definitia 3.1.1. Deci D*
este o convexitate in R*, 1<k <m<n+1. m

Elementele familiei D* le vom numi multimi (k,m)-convexe ale complexului de relatii
multi-are R,
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Vom arita in continuare ¢ in baza convexititii D, pe multimea tuturor submultimilor
2(R%) a spatiului R*, putem defini o aplicatic ¢:Z(R¥)— Z(R¥) care reprezinti o

invelitoare convexi in RX.

Invelitoarea convexi determinati de convexitatea complexului de relatii multi-are

Teorema 3.1.2. Aplicatia ¢: P(R*) > P(R¥) care pune in corespondentd fiecirui

element Ae Z(R*) o mulfime (k,m) -convexd minimd din D", ce confine multimea A,

reprezintd o invelitoare convexd.

Demonstratie. Fie data convexitatea:
D ={B € Z(R") : (r*, 1), = B, pentru V r, 1 e B} = Z(R),

definita mai sus, si @: 7 (R¥) > 2(R¥) — aplicatia ce satisface conditiile teoremei. Mentiondm
cd, orice multime (k,m)-convexi minimi ce contine o multime arbitrara A e Z(R¥) se obtine
prin intersectia tuturor multimilor (k,m)-convexe, ce contin multimea A. Prin urmare, putem
considera corecta egalitatea:

o(A)=M{B e D"*: Ac B}, (3.1)
pentru orice multime A e Z(R¥).

Pentru a demonstra teorema e suficient sa demonstram ca aplicatia ce respecta conditia (3.1)

poseda proprietatile caracteristice unei metrici (a se vedea definitia 3.1.2).

a) Daca A este 0 submultime arbitrara din R*, atunci incluziunea A < (A) este evidenta,
dat fiind faptul ca ¢(A) respecta conditia (3.1).

b) Egalitatea @(@(A)) = @(A) rezulta din faptul ci @(A) € D*, reprezentand intersectia

unor multimi din D* (a se vedea teorema 3.1.1).

c¢) Pentru a demonstra ca aplicatia ¢ Satisface si cea de-a treia relatie din definitia 3.1.2,

vom considera doud multimi arbitrare A si B din D* ce respecti conditia Ac B. Conform
relatiei (3.1) obtinem:
o(A) ={E D" : AcE}.
O multime E € D* ce contine A ar putea, la randul siu, si contind multimea B sau nu.
Aceasta Tnseamna ca este adevarata incluziunea:

M{EeD*:AcE}c({EeD*:AcEsiBzE})U
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U(KEeD*:BcE})
c("{F e D*:Bc F})=¢(B).
Prin urmare ¢(A) < ¢(B).
Din cele demonstrate rezultd ca, daca aplicatia ¢: Z(R¥) — 2(R¥) satisface relatia 3.1,

atunci aceasta reprezinti o invelitoare convexi in R* m

Prin teorema 3.1.2 s-a demonstrat ca, cunoscand familia de mulfimi (k, m)-convexe intr-un
complex de relatii multi-are, putem, n baza acesteia, sa definim Invelitoare convexa.
Consecinta 3.1.1. [n cazul unui complex de relatii multi-are R"* =(R',R?,...,R™),

convexitatea
D¥ ={B e Z(R*):(r*,rfy < B, pentru V r, r¥ B}
determind in mod univoc invelitoarea convexa ¢: P(R¥) — P(RY), incdt
p(A)=B,
unde B este o multime (K, m)-convexd minimd din D*, ce contine multimea A, 1<k <n+1.

Demonstratie. Si admitem ci cu ajutorul convexitatii D* putem defini doua invelitori

convexe ¢ si @' . In aceste conditii ¢(B) = B, daci si numai dacd ¢'(B) =B.
Pentru 0 multime arbitrard B € Z(R*) obtinem egalitatea:

9'(¢(B)) = ¢(B),
ceea ce inseamna respectarea relatiei:
¢'(B) = ¢'(9(B)) = ¢(B).
In mod analog obtinem:
9(B) = (¢'(B)) = ¢'(B).
Din cele demonstrate rezultd ci ¢(B) = ¢'(B), pentru orice submultime B € P(R*). Prin

urmare, p=¢' .1

O procedurd iterativa de construire a invelitoarei convexe

In cele ce urmeaza, multimea @(A) a unei submultimi arbitrare de cortegii Ac R* se va
numi invelitoare convexa a lui A si se va nota prin d, -conv (A) . Descriem o procedura iterativa
de constituire a invelitoarei convexe d;" -conv (A).

I. Initial consideram A, = A.
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Il. Fie a fost construitdi multimea Aq,q >0 . Pentru fiecare douad elemente distincte

r“.r“e A , determinim k -segmentul metric m -dimensional (r*,r*) . Construim
i j [ J/m

mulfimea:

A=A UCU ).

rorieA,
lIl. Daca A, # A, , atunci pentru A, repetdm operafia aplicatd asupra mul{imii A, la
pasul 11.
IV.Dacd A, = A,, atunci considerdm d;" -conv (A) = A, .
Prin aplicarea procedurii iterative, descrise cu ajutorul pasilor I-1V, se face o extindere a

multimii de cortegii A€ Z(A), prin addugarea tuturor k - segmentelor metrice m -dimensionale

cu extremitatile in elementele r ,I’jk e A. In cele ce urmeaza, aceasta procedura 0 vom nota:

P(A)=AU( | xrn).

rorfeA

Deoarece Ac (| J (r*.r),). putemscrie P(A)= [ J (r*,r),.

r*.rien rorfeA
Folosind aceasta operatie de extindere a multimii A, construirea invelitoarei convexe
d"-conv(A) poate fi asociata cu construirea sirului:
PR(AcP(AcRkR(Ac..cP(A)=PF,.A),
unde P,(A) =A,
P.(A)=P(P,_,(A), s=123..,q+1.

In aceste conditii d,"-conv(A) = P,(A).

Consideram acum aplicatia ¢ : 7 (R¥) > 2Z(R¥). In conformitate cu aceastd aplicatie, unei
multimi Ae 7 (Rk) i se pune in corespondentd mulfimea convexa d," -conv (A), construita prin
aplicarea procedurii iterative, descrise mai sus.

Lema 3.1.3. Aplicatia ¢ este o invelitoare convexd in R¥.

Demonstratie. Pentru a demonstra lema 3.1.3 vom arata ca aplicatia ¢ verificd
proprietatile invelitoarei convexe din definitia 3.1.2.

a) Fie A o submultime arbitrara de elemente din R*. Daca pentru oricare doud elemente
rX ,rj" € A se respecti relatia (r* ,I’jk>m c A, atunci, In baza procedurii iterative descrie mai sus,

are loc egalitatea:
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A=d/-conv(A).
In caz contrar se construieste sirul de multimi
A=P,(A) cP(A) c..cP,(A)=d;-conv(A), (3.2)

de unde rezultd cd prima proprietate a invelitoarei convexe, indicatd in definitia 3.1.2, se
respecta.

Sa verificam cea de-a doua proprietate.

b) In conformitate cu procedura iterativa descrisd mai sus, pentru submultimea de cortegii
A e R* formam sirul (3.2). Prin urmare:

@(A) =d,"-conv(A) = P, (A),

ceea ce inseamni ci pentru oricare doua elemente r*, I’jk € P,(A) se respectd relatia:

<rik’r'k>m - Pq (A)’

]
de unde facem concluzia:
dy'-conv(A,) =d"-conv(A).
In rezultat obtinem:

d,"-conv(d," - conv(A)) =d,"-conv(A).

c) Fie A si B doua multimi din Z(R*) cu proprietatea Ac B.

k

Deoarece oricare doua elemente rik,rj

din A apartin si multimii B , construirea
invelitoarelor convexe pentru A si B poate fi reprezentatd prin una dintre schemele:
R(A)cR(A) c..cRh(A)= dg' —conv(A)
N N N (3.3)
R(B)cR(B)c..cR(B)cR (B)c..cR(B)= dg' —conv(B)
sau
R(A)cR(Ac..cR(A)cPhR (A c..cR(A)= dy' —conv(A)
N N N 3.4)
R (B) c R(B) c...c P,(B) =d," —conv(B)
In fiecare dintre aceste doud scheme relatiile P (A) = P.(B), 0<i<q, sunt evidente, dat
fiind faptul ca oricare doud elemente distincte din P, (A) apartin si multimii P, (B).
In cazul schemei (3.3) obtinem sirul de incluziuni

Py(A) = Py(B) c By, (B) =...c R (B),

de unde obtinem:
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d,'-conv(A) = d;" -conv(B).
Realizarea schemei (3.4) ar insemna ca este adevarata relatia:
d,'-conv(A) = Py(B)=B.
Intra-devar, in conditiile schemei (3.4) avem situatia cAnd invelitoarea convexi a multimii
A nu depaseste multimea B, deoarece se presupune ca numarul de pasi aplicati la construirea

invelitoarei convexe a multimii A este mai mare decat numarul de pasi necesari la construirea

invelitoarei convexe a multimii B, ceea ce conduce la concluzia g =1. Prin urmare, si in cazul
schemei (3.4) se realizeaza incluziunea:
dg' —conv(A) < di' —conv(B).

Prin urmare, si cea de-a treia proprietate din definitia 3.1.2 se respecta, ceea ce Inseamna ca
¢ este o invelitoare convexa. W

Prin aplicatia ¢ am stabilit un alt mod de atribuire a invelitoarei convexe unei multimi
Ae Z(R¥) insi, conform consecintei 3.1.1, aplicatia ¢ si aplicatia ¢ din teorema 3.1.2
coincid.

Sa examinam invelitoarea convexa, descrisa prin aplicatia ¢ .

Teorema 3.1.3. Invelitoarea convexi ¢ defineste in mod univoc o convexitate D* in
multimea de cortegii k -dimensionali ai complexului R"* = (R*,R?,...,R"™) in modul urmdtor:
D¥ este formatd din toate multimile Ac R, pentru care sirul (3.2) este format dintr-un singur
element P, (A).

Demonstratie. Pentru a demonstra afirmatia din teorema e suficient a demonstra ca familia
D* ={AcR":P,(A) =P,(A)} satisface conditiile definitiei 3.1.1. Mentionim ci relatia
R € D* este evidenti. Ne vom axa pe demonstrarea celei de-a doua conditie din definitia 3.1.1.

Alegem doua multimi arbitrare A si B din D¥. Pentru aceste multimi este evidenti relatia:

P(ANB) = p(A)N@(B) . 3.5)

Deoarece, precum s-a mentionat mai sus,

D ={AcR":R,(A) =P, (A)},
obtinem
P(AN@B)=ANB. (3.6)
Din relatiile (3.5) si (3.6) rezulta:
o(ANB)c ANB (3.7)
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In baza proprietatii a) a invelitoarei convexe (a se vedea definitia 3.1.2) deducem:

ANBc @(ANB). (3.8)

La randul sau, relatiile (3.7) si (3.8) implica egalitatea:

P(ANB)=ANB.

In baza relatiei D¥ ={AcR":P,(A) = P,(A)} deducem ci are loc relatia A(\Be D".
Prin urmare D" reprezinti o convexitate in complexul de relatii multi-are
R =(R',R?,...,R™).

Sa demonstram acum unicitatea convexitatii, determinate de ¢ . Admitem contrariul. Fie
mai existi o convexitate D* , determinati de invelitoarea convexa ¢ conform relatiei
DX ={AcR": ¢(A) = A}. Egalitatea D" = D¥ rezulta din faptul ¢ @(A) = A dacad si numai

daci AeD*. m

Elemente extremale in R

S revenim la spatiul metric (R*,d;"), construit in baza relatiei k-are R a complexului
R™ =(R',R?,...,R"™), 1<k <m<n+1. Tinand cont de cele descrise anterior, acest spatiu mai
poate fi numit (k,m)-convex. Multimilor convexe din spatiul (R*,d) le sunt caracteristice

principalele proprietati cunoscute ale mulfimilor ce apartin unei convexitati construite in
conformitate cu definitia 3.1.1. Diverse aplicatii ale acestora la solufionarea problemelor
teoretico-aplicative se regasesc in multiple surse bibliografice (a se vedea, de exemplu, [111],
[141], [148], [234]-[237], [261], [273], [278], [279]).

Un rol important in examinarea unor probleme practice revine asa-numitelor elemente
extremale (drept exemplu poate servi problema divizarii unei figuri plane rectangulare in parti
d-convexe, aparuta la una dintre uzinele din Minsk si solutionatd in anii 70 ai secolului trecut de

catre discipolii academicianului P. Soltan [248]). Rezultate analoage celor expuse in [243],

[278], pentru complexul de relatii multi-are 8", sunt exprimate prin cele doui teoreme ce vor
urma (teoremele 3.1.4 si 3.1.5).

Definim, mai intai, notiunea de element extremal al unei multimi convexe si de r-suport
convex a unui element r e R¥.
Definitia 3.1.5. Elementul r € A se numeste punct extremal al multimii Ac R, daca

r ¢ dy" —conv(A\{r}) . Multimea tuturor elementelor extremale din A se noteaza prin extA.
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Definitia 3.1.6. Mulfimea maximal convexd Ae P(R*)ce nu contine elementul r € R* se
numeste r-supot convex in R¥ si se noteazi prin A .

Este clar cd, un element r € R* nu determini in mod univoc r-suportul convex A, . De
asemenea, 0 multime convexd maximald A din D¥ serveste drept r-suport convex pentru orice
element r e R\ A.

Dacd tinem cont de definitia convexitatii DX determinate de functia distantei d/ sia

invelitoarei convexe respective (a se vedea consecinta 3.1.1), usor ne convingem de

corectitudinea urmatoarei afirmatii.

Lema 3.1.4. Pentru orice submultime Ac B, Ae DX , Bc RK , exista o multime convexa

maximala C , care satisface conditia Ac C — B. Multimea C este unica, daca si numai daca

multimea U{F € D*: Ac F < B} este convexa.

Teorema 3.1.4. Daca este definita convexitatea DX ,iar A este o submultime din R¥ atunci

sunt adevarate afirmatiile:

1. reextA, daca si numai daca exista un r-suport A , al punctului reRY . incat
A\{zZ}c A;

2. A=d{" —conv(extA), dacd si numai daca pentru orice element r € A si orice r-suport
A are loc relatia:

(RE\VA)NextA = .
Demonstratie. 1. Daca reextA , atunci conform definitiei 3.1.5 are loc relatia

r ¢ dy' —conv(A\{r}) . In baza lemei 3.1.4 existd un r-suport A , incat d;" —conv(A\{r}) c A .
Atunci A\{r}c A . Invers, daci existi un punct reR* si A\{r}c A , atunci
dg' —conv(A\{r}) c A . Prin urmare, r ¢ d;" —conv(A\{r}), adici r e extA.

2. Fie A=d]" —conv(extA), r € A, iar A este r-suportul respectiv. Dacd extA — A, atunci
A=d; —conv(extA) = d;" —conv(A)= A , ceea ce ar insemna cd r¢ A . Prin urmare,
extA A . Invers, fie cd existd un punct r € A\dy" —conv(extA) . Atunci exista un r-suport A, ,
pentru care are loc relatia d," —conv(extA) c A, . Aceasti situatie implica relatia:

extAN(R*\A) =D

care este imposibila. W
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Teorema 3.1.5. Pentru orice submultime A R¥ are loc egalitatea:

extA ={B < A:d}" —convB =d|" —convA}.
Demonstratie. Fie C =B < A:dy' —convB =d," —convA}. Dacd x € A\C, atunci existd

0 submultime B < A pentru care are loc egalitatea dy" —convB = d;"convA si care nu contine
punctul x. Aceasta implica relatiile:
B < A\{x},
x e dy" —convB < d;" —conv(A\{x}),

care implica X ¢ extA.

Invers, fie x ¢ extA. Atunci x e d.” —conv(A\{x}) . In aceste conditii avem:

A= (A\DGUPG < d —conv(A{X}) .
Luand in consideratie cele obtinute, deducem:
CcA\{X}sixegC. m
Rezultatul obtinut prin intermediul teoremei 3.1.5 permite sd consideram cd pentru orice

submultime Ac X este adevarata relatia:

ext(d," —convA) c extA.

Proprietdtile operatorului P

La finele acestui paragraf, folosind o tehnica similara cu cea expusa in [111], [279], vom

demonstra unele proprietati ale operatorului P, definit anterior si folosit la construirea

invelitoarei convexe. Notam prin diamA distanta maxima dintre elementele mul{imii A — R¥.
Teorema 3.1.6. Pentru orice mulsime A< R¥ are loc inegalitatea:
diamP(A) < 2-diamA.
Demonstratie. Fie Yy, si y, doua elemente oarecare din P(A). Pentru ele existd X, z; € A,
i =12, incat:
d’ (%, i) + A (Vi 7)) = A (%, ), T =12,

Sa consideram acele puncte X;,z; € A, i =12, pentru care:
m 1 m -
di (%, Y1) Sa'dk (%, z), 1=12,

In rezultat obtinem:
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de' (Yo Y2) < A" (Ve %) + A (4, %) + i (%o, Y,) <
< %-d,ﬁ“(xl, ) +d{ (X, X,) +%.df‘(x2, z,) <2-diamA,
de unde deducem:
diamP(A) = max{d," (y,,¥,): Y., Y, € P(A)}<2-diamA. =
Cunoastem ca intr-un spatiu liniar normat X, pentru orice multime A < X are loc egalitatea:
diam(d —convA) = diamA.
Un rezultat similar poate fi stabilit, prin intermediul operatorului P, si in cazul
invelitoarelor d,"-convexe.
Teorema 3.1.7. Pentru orice submultime A c RX sunt echivalente afirmatiile:
1. diam(d;" —convA) = diamA ;
2. diamP(A)=diamA.
Demonstratie. Precum usor se verifica, corectitudinea implicatiei 1= 2 rezulta din sirul de
relatii. A< P(A) < (Ud —convA).
Aplicand la inductia matematica, pentru kK =1,2,..., in baza conditiei 2 se obtine:
diamPR, (A) = diamA.
Dacd X,y e d{’ —convA, atunci existd doua numere r <s, incat X e P.(A) si ye P(A).
Prin urmare, X,y € P,(A) si atunci :
dy' (%, y) < diamP,(A) = diamA.
Aceasta, la randul sdu, inseamnd ca diam(d," —convA) = diamA. m
In legiturd cu teorema 3.1.7, trebuie de mentionat urmitorul rezultat
Lema 3.1.5. Pentru oricare doud elemente x,z € R® este adevarati urmdtoarea egalitate:
diam(< x,z >) =d."(x, z) .
Demonstratie. Se considera doud puncte Y, Y, €< X, Z >. Pentru ele se poate scrie:
de' (%, ¥p) +di" (Y1, 2) = A" (X, Y,) +d¢" (Y, 2) = Ay (X, 2).
Fie y=d'(x,y;) si =d;(y;,2), i =1,2. Deoarece y;+y,+36,+68,=2d,(x,z), atunci
unul dintre numerele y, + 8, sau y, +J, nu depiseste numarul d."(X, z) .
Sa admitem ca y; +0; < d(X, z), ceea ce conduce la relatia:
A’ (Y1, ¥2) < A (v, ) + 0 (X, Vo) = 71+ 6, < d (%, 2).
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Din aceste considerente:
diam(< x,z>) =d'(x,z). =
Atragem atentia cd, respectarea conditiei 2 din teorema 3.1.7 este legatd si de notiunea de
multime diametral maximala, introdusd prima datd in lucrarea [277] de catre Jessen.

Definitia 3.1.7. O multime B — R* se numeste diametral maximald, dacd pentru orice

element z € R¥\ B are loc inegalitatea:
diam({z}UB) > diamB..

Teorema 3.1.8. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

1. diam(d;" —convA) = diamA, pentru orice multime A c R¥;
2. orice multime diametral maximald din R* este d\" -convexd.

Demonstratie. Daca o multime A din R¥ este diametral maximald, atunci din relatia

A c d{" —convA si afirmatia 1 din teoremd, se obtine ca d,' —convA= A, adici A este multime

d." -convexa. Aceasta demonstreaza implicatia 1= 2.
In continuare se va demonstra implicatia 2=1. Mai intdi vom arata ca pentru orice

multime Ac R¥ existi o multime diametral maximald B < R¥ cu proprietatile:
Ac B si diamA=diamB. (3.9)
Pentru aceasta examindm familia de multimi:
7 ={C c X : AcC, diamC = diamA}.
7 nu este vida, deoarece A€ % . Se observa cu usurintd ca pentru orice sir de multimi
ordonate 1n raport cu operatia de includere

Fckc.cFc.c#&,
multimea U F, apartine, de asemenea, familiei # . Totodata familia Z contine cel putin un
A
element maximal B (a se vedea lema lui Zorn, cunoscutd si ca lema lui Kuratowski-Zorn, cu
privire la existenta elementului maximal intr-o multime ordonata [275], [276]). Tinand cont de
componenta familiei 77 se observa ca B este o multime diametral maximal, pentru care are loc
relatia 3.9.

In baza celei de-a doua afirmatii din teorema, deducem cid multimea B este dy' -convexa.
Prin urmare d;" -convAc B, de unde rezultd inegalitatea:

diam(d" —convA) < diamB = diamA. =
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3.2. Convexitatea in grafurile neorientate

Printre structurile discrete in raport cu care au fost obtinute mai multe rezultate importante

ce tin de studierea multimilor convexe se numara grafurile neorientate. Acestea din urma

reprezintd, de fapt, un caz particular al complexelor R"* = (R',R?,..,R™) in care relatia

R™ este formata din siruri neordonate a cate m elemente fiecare, luate din X . In aceste conditii,
daca G =(X,U) este un graf neorientat cu multimea de varfuri X si multimea de muchii U ,
atunci putem considera G = R* = (R*,R?).

Vom spune cd o multime de varfuri Ac X este d - convexa in graful G daca impreuna cu
oricare doud varfuri X,y € X ea contine toate varfurile ce apartin tuturor lanturilor de lungime
minima cu extremitatile in X si Y . Printre grafurile ce prezinta interes din punct de vedere al
convexitatii se evidentiaza grafurile d-convex simple. Acestea se bucurda de o proprictate,
importanta la solutionarea unor probleme cu caracter aplicativ: invelitoarea convexa a oricaror
doui varfuri neadiacente coincide cu multimea X a tuturor varfurilor grafului G =R’ =(R',R?).
Un graf neorientat G fara triunghiuri se numeste d - convex simplu daca nu contine multimi d-
convexe A= X , care genereaza un subgraf necomplet in G . Pentru prima data grafurile d-
convex simple au fost studiate de catre S.Rao si S.Hebbare [264], [265], care s-au limitat la o
clasa speciala de grafuri. Ceva mai tarziu s-a facut o incercare de a descrie structura grafurilor d-
convex simple in caz general [266], insa rezultatul de baza din articolul mentionat s-a dovedit a
fi gresit [267]. Ulterior au fost studiate diferite clase de grafuri d-convex simple, fiind obtinute
rezultate interesante cu privire la structura acestora, utila la elaborarea unor algoritmi eficienti de
solutionare a problemelor practice [131]-[140], [147, [164], [263].

Teorema 3.2.1. Pentru orice graf neorientat G = (X,U) sunt echivalente afirmayiile:

1. orice submulgime Ac X, care nu genereaza in G un subgraf complet, nu este multime

d-convexa;

2. d—conv({x, y}) = X, pentru oricare doud virfuri neadiacente X,y € X ;

3. d—conv({x, y}) = X, pentru oricare doua varfuri X,y € X aflate la distanta doi in G .

Demonstratie: Evident afirmatia 1 implica afirmatia 2 §i reciproc. Afirmatia 3 este un caz
particular al afirmatiei 2.

Astfel, demonstratia teoremei 3.2.1 se reduce la verificarea implicatiei 3= 2. Pentru
demonstratia  corectitudinii  acestei  implicafii vom  verifica respectarea  egalititii

d —conv({Xx,z,}) = X, pentru oricare doua varfuri neadiacente din X .
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Fie doua varfuri neadiacente X,y € X, iar [X,z,,2,,...,Z,,Yy] — lantul de lungime minima,
care le uneste. Evident {X z,,7,,..,2,,y}cd—conv({x,y}) . Conform afirmatiei 3, este
adevarata egalitatea d —conv({x,z,}) = X . Atunci urmatoarele doua relatii:

d —conv({x,z,}) = X,

{x,z,}={x,2,,2,,...,7,, y} = d —conv({x, y}),

implica egalitatea d —conv({x, z,}) = X, ceea ce demonstreaza implicatia 3= 2.

Atragem atentia ca prin teorema demonstrata se face referinta la grafurile d - convex simple,
deoarece un astfel de graf satisface conditiile 2 si 3 din teorema.

Se cunosc clase de grafuri, convexitatea simpla a carora este determinata de lipsa multimilor
d - convexe de un anumit cardinal [265], [267]. Aceasta situatie nu este valabila si in caz
general, fapt confirmat prin urmatoarele doua teoreme.

Teorema 3.2.2. Daca A este o multime d - convexa proprie a grafului conex G = (X,U),
cardX =n, in care nu exista multimi d - convexe din trei varfuri, atunci 4 <cardA<[n/2].

Demonstratie: Fie Ao multime d-convexa proprie a grafului G, care satistace conditiile
teoremei. Cum G este conex, rezultd ca exista doua varfuri adiacente x € A,y € X\ A. Deoarece
A este o multime d -convexa, rezultd cd A genereaza in G un subgraf conex. Examinam in A
un lant [X=172,,2,,...,2,,,Z, =t] de lungime minima, care leaga varful x cu un varf oarecare
t # X. Din conditiile teoremei rezulta ca in X\ A nu exista nici un varf, care sa fie adiacent cu
doua varfuri diferite din A. Fie cad primele k >1, varfuri din lantul mentionat mai sus sunt

adiacente respectiv cu varfurile y =v,,v,,...,v, € X\ A. Conform conditiilor teoremei, pentru
orice triplet de varfuri {v,,z,,z,,,} exista varful p,p=z,, care este adiacent cu v,,z,,,. Daca

peA, atunci v, e< p,z, >, de unde avem v, € A, ceea ce contrazice conditia v, € X\ A.

Rezultd cd pe X\ Asi p=V, pentru orice i =1,k . Prin urmare si pentru varful v, , al acestui

lant exista un varf din X\ A adiacent cu el. Din cele demonstrate rezulta ca pentru orice varf din
lant, inclusiv pentru t, in X\ Aexista un varf adiacent cu el. Aceasta inseamna ca toate varfurile

din Asunt adiacente cu varfuri diferite din X\ A. Deci 4 <cardA<[n/2].

In cele ce urmeazi, vom nota prin D, familia tuturor multimilor d-convexe din graful
G =(X;U), cardinalul carora este k,1<k <n.

Teorema 3.2.3. Daca A este o multime d -convexa proprie a grafului conex G =(X;U),

cardX =n, in care D, =, 3<k <[n/2] -1, atunci k+1<cardA<[n/2]-1.
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Demonstratie: Fie A 0 multime d-convexa proprie a grafului G, care satisface conditiile
teoremei. Cum D, =&, in Aexista lantul [X,Y,z] de lungimea trei. Conform teoremei in G
existd varful v,v =y, adiacent cu x,z. Varful v este din A si v~ y. Deci, rezulta ca varfurile
X,Y,Z si V genereaza un ciclu de lungimea patru. Analogic teoremei 3.2.2, se poate de aratat ca
in X\ Aexista lantul [x',y’,z',v'], varfurile caruia sunt adiacente respectiv cu X,Yy,z,v, deci
X' ~Xx,y ~y,z2~zVv ~v. Conform conditiilor teoremei, in G nu exista multimi d-convexe de
cardinal patru. Prin urmare, pentru multimea {x’,y’,z’,v'} exista varful t, adiacent cu y si X’
saucu xsiy'.

Fie t ~ y,x' (cazul t ~ x,y’ se examineaza in mod analog). Daca t € A atunci X' e< x,t >,
de unde x' € A, ceea ce contrazice celor demonstrate mai sus. Deci t € X\ A. Din faptul ca A
este mulfime d-convexa si D, = rezulta ca, varful t nu este adiacent cu nici un alt varf din A.
Din rationamente analogice cu cele de mai sus, pentru multimea {v, z,Vv’, '} exista un varf, care
este adiacent cu v si z'sau cu zsi V'. Nici unul din varfurile examinate pana acum nu poate fi in
rolul acestuia, deoarece in caz contrar s-ar obtine contradictie cu conditiile teoremei. Deci acest
varf este unul nou, notat prin s. In acest caz fiecare dintre varfurile unei perechi de garfuri
G VLY, 23 {X, z}sau {y,V} este adiacent cu doud varfuri din X\ A, restul varfurilor din A
fiind adiacente varfurilor distincte din X\ A (a se vedea demonstratia teoremei 3.2.2). Astfel,
obtinem inegalitatea k +1<cardA<[n/2]-1.

Studierea structurii unor clase de grafuri d-convex simple este legata de notiunea de atom al

grafului neorientat.

Atomul unui graf local finit

Vom examina grafurile in care vecinatatea oricarui varf este finita, numindu-le grafuri local

finite si vom nota prin T'(x) vecindtatea varfului x € X a unui astfel de graf G =(X;U).
Definitia 3.2.1. Se spune ca vdrful u domind vdrful v in graful G, daca
ru)orv).
Daca
Fu)=r(v),
atunci vdarfurile U si Vv se numesc varfuri copii.
Notam prin .~/ multimea tuturor grafurilor fara cicluri de lungimea 3, in care orice varf este

dominat de un careva alt varf.
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Teorema 3.2.4. Daca G este un graf din clasa .-/, atunci G este d -convex simplu.

Demonstratie: Presupunem contrariul §i examindm multimea d-convexa proprie
Ag D, UD, a grafului Ge.~/ . Evident, exista varfurile adiacente xe A si yg A. Fie X’
varful ce domina X. Deoarece in G nu exista cicluri de lungimea trei, rezulta ca y e< x,x’' >,
ceea ce conduce la concluzia x" ¢ A. Varful X sau este adiacent tuturor varfurilor din A, sau in
A exista lantul [x,u,v] de lungimea doi. In primul caz obtinem ca (A\{X}) = T'(x’) si, deoarece
A contine nu mai putin de trei varfuri, vom avea: x' € A. In cazul al doilea, daci u’ domina
varful u, atunci u'~x,X',v, ceea ce implica relatiile u’e<u,v>c Asi X' e<u,v'>c A,
situatie imposibila, in baza celor descrise mai sus.

Definitia 3.2.2. [139] Submultimea de vdrfuri D se numeste dominanta in graful
G =(X,U), daca pentru ¥Yxe X\D, 3y € D, incdt y domina X.

Conform definitiei 3.2.2, putem considera ca orice varf X € X este dominat de el insusi.

Daca in graful arbitrar G =(X,U) multimea D este dominantd, atunci D este o multime
extern stabila in G (multimea Ac X a grafului G=(X,U) se numeste extern stabila daca
Vze X\ A, dte A, incéat t ~ z [268], [269].

Intr-adevir, fie z e X\ D un varf arbitrar si in D nu existd nici un varf adiacent cu z. Din
definitia multimii D se deduce existenta varfului te D, care domind z si I'(t)c X\D. Fie
pel'(t), atunci in D exista varful w, care domind p, adica I'(p) cI'(w) . Rezulta ca
z eI'(w), ceea ce contrazice presupunerea despre z . Deci D e o mulfime extern stabilain G .

Teorema 3.2.5. Toate mulfimile dominante ale grafului local finit G, care sunt minimale in
raport cu operatia de incluziune, genereaza subgrafuri izomorfe.

Demonstratie: Sa consideram multimile:

S={xeX:WeX=I'(X)zI'(y)},
R={xeX\S:WeX=TI(X)zI'(y)}

Deoarece G este un graf local finit, orice varf z ¢ S este dominat de un varf din multimea
RUS. Intr-adevar, cum z ¢S, in G sau exista varful y, pentru care T'(z) = T'(y), sau exista
varful v, pentru care T'(z) =I'(y). In primul caz, din faptul ci G este local finit rezultd ci
reuniunea RUS contine un varf ce domina z, iar in al doilea z este dominat de v. Conform
definitiei 3.2.2, orice varf din S se domina pe sine insusi. Astfel, orice mul{ime dominanta din
G se contine in RUSsi contine, la rdndul sdu, in intregime mulfimea S. Pentru orice xe R

formam multimea R(X) ={x}U{yeR:T'(xX)=I'(y)}. Daca xe R, atunci are loc egalitatea

124



rx)Nr(y)=4, sau I'(x) =T'(y). Rezultd ca R este divizata in clase de echivalenta {R,},_,,

unde Aeste un numar cardinal, si fiecare multime dominanta trebuie sa contina cel putin cate un

varf din fiecare clasd R, . De aici rezulta cd fiecare mulfime dominantd, minimald dupa
incluziune, contine mulfimea S si cate un varf din fiecare clasd R, .
Fie D, si D,doua mulfimi din G dominante minimale dupa incluziune.

Definim aplicaia bijectiva y(X) :{X’ daca xeS -
R, NM,, dacd xeR, "M,

\Vom arata ca aceastd aplicatie determind izomorfismul grafurilor G(M,) si G(M,). Fie
(x,y) o muchie a grafului G(M,) si w(x)=x', iar w(y)=Yy'. Daca x,ye S, atunci x'=x si
y'=y. Dacda xeS si ygS, atunci X'=x si I'(y)=T'(y"), de unde xeI'(y'). Daca x,y ¢S,
atunci I'(x) =T'(x") si T'(y)=T(y"). Cum x~y, rezultd ca x ~y', dar atunci x' ~y'. Aceasta
din urma demonstreaza corectitudinea afirmatiei din teorema 3.2.5.

Asadar, toate multimile dominante ale grafului local finit G, care sunt minimale in raport cu

operatia de incluziune, genereazd unul si acelasi subgraf G,, care in continuare se va numi

atomul grafului G .

Operatii asupra grafurilor d-convex simple

Vom descrie o clasa speciala & de grafuri neorientate, examinate in monografia [164] si

necesara pentru investigatiile ce vor urma:

I. Clasei & ii apartin toate grafurile Gy =(Xg Ug ), unde:
Xg, ={U,V, X, X5, X} N 21,
Ug, ={(U,x;),(v,x;): j=12,..,n}.
I1. In baza grafului G, ,,(i >1) se construieste graful G, =( Xg Ug, )
X, = Xg, MY Yoo YnFM21,
Ug =Ug  N{(@ab):a,be X , nuambele apartin lui X = sise respectd condiiile:
a) Pentru orice varf'y,;, exista doud varfuri distincte p,q € X , incdt se respecta

conditia: y, € d —conv({p,q});

b) Pentru orice doua vdrfuri a,b e X, , aflate la distanta doi in G;, existd doud

varfuri distincte p,q € Xg_, incat sunt satisfacute relafiile:
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1. p si q suntdiferitede a si b;
2. dg_ (p.9)=2;
3. p,ged—conv({a,b}).
c) Graful G, nu congine triunghiuri}.
1. In G nu sunt alte grafuri, in afard de graiurile descrise in | i 1.
Clasa descrisa de grafuri neorientate << este o reuniune de familii de grafuri, obtinute
recursiv in conformitate cu procedurile descrise mai sus:

G =%, Ugl U---U% U...,

unde &, reprezinta toate grafurile Gy =(Xg ,Ug, ), descrise la pasul I de construire a clasei
&, lar &,,i 21, reprezinta familia tuturor grafurilor ce se obtin din grafuri oarecare din %_1

cu aplicarea operatiei I1.

Teorema 3.2.6 [164]. Un graf neorientat G =(X;U) este d-convex simplu, daca si numai
daca G € €.

Cu toate ca teorema formulata reprezintd o caracterizare a convexitatii simple a grafurilor
neorientate, totusi ea oferd prea putind informatie cu privire la proprietatile acestora. De
exemplu, e greu sd ne imaginam care ar fi structura grafurilor d-convex simple, chestiune
importanta la elaborarea unor metode de solutionare a problemelor de optimizare. Rezultate
interesante, in aceasta ordine de idei, au fost obtinute studiind anumite clase de grafuri. Pentru a
prezenta rezultatele respective vom avea nevoie de careva investigatii suplimentare. Vom
continua, definind, mai intdi, cateva operatii speciale pe grafurile d-convex simple si studiind
proprietdtile acestora. (O informatie mai ampla, cu referire la operatiile ce vor urma, poate fi
gasita in monografia [164].)

Fie G, =(X,,U,) si G, =(X,,U,) doua grafuri neorientate si conexe, in care exista cate o
pereche de varfuri copii: X;,X, in G, si y;,y, in G,. Notam prin G=M 2% (G,,G,) graful
obtinut din G, si G, In urma contopirii varfului X, cu y, si a varfului x, cu y,. Usor se
verifica ca sunt adevarate relatiile:

cardX; =cardX; +cardX, —2,
Ug =U, UU,.
Teorema 3.2.7. Daca G, si G, sunt doua grafuri d-convex simple, in care exista cdte o

pereche de varfuri copii X,X, € Xg §i ¥1,Y, € X , atunci graful G = M;;i (G,,G,) este,

de asemenea, d-convex simplu.
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Demonstratie: Consideram G, si G, doud grafuri d-convex simple, ce satisfac conditiile

impuse in teoremd. Vom arita ca graful G=M 7" (G,,G,) poate fi obtinut din graful G, in

urma addugarii multimilor X \{y,, y,} si Ug de varfuri si respectiv de muchii, cu respectarea
conditiilor II din descrierea clasei & (a se vedea teorema 3.2.6). Considerand G, , =G, si
G, =G, vom ardta cd G poate fi obtinut din G, cu respectarea conditier 1I. Luand in
consideratic cd perechile de varfuri alese sunt copii, precum si constructia grafului
G=M72(G,,G,), rezulta ca muchii noi atat intre varfurile grafului G,, cat si intre varfurile
grafului G,, nu se adauga. De aici deducem ca in graful G nu s-au format triunghiuri, deci
conditia II ¢) este satisfacuta.

Invelitoarea d-convexi in G a varfurilor X, =y,, X, = Y, contine, conform teoremei 3.2.1,
toate varfurile grafului G,, deoarece X, X, sunt doua varfuri aflate la distanta doi in graful
d-convex simplu G, . Totodata invelitoarea convexa contine toate varfurile grafului G,, deoarece
Y;, Y, sunt doud varfuri aflate la distanta doi in graful d-convex simplu G, .

Referitor la celelalte varfuri din G se constata ca:

a) pentru orice y, € X, existd varfurile X, =Y, X, =Y, € Xg , Incat:

y; ed —conv({y,, y,})=d —conv({x;, X, });
b) pentru oricare doua varfuri a,b e XGl aflate la distanta doi in G, existd doud varfuri

distincte x,, X, € X, incat:
1

Xp = Y1, X =Yy,

X, si X, suntdiferite de a si b;

dg, (X1, %) =dg, (Y1, ¥2) =dg (X1, X;) =2;
X, X, €d —conv({a,b});

Deci G =M_{( G,,G,)e Z.

X2=y2

Conform teoremei 3.2.6 , aceasta inseamna ca graful G este d-convex simplu.

Din teorema demonstrata rezulta ca operatia M , definita pe multimea de grafuri d-convex
simple, este o operatie algebricd. Pe langd operatia definitd M vom mai defini altele doua
operatii numite operatie de multiplicare si operatie de suprimare a varfurilor.

Fie v un varf oarecare a grafului G=(X;U). Operatia ce constd in addugarea unui varf
nou, notat prin V , care este copie a varfului Vv o vom numi operatie de multiplicare si o vom

nota prin G*".
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Teorema 3.2.8. Daca G =(X;U), cardX >3, este un graf d-convex simplu, atunci G**
este de asemenea un graf d-convex simplu.

Demonstratie: Fie G =(X;U) un graf d-convex simplu neorientat. Conform teoremei 3.2.6
acest graf apartine clasei & .

Alegem un varf arbitrar ve X si formam, in conformitate cu cele descrise anterior, graful

P . e e . : .
G™ . Fie, de asemenea, x si y doua varfuri arbitrare din X_.., iar d —conv_.. ({X,y}) -

invelitoarea convexa respectiva. Datorita faptului ca varfurile v si V sunt varfuri copii in graful

G™ rezultd cd dacd ved —conv..({X, y}), atunci si V ed —conv

{x, ¥}, si invers. Mai

G+

mult ca atat, daca x si y sunt doua varfuri distincte din X diferite de varfurile v,V , atunci

G !

ved -conv_, ({x, y}), deoarece graful G este d-convex simplu ({inem cont de faptul ca are loc

relatia d(X,y)>2). Prin urmare, si varful V este din d —conv_.. ({x,y}). Insa d-segmentul

G

<V,V > .. contine toate varfurile din I'(v) . Deoarece graful G este d -convex simplu si

G
cardX > 3, rezulta ca acest graf nu contine varfuri suspendate. Prin urmare, card(I"(v)) > 2.
Astfel se obtine ca in I'(v) se contin cel putin doua varfuri din G, distanta dintre care este doi in
graful G** . Invelitoarea convexi a acestor varfuri va contine toate varfurile grafului G . De aici

rezultd veridicitatea relatiei:
d-conv .. {v,v}) =X_..,
ceea ce implica egalitatea:
d —conv.. (fx, y}) =X,...
Astfel obtinem ca invelitoarea d -convexa a oricaror doud varfuri distincte din G™, diferite

de v si V, contine toate varfurile grafului G**.

Alegem un varf oarecare y din G**, diferit de varfurile v si V . Invelitoarea convexa a

multimii {y,v} in G va contine toate varfurile, cel putin ale unui lant de lungime minima ce

trece prin v si y, care, la randul sau, va contine varfuri din G, situate la distanta doi si in graful

G** . Invelitoarea convexd a acestora va contine toate varfurile grafului G . Prin urmare,

d —conv.. ({v,y}) = X.. . Deoarece varfurile v si v sunt varfuri copii, are loc egalitatea
<V,y>=<V, Yy >, de unde rezulta:
d—conv.. ({v,y})=d-conv . ({V,y}h)=X....

Aceasta si inseamni ci graful G** este d-convex simplu.
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Clase speciale de grafuri d-convex simple

Notiunea de atom al unui graf local finit joacd un rol decisive la studierea structurii a mai
multor clase de grafuri d -convex simple neorientate. Pentru a descrie structura acestor grafuri,
vom folosi operatia speciald, notata prin CL,(G).

Fie G, si G, doua copii ale unui graf neorientat G =(X;U).

Varfurile x, € X(G,) , X, € X(G,) se numesc varfuri corespondente daca au aceiasi
preimagine in G . Urmand [133], notam prin L, (G) graful obtinut din G, si G, in felul urmator:

pentru fiecare varf X, € X, addugam toate muchiile de la x, spre toate varfurile din vecinatatea

varfului corespondent lui I'(X,) . Daca unele dintre perechile de varfuri corespondente se vor mai
uni cu varfuri noi de grad doi, atunci graful obtinut se noteaza prin CL, (G).

Fie T un arbore oarecare cu cel putin trei varfuri, iar T, — copia subarborelui lui T , generat
de toate varfurile nesuspendate. Prin L(T,T,) notam graful care se obtine din T si T, in felul
urmator: pentru fiecare varf z e X, se adaugd toate muchiile de la z spre toate varfurile din

vecinatatea varfului corespondent lui I'(Z), ZeT .
Apeland la cele mentionate in lucrarile [133], [139] a fost studiata convexitatea simpla a mai

multor clase de grafuri:

1. .-/ - grafurile ce nu contin cicluri de lungimea trei si fiecare varf al acestora este dominat de
un alt varf;

2. . - grafurile ce nu contin cicluri de lungimea trei si subgrafuri F (a se vedea figura 3.1);

3. .- grafurile planare;

4. 7, - grafurile modular ereditare [270]. Astfel se numesc grafurile in care orice ciclu
izometric este de lungimea patru;

5. .7, - grafurile cordale. Acestea sunt grafurile bipartite, in care orice ciclu generat este de
lungimea patru [271];

6. 75 - grafurile ereditare dupd distantd. Astfel sunt numite grafurile G in care orice subgraf
conex, generat de o submultime de varfuri Ac X, este izometric in G [272], [273].

Mentionam ca fiecare dintre grafurile claselor ~#;,1<i <3, nu contin subgrafuri generate de
tipul F (a se vedea figura 3.1).
Fie S.,S.»,S.7,S%,,S #; multimile de grafuri d-convex simple ce apartin claselor
7,7, 1<1 <3, descrise mai sus.
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Fig. 3.1. Graful F

Caracterizarea constructivda a grafurilor ce apartin multimilor S./~,S.»*,8.7,,5.7,,S 73 a
fost facuta in lucrarile [131], [133], [139], [164]:
Teorema 3.2.9. Daca G =(X;U) este un graf local finit, atunci:
1. Ge./, daca si numai daca G=L(I',Iy), unde I este un graf conex fara cicluri de
lungimea trei, iar I, este atomul lui 77;
2. GeS /7, daca si numai daca G =L(I',I,),unde Ge./, iar I, este atomul lui 7 ;

3. graful G cu un numar cel mult numarabil de varfuri apartine clasei S.», daca si numai

daca G = L(I',T,), unde 7" este un arbore, iar Iy este subarborele generat de varfurile

nesuspendate din 7~ ;
4, GeS,dacd si numai daca G=L(I'I};),unde I'e 7, 1=123, iar T, este atomul lui 7";

Intre clasele mentionate de grafuri d-convex simple, precum rezulta din definitiile respective
si teorema 3.2.9, are loc sirul de implicatii:

S »vcSiycSr,cSncS s /.

Sa studiem in continuare grafurile neorientate, caracterizate in teorema 3.2.9., folosind in
acest scop operatiile definite in compartimentul 3.2.2. Vom arata, mai inti, ca operatia M este
operatie algebrica pe fiecare din cele sase clase de grafuri d-convex simple.

Din teorema 3.2.9 si operatia L rezulta ca grafurile claselor S./,S.»,S.7,5.7,,S 73,.°/
au cel putin cate o pereche de varfuri copii. Prin urmare, asupra oricaror doua grafuri ce apartin
uneia dintre clasele mentionate putem aplica operatia M . Operatia respectiva poseda proprietati
importante, examinate in [164]. Urmatoarea teorema indicd modul de interactiune a grafurilor
fiecdrei clase 1n parte, prin intermediul operatiei M .

Teorema 3.2.10. Pentru oricare doua grafuri local finite G, si G, sunt adevarate
afirmayiile:

1. daca G;,G, €./, atunci G=M(G,,G,) e./;

2. daca G,,G, €S. 7, atunci G=M(G,,G,)eS ~;
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3. daca G,,G, €S 7; , atunci G =M(G,,G,) € S.7#;,i =123;

4. daca G;,G, €S.~, atunci G=M(G;,G,) e S.~;

5. daca G,,G,sunt doud grafuri d -convex simple bipartite, in care existda cdte o pereche
de varfuri copii, atunci G =M (G,,G,) este de asemenea d -convex simplu si bipartit.

Demonstratie:

1. Fie G;,G, €.7/. Din modul de definire a clasei .~/ rezulta ca atat in graful G,, cat si in
graful G,, fiecare varf este dominat de un altul. Alegem o pereche de varfuri copii X, X, din

G,, si o pereche de varfuri copii y;,y, din G,. Considerim graful G=M 27" (G,,G,) format
in conformitate cu cele descrise anterior. Fie cd In urma contopirii varfurilor X, cu y; si X, cu
y,, in G se formeaza doud varfuri noi z, si z,, respectiv. Pentru aceste varfuri sunt adevarate

urmatoarele doua relatii:
Is (Zl) = FG1 (Xl) Y FGZ (yl);
I's (Zz) = FG1 (Xz) W FG2 (yz)-

Cum x,, X, si Y,,Y, sunt perechi de varfuri copii, rezulta ca:

I's (21) =15 (Zz)
Astfel, z,,z, sunt varfuri copii in G, deci putem considera ca ele se domina reciproc.

Fie v e X4 un varf arbitrar distinct de varfurile z,,z,. In acest caz sau v e X sau ve Xg .
Fie cd ve X (cazul ve X, se demonstreaza in mod analogic). Deoarece G, €./, rezulta ca

varful v are in graful G, un dominant w. Daca w nu coincide in G, cu nici unul dintre
varfurile x, sau x,, atunci w este dominant pentru v si in graful G, iar daca nu coincide cu
unul dintre varfurile X; sau X,, atunci in graful G dominant pentru varful v este z, sau z, .

Astfel am obtinut ca orice varf v e X are un varf dominant in G . Deci G =M (G,,G,) ./

2. Fie G;,G, €S. /. Conform teoremei 3.2.9 exista doua grafuri ' 1% e./, incat au loc

egalititile G, = L(I",T}) si G, = L(I'*,T). Examinim graful G =M v (G,,G,) construit in
conformitate cu cele descrise anterior.

Fard a pierde din generalitate, putem considera ca x, € X 4,

jar x, € Xrl . Intr-adevar,
0
varfurile X, si X, nu pot apartine, simultan, mul{imii X ,, deoarece aceasta este o multime de
0
varfuri dominantd minima, iar X;, X, sunt varfuri copii. Daca varfurile X, si X, apartin mul{imii

XFl , atunci In Fol exista varful X,, care este din aceiasi clasd de echivalenta cu X, si X, . in acest
0
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caz, in calitate de atom al grafului T se considera graful care diferd de Iy printr-un singur varf,
si anume, in loc de X, in atomul nou participd varful x,. Vom pistra aceiasi notatie I'y pentru

atomul nou. Rationamente analoage permit sa se considereca y, € X , si ¥, € X .
0

Astfel, obtinem ci in graful G = M:;ﬁ (G,,G,), subgraful T'* este unit cu I'*, in urma

contopirii varfurilor X, cu y,, iar I; este unit cu I'/, in urma contopirii varfurilor x, cu y, . Fie

I subgraful din G=Mp " (G,,G,) generat de submulfimea de varfuri X, UX_ , iar

2=Y2

I, — subgraful generat de multimea de varfuri XFl U sz . Din modul de construire a grafurilor

[ si I, obtinem ci I, este atom pentru ' si G =M 2 (L(I™,T3), L(C%,T3)) = LI, T,).

In aceste conditii, pentru a demonstra teorema, e suficient de aratat, conform teoremei 3.2.9,
ci I'e./ . Intr-adevar, graful T’ nu contine cicluri de lungimea trei, deoarece grafurile I'* si
I'> €./ nu contin astfel de cicluri, iar in urma contopirii varfurilor x, si y, cicluri noi nu se

formeazi. De asemenea, I'* si I'> nu contin subgrafuri de tipul F, deoarece ele nu contin astfel

de subgrafuri, iar in urina contopirii varfurilor x, si y, toate subgrafurile noi formate au un

punct de articulatie X, =Y,, deci nu pot contine F . Astfel obtinem ca I' €./ . De aici rezulta
egalitatea G =M (G;,G,) S /.

3. Fie G;,G, €S # . Conform teoremei 3.2.9 existi doud grafuri I'',T> € #; , incat

1
G, =L(I"T;) si G,=L(*Ty) . Examinam graful G=M}2"(G,,G,) construit in
conformitate cu cele descrise anterior.

Rationamente analoage punctului precedent, permit sa considerdm ca X; € X 1, X, € X, si
0

Y, €X.,Y, €X .. De asemenca, dacd notdim prin I' subgraful din G=My1(G,,G,),

generat de submultimea de varfuri X , U X, iar prin I; — subgraful generat de multimea de

1-21

varfuri X , U X ., atunci T, este atom pentru T" si are loc egalitatea:

g’
G =M% (LT, I8, LT3, T2) = L(T.T,).
In aceste conditii, pentru a demonstra afirmatia teoremei, e suficient de ardtat ca,

G =M(G,,G,) e S 7;,i =123, conform teoremei 3.2.9 (ceea ce va insemna ca graful examinat
este d-convex simplu). Examinam urmatoarele trei cazuri:

a) i=1, adici I € 7 . In acest caz graful I" contine numai cicluri izometrice de lungimea

patru, deoarece grafurile I'',T?> € /; contin astfel de cicluri, iar in rezultatul contopirii
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varfurilor X, si Yy, cicluri noi nu se formeazd. Deci I'e 7] si, prin urmare,
b) i =2, adici '€ #,. In acest caz graful I contine numai cicluri generate de lungimea

patru, deoarece grafurile r'r2e #, contin astfel de cicluri, iar in rezultatul contopirii
varfurilor X, si Yy, cicluri noi nu se formeaza. Din aceleasi considerente, graful I' este si bipartit.
Deci I'? € #, si, prin urmare, G = M(G,,G,) €S #,;

c) i=3,adica I'e 3. In acest caz graful ' nu contine cicluri de lungimea trei, deoarece

grafurile I, I'? € 3 nu contin astfel de cicluri §i ca rezultat al contopirii varfurilor X, si Y,
cicluri noi nu se formeaza. De asemenea, ele contin doar subgrafuri generate conexe care sunt

izometrice, dat fiind faptul ci grafurile T'' si T'> contin astfel de subgrafuri, iar in urma

contopirii varfurilor X, si Yy, toate subgrafurile nou formate au un punct de articulatie
z=X, =Y,. Deci, daca v,we ', atunci d-(v,w) = drl (v,w). in mod analogic obtinem ca daca
v,w e '?, atunci d.(v,w) =dr2 (v,w), iar dacd veTI*',weTl?, atunci toate lanturile de la v la
W trec prin varful z si deci are loc egalitatea d.(v,w) =d . (v,z) +d,(z,w).

Din aceste relatii rezulta ca graful T" contine numai subgrafuri generate conexe izometrice.

Deci I' € 73 si, prin urmare, G = M(G;,G,) € S 3.
4. Fie G;,G,e€S.» . Conform teoremei 3.2.9, existi doi arbori I'* si I'*, incat

G, =LII;) si G,=L(I%T) . Examinim graful G=Mg}(G,,G,) construit fin

conformitate cu cele descrise anterior.
Rationamente analoage punctelor precedente ale acestei teoreme, permit a considera ca

X € XX €Xpy 51 Y €X 0, Y, €X s in graful G = M2 (G,,G,) notam prin T' subgraful

e Y2

generat de submultimea de varfuri X , U X lar prin Iy subgraful generat de mulfimea de

er

varfuri X, U X_, . Atunci T, este atom pentru T" si are loc egalitatea:

G =M (L(I, ), L%, Iy)) = L0 I,).

In aceste conditii, e suficient de aratat, conform teoremei 3.2.9, ca graful I este un arbore.
Intr-adevir, graful T’ nu contine cicluri, fiindea grafurile I'* si I'?, fiind arbori, nu contin cicluri,
lar ca rezultat al contopirii varfurilor X, si X, cicluri noi nu se formeaza. Deci graful " este un

graf conex si fard cicluri, adica este un arbore. Prin urmare, se obtine ca graful

G=M(G,,G,)eS ~;

1595



5. Fie G, si G, doua grafuri d-convex simple bipartite, care satisfac conditiile teoremei.
Examinam graful G =M :;)yg (G,,G,) construit in conformitate cu cele descrise anterior. Graful

G este d-convex simplu, deoarece M este o operatie algebrica pe multimea grafurilor d -convex

simple = (a se vedea teorema 3.2.7). Ramane sa demonstram ca G este un graf bipartit.
Grafurile G, si G, sunt bipartite, deci multimile lor de varfuri pot fi divizate in submultimi
disjuncte si intern stabile Xg =V, UV, si X5 =W, UW,, respectiv. Cum perechile de varfuri
Xy X, i V;,Y, sunt perechi de varfuri copii, rezultd ca X, ~X, si y, ~Yy, Mai mult,
dg (%, X;)=2 si dg (Y;,Y,)=2. Toate acestea implicd faptul ca perechea de varfuri Xy, X,
apartine uneia si aceleiasi partitii de varfuri a grafului G,, de exemplu multimii V,, iar perechea
de varfuri y,, y, apartine uneia si aceleiasi partitii de varfuri a grafului G,, de exemplu mul{imii
W, . Prin urmare, in graful G multimile V, UW, si V, UW, sunt intern stabile, iar
Xe =V, W) UV, UW,).

Prin urmare, graful G=M(G,,G,) este d -convex simplu bipartit.

Referitor la operatia de multiplicare, definira in compartimentul 3.2.2, este adevaratda

urmatoarea

Teorema 3.2.11. Pentru oricare graf local finit G =( X ;U ) sunt adevarate afirmatiile:

1. daca Ge.~/,atunci G™ €./

2. daca GeS./ ,atunci G €S/ ;

3. daca GeS 7 ,atunci G €S.7,i=123;

4. daca G este un graf d-convex simplu bipartit, atunci G** este de asemenea d-convex

simplu si bipartit.

Demonstratie. Fie G un graf finit, ce apartine uneia din clasele .~/,S./,S.7;,1=12,3, sau
multimii de grafuri d -convex simple bipartite. In conformitate cu cele descrise anterior, se
formeaza graful G™, in care varful arbitrar ve X are o copie nouda V . Conform teoremei
3.2.8, graful G™" de asemenea este d -convex simplu. Prin urmare ramane sa demonstram ca,
graful G™" apartine aceleiasi clase, careia ii apartine graful ce sta la baza formarii lui G .

1. Fie Ge.~/, deci G este un graf in care orice varf este dominat de un altul. Graful G™,

de asemenea, nu contine varfuri nedominate, deoarece varfurile v si V se domina reciproc, iar

restul varfurilor au ramas dominate de aceleasi varfuri, de care erau dominate in graful G . Prin

urmare G e. /.
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2. Fie Ge S. /7, deci G este un graf ce nu contine triunghiuri si subgrafuri generate de tipul
F (a se vedea figura 3.1). Graful G'", de asemenea, nu contine nici triunghiuri (deoarece este
d -convex simplu), nici subgrafuri de tipul F . Intr-adevar, daci presupunem cd graful G**
contine un subgraf generat izomorf cu graful F, atunci acest subgraf ar fi obligat sd contina
varful nou V , deci dacd in acest subgraf se inlocuieste varful v cu copia sa v, se obtine un
subgraf generat al grafului initial G , izomorf cu graful F , ceea ce contravine conditiei
GeS./ .Prinurmare G eS. /.

3. Fie G e S 7;,i =1,2,3. Se analizeaza fiecare caz in parte.

a) i=1. Deoarece G eS 7, , rezultd ca acest graf contine numai cicluri izometrice de
lungimea patru. In urma multiplicirii varfului v, toate ciclurile noi formate, ce trec prin V , sunt
izomorfe acelorasi cicluri din G, dar care trec prin v. Prin urmare G € S/, ;

b) i=2. Deoarece GeS 7,, rezultd ca acest graf contine numai cicluri generate de
lungimea patru. In urma multiplicarii varfului v, toate ciclurile noi formate, ce trec prin ¥ , sunt
izomorfe acelorasi cicluri din G, dar care trec prin v. Prin urmare G € S.75;

c) i=3. Deoarece G e S 75, rezulta ca grafurile G si G™ nu contin cicluri de lungimea

trei, fiind grafuri d -convex simple. De asemenea ele contin doar subgrafuri generate conexe
care sunt izometrice, deoarece fiecare subgraf conex nou, generat de o submultime care contine
varful v, este izomorf aceluiasi subgraf din G, in care véarful V este inlocuit prin copia sa V.
Prinurmare G™ €S 7.

4. Fie G un graf d-convex simplu si bipartit. Deci G nu contine cicluri de lungime impara.
Graful G™ de asemenea nu contine cicluri de lungime impard deoarece, ca rezultat al
multiplicarii varfului v, toate ciclurile nou formate ce trec prin V sunt izomorfe acelorasi cicluri,

din G, dar care trec prin v. Prin urmare G*" este un graf bipartit.
Remarca 3.1.2. [n virtutea afirmatiei 4 din teorema 3.2.11, pentru un graf planar

d - convex simplu are loc acelasi rezultat, deoarece un astfel de graf este si bipartit.
Raza si diametrul in grafurile d -convex simple L(G,G,)

Tinand cont de cele examinate in compartimentul 3.2.1, pentru orice graf local finit conex

putem construi graful L(G,G,), unde G, este atomul lui G .

In L(G,G,) alegem un varf arbitrar v e X L(G,G,) §inotam:
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o [|v.dacave Xg,
Voo =49
v,dacav e Xg ,
0

unde V este copia varfului v.

Din constructia atomului G, se cunoaste ¢ dacd ve Xg , atunci Ve Xg . Prin urmare

pentru orice varf v e X g g )rezultd ca VO e Xg.

Teorema 3.2.12. Daca, G este un graf conex ce nu contine cicluri de lungimea trei, iar

u,ve X g, suntdoua varfuri oarecare din L(G,G,), atunci:
dL(G,GO) (u,v)=dg V).
Demonstratie: Fie u si v doua varfuri din L(G,G,). Graful G este subgraf al grafului
L(G,Gy) , ceea ce implica inegalitatea d| (g g )(U,V) < dg u°,v°.
Dacd d g g, (U,V) <dg (u®,v°), iar leste un lant de lungime minima in graful L(G,Gy),

ce uneste varfurile U si v,
| =U=X,%Xp,.., X, =V),
atunci in graful G, exista lantul
19=® =x?,x3,...x7 =v°),
care este de aceeasi lungime cu lantul |. Astfel s-a ajuns la o contradictie, ceea ce inseamna ca
presupunerea e gresita. Prin urmare d L(G.G,) (u,v)=dg (u0 : VO) .

Fie G =(X;U) un graf neorientat, iar x € X un varf arbitrar din G . In cele ce urmeaza
vom apela la notiunile de excentricitate 1(x) a varfului X, raza si diametrul ale graiului, notate
prin r[G],d[G] respectiv, si de varf central, definite in [264]. Multimea tuturor varfurilor
centrale ale unui graf G va fi notata prin c[G].

Teorema 3.2.13. Daca G este un graf conex ce nu contine cicluri de lungimea trei, iar
L(G,G,) graful d-convex simplu obfinut din G, atunci sunt adevarate egalitdtile:

rL(G,Go)]=r[GI;

d[L(G,G,)] =d[G];

C[L(G,Gy)] =c[GlU{X € G, : X este copia unui virf din c[G]}.

Demonstratie. Fie G=(Xg;Ug) un graf conex cu mulfimea de varfuri

Xg ={X, X5,..., X}, Har L(G,G,) — graful d-convex simplu, obtinut din G, cu multimea de
varfuri X g gy ={X0, X0 Xn,s Y1, Yo, Y 3
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Pentru a demonstra afirmatia teoremei, vom demonstra mai intai egalitatea:

e G, (V) =¢€s (v°),vv e X L(G.G,) (3.10)

Fie ve X g, + 1ar v? e X — varful definit la inceputul paragrafului. Atunci sunt
adevarare egalitatile:
eLee,) (V) =max{d cc)(V.X).d e, (ViX2)m AL (Vi Xn) AL g, (Vs V1),

dL(G,GO) (V, ¥Y2)ees dL(G,GO) (V) Y Do b = max{d L(G,G,) (v, X1), dL(G,GO) (v°, X3)eees dL(G,GO) (v, Xn ),
dice) (v°, yf)’dL(G,GO) V%, ¥2)mes dice) v ¥e) =6 (v°)

La efectuarea acestor transformari a fost utilizatd teorema 3.2.12. Acum cu ajutorul relatiei
(3.10) se vor demonstra cele trei relatii din teorema.

1. r[L(G,Gy)]= min{eL(G,Go) (X)seeer €L6.G,) (Xn)s €LG.G,) (Y1) €L6.G,) (Y )}=

= min{eg (X,),€g (X,)1--1 €6 (Xn ), €6 (¥7) € (¥2)r--r €6 (¥4)} =
= min{eg (%), €5 (X2),--, € (X,)} = r[G].

2. d[L(G,Gy) = max{e g g,) (%1).-€LG6,) (Xn) ELa,g,) (Y1) €Laq,) (Y )} =

= max{eg (X,), € (X2),- €6 (X, )16 (Y7, €6 ()-8 (¥4} =
= max{€es (X,),€g (X),....6 (X,)} = d[G].

3. Fie y ec[L(G,Gy)]un varf central in L(G,Gy) . Atunci e g )(Y)=r[L(G,Gy)], ceea
ce, Impreund cu punctele precedente, implica relatia eg (y°) =r[G]. Sunt posibile doud cazuri:
a)yeG. Atunci y° =y, de unde avem e (y) =r[G], adici y ec[G]; b) y € G,. Astfel, rezulta
cd pentru y exista varful copie y° incat:

y® € c[G], deci y e{x € G, : x este copia unui varf din c[G]}).

In orice caz se obtine:

y e c[G]lU{x € G, : x este copia unui varf din c[G]},

ceea ce implica relatia:

C[L(G,Gy)] c c[GlU{x € G, : x este copia unui varf din c[G]}.
Fie acum y e c[G]U{x € G, : x este copia unui varf din c[G]}. Aceasta inseamna ca are loc

unul din doua cazuri:

(@) yec[G]. Atunci eg(y)=r[G]. Aceastd egalitate implicd e g (V) =r[L(G,Gp)] .
Cum y [G], rezulti ci y = y°. Astfel, e g ¢ (¥) =r[L(G,G,)], de unde y e c[L(G,G,)].
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(b) ye{xeG,:x este copia unui varf din c[G]} . Prin urmare y°ec[G] sau
s (y°)=r[G] , ceea ce, conform rationamentelor precedente, implica y° e C[L(G,Gy)] .

Deoarece varfurile y,y° sunt varfuri copii in L(G,G,) , obtinem yec[L(G,G,)]. Astfel,
constatim ca este adevaratd incluziunea inversa:
C[L(G,Gy)] 2 c[GlU{x € G, : x este copia unui varf din c[G]}.

Din cele examinate rezulta ca si cea de-a treia egalitate din teorema 3.2.13 este adevarata.

Amplasarea grafurilor d -convex simple planare in spatiul R*

Conform celor descrise mai sus, un graf conex G =(X,U) poate fi asociat cu un spatiu
metric discret (Xg,d), unde d(X,y) reprezinta lungimea minima a lanfurilor cu extremitatile in
X si y. De rand cu spatiul (X5,d) vom examina un alt spatiu X', in care este definitd o
metricd cu valori Intregi p . Este cunoscut faptul ca independent de metrica o, Intotdeauna
existd un graf G =(X,U) astfel incat X' < X si distanta dintre varfurile submultimii X’ in G
coincide cu distanta p a acelorasi elemente in spatiul X' [280]. in acest caz se spune ca metrica
p este scufundata in graful G sau ca metrica p este realizata in graful G . Mai multe rezultate,
referitore la realizarea metricii in graiuri speciale, sunt expuse in lucrarile [281], [282].

In legaturi cu cele spuse, prezinta interes si studierea problemeia inverse. Se spune ci graful
G = (X,U) este scufundat (realizat, amplasat) in spatiul metric (X'; ), daci existd o aplicatie
@ X — X', astfel incat orice douad varfuri adiacente X,y in G au in calitate de imagini doua
elemente ¢(x) si @(y) din X' care sunt situate unul de altul la distanta p =1. Cu alte cuvinte,
varfurile adiacente ale grafului G se transforma in elemente situate la distanta unu ale spatiului
X". Dimensiunea minimala a spatiului Euclidian, in care poate fi scufundat graful G se numeste
dimensiunea de amplasare(scufundare) a grafului G si se noteaza prin gimG . Problema in
cauya poate fi formulatd in modul urmator: pentru un graf G =(X,U) sa se determine
dimensiunea de scufundare a lui. Evident, in legatura cu aceastd problema se poate vorbi si
despre elaborarea unor algoritmi, care ar permite calcularea dimensiunii de scufundare a
graiurilor neorientate.

In cazul unui graf arbitrar, problema formulati este destul de complicati. Diverse aspecte ale
acesteea au fost examinate de catre mai multi matematicieni, iar unele rezultate pot fi gasite in

lucrarole [283]-[286]. In continuare, vom aduce un rezultat ce tine de scufundarea grafurilor d -

convex simple planare in spatiul euclidian R®.
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Fie 7 un arbore cu cel putin trei varfuri si T, un subgraf al lui 7", care consta din toate
varfurile i muchiile lui 7', cu exceptia celor suspendate.

Asadar, fiecare varf nesuspendat x din 7', are in T, un singur varf corespondent X si
fiecare varf din T, are un singur varf corespondent lui in 7. Fie L(T,T,) graful d -convex
simplu obtinut din 7 si T,. In graful L(T,T,) fiecare varf de grad egal cu cel putin trei are un
singur varf copie. Mai mult, | acest graf nu are varfuri suspendate. Conform teoremei 3.5.3,
punct 4, un graf G cu cel putin trei varfuri este din P daca si numai daca G = L(T,T,) . Astfel

teorema 3.5.3 determind structura grafurilor d -convex simple planare, structura care va fi
utilizatd in procesul cautarii dimensiunii de scufundare a acestor grafuri.

Fie, acum, G = (X,U), cardX >5, un graf d -convex simplu planar. in acest caz G are cel
putin un varf x de grad cel putin trei, care are o copie X . Fie
L(X) =T(X) ={Y1, Y21 Y51 ¥, }» o = 3. Daca s-ar presupune ca gim G = 2, atunci elementele din
multimea 7°(x) ar fi plasate pe un cerc de raza 1 cu centrul intr-un punct, care ar fi

corespondentul varfului X. Intr-adevar din conditie, pentru a scufunda un graf intr-un spatiu, in
cazul dat in plan, care este spatiul Euclidian cu dimensiunea 2, este nevoie ea varfurile adiacente

sa se transforme in puncte ale spatiului la distanta 1, iar toate varfurile din I'(x) sunt adiacente
lui x. Pe de alta parte, din aceleasi considerente, aceleasi varfuri ar trebui sa se afle pe cercul de
razi 1 cu centrul in punctul, care ar corespunde varfului X . Aceasta inseamni ci in R® ar trebui
sa se duca doua cercuri diferite, ambele de raza unu, care s se intersecteze in p puncte, p >3,
ceea ce este imposibil. Astfel s-a obtinut ca gimG > 3. Sa aratam ca gimG = 3.

Teorema 3.2.14. Daca G = (X,U), este un graf d -convex simplu planar atunci gimG = 3.

Demonstratie. Din motive evidente, consideram cardX >5. Conform teoremei 3.2.9,
pentru G exista un arbore T, incat G = L(T, T,). Vom demonstra teorema prin metoda inductiei
matematice dupa numarul de varfuri n=cardX >5.

Fie n=5. Unicul graf graf d -convex simplu planar cu 5 varfuri este graful bipartit complet
graf K,,. Alegem fin R® dous puncte A /B la o distantd arbitrard, dar mai mici decat 2.
Construim doua sfere de raza unu, cu centrele in A si B . Intersectia acestor sfere este un cerc
C . Fixam pe cercul C trei puncte D,,D,,D,. Varfurile copii x si X de grad 3 ale grafului K, ,

le plasam in punctele A si B, iar celelalte —in D,,D,,D,. Ducem segmente ce unesc X si X cu

Y, Y,, Y, respectiv, lungimea cirora este 1. Astfel s-a obtinut amplasarea acestui graf in R®.
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Sa presupune, acum, ca afirmatia teoremei este adevarata pentru orice graf d -convex simplu

planar G cu n<k,k >5 varfuri.

Examindm cazul n=k +1. Notdm prin deg; X si degs X gradul unui varf X in arborele T
si in graful G =L(T,T,), respectiv. Fie x,y doua varfuri adiacente din T, incat deg; x =1.
Atunci deg; x=2. Atunci, deoarece graful G are cel putin 5 varfuri, rezulta ca deg, y>2.

Examinam urmatoarele doua cazuri.

I. deg; y > 3. Daca se elimina varful suspendat X din T, atunci se obtine un arbore T', in
care y nu este un varf suspendat. Prin urmare arborele T, trebuie sa coincida cu arborele T, .
Conform teoremei 3.2.9, graful G’ = L(T',T,) este d -convex simplu si planar. Deoarece G’ are
exact cu un varf mai putin decat G, in baza inductiei matematice, se obtine ca gimG =3. Fie y
copia varfului y si imaginea lui in T,. Atunci in G’ aceste doua varfuri sunt, de asemenea, copii
unul pentru celalalt si deci vecinatatile lor coincid. Fie T'(y) :{Wl,wz,...,wp}zl“(y), p>3. In
urma scufundarii grafului G’ in R®, varfurile din I'(y) sunt plasate pe cercul, care se afli la
intersectia celor doud sfere de raza 1, cu centrele in y si y. Cum pe acest cerc se contine o
infinitate de puncte, iar grafurile studiate sunt finite, atunci aici poate fi gasit un punct, in care nu

se afla nici unul dintre varfurile grafului G'. Daca se plaseaza in acest punct varful x, atunci

distantele de la el spre y si y', care sunt centrele sferelor, sunt egale cu 1. In urma acestei
proceduri s-a obtinut o amplasare a grafului initial G in R®, deci rezulti ci gimG = 3.

Il. deg; y =2. Asadar, in T existd un varf z # X, care este adiacentcu y.Cum G are cel
putin 5 varfuri, rezulta ca deg, z > 2. Aceasta inseamna ca arborele T, contine varfurile y si 7 ,

care sunt varfuri copii si imagini ale varfurilor y si z. Deci, in graful G sunt adevarate relatiile:

I'(y)=T(y),cardl'(y) 23,
I'(z) =I'(Z),cardl’(z) > 3.

In urma eliminarii varfului xdin T, se obtine un arbore nou T', in care y este un varf
suspendat (deg, y =1). In acest caz arborele T, , care se obtine din T’ in urma eliminrii tuturor
varfurilor suspendate, difera de arborele T, printr-un singur varf y . Adica
T'=T-xT,=T,-y. Graful G'=L(T',T,) are cu doud varfuri mai putin decat graful G si
deci din presupunerea inductiei matematice gimG’ = 3. Deoarece cardl'(z) >3, atunci in urma

amplasarii grafului G’ in R®, multimea de varfuri I'(z) este plasati pe cercul, care se afli la

intersectia celor doud sfere de raza 1 cu centrele in z si Z . Pe acest cerc poate fi plasat, de
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asemenea, si varful y (varful y este deja pe acest cerc, ca varf al grafului G'). Cum vy si y
sunt plasate pe un cerc de diametrul mai mic decat 2, intersectia a doud sfere unitare cu centrele

in y si Y reprezintd un cerc nou, pe care poate fi plasat varful x. In urma acestei proceduri se

obtine o amplasare a grafului initial G in R®, ceea ce inseamni ci gimG =3.m

3.3. Convexitatea in grafurile orientate

In acest paragraph vom examina, notiunea de convexitate in cazul grafurilor orientate. Vom

- -
considera cd grafurile nu contin bucle si arce multiple. Un graf orientat G = (X,U) poate fi

considerat drept complex 2-dimensional de relatii multi-are R* = (R* = X, R?). Si vedem, in ce

masurd rezultatele obtinute pentru structurile neorientate pot fi extinse si asupra structurilor

orientate. Vom incepe cu definirea si studierea multimilor d-convexe.

Multimi d-convexe in grafuri orientate

- -

Graful orientat G = (X,U) se numeste tare conex, sau conex forte, daca pentru oricare doua
varfuri X,y € X exista cel putin un drum ce porneste din varful x spre varful y si cel putin un
drum ce porneste din varful y spre varful x (ne vom folosi de terminologia clasica introdusa de
catre C. Berge pentru grafurile orientate in lucrarea [302]). Fie D = (X = zg,7,...,Z, =) un
drum ce porneste din x spre y. In acest caz se va mai spune ¢ drumul D leaga vérfurile X si y

in ordinea indicata; X si y se numesc extremitati ale lui D. Numarul p se numeste lungime a

drumului
D=(Xx=2,2,.,.2,=Y)

si se va scrie 1(D)=p.

N
Fie 2 (x,y) familia tuturor drumurilor din G ce leaga varfurile X si y. Lungimea celui mai

scurt drum din 27 (x, y) se numeste distanta dintre X si Y si se noteaza prin d(X, y). Astfel
d(x,y) = De@l(rxl,y)ﬂ(D)} :

In cazul cand intre doud varfuri X,y € X nu exista nici un drum, se va considera ca distanta

dintre aceste varfuri este d(x, y)=co.
Precum usor se poate de observant, astfel introdusd notiunea de distantd nu poseda

proprietatea comutativa, adica, la general vorbind, se respect relatia:
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d(x, y)=d(y, x).
Prin urmare, in cazul grafurilor orientate, distanta definitd mai sus este o functie
d: X xX — N, ce poseda doar doua dintre proprietatile metricii, $i anume:
1. d(x, y)=0 pentru oricare doua varfuri X,y € X si d(X,y) =0 daca si numai dacd x=Y;
2. d(x, y)=d(x, 2)+d(z, y), pentru oricare trei varfuri X,y,z e X .

Aceasta inseamna ca, de fapt, functia distantei d : X x X — N este 0 pseudo-metrica in
A -
graful orientat G .
N
Multimea < X,y >={z e X :d(x,2) +d(z,y) =d(x, y)} se numeste d-segment orientat de la

- -
x spre y. Notiunea de d-segment orientat < X,y > are sens doar in cazul cand in graful G exista

cel putin un drum ce leaga x cu y. Din aceste considerente, in continuare se vor studia doar

grafuri conexe forte.

- -
Definitia 3.3.1. Multimea A< X se numeste d-convexd in graful G =(X,U), daca pentru
-

oricare doua varfuri X,y € A, luate in ordinea indicata, are loc relatia < X,y >c A.

- -
Conform definitiei 3.3.1 orice graf orientat G =(X,U) contine multimi d-convexe.

Observam, ca intr-un graf orientat orice multime A, pentru care cardA =0 sau cardA =1, este
d-convexa. Aici, spre deosebire de cazul grafului neorientat, doua varfuri adiacente nu genercaza

neapdrat o multime convexa.

- -
Intr-un graf orientat arbitrar multimile < X,y > si <y, X > nu neaparat coincid. Fie A 0

- -
submultime arbitrard de varfuri din graful G = (X,U). Conform definitiei 3.3.1, daca A este o

- -

multime d-convexa, atunci ambele d-segmente orientate < X,y > si <y, X > apartin multimii A.

- -
Prin urmare, reuniunea < X,y > U <y, x >, care contine toate varfuriile cel putin ale unui contur,

ce trece prin varfurile X si y, de asemenea, apartine multimii A. Ba mai mult, multimea

- -
<X,y >U<y,x> contine varfurile tuturor contururilor de lungime minima, care trec prin X si Y.

- -
Lema 3.3.1. Daca A si B sunt doua multimi d-convexe ale unui graf orientat G = (X,U),
—
atunci intersectia lor AN\B este, de asemenea, o multime d-convexa in G .
- i
Demonstratie. Fie G =(X,U) un graf orientat, iar A si B doud multimi d-convexe ale

acestuia. Daca card(A()B) <1, atunci, in baza definitiei 3.3.1, afirmatia lemei este adevarata.
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Sa admitem ca card(A(B) > 2, si fie X, y doua varfuri arbitrare din ANB. Deoarece A si B sunt

multimi d-convexe, obtinem:

N
<X y>cA,

N
<X, y>cB,
. . . 4) - . ﬁ
ceea ce implica relatia< X,y > A1 B . Deci A B este 0 multime d-convexdin G .

Prin analogie cu varianta clasica a notiunii de invelitoare d-convexa [60], [111], [264], in

cazul grafurilor orientate se defineste urmatoarea notiune.

Definitie 3.3.2. Intersectia tuturor multimilor d-convexe ale unui graf orientat 8 = (X, J) :
ce contine o submultime de varfuri B < X, se numeste invelitoare d-convexa a multimii B si se
noteaza prin d-conv(B).

Observim ca, definitia notiunii de d-convexitate in cazul grafului orientat este similara cu

cea a grafului neorientat.

N
Daca B < X este 0 multime d-convexa in G, atunci d-conv(B)=B. Pentru o submultime

arbitrara de varfuri definim urmatoarea operatie:

5
P(S)= U <xy>.
X,yeS
Cu ajutorul acestei operatii, invelitoarea d-convexa a unei submultimi de varfuri B a grafului

orientat poate fi descrisa in mod iterativ, similar cazului grafului neorientat, in modul urmator:

BO = B '

BN
B,= U <xy>=P(By),

X,yeB,

B,= U <xy>=P(B)=P(P(By)) = P2(By) si P(B,) =By,

X,yeB,

5
Biu= U <xy>=P(B;,)= Pq_l(Bo) si P(B,) = By,

x,yeBH

%
By = X‘yLeJBLH <X,y >=By; =d-conv(B).

Astfel, constuirea invelitoarei convexe d-conv(B) se reduce la construirea unui sir de
multimi:
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unde B,,1<i<q, se construiesc in conformitate cu aplicarea operatiei P, descrise anterior. In

cazul grafurilor infinite, sirul, construit iterativ prin aplicarea operatiei respective, poate fi infinit.

Atunci invelitoarea convexa a multimii B se obtine cu ajutorul relatiei:
o0
d —conv(B) = U B;.
i=0

In baza definitiei 3.3.2, pentru invelitoarea d-convexe obtinem relatiile:
1. d-conv(d)=3;

2. d—conv({x}) ={x};

3. d—conv(X)=X;

4. Acd-conv(A);

5. d —conv(d —conv(A)) = d —conv(A).

In baza relatiilor mentionate (1-5), se poate spune c¢i notiunea de d-convexitate pentru cazul

grafurilor orientate se incadreaza in axiomatica teoriei generale a convexitatii [114].

Grafuri d-convex simple orientate

in cazul grafurilor neorientate orice submultime de véarfuri A= X , care genereazi un
subgraf complet, precum si multimea tuturor varfurilor X, sunt d-convexe. Acelasi lucru se poate
spune si in cazul grafurilor orientate. Multimile, care sunt d-convexe in orice graf orientat, sunt:
multimea vidd, multimile alcatuite dintr-un singur varf, multimile care genereaza un subgraf
complet si multimea tuturor varfurilor X. Aceasta se datoreaza faptului ca d-convexitatea,
examinatd in grafurile orientate, este o generalizare a notiunii de d-convexitate definitd in
paragraful 3.2 pentru grafurile neorientate, si acest lucru va fi aritat mai jos. In continuare,

multimile mentionate se vor numi multimi d-convexe triviale in grafurile orientate.

- -

Definitia 3.3.3. Graful orientat si conex forte G = (X,U) se numeste d-convex simplu daca
nu contine multimi d-convexe Ac X, incat 1< cardA < cardX .

Din definitie rezulta ca intr-un graf d-convex simplu orientat, cu cel putin trei varfuri, intre
oricare doua varfuri poate exista doar unul dintre cele doud arce posibile. Intr-adevar, daci intre
doua varfuri X si y ar exista ambele arce (x, y) si (y, X), atunci A={x, y} ar fi o multime
d-convexa, ceea ce contrazice definitia grafului d-convex simplu. Aceasta remarca, la randul sau,

inseamna ca toate grafurile d-convex simple sunt antisimetrice.
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Teorema 3.3.1. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente

— -

1. G = (X,U) este un graf d-convex simplu orientat;

2. d —conv({x, y}) = X, pentru oricare doua varfuri distincte x,y € X ;
3. d —conv({x, y}) = X, pentru oricare doua varfuri adiacente X,y € X .

Demonstratie. 1 —+ 2. Pentru a demonstra afirmatia teoremei, vom verifica sirul de

implicatii: 1= 2=3=1.

1= 2. Fie 8 = (X,J) un graf d-convex simplu orientat. In baza definitiei 3.3.3, acest graf
nu contine submultimi d-convexe cu mai mult de un varf sau cu mai putin decat cardX varfuri.
Din cele spuse rezulta ca d —conv({x, y}) = X pentru oricare doua varfuri distincte X,y € X .

2 = 3. Relatia d —conv({Xx, y}) = X are loc pentru oricare doua varfuri distinct x,y € X ,
adica si pentru oricare doua varfuri adiacente, ceea ce inseamna corectitudinea afirmatiei 3.

3=1. Fie pentru oricare doua varfuri adiacente X,y € X are loc egalitatea mentionata in

- -
teoremd, insa graful G nu este d-convex simplu. Aceasta inseamna ca in G existd o multime

d-convexa Ac X, incat 1< cardA < cardX . Deoarece cardA >1, rezultd ca in A existd doua

BN
varfuri distincte p si ( incat < p,q >c A. Aceasta, la randul sau, implicd existenta in A a doud

varfuri adiacente X si y. Deoarece A este o multime d-convexa, rezultd ca este adevarata relatia

d —conv({X, y}) < A. Pe de altd parte, in baza conditiei 3 din teorema, se obtinem egalitatea

d —conv({x,y})= X . Prin urmare, A=X. Aceasta vine in contradictie cu presupunerea

N
1< cardA < cardX . Deci graful G este d-convex simplu.
Descrierea recursivd a grafurilor d-convex simple orientate

In cele ce urmeaza vom studia o clasd speciald de grafuri orientate &7, pe care 0 descriem
in mod recursiv precum urmeaza:

- -
I. Clasei @ ii apartin toate grafurile G, = (Xc3 ,Ug ), unde :

0 0

X ={X, %Xy, X, 1, N >3,

IS}

G
U =0 X)L %) 1 =120 =T,

1

0
_)
Adica G, este un contur elementar cu n varfuri,
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. A —) B hd b
Il. In baza grafului G;_;,i>1, construim graful G; = (Xg ’UE)’ unde :

X =X . UDLYze Y m 21

- - .
U, =U_, U{(a,b):a,be X, dar nuambele suntdin X . , incdt se respecta conditiile:
i Gifl Gi Gifl

a) Pentru orice varf'y; exista varfurile distincte p,qe Xg , incaty; ed —conv({p,q});

b) Pentru oricare doua varfuri adiacente a,b e X ., exista varfurile distincte p,qe X _ ,
G

GI i-1
incat sunt satisfacute relatiile:

1. p,ged-conv({a,b});
2. dGL(p,q)=da(p,q);

3. da (a4, p)= dé. (@, p}

i-1
1. In @ nu se contin alte grafuri, in afard de grafurile descrise in mod iterativ la pasii | si |l
Clasa de grafuri orientate & este o reuniune de familii de grafuri, obtinute recursiv in
conformitate cu procedurile descrise anterior:
@=@0U@1U---U@iu...,,

- -
unde &, reprezinta toate grafurile G, = (X ., ,U ), descrise la pasul | de construire a clasei
G

0 0

g, iar @,;,121, reprezinta familia tuturor grafurilor ce se obtin dintr-un graf oarecare din
9, 4, la aplicarea operatiei II.
Teorema 3.3.2. Toate grafurile clasei £ sunt d-convex simple.

Demonstratie. Sa demonstram ca &, &, ..., &;,.... sunt familii de grafuri d—convex simple

orientate, aplicand metoda inductiei matematice in raport cu indicile i =01,2,....

[ - - _> _> - - -
In cazul i =0, orice graf G, Z(XE ,U ) din @, este d-convex simplu, fiind un contur

elementar cu n > 3 varfuri.

Vom demonstra ca &;,1>1, este o familie de grafuri d-convex simple, in conditiile cand

toate grafurile din @ U2 U...U2),;_; poseda aceasta proprietate. Se alege in mod arbitrar un

- - - -
graf G, € &, cu n > 3 varfuri. Fie G, = (Xg ’Ug) se obtine dintr-un graf oarecare G, ; € &, ,

la aplicarea operatiei II de construire a clasei &;. Conform teoremei 3.3.1, pentru a demonstra
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N
ca G; este d-convex simplu, este necesar de domonstrat ca pentru orice doud varfuri adiacente

5
a,be X are loc relatia dg —conv({a,b}) = Xg . Fie intre a si b exista arcul (a,b) EUS

Conform conditiei 1Ib) din descrierea clasei &;, exista varfuri distincte p,q e d —conv({a,b}).

Aceasta implica relatia d —conv({p, g}) =d —conv({a,b}), in graful G;.

- -
Deoarece, conform inductiei, G;_; este d-convex simplu si in procesul construirii grafului G; nu

5
s-au adaugat arce noi intre varfurile din G;_; , iar distantele dintre p si g S-au pastrat neschimbate

N
in G; (conditia IIb), rezulta ca:

Xg cd—conv({p,q}) cd-conv({a,b}),

5
in graful G; .
Din conditia IIa) se obtine:

XG% ULV, Yoo Yt = Xé cd—conv({a,b}).

i-1 i

Deoarece incluziunea inversa este evidenta, obtinem relatia X, =d—conv({a,b}) , in
G

ﬁ
graful G; . Aceasta conduce la concluzia ca &; este o familie de grafuri d-convex simple.
- -
Teorema 3.3.3. Un graf orientat si tare conex G =(X,U),cardX >3, este d-convex
A e d
simplu, daca si numai daca G e &

_>
Demonstratie. Necesitatea. Deoarece cardX >3, rezultd cad in G existd doud varfuri

distincte u si v. Tinand cont de faptul ca graful examinat este conex forte, exista cel putin un

5
contur ce trece prin aceste varfuri, ceea ce conduce la faptul ca in G exista cel putin un contur

N
elementar de lungime minima & =[z,, z,,..., 2y 2y = Z,]. Prin urmare, in G nu exista arce

- -
care ar uni doua varfuri distincte z;, Zj, unde i— j>1. Notam prin G, = (Xg ,Ug) subgraful

0 0

- -
generat de multimea de varfuri {z,, z,,..., 2, 2,4}, 1ar prin G, — insusi graful G . Se verifica

- -
nemijlocit cd G, poate fi obtinut nemijlocit din G, prin addugarea multimilor de varfuri
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> o
X\ X, si de arce U\Ug ), respectand conditia II din descrierea clasei de grafuri & . Prin

Go 0

N
urmare Ge 2.

Suficienta rezulta nemijlocit din teorema 3.3.2.

Operatii asupra grafurilor d-convex simple orientate

- -
Fie x;, X, si Y, Y, doud perechi de varfuri neadiacente din grafurile orientate G, = (X;,U,)

- -

si, respectiv, G, =(X,,U,). Prin analogie cu cazul grafurilor neorientate (a se vedea paragraful
- _ - - - - L.

3.2), notdm prin GzM)lejy’l2 (G, G,) graful obtinut din G, si G, in rezultatul contopirii

- - -
varfurilor x, cu y; si X, cu y,. Precum usor se verifica, pentru G =M_"(G,G,) sunt
27 )2

adevarate relatiile:
cardX_, =cardX, +cardX, -2,
G
%

- >
U, =U,+U,.
2 1tY,

- -
Intr-un graf orientat G = (X,U), mulfimea tuturor succesorilor unui varf X 0 vom nota prin

- -
I'(x)={y e X :(x,y) €U}, iar a tuturor predecesorilor — prin I (x) ={y € X : (y,X) eU},
notatii obisnuite in literatura de specialitate [5], 12], 78], 80], 123], [302]. Varful, care nu are
predecesori se va numi varf sursd, iar varful care nu are succesori — varf destinatie.

Fie @(p,q;r),r >0, graful orientat in care este fixat un varf sursa p, un varf destinatie q

st care satisface conditiile:

1. in @ exista drumuri ce leaga varful p cu varful q;
2. orice varf si orice arc din @ apartin cel putin unui drum ce leaga p si q;
3. toate drumurile, ce leaga varfurile p si ¢, au aceiasi lungime r >0,

4. alte varfuri sau arce in @ nhu sunt.

Evident, varfurile p si q intr-un astfel de graf nu sunt adiacente.

Teorema 3.3.4. Pentru oricare doua grafuri orientate @1(p1,q1; r) si @Z(pz,qz;rz) , graful
—> = -
G= Mq‘jlz‘gj (®,2,) este d-convex simplu.
- a 4) -
Demonstratie. Fie conditiile teoremei sunt satisfacute. In graful G toate contururile

elementare au aceiasi lungime, egala cu I, +1,, si trec prin varfurile p, =q,, g, = p,. Mai mult,
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- -
orice varf al grafului G apartine cel putin unui contur de acest tip. Prin urmare , G este un graf

- -
tare conex, in care pentru orice doud varfuri X,y € X, avem: p; =0,,0q; =P, e< X, y>U<y, x>.
G

Dacd mai tinem cont de faptul ca d —conv({p, =0,,0; = P,})=<p;, 0, >U<qy, p, >= Xé :

atunci obtinem ca 8 ca este un graf d-convex simplu.

Atragem atentia ca teorema se demonstreasa pentru grafuri orientate arbitrare ce satisfac cele
patru proprietdti de mai sus. Usor ne putem convinge ca si printre grafurile d -convex simple
exista de acelea ce poseda proprietatile mentionate. Operatia M , definitda mai sus, ofera mai
multe metode de construire a grafurilor d -convex simple orientate, examinate minutios in
monografia [164] (a se vedea paragraful 6.3 din monografia mentionata). Totodata, remarcam ca
M reprezintda o operatie algebrica pe multimea grafurilor d -convex simple orientate, chestiune
confirmata prin teorema 6.3.3 din [164].

Vom examina, in continuare, si alte operatii asupra grafurilor d -convex simple orientate.

Pentru aceasta vom avea nevoie de urmatoarea

- -
Definitia 3.3.4. Doua varfuri u si v ale unui graf orientat G = (X,U) se numesc vdrfuri

N
copii in G, daca se respecta egalitdtile:

Cr'w=r"(v) si T-u)=T"(v).

In conditiile cind:
) =r(v) si T"(u)=I"(V),
varfurile u si v se numesc varfuri anticopii.

- — -
Fie dat un graf d-convex simplu orientat G = (X,U) si un varf oarecare v din G . Formam

- -
graful G ™" din G prin addugarea unui varf copie pentru Vv, notat prin v .

- - —
Teorema 3.3.5. Daca G =(X,U), cardX >3, este un graf d-convex simplu, atunci G ™"

este, deasemenea, un graf d-convex simplu.

R - —
Demonstratie. In baza teoremei 3.3.3, graful G = (X,U) apartine clasei & . Alegem un

- -
varf arbitrar ve X si conform celor descrise anterior formam graful G ™" . Deoarece G este

graf d-convex simplu, acesta contine doua varfuri neadiacente X, Yye X, incat
G++

-

%
v,ved-conv, ({x,y}). Ba mai mult, multimea <v,v >, U<V,v>, contine toate
G +4 G +4 G ++
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varfurile cel putin ale unui contur de lungime minima ce trece prin V. Acest contur va contine

- -

varfuri din G, distantele dintre care au ramas aceleasi in graful G ™

. Insa invelitoarea d-

N
convexd a acestor varfuri va contine toate varfurile grafului G . De aici rezulta ca

d- conv(g (vl = Xg _»deunde: d - (:onv(E _{xyh= Xé L

Astfel se obtine cd invelitoarea d-convexa a oricaror doud varfuri arbitrare si distincte din
% - - . -~ . . . 4)
G ", diferite de v si V , contine toate varfurile grafului G ™.

N
Fie acum y un varf arbitrar din G ™" diferit de varfurile v si ¥. Invelitoarea d-convexa a

N
multimii {y,v} In G va contine toate virfurile cel putin ale unui contur de lungime minima ce

_)
trece prin v si y, care la randul sau va contine varfuri din G, distantele dintre care au ramas

- -

aceeasi iIn G " . Invelitoarea convexa a acestora va contine toate varfurile grafului G . Deci,

d-conv, ({x,y})=X., . Deoarece varfurile v si V sunt varfuri copii, atunci au loc
G ++ G ++

— - -

N
egalitdtile <v,y >=<V,y > si <y,v>=<y,V >, de unde rezulta egalitatea:

d —conv(E _({v,yh) =d —conva (v, yh= XS n

%
Aceasta tocmai si Tnseamna ca graful G ™ este d-convex si simplu.
Din teorema 3.3.5 rezulta ca in grafurile d-convex simple orientate, ca si in cele neorientate,
orice varf poate fi mutiplicat de un numar arbitrar de ori, fard a pierde proprietatea de

d-convexitate simpla a grafului initial.

- - -
Fie ca este dat un graf d-convex simplu orientat G = (X,U) si un varf arbitrar v din G,

care poseda proprietatea ca conturul de lungime minima ce trece prin v este de lungimea patru.
% _~ - —~
Formam graful G ™~ prin addugarea unui varf anticopie pentru v, notat prin v .

- -
Teorema 3.3.6. Daca G = (X,U), cardX >3, este un graf d-convex simplu, iar v un astfel

N

de varfdin G, incdt conturul de lungime minima ce trece prin v este de lungimea patru, atunci
% fad -

graful G ™ este, de asemenea, un graf d-convex simplu.

- -
Demonstratie. Conform teoremei 3.3.3 graful G = (X,U) apartine clasei & . Alegem un
varf arbitrar v € X cu proprietatea ca conturul de lungime minima ce trece prin v are lungimea
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H
patru si se formeaza graful G ™~ . Fie d —conv, _({Xx, y}) invelitoarea convexd a doud varfuri
G

N
distincte x,y din G "~ . Daca ved—conv, ({x y}), atunci in d —conv, ({Xx, y}) existd cel
G+ G*
putin un varf din T'"(v) si cel putin un varf din T (v) , ceea ce va implica relatia
Ved-conv, ({x, ¥}, siinvers. Mai mult, dacd X,y sunt doua varfuri distincte din X, _si
G*” Qg+
. . . _~ - *> -
diferite de varfurile v,V , atunci ved —conv., ({x, y}), deoarece G este graf d-convex simplu.
G+~

Deci, si Ved - conv., _ ({x, y}). In rezultat obtinem: d — conv.,. _ {v,v}) cd - conv., {x vy} .

4~

- —
Ins3d, mutimea <v,V>, U<V,v>, contine toate virfurile din T (V)UT (v) ,
G+~ G+~

invelitoarea convexa a carora va contine si ultimul varf din conturul de lungimea patru, caruia ii
. _) . —~ . .
apartinea vV in G . Astfel, conturul se afld in intregime in d —conv., ({v,V}) si el contine cel

G

- - -
putin doua varfuri din G, distantele dintre sunt aceleasi in ambele grafuri G si G ™ . Insa

ﬁ
invelitoarea d-convexa a acestor varfuri va contine toate varfurile grafului G . De aici rezulta

relatia d —conv, ({v,v})=X_, deunderezulta: d—conv, ({x,y}=X. .
G*” G*” G*” G*”

Astfel s-a obtinut ca invelitoarea d-convexa a oricaror doud varfuri arbitrare si distincte din
=2 ~ - - . o~ . . . g ~
G ", diferite de v si V , contine toate varfurile grafului G ™ .

- . 4) land . . . . -~ 2 .

Fie acum y un varf oarecare din G ™, diferit de varfurile v si V . Invelitoarea d-convexa a

. . ‘) . . . . . . .
multimii {y,v} In G va contine toate varfurile, cel putin ale unui contur de lungime minima ce

- . . . . . 4) . -
trece prin v si y, care, la randul sau, va contine cel putin doud varfuri din G (distantele dintre
. . . _) . % -~ 2 .

aceste varfuri sunt aceleasi in ambele grafuri G si G ™). Invelitoarea convexad a acestora va

. . . = - . o~
contine toate varfurile grafului G . Deci, d —conv, ({v,y})=X., . Deoarece v si v sunt

G G
varfuri anticopii, atunci ved —conv, ({V,Yy}), de unde rezulta:
G

XE _=d —conv8 _({v.yhHcd —conv8 _{v. ¥},

5
adica d — conv.,. _ {v,y}) = XS __.Aceasta si inseamna ca G * este graf d-convex simplu.
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— -
Fie dat un graf d-convex simplu orientat G = (X,U), in care existd doua varfuri copii v, si

- -
V,. Se va nota prin G ~~ graful ce se obtine din graful G ca rezultat al eliminarii unuia dintre

cele doud varfuri copii.

N
Teorema 3.3.7. Daca Vy,V,,Vy sunt trei varfuri copii intr-un graf d-convex simplu G, atunci

BN
graful G ~, in care lipseste unul dintre ele, este, de asemenea, d-convex simplu.

- -
Demonstratie. Fie G = (X,U) un graf d-convex simplu orientat, in care exista trei varfuri
- - % . . ﬁ . . .e . .

copii v;,V,,v5, iar G 7 graful ce se obtine din G, In urma elimindrii unuia dintre ele, de

N
exemplu a varfului v,;. Deoarece vy,V,,V; sunt varfuri copii in G, rezulta ca orice d-segment ce

contine unul din ele, le va contine si pe celelalte. Aceastd proprietate are loc, de asemenea, si in

5
G 7, pentru varfurile v; si vV, . Din aceleasi considerente, pentru oricare doud varfuri

X,y € Xé _are loc egalitatea:
dé (X, y) = da - (X’ y) (3-11)

- -
Mai mult, deoarece graful G este d-convex simplu, atunci in G au loc egalitatile

- - . - -
<V, Vp >=<V), V3 > 81 <V, V) >=<V;,V; >, de unde rezulta:

d —conv8 ({vy,v,}) =d —conv8 (v, v3}) = Xg -
Aceasta insd implica relatia:
d-conv, ({v,v.}))=X, . (3.12)
G G
5
Fie ca se selecteazd, in mod arbitrar, doud varfuri distincte a,b e X, . Graful initial G
g

este d-convex simplu, prin urmare, construirea invelitoarei d-convexe a multimii {a, b}, in acest

graf, se reduce la construirea sirului de multimi:
B, ={a,b}, B, = P(B,), B, = P(B,), ..., B, = P(B,_;), ..., d-conv({a, b}) = XE B
Fara a pierde din generalitate, se poate considera cd B; este prima multime In acest sir, care

contine varful v,. Acestei multimi ii vor apartine, de asemenea, si varfurile v, i V,.

5
Datorita relatiei (3.11), pentru multimea {a,b} in graful G =~ Se poate construi sirul:

B, ={a,b},B;" =P(B;),B;” =P(B),...B =P(B73). ..
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astfel incat B;~ = B;7;, pentru orice 0< j<i-1. In aceste conditii se obtine B, \B; ={v,}. In

schimb multimii B, i apartin varfurile v; s1 v,, ceea ce inseamna, datoritd relatiei (3.12), ca

d—conv, ({a,b})=X. .
G G
Teorema 3.3.8. Daca Vv si V' reprezinta copia §i, respectiv, anticopia unui varf v al unui

- -
graf d-convex simplu orientat G, incdt se respecta conditia d(v,V") # 3 atunci graful G ~, in

care lipseste varful V', este, de asemenea, d-convex simplu.
- 4} *> . .
Demonstratie. Fie G =(X,U) un graf d-convex simplu orientat, in care varful v podeda
. . . . ~ . .. . . *>
atat un varf copie V', cat si un varf anticopie V , care satisface conditia teoremei, iar G ~ graful

ﬁ
ce se obtine din G ca rezultat al eliminarii varfului copie v'. Deoarece v si v’ sunt varfuri

copii, pentru orice doua virfuri x,y e X, are loc egalitatea:
-

d.(x,y)=d. (X, 3.13
Ly =d (xy) (3.19)
Din aceleasi considerente avem
- -
<,V >g=<V,V>g . (3.14)

N
Faptul ¢a v si v’ sunt varfuri copii, iar V este anticopia lor in graful G inseamna ca:
WU (V) =) ={p, Pz P} s
MU () =T"() ={a, %41}

unde r,s >1, deoarece aceste multimi nu sunt vide.

Cum varfurile v si v’ sunt varfuri copii, rezultd ca d. (v,V') #1, pentru ca, in caz contrar, in
G

- -
graful G ar exista bucle, si am avea d.(v,V') # 2, pentru cda in G ar exista multimi d-convexe
G

formate din doud varfuri. Insd conditia d (v, V') # 3 este echivalenti cu urmitoarea: p; nu este
G

adiacent cu q; pentru orice i e{L2,...,s} si orice je{l2,..r}. Deci, rezultd ca da(v, V') =4,

unul din drumuri fiind [v, pi,\7,qj,v’], ie{l,2,..,s}, je{l2,...,r}. Aceasta mai inseamna ca

conturul elementar de lungime minima, care contine varful v, este de lungimea patru, atat in

- -
graful G, cat siin graful G ~. Deci, se obtine ca

T (VU (V) c<v, V' >
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N
Fie X un varf din <v,V' > \(I'"(vV) UT""(v)) . Atunci resultd ca x apartine unui drum de la v
spre v', deci existda p;,1<i<s, si q,1<k<r, incat in G existd drumul [v, p;, X, q,,V]. Dar

_)
atunci x e< p;,q, >, deoarece p; nu este adiacent cu g, , ceea ce implica relatia

<vV' > v, v} < P (W)U (V). (3.15)

De asemenea, are loc relatia:

MU UV V=R ({v.vh =R, ({v.V}). (3.16)

%
Din relatiile (3.14), (3.15) si (3.16) rezulta ca <v,v' > \{v,v}c Pé:,{v,V}, ceea ce implica
relatia:

d —convéﬁ{v,v}z XE** (3.17)

5
Selectam, in mod arbitrar, doua varfuri distincte a,be X, . Graful initial G este d-convex
-

simplu. Prin urmare, construirea invelitoarei d-convexe a multimii {a,b} in acest graf se reduce
la construirea sirului de multimi:

By ={a.b}, By = P(By), B, = P(By).... B, =P(Biy)....d —cov({abp) = X, _

Fara a pierde din generalitate, se poate de considerat ca B, este prima multime a acestui sir,

care contine varful Vv'. Acestei multimi ii apartine si varful v. Atunci vV € B;,; .

In baza relatiei (3.13), pentru multimea {a,b}, in graful 8 ~~ se poate construi sirul:
B, ={a.b}, B;" =P(B; "), B;” =P(B )....B, = P(B})....
incat By =B;, 0<j<i-1. In aceste conditii obtinem B; \ B, ={v’}. In schimb, multimii
B,,; 1i apartine varful v si unele varfuri din " (v) U™ (v), ceea ce inseamna ca multimii B; ~
ii va mai apartine si varful V . Deci, datorita relatiei (3.17), obtinem egalitatea

d- conv., ({a,b}) = XS** .

Din teoremele 3.3.7 si 3.3.8 rezulta ca, in grafurile d -convex simple orientate, ca si in
grafurile d -convex simple neorientate, se poate elimina varfurile copii ale unui varf v, pastrand

pentru v doar o copie sau o anticopie, si graful obtinut va fi la fel d-convex simplu.

- -
Teorema 3.3.9. Daca G =(X,U),cardX >4, este un graf d-convex simplu, in care exista

patru varfuri X,,X,,Y1,Y,, ce satisfac conditiile:
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varfurile X{,X5,Y1,Y, sunt doua cdte doua neadiacente;

d(xy,Xz) = d (Y1, Y2), d(X2, %) =d (Y2, Y1) ;

min{d (X, ¥,), d(Y;, X))} =d (X, X,)

min{d(y,, %), d (X5, Y1)} = d (X5, %) ;

min{d (x;, ¥1),d (Y1, %), d(Xz, Y2),d (Y2, X2)} = d (%, X2) +d (X3, Xy),

SRR N R A

- - -
atunci H =WX):f;'21 (G) ce se obtine din G in rezultatul contopirii varfului X, CU Y, si a varfului

X, Cu Yy, este, de asemenea, un graf d-convex simplu.
- 4) 4) - - - e .
Demonstratie: Fie G = (X,U) un graf d-convex simplu, care satisface conditiile teoremei,
- _> X = —> . . . . . . .
jar H=W, 1_‘3'1 (G) graful construit dupa cum s-a indicat anterior. Notdm prin z; si z, varfurile
27 J)2
- _) .« e . .
din H, formate ca rezultat al contopirii varfurilor X, cu y, si X, Cu y,.

N
Deoarece se examineaza grafuri fard bucle si muchii multiple, iar graful inifial G este

d-convex simplu, rezultd ca conditia 1 din teorema, impusd asupra multimii de varfuri alese
% - - -
{X1, X5, Y1, Y5}, asigurd ca si in graful H nu sunt bucle sau arce multiple. Mai mult, pentru orice

%
doua varfuri s,t € X, 1n H exista cel mult unul din cele doua arce posibile (s,t) sau (t,s).
H

5
Cum graful initial G este d-convex simplu, rezulta ca invelitoarea d -convexa a multimii de

varfuri {X;, X,} poate fi scrisa astfel:

Ao =043} A = P(Ay), Ay =P(A. A = P(A 1), d 00NV (X, X P) = X .
Din aceleasi motive, invelitoarea d-convexd a multimii de varfuri {y,, y,} poate fi scrisa in

modul urmator:

By ={Y1, Y2}, Bi =P(By), B, =P(B,)....,B; = P(B4),...,d _ConVé WAHE Xé-

%
Fie ca se construieste invelitoarea d-convexa in graful H pentru multimea {z,,z,} cu

ajutorul sirului de multimi:
Co ={7,,2,}, C, =P(Cy), C, =P(C))....,C; =P(C;),....d —conv., {z1,2,}) = Xa.
Datorita conditiilor 2, 3 si 4 a teoremei, rezultd ca A UB, < C,, iar conditiile 3, 4 si 5
asigurd veridicitatea relatiilor A; UB; < C;, pentru orice i >2. Acestea insa implica relatia:
d- convﬁ {z;,2,}) =X . (3.18)
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N
Fie, ca se selecteaza, in mod arbitrar, doua varfuri distincte a,b € X ., . Graful initial G este
H

d-convex simplu, prin urmare, construirea invelitoarei convexe a multimii {a,b} se reduce la
construirea sirului de multimi:

Ey ={a.b}, Ey = P(Eg), B, = P(E)). By = P(Ei).d —cONV({ab}) = X ..

Fara a pierde din generalitate, se poate considera ca E, este prima multime a acestui sir, care
contine unul din varfurile multimii {X;, X,Y;, Y,}. Multimii E; 1i apartine, de asemenea, si varful

copie al varfului respectiv.
%
Construim invelitoarea convexa a multimii {a,b} in graful H in modul urmator:

E; ={a,b},E/' =P(E}'),E;' =P(E),...E" =P(E™)....,

N

incat Ej = EJH , pentru orice 0< j <i—1, iar multimii E; 1i apartin, de asemenea, si varfurile z;

sl z,, ceea ce, datorita relatiei (3.18), inseamna ca d — convﬁ ({a,b}) =X o

3.4. Concluzii la capitolul 3

Prin rezultatele obtinute in capitolul 3, In cadrul teoriei complexului de relatii multi-are se
propune o directie de cercetare ce tine de generalizarea notiunii de d-convexitate, introdusa
pentru prima data de catre K. Menger [253] si redescoperita, mai tarziu, de céatre P. Soltan, in
legdtura cu necesitatea de a solutiona probleme cu caracter practic pe grafuri. Folosind notiunea
de lant m-dimensional si proprietatile acestuia, examinate in capitolul precedent, se defineste o

functie a distantei, cu ajutorul careia se construieste convexitate si invelitoarea convexa in spatiul
metric, determinat de relatia k-ard R".
Tinand cont de proprietitile generale ale multimilor convexe intr-un spatiu metric (R*,d,"),

1<k <m<n+1, studiate in primul paragraf al capitolului, se descriu rezultate importante din
punct de vedere teoretico-aplicativ in domeniul convexitatii pentru un caz particular al
complexului de relatii multi-are. E vorba de grafuri (atat cele neorientate, cat si cele orientate).
Sunt examinate mai multe clase de grafuri, pentru care invelitoarea convexa a oricaror doua
varfuri neadiacente coincide cu multimea tuturor varfurilor din graf. Astfel de grafuri se numesc
d-convex simple. Importanta acestor grafuri este determinata si de faptul ca o serie de probleme
dificile din punct de vedere al solutionarii algoritmice, pe grafurile d-convex simple se rezolva in

timp polinomial (in unele cazuri chiar in timp liniar).
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In baza celor descrise in capitolul 3, pot fi mentionate rezultatele principale ce tin de

studierea convexitdtii intr-un complex de relatii multi-are:

- a fost definirea convexitatea si invelitoarea convexa in spatiul metric, determinat de relatia
k-ard a complexului. S-a demonstrat ca orice familie de submultimi a relatiei k-are
determind, Tn mod univoc, o invelitoare convexa, si invers.

- a fost estimat diametrului unei multimi, construite prin aplicarea operatorului ce genereaza
invelitoarea convexa a unei multimi k-are;

- au fost determinate conditiile, in care o submultime a relatiei k-are reprezinta invelitoarea
convexa a punctelor sale extremale;

- au fost obtinute teoremele de caracterizare a convexitatii simple pentru mai multe clase de
grafuri, identice dupa structura;

- a fost examinatd relatia dintre raza si diametru in grafurile d-convex simple de tipul

L(G,G,), unde G, reprezinta atomul grafului G ;

- a fost examinata notiunea de convexitate si proprietdtile multimilor convexe in cazul unui
garf orientat. S-a demonstrat teorema de caracterizare a grafurilor d-convex simple

orientate.

Tindnd cont de rezultatele obtinute in capitolul 3, deducem urmdtoarele concluzii:

1. Prin extinderea notiunii de lant m-dimensional si introducerea notiunii de (k,m)-
convexitate, in cadrul teoriei complexelor de relatii multi-are a fost conturata o directie
de cercetare, legata de studierea proprietatilor multimilor (k,m)-convexe cu aplicarea
ulterioara acestora la solutionarea problemelor cu caracter teoretico-aplicativ;

2. Structura speciald a unor clase de grafuri d-convex simple, cum ar fi cele planare,
modular ereditare, cordale, ereditare dupa distantd etc., care rezultd din teoremele de
caracterizare a convexitatii simple a acestor grafuri, permite elaborarea unor algoritmi
polinomiali de solutionare a problemelor de amplasare, cunoscute drept problema
medianei, problema centrului $i a multiplelor variatii ale acestora;

3. Rezultatele obtinute in legatura cu studierea grafurilor d-convex simple servesc drept
imbold pentru extinderea cercetarilor, in scopul caracterizarii complexelor cu o familie
prescrisa de multimi (k,m)-convexe.

4. Prin definirea operatiilor algebrice asupra grafurilor d-convex simple se creaza premizele
studierii conditiilor in care clasele de grafuri d-convex simple formeaza structuri
algebrice de grup, chestiune importanta pentru dezvoltarea teoretica a teoriei d-

convexitatii pe complexe de relatii multi-are.
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4. COMPLEXE DE CUBURI ABSTRACTE

Folosind simplexele abstracte, printr-o procedura iterativa se defineste cubul abstract
p -dimensional, p >0 (a se vedea definitia 4.1.2), cu ajutorul caruia se construieste complexul
de cuburi abstracte (a se vedea definitia 4.2.1). Cercetdrile ce tin de studierea cubului si a
complexului respectiv sunt reflectate In mai multe lucrari publicate pe parcursul ultimilor zece
ani [15], [19], [129], [148], [153], [155], [296]. Rezultate importante au fost obtinute atat la nivel
teoretic, legate de construirea omologiilor cubice, a caracteristicii Euler, de studierea
proprietatilor varietatilor determinate de complexul cubic abstract [150], [170], [171], [179],
precum si la nivel aplicativ, prin solutionarea unor probleme practice, printre care un rol aparte
revine problemelor de amplasare [23], [161], [162], [172]. Aceste rezultate pot fi generalizate si
pentru cazul complexului de cuburi construit cu ajutorul quasisimplexelor abstracte. Totusi,
vorbind despre solutionarea problemelor cu caracter aplicativ, ar fi mai firesc sd examindm
complexele obisnuite de cuburi abstracte, mentionat mai sus. Despre unele dintre acestea vom
vorbi in capitolul 4.

Dupa cum se va vedea din cele ce urmeaza, un complex de cuburi abstracte poate fi
considerat drept un caz special al complexului simplu de relatii multi-are
R ={R",R?,..,R"™}, examinat in paragraful 2.3. Complexul R"* ={R',R?,...,R""} este
asociat, de regula, cu un complex de simplexe abstracte K" ={S°,Sl,...,S”}, unde
sm ={S{“,S;“,...,Ssm} reprezintd multimea tuturor simplexelor abstracte m -dimensionale,
0<m<n, iar oricare doud simplexe s; €S' si s{ €S*, 0<I,k<n, au intersectic vida sau
intersectia lor este un simplex p-dimensional s’ €SP, p<min{l,k} . Folosind simplexele

s"eS™, 0<i<cardS™, 0<m<n, in calitate de ,cardmizi” elementare, vom construi

complexul n -dimensional de cuburi abstracte. Cu ajutorul grupurilor de omologii, vom
determina proprietati importante ale acestui complex, in baza carora se vor obtine rezultate utile

pentru cercetarile ulterioare.

4.1. Cubul abstract n-dimensional

Vom incepe cu definirea cubului abstract n-dimensional, apeland la simplexele abstracte,
definite in paragraful 2.3. Generalizarea acestuia, prin utilizarea quasisimplexelor abstracte, se
transformd intr-o procedura simpla, chiar dacd aceasta si este una suficient de migaloasd,

determinatd de insusi specificul unui quasisimplex in raport cu simplexul abstract.
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Fie s| = (X, + X; -+ X; ) UN simplex cu dimensiunea m al complexului de relatii multi-are
R", iar s — una dintre fetele (m—1) -dimensionale din s{', pastrdnd notatiile folosite in
capitolul 2. Introducem parametrul

+1, daca simplexele s{' si s¥ sunt coerente,
G. - .
" -1, daca simplexele s si s nu sunt coerente.

Folosind acest parametru, putem considera s}' si aii -s{:‘l drept simplexe coerente. Prin urmare,
coeficientul de A-incidenta [s] :aii ~Sir:‘1] va fi egal cu +1, in raport cu toate fatetele (m—1) -

dimensionale ale complexului s7'.
Definitia 4.1.1. Daca s{ este simplex m -dimensional al complexului de relatii multi-are

m
K™, 1<m<n, atunci s \Uaii -Sir:’l se numeste vacuum cu dimensiunea m al simplexului
k=0

S;", 1<m<n (prototipul spatiului interior pentru figurile geometrice). Vacuumul simplexului

g™

I se va nota: $] =[x

i Xi e X ] . Vacuumul simplexului cu dimensiunea 0 coicide cu
simplexul cu aceeasi dimensiune, adica §° = s° pentru orice simplex 0— dimensional s° € R"".
Definim in mod inductiv cubul abstract n-dimensional si vacuumul acestuia.

Definitia 4.1.2. Pentru o multime arbitrara de elemente X declaram:

1. Orice element X € X reprezintd un cub 0 -dimensional, notat 1° = (x). Considerdm cd

acest cub si vacuumul sau coincid cu simplexul 0 -dimensional si, respectiv, cu vacuumul

acestuia.

2. Fie I =(x,_) un cub 0 -dimensional. Mai fixam un cub 0- dimensional I =(x,) .
Perechea elementelor x si X, , in ordinea indicata, reprezinta un cub 1-dimensional, pe care il
notam 1* = (X, X;, ) - Acest cub coincide cu simplexul abstract, determinat de varfurile X, si X; .
Vacuumul lui 1* coincide cu vacuumul simplexului indicat. Varful X, Se va numi origine a
cubului 1-dimensional 1* = (X;, X, ). Totodata, X, si X, se mai numesc fatete 0 -dimensionale
ale lui 1.

3. Consideram cubul abstract 1 -dimensional Ilz(xio,xil) . Alegem un alt cub 1 -

dimensional 1; = (Yi,» Vi) - Relatiile 2 -are intre varfurile acestor cuburi determind existenta
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incd a doud cuburi 1-dimensional 1} = (X, Y, ) I =(X,,Y;). Mai definim o relatie 2 -ard
(Yi,» i) si doua relagii 3—are: (X, ,X,,Y;) si (X,Y;,Y;) - Ca rezultat obfinem un complex
simplicial abstract, determinat de simplexele: (x; ,x, ), (i, ¥i), (%, Vi) (%) (X5 Vi)
(%, o X o Yi ) st (%, Y0 Y, ) - Acest complex simplicial se numeste procub 2 -dimensional si se

noteazd prin IZ(A). Reuniunea vacuumurilor simplexelor (x; ,X;, Y ). (X, i Yi) si (X, Y:)

(0]
reprezintd vacuumul cubului 2 -dimensional, notat prin 1% . Cubul abstract 2 -dimensional este

0
reuniunea vacuumului 12 si a simplexelor ramase:

o

= IZU(XiO7Xi1)U(yi0’yil)u(xiolyio)u(xil’yil)

|2

o2 2 A . L
Cubul construit | are 2° varfuri: %, ,%; .Y, Y. Varful x, se numeste origine, iar sirul

ordonat (x,,x, .Y, )— reper al cubului 1?. Vom reprezenta cubul |1? prin reperul siu

2
1= = (X, %, i, )-
Fecare dintre fatetele 0-dimensionale din 1} (vdrfurile X, sl X; ) impreund cu fafetele
0-dimensionale respective din 1} (vdrfurile Y, sV, ) determind fatetele 1-dimensionale ale
cubului 1% Fatetele 0 -dimensionale ale cuburilor I}, 1< j<4, raman fatete 0 -dimensionale

ale lui 12.

4. Fie cd se cunoaste notiunea de cub si procub abstracti-dimensional, 1' si 1'(A),

[o]
1<i<n-1, precum si de vacuum al cubului cu aceeasi dimensiune 1" .

5. Pentru a defini cubul abstract n-dimensional pornim de la un cub (n-1)-dimensional,
reprezentat prin reperul sau: 1] = (X, X; - %; ). Alegem un alt cub (n-1) -dimensionald
17 =(Yi,»Yi» i ). Consideram relatiile i-are, 2<i<n, intre varfurile cuburilor I,
137, care determind niste simplexe ce formeazd un complex simplicial abstract — procubul
| "(A) . Fiecare fatetd (n— 2)-dimensionald din 1™ in pereche cu fateta corespunzdtoare ei din
107 reprezintd cdte un cub (n—1) -dimensional. Aceste cuburi, impreund cu 1™ si ;7
reprezintd toate cele 2" fatete (n—1) -dimensionale ale cubului n -dimensional. Notam prin

&"" familia acestor cuburi (n—1) -dimensionale. Vacuumul cubului n -dimensional, notat
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(o]
prin 1", se defineste ca reuniunea vacuumurilor simplexelor din complexul ce determind

procubul 1" (A) si care nu apartin complexelor simpliciale corespunzatoare cubului din &"*.

Cubul abastract n-dimensional se defineste prin reuniunea:

0

-1
1" = "~ ulm.

1" tegn
Varful x, este originea, iar sirul ordonat (X, ,X; ,...,%_)—reperul cubului abstract 1". Toate

fatetele cu dimensiunea i, 0 <i<n-1, raman fatete cu aceeasi dimensiune a cubului 1".
Ca si in cazul simplexului abstract, vom defini orientarea cubului. Fie 1" un cub abstract n -

dimensional, determinat prin intermediul reperului sdu: 1" = (X, , X -+ X; ) -

n

Definitia 4.1.3. Daca numarul de inversiuni in cortegiul de indici (iy,i,,...,i,) €ste par,
atunci cubul 1" se va numi cub orientat pozitiv si se va nota prin +1". In cazul ciand numdrul
de inversiuni ale cortegiului mentionat de indici este impar, atunci 1" se va numi cub orientat
negativ, folosind notatia —1".

Este cazul s3 mentiondm ca reperul ce determina un cub abstract n-dimensional 1" poate fi

folosit si la construirea simplexului n -dimensional, semnul céruia coincide cu semnul cubului.
Pentru cubul abstract, determinat de reperul (X; , X; ,..., X; ) si orientat pozitiv sau negativ, se

va folosi notatia respectiva: + 1" = +[X, , X ., X ] si = 1" =X , X ,..., % ].
3 io Ny ind 3 i ' iy i

Mentiondm ¢4, daca (X; ,X; ,...,X; ) este reper al cubului n-dimensional 1", atunci perechile

ordonate (X, ,X; ), (X, ,X; ),-...,(X; ,X, ) reprezintd, la randul lor, cuburi 1-dimensionale, pe care
0 1 0 2 0 n

1 41
R

le vom nota Iiln . Prin urmare, reperul lui 1" poate fi descris si ca 0 multime ordonata de

cuburi 1-dimensionale r ={1;,17 ... 1} }.

i1 Vip e

Similar cazului complexului de relatii multi-are, se defineste notiunea de cuburi coerente si

coeficient de coerenta.

m m-1
R

Vom considera ca doud cuburi abstracte , unde I{;H este una dintre fatetele
(m —1)-dimensionale ale lui 1, sunt coerente daci acestea sunt orientate la fel. In caz contrar
aceste cuburi se vor considera noncoerente. Pentru doud cuburi 1" si 17 definim coeficientul
de coerentd, notat prin 8} (mo)=[I":1 ;"‘1] , iIn modul urmator:
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+1, daca cuburile 1" si sunt coerente,
0)=< -1, daca cuburile I" i I}"‘l nu sunt coerente,
0, n caz contrar,

m-1
I

unde 1<i<card&", 1< j <card&@™*.

Definitia 4.1.4. Doud cuburi abstracte 1" si |7 se numesc concordante daca au o fatetd

i
(m —1)-dimensionald comund )" si intre coeficientii de coerentd &, (m,0) si &)(m,0) are loc
relatia:

g (Mmo)=—¢gl(mo)

Fie 1" un cub abstract n-dimensional cu multimea de varfuri V ={x,X,,...X,.}< X,

cardX =r >2". Varfurilor acestui cub le punem in corespondenta niste cortegii binare cu

elementele 0 sau 1, incat sa putem defini pe |" metrica Hamming. Pentru prima datd, aceasta
metricd a fost introdusa de catre Richard Hamming in legaturd cu necesitatea de a determina
gradul de discrepanta dintre combinatiile de coduri, reprezentate prin vectori binari de aceeasi
lungime [127]. Ulterior, ea s-a dovedit a fi un instrument eficient pentru examinarea problemelor
de ordin teoretico-aplicativ [14], [128], inclusiv in cazul complexelor de relatii multi-are [129].

Metrica Hamming determina distanfa d(x;,X;) dintre doud varfuri x;,x; €V , egald cu
numarul de pozitii prin care se deosebesc cortegiile binare corespunzitoare. Fie varfului X, i s-a
atribuit cortegiul nul (0,0,...,0) si X,, este varful situat la distan{a maxima de la x,, ceea ce

inseamna ca acestuia i s-a atribuit cortegiul unitar (11,...,1).

Formam multimile:

1—‘0 ={X1}1
I ={x, eV :d(x,x)=1},

Astfel, cubul abstract n-dimensional 1" poate fi reprezentat prin sirul de multimi

L,.L,..T

n'

care poseda proprietatile:
a) cardl, =C';
b) oricare doud elemente distincte ale unei multimi T, 0 <i < n, nu reprezintd o fateta 1-

dimensionald a cubului 1",
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c) d(X,,X) este un numar par, pentru oricare doud elemente distincte X,,X, ale unei

multimi [}, 0<i<n.

X, X3
1
]
|
X X, X :
. ! \ X4
! 1
X ! |
1 : X4 | X5 X6
R : Xs /1 x
e 28 Xg | 8/ + A7
’ ‘ 1 ]
] ,/- - P
X7 Xg I .7 Xg 10
a : .
) R Xip  Xd X
YA A N R 14
X16 b) X5

Fig. 4.1. Reprezentarea geometricd a cubului 3-dimensional (cazul a)) si a celui
4-dimensional (cazul b))

Evident, nu orice sir de acest tip reprezinta un cub n-dimensional.

De rand cu reprezentarile geometrice clasice ale cuburilor n-dimensionale (figura 4.1), vom
utiliza si reprezentarile acestora prin sirurile respective de multimi T;,,T;,...,T, (figura 4.2). In
acest caz, vom mai spune ca avem descrierea stratificata a cubului n-dimensional, folosind

notatia 1" ={T7,,I[},..T.}.

Lema 4.1.1. Numarul de muchii ce leaga un varf oarecare din T, cu varfurile mulfimii T, ,
1<i<n-1,este N, =i, iar numdrul de muchii ce leagd acelasi vérf cu varfurile mulfimii T,
este N/, =n—i. (Evident, N =N, =n.)

Demonstratie. Introducem metrica Hamming, considerdnd ca varfului X, i se atribuie
cortegiul nul (0, 0,...,0). Atunci, orice element din I, va avea un cortegiu « cu i unitati. Acest
element va fi adiacent cu elementele din I, ale caror cortegii diferda de « exact printr-un
element. Astfel de cortegii sunt exact i (fiecare cortegiu difera de « prin faptul cd una din cele i
unitati din « va fi inlocuité cu zero). Prin urmare, g;,(X;) =1 si, deoarece X; a fost ales in mod

arbitrar din T, obtinem N/, =i.
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Fig. 4.2. Reprezentarea cubului 3-dimensional prin sirul I},1;,I5,I; (cazul a)) sia
cubului 4-dimensional prin sirul Iy, 17,15, 15,17, (cazul b))
Intrucat in cubul n-dimensional toate varfurile au gradul egal cu n, rezulti egalitatea
enuntatd in lema: N/, =n—i.
Sd estimdm acum suma distantelor dintre un element arbitrar X € I, si multimea I',, In
cazul cubului abstract n-dimensional 1" = ([,,T3,..,T},), 0<k<n-1Lk+1<Il<n.
Lema 4.1.2. Suma distantelor dintre elementul X €I, si toate elementele multimii T, se

exprima prin
min{k,n—-k-1} . .
> (1+2i)-C,-C,'\.
i=0
Demonstratie. Alegem un varf arbitrar X €I, si definim pe cubul I" =(T,,I,...,I},)
metrica Hamming, astfel incat varful X, e I, este marcat prin cortegiul nul (0, 0, ...,0). Cortegiul

binar ce corespunde varfului x e[, va avea k unitati si (n-k) zerouri. Fard a pierde din
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generalitate, vom considera ca acesta este cortegiul & =(11...1 00...0). Orice element din T ,
k n—k

este marcat printr-un cortegiu ,5 ce contine cu | unitdti mai mult decat a . Aceste | unitati pot fi

obtinute in doud moduri:

a) | zerouri din cortegiul & se inlocuiesc cu unitati. Distanta dintre varfurile, carora le
corespund cortegiile a si ,5 , va fi egald cu I. In asa mod cortegiul /; poate fi ales in C! ,
moduri;

b) i unititi din cortegiul @ se inlocuiesc cu zerouri, iar (I+i) zerouri se inlocuiesc cu unititi
(respectand conditia | +i<n—k). In rezultat obtinem un cortegiu ,5 cu (k+I) unitati, iar

distanta dintre a si B va fi 1+2i (distanta este determinatd de metrica Hamming si este egald cu
n ~ R i -

suma > |a; — 3]). Un astfel de cortegiu S poate fi ales in C, -C|*, moduri.
i=1

Prin urmare, obtinem ca suma distantelor de la elementul X € I, pana la toate elementele
multimii I, este:
min{k,n—k+1}
> (1+2i)-C,-C}’i.
i=0
Suma din lema 4.1.2 este o constantd ce caracterizeaza relatia dintre multimile I, si [},,.

Vom nota aceastd constantd prin o, " . In mod similar se demonstraza ca suma distantelor dintre

un element fixat x € I, si toate elementele multimii I', nu depinde de alegerea lui X, deci este

0 Mirime constanti pe care o notim prin o,,. Usor se demonstreazi ci o, " # o, pentru orice

valori ale lui k si | ce verifica relatiile: 0<k<n—I,1<l<n si K+l#n—k. In cazul cand
k +1=n—k, pentru multimile T, si T, , are loc egalitatea oy ™ =&y , .

Consecinta din lema 4.1.2. Pentru orice multime T, 1<i<n, a unui cub n-dimensional
I" = (T, T},...,T,), sirul oy,.01,..,0., este descrescdtor.

Teorema 4.1.1. Pentru orice multime T, a cubului n-dimensional 1" =(T},[3,...,T}),
[n/2]<k <n-1, este adeviratd relatia: o, > c*.

Demonstratie. In baza consecintei din lema 4.1.2, e suficient de demonstrat ci pentru orice
multime T}, [n/2]<k <n—1, este adevirata relatia o}, > o*.

In mod evident se obtine egalitatea:

ok =(n—k)-|Sk|=(n—k)-Cr‘f.
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In conformitate cu lema 4.1.2, vom avea:

min{k-1,n—k}

) o :
Ow1 = Z(l"‘ 2i)-Cy ;- r::tlk+1 :
i=0
Deoarece teorema se formuleazi pentru multimile T, cu indicele k >[n/2], rezulta ci are

loc egalitatea: min{k —1, n—k}=n—k. Deci, pentru o, obtinem suma:
n

O_||<(—1 = Z(l+ 2i) - Cli—l : Cr]:ik-#l'

k
i=0

Examinand expresiile o si o}, si tinand cont de conditia [n/2]<k<n-1, obtinem

inegalitatea din teoremd o, > &,

4.2. Complexe de cuburi abstracte

Din punct de vedere teoretic, complexele de cuburi servesc drept instrument eficient in
dezvoltarea unor compartimente ale topologiei combinatorice, fiind folosite la construirea
invariantilor topologici prin aplicarea metodelor combinatoriale de studiu.

Structurile matematice construite cu ajutorul cuburilor abstracte n -dimensionale se
intalnesc in teoria modernd a topologiei algebrice, in particular la fundamentarea unor rezultate
ce tin de studierea operatiilor definite pe coomologii. Totodata, aceste structuri se regasesc intr-
un sir de aplicatii, In special in geometria combinatorica, datoritd faptului ca o serie de structuri
intalnite in diverse ramuri ale matematicii conduc la studierea unor spatii speciale cu o divizare
specifica in cuburi.

In cele ce urmeaza vom porni de la studierea unor proprietiti speciale ale complexului de
cuburi abstracte, necesare la solutionarea problemelor de amplasare pe structuri discrete, in

particular pentru problema medianei.
Definitia 4.2.1. Familia nonvida si finita de cuburi abstracte 3" ={l1",0<m<n}, ce
verifica propriettile:
1. pentru oricare doua cuburi abstracte |°, I'e3",0<s,t<n, are loc relatia
FNI'=g sau I°NI1'e3";

2. orice fateta 1* a cubului m —dimensional 1™ € 3", 0<k<m<n, este element al

familiei 3";
3. in 3" exista cel putin un cub n—dimensional 1",
se numeste complex cubic abstract cu dimensiunea n.
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De rand cu definitia 4.2.1, uneori se apeleaza la o altd definitie a complexului de cuburi
abstracte, prin care se pune accent, in special, pe structura combinatorica a acestuia:
Definitia 4.2.2. O multime de elemente partial ordonate (% , g), ce contine elementul cel
mai mic @ §i poseda proprietatile:
a) pentru orice element h e 5# segmentul [O,h], determinat de relatia —, este izomorf cu
multimea partial ordonata a fatetelor unui cub abstract;
b) daca h,h, sunt doua elemente din # , atunci pentru toate elementele h e # ce satisfac
relatiile h < h, si h < h,, exista un singur element maximal din # ;
¢)in F exista cel putin un element h incdt segmentul [0, h] este izomorf cu mulfimea partial
ordonata a fatetelor unui cub abstract n-dimensional,
se numeste complex de cuburi abstracte n-dimensional.

Elementele multimii &# se numesc fatete ale complexului, iar dacad segmentul [O,h],

he#, reprezinti multimea de fatete ale unui cub abstract 1, atunci h se numeste fatetd cu
dimensiunea k .

Echivalenta definitiilor 4.2.1 si 4.2.2 usor se verifica. Intr-adevir, proprietatea c) in ambele
definitii cere existenta cel putin a unui cub abstract n-dimensional. Proprietatea b) in definitia
4.2.2 este echivalenta cu conditia ca oricare doua cuburi abstracte din complex sa aiba intersectie
vida sau intersectia acestora si fie element al complexului. In sfarsit, conditia ca segmentul [0, h]
sd fie ordonat cu multimea partial ordonata a fatetelor unui cub abstract cere ca orice fateta a
cubului abstract sa apartind complexului.

Pentru a percepe mai usor unele proprietati ale complexului de cuburi abstracte, vom
recurge si la interpretarea geometrica a acestuia, care reprezintd o realizare topologicd a
complexului intr-un spatiu R". Fatetele acestui complex formeaza, in raport cu operatia de
includere <, o multime partial ordonati, izomorfa cu & . In examinirile noastre ne vom folosi
de definitia 4.2.1 a cubului abstract.

Notam prin &" ={I",17,...,17 } familia tuturor cuburilor abstracte m -dimensionale ale
complexului cubic 3", 0<m<n. Astfel, complexul cubic 3" poate fi privit ca o familie de
multimi de cuburi abstracte 3" ={&¥°,&",...,&"} ce respecti conditiile definitiei 4.2.1.

Consideram aplicatia univocd h:&" —Z . Fie g, € Z imaginea cubului m-dimensional
I", adica h(l;") = g,. Pentru comoditate, in loc de h(l") vom folosi notatia g;l,", iar in cazul
cubului orientat negativ — 1", vom scrie —g;1;".

167



Definitia 4.2.3. Suma
9,1 + 9,1+ 49, 17 ,2<m<n, (4.1)

se numeste O-lant m-dimensional de cuburi abstracte al complexului 3" i se noteaza prin L".

Definitia 4.2.4. Suma a doua o©-lanturi de cuburi abstracte m-—dimensionale

£m £m
LT = z gl si L) = z 9’1", se numeste expresia:
i1 i1

P
L +13 = (gt +gD)1]" (42)

Multimea tuturor o-lanturilor m-dimensionale ale complexului cubic 3", din considerente

de comoditate, o vom nota ca si in cazul complexelor de relatii multi-are, prin <™. Lesne se

verifica

Teorema 4.2.1. Multimea " formeaza un grup comutativ in raport cu operafia de
adunare (4.2).

Mentionam ca orice cub 1™ e @™ posedd m perechi de fatete opuse cu dimensiunea m-1.
Fie 175" si I])" faete opuse ale unui cub m- dimensional I"e3J", je{0,1,..,m-1},
1<i<cardl ™.

Definitia 4.2.5. Pentru cubul m -dimensional 1" e &", 1<m<n, expresia
m-1 .
ol = Z(_l)J(IiTal - Iirjnl_l
j=0

se numeste O-frontierd a cubului 1" .

Pornind de la familia de o-lanfurilor m-dimensionale ™ ale complexului cubic 3", vom

construi omologiile cubice pentru 3", apeland la tehnica bine cunoscuti de la construirea

omologiilor complexului de relatii multi-are (a se vedea paragraful 2.6).

Definitia 4.2.6. Se numeste o-frontierd a unui lant m -dimensional L" € <™ expresia
S _
ol"=>g,o0l", g,€Z, 1<i<p,.
i=1l

Mentiondm cd operatia de definire a o-frontierei unui o-lant L" € ™ este un

omomorfism. Notam acest omomorfism astfel:
om): £" > ™ 1<m<n,
si il vom numi o-omomorfism. Un astfel de omomorfism, definit pe complexul cubic 3", poate

fi obtinut aplicind operatiile de creare a o-frontierei pentru |I" e®™ si considerand
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ol"=L""e ™, 1<m<n. Ca si in cazul clasic [40], vom nota prin Imo(m) imaginea, iar
prin Kerno(m) — nucleul omomorfismului definit o(m).

Folosind operatia de construire a o-frontierei unui cub m-dimensional 1™ e&¥" (a se vedea
definitia 4.2.5) si operatia de construire a O-frontierei unui lanf m-dimensional (a se vedea

definitia 2.4.5), e lesne a demonstra
Teorema 4.2.2. Pentru orice cub m-dimensional 1™ e @™, 1<m<n, are loc egalitatea
ool™=0.
Tehnica de demonstrare a acestui rezultat este similara celei expuse in lucrarea [32].

Din teorema 4.2.2, tinand cont de definitia 4.2.6, obtinem

Consecinta 4.2.1. Daca L" este un lant m-dimensional si finit de cuburi abstracte al
complexului 3", atunci

ool™ =0, 1<m<n.

Definitia 4.2.7. o-lantul m-dimensional L™ € <™ al unui complex cubic 3", pentru care
se respecta egalitatea o " =0, se numeste o-ciclu de cuburi abstracte cu dimensiunea m (sau,
mai simplu, o-ciclu m-dimensional).

Multimea tuturor ciclurilor (o-ciclurilor) de cuburi abstracte cu dimensiunea m din 3" poate
fi divizata in doua submultimi:

A. o-cicluri m-dimensionale, care reprezintd o-frontiera unui o-lang L™ cu dimensiunea m+1,
0<m<n. Aceste cicluri mirginesc ceva in complexul de cuburi studiat 3",
B. o-cicluri m-dimensionale, ce nu marginesc nimic in complexul J3".

Vom nota mulfimea tuturor o-ciclurilor cu dimensiunea m din 3" prin &™, 0<m<n.

Evident, &" < " si &" formeazd un grup comutativ in raport cu operatia aditiva (4.2),

s

definita pentru lanturi. Grupul c-ciclurilor cu dimensiunea m din 3" il vom nota prin &&" ().

Multimea tuturor o-lanturilor cu dimensiunea m ale complexului 3" ce verifica proprietatea
A formeazd, in raport cu aceeasi operatie aditivd, un grup comutativ &Y (0) = &" (D),
0<m<n.

Definitia 4.2.8. Grupul factor &" (o) &% (0) se numeste grup de o-omologii cu

dimensiunea m a complexului cubic 1", Vom nota acest grup prino™ (3",2), 0<m<n.
Respectarea decatre grupurile de o-omologii a urmatoarelor conditii:
o’ (3",2)=2Z;
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o' (3",2)= 0? (3",2)=..=2 0" (3",2) =0,
inseamna cd complexul de cuburi abstracte 3" este conex si aciclic.

De rand cu o-omologiile definite mai sus, care pot fi numite omologii cubice directe, vom
studia, in cele ce urmeaza, un tip de omologii determinat de omomorfismul ¢(m): " — ™,
0<m<n-1. Sa fixam mai Inti cateva rezultate preliminare.

Fie 1™ un cub m-dimensional, reprezentat prin reperul siau (Xio,xil,...,xim). Acest cub are
m perechi de fatete opuse cu dimensiunea m—1. Prin definitia cubului abstract, se considera ca
fiecare pereche e formata din cuburi cu aceeasi orientare, determinata de fiecare data de reperul

ce este subcortegiu ereditar al reperului (X; ,X; ..., X; ). Cu alte cuvinte, reperul ce fixeazd

orientarea unei perechi de fatete (m—1)-dimensionale din |™se obtine din reperul lui 1™ prin
eliminarea unuia dintre varfurile X ,X ,...,% . De exemplu, in cazul cubului 3-dimensional
(Xs, X,, X;,X,) vom avea 3 perechi de fatete 2-dimensionale, determinate de reperele (X, X,,X,),
(X5, X5, X,) si (Xs, X, X,) . Printre acestea, prima pereche va fi formata din doua cuburi orientate
negativ fiecare (numarul de inversiuni in cortegiul (X, X,,X,) este impar), iar ultimele doua

perechi vor fi perechi de cuburi orientate pozitiv.

Fie 1M si 1™ doud cuburi abstracte ale unui complex de cuburi 3" cu dimensiunile

I m+1

respective m si m+1. Daca | este fateta proprie a cubului , atunci acestea se considera

coerente cand sunt orientate la fel si se considera noncoerente in cazul cand sunt orientate in mod

diferit. Definim coeficientul de ¢ -coerenta al cuburilor abstracte:
+1, daca cuburile 1" si | | sunt coerente,
&;(m,0)=1-1, daca cuburile 1" si | " nu sunt coerente,
0, n caz contrar.

Fie T(I™) multimea tuturor cuburilor cu dimensiunea m+1 din 3", pentru care 1™ este
fateta proprie. Mentionam ca reuniunea I'(l m)U{I m} formeaza steaua cubica a elementului
™ €™, notatd prin gst 1™.

Definitia 4.2.9. Pentru cubul abstract m -dimensional 1" e®" cu multimea
rOm) = 1m0, 1™ suma:

oI =& (MO +& (MO +..+ & (m, o) (4.3)

se numegte cofrontierda algebrica a cubului 1, 0<m<n-1.
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Luand in consideratie simbolul ¢ folosit la definirea cofrontierei algebrice, aceasta din urma

se va numi ¢ -frontiera.

Evident, pentru orice cub n -dimensional 1" din 3", precum si pentru cuburile m -
dimensionale 1™ e &™ cu proprietatea I'(1,") =0, se va considera 01" =0, respectiv 01" =0,
0<m<n-1.

In mod similar cu cele din [32], [52] se demonstreazi ci pentru orice cub m -dimensional
" e¥™, 0<m<n-1, are loc egalitatea:

001™ =0. (4.4)

Fieacum L™, 0<m<n-1, un lant m-dimensional din 3" definit prin suma (4.1).

Defintia 4.2.10. Pentru un lant format din  cuburi m -dimensionale

L" =g, 1" + 9,17 +..+9, 17, 0<m<n-1, g =card &", expresia:

ﬁm
O™ => g;01" (4.5)
i=1

se numeste cofrontiera (0 -frontierd) algebrica a lanfului L™ .

Daca OL" =0, atunci L" se numeste cociclu (¢ -ciclu) cu dimensiunea m al complexului
3". Multimea tuturor cociclurilor m -dimensionale o vom nota prin &"(0), 0<m<n-1.

Fie ™ multimea tuturor ciclurilor m -dimensionale ale complexului 3", 0<m<n.

Remarca 4.2.1. Operatia de definire a cofrontierei algebrice a unui lant cubic m -

dimensional, 0<m<n-1, este un omomorfism [40]:
o(m): ™ » Fm™,
pe care il vom numi ¢ -omomorfism.

Teorema 4.2.3. Pentru orice lant cubic m -dimensional L" € &, 0<m<n-1, se

verifica egalitatea:
OOL" =0.

Demonstratia teoremei rezultda nemijlocit din relatiile (4.4) si (4.5).

Teorema 4.2.4. Multimea tuturor cociclurilor cubice m -dimensionale &™(0) din 3", in
raport cu operatia de adunare a doud cicluri )" (0), 2 (0) e &"(0), definita prin egalitatea:

2(0)+27(0)= (911 + Gl +. 4 G 17+ (1 + 0517 +.. 405 17) =
= (91 + 9D +(9; + 91+ 4 (9, +95)15 (4.6)

formeaza un subgrup comutativ al grupului langurilor cubice m-dimensionale &Z" ,

0<m<n-1, examinat anterior.
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Demonstratia teoremei se face Tn mod trivial, prin verificarea directd a axiomelor grupului

comutativ [188].
Definitia 4.2.11. Dacd in I" existd doud lanuri L™ e ™ si L™ e ™ cu
proprietitile:
a) L™ = oL™,
b) OL™ =0,
atunci L™ se numeste cociclu m-dimensional V -omolog cu 0, si se noteaza prin
L™ =2z"(0)~ 0.
Doui cocicluri z["(0) si zJ'(¢) din grupul &™(0) ce respecta conditia: z"(0)—z"(0)~ 0, le
vom numi cicluri ¢ -omoloage cu zero. Usor se demonstreaza ca multimea tuturor cociclurilor
m -dimensionale si ¢ -omoloage cu zero, 1n raport cu operatia de adunare (4.6), formeaza un

subgrup din &"(¢). Vom nota acest subgrup prin &'(0).
Definitia 4.2.12. Grupul factor &&"(0)/&0(0) al complexului 3" se va numi grup al

coomologiilor (¢ -omoloagii) cu dimensiunea m peste grupul numerelor intregi Z , fiind notat
prin 0"(3",Z), 0<m<n.

In cele ce urmeazi vom prezenta cateva rezultate ce tin de studierea grupurilor de
coomologii. Prin analogie cu complexul de relatii multi-are, vom considera ca un complex de

cuburi abstracte 3, este subcomplex al complexului de cuburi 3, daca orice cub din 3, este si

~n

element al complexului 3, . Multimea tuturor cuburilor unui complex cubic abstract J",
dimensiunile carora nu depasesc un numar r <n, reprezintd la randul sau un complex de cuburi
abstracte, numit schelet r -dimensional al 3".

Definitia 4.2.13. Un complex de cuburi abstracte 3" se numeste conex daca pentru oricare
doua varfuri a,b din 3" exista o succesiune de varfuri a=X,X,,... % =b, incdt orice doua
varfuri vecine din aceastd succesiune apartin unui cub abstract r -dimensional, 1<r<n.
(Reamintim ca, cuburile O-dimensionale ale unui complex cubic se mai numesc varfuri, iar
cuburile 1-dimensionale — muchii ale acestui complex).

Aceastd definitie este o generalizare a notiunii de conexitate, folosita in cazul structurilor

discrete, reprezentate prin grafuri [5], hipergrafuri [6], complexe simpliciale [17], [305] etc.
Conditia de conexitate a unui complex de cuburi abstracte 3", determinatd de definitia 4.2.13,

este echivalenta cu faptul ca in complex nu existd doua subcomplexe 3, si J,, care ar satisface

urmatoarele doua conditii:
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a) 3,U3,=3";

b) 3,N3J, =0.

Intr-adevar, fie in 3" exista subcomplexele 3, si 3, cu proprietitile a) si b), indicate mai
sus. Selectam doua varfuri a si b ce apartin, respectiv, subcomplexelor 3, si J,. Dacd in J"

exista succesiunea de varfuri, mentionatd in definitia 4.2.13, atunci se va gasi un ultim varf x, al

acestei succesiuni, 1<i<t, care este din J,, insd nu si din J,. In aceste conditii, existenta
cubului r -dimensional, 1<r <n, cerut prin definitia 4.2.13, nu este posibila. Prin urmare,
existenta celor doud subcomplexe 3, si I, inseamnd lipsa succesiunii de varfuri mentionate.

Sa admitem acum situatia inversd. Fie 3" un complex conex. Alegem un varf oarecare a
din 3". Notam prin ® multimea tuturor varfurilor complexului, care pot fi legate de a cu
ajutorul succesiunilor de varfuri indicate in definitia 4.2.13. Multimea cuburilor din 3", care
contin cel pufin un varf din @, formeaza un subcomplex 3, (conditiile definitiei complexului de
cuburi abstracte se verifica in mod evident — a se vedea definitia 4.2.1). Celelalte cuburi, daca
existd, formeazad subcomplexul 3J,, care este vid. Aceasta din urma inseamna cd, pentru oricare
doua varfuri a si b din 3" exista succesiunea mentionata in definitia 4.2.13.

Similar cu alte structuri discrete cunoscute (grafurile, hipergrafurile, complexele simpliciale

etc.), definim notiunea de componenta conexa al unui complex de cuburi abstracte.

Definitia 4.2.14. Subcomplexul maximal conex al complexului 3" se numeste componenta
conexd a lui 3".

Fie &7 = {31,32,...,Sp} familia tuturor componentelor conexe ale complexului 3". Aceste
50

p complexe formeaza o divizare a complexului in componente conexe, adica:

3,US,U.3,=3",

3,N3,; =0, 1<i<p, 1<j<p,i=#]j.

Teorema 4.2.5. Daca Om(S” , Z) este grupul de coomologii cu dimensiunea m peste campul
numerelor intregi Z al complexului 3" =3, U3, U..USJ,, iar 0,(3;,Z) este grupul de
coomologii cu dimensiunea m a subcomplexului 3, , 1<i<p, 1<m<n, atunci grupul
Om(S",Z) este izomorf cu suma directd a subgrupurilor 07 (3,,2), 00(3,,2), ..., <>';(SP,Z).

Demonstratie. Dacd examindm grupurile ", Z", A", ..., £ " ale tuturor lanturilor

cu dimensiunea m a complexelor 77,.77,...,.7,, atunci, evident, are loc egalitatea:
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LN ="+ Z" +.+ 4" 4.7)
Aplicam ¢ -omomorfismul 0(m): ™ — <™. Sa consideram:
0F" =™,
0F"=F™ 1<i<p.
Atunci, evident, ™ c ™ si ™ < £™ 1<i<p. Si aritam ci ™ poate fi
exprimata prin suma directd a grupurilor £", Z", ..., Z". Pentru aceasta vom examina un

lant arbitrar L™ =™, Prin urmare, OL™ = <™. Conform relatiei (4.7), existd elementele
L' e L™, L3 eA", .., L) e ", care satisfac conditiile:
oM e ™, 1<i<p,
OL™ = OL" 4+ OLT 4.+ LT, (4.8)
ceea ce inseamni ci ™ se reprezintd ca suma directd a grupurilor .,?fm , .,?2 " _?im .

Din conditia m?f ™o ™ 1<i<p, si relatia (4.7) rezulti ci descompunerea (4.8) se

determind in mod univoc.
Pentru a finisa demonstratia este suficient de aratat ca, pentru nucleele grupurilor de

coomologii are loc o relatie identica cu relatii (4.7).

Alegem un element arbitrar z Kernom(S” : Z). In baza relatiei (4.7), se vor gisi elementele

L' € £, 1<i<p, care garanteaza egalitatea: z =Ly + L3 +...+ L7 . Prin urmare, obtinem:

0z =0L7 +0L7 +..+0L7 =0 . Luind 1in considerare implicatiile P pm
F™ < Z™ | precum si relatia (4.8), rezulti cd OL" =0, 1<i<p. Aceasta din urma
inseamni ci L™ e Kern0™(3,,Z)+ Kerno™(3,,Z)+...+ Kerno™ (3, Z).

Unicitatea descompunerii decurge din relatia (4.7). Din ultima egalitate obtinuta, precum si
din faptul cd £ ™ se exprima prin suma directd a grupurilor ™, Z", ..., ,?i)m , rezulta

afirmatia teoremei.

" in termenii

Folosind aceastd teoremd, se demonstreaza proprietati ale unui complex 3
grupurilor de coomologii acomponentelor conexe [160], [163].
Prin definitie, orice cub 0-dimensional al complexului 3" se considera orientat pozitiv. Fie

&° = {If .., |30} familia tuturor cuburilor 0-dimensionale din 3". Considerdm un lant 0-

dimensional L® =g, +g,1) +..+ 9, |§0 peste campul numerelor intregi
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Z (9, €Z, 1<i<a,). Definim indicele acestuia E(L°)=g, + g, +...+ g,, - Pentru oricare doud

lanturi 0-dimensionale L° si LY este evidenti egalitatea:
E(+18)=E()+E(LS). (4.9)

Ca si in cazul complexului de relatii, pentru complexul de cuburi abstracte 3" are loc

Lema 4.2.1. Un lant de cuburi 0-dimensionale 1° al complexului conex de cuburi abstracte
este O-omolog lui 0 daca si numai daca E(I O): 0.

Demonstratia afirmatiei este similard cu demonstratia lemei 2.6.1.

Teorema 4.2.6. Grupul 0-dimensional al o-omologiilor unui complex conex de cuburi
abstracte 3" este izomorf cu grupul numerelor intregi Z .

Demonstratie. Fie .2° multimea tuturor lanturilor O-dimensionale din 3". Prin definitie,
Z°% =&°. In baza relatiei (4.9) , rezultd ci indicele E reprezintd o aplicatie omeomorfa a
grupului &&° in grupul numerelor intregi Z . Mai sus S-a mentionat ci pentru orice element
p € Z exista un ciclu in 2", indicele caruia este p . Prin urmare, E(é’;o): Z . Dinlema 4.2.1

rezulti ci nucleul omeomorfismului E este &% — multimea tuturor ciclurilor 0-dimensionale si

O-omoloage cu zero. Aceasta din urma si inseamna ca grupul 0-dimensional al o-omologiilor

unui complex conex de cuburi abstracte 3" este izomorfcu Z .

4.3. Caracteristica Euler

Caracteristica Euler se utilizeaza frecvent in topologia algebricd si combinatorica
poliedrelor, reprezentand un invariant topologic — un numdr, care descrie forma §i structura
spatiului. Initial, caracteristica Euler a fost introdusa pentru studierea poliedrelor, in particular, s-
a folosit la clasificarea corpurilor Platon. In matematica modernd, acest numir reapare in
legatura cu studierea omologiilor spatiilor in corelatie cu un sir de alti invarianti cunoscuti.

Pentru prima data, formula ce leaga intre ele numerele fatetelor unui poliedru 3-dimensional
a fost obtinuta de catre Leonard Euler in anul 1752 [190], cu toate ca unele indicatii referitoare la
existenta acesteia se regasesc si in manuscrisele lui Rene Descartes. Formula a fost generalizata

ceva mai tarziu de catre H. Poincare [189] pentru poliedre N -dimensionale:

i=0

unde F, reprezinta numarul fatetelor i -dimensionale ale poliedrului, considerand ca insusi

poliedrul N -dimensional este fateti propric a acestuia. In consecintd, toate variatiile si
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generalizarile formulei in cauza au aparut in timp sub numirea de caracteristica Euler-Poincare.
In cazul unei varietati, caracteristica Euler-Poincare descrie relatia dintre numirul de varfuri,
numarul de muchii si numarul de fatete:
V-E+F-(L-F)-2(S-G)=0,

unde V reprezinta numarul de varfuri al varietatii; E — numarul de muchii; F — numarul de
fatete, G — numarul de gauri ce penetreazd corpul solid, cunoscut in topologie ca gen; S —
numarul de goluri interne (vidul inferior al corpului solid) pentru care totdeauna are loc
inegalitatea S >1; L —numarul de bucle.

In cele ce urmeaza, pentru o structurd matematica oarecare A vom nota caracteristica Euler-
Poincare prin y(A). In dependenti de structura studiati, caracteristica Euler-Poincare isi giseste
exprimarea prin diferite formule:

A) Pentru un complex celular W, caracteristica Euler-Poincare y(W) se calculeaza ca o
suma alternantd a celulelor cu dimensiunea i =1, 2,3, .... Daca complexul W contine
doar celule cu dimensiunea nu mai mare decat p, atunci:

xW)=C,-C, +C, —..+(-D)°C,, (4.10)
unde C, reprezinta numarul de celule cu dimensiunea 0 <i < p, ale complexului W .

B) Daca in cazul unui spatiu topologic X se cunosc grupurile de omologii de ordin
i=12,...,q, atunci caracteristica Euler-Poincare a spatiului se reprezinta prin suma
alternanta a rangurilor acestor grupuri:

JW) =1, —r 4+, —..+ (D), (4.12)
unde r; este rangul grupului de omologii de ordin i, 0 <i <q, al spatiului topologic X .

Desigur, in formulele (4.10) si (4.11) se considerda cd numerele C,,0<i<p , si
r;, 0< j<gq, suntfinite.

C) Pentru o suprafata orientabild inchisd cu genul g, notatd prin T, caracteristica Euler-

Poincare se calculeaza: y(T,)=2-2g.

D) Pentru o suprafata nonorintabila inchisd cu genul k , notata prin S,, avem:
x(S)=2-Kk.

Vorbind despre caracteristica Euler-Poincare a spatiilor topologice, nu putem sid nu

mentionam unele proprietati ale acesteia, folosite la definirea operatiilor asupra spatiilor

respective. In lucrarile [192], [193] au fost stabilite doua rezultate importante pentru cazul a doua

spatii topologice arbitrare X si Y :
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a) y(XUY)=x2(X)+2(Y)-2(XNY) . Daci X si Y sunt spatii disjuncte, atunci
2(XUY) = 2(X)+ 2(Y);

b) #(X xY)=2(X) x(¥).

Proprietatile respective au loc, dupa cum bine se cunoaste, si In cazul cardinalelor unor
multimi de elemente arbitrare. Din acest punct de vedere, caracteristica Euler poate fi considerata
ca 0 generalizare a notiunii de cardinal, fapt mentionat in lucrarea [191].

Pentru o varietate multidimensionald, privitd ca un spatiu topologic, caracteristica Euler-
Poincare se calcueaza cu ajutorul rangurilor grupurilor de omologii, in conformitate cu formula
(4.11). Ca rezultat obtinem un numar intreg ce caracterizeaza varietatea respectiva. Totodata,
este necesar si mentionim ci caracteristica Euler-Poincare nu totdeauna este numar intreg. in
confirmarea celor spuse putem aduce drept exemplu o structurd matematica speciald, numita

orbivarietate (engl. orbifold). Amintim aici ca orbivarietatea este un spatiu topologic Hausdorf X
impreund cu o totalitate de aplicatii deschise ¢, : A, c R" — X, incét acestea formeazd o

acoperire a multimii X . Pentru prima data, orbivarietatea a fost studiata de catre I.Satake in anii
50 ai secolului trecut, numind-o V-varietate [194], iar rezultatele fundamentale ce tin de
studierea acestei structuri matematice se regasesc in lucrarile [195], [196], [197]. In situatia unui
caz particular de orbivarietate, cunoscuta ca T-orbivarietate (engl. teardrop orbifold),
caracteristica Euler-Poincare nu este numar intreg si este egala cu 1+1/p, unde p este numar prim
ce corespunde unghiului conic 27t/p [198], [199], [200].

In cele ce urmeazd vom stabili cateva relatii pentru caracteristica Euler-Poincare in cazul

complexului de cuburi abstracte 3"[298], care reprezinta la rAndul sdu o varietate cubica
multidimensionald (varietatea cubica abstractd se studiaza in continuare in paragraful 4.4,
folosind grupueile de omologii respective).

in paragraful 4.2 au fost calculate grupurile de o-omologii ale complexului 3". Rangurile
acestor grupuri reprezintd invariantii topologici ai complexului. La randul sau, prezintd interes
problema construirii unui sistem complet de invarianti ai grupurilor de omologii ai complexului
de cuburi abstracte 3", chestiune important din punct de vedere theoretic, dar si utila la
solutionarea problemelor aplicative. Pentru grupul o™ (3",Z), 0<m<n, sistemul complet de
invarianti este format din rangul acestui grup si coeficientii de torsiune ai grupului. Vom
examina, in cele ce urmeaza, rolul invariantilor grupurilor de omologii in construirea formulei
Euler-Poincare, cunoscuta drept una dintre caracteristicele de baza la studierea proprietatilor
spatiilor topologice [162], [298]. Sa aratam, pentru inceput, ca caracteristica Euler-Poincare
poate fi stabilita in doud moduri:
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a)

Dm

Cu ajutorul cardinalelor grupurilor de omologii, numite Betti. Rangul grupului

(3",2) il vom nota prin p™. Prin urmare, caracteristica Euler-Poincare obtinuta in asa

mod este un invariant al complexului de cuburi abstracte 3".

b)

Cu ajutorul numarului de cuburi abstracte m -dimensionale din 3", 0<m<n.

Mentiondm, mai intai, cateva proprietati utile ale complexului de cuburi abstracte, folosite in

cele expuse ulterior:

A) Multimea <™ a tuturor lanturilor cubice m-dimensionale din 3" formeaza un grup

B)

comutativ in raport cu operatia de adunare, definita anterior (a se vedea teorema 4.2.1).
Grupul ™ poseda un sistem finit de generatori. Afirmatia rezultd din faptul ca 3"
este un complex finit, precum si din operatia (4.2) de adunare a lanturilor. Prin urmare,
in &™ existd un numar finit de lanturi m -dimensionale L?;, L'i: - L'i:‘, incat orice lant
L™ € ™ se exprima prin combinatia liniara a acestora:
m m m m

L" = plLi1 + pZLi2 +..+ ptLi‘,
unde p;, P,,..., P, sunt numere intregi. Se cunoaste ca, daca un grup oarecare poseda
sistem finit de generatori, atunci orice subgrup si orice grup-factor al acestuia poseda,

de asemenea, sistem finit de generatori [40]. Prin urmare, fiecare dintre grupurile de

omologii o°(3",Z2), o*(3",2), ..., 0" (3",Z) poseda un sistem finit de generatori.

C) Pentru orice grup exista sistem de generatori. Ba mai mult, pentru acelasi grup ar putea

sa existe sisteme cu numar diferit de generatori. Daca grupul contine un element ce

poate fi considerat generator al grupului, atunci acesta se numeste grup ciclu [202].

Difinitia 4.3.1 [202]. Daca x este elementul generator al unui grup cyclic A si este cel

mai mic numar natural pentru care are loc egalitatea p-X =0, atunci spunem ca generatorul X

Si insus

i grupul ciclic A este de ordin p. In cazul p=0 sespune cd A este un grup liber.

Grupurile ciclice joacd un rol importatnt la studierea structurii unui grup comutativ.

Rezultatul de baza care stabileste legatura dintre un grup comutativ si subgrupurile ciclice ale

acestuia a fost obtinut de catre matematicianul Niels Henrik Abel. Mai tarziu, acest rezultat a fost

generalizat pentru grupuri cu sisteme generatoare finite. Astfel, in cazul unui grup comutativ are

loc urmatoarea

Teorema 4.3.1 [52], [203]. Pentru un grup comutativ A cu un sistem finit de generatori

sunt adevarate afirmatiile:

Grupul A se descompune  in mod wunivoc in suma directa a grupurilor

ALA,,....A; B, B,,...,B, cu proprietatile:
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a) A este grup ciclic liber, 1<i<r;
b) B, este grup ciclic, gradul caruia t; este finit si este divizor al numadrului 7, ,
1<j<q-1 (incazul i =q ramdne doar conditia ca t; sad fie numar finit).
I. Numerele z,,7,,...,7, formeazd un sistem complet de invarianti numerici ai grupului A.
Definitia 4.3.2 [52]. Daca un grup comutativ A se descompune in suma directd a
grupurilor ciclice A, A,,...A;B,,B,,...B, ce poseda proprietdtile a) si b) mentionate in

teorema 4.3.1, atunci numdrul v se numeste rang al grupului A, iar 7,,7,,...,, — coeficienti de

torsiune.

Mentiondm ca, daca toate elementele grupului A sunt de ordin m -numar impar, atunci
rangul grupului A este egal cu zero, iar toti coeficientii de torsiune 7,,7,,...,7, sunt egali cu m.
In acest caz, numarul q se numeste rang dupa modulul m al grupului A [202]. Si examinim
numerele Betti intr-un complex de cuburi abstracte.

Definitia 4.3.3. Rangul grupului de omologii o™ (3",Z) al complexului n-dimensional de
cuburi abstracte 3" se numeste numar Betti cu dimensiunea m al acestui complex si se
noteaza:

p" =cardo™(3",Z), 0<m<n.

Coeficientii de torsiune ai acestui grup se numesc coeficienti de torsiune cu dimensiune M §i se

m

noteaza prin rlm,r;,...,rq .

Vom nota prin «,, numarul de cuburi abstracte m -dimensionale ale complexului 3":
a, =card@@™, 0<m<n,

~N o e<n ~n

Teorema 4.3.2. Daca 37,35,..,3, sunt componente conexe ale complexului 3" si
3" =37 US) L. U T, atunci are loc egalitatea:

0
u@@s",2)y=Z2+2+...+ 2

qori
Demonstratie. Evident, pentru familiile de lanturi m-dimensiuonale <", &£", £4", ..,
" ale complexelor de cuburi abstracte 3,3}, 3;,..., 3], este adevarata egalitatea:
LN ="+ Z"+.+ A" (4.12)
In conditiile b-omomorfismuluio(m) : ™ —» % ™', 1<m<n, avem:
o(Z") =0(K")+a(ZKZ")+..+a(H"). (4.13)
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Sa examinim acum nucleele grupurilor de o-omologii cu dimensiunea m, 1<m<n. in

baza relatiei (4.12), pentru orice element L™ ce apartine nucleului grupului o™ (3",Z) existd
elementele L' e ™, 1<i < p, ce garanteaza egalitatea:
L" =L +L5 +..+L7,
si, Tn consecinta:
o(L") =o(L7)+o(L)+..+o(L]).

Deoarece L™ apartine nucleului grupului o™ (3",Z) , rezultd egalitatea © (L") =0,
1<i<p.

Din cele expuse mai sus, facem concluzia ca grupul 0™ (3",Z) se exprimi prin suma directd
a grupurilor de omologii 0" (3J7,Z), 1<i < p. Reesind din definifia notiunii de componentd
conexa a complexului, in cazul m =0 obtinem:

0%(3",2) =0%(37,2) +0°(35,Z) +..+2%(30, Z) .

Luand in consideratie ca grupul de omologii cu dimensiunea 0 al unui complex de cuburi

abstracte este izomorf grupului numerelor intregi Z (a se vedea teorema 4.2.5), rezulta:

(3", 2)=Z+Z+..4+Z.

de p ori

Teorema 4.3.3. Pentru un complex de cuburi abstracte 3" este adevarata egalitatea:
2 (Da, =3 ()" p". (4.14)
m=0 m=0

Pentru a demonstra teorema, vom avea nevoie de anumite rezultate suplimentare, unele
dintre ele fiind cunoscute din teoria grafurilor.

In teoria grupurilor, notiunea de rang se mai defineste prin sistemul de elemente liniar
independent. In cazul unui grup comutativ A , elementele a ,a,,..,a, se numesc liniar
independente dacd din relatia:

Aa, +A,a,+..+4a, =0
cu coeficientii A; Intregi, 1<1<s, rezultd egalitatea 4, =1, =...= 4, =0.

Definitia 4.3.4 [40]. Numarul maxim de elemente liniar independente ale unui grup

comutativ A se numeste rang p(A) al acestui grup.

In lucrarea [52] se demonstreaza echivalenta definitiilor 4.3.2 si 4.3.4. Prin urmare, in cazul

unui grup comutativ, numarul r din definitia 4.3.2 coincide cu numarul p(A), determinat prin

definitia 4.3.3.
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Fie &™ multimea tuturor o-ciclurilor cu dimensiunea m din complexul 3", 0<m<n, iar

& —multimea lanturilor din &" ce verifica proprietatea A, formulata in paragraful 4.2.
Lema 4.3.1. Pentru grupul factor &" /&, de o-omologii cu dimensiunea m al

complexului cubic 3" are loc egalitatea:
P(E") = p(&y) + p(&" 18Y). (4.15)
Demonstratie. Vom folosi notiunea de rang al unui grup, determinat cu ajutorul numarului

maxim de elemente liniar independente ale grupului (a se vedea definitia 4.3.4).

m

Fie y,,¥,,...y, un sistem de elemente liniar independente al grupului &; , iar
2,,2,,..,2, — sistem de elemente liniar independente al grupului &" /&; . Fiecare element
Z € &, genereaza o clasa de echivalentd. Din fiecare astfel de clasa m alegem cate un element
X;, 1<i<s.Vom arita ca in grupul &", un sistem de elemente

Xy Xoyeeey Xg s Y1y Yorees Yy (4.16)
este liniar independent. Fie exista numerele intregi 4. € Z, 1<i<s,s1 u | € Z,1<j<r,incat:
X+ Xy + o+ AX + Y, + 1Y, + 1, Y, =0, (4.17)

Deoarece x; sunt elementele din clasele de echivalenta a elementelor z;, 1<i <s, rezulta ca
in grupul factor &" /&&q se respecta egalitatea:

A+ 4,2, +..+ 4,2, =0. (4.18)

Intrucat elementele z,,2,,..., z, sunt liniar independente, rezulti ci egalitatea (4.18) are loc

doar in cazul 4, = A, =...= A, =0. Prin urmare, din relatia (4.17) ramane:

Y1+ 1Yo oY, =0.
Totodata, deoarece elementele Y,,Y,,..., Y, formeaza un sistem liniar independent, rezultd ca

W =i, =...= u, =0, ceea ce iInseamna ca sistemul (4.16) este liniar independent.

Dat fiind cd 3" este un complex cubic finit, rezultd ca rangurile grupurilor studiate sunt
finite. Fara a pierde din generalitate, vom considera ca Y,,Y,,...,Y, sl Z;,Z,,...,Z; sunt sisteme
maximale liniar independente. Sa aratam ca, in acest caz, sistemul (4.16) este un sistem maximal
de elemente liniar independente al grupului &&".

Alegem un element arbitrar x din &" si admitem cd z este element corespunzator din

&" /&y . Deoarece z,,Z,,..,Z, este un sistem maximal de elemente liniar independente,

rezulta ca egalitatea:
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MHZ+ 7+ 1,2, +..+uz, =0 (4.19)
poate avea loc doar in cazul x#0, unde g u, €Z,1<i<s (elementele z,z,,z,,...,z, nu mai
formeaza sistem liniar independent). Prin urmare, pentru elementele x, X,,X,,..., X, se respecta
egalitatea:

HXA+ Xy + X+t X = Y €S (4.20)
De asemenea, deoarece y,,Y,,..., Y, formeazd sistem maximal liniar independent, rezulta ca

egalitatea:
égy+ég1y1+§2yz+"-+§ryr =0 (4-21)

are loc doar in cazul & # 0 (tinem cont de faptul ca &,&,&,,...,&, sunt elemente ale grupului
numerelor intregi Z ). Daca acum expresia lui y, reprezentata prin relatia (4.20), o substituim in

(4.21), atunci obtinem urmatoarea egalitate:
Gu - y+2§yixi +z§jyj =0
i1 [

Din cele mentionate constataim ca are loc relatia &z # 0, ceea ce inseamna ca sistemul

format dintr-un element arbitrar x si elementele (4.16) formeaza un sistem maximal de elemente
liniar independente.

Prin urmare, am obtinut:
P(E")=r+s=p(&)+p(&" I &7).
Lema 4.3.2. Grupul ciclurilor (m—1)-dimensionale si o-omoloage lui zero &} al unui
complex n-dimensional de cuburi abstracte 3" este izomorf cu grupul factor & /2%y .
Demonstratie. Fie &' grupul ciclurilor (m-1) -dimensionale si o-omoloage lui zero din

3", In baza definitiei ciclului m-dimensional, este evidentd relatia &™ < ™, 1<m<n.

Operatia de formare a o-frontierei in 3" reprezinti un o-omomorfism o(m): " —» ™"
(a se vedea definitia 4.2.6). In baza definitiei de ciclu si ciclu o-omolog lui zero, rezulti ca
nucleul o-omomorfismului o(m) in &™ este subgrupul &™. Aceasta din urma si inseamna ca
grupurile 2™ /&™ si &I sunt izomorfe.

VVom demonstra acum teorema 4.3.3.

Demonstratie. Fie &™ familia tuturor cuburilor m -dimensionale ale complexului 3" .
Elementele familiei &¥™ sunt, evident, liniar independente si formeaza un sistem maximal de

generatori ai grupului comutativ <™. Prin urmare, putem scrie:
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o(&LM)=cardd" = ¢, .
in baza lemei 4.3.1, demonstrate mai sus, pentru grupurile ™, &, Z™/&" are loc
egalitatea:
p(Z") = p(&")+ p(Z " 1&"). (4.22)
Conform lemei 4.3.2, grupurile Z™/&"™ si & sunt izomorfe. Prin urmare, relatia
(4.22) se transcrie:
p(Z™) = p(&E") + p(&77), (4.23)
pentru 1<m<n.Incazul m=0 seconsidera &° =&’ ceea ce implica egalitatea:
p(Z°) = p(&?).
Daca, conventional, acceptaim egalitatea p(&%,") =0, atunci relatia 4.2.3 devine adevirati
pentru orice m, 0<m<n. Luand in consideratie definitia 4.3.2 si aplicand lema 4.3.1 pentru

m

grupurile &, &% si grupul factor &" /&, , obtinem:
P(&E™) = p(&T) + p(&"1&T) = p(&T) +p" , 0<m<n. (4.24)
Substituind expresia (4.24) alui p™ in (4.23), obtinem:
p(Z™) = p(&EN+p" + p(El), 0<m<n. (4.25)
Tindnd cont de faptul ca &&; ={0} si, in baza celor mentionate anterior, avem
p(&:') = p(&s) =0.
Deoarece, precum s-a demonstrat mai  sus, este adevaratd egalitatea
o(&Z™) =card®" = «a,,, obtinem:
a =p" +p(&N)+ p(E&l), 0<m<n. (4.26)

Inmultim ambele parti ale relatiei (4.26) la (—1)™ si sumam dupi indicele m, 0<m<n.

Evident, are loc egalitatea:
D D" p(&I ) + Y ()" p(&l) =0,
m=0 m=0

in conditiile: &7 ={0}, p(&;") = p(&) =0.

In final, din relatia 4.26 obtinem: Z:(—l)m a, :Z D" p".

m=0 m=0
Prin teorema demonstratd am stabilit relatia dintre numarul cuburilor m-dimensionale si
numerele Betti pentru un comlex de cuburi abstracte.
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4.4. Varietati abstracte

Notiunea de varietate a aparut odatd cu dezvoltarea unor ramuri ale stiintei din punct de
vedere teoretico-aplicativ. In matematica, notiunea respectiva reprezintd deseori diverse multimi
de obiecte (geometrice sau de altd naturd) care permit introducerea parametrizarii locale. Studiul
varietdtilor a inceput la sfarsitul sec. XIX, odata cu necesitatea fundamentarilor teoretice ale unor
rezultate ce tin de geometria diferentiala si teoria grupurilor Lie. Cu toate acestea, primele
definitii exacte ale acestei notiuni au aparut abia prin anii ’30 ai secolului trecut. Astazi, vorbind
despre o varietate topologica, considerdm ca este dat un spatiu topologic Hausdorff cu o baza
numarabild, in care vecinatatea oricdrui punct este omeomorfa spatiului euclidian R". Numarul
n se numeste dimensiune a varietatii. Spatiul euclidian poate servi drept cel mai simplu exemplu
de varietate. Varietatile 1si gasesc aplicatii la dezvoltarea diferitelor ramuri ale stiintei moderne:
in mecanica clasica, varietatea folositd este spatiul fazelor; in teoria relativitatii, varietatea
pseudo Riemann 4-dimensionala serveste drept model de spatiu-timp.

Varietatea, ca structura topologica, este intalnita in lucrarile mai multor matematicieni sub
diferite aspecte, legate de solutionarea problemelor teoretico-aplicative: varietati topologice 4-
dimensionale cu structura netedd (Fredman M. & Guinn F. [205]); varietati in studierea
structurilor netede, a formelor diferentiale, coomologiilor Rham, grupurilor Lie (Lee J. [206])
spatiilor, clasificarea suprafetelor (Massey W. [207], Munkres J. [208]); varietdfi infinit
dimensionale in geometria diferentiala (Lang S. [204]).

Este bine cunoscuta definitia clasica a varietatii [205], [206], [305].

Definitia 4.4.1. Un spatiu topologic M cu proprietatile:

a) M este un spatiu topologic Hausdorff (adica verifica axioma de separabilitate: doud

puncte distincte au vecinatati distincte);

b) M are o baza numarabila de multimi deschise;

c) orice punct din M are 0 vecindtate omeomorfa cu o multime deschisa din R",

se numegte varietate topologica cu dimensiunea N .

Cu toate cd varietatea poate fi interpretata ca un obiect geometric cu o structurd topologica
bine pronuntatd, studierea acesteia cu ajutorul metodelor topologice prezintd deseori dificultati
majore. Din aceste considerente, pentru descrierea proprietatilor si a diverselor aplicatii ale
varietdtilor se recurge frecvent la aplicarea omologiilor sau a unor constructii speciale ce rezulta,

in primul rand, din echivalenta locala a varietatii cu spatiul R".
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Initial, in cercetarile matematicienilor, varietatea era interpretatd ca un spatiu triunghiulat,
ceea ce a condus ulterior la notiunea de complex. Pe parcurs 1nsd lucrurile au evoluat in
dependenti de specificul problemelor teoretico-aplicative examinate. In prezent, varietatea este
perceputd ca un spatiu topologic ce posedd proprietati locale ale unui spatiu euclidian care, in
acelasi timp, poate avea o structurd generald mult mai complexa. Rezultatele obtinute in ultimii ani
la studierea complexelor de cuburi abstracte n -dimensionale au stimulat interesul fata de
varietatile determinate de astfel de complexe. In cazul unor astfel de varietiti spunem ci acestea
reprezintd un spatiu cubiliat. Desigur, rezultatele ce tin de studierea spatiilor cubiliate au fost, in
mare parte, precedate de investigatiile efectuate asupra varietdtilor construite cu ajutorul
complexelor de simplexe abstracte si proprietatilor acestora.

La general vorbind, pentru varietatile n-dimensionale este actuala problema divizarii lor
intr-un numar finit de poliedre. Totusi, mai frecvent, in diverse aplicatii se intdlneste problema
divizarii varietatilor in simplexe n-dimensionale [52], [62], [209], [305]. Se cunoaste ca nu orice
varietate compacti [210] M" < E™" poate fi divizatd intr-un numir finit de simplexe n -
dimensionale, care in ansamblu formeaza un complex simplicial. Daca varietatea admite o astfel
de divizare, atunci ea se numeste varietate n-dimensionald si fara borduri. Astfel de varietati au
fost studiate de catre V.Boltyanski [305].

In cele ce urmeaza, folosind G-complexul de relatii multi-are, definit in paragraful 2.3, vom
efectua un studiu ce tine de proprietatile varietatilor, generate de astfel de complexe. Vom vedea
ca unele rezultate, cunoscute pentru varietdtile determinate de complexele simple de relatii si

descrise in lucrarile [15], [19], [23], [153], pot fi extinse si asupra acestor tipuri de varietati.
Fie ™" =X" =(R°, @', ...,&@") un G -complex de relatii multi-are cu familiile de
quasisimplexe @™ = {le,Q;“,...,Q;“m } 0<m<n.

Definitia 4.4.2. G -complexul de relatii multi-are X" ce poseda proprietdtile:

a) orice quasisimplex cu dimensiunea n-1 este o fafeta comund exact pentru doud
quasisimplexe abstracte cu dimensiunea n din X" ;

b) pentru oricare doud quasisimplexe n-dimensionale distincte Q' i Q] din X" existd o
succesiune de quasisimplexe n-dimensionale Q| =Qi”,Qi:,...,Qi: =Q , k=2, incat

Q'NQ e@", 1<k<q-1;

ik+1
c) pentru orice quasisimplex m-dimensional Q™ din complexul GX" exista un quasisimplex

n-dimensional Q", incdt Q™ este o fateta a lui Q", 0<m<n-1;
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d) daca Q' si Q? sunt doud quasisimplexe distincte din X", cu intersectia Q" ﬂQ? =Q",
atunci existd un sir de quasisimplexe Q' =Q/', Q7, ..., Q/ = Q] cu proprietatea din b), ce

respectd relatia:
Qm :QiT ﬂQ': ﬂﬂQIZ , 0<m< n—l,

se numeste varietate abstractd degeneratd cu dimensiunea n.

Varietatea abstractd determinatda de G -complexul de relatii multi-are X" 0 vom nota prin
72" . Din prima conditie a definitiei 4.4.2 rezulta ca orice quasisimplex n-dimensional din
X" participa doar o singura datd la construirea varietatii 72" . Varietatea m -dimensionala
72",0<m<n-1, determinatd de subcomplexul X" c K", se numeste subvarietate a lui
78" (se vascrie 79" < 72").

Fie Q" un quasisimplex n -dimensional. Evident, multimea tuturor fatetelor din Q"
formeaza un complex de relatii multi-are (a se vedea definitia 2.1.1). Subcomplexul determinat
de toate fatetele din Q" cu dimensiunea (n—1) il vom numi frontierd-complex a lui Q" si il
vom nota prin X"+ =[Q"].

Teorema 4.4.1. Complexul de relatii K" =[Q"] este o varietate abstractd (n—1) -
dimensionala degenerata fara borduri.

Demonstratie. Pentru a demonstra teorema e suficient si aritim cd complexul GX"*
poseda proprietatile a) — d) din definitia 4.4.2:

a) dat fiind faptul ca Q" este un quasisimplex n-dimensional, orice fatetd cu dimensiunea
(n—2) a acestuia apartine cel putin la doud fatete (n—1)-dimensionale din Q". Prin urmare,
complexul de simplexe respectad prima conditie a definitiei 4.4.2;

b) intrucat orice fatetd cu dimensiunea (n—2) din Q" apartine cel putin la doua fatete
(n—1) -dimensionale, existenta in X" =[Q"] a succesiunii de quasisimplexe cu proprietatea
mentionatd in punctul b) a definitiei 4.4.2 este evidenta;

c) orice quasisimplex n-dimensional din X" =[Q"], 0<m<n-2, reprezinti o fatetd a
cel putin unui quasisimplex cu dimensiunea n—1 din GX"*, chestiune ce rezultd din definitia
quasisimplexului Q" (a se vedea definitia 2.3.4);

d) tinand cont de definirea complexului X"* =[Q"], precum si de faptul ci oricare doui
quasisimplexe Q'*, Q)" e X", fiind fatete cu dimensiunea (n—1) din Q", au o intersectie
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vidd sau aceasta reprezinti o fateti comuni (n-—2)-dimensionali Q"% e X", rezulti ci

succesiunea indicata in punctul d) al definitiei 4.4.2 e formata din insesi simplexele mentionate
Q1n_1 $i Q;_l'

Tinand cont de definitia quasisimplexului n-dimensional (a se vedea definitia 2.3.4), rezulta
ca complexul GX"* =[Q"] este fard borduri . Teorema este demonstrati.

Amintim c4, la construirea grupurilor de A-omologii ale unui G -complex de relatii multi-
are au fost folosite A -ciclurile complexului si A -ciclurile omoloage cu zero (a se vedea definitia
2.5.5 si definitia 2.5.6). Vom spune ca, un A-ciclu n-dimensional este complet daca acesta

contine toate simplexele cu dimensiunea respectiva ale complexului.

Definitia 4.4.3. Varietatea 72" se numeste orientabila daca contine un A -Ciclu n -
dimensional. In caz contrar, 79" se numeste varietate nonorientabila.

Teorema 4.4.2. Daca Q" este un quasisimplex abstract cu toate fatetele orientate pozitiv,
atunci frontiera-complex a acestuia reprezinta o varietate abstracta (n—1) -dimensionald
degenerata si orientabila.

Demonstratie. Conform teoremei 4.4.1, frontiera-complex GX"* =[Q"] este o varietate
abstractd degeneratd. Sa demonstrdam cd aceasta este si orientabild. Mentiondm ca,

quasisimplexul Q" are n+1 fatete (n—1) -dimensionale. Notidm aceste fatete prin

Q0 ..., Q] (unele dintre aceste fatete ar putea sd coincidd in Q", dat fiind faptul ci acesta
este un quasisimplex — definitia 2.3.4). Consideram lantul:
L™ =1.Q/ +1-Q; +...+1-Q"". (4.27)
(Dacd X;,X,,...,X,,, sunt varfurile quasisimplexului Q" , atunci Q" din relatia (4.27)
reprezinta fateta opusa varfului X, ).
Luand in consideratie operatia de construire a A-frontierei unui lant (a se vedea definitia

2.5.4 si remarca 2.5.1), rezultid ci orice quasisimplex Q"" din X"* =[Q"] se va contine de

doua ori, cu semne diferite, in lantul

L = AL =D T1AS! T =) AST
i=1 i=1

Deci, L"? =0, ceea ce inseamni cd L"™ este A-ciclu cu dimensiunea n—1. Totodata, L"™*
este A-frontiera quasisimplexului Q". Din cele examinate obtinem ci L"™ este, intradevir, un
A-ciclu (n—1)-dimensional din GX"*.

In continuare vom studia doar varietitile orientabile.
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Fie 72" o varietate abstractd, orientabila si fara borduri, determinata de G -complexul
X" =(&°, &', ... &"), iar Z(%@”) — caracteristica Euler a lui 2" (caracteristica Euler a
complexului X" se numeste caracteristica Euler si a varietatii respective 72").

Definitia 4.4.4. Daca caracteristica Euler a unei varietati abstracte degenerate, orientabile
si fara borduri 72" satisface relatia:

( n)_ 0, in cazul cand n este impar,
« |2, in cazul cand n este par,

atunci 72" se numeste varietate sferici abstractd degenerata n -dimensionald §i se noteazd
prin 2",

Definitia 4.4.5. Succesiunea de quasisimplexe m -dimensionale Q",Q;",...,Q/", t >1, ale
G -complexului de relatii multi-are K", ce poseda proprietatile:

a) Q"NQ, =Q" e@™, 1<i<t-1;

b) coeficientii de A -incidentd &(m,A)=[Q" QM si &l (mAa)= =[Q", Q"] au
semne distincte,

se numeste drum m -dimensional. Varietatea abstracta, determinata de G -complexul X", se
numeste conexd forte, dacd pentru oricare doud quasisimplexe n-dimensionale Q' si Q, cu
ordinea indicatd, existd drum n - dimensional ce leaga Q. si QT .

Mentionam ca douda quasisimplexe Q" si Q,, ce poseda proprietatile a) si b) din definitia
4.4.5, se mai numesc quasisimplexe concordante [15], [153]. Usor se verifica echivalenta dintre
notiunea de varietate orientabila (a se vedea definitia 4.4.3) si notiunea de varietate conexa forte.

Teorema 4.4.3. Orice varietate abstracta degeneratd conexa forte si fara borduri reprezinta

un ciclu n-dimensional.
Demonstratie. Fie X" =(®@°, &',..., @") un G -complex de relatii care determini, la
randul sdu, o varietate conexa forte 727". Pentru oricare doud quasisimplexe n-dimensionale

Q' si Q] existd drum n-dimensional care le uneste. (a se vedea definitia 4.4.5). Desigur, la

formarea A -frontierei varietatii 72", fiecare quasisimplex (n—1)-dimensional va intra de un
numar par de ori in descrierea frontierei respective. Aceasta inseamna, la randul sau, ca numarul
de includeri a quasisimplexului in aceasta frontiera cu coeficientul +1 va fi egal cu numarul de
includeri cu coeficientul —1. Prin urmare, A 72" =0, de unde rezultd ca 72" reprezintid un

ciclu de quasisimplexe n-dimensionale abstracte.
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Evident, pentru orice quasisimplex m -dimensional Q™ al varietatii 72" exista A -ciclul
(m—1) -dimensional care reprezintd A -frontiera acestui quasisimplex. Un astfel de ciclu il vom

numi A -ciclu simplu al varietatii si il vom nota prin z™* = AQ™, 1<m<n.

m

Definitia 4.4.6. Un A -ciclu m -dimensional z" al varietatii 72" se numeste A -ciclu

elementar daca 2" =nz" +n,z; +..+n.z; , unde z" este A -ciclul simplu al

quasisimplexului m-dimensional Q™ si 1, =1, 1<i<Kk.

Vom generaliza acum notiunea de contur Euler, cunoscuta din teoria grafurilor [5]. Fie &"

familia tuturor quasisimplexelor m -dimensionale ale G-complexului X" = (&°, &', ..., @"),
card@™ =g ,1<m<n.

Definitia 4.4.7. Succesiunea de quasisimplexe m -dimensionale din complexul X" ce
poseda proprietatile:.
a) fiecare quasisimplex al familiei @™ se intdlneste in aceasta succesiune exact o singurd
data;
b) oricare doua quasisimplexe vecine ale succesiunii reprezintd in intersectie un element
din @™;
C) intersectia primului §i ultimului element al succesiunii reprezintd un quasisimplex
(m—1) -dimensional,
se numeste ciclu Euler m -dimensional al varietatii 72" =XK" . Daca simplexele din
succesiune sunt coerente, atunci aceasta succesiune se numeste contur Euler m -dimensional.
Mentiondm ca, un ciclu Euler m-dimensional din GX" este un A-lant m-dimensional L",

ce poate fi reprezentat formal prin suma
L™ =9,Q" +9,Q;' +...+9, Qx (4.28)

unde |gi| =1,1<i<aq,,iar AL" =0. In cazul conturului Euler, relatia (4.28) se transcrie:

" =Q" +Q;' +...+Q
Sau
L" =_Q1m _Qén _---_Q(Tm y
Vom aminti cd o varietate se numeste orientabild daca pentru ea existd A -ciclu cu
dimensiunea n. Prin urmare, existenta unui contur Euler n-dimensional in 72" inseamna ca
varietatea e orientabild.
Tindnd cont de faptul ca simplexele abstracte servesc drept ,,cdramizi” pentru construirea

cubului abstract n-dimensional, in cele ce urmeaza vom defini notiunea de varietate cubica si
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vom efectua unele cercetari ce tin de existenta conturului Euler al acesteia. Chestiunea respectiva
este importantd, n special, pentru solutionarea unor probleme cu caracter aplicativ. Astfel, in
lucrarile [19], [23] se examineaza un dispozitiv abstract, functionarea caruia parvine din
existenta conturului Euler a unei varieta{i cubice speciale si care serveste drept o generalizare a
masinii Tiuring clasice.

Fie 3" un complex de cuburi abstracte definit in paragraful 4.2, iar &@™ —familia de cuburi
abstracte m -dimensionale a acestuia, 0<m<n.

Definitia 4.4.8. Complexul n-dimensional de cuburi abstracte 3" ce verifica proprietatile:

a) orice cub (n-1) -dimensional 1" e " este fafeta exact pentru douda cuburi n -
dimensionale din 3";
b) pentru oricare doua cuburi n-dimensionale 1., I? e®", in 3" exista succesiunea de
cuburi n-dimensionale
=10 ] =1

ce poseda proprietatea:
I’ NI e, 0<r<q-1;

c) pentru orice cub p-dimensional |1* e &”, in complexul 3" exista cub n-dimensional
|", incdt |® este una dintre fagetele proprii ale lui 1", 0< p<n-1;

d) pentru oricare doua cuburi n -dimensionale distincte Ii”,IFeJ” , cu intersectia

"M I? =1", 0<p<n-1, in J" exista o succesiune de cuburi abstracte n -

dimensionale I =17, 17,..., 1y = |} ce poseda proprietatea:
q
ﬂ bo=1p,
s=1

se numegte varietate cubicd abstractd n -dimensionala, notata prin V..

Mentiondm cd, din prima proprietate enuntatd in definitia 4.4.8, rezulta ca fiecare cub n-
dimensional din 3" participa o singura data la construirea varietatii cubice V..
In literatura de specialitate se intalnesc diverse variatii sau generalizari ale varietatii clasice
(a se vedea definitia 4.4.1), printre care, in primul rand, e necesar a fi mentionate:
e orbivarietatea — o generalizare a notiunii de varietate cu unele particularitati speciale ale
spatiului topologic [194], [195], [197];
e varictatea algebricd — obiectul central de studiu al geometriei algebrice. Exemplu de
varietate algebricd poate servi multimea de solutii ale unui sistem de ecuatii algebrice peste

campul numerelor reale [207], [230];
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e complexul celular — un spatiu topologic format prin lipirea discurilor de diferite dimensiuni.
Notiunea a fost introdusa de catre J.H.C. Whitehead 1in legatura cu studierea omotopiilor
[227]-[229], [232];

e varietatea omologicd — un spatiu ce poseda caracteristicile unei varietati din punct de vedere
al teoriei omologiilor. Aceste varietiti pot fi studiate cu ajutorul metodelor teoriei
ajustarilor, cunoscute ca restructurarile Morse [231].

acestea le ofera la solutionarea problemelor teoretico-aplicative.

Noi, 1n cele ce urmeaza, ne vom ocupa de studierea proprietatilor varietatilor cubice, definite
mai sus, cu scopul utilizdrii acestora la examinarea unor probleme importante de optimizare.
Despre unele astfel de probleme vom vorbi in capitolul 4.

Din cele expuse anterior cunoastem ca, atdt un complex obisnuit de simplexe abstracte
K" ={S°S*..,S"}, cat si un complexul cubic 3" ={F¥°,&",...,&"} determini niste
varietati abstracte [18], [59]. Varietatea determinata de complexul de simplexe
K" ={s°,s",...s"} 0 vom nota prin V', iar cea determinatd de complexul cubic — prin V.". Sa
stabilim corelatia dintre aceste doud varitati. Definirea varietatilor prin intermediul complexelor
K" si 3" ne permit sa obtinem intr-un mod eficient o serie de rezultate noi inspirate de unele
proprietati generale ale varietatilor, precum si sd gdsim un sir de aplicatii nontriviale.

Vom apela la notiunea de gen si clasd cunoscute in literatura de specialitate si studiate Intr-0
forma netriviala in mai multe lucrari [63], [64], [211]. In acest context, are loc

Teorema 4.4.4. Daca varietatile V" si V' au acelasi gen, atunci acestea apartin aceleiasi
clase.

Demonstratia teoremei se obtfine in mod trivial daca tinem cont de definitia cubului abstract
(a se vedea definitia 4.1.2) si a procubului respectiv. Demonstratia completa a acestui rezultat se

regaseste in lucrarea [15].

Teorema 4.4.5. Daca 1" si 1 sunt cuburi coerente ale complexului 3", intersectia carora
reprezintd un cub (M —1)-dimensional din 3", adica 1" N1 =1"" e "™, atunci coeficientii
de incidentd ai acestor cuburi in raport cu cubul 1" satisfac relatia: & (m,0) =—¢} (m,0).

Demonstratie. Folosind notiunea de coerentd si o-incidenta a cuburilor complexului 3",

definite in paragraful 4.1, obtinem urmitorul sir de rationamente. Fie cuburile 1" si 1" sunt

m-1
I t

coerente, deci & (m, o) =+1 (cazul cand 1" si sunt noncoerente se examineazd in mod
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similar). Luand in consideratie cd cuburile 1" si I]' sunt coerente, rezultd ca 1] si fateta
acestuia 1" (I =" n1]") sunt noncoerente. Prin urmare, &/ (m,0) =-1. Astfel, se obine
egalitatea: & (m,0) =—¢/(m,0).

Fie acum V." o varietate cubica orientabild, adica in V" existd un lant cubic m -dimensional
L" € ™ incat oL™ =0. Vom spune cd o varietate cubica V," este totalmente coerenti daca
toate cuburile n-dimensionale ale acesteia au aceeasi orientare.

Teorema 4.4.6. O varietate cubica V| este totalmente coerentd.

Demonstratie. V" Mentionam mai intai ca o varietate, determinatd de simplexe abstracte,

contine A -ciclu n -dimensional, ceea ce inseamnd ca ea este orientabila, prin urmare este
totalmente coerenta [212]. Totodata, orice cub abstract n -dimensional este construit din
procuburi, care la randul lor sunt reprezentate prin simplexe abstracte (a se vedea definitia 4.1.2).
Deci orice complex de cuburi abstracte este un complex de simplexe. Aceasta din urma si
demonstreaza teorema.

La studierea varietatilor cubice un rol important il joacd contururile Euler. Vom examina in
continuare problema existentei conturului Euler al varietatilor V" si V' pentru cazul cand
dimensiunea n este para. Conturul Euler al varietatii cubice, fiind examinat pentru prima data in
lucrarea [19], si-a gasit in continuare aplicatii netriviale importante, expuse in [23], [153].

Teorema 4.4.7. Daca N este o varietate cubicad abstractd cu dimensiunea N pard, atunci
aceasta admite un o-contur Euler cu dimensiunea (n—1).

Demonstratie. Conform teoremei 4.4.6, varietatea V. este totalmente coerentd. Acestei
varietati 11 punem in corespondentd un graf orientat G cu mulfimea de varfuri ce corespund
cuburilor abstracte n -dimensionale din V.". Cu alte cuvinte, dacd V. este determinat de
complexul de cuburi 3" ={&¥°,&",...,&¥"}, atunci card X =cardl” (aici X, este multimea
de varfuri din G). Daca &" ={I/,1],...,1; }, atunci consideram ca varful x; al grafului G
corespunde cubului 1" din 3". Arcele grafului G corespund cuburilor (n—1)-dimensionale din
3". Notdam multimea de arce prin Uy ={u,,uy,..,u, ¥}, By =card&@"*. Vom determina
orientarea arcelor in modul urmator: daca cuburile n-dimensionale Ig si I; sunt coerente si au
o singura fagetd comund, atunci in G avem arcul U, =(X,,X,) €U . Graful G, definit precum a

fost descris mai sus, este conex forte.
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Orice cub n-dimensional al varietatii V' contine n perechi de fatete (n—1)-dimensionale
opuse, orientate in mod diferit. Aceasta inseamnd ca dacd in G exista arcul u, =(x,,X,) ce

porneste din varful X, atunci se va gdsi numaidecat si un arc care intrd in X,. Prin urmare,

p b
fiecare varf din G are grad par, ceea ce inseamna ca in G exista contur Euler [5], [302]. Tinand

cont de sirul de cugetari expuse mai sus, rezulta ca in V" existd o-contur Euler n-dimensional.
Similar situatiei de existentd a o-conturului Euler pentru V. se studiazd existenta A -
conturului Euler pentru varietatea V', determinatd de un complex de simplexe abstracte.

Teorema 4.4.8. Pentru o varietate abstracta, orientabild si conexa forte V', cu dimensiunea

para n exista A-contur Euler (n—1)-dimensional daca familia simplexelor n-dimensionale din

V, reprezintd o varietate cubicd.

Tinand cont de teoremele 4.4.6 si 4.4.7, demonstratia teoremei 4.4.8 reprezinta un exercitiu

pur tehnic.
4.5. Complexe omogene si transversale n-dimensionale

in capitolul 1 a fost definitd notiunea de transversali ca o multime cu proprietiti speciale ce
contine cate un element din fiecare multime a unei familii de multimi ./ (a se vedea definitia
1.1.12). Conditia b) din definitia respectiva este destul de dura dat fiind faptul ca prin aceasta se
impune ca transversala si contin cite un element din fiecare multime a familiei F . In cele ce
urmeaza vom aplica notiunea de transversald pentru un complex de cuburi abstracte, inlocuind
conditia b) prin alte conditii, mai firesti si mai utile din punct de vedere al aplicatiei acesteia la
solutionarea problemelor aplicative. Una dintre aceste probleme este problema medianei, despre
care vom discuta in capitolul urmator.

Vom incepe cu studierea unui caz special al complexului de cuburi, si anume al complexului

omogen de cuburi abstracte.

Fie (X; ,X; - X; ) reperul unui cub n-dimensional I". Conform definitiei 4.1.2, perechile
de elemente (xij,xim), 0<j<n, reprezinta cuburi 1-dimensionale abstracte Ii = (X, %)
I} =X, % )i 1} =(X_,X ), pe care se construieste cubul 1". Cortegiul (i, i, ..i,) format
din indicii reperului este o permutare a sirului ordonat (0,1, 2,...,n) si aceastd permutare

determind semnul cubului 1" . Astfel, vom vorbi despre cuburi orientate pozitiv si cuburi

orientate negativ (a se vedea definitia 4.1.3).
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Mentionam ca, cortegiul de indici (iovil,iz,...,iin) care determind semnul cubului n -

dimensional 1", descrie in mod univoc si un quasisimplex n -dimensional (punctele

X Xi 3 X yeeny X

0, PREAFELLE

servesc drept varfuri ale acestui quasisimplex). Din aceste considerente, vom

in
spune ca cubul determinat de reperul r are acelasi semn ca si simplexul (Xio  Xi Xi g X, ) -

Definind in paragraful 2.1 complexul de relatii multi-are, S-a mentionat ca multimea de
elemente X ={x,,X,, ..., X, }, ce servesc drept varfuri ale complexului, se ia dintr-o altd multime
M , cardM <o . E o chestiune importantd, ce se manifesta la solutionarea problemelor
aplicative. Una dintre aceste probleme se va examina in ceva mai tarziu, in paragrafele 5.1 si 5.2.
Prezenta punctelor din M genereaza, la randul sau, necesitatea introducerii unor notiuni speciale
si studierea proprietatilor lor.

Definitia 4.5.1. Un cub 1 -dimensional se numeste abstract-convex daca intersectia
vacuumului acestuia [19] cu vacuumul oricarui alt cub 1-dimensional contine cel mult un punct
comun xeM . Uncub I™, 2 <m<n, se numeste abstract-convex daca intersectia acestuia cu
oricare altcub 1, 2.<q<n, contine cel mult un cub abstract-convex1-dimensional.

Notiunea de cub abstract-convex, numit uneori cub A-convex, a fost introdusa odata cu
incercdrile de a elabora metode eficiente de solutionare a problemelor cu caracter aplicativ,
precum ar fi problemele de amplasare [19], [21], [160], [165], [184]. Astfel, proprietatile
cuburilor abstract-convexe sunt folosite la cautarea medianei intr-un complex de cuburi abstracte
cu multimea de varfuri X < M . Pentru astfel de complexe, precum si pentru diverse variatii si
generalizari ale acestora, au fost elaborate metode de calcul a medianei, fara utilizarea metricii
spatiului, care garanteaza amplasarea medianei respective in multimea X [22], [166], [178].

Similar celor mentionate de Boltyanski [305] si Hilton [32], se poate usor de demonstrat ca
o varietate abstracta V", orientabila si fara borduri [117], [19], determinata de un numar finit de
cuburi n -dimensionale si abstract-convexe ( A -convexe), poate fi orientata cu respectarea
proprietatii: oricare doua cuburi n-dimensionale arbitrare din V", care dispun de o intersectie
dintr-un cub (n—1)-dimensional, sunt orientate ambele pozitiv sau negativ. Altfel spus, pentru

aceste doua cuburi abstracte exista un drum n -dimensional [130] ce le uneste — asa-zisa
orientare forte, precum e si pentru un graf orientat si conex [5]. (Notiunea de orientare forte se

intalneste si la alte structuri discrete, de exemplu, la grafurile orientate [5]).

Definitia 4.5.2. Fie V" o varietate abstracta, determinata de cuburi abstract-convexe, iar

X si X" doud puncte din mulsimea infinité M [130], care nu aparin lui V" si determing un cub
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1-dimensional abstract-convex. Fie cd muchia (x,x) intersecteaza V." intr-un numar impar de
puncte din M . /n V. existi doud puncte x, si x, ce determing un cub 1-dimensional
nonorientabil (muchie) din V", notat prin (x,,x,) . Consideram ca interseczia muchiilor (x,x")
si (%, X,) constd doar dintr-un singur punct ye M . Punctele x si x apargin lui V,". Unul
dintre aceste doud vacuumuri il vom considera intern, notandu-l prin intV.", iar altul — extern,
notandu-1 prin extV." (o situasie care generalizeaza teorema lui Jordan si Holder [63], [64]).

Ca si in cazul G -complexului de relatii multi-are, vom numi schelet p-dimensional al
complexului cubic 3" ={&¥°,&",...,&"}, multimea tuturor cuburilor cu dimensiunea cel mult
egalacu p, 0< p<n. Scheletul p-dimensional se va nota prin sk(p)3J".

Evident, sk(p)3J" este un subcomplex al lui 3", iar sk(1)3" reprezinta un graf orientat [5]
al acestuia. Vom nota acest graf prin G =(X;U), unde X =a¥°, iar U =&". Prin urmare,

cuburile 0 -dimensionale si cele 1-dimensionale ale complexului 3" reprezinta varfurile si
arcele din G.

Sa consideram c¢a sunt cunoscute grupurile de o-omologii ale complexului 3":

o' (3",2), o’ (3",2),..., 0" (3", 2),

definite si studiate in paragraful 4.2.

Definitia 4.5.3. Un complex de cuburi abstract-convexe 3", ce satisface condiriile:

a) dacd 1°, 0< p<n, este un element al lui 3", atunci si orice fagetd 1* < 1°, 0<k < p,
este un element din 3";

b) pentru fiecare doud cuburi 1™ si 1" din 3" intersectia 1™ N 1°2 este vidd sau
reprezinta un element din 3", 0< p,, p, <n;

c) orice cub abstract 1* din 3", 0<k <n, apartine cel putin unui cub n-dimensional 1"
din 3";

d) oricare doua subcomplexe minimale 3] si 3, din 3", care verifica conditiile a)-c) si
3] U3, = 3", poseda proprietatea: intersectia 37 N3, reprezintd un subcomplex I° < 3",
cu dimensiunea p=n-1;

e) grupul de omologii de rangul zero este izomorf cu grupul numerelor intregi Z , adica

0’ (3",2)=Z; (4.29)
f) grupurile de omologii de rangul 1,2,3,...,n sunt izomorfe cu zero, adica

195



o'(3",2)= o0’ (3",2)=..=0"(3",2) =0, (4.30)
se numeste complex absract omogen n-dimensional si se noteaza prin 3.
Respectarea conditiilor e) si f) din definitia 4.5.3 pentru complexul 3, inseamna ca acesta

este conex si aciclic. Pentru a ne convinge ca complexul 3, este intradevar conex si aciclic e

suficient sa ne convingem ca orice ciclu m-dimensional al acestuia poseda proprietatea A) din

paragraful 4.2. (Vom respecta aici terminologia din [32], [305] pentru structuri discrete.)

Definitia 4.5.4. Mulgimea tuturor cuburilor (n—1)-dimensionale ale complexului J', , care
apartin doar unui singur cub n-dimensional 1" din 3, se va numi frontiera a acestui complex
si se va nota prin bd3J',, iar mulsimea vacuumurilor tuturor cuburilor din 3, ce nu aparin
frontierei bdJ’,, se va numi interiorul acestui complex si se va nota prin int3}.

In paragraful 4.4 a fost definita notiunea de varietate sferici X" (a se vedea definitia 4.4.4)

cu ajutorul caracteristicii Euler a varietdtii abstracte, orientabile si fara borduri, determinata de

G -complexul de relatii multi-are X" =(R°, &', ..., @"). La randul siu, si complexul de
cuburi abstracte 3" defineste o varietate cubica abstractd n -dimensionala V." (a se vedea

definitia 4.4.8), caracteristica Euler a cdreia este determinata de egalitatea:

n .
V) =x(3") = Z(—l)'ai, unde ¢, reprezintd numarul de cuburi i -dimensionale din 3",
i=0

0<i<n.Daci varietatea V" este de genul p [32], [305], atunci aceasta se va nota prin V."*. In
cazul p=0, vom considera V."° =V".
Definitia 4.5.5. Varietatea cubica orientabila V."*, determinata de complexul de cuburi

abstracte 3" ={&¥°,&",...,.&"}, se numeste sfera abstractd n-dimensionald, daca satisface
una din egalitarile:
2(V"P) =2, pentru n-— par,
2(V"P) =0, pentru n—impar, (4.31)
si se noteaza prin Q%" =V P,
Teorema 4.5.1. Daca 3, este un complex cubic n-dimensional abstract si omogen, atunci

frontiera acestuia bd 3" reprezinta o sfera abstracta (n—1) -dimensionalg Q8"*.
A

Demonstratie. Mai intdi vom arata ca frontiera bd 3, a complexului cubic omogen J', este

o varietate cubica abstracta si orientabila (n—1)-dimensionala V" cu genul p=0.
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Presupunem contrariul. Fie p>0. In aceste conditii, tinand cont de omogenitatea lui bd 3",
si de ipoteza ca p >0, imediat obtinem contradictia: complexul bdJ’, nu este aciclic. Ultima
afirmatie rezultd din conditia f) a definitiei 4.5.1: varietatea V."™" poate fi tgiatd printr-o
varietate V"9, 1< q< p, si in acest caz va avea loc, cel putin, relatia o"™* (V" *?,Z) = 0 [130].
Insd chiar si in cazul acesta, avand respectarea egalititilor (4.30), e posibil ca V"™ sa nu fie

varietate, ceea ce ar insemna ca parametrul p isi pierde rostul. Conform omogenitatii lui 3,

aceasta conduce la faptul ca acest complex contravine propriei conditii d) din definitia 4.5.3: nu

n

existd doud subcomplexe 3}, si I}, pentru care I, NI, =355, unde 0<p<n-2.
Prin urmare, V" *? =V = Q8"*.
Teorema 4.5.2. Daca V""" este o varietate orientabila, determinata de cuburi abstracte si

A-convexe, pentru care orice ciclu cu dimensiunea k, 1<k <n-1, este o-omolog cu 0, atunci

VP este o sferd-corp (o bila) abstracta n-dimensionald.

Demonstratie: Evident, varietatea V."? este conexa [130]. Prin urmare, o°®(V,"?,Z)=Z.
Fie z& un ciclu arbitrar al varietitii V."?. Daca toate ciclurile cu dimensiunea k, 1<k <n-1,
sunt omoloage cu zero, atunci aceasta inseamna ca in sk(k)V.'" fiecare astfel de ciclu
margineste un subcomplex V. Situatia respectiva conduce la faptul ci subgrupul &7 (o) si

grupul de cicluri &™ (o) coincid. Deci grupul cét e lipsit de cicluri nonomoloage cu 0, de unde

rezulta ci o*(V."?,Z) =0, 1<k <n-1. In aceste conditii au loc relatiile:

IjO(VCrI‘p'Z)EZ!
o' VM, Z)= o (VP Z) == 0" (VP Z) =0,
o"(V'",Z2)=Z.

Considerand egalitatea Euler-Poincare [165], obtinem:

S ENYE P YEII

i=
unde «; este numarul de cuburi i -dimensionale ale lui V."?, iar r, — rangul grupului o' (V,"",Z),
0<i<n. Carezultat, constatam:

2, pentru n—par,

;((\/C”'p)=1+O+...+O+(—1)”1:{ )
0, pentru n—impar.

Conform definitiei 4.5.5, varietatea examinata V" este o sfera abstracta n-dimensionala Q%".
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Corolarul 4.5.1. Varietatea abstracta, determinata de frontiera unui cub abstract-convex
k-dimensional, 0 <k <n, reprezinta o sfera abstracta (k —1)-dimensionalg, iar cubul respectiv
reprezintd o sferda-corp abstracta k -dimensionala.

Corectitudinea afirmatiei rezulta imediat din teoremele 4.5.1 si 4.5.2, daca tinem cont de
faptul ca familia tuturor fatetelor (proprii si improprii) ale unui cub abstract reprezintd un
complex de cuburi abstracte (a se vedea definitia 4.2.2) ce respecta conditiile teoremelor
enuntate.

Importanta, din punct de vedere al aplicatiilor complexelor de cuburi la solutionarea

problemelor cu caracter aplicativ, examinate in capitolul 4, este urmatoarea
Teorema 4.5.3. Daca Q8" este o sfera abstractd determinatd de frontiera bdJ', a unui
complex omogen 3, de cuburi abstract-convexe, atunci aceasta dispune de cel pugin un cub

(varf) 1° e ¥°, ce apartine exact la n cuburi 1-dimensionale (muchii).

Pentru a demonstra aceasta teorema sunt necesare examinari suplimentare, referitoare la
complexele de cuburi ce corespund definitiei 4.5.3. Vom incepe cu o lema ce tine de existenta
complexelor omogene de cuburi abstracte cu proprietdti speciale ale multimilor de cuburi ce

formeaza interiorul si frontiera complexului.
Lema 4.5.1. Exista cel pufin un complex omogen n -dimensional 3, cu proprietatea ca
orice cub 1°” e¥® din int3},, care intersecteaza frontiera bdJ', cel mult printr-un cub cu

dimensiunea p-1, 1<p<n, este incident la un numar nu mai mic de 2" cuburi n -
dimensionale.

Demonstratia se face intr-un mod constructiv. Fie dat un cub 1.'. Lipim lui I un alt cub
="

I), incat 1 N1, , s1 continudm acest proces astfel Incat sd nu intrdm in contradictie cu

definitia 2.5.1. Tinand cont de definitia complexului omogen de cuburi abstracte (a se vedea

definitia 4.5.3), procedura propusa de construire este realizabild si finita. E suficient a opri acest
proces cand obtinem un complex abstract arborescent I, (se va tine cont de faptul ca afirmatia

din lema este o afirmatie de existenta).

Conform celor expuse anterior, putem considera ca orice sfera abstracta n-dimensionala
Q%" este determinata de un complex de cuburi abstracte n -dimensionale sau cel putin de
simplexe abstracte. Evident, pentru orice sfera abstracta Q5" exista totdeauna un complex de
cuburi abstracte 3™ (nu numaidecat si omogen), incat frontiera acestuia este Q8". Interiorul

complexului 3™ se va considera ci este interiorul sferei n-dimensionale Q%" si se va nota prin
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intQ%" . Reuniunea Q%" UintQs" se numeste sferg-corp (disk) cu dimensiunea n+1 (prin
analogie cu cele cunoscute din [117, 130]).

Pentru a examina posibilitatea utilizarii complexului omogen de cuburi abstracte la
solutionarea unor probleme cu caracter practic, sunt necesare niste examinari auxiliare. Mai Intai

vom defini notiunea de clasa de muchii (cuburi 1-dimensionale) paralele ale unui complex
omogen 3% . Fie 1" un cub n-dimensional, iar 1] si 1] doua fatete (n—1) -dimensionale
opuse ale acestuia (in total avem n perechi de fatete opuse). Intre varfurile acestor fatete exista
2" muchii ale cubului 1".

Definitia 4.5.6. Muchiile cubului 1", care unesc varfurile fatetei 1™ cu varfurile fatetei
1,7, se numesc muchii paralele ale acestui cub.

Multimea celor 2" muchii paralele dintre doua fatete fixate (n—1)-dimensionale din 1" o
vom nota prin £°(1").

Evident, componenta acestei multimi este determinata in mod univoc de perechea de fatete
opuse 1" si 1), Intr-un cub I" exista n multimi distincte de muchii paralele (1),
(1", .. £,(1").

In cele ce urmeazi vom construi, printr-o procedur iterativd, o familie specialad de cuburi

n -dimensionale. Initial, consideram ca numarul i de cuburi al acestei familii este i=0.

Construim familia respectiva prin aplicarea urmatorilor 4 pasi:

P1. Alegem un cub n-dimensional 1" al complexului 3. Deci, putem considera i=1.
Notam prin &7 (1) ={I"} familia respectiva de cuburi, iar prin & (¥; (1)) — una dintre

mulzimile de muchii paralele ale lui 1".

P2. Fie ca de acum au fost selectate anumite i >1 cuburi n-dimensionale din J',. Astfel

am obyinut o familie de cuburi abstracte &7 (i), pentru care se cunoaste mulsimea de muchii
paralele £ (7 (i)).

P3. Alegem un cub nou (daca exista) 1! e &" \&¥; (i), care conyine cel pugin o muchie din
£ (7 (i)) . Notam prin £°(1') mulsimea de muchii paralele ale acestui cub, care satisface
relasia (7 (1)) & (1) # 0, si formam mulsimile noi

& (i +1) =T (YUl
F(F) (i +1) =2 (&} (i) v (1),
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P4. Repetam procedura descrisa in P3 pdna cdnd e posibil. Deoarece se studiaza doar

complexe omogene n-dimensionale finite, la un moment dat vom ajunge la situatia cand nu vom
mai putea selecta un cub n -dimensional din 3, ce satisface conditia din P3. In acest caz

consideram construita familia cautata de cuburi n-dimensionale.

Definitia 4.5.7. Familia de cuburi n-dimensionale, construita in conformitate cu pasii P1-
P4, se va numi transversala n-dimensionala a complexului 3. Vom nota aceasta familie prin
T",iarprin £ (T") — clasa (mulfimea) respectiva de muchii paralele.

Conform definitiei 4.5.3, orice complex omogen n-dimensional J', contine m>n clase de

muchii paralele, pe care le vom nota prin &7,%5,,...,&,,. Egalitattea m=n are loc doar in cazul

cand ', este format dintr-un singur cub n-dimensional 1".
Din cele relatate mai sus rezulta ca orice clasa de muchii paralele &, 1<i<m, determina o

transversala n-dimensionala, si invers, orice transversala n-dimensionala determina o clasa de

muchii paralele. Totodata, vom considera ca orice clasa de muchii paralele &, 1<i<m,

genereaza in mod univoc un subcomplex omogen n-dimensional de cuburi abstracte (a se vedea

definitia 4.5.3). Acest subcomplex este determinat de familia fatetelor atat proprii, cat si

improprii ale tuturor cuburilor n -dimensionale din transversala T.," si satisface conditiile
teoremelor formulate anterior. VVom nota subcomplexul respectiv prin 3.
Corolarul 4.5.2. Subcomplexul n-dimensional 3, generat de clasa de muchii paralele &,

1<i<m, acomplexului J', este un subcomplex n-dimensional din 3.

Frontiera complexului 3! contine exact doua subcomplexe maximale (n—1)-dimensionale
si aciclice, care nu contin nici 0 muchie din clasa respectiva de muchii paralele 5 . Notam aceste
subcomplexe prin Iy si I, . A priori vom numi J{;) fateta de ,stanga”, iar Jj, — fatetd de
,»dreapta” a transversalei T,".

Definitia 4.5.8. Reuniunea vacuumurilor tuturor cuburilor abstract-convexe cu dimensiunea
k, 1<k <n, care aparsin complexului 3!, dar nu apartin fasetelor de ,, stdnga” si de ,, dreapta”
ale transversalei T.", se va numi vacuum al transversalei respective si se va nota prin 2°(T.").

Corolarul 4.5.3. Orice transversala T," a unui complex abstract si omogen 3, divizeaza
acest complex, prin intermediul vacuumului sau 7" (T."), in doua complexe conexe de cuburi, iar

fiecare dintre acestea nu este neaparat si omogen, avdnd cel pusin dimensiunea egala cu n—1.
200



Definitia 4.5.9. Transversalele n-dimensionale Til”,Tiz",...,Tin ale unui complex abstract si
q
omogen 3, determinate de clasele de muchii paralele ?ﬁl",?ﬁz",..., Z", 2<q<m, se numesc
q

transversale vecine doud cdte doud, daca oricare doua transversale T.",T.", 0<i,,i <q,
r S

1
satisfac condiriile:

a) %‘(TI:) m7(-|-i:)?"f@;

1 Is

b) clasele de muchii paralele & si & conyin, respectiv, cel putin cdte o muchie 1, € & si
r

I, ZJ , care la randul lor au un varf comun.

Din definitia 4.5.9 rezulta urmatoarele. Pentru o transversala Ti: vom nota fatetele de

»stanga” si de ,,dreapta” prin Tis(l) si Ti:(z). Daca transversalele Til",Ti;,...,Tin sunt vecine doua
q

q
cate doua, atunci exista o transversala, in general ramificata, Til” =uUT" mTi:, care divizeaza
a =1 )
~noA : : N H N
3% In mai multe subcomplexe conexe. Vom nota prin St\sik(l) sl dr\sik(z) componentele

determinate respectiv de fatetele de ,,stanga” si de ,,dreapta” ale transversalei n-dimensionale

n

Ti: . Este evident c&, pentru aceste componente se respecta relatia: St‘Is’i”k o = Ja \dr3; ).

Fie T", 1<i<m, o transversald oarecare a complexului 3}, si 3{;) fateta de ,stinga” a

acestuia. Fatetei de ,,stAnga” 1i corespunde transversala n —1-dimensionala Ti?l‘)l.

Definitia 4.5.10. Subcomplexul maximal conex (n—1)-dimensional al complexului J', cu
proprietarile:

1) acest subcomplex conrine faseta Si"(ﬁ a transversalei T." ;

2) oricare doua cuburi (n—1)-dimensionale ale acestui subcomplex nu apar¢in unui cub n -

dimensional din 3,

se numeste transversala@ (n—1)-dimensionala, determinata de trasversala n-dimensionala T,",
1<i<m.

Conform definitiei, orice transversala n -dimensionala a lui 3}, determina exact doua
transversale (n—1) -dimensionale. Totodata, o transversala (n—1) -dimensionala poate fi
determinata de mai multe transversale n-dimensionale.

Prin analogie cu notatia transversalei n-dimensionale, transversala (n—1)-dimensionala o

vom nota prin T"*.
201



Transversala (n—1) -dimensionala determinata de transversala T," si care contine fateta

S{‘(ﬁ a acesteia se va nota prin Ti(”l‘)l, lar cea care contine fateta Si”(g — prin Ti?z‘)l.

Lema 4.5.2. Daca T;" este o transversala n-dimensionala din 3%, iar T si T, sunt
transversalele (n—1) -dimensionale ale lui 3% , determinate de transversala T." , atunci

n-1 n-1 _ .
Ty NTigy =D, 1<i<m.

Demonstratie. Fie existd doud transversale (n—1)-dimensionale T )' si T, determinate

de o transversala n -dimensionala T." , incat intersectia acestora nu este vidi. Luind in

consideratie faptul ca T;i;,' si T;¢;)' reprezinta fatetele de ,,stAnga” si de ,dreapta” ale transversalei

T.", rezulta ca T," se autointersecteaza. Ar putea avea loc urmatoarele doua cazuri:

a) cel putin una dintre fatetele Si"(bl sau SPS nu margineste niciun subcomplex din 3, . In

aceste conditii, existd 1<k <n—1 incat grupul de omologii o* (3%,Z) nu este izomorf
lui 0. Obtinem contradictie cu faptul ca 3, este un complex omogen de cuburi abstracte
(a se vedea definitia 4.5.3);

b) subcomplexul marginit de una dintre fatetele Si"(ﬁ sau Sin(g contine, la randul sdu, doud

subcomplexe, intersectia cdarora nu este complex omogen cu dimensiunea n—1. Aceasta
conduce la contradictie cu conditia d) a definitiei 4.5.3.
Deoarece 3, este un complex omogen de cuburi abstracte, contradictiile obtinute
demonstreaza ca afirmatia lemei este adevarata.
Vom reveni acum asupra demonstratiei teoremei 4.5.3.

Demonstratie. Mentionam, mai intdi, cd un complex omogen de cuburi abstract-convexe

satisface conditiile definitiei 4.5.3. Prin urmare, pentru acest complex sunt adevarate teoremele
4.5.1si4.5.2. Fie Q8" este sfera abstracta determinati de frontiera bd 3, complex omogen 3%,
de cuburi abstract-convexe. Aceasta sferd este divizata in cuburi ce formeaza un complex cubic

abstract-convex omogen (n—1)-dimensional. In complexul 3, sunt m clase de muchii paralele
care determina, la randul lor, transversalele n-dimensionale T,",T,,..., T . Alegem transversala
Tik1 . Ea apartine unei succesiuni maximale de transversale Tiln ,Tizn ,...,Tirn ,1<r<m, cu
proprietatea cd intersectia TiS” r\Tii1 reprezinta o transversala (n—1)-dimensionald, 1<s<r-1.

Consideram ca T;" =T;" (in caz contrar ne deplasdm pand la T;"). Conform lemei 4.5.2, are loc
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egalitatea T,y N\T,"; =@ . Actiondm asupra transversalelor T" si T"; . Luim o altd
r r r r

transversala n-dimensionald, ce nu apartine succesiunii mentionate mai sus TiI",TiZ",...,Tin , Insa
r

care intersecteaza T," si T,";, (fie aceasta se alege din succesiunea T, T/ s T, ). Procedam la
r r

fel ca si in cazul transversalei T,". Ca rezultat vom avea selectate doud transversale n -

dimensionale T.", T; si doud (n-1) -dimensionale Ti"(‘zl), Tj:é). Fiecare dintre perechile
r q r

indicate au intersectie nevida. Repetam procedura descrisa de n ori. In final, vom obtine ci toate
aceste transversale se intersecteaza printr-un cub n -dimensional 1" e &". Acest cub este
abstract-convex. Cubul 1" contine un varf de pe fasia circulara de cuburi (n—1)-dimensionale,
care are un varf 1° e &° cu n muchii incidente lui. Deci, afirmatia teoremei 4.5.3 e adevarata.

Notiunea de transversald n -dimensionald, precum si cea (n—1)-dimensionald, poate fi
generalizata pentru cazul unui complex cubic arbitrar, conex si aciclic, care nu neapdrat este si
omogen. Cu alte cuvinte, e vorba de complexul de cuburi abstract-convexe 3", ce satisface
conditiile:

a)daca 1?, 0< p<n, este un element al lui 3", atunci si orice fageta 1 = 1°, 0<k<p,
este un element din 3";

b) pentru fiecare doud cuburi 1™ si 172 din 3" interseciia 1™ N 1" este vidd sau

reprezinta un element din 3", unde 0< p;, p, <n;

c) complexul 3" contine cel putin un cub abstract n-dimensional 1";

~

d) pentru oricare doud subcomplexe 3] si I, din 3", care verifica conditiile a)-c), si
3] U3, =3" poseda proprietatea: intersectia 3; N3}, reprezintd un subcomplex 3° < 3",
cu dimensiunea p=n-1,;

e) grupul de omologii de rangul zero este izomorf cu grupul numerelor intregi Z :

o’ (3",2)=Z;
f) grupurile de omologii de rangul 1,2,3,...,n sunt izomorfe cu zero:
o' (3",2)= 0 (3",Z2)=..= 0" (3",2)=0.

Aceste complexe se deosebesc de cele omogene prin reformularea conditiei c¢) a definitiei
4.5.3. Reprezentarea geometricd a unui astfel de complex este data in figura 4.3.

Pornind de la definitia constructiv-algoritmica a clasei de muchii paralele si a transversalei

n -dimensionale, constatam:
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Fig. 4.3. Complex neomogen de cuburi, conex i
aciclic

a) doua muchii determinate de cuburile 1-dimensionale I} si 1. ale complexului cubic 3"

sunt paralele daca in 3" exista o succesiune de cuburi 1-dimensionale
1 1 1 1 1
Ijzlal’ltlz""’latzlk'

1
I sy

A A o . . 1 . .. e ..
incat fiecare doua cuburi vecine 1, , ale acestei succesiuni reprezinta muchiile
S

disjuncte (opuse) ale unui cub 2-dimensional din 3". Multimea maximala de muchii
paralele ale complexului 3" formeaza o clasa de muchii paralele.

b) multimea cuburilor abstracte din 3" ce contin muchii ale clasei &, in calitate de fatete

1 -dimensionale se numeste transversala a complexului J" si se noteaza prin
T(Z),1<i<m.
Mentionam ca, in cazul complexelor omogene de cuburi abstracte, fiecare clasa de muchii

paralele contine cel putin 2" cuburi 1-dimensionale. In cazul unui complex arbitrar de cuburi

abstracte (nu numaidecat omogen), fiecare cub 1-dimensional care nu este fatetd a unui cub cu
dimensiunea q>2 din 3", formeaza o clasd aparte. Pentru complexul reprezentat in figura 4.3
avem 11 clase de muchii paralele, printre care doud clase contin doar cate un element.

Vom studia in continuare cateva proprietiti generale ale transversalelor complexului J".

Teorema 4.5.4. Transversala determinata de o clasa de muchii paralele a unui complex
conex i aciclic de cuburi abstracte 3" este, la randul sau, un complex de cuburi abstracte
39,1<q<n, conex si aciclic.

Demonstratie. Fie T(£7) o transversalda determinatd de clasa de muchii paralele &5 a

n

complexului 3", iar q — dimensiunea maxima a cuburilor abstracte din 3" ce formeaza

transversala T(£7) . Astfel, avem un complex de cuburi 3% care satisface conditiile a)-c)

mentionate mai sus. Tindnd cont de definitia clasei de muchii paralele, rezultd ca JI° este
complex conex. Deoarece grupurile de omologii ale complexului 3¢ sunt subgrupuri ale

grupurilor de omologii ale complexului 3", rezulta ca 39 este un complex aciclic.
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Frontiera complexului 17, determinat de transversala T(£7) , este formata din doud

complexe maximale disjuncte cu dimensiunea (q—1) fiecare, ce nu contin nici o muchie din &, .

Vom nota subcomplexele respective prin I{g)l si |ﬂ£§- Acestea ar putea si sd nu fie conexe.

Fie 77(T(£7)) vacuumul transversalei T (&) care este reuniune a vacuumurilor cuburilor

complexului I, ce nu apartin subcomplexelor mentionate mai sus |17 si 175

Teorema 4.5.5. Transversala T(£7),1<i<m, a unui complex cubic abstract n -
dimensional, conex si aciclic, divizeaza acest complex prin intermediul vacuumului transversalei

T(£,) in doua complexe cubice cu dimensiunile ,1<q<n, care sunt conexe i aciclice.

Demonstratia teoremei rezulta imediat din faptul cd 3" este complex conex si aciclic,

precum si din definitia transversalelor respective.

Fie 3" un complex n-dimensional neomogen de cuburi abstracte. Prin urmare, in 3" exista

uncub 1" €1",0<r<n, care nu este fateta a cuburilor n-dimensionale din 3".

5 >3
2, M - l
- o -3
‘\" e —
' ’ . '
Y5 : :
/ o — r »
3, —» - :
) ] -~
o iy sl *-— ),
’
’
;-—-»- - T T

d —

'

’
-

33 3

e

Fig. 4.4. Complex neomogen de cuburi cu subcomplexe omogene cu
dimensiunile 1, 2 si 3

Vom nota prin T, 1<t <n, familia de subcomplexe omogene t -dimensionale, maximale
si conexe din 3". Evident, in cazul unui complex neomogen 3" avem:

1) C" =,

2) existdi o valoare a lui t,1<t<n, incat T'#@ (t>1 deoarece conform celor
mentionate anterior, se studiaza doar complexe de cuburi conexe si aciclice).

Astfel, intr-un complex neomogen, oricare doua subcomplexe omogene N -dimensionale
sunt legate prin sirul de subcomplexe omogene maximale 3", 352 ,...,32“ , 1<ny,n,,...n, <n, cu
proprietatile:

205



a) 37 €T’ 1< j<q;
b) n, #n,,, pentru orice ief{l, 2,...,.q-1}.

o~ <Ny

Evident, in sirul de complexe 3*, 322,..., 3., 1<n;,n,,... Ny <N, oricare doua vecine sunt

de dimensiuni diferite.
In figura 4.4 este dati reprezentarea geometrica a unui complex cubic neomogen conex si

aciclic cu dimensiunea trei, in care avem trei familii de subcomplexe cubice conexe si omogene:

~3 @3 @3
={3;,33,3:}

{uu

~1 @1 @1
={3,3;, 33}

Observdm cd complexele omogene 3-dimensionale 3: si 35 sunt unite prin sirul de
complexe omogene cu dimensiuni mai mici: 33,37, 32,

Pentru complexul omogen de cuburi abstracte 3" deja cunoastem notiunile de interior si
frontierd, notate respectiv prin int 3" si bd 3". Aceste notiuni pot fi generalizate {indnd cont de
particularitatile unui complex neomogen de cuburi abstracte, mentionate anterior.

Fie 3" un complex neomogen de cuburi abstracte, cu familiile de subcomplexe omogene

maximale conexe C*,TC?,..., C".

Definitia 4.5.11. Reuniunea U int1" se numeste interior al complexului 3" si se noteazd
1"e@"

prin int3". Diferenta 3" \int3" se numeste frontiera a complexului si se noteaza prin bd 3"
Mentionam ca frontiera unui complex neomogen de cuburi abstracte poate fi, la randul sdu,
un complex neomogen cu dimensiunea cel mult egald cu n—1. Aceasta situatie ar insemna ca

putem vorbi de o frontierd complexa cu portiuni de diferite dimensiuni r, 1<r<n-1.
Chestiune interesantd, ce poate constitui obiectul unui studiu aparte.

Precum s-a mentionat anterior, un cub n-dimensional |", impreuna cu toate fatetele sale,

formeaza un complex cubic abstract (a se vedea definitia 4.2.1), pe care il vom nota prin

3"(1"). Revenind la notatiile folosite in paragraful 4.1, cubul 1" se va interpreta:

" Z(FO'rl""'rn)7 I ={Xl}’ L, :{Xn}'

Fie I' o fatetd 1-dimensionald (muchie) a cubului 1", incidentd varfului X . Notim prin
TIT transversala determinati de clasa de muchii paralele ce contine muchia I, iar prin 3(x ) —

subcomplexul din 3"(1") determinat de T, ce contine varful x,. Respectiv, prin S(x_n) vom

nota cel de-al doilea subcomplex.
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Tinand cont de proprietatile cubului abstract n-dimensional, studiate in paragraful 4.1, vom

demonstra un rezultat util pentru examindrile ce urmeaza.
Teorema 4.5.6. Pentru orice transversala T, si orice multime T\,[n/2] <k <n-1, este
adevarata relatia:
card(3(x,)NT, ) > card(3(x,)NT,),
unde [n/2] este partea intreagd a numdrului n/2.
Demonstratie. Fie 1' fateta 1-dimensionali a cubului n-dimensional 1", incidentd varfului
X, . Notdm extremitatile muchiei I* prin a si b, considerand b= X,. Transversala T,
imparte cubul 1" in doud cuburi (n—1) -dimensionale 1™ si 1), astfel incat varful a
apartine lui 1], iar varful b — cubului 1*. Elementele multimii I, se afli la distanta (n —Kk)
de la varful b. Multimea I, este formata din doua submultimi:
a) S, — multimea tuturor varfurilor cubului (n—1)-dimensional 1™, ce se afli la distanta
(n—=k) delavarful b in cubul initial 1";
b) S; — multimea tuturor varfurilor cubului (n—1)-dimensional 1], ce se afld la distanta
(n—=k) delavarful b 1in cubul initial |".
Avand in vedere ci pentru orice varf z al cubului 1], ce apartine multimii Iy, in cubul "
are loc egalitatea d (b, z) = d(b,a) +d(a, z), precum si de faptul ci b este varf al cubului 1),

rezulta inegalitatea card(I';) > card(I""). Aceasta inegalitate confirma afirmatia teoremei.

4.6. Concluzii la capitolul 4

Cercetarile efectuate in cadrul capitolului 4 au fost determinate de cautarea unor metode
eficiente de solutionare a problemelor cu caracter aplicativ, care 1si gdsesc interpretarea
respectiva pe complexe de cuburi geometrice si diferite variatii ale acestora. In conditiile unor
astfel de complexe, deseori suntem nevoiti sa operam tinand cont de metrica spatiului in care
este amplasat complexul de cuburi. Situatia respectivd creaza anumite dificultati care se rasfrang
asupra eficientei metodelor si algoritmilor de solutionare a problemelor. Aceasta a servit drept
unul dintre motivele care a determinat necesitatea examinarii complexelor de cuburi abstracte, in
contextul celor expuse 1n capitolul 2 pentru complexul de relatii multi-are.

In capitolul 4, mai intdi se defineste cubul abstract n-dimensional cu ajutorul simplexelor

abstracte, pentru ca mai apoi acesta sd serveascd drept “caramida” necesard la construirea
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complexului de cuburi abstracte. Cercetarile se Incadreazd in schema folosita in capitolul 2 la
studierea complexelor de relatii. Cu ajutorul grupurilor de omologii au fost stabilite
fundamentele teoriei complexelor de cuburi abstracte.

Rezultatele teoretice obtinute in legaturd cu studierea complexelor de cuburi abstracte au
permis obtinerea unor rezultate aditionale, cunoscute in alte domenii ale matematicii. Printre
rezultatele ce Incununeaza studierea acestor complexe pot fi mentionate:

- a fost dedusa formulei Euler-Poincare pentru complexul de cuburi abstracte;

- au fost studiate proprietatile caracteristice ale varietatilor abstracte, determinate de

complexe de cuburi abstracte;

- au fost determinate conditiile de existinta a conturului Euler (n-1)-dimensional intr-0

varietate abstracta, orientabila si conexa forte;

- au fost studiate proprietatile transversalei n-dimensionale si (n-1)-dimensionale intr-un

complex cubic abstract, chestiune importanta la solutionarea problemei medianei.

Tinand cont de rezultatele obtinute in capitolul 4, deducem urmatoarele concluzii:

1. Prin complexul de cuburi abstracte a fost studiat un caz special al complexului de relatii
multi-are, important pentru solutionarea problemelor practice, ceea ce genereaza o
directie aparte de cercetare prin aplicarea metodelor topologiei algebrice;

2. Prin construirea grupurilor de omologii ale complexului de cuburi abstracte au fost create
premizele obtinerii unor rezultate analoage celor din topologia algebricd, importante
pentru stabilirea proprietatilor speciale, utile la elaborarea unei metode de calculare a
medianei fara a utiliza metrica spatiului respectiv;

3. Duducerea formulei Euler-Poincare pentru un complex de cuburi abstracte, a servit drept
un instrument eficient pentru examinarea proprietatilor varietatilor, determinate de un

astfel de complex, si clasificarea ulterioara a acestora.
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5. APLICATII ALE COMPLEXELOR DE RELATII MULTI-ARE

Precum a mai fost mentionat, fundamentarea directiei de cercetare, legatd de studierea
complexelor de relatii multi-are, a fost determinata, in primul rand, de necesitatea solufionarii
unor probleme importante cu caracter aplicativ, care puteau fi rezolvate intr-un mod eficient doar
pentru unele cazuri speciale. Intr-un final, rezultatele teoretice obtinute pentru complexul de
relatii multi-are au permis elaborarea unor metode eficiente de solutionare a acestor probleme,
avansand esential in aceasta directie. Printre ele se numara atat problemele cu caracter teoretico-
aplicativ, cum ar fi studierea varietatilor abstracte si clasificarea lor, precum si problemele
practice, cum ar fi problemele de amplasare. Problemele examinate tin de domeniul optimizarii
discrete, dezvoltat intens in ultimele decenii [308], [309].

Sa examinam unele dintre aplicatiile posibile ale teoriei complexelor de relatii multi-are.

5.1. Clasificarea varietitilor abstracte

Varietatea este consideratd drept una dintre notiunile fundamentale ale matematicii cu
diverse aplicatii teoretico-aplicative, cu ajutorul careia se concretizeaza si se generalizeaza
notiunea de suprafatd pentru dimensiuni oricat de mari. Studierea varietatilor incepe odata cu
dezvoltarea geometriei corpurilor fizice si se intdlneste in lucrarile clasice ale mai multor
matematicieni: K.Gauss — la examinarea proprietitilor suprafetelor in spatiul R*; H.Poiancare —
la examinarea suprafetelor in spatii cu dimensiuni mari; B. Riemann — la studierea ipotezelor
fundamentale ale geometriei, etc.

Odata cu fundamentarea teoriei complexelor de relatii multi-are, devine actuald problema

introducerii notiunii de varietate abstracta si studierea proprietatilor acesteia. Varietatile abstracte

n -dimensionale pot fi modelate in spatiul E?, n+1<d <2n+1, obtinand astfel varietitile
combinatoriale. Aceste varietati mai sunt importante prin faptul ca ele pot conduce la elaborarea
unor modele importante nu doar din domeniul matematicilor [42], [186]. Un studiu amplu ce tine
de corelatia dintre principalele clase de varietdfi n-dimensionale ii apar{ine matematicianului S.
Novikov [225]. Elementul de baza al varietatilor abstracte il constituie simplexul abstract,
precum si generalizarea acestuia — quasisimplexul abstract. Rezultatele ce tin de studierea acestor
varietati se regasesc in lucrarile [19], [23], [153], [156], [168], [177] si se folosesc la
solutionarea unor probleme aplicative pe complexe speciale de cuburi abstracte [130], [144].

In lucrarile [156], [212] a fost studiatd legitura dintre varietatea abstractd si un complex

simplu de relatii multi-are. In paragraful 4.4 au fost demonstrate mai multe proprietiti ale
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varietatilot abstracte degenerate, care le generalizeaza pe cele din [156], [212] si care vor fi
folosite in acest capitol pentru a obtine o clasificare a varietatilor degenerate.

Varietatea n-dimensionala si proprietatile acesteia au fost studiate de catre Boltiansky V.
[305], Teleman C. [62] s.a., fiind considerata, in primul rand, ca un spatiu euclidian de o anumita
dimensiune, numitd dimensiunea varietdtii. Fiecare punct de pe o varietate are o vecinatate

omeomorfa cu o multime deschisa a spatiului.

o . 1 A . . g A .
Notim prin Zm (x, &) sfera-corp in spatiul euclidian E"™ cu centrul in punctul x € E™" si
1 . .o .
raza ¢ > 0. Sfera-corp Zn+ (X, €) se mai numeste & -vecinatate a punctului x.

Definitia 5.1.1 [305]. Multimea N — E™ se numeste varietate n-dimensionald, n > 2,

daca pentru orice punct X € N exista o astfel de & -vecindtate Z(X,g) , Incdt intersectia
n+1 e . n n n+1
Z (X, &) NN reprezinta o multime omeomorfa cu sfera-corp z (0, )cE"cE"™.

Se cunoaste ca astfel de varietdti, numite si varietati combinatorice fara borduri, pot fi
divizate intr-un complex finit de simplexe [305]. Acestea nu sunt unicele varietati ce admit astfel
de divizari care, la randul lor, se folosesc pentru obtinerea unor rezultate importante din
domeniul topologiei algebrice. O conditie importanta o constituie lipsa bordurilor in aceste
varietati. Inainte de a formula unele rezultate aditionale celor descrise in paragraful 4.4, vom
defini notiunea de bord si vom vedea ce se Intdmpla in cazul asa-numitelor varietdti cu borduri

m -dimensionale, m>1.

Sd considerim un complex de relatii multi-are X" =(R°, &', ..., ®") si varietatea
abstractd degenerata 72", determinata de acest complex conform definitiei 4.4.2, examinata in
capitolul precedent.

In conformitate cu cele expuse in capitolul 2, notim prin 8}(m,A) coeficientul de A -
incidentd al unui quasisimplex Qj' al complexului GK" fin raport cu quasisimplexul

Q™*,1<m<n. Coeficientul g} (m,A) se descrie in modul urmator [130]:

g;(m,A)=[Q : Q™].

In cazul complexului simplu de simplexe abstracte [58] a fost definitd notiunea de vacuum
al simplexului [19]. In mod similar, aceastid chestiune o putem face si pentru cazul unui
quasisimplex, care diferd de un simplex obisnuit prin repetarea elementelor sirului respectiv
(quasisimplexul abstract este un simplex obisnuit cu bucle).

Fie ij = (X, , X, %; ) un quasisimplex oarecare cu dimensiunea k din complexul X" .
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Definitia 5.1.2. Daca coeficientul de incidenta 8; (k,A) :[Q;( 1 (-1)' Q"] este egal cu 1 in
k

raport cu orice fateta (K —1)-dimensionala Qik—1 a lui Q:-‘ , 1=01,.k, atunci Q;‘ \(U -D'QFM)
i=0

se numeste vacuum cu dimensiunea K al quasisimplexului Q;‘ , 1<k <n.

Vom nota vacuumul quasisimplexului Qf € &" prin Q'j Evident, diferenta QJK\Q'j
reprezintd, la randul sau, un complex de quasisimplexe (k —1)-dimensionale, 1<k <n. (diferenta
respectiva reprezintd un complex generat de fatetele (k —1) -dimensionale ale lui Q;‘ c@").
Acest complex se numeste bord cu dimensiunea k-1 al quasisimplexului Q;f. Astfel, din
varietatea data 72", se obtine o varietate noua prin eliminarea unui vacuum.

Sd admitem ca intr-o varietate degeneratd 72" au fost eliminate p, vacuumuri i -
dimensionale, 1<i<n.

Definitia 5.1.3. Varietatea degenerata 72" din care sunt eliminate p, vacuumuri n -
dimensionale, p,, vacuumuri (n-1) -dimensionale, ..., p, vacuumuri 1 -dimensionale, se
Numeste varietate degenerata cu p, borduri n-dimensionale, p, , borduri (n—1)-dimensionale,
..., P, borduri 1-dimensionale.

Pentru varietatea degeneratd cu p, borduri n -dimensionale, p, , borduri (n-1) -
dimensionale, ..., p, borduri 1-dimensionale vom nota prin P" =(p,, P,,... p,) caracteristica

de bord a acesteia, iar insdsi varietatea o vom numi varietate P"-degenerata, folosind pentru ea
9 S 9

notatia 727, . Usor se verifica ca varietatea P"-degeneratd nu mai respectd conditiile definitiei

4.4.2, reprezentand o structurd matematica mult mai complicatd. Proprietatile varietatilor
abstracte degenerate, demonstrate anterior, nu au loc si in cazul celor P"-degenerate. Varietitile
respective meritd 0 examinare aparte, care nu va constitui obiectul de cercetare in cazul prezentei
lucrari.
In cele ce urmeaza vom continua studierea varietatilor ce satisfac conditiile din definitia

4.4.2. Astfel de varietati sunt:

e inchise, adica fara borduri (se asigura de conditia a) din definitia 4.4.2);

e conexe (se asigura de conditia b) din definitia 4.4.2);

e omogene (conditia ¢) din definitia 4.4.2);

e fara gauri (conditia d) din definitia 4.4.2).
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Teorema 5.1.1. Grupul de omologii directe de ordin n al unei varietati abstracte
degenerate §i conexe forte 79" este izomorf cu grupul numerelor intregi, adica
AN(72",Z2)=Z.

Demonstratie. Intr-o varietate conexa forte 72" doud quasisimplexe n-dimensionale Q)
si Q/r} sunt unite printr-un drum n-dimensional Q) =Q/", Qy,...,Q",..., Q¢ =QJ.

Formdm A -frontiera varietatii 72" . Fiecare fatetd (n—1) -dimensionala a varietatii va fi
prezenta in aceastd frontiera exact de doud ori, cu semne diferite. Prin urmare, A 72" =0, ceea
ce inseamnd ca 72" reprezinti un A -ciclu. Astfel, are loc egalitatea
L"=72" =Q +Q; +..+Q; , sau L' =72" =-Q' -Q; —...—Q_ . Aceste sume reprezintd
niste A-cicluri, ceea ce asigurad relatia Z"(A) = A"(Z2",Z) = Z, deoarece nu existda A-cicluri
n -dimensionale si omoloage cu 0.

Vom prezenta in continuare cateva rezultate, necesare pentru examinarile ulterioare, si care
reprezintd de fapt o generalizare a rezultatelor obtinute pentru cazul complexului simplu de

relatii multi-are (a se vedea [11], [12]), folosind aceeasi tehnica de demonstratie.

Teorema 5.1.2. Daca intr-o varietate degenerata abstracta orientabila, fara borduri si

conexa forte 72", orice subvarietate (n-—1) -dimensionala sferica si orientabild Zn_l
divizeaza 72" in doud componente conexe, atunci 72" reprezinta o varietate sferica, adica
7" ="

Demonstratie. Fie 72" varietatea abstractd ce corespunde unui complex generalizat de

relatii multi-are si satisface conditiile teoremei. Din cele examinate anterior deducem ca

frontiera-complex X" a unui simplex abstract n -dimensional reprezinti o varietate sferici
abstracta (n—1) -dimensionald. Aceasta garanteaza existenta subvarietatii Zn_lc 72", care
satisface ~ ipoteza  teoremei. = Examindm  sirul de  schelete  p-dimensionale
K cK' c..cXK" X", 0<p<n, ale varietitii degenerate 72", privindu-le ca
complexe de relatii multi-are, si un sir de subvarietati sferice arbitrare:

Zlczzc...czmc...cznflc 79" =X" . (5.1)

~

Conform ipotezei teoremei, Z”‘l divizeaza complexul GX" in doud componente conexe,

~ a L = . 1 nd - e
@('IUZT ' si XK, UZZ ' unde Z: ' si Z; sunt doud copii ale lui Zn g Tinand cont de
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definitia notiunii de schelet al unui complex de relatii multi-are [130], precum si de succesiunea

de incluziuni (5.1), rezulta ca si Zm divizeazd complexul X™? in doud subcomplexe,
X! ud, si démgluzg‘. Deci D" si >, sunt A-cicluri omoloage cu O . Astfel, si
>™ este un A-cicluomologcu 0.

Fie &™(A) grupul A -ciclurilor lui K™, 1<m<n-1, deci si al lui GX". Toate
simplexele m -dimensionale ale lui X" apartin lui X" (deoarece GX™ este scheletul m-

dimensional al lui GX"). &&{' (A) reprezintd grupul A -ciclurilor omoloage cu 0 ale lui GX™"*,

pe cand pentru X" acestea nu mai sunt omoloage cu 0. Formand grupul-cat

E"(A)/ &y (A)=A"(XK",Z), sa demonstram ca acesta este trivial, adicad e izomorf cu 0.
Pentru aceasta e suficient a demonstra ca grupul & " (A) satisface relatia &™ (A) = 0.

Sa aratam, pentru inceput, ci orice A-ciclu elementar din &™(A) al lui X™"* este omolog
cu 0. Pentru aceasta este suficient a demonstra c¢d orice A-ciclu simplu din grupul &"(A),

raportat la complexul GX™*, este omolog cu 0. Insa acest lucru este evident: dacd Q™" e K™

e un simplex arbitrar, atunci conform teoremei 4.4.3, A -ciclul m -dimensional
m

2™ =AQ™ :Z(—l)'Qim, unde quasisimplexul Q" este opus varfului i din Q™" apartine
i=0

grupului &™(A) al complexului GX™ si este un A -ciclu simplu. Concomitent, z™ este A -

frontiera A -lantului L™ =Q™"*. Deci z™ apartine lui &&J(A) , adici vom nota

" =270 K" =72" , sau K™ are in total «p,; quasisimplexe (m-+1) -dimensionale:

m+1 m+1 m+1
QZ yreny Q

/. . . Suma acestor
Om41

Astfel, avem a4 A -cicluri simple zg), zg,..., Zy,

1 =0am,
cicluri reprezinti un A -ciclu elementar si omolog cu 0 pentru complexul GX™*:

Zy =0,2p,+ 0,25y +...+ 6.2y, +...+5m+lzg“am+l, (5.2)
unde 6, =11, 1<i<e,,,. A-Ciclul z; din relatia (5.2) nu are forma generala a unui A -ciclu
din & (A).

Expresia
m

m m m m
2y = 01Zgy + UpZgp + -+ 9iZg +o + 0, Zo, 1 (5.3)

unde g, este un numar arbitrar din Z, i €{l, 2,..., @, }, reprezinta forma generala a unui A -ciclu

din &' (A) pentru complexul X™. De aici, insa, nu rezultd cd A-ciclurile zg), zg,,..., g,
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constituie 0 baza [40] a grupului &, (A) pentru subcomplexul X™ < GX". Prin urmare, in

conditiile teoremei formulate si in virtutea constatarilor de mai sus, imediat se verifica egalitatea

(a se vedea teorema 5.1.1):

m m m m
0,29, +0,Zpp + ... + 62 +...+0, =0,

me1 01

unde

25 =AQ™, 5 =11 1<i< ¢

m+1?
si deci

Zgy = —0,0,200 —... — 6,0, Zp (5.4)

Amy1 Oam+1 !

Considerand ca grupul & (A) apartine subcomplexului GX™, acesta necesita a fi notat prin

&"(A), deoarece vacuumurile respective Q ™, Q J™,...,Q ™" (definitia 5.1.2), ce corespund

Am+1

frontierelor determinate de A -ciclurile mentionate, nu apartin lui X" .
Mentionam ca orice A-ciclu general z" al grupului &™(A) pentru complexul X™ poate
fi reprezentat sub forma:

2" =9,2,"+09,2; +..+0,2" +...+9, Z) (5.5)

Omi1 Omil !

unde z" =AQ™, iar g, eZ,ie{l, 2,...,,. .}

1
Si considerim familia 2™ a tuturor subvarietitilor 7&™ < 9™, ce divizeazdi K™
in doud componente conexe. Rezulti ci familia {#@™} divizeazi GX™" in componentele

conexe Q™*, Q"™,...,QM" | considerate ca subcomplexe ale lui GX™*, adica:

g !

A

U Qim+1 — g<m+l ]
i=1

Precum s-a observat anterior, dacd subvarietatea arbitrard 7€2"" divizeazi 72" in doui

componente conexe, atunci rezultd ca si subvarietatea sferica arbitrara 72" divizeaza

m+1

subcomplexul X™* < 72" in doud componente conexe. Deci, A -Ciclurile zJ, = AQ™,
29, ==AQ;™ ..., 25, =AQ]" determina A -ciclul general Azg' al grupului &7 (A), pentru
complexul GX™ (a se vedea relatia (5.2)). Aceste A -cicluri completate, respectiv, cu

m+1 . m+1 . m+1
,Q

vacuumurile Q ™, Q 5™,..,Q I | QL QI

determind simplexele Q;"", Q;,... Prin urmare, A -

Amy1

ciclurile z" =AQ™, ;' = AQy™,..., z; =AQ," sunt omoloage cu 0. Conform relatiei (5.3),

an

expresia (5.5) este argumentata.
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Sa aratam ca A-ciclul din (5.5) este omolog cu 0. Pentru aceasta e suficient a apela la
demonstratia relatiei AAL" =0, pentru orice me{0,1,..,n} , de unde avem ca
AAQ" =0,Vme{l, 2,..,.,n-1}. In continuare se verifica egalitatea:

Azi™ =g, A2 4.9, Az)7 = 0,AAQ +...+ 0, AAQ] =0.

Deci, pentru complexul GX" obtinem ca &&"(A)=0, ceea ce implica relatia
A"(X",Z2)=0,1<m<n-1

Cunoscand proprietitile frontierei-complex GX"' a unui quasisimplex abstract n -
dimensional Q", deducem ca pentru complexul K" = 727" se verifica relatiile:

AN(XK",2)=Z, A(XK",Z)=..2 A" (XK",Z) =0, A"(XK",Z2)=7Z,
pe cand rangul grupului Z este egal cu 1. Deci, in conformitate cu formularea teoremei, obtinem:

%<7@”>=z(©<“)=i(—1>in={°’ daci n=2m-1

i=1 2, daca n=2m, 1<m<n-1,

unde r. reprezinta rangurile grupurilor de omologii directe A'(CX",Z),0<i<n.

I
In cele ce urmeazi vom face o clasificare a varietitilor abstracte degenerate, orientabile si
fara borduri. O astfel de clasificare este cunoscuta pentru varietatile determinate de complexele
obisnuite de relatii multi-are [212]. Aparitia in cazul nostru a quasisimplexelor abstracte n-

dimensionale isi are ,,farmecul” sau datorita buclelor p -dimensionale, 0 < p <n-1. Ca rezultat
vom obtine o clasificare care le contine pe cele din [212].
Fie Q™ un quasisimplex m-dimensional, determinat de sirul ordonat (X, X,,..., X,,) -

Vom spune ca doud subsiruri ereditare X; , X; ,...,X; sl X; , X; ,..., X; , de lungime p, sunt
P

distincte daca ele difera cel putin printr-un element.

Definitia 5.1.4. Familia Q° ={(x, XX ) o =1 2,1} din t > 1 subsiruri ereditare de
lungimea p, distincte douda cdte doud, a wunui quasisimplex abstract m-dimensional
QM =(Xy, Xp,..., Xy ) » C€ posedd proprietdtile:

a) toate elementele Xi‘f, sz‘ Xi‘z ale unui subsir ereditar a =1,2,...,t sunt distincte intre ele;

b) toate cele o subsiruri ereditare, 1< a <t, sunt formate din aceleasi p elemente ale

multimii initiale X;

c) QF este o familie maximala de subsiruri ereditare de lungimea p, adica pentru

quasisimplexul Q™ = (X, X, ..., X,,) nu exista o alta familie de subsiruri ereditare Q. de

lungimea p, ce posedd proprietatile a) si b), astfel incat QP < QFf;
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d) pentru quasisimplexul Q™ nu exista o alta familie formata, de asemenea, din t>1
subsiruri ereditare de Ilungimea q>p , Q% ={(xZ, xé,...,xsﬁq):ﬂzl, 2.1}, cu

proprietatile a) si b) mentionate mai sus, astfel incdt elementele lui X, ce genereaza

subsirul (X", X ..., Xf;) e QF, formeaza o submultime a multimii de elemente din care e
format subsirul (x[, x',...x[') e Q,
q

se numeste bucli p-dimensionala de gradul t a quasisimplexului Q™.

Mentionam ca cazul t=1 genereaza conditia p=m, ceea ce inseamna ca quasisimplexul Q"
reprezinta un simplex obisnuit S™, studiat in [58].

Sa construim acum un sir infinit de varietdti n-dimensionale neizomorfe. Din cele expuse

mai sus rezultd ca un complex generalizat de relatii multi-are poate avea bucle cu dimensiunea

p=1 2,..,n—1. Precizdm ca, caracteristica Euler a unei varietati sferice degenerate (a se vedea
definitia 4.4.4) nu depinde de numarul de bucle si dimensiunile acestora, ci doar de dimensiunea
varietatii.

In conformitate cu situatia clasica, varietatea sferici ce corespunde unui complex obisnuit
[58] de relatii multi-are se numeste varietate cu genul 0 (a se vedea [32], [62], [212], [216],
[217] ). Existenta buclelor p -dimensionale in complexele generalizate GX" conduc spre o
varietate sferica degenerata cu dimensiunea n, ce contine simplexe de tip ,,sa” cu dimensiunea
0< p<n-1. Aceste simplexe corespund buclelor complexului GX".

Fie X, si X,, X; N X, =<, multimi finite de elemente, in baza carora, prin complexele

generalizate de relatii multi-are, se construiesc doua varietati sferice degenerate disjuncte cu

n - n - . - - e - .
genul 0: Zl sl Zz. Sa consideram cd pe aceste sfere exista un numar suficient de mare de
. . . A A n - - n - . A =
quasisimplexe n-dimensionale, incat pe Zl sl, respectiv, 22 sd existe cate doud

quasisimplexe Q}, Q> si Qz, Qj,, care respecta conditiile:

anl N Q1n2 =9,
anl N ng = .

Determinam bordurile lui zr si Q, prin eliminarea vacuumurilor simplexelor indicate:
bdl(zr )=Qh\Q=[Q}],
bd® (3 ) =Q\Q 1=[QL],
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b (Y5 ) =Q2 \ Q 3= [QA],

bd?(Y5 )= Q% \Q %=[Q%].
Deoarece bordurile bd 1(Zf) si bd 1(22) sunt izomorfe ca suprafete de simplexe, exista un
izomorfism si intre bd? (Z:) si bd? (z;) . ,,Lipim” frontierele bdl(Zf) cu bdl(ZZ) si

bd? (2) cu bd? (ZZ) . (Aici e vorba de ,,lipirea” izomorfica a frontierelor respective.)
Prin verificarea conditiilor definitiei 4.4.2, ne convingem cd in urma acestei operatii de

,lipire” se obtine o varietate degeneratd noud, pe care o vom nota prin 72, .

Definitia 5.1.5. Varietatea degenerata 7277 se numeste varietate degeneratd cu genul 1.

3 . - . . . . o n n

Intr-o ilustrare grafica, varietatea 7277 s-ar deosebi de varietatea sferica Zl (sau Zz)
prin faptul ca are o singura ,,gaurd”.

Sa presupunem ca avem doud varietdti degenerate 727] (varietate cu o gaurd) si 79,

(varietate fara gaura — varietate sferica degenerata), care poseda proprietatile:

a) exista perechile de quasisimplexe
QM) QW7 si. Q(0),Q;(0) e 7%5;
b) perechile de quasisimplexe alese satisfac conditiile:
AONL D=2,
Q' (0)NQz(0)=2.
Examinam bordurile:
bd* (7277) = Q' W\ Q1D = [ W],
bd?(727]) = Q3 ()\Q 3(1) =[Q} (],
bd* (727%) = Q[ 0\ Q1(0) =[] (O)],
bd?(773) = Q3 (0)\ Q 5(0) = [} (O)].

,Lipim” iardsi izomorfic frontierele bd'(Z72}) cu bd*(72) si, respectiv, bd*(727]) cu
bd*(727]) . Ca rezultat obtinem, din nou, o varietate abstractd n-dimensionald (a se vedea
definitia 4.4.2).

Definitia 5.1.6. Varietatea abstracta degenerata 727, se va numi varietate cu genul 2.

(Genul 2 al varietatii inseamna ca avem o varietate cu doud ,,gduri”).
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Acum putem generaliza operatia de lipire descrisd mai sus: fie am obtinut doud varietati

degenerate 72, si 72, adica una are p—1 ,,gauri”, iar alta este varietate sferica degenerata.

Consideram Q'(p—1) si Q; (p—1) doua quasisimplexe n-dimensionale din 72" ,, iar Q' (0)

p-17

si Q; (0) — doud simplexe n-dimensionale din 7&;. Construim bordurile:

bd*(72},,) = Q (P~H\Q (P~ =[Q] (p-D)],
bd?(77},,) = Q3 (P-D\Q (P —1) =[Q} (P -],
bd*(773) = Q' (0\ Q }(0) =[Q] (O)],
bd? (7275) = Q7 (0)\ Q 3(0) =[Q} (O)].
,,Lipim” iardsi izomorfic bordurile bdl(%@g_l) cu bd"(727) si, respectiv, bdz(%@g_l) cu
bd?*(7273) . Obtinem o varietate noud 727},
Definitia 5.1.7. Varietatea 727} se numeste varietate abstractd degeneratd de genul p
(adica cu p gauri).
Conform celor descrise mai sus, rezulta ca printr-o pocedurd iterativa se poate obtine un sir
infinit de varietdti degenerate cu genul p=01,...:
79,725, 72,... 7D, ... (5.6)
In literatura de specialitate, notiunea de gen are un sens mult mai variat si complicat (a se
vedea [64]). Din aceste considerente, vom folosi mai mult, in continuare, notiunea de varietate
degenerata cu gauri.
Prin analogie cu cele cunoscute pentru proprietdtile abstracte ce corespund complexelor de

relatii multi-are simple [58], [212], vom demonstra, in cele ce urmeaza, un sir de rezultate ce tin

de specificul varietatilor degenerate multidimensionale.
Teorema 5.1.3. Pentru o varietate degenerata multidimensionala %@g, pe{0,12,..},se

verifica egalitatea:

2—2p, daca n=2m,

79" ) = 5.7
«( 2 {O, dacd n=2m-1, (67

unde mefl, 2, 3,..}.
Demonstratie. Demonstratia teoremei o vom face prin aplicarea inductiei matematice in

raport cu numarul de ,,gauri” p al varietatii 727}, p € N.

In cazul p =0 avem varietatea sferici 72} . Tinand cont de definitia 4.4.4, obtinem:

218



0, dacd n=2m-1,
2, daca n=2m,

n
12%) =22, )Z{
unde me N.
Admitem ca afirmatia teoremei este adevaratd pentru cazul p=t, t>0. Examindm cazul
p=t+1. Sa demonstram ca are loc egalitatea:

0, daca n=2m-1,
2O ) = Z(Zn) - {2 —2(t+1), daca n=2m.
In lucrarea [130] se demonstreaza cd pentru oricare doud subcomplexe generalizate GX" si
(X1 ale unui complex generalizat de relatii multi-are X", 0 < p, q <n, are loc egalitatea:
Z(XRPUXT) = 2(XKP) + (XK — 7(XPNSXY).
(Daca subcomplexele respective sunt disjuncte, atunci ultimul termen al relatiei mentionate
este egal cu zero)
In baza acestei relatii, a metodei de construire a sirului (5.6) si a pasului precedent al
inductiei matematice, obtinem:
a) y(727)=0+(-1)""?%.2-2+0+(-1)*"*.2-2=0,
pentru n=2m-1;
b) ¥(727)=2-2(t-1)+(-1)*"*-2-0+2+(-1)*"*.2-0=2-2t,
pentru n=2m.
Noti. [n cazul n=1 existd o singurd varietate degeneratd, care este sfericd si nu contine

gauri, adica 7% =" . Pentru 72} are loc egalitatea (7275) =0.

Fie X o multime arbitrard de elemente, selectate dintr-o alta multime M, cardM <oo, in

baza cireia se construieste un complex generalizat de relatii multi-are X" .

Consideram cd acest complex satisface conditiile a)-d) ale definitiei 4.4.2 si, prin urmare,
determind o varietate abstractd degenerata 7&" . Totdeauna putem admite ca multimea de
elemente X este suficient de mare, astfel incat se va gasi un element X" e X, neutilizat la
constructia varietitii 72", Formam simplexul O-dimensional S°=(x,). (In baza definitiei
complexului generalizat din [130], putem considera S° si ca un quasisimplex Q°). Acum toate
quasisimplexele din 272" le vom finlocui prin quasisimplexele de forma
(X6) - QP = (Xo\ Xy s X o X ) =Q"*, unde Q°* € 72", p<{0,1,...,n}.

Definitia 5.1.8. Quasisimplexul obtinut Q" se numeste piramidd degeneratd cu vérful X,

si baza QP, si se noteaza prin PD".
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Constructia piramidei degenerate se face prin analogie cu cele din [218].

In continuare vom face o clasificare a multimii tuturor varietitilor degenerate abstracte,
orientabile si fard borduri. A clasifica multimea tuturor varietatilor n-dimensionale inseamna a
diviza aceastd multime in clase (grupe), conform unei proprietati, astfel incat proprietatea
fiecdrei varietati din clasa data sa fie aceeasi si totodata sa difere de proprietatea altei clase.

Sirul de varietati degenerate construite (5.6) permite sa facem o clasificare conform
numarului de ,,gauri” al acestora. Mentionam cd, sirul (5.6) reprezintd un sir de varietati
degenerate abstracte, orientabile, n-dimensionale si fara borduri.

In mod similar cu cele demonstrate in [212], [218], pentru varietatea degenerati obtinem

urmatorul rezultat.
Teorema 5.1.4. Daca 72" este o varietate degenerata abstractd, orientabila, fara borduri

si conexa forte, determinata in baza unui complex generalizat de relatii multi-are X", atunci in
sirul (5.6) exista o varietate care contine acelasi numar de gauri ca si 72" .

. . -1 . . . C e g <
Demonstratie. Vom nota prin Zin "0 subvarietate abstractd si sferica din 72" . Sa

admitem ca orice astfel de subvarietate divizeazd 72" in doua componente conexe. Conform

teoremei 5.1.2, putem considera ca 72" este o sfera abstractd, adica 7&" =Zn. Aceasta

inseamna ca varietatea cautata in sirul (5.6) este 727, . Prin urmare, 72" este de genul 0.

Sa admitem ca 72" nu este varietate sferici degeneratd. Atunci in 72" existd o

. -1 .. . . - -
subvarietate Z?l). Conform presupunerii, ca rezultat se obtine o varietate conexa cu doua
. n-1 . n-1 . n-1 o . . . .
borduri 2(1)1 si Z(m izomorfe cu Z(l). Aceste doud borduri se obtin dintr-o multime de

. . . o e - -1 . . .-
simplexe si vacuumuri care se datoreaza ,taieturii” facute pe Z?l). Bordurile satisfac conditia:
n-1 n-1
Z(l)lm 2(1)2 =2
Pe bordurile obtinute se construieste cate o piramida degeneratd conform definitiei 5.1.6.
g N . N N . o . n
Notdm aceste piramide prin PD;, si PD),, iar varietatea obtinutd — prin 727,
Usor se verifica ca varietatea obtinutd poseda proprietatile:
. .. . . . n-1 . n-1 o
. Fiecare quasisimplex (n—1) -dimensional de pe frontierele > si > °  este fatetd
w1 ()2 ;
comund exact pentru doud quasisimplexe n-dimensionale.
Il. Oricare doua quasisimplexe n -dimensionale disjuncte (cu intersectie vida) pot fi unite

printr-o succesiune de quasisimplexe n -dimensionale, astfel incdt fiecare doud
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quasisimplexe vecine din sirul respectiv au o fateta (n—1)-dimensionald comund. Aceasta
rezultd din definitia varietatii degenerate 720" si a piramidelor PDy, si PD(j,,.
I1l. Fiecare quasisimplex m-dimensional, 0 <m<n, de pe bordurile pe care s-au construit

piramidele, apartine unui quasisimplex n-dimensional din 72", sau uneia din cele doud
piramide construite.
IV. Simplexele de pe bordurile pe care s-au construit piramidele degenerate determind doud

varietati abstracte degenerate fara gauri.

Deoarece varietatea degenerati 72" este conexa forte, rezultd ca piramidele PD, si
PD,, pot fi construite astfel incat 72, de asemenea, si fie conexa forte. Pentru aceasta e

suficient de ficut ca orice quasisimplex n-dimensional Qf al piramidei PDg, sau (PDgy,) sa

fie concordant cu quasisimplexul vecin Q" din 72" UZ(”mU Z(n)

2"

Demonstram teorema aplicand inductia matematica in raport cu numarul de ,,gauri” g € N.
Cazul g=1. Vom arita cd y (72, = (7D ,) +2, unde 7@, = 72",

1 . o : .
Z:m si PDg,, reprezintd bazele piramidelor degenerate PDgy, si PD(j,,. Folosind cele

mentionate anterior, vom avea:
n-1
2(PDR) =D (D' ey + (-1)° -1+ (D' etg +..ot (<) ", =1.
i=0
De asemenea, si y(PDy,,) =1.

n—

Din relatia 72", = (72" \ 2(1)

YU PD, UPDg, rezulta:

20DYy) = (79" - (3 ) + 2(PDly,) + 2(PDG,) (5.8)
Tinand cont de faptul cd x(PDgy,)=7(PDg),) =1, precum si de relatia (5.7), din (5.8)
obtinem:
) Y (72,)) = x(7D ) -0+1+1= (7D ) +2, pentru n=2m, me N;
b) x(72) = (7D ) - 2+1+1= y(7Z,), pentru n=2m-1, me N.
Din rationamentele de mai sus, conchidem ca, pentru cazul q=1, afirmatia teoremei este

adevarata.

Cazul q=p-1. Presupunem ca s-au facut p-1 ,taieturi” sferice pentru varietatea
79" = 7D;,,.
(V]
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n

Daca n=2m, atunci are loc formula recurenta y (72, ,)) = ¥(72;,)) + +2(p-1). in cazul
n=2m-1 se verifica egalitatea: (7@ )= = y(72,)=0. (Tinem cont de faptul ca

varietatea 727

(p-y) DU este sferica.)

Cazul g=p. Conform pasului inductiv q=p—1 si teoremei 5.1.2, varietatea degenerata
(72,,) dispune de o varietate sferica Z?;)l . Completand cu doua piramide (PD,,) si
(PD(;),) , obtinem:

7Dy = 7D ) \Z(n;U PD Gy UPDG,),.
Ca si 1n cazul q =1, obtinem:

n n n-1 n n
7Dy = 7D (4 \Z(Z(p)) + 2(PDpy) + 2(PD,2)

de unde:
2727, 1) -0+1+1= (72", 1) +2, pentru n=2m,

XD ) = )
(72 (), pentru n=2m-1.

In caz ca (72,,) este varietate sferica, atunci tindnd cont de relatia pentru y (727, )
(cazul inductiv q = p—1), obtinem:

z(%@” )= Z(WQO)):Z—ZP, pentru n=2m,
™7 lo, pentru n=2m-1.

Din cele demonstrate, precum si rezultatele din lucrarile [130], [153], [156], [212], [218],
rezultd ca complexul de relatii multi-are reprezinta o structura discreta noua ce poate fi utilizata
cu succes la efectuarea unor cercetari cu caracter teoretico-aplicativ. Prin intermediul acestui

complex au fost realizate cercetdri ce tin de studierea diferitelor tipuri de varietati abstracte.
5.2. Mediana complexului de cuburi abstracte

Problema calculdrii medianei, precum si multiplele variatii ale acesteia, se intalnesc la
solutionarea problemelor cu caracter aplicativ, cunoscute in literatura de specialitate ca probleme
de amplasare. Deseori apare necesitatea amplasdrii unui centru de deservire pentru o retea de
utilizatori, reprezentata, de regula, printr-un graf neorientat, astfel incat suma distantelor minime
de la acest centru pana la celelalte noduri ale retelei sa fie minima. Locul optimal de amplasare,
in sensul indicat mai sus, se numeste mediana. Tinand cont de esenta functiei scop, astfel de

probleme se mai numesc probleme de amplasare de tip minisuma si se intalnesc frecvent la
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solutionarea problemelor practice legate de alegerea locului ,,potrivit” pentru o statie de
telefoane, a unui depozit pentru o retea de magazine, legate printr-o infrastructura de drumuri, a
unui oficiu postal dintr-o localitate, etc.

La general, problema medianei este o problemd NP-completa [86], cu toate consecintele ce
urmeaza din aceasta constatare. Totusi, In unele cazuri speciale, frecvent intalnite n practica, se
reuseste elaborarea unor metode eficiente de calculare a medianei. O oportunitate Tn acest sens
ne oferd complexul de cuburi abstracte.

Definitia notiunii de mediana este bine cunoscuta din literatura de specialitate, fiind intalnita
deseori in diferite interpretari, determinate de specificul problemelor studiate [60], [116], [125],
[151], [169], [173], [180], [192].

Fie (X,d) un spatiu metric finit cu multimea de elemente X = {Xl, Xy yeens Xn} si

f(x)= zn:d(x, X )p(x) o functie definita pe X, unde p(X;) este un numar real pozitiv, numit
i=1

ponderea elementului x, € X .

Definitia 5.2.1. Punctul x* € X, care satisface egalitatea
f(x") =min iZ__ljd(x, X)P(X), (5.9)

se numeste mediana lui X .

Sunt cunoscute aplicarile medianei in practica cotidiand, mai ales in amplasarea obiectelor
de deservire. Insi procedura de calculare a acesteia in conformitate cu formula (5.9) devine, in
anumite conditii, o chestiune anevoioasa. In lucririle [213], [60], [214], pentru niste complexe
speciale sunt expusi algoritmi eficienti de aflare a medianei, fara a utiliza metrica. Prezenta
lucrare generalizeaza in mare masura rezultatele expuse in lucrarile [60] si [214], insa daca in
[213] mediana se calculeaza eficient pentru un arbore simplu ponderat, atunci lucrarea in cauza
aplica un arbore abstract omogen n-dimensional, n>1. Pentru scheletul (a se vedea mai jos) 1-
dimensional al acestui arbore se propune un algoritm eficient de aflare a medianei fara a utiliza
vreo metrica.

Algoritmul de calculare a medianei pentru un arbore finit cu ponderi pozitive ale
elementelor, descris in lucrarea [213], este nu doar un algoritm elegant, dar si-a gasit si aplicatii
practice. Aceeasi situagie 0 avem si in cazul unui complex de patrulatere [60] cu muchiile
ponderate in mod special pentru spatiul euclidian E>.

Problema in cauza a fost formulata pentru prima data, si partial solutionata, la finele anilor

'60 1n cadrul Institutului de Matematica cu Centrul de Calcul al Academiei de Stiinte a Moldovei.
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Atunci nu s-a reusit a obtine solutii eficiente pentru dimensiuni mai mari decat doi. Cercetarile
ultimilor ani au condus la obtinerea unor rezultate teoretice pentru dimensiuni mari, aplicand
constructii noi, precum e complexul de cuburi abstracte. Studierea acestor complexe se face prin

utilizarea grupurilor de omologii directe [52], [32], [305] ale acestora.

Fie 3’ un complex cubic abstract omogen (a se vedea difinitia 4.5.3), insa considerat de
acum nonorientat. Conform teoremei 4.5.1, frontiera bd3J', este o sfera (n—1)-dimensionala
cubiliata Q8" Fie st(1°)Q%"" — steaua varfului 1° calculati pe sferaQs"*.

Vom examina, in cele ce urmeaza, problema calculdrii medianei unui complex special de
cuburi abstracte, considerand ca varfurile complexului 3, se i-au dintr-un spatiu metric discret,
reprezentat printr-o multime oarecare M . In aceste conditii, dacd @&° — M , atunci mediana lui
3" este determinatd de punctul X € M , ce satisface relatia:

f(x*) = min £ (), (5.9

unde f(x) este functia definita pe multimea M si cu valoriin R™:

f:M —R" incat f(x)= D d(x,%)p(x).

x e
Definitia 5.2.2. Un complex abstract n -dimensional, omogen si neorientat 3, care
satisface condiriile:
1) orice cub 1* €int3), aparyine cel puzin la 2" cuburi n-dimensionale din 3%, 0<k<n;
2) daca 1° este un varf din bdJ',, caruia ii sunt incidente exact n arce ale lui bd 3}, iar
steaua st(1°) bd 3, conine exact n cuburi (n—1)-dimensionale ale lui bdJ), atunci

cubul n-dimensional 1", determinat de aceasta stea, apar¢ine complexului 3/,

se numeste arbore omogen n -dimensional. Notam acest arbore prin A".

Fig. 5.1. Complex omogen 3 -dimensional ce nu corespunde definitiei 5.2.2

Nota 5.2.1. Existenta complexelor de cuburi abstracte, ce satisfac condisia 1 a definiriei

5.2.2, este asigurata de lema 4.5.1.
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Prin definitia 5.2.2 este exclusa situatia din figura 5.1, importantd pentru calcularea

medianei complexului. In astfel de situatii, totdeauna se poate indica un sistem de ponderi ale

~

varfurilor, incat mediana X~ si nu apartind complexului 3 . De exemplu, conditia 2 din
definitia arborelui omogen este necesara la calcularea medianei pentru sk(1)3J',, care poate sa nu
se afle pe sk(0)3}, adicd X" e M \&°.

Pentru a ilustra cele mentionate, vom examina complexul cubic J3 , reprezentarea

geometrica a cdruia este data in figura 5.1. Considerand muchiile cu lungimile egale cu 1, iar

ponderile varfurilor:
p(x) = p(y) = p(z) =100,
p(w) =1, pentru celelealte varfuri din 33,
conform formulei (5.9"), in calitate de mediana vom obtine varful v, care nu apartine multimii
&° =sk(0)3, .
Consideram in continuare functia

p:&¥° >R (5.10)

si lungimile muchiilor din clasele de muchii paralele £7,&;,...,Z egale, respectiv, cu numerele

d;,d,,...d,, (5.11)
unde d, >0, pentru 1<i<m. Astfel, se presupune ca toate muchiile ce apartin unei clase au
aceeasi lungime. Mai tarziu vom arata ca lungimile respective ale muchiilor pot fi omise.
Numirul p(1°) se numeste pondere a cubului 0 -dimensional 1° e &°.

Descrierea metodei de calculare a medianei arborelui A" o vom incepe cu construirea unui
spatiu normat m -dimensional si interpretarea ulterioard a complexului A" in acest spatiu (aici
m reprezintd numarul de clase de muchii paralele din A").

Fie &° ={1%:1< A< By} si & ={I> :1<u< B} multimile de varfuri si, respectiv, de

muchii ale arborelui A". Fixam un lant arbitrar L' = (Ijll, Ijlz,..., Iik), 1<u <p,,1<i<k,cu

originea |§i e &° si extremitatea in IEJ_ e @&°. Formam numarul intreg nenegativ (a se vedea
conditiile (5.10) si (5.11))

d(Igi,Ij’j):tldl+t2d2+..+tmdm, (5.12)
unde t, =0 (sau t, =1) daca L' trece de un numar par (sau impar) de ori prin muchiile
complexului 37, ce apartin clasei £, 1<i<m[155], [296].
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Teorema 5.2.1. Relafia (5.12) reprezinta metrica Hamming [215].
Demonstratie. Din relatia (5.12) si conditia (5.11) avem:

1) d(Igi , |gj ) > 0. Din egalitatea d(Igi , I;’j) = 0 rezulta egalitatea:

ceea ce conduce larelatia 19 =17 ;
i j
2) egalitatea d(Iﬁi , I;’j )= d(Ij’j , Ij)i) este evidenta;
3) pentru oricare trei varfuri distincte |§_ , |§_ , ng e @°, tinand cont de definirea numarului
i’
d(Ig_ , |;j, ), Usor se verifica
1 J

d(12,18)=d(12,12)+d(18,12)
Aceasta din urma si demonstreaza ca (5.12) este metrica Hamming.

Fie arborele A" dispune de clasele de muchii paralele £,5;,...,&. cu lungimile fixate

m

m
(5.11). Consideram spatiul R" peste cAmpul numerelor reale cu norma ||x| = Y |x;|. Din originea
i=1

OeR, depunem pe axele de coordonate OY,,0Y,,...,0Y, segmente cu lungimile d,,d,,...,d, .

Construim in mod univoc pe aceste segmente paralelipipedul P™. Multimea tuturor fatetelor k -

dimensionale, 0<k <m, a acestui paralelipiped formeaza un complex de paralelipipede k -
dimensionale. Vom nota acest complex prin &7 ={P* < P™,0 <k <m}. In cazul k =1 obtinem
complexul 2#*, care reprezinta reuniunea tuturor fatetelor 0 - si 1-dimensionale din P™. Acest
complex este un subcomplex al lui 2#™. Complexul &#* reprezinta un graf conex, metric si
nonorientat. Vom nota acest graf prin H =(Y;V), unde Y si V reprezintda multimile de varfuri
si, respectiv, muchii din &#*.

Precum a fost mentionat in paragraful 4.5, scheletul 1-dimensional al complexului de cuburi

abstracte 3" reprezinti un graf orientat, notat prin G =(X4;U.). In acest graf, varfurile

corespund cuburilor 0 -dimensionale, iar arcele — cuburilor 1-dimensionale din complexul 3".
Teorema 5.2.2. Pentru arborele A" exista o aplicatie univoca «:A" — 2" , care
interpreteaza A" pe un subcomplex din &#™, astfel incdt o : G — Z#* reprezintd o izometrie.
Veridicitatea teoremei rezulta imediat din modalitatea de construire a complexului ™ si
din relatia (5.12).

In spatiul R, multimea de varfuri a(X) o notim prin Y ={y,, ¥,,..., Vst a(A").
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Consideram functia
So
F(y) =2 py) Iy - yill, (5.13)
i=1

unde y, este imaginea lui X, € X, cu ponderea p(y;) = p(X;), 1<i<g,.

Vom demonstra ca punctul y, e R", care minimizeaza functia (5.13), este mediana grafului
H=(Y;V).

Fara a face vreo confuzie, notam prin y si vectorii din R" . Astfel, pentru vectorul

y=(y,y%,....y") e R" formam diferentele y' —vy;, y' —y},...,y' =y, 1<i<m, si multimile de

indici:
1" =j:y' -y} >0,
1P =j:y' —y; =0 (5.14)
I7=j:y' -y <0

Relatiile (5.14) se construiesc exact ca in [214].
Teorema 5.2.3. Vectorul y; e R" minimizeaza funcria (5.12) daca si numai daca sunt

satisfacute relayiile:

> Ply= > ply)),

jerFur? jel” (5.15)
> opy)< D oply)). '
jelt jeliouli_

Demonstratia teoremei se face in mod analog cu cea a teoremei 3.1 din lucrarea [60].

Teorema 5.2.3 permite sa afirmam un fapt important: mediana grafului metric H nu depinde
de lungimile d,,d,,...,d_ ale muchiilor din V . Prin urmare, paralelipipedul P™ poate fi inlocuit
printr-un cub unitate al lui R, utilizand operatia de dilatare sau constrangere a fiecarei muchii
cu lungimea d;, 1<i<m.

Cubul unitate m -dimensional obtinut il vom nota prin E™ . Ca rezultat al acestor
rasionamente, obtinem aplicatia:

p:P" >E". (5.16)

Putem considera ca coordonatele varfurilor cubului unitate E™ in spatiul R sunt numerele
0 si 1. Astfel, fiecarui varf al cubului 1i corespunde un cortegiu binar cu lungimea m. Prin
aplicatia g , graful H trece intr-un graf metric S(H) , pe care il vom nota prin
9 =(Z;W)c E™. Ca rezultat obtinem ca, atat pe cubul unitate E™, cat si pe graful obtinut
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g = (Z;W) < E", este definitd metrica Hamming. Multimea de varfuri Z a grafului g este
La(@°), iar multimea de muchii W reprezinta multimea de muchii Ba(") . Clasele de
muchii paralele £, &;,...,£. se transforma in urmatoarele clase de muchii paralele din 1™:

&' = pa(&), & = fo(&)... 5" = Pa(Z),
reuniunea carora nu acopera neaparat toate muchiile din cubul unitate E™. Ar fi o acoperire doar

in cazul cdnd A" =P™.

Pentru multimea de varfuri Z = {zl, Zy Zﬂo} pastram aceleasi ponderi:
P(z,) = p(X), P(Z,) = P(X)es P(25,) = P(X4, ), (5.17)
unde z; = fa(x;), 1<i < S,.
Astfel, am obtinut aplicatia izometrica:
Pa:G—>g.

Fie varful z, €z al cubului E™ are coordonatele z, =(z,z%,..,z"), unde z' =1 sau
z) =0 (pe cub e definitd metrica Himming).

Deoarece mediana din R" nu depinde de metrica, consideram ca lungimile d,,d,,...,d,, ale
muchiilor din toate clasele de muchii paralele sunt egale cu 1. Notam arborele A" prin A"(1). In
aceste conditii, aplicatia Sa(A"(1)) —> E™ este, la fel, o izometrie, unde Ba(A"(1)) este un
subcomplex al complexului, format din fatetele lui E™. Relatia de izometrie permite examinarea

medianei arborelui A" (1) pe subcomplexul Ba(A"(1)).

Formam matricea N , liniile careia corespund varfurilor grafului & , iar coloanele —

claselor de muchii paralele £*,&*,...,&":

1 1 1 1

75 .5 .

¢ ! i )
;7 z) ') <1
z; 1, z) z; | <1,

N = -

7t 1} z) oM |«

1 2 j m
Zﬂo Zﬁo Zﬁo 2/30 < ZﬂO

Pentru fiecare coloana j din matricea N calculim un numdr r;, considerand r; =1 sau
r, =0, 1< j<m, conform regulilor:

a) daca produsul scalar
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(2 23,.2),)(p(2,), P(2,),n P(2,)) = 22l P(Z;)
1& : :
este un numar mai mare decat —Z p(z;), atunci r; =1, iar dacd acest produs este mai mic decat
i=1

suma indicata, atunci r,=0;

b) daca are loc egalitatea
So 1 So
Dzlp(z) = EZp(zi), (5.18)
i=1 i=1

atunci valoarea lui r; se alege in mod arbitrar: 0 sau 1.

Ca rezultat, obtinem cortegiul r = (r;,r,,...,l,...,T,,).

j? ' m
Teorema 5.2.4. Cortegiul r = (1, 1,,...,1,,) reprezinta o linie din N .
Pentru a demonstra aceasta teorema sunt necesare niste examinari preventive.

Fie T"" o transversald (n—1) -dimensionalid a complexului A"(1). Aceasti transversald
separa A"(1) in doud pari distincte, notate prin A, (1), Aj, (1), si numite, conventional,
subcomplex de stdnga si subcomplex de dreapta, in raport cu transversala T."". Ambele

complexe obtinute sunt arbori omogeni, doar ca nu neaparat si n-dimensionali (unul dintre

acestia ar putea fi (n—1)-dimensional).

Notam in continuare prin F° Q9i° @7(1) si @2(02), respectiv, multimile de varfuri ale

complexului A"(1), ale transversalei T,"™ si ale arborilor Ay (1), Af,(1) . Sunt evidente

relatiile:
& = Sy,
&° C@l(ozw
. . . (5.19)
Sy N =&,
& Ud, =F°.

il) i)

Pentru multimile de varfuri &, si @&, ale arborilor A, (1) si Af, (1), determinate de

transversalele T"", 1<i<B, unde B reprezinti numirul tuturor transversalelor (n—1) -

dimensionale, calculam suma ponderilor varfurilor p(& (1)) si p(@?,(%))

|(1))_ Z p(l )

ey

|(2) Z p(l )

1%y
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0 oi 0 ; ; .
Numerele p(&,,) si p(F,) se vor numi ponderi ale complexelor A, (1) si A, (1).
Precum s-a mentionat anterior (a se vedea paragraful 4.5), o transversala n-dimensionala

genereaza doua transversale (n—1) -dimensionale, pe care le vom numi transversale vecine.

Transversalele T."™* si Tj”_1 le vom considera paralele daca in arborele A" (1) exista sirul de
transversale vecine T"* =T T )", T/ =T/ . In cazul cind doud transversale (n—1) -
q

dimensionale din A"(1) nu sunt paralele, vom spune cid acestea sunt transversale de directii
distincte.

Fie T, T,",....,T"" un sir maximal de transversale paralele din A"(1), in care T si

T'', 1<s<r-1, sunt vecine. Fiecare dintre aceste transversale determini in A"(1) un

subcomplex de stanga si un subcomplex de dreapta.

Definitia 5.2.3. Transversala T."" din sirul ordonat T T,)7%,...T"" se numeste

transversala mediand a arborelui A" (1) daca pentru ponderile de stanga si de dreapta ale
acesteia se respectd inegalitatile:
P(Sg) = p(S ) \ S7°), 5.2)
Py \ ) < P(Spy). |
Mentiondm ci, transversala mediand din sirul T,"*,T,"*,..., T,"™* poate fi determinati in mod
eficient prin aplicarea unui algoritm de complexitate O(logr), bazat pe utilizarea metodei
cautdrii binare.

Din definitia 5.2.3 rezultd ci daca T"" este transversala pentru care are loc egalitatea

p(@(ol)) = p(CNZ(OZ)), atunci aceasta este unica transversali mediand in sirul T,"*,T,,..., ",

Totodatd, usor se deduce ca, in sirul indicat exista cel mult doud transversale mediana si in acest

caz ele sunt transversale vecine.

Teorema 5.2.5. Un varf x. al grafului G =(X4;Ug) =sk@Q)A" (1) este mediand in G daca
si numai daca acest varf reprezinta in arborele A" (1) intersectia a n transversale mediana
(n—1)-dimensionale.

Demonstratie. Necesitatea. Fie x, varful mediana al grafului G =(X;U)=sk(1)A"(1).
Observam, mai intai, ca in complexul de cuburi abstracte A"(1), orice varf se afld la intersectia a
cel putin n transversale (n—1)-dimensionale. Conform teoremei 5.2.3, in mod univoc rezulta ca
exista anumite n transversale (n—1)-dimensionale Til”’l,Ti;"l,...,Ti:’l, la intersectia carora se
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afla varful mediana X, si pentru care necesita sa aiba loc niste relatii analoage cu (5.15). Sa le

expunem in mod explicit.

in arborele A"(1) definim:

n n n n n n H H
a) An: Mo Ao Ao Ao Ao — perechile de subcomplexe ale arborelui,
determinate de transversalele T, T, T,"", & ;
n
0 0 0 0 0 . e A . . . .
b) S By Bhey - Fay F o~ multimile de varfuri (cuburi 0 -dimensionale) ale

subcomplexelor Aif(s), 1<t<n, se{l,2};
) P(Sw)  PS) PSS y) o PSp) o P y) o P(S] ) — ponderile
subcomplexelor Aif(s), 1<t<n, se{L,2}.
Unele dintre subcomplexele mentionate Ai‘:(s), 1<t<n, se{l,2}, pot fi chiar printre
transversalele examinate Til"‘l,Ti;“l,...,Ti:‘l. Inegalititile (5.18), evident, determina varful x,. Cu

alte cuvinte, are loc relatia:

X, eT" ' NT " n..nT ", (5.22)
h ) I

deoarece relatiile (5.21) sunt cele de la (5.15) adaptate, conform teoremei 5.2.3, la arborele A".

Sa demonstram acum conditia suficienta a teoremei. Consideram ca din n siruri ordonate de

transversale au fost selectate transversalele mediana Tilnfl,Tigfl,...,Tinfl. Prin urmare, pentru aceste
n

transversale se respecta relatiile (5.21). Sa admitem totusi ca are loc:

T AT AT =3, (5.23)
h 2 In

pe multimea de varfuri din G = (X;U) =sk(1)A"(1). Deoarece fiecare transversala mediana

contine mediana complexului sk(1)A" (1), rezulta ca acesta va nimeri in afara lui sk(1)A"(1). O
judecata din simple silogisme conduce la contradictie prin faptul ca nu are loc conditia 2 a
definitiei 5.2.2. Aceasta din urma demonstreaza corectitudinea afirmatiei teoremei 5.2.5.

Folosind cele expuse in [214], precum si din proprietdtile complexului de cuburi abstracte,
deducem ca multimea tuturor medianelor grafului g = (Z;%), izomorfic interpretat in cubul
unitate E™, formeaza o multime convexa si, prn urmare, reprezinta o fateta a lui E™. Deci, daca
ne-ar interesa doar acele mediane ale lui g, care sunt si varfuri ale grafului ¢, atunci acestea
sunt varfurile fatetei respective.

Acum sa revenim la demonstratia teorema 5.2.4 anuntata ceva mai sus.

231



Demonstratie. Sa admitem enunful teoremei 5.2.4 nu este adevarat. Altfel spus,
presupunem ca existd totusi un varf r =(r,r,,...,r,) al cubului E™, insd acesta nu apartine
grafului Sa(G) =g, unde g este de acum aplicatia P™ —E".

Fie r =z, e E" \ g minimizeaza functia f(z), analoaga lui (5.12). Vectorul z, apartine la
m fatete cu dimensiunea m—1. Aceste fatete pentru complexul, de acum cubic, al tuturor
fatetelor din 1™ reprezinta niste transversale (n—1)-dimensionale, care au o intersectie ce consta
exact din punctul (vectorul) z, . Fiecare dintre aceste fatete contine céte o transversala (n—1)-
dimensionala a complexului pa(A,), care este izometric cu A, (1). Acum mentionam ca z,
respecta relatiile (5.21), adaptate la complexul Sa(A,(1)). Totodata, in acest complex oricare
m transversale (n—1)-dimensionale ,Ba(l’il”‘l), ﬂa(Ti'z“‘l), ,Ba(l’ir:‘l) au o intersectie vida,
deoarece vectorul z, nu le apartine. Contradictie cu teorema 5.2.2. Deci teorema 5.2.4 ¢ justa.

Din cele expuse anterior rezulta un algoritm eficient de calculare a medianei unui complex
de cuburi abstracte, ce satisface definitia 5.2.2 si care va fi descris in paragraful 5.3.

In legitura cu problema studiati, in mod firesc apare intrebarea: pe cit de mult poate fi
extinsa clasa de complexe cubice, reprezentate prin arbori omogeni n -dimensionali, pentru care
rezultatele prezentate mai sus raman viabile. Vom cauta raspuns la aceasta Intrebare, examiniand

totodata anumite proprietdti noi ale complexului de cuburi abstracte.

Fie 3"(1") complexul n-dimensional de cuburi abstracte, determinat de familia de fatete
ale cubului 1" . Orice transversald n -dimensionald imparte complexul J"(I") in doud
subcomplexe conexe. Fie I' o fatetd 1-dimensionald (o muchie) a cubului 1" = (I,,T},...,T",),
I, ={x}, T, ={x,.}, incidenta varfului x,,. Vom nota prin T transversala determinatd de
clasa de muchii paralele ce contine muchia I*, iar prin 3(x ) — subcomplexul din I"(1"),
determinat de T,!, ce contine varful X . Respectiv, prin S(x_n) vom nota cel de-al doilea

subcomplex.

Lema 5.2.1. Pentru orice transversala T,' si orice multime T\,[n/2]<k <n-1, este
adevarata inegalitatea:
[30x,) N[ >[S0,) N1
Demonstratie. Fie |' fateta 1 -dimensionald (muchia) a cubului n -dimensional 1",
incidentd varfului Xx,, . Notdm extremitatile muchiei I* prin a si b considerand b=x,, .
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Transversala T,, imparte cubul 1" in doua cuburi (n—1)-dimensionale 1™ si 1,7, astfel incat
varful a apartine lui 1™, iar varful b=x,, — cubului 1;7. Elementele multimii I, se afld la
distanta (n—k) de la varful b.
Multimea I', e formata din doud submultimi:
a) S, — multimea tuturor varfurilor cubului (n—1)-dimensional 1;*, ce se afld la distanta
(n—k) de la varful b, in cubul initial 1";
b) S, — multimea tuturor varfurilor cubului (n—1)-dimensional 1, ce se afli la distanta
(n—=k) de lavarful b, in cubul initial 1".

I n-1

Tinand cont de faptul ca pentru orice varf z al cubului , ce apartine multimii I, in

cubul I" are loc egalitatea d(b,z) =d(b,a)+d(a,z), precum si de faptul cd b (b=x,,) este

I n-1

varf al cubului , rezultd inegalitatea

afirmatiei lemei 5.2.1.
Alegem acum un subcomplex 3% < 3"(1"), format din fatetele cubului 1", generate de

multimile de varfuri I},,I},...,T,

;» cu conditia ¢ >[n/2]- Ducem transversalele n -dimensionale

prin fiecare muchie I* incidentd varfului x, (X, este unicul element din T;,) si notdim prin
“”‘1(I”) subcomplexul din 3"(1") determinat de transversala T, ce contine cel putin o
jumdtate din elementele multimii I',. Notdm prin &' (x,) familia tuturor cuburilor 1 -

dimensionale din 1" incidente varfului X,. In cele ce urmeazi, cubul 1" se va numi inchidere
cubicd a complexului K9,

Teorema 5.2.6. Daca |" =(I,,13,...,I,) este inchiderea cubica a unui complex de cuburi
abstracte 3%, [n/2]<q<n-1, atunci:

a) (37 a")HN3* =9

1te® (%)

b) ﬂSTll(I”

Ite (%)
Demonstratie. Vom demonstra mai intai relatia b) din teorema. Mentiondm ca in inchiderea
cubicd 1" a complexului 39, orice transversala determinatad de clasa de muchii paralele ce
contine o muchie incidentd varfului X, va contine in mod obligatoriu si o muchie incidenta

varfului X, . In baza lemei 5.2.1 si conditiei teoremet, rezulta:
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~0q-1
X, € ﬂ\sll .

|1EQ1(X1)
Sa demonstram acum relatia a) din teorema. Specificam ca, intr-un cub n-dimensional 1",

orice fatetd n-dimensionald il imparte pe acesta in doua cuburi (n—1)-dimensionale, care sunt

fatete cu aceeasi dimensiune pentru 1" . In cubul n-dimensional putem duce exact n

transversale, prin urmare, obtinem n perechi de cuburi (n-1) -dimensionale. Notam prin
Xy, Xpyeey Xy Varfurile cubului 1" = (T, ={x.}, [},...T,;,,[}, ={x,,}) . Evident, fiecare
transversalda contine exact cate o muchie incidenta varfului X - Din fiecare pereche de cuburi

(n —1)-dimensionale, determinate de transversalele din 1", alegem acel cub ce contine varful

X,, si formdm familia de cuburi (n-1)-dimensionale .7, n (X,n)- Intersectia tuturor cuburilor
din 977 rg_l(x2n ) contine doar un varf — varful X0 -

Subcomplexul  3™*(1") contine cel putin o jumatate din elementele multimii T, .
p | 1 p ] J 5 q

Deoarece q>[n/2], acest subcomplex nu contine varful x, din 3%, insa contine varful X,, din

inchiderea cubicd 1" a lui 3°. De aici, in conformitate cu cele demonstrate mai sus, rezultd
afirmatia a) din teorema.
Teorema 5.2.7. Daca 1" = (T, ={x,}, I},..., T, ;, T, ={x,.}) este un cub n-dimensional, iar
39 este un subcomplex din 3"(1"), format din fatetele cubului 1", generate de mulfimile
I,.1,..... T, unde q>[n/2], atunci existd un astfel de sistem de ponderi p(x;) ale vdrfurilor
complexului 39, incdt pentru orice varf din 3" (1"), calculdnd functia (5.9"), obtinem:
f(x)> f(x,),
unde rolul multimii X il joaca varfurile din 1", iar M reprezinta multimea varfurilor din 3°.
Demonstratie. Pentru varfurile complexului 3% fixam doua tipuri de ponderi:
a) p(x) =1 pentru orice element x; e I, UL, U...UT, 4;
b) p(x;)=A, pentru orice element X; €I,, unde A este un numar suficient de mare.

(Numarul A poate fi ales astfel incét sd fie mai mare decat suma distantelor calculate
de la x,, pand la toate varfurile multimii I;, Ul U...UT, ;. Acesta nu contravine
conditiilor din teorema)

Luénd in consideratie structura multimii I',, precum si cele demonstrate in teorema 5.2.6,

obtinem afirmatia din teorema.
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Vom studia, in cele ce urmeaza, complexele de cuburi abstracte 3" ce posedda urmatoarele
patru proprietati:

1) orice cub k -dimensionale 1* eint 3" apartine cel putin la 2™* cuburi n-dimensionale,
0<k<n;

2) daca X este un vairf de pe frontiera bd3J", caruia ii sunt incidente exact t muchii,

3<t<n, si pe aceasta frontiera exista reuniunea Ty UT; U... UFq_l, atunci inchiderea

~n.

cubica a acestui subcomplex apartine lui 3" ;

3) grupul de omologii de rangul zero al complexului 3" este izomorf cu grupul numerelor

intregi, adica 1° (I",2)=Z;

4) grupurile de omologii de rangul k =1,2,...,n sunt izomorfe cu zero, adica

0N(S",Z2) =07 (3", 2)=...=00" (3",Z)=0.

Complexele de cuburi cu proprietatile indicate mai sus servesc drept model matematic in
multiple probleme practice legate de amplasarea optimald a unor centre de deservire. Un rol
aparte aici ii revine problemei medianei, pentru care s-a elaborat o metoda eficienta de calcul.
Important e ca aceastd metoda poate fi generalizata si pentru cazul unor complexe de cuburi mai

ganerale. Ba mai mult, cu efortul unor modificari, ea ar putea fi folositda si in cazul unor

complexe de poliedre cu proprietati speciale [165].
5.3. Algoritmul de calculare a medianei pentru un arbore cubic n-dimensional

Fie A"(1) un arbore n -dimensional. Din cele examinate anterior deducem ca mediana
arborelui A"(1) poate fi determinatd de mediana z, calculatd in cubul m -dimensional E"
pentru un graf special g obtinut ca rezultat a doua aplicatii succesive o si S . Astfel, daca z,
este mediana grafului @ in cubul E™, atunci mediana x* a arborelui A"(1) se determina prin
relatia: X" =a'f7(2").

Rezultatele obtinute ne permit sa elaboram un algoritm eficient de calculare a medianei in
A" (1), fara a utiliza metrica.

Descrierea algoritmului:

. Fie X = {X;, Xgyoe, X} = °.

I1. Determinam clasele de muchii paralele in arborele A"(1). Fie avem m clase de muchii
paralele: £7,&3,....&..

m
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I1l. Fixam un varf arbitrar din X , de exemplu x,, si ii punem in corespondenta cortegiul
X, =(0,0,...0), format din m zerouri.

IV. Pentru oricare alt varf x, € X alegem un lang arbitrar L*(x,, x.).

V. Varfului X, i se pune in corespondenti cortegiul x, = (&', &7,...,&"), considerand &’ =1,
daci langul L'(x,,x) trece de un numar impar de ori prin muchiile clasei g, s g =0, daci
acest numar este par, ie1,n.

Din aceste cortegii formam o matrice M , liniile careia reprezinta cortegiile corespunzatoare

varfurilor X, 1<i<n:

g g &n
ol !
& & 2
1 2 m
& & £
M = 2 & 2
e &t ..o&l

VI. Calculam un cortegiu nou r* =(r’,r,,...,r,,), folosind elementele din M si ponderile

p(x;) ale varfurilor din X, 1<i<n, conform regulilor:
n 3 1 n

1, daca zgij p(x;) > Ez p(Xi),
i=1 i=1

r, =40, daca el p(xi)<%z p(X:),
i=1 i=1

n ) n
0 saul(indiferent),daca > & p(x;) = %Z p(X;).

i=1 i=1
VII. Conform teoremei 5.2.4, cortegiul r* apartine matricei M , iar varful x*, care

corespunde acestui cortegiu, este mediana lui A", prin urmare, si a complexului A".

Exemplu. Si examinim arborele 2-dimensional A®(1) cu suma ponderilor varfurilor

24 24 24
D p(x;) =64. Aplicand formula 5.9, obtinem: min > d(y, X, ) p(x;) = >_d (X, X, ) p(X;) , ceea ce
i=1 yeR® 477 =)
inseamnd ca mediana complexului se realizeaza in varful Xx,..

Sa calculam acum mediana conform algoritmului descris. In arborele din figura 5.2 avem
10 clase de muchii paralele £,5;,....25 . Alegem varful x, si ii atribuim cortegiul
(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0). Construim matricea M conform regulilor descrise supra pentru arborele

cubic din figura 5.2. Matricea respectiva este reprezentata in figura 5.3.
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Fig. 5.2. Complex omogen de cuburi abstracte 2-dimension
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< x,(2)
X, (1)
<« X;(4)
< %,(3)
< X5(2)
< X(1)
< X;(4)
X (1)
X (3)
< Xy,(2)
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Fig. 5.3. Matricea M pentru complexul din figura 5.2

Calculam vectorul r* =(r,r,,...,r,,) conform formulei din punctul VI al algoritmului. Acest

vector va fi r* =(1110,0,0,110,0) si corespunde varfului X,;, ceea ce confirma corectitudinea
algoritmului.
in cazul complexului de cuburi din figura 5.2 vectorul r* = (r',r,,...r) se determind in

mod univoc. Totodata, mentiondm ca existd complexe pentru care vectorul calculat Tn matricea

M , conform algoritmului descris mai sus, se determina neunivoc (atragem atentia la punctul IV
al algoritmului, unde se mentioneaza ca elementul rj* poate primi valoarea 0 sau 1.) In acest caz,

numadrul de varfuri mediana este exprimat prin puterea lui 2.



In cazul unui sistem de ponderi ale varfurilor complexului de cuburi abstracte, elementele
fiecarei linii din matricea M se Inmulteste la numarul ce reprezintd ponderea varfului
corespunzator liniei, iar elementul rezultant din vectorul r* =(1,1,1,0,0,0,1,1,0,0) se calculeaza in
mod analog. Evident, pentru diferite sisteme de ponderi ale varfurilor se obtin solutii diferite ale
problemei medianei. Ba mai mult, totdeauna putem indica astfel de ponderi ale varfurilor incat

numarul de varfuri mediana sa fie 2, 4, 8 etc.

Fig. 5.4. Complex de poligoane 2-dimensionale pentru calcularea medianei

Remarca 5.3.1. Algoritmul descris poate fi folosit la calcularea medianei i in cazul unor
structuri mai complicate. In figura 5.4 este reprezentat un complex de poligoane cu un numar par
de muchii pentru fiecare. In acest complex, in mod similar, definim clasele de muchii paralele.
Acestea sunt 9 la numar: £/,&;,...,&; . Complexul contine 22 de varfuri. Ponderile varfurilor sunt
indicate in figura 5.4, iar matricea M este descrisa in figura 5.5 (suma ponderilor varfurilor este
egala cu 72). Cazul unui complex de poliedre abstracte nu se studiazd in aceasta lucrare. Un

astfel de complex necesita un studiu aparte.
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Fig. 5.5. Matricea M pentru complexul din figura 5.4

La aplicarea formulei 5.9 obtinem:

22 22
min 2 d(y,x)p(x) = 2, d(Xs, %) P(x,),
i=1 i=1
ceea ce inseamnd cd mediana complexului se realizeaza in varful X,. Ca rezultat al calculelor

efectuate in conformitate cu algoritmul studiat, obtinem vectorul r* =(1,0,,0,0,0,0,0,0), ce

corespunde varfului X;.

5.4. Functia Grundy si jocuri combinatoriale intr-un complex de relatii multi-are

S& examindm un joc special intre doi jucatori pe un complex de relatii multi-are

R ={R",R?,...,R"™}, definit in capitolul 2. Conform celor mentionate in paragraful 2.3, R"*
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poate fi considerat drept un complex de quasisimplexe abstracte X" =(@°, &', ..., @").

Astfel, fiecare element al relatiei m-are R™ din complexul R™ este reprezentat in GX" printr-
un quasisimplex (m—1) -dimensional Q" e @™, 1<m<n+1. Din aceste considerente, in
cele ce urmeaza vom folosi notatiile si proprietatile unui complex de relatii, formulate in
termenii de quasisimplexe abstracte si expuse in capitolul 2. Totodata, din considerente de
comoditate, elementele complexului X" le vom numi simplexe, ceea ce nu schimba esenta
lucrurilor, in contextul celor examinate ulterior.

Vom generaliza mai intai unele notiuni si proprietati ale acestora, examinate in capitolele
precedente. Generalizarile respective sunt necesare pentru examinarea unui joc combinatorial si

determinarea strategiilor optime ale jucétorilor.

Generalizarea notiunii de coerenta

Fie Qj”:’lz(xjo,le,...,x. ,Xj,_ s+ X; ) Un simplex abstract ce se obfine din simplexul

Jk-1 Jka

Q" =(X; ,X; yoyX: X ,X: ,.,X: ) la eliminarea varfului X, Relatia de coerentd a
] o J Jk—1 Im

1 IPRRA R I
simplexelor Q' si Q;:’l si proprietatile respective au fost examinate in paragraful 2.4. In cele ce
urmeaza vom generaliza aceastd notiune si vom stabili niste relatii importante pentru examinarile

ulterioare. Incepem cu un rezultat ce completeaza cele expuse in paragraful 2.4.

Teorema 5.4.1. Simplexele Q' si (—1)"ij‘:’l sunt coerente.

Demonstratie. Pentru a demonstra teorema, conform definitiei 2.4.2, e suficient si aratam

cad simplexele Q' si (-1~ (X;, —)Q;-’:_l) sunt orientate la fel, adicd au acelasi semn. Din
considerente de comoditate, simplexul x; — Q;‘:‘l il vom nota prin Q;‘:

Fie tQm numarul de inversiuni al cortegiului de indicii (Jg, J;y o Juas Jus Juassees Jm) C€
]

corespunde simplexului Q'. Sa admitem ca printre primele k numere jg, jy, ..., j, sunt g

numere mai mari decat j,, iar printre j, ,,..., J, sunt p numere mai mici decat j, . Prin

m

urmare, numarul de inversiuni in cortegiul (J,, J;, s Jug Jxsrrer Jim)» C€ COrespunde simplexului

m-1 __
Qj " =(Xjp X0 X

PR P

- X ), este egal cu tyn —P—Q. Usor se calculeaza ca numarul de
m i

)

inversiuni 1n cortegiul indicilor determinat de simplexul QJ-”: =(X i Xo X, e XG0 X vy X

Jea? T 't Im

este t,, — 20+ k . Sa examinam acum paritatea numerelor L si ton = 20 +Kk.
] ] ]
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I. Fie fyn un numdr par, ceea ce inseamnd cd simplexul Q' este orientat pozitiv. Daca
J

numdrul k este impar, atunci t., —2q+k este impar, adici Qf
J

j, este orientat negativ, si

(-1)* =—1, de unde rezulti ca simplexele Q' si (<D~ Qj‘: sunt orientate la fel (ambele sunt cu

semn pozitiv). Daca numarul k este par, atunci si tor —2q+k este numir par, si (-1)* =+1.
]

Prin urmare, simplexele Q' si (<D~ Qj: sunt orientate la fel (ambele cu semn pozitiv).

Il. Fie fyn un numar impar, ceea ce inseamnd cé simplexul Q' este orientat negativ. Daci
]

numarul k este impar, atunci t_, —2gq+k este par, adica Q;‘: este orientat pozitiv, si
J

tQ
(-1)* =—1, de unde rezulti ca simplexele Qf si (<D~ Q;‘: sunt orientate la fel (ambele cu

semn negativ). Daca numarul k este par, atunci tor —2q+k este numar impar, iar (—1)* =+1.
J

Prin urmare, simplexele Q' si (-1~ QJ”: sunt orientate la fel (ambele sunt cu semn negativ).

Cazurile examinate inseamna ca simplexele Q' si (—1)“Q;‘:’l sunt coerente.
Din teorema demonstrata rezulta doud consecinte, usor verificabile.

Consecinta 5.4.1. Daca &;(m) si éik (m) sunt semnele de orientare ale simplexelor Q' si

Qp, atunci &;(m) =(-1)"-&; (m).
Consecinta 5.4.2. Pentru simplexul Q' si fateta acestuia Q;Tk‘_l este adevarata egalitatea

& (m)=(-)*-¢;, (m-1),
unde &;(m) si &, (m—1) sunt semnele de orientare ale simplexului Q[ si a fefetei Q}:’l, iar o

reprezinta  numdrul —de inversiuni  formate de indicele vdfului X; cu indicii

Jos Jiveeer Jeas Jeagr e by @i varfurilor simplexului Q?:’l.
Corectitudinea afirmatiei consecintei 5.4.2 rezultd imediat din faptul ca semnul ggjk (m) al

simplexului QT =(X. ,X. ,X; ;.. X. ,X: ,..,X; ) este determinat de numarul de inversiuni din
Jk Jk Jo h Im

Jea? M ?

sirul Xj o Xj,reees X

Jea ! Nk

. X; , care reprezintd semnul &; (m—1) al simplexului Q;Tk‘_l , §i

Jm

numarul de inversiuni formate de elementul X i, cu varfurile X i1 Xy reees X

o X Koo

im
Referitor la coerenta simplexelor, are loc un rezultat similar celui expus in lucrarea [305]:
Teorema 5.4.2. Coerenta simplexelor Q' si (<D~ Q;‘:‘l nu depinde de permutarea

concordanta a elementelor ce determina aceste simplexe.
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Prin permutare concordantd aici intelegem urmatoarele: dacd se face o permutare a

elementelor din Qf', atunci aceasta determind in mod univoc permutarea din Q;‘:’l, si invers. De
exemplu, fie Q° = (X5, Xg, X, X,, X;, X5 ) UNn simplex 5-dimensional, iar Q,' = (X,, Xg, X5, X,, Xg) —
fateta lui Q°, opusd varfului x,. Daci ca rezultat al unei permutiri, din Q° obtinem un simplex
nou le = (X, Xy, X3, X,, %, Xs) , atunci din fateta Q14 vom obtine simplexul
LQF = (X5, X1 X5, X, X5 ), Care este fagetd a lui ,Q° = (Xq, Xy, Xg, X, X;, X ) , Opusd vafului X, .

Demonstratia teoremei 5.4.2. Si notim prin "Q;" si "Q?k‘_l simplexele ce se obtin ca
rezultat al unor permutiri ale elementelor din Q' si Q;‘:‘l. Pornim de la o permutare a
elementelor din Q. Vom demonstra cé daca pQ;':’l se obtine prin aplicarea permutarii generate
de permutarea folositi in Q', atunci simplexele "Q}" si (—1)".”Q;‘:‘1 sunt coerente. Ultima
inseamna cd simplexele "Q{" si (—1)‘“"(5;11 sunt orientate la fel. (Cazul invers, cand pornim de
la o0 permutare efectuata asupra elementelor din Q;‘:’l, se reduce la primul.)

Folosind notatiile din paragraful 2.4, scriem:
Qf =& (M) -[X; X X T,
QE zéjk (M)-[X; o X)X s X X e X T
unde 51-(m),92jk (m =41, 1< j<cardQ™, in dependenta de numdarul de inversiuni in
succesiunile respective de indici, si reprezintd semnele acestor simplexe. Conform teoremei

5.4.1, simplexele Q' si (—l)kQ;:’l sunt coerente. Aceasta inseamna cd simplexele Qf' si

(-1~ Q;’: sunt orientate la fel, ceea ce, conform consecintei 5.4.1, este echivalent cu relatia:

&) = (=D& (m). (5.24)

Pentru a demonstra teorema e suficient a examina situatia cand permutarea constd din

schimbarea cu  locurile a doua  elemente X si X in  simplexul

Q' = (X, Xj veers X1 X, X

s 1,...,ij). Sa aratam ca in urma acestei permutari p, simplexele

jk+
obtinute Q" si (—1)"-F’Q;':’1 raman coerente, ceea ce inseamnd ci "Qf' si (—1)k-pQ;: sunt
orientate la fel. Notam prin t{' numarul de inversiuni in cortegiul (jo, jy-s Jig Jicr Jetreeos Jm) -

Examinarile se reduc la urmatoarele cinci cazuri:

1) X' si X" apartin subsirului de varfuri ce precedeaza X; (se afld printre X; ,X; ,...,X; );
> ; > k Jo I Jk-1
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2) X' si X" apartin subsirului de varfuri ce urmeaza dupa X ;. » adica se afla printre varfurile

cu indicii mai mari X, v X

Jm ?

3) X e{Xl-o’XJ-l""’XJ-|<,1}’ iar X" E{Xjk+1""’xjm};
4) X E{on’le’""xik,l}’ jar X' = X

5) X =X; ,1ar X" eX; .o X; .
In primele doui cazuri, paritatea numarului de inversiuni cu care se modificd t;" si ij este

aceeasl. Aceasta permite sa consideram justd egalitatea:
o
P& (M) = (=D -(°&;, (),
adicd simplexele °Qf' si (—1)‘“"(5;11 sunt orientate la fel, ceea ce inseamnd cid Q' si

(-1)*-PQJ"* raman simplexe coerente.

S& examindm cazul 3. Fie X =X; , | <], , si X'=X; , J>] . Dacd

Q" =(X; ,X; ooy Xi yoey X 4y Xi 4oy Xi ), atunci dupa schimbarea cu locurile a elementelor
J Jo h Ir Jk Js Jm

T : "no__ : : p m __
X' =X; si X" =X, , obtinem simplexul "Q;" = (X o X

e X

J v

r i 100 Xy "Xjr""’xjm)‘ Numarul de

m

inversiuni "t7" in cortegiul "o = (Jg, Jyrees Jgsees Jerns Joeees J) diferd de numarul de inversiuni

t' in cortegiul ] =(jg, Jyses Jyrees oo Jsroenr Jy) doar datoritd schimbrilor din  sirul

[

Fie printre elementele j,.,,..., ji,.., Js SUNt nﬂ elemente mai mari decat j,, ceea ce Inseamna

ca in "o apar n; inversiuni noi care lipseau in «] . Celelalte n? =s—r—n; elemente,

m
j o

raportate la j,, formeaza niste inversiuni in ', care vor lipsi in pa}". Pe de alta parte, sa
admitem ca printre J,,;,..., Ji s Jo g SUNt ni elemente mai mici decat |, ceea ce Inseamna ca in
Paf apar ng inversiuni noi care lipseau in «] . Celelalte n =s—r—1—n; elemente, raportate
la j,, formeaza inversiuni in a7, care insd vor lipsi in °e]'. Prin urmare, are loc relatia:
Pt =t +(n; —nf) +(ng —n¢).

Sa calculam acum numarul de inversiuni "t din cortegiul
P = (B Jor Joveees S Jicas s Jroeees Jin) ce corespunde simplexului
pQJ“: = (X, X, 1 Xy oo X v XG5 X seens X e X ), EXPHimat  prin fjr: . Folosind notatiile si

tehnica de mai sus, examinam patru cazuri:
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a) j, <Jgsi J; > J.. Pentru numerele de inversiuni "f" si " obtinem:
o =0+ (0~ D)) + (P~ —n2) = + (0 — )+ (né —n?)—2.

b) j, <j.si J; <], . Pentru numerele de inversiuni "]’ si f" obtinem:

PEN =£ +(n; —n?)+(n; —n?).
c) J, > i si s > J,.- Pentru numerele de inversiuni Pf" si {7 obtinem:

PN =£ +(n; —n?)+(n; —n?).
d) j, > Ji si s < . Pentru numerele de inversiuni *f" si ;" obtinem:

P =t +(n; —n?)+(n; —nZ) +2.

Comparand rezultatele obtinute in fiecare din cazurile a)-d) cu formula
Pt7 =t7 +(n; —n?)+(n; —nZ), obtinutd mai sus, observam cd paritatea numarului de inversiuni
cu care se modifica "t] si "]’ este aceeasi. Prin urmare, este adevarata egalitatea:

"5 (M) = (=) (g, (m),
ceea ce inseamnd ca *Q]' si (—1)“-”Q}Tk‘_1 rdméan simplexe coerente.

Examinam 1in continuare cazul 4. Fie X = X;, 0<r<k-1 , x"=x. , iar
PQI = (X, s Xy s Xj X s Xj e Xj X0 X e X; ) — simplexul ce se obtine din
Q;“ =(Xio'xh""’xir""’Xik""’Xim) la schimbarea cu locurile a varfurilor x; si X; . Prin Q?:’l e
notatd, de fapt, fateta opusa varfului de pe locul k +1 din lista ordonata a simplexului QJT“, si
acesta este varful x; € X . Dupa efectuarea permutarii, pe locul k+1 in simplexul "Q[" vine

varful X; . Pentru a specifica acest moment, vom nota fateta opusa varfului de pe locul k+1 din

"Q[" prin pQ;‘:gﬁ). Sa demonstram ca Q] si (—1)"-"Q}'r‘[ﬁ) sunt coerente, ceea ce e echivalent cu

faptul ca simplexele

POm —
Qi _(Xj01xj1’“.’xjr—1’xjk’Xjr+1,.“’Xjk—l’Xjr’Xjk+1’...,ij)’

S MK PAM (VK.

$1 ( 1) er(k) _( 1) (Xjr1XjO’le1."1Xjr71’Xjk1Xjr+1’“.,Xjkfl’xjkﬂ’uqxjm)
sunt orientate la fel. Ca si in cazul precedent, vom examina paritatea numerelor cu care se
modifica "t]" si "f". Pentru cortegiul de indici & =(jo, i Jrr draaees ditr Jioo Jiarreees dm)

definim numerele:

n: —numdirul de elemente ale sirului j,,,,..., j, care sunt mai mari decat j, ;
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n’ —numdirul de elemente ale sirului j,,,,..., j, care sunt mai mici decat j,;
n, —numirul de elemente ale sirului j, ..., j,_, care sunt mai mici decat j, ;
n} —numirul de elemente ale sirului j, ,,.., j,, care sunt mai mari decat j, .

Obtinem o formuld, analoagd celei din cazul 3, pentru numarul de inversiuni din cortegiul
Pai = (Jo» Jirees Jio Jraaees Jeas oo Jksrrees Jm)» €xprimat prin numdrul de inversiuni din cortegiul
corespunzitor a;'

Pt =t +(ny —nf)+(n —ng) =
=t +(n; +nf)—2n7 +(n, +nf)—2n; =
=t +(k—r)—-2nf +(k—r-1)—2n{ =
=2k —2r—-2n?-2n? -1,
ceea ce fnseamna cd numarul de inversiuni "t]' diferd de tj' cu un numar impar. De aici mai
rezultd ca simplexele orientate Q' si *QJ" sunt de semne diferite.

Sa examinam acum simplexul péf(k) si sd exprimdam numdrul de inversiuni ", din
"G 4y = s Jo» dures Jrao Jio draaeoo Jkcas dksareens J) prin numarul de inversiuni £ ale cortegiului
&} = (Js Jos Jurews Joas Jes Jraees Jeas Jeenreens Jn) - PENtrU cortegiul & definim numerele:
|; — numirul de elemente ale sirului jy, jj,-., j, care sunt mai mari decat j, ;

I — numarul de elemente ale sirului jy, j;,..., j, care sunt mai mici decat j, ;
|'— numarul de elemente ale sirului jy, j;,..., j,; care sunt mai mici decat j,;
Ir2 —numarul de elemente ale sirului jg, j;,..., J,, care sunt mai mari decat j, .

Obtinem formula:

pfm
tJ}(k)

="+ (I + 1)+ +17) —217 - 212 =

=74 (1) + (11 -12) =

="+ (r+D)+r-217 217 =
=t +2r-217 - 217 +1,
ceea ce denota ci numdrul de inversiuni P{",) diferd de f cu un numar impar. Ca si in cazul
simplexelor m-dimensionale Q{' si °Qf', aceasta inseamnd ca simplexele Q;‘: si "Q;*:(k) sunt

orientate in mod diferit.
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Din cele demonstrate mai sus deducem ca daca Q;" si Q;T: sunt simplexe cu acelasi semn de

orientare, atunci si simplexele "QJ' si PQJ', poseda aceeasi proprietate. Deci si in acest caz,

afirmatia teoremei este justa.

Demonstratia se finalizeaza cu examinarea cazului 5, care se face similar cazului 4.

Sa generalizdm acum notiunea de coerentd a simplexelor. O vom face in doud etape:
1) pentru simplexele Q' e @™ si Q™", unde Q™" reprezintd o fatetd a simplexului Q' ,
1<t<m-1; 2) pentru doui simplexe Q",Q* e K", unde Q' nQ* =Q" e K" si nici unul
dintre simplexele Q*,Q? nu este fateti a celuilalt.

Fie Q" =& (M)[X,X, -, % ] un simplex orientat, ales in mod aleatoriu din &" , si
QJ”:‘t =&, (M=t)[X_,% ... X, ] — fateta (m—t) -dimensionald din Q" , opusd multimii de

varfuri X. ,X. ..., X;
Jo h

iounde Jo=jo+ j+o+ jigy 0< o, Jie by <M. Indicele ji, 0<s<t-1,

corespunde locului pe care il ocupd X; 1n lista (X; ,X; ..., %; ). Pentru a nu recurge la indexari
»etajate”, se considera juste relatiile:

) Jo<<..<us

b) Jor Juvdia €flgs e i}

o) l<l<..<l

d) ok <l F={ig,insin P\ oy Jioe Jiad-
Vom generaliza acum notiunea de coerenta, definita in paragraful 2.4 (a se vedea definitia

2.4.2), pentru cazul 1) indicat mai sus. De rand cu simplexul Qg:p e @™ " care este fatetd
(m—t) -dimensionala din Q" € @™, opusa varfurilor x i Xy X

It

).

,» vom defini simplexul

Am
Q‘]t _(on ! le""' th-l’xlo’x|1""’ Xl

Definitia 5.4.1. Simplexul Q' e ®" si fateta acestuia Q;T:_t e @™ se numesc t-coerente

daca Q;“ Si (55’: sunt orientate la fel, adica ambele sunt orientate pozitiv sau ambele sunt

m

orientate negativ. Daca simplexele Q;

si QI sunt orientate in mod diferit, atunci Q' si Q}"
se numesc simplexe t-noncoerente.

Din aceastd definitie rezultd cd notiunea de t-coerentd se rasfrange doar asupra a doua
simplexe, dintre care unul este fateta a celuilalt. Similar cazului de coerentd simpla (a se vedea

paragraful 2.4), se defineste coeficientul de t-coerenta al simplexelor:
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+1, daca Q" si QS“‘t suntsimplexe t - coerente,
gl(m)=1-1, daca Q" si Qf‘t suntsimplexe t - noncoerente,

m—t

0, daca Q,

nu este fatetd a lui Q.

Teorema 5.4.3. Simplexele Q" si (—1)*QJ"" sunt t-coerente.

Folosind metoda inductiei matematice In raport cu numdrul t de varfuri eliminate

Xy Xi e, X

Jo? Rt

i, din Q" si teorema 5.4.1, demonstratia teoremei 5.4.3 devine o chestiune pur

tehnica.

Conform definitiei 5.4.1, t-coerenta simplexelor Q" si QJ”:_l este determinata de orientarea
simplexelor Q™" si Qf: Semnul de orientare 9231 (m) al lui (53? se stabileste cu ajutorul numarul
de inversiuni « ale indicilor varfurilor simplexului Qi‘ :(on'xh""’xit,ﬂxlo’Xll""’xlm,[)' care

poate fi reprezentat prin suma « =, + @, + ;,, unde

a, este numarul de inversiuni din sirul jo, j;,..., Jog;

@, este numdrul de inversiuni din sirul Iy, l,,..., 1, si care determina semnul &, (m—t) al
fatetei QBZH;

a,, este numarul de inversiuni format de fiecare dintre indicii j,, J;,..., J,, cu fiecare dintre
indicii 1,,1,,...,1 .

Consecinta 5.4.3. Pentru simplexul Q" si fafeta acestuia Q;':_t este adevarata egalitatea
&(m) = (1)) . & (m—t), unde &(m) i & (m—t) sunt semnele de orientare ale simplexului
Q" si fefetei acestuia Q5 iar a(J,) = a, +ay,.

Demonstratie. Conform teoremei 5.4.3, simplexele Q" si (—1)J‘ QJ”:‘t sunt t-coerente. Prin
urmare, intre semnul de orientare & (m) al simplexului Q" si semnul de orientare fjt (m) al
simplexului (—1)* Q™ are loc relatia:

&M =(D™ &, (m). (5.25)

Luand in consideratie ca valoarea lui éjt (m) este determindta de paritatea numarului
a=a, +a,+a,, obtinem:

&, (M) = (=D = (=D = (<D & (m—t),

ceea ce permite sa reprezentam formula (5.25) in modul urmator:
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&(m) = (=7 & (m—t).
Notand «(J,) =, + a,,, in cele din urma obtinem egalitatea:
&(m)= (=)’ . & (m-1). (525"
Pentru simplexele Q" si Qj‘j“ are loc un rezultat similar teoremei 5.4.2.

Teorema 5.4.4. t -coerenfa simplexelor Q" si (-1)*QJ"" nu depinde de permutarea
concordanta a elementelor ce determina aceste simplexe.

Demonstratie. Ca si in cazul teoremei 5.4.2, ¢ suficient sa demonstram ci daca "Q; " se
obtine prin aplicarea permutarii generate de permutarea folositd in Q", atunci simplexele "Q."

. J — . . A o« - - - .
si (-1) '-pr,‘: ' sunt coerente. Ultima afirmatie Tnseamni ci este adevirati egalitatea:

P& (m) = (=1)*-P&; (m). (5.26)
Folosim metoda inductiei matematice in raport cu numadarul t de varfuri eliminate
| din Q.

Xi y X yoeny X

o i h
1) t=0. In acest caz, J, = j,. Apeland la teorema 5.4.2, obtinem:
"&(m)=(-D)""E; (m),
ceea ce confirma relatia (5.26).

2) Admitem cd afirmatia teoremei este adevaratd pentru t>0 varfuri eliminate

. » adica are loc egalitatea:

"5(m)=(-1)"-"S, (m),
independent de permutarile elementelor din Q" si QJ”:’t. In acest caz, indicele J, este
=g+ +t ]

3) Examinam situatia cand din Q" se elimind t+1 varfuri. Fie acestea sunt

5 este faeta lui Q", opusa varfurilor X , X, ... X; _;

Jta

Am __ .
Q. = (X Xy e Xj s X s XKoo X )5

3'::;4 este fateta lui Q" , opusa varfurilor Xj o X X0 X5

Ja? Tk
);

m-t-1 : m—t 5 A :
Q este fateta lui Q; ™ opusa varfului X; = X, e{X; 1 % X}

i e Ay

Am
Q‘]t+1 _(on’xil""’ le—l’ XJ} ! Xlo’Xh""l XI

m-t
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Sa demonstram ca si in acest caz se respecta egalitatea

PE(m)=(=1)"*-"&, (m).

"1 o facem in doud etape, mai intdi prin eliminarea varfurilor

Construirea fatetei Q;"

X, X , conform regulilor de eliminare descrise anterior, iar apoi prin eliminarea

o' TR

..,XJ-H

ultimului varf x; . Luénd in consideratie pasul precedent al inductiei matematice, precum si

afirmatia teoremei 5.4.2, obtinem urmatoarele relatii pentru coeficientii de coerentd intre

simplexele examinate:

P& (m)=(=1)"-P&, (m), (5.27)
PE, (m—t)=(=1)"-P&, (m). (5.28)

In baza acestor relatii, precum si a modului de construire a simplexelor Q Q i QJ:t -

Q S Q": ! in cele din urma obtinem:

G(m)=(1)" (1), (m) = (1) e,

Deci, afirmatia teoremei are loc si pentru t+1 varfuri eliminate. Conform inductiei

matematice, relatia (5.26) este adevarata.

Si extindem in continuare notiunea de coerentd pentru doud simplexe Q™ si Q™ din
complexul GX" ce poseda proprietatile:
a) Q™ zQ™;
b) Q™ «Q™;
c) Q" NQ™ =Q™ =2 J,
unde m—m,=t>1, m,-my,=q=1, si 1<m,m,,m;<n. Vom considera ca simplexele
Q™,Q™ si Q™ sunt orientate, ceea ce Inseamna ca le putem interpreta in modul urmator:
Q" = &M%, %, %, 1,
Q™ =&MLy, Yy ¥y, 1o

Qm3 = §(m3)[zko 1 L reen Ly 1.

m3

Simplexul Q™ se obtine din Q™ la eliminarea a t varfuri x_,X_ ,...,X, , iar din Q™ — prin

R e

eliminareaa q varfuri y, , Y, .-, Yo, , - Definim numerele:

Ji=a,+a +..+a,_,
Jy=by+b +...+b, ,,
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si construim simplexele:

QR = & (M) DXy Xy o X1 2 Z e 2 1,

m3

o = &5, (M) [Xg Xy oo Xy 1 20 L v Zy 1

mg
Aici ay,a,,...,a,, reprezintd numerele de ordine ale acelor t varfuri din lista X , X, ..., X, , care
o J m
se elimind din Q™ la construirea lui Q™. Respectiv, by,b,,...,b, ; reprezintd numerele de ordine
ale g varfuri din lista y; ,Yy,,...,y; , care se elimind din Q™ la construirea lui Q™ . Pentru
m2

varfurile simplexelor Q™,Q™ si Q™ se respecta relatiile:
{z, 2 1, }C{X.ov i Ximl}!
{Zko’zk1""'kas}c{xio’xw""Ximl}'

Definitia 5.4.2. Simplexele Q™ si Q™ cu proprietatea Q™ NQ™ = & se numesc simplexe
(t,q) —coerente daca Q™ si Q™ =Q™ Q™ sunt simplexe t—coerente iar Q™ si Q™ sunt
simplexe q-coerente.

Pentru indicii varfurilor din sirurile

Xags Xayroos Xa 3 Yot Yoo Yo, §1 Zigs Z oo 2

m3

determindm numerele:
o, —numadrul de inversiuni in sirul de indici ay,a,,...,8, 4;
a,—numarul de inversiuni in sirul de indici by,b,,..., bq_l;
—numarul de inversiuni in sirul de indici Ky, kK;,..., krn3 :
a,; — numdrul de inversiuni formate de fiecare dintre indicii a,,a,,...,8,, cu fiecare dintre
indicii ko, K,,.... K, ;
@, — numarul de inversiuni formate de fiecare dintre indicii by,b,,...,b, ; cu fiecare dintre
indicii ko, Ky,.... K,
Teorema 5.4.5. In cazul simplexelor (t,q) -coerente Q™ si Q™ are loc egalitatea:
Itgra(d)ra(dy)
g(m) = (=1 g(my),
unde a(J,) =, +ay,, 1ar a(J,) = o, + ays.
Demonstratie. Pentru semnele simplexelor studiate obtinem relatiile:

£my) = (-1,
&, (M) = () = ()™ - £(my);
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&, (My) = (D)™ = (=1 . £(m,).

Conform teoremei 5.4.3, simplexele Q™ si (—l)J'Qm3 sunt coerente. Prin urmare, in baza

relatiei (5.25) si celor mentionate mai sus, putem scrie:
Em) = (=D& (M) = (- - (-D™" - &(my).
Din aceleasi considerente, si in cazul simplexelor Q™ (— 1)Jq Q™ are loc egalitatea similara:
&(my) = (- &, (my) = (=)™ - (=)= - £(my).
Din ambele egalitati exprimam &(m,) prin £(m,) si, respectiv, £(m,):
&(my) = (=1 - (=)™ - &(my),
£(my) = (=)™ - (D™= - 5(m,).

Deoarece partile din stdnga ale acestor egalitéti coincid, rezulta:

(D% - (D g(my) = (<D™ - (D)= - £(my).

Notdm a(J,) =, + a5 si a(J,) = a, + a,5. Ultima ecuatie se va transcrie:

(=)’ g(my) = (=)0 E(my)

de unde rezulta relatia:

E(my) = (=1) "D ()
Multimi stabile

In capitolul 2 a fost definitd notiunea de stea a unui simplex (a se vedea definitia 2.3.2), care

poate fi generalizata in cazul unui simplex Q' e Q™.

Definitia 5.4.3. Subcomplexul @%m din X", care contine simplexul Qf', impreund cu
]
toate fatetele proprii ale sale, precum si toate simplexele din X" incidente lui Qf', impreund cu

toate fatetele proprii ale acestora se numeste superstea a lui Q;“ Si se noteaza prin StQ;ﬂ .

Mentiondm cd, spre deosebire de supersteaua StQ[', steaua stQ[" a unui simplex Q{" nu

este complex simplicial abstract.

Pentru supersteaua StQ{" definim urmatoarele notiuni:
a) inchiderea CI(StQ[") superstelei StQ[' — subcomplexul minimal din GX", care contine

supersteaua StQ';
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b) reprezentanta R(Q]') superstelei StQ" — multimea simplexelor din StQ{" ce nu sunt
incidente simplexului Q;“;

c) frontiera B(Q{') a superstelei StQ{' — mulfimea tuturor simplexelor din StQ{' ce nu
sunt incidente lui Q] sau intersectia acestora cu Q' reprezintd una dintre fatetele proprii
ale lui Q7.

Usor se verifica relatiile:
R(Q}") = CI(StQf"),
B(Q") = CI(StQf"),
R(Q]") =B(Q}").
Fie Q™ un simplex din GX", pentru care se cunoaste supersteaua StQ™ , impreund cu

reprezentanta R(Q™) si frontiera B(Q™) . Conform celor relatate anterior, constatim:

RQ")NQ" =&,
B(QR™)\RQ™) =2.

in mod aleatoriu, alegem un simplex Q™ din multimea B(Q™)\R(Q™) (evident, Q™ este
diferit de Q™ si fatetele acestuia). Totodata, existd un simplex Q™ incat: Q™ NQ™ =Q™ = J.
Conform teoremei 5.4.3, conditia de (t,q) - coerentd a simplexelor Q™si Q™ este:

£(my) = (1) sy, (5.29)
unde t=m-m,, iar g=m, —m,. in aceasta situatie sunt posibile doud cazuri: a) cand numarul
Ji+Jd,+a(d)+a(J,) este par; b) cand numarul J, +J, +a(J,)+a(J,) este impar. Referitor
la simplexul Q™ si orice simplex Q™ € R(Q™), unde Q™ este fatetd a lui Q™ , obtinem relatia
analoaga cu relatia (5.29):

&(m)= (- b, ), (5:30)
unde t, =m,—m,, J, =0, a(J,)=0. Deci, orientarea simplexelor Q™ si Q™ e determinata
de cele doud cazuri posibile: a) cand J, +a(J, ) este un numar par; b) cand J, +a(J, ) este un
numar impar.

Notam prin (Sm multimea tuturor simplexelor din B(Q™), incat in cazul perechii Q™,Q™,

ce satisface relatia (5.29), are loc conditia a), iar in cazul perechii Q™,Q™, ce satisface relatia

(5.30), are loc conditia b).
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Consideram aplicatia:
X" —»>X" (5.31)
Cu proprietatea:
TQF) = Quy:
pentru orice simplex m -dimensional Qf' e @™, 0<m<n.

Mentiondm ca multimea Q,,;, se determina in mod univoc in baza teoremelor 5.4.2-5.4.5.

Definitia 5.4.4. Multimea de simplexe F a complexului X" ce poseda proprietatea:
rQnmnkF=9,
pentru orice simplex Qc F , se numeste multime intern stabild de simplexe abstracte a
complexului GX".

Vom spune ca o multime intern stabild este maximala daca in GX" nu exista o alta multime

intern stabilda H, Incat Fc H.
Notam prin % familia tuturor multimilor intern stabile din X",

Definitia 5.4.5. Numarul a(XK") = anq}({card F} se numeste numar de stabilitate internd a
€

complexului X"

Prin analogie cu situatia din teoria grafurilor care, precum a mai fost mentionat, este un caz
particular al complexului de relatii multi-are, vom defini notiunea de multime extern stabila.

Definitia 5.4.6. Multimea de simplexe E a complexului X" se numeste extern stabila daca
pentru orice simplex Q ¢ E are loc relatia:

rQ)NE=a.

Mentionam ca, conform definitiilor 5.4.4 si 5.4.6, in orice complex GX" existd multime
intern stabild si multime extern stabild. Astfel, orice simplex formeaza o multime intern stabild,
iar multimea tuturor simplexelor complexului GX" este totdeauna extern stabila.

Sa notdm prin & familia tuturor multimilor extern stabile din X"

Definitia 5.4.7. Numarul p(XK") = max {card E} se numeste numdr de stabilitate externd a

complexului GX".
Definitia 5.4.8. Multimea de simplexe abstracte a unui complex X" care este intern stabila

si, totodata, extern stabila, se numeste nucleu al complexului.

Teorema 5.4.6. O multime intern stabila F € % este nucleu al complexului X" daca si

numai dacd ea este maximald.
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Demonstratie. Fie multimea intern stabila F € .5 este nucleu al complexului X" . Sa
presupunem ci F nu este maximali. In acest caz, complexul GX" contine un simplex m -
dimensional Q™, 0<m<n, incdt F U{Q"}=F'e.% si Q" ¢ F. Atunci, in virtutea definitiei
5.4.8, deoarece F' este multime intern stabila, obtinem relatia I'(Q™)NF'=O.

Pe de altd parte, deoarece nucleul F este totodatd si multime extern stabild, pentru
simplexul Q" are loc relatia T(Q™) NF =@, de unde rezult relatia [(Q")~F' = . Din

contradictia obtinutd conchidem ca nucleul F este multime intern stabild maximala.

S& demonstram acum afirmatia inversd. Fie F € & este multime intern stabila maximala.
Pentru a demonstra ca F este nucleu al complexului K" e suficient sa aratam ca F formeaza o
multime extern stabild. Dacd admitem contrariul, atunci rezultd ca in complexul X" exista un
simplex Q™ ¢ F pentru care are loc relatia:

r@")mnF' =9,
unde F'=F u{Q™}. Prin urmare, mul{imea F' este intern stabild, ceea ce vine in contradictie

cu conditia cd F este multime intern stabila maximald a complexului GK".
Generalizarea functiei Grundy

Functia Grundy, cunoscuta in literatura de specialitate si ca functia Sprague-Grundy, este
folosita, in special, in teoria jocurilor pentru a gasi strategiile de castig In jocurile combinatoriale
[187]. Functia se defineste pentru jocurile cu doi jucatori, in care unul dintre acestia se declara
invingdtor, daca adversarul sau nu mai poate executa urmatoarea miscare.

Vom defini, in cele ce urmeaza, functia Grundy pentru un complex de relatii multi-are in
scopul folosirii acesteia la solutionarea unui joc combinatorial, examinat in paragraful urmator,
care este o generalizare a cunoscutului joc Nim.

Consideram complexul de relatii multi-are, reprezentat ca un complex de simplexe abstracte
X" =(®°, @', ..., &") siaplicatia I': X" — X", definite anterior.

Definitia 5.4.9. Aplicatia univoca g :XK" — N,, definita pentru orice simplex abstract m -
dimensional Q™ din GX" prin relatia

9(Q™) =min{N, \ g(I"(Q"))}, (5.32)
unde g(I'(Q™)) reprezinta multimea valorilor aplicatiei g pentru toate simplexele din I'(Q™),

se numeste functie Grundy.
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Functia Grundy poate fi folosita la studierea multimilor intern stabile intr-un complex
simplicial X" . De exemplu, in baza definitiilor 5.4.4 si 5.4.9, usor deducem ca este adevarata
afirmatia: daca F este o multime de simplexe intern stabila in X", atunci, pentru oricare doud
simplexe abstracte Q',Q” € F, are loc egalitatea g(Q')=g(Q"). Exista o dependenta directa
intre numarul de multimi intern stabile din GX" si functia Grundy, care poate fi exprimata prin

Teorema 5.4.7. Numarul minim de multimi intern stabile intr-un complex de relatii multi-

are X" este egal cu ¥ e N daca si numai daca are loc egalitatea:

max g(Q) =y -1.

QecX"

Demonstratie. Suficienta. Fie are loc egalitatea mentionata in teoremd. Notam prin F(m)
multimea tuturor simplexelor abstracte din GX" pentru care valoarea functiei Grundy este
m, 0 <m< y—1. Conform definitiei 5.4.4, multimea F(m) este intern stabila. Prin urmare, am
obtinut y multimi m -stabile: F(0), F(),..., F(y —1). Daca in GX" ar exista un numar q < A de
multimi intern stabile, atunci, conform celor mentionate mai sus si datoritd faptului cd pentru
toate simplexele multimii valoarea functiei Grundy este aceeasi, rezultd cd pe complexul X"

putem defini functia Grundy pentru care max g(Q) = (. Aceasta vine in contradictie cu conditia
QeX"

enuntata in teorema.

Necesitatea. Fie in X" numérul minim de multimi intern stabile este y: F,F,,..,F,.

Pentru oricare simplex Qe F,,, 1<m <y, are loc egalitatea I'(Q) " F,, = <.

Definim functia Grundy in modul urmator:

a) g(Q)=0 pentru orice simplex Q € F,.

b) Examindm multimea F,. Observam, mai intai, ca pentru orice simplex Q' € F, are loc
relatia: T(Q) N F, # @. In caz contrar, simplexul Q poate fi inchis in F,, ceea ce conduce la o
reconfigurare a multimilor intern stabile, insd numarul lor nu va creste. Prin urmare, valoarea

functiei Grundy in cazul simplexelor din F, poate fi declaratd egala cu unu.

c) Fie am ajuns la multimea F_,2<m <y . Din aceleasi motive ca si in cazul examinarii
multimii F, pentru orice simplex Q € F,, si oricare dintre multimile F,F,,...,F, ,are loc relatia
F(Q)m F =3, 1<i<m-1. Aceasta situatie permite a considera justa egalitatea g(Q) =m-1,
pentru orice simplex Q e F, .

Din cele examinate referitor la multimile F, F,,..., Fy , rezulta ca max g(Q) =y-1.
QeK"
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Joc combinatorial pe un complex de relatii multi-are

Definim pe GX" un joc cu doi participanti A si B, care poate fi privit ca o generalizare a
jocului chinezesc NIM, cunoscut prin impactul sdu asupra unor rezultate fundamentale in
matematica. In special, acesta a jucat un rol esential in demonstratia teoremei Sprague — Grundy,
consideratd drept una dintre teoremele clasice ale teoriei jocurilor si folositd la determinarea
strategiei de castig in jocurile combinatoriale. Diverse generalizari si interpretari ale jocului
NIM, cu aplicatii netriviale [13], se intdlnesc in lucrarile a mai multor matematicieni - Claud
Berge [5], [302], Charles Bouton [185], :

Descrierea jocului:

1) Fie dat un complex de simplexe abstracte GX". In mod arbitrar, se alege un simplex
m -dimensional Q™ e @™, 0<m<n.

2) Jucatorul A alege un simplex din T'(Q™) . Fie acesta este simplexul Q™, 0<m, <n.
(Daca T'(Q™) =D, atunci se considera ca jucatorul A a pierdut si jocul a luat sfarsit).

3) Jucatorul B alege un simplex Q™ eI'(Q™) . De asemenea, se considera ca daca
'(Q™) =, atunci jocul a luat sfarsit si jucatorul B este in pierdere.

4) Jucatorii continud alegerea simplexelor noi pdna cand lucrul acesta este posibil.

Evident, decarece K" este un complex finit, jocul va avea un sfdrsit.
In jocul descris, s-ar cere de rispuns la intrebarea: in ce conditii jucditorul A va iesi
invingator?
Pentru a gasi raspuns la aceasta intrebare vom apela la rezultatele descrise anterior, ce se
referd la studierea multimilor intern stabile, nucleului si proprietdtilor functiei Grundy, definite

pe complexul de relatii multi-are, reprezentat prin simplexe abstracte.

Definitia 5.4.10. Succesiunea de simplexe Q™,Q™,..Q™ a complexului
X" =(R°, @', ..., ®") ce posedd proprietdtile:
a) Q™ er(Q"), 0<i<r-i;
b) Q™ si Q™ , 0<i<r—1, sunt simplexe (t,q)-coerente, determinate de conditiile
aditionale relatiilor (5.29) si (5.30);
¢) dacd simplexele Q™ si Q™' 0< j<i—1, sunt intersectate de cdtre simplexul Q™"

atunci Q™si Q™' nu apartin lui Q™+,

se numeste traiectorie a complexului X" si se noteaza prin T(O, r).
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In cazul traiectoriei T(0,r)=(Q™,Q™,..,Q™), vom spune ci aceasta leaga simplexul Q™
cu simplexul Q™ care, la randul lor, se considera extremitati ale T(o,r). Evident, traiectoria

complexului depinde de aplicatia I" definita anterior pe complexul GX". Uneori, traiectoria

construita prin intermediul aplicatiei T se va nota T.(0,r).
Vom spune ci traiectoria T(0,r) este 0 traiectorie maximald, determinata de relatia T, daci
se Indeplinesc urmatoarele conditii:
a) r[Q™)=49;
b) nu existd simplex Q in X", incat Q™ eI'(Q) si sirul Q,Q™,Q™,..,Q™ ar satisface
conditiile definitiei 5.4.10.

Traiectoria T(O,r) se va numi traiectorie-contur, determinatd de aplicatia I' , daca
Q™ =Q™ . Traiectoria contur o vom nota prin T.(0,r).

Teorema 5.4.8. Daca g este functia Grundy a unui complex X", determinata de aplicatia
I[':X" - X", definita prin relatia (5.31), atunci multimea tuturor simplexelor Q din X",
pentru care este adevarata egalitatea §(Q) =0, reprezinta nucleul complexului X" .

Demonstratie. Fie M multimea simplexelor din GX" pentru care are loc egalitatea
g(Q)=0. Vom arata ca M poseda proprietatile:

a) M este o multime intern stabild;

b) M este o multimea extern stabila,

ceea ce inseamnad, conform definitiei 5.4.9, ca M este nucleu.
Fie Q™ un simplex din GX" cu proprietatea g(Q™)=0, adica Q™" e M . Alegem un
simplex arbitrar Q™ I'(Q™) . In baza definitiei functiei Grundy rezulti relatia g(Q™)=0.

Aceasta inseamnd cd se respecta egalitatea I'(Q") "M =, adica M este multime intern
stabila.
S& demonstram acum ca M este si extern stabild. Alegem un simplex oarecare

Q™ e X"\ M . Deoarece M reprezinta multimea tuturor simplexelor din GX" pentru care
valoarea functiei Grundy este zero, rezultd cd g(Q™) # 0. Aceasta la randul sau implica relatia
r'Q™)NM = . Prin urmare, M este multime extern stabila.

Din cele examinate rezultd cd M este nucleul complexului GX".

Teorema 5.4.9. Daca in complexul K" exista o traiectorie-contur T(O, r), determinata de

aplicatia T definita prin relatia (5.31), si pentru orice simplex Q™ al acestui complex exista
)Y ! p ! SL p p p
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traiectorie T(0,r) ce leagd Q cu careva simplex din T_(0,r), atunci in jocul combinatorial

definit pe acest complex, jucdtorii isi pot determina comportamentul astfel incdt niciunul dintre

ei nu va pierde.

Demonstratie. Mentionam ca jocul combinatorial porneste de la simplexul Q™ luat in mod
aleator. Daca acest simplex va fi pe traiectoria-contur T,(0,r), atunci de fiecare data jucatorii au
posibilitatea de a alege simplexul lor de pe acelasi contur, ceea ce conduce la un joc infinit.

Daca simplexul Q™ nu apartine traiectoriei-contur T, (O,r), atunci in baza conditiei din
teoremd, jucatorii pot alege simplexele respective in asa mod incat vor ajunge la T, (0, r). Mai

departe ei pot proceda similar cazului descris mai sus.
Teorema 5.4.10. Intr-un joc combinatorial, determinat de aplicatia (5.31), jucdatorul A nu

va pierde daca va reusi sa construiasca functia Grundy pe acest complex si sa aleaga simplexul
Q pentru care g(Q)=0.

Demonstratie. S3 admitem ca pentru complexul X" putem construi functia Grundy si
jucatorul A reuseste sd aleagd un simplex Q incéat g (Q) = 0. Conform teoremei 5.4.8, multimea
tuturor simplexelor cu valoarea functiei Grundy egala cu zero formeaza nucleul N in GX".

Fie 3Q’ eF(Q) si jucatorul B alege acest simplex Q'. Evident, Q" nu este din nucleul N .
Urmatoarea miscare este pentru jucatorul A, cu alegerea simplexului din F(Q').

Daca I (Q') =(J, atunci valoarea functiei Grundy pentru acest simplex va fi g (Q) =0, ceea
ce inseamnd ca Q' trebuie sa fie din nucleul Q' (conform teoremei 5.4.8). Prin urmare,
Q" e F(Q'). Examinam doua cazuri posibile:

a) Q" e N —atunci jucatorul A revine in multimea N si se repeta situatia precedenta;

b) Q"N , adici T(Q')"N =@ . Daci printre simplexele din T'(Q’) existi unul cu
valoarea functiei Grundy egald cu zero, atunci primim contradictie cu faptul cd N este
nucleu (nucleul trebuie si fie multime intern stabild maximald). In caz contrar, obtinem
contradictie cu definirea functiei Grundy.

Din cele examinate rezultd cd jucatorul A totdeauna are sansa de a reveni in multimea N,

ceea ce 11 garanteaza ca nu el va fi cel care pierde 1n jocul combinatorial.
5.5. Concluzii la capitolul 5

Capitolul 5 al lucrarii poarta mai mult un caracter aplicativ si contine unele rezultate ce tin de

solutionarea problemelor practice, fapt ce denota eficienta rezultatelor teoretice, prezentate in
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capitolele precedente. Folosind proprietatile unui complex de relatii multi-are, precum si cele ale
complexului de cuburi abstracte, se generalizeaza rezultatele ce tin de clasificarea varietatilor,
descrise in lucrarile [15], [19], [23], [153], [156], [177]. Aparitia buclelor intr-un complex
abstract, determinate de repetarile elementelor in cortegiile ce corespund quasisimplexelor,
conduce la necesitatea studierii varietatii sferice degenerate de genul p. Se face o clasificare a
varietdtilor determinate de G-complexele de relatii, care permit existenta buclelor.

Datorita rezultatelor obtinute in legaturd cu examinarea complexelor de cuburi abstracte la
nivelul construirii omologiilor respective, s-a reusit avansarea in solutionarea problemei
medianei unui complex de cuburi, cunoscute din anii 60-70 ai secolului trecut [60] si rezolvate
atunci doar pentru cazul complexului 2-dimensional. In rezultatul elaborarii teoriei respective, in

acest capitol al tezei se propune un algoritm de calculare a medianei fara utilizarea metricii.

Generalizand notiunea de coerentd pentru un quasisimplex Q' e @™ si fateta acestuia
QJ”:*t €e®™"' incazul t > 2, numiti t-coerentd, si pentru doud simplexe arbitrare Q™ si Q™ cu
proprietatea Q™ NQ™ =&, numitd (t,q) -coerentd, a fost definitd notiunea de nucleu al

complexului X" =(&°, @', ..., @"), importantd pentru examinarea unui joc combinatorial

intre doi jucatori A si B, descrisd in paragraful 5.4. Pentru determinarea strategiilor de
comportare a jucdtorilor in acest complex, se introduce o functie, folositd la construirea
nucleului, numita functie Grundy.

Printre rezultatele importante ale capitolului 5 pot fi mentionate:

- a fost obtinutdclasificarea varietatilor abstracte cu ajutorul grupurilor de omologii ale
complexului de relatii multi-are;

- au fost determinate conditiile necesare si suficiente pentru ca un varf al unui complex
omogen de cuburi abstracte sa fie mediana,

- a fost elaborat algoritmului de calcul a medianei intr-un complex de cuburi abstracte;

- a fost definitd functia Grundy pe un complex de relatii multi-are, chestiune importanta
pentru determinarea nucleului complexului care joacd, la rdndul sau, un rol decisiv la
solutionarea unor jocuri pe structuri discrete;

- au fost determinate strategiile de comportare a adversarilor intr-un joc combinatorial definit

pe complexul de relatii multi-are.

Tindnd cont de rezultatele obtinute in capitolul 5, deducem urmdtoarele concluzii:
1. Folosind complexul generalizat de relatii multi-are in calitate de structura matematica ce

determind o varietate degenerata abstracta orientabild, fara borduri si conexa forte, au fost
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determinate conditiile In care aceasta reprezinta o varietate sfericd. Acest rezultat a fost
folosit ulterior pentru obtinerea clasificarii varietatilor abstracte degenerate, reprezentate
printr-un sir de varietati cu p >0 gauri, obtinute in mod constructiv.

Folosind proprietatile varietatilor determinate de un complex de cuburi abstracte, au fost
obtinute proprietati importante cu referire la frontiera complexului omogen de cuburi n-
dimensionale care, la randul siu, este o varietate (n-1)-dimensionali. In baza
proprietdtilor respective au fost determinate conditiile, respectarea carora asigurd
calcularea medianei unui complex cubic si aceastd mediana apartine complexului
respectiv;

Rezultatele teoretice obtinute la studierea complexelor de cuburi abstracte si a varietatilor
determinate de aceste complexe, au fost folosite la elaborarea unui algoritm eficient de
calculare a medianei care nu depinde de metrica spatiului respectiv. Algoritmul respectiv
a fost generalizat pentru cazul unui sistem arbitrar de ponderi ale virfurilor complexului
de cuburi abstracte si nu depinde de lungimile muchiilor ce formeaza o clasa de muchii
paralele din complex;

Generalizand functia Grundy pentru complexul de relatii multi-are, folosita anterior de
catre C.Berge pentru grafurile neorientate, a fost demonstrat ca castigul intr-un joc
combinatorial depinde de posibilitatea construirii acestei functii si determindrii cu

ajutorul ei a nucleului complexului de relatii multi-are.
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CONCLUZII GENERALE SI RECOMANDARI

Studiul realizat in prezenta lucrare conduce la urmatoarele concluzii si recomandari.

Concluzii generale asupra rezultatelor obtinute. Problemele examinate in teza de doctor

habilitat “Complexul generalizat de relatii multi-are si aspectele aplicative ale acestuia” fac

parte de directia de cercetare din matematica ce tine de elaborarea modelelor si metodelor

corespunzdtoare pentru solutionarea problemelor teoretico-aplicative din diverse domenii ale

activitatii umane: economie, tehnica sociologie, fizicd, chimie, informaticd etc. Rezultatele

teoretice obtinute in legdturd cu studierea complexului de relatii, precum si aplicatii acestuia la

studierea unor probleme de ordin aplicativ, conduc la urmatoarele concluzii:

1.

A fost creata o directie noua de cercetare ce consta in fundamentarea teoriei complexelor de
relatii multi-are, prin care se generalizeaza mai multe structuri discrete clasice cunoscute ca
grafuri, hipergrafuri, matroizi, complexe de simplexe, ceea ce a contribuit la elaborarea
modelelor si metodelor eficiente in vederea aplicarii acestora la solutionarea problemelor de
optimizare discreta.

A fost elaborata o noua structura matematica discretd determinata de o familie de relatii
multi-are pentru modelarea proceselor cu actiune discreta, care a condus la obtinerea
metodelor eficiente pentru utilizarea ulterioara a acestora la solutionarea problemei de
calculare a medianei ponderate, fara a folosi metrica spatiului, a problemei de comportament
a jucatorilor intr-un joc combinatorial etc.

Au fost studiate proprietdti importante ale complexului de relatii multi-are cu ajutorul
grupurilor de omologii si coomologii ale acestuia. Rezultatele respective au demonstrat
eficienta folosirii metodelor de studiu ale topologiei algebrice pentru examinarea structurilor
discrete. Aceasta situatie a permis efectuarea cercetdrilor la un nivel calitativ nou pentru
astfel de structuri. Grupurile de omologii construite reprezinta un instrument eficient, folosit
la determinarea structurii complexului de cuburi, pentru care problema medianei se rezolva
in mod eficient fara a apela la metrica spatiului respectiv;

Folosirea rangurilor grupurilor de omologii ale complexului de relatii multi-are a permis
deducerea unei formule eficiente de calcul a numarului ciclomatic, chestiune importanta
pentru stabilirea proprietatilor combinatoriale ale unui astfel de complex, necesare la
solutionarea problemelor applicative. Calcularea numerelor ciclomatice se face printr-0
formula recurenta, folosind rangurile grupurilor de omologii ale complexului;

Pentru complexul de relatii multi-are a fost demonstrat analogul teoremei Poincare-Veblen-

Alexander (teorema 2.8.1), cunoscutd in legatura cu examinarea contururilor unui graf
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10.

11.

12.

orientat. Rezultatul respectiv reprezintd un instrument eficient care a fost folosit pentru
studierea ciclurilor m-dimensionale si construirea matricei ciclomatice ale complexului de
relatii multi-are;

Prin extinderea notiunii de lant m-dimensional si introducerea notiunii de (k,m)-convexitate,
in cadrul teoriei complexelor de relatii multi-are a fost conturatd o directie noud de cercetare
— convexitatea in complexul de relatii multi-are, legata de studierea proprietdtilor multimilor
(k,m)-convexe cu aplicarea ulterioara acestora la solutionarea problemelor cu caracter
teoretico-aplicativ;

Rezultatele obtinute in legatura cu studierea grafurilor d-convex simple servesc drept imbold
pentru extinderea cercetarilor, in scopul caracterizarii complexelor cu o familie prescrisa de
multimi (k,m)-convexe.

Prin complexul de cuburi abstracte a fost studiat un caz special al complexului de relatii
multi-are, important pentru solutionarea problemelor practice, ceea ce genereaza o directie
aparte de cercetare prin aplicarea metodelor topologiei algebrice;

A fost dedusa formula Euler-Poincare pentru un complex de cuburi abstracte. Formula
respectivd a servit drept instrument eficient pentru examinarea proprietdtilor varietatilor,
determinate de un astfel de complex, si clasificarea ulterioara a acestora.

Folosind complexul generalizat de relatii multi-are in calitate de structurd matematica ce
determind o varietate degeneratd abstractd orientabila, fara borduri si conexd forte, au fost
determinate conditiile in care aceasta reprezintd o varietate sfericd. Acest rezultat a fost
folosit ulterior pentru obtinerea clasificarii varietatilor abstracte degenerate, reprezentate
printr-un sir de varietati cu p >0 gauri, obtinute in mod constructiv.

Folosind proprietatile varietdtilor determinate de un complex de cuburi abstracte, au fost
obtinute proprietdti importante cu referire 1a frontiera complexului omogen de cuburi n-
dimensionale care, la randul sau, este o varietate (n-1)-dimensionala. In baza proprietitilor
respective au fost determinate conditiile, respectarea carora asigura calcularea medianei unui
complex cubic si aceastd mediana apartine complexului respectiv;

Rezultatele teoretice obtinute la studierea complexelor de cuburi abstracte si a varietatilor
determinate de aceste complexe, au fost folosite la elaborarea unui algoritm eficient de
calculare a medianei care nu depinde de metrica spatiului respectiv. Algoritmul respectiv a
fost generalizat pentru cazul unui sistem arbitrar de ponderi ale virfurilor complexului de
cuburi abstracte si nu depinde de lungimile muchiilor ce formeaza o clasd de muchii paralele

din complex;
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Recomandari. Tinem sd mentiondm ca rezultatele prezentate in teza servesc drept imbold
pentru efectuarea cercetarilor ulterioare, legate de studierea obiectului definit ca complex de
relatii multi-are. In viziunea autorului prezintd interes, pentru examinarile ulterioare, unele
aspecte legate de dezvoltarea teoretico-aplicativa a directiei propuse de cercetare:

1. de examinat, in ce mod se modifica teoria elaborata in teza in cazul unui complex infinit de
relatii multi-are;

2. de studiat complexul de cuburi abstracte prin introducerea unei operatii speciale de
triangulare generalizata a cuburilor. Ce s-ar intdmpla in acest caz cu grupurile de omologii
ale complexului?;

3. de definit o convexitate generald pe complexul de relatii multi-are si de stabilit legatura

acesteia cu convexitatile definite in fiecare dintre spatiile metrice (R*,d");

4. de verificat, Tn ce masura se respecta rezultatele obtinute la studierea complexului de cuburi
abstracte in cazul unor alte tipuri de complexe, de exemplu, in cazul unui complex de

poliedre abstracte.
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A pregatit 3 doctori in stiinte fizico-matematice la specialitatea 01.01.09 — Cibernetica
Matematica si Cercetari Operationale.

In prezent este conducator stiingific pentru 3 doctoranzi.

PARTICIPARI LA INTRUNIRI STIINTIFICE (ultimii 5 ani)

25) 23" Conference of the European Schools Project Association. CONNECTING SCHOOLS
FOR A SUSTAINABLE SOCIETY, Tartu — Estonia, March 4-8, 20009.

26) International Conference ,,Mathematics & IT: Research and Education”, Chisinau, 22-25
august, 2011.

27) International Congress on Computer Science: Imformation Systems and technologies, Minsk,
Belorusia, 31 octomber — 03 november, 2011

28) The 19" International Conference. MATHEMATICS. COMPUTING. EDUCATION.
January 30 — February 4, 2012, Dubna, Russia.

29) Conferinta Internationala ‘“Modelare matematica, optimizare si tehnologii informationale.
Editia IIT”. Chisinau, 19-23 martie 2012.

30) The 14-th International Conference of Scientific Papers “Scientific Researgh and Education
in the Air Force”. Bragov (Romania), May 24-26, 2012.

31) The 20" Conference on Applied and Industrial Mathematics (dedicated to academician M.
Ciobanu), Ghisinau, August 22-25, 2012 (Comunicare in plen “Algebraic topology of the
multi-ary relation and its applications™)

32) Interferente universitare — integrare prin cercetare si inovare (Conferinta stiintifica cu
participare internationald), Chisinau, 25-26 septembrie, 2012 (Comunicare in plen “Structuri

matematice §i rolul acestora in solutionarea problemelor practice™).
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33) International Conference ,,Mathematics & IT: Research and Education (MITRE - 2013)”,
Chisinau, 18-22 august, 2013.

34) International Conference"Discrete mathematics, graph theory and their applications” (DIMA-
2013), Minsk, Belorusia, 11-14 november, 2013.

35) Conferinta Internationala “Modelare matematica, optimizare si tehnologii informationale.
Editia IV”, Chisinau, 25-28 martie 2014.

36) The Third Conference of Mathematical Society of the Republic of Moldova, Chisinau, 19-23
August, 2014.

37)The 22th Conference on Applied and Industrial Mathematics — CAIM 2014, Bacau,
Romania, September 18-21, 2014.

X PUBLICATII
In total peste 130 de publicatii didactico-stiintifice, dintre care:

Monografii — 3

Manuale si lucrari didactico-metodice - 7
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