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ADNOTARE 

la teza “Complexul generalizat de relații multi-are și aspectele aplicative ale acestuia”, 

înaintată de către Sergiu Cataranciuc pentru obținerea titlului de doctor habilitat în științe 

matematice la specialitatea 112.03 – Cibernetică Matematică și Cercetări Operaționale 

 

Teza a fost elaborată la Universitatea de Stat din Moldova, Chişinău, în anul 2015. 

Structura tezei. Teza este scrisă în limba română şi cuprinde: introducere cinci capitole, 

concluzii generale şi recomandări, bibliografie din 309 titluri şi 12 figuri. Rezultatele obţinute 

sunt publicate în 58 lucrări ştiinţifice. 

Cuvinte cheie. Complex de relaţii multi-are, optimizare discretă, grupuri de omologii, 

topologie algebrică, cub abstract, quasisimplex, caracteristica Euler-Poincare, spaţiu metric, 

convexitate, varietăţi abstracte, varietăţi cubice, problema medianei, funcţia Grundy. 

Domeniul de studiu. Optimizare discretă. 

Scopul şi obiectivele lucrării. Elaborarea unei structuri matematice discrete şi a metodelor 

eficiente pentru modelarea şi soluţionarea problemelor de localizare, cunoscute ca problema 

medianei, problema centrului, precum şi a diverselor variaţii ale acestora. Obiective: elaborarea 

unui model matematic discret nou, bazat pe noţiunea de relaţie multi-ară, ca submulţime a 

produsului cartezian a unei mulţimi de elemente arbitrare; examinarea topologiei relaţiilor multi-

are, prin intermediul structurii discrete, numite complex de relaţii multi-are; examinarea 

complexului de cuburi abstracte, ca caz special al complexului de relaţii multi-are, şi a 

varietăţilor abstracte respective; elaborarea algoritmului eficient pentru soluţionarea problemei 

medianei pe complexul de cuburi abstracte; generalizarea funcţiei Grundy şi soluţionarea unor 

jocuri combinatoriale pe complexe de relaţii multi-are. 

Noutatea şi originalitatea ştiinţifică se exprimă prin faptul că: a fost propusă o direcţie 

nouă de cercetare, determinată de necesitatea studierii proprietăţilor complexului de relaţii multi-

are şi aplicării acestuia la soluţionarea problemelor de optimizare discretă; a fost dedusă formula 

recurentă de calculare a numărului ciclomatic pentru un complex de relaţii multi-are cu ajutorul 

rangurilor grupurilor de omologii; a fost generalizată noţiunea de d-convexitate pentru spaţiile 

metrice, determinate de relaţiile k-are, nk 1 , ale complexului ),...,,( 1211   nn RRR ; a fost 

elaborat algoritmului de calcul a medianei într-un complex de cuburi abstracte. 

Rezultate principial noi pentru ştiinţă şi practică. A fost elaborată o structură matematică 

discretă nouă - complexul de relaţii muti-are. Au fost folosite metode de studiu, caracteristice 

topologiei algebrice, prin construirea grupurilor de omologii. A fost elaborată metoda de calcul a 

medianei fără utilizarea metricii spaţiului. 

Direcţia nouă de cercetare propusă constă în fundamentarea teoriei complexelor de relaţii 

multi-are care generalizează mai multe structuri discrete clasice, ceea ce a contribuit la 

elaborarea modelelor şi metodelor eficiente în vederea aplicării acestora la soluţionarea 

problemelor de optimizare discretă. 

Importanţa teoretică a lucrării este determinată de fundamentarea unei direcţii noi de 

cercetare, generate de studierea topologiei algebrice a relaţiilor multi-are. Pentru soluţionarea 

problemelor de optimizare discretă a fost propus un model matematic nou, numit complex de 

relaţii multi-are care generalizează mai multe structuri matematice discrete clasice.  

Valoarea aplicativă a lucrării. A fost elaborată metoda de calcul a medianei fără a utiliza 

metrica spaţiului pentru un complex de cuburi abstracte. Cu ajutorul funcţiei Grundy s-a propus 

metoda de soluţionare a jocurilor combinatoriale. 

Implementarea rezultatelor ştiinţifice. Rezultatele obţinute pot servi drept suport pentru 

iniţierea unor cercetări de doctorat, pentru elaborarea unor cursuri opţionale universitare în 

cadrul studiilor de licenţă şi de masterat, precum şi pentru soluţionarea problemelor practice din 

sectorul economic, legate de amplasarea unor centre de deservire sau producere; 
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АННОТАЦИЯ 

диссертационной работы “Обобщенный комплекс многомерных отношений и его 

прикладные аспекты”, представленной автором Катаранчук Сергей на соискание ученой 

степени доктора хабилитат математических наук по специальности                              

112.03 – Математическая Кибернетика и Исследование Операций 
 

Диссертация выполнена в Молдавском Государственном Университете, Кишинев, 2015. 

Структура работы: Диссертация написана на румынском языке  и содержит введение, 

пять глав, заключение с рекомендациями, список цитированной литературы из 309 названий 

и 12 фигур. Полученные результаты опубликованы в 58 научных работах. 

Ключевые слова: Комплекс многомерных отношений, дискретная оптимизация, группы 

гомологий, абстрактный куб, квазисимплекс, характеристика Эйлера-Пуанкаре, метрическое 

пространство, выпуклость, абстрактные многообразия, медиана, функция Гранди. 

Область исследования: Дискретная оптимизация. 

Цель исследования: Разработка дискретной математической структуры и эффективных 

методов для моделирования и решения задач о размещении медианы, центра, а также 

различных их вариаций; построение новой математической модели, основанной на 

многомерных отношениях, определенных на декартовом произведении множества 

элементов; изучение топологии многомерных отношенияй с помощью дискретной 

структуры, называемой комплексом многомерных отношений; изучение комплекса 

абстрактных кубов, как частного случая комплекса многомерных отношений и 

соответствующего ему многообразия; разработка эффективного алгоритма для решения 

задачи о медиане на комплексе абстрактных кубов; обобщение функции Гранди с 

последующим ее применением для решения комбинаторных игр на комплексе многомерных 

отношений; 

Научная новизна и оригинальность выражается в том что: было предложено новое 

направление для исследования, обусловленное необходимостью изучения свойств комплекса 

многомерных отношений и его использования для решения задач дискретной оптимизации; 

была выведена рекурентная формула для вычисления цикломатического числа для 

комплекса многомерных отношений, используя ранги групп гомологий; было обобщено 

понятие d-выпуклости для метрических пространств, заданных k-мерными отношениями 

комплекса ),...,,( 1211   nn RRR , nk 1 ; был разработан алгоритм для вычисления медианы 

комплекса абстрактных кубов. 

Принципиально новые результаты для науки и практики: Определена и изучена 

новая математическая структура - комплекс многомерных отношений. Были использованы 

методы и структуры алгебраической топологии с привлечением групп гомологий. Разработан 

метод нахождения медианы, без использования метрики пространства. 

Новое предлагаемое направление для исследования: Развитие теории комплекса 

многомерных отношений, обобщающий ряд классических дискретных структур,  на основе 

которой разработаны новые модели и методы с последующим применением для решения 

задач дискретной оптимизации.  

Теоретическая ценность работы определена новым направлением для исследования, 

обусловленным изучением алгебраической топологией многомерных отношений.Для 

решения задач дискретной оптимизации, разработана математическая структура, 

обобщающая классические дискретные структуры. 

Практическая ценность работы: Разработан метод вычисления медианы комплекса 

абстрактных кубов, без использования метрики пространства. Используя функцию Гради, 

предложен метод решения комбинаторных игр. 

Внедрение научных результатов: Полученные результаты могут лечь в основу выбора 

тем для обучения а докторантуре. Также, могут быть использованы в учебном процессе на 

факультете и для решения задач народного хозяйства. 
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ANNOTATION 

of the thesis “The generalized complex of multi-ary relations and its applicative aspects”, 

prezented by Cataranciuc Sergiu for obtaining the Doctor Habilitat degree in Mathematics, 

specialty 112.03 – Mathematical Cybernetics and Operations Research 

 

The thesis has been elaborated in Chişinău, Moldova State University, in 2015. 

Thesis structure: The thesis is written in Romanian and contains an introduction, five 

chapters, general conclusions and recommendations, a bibliography of 309 titles and 12 figures. 

The results are published in 58 scientific papers. 

Keywords: Complex of multi-ary relations, discrete optimization, homology groups, abstract 

cube, quasi simplex, Euler-Poincare characteristic, metric space, convexity, abstract manifolds, a 

median, Grundy function.  

Field of study of the thesis: Discrete optimization. 

The aim of research: Development of the discrete mathematical structures and effective 

methods for modeling and solving the problems of placing the median, the center, as well as their 

different variations; elaboration and development of the new mathematical model based on 

multi-ary relations defined on the Cartesian product of a set of elements; the study of the 

topology of multi-ary relations with the help of discrete structures named a complex of multi-ary 

relations; the studying the complex of abstract cubes, as a particular case of the complex of 

multi-ary relations and the corresponding manifold; the development of an efficient algorithm for 

solving the median problem on a complex of abstract cubes; the generalization of Grundy 

function followed by its application to combinatorial games on a complex of multi-ary relations; 

The scientific novelty and originality is reflected in the following: it was proposed a new 

direction for research conditioned by the necessity of study the properties of complex of multi-

ary relations and its application for solving discrete optimization problems; it was derived 

recursively formula for calculating cyclomatic number for the complex of multi-ary relations 

using the ranks of the homology groups; it was generalized the concept of d-convexity for metric 

spaces defined by k-ary relations, nk 1 , of the complex ),...,,( 1211   nn RRR ; it was 

developed an algorithm for calculating the median of the complex of abstract cubes. 

Fundamentally new results for science and practice: It was identified and examined a new 

mathematical structure - the complex of multi-ary relations. The methods and structures of 

algebraic topology involving the homology groups have been used. The method for determining 

the median without the use of the space metrics has been elaborated.  

New direction proposed for research: The development of the theory of complex of multi-

ary relations, that generalizes a number of classical discrete structures, based on which are 

developed new models and methods for their continued use to solve the discrete optimization 

problems.  

The theoretical significance of the work is determined by the foundation of a new direction 

for research, generated by the study of algebraic topology of multi-ary relations. To solve 

discrete optimization problems, the new mathematical structure that generalizes the classical 

known discrete structures have been proposed.  

The applicative value of the paper: The method of calculating the median of the complex of 

abstract cubes without the use of the space metrics has been elaborated. Using the generalized 

Grandy function, the method for solving combinatorial games has been proposed.  

The implementation of scientific results: The results might provide a basis for selecting the 

themes for doctoral studies. Also they may be employed in the educational process at the faculty 

of Mathematics and Computer Science as well as for solving some real economic problems. 

 

 



 8 

LISTA ABREVIERILOR ȘI NOTAŢIILOR 

 

BA :    aplicaţie multivocă a elementelor mulţimii A  în mulţimea B ; 

);(  XG    graf neorientat, determinat de mulţimea de vârfuri X  şi aplicaţia multivocă 

XX  : ; 

)(G    numărul ciclomatic al grafului );(  XG ;     

)(G    numărul cociclomatic al grafului );(  XG ;    

),( EXH    hipergraf cu mulţimile de vârfuri X  şi muchii E ; 

),( ***
EXH    hipergraf dual al hipergrafului ),( EXH ; 

)(Hc    numărul de componente conexe ale hipergrafului ),( EXH ; 

)(H    numărul ciclomatic al hipergrafului ),( EXH ;  

)(F    cardinalul transversalei minime a familiei de mulţimi ,...},...,,{ 21 pAAAF ; 

},...,,{ 1211   nn RRR    complex de relaţii multi-are; 

)...,,,(
10 mjjj

m

j xxxQ     quasisimplex abstract, determinat de cortegiul ordonat de elemente 

)...,,,(
10 mjjj xxx ; 

},...,,{ 21

mmmm

m
QQQ Q    familie de quasisimplexe abstracte m -dimensionale; 

m

iQ


   vacuum al quasisimplexului mm

iQ Q ; 

)...,,,( 10 nn QQQK     complex generalizat de quasisimplexe abstracte ( G -complex de 

relaţii multi-are); 

 mZ    grup al  -ciclurilor m -dimensionale ale unui complex de relaţii multi-are; 

 m

0Z    grup al  -ciclurilor m -dimensionale ale unui complex de relaţii multi-are,             

 -omoloage cu 0; 

 mZ    grup al  -ciclurilor m -dimensionale ale unui complex de relaţii multi-are; 

 m

0Z    grup al  -ciclurilor m -dimensionale ale unui complex de relaţii multi-are,            

 -omoloage cu 0; 

},...,,{ 10 nn III    complex n -dimensional de cuburi abstracte (complex cubic); 

n

A    complex omogen n -dimensional de cuburi abstracte; 

},...,,{ 2

mmm

1

m

m
III I    familia de cuburi abstracte cu dimensiunea m , a complexului n , 

nm 0 , m

m cardI ; 
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nV    varietate abstractă n -dimensională; 

n

tV    varietate abstractă n -dimensională cu t  borduri; 

mQ     -frontiera quasisimplexului mmQ Q ; 

mz     -ciclu m -dimensional; 

mZ (□)   grup al □-ciclurilor m -dimensionale ale unui complex cubic abstract; 

m

0Z (□)   grup al □-ciclurilor m -dimensionale ale unui complex cubic abstract 
n ,                 

□-omoloage cu 0; 

 mZ    grup al cociclurilor (  -ciclurilor) m -dimensionale ale unui complex cubic abstract; 

 m

0Z    grup al cociclurilor (  -ciclurilor) m -dimensionale ale unui complex cubic abstract, 

 -omoloage cu 0; 

pn

cV ,    varietate cubică n -dimensională, determinată de un complex de cuburi abstracte 

},...,,{ 10 nn III  de genul p ; 

pn

cVk ,)(sk    scheletul cu dimensiunea k  al varietăţii cubice pn

cV , ;  

nV    varietate determinată de un complex de simplexe abstracte },...,,{ 10 nn SSSK ; 

nS    sferă abstractă n -dimensională; 

),( Zmm     grup al coomologiilor cu dimensiunea m  peste grupul numerelor întregi Z  în 

complexul de cuburi abstracte },...,,{ 10 nn III , nm 0 ; 

p

p CCCCW )1(...)( 210     caracteristica Euler-Poincare a unui complex celular W , 

unde iC  reprezintă numărul de celule din W  cu dimensiunea i , pi 0 ; 

C    clasă de muchii paralele într-un complex de cuburi abstracte  },...,,{ 10 nn III ; 

)( n

iTV    vacuum al transversalei n

iT  într-un complex de cuburi abstracte 

},...,,{ 10 nn III ; 

)( nI    complex cubic n -dimensional, determinat de familia de faţete a cubului nI ; 


1

),(
n

x     sfera-corp în spațiul euclidian 1nE  cu centrul în punctul 1 nEx  și raza 0 ; 

n
VD   varietate abstractă degenerată cu dimensiunea n ; 
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INTRODUCERE 

 

Actualitatea şi importanţa temei investigate este determinată de rolul modelelor şi 

metodelor matematice folosite la examinarea diferitor procese de ordin social-economic, şi nu 

numai. Încercările de a soluţiona diverse probleme cu caracter teoretico-aplicativ sunt însoţite, 

deseori, de procedura de căutare a răspunsului la două întrebări importante: 

1. Care dintre structurile matematice cunoscute poate fi folosită în calitate de model pentru 

descrierea adecvată a procesului studiat ? 

2. Care dintre metodele de soluţionare a problemelor, specifice modelului matematic folosit, 

poate fi utilizată în cazul problemei concrete examinate ? 

Este necesar a menţiona că uneori e destul de dificil a gasi răspuns atât la prima cât şi la cea 

de-a doua întrebare, chestiune legată atât de complexitatea problemei examinate cât şi de 

posibilităţile reduse pe care le oferă unele modele matematice la capitolul elaborării metodelor 

eficiente de soluţionare. Din aceste considerente, se recurge la unele variaţii ale modelelor 

cunoscute sau la folosirea unor metode care oferă o soluţie aproximativă, dar acceptabilă din 

punct de vedere al scopului urmărit. 

În situaţiile când nivelul existent de dezvoltare a structurilor matematice nu permite atingerea 

scopurilor menţionate mai sus, se caută idei noi, care pot conduce la fondarea unor directii de 

cercetare, cu dezvoltarea ulterioară a metodelor de rezolvare adecvate aşteptărilor cercetătorului. 

În fond, după această schemă a apărut şi s-a dezvoltat teoria grafurilor, mai apoi – teoria 

hipergrafurilor, matroizii etc., chestiuni examinate în primul capitol al lucrării, care este un 

capitol de sinteză al situaţiei în domeniul dezvoltării la nivel teoretic şi aplicativ a structurilor 

discrete. 

Prima problemă, apărută prin anii 70 ai secolului trecut, care nu a putut fi soluţionată eficient 

prin metodele disponibile, este legată de căutarea medianei într-un complex de cuburi                

n-dimensionale. Aceasta, precum şi alte probleme din categoria problemelor de optimizare 

discretă, a condus la căutarea unor structuri noi, corespunzătoare năzuinţelor şi scopurilor 

cercetătorilor. În rezultat, a fost definită şi studiată structura matematică, numită complex de 

relaţii multi-are, cu elaborările teoretice corespunzătoare, care sunt expuse în capitolele II-V a 

prezentei lucrări.  

Scopul și obiectivele cercetării. 

Prin iniţierea cercetărilor în cadrul tezei de doctor habilitat “Complexul generalizat de relaţii 

multi-are şi aspectele aplicative ale acestuia” s-a urmărit scopul elaborării unei structuri 

matematice discrete şi a metodelor eficiente pentru modelarea şi soluţionarea problemelor de 
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localizare, cunoscute ca problema medianei, problema centrului, precum şi a diverselor variaţii 

ale acestora. În conformitate cu scopul enunţat au fost stabilite obiectivele cercetării: 

- elaborarea unui model matematic discret nou, bazat pe noţiunea de relaţie multi-ară, ca 

submulţime a produsului cartezian a unei mulţimi de elemente arbitrare; 

- examinarea topologiei relaţiilor multi-are, prin construirea grupurilor de omologii şi 

coomologii a complexului de relaţii multi-are; 

- examinarea complexului de cuburi abstracte, drept un caz special al complexului de relaţii 

multi-are, şi a varietăţilor abstracte respective; 

- elaborarea algoritmului eficient pentru soluţionarea problemei medianei pe complexul de 

cuburi abstracte; 

- generalizarea funcţiei Grundy şi soluţionarea unor jocuri combinatoriale pe complexe de 

relaţii multi-are. 

Noutatea ştiinţifică a rezultatelor obţinute. Rezultatele ştiinţifice prezentate în lucrare sunt 

rodul cercetărilor efectuate în ultimii 15 ani în legătură cu încercarea de a obţine metode 

eficiente de soluţionare a unor probleme cunoscute, cu caracter aplicativ, pentru care metodele şi 

modelele tradiţionale, folosite anterior, s-au dovedit a fi ineficiente. Această situaţie a determinat 

direcţia cercetărilor, îndreptate spre căutarea unor modele matematice noi, care ar descrie în mod 

adecvat problemele examinate şi ar oferi posibilităţi noi de elaborare a unor metode noi de 

soluţionare. În rezultat, s-a propus o structură discretă nouă, definită pe produsul cartezian al 

unei mulţimi de elemente, numită complex de relaţii multi-are. Fundamentarea teoretică a 

direcţiei de cercetare, determinate de acest complex, a oferit instrumentariul necesar pentru 

elaborarea unor metode noi ce pot fi aplicate la soluţionarea problemelor de optimizare discretă. 

Astfel, noutatea ştiinţifică constă în Fundamentarea teoretică a direcţiei de cercetare, 

determinată de o structură discretă nouă, numită complex de relaţii multi-are cu elaborarea 

metodelor eficiente de soluţionare a problemelor aplicative. Complexul de relaţii, proprietăţile 

căruia sunt studiate în lucrare, generalizează structuri discrete clasice, precum ar fi grafurile, 

hipergrafurile etc. Toate rezultatele ştiinţifice obţinute sunt noi, acoperă mai multe rezultate 

importante cunoscute pentru alte structuri discrete, şi au fost publicate în reviste de specialitate . 

Noutatea şi originalitatea ştiinţifică se exprimă prin faptul că: 

- a fost propusă o direcţie nouă de cercetare, determinată de necesitatea studierii 

proprietăţilor complexului de relaţii multi-are şi aplicării acestuia la soluţionarea problemelor de 

optimizare discretă; 

- a fost dedusă formula recurentă de calculare a numărului ciclomatic pentru un complex 

de relaţii multi-are cu ajutorul rangurilor grupurilor de omologii; 
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- a fost generalizată noţiunea de d-convexitate pentru spaţiile metrice, determinate de 

relaţiile k-are, nk 1 , ale complexului ),...,,( 1211   nn RRR ; 

- au fost studiate varietăţile abstracte, determinate de un complex cubic abstract; 

- a fost elaborat algoritmul de calcul al medianei într-un complex de cuburi abstracte, fără 

utilizarea metricii spaţiului respectiv 

Problema științifică importantă soluționată constă în elaborarea unei structuri 

matematice determinate de o familie de relaţii multi-are şi folosite la modelarea proceselor cu 

acţiune discretă, care a condus la obţinerea metodelor eficiente pentru utilizarea ulterioară a 

acestora la soluţionarea problemei de calculare a medianei ponderate, fără a folosi metrica 

spaţiului, a problemei de comportament al jucătorilor într-un joc combinatorial etc. 

În baza rezultatelor obţinute se propune o direcţie nouă de cercetare ce constă în 

fundamentarea teoriei complexelor de relaţii multi-are, prin care se generalizează mai multe 

structuri discrete clasice cunoscute ca grafuri, hipergrafuri, matroizi, complexe de simplexe, ceea 

ce a contribuit la elaborarea modelelor şi metodelor eficiente în vederea aplicării acestora la 

soluţionarea problemelor de optimizare discretă. 

Rezultate principial noi pentru ştiinţă şi practică.  

Sunt obţinute rezultate importante în legătură cu studierea unei structuri matematice discrete 

noi – complexul de relaţii multi-are. La elaborarea unor metode de examinare a problemelor cu 

caracter teoretico-aplicativ se folosesc proprietăţile complexului de cuburi abstracte, studiate în 

baza complexului de relaţii multi-are. Rezultate principial noi, expuse în teză sunt: 

a)  de ordin teoretic. 

- a fost elaborat modelul matematic discret, bazat pe noţiunea de relaţie multi-ară, ca 

submulţime a produsului cartezian a unei mulţimi de elemente arbitrare; 

- a fost studiată topologia relaţiilor multi-are, prin construirea grupurilor de omologii şi 

coomologii a complexului de relaţii multi-are; 

- a fost dedusă formula recurentă de calculare a numărului ciclomatic pentru un complex de 

relaţii multi-are cu ajutorul rangurilor grupurilor de omologii; 

- a fost demonstrat analogul teoremei Poincare-Veblen-Alexander pentru complexe de relaţii 

multi-are (teorema 2.8.1); 

- au fost studiate proprietăţile convexității și a învelitoarei convexe în spațiul metric 

),( m

k

k dR , determinat de relația k-ară a complexului ),...,,( 1211   nn RRR , nk 1 ,  precum şi 

problema restabilirii familiei de submulțimi din kR , ce reprezintă o convexitate, cunoscând 

învelitoarea convexă respectivă, și invers (teorema 3.1.2, consecința 3.1.1, teorema 3.1.3); 
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- au fost caracterizate clasele de grafuri d-convex simple, identice după structură, cu 

determinarea relației dintre rază și diametru în astfel de grafuri; 

- au fost construite grupurile de omologii ale complexului de cuburi abstracte; 

- au fost studiate proprietăţile varietăţilor, determinate de un complex cubic abstract; 

- a fost dedusă formula Euler-Poincare pentru complexul de cuburi abstracte; 

- au fost determinate condițiile de existență a conturului Euler (n-1)-dimensional într-o 

varietate abstractă, orientabilă și conexă forte; 

b) de ordin aplicativ. 

- în baza rezultatelor teoretice, ce ţin de studierea topologiei algebrice a relaţiilor multi-are, a 

fost efectuată clasificarea varietăților abstracte determinate de complexul ),...,,( 1211   nn RRR ; 

- a fost elaborat algoritmul de calcul al medianei într-un complex de cuburi abstracte, fără 

utilizarea metricii spaţiului respectiv; 

- cu ajutorul funcției Grundy, definite pe complexul de relații ),,...,,( 1211   nn RRR  au fost 

stabilite strategiile de comportare ale participanţilor la un joc combinatorial. 

Importanţa teoretică şi valoarea aplicativă a tezei. Importanţa teoretică a tezei este 

determinată de fundamentarea unei direcţii noi de cercetare, generate de studierea topologiei 

algebrice a relaţiilor multi-are. Pentru soluţionarea problemelor de optimizare discretă a fost 

propus un model matematic nou, numit complex de relaţii multi-are care generalizează mai 

multe structuri matematice discrete clasice.  

Valoarea aplicativă a lucrării este determinată de rezultatele obţinute în legătură cu 

dezvoltarea teoriei abstracte a relaţiilor multi-are şi folosirea acestora la elaborarea metodelor 

eficiente de soluţionare a problemelor de optimizare discretă, reprezentate în teză prin calcularea 

medianei unui complex de cuburi abstracte şi a soluţionării jocurilor combinatoriale cu ajutorul 

funcţiei Grundy pe complexe de relaţii.  

Implementarea rezultatelor științifice. Rezultatele ştiinţifice, obţinute în legătură cu 

dezvoltarea teoriei abstracte a relaţiilor multi-are, prezintă interes teoretico-aplicativ manifestat 

prin faptul că: 

- pot servi drept suport pentru iniţierea unor cercetări prin formularea temelor de doctorat în 

domeniul elaborării modelelor şi metodelor de soluţionare a problemelor din domeniul 

optimizării discrete; 

- pot servi drept suport pentru elaborarea unor cursuri opţionale universitare în cadrul 

studiilor de licenţă şi de masterat; 
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- complexul de relaţii multi-are examinat în teză poate servi drept model pentru soluţionarea 

problemelor practice din sectorul economic, legate de amplasarea unor centre de deservire sau 

producere; 

- pot conduce la elaborarea unor metode noi eficiente de soluţionare a problemelor de 

optimizare discretă. 

Aprobarea rezultatelor științifice. Rezultatele științifice de bază, obținute de către autor și 

reflectate în prezenta lucrare, au fost publicate în 58 de lucrări (a se vedea referinţele [17]-[23], 

[129], [130], [141]-[172], [174]-[182], [184], [263], [267], [295] ), apărute după susținerea tezei 

de doctor în ştiinţe matematice şi înalt apreciate de către specialişti [306], dintre care: 

18 teze ale comunicărilor la conferinţe ştiinţifice naționale și internaționale; 

37 articole publicate în reviste științifice din țară și peste hotare sau Anale ale conferințelor 

științifice (recenzate – 27, dintre care 11 - în alte ţări; articole de un singur autor - 14); 

3 monografii. 

Rezultatele investigațiilor au fost prezentate și discutate la un șir de conferințe științifice: 

1) International Conference „Trends in the Development of the Information and 

Communication Technology in Education and Managementˮ. Chișinău, March 20-21, 

2003. 

2) Second Conference of the Mathematical Society of the Republic of Moldova. Chișinău, 

August 17-19, 2004. 

3) “Tiberiu Popoviciu” Seminar of Functional Equations, Approximation and Convexity. 

Cluj-Napoca, 2004, 2005, 206, 2007, 2008, 2009. 

4) The 30-th Annual Congres of the American Romanian Academy of Arts and Sciences 

(ARA). Chişinău, July 5-10, 2005. 

5) The XIV Conference on Applied and Industrial Mathematics. Dedicated to the 60
th

 

anniversary of the foundation of the Faculty of Mathematics and Computer Science of 

Moldova State University. CAIM–2006. Chişinău, August 25-27, 2006. 

6) International conference KEPT-2007. Knowledge engineering: Principles and techniques. 

Cluj-Napoca, Babeş-Bolyai University, June 5-7 2007. 

7) Seventh Workshop on Mathematical Modeling of Environmental and Life Sciences 

Problems. Constantza, October 22-25, 2008. 

8) Conferință științifică „Interferențe universitare – integrare prin cercetare și inovare”. 

MITRE–2008. Chișinău (October 1-4, 2008; August 22-25, 2011; August 18-22, 2013). 

9) Conferință științifică „Interferențe universitare – integrare prin cercetare și inovare”. 

MITRE–2009. Chișinău, October 8-9, 2009. 



 15 

10) The 33-th Annual Congres of the American Romanian Academy of Arts and Sciences 

(ARA). Sibiu, July 02-07, 2009. 

11) International Scientific Conference «Discrete mathematics, algebra and their 

applications». Minsk, October 19-22, 2009. 

12) Scientific Conference dedicated to the 80-th anniversary of the foundation of the Tiraspol 

State University, Chişinău, September 24-25, 2010. 

13) The 18
th

 Conference on Applied and Industrial Mathematics. CAIM –2010. Iaşi, October 

14-17, 2010. 

14) International Congress on Computer Science: Imformation Systems and technologies, 

Minsk, 31 octomber – 03 november, 2011. 

15) Conferinţa Internaţională “Modelare matematică, optimizare şi tehnologii 

informaţionale”. Ediţia III. Chișinău, 19-23 martie, 2012. 

16) The 20th Conference on Applied and Industrial Mathematics. Dedicated to Academician 

Mitrofan M. Cioban. CAIM –2012. Chişinău, August 22 – 25, 2012. 

17) The 13th International Conference on Mathematics and its Applications - ICMA 2012. 

Timişoara, November 1-3, 2012. 

18) The 14-th International Conference of Scientific Papers “Scientific Researgh and 

Education in the Air Force”. Braşov, May 24-26, 2012. 

19) Conferinţă știinţifică cu participare internaţională „Interferențe universitare – integrare 

prin cercetare și inovare”. Chișinău, 25-26 septembrie, 2012. 

20) The 21
st
 Conference on Applied and Industrial Mathematics. CAIM –2013. Bucharest, 

September 19 – 22, 2013. 

21) International Conference"Discrete mathematics, graph theory and their applications" 

(DIMA-2013). Minsk, November 11-14, 2013. 

22) The 22
st
 Conference on Applied and Industrial Mathematics. CAIM –2014. Bacău, 

September 18 – 21, 2014. 

23) Third Conference of the Mathematical Society of the Republic of Moldova. Chișinău, 

August 19-23, 2014. 

24) Conferinţa Internaţională “Modelare matematică, optimizare şi tehnologii 

informaţionale”. Ediţia IV. Chișinău, 25-28 martie, 2014. 
 

Articolele științifice au fost publicate în reviste de specialitate din țară și peste hotare, precum și 

în Anale (Proceedings) ale confrerințelor: 
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1) Analele ştiinţifice ale USM. Seria „Ştiinţe fizico-matematiceˮ (vol. 3, nr.1(1), 2001; 

vol.5, 2003; 2006). 

2) Buletinul Academiei de Ştiinţe a Republicii Moldova. Seria Matematica (2006, nr. 2(51); 

2010, nr. 2(63); 2008, nr. 2(57)). 

3) Computer Science Journal of Moldova (vol.19, no.1(55), 2011; vol.13, no.2(38), 2005; 

vol.16, no.3(48), 2008; vol.21, 2013, no.1(61)). 

4) Mathematical modelling of invironmental and life sciences problems. București: Editura 

Academiei Române, 2010. 

5) KEPT-2007. Knowledge engineering: Principles and techniques, vol. I. Cluj-Napoca: 

Babeş-Bolyai University, 2007. 

6) Annals of Tiberiu Popoviciu, Seminar of Functional Equations, Approximation and 

Convexity Cluj-Napoca, România (vol. 2, 2004; vol. 3, 2005; vol.4, 2006; vol. 5, 2007; 

vol. 6, 2008; vol. 7, 2009). 

7) Analele ştiinţifice ale Universităţii de Stat din Moldova. Seria „Ştiinţe reale”. Lucrări de 

sinteză. Chişinău, 2006. 

8) Studia Universitatis. Seria: Ştiinţe exacte şi economice (2011, nr.2(42) ; 2012, nr.7(57); 

2013, nr.2(62)). 

9) Lucrările conferinței pregătitoare pentru Congresul matematicienilor români. Bucureşti, 

1992. 

10) Proceedings of the International Conference „Trends in the Development of the 

Information and Communication Technology in Education and Managementˮ. March 20-

21, 2003. 

11) Proceedings of the 30-th Annual Congres of the American Romanian Academy of Arts 

and Sciences, (July 5-10, 2005; July 02-07, 2009). 

12) Proceedings of the XIV Conference on Applied and Industrial Mathematics, dedicated to 

the 60
th

 anniversary of the foundation of the Faculty of Mathematics and Computer 

Science of Moldova State University. Chişinău, 2006. 

13) Proceedings of the Second Conference of the Mathematical Society of the Republic of 

Moldova. August 17-19, 2004. 

14) Proceedings of the International Congress on Computer Science: Information Systems 

and Technologies. Minsk, Oct.’31 – Nov.’3, 2011 

15) Proceedings of the International Conference „Mathematical modeling, optimization and 

information technology” (2012, 2014). 
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16) Proceedings of the 14-th International Conference of Scientific Papers „Scientific 

Research and Education in the Air Force”, Braşov, România, May 24-26, 2012. 

Monografii publicate: 

1) Cataranciuc S., Sur N. Grafuri d-convex simple şi quasisimple. Monografie. Chişinău: 

CEP USM, 2009. 201p. [164]. 

2) Bulat M., Cataranciuc S., Zgureanu A. Mulțimi de relații multi-are și criptarea 

informației. Monografie. Chişinău: CEP USM, 2013. 200p. [181]. 

3) Cataranciuc S. Topologia algebrică a relațiilor multi-are. Monografie. Chişinău: CEP 

USM, 2015. 228p. [295]. 

Referitor la rezultatele cercetărilor ştiinţifice au fost ţinute comunicări în plen la trei conferinţe 

(o conferinţă de rang naţional şi două – de rang internaţional): 

1) The 20
th

 conference on applied and industrial mathematics (dedicated to academician M. 

Ciobanu), Ghișinău, August 22-25, 2012 (Plenar comunication: “Algebraic topology of 

the multi-ary relations and its applications”). 

2) Interferențe universitare – integrare prin cercetare și inovare (Conferință științifică cu 

participare internațională), Chișinău, 25-26 septembrie, 2012 (Comunicare in plen: 

“Structuri matematice și rolul acestora în soluționarea problemelor practice”). 

3) International Conference"Discrete mathematics, graph theory and their applications" 

(DIMA-2013), Minsk, Belorusia, 11-14 november, 2013. (Plenar communication: 

“Algebraic topology of the multi-ary relations”). 

Sumarul compartimentelor tezei. Teza este structurată în cinci capitole, în care sunt 

descrise aspectele topologico-algebrice ale relaţiilor multi-are, examinate prin prisma unei 

structuri matematice noi, numită complex de relaţii multi-are, precum şi unele derivate ale 

acestei structuri, ce conduc la soluţionarea a mai multor probleme cu caracter aplicativ. Pe lângă 

cele cicnci capitole menționate, lucrarea conține concluzii generale și recomandări, adnotările în 

limbile română, rusă și engleză, precum și o listă bibliografică ce cuprinde 309 titluri. În total 

volumul tezei constituie 291 pagini,  dintre care 265 pagini de text de bază. 

În Introducere, sunt formulate scopul și obiectivele tezei, este argumentată actualitatea temei 

de cercetare. Se formulează problema științifică abordată cu menționarea importanței teoretice și 

a valorii practice a lucrării. Este dată o analiză succintă a publicaţiilor la tema tezei. Se încheie 

acest compartiment cu o sinteză a conținutului lucrării.  

Primul capitol al tezei poartă un caracter introductiv și are drept scop examinarea, în mod 

evolutiv, a principalelor structuri matematice discrete folosite în calitate de modele la 

soluționarea problemelor practice. Se examinează o serie de proprietăți importante ale acestor 
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structuri, generalizate în capitolele următoare pentru cazul complexelor de relații multi-are. Una 

dintre cele mai simple structuri matematice  discrete, dar cu un potențial enorm de aplicații la 

examinarea problemelor teoretico-aplicative, este graful. Pornind de la încercările 

matematicienilor  de a soluționa mai multe probleme cu caracter distractiv, într-o perioadă relativ 

scurtă a fost constituită o direcție nouă de cercetare, cunoscută astăzi ca teoria grafurilor. 

Rezultatele teoretice obținute au permis eficientizarea cercetărilor  în diverse domenii: economie, 

fizică, informatică, chimie etc. Tot în capitolul 1 sunt descrise câteva rezultate ce țin de 

proprietățile  arborilor, ale numărului ciclomatic, ale matricei ciclomatice și cociclomatice care 

ulterior sunt generalizate pentru complexele de relații multi-are și își găsesc utilizare la 

soluționarea problemelor aplicative, cum ar fi problema medianei, a jocurilor combinatoriale pe 

structuri discrete etc.  

La dezvoltarea teoriei grafurilor au contribuit în mod esențial, începând  cu apariția  primelor 

lucrări în sec. XVII–XVIII, mai mulți matematicieni: Leonard Euler (1707-1783), William 

Hamilton (1788-1856), James Joseph Sylvester (1814-1897), Arthur Cayley (1821-1895), 

Claude Berge (1926-2002), George David Birkhoff (1884-1944). Încercările de a folosi grafurile 

în calitate de modele matematice pentru descrierea proceselor fizice, și  nu numai [2], [7], au 

generat, în timp, necesitatea extinderii și identificării altor structuri matematice [3], [16] incluse 

în prezentul studiu care, într-un mod firesc, generalizează grafurile și, la rândul lor, servesc drept 

pretext pentru generalizări abstracte, urmate de fundamentarea teoriei relațiilor multi-are. 

Nucleul tezei îl constituie Capitolul 2, în care sunt expuse rezultatele de bază ce țin de 

examinarea topologiei relațiilor multi-are și care își găsesc continuare în capitolele ce urmează 

prin definirea și studierea unui complex special, numit  complex de cuburi abstracte, important 

pentru soluționarea  unor probleme cu caracter teoretico-aplicativ. Obiectul de studiu al 

capitolului 2 este așa-numitul complex de relații multi-are, pentru care au fost definite noțiunile 

de bază și studiate proprietățile acestora în mai multe lucrări [17], [145], [146], [149], [163], 

[182]. Pornind de la un complex  simplu de relații [58], [146], [149] și urmărind, în mod firesc, 

scopul  de a soluționa în caz general o serie de probleme practice, se definește noțiunea de 

complex generalizat de relații multi-are pe produsul cartezian de ordin nk ,...,2,1  al unei 

mulțimi  de elemente  },...,,{ 21 nxxxX  .  

Pentru complexul de relații },...,,{ 1211   nn RRR  se definește noțiunea de k -conexitate, 

nk 1 , încât conexitatea simplă, cunoscută din teoria grafurilor, devine un caz particular al 

acesteia. Printre complexele k -conexe, un loc aparte le revine complexelor-arbori în care orice 

subcomplex conține cel puțin un cortegiu suspendat  În cazul complexelor-arbori sunt obținute 
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mai multe rezultate importante ce se referă la problema acoperirii minime și la problema 

construirii mulțimii intern stabile maxime, interpretate prin teoremele 2.2.3 - 2.2.5.  

Pornind de la faptul că lanțurile și ciclurile m -dimensionale într-un complex de relații multi-

are formează grupuri comutative, se definesc grupurile de omologii directe și grupurile de 

coomologii. Sunt demonstrate câteva proprietăți importante ce țin de grupurile de omologii și 

coomologii, precum și corelațiile dintre ele (a se vedea teorema 2.6.4-2.6.7), care sunt utile 

pentru examinările ulterioare.  

Acest capitol se încheie cu studierea numărului ciclomatic al complexului generalizat de 

relații multi-are și a proprietăților matricei ciclomatice. A fost obținut un rezultat fundamental, 

care reprezintă analogul teoremei Poincare-Vebler-Alexander [52], [68] (teorema 2.8.1). 

Capitilul III ţine de efectuarea unor investigaţii, legate de extinderea noţiunii de convexitate 

asupra complexelor de relaţii multi-are cu studierea proprietăţilor respective. Apărută inițial în 

spațiul euclidian, convexitatea a generat un șir de rezultate teoretice de valoare, care au constituit 

bazele unei direcții importante de cercetare în matematică, cunoscută astăzi ca optimizare 

convexă [235], [237]. Fundamentarea teoriei mulțimilor convexe a contribuit la elaborarea 

metodelor eficiente de soluționare a problemelor de optimizare convexă, descrise în multiple 

manuale și monografii de specialitate [233], [234], [236]. În cazul structurilor discrete, pe 

parcursul ultimilor 30 ani au fost obținute rezultate ce țin de proprietățile mulțimilor convexe. În 

special, acestea se referă la structurile reprezentate prin grafuri [138], [140], [141], [164]. 

Studierea grafurilor cu o familie redusă de mulțimi convexe, numite grafuri d -convex simple, a 

condus la demonstrarea unor teoreme importante privind structura acestor grafuri, în caz general, 

precum și teoreme de caracterizări eficiente ale diferitelor clase de grafuri d -convex simple 

[131]-[137], [139], [147], [157], [174].  

În primul paragraf al capitolului 3 se defineşte noţiunea de convexitatea şi învelitoare 

convexă pe mulţimea elementelor relaţiei k -are kR  a complexului ),...,,( 1211   nn RRR . Cu 

ajutorul funcţiei distanţei NRRd kkm

k : , 11  nmk , introdusă prin lema 3.1.2, se 

defineşte noţiunea de convexitate în kR  şi se demonstrează că aceasta determină în mod univoc 

o învelitoare convexă, şi invers (a se vedea teoremele 3.1.2 şi 3.1.3). Definind un operator P , 

care permite construirea iterativă a învelitoarei convexe a unei mulţimi kRA , prin teoremele 

3.1.6-3.1.8 se stabilesc proprietăţi importante ale acestui operator şi ale mulţimilor convexe din  

spațiul metric ),( m

k

k dR  . 

În paragrafele 3.2 și 3.3 sunt studiate grafurile neorientate și, respectiv, cele orientate, în 

care învelitoarea convexă a oricăror două vârfuri neadiacente, privită ca o procedură iterativă de 
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aplicare a operatorului de construire a acesteea, coincide cu mulțimea tuturor vârfurilor grafului. 

Grafurile respective se numesc d-convex simple și au fost studiate în mai multe lucrări [133], 

[134], [136]-[139], [147], [157], [164], [263 ].  
 

În Capitolul 4 se studiază complexele de cuburi abstracte, ca un caz special al complexelor 

de relaţii multi-are. Folosind simplexele abstracte în calitate de „cărămizi”, se defineşte mai întâi 

cubul abstract n -dimensional, precum şi un şir de proprietăţi cu caracter combinatorial al 

acestuia, folosite în cercetările ulterioare. Pentru aceste cuburi se definesc un şir de noţiuni cu 

proprietăţi importante, folosite la examinarea complexelor respective.  

Investigaţiile din capitolul 4 sunt importante din mai multe considerente. E de menţionat 

faptul că complexele de cuburi servesc drept instrument eficient în dezvoltarea unor 

compartimente ale topologiei combinatorice, fiind folosite la construirea invarianţilor topologici 

prin aplicarea metodelor combinatorice de studiu. Structurile combinatorice construite cu 

ajutorul cuburilor abstracte n -dimensionale se întâlnesc în teoria modernă a topologiei algebrice. 

Totodată, acestea se regăsesc și într-un şir de aplicaţii datorită faptului că o serie de structuri 

întâlnite în diverse ramuri ale matematicii conduc la studierea unor spaţii speciale cu o divizare 

specifică în cuburi.  

Aplicând o tehnică similară celei folosite în cazul complexelor de relaţii multi-are, pentru un 

complex cubic abstract se construiesc grupurile de omologii şi cele de coomologii . 

În cazul complexului de cuburi abstracte, un rol aparte îi revine studierii caracteristicii Euler, 

întâlnită în literatura de specialitate şi sub denumirea de caracteristică Euler-Poincare. Aceasta 

este folosită frecvent în topologia algebrică şi combinatorica poliedrelor, reprezentând un 

invariant topologic, ce descrie forma şi structura spaţiului. Pentru o varietate multidimensională, 

privită ca un spațiu topologic, caracteristica Euler-Poincare se calculează cu ajutorul  rangurilor 

grupurilor  de omologii. În cazul complexului de cuburi abstracte, privit şi ca o varietate 

abstractă, se stabileşte legătura dintre suma alternantă a cardinalelor mulţimilor de cuburi 

abstracte m -dimensionale şi suma alternantă a rangurilor grupurilor de omologii. 

O atenţie specială se acordă studierii varietăţilor abstracte, determinate de complexele de 

relaţii multi-are, reprezentate, la rândul lor,  prin complexe de quasisimplexe sau complexe de 

cuburi abstracte. Chestiune importantă atât prin faptul că varietatea este considerată drept una 

dintre noţiunile fundamentale ale matematicii, cu ajutorul căreia se concretizează şi se 

generalizează noţiunea de suprafaţă pentru dimensiuni oricât de mari, cât şi prin aceea că 

varietatea abstractă apare într-un mod surprinzător în soluţionarea unor probleme practice pe 

structuri discrete, examinate ulterior.  



 21 

În Capitolul 5 sunt examinate unele aplicaţii ale complexului de relaţii multi-are la 

soluţionarea diferitor probleme. Sunt descrise metode eficiente de rezolvare a problemelor cu 

caracter aplicativ. Complexele de relații multi-are, precum și unele variații ale acestora, de 

exemplu, complexele cubice, servesc drept modele matematice eficiente pentru soluționarea a 

mai multor probleme cu caracter teoretico-aplicativ, precum ar fi: determinarea numărului 

cromatic al unui complex de relații [175], determinarea mulțimilor intern stabile [143], [154] și a 

strategiilor de comportare a jucătorilor într-un joc combinatorial [176], clasificarea varietăților 

abstracte [177], calcularea medianei în cazul complexelor de cuburi abstracte [169], [184] și 

unele generalizări ale acestora reprezentate prin complexe speciale de politoape n -dimensionale 

[165], [178], elaborarea metodelor de criptare a informației [167], [181] etc. 

Proprietăţile complexului de relaţii multi-are, studiate prin intermediul complexului de 

quasisimplexe şi cel de cuburi abstracte în capitolele precedente, oferă posibilitatea generalizării 

rezultatelor ce ţin de clasificarea varietăţilor, descrise în lucrările [15], [19], [23], [153], 156], 

[177]. Apariţia buclelor (a se vedea definiţia 5.1.3) într-un complex abstract, determinată de 

repetările elementelor în cortegiile ce corespund quasisimplexelor, conduce la necesitatea 

studierii varietăţii sferice degenerate de genul p .  

Problema calculării medianei mereu a trezit un interes sporit al cercetătorilor, datorită 

multiplelor aplicaţii practice ale acesteia. Deoarece, în caz general, calcularea medianei prin 

metode clasice devine o problemă dificilă, iar pentru diferite variaţii ale acesteia obţinem chiar 

probleme din clasa celor NP-complete [86], [226], deseori se recurge la elaborarea unor metode 

aproximative [183] sau la construirea metodelor eficiente și exacte de calcul, aplicabile în cazul 

structurilor matematice speciale [151], [165], [169], [172], ce pot servi, la rândul lor, drept 

model la examinarea problemelor practice. În paragrafele 5.2 şi 5.3 se demonstrează existenţa 

unui algoritm eficient de calculare a medianei, fără a utiliza metrica.  

În paragraful 5.4 se examinează un joc combinatorial cu doi participanţi, care este o 

generalizare a cunoscutului joc Nim. Pentru determinarea modului de comportament al 

jucătorilor, pe complexul de relaţii se construieşte o funcţie specială – funcţia Grundy. Se arată 

că jucătorul ce reuşeşte să construiască această funcţie şi să aleagă simplexul Q  pentru care 

  0Qg , nu va pierde în jocul respectiv. 

Teza de doctor habilitat conține o listă de surse bibliografice, prezentată la sfârșitul lucrării, 

care are atribuție directă la tematica abordată. Aceasta nu este aranjată în ordine alfabetică, fiind 

completată treptat, pe măsura acumulării materialului inclus în lucrare, ceea ce, sperăm, 

nicidecum nu influențează, în ansamblu, valoarea științifică a tezei. 
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1. STRUCTURI MATEMATICE DISCRETE ȘI ROLUL ACESTORA ÎN 

SOLUȚIONAREA PROBLEMELOR TEORETICO-APLICATIVE 

 

Primul capitol conţine descrierea, în ordine cronologică, a etapelor de dezvoltare a 

structurilor discrete şi folosirea acestora, în calitate de model matematic, la soluţionarea 

diverselor probleme cu caracter aplicativ şi reprezintă un caputol de sinteză în domeniul temei de 

cercetare a tezei. Sunt descrise rezultatele care au contribuit esenţial la dezvoltarea teoriilor 

respective, precum şi interconexiunea dintre acestea prin abordările teoretice ale problemelor 

practice.  

Se analizează aportul a mai mulţi matematicieni la studirea primelor structuri matematice 

discrete şi folosirii acestora la soluţionarea diverselor probleme practice. În mod special se 

menţionează rolul în dezvoltarea teoriilor respective pe care l-au avut Leonard Euler, William 

Hamilton, James Joseph Sylvester, Arthur Cayley, Claude Berge, George David Birkhoff. 

Încercările de a folosi structurile discrete în calitate de modele matematice pentru descrierea 

proceselor fizice, și  nu numai, au generat, în timp, necesitatea identificării altor structuri 

matematice, incluse în prezentul studiu care, într-un mod firesc, le generalizează pe cele clasice 

şi servesc drept pretext pentru o serie de generalizări abstracte, urmate de fundamentarea teoriei 

relațiilor multi-are, examinate în capitolele de bază ale prezentei lucrări. 

 

1.1. Evoluția structurilor discrete 

 

În cele ce urmează vom analiza etapele de dezvoltare a structurilor discrete, apărute odată cu 

necesitatea soluționării diverselor probleme de ordin teoretico-aplicativ. Aceste structuri, precum 

s-a adeverit, nu pot fi aplicate asupra unor probleme practice. Unele dintre acestea se examinează 

în ultimul capitol al tezei. Problemele respective au și constituit acel imbold, care ne-a impus să 

ne gândim asupra elaborării și generalizării structurilor discrete cunoscute pentru modelarea și 

soluționarea cu susces a acestora. Într-un final a fost definită o structură matematică, numită 

complex de relații multi-are, iar prin construirea grupurilor de omologii și studierea proprietăților 

respective s-au pus bazele teoriei respective, care și constituie conținutul de bază al prezentei 

lucrări. 

Orice structură discretă, folosită drept model matematic la soluționarea problemelor de 

optimizare, se definește în baza unei oarecare mulțimi – noțiune bine cunoscută și care se 

regăsește în diferite interpretări în multiple lucrări (la dezvoltarea teoriei mulțimilor și diverselor 

aplicații ale acesteea au contribuit lucrările clasice ale matematicienilor Georg Cantor [72] și 

Bertrand Russell [73], [74], dar și lucrările mai noi ale lui P. Alexandrov [113], în legătură cu 
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încercarea reușită a acestuia de a fundamente teoria generală a dimensiunilor și studierii spațiilor 

topologice. Primele studii ce se referă la teoria mulțimilor au fost efectuate de către Bernard 

Bolzano și publicate în 1851, introducând astfel noțiunea de mulțime și corespondență 

biunivocă. Ceva mai târziu, în perioada anilor 1872-1884, Georg Cantor a publicat mai multe 

lucrări în care au fost de acum expuse în mod sistematic rezultatele de bază ale teoriei 

mulțimilor. Anume datorită acestor sistematizări dânsul și este considerat fondator al teoriei 

mulțimilor. 

 

Grafuri 

 

La fel ca și multe alte domenii ale matematicii, grafurile au apărut datorită încercărilor 

matematicienilor de a rezolva mai multe probleme practice, sau chiar jocuri cu caracter 

distractiv. Pentru prima dată noţiunea de graf a fost introdusă de către Leonard Euler în legătură 

cu încercarea de a soluţiona cunoscuta problemă a celor “şapte poduri din Königsberg” [190]. 

Părinte al teoriei moderne a grafurilor este considerat C. Berge, datorită expunerii 

sistematizate a acestei direcţii de cercetare în monografia [302] şi dezvoltării ulterioare a teoriei 

în lucrările [5], [6]. Rezultate semnificative ce ţin de fundamentarea teoriei grafurilor, iar mai 

apoi şi a hipergrafurilor, se regăsesc în multitudinea de publicaţii apărute pe parcursul ultimilor 

40-50 ani. Promotori fideli ai acestei direcţii de cercetare sunt consideraţi F.Harary [80], 

V.Emelicev [45], I.Tomescu [65], T.Toadere [82], N.Cristofides [116], A.Zâkov [87], P.Soltan 

[59], [60].  

Încercarea de a soluţiona probleme practice prin utilizarea grafurilor în calitate de model 

matematic a contribuit, la rândul său, la dezvoltarea şi a altor domenii de cercetare, precum şi 

vice-versa. În studierea grafurilor un rol aparte l-au jucat matricele unimodulare întâlnite, 

desigur, şi în alte domenii ale matematicii. Conform [46], o matrice se numește total 

unimodulară dacă determinantul oricărui minor al acesteia este egal cu +1, 0 sau -1. Aceasta 

înseamnă că într-o matrice total unimodulară fiecare element este egal cu +1, 0 sau -1, deoarece 

fiecare element poate fi considerat drept minor de  ordinul unu. În lucrarea [77] este demonstrat 

un rezultat important ce ţine de caracterizarea acestor matrici: Dacă A este o matrice formată din 

elementele 0, +1, -1, iar fiecare coloană a acesteia conține cel mult două elemente diferite de 

zero, atunci A este o matrice total unimodulară dacă și numai dacă mulțimea liniilor din A poate 

fi divizată în două submulțimi 1S  și 2S , cu respectarea condițiilor:  

1) dacă două elemente, diferite de zero, ale unei coloane sunt de același semn, atunci un 

element aparține liniei din ,1S  iar celălalt – liniei din .2S  



 24 

2) dacă două elemente, diferite de zero, ale unei coloane sunt de semne opuse, atunci 

ambele aparțin liniilor din 1S  sau ambele aparțin liniilor din .2S  

Din rezultatul respectiv rezultă două consecințe importante cu referire la matricele de 

incidenţă a grafurilor orientate și cele neorientate. 

A. Matricea de incidență a unui graf orientat este total unimodulară. 

B. Matricea de incidență a unui graf neorientat este total unimodulară dacă și numai dacă 

graful este bipartit [78]. 

E de remarcat faptul că matricele total unimodulare joacă un rol important în diverse 

domenii ale matematicii şi își găsesc aplicații la soluționarea a mai multor probleme de ordin 

teoretico-aplicativ: 

a) Programarea în numere întregi. Dacă A este o matrice total unimodulară, iar b este un 

vector cu coordonate întregi, atunci ecuația bAX   admite soluții de bază în numere întregi. 

Aceasta, la rândul său, înseamnă că sistemul de ecuații liniare, reprezentat în forma matriceală 

bAX  , poate fi rezolvat prin aplicarea directă a metodei simplex; 

b) Crearea planurilor de învățământ prin utilizarea rețelelor semantice. Organizarea 

eficientă a procesului de studii depinde de corelația  dintre disciplinele predate. Una dintre 

problemele planurilor de studii la diferite specialități constă deseori în neglijarea continuității 

conținuturilor disciplinelor predate, precum și corelația majoră între disciplinele înrudite. Pentru 

soluționarea rapidă și eficientă a problemei menționate, adesea se recurge la construirea rețelelor 

semantice, sistemelor expert, etc. [79]. Rețelele se modelează cu ajutorul unui graf orientat, 

matricea de incidență a căruia A este total unimodulară. Pentru aceste rețele se rezolvă ecuația 

matriceală 

,OCA T   

unde ),...,,( 21 mcccC   este un vector ce reprezintă un contur sau o sumă de contururi ale grafului 

model, având coordonatele numere întregi, iar TC –  transpusul acestuia. Din sistemul 

fundamental de soluții al ecuației 0 TCA  se construiește  soluția problemei formulate inițial 

în lucrarea[79]. 

c) Amplasarea optimă a punctelor de deservire. Deseori pentru deservirea unor centre unite 

într-o rețea (rețea de drumuri, rețea informațională, etc.) este necesar de a determina locul optim 

de amplasare a unor servicii (spitale, depozite, stații telefonice, etc.). Astfel de probleme sunt 

cunoscute ca probleme de amplasare. Pentru soluționarea lor se recurge la modelul matematic 

reprezentat printr-un graf, de regulă orientat. Soluția căutată este nu altceva decât o mediană sau 

centru al acestui graf care, la rândul său, se determină prin rezolvarea sistemului de ecuații 



 25 

liniare ,bXA   unde A este matricea de incidență a grafului. Necunoscutele ,ix  ce formează 

vectorul X, sunt numere întregi. Luând în considerație afirmaţia A formulată mai sus, rezultă că 

pentru rezolvarea sistemului respectiv de ecuații se recurge la metoda simplex [114]. 

Necesitatea soluționării unor probleme de optimizare, cunoscute în literatura de specialitate 

ca probleme de parcurgere, au condus la introducerea noțiunilor de lanț, ciclu, precum și a 

diverselor generalizări ale acestora, care au impulsionat dezvoltarea aspectului aplicativ al teoriei 

grafurilor [57], [80], [82]. 

În cazul unui graf neorientat );( UXG   putem defini două spații vectoriale legate de G 

(cele expuse în continuare ușor pot fi reprezentate și pentru cazul grafului orientat );(  XG ). 

Este vorba de spațiul ciclurilor și spațiul cociclurilor. Ambele spații se definesc peste câmpul a 

două numere, 0 și 1, notat prin }1,0{2 F . Considerăm variabilele i  ce primesc doar valori din 

.2F  Combinația liniară  ii x a vârfurilor grafului );( UXG   se numește 0-lanț (lanț cu 

dimensiunea zero [113]), iar combinația muchiilor  jju  se numește 1-lanț (lanț cu 

dimensiunea unu). 

Menționăm că, astfel interpretată, noțiunea de 0-lanț și 1-lanț generalizează noțiunea de lanț, 

întâlnită la Claude Berge [57], Frank Harary [80] și alți matematicieni, folosit la elaborarea a 

algoritmilor de soluţionare a problemelor de parcurgere. 

Definim funcția   care pune în corespondență fiecărui 1-lanț un lanț cu dimensiunea zero și 

satisface condițiile: 

1)   este liniară; 

2) dacă ),( yxu   este o muchie a grafului ,G  atunci .)( yxu   

Totodată definim și cofuncția  , care pune în corespondență fiecărui 0-lanț un lanț cu 

dimensiunea unu (1-lanț) și satisface condițiile: 

1)   este liniară; 

2) ,
1





m

i

iiux   unde 1i , dacă și numai dacă muchia Uui   este incidentă vârfului .x  

Un lanț 1-dimensional l  pentru care 0)( l  se numește vector ciclic al grafului. Se poate 

observa că orice lanț simplu (lanțul ce nu conține muchii ale grafului mai mult decât o singură 

dată [80], [302]) este vector ciclic al grafului. Mulțimea tuturor astfel de vectori formează un 

spațiu vectorial peste câmpul ,2F  numit spațiu al ciclurilor grafului G [302]. Astfel de spaţii 

apar la studierea şi a altor structuri discrete. Baza spațiului ciclurilor grafului G, formată doar din 

ciclurile simple din G, se numește bază de cicluri a grafului respectiv. 
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Fie },...,,{ 11

2

1

1 klll  o mulțime de cicluri simple ale grafului G. Orice vector ciclic 1L  se 

prezintă astfel: .
1

11 



k

i

iilL   Prin urmare, baza de cicluri a unui graf );( UXG   este mulțimea 

maximală de cicluri simple independente din G.  

Noțiunea de ciclu într-un graf permite a defini noțiunea de cociclu, legată cu o noțiune 

fundamentală în teoria grafurilor – noțiunea de tăietură [80], [302] cunoscută și cu ocazia 

soluționării a multor probleme de optimizare. Astfel, conform [302],  se numește tăietură orice 

submulțime de muchii a grafului );( UXG  , la eliminarea cărora se obține un graf nonconex, 

iar tăietura minimală se numește cociclu al grafului. Printre problemele, la soluţionarea cărora 

noţiunile respective au jucat un rol decisiv se numără problema fluxului maxim într-o reţea 

precum și diverse generalizări ale acesteia. O contribuție esențială la soluționarea problemei 

menționate au avut-o matematicienii L.R.Ford & D.R.Fulkerson [287], [288]. 

Fie G un graf în care n , m  și p  reprezintă numărul de vârfuri de mucii și, respectiv, de 

componente conexe din .G  Definim numărul ciclomatic pnmG )(  și numărul cociclomatic 

pnG )(  al acestui graf [80], [82], [302]. Aceste numere reprezintă dimensiunile spațiilor 

vectoriale, definite mai sus. Printre cele mai importante proprietăți, din punct de vedere 

teoretico-aplicativ, ale lui )(G  și )(G  se evidențiază: 

P1. Dacă x și y sunt două vârfuri nonadiacente ale unui graf conex G, iar G  este graful ce 

se obține din G la adăugarea muchiei (x,y), atunci 

.1)()(

),()(





GG

GG




 

P2. Dacă x  și y aparțin componentelor conexe diferite ale grafului G, iar G  este graful ce 

se obține din G la adăugarea muchiei (x,y), atunci relația din P1 este adevărată. 

P3. Numărul ciclomatic al unui graf );( UXG   este egal cu numărul maxim de cicluri 

independente din G. 

P4. Un graf G nu conține cicluri dacă și numai dacă .0)( G  

P5. Un graf G conține un singur ciclu dacă și numai dacă .1)( G  

Fie   un ciclu simplu al grafului nonorientat G  cu mulțimea de muchii }.,...,,{ 21 muuuU   

Acestui ciclu îi punem în corespondență un cortegiu din m elemente, în care elementul cu 

numărul j este egal cu 1 dacă și numai dacă .1ju  Având },...,,{ 21 rzzzZ  ca familie a 

tuturor ciclurilor simple din G, putem construi o matrice C cu dimensiunea mr  și elementele: 



 


.,0

,,1

contrarcazîn

zudacă
c

ij

ij  



 27 

Matricea C se numește matrice ciclomatică. 

Pornind de la definiția matricei de incidență B și a matricei ciclomatice C a grafului G, 

simplu se demonstrează egalitatea [5]: 

).2(mod0 TBC  

Similar matricei ciclomatice se definește și matricea cociclomatică ,*C  în care liniile 

corespund cociclurilor grafului, iar elementele acesteia sunt 



 


.,0

,,1
*

contrarcazîn

iudacă
c

j

ij  

Precum s-a constatat (a se vedea lucrarea [80]), rangurile matricelor indicate mai sus se 

calculează în dependenţă de parametrii m, n, şi p, chestiune importantă la studierea spaţiilor 

ciclurilor şi cociclurilor. Conform celor demonstrate în [80], dacă B, C și *C sunt, respectiv, 

matricea de incidență, matricea ciclomatică și matricea cociclomatică ale unui graf cu n vârfuri, 

m muchii și p componente conexe, atunci rangurile acestor matrice sunt determinate de 

egalităţile: 

,)( pnmCr   

.)()( * pnCrBr   

Un rol aparte în teoria grafurilor revine arborilor, importanța cărora la soluționarea 

problemelor practice este incontestabilă. Anume, în baza proprietăților acestor structuri 

matematice a fost posibilă examinarea eficientă a renumitelor probleme clasice: calcularea 

arborelui Steiner [290, 291], determinarea circuitelor Kirchhoff într-o schemă electrică [292], 

reprezentarea structurilor de date în informatică cu ajutorul arborilor de căutare [289]. E necesar 

de menţionat că cercetările lui Kirchhoff cu privire la construirea arborilor parţiali ai unui graf au 

contribuit esenţial la dezvoltarea unei direcţii importante de cercetare în teoria grafurilor. 

Arbore se numește un graf conex ce nu conține cicluri simple [45], [80], [82]. Evident, dacă 

avem un graf conex G , ce nu este arbore, atunci eliminând câte o muchie, astfel încât aceasta să 

aparțină unui ciclu simplu, putem obține un arbore, care se numește arbore parțial al lui G .  

Fie T unul dintre arborii parțiali ai grafului G . Vom stabili o legătură între arborele T și 

baza spațiului ciclurilor grafului. Orice muchie din G  ce nu aparține lui T se va numi coardă a 

arborelui parțial T. Orice subgraf din G , format din T și o coardă arbitrară, conține un singur 

ciclu simplu. Mulțimea tuturor astfel de cicluri este liniar independentă, deoarece fiecare din 

aceste cicluri conține o muchie (coarda respectivă) ce nu aparține celorlalte cicluri. Un rezultat 

important din punct de vedere teoretic afirmă: Numărul ciclomatic al unui graf  conex G  este 

egal cu numărul de coarde al arborelui parțial din G . Rezultatul respectiv apare şi în legătură 
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cu soluţionarea unor probleme de ordin practic. De exemplu, acesta este util la determinarea 

arborilor parţiali ai unui graf neorientat. 

Ținând cont de faptul că numărul de muchii al oricărui arbore parțial al grafului );( UXG  , 

,, mcardUncardX   este n-1, rezultă că numărul de coarde va fi m-(n-1). Prin urmare pentru 

numărul ciclomatic al grafului obţinem: 

.1)(  nmG  

În aceste condiţii, rezultatul descris mai sus poate fi reformulat în modul următor: numărul 

cociclomatic al unui graf conex neorientat );( UXG   este egal cu numărul de muchii al 

oricărui arbore parțial. Corectitudinea afirmaţiei imediat rezultă din faptul că orice cociclu 

conține exact o singură muchie a unui arbore parțial din G . 

 

Hipergrafuri 

 

Precum a arătat practica, grafurile au devenit un instrument eficient pentru modelarea și 

soluționarea problemelor de optimizare (și nu numai). Totuși, foarte repede s-a observat că, 

pentru unele probleme, folosirea aparatului teoriei grafurilor generează anumite dificultăți, ceea 

ce a condus la definirea unei noi structuri matematice – hipergraful, considerat drept o 

generalizare a grafului neorientat, în care muchiile sunt reprezentate prin submulțimi ale 

mulțimii de vârfuri din X. Necesitatea unei structuri noi, mai generale decât grafurile, a fost 

multiplu argumentată în mai multe lucrări. Una dintre ultimele articole în favoarea acestei idei 

este [16]. Dezvoltarea teoriei hipergrafurilor a pornit de la încercările de a generaliza mai multe 

rezultate din literatura de specialitate, ce țin de soluționarea problemelor aplicative ale teoriei 

grafurilor, precum ar fi: 

- determinarea submulțimii minime de muchii ce conține vârfurile din X; 

- determinarea submulțimii maxime de muchii dijuncte două câte două în raport cu mulțimea 

de vârfuri X; 

- determinarea submulțimii minime de vârfuri ce formează o acoperire a mulțimii de 

hipermuchii. 

Se consideră că primele rezultate care au constituit fundamentele teoriei hipergrafurilor 

aparțin matematicianului Ray Chaudhuri [83] și se referă la generalizarea metodei lanțurilor 

alternante pentru hipergrafuri, folosite mai apoi şi pentru diverse probleme examinate pe grafuri. 

De asemenea, la dezvoltarea acestei teorii au contribuit și alți matematicieni prin rezultatele 

obținute și publicate într-un șir de lucrări: Erdos & Hajnal [85], Erdos & Gallai [84], I.Tomescu 

[297], A.Zykow [87], C.Berge [5], [6]. 
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În conformitate cu cele expuse de către C.Berge în lucrarea [6], se consideră hipergraf 

determinat de o mulțime finită de elemente },...,,{ 21 nxxxX  , familia ),...,,( 21 mEEEE  de 

submulțimi din X ce posedă proprietățile: 

a) ,,...,2,1, miEi   

b) .
1

XE
m

i

i 


  

Constatăm că anume această definiţie a hipergrafului poate fi întâlnită în multiple lucrări 

ştiinţifice. Ca și în cazul grafurilor, elementele mulțimii X  se numesc vârfuri, iar submulțimile 

XEEE m ,...,, 21  se numesc muchii (hipermuchii) ale hipergrafului. Hipergraful cu mulțimea 

de vârfuri X  și familia de submulțimi E  se notează ),( EXH . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Fig. 1.1. Hipergraful H şi dualul acestuia H
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Urmând principiul dualităţii, deseori folosit în matematică, de rând cu noţiunea de hipergraf 

se operează şi cu dualul acestuia [6]: Hipergraful ),( ***
EXH  se numește dualul 

hipergrafului ),( EXH  dacă: 

a) ;*
EX  

b) ;* XE  

c) dacă *  este o muchie din *H  ce corespunde vârfului x  al hipergrafului H , iar *x  

este un vârf din *H  ce corespunde muchiei E  a hipergrafului H , atunci 

).,(),( **  xx   

Dacă examinîm atent definiţiile hipergrafului ),( EXH  şi a dualului acestuia 

),( ***
EXH , atunci observăm că are loc egalitatea .)( ** HH   În figura 1.3 este 

reprezentat hipergraful H  cu mulțimea de vârfuri },,,,,,{ 7654321 xxxxxxxX   și mulțimea de 

muchii },,,,{ 54321 E  și hipergraful dual *H  cu mulțimile },,,,,{ *

5

*

4

*

3

*

2

*

1

* xxxxxX   

},,,,,,{ *

7

*

6

*

5

*

4

*

3

*

2

*

1

* E , pentru care avem următoarea corespondență: 

,51,*  ix ii  

.71,*  jx jj  

Notațiile ),(*
ii x  ,51  i  și ),(*

jjx   ,71  j  folosite în figura 1.b, înseamnă că muchia 

*

i  din hipergraful dual *H  corespunde vârfului ix  din H , iar vârful *

jx  din hipergraful 

*H  corespunde muchiei j  din H . 

Numărul de muchii incidente unui vârf x al hipergrafului H  se numește grad al vârfului x, 

iar numărul de vârfuri incidente muchiei u se numește grad al muchiei u. 

Dacă )(HA  este matricea de incidență a unui hipergraf H [6], atunci este adevărată 

egalitatea: 

)()( *HH AAT  , 

unde )(HTA  este matricea transpusă a matricei )(HA . 

În teoria hipergrafurilor, la fel ca și în cazul grafurilor, este importantă problema existenței 

și construirii unui hipergraf, cunoscând doar unele proprietăți ale acestuia. În acest context, un 

rol aparte îi revine problemei restabilirii hipergrafului în baza gradelor vârfurilor Xxi   și a 

muchiilor .E j  

Să notăm prin )( ixd  gradul vârfului .1, nixi   
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Din punct de vedere teoretic prezintă interes un rezultat ce ţine de existenţa hipergrafurilor 

[88], [89]: Pentru șirurile de numere întregi mrrr ,...,, 21  și nddd  ...21  există un hipergraf 

H  cu mulțimea de vârfuri },...,,{ 21 nxxxX   și cu mulțimea de muchii },,...,,{ 21 mE  

încât ,1,)( nidxd ii H  și ,1, mjrcard jj   dacă și numai dacă 

1) 



m

j

kj nkdddkr
1

21 ),(...},min{  

2) 



m

j

kj dddr
1

21 ....  

În cazul hipergrafurilor, noțiunile de lanț și ciclu diferă puțin de noțiunile respective în 

grafuri, dat fiind specificul acestei structuri matematice și, deseori, unii cercetători folosesc 

diverse variații ale acestora în cercetările sale [293]. Rolul lanţurilor şi ciclurilor în cazul 

hipergrafurilor este nu mai prejos decât în cazul grafurilor. Astfel, conform [6], [45], succesiunea 

 , ce conține doar vârfuri și muchii ale  hipergrafului );( EXH  și posedă proprietățile: 

a) oricare două elemente vecine din   nu aparțin aceleiași mulțimi X sau ;E  

b) oricare două elemente vecine din   sunt incidente, 

se numește lanț al hipergrafului H . Primul și ultimul element din   se numesc extremități ale 

lanțului. Lanțul ce nu conține repetări ale elementelor hipergrafului se numește lanț simplu. 

Conform acestei definiții, extremități ale unui lanț pot fi atât vârfurile, cât și muchiile 

hipergrafului. Un hipergraf se consideră conex dacă și numai dacă oricare două vârfuri ale sale 

pot fi unite printr-un lanț simplu. 

Relația „două elemente ale hipergrafului sunt legate cel puțin printr-un lanț” este o relație de 

echivalență. Clasele de echivalență, determinate de această relație, formează o divizare a 

mulțimii elementelor hipergrafului H  care, la rândul său, generează subhipergrafuri conexe, 

numite componente conexe ale lui H . Numărul componentelor conexe din H  se notează 

prin ).(Hc  Dacă ţinem cont de modul în care se construieşte hipergrafului dual, obținem: 

).()( * HH cc   

În cazul hipergrafurilor are loc analogul teoremei Menger, cunoscută pentru grafurile 

neorientate [80], [302], chestiune importantă pentru majoritatea problemelor atât de ordin 

teoretic cât şi de ordin practic. Astfel [6], un hipergraf H  conține k lanțuri simple disjuncte ce 

unesc două elemente nonincidente a, b din H  dacă și numai dacă după eliminarea din H  a 

oricăror kq   elemente, distincte de a și b, se obține un hipergraf în care există lanț simplu ce 

unește elementele a și b. 
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Menționăm că eliminarea muchiilor se face prin păstrarea în H  a vârfurilor incidente lor. 

Același lucru are loc și în cazul eliminării vârfurilor. Doar la eliminarea tuturor vârfurilor ce 

formează o muchie E  se lichidează și muchia respectivă (conform definiției, hipergraful nu 

conține muchii vide, adică fără vârfuri). Ca şi în cazul grafurilor, pentru un hipergraf se 

introduce noţiunea de ciclu şi ciclu simplu [6]: lanțul  , extremitățile căruia coincid se numește 

ciclu. Ciclul ce nu conține repetări ale elementelor hipergrafului, cu excepția extremităților sale, 

se numește ciclu simplu. 
 

Pentru orice hipergraf );( EXH  poate fi construit un graf neorientat, graful König, notat 

prin ).(HK  Vârfurile grafului )(HK  corespund mulțimii ,EX  iar mulțimea de muchii 

este  

}.),(,,:),{( HînExsiXxxU E  

Graful )(HK  se mai numește reprezentare König a hipergrafului H . Observăm că 

)(HK  este un graf bipartit. 

Reprezentarea König a hipergrafului );( EXH , cu 12cardX , 7Ecard , din figura 

1.2a, este dată în figura 1.2b. 
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Fig. 1.2. a) Hipergraful H  și b) reprezentarea König )(HK  a acestuia  
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Numărul ciclomatic al hipergrafului );( EXH  se definește ca numărul ciclomatic al 

reprezentării König )(HK  [6], [87]. Notăm prin )(H  numărul ciclomatic al hipergrafului 

H , iar prin ))(( HK    numărul ciclomatic al reprezentării König )(HK  a acestui 

hipergraf. Conform [6]: 

.)()1())(()(
)





E

HHH ccardXcardEK  

Dacă hipergraful );( EXH  conține n vârfuri și m  muchii, atunci 

.)()( 



E

HH cnmcardE  

Luând în consideraţie această formulă de calcul a numărului ciclomatic, precum și faptul că 

componentelor conexe și ciclurilor simple ale hipergrafului H  le corespund în mod univoc 

componente conexe și cicluri simple ale grafului König )(HK , uşor deducem condiţiile în care 

un hipergraf nu conţine cicluri simple: un hipergraf H  nu conține cicluri simple sau conține un 

singur ciclu simplu dacă și numai dacă 0)( H  sau, respectiv, .1)( H  

Dacă apelăm acum la hipergraful dual *H , obţinem relațiile: 

);()( * HH    

.
**

*



EE

cardEcardE  

Printre matematicienii care au contribuit în mod esenţial la studierea spaţiului ciclurilor unui 

hipergraf se evidenţiază A.Zzkov şi L.Lovasz. În lucrarea [87] se demonstrează că un hipergraf 

);( EXH  nu conține cicluri dacă și numai dacă  

,)1(
''





EE jj E

j

E

j cardEEcard   

pentru orice submulțime nonvidă EE ' . 

Aplicând acest rezultat pentru hipergraful dual *H  obținem afirmația duală: Hipergraful 

);( EXH  nu conține cicluri dacă și numai dacă pentru orice submulțime nonvidă XX   

are loc inegalitatea 





XxXx

xcardxcard )1)(()( EE , 

unde )(xE  este mulțimea muchiilor hipergrafului, incidente vârfului x. 

Un alt rezultat ce ţine de existenţa ciclurilor într-un hipergraf a fost obţinut de către 

L.Lovasz în legătură cu încercarea de a clasifica hipergrafurile arborescente. Astfel, în lucrarea 

[90] se arată că dacă hipergraful );( EXH  nu conține cicluri cu lungimea 3l  și sunt 

satisfăcute condițiile 
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a) ,2card  pentru ;E  

b) ,2)(  jicard   pentru ,,, jiji  E  

atunci 

),()()2( HH 


ccardXcard
E

 

unde )(H  reprezintă numărul de blocuri ale lui H , care nu sunt vârfuri izolate. 

Este necesar de menționat că, în teoria hipergrafurilor, numărul ciclomatic )(H  joacă un 

rol nu mai puțin important decât în teoria grafurilor. În cazul unui hipergraf, eliminarea unui 

element al său influențează numărul ciclomatic la fel ca și eliminarea vârfurilor  în cazul unui 

graf. Din aceste considerente, este mai dificil de stabilit niște proprietăți ale lui )(H , similare 

celor cunoscute pentru grafuri. 

 

Matroizi 

 

În combinatorică, matroidul este o structură matematică ce generalizează noțiunea de 

independență liniară din spațiile vectoriale. Teoria matroizilor utilizează într-un mod extensiv 

terminologia algebrei liniare și teoriei grafurilor datorită faptului că ea reprezintă o abstracție a 

noțiunilor principale din aceste domenii ale matematicii. 

Pentru prima dată, noțiunea de matroid a fost introdusă în 1935 de către Whitney în lucrarea 

[94]. Aproape simultan, în anul 1936, a apărut articolul lui Saunders MacLane [95] cu privire la 

noțiunea de matroizi în geometria proiectivă. Un an mai târziu, B.L. van der Waerden a examinat 

legătura dintre dependența algebrică și cea liniară [96]. În 1940, Richard Rado a pus bazele 

teoriei sistemelor independente în contextul dezvoltării teoriei transversalelor.  

O figură proeminentă în domeniul teoriei matroizilor este considerat W.T. Tutte, care a 

publicat în anii 50 ai secolului trecut un șir de lucrări fundamentale [97], [98], [99]. Printre 

rezultatele importante obținute de Tutte, care au avut o influență considerabilă asupra dezvoltării 

unor compartimente importante ale matematicii moderne, menționăm: caracterizarea matroizilor 

binari, regulari și a celor grafici; teorema cu privire la reprezentarea unui matroid regulat; 

dezvoltarea teoriei grupurilor lanțurilor în structuri discrete și a matroizilor respectivi; teorema 

de omotopie, prin care se generalizează noțiunea de drum într-un graf cu ajutorul matroizilor și 

se arată că drumurile închise pot fi reprezentate ca compoziție de drumuri elementare, astfel încât 

omotetic ele sunt echivalente unui drum închis trivial [100], [101]. La dezvoltarea teoriei 

matroizilor, de asemenea, au contribuit: Henry Crapo [102] (a generalizat și a studiat polinomul 

Tutte, cunoscut în literatura de specialitate ca polinomul Crapo); Thomas Brylawsky [103] (a 
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obținut rezultate fundamentale la studierea matroizilor Tutte („dicromate”)); Paul Seymour [104] 

(a demonstrat teorema cu privire la descompunerea matroizilor regulați).  

Prima lucrare fundamentală în care au fost clasificate și sistematizate toate rezultatele ce țin 

de dezvoltarea teoriei matroizilor este cea a lui Dominic Welsh [105]. Monografia lui Welsh a 

fost completată cu rezultate noi și reeditată de mai multe ori, ultima ediție fiind din anul 2010 

[106]. 

În prezent sunt folosite mai multe definiții echivalente ale noțiunii de matroid. Mai des se 

întâlnesc definițiile formulate în termenii mulțimilor independente, ai mulțimilor închise, a 

bazelor, circuitelor, etc. 

În conformitate cu [92], noțiunea de matroid se defineşte ca o familie specială E  de 

submulțimi a unei mulțimi finite de elemente X , considerate independente:  

Perechea );( EX  ce posedă proprietățile: 

1. E ; 

2. dacă EA  și AB , atunci EB ; 

3. dacă EBA,  și cardBcardA  , atunci există un element BAx \ , încât E}{xB , 

se numește matroid și se notează prin );( EXM  . Familia E  se numește familie de mulțimi 

independente. 

În mai multe surse bibliografice, definiția matroidului poate fi întâlnită și în termenii 

ciclurilor [92], [97], [108] (menţionăm că aceste interpretări ale matroidului sunt echivalente): 

Perechea );( CX , unde X este o mulțime arbitrară de elemente, iar C  – o familie nevidă a 

submulțimilor din X, numite cicluri, care posedă proprietățile: 

1. orice ciclu nu este submulțime a altui ciclu; 

2. dacă C21,CC  și 21 CCx  , atunci }{\21 xCC   conține ciclu, 

se numeşte matroid. 

În lucrările [92], [97], [99], [105]-[108] sunt descrise proprietăţile de bază ale matroizilor, 

importante din punct de vedere al fundamentării teoretice a unor metode de soluţionare a 

problemelor de ordin teoretico-aplicativ. Se introduc noţiuni noi pentru studierea acestei structuri 

matematice, printre care noţiunea de bază şi rang a matroidului [92], [106]: mulțimea de 

elemente XB   a unui matroid );( EXM   se numește submulțime independentă a mulțimii 

XA , dacă 

1) AB  ; 

2) EB ; 

3) pentru EC , unde AC  , rezultă BC  . 
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Conform celor stabilite deja în literatura de specialitate, familia tuturor submulțimilor 

independente maximale ale unei mulțimi XA  se va nota prin Â .  

Din punct de veder teoretic sunt importante cercetările asupra motroizilor, în care aceştea 

sunt examinaţi în contextul unor proprietăţi ale familiei submulţimilor independente maximale. 

Conform [106], condiția: dacă EBA,  și cardBcardA  , atunci există un element BAx \ , 

încât E}{xB , din definiția de mai sus a matroidului este echivalentă cu următoarea: dacă 

XA  și ACB ˆ,  , atunci cardCcardB  . 

Din cele expuse rezultă că matroidul este perechea de mulțimi );( EX  ce respectă condițiile: 

1. E ; 

2. dacă EA  și AB , atunci EB ; 

3. dacă XA  și ACB ˆ,  , atunci cardCcardB  . 

În calitate de mulţime A , menţionată în definiţia mulţimii independente, poate figura însuşi 

mulţimea X . Pentru X  totdeauna există mulţime independentă maximală XB  . O astfel de 

mulţime se numeşte bază a matroidului );( EXM  . În legătură cuaceasta este important 

următorul rezultat: pentru orice matroid );( EXM   este adevărată egalitatea: X̂  [92]. 

Vom prezenta în continuare o demonstraţie a acestei afirmaţii, diferită de cea din lucrarea 

menţionată, dar mai accesibilă pentru aplicaţiile practice ulterioare. 

Pornind de la o mulțime B , vom construi iterativ o bază a matroidului );( EXM  : 

a) considerăm un element BXx \ , pentru care se respectă condiția E}{xB . 

Dacă astfel de element nu există, atunci mulțimea obținută B este bază a matroidului 

);( EXM  ; 

b) exindem mulțimea B, incluzând în ea elementul x . Pentru mulțimea formată B 

repetăm punctul a). 

Ca rezultat al aplicării pașilor a) și b), obținem o mulțime B , care formează o bază 

pentru M. Într-adevăr, să notăm prin BBBB K ,...,, 10  șirul de mulțimi, construite iterativ, 

precum s-a indicat mai sus (evident, B  și EiB , ki 0 ). Să presupunem că în rezultat 

am obținut mulțimea B, care nu este maximal independentă ( XB ˆ ). Atunci există 

,, BBXB     ce respectă condițiile: BB  ; EB . Alegem în continuare o submulțime 

BB  , încât 1 cardBBcard , BB   și EB . Fie BBx \ . Conform celor examinate 

mai sus (punctul a) și b)), rezultă că la o iterație i  am avut: E }{1 xBi  . Însă din Bx   și 

BBi
1  rezultă E}{1  xBi  . Contradicția obţinută demonstrează afirmaţia X̂ . 
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Din teorema demonstrată rezultă că toate bazele unui matroid au același cardinal. 

Fie XA o mulțime de elemente a matroidului );( EXM  . Cardinalul submulțimii 

independente maximale a mulțimii A  se numește rang al acestei mulțimi şi se notează prin 

)(Ar . Astfel, }{max)(
,

cardYAr
YAY E

 . 

Numărul )()( XrMrr   se numește rang al matroidului );( EXM  . În lucrarea [107] 

sunt enumerate mai multe relaţii ce ţin de estimarea numerică a rangului unui matroid: Pentru 

oricare două elemente Xyx ,  și oricare două mulțimi XBA ,  ale matroidului );( EXM   

sunt verificate relațiile: 

a) cardAAr  )(0  și E AcardAAr )( ; 

b) dacă cardBcardA  , atunci )()( BrAr  ; 

c) )()()()( BrArBArBAr   ; 

d) 1)(}){()(  ArxArAr  ; 

e) dacă )(}){(}){( AryArxAr   , atunci )(}),{( AryxAr  . 

Importanța matroizilor în optimizarea discretă, pe lângă cele menționate anterior, mai este 

determinată și de faptul că pe astfel de structuri putem rezolva în mod eficient un șir de probleme 

importante, aplicând algoritmul Greedy, cu ajutorul căruia găsim soluția optimă, dacă modelul 

matematic respectiv este un matroid. În cazul când acesta nu este matroid, determinarea soluţiei 

examinări speciale. Formulăm următoarea problemă de optimizare discretă: 

Fie },...,,{ 21 nxxxX   o mulțime finită de elemente pe care este definită funcția  RX: . 

Numărul )(x  se numește pondere a elementului Xx . Formăm o familie de submulțimi din X, 

notată prin E . Să se determine mulțimea EA , pentru care  

)(max)( YA
Y


E

 , 

unde )(Y  reprezintă ponderea mulțimii 



Yy

y(Y)Y )(:E . 

Fără a pierde din generalitate, pentru elementele mulțimii X , vom considera 

)()()( 21 nxxx    . 

La soluționarea acestei probleme poate fi folosit un algoritm eficient – algoritmul Greedy. 

Considerând  inițial A , iterativ, la mulțimea A  se adaugă câte un element ix  din X , pentru 

care E }{ ixA . Evident, complexitatea algoritmului Greedy este liniară   )(nO  (fără a lua 

în calcul procedura de sortare a elementelor din X  în raport cu ponderile acestora   )log( nnO , 

și verificarea condiției E }{ ixA  [92], [107]). 
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Soluția obținută prin aplicarea algoritmului Greedy nu totdeauna poate fi cea optimală. 

Aceasta depinde de faptul dacă perechea  E;X  reprezintă un matroid sau nu. În legătură cu 

problema formulată mai sus, e necesar de menţionat un rezultat, demonstraţia căruia se regăseşte 

integral în lucrarea [92]: dacă  E;XM   este un matroid, atunci pentru orice funcție a 

ponderilor  RX:  algoritmul Greedy determină mulțimea EA  de pondere maximă. 

Dacă  E;XM   nu este matroid, atunci totdeauna poate fi găsită o funcție  RX: , 

pentru care mulțimea găsită prin aplicarea algoritmului Greedy nu este de pondere maximă. 

Dualitatea în matematică reprezintă un instrument puternic pentru analizarea și soluționarea 

problemelor de optimizare. (Aici ar fi suficient să ne amintim de dualitatea în programarea 

liniară.) Deseori, obținerea soluției optimale poate fi privită ca un proces elegant, trecând la 

studierea modelului dual al problemei respective. Posibilități suplimentare în acest sens oferă 

matroizii duali. 

Fie  E;XM   un matroid. Pentru submulțimea XA  a matroidului  E;XM   vom 

nota prin A  complementara acesteia, adică AXA \ . Dacă sB  este familia tuturor bazelor 

matroidului M , iar sBB    una dintre baze, atunci mulțimea B  se va numi cobază a lui M . 

Familia tuturor cobazelor le vom nota prin *s
B . Această familie posedă proprietățile [108]: 

1. *s
B ; 

2. dacă *21, s
BBB   și 21 BB  , atunci 21 BB   și 12 BB  ; 

3. dacă *21, s
BBB  , atunci pentru oricare element 11 Bb   există un element 22 Bb  , 

încât     *211 )\(
s

BbbB  . 

Luând în consideraţie cele menţionate mai sus constatăm că, familia cobazelor *s
B  definește 

pe mulțimea X  un matroid, în care cobazele matroidului inițial M  joacă rolul bazelor. Acest 

matroid se numește matroid dual al matroidului M  și se notează prin *M . Evident, dualul 

matroidului dual coincide cu matroidul iniţial, adică MM **)( . 

Mulțimile dependente și cele independente ale matroidului M  se numesc mulțimi 

codependente și, respectiv, coindependente în matroidul dual *M . Dacă )(Mr  și )( ** Mr  sunt 

rangurile matroizilor M  și *M , atunci cardXMrMr  )()( ** . 

Fie A  o afirmație referitoare la matroidul M . Dacă în această afirmație înlocuim fiecare 

noțiune referitoare la matroid prin conoțiunea respectivă, atunci obținem o afirmație duală celei 

inițiale. Prin urmare, este adevărată afirmația: 
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Principiul dualității. Dacă o afirmație este adevărată pentru orice matroid, atunci și 

afirmația duală este adevărată pentru orice matroid. 

Pornind de la definiția matroidului, în lucrările [107], [108] se demonstrează un șir de 

proprietăți importante care ușor pot fi extinse în baza principiului dualității. Printre aceste 

proprietăți menționăm: 

a) o submulțime de elemente ale unui matroid este dependentă dacă și numai dacă intersecția 

acesteia cu fiecare cobază nu este vidă; 

b) o submulțime de elemente ale unui matroid este codependentă dacă și numai dacă 

intersecția acesteia cu fiecare bază nu este vidă; 

c) pentru orice mulțime independentă nevidă XY   a matroidului  E;XM   există 

cociclu *C  încât 1)( * CYcard  ; 

d) pentru orice ciclu C  și orice cociclu *C  este adevărată relația: 

1)( * CCcard  ; 

e) submulțimea de elemente XY   a unui matroid   E;XM   este ciclu dacă și numai 

dacă Y  este mulțimea minimală dintre toate submulțimile nevide din X  ce posedă 

proprietatea: 

1)( * CYcard  , 

pentru orice cociclu *C . 

Dacă în calitate de bază unică a matroidului  E;XM  , X , se alege însăși mulțimea 

X , atunci obținem un matroid, numit matroid liber (sau, în unele surse, matroid discret) pe 

mulțimea X . Matroidul dual al acestuia se numește matroid trivial [107]. 

Matroizii reprezintă structuri matematice eficiente la studierea diferitelor proprietăți ale 

grafurilor și hipergrafurilor. Oricărui graf i se poate asocia un matroid. De exemplu, dacă G  este 

un graf conex cu n  vârfuri și m  muchii, atunci construim un matroid  E;)( XGM  , în care 

mulțimea X  reprezintă mulțimea de muchii ale grafului G . Baze ale acestui matroid vor fi toate 

submulțimile din X , care reprezintă în G  un arbore parțial. Rangul acestui matroid este 

1)(  nMr  și coincide cu rangul grafului G . Corangul matroidului 1)(*  nmMr   coincide 

cu numărul ciclomatic al grafului G . 

Fie B  o bază a matroidului )(GM . Cobaza respectivă B  se mai numește coarbore parțial. 

Aceasta reprezintă mulțimea de muchii ce trebuie eliminată din G  pentru a obține un arbore 

parțial. O submulțime de elemente din )(GM  este codependentă dacă și numai dacă eliminarea 

muchiilor respective acestei mulțimi din G  mărește numărul de componente conexe ale grafului 
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G  (a se  vedea proprietatea 2 menționată anterior). Astfel, mulțimile codependente ale 

matroidului )(GM  reprezintă o tăietură în graful G  (cociclu),  ceea ce înseamnă că ciclurile și 

tăieturile unui graf  sunt noțiuni reciproc duale. Matroidul dual )(* GM  al matroidului )(GM  se 

numește matroid al tăieturilor grafului G . Ușor se verifică afirmația: pentru un arbore T , 

matroidul )(TM  este liber, iar matroidul )(* TM  este trivial. 

 

Complexe de simplexe 

 

Vom defini mai întâi noţiunea de simplex în spaţiul vectorial nR . Elementele spaţiului le 

vom numi puncte. Alegem în nR  punctele raaa ...,,, 10 , încât vectorii 00201 ...,,, aaaaaa r   

să fie liniar independenţi. În conformitate cu rezultatele cunoscute în domeniu [108], [305], drept 

simplex r -dimensional în nR  este considerată mulţimea de puncte 

 ]...,,,[ 10 r

r aaaS








 


r

j

jjrr

n rjaaaxRx
0

1100 1,0,0,...:     

Vom conveni, mulţimea vidă să se numească simplex cu dimensiunea (-1) [112]. 

Punctele raaa ...,,, 10  se numesc vârfuri ale simplexului ]...,,,[ 10 r

r aaaS  , iar r ...,,, 10  

  coordonate baricentrice ale punctului rSx . Conform celor menţionate mai sus, rezultă că 

un simplex r -dimensional este o mulţime închisă şi convexă din nR . Punctul r

c Sx  , 

coordonatele baricentrice ale căruia sunt 
1

1
...10




r
r , se numeşte centru al simplexului 

rS . (Conform definiţiei simplexului  [112], la schimbarea cu locurile a punctelor 

210 ,...,, aaa obţinem acelaşi simplex rS .) 

În spaţiul vectorial nR , un simplex r-dimensional poate fi interpretat ca o învelitoare 

convexă [111] a 1r  puncte ce nu aparţin unui subspaţiu cu dimensiunea 1r , ceea ce ar 

însemna că acesta este un poliedru în subspaţiul nR . Similar poliedrelor, pentru un simplex se 

defineşte noţiunea de faţetă: Dacă raaa ,...,, 10  sunt vârfurile unui simplex rS , atunci orice 

simplex de forma ]...,,,[
10 kiii aaa  pentru care    r...,,2,1,0i...,i,i k10  , se numeşte faţetă a lui rS . 

Faţetele 0-dimensionale ale unui simplex sunt vârfuri ale acestuia. 

Ținând cont de această definiție determinăm: 

a)  
)!()!1(

)!1(1

1
qrq

r
CSF q

r

r

q



 

    numărul de faţete cu dimensiunea q  a unui simplex r-

dimensional rqS r 0, ; 
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b)   1

0
2)( 


 rr

q

r

q

r SFSF   numărul tuturor faţetelor simplexului rS . 

Vom nota prin T  o familie de simplexe arbitrare cu dimensiunea r  din spaţiul nrRn 0, : 

T  nrIS r

r  0,: , 

unde rI  este mulţimea indicilor simplexelor r -dimensionale din T . O astfel de familie T 

determină un complex simplicial, dacă se respectă proprietăţile: 

1) intersecţia oricăror două simplexe din T este vidă sau reprezintă un simplex din T; 

2) dacă rS  T , atunci toate faţetele simplexului rS  sunt elemente ale familiei T , 

Dimensiunea maximă a simplexelor din T se numeşte dimensiune a complexului şi se 

notează prin dimT . În calitate de cel mai simplu complex simplicial cu dimensiunea r, 

nr 0 , poate servi orice simplex rS  împreună cu toate feţele sale. 

Fie raaa ,,, 10   vârfurile unui simplex rS . Dacă fixăm o ordine oarecare ale celor 1r  

vârfuri din rS , atunci se spune că rS  este un simplex orientat. Numărul de orientări posibile ale 

lui rS  este )!1( r  şi coincide cu numărul de permutări ale primelor 1r  numere naturale. 

Se consideră că două simplexe r dimensionale ],,,[ 101 r
r aaaS   şi ],,,[

102 rjjj
r aaaS   

sunt orientate la fel dacă permutarea 











rjjjj

r
P





210

210
 

este pară [108], [305]. Dacă permutarea este impară, atunci simplexele rS1  şi rS2  sunt considerate 

de orientări diferite. În acest caz scriem rPr SS 21  , unde P  reprezintă paritatea permutării P . 

Pe mulţimea tuturor simplexelor r -dimensionale şi orientate ale unui complex simplicial K 

definim o funcţie r  cu valori întregi, ce posedă proprietatea: 

   rrrr SS  .                                                  (1.5) 

Această funcţie se numeşte lanţ r -dimensional al complexului K  [305]. 

Formal, un lanţ r -dimensional din K  poate fi definit ca o combinaţie liniară de tipul 

 


 rr Ag                                                        (1.6) 

unde rA  sunt simplexele r -dimensionale ale complexului K , iar coeficienţii g  elementele 

unui grup oarecare G . Se consideră că doar un număr finit de coeficienţi sunt diferiţi de 

elementul neutru al grupului menționat G  [108]. 
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Drept lanţ 0 -dimensional 0  poate fi considerată orice funcţie cu valori întregi, definită pe 

mulţimea de vârfuri a complexului K . Suma tuturor valorilor funcţiei 0 , calculată în vâfurile 

lui K , se numeşte indice al lanţului 0  şi se notează prin  0I . 

Fără a depune un efort special, constatăm că familia tuturor lanţurilor r -dimensionale ale 

unui complex simplicial K   formează un grup abelian în raport cu operaţia de adunare, definind 

suma a două lanţuri ca sumă obişnuită a funcţiilor respective. 

Fie r

t

rr SSS ,,, 21   simplexele r -dimensionale orientate ale complexului simplicial K . Lanţul 

r  ce primeşte valoarea zero pentru toate simplexele, cu excepţia unui simplex r

iS , pentru care 

  1 r

i

r S , se va nota prin însuși simplexul respectiv r

iS . Astfel, orice lanţ r  poate fi 

reprezentat prin combinaţia liniară: r

tt

rrr SSS   2211 . 

Reprezentările lanţului r -dimensional în forma (1.5) şi (1.6) sunt echivalente.  

În capitolul 2 vom vedea că un complex de relații multi-are poate fi interpretat și ca un 

complex simplicial abstract, la studierea căruia pot fi folosite unele metode de studiu pentru 

complexele simpliciale clasice examinate în [108], [305], însă diferă de ultimele după structură    

 

1.2. Transversale 

 

Transversala este o noțiune luată din teoria mulțimilor care se regăsește, practic, în toate 

direcțiile de cercetare ale matematicii discrete. Se folosește, de asemenea, în logică și algebra 

liniară. 

În cazul unei familii F  de mulțimi, transversala T  este o mulțime nouă ce conține câte un 

element din fiecare mulțime a familiei în cauză. Dacă mulțimile familiei F  sunt disjuncte, 

atunci fiecare element al transversalei aparține exact unei mulțimi din F . În caz contrar, 

elementele din T  nu numaidecât sunt diferite [91], [294]. 

Transversala unei familii finite F  formează o bază a așa-numitului matroid transversal, iar 

mulțimile independente ale acestui matroid formează o transversală parțială [304]. 

 

Definiţia transversalei 

 

Fie W o familie arbitrară de elemente, nu neapărat finită, iar  ,...},...,,{ 21 pAAAF    o 

familie de submulțimi din W. O submulțime WB se numește transversală a familiei F dacă 

sunt satisfăcute următoarele condiții: 

a) ;
F


iA

iAB  
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b) 1)( BAcard i  , pentru F iA . 

Astfel este interpretată noţiunea de transversală în lucrările [91], [92] 

Menționăm că, transversala B nu este neapărat element al familiei F . În cazul când 

mulțimile familiei F  sunt disjuncte două câte două, atunci fiecărui element al transversalei îi 

corespunde exact o mulțime din F . 

În caz general, mulțimile FiA  nu sunt disjuncte. Aceasta ne impune să generalizăm 

noțiunea de transversală [91], înlocuind condiția b) prin următoarea: 

1)( BAcard i   pentru orice mulțime FiA . 

Cardinalul transversalei minime a familiei F se notează prin )(F . 

În cazul când familia F  și mulțimile iA  sunt finite, putem folosi o metodă simplă și 

eficientă de determinare a transversalei lui F , elaborată de către X . Mary, care este bazată pe 

utilizarea unor rezultate din algebra booleană [93]. Ba mai mult, prin această metodă se 

calculează toate transversalele familiei F . Conform metodei, procedăm în modul următor: 

1) Fiecărui element din mulțimea 
FiA

iA  i se atribuie o variabilă ce poate primi una din 

valorile 0 sau 1; 

2) Pentru fiecare mulțime iA  a familiei F  construim disjuncția variabilelor ce reprezintă 

elementele din iA ; 

3) Formăm conjuncția tuturor disjuncțiilor obținute; 

4) Folosind legea distributivă a conjuncției în raport cu disjuncția, precum și legile de 

absorbție, obținem forma normală disjunctivă minimă. Această formă disjunctivă este 

unică, iar conjuncțiile elementare respective reprezintă transversalele  familiei F . 

Exemplu. Fie pentru mulțimea }6,5,4,3,2,1{W  formăm familia de submulţimi 

},,,{ 4321 AAAAF , unde: 

 2,11 A ,   5,3,22 A , 

 5,4,13 A ,    6,5,4,34 A . 

Elementelor mulțimii-reuniune   WA
FA

i

i




6,5,4,3,2,1
4

  le punem în corespondență 

variabilele 654321 ,,,,, xxxxxx  (considerăm că variabila ix  corespunde elementului i din reuniunea 

indicată, 61  i . 

După aplicarea pasului 2 și 3 al metodei descrise mai sus, obținem: 

)(&)(&)(&)( 654354153221 xxxxxxxxxxxx  . 
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Procedând în conformitate cu cele descrise în punctul 4 obținem forma normal disjunctivă 

minimă: 

62152425131 &&&&&& xxxxxxxxxxx  . 

Prin urmare, pentru familia de mulţimi },,,{ 4321 AAAAF  există cinci transversale: 

 3,11 B , 

 5,12 B , 

 4,23 B , 

 5,24 B , 

 6,2,15 B . 

În conformitate cu cele din [93], o familia 1},,...,,{ 21  nAAA n  F , se numește 

independentă, dacă există o permutare 
niii AAA ,...,,

21
 a mulțimilor din F , încât: 

.1  ,0\
1

1

nkAA
k

j

ii jk






  

(Se consideră 
0

1


j

i j
A ). Familia vidă se consideră  independentă.  

Dacă F  este o familie independentă, atunci și orice subfamilie din F  este independentă. 

Evident, dacă F  nu este independent, atunci ea conține cel puțin o submulțime independentă. 

Numărul maxim de mulțimi din F  ce formează o subfamilie independentă se numește rang al 

familiei  și se notează prin )(F . 

Fie pFFF ,...,, 21  toate subfamiliile minimale, care nu sunt independente, ale familiei F . 

Vom privi iF , pi 1 , drept mulțimi, elemente ale cărora sunt nAAA ,...,, 21 . Formăm familia 

},...,,{ 21 pFFFG  . În acest caz există o legătură între noțiunile de transversală și 

independență, studiată în [87]: Subfamilia GG '  este independentă dacă și numai dacă 

complementara G\G    reprezintă o transversală pentru G . 

Din această afirmaţie rezultă relația )()( GF   n . 

 

Transversala în hipergrafuri 

 

Deoarece un hipergraf poate fi privit ca o familie de submulțimi ale unei mulțimi date X, 

noțiunile definite mai sus sunt aplicabile și în cazul hipergrafurilor. 

Astfel, rang )(H  al unui hipergraf finit );( EXH  se numește rangul familiei tuturor 

muchiilor, privite drept submulțimi de vârfuri, incidente muchiilor respective. Cu alte cuvinte: 
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}):)(({)( E EEX H , 

ceea ce înseamnă că din muchiile mulțimii E  putem construi o succesiune din   muchii 

EEE ,...,, 21  , încât: 

.0)(\)(
1

1





j

k

j
k EXEX  

Pentru ,...,2,1k . În [87] se menționează că o astfel de succesiune, cu mai mult decât   

muchii, nu poate fi construită. Fixând câte un vârf kx  în fiecare mulțime 






)(\)(
1

1
j

k

j
k EXEX , formăm matricea de incidență )(HA  a hipergrafului, în care primele 

  linii corespund vârfurilor alese xxx ,...,, 21 , iar primele   coloane   muchiilor 

EEE ,...,, 21 . Matricea )(HA va avea următoarea formă: 

.

......

........................

......

...1...000

........................

......100

......10

......1

)(

1,,321

,11,1,11,1

,1,

31,33

21,2223

11,111312
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H  

Matricea )(HA  se numește matrice  -triunghiulară. Determinarea mulțimii stabile 

maxime a unui hipergraf  *H , pentru care este cunoscută matricea de incidență A , precum și 

calcularea rangului )(Hρ , se face prin reducerea matricei A  la matricea )(HA  cu ajutorul 

unui șir de permutări ale liniilor și coloanelor din A . Problema în cauză își găsește mai multe 

aplicații practice, de exemplu, la soluționarea sistemelor mari de ecuații liniare. 

Vorbind despre hipergraful H  și dualul acestuia *H , putem stabili relația dintre rangurile 

acestora. Pentru rangurile hipergrafului H  şi *H  are loc o relaţie importantă, demonstrată în 

[5], şi anume: )()( *HH   . 

Corectitudinea afirmații poate fi ușor demonstrată prin aplicarea următoarelor operații: 

a) construim matricea  - triunghiulară )(HA  a hipergrafului H ; 

b) în matricea )(HA  facem permutarea 








 1...1

...21




 a primelor   linii; 

c) în matricea obținută facem permutarea primelor   coloane; 
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d) facem transpunerea matricei obținute. Aceasta dinurmă va reprezenta matricea  -

triunghiulară a hipergrafului dual *H . 

Conform a)-d), rezultă inegalitatea: )()( * HH   . Deoarece HH ** )( , obținem 

)()( *HH   . Din ultimele două inegalităţi rezultă egalitatea menţionată mai sus. 

 

Matroizi transversali 

 

Pentru a examina noțiunea de matroid transversal, vom porni de la un graf bipartit [5] 

);,( 21 UXXG  , în care 1X  și X  reprezintă cele două partiții ale mulțimii de vârfuri. Pentru o 

submulțime arbitrară de vârfuri 1XA  definim vecinătatea acestora 

 
Aa

UbaXbA


 ),(:)( 2 . Se cunoaște că funcția :f  1XP  0 N , unde  1XP  este 

familia tuturor submulțimilor mulțimii 1X , iar ))(()( AcardAf   este o funcție monotonă 

semimodulară [109] și 0)( f . 

În baza teoremei lui Edmonds cu privire la funcțiile monotone semimodulare, examinate în 

lucrarea [108], rezultă că funcția indicată :f  1XP  0 N  definește un matroid fM  pe 

mulțimea 1X , cu familia tuturor mulțimilor independente   1XP , considerând că 

submulțimea 1XA  este independentă dacă și numai dacă )(YfcardY  , pentru AY  . În 

matroidul construit rangul submulțimii 1XA  se calculează: 

))\()((min)( YAcardYfAr
AY




. 

Notăm acest matroid prin );/( 21 XXT . Matroidul, izomorf lui );/( 21 XXT , se numeşte 

matroid transversal [109]. Similar cu matroidul   );/( 21 XXTXM f   definim matroidul 

  );/( 122 XXTXM g  , folosind funcţia    0NXP:g 2  , unde    2XBg  , pentru 

 2XPB .  

Fie P  un cuplaj în graful bipartit  UXXG ;, 21  [76]. Notăm prin  PX 1  şi  PX 2  

submulţimile de vârfuri din 1X  şi, respectiv, 2X , care sunt extremităţi ale cuplajului P . O 

submulţime de vârfuri 1XA se numeşte transversală parţială în 1X  dacă în graful bipartit 

 UXXG ;, 21  există un cuplaj UP   încât  PXA 1 . Transversala parţială în graful 

bipartit depinde de construirea unei funcţii speciale: submulţimea de vârfuri 1XA a unui graf 

bipartit  UXXG ;, 21  este transversală parţială în 1X  dacă şi numai dacă există o aplicaţie 

injectivă  : 2XA  încât   Uaa )(, , pentru orice element Aa  [109]. 
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Printre rezultatele principale ce ţin de existenţa transversalelor parţiale într-un graf bipartit, 

un loc aparte îi revine teoremei Holl [110], demonstrată în anul 1935, conform căreia o 

submulţime de vârfuri 1XA   a unui graf bipartit  UXXG ;, 21  este transversală parţială în 

1X  dacă şi numai dacă pentru orice AY   se respectă inegalitatea: ))(( YcardcardY  . 

Din această afirmaţie rezultă un şir de proprietăţi importante ale matroizilor transversali: 

1) familia transversalelor parţiale în 1X  coincide cu familia mulţimilor independente ale 

matroidului );/( 21 XXT , precum şi ale matroidului );/( 12 XXT ; 

2) rangurile matroizilor );/( 21 XXT  şi );/( 12 XXT  coincid şi sunt egale cu cardinalul 

cuplajului maxim din graful bipartit  UXXG ;, 21 ; 

3) toate transferurile maximale în 1X  şi în 2X  au acelaşi cardinal. În acelaşi timp, menţionăm 

că cuplajurile maximale ale unui graf bipartit nu posedă în mod obligatoriu o astfel de 

proprietate; 

4) într-un graf bipartit  UXXG ;, 21  există transversală parţială în 1X  de cardinalul 

20, cardXkk   dacă şi numai dacă pentru orice 2XB   are loc inegalitatea: 

 )(2 BcardcardXtcardB  ; 

5) pentru graful bipartit  UXXG ;, 21  există transversală în 1X  dacă şi numai dacă pentru 

orice submulţime 2XB   are loc inegalitatea ))(( BcardcardB  . (Menţionăm că 

transversala parţială A  în 1X  se numeşte transversală în 1X  a grafului  UXXG ;, 21  

dacă 2cardXcardA  [110]). 

 

1.3. Metode de studiu ale topologiei algebrice 

 

Topologia algebrică (TA) reprezintă o ramură a matematicii ce se ocupă de studierea 

spaţiilor topologice, prin intermediul obiectelor clasice şi a metodelor caracteristice algebrei 

abstracte [219], [221], ceea ce asigură o interconexiune strânsă între matematica continuă şi cea 

discretă. Ea oferă posibilitatea de a folosi modele, reprezentate prin structuri matematice uşor 

perceptibile, pentru examinarea proprietăţilor topologice ale spaţiilor continui. Obiectul de studiu 

al TA îl constituie structurile algebrice şi proprietăţile lor, iar scopul principal se reduce la 

determinarea invarianţilor algebrici, folosiţi pentru clasificarea spaţiilor topologice, cu o 

exactitate de omeomorfism. În această direcţie au fost efectuate cercetări impunătoare, care se 

regăsesc în monografii recent apărute [220], [222]. Rezultate majore ce ţin de fundamentarea 

teoretică a TA au fost determinate de introducerea unor structuri algebrice, care au condus la 

dezvoltarea direcţiilor importante de cercetare, ce se manifestă prin: 
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 Construirea grupurilor de omotopie, care se folosesc, în mod special, pentru clasificarea 

spaţiilor topologice. Intuitiv, grupurile de omotopie oferă informaţie cu privire la forma de 

bază, sau găurile spaţiului respectiv. Cel mai simplu grup de omotopie ar fi grupul 

fundamental, care oferă informaţie referitoare la buclele spaţiului topologic.  

 Construirea omologiilor, care reprezintă o procedură generală de asociere a unui şir de 

grupuri abeliene, numite invarianţi algebrici, cu un obiect matematic, prin intermediul 

căruia se face studiul spaţiului topologic. 

 Construirea coomologiilor, care reprezintă un studiu abstract al colanţurilor, cociclurilor şi 

cofrontierelor. Construirea coomologiilor poate fi considerată drept o procedură duală celei 

de construire a omologiilor, şi reprezintă o metodă de atribuire unui spaţiu topologic a 

invarianţilor algebrici de o structură mai fină decât invarianţii obţinuţi prin construirea 

omologiilor. 

 Construirea varietăţilor. Varietatea reprezintă un spaţiu topologic comod pentru examinare, 

din anumite considerente, care posedă proprietatea: pentru orice punct există o vecinătate, 

omeomorfă cu spaţiul euclidian n-dimensional. 

 Construirea complexelor. În topologia algebrică, complexele reprezintă spaţii topologice cu 

o structură specifică. Din acest punct de vedere, un rol primordial îi revine complexului 

simplicial [219], pe care nu-l vom confunda cu complexul simplicial abstract, examinat în 

continuare (a se vedea capitolul 2). 

Rezultatele cercetărilor ce țin de studierea structurilor menționate au fost expuse într-un șir 

de lucrări științifice importante, iar printre cele apărute în ultimii ani pot fi menționate lucrările 

[222], [223], [224], [307]. Inițial, TA era conoscută sub denumirea de topologie combinatorie, 

ceea ce înseamnă că cercetările se efectuau în baza unui spațiu X de o structură mai simplă. În 

perioada anilor 1920-1940, s-a pus mai mult accentul pe examinarea spațiilor topologice prin 

căutarea unei corespondențe dintre acestea și grupurile algebrice. Această situație și a determinat 

într-un final denumirea actuală de topologie algebrică. Totuşi, denumirea de topologie 

combinatorie se mai întrebuințează uneori pentru a accentua caracterul algoritmic în cercetare, 

bazat pe ideea de descompunere a spațiului. 

Prin aspectul algebric al cercetărilor din domeniul TA se stabilește o corespondență dintre 

spații și grupuri, respectând relația de omeomorfism al spațiilor. Situația respectivă permite 

formularea rezultatelor cu privire la proprietățile spațiilor topologice în termenii grupurilor, ceea 

ce facilitează tehnica demonstrațiilor. În această ordine de idei, se evidențiază două căi posibile 

de dezvoltare a TA: folosirea teoriei omotopiei sau construirea grupurilor de omologii și 
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coomologii. Grupurile de omologii și coomologii sunt grupuri abeliene și, precum s-a adeverit, 

reprezintă un instrument eficient de cercetare. Astfel grupuri vor fi construite şi pentru 

complexul de relaţii multi-are în capitolul 2.  

În prezenta lucrare sunt descrise rezultatele fundamentale ce țin de dezvoltarea teoretică a 

topologiei algebrice a relațiilor multi-are, pornind de la  definirea și studierea unei structuri 

discrete noi, numită complex de relații multi-are. Instrumentul de lucru folosit sunt grupurile de 

omologii și coomologii, atât în cazul complexului de relații, cât și în cazul derivatelor acestuia. 

 Rezultatele teoretice obținute au fost impulsionate, în mare măsură, de încercările a mai 

multor matematicieni din anturajul școlii domnului Academician Petru Soltan de a soluționa un 

șir de probleme importante din punct de vedere  practic sau de a generaliza unele metode 

elaborate de ei pentru probleme în spații cu dimensiuni mici. Studierea acestor probleme  

pornește de la mijlocul anilor ’60 ai secolului trecut, iar obținerea unor rezultate fundamentale în 

ce privește generalizarea metodelor de soluționare  a acestora era îngreunată de metodologia de 

cercetare, folosită în perioada respectivă.  

Cercetările ulterioare au condus la dobândirea unor generalizări noi în topologia algebrică 

abstractă, care completează substanțial domeniul grafurilor, hipergrafurilor, complexelor 

simpliciale etc. Primele rezultate în această direcție au fost înregistrate la începutul anilor 2000 și 

au fost descrise în lucrările [18], [58], [142], [144]-[146], care și-au găsit ulterior continuitate în 

diverse generalizări și aplicații [17], [19], [20], [129], [154], [158], [159], [181].  

Rezultatele principale din teză au fost publicate în monografia „Topologia algebrică a 

relațiilor multi-are” [295] care este o lucrare integră  ce ține de fundamentarea teoretică a direcții 

de cercetare, determinată  de complexul de relații multi-are. Pornind de la construirea grupurilor 

de omologii directe și coomologii peste grupul aditiv al numerelor întregi Z, se studiază 

proprietăţile topologice ale complexului, se generalizează un șir de teoreme formulate şi 

demonstrate în cazul unor structuri discrete clasice, cum ar fi grafurile, hipergrafurile, matroizii 

etc. E de menţionat faptul că aceste cercetări au condus la obținerea unor rezultate neașteptate, cu 

perspective promițătoare în elaborarea metodelor originale de soluționare a problemelor practice. 

Astfel, a devenit posibilă rezolvarea unor probleme mai vechi, printre care, în mod special, 

putem menționa problema calculării medianei unui complex abstract de cuburi abstracte. 

Din cele descrise în capitolul I rezultă că la baza structurilor matematice discrete se află o 

teorie bine fundamentată, orientată spre utilizarea unor metode avansate de cercetare. Aceasta 

crează premizele folosirii structurilor respective în calitate de modele pentru soluţionarea 

diverselor probleme cu caracter teoretico-aplicativ. Luând în consideraţie elaborările teoretice 

din domeniul teoriei grafurilor, a hipergrafurilor, a matroizilor, complexelor simpliceale, precum 
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şi metodele accesibile de soluţionare a problemelor aplicative, prin intermediul tezei de doctor 

habilitat se propune examinarea următoarei probleme ştiinţifice: 

Elaborarea unei structuri matematice determinate de o familie de relaţii multi-are şi 

folosite la modelarea proceselor cu acţiune discretă, care a condus la obţinerea metodelor 

eficiente pentru utilizarea ulterioară a acestora la soluţionarea problemei de calculare a 

medianei ponderate, fără a folosi metrica spaţiului, a problemei de comportament a 

jucătorilor într-un joc combinatorial etc. 

În legătură cu problema formulată se urmăreşte scopul elaborării unei structuri matematice 

discrete care ar servi drept model eficient pentru soluţionarea problemelor de localizare, precum 

şi ale altor probleme importante din punct de vedere teoretico-aplicativ, care se incadrează în 

sistemul de studiu propus. În conformitate cu scopul enunţat au fost stabilite obiectivele 

cercetării: 

- elaborarea unui model matematic discret nou, bazat pe noţiunea de relaţie multi-ară, ca 

submulţime a produsului cartezian a unei mulţimi de elemente arbitrare; 

- examinarea topologiei relaţiilor multi-are, prin construirea grupurilor de omologii şi 

coomologii a complexului de relaţii multi-are; 

- examinarea complexului de cuburi abstracte, în calitate de caz special al complexului de 

relaţii multi-are, şi a varietăţilor abstracte respective; 

- elaborarea algoritmului eficient pentru soluţionarea problemei medianei pe complexul de 

cuburi abstracte; 

- generalizarea funcţiei Grundy şi soluţionarea unor jocuri combinatoriale pe complexe de 

relaţii multi-are. 

 

1.4. Concluzii la capitolul 1 

 

În capitolul I a fost realizată o analiză succintă a situaţiei actuale în domeniul dezvoltării 

structurilor matematice discrete şi folosirii acestora pentru soluţionarea problemelor de ordin 

teoretico-aplicativ. A fost formulată problema ştiinţifică care se propune a fi examinată în teză. 

Reieşind din problema formulată, au fost determinate scopul şi obiectivele de cercetare. 

În acest capitol sunt descrise rezultatele principale cu referire la structurile discrete clasice, 

reprezentate prin grafuri, hipergrafuri, matroizi, complexe simpliceale, sunt examinează metode 

de soluţionare a problemelor, caracteristice domeniilor în cauză. Este menţionat aportul a mai 

multor matematicieni la dezvoltarea cercetărilor legate de studierea structurilor matematice 

discrete. În mod special se menţionează rolul în dezvoltarea teoriilor respective pe care l-au avut 

Leonard Euler, William Hamilton, James Joseph Sylvester, Arthur Cayley, Claude Berge, 



 51 

George David Birkhoff. În baza analizei situaţiei în domeniul dezvoltării teoretico-aplicative a 

structurilor matermatice discrete putem face următoarele concluzii: 

1. În domeniul structurilor matematice discrete a fost elaborată o puternică bază teoretică, 

necesară pentru continuarea cercetărilor, în legătură cu necesitatea soluţionării 

peoblemelor  teoretico-aplicative; 

2. Structurile discrete examinate pot fi privite ca familii de relaţii cu proprietăţi speciale, 

definite pe elementele unei mulţimi. Această situaţie crează premizele elaborării unei 

structuri matematice discrete noi, care ar însuma în sine proprietăţile structurilor 

cunoscute şi care ar oferi posibilităţi noi pentru soluţionarea problemelor; 

3. Pentru structurile matematice reprezentate sub forma de grafuri sau hipergrafuri se 

cunoaşte aspectul aplicativ al teoriei, care se reduce la un set mare de algoritmi de 

soluţionare a problemelor practice, bazaţi pe metode eficiente. Totodată, utilizarea acestor 

structuri, în unele cazuri, devine dificilă datorită complexităţii problemelor examinate (e 

vorba de problemele NP-complete); 

4. La soluţionarea unor probleme pe structurile discrete examinate pot fi folosite metode ale 

topologiei algebrice, ceea ce oferă posibilităţi suplimentare în vederea determinării unor 

metode eficiente în cazul problemelor importante, chair dacă acestea sunt din categoria 

problemelor dificile; 

5. Apare necesitatea elaborării şi studierii unor noi concepte de structuri discrete, capabile 

să rezolve în mod eficient probleme aplicative ce ţin de amplasarea unor centre de 

deservire, transmitere şi recepţionare a unor volume mari de informaţie, studierea 

comportării jucătorilor în jocuri antagoniste etc. 
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2. RELAȚII  MULTI-ARE  ȘI  GRUPURI  DE  OMOLOGII  

ABSTRACTE 

 

Topologia relaţiilor multi-are, desigur, ţine de cea algebrică [32], [56], [61], [62], însă 

reprezintă o ramură a acesteia care este mai accesibilă decât examinările moderne înalt 

abstractizate şi pur teoretice. Rezultatele expuse în continuare reprezintă rodul investigaţiile 

efectuate pe parcursul a circa zece ani, căutând nu numai aspecte de ordin practic, dar și aplicaţii 

nontriviale, şi doar obţinându-le s-a reuşit fundamentarea teoretică a direcţiei de cercetare, legată 

de studierea unei structuri matematice discrete noi. Începutul a pornit de la complexul de relaţii 

multi-are, pentru care cortegiul de elemente al unei astfel de relaţii nu permitea repetarea 

elementelor [18], [58]. Acel complex este un complex celular abstract, însă cel studiat în 

continuare este mai operabil. 

Definirea relaţiilor multi-are pe produsul cartezian al unei mulţimi de elemente X permite 

generalizarea unor rezultate anterioare [58] şi este mai firească din punct de vedere teoretico-

aplicativ. Noţiunea de complex generalizat de relaţii multi-are asupra unei mulţimi arbitrare de 

elemente a fost pentru prima dată prezentată în lucrarea [17], construind ulterior grupurile de 

omologii peste grupul numerelor întregi. 

Acest complex generalizează mai multe noţiuni clasice, printre care şi noţiunea de graf 

orientat şi finit, definit cu ajutorul relaţiilor binare [5], însă lipsit de bucle, chestiune care, 

precum demonstrează aplicaţiile, nicidecum nu poate fi neglijată [302]. Complexul definit în 

lucrarea [58] este o structură discretă, finită şi fără bucle care necesită examinări suplimentare la 

studierea şi soluţionarea unor probleme atât teoretice, cât şi practice. Respectiva structură 

matematică posedă un şir de proprietăţi ce ţin de obiectul de studiu al geometriei combinatorice 

discrete [37]. Din aceste considerente ar fi firesc, pe de o parte, de studiat impactul topologiei 

relaţiilor multi-are asupra acelor obiecte de cercetare, unde situaţia menţionată poate fi 

interpretată, bunăoară, cu ajutorul următoarelor familii de obiecte: a) sistemul Q  de 

quasigrupuri cu n operaţii algebrice; b) sistemul Q  de n  grupuri cu n  elemente independente 

şi cu o singură operaţie algebrică [64], c) sistemul de mulţimi nuanţate [47], etc. Mai exact, ar fi 

curios de studiat ce ar prezenta o varietate abstractă, multidimensională, orientabilă şi fără 

borduri [15] determinată de obiectele menţionate. Pe de altă parte, prin intermediul relaţiilor 

multi-are ar putea fi modelate şi studiate multiple procese dintr-un şir de domenii aplicative. De 

exemplu, formula apei, OH 2 , poate fi interpretată ca un element dintr-o relaţie ternară 

)},,{( OHH  care nu se încadrează în complexul obișnuit  de relaţii multi-are: în tripletul 

)},,{( OHH  se repetă elementul H  (a se vedea [58]). Toate cele spuse mai sus conduc la 
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necesitatea extinderii noţiunii de complex de relaţii multi-are, examinat inițial în lucrările [18], 

[58], [145], prin introducerea noţiunii de complex de relaţii multi-are mai general. În acest caz, 

orice formulă din chimie poate fi interpretată ca un complex generalizat de relaţii multi-are [25]. 

Sunt şi alte chestiuni la care se referă acest complex. Anticipând expunerea examinărilor, 

repetăm că acest obiect în forma lui abstractă conduce la aplicări nontriviale în procesul de 

transmitere şi receptare a informaţiei [19], [153], în formarea unei baze de date finite oricât de 

mare [23], [156], în criptografie [152], [167], [181] şi la indicarea unei clase de grafuri, 

elementele căreia pot fi scufundate în scheletul 1-dimensional al cubului multidimensional din 

nR1  (spaţiul vectorial n -dimensional cu norma nxxxx  ...21 ), pe când aceasta din 

urmă chestiune permite a prezenta un algoritm de calculare a medianei (punctul lui Toricelli) 

grafurilor marcate şi ponderate, fără a utiliza metrica spaţiului respectiv [59], [60]. 

 

2.1. Complexul de relaţii multi-are 

 

Fie date o mulţime finită de elemente }...,,,{ 21 rxxxX  , care este o submulţime dintr-o 

mulţime M , ,cardM  unde M  nu este clasă, şi şirul 1+21= nX...,,X,XX , 1n , de 

produse carteziene [40], [42,] a mulţimii X . Orice submulţime nevidă mm XR  , 11  nm  se 

numeşte relaţie m-ară a elementelor din X  (mulţimea 11 XR   reprezintă o submulţime de 

elemente din X ) [239]. Luând în consideraţie cele spuse, o relaţie m -ară mR este o familie de 

succesiuni ordonate, numite cortegii, formate din a câte m  elemente din X . Cortegiul 

m

iii Rxxx
m
)...,,,(

21
 poate să conţină şi repetări ale unor elemente din X. Pentru un astfel de 

cortegiu, orice subcortegiu ),...,,,(
21 ljjj xxx ml 1 , ce păstrează ordinea elementelor din 

( )...,, ,21 miii xxx  se numeşte subcortegiu ereditar.  

Definiţia 2.1.1. Familia finită de relaţii },...,,{ 121 nRRR , care satisface condiţiile: 

I.    XXR  11 , 

II.   1nR , 

III. orice subşir ereditar ),...,,,(
21 ljjj xxx  1,1  nml , din m

iii Rxxx
m
)...,,,(

21
 

aparţine relaţiei l -are  lR ,   

se numeşte complex generalizat (G-complex) de relaţii multi-are şi se notează: 

),...,,( 1211   nn RRR . 
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Din definiţia 2.1.1 rezultă că mulţimea mR  a complexului generalizat de relaţii 1n  nu este 

vidă pentru orice 1≤m≤n+1. Elementele relației  1R , vom obișnui să le mai numim vârfuri, iar pe 

cele ale relației 2R    muchii. 

Studierea complexului generalizat de relaţii multi-are prezintă interes prin faptul că acesta 

acoperă un şir de noţiuni clasice, precum ar fi grafurile [5], [12], [302] hipergrafurile [5], [6], 

[71], matroizii [9], [10], [66], complexele simpliceale [115], [305] etc., chiar dacă acesta poate fi 

interpretat ca un caz particular al complexului celular [32] abstract (CW). Aceste structuri 

matematice servesc drept modele eficiente pentru soluţionarea unui şir de probleme teoretice şi 

aplicative [28], [29], [43], [46], [50], [53]. Se cere de menţionat că acest obiect 1n  are 

prioritate faţă de cele menţionate. Astfel, faţă de complexul celular (CW), acesta este format din 

cărămizi elementare, poate cu deformări nonizomorfe, precum sunt quasimplexele abstracte (aşa-

numitele bucle finit dimensionale; a se vedea mai jos). Să considerăm complexul generalizat de 

relaţii );( 212 RR . Este evident că un astfel de complex reprezintă un graf orientat [11], 

[12], [302] (a se vedea definiţia 2.1.1). Această situaţie permite să considerăm complexul 

generalizat de relaţii 1n  drept un hipergraf orientat şi ereditar (conform lui C.Berge [6]), 

noţiune întâlnită mai rar în literatura de specialitate şi care reprezintă o structură distinctă de 

noţiunea cunoscută de hipergraf [5], [6], [45], [71]. Vom descrie în continuare o procedură care 

permite să obţinem noţiunea de hipergraf în formă de complex generalizat şi aşa-zisele cicluri ale 

hipergrafului într-o formă mai firească, decât cea cunoscută, pornind de la noţiunea de hipergraf 

orientat [65], transformat într-un complex de simplexe abstracte. 

Definiţia 2.1.2. Dacă avem două G-complexe de relaţii multi-are 1

1

2

1

1

1

1

1 ...,,,(   mm RRR ) 

şi ,1),...,,,( 1211 nmRRR nn    încât au loc relaţiile ,1

ll RR   pentru orice l , 

11  ml , atunci 1

1

m  se numeşte G-subcomplex al lui .1n  În cazul când 

,( 11

1

1

1 RRm    ),...,, 11
1

22
1

  mm RRRR  atunci subcomplexul 1

1

m  se numeşte schelet al lui 

1n şi se notează prin .)1( 1 nmsk  

Observăm că, scheletul 2 -dimensional 1)2( nsk  al oricărui G -complex de relaţii multi-are 

,1n 1n , este un graf orientat [6]. Acest complex poate fi reprezentat prin perechea 

),;( 22 RX  determinată de mulţimea de vârfuri X  şi relaţia binară 2R , care poate conţine şi 

elemente de tipul ),,( xx  numite bucle [5], [45], [302,]chestiune cu care, în relaţii de ordin mai 

mare decât doi, ne vom confrunta ulterior. Acestea joacă un rol important la clasificarea 

varietăților, examinate în paragraful 4.1 al tezei. 
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Fie în complexul )...,,,( 1211   nn RRR  sunt fixate două elemente distincte ., 1Rxx ji   

Definiţia 2.1.3. Şirul ordonat m

s

mm rrr ,...,, 21  al elementelor distincte din ,mR ,12  nm ce 

posedă proprietăţile: 

1) ,1

m

i rx   ;m

sj rx   

2) ,1

1



  mm

k

m

k Rrr  ,11  sk  

se numeşte lanţ liniar cu dimensiunea m  ce leagă elementele ,, 1Rxx ji   fiind notat prin 

),( ji

m xxl . Complexul de relaţii multi-are 1n  se numeşte m -conex dacă pentru oricare două 

elemente 1, Rxx ji  , există lanţ liniar m-dimensional ),( ji

m xxl . 

În cazul ,1m  complexul 1n  se va numi complex slab conex sau simplu – complex 

conex. În cazul 1 nm , complexul 1n  se va numi complex conex forte.  

Teorema 2.1.1. Dacă 1n  este un complex m -conex, atunci acesta este şi k -conex, 

.12  nmk  

Demonstraţie. Pentru a demonstra afirmaţia, e suficient de arătat că, dacă în complexul 

1n  pentru elementele distincte 1, Rxx tp   există lanţ m -dimensional ),,( tp

m xxl  atunci putem 

construi şi un lanţ )1( m -dimensional ).,(1

tp

m xxl   Fie ),...,,(),( 21

m

s

mm

tp

m rrrxxl   un astfel de 

lanţ ce respectă condiţiile: 

,1
1 1


  m

i
m

i
m

i rrr  

,1

1



  m

i

m

ii q
rrr  

pentru si 1  (elementele 1

1

m

ir şi 1m

iq
r  există conform definiției 2.1.3). În baza definiţiei 

complexului generalizat de relaţii multi-are (a se vedea definiţia 2.1.1), în 1n  există şirul de 

elemente 111 ...,,,
21

 m

i

m

i

m

i q
rrr  ce aparţin lui ,m

ir  cu proprietatea ,211

1

 


mm

i

m

i Rrr
jj

qj 1 . 

În cazul 1i , există şirul 1

1

1

1

1

1 ...,,,
21

 mmm

q
rrr  cu proprietăţile: 

a) ,1

11

 m

p rx  

b) ,1

2

1

121 1

  mmmm rrrr
q

 

iar în cazul si  , există şirul 111 ...,,,
21

 m

s

m

s

m

s q
rrr  cu proprietăţile: 

a)   ,1

1

1

1 1







  m

s

m

s

m

s

m

s q
rrrr  

b) .1

1

 m

st rx  
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Astfel, construim şirul 

  ,,...,,...,,...,,, 111

1

1

2

1

2

1

1

1

1

1

1 12121





  m

s

m

s

m

s

mmmmm

qqq
rrrrrrrr  

care este lanţ cu dimensiunea )1( m , ce leagă elementele 1, Rxx tp  . Deci 1n  este m -conex. 

Definiţia 2.1.4. G-complexul de relaţii multi-are ,( 11 Rn    )...,, 12 nRR  se numeşte 

conex, dacă pentru oricare două elemente ,, 1Rxx ji   există şirul jttti xxxxx
s
 ...,,,

21
 de 

elemente din ,1R încât cel puţin una dintre perechile ),(
1rr tt xx  şi ),(

1 rr tt xx


aparţine relaţiei 2R  

pentru orice valoare a lui 1,...,2,1  sr . Şirul de perechi ),(...,),,(),,(
13221 ss tttttt xxxxxx


 se 

numeşte lanţ liniar cu dimensiunea unu, ce leagă elementele ix  şi jx , iar înşişi ji xx ,  se 

numesc extremităţi ale acestui lanţ. 

Notăm lanţul 1 -dimensional, ce leagă elementele ix  şi jx  prin ),(1

ji xxL . În viitor, vom 

recurge şi la reprezentarea algebrică a acestuia. 

Definiţia 2.1.5. Dacă sunt date două G-complexe de relaţii multi-are 

)...,,,(
1

1

2

1

1

1

1 11 


nn
RRR  şi ,),...,,,( 21

1

2

2

2

1

2

1 22 nnRRR
nn


   atunci  

)...,,,...,,(
1

2

2

2

1

2

1

1

1

2

1

1

111 212121  
nnnnnnn RRRRRR  

se numeşte reuniune, iar 

)...,,(
1

2

1

1

1

2

1

1

111 2121  
nnnnm RRRR  

se numeşte intersecţie a acestor G-complexe. 

Conform [40], [41], lesne se verifică că atât reuniunea, cât şi intersecţia a două G-complexe 

de relaţii multi-are sunt, de asemenea, G-complexe de relaţii multi-are. 

Dacă în cazul unui G-complex de relaţii multi-are  )...,,,(
1

1

2

1

1

1

1 11 


nn
RRR  are loc 

egalitatea 1

1R  şi, prin urmare, 
1

1

2

1
1...

n
RR , atunci 

11
n

 se numeşte complex vid. 

Două G-complexe de relaţii multi-are, intersecţia cărora este vidă, se numesc disjuncte. 

Teorema 2.1.2. G-complexul de relaţii multi-are 1n  este conex dacă şi numai dacă nu 

conţine două G-subcomplexe nonvide de relaţii multi-are 
11

n
 şi 

12
n

care sunt disjuncte şi 

satisfac egalitatea: 

111 21  
nnn . 

Demonstraţie. Necesitatea. Fie )...,,,(
1

1

2

1

1

1

1 11 


nn
RRR  un G-complex conex de relaţii 

multi-are şi un element artibrar .1

1 XRx   Vom nota prin xR mulţimea tuturor elementelor x  

din X  pentru care există cel puţin un lanţ ),(1 xxL   ce leagă fiecare dintre elementele indicate x  
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cu .1

1 XRx   Constatăm că dacă un element, de exemplu ,
jix  al şirului ordonat 

,11,)...,...,,,(
21

 nmRxxxx m

iiii mj
 este din mulţimea ,xR  atunci şi orice alt element al 

acestui şir este din .xR  În aşa mod formăm G-subcomplexul de relaţii multi-are 

)...,,,(
1

1

2

1

1

1

1 11 


nn
RRR  încât orice succesiune de elemente )...,,,(

121 miii xxx   din 1

1

m
R , 

,11 11  nm  conţine un element x  pentru care există lanţul cu dimensiunea unu ),(1 xxL   ce 

leagă elementele x  și x . 

Construim al doilea G-subcomplex de relaţii )...,,,(
1

2

2

2

1

2

1 22 


nn
RRR  din ,1n  pentru care 

1...,,2,1,\ 2212
222  nmRRR

mmm . Sunt evidente egalităţile: 

,...,,,
1

2
2
2

1
2

2 
m

RRR  

deoarece, în caz contrar, obţinem contradicţie cu conexitatea complexului .1n  Prin urmare 

12
n este vid. 

Întrucât elementul Xx a fost ales în mod arbitrar, rezultă că în 1n  nu există două         

G-subcomplexe nonvide şi disjuncte, precum este indicat în teoremă. 

Suficienţa. Fie 1n  nu conţine două G-subcomplexe de relaţii multi-are nonvide şi disjuncte 

11
n

 şi 
12

n
, care satisfac condiţia din teoremă şi, totuşi, 1n nu este conex. În mod similar 

celor descrise în prima parte a demonstraţiei teoremei, construim G-subcomplexele nonvide şi 

disjuncte 
11

n
 şi 

12
n

, încât .
111 21  

nnn  Aceasta din urmă contrazice condiţia 

teoremei.  

Remarca 2.1.1. Să fixăm acum un element arbitrar Xx . Vom nota prin X  submulţimea 

tuturor elementelor Xx  , inclusiv x , pentru care există cel puţin un lanţ ),(1 xxL   în 1nR . 

Pentru X  construim şirul de produse carteziene: ...,,...,,, 121  mXXXX  unde 

XXX mm 1 , 1m , şi formăm mulţimile: 

.1...,,2,1,  nmRXR mmm  

Fie nn 1  valoarea maximă a indicelui, pentru care este satisfăcută relaţia .
11 
n

R  

Uşor ne putem convinge că mulţimile de relaţii 
121 1...,,,
n

RRR  satisfac condiţiile I-III din 

definiţia 2.1.1 şi, prin urmare, această familie reprezintă un complex generalizat de relaţii multi-

are. 

Definiţia 2.1.6. G-complexul de relaţii multi-are ,( 111 R
n

x 


 )...,,
12 1n

RR  se numeşte 

componentă conexă a complexului 1n . 
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De fapt, orice element 1Rx  determină în 1n  aceeaşi componentă conexă. Prin urmare, 

indicele x  din notaţia 11
n

x poate fi omis şi atunci componeta conexă o vom nota simplu prin 

11
n . Evident, ,111 

 nn  adică 11
n  este un G -subcomplex al lui 1n . 

Teorema 2.1.3. Dacă }...,,,{
111 21


 qnnn reprezintă familia tuturor componentelor 

conexe şi distincte două câte două ale G-complexului 1n , atunci se verifică relaţiile: 

,...
1111 211


 qnnnn
RRRR                                         (2.1)  

unde 
 11 ji

nn
RR  pentru orice i ≠ j; i, j=1, 2, ..., q. 

Demonstraţie. Ţinând cont de modul de construire a componentei conexe, ce conţine un 

element dat Xx ,  rezultă că are loc includerea: 

....
1111 21
  qnnnn  

Totodată, deoarece  componentele  conexe  sunt,  la rândul  lor,  nişte  G -subcomplexe de 

relaţii multi-are ale lui 1n , obținem: 

.... 1111 21 
 nnnn q  

Din aceste două relaţii rezultă egalitatea (2.1). 

Să presupunem acum că există două componente conexe 
1

 in
şi 

1
 jn

, i ≠ j, încât este 

adevărată relaţia .
11


 ji

nn
 

În acest caz, constatăm că pentru orice element 1

iRx  şi orice element 1

jRy  în 1n  

există un lanţ ).,(1 yxL  Prin urmare, 
11 

 ji
nn

, şi invers. Deci .
11 

 ji
nn

 Obţinem 

contradicţie cu condiţiile teoremei. Aceasta înseamnă că presupunerea 
 11 ji

nn
 este 

falsă.  

Definiţia 2.1.7. Complexul generalizat de relaţii multi-are  )...,,,( 1211   nn RRR  se 

numeşte local complet dacă pentru orice 11  nm  şi orice cortegiu m
iii Rxxx

m
)...,,,( ,21

,  

relaţia mR conţine şi toate cortegiile ce corespund celor m! permutări ale elementelor 

....,,, ,21 miii xxx  

Drept exemplu de complex generalizat (G-complex) de relaţii multi-are local complet 

serveşte orice graf orientat şi simetric [4], [45]. Un astfel de graf, privit ca G -complex de relaţii, 

îl vom nota prin ),,( 212 RR unde 2R este o relaţie binară şi simetrică definită pe mulţimea de 

elemente din 1R . (Grafurile orientate de tipul ),( 212 RR  au fost examinate de către 

matematicianul francez C. Berj în lucrările [5], [302].) De asemenea, un G -complex de relaţii 
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multi-are local complet poate fi considerat G -complex construit pe familia produselor carteziene 

a mulţimii X, adică: 

)....,,,( 1211   nn XXXX  

Urmărind scopul declarat în titlul lucrării, prin analogie cu cele cunoscute din literatura 

clasică în domeniul topologiei combinatorice şi algebrei topologice [1], [8], [27], [39], [51], [52], 

[56], [63], [70], [300], [301], [303], [305] vom folosi în continuare şi alte notaţii şi noţiuni 

echivalente celor menţionate în cazul complexului de relaţii multi-are şi proprietăţile acestuia, 

care prezintă interes sub aspect aplicativ. 

 

2.2. Arbori 

 

Noţiunea de arbore, cunoscută în teoria grafurilor ca graf conex ce nu conţine cicluri, nu 

poate fi extinsă şi asupra complexului de relaţii multi-are din cauza structurii acestuia. În acest 

paragraf vom generaliza noţiunea de arbore pornind de la următoarea caracteristică: un graf 

neorientat este arbore dacă şi numai dacă orice subgraf al său conţine cel puţin un vârf de grad 

unu.   

Un complex generalizat n-dimensional de relaţii multi-are }...,,,{ 1211   nn RRR  poate fi 

privit ca o familie de cortegii cu lungimea l , 11  nl , cu proprietăţile caracteristice unui 

complex, menționate în definiţia 2.1.1. Definim, în mod tradițional, pe familia de cortegii, percepute 

totodată și ca mulțimi de elemente, operaţiile de reuniune, intersecţie, incluziune şi diferenţă, notate, 

respectiv, prin  ,  ,   şi \. Astfel, pentru cortegiile ),,,,( 439511 xxxxxc  , ),,,( 73592 xxxxc  , 

),,( 3543 xxxc  , privite ca elemente ale complexului de relații multi-re, în rezultatul aplicării 

operațiilor menționate obținem:       

),,,,,( 74395121 xxxxxxcc  , 

),,( 95321 xxxcc  , 

13 cc  ,   21 \ cc . 

Vom spune că un cortegiu 1 nc  este maximal, dacă în 1n  nu există un alt cortegiu c   

încât cc  . 

Definiţia 2.2.1. Cortegiul 1ˆ  nc , ce posedă proprietăţile: 

1) ĉ  este cortegiu maximal în 1n ; 

2) în ĉ  există un subcortegiu 0c , încât pentru orice cortegiu maximal c  din 1n  are loc 

relaţia 0ˆ ccc  ; 
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3) în 1n  există cortegiu maximal ,~c cc ˆ~  , cu proprietatea 0
ˆ~ ccc  ,  

se numeşte cortegiu suspendat al complexului 1n . Cortegiul c~ se numeşte cortegiu suport 

pentru ĉ  şi se notează prin )ˆ(~ cc . 

Din definiţie rezultă că un cortegiu suspendat ĉ  conţine cel puţin două elemente din X . 

Elementul Xx , care aparţine doar unui cortegiu maximal al complexului 1n , se numeşte 

vârf suspendat.  

Consecința 2.2.1. Orice cortegiu suspendat din 1n  conţine cel puţin un vârf suspendat. 

Un cortegiu suspendat 1ˆ  nc  poate avea mai multe suporturi, chestiune ce rezultă din 

faptul că cortegiul respectiv conține cel puțin două elemente. El va avea doar un singur suport 

dacă e format exact din două elemente.  Notăm prin )ˆ(cS  mulțimea tuturor suporturilor 

cortegiului .ĉ   

Teorema 2.2.1. Dacă ĉ este un cortegiu suspendat din 1n , atunci în ĉ  există un element 

din X ce nu aparţine altor cortegii maximale din complexul 1n . 

Demonstraţie. Fie ),,(ˆ
10 miii xxxc  , nm 1 , un cortegiu suspendat din 1n  şi orice 

element 
jix  din ĉ , ,0 mj   mai aparţine încă cel puţin unui cortegiu maximal .̂cc   

Conform condiţiei 2 din definiţia 2.2.1, are loc relaţia 0cx
ji   şi pentru orice cortegiu suport 

)ˆ()ˆ(~ cScc   avem: .ˆ)ˆ(~ 0ccccx
ji   Aceasta din urmă conduce la contradicţie cu faptul că 

),,(ˆ
10 miii xxxc   este cortegiu maximal în 1n  (a se vedea condiţia 1 din definiţia 2.2.1). 

Definiţia 2.2.2. Complexul de relaţii multi-are }...,,,{ 1211   nn RRR  se numeşte arbore 

dacă orice subcomplex al său conţine cel puţin un cortegiu suspendat. 

Teorema 2.2.2. Dacă complexul de relații }...,,,{ 1211   nn RRR  este arbore cu cel puţin 

două cortegii maximale distincte, atunci 1n  conţine cel puţin două cortegii suspendate. 

Demonstraţie. Notăm prin  familia tuturor cortegiilor maximale din 1nR  şi definim pe 

această familie funcţia N : , unde  
ji cc ,  este egal cu numărul minim de elemente 

din  ce formează şirul jkkkki cccccc
qq



,,...,

121
 cu proprietatea ,

1


tt kk cc  11  qt . 

Uşor se verifică că funcţia   posedă proprietăţile metricii: 

a) ,0),( ji cc ,ji   cardji  ,1  şi 0),( ji xx  dacă şi numai dacă ji cc  ; 

b) ),,(),( jjji cccc   pentru oricare două elemente ji cc , ; 

c) ),(),(),( jssiji cccccc    pentru oricare trei elemente sji ccc ,,  din  . 
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Astfel, prin funcţia N :  se defineşte distanţa dintre cortegiile maximale ale 

complexului 1n . Numărul q  reprezintă dinstanţa dintre elementele ji cc , . 

Alegem în   două cortegii c  şi c   ce se află la distanţă maximă. Examinăm şirul   

cccccc
qq kkkk




,,...,
121

.                                                    (2.2) 

Conform celor menţionate, obţinem egalitatea: 
 jii kk cc , pentru orice ,2 iqj   

.21  qi  Să presupunem că cel puţin unul dintre cortegiile c , c  , de exemplu c  , nu este 

cortegiu suspendat în 1n . Atunci în  există cel puţin încă un cortegiu c  , diferit de cele 

indicate anterior. Deoarece c , c   sunt cortegii la distanţă maximă, rezultă că dinstanţa între c şi 

c  este determinată de un alt şir de cortegii 

cccccc
rr ssss




,,...,
121

.                                                   (2.3) 

În aceste condiţii, reuniunea şirurirlor (2.2) şi (2.3) conţine o submulţime    care 

formează un ciclu şi fiecare cortegiu în acest ciclu nu este cortegiu suspendat. Ba mai mult, 

subcomplexul de relaţii, determinat de   , nu conţine  cortegii suspendate. Aceasta vine în 

contradicţie cu faptul că 1n  este arbore, cea ce demonstrează afirmația teoremei. 

Pentru complexele de relaţii multi-are  are loc o generalizare a teoremei König, care a mai 

fost studiată şi pentru alte structuri discrete [118]-[122]. Importanţa acestui rezultat este 

determinată, în primul rând, de aplicaţiile la soluţionarea multiplelor probleme, cum ar fi 

problema cuplajului și acoperirii cu vârfuri pentru grafurile bipartite [238], [239]. 

Definiţia 2.2.3. Submulţimea 1RA formează o acoperire cu vârfuri a complexului 1n  

dacă orice cortegiu maximal c conţine cel puţin un element din .A  Acoperirea se numeşte 

minimală dacă aceasta nu conţine o altă acoperire cu vârfuri a complexului 1n , şi se numeşte 

minimă dacă conţine cel mai mic număr de vârfuri printre toate acoperirile din 1n . Cardinalul 

acoperirii minime a complexului 1n  se va nota prin ).( 1n  

Definiţia 2.2.4. Submulţimea   , ce posedă proprietatea , cc  pentru oricare 

două cortegii maximale   cc , , se numeşte intern stabilă. Mulţimea intern stabilă se numeşte 

maximală dacă aceasta nu se conţine într-o anumită mulţime intern stabilă   , şi se 

numeşte mulţime intern stabilă maximă dacă ea conţine un număr maxim de cortegii din  . 

Cardinalul mulţimii intern stabile maxime a complexului 1n  se va nota prin ).( 1n  

În cele ce urmează, mulțimea intern stabilă o vom numi și mulțime de cortegii independente. 

Conform teoremei lui König, dacă G este un graf bipartit, atunci are loc egalitatea: 

),()( GG    unde )(G  reprezintă cardinalul acoperirii minime cu vârfuri pentru ,G  iar 
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)(G  este numărul maxim de muchii independente (mulţimea respectivă de muchii se mai 

numeşte cuplaj maxim al grafului bipartit [45], [123], [302]). 

Teorema lui König poate fi formulată și în cazul complexelor de relaţii multi-are, când 

acesstea sunt arbori cu o proprietăți speciale. Vom defini, mai întâi noțiunea de  stabilitate. 

Definiţia 2.2.5. Complexul de relaţii multi-are 1n  se numeşte  -stabil dacă toate 

acoperile minimale din 1n  conțin  același număr de elemente. 

Fie c  un cortegiu maximal din 1n . Vom nota prin cn \1  subcomplexul ce se obţine din 

1n  la eliminarea cortegiului c  şi a tuturor cortegiilor ereditare ale acestuia. Menţionăm că, în 

caz general, complexul cn \1  ar putea să nu mai fie complex de relaţii de aceeaşi dimensiune 

cu complexul 1n . Desigur, pornind de la definiția complexului de relații multi-are (a se vedea 

definiția 2.1.1), vom ține cont de faptul că, acele elemente ale cortegiului c  care sunt și elemente 

ale altor cortegii maximale din 1n , se păstrează în complexul cn \1 . Celelalte elemente din 

c  se elimină odată cu eliminarea cortegiului propriu-zis. 

Lema 2.2.1. Dacă )ˆ(~ cc  este cortegiul suport al unui cortegiu suspendat ĉ  al complexului 

 -stabil de relații multi-are 1n , atunci sunt adevărate următoarele afirmații: 

1.  




















contrar,caz  în

cdinsuspendatvârfneiconţ

ceimăminacoperireexistăîndacă

c

n

nn

n

),(

,ˆ

,1)(

)ˆ\(

1

11

1





  

2. )())ˆ(~\( 11   nn cc  . 

Demonstrație. Conform definiției 2.2.3, în orice complex de relații multi-are există 

acoperire cu vârfuri. Prin urmare, există atât acoperiri minimale cât şi minime. Deoarece 1n  

este complex  -stabil, orice acoperire minimală  este și minimă. Fie 1)( 1   kn , iar A o 

acoperire minimă cu vârfuri în )( 1n . Uşor se verifică afirmaţia: pentru orice cortegiu 

maximal ĉ  din 1n  are loc inegalitatea: 

)()ˆ\( 11   nn c  .                                                          (2.4) 

Corectitudinea afirmației rezultă din faptul că, dacă într-un complex de relații multi-are 

cunoaștem o acoperire de vârfuri B  și un cortegiu maximal ĉ , atunci la eliminarea din B  a 

vârfurilor suspendate din ĉ , dacă acestea din urmă există, obținem o mulțime nouă ce formează 

acoperire de vârfuri pentru cn ˆ\1 . Observăm că, dacă B  este acoperire minimă și  conține vârf 

suspendat din ĉ , atunci ea nu mai conține și alte vărfuri din ĉ . Să trecem la demonstrarea celor 

două afirmații ale lemei. 
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1) Evident, pentru complexul cn ˆ\1  are loc inegalitatea: 

1)ˆ\( 1   kcn .                                                            (2.5) 

Într-adevăr, dacă admitem contrariul, atunci în cn ˆ\1  există o acoperire cu vârfuri de cardinal 

cel mult k-2. Adăugând la această mulțime un vârf suspendat din ĉ , existența căruia este 

garantată de teorema 2.2.1, obținem acoperire cu vârfuri pentru 1n  care conține cel mult 1k  

elemente. Aceasta contrazice faptul că kn   )( 1 . Prin urmare, ținând cont de relațiile (2.4) și 

(2.5), pentru cn ˆ\1  se respectă una dintre relațiile: 

a) 1)()ˆ\( 11   nn c  , 

b) )()ˆ\( 11   nn c  . 

a) Să admitem că A este acoperirea minimă cu vârfuri în 1n , care conține un vârf 

suspendat cx ˆ . Deoarece x  nu acoperă alte cortegii maximale din 1n  decât cortegiul ĉ , 

rezultă că mulțimea  xA \  este o acoperire cu vârfuri pentru cn ˆ\1 . Atunci, ținând cont de 

faptul că     xAcardn \1    și în baza relației (2.5), obținem egalitatea 

    1ˆ\ 11   nn c  . 

b) Să presupunem totuși că în 1n  orice acoperire minimă A nu conține vârfuri suspendate 

din ĉ . Dacă A  rămâne acoperire minimă și pentru cn ˆ\1 , atunci egalitatea 

   11 ˆ\   nn c   este demonstrată. Dacă A este o acoperire cu vârfuri pentru cn ˆ\1 , însă 

nu și minimă, atunci în cn ˆ\1  există o acoperire B, cardinalul căreia este 1k  (ținem cont de 

relația (2.5)). Alegem un vârf suspendat cx ˆ . Evident, mulțimea  xB  formează o acoperire 

pentru 1n  și    kxBcard  . Deoarece   kn  1 , rezultă că  xB  este acoperire 

minimă cu vârfuri pentru 1n , chestiune evidentă în virtutea definițiilor respective. Aceasta 

vine în contradicție cu presupunerea noastră. 

Din cele două cazuri examinate a) şi b) rezultă afirmația lemei cu privire la valoarea lui 

)ˆ\( 1 cn  – prima afirmaţie a lemei. 

2) Fie A  acoperirea minimă a complexului 1n . În rolul lui A  poate fi orice mulțime ce 

formeazîă acoperire minimală de vârfuri. În  ccn ˆ~\1  există acoperire minimă A . Deci 

  ccAcard n ˆ~\1  . În baza relației (2.4), are loc inegalitatea: 

kcardAAcard  . 

Acoperirea cu vârfuri A  conține cel puțin un vârf y din ĉ . Dacă  cccy ˆ~ˆ , atunci A  

formează acoperire cu vârfuri și pentru 1n . Aceasta implică relația: 
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 1 ncardAAcard  . 

Dacă y este vârf suspendat al cortegiului ĉ  în complexul 1n , atunci înlocuim acest vârf cu un 

vârf  cccz ˆ~ˆ , existența căruia rezultă din definițiile cortegiului suspendat ĉ  și a cortegiului-

suport  cc ˆ~ . Ca rezultat, pentru  ccn ˆ~\1  obținem o acoperire cu vârfuri     zyAB  \ , 

care este acoperire cu vârfuri și pentru 1n . Din aceleași considerente, ca și în cazul examinat 

mai sus, obținem: 

 1 ncardAcardBAcard  . 

Prin urmare, în cazul unui cortegiu suport  cc ˆ~  este adevărată egalitatea: 

    11 ˆ~\   nn cc  . 

Vom stabili, în continuare, o relație importantă ce leagă cele două numere, definite anterior, 

pentru un complex -stabil 1n . 

Teorema 2.2.3. Dacă complexul de relații multi-are 1n  este arbore  -stabil, atunci este 

adevărată egalitatea:    11   nn  . 

Demonstrație. Fie 1n  este arbore și   kn  1 . Notăm prin  rccc ,,, 21   familia 

tuturor cortegiilor maximale din 1n . Vom demonstra afirmația teoremei folosind metoda 

inducției matematice în raport cu cardinalul lui  . 

Ușor se verifică că, în cazul 2,1r , afirmația teoremei este adevărată. Fie 3 rcard . 

Deoarece 1n  este arbore, conform teoremei 2.2.2, acesta conține un cortegiu suspendat ĉ . 

Conform definiției 2.2.1, pentru ĉ  există cortegiul suport  cc ˆ~ . În baza lemei 2.2.1, are loc 

egalitatea: 

     kccnn   ˆ~\11  . 

Conform inducției, pentru  ccn ˆ~\1  are loc egalitatea: 

     cccc nn ˆ~\ˆ~\ 11    , 

ceea ce înseamnă că în  ccn ˆ~\1  există k cortegii maximale independente. Evident, aceste 

cortegii formează o mulțime intern stabilă și în 1n . Prin urmare: 

   11   nn  .                                                        (2.6) 

Să demonstrăm că în 1n  are loc și inegalitatea inversă. Fie A acoperirea minimă cu 

vârfuri a arborelui 1n . În   există o submulțime    care este mulțime maximă intern 

stabilă pentru 1n , adică: 

 1'  ncard  . 
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Deoarece fiecare dintre cortegiile familiei    conține cel puțin un element din A, rezultă 

inegalitatea: 

   11   nn  .                                                       (2.7) 

Din relațiile (2.3) și (2.7) obținem afirmația din teoremă: 

   11   nn  . 

Teorema 2.2.4. Pentru un complex de relații multi-are stabil 1n , cu mulțimea 

maximă intern stabilă  kccc ,,, 21

*  ,  sunt adevărate afirmațiile: 

1) dacă    11   nn  , atunci orice vârf al complexului aparține exact unui cortegiu 

din mulţimea * ; 

2) dacă 1n  este arbore, atunci orice mulțime maximală intern stabilă B, cu proprietatea 

 1 ncardB  , conține toate cortegiile suspendate din 1n ; 

3) dacă 1n  este arbore, atunci orice mulțime maximală intern stabilă B, cu proprietatea 

 1 ncardB  , nu conține nici un cortegiu suport din 1n ; 

4) dacă 1n  este arbore  -stabil și  cc ˆ~  este cortegiu suport al cortegiului suspendat ĉ  

din 1n , atunci complexul  ccn ˆ~\1  este, de asemenea, stabil . 

Demonstrație. Mai întâi, menționăm că, deoarece  kccc ,,, 21

*   este o mulțime 

maximă intern stabilă, are loc egalitatea: 

 1*  ncard  . 

1. În baza condiției    11   nn   obţinem egalitatea   kcardn   *1  , iar 

datorită faptului că 1n  este un complex  -stabil, rezultă că orice acoperire minimală cu 

vârfuri în 1n  conține k elemente. Pentru a demonstra prima afirmație a teoremei 2.2.4 vom 

presupune contrariul. Alegem un vârf arbitrar x al complexului 1n  și admitem că nici un 

cortegiu din *  nu-l conține pe x. (Prima afirmație ar mai însemna că, familia respectivă de 

cortegii conține toate vârfurile.)  

În aceste condiții demonstrăm, mai întâi, că în 1n  există acoperire minimală cu vârfuri 

care conține vârful x. Fie   familia tuturor cortegiilor maximale din 1n . Ținând cont de 

definiția 2.1.1, complexul 1n  este determinat în mod univoc de  . Notăm prin xc  cortegiul 

maximal din   ce-l conține pe x, iar prin      xpxx cccccc ,,, 21     acele cortegii din   care au 

intersecție nevidă cu xc , cardp  . Construim o familie nouă de cortegii maximale   , care se 
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obține din   prin eliminarea cortegiului xc  și înlocuirea cortegiilor  xi cc  prin cortegiile 

    ,\'

xxixi ccccc   pi 1 . Evident,   occ xi ' , pi 0 , însă nu toate vor fi cortegii 

maximale. Deci, 1  cardcard . 

Notăm prin    familia tuturor cortegiilor maximale din   , iar prin     complexul de 

relații determinat de   . Fie A  mulțimea minimală de vârfuri din    , care formează o 

acoperire a tuturor cortegiilor din   . Astfel, vor fi acoperite toate cortegiile maximale, dar și 

acele cortegii din    care nu sunt maximale, însă au fost obținute din  xi cc , pi 1 , prin 

operația menționată mai sus. În complexul inițial 1n , mulțimea A  acoperă toate cortegiile 

maximale cu excepția lui xc . Aceasta rezultă din cele examinate și definiția noțiunii de 

acoperire. Formând mulțimea  xAA  , obținem o acoperire minimală cu vârfuri a 

complexului 1n . 

Fie A acoperirea minimală ce conține vârful x. Această mulțime conține cel puțin câte un 

vârf din fiecare cortegiu din * . Deoarece kcard * , iar conform presupunerii, vârful x nu 

aparține cortegiilor din * , obținem inegalitatea: 

1*  cardcardA , 

ceea ce vine în contradicție cu faptul că 1n  este complex stabil  și   kn  1 . Prin 

urmare, afirmația 1 din teoremă este demonstrată. 

2. Fie 1n  un arbore. Alegem o mulțime maximală intern stabilă B cu  1n  elemente. 

În conformitate cu afirmația 1, fiecare vârf din 1n  trebuie să aparțină exact unui cortegiu din 

B. Să admitem că un anumit cortegiu suspendat ĉ  nu aparține mulțimii B. Atunci vârful 

suspendat cx ˆ  nu aparține nici unui cortegiu din B. Contradicția obținută demonstrează 

afirmația 2 din teoremă. 

3. Conform afirmației 2, o mulțime maximală intern stabilă B conține toate cortegiile 

suspendate ale complexului 1n . Să admitem că cortegiul suport al unui cortegiu suspendat 

aparține mulțimii B. Atunci în B vor fi două cortegii maximale cu intersecție nevidă. Contradicție 

cu definiția mulțimii intern stabile. 

4. Fie  tccc ,,,ˆ
21   mulțimea tuturor cortegiilor maximale din 1n . Amintim că, la 

eliminarea din 1n  a unui cortegiu suspendat, se obține un complex nou cu un număr mai mic 

de vârfuri. Vom demonstra afirmația 4 a teoremei folosind metoda inducției matematice în raport 

cu numărul n de vârfuri ale arborelui. Evident, în cazul 1n , afirmația din teoremă este 
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adevărată. Admitem că afirmația e adevărată pentru orice arbore stabil  cu sn   vârfuri și 

vom examina un arbore stabil  cu 1s  vârfuri, unde 1s . 

Conform definiției 2.2.3, în 1n  există acoperire minimală A. Deoarece arborele este 

stabil , toate acoperirile minimale conțin același număr de vârfuri (a se vedea definiția 

2.2.5). Aceasta din urmă permite să considerăm adevărată egalitatea:   kcardA n  1 . În 

arborele 1n  alegem cortegiul suspendat ĉ  și examinăm complexul  ccn ˆ~\1 . Conform 

afirmației 2 din lema 2.2.1, are loc egalitatea: 

))ˆ(~\()( 11 cckcardA nn    . 

Alegem în mod arbitrar o mulțime minimală de vârfuri A  a complexului  ccn ˆ~\1 . Vom arăta 

că kAcard  , ceea ce ar însemna că  ccn ˆ~\1  este arbore stabil . Mulțimea A  poate să 

conțină sau să nu conțină vârfuri din cortegiul-suport  cc ˆ~ . 

Dacă A  conține cel puțin un vârf din cortegiul  cc ˆ~ , atunci A  formează acoperire cu 

vârfuri și pentru 1n  și atunci, kAcard  . 

Fie  mulțimea A  nu conține elemente ce aparțin cortegiului-suport  cc ˆ~ . Pentru a 

demonstra egalitatea kAcard  , vom presupune contrariul. Fie kAcard  . (Menționăm că, 

deoarece    kccn   ˆ~\1 , inegalitatea kAcard   nu e posibilă.) 

Vom demonstra mai întâi că, în aceste condiții, în  ccn ˆ~\1  există cel puțin un vârf x cu 

proprietățile: 

a) ;Ax   

b) x  nu se află printre vârfurile cortegiului  cc ˆ~  ce se păstrează în complexul  ccn ˆ~\1 . 

Dacă notăm prin )( 1n
V  mulțimea tuturor vârfurilor complexului 1n , atunci condițiile 

a) și b) semnifică:   ccAx n ˆ~\)( 1  
V . 

Presupunem contrariul, ceea ce înseamnă că  ccAn ˆ~)( 1  
V . Menționăm că pentru 

orice vârf Ay   în complexul  ccn ˆ~\1  există un cortegiu maximal  yc  care nu mai conține 

alte elemente din A . Într-adevăr, dacă un astfel de cortegiu  yc  nu există, atunci  yA \ , de 

asemenea, formează acoperirea cu vârfuri pentru  ccn ˆ~\1 , ceea ce vine în contradicție cu 

condiția că A  este acoperire minimă. 

Deoarece 1n  este arbore, conform teoremei 2.2.3, are loc egalitatea    11   nn  . 

Din afirmația 3 a teoremei rezultă că   *ˆ~ cc , iar din presupunerea kAcard   rezultă că 

există cel puțin un cortegiu 
*jc  pentru care se respectă relația: 
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  2 jcAcard , 

ceea ce implică egalitatea: 

  Acccc jj
ˆ~\ . 

Fie   2,,,, 21  hzzzAc hj  . Conform celor demonstrate mai sus, există h cortegii 

maximale      hzczczc ,,, 21  , încât: 

     ,ˆ~\ ii zcczc   hi 1 . 

Examinăm, în continuare, subcomplexul din ,1n  generat de cortegiile maximale 

     hj zczcccc ,,,ˆ~, 1  . Conform teoremei 2.2.2, complexul obținut conține cel puțin două 

cortegii maximale suspendate și, prin urmare, cel puțin două vârfuri suspendate. Ținând cont de 

modul în care s-a construit acest complex, rezultă că doar cortegiul  cc ˆ~  conține vârf suspendat. 

Contradicția obținută demonstrează existența în complexul  ccn ˆ~\1  a unui vârf x ce posedă 

proprietățile a) și b) indicate mai sus. 

Vom demonstra acum că presupunerea kAcard   este greșită, ceea ce va însemna 

corectitudinea afirmației teoremei. 

Eliminăm vârful x din arborele 1n . Ca rezultat, unele cortegii maximale din 1n  ar putea 

să dispară. Notăm complexul obținut prin  , iar prin  sccc  ,,, 21     mulțimea tuturor 

cortegiilor maximale din  ,  ˆcardtscard  . Complexul   posedă proprietățile: 

I. Orice componentă conexă din   este arbore. Într-adevăr, alegem în   un subcomplex 

arbitrar 0  cu mulțimea de cortegii maximale distincte  
000

,,, 21 rccc   , tr 0 . Deoarece 1n  

este arbore, rezultă că subcomplexul acestuia, determinat de cortegiile maximale ce corespund 

cortegiilor 
000

,,, 21 rccc   , conține un cortegiu suspendat ĉ . Ținând cont de modul de alegere a 

vârfului x, rezultă că în 0  acestui cortegiu îi corespunde cortegiul cˆ  care, de asemenea, este 

suspendat, precum și cortegiu suport  cc ˆ~ . Conform definiției 2.2.2,  aceasta însemnă că orice 

componentă conexă din   este arbore. 

II. Orice acoperire minimală cu vârfuri a complexului 1n , ce nu conține vârful x, rămâne 

acoperire minimală și pentru  . Menționăm că, din cele demonstrate anterior cu privire la 

existența vârfului x rezultă că în 1n  există acoperiri minimale menționate. Totodată, orice 

acoperire minimală cu vârfuri din   este acoperire minimală și pentru 1n . Deoarece 1n  

este arbore  -stabil, rezultă că și   este  -stabil. Ba mai mult, are loc egalitatea: 

    kn    1 . 
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Din proprietățile I și II rezultă că, fără a pierde din generalitate, e suficient să examinăm 

doar cazul când   este arbore, adică e format dintr-o singură componentă conexă. (Aici e 

necesar de menționat faptul că, într-un arbore 1n  orice element  Xx  aparține cel puțin 

unui cortegiu maximal ce conține cel puțin două elemente din X .) 

Să notăm acum prin   arborele ce se obține din  ccn ˆ~\1  la eliminarea vârfului x. 

Observăm că, doar cu excepția cortegiului  cc ˆ~ , toate cortegiile maximale din   coincid cu 

cortegiile maximale din  . Deoarece   ccAx n ˆ~\)( 1  
V , rezultă că arborele 

xn \1  conţine cortegiul  cc ˆ~ .  

Dacă într-un complex de relații 1n  există acoperire cu vârfuri ce conține un vârf 

suspendat, atunci înlocuind acest vârf cu un vârf nesuspendat al aceluiași cortegiu, obținem din 

nou o acoperire cu vârfuri a complexului 1n . Această situație permite să trecem de la studierea 

unei acoperiri ce conține vârfuri suspendate la o acoperire ce nu conține astfel de vârfuri, iar 

cardinalul ultimii nu depășește cardinalul mulțimii inițiale. 

Prin urmare, la construirea complexelor   și  , elementul x  poate fi ales în așa mod 

încât acesta posedă nu numai proprietățile demonstrate a) și b), însă mai este și un vârf suspendat 

în 1n . Examinăm cazurile: 

1) x  este vârf suspendat și aparține unui cortegiu cc ˆ . Împreună cu condiția  ccx ˆ~ , 

aceasta înseamnă că mulțimea ce formează acoperire minimală în  , va forma acoperire 

minimală și în )ˆ(~\1 ccn . Deoarece   este  -stabil, rezultă că și )ˆ(~\1 ccn  este  -stabil. 

2) x  este vârf suspendat în ĉ , însă în ĉ  mai există și alte vârfuri suspendate. Atunci )ˆ(~ cc  

rămâne cortegiu-suport pentru xc ˆ  în complexul  . În rezultat, din aceleași considerente ca și 

în primul caz, obținem că )ˆ(~\1 ccn  este  -stabil. 

3) x  este unicul vârf suspendat în ĉ . Reeșind din definiția arborelui, precum și din faptul că 

1n  este  -stabil, deducem că în complex mai există cel puțin un cortegiu suspendat, diferit de 

ĉ . Aceasta ne permite să luăm în calitate de x  vârful din acest cortegiu. Prin raționamente 

similare, ajungem la concluzia că )ˆ(~\1 ccn  este  -stabil. 

Prin urmare, și cea de-a patra firmație a teoremei este edevărată. 

Lema 2.2.2. Dacă complexul de relații multi-are 1n cu mulțimea de cortegii maximale   

posedă proprietățile: 

a) 1n  este arbore; 

b) ;2card  
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c) 1n  este  stabil; 

d)   kn  1  și în 1n  există exact k cortegii suspendate,  

atunci orice cortegiu din   care nu este suspendat în 1n  nu conține vârfuri suspendate. 

Demonstrație. Condiția 2card este determinată de definiția 2.2.1. 

Deoarece 1n  este arbore, conform teoremei 2.2.3 este adevărată egalitatea 

   11   nn   Prin urmare, în 1n  există mulțime maximală intern stabilă cu )( 1n  

elemente. Fie },...,,{ **

2

*

1

*

kccc  mulțimea maximală intern stabilă. În baza afirmației 1 din 

teorema 2.2.4, toate vârfurile arborelui 1n  aparțin cortegiilor din .*  Conform afirmației 2 din 

teorema 2.2.4, toate cortegiile din * sunt cortegii suspendate, deoarece 1n  conține exact k  

cortegii suspendate (conform proprietăţii )d . Ca consecință, din cele menționate rezultă că, un 

cortegiu nesuspendat din 1n  nu conține vârfuri suspendate. 

Teorema 2.2.5. Dacă 1n  este un arbore  stabil cu mulțimea de cortegii maximale 

, ,3card  și   ,1 kn    atunci 1n  conține exact k  cortegii suspendate. 

Demonstrație. Fie .3 qcard  Vom demonstra afirmația din teoremă prin metoda 

inducției matematice în raport cu numărul q  de cortegii maximale din 1n . Condiția 3q  este 

determinată de faptul că pentru 1q  nu avem cortegiu suspendat în 1n  (a se vedea definiția 

2.2.1), iar pentru 2q , arborele respectiv nu ar fi  stabil (într-un astfel de arbore există 

mulțime minimală de acoperire din două vârfuri și există mulțime minimală cu un singur vârf – a 

se vedea figura 2.1). 

Fie .3q  Unicul arbore care în acest caz satisface condițiile teoremei este determinat de trei 

cortegii maximale 321 ,, ccc  ce posedă proprietățile: ,31  cc   ,1 121 ccardcccard   

  ,1 323 ccardcccard       22321 ccccc  . Atunci   21  n  și 1n  conține doar 

două cortegii suspendate. 

 
 

Fig. 2.1. Cazul .3card  Cel puțin vârfurile x și y  sunt vârfuri suspendate. 

Mulțimi minimale de acoperire: },{},{ zxy .  
 

Vom examina în continuare cazul general .3q  Alegem în 1n  un cortegiu suport  cc ˆ~  al 

unui cortegiu suspendat .ĉ  Menționăm că cortegiul  cc ˆ~  nu poate fi și cortegiu suspendat, 
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deoarece în caz contrar vom obține în 1n  o mulțime intern stabilă ce conține ambele cortegii ĉ  

și  cc ˆ~  (a se vedea demonstrația lemei 2.2.2). 

Complexul  ccn ˆ~\1  este  stabil, conform afirmației 4 din teorema 2.2.4, și 

     ,ˆ~\ 11 kcc nn     conform afirmației 2 din lema 2.2.1. Prin urmare, complexul 

 ccn ˆ~/1  satisface condițiile teoremei (chiar dacă  ccn ˆ~/1  nu este conex, atunci fiecare 

componentă conexă este arbore). Conform inducției matematice, în  ccn ˆ~/1  există exact 

k cortegii suspendate. Dacă c este un cortegiu suspendat în 1n , atunci conform lemei 2.2.2, 

acesta rămâne cortegiu suspendat și în  ccn ˆ~/1  (rezultă din cele expuse anterior). Pentru a 

demonstra teorema, acum este suficient să arătăm că fiecare din cele k cortegii suspendate din 

 ccn ˆ~/1  este cortegiu suspendat și în 1n . 

Pentru comoditate, în cele ce urmează vom nota  .ˆ~/1 ccn  Fie s

k

ss ccc ,...,, 21  cortegiile 

suspendate din  , iar mccc  ,...,, 21    celelalte cortegii din  . În 1n , în afară de aceste cortegii 

mai există doar cortegiul  cc ˆ~ . Examinăm în continuare două cazuri, în dependență de numărul 

de cortegii suport din 1n . 

A) În 1n  nu există alte cortegii suport afară de  cc ˆ~ . Să presupunem că doar primele t  

cortegii s

t

ss ccc ,...,, 21 sunt cortegii suspendate și în 1n  .mt   Excludem aceste cortegii din 1n . 

Obținem un complex nou t , determinat de celelalte cortegii din  . În complexul t  fiecare 

componentă conexă este arbore ( a se vedea definiția 2.2.2). Prin urmare, t  conține cel puțin 

două cortegii suspendate (conform teoremei 2.2.2). 

Cortegiile mccc  ,...,, 21  nu au vârfuri suspendate în 1n , deoarece conform inducției, acestea 

nu au astfel de vârfuri în  . În complexul  aceste cortegii, de asemenea, nu conțin vârfuri 

libere (se ține cont de faptul că  cc ˆ~  este unicul cortegiu suport din 1n  și, deci, 

  ,ˆ~ s

i

s

ij ccccc   ,1 mj   ti 1 ).  

Prin urmare, nici unul dintre cortegiile mccc  ,...,, 21  nu poate fi cortegiu suspendat în t . 

Deoarece în t  fiecare componentă conexă este arbore, rezultă că cel puțin unul dintre cortegiile 

s

k

s

t cc ,....,1  este suspendat. Fie acesta este cortegiul s

kc , ceea ce implică existența cortegiului 

suport  s

kcc~  în t . Luând în considerație faptul că în 1n  toate cortegiile suspendate nu se 

intersectează două câte două, obținem următoarele: 

a)   0~
0  cccc s

k

s

k  ; 
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b) 0ccc s

k
 , pentru orice cortegiu din 1n , care diferă de s

kc . 

Aceasta înseamnă că s

kc  este cortegiu suspendat în 1n , ceea ce vine în contradicție cu 

presupunerea că cortegiile s

k

s

t cc ,....,1  nu sunt cortegii suspendate în 1n . Prin urmare, în primul 

caz (cazul A ), afirmația teoremei este adevărată.  

B) Să presupunem că complexul 1n  conține cel puțin două cortegii suport. Fie, pe lângă 

cortegiul  cc ˆ~  în 1n , mai există un cortegiu suport c . Din demonstrația lemei 2.2.2 rezultă că 

},...,,{ 21
s
k

ss ccc  este o mulțime maximală intern stabilă, de unde obținem: s

icc  , ki 1 . Să 

demonstrăm că fiecare dintre cortegiile s

k

ss ccc ,...,, 21  este suspendat în 1n . Alegem în mod 

aleator unul dintre aceste cortegii, de exemplu sc1 . 

Deoarece sc1  este cortegiu suspendat în ' , există un cortegiu suport   scc 1
~ . Vom nota prin 

   complexul ce se obține din 1n  la eliminarea cortegiului c . Mulțimea  skss ccc ,...,, 21  rămâne 

mulțime maximală intern stabilă și pentru   . Conform inducției matematice, obținem că sc1   

este cortegiu suspendat în   . Prin urmare, în    există cortegiul suport   scc 12
~ . Din cele 

expuse mai sus rezultă: 

a) în complexul   există cortegiul suport  scc 11
~ ; 

b) în complexul    există cortegiul suport  scc 12
~ ; 

c)  ss cccc 111
~ ; 

d)   sss ccccc 1211   . 

Pentru a demonstra că sc1  rămâne cortegiul suspendat și în 1n , vom examina în continuare trei 

cazuri. 

1)  scc 11
~  și c  sunt cortegii distincte. Atunci  scc 11

~  este un cortegiu din   , iar din condiția 

b) rezultă:    cccc s ˆ~~
211  . Aceasta din urmă conduce la concluzia: sc1  este un cortegiu suspendat 

în 1n , cu cortegiul suport  scc 12
~ . 

2)  scc 12
~  și ĉ  sunt cortegii distincte. În mod similar cu cazul precedent, obținem că sc1  este 

cortegiu suspendat în 1n  cu cortegiul suport  scc 11
~ . 

3) Fie perechile de cortegii  scc 11
~ , c  și  scc 12

~ , ĉ  coincid, adică sunt adevărate egalitățile: 

  ccc s 11
~ ,   ccc s ˆ~

12  . Dacă în aceste condiții presupunem că sc1  nu este cortegiul suspendat în 

1n , atunci datorită relațiilor a)   d), obținem:  



 73 

3.a)   ss ccccc 11
ˆ~   ; 

3.b)   ss ccccc 11
ˆ~   ; 

3.c)    ss cccccc 11
ˆ~   , pentru orice cortegiu c , diferit de  cc ˆ~ , c , sc1 . 

Aceste relații determină existența a două vârfuri a  și b  în 1n  cu proprietățile: 

  sccca 1
ˆ~   și ca  , 

sccb 1 și  ccb ˆ~ . 

Dacă prin Z  am notat mulțimea tuturor vârfurilor din 1n , atunci prin   ),,ˆ~( 1

scccc Z  

vom  nota mulțimea vârfurilor cortegiilor  cc ˆ~ , c  și sc1 . Fie    complexul care se obține din 

1n  la eliminarea celor trei cortegii menționate. Să arătăm că în condițiile create, pentru orice 

cortegiu c  din    are loc relația   cccc  ˆ~ . Admitem totuși că un astfel de cortegiu c  există. 

Notăm prin 1  complexul ce se obține din 1n  la eliminarea cortegiilor  cc ˆ~ , c , sc1  și c . 

Complexul 1  satisface condițiile teoremei 2.2.1. Prin urmare, putem afirma că în 1  există cel 

puțin două cortegii suspendate. Deoarece conform presupunerii, cortegiul  satisface relația 

  cccc  ˆ~ , rezultă că c  nu conține vârfuri suspendate, ceea ce înseamnă că acest cortegiu nu 

poate figura printre cortegiile suspendate. Din condițiile 3.a) și 3.b) rezultă că  scc 11
~  nu poate fi 

cortegiu suspendat, deoarece în caz contrar cortegiul c  trebuie să fie cortegiu suport pentru  cc ˆ~  

și c . Ca rezultat obținem    ss ccccc 11
ˆ~   . Aceasta din urmă conduce la relaţia ca , ceea ce 

vine în contradicție cu condiţiile 3.a) şi 3.b) indicate mai sus. 

Din cele examinate rezultă că  cc ˆ~   și c  sunt cortegiile suspendate în 1 . Să-l examinăm 

pe  cc ˆ~ . Dacă c  este cortegiu suport pentru  cc ˆ~ , atunci      cccccccs  ˆ~ˆ~
1  , ceea ce este 

în contradicție cu relațiile 3.a) şi 3.b). Dacă  este cortegiu suport pentru  cc ˆ~ , atunci 

   ccccccs ˆ~ˆ~
1   , adică ca , ceea ce iarăși contrazice relațiilor 3.a) – 3.b). Din motive 

similare, cortegiile  cc ˆ~  și c  nu pot fi cortegii suport pentru c . În consecință, aceasta ar 

însemna că sc1  este cortegiu suport și pentru  cc ˆ~ , și pentru c , de unde:    cccccc s ˆ~ˆ~
1    și 

cccc s   1 . Aceasta conduce la relația scc 1 , ceea ce nu poate fi. 

Astfel s-a demonstrat că în    și în 1n  orice cortegiu diferit de  cc ˆ~  și c  conține cel 

puțin un vârf ce nu este în   cc ˆ~ , c . Datorită relațiilor 3.a) – 3.b), putem astfel să afirmăm că în 

1n , în orice cortegiu  ccc ˆ~ , c , există vârf ce nu aparține lui sc1 . Prin urmare, în    există 

acoperire minimală A  cu vârfuri ce nu conține vârfuri din   cc ˆ~ , c  și sc1 . Are loc relația: 
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1 kcardA ( 1k  reprezintă numărul de cortegii independente din   ). Ca rezultat, mulțimea 

 baA ,  este acoperire minimală pentru 1n  cu cel puțin 1k  vârfuri. Aceasta vine în 

contradicție cu faptul că 1n  este arbore  -stabil și )( 1 nk  . Contradicția obținută 

demonstrează că cortegiul suspendat din   este suspendat și pentru 1n . Deci 1n  conține 

exact k  cortegii suspendate.  

 

2.3. Reprezentarea complexului de relații multi-are prin quasisimplexe abstracte 

 

Definind noţiunea de G-complex de relaţii multi-are (a se vedea definiţia 2.1.1), nu au fost 

impuse anumite restricţii asupra cortegiilor de elemente din care este format 1n . Totuşi, din 

punct de vedere intuitiv, uneori este mai comod de a studia unele proprietăţi şi noţiuni noi legate 

de relaţiile multi-are, pornind de la un caz special al complexului – când cortegiile din care 

acesta e format nu conţin repetări de elemente. Folosind cortegiile fără repetări ale elementelor, 

vom interpreta complexul de relaţii ca o familie de simplexe abstracte obişnuite şi apoi vom 

vorbi despre 1n  ca un complex de quasisimplexe. Astfel de complexe le generalizează pe cele 

studiate de către V. Boltyanski [305], I.Saveliev [115], etc., fiind determinate de produsul 

cartezian a unei mulțimi de elemente. 

Definiţia 2.3.1. Cortegiul 1)...,,,(
10

 m

iii Rxxx
m

, elementele căruia sunt distincte două câte 

două, se va numi simplex abstract cu dimensiunea m  şi se va nota prin 

.dim,)...,,,( 1

10

m

i

m

iii

m

i smRxxxs
m

  Orice cortegiu de elemente 1)...,,,(
10

 l

jjj Rxxx
l

care 

este un subşir ereditar din m

is  se va numi faţetă cu dimensiunea l a simplexului m

is  şi se va nota 

prin .),...,,,(
10

m

i

l

jjjj

l

j ssxxxs
l

  Faţetele cu dimensiunea zero se vor numi vârfuri, iar cele 

cu dimensiunea unu   muchii ale simplexului m

is . 

Dacă 1n este finit şi orice cortegiu din 11,  nmRm , respectă definiţia 2.3.1, atunci 

1n  este un complex de relaţii multi-are examinat în [17], [18], [44]. Vom aminti câteva aspecte 

suplimentare din examinările acestui caz particular ale lui 1n , utile pentru cele ulterioare. 

Atragem atenția cititorului că, complexul infinit de relații multi-are necesită cercetări 

suplimentare și nu constituie obiectul de studiu al prezentei lucrări.  

Mulţimea tuturor simplexelor m dimensionale, determinate de elementele relaţiei 1mR , o 

vom nota prin },...,,{ 21

mmmm

m
sssS  , 

1 mm

m cardRcardS , .0 nm   Mulțimea simplexelor 

0-dimensionale reprezintă mulțimea de vârfuri ale lui 1n . 
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Este clar că o submulţime formată din m+1 elemente din X, distincte două câte două, pot 

genera mai multe simplexe abstracte cu dimensiunea m . Numărul maxim al acestora coincide cu 

numărul de permutări diferite ale acelor 1m  elemente, adică (m+1)!. Prin urmare, simplexele 

abstracte distincte cu dimensiunea m  „întinseˮ pe 1m  vârfuri din X, ni le putem imagina drept 

nişte membrane ce înfăşoară aceste vârfuri. 

În cele ce urmează, vom nota prin mS  mulţimea tuturor simplexelor cu dimensiunea m, 

determinate de cortegiile din 1mR . 

Astfel, complexul de relaţii multi-are )...,,,( 1211   nn XXXX  poate fi reprezentat și 

în modul următor: 

,)...,,,( 10 nnSSS K                                           (2.8) 

considerând: 

12110 ...,,,  nn RSRSRS  

și păstrând pentru nK  aceeaşi denumire de complex. Numărul n  se numeşte dimensiune a lui 

nK  și se notează nn Kdim . Prin urmare, are loc egalitatea ,)()1( 1 nn mskmsk K   

.1 nm   

Fie mm

i Ss   un simplex abstract cu dimensiunea m. Vom generaliza noţiunea de stea, 

cunoscută din [33], [301]. 

Definiţia 2.3.2. Mulţimea tuturor simplexelor din nK  cu dimensiunea mai mare decât m , 

pentru care m

is  este faţetă comună, se numeşte stea a simplexului m

is , nm 0 ,  şi se va nota 

prin st m

is . 

Fie  W  o mulțime de simplexe din nK , iar is    un simplex arbitrar al acestuia. Prin 

analogie cu literatura clasică, vom spune că is  este incident mulțimii W , dacă în W  există cel 

puțin un simplex ce conține cel puțin o fațetă comună cu is . Astfel, orice simplex al stelei 

st m

is este incident lui m

is .  

Remarca 2.3.1. Complexul de relaţii nK  nu este un complex simplicial abstract [32], 

deoarece acelaşi set de vârfuri poate determina mai multe simplexe abstracte. 

Ţinând cont de analogiile de mai sus, un complex de relaţii multi-are va fi reprezentat în cele 

ce urmează prin una dintre următoarele două variante echivalente [57]. 

,)...,,,( 1121   nnn RRRK  

),...,,,( 10 nn SSSK  
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unde mS  reprezintă familia de simplexe m dimensionale din nK , 0≤m≤n, .m

m Scard  

Definiţia 2.3.3 [4], [303]. Pentru  complexul de relaţii )...,,,( 101 nnn SSS  K  definim 

funcţia cu valori întregi: 





n

i

i

in

0

,)1()(  K                                                     (2.9) 

numită caracteristica Euler a complexului nK , unde ,i
i Scard  .0 ni   

Acum vom generaliza noțiunea de simplex, acceptând cortegiile ce admit repetări ale 

elementelor din X . Fie )...,,,( 1211   nn RRR  complexul generalizat de relaţii, definit în 2.1. 

Definiţia 2.3.4. Un cortegiu 1)...,,,(
10

 m

iii Rxxx
m

 al G-complexului de relaţii multi-are 

)...,,,( 1211   nnn RRRK  se va numi quasisimplex abstract cu dimensiunea m şi se va 

nota prin ),...,,,(
10 miii

m xxxQ   iar familia de quasisimplexe cu dimensiunea m  – prin mQ , 

0≤m≤n. 

Conform definiţiei 2.1.1, un cortegiu )...,,,(
10 miii xxx din relaţia 1mR  poate avea mai multe 

elemente ce coincid. De exemplu, e posibil ca lui 1mR  să-i aparţină chiar şi cortegiul 

)...,,,(
jjj iii xxx  cu un singur element Xx

ji  , repetat de m+1 ori, care reprezintă o generalizare 

a buclei din teoria grafurilor [5]. Aici se va păstra noţiunea de buclă cu mai multe dimensiuni. 

Însă, generalizând, buclele acestea pot avea şi forme mai complicate. Problema clasificării 

buclelor pentru un cortegiu nmRxx m

ii m
  1,)...,,( 1

0
, se face prin intermediul noţiunii de 

izomorfism şi ţine de un obiect de studiu aparte. Buclele complexului pot servi drept instrument 

eficient pentru clasificarea unor tipuri de varietăți abstracte [177]. Cele menţionate mai sus ne 

impune a considera 

Remarca 2.3.2. Orice simplex abstract reprezintă un quasisimplex, însă nu orice 

quasisimplex este simplex abstract. Cortegiul )...,,,(
11 miii xxx nu este simplex abstract, deoarece 

elementul 
1i

x  figurează în acest cortegiu de cel puţin două ori. 

Un quasisimplex abstract vom obişnui uneori să-l mai numim simplex degenerat, care diferă 

de simplexul obişnuit prin prezenţa buclelor, menţionate mai sus. 

Definiţia 2.3.5. Quasisimplexul 
l

jjj

l

l
xxxQ Q )...,,,(

10
, care este un subşir ereditar al 

quasisimplexului 
m

iii

m

m
xxxQ Q )...,,,(

10
se va numi quasifaţetă cu dimensiunea l a 

quasisimplexului mQ . 

Faţeta lui mQ , 1≤m≤n, evident, reprezintă la fel un quasisimplex (vezi definiţia 2.3.4). 



 77 

Luând în consideraţie formula de calcul a caracteristicii Euler menţionată în definiţia 2.3.3, 

în mod trivial se demonstrează următoarele două teoreme: 

Teorema 2.3.1. Dacă 1nK şi 2nK  sunt două subcomplexe de relaţii multi-are ale 

complexului nK , atunci 

).()()()( 212121 nnnnnn KKKKKK    

Teorema 2.3.2. Dacă şirul qnnn KKK ...,,, 21  reprezintă toate componentele conexe ale 

complexului nK , atunci 





q

i

in

0

)()( KK  .                                       (2.10) 

Menţionăm că relaţiile multi-are ,,...,,, 121 nn RRRR  ce reprezintă G-complexul de relaţii 

multi-are 1n  (a se vedea definiţia 2.1.1), sunt familii de quasisimplexe abstracte cu 

dimensiunile 0, 1, ..., n, pe care le notăm prin nQQQ ...,,, 10 . În cele ce urmează, G-complexul 

de relaţii 1n  reprezentat prin quasisimplexe, îl vom numi complex de quasisimplexe abstracte 

şi, pentru a-l deosebi de complexul simplu, studiat mai sus, îl vom nota prin 

)...,,,( 10 nn QQQK  . 

 

2.4. Orientarea quasisimplexelor şi matricele de incidenţă 

 

Fie )...,,,( 10 nn QQQK   un G-complex de relaţii multi-are şi ,, m

mm

j jQ Q  un 

quasisimplex arbitrar, reprezentat .0),...,,,(
10

nmxxxQ
mjjj

m

j   Se consideră: 

....,,1,0, nmcard m

m  Q  

Pentru succesiunea de indici )...,,,( 10 mjjj  vom nota prin )...,,,( 10 mjjjt  numărul tuturor 

inversiunilor [40] cortegiului dat. Menţionăm că, dacă ,sr jj   unde s>r, şi după rj  mai sunt 

indici egali cu sj , atunci numărul de inversiuni creşte cu numărul respectiv. 

Definiţia 2.4.1. Dacă pentru quasisimplexul 
mm

jQ Q numărul )...,,,( 10 mjjjt  este par, 

atunci m

jQ  se numeşte quasisimplex orientat pozitiv şi se va nota prin m

jQ , iar dacă 

)...,,,( 10 mjjjt  este impar, atunci 
m

jQ  se va numi quasisimplex orientat negativ şi se va nota 

prin 
m

jQ . Quasisimplexul orientat 
mm

jQ Q  se va nota: 

]....,,,[
10 mjjj

m

j xxxQ   
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Astfel, orice permutare a elementelor )...,,,(
10 mjjj xxx  reprezintă un quasisimplex            

m -dimensional orientat. În total sunt )!1( m  astfel de simplexe. Fiecare quasisimplex orientat 

]...,,,[
10 mjjj

m

j xxxQ   se caracterizează prin topul său – vârful 
0j

x , şi baza, reprezentată prin 

quasisimplexul orientat ]...,,[
1 mjj xx .  

Dacă pentru quasisimplexul orientat ]...,,,[
10 mjjj

m

j xxxQ   cunoaştem orientarea acestuia, 

atunci vom folosi notaţia: ]...,,,[)(
10 mjjjj

m

j xxxmQ  , unde 1)( mj , în cazul când 

quasisimplexul este orientat pozitiv, şi 1)( mj , în cazul când acesta este orientat negativ. 

Fie 11   mm

jk
Q Q  un quasisimplex cu dimensiunea m-1, care se obţine din quasisimplexul 

mm

jQ Q  prin eliminarea unui vârf 
kj

x . Prin urmare, 1m

jk
Q  este o quasifaţetă a simplexului m

jQ , 

opusă vârfului 
kj

x . Acest  quasisimplex poate fi notat şi astfel: 

]....,,,...,,,[
1110

1

mkkk jjjjj

m

j xxxxxQ


  

Evident, nu orice faţetă a unui quasisimplex poate servi drept bază a acestuia, însă putem 

construi un alt quasisimplex cu baza respectivă. Dacă 
kj

x  nu este topul quasisimplexului m

jQ , 

adică 
0jj xx

k
 , atunci quasisimplexul cu baza ]...,,,...,,,[

1110

1

mkkk jjjjj

m

j xxxxxQ


  se va nota 

prin 1 m

jj kk
Qx . 

Definiţia 2.4.2. Două quasisimplexe mm

jQ Q  şi 11   mm

iQ Q , dintre care 1m

iQ  este 

quasifaţetă a quasisimplexului m

jQ , opusă unui vârf 
kj

x  din m

jQ , adică 11   m

j

m

i k
QQ , se numesc 

kj
x -coerente, dacă quasisimplexele m

jQ  şi 1 m

jj kk
Qx   sunt orientate la fel, adică ambele sunt 

orientate pozitiv sau ambele sunt orientate negativ. 

În cazul când contextul nu o cere, quasisimplexele 
m

jQ  şi 
1m

jk
Q  le vom numi quasisimplexe 

coerente, fără a indica vârful 
kj

x . 

Menţionăm că, în conformitate cu regula de determinare a semnului, toate simplexele cu 

dimensiunea zero se consideră orientate pozitiv, chestiune întâlnită în literatură sub diverse 

aspecte [52], [57], [300], [305]. 

Nu vom extinde aici noţiunea de coerenţă asupra quasisimplexelor, dimensiunile cărora 

diferă mai mult decât cu o unitate. 

Definiţia 2.4.3. Se numeşte coeficient de  -incidenţă a quasisimplexului 

nmQ mm

j  0,Q , în raport cu quasisimplexul ,11   mm

iQ Q  numărul 
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,,0

,,1

,,1

),( 1

1

contrarcazîn

enoncoerentexequasisimplsuntQşiQdacă

coerenteexequasisimplsuntQşiQdacă

m m

i

m

j

m

i

m

j

i

j  

unde  .,1

1

m

m

m

m cardjcardi QQ  

  

Observăm că egalitatea 0),( mi

j  are loc doar în cazul când 1m

iQ  nu e faţetă pentru m

jQ . 

Coeficientul de  -incidenţă a două quasisimplexe orientate m

jQ  şi 1m

iQ , în ordinea indicată, 

se va nota: 

).,(]:[ 1  mQQ i

j

m

i

m

j   

Dacă m

jQ  este quasisimplexul reprezentat de elementele  mxxx ,...,, 10 , și anume 

],...,,[ 10 m

m

j xxxQ  , iar ],...,,,...,,[ 1110

1

mkk

m

j xxxxxQ
k 

  , atunci ușor putem constata că are loc 

egalitatea: 

km

j

m

j

j

j k

k QQm )1(]:[),( 1   , 

care rezultă nemijlocit din relația: 

],...,,,...,,,[)1(],...,,[ 111010 mkkk

k

m

m

j xxxxxxxxxQ  . 

Apelând la semnele )(mj  şi )1( m
kj

  ale orientărilor celor două quasisimplexe m

jQ  şi 

1m

jk
Q , ultima egalitate se transcrie: 

)1()1()(  mm
kj

k

j  , mk 0 , 

sau 

)1(),()(  mmm
k

k

j

j

jj  . 

Să demonstrăm câteva proprietăţi ale coeficienţilor de  -incidenţă: 

P1: Dacă 1m

jk
Q  este faţeta quasisimplexului )...,,,(

10 mjjj

m

j xxxQ  , opusă vârfului 
kj

x , 

mk 0 , atunci pentru orice orientare a lui 
m

jQ  este adevărată egalitatea: 

]:[])1(:[]:[ 111   m

j

m

j

m

j

m

j

m

j

m

j kkk
QQQQQQ . 

Demonstraţie. Prima parte a acestei egalităţi rezultă din faptul că dacă kj

j  este coeficientul 

de  -incidenţă a simplexului 
m

jQ  în raport cu simplexul 
1m

jk
Q , adică între )(mj , )1( m

kj
  și 

),( mkj

j  are loc relația )1(),()(  mmm
k

k

j

j

jj  , atunci )1(),()(  mmm
k

k

j

j

jj  . 

Cea de-a doua parte a egalității rezultă din faptul că semnele de orientare a quasisimplexelor 

]...,,,...,,,[
1110

1

mkkk jjjjj

m

j xxxxxQ


 
 și ]...,,,...,,,,[)(

1110

1

mkkkkk jjjjjj

m

jj xxxxxxQx


 
 coincid. 
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P2. Dacă  ),...,,( 21

1

0 m

m xxxQ   și ),...,,( 20

1

1 m

m xxxQ   sunt fațetele quasisimplexului 

),...,,,( 210 m

m

j xxxxQ  , orientate într-un anumit mod, atunci pentru orice orientare a lui m

jQ  

este adevărată egalitatea: 

]:[]:[ 1

0

1

1

  mm

j

mm

j QQQQ . 

Demonstraţie. Conform proprietății P1, avem relațiile: 

]:[]:[ 1

0

1

0

  mm

j

mm

j QQQQ , 

 

]:[]:[ 1

1

1

1

  mm

j

mm

j QQQQ , 

ceea ce înseamnă că pentru a demonstra proprietatea P1 e suficient să examinăm orintarea 

],...,,,[ 210 m

m

j xxxxQ  . Anterior s-a menționat că pentru  un quasisimplex m

jQ  și fațeta acestuia 

1m

jk
Q  are loc egalitatea: 

km

j

m

j

j

j k

k QQm )1(]:[),( 1   . 

Prin urmare, obținem: 

1]:[ 1

0 mm

j QQ  și 1]:[ 1

1 mm

j QQ , 

ceea ce demonstrează cea de-a doua proprietate enunțată pentru coeficienții de  -incidenţă. 

Fie acum 2mQ  o faţetă )2( m -dimensională a quasisimplexului ),...,,,( 210 m

m

j xxxxQ  , 

orientată în mod arbitrar. Alegem în m

jQ  două faţete )1( m -dimensionale ),...,,( 21

1

0 m

m xxxQ   

şi ),...,,( 20

1

1 m

m xxxQ  , pe care le orientăm astfel încât să aibă loc egalităţile: 

1]:[ 21

0  mm QQ , 

1]:[ 21

1  mm QQ . 

Uşor ne convingem de corectitudinea relaţiei:  

0]:[]:[ 1

1

1

0   mm

j

mm

j QQQQ , 

care rezultă din egalitatea: 

1],...,,[:],...,,,[],...,[:],...,,,[ 202101210  mmmm xxxxxxxxxxxxx . 

Formula  0]:[]:[ 1

1

1

0   mm

j

mm

j QQQQ  poate fi generalizată în cazul orientărilor arbitrare ale 

quasisimplexelor m

jQ , 1

0

mQ , 1

1

mQ  şi 2mQ , şi anume: 

 

0]:[]:[]:[]:[ 21

1

1

1

21

0

1

0   mmmm

j

mmmm

j QQQQQQQQ , 

iar în cazul unui complex complet de quasisimplexe abstracte, această formulă primeşte 

următoarea interpretare: 
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0]:[]:[
11

211 
 



mm
iQ

mm

i

m

i

m

j QQQQ
Q

. 

De rând cu noţiunea de incidenţă, numită uneori  –incidenţă, pentru complexul de 

quasisimplexe vom folosi şi noţiunea de  -incidenţă, respectiv de coeficient de  -incidenţă. 

Definiţia 2.4.4. Se numeşte coeficient de  -incidenţă a quasisimplexului 

nmQ mm

j  0,Q , în raport cu quasisimplexul 11   mm

lQ Q , numărul 














 



,,0

,,1

,,1

),( 1

1

contrarcazîn

enoncoerentexequasisimplsuntQşiQdacă

coerenteexequasisimplsuntQşiQdacă

m m

l

m

j

m

l

m

j

l

j  

unde ., 1

11



  m

m

m

m cardlcardj QQ  

Coeficientul de  -incidenţă a quasisimplexelor m

jQ  şi 1m

lQ , în ordinea indicată, se va nota: 

).,(]:[ 1  mQQ l

j

m

l

m

j   

În cazul coeficienţilor de Δ-incidenţă şi  -incidenţă uşor se verifică următoarele relaţii: 

,1),,1(),( nmundemm j

i

i

j    

10),,1(),(  nmundemm j

l

l

j   

și .,,1

1

l

l

m

m

m

m cardlcardjcardi QQQ  

  

Noţiunile de  -incidenţă şi  -incidenţă se mai întâlnesc în literatura de specialitate în 

legătură cu studierea diferitelor obiecte matematice [35], [56] [300], [305]. 

Remarca 2.4.1. Simbolurile   şi   sunt împrumutate din lucrările  [35], [305] şi, în opinia 

noastră, sunt mai comode pentru expunerea ulterioară. 

Remarca 2.4.2. Coeficientul de incidenţă ]:[ 1m

i

m

j QQ  al quasisimplexelor 

]...,,,[
10 mjjj

m

j xxxQ   şi ],...,,,[
110

1




miii

m

i xxxQ , unde 
110

...,,,
miii xxx  este un şir format din 

elementele lui m

jQ ,  dar nu este un subşir ereditar al succesiunii ],...,,,[
10 mjjj xxx  este egal cu 

zero. Quasisimplexul 1m

iQ  nu este quasifaţetă a quasisimplexului ]....,,,[
10 mjjj

m

j xxxQ   

Definiţia 2.4.5. Pentru un G-complex de relaţii multi-are )...,,,( 10 nn QQQK   

construim următoarele două matrice: 

1
00

. )),(()(  mI i

j

m  , unde i şi j indică numărul de ordine al liniei şi, respectiv, al 

coloanei matricei ),(mI ,1,,1 nmji mm    numită matrice de Δ-incidenţă cu 

dimensiunea m. 
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2
00

. )),(()(  mI l

j

m  , unde l şi j indică numărul de ordine al liniei şi, respectiv, al 

coloanei matricei ),(mI  iar ,10,, 1   nmlj mm  numită matrice de  -incidenţă 

cu dimensiunea m. 

Menţionăm că, deoarece mulţimea X, în baza căreia se defineşte G-complexul de relaţii 

multi-are, este o mulţime finită, matricele )(mI  şi )(mI sunt şi ele finite (a se vedea definiţia 

2.1.1). În condiţiile unui complex infinit de relații multi-are (adică în cazul când X este o 

mulțime infinită), evident, matricele respective vor fi infinite. (Studiul acestui complex depășește 

scopul prezentei lucrări.)  

Afirmaţia 2.4.1. Pentru un complex generalizat de relaţii nK , perechile de matrici 

),(mI  ,1),(1 nmI m   precum şi ),(mI  ),(1 mI  ,10  nm  sunt transpuse, adică: 

).())((

),())((

1*

1*









mm

mm

II

II
 

 

2.5. Lanțuri și cicluri m-dimensionale 

 

Fie date un G-complex de relaţii multi-are )...,,,( 10 nn QQQK   şi grupul aditiv al 

numerelor întregi Z . Prin analogie cu definiţia 2.3.2, pentru quasisimplexul nm

jQ K vom 

introduce noţiunea de quasistea a lui m

jQ  ca o totalitate de quasisimplexe din nK  pentru care 

m

jQ  este quasifaţetă a acestora şi se va nota prin qst .0),( nmQm

j   În cazul unui quasisimplex  

nn

jQ Q , mulţimea qst
n

jQ  este vidă. 

Quasisimplexul mm

jQ Q  conţine m+1 faţete (m-1)-dimensionale, pe care le vom nota 

....,,, 111

10

 mmm

m
QQQ   Considerăm că în quasisteaua qst

m

jQ  există anumite t quasisimplexe 

(m+1)-dimensionale, pentru care 
m

jQ  este faţetă ereditară, şi vom nota aceste quasisimplexe prin 

111 ,...,,
21

 mmm

t
QQQ  , 1t , 10  nm . Existența quasistelei nevide pentru quasisimplexul 

mm

jQ Q  este garantată de definiția complexului generalizat de relații. 

Definiţia 2.5.1. Vom numi, respectiv, Δ-frontieră (frontieră algebrică) şi  -frontieră 

(cofrontieră) a unui quasisimplex  
mm

jQ Q  următoarele sume: 

,...),(),( 111

1

1

0

0   m

j

m

j

m

j

m

j m

m QQmQmq 









                  (2.11) 

unde 1≤m≤n , mj  ,  şi 
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,),(...),(),( 111

2

2

1

1   m

j

m

j

m

j

m

j t

t QmQmQmq 









                   (2.12) 

unde 0≤m≤n-1, mj  . Vom nota Δ-frontiera quasisimplexului m

jQ  prin ,m

jQ  iar  -frontiera 

acestuia prin ,m

jQ  0≤m≤n. 

Pentru orice quasisimplex 00 QiQ  şi orice quasisimplex nn

jQ Q  vom considera : 

,00  iQ   şi ,0 n

jQ  

unde ,0 Xcardi    .n

n cardj Q  

Formulele (2.11) şi (2.12)  ar putea fi scrise mai simplu. De exemplu, fie quasisimplexul 

)...,,,(
10 mjjj

m

j xxxQ   reprezentat prin indicii respectivi:  

)...,,...,,,( 10 mk

m

j jjjjQ  , 

iar quasifaţeta )1( m -dimensională 1m

jk
Q  a lui m

jQ este faţeta opusă vârfului .0, mkjk   

Atunci, în baza definiţiei cu privire la coerenţa quasisimplexelor m

jQ  şi 1)1(  m

j

k

k
Q , unde 

),,()1(  mk

j

k   suma (2.11) poate fi scrisă în modul următor: 

.)1(...)1(...)1()1( 111110

10

  mmmkmmm

j mk
QQQQQ                  (2.11′)  

La fel ca şi în [32], [52], se demonstrează că 0,0  m

j

m

j QQ , pentru orice 

quasisimplex .0, nmQ mm

j Q  

Alţi coeficienţi de Δ-incidenţă, care nu figurează în suma (2.11′), conform definiţiei 2.4.2, 

sunt egali cu zero. 

Avantajele formulelor (2.11) şi (2.12)  vor fi aplicate în continuare. Fie acum Zf n K: o 

aplicaţie univocă a complexului de relaţii nK  în grupul numerelor întregi. În cazul unui simplex 

mmQ Q , orientat negativ (a se vedea definiţia 2.4.1), vom conveni să scriem 

)()( mm QfQf  . Să notăm ,)( i

m

i pQf   unde Zpi   pentru orice mm

iQ Q . Pentru 

simplitate şi pentru a ţine cont de proimaginea lui ip , în loc de i

m

i pQf )( vom scrie 

.0, nmQp m

ii   

Definiţia 2.5.2. Pentru familia de quasisimplexe ,{ 1

mm QQ  nmQQ mm

m
0},...,,2  , 

suma finită 

m

a

mm

mm
QpQpQp  ...2211                                                 (2.13) 

se va numi lanţ m-dimensional al G-complexului de relaţii nK  şi se va nota prin mL , pe când 

mulţimea tuturor lanţurilor mL  se va nota prin m
L , 0≤m≤n. 
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Fie 



mm

iQ

m

ii

m QpL
Q

1  şi 



mm

iQ

m

ii

m QtL
Q

2  două lanţuri m -dimensionale ale G -complexului de 

relaţii nK . 

Definiţia 2.5.3. Relaţia 





mm

iQ

m

iii

mm QtpLL
Q

)(21                        (2.14) 

se numeşte sumă a lanţurilor mL1  şi mL2 . 

Este evidentă 

Teorema 2.5.1. Mulţimea m
L  a tuturor lanţurilor m-dimensionale a unui G-complex de 

relaţii multi-are nK  cu operaţia de adunare, definită prin relaţia (2.14), formează un grup 

comutativ. 

Grupul Δ-lanţurilor m -dimensionale se va nota prin m
L . 

Definiţia 2.5.4. Pentru un lanţ m-dimensional şi finit ,mmL L  nm 0 , expresia 





mm

iQ

m

ii

m QpL
Q

                     (2.15) 

se va numi Δ-frontieră algebrică a lanţului mL . 

În cazul m=0, conform definiţiei 2.5.1, rezultă că .00 L  

Ţinând cont de cele menţionate mai sus, orice lanţ mmL L  se va mai numi şi Δ-lanţ. 

În literatura clasică se mai aplică şi terminologia menţionată în [32]. 

Remarca 2.5.1. Operaţia de definire a Δ-frontierei algebrice a unui Δ-lanţ mmL L  este 

un omomorfism [40]: 

.0,:)( 1 nmm mm  
LL  

Este firesc să numim acest omomorfism Δ-omomorfism. Aceasta este necesar, deoarece 

vom mai utiliza un alt omomorfism, care are o semnificaţie diferită de cea a Δ-omomorfismului. 

Δ-Omomorfismul menţionat poate fi obţinut prin aplicarea operaţiei respective de creare a         

Δ-frontierei pentru quasisimplexul m

iQ  (a se vedea relaţia (2.11′)) şi considerând 

.0,11 nmLQ mmm

i  
L  Vom nota prin ImΔ(m) imaginea, iar prin KernΔ(m)   nucleul 

omomorfismului Δ(m) [40]. 

Teorema 2.5.2. Pentru orice lanţ mmL L  se verifică egalitatea  ....,,1,0,0 nmLm   

Demonstraţia acestei teoreme se face exact ca în [32], aplicând relaţia cunoscută 

0 m

iQ (a se vedea definiţia 2.5.1). 

Din demonstraţia teoremei 2.5.2, este lesne a deduce 
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Consecinţa 2.5.1. Pentru un G-complex de relaţii multi-are nK  are loc egalitatea: 

,0)()(1  nm II  1≤m≤n.                                  (2.16) 

Definiţia 2.5.5. Lanţul  mmL L   cu  proprietatea  0 mL  se numeşte  -ciclu cu 

dimensiunea m al G-complexului nK  şi se notează prin mm LZ )( , 0≤m≤n. 

Desigur, operaţia de adunare a lanţurilor, definită prin relaţia (2.14), se răsfrânge şi asupra 

ciclurilor, în baza definiţiei 2.5.5. Este evidentă 

Teorema 2.5.3. Mulţimea tuturor Δ-ciclurilor m-dimensionale în raport cu operaţia de 

adunare a Δ-lanţurilor formează un subgrup comutativ al grupului .m
L  

Vom nota subgrupul Δ-ciclurilor din m
L  prin  mZ , 0≤m≤n. Acest grup se va folosi în 

paragraful 2.6, la definirea omologiilor complexului. 

Definiţia 2.5.6. Dacă există două Δ-lanţuri mmL L  şi 11   mmL L cu proprietăţile: 

a) ,1 mm LL  

b) ,0 mL  

atunci mL se numeşte Δ-ciclu cu dimensiunea m, Δ-omolog cu 0. În acest caz vom folosi notaţia 

.0)(  mm ZL  Două Δ-cicluri )(1 mZ  şi  )(2 mZ  care aparţin lui  mZ  se numesc Δ-

omoloage dacă 0~)()( 21  mm ZZ , nm 0  [59], [63], [70], [300], [305]. 

Faptul că mL  reprezintă un Δ-ciclu omolog cu 0 ilustrează situaţia că în nK  lanţul mL  

mărgineşte în scheletul m -dimensional al lui nK  un  G-subcomplex al lui sk(m) nK . 

Este evidentă 

Teorema 2.5.4. Mulţimea tuturor Δ-ciclurilor m-dimensionale şi Δ-omoloage cu 0 în raport 

cu operaţia aditivă, definită în m
L , formează un subgrup al grupului )(mZ . Vom nota 

acest subgrup prin  m

0Z . 

Existenţa grupului  m

0Z  rezultă din teorema 2.5.2. Este evidentă relaţia 0~)(0 nZ  (într-

un G-complex de relaţii nK  nu există Δ-lanţuri cu dimensiunea n+1). 

 

2.6. Omologiile G-complexului de relaţii multi-are 

 

Definiţia 2.6.1. Grupul factor     mm

0/ ZZ  al unui G-complex de relaţii multi-are se 

numeşte grup al  -omologiilor (al omologiilor directe) cu dimensiunea m peste grupul Z  şi se 

notează prin )( nm K , 0≤m≤n. Rangurile acestor grupuri se numesc numere Betti. În lucrările 

[32], [52], [56], [300] aceste grupuri se notează prin )( n

mH K , nm 0 . 
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Deoarece grupurile  -omologiilor sunt construite peste grupul numerelor întregi Z , vom 

obişnui să mai folosim şi notaţiile: ),( Znm K , 0≤m≤n (respectiv, ),( ZH n

m K , nm 0 ). 

E firesc a scrie şi astfel [32]: 

.1),(Im/)()( nmmmKernnm  K  

Scopul nostru urmăreşte a îngusta noţiunea complexului de relaţii, însă nu într-atât cum e 

făcută în [58], [59], ci precum e definit în [17]. Merită să menţionăm că toate rezultatele pot fi 

generalizate şi în cazul unui complex de relaţii mai general, asupra dimensiunii căruia nu se 

impune nicio restricţie (prin analogie, a se vedea [54], [55]). 

În conformitate cu rezultatele clasice, vorbind despre omologiile unei structuri matematice, 

de rând cu grupurile de  -omologii se studiază și grupurile de coomologii [32], [305]. Aplicând 

grupul numerelor întregi Z  vom forma aceste grupuri pentru G-complexul de relaţii nK . 

Simplificând notaţiile, introducem noţiunea de  -lanţ (colanţ), care coincide cu noţiunea de 

lanţ cu dimensiunea respectivă. 

Definiţia 2.6.2. Pentru un  -lanţ mmL L ,  0≤m≤n, egalitatea: 





mm

iQ

m

ii

m QpL
Q

 

se numeşte  -frontieră algebrică (cofrontieră) a lanţului mL . În cazul nm   avem .0 nL  

Remarca 2.6.1. Operaţia de formare a  -frontierei a  -lanţului mmL L  reprezintă un 

 -omomorfism: 

.10,:)( 1   nmm mm
LL  

Notăm prin Im )(m  imaginea, iar prin Kern (m)   nucleul  -omorfismului )(m . 

Definiţia 2.6.3.  -lanţul mmL L , cu proprietatea 0 mL , se numeşte  -ciclu cu 

dimensiunea m  a G-complexului de relaţii nK  şi se va nota prin ,)( mm LZ   nm 0 . 

În cazul nm   avem egalitatea 0 nL . Deci, conform definiţiei 2.6.2, lanţul nL  este un 

 -ciclu cu dimensiunea n. 

Folosind operaţia de adunare a  -lanţurilor, obţinem 

Teorema 2.6.1. Mulţimea tuturor  -ciclurilor m-dimensionale în raport cu operaţia de 

adunare a  -lanţurilor formează un subgrup comutativ al grupului  m
L . 

Notăm subgrupul  -ciclurilor din m
L prin  mZ , nm 0 . 

Definiţia 2.6.4. Dacă există două  -lanţuri mmL L şi 11   mmL L cu proprietăţile 

a) ;1 mm LL  

b)  0 mL , 



 87 

atunci mL  se numeşte  -ciclu cu dimensiunea m,  -omolog cu 0 . În acest caz se va utiliza 

notaţia (obişnuită) [32]: 

.0~)( mm ZL  

Două cicluri )(1 mZ şi  )(2 mZ din  mZ  se vor numi  -omoloage dacă: 

.1,0~)()( 21 nmZZ mm   

Ținând cont de definiția clasică a grupului [188], ușor se poate de demonstrat următoarea 

Teorema 2.6.2. Mulţimea tuturor  -ciclurilor m-dimensionale şi  -omoloage cu zero, în 

raport cu operaţia de adunare definită în m
L ,  formează un subgrup al grupului  mZ  şi 

se va nota prin  m

0Z . 

Definiţia 2.6.5. Grupul factor     mm

0/ ZZ  al G-complexului de relaţii multi-are nK  

se va numi grup al  -omologiilor (mai simplu   coomologii) cu dimensiunea m peste grupul 

numerelor întregi Z , fiind notat prin ),( n

m K  nm 0 . 

Remarca 2.6.2. Amintim că ),( n

m K  0≤m≤n, este definit, considerând că  -lanţurile din 

nK  sunt finite. 

Evident, putem scrie şi astfel: .0),(Im/)()( nmmmKernn

m  K  

Să ne amintim acum că existenţa grupurilor  m

0Z , nm 0 , a unui G -complex de 

relaţii multi-are rezultă din egalitatea 0 mL , nm 0 . Această situaţie generează 

necesitatea de a formula câteva rezultate suplimentare. 

Teorema 2.6.3. Pentru orice  -lanţ mmL L  al G-complexului de relaţii multi-are nK  

are loc următoarea egalitate: 

.0,0 nmLm   

Demonstraţia teoremei se face exact ca în [32], aplicând relaţia cunoscută 0 m

iq  (a se 

vedea definiţia 2.5.1 şi consecinţele ei). 

Remarca 2.6.3. Pentru grupurile de omologii directe şi coomologii ale unui G-complex de 

relaţii multi-are nK , procedura de orientare a quasisismplexelor sale este o problemă 

auxiliară şi nu depinde de structura acestor grupuri [32], [52], [305]. 

Definiţia 2.6.6. Un G-complex de relaţii multi-are nK , n≥1,  se numeşte acicilic dacă: 

.0)(...)()( 21  nnnn KKK  

Pentru a formula următoarea teoremă, vom avea nevoie de unele noţiuni clasice (a se vedea 

[52], [305]) şi vom demonstra o lemă auxiliară. Rezultatele respective vor permite interpretarea 

unor proprietăți ale complexului în termenii grupurilor de omologii. 
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Fie }...,,,{ 00

2

0

1

0

0
QQQQ  familia de quasisimplexe 0-dimensionale ale G-complexului de 

relaţii multi-are, iar 00

22

0

11

0

00
...  QpQpQpL   un Δ-lanţ arbitrar din 0

L . 

Definiţia 2.6.7. Operatorul 

ZI 0: L  

ce posedă proprietatea 
0

...)( 21

0

pppLI  , pentru orice lanţ 00
LL , se numeşte indice 

al Δ-lanţului .0L  

Este evident că pentru oricare două Δ-lanţuri arbitrare 00

2

0

1 , LLL are loc relaţia: 

).()()( 0

2

0

1

0

2

0

1 LILILLI                      (2.17) 

Lema 2.6.1. Dacă 0L este grupul Δ-lanţurilor 0-dimensionale al G-complexului conex de 

relaţii multi-are )...,,,( 10 nn QQQK  , atunci orice lanţ 00 LL  este omolog lui 0 dacă şi 

numai dacă .0)( 0 LI  

Demonstraţie. Fie 11 QQ un quasisimplex arbitrar, orientat pozitiv, reprezentat prin 

perechea ),( 001

ji QQQ  , unde .,, 000 jiQQ ji Q  În acest caz 001)( ij QpQpQp   şi, 

prin urmare, vom avea 0))(( 1  QpI . În conformitate cu relaţia (2.17), pentru orice 

  00 )( ZZ  obţinem .0))(( 0 ZI  Deci condiţia necesară din lemă are loc.   

Să demonstrăm acum afirmaţia inversă. Din conexitatea G-complexului nK  rezultă că 

pentru oricare două quasisimplexe 000 , Qji QQ există o astfel de succesiune de quasisimplexe 

1-dimensionale 111 ...,,,
21 tiii QQQ  încât 1

ki
Q  şi ,11,1

1



tkQ

ki
 sunt adiacente şi originea lui 1

1i
Q  

coincide cu ,0

iQ  iar extremitatea lui 1

ti
Q  coincide cu .0

jQ  Mai mult ca atât, elementele acestei 

succesiuni pot fi orientate în aşa mod încât acestea toate să fie de orientare pozitivă la 

prezentarea prin Δ-lanţul ,... 1111

21 tiii pQpQpQL   unde Zp  şi este, la fel, pozitiv. 

Observăm că .001

ij pQpQL   Astfel, conform relaţiei (2.17), .~ 00

ij pQpQ  Aceasta la rândul 

său conduce la relaţia ,11
LL  ceea ce înseamnă că Δ-lanţul este omologic cu .0

ipQ  Atunci, 

deoarece 1L  este omologic cu ,0

ipQ  obţinem pLI )( 1 . Astfel avem relaţia ,)(~ 011

iQLIL  de 

unde şi rezultă că 0)( 1 LI . Deci 0~1L . 

Deoarece afirmaţia ce urmează imediat este clasică şi se demonstrează în mod abstract, doar 

o vom aminti. 

Teorema 2.6.4. Dacă G-complexul de relaţii multi-are )...,,,( 10 nn QQQK   este conex, 

atunci )(0 nK  este izomorf cu grupul numerelor întregi Z . 
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Remarca 2.6.4. Dacă pentru un G-complex de relaţii multi-are nK  are loc egalitatea 

(2.1), atunci: 

),(...)()()( 21

n

q

mnmnmnm KKKK   

unde 0≤m≤n, şi dacă m=0, atunci: 

  
oriq

n ZZZ  ...)(0 K .                      (2.18) 

Definiţia 2.6.8. Un G-complex de relaţii mutli-are nK , conex şi aciclic, se va numi           

n-arbore orientat de relaţii multi-are. 

Importanţa acestei noţiuni se va resimţi în cercetările ulterioare, când se vor elabora lucrările 

referitor la cele menţionate la începutul acestui capitol. Pentru 1n , construcţia respectivă 

reprezintă un graf orientat, conex şi fără cicluri. Deci, dacă 1K  este conex, atunci acesta 

reprezintă un arbore orientat [302]. 
 

Definiţia 2.6.9. Dacă nK  este un G -complex local complet de relaţii multi-are şi este 

transformat într-un complex quasisimplicial abstract, atunci nK  se va numi G-complex 

simetric de relaţii multi-are. 

În caz de necesitate, fiecare element din mQ , nm 0 , poate fi orientat în conformitate cu 

definiția 2.4.1.  

În paragraful 2.3 a fost introdusă noţiunea de caracteristica Euler a complexului de relaţii 

multi-are nK . Importanţa acestei caracteristici este bine cunoscută prin aplicaţiile sale 

teoretico-aplicative [52], [60]. Fie ))(( nm K  rangul grupului )( nm K  al lui nK , iar 





m

m

m

mn

0

)1()(  K                   (2.19) 

este caracteristica lui Euler (a se vedea relația (2.9)), unde de acum m  înseamnă numărul 

quasisimplexelor cu dimensiunea m ale G-complexului nK , nm 0 . În cele ce urmează, din 

considerente de comoditate, în loc de ))(( nm K  vom folosi notația m . 

Atunci, conform (2.19), are loc un rezultat analog celui obţinut de către Poincare şi 

Kolmogorov [63], [305]. 
 

Teorema 2.6.5 (Euler-Kolmogorov). Pentru orice G-complex de relaţii multi-are 

)...,,,( 10 nn QQQK   are loc egalitatea: 

.)1()(
0





n

m

mmn  K                                               (2.19′) 

Demonstraţia se face exact în mod abstract ca şi în lucrările [52], [58]. 
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La finele acestui paragraf propunem o definiţie şi o afirmaţie importantă. 

Definiţia 2.6.10. Fie dat G -complexul )...,,,( 10 nn QQQK  . Să examinăm complexul 

),...,,( 01

d

n

d

n

d

n

d QQQK  , unde fiecare quasisimplex abstract ,m

iQ  cu dimensiunea m, e 

considerat un complex celular [32] cu dimensiunea n-m, notat prin ,mn

di
Q   pe când totalitatea 

acestor complexe cu dimensiunea n-m   prin ,,0, m

mn

d inm Q  desigur, respectând 

incidenţele. Complexul abstract n

dK  se numeşte dualul complexului nK . 

De exemplu, un simplex 0-dimensional incident la n fațete (simplexe) (n-1)-dimensionale 

ale unui simplex n-dimensional reprezintă un CW cu dimensiunea n în forma unui simplex        

n-dimensional, având ca celule mulţimea tuturor faţetelor acestuia, inclusiv cea improprie 

(interiorul simplexului n-dimensional). 

Consecinţa 2.6.1. Complexul dual n

dK  al complexului nK  este un complex celular (CW) 

conex. 

Fie 

),(),...,,(),,( 10 ZHZHZH n

d

n

d

n

dd

n

dd KKK                        (2.20) 

şirul grupurilor de omologii directe ale lui n

dK . 

Dacă examinăm mai atent şirul (2.20), imediat rezultă: 

Teorema 2.6.6. Pentru complexul nK  sunt adevărate relaţiile: 

),,(),( 0

0 ZHZ n

dd

n KK   

),,(),( 1

1 ZHZ n

dd

n KK                                                (2.21) 

...……………..…………. 

),(),( ZHZ n

d

n

d

n

n KK   

În baza acestei teoreme obţinem că teorema Kolmogorov-Alexander [32], [305] cu privire la 

dualitatea grupurilor de omologii şi coomologii pentru spaţii topologice rămâne valabilă şi în 

cazul complexului generalizat de relaţii multi-are nK . Astfel, obţinem 

Teorema 2.6.7. Pentru complexul nK  sunt adevărate următoarele egalităţi: 

),,(),(0 ZZ n

n

n KK   

),,(),( 1

1 ZZ n

n

n KK                                              (2.21′) 

...…………..……………. 

).,(),( 0 ZZ nnn KK   

Remarca 2.6.5. E posibil a nu utiliza CW, însă pentru aceasta era necesar a defini ce 

reprezintă un poliedru abstract n-dimensional (frontiera căruia este o sferă abstractă cu 
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dimensiunea )1( n ), chestiune migăloasă, pe care în limitele acestei lucrări nu o vom atinge. În 

cele ce urmează o să ne intereseze doar definiţia cubului abstract n-dimensional, folosit la 

soluţionarea unor probleme cu caracter aplicativ – chestiuni examinate în capitolele IV şi V.  

Fie Z  grupul numerelor întregi și G  un grup comutativ arbitrar. Se cunoaşte [32] că dacă 

grupul G  admite un număr finit p  de elemente generatoare, atunci: 

rp DDDGGGG  ...... 1121 ,                                  (2.22) 

unde iG , pi 1 , și jD , rj 1 , sunt subgrupuri ciclice din G , însă finite, cu perioada jc  și 

divizorul 1jc . Numerele rccc ,...,,, 21  reprezintă un sistem complet de invarianți ai grupului G , 

raportați la automorfismele sale. Numărul   este rangul grupului G . Coeficienții rccc ,...,, 21  se 

vor numi coeficienți de torsiune a lui G . 

Prin urmare, grupurile de  -omologii )( nm K  ale complexului de relații multi-are nK  ar 

putea să conțină un sistem complet de invarianți ai grupului G , raportat la autormorfismele sale. 

În cele ce urmează vom construi alte grupuri de  -omologii ale complexului nK , numite 

grupuri ale  -omologiilor diluate [32], care nu conțin coeficienți de torsiune, însă sunt 

importante din punct de vedere al folosirii acestora la obținerea unor proprietăți noi ale lui nK . 

Astfel, omologiile directe, coomologiile și omologiile diluate formează un suport teoretic necesar 

pentru dezvoltarea noii direcții de cercetare legate de studierea relațiilor multi-are. 

Fie  mZ  grupul  ciclurilor peste grupul numerelor întregi Z al complexului nK . 

Definiția 2.6.11. Două cicluri   mmm ZZ Z)(),( 21  se numesc cicluri diluate, 

 omoloage cu 0 , dacă 1||,  aZa , încât 0~))()(( 21  mm ZZa . 

În cazul a două cicluri diluate și  omoloage )(),( 21  mm ZZ , vom folosi notația 

)()( 21  mm ZZ , nm 0 . Ușor se verifică că mulțimea ciclurilor diluate m -dimensionale și 

 -omoloage cu 0 , în raport cu operația de adunare, formează un subgrup al grupului ciclurilor 

diluate  mZ
~

, pe care îl vom nota prin  m
0

~
Z . 

Definiția 2.6.12. Grupul factor     mm
0

~
/ ZZ   se numește grup al  -omologiilor diluate 

cu dimensiunea m  al complexului nK  și se notează prin )(
~ nm K , nm 0 . 

Notăm prin m
~  rangurile grupurilor )(

~ nm K , nm 0 . 

Lema 2.6.2. Pentru grupurile de omologii )( nm K  și )(
~ nm K  ale unui G -complex de 

relații multi-are nK  se respectă egalitatea: 

mm  ~ , nm 0 . 
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Atât grupul )( nm K , cât și )(
~ nm K , nm 0 , posedă același număr de subgrupuri 

independente și izomorfe cu grupul numerelor întregi Z , nm 0 . Luând în considerație 

relațiile (2.19), (2.19′), precum și lema 2.6.1, obținem 
 

Lema 2.6.3. Pentru un G -complex de relații multi-are nK  este adevărată egalitatea: 

m

n

m

m
n

m

m

m  ~)1()1(
00




  .                                             (2.23) 

În cele ce urmează, vom studia reprezentarea geometrică a grupurilor )(
~ nm K , nm 0 , 

precum și legătura cu  -ciclurile complexului nK , prin introducerea numărului ciclomatic m -

dimensional pentru nK . 

 

2.7. Numărul ciclomatic al complexului de relații multi-are 

 

În paragraful 2.5 a fost definit  -ciclul m -dimensional al unui G -complex de realții multi-

are nK ,  interpretat ca un subcomplex conex din nK  în care orice quasisimplex 11   mmQ Q  

este fațetă comună pentru exact două quasisimplexe m -dimensionale ale  -ciclului, orientate 

respectiv. Un astfel de  -ciclu ar mai putea fi numit  -ciclu sferic elementar cu dimensiunea 

m . În caz general, când un  -ciclu m -dimensional conex și orientat este format din mai multe 

 -cicluri sferice elementare, fiecare quasisimplex 11   mmQ Q  al acestui ciclu este fațetă 

comună pentru un număr par de quasisimplexe m -dimensionale. Mulțimea aceastor cicluri o 

vom nota prin )(
~

m . Împreună cu grupurile de cicluri )(mZ  și )(
~

mZ , studiate în 

paragraful 2.5 şi paragraful 2.6, obținem relația     
~

)(
~mm ZZ . Desigur, prezintă 

interes problema determinării unei formule de calcul a  -ciclurilor m -dimensionale din nK . 

Vom examina unele aspecte ale acestei probleme. Totodată, vom considera că elementele 

mulțimii  m
~

 posedă proprietatea: 

P: Orice  -ciclu din )(
~

m  nu mărginește nici un set de simplexe cu dimensiunea 1m  

din complexul nK . 

Fie },...,,{ 21

mmmm

m
QQQ Q  mulțimea tuturor quasisimplexelor m -dimensionale ale 

complexului )...,,,( 10 nn QQQK  , iar mR


  spațiul vectorial cu dimensiunea m  peste 

câmpul numerelor reale R . Pe mulțimea )(
~

m  definim funcția univocă: 

 

 m

mf 
~

: mR


, 
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ce posedă proprietatea: pentru orice ciclu )(
~m )(

~
m  are loc egalitatea 

),...,,...,,())(
~

( 2211

mmm

j

m

j

mmmmm

m mm
tptptptpf   , 

unde m

jp  inidcă de câte ori quasisimplexul m

jQ  apare în ciclul  m
~

 cu semn pozitiv, iar 

m

jt cu semn negativ. Vom nota diferența m

j

m

j tp   prin m

jc~ . Obținem vectorul: 

)~,...,~,~())(
~

( 21

mmmm

m m
cccf   , nm 1 . 

Pentru 0m  avem un caz aparte, mai puțin important, care nu va fi examinat în cele expuse 

în continuare. 

Definiția 2.7.1. Vectorul ))(
~

( m

mf   se numește vector  -ciclic cu dimensiunea m  a 

complexului de relații multi-are nK  și se va nota prin mm

mfC
 Rm  ))(

~
()(

~
. 

Setul de vectori  -ciclici conține o bază mRB


m~
, care determină în mR


 un subspațiu. 

Vom nota acest subspaţiu prin )( m,R . 

Fie acum  mG
~

 mulțimea tuturor vectorilor cu coordonate în numere întregi din )( m,R . 

Teorema 2.7.1. Mulţimea de vectori   mRGm 


~
, în raport cu operaţia de adunare, 

reprezintă un grup aditiv şi multiplicativ, izomorf grupului  -omologiilor diluate  nm K
~

 cu 

rangul m
~ , şi are loc relaţia: 

mm Bcard
~~  , nm1 . 

Demonstraţie. Mai întâi vom demonstra că între elementele grupurilor  mG
~

 şi  nm K
~

, 

nm1 , există o corespondenţă biunivocă. 

Faptul că  mG
~

 reprezintă un grup al vectorilor  -ciclurilor din   mRmR


,  se verifică 

simplu, conştientizând că elementele din  mG
~

 formează în  mR ,  o reţea de vectori cu 

coordonate întregi care, la rândul său, formează un grup aditiv şi multiplicativ [41], [124]. 

Deoarece   m

m GB
~~

, rezultă că orice element din  mG
~

 poate fi reprezentat ca o combinaţie 

liniară a vectorilor bazei mB
~

. Luând în consideraţie modul în care a fost definită anterior funcţia 

 m

mf 
~

: mR


, rezultă relaţia:      mm

m Gf 
~

. 

Fie        m

t

mm

m m
CCCB
~

,...,
~

,
~~

21 . Atunci, pentru orice element     mm GC
~

 are loc 

egalitatea: 

        m

t

m

t

mmmmm

mm
CCCC
~

...
~~~

2211  ,  

unde Zm

j  , mtj 1 . Prin urmare, orice element     mm GC
~

 poate fi reprezentat astfel: 
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   m

t

m

t

mmmmm

mm
bbbC
~

,...,
~

,
~~

2211  . 

Să examinăm acum aplicaţia inversă: 

    mm

m Cf 
~~

:1 . 

Considerăm mulţimea  m
~

 împreună cu toate combinaţiile posibile ale elementelor sale. 

Notăm această mulţime prin  m
G . Extindem aplicaţia 1f   peste reţeaua vectorilor m -

dimensionali cu coordonate întregi din   mRmR


, . Notăm aplicaţia extinsă prin 1f
~ , cu 

valori în  m
G : 

   ,
~

:1  mm

m Gf G  nm1 .                                             (2.24) 

Fie, în virtutea acestei aplicaţii avem: 

     

  ,~
...

~~

~
...

~~

2211

1

2211

m

t

m

t

mmmm

m

m

t

m

t

mmmm

CgCgCgf

ggg








                                   (2.25) 

unde m

j

m

j Cg
~

 presupune interpretarea formală a faptului că  -ciclul m dimensional m

jC
~

 este 

folosit de m

jg  ori. Dacă examinăm partea stângă a relaţiei (2.25) ca o expresie algebrică formală, 

ţinând cont de aplicaţia complexului nK  în grupul numerelor naturale Z  (a se vedea paragraful 

2.6 şi relaţia (2.13)), atunci aceasta este echivalentă unui  -lanţ, cunoscut din cercetările 

efectuate în paragraful 2.5: 

      m

t

m

t

mmmmm zgzgzgL ...2211 , 

unde Zg m

j  , tj1  , 0L şi 0 mL . Aceasta conduce la concluzia că aplicaţia (2.24) este 

biunivocă şi extinderea aplicaţiei  m

mf 
~

: mR


 asupra familiei  m
G  reprezintă inversa 

aplicaţiei (2.24). Notăm prin mf
~

 extinderea aplicaţiei mf . În baza aplicaţiilor m

1

mm f
~

,f,f   uşor 

deducem existenţa unei aplicaţii biunivoce între elementele din  mZ
~

 şi mulţimea  -ciclurilor 

m -dimensionale cu proprietatea: pentru orice ciclu    nmmz K  există un  -lanţ 

mmL L  încât 0 mL , adică   mm Lz  . 

Prin urmare, există relaţia biunivocă între  mm K
~

 şi  mmG
~

 , ceea ce implică 

corectitudinea relaţiei din teoremă: 

mm Bcard
~~  . 

În cele ce urmează, elementele din grupul aditiv  m
G  le vom numi  -cicluri netriviale 

m -dimensionale, nm 1 . Să examinăm cardinalul mulţimii  m
G . Pornim de la egalitatea: 
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n

m

m

m
n

m

m

m

00

)1()1(                                                  (2.26) 

care este rezultatul aplicării relaţiilor (2.19) şi (2.19′). 

Examinăm complexul 1-dimensional  101 ,QQK   care, precum s-a menţionat anterior, 

poate fi considerat un graf cu numărul de vârfuri egal cu 0Qcard  şi numărul de arce egal cu 

1Qcard . Pentru formula (2.23) avem: 

ncard  0

0 Q ; 

mcard  1

1 Q ; 

0  este rangul grupului de omologii  10 K , fie p0 . Dacă 1K  este conex, atunci se 

consideră 1p  ; 

1  este rangul grupului de omologii  nK1  şi reprezintă numărul de  -cicluri 

independente 1-dimensionale din nK . 

Prin urmare, putem scrie: 

p 010   

sau 

0011   . 

Dacă notăm 1  prin  1

1 Kv , atunci: 

  pnmv 1

1 K . 

Pentru cazul grafului (complexului 1-dimensional) conex obţinem: 

  11

1  nmv K . 

Numărul  1

1 Kv  se numeşte număr ciclomatic al grafului    2101 ,, RX QQK . În 

cazul când 1K  nu e conex şi este reprezentat ca o reuniune de complexe 1-dimensionale conexe 

şi disjuncte: 

0
...

11

2

1

1

1 KKKKK 
t

, 

unde XX 0K ,  Xi

1K ,  11

ji KK , ji  , tji ,...,,, 21 , obţinem egalitatea: 

    tnmtv  0

00011

1 KK  .                        (2.27) 

Aici t  exprimă numărul componentelor conexe în 1K . Deoarece, conform celor 

menţionate în paragraful 2.5,   Zn  K0 , în cazul complexului conex, iar rangul 0  al 

grupului Z  este egal cu 1, în cele din urmă obţinem: 
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    0

0

0

1   tKK . 

Definiţia 2.7.2. Pentru complexul 0-dimensional de relaţii   ,...,,00 XQK , 

numărul maxim de  -cicluri 0 -dimensionale, adică 0Qcard , se numeşte număr ciclomatic     

0-dimensional al lui 0K , care se notează prin   0

0

0 Kv . 

În cazul complexului 1 -dimensional  101 ,QQK  , cu o submulţime de simplexe             

0-dimensionale 00

1 QQ  , două câte două izolate, numărul  1Kv , exprimat prin relaţia (2.27), 

se numeşte număr ciclomatic 1-dimensional, iar 10

10  Qcard  este numărul ciclomatic 0-

dimensional al complexului 1K . 

Să examinăm numerele ciclomatice în cazul G-complexelor de relaţii multi-are cu 

dimensiunea 1n . Acestea sunt o generalizare a numărului ciclomatic cunoscut din teoria 

grafurilor.  Fie nK  un complex de relaţii  multi-are, reprezentat ca o reuniune de complexe 

disjuncte: 

rnnnn KKKK  ...21 ,                                          (2.28) 

unde   2,...,,max 21  nnnn r . Din relaţia (2.26), ca rezultat al unor transformări elementare, 

obţinem: 

     









0

1

0

111
nm

m

mn

nm

m

mn

n

n
 .                                    (2.29) 

Definiţia 2.7.3. Pentru un G-complex de relaţii multi-are nK , numărul n  din partea 

stângă a relaţiei (2.29) se numeşte număr ciclomatic n -dimensional al complexului nK   şi se 

notează prin  n
nv K . 

În baza formulei (2.26), pentru complexul nK  putem calcula toate numerele ciclomatice 

     nnn
nvvv KKK ,...,, 10 . Într-adevăr, din (2.26) uşor deducem: 

     



0

0

0

111
i

i

i

ni

i

i

m

m
                                         (2.30) 

sau 

   









0

1

0

11
mi

i

im

mi

i

im

m  . 

Astfel, obţinem formula recurentă pentru calcularea numerelor ciclomatice ale unui G-

complex de relaţii multi-are nK : 

         









0

1

0

11
mi

n

i

im

mi

n

i

im

m KvKv n K ,                           (2.31) 
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pentru nm0  . 

Numerele ciclomatice joacă un rol important în soluţionarea problemelor cu caracter 

aplicativ. Vom analiza în continuare câteva dintre aceste aplicaţii. Înlocuim grupul de numere 

întregi Z  printr-un grup aditiv şi multiplicativ 2Z , format de cele două clase minimale şi 

nenegative obţinute prin divizarea la 2 a numerelor din Z . Vom nota prin 2C  câmpul format în 

baza lui 2Z  şi construim un alt grup multiplicativ, necesar pentru formularea unei teoreme de tip 

clasic, precum şi unele rezultate cu aspect practic. 

 

2.8. Matricea ciclomatică 

 

Fie )...,,,( 10 nn QQQK   un complex n-dimensional de relaţii multi-are în care sunt 

determinate următoarele: 

-  m
~

   mulţimea  -ciclurilor m -dimensionale, descrise anterior; 

- 2C    câmpul format în baza grupului 2Z ; 

-  mI 2    matricea de  -incidenţă peste câmpul 2C ; 

- mR


2    spaţiul liniar peste câmpul 2C ; 

- Aplicaţia   m

m 
~

:2 mR


2   cu proprietatea: pentru orice element  m
~

 din  m
~

, 

vectorul     mmmm

m

m

m
cccC  ~,...,~,~~~

21

2   are coordonatele 0 sau 1 în dependenţă de faptul 

dacă ciclul  m
~

 conţine quasisimplexul m

jQ de un număr par sau impar de ori. 

Pentru orice G-complex de relaţii multi-are nK  are loc analogul teoremei Poincare-

Veblen-Alexander [52], [125]. 

Teorema 2.8.1. Pentru orice G -complex de relaţii multi-are nK , cu proprietăţile 

menţionate mai sus, este adevărată egalitatea: 

  0*2  mm CI , 

unde mC*  este vectorul transpus vectorului  mmmm

m
cccC 
~,...,~,~~

21 , dacă şi numai dacă are loc 

relaţia: 

   m

m

mC 
~~ 2 mR



2 . 

Pentru a demonstra această teoremă, vom avea nevoie de anumite rezultate ajutătoare. 

Definim pe complexul nK  aplicaţia: 

Zf n K:2 , 
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încât pentru orice quasisimplex mQ  din nK  are loc una dintre relaţiile: 

  02 mQf    sau      12 mQf . 

Pentru o înţelegere intuitivă adecvată, în locul notaţiei   02 mQf  (sau   12 mQf ) vom 

obişnui să scriem mq1  sau mq0  . Astfel, putem descrie un  -lanţ m -dimensional peste câmpul 

2Z  în modul următor: 

  mmmmmmm

mm
qqqL   ...2 2211 , 

unde  1,0m

i . 

În cazul a două  - lanţuri: 

mmmmmmm

mm
qqqL   ...22111 , 

mmmmmmm

mm
qbqbqbL  ...22111 , 

definim operaţia de adunare în modul următor: 

        mmmmmmmmmmm

mmm
qbqbqbLL   ...2 2221112 ,                   (2.32) 

unde prin   se notează operaţia de adunare în grupul 2Z , nm 0 . Uşor se verifică că 

mulţimea tuturor  -lanţurilor m -dimensionale în raport cu operaţia de adunare formează un 

grup pe care îl vom nota prin  2m
L , nm 0 . 

În mod similar celor examinate în paragraful 2.5, definim noţiunea de  -frontieră  2mL  

a  -lanţului  2Lm : 

  mmmmmmm

mm
QQQL   ...2 2211 , 

unde 

111

121
1...11 


 mm

i

m

i

m

i m
QQQq  , 

iar 
111

121
,...,, 



mm

i

m

i m
QQQ   sunt faţetele cu dimensiunea 1m  ale quasisimplexului m

iQ , mi 1 , 

m

m cardQ . 

Dacă   02  mL , atunci  2mL  se va numi  -ciclu m -dimensional al complexului nK , 

fiind notat prin  2,mZ , nm 0  . Prin definiţie, vom considera orice element din 0Q  ca un 

 -ciclu al complexului nK . Dacă  2,mZ  reprezintă mulţimea tuturor  -ciclurilor m-

dimensionale din nK , atunci aceasta formează un subgrup al grupului  2m
L , nm 0 . 

În mod similar cu cele descrise în paragraful 2.6, în cazul complexului de relaţii   multi-are 

)...,,,( 10 nn QQQK   se formează: 



 99 

  2,0

mZ mulţimea tuturor  -ciclurilor din  2,mZ  care sunt omoloage cu 0. Evident, 

 2,0 mZ  este un subgrup al grupului  2,mZ . 

      2,/2, 02

mmnm K ZZ grupul  -omologiilor peste câmpul 2Z , nm 0 . 

Grupul  nm K2 , conform relaţiei (2.18), poate fi reprezentat în modul următor: 

  r

nm DDD  ...212 K , 

unde iD , ri 1 , este un subgrup ciclic finit din  nm K2  de rangul doi. Dacă notăm prin mp2  

rangurile  -omologiilor  nm K2 , nm 0 , atunci obţinem următoarea interpretare a 

caracteristicii Euler: 

     n
n

m

mmn p KK 



0

21 .                                               (2.33) 

Numerele nppp 2

1

2

0

2 ,...,, se numesc coeficienţii Betty după modulul 2 pentru grupurile de 

omologii      nnnn KKK 2

1

2

0

2 ,...,,  . Folosind expresiile (2.13) şi (2.33) pentru caracteristica 

Euler, obţinem o relaţie similară cu (2.30) din paragraful 2.7, şi anume: 

       







n

mi

ii
m

i

ii
r

i

i

imm
ppp

1

2

1

0

2

0

2 1111  , nm 0 .                  (2.34) 

Definiţia 2.8.1. Numărul mp2  din partea stângă a relaţiei (2.34) se numeşte număr 

ciclomatic după modulul 2  cu dimensiunea m , nm 0 , şi se notează prin  nmv K2 . 

Astfel, în baza relaţiei (2.34), putem scrie: 

         









0

1

2

0

2 11
mi

niim

mi

n

i

innm
vv KKK  , nm 0 .                (2.35) 

În paragraful 2.1 a fost definită noţiunea de schelet m -dimensional al G -complexului de 

relaţii multi-are (a se vedea definiţia 2.1.2). Pentru complexul )...,,,( 10 nn QQQK   vom 

nota prin nK  scheletul 1 -dimensional. Acesta din urmă apare la soluţionarea a mai multor 

probleme cu aspect practic, dat fiind faptul că nK  s-a dovedit a fi o structură matematică 

eficientă, deseori folosită la modelarea diferitelor procese.  

Să examinăn matricea de incidență a scheletului nK  peste câmpul 2C , pe care o notăm 

prin 
mm

i
j

mI 
1

)()(2 
 , nm 1 . Rezolvăm ecuaţia: 

  0*

2  xI m , 

unde mRx


2

*  . Obţinem sistemul de ecuații omogene cu operațiile de adunare și înmulțire 

definite în 2C : 
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m
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mm
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                                    (2.36) 

Nota 2.8.1. Orice minor de gradul r , },min{1 1 mmr   , este egal cu 1 sau cu 0 , ceea 

ce înseamnă că )(2 mI  este o matrice total unimodulară. (Termenul matrice total unimodulară a 

fost introdus pentru prima dată de către Claude Berge, lucru menționat în mod special în 

lucrarea [33]). Soluția sistemului (2.36) se caută sub formă de vectori în coordonate întregi. 

Judecând ca şi în cazul teoremei 2.7.1, obţinem egalitatea: 

   222 m

mm cardBvp n  K                                                 (2.37) 

unde  2mB  este baza familiei de vectori    m

m 
~2  mR



2 . 

Din cele menţionate rezultă că în matricea )(2 mI  există o submatrice pătratică cu 

dimensiunea maximală egală cu   mm vv n
22 K , determinantul căreia, calculat peste câmpul 2C , 

este diferit de zero, ceea ce garantează existența soluției. Aceasta înseamnă că sistemul (2.36) 

conţine m

m v2  variabile independente. Prin urmare, pentru (2.36) există m

m v2  soluţii 

fundamentale ce determină în mR


2  un subspaţiu cu dimensiunea m

m v2 . Astfel de soluţii pot fi: 

 
 

 
























m
m

m
m

m
m

m
m

m

m
m

m

m
m

m

Rccc

Rcccc

Rcccc

vv

m

v

m

v

v

mmm

v

mmm













2,1,

2,222212

2,112111

1,...0,0,,..,

0,...,1,0,,...,,

0,...,0,1,,...,,

2222

2

2


                          (2.38) 

(Conform notei 2.8.1, toţi vectorii ce formează sistemul fundamental de soluţii au aceste 

coordonate.) 

Vom reprezenta soluţiile (2.38) prin matricea transpusă: 
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                                    (2.39) 
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Definiţia 2.8.2. Matricea (2.39) se numeşte matrice ciclomatică peste câmpul 2C  pentru 

scheletul m -dimensional al G -complexului de relaţii multi-are )...,,,( 10 nn QQQK  . 

Revenim acum la demonstraţia teoremei 2.8.1. 

Demonstraţie.  

I. Fie )~,...,~,~(~
21

mmmm

m
cccc   un vector arbitrar din mR



2  ce verifică relaţia: 

 ))(
~

(~ 2 m
m

mc  mR


2 . 

Să arătăm că, în aceste condiţii, vectorul transpus mc*  satisface egalitatea: 

0)( *2  mm cI . 

Pentru a demonstra afirmaţia e suficient să o facem pentru un  -ciclu simplu (ciclu ce nu 

conţine repetări de elemente) şi conex  m
~

 m
~

 (în cazul unui ciclu arbitrar se face 

descompunerea acestuia în cicluri simple cu examinările ulterioare respective). Un astfel de ciclu 

generează un subcomplex conex în scheletul m -dimensional  nmsk K . Să notăm acest 

subcomplex prin   m
~

K , iar prin m

2

1

2

0

2 ,...,,     grupurile de  -omologii ale lui 

  m
~

K . Aceste grupuri posedă proprietăţile: 

,0

2 Z     ,01

2

2

2

1

2  m   Zm 2 , 

iar caracteristica Euler    m
~

K  satisface egalitatea: 

   





.,2

,,0~

parestemdacă

imparestemădac
m K  

Orice alt  -ciclu  m

k
~

 conex, însă nu şi simplu, poate fi reprezentat ca o reuniune obişnuită de 

 -cicluri simple şi conexe de aceeaşi dimensiune: 

        m

k

m

k

m

k

m

k t

~

...
~~~

21
. 

Notăm prin )(2 mI matricea de incidenţă a scheletului m -dimensional respectiv. Atunci, 

produsul scalar al vectorului 

    mm

j

mmm

km

m

m
ccccc  ~...,,~,...,~,~~~

21

2   

la vectorul linie ),( mi  al matricei )(2 mI  va fi: 

),(~...),(~...),(~),(~),(,~
2211  mcmcmcmcmc imi

j
m
j

imimim

mm   .      (2.40) 

Avem două posibilităţi: 

a)  -ciclul studiat conţine un quasisimplex )1( m -dimensional care este faţetă comună exact 

pentru două quasisimplexe m -dimensionale din ciclu. Prin urmare, în acest caz, produsul 

scalar (2.40) este egal cu 0 ; 
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b) nu se respectă condiţia cu referire la  -ciclu, indicată în punctul precedent. În aceste 

condiţii, deoarece ciclul respectiv nu conţine quasisimplexe (m-1)-dimensionale, vom avea: 












0~,1

,1~,0
),(

m

j

m

ji

j
cdacă

cdacă
m . 

Prin urmare, şi în acest caz produsul scalar (2.40) este egal cu 0 . 

II.  Fie )~...,,~,~(~
21

mmmm

m
cccc   vectorul, transpusul căruia satisface egalitatea din teoremă: 

0)( *2  mm cI . 

Totodată, vectorul )~...,,~,~(~
21

mmmm

m
cccc   se reprezintă printr-o combinație liniară a 

vectorilor  m

v

mm
m

m

ccc
2

,...,, 21 
, care formează sistemul (2.38). Prin urmare, pentru a demonstra 

condiția necesară a teoremei, rămâne să demonstrăm că fiecare dintre vectorii 

m

kc , m

m vk 21    se reprezintă printr-o combinație liniară a  -ciclurilor (vectori din mR


2 ).  

Examinăm mulțimea mQ


 a tuturor quasisimplexelor m -dimensionale m

kq  din mQ , pentru 

care ultimele m

2v  coordonate ale vectorului m

kc~ , corespunzător lui m

kq , sunt diferite de 0 . Fie 

),...,,(
21

m

k

m

k

m

k

m

k
m

cccc


 , m

m vk 21   . Deoarece fiecare dintre produsele   ,mc i

j

m

k j
 , 

11  mi  , primeşte valoarea 0  sau 1  şi   0,~  mc im  , rezultă că    ,~ mc im   

conţine un număr par de unităţi.  

Fie 

        ,~...,~,~,~
2211 mcmcmcmc imimimim

mm                   (2.41) 

Din cele menţionate mai sus, referior la produsul  ),(~ mc im  , rezultă că există un 

număr par de indici j  în suma (2.41), fie t221 j,...,j,j , încât simplexele ,q,...,q,q m

j

m

j

m

j t221
 sunt 

incidente cu faţeta proprie 1m

iq  a quasisimplexului m

kq . Notăm prin )( mQK


 şi )( mQK  

subcomplexele din nK , generate de mulţimile  mQ


 şi, respectiv, mQ . Evident, este adevărată 

relaţia: )()( mm QKQK 


. Complexul )( mQK


 poate avea mai multe componente conexe. 

Fie aceste componente sunt: 

)(),...,(),(
21

m

k

m

k

m

k r
QKQKQK


. 

Fiecare dintre complexele )( m

kt
QK


, rt 1 , reprezintă un  -ciclu topologic, de tipul 

Euler. Notăm aceste  -cicluri (conexe şi discriptive) prin       m

r

mm 
~

,...,
~

,
~

21 . Are loc 

egalitatea: 

         m

rm

m

m

m

m

m

kc 
~

...
~~ 2

2

2

1

2 , 
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de unde, în baza celor menţionate mai sus, obţinem: 

   m

m

mm

kc 
~2 mR



2 . 

Consecinţa 2.8.1. Pentru matricea de  -incidenţă  mI 2  a scheletului m-dimensional 

msk )( nK  al G -complexului de relaţii multi-are nK   şi matricea m

2C
~

, peste câmpul 2C ,  are 

loc egalitatea: 

  0
~

22  mm CI ,  nm 0 . 

Demonstraţia consecinţei rezultă imediat din teorema 2.8.1.  

Consecinţa 2.8.2. Pentru matricea de  -incidenţă  mI 2  a scheletului m-dimensional 

msk )( nK  al G -complexului de relaţii multi-are nK  şi matricea m

2C
~

,  peste câmpul 2C ,  are 

loc egalitatea: 

     0
~ *

2

*

2  mm CI , nm0  , 

unde   *2 mI  este transpusa matricei  mI 2 , iar  *m

2C
~

 este transpusa matricei m

2C
~

. 

 

2.9. Concluzii la capitolul 2 

 

În rezultatul studiului efectuat a fost construită o structură matematică discretă nouă, numită 

complex de relaţii multi-are, care generalizează structurile discrete clasice, cum ar fi grafurile, 

hipergrafurile, complexele simpliciale etc. Capitolul 2 conţine un şir de rezultate ce constituie 

fundamentul teoretic al direcţiei de cercetare, determinate de aspectul topologic al relaţiilor 

multi-are. Pornind de la definiţia propriu-zisă a complexului de relaţii multi-are 

),...,,( 1211   nn RRR , construit pe produsele carteziene ale unei mulţimi de elemente 

1
21 }...,,,{ RxxxX r  , se studiază proprietăţile de bază ale acestei structuri, necesare pentru 

cercetările ulterioare. 

Generalizând noţiunea de lanţ şi ciclu, cunoscute pentru structuri matematice mai simple, 

cum ar fi grafurile, se construiesc grupurile de omologii şi coomologii ale complexului 

),...,,( 1211   nn RRR . În termenii grupurilor de omologii se obţin rezultate importante ce ţin 

de structura complexelor de relaţii multi-are, conexitatea acestora, calcularea numărului 

ciclomatic şi cociclomatic etc. 

De asemenea, se studiază un caz particular al complexului de relaţii multi-are, numit arbore. 

Arborii reprezintă acele modele matematice pentru care pot fi elaborate metode eficiente de 

soluţionare a problemelor practice. 
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În baza celor descrise în capitolul 2, constatăm obţinerea unor rezultate principiale pentru 

dezvoltarea în continuare a teoriei complexului de relaţii multi-are: 

- au fost construite grupurile de omologii şi coomologii; 

- a fost stabilită legătura dintre grupurile de omologii ale unui complex de relaţii multi-are şi 

dualul acestuia; 

- a fost demonstrată teorema Kolmogorov-Alexander cu privire la dualitatea grupurilor de 

omologii şi coomologii în cazul complexului de relaţii multi-are; 

- a fost dedusă formula recurentă pentru calcularea numerelor ciclomatice; 

- au fost demonstrate proprietăţi importante ale arborelui  stabil; 

- a fost demonstrat analogul teoremei Poincare-Veblen-Alexander. 

 

Ţinând cont de  examinările din capitolul 2 deducem următoarele concluzii:  

1. Prin construirea complexului de relaţii multi-are care, la rândul său, generalizează mai 

multe structuri discrete clasice, cum ar fi grafurile, hipergrafurile, complexele 

simpliceale etc., a fost propusă o nouă structură discretă ce poate fi folosită în calitate de 

model matematic la examinarea şi soluţionarea problemelor teoretico-aplicative; 

2. Folosirea grupurilor de omologii şi coomologii la determinarea proprietăţilor 

complexului de relaţii multi-are denotă posibilitatea aplicării metodelor de studiu ale 

topologiei algebrice pentru examinarea structurilor discrete. Această situaţie a permis 

efectuarea cercetărilor la un nivel calitativ nou pentru astfel de structuri; 

3. Folosirea rangurilor grupurilor de omologii ale complexului de relaţii multi-are a permis 

deducerea unei formule eficiente de calcul a numărului ciclomatic, chestiune importantă 

pentru stabilirea proprietăţilor combinatoriale ale unui astfel de complex, necesare la 

soluţionarea problemelor aplicative; 

4. Demonstrarea analogului teoremei Poincare-Veblen-Alexander (teorema 2.8.1), cunoscută 

în legătură cu examinarea contururilor unui graf orientat, reprezintă un instrument 

efficient care a fost folosit pentru studierea ciclurilor m-dimensionale ale complexului de 

relaţii multi-are şi construirea matricei ciclomatice a complexului respectiv; 

5. Studierea arborilor, drept caz special al complexului de relaţii multi-are, a permis 

obţinerea unor rezultate ce ţin de acoperirile minime cu vârfuri ale complexului şi 

mulţimile intern stabile din ),...,,( 1211   nn RRR , care generalizează rezultate 

cunoscute din teoria grafurilor. Rezultatele ce ţin de studierea cortegiilor suspendate pot 

fi utile la elaborarea unor algoritmi iterativi de soluţionare a problemelor combinatoriale 

pe arbori. 
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3. CONVEXITATEA ÎN COMPLEXUL DE RELAŢII MULTI-ARE 

 

Odată cu definirea noţiunii de lanţ într-un complex de relaţii multi-are 1n  (a se vedea 

definiţia 2.1.4), putem considera acest complex drept un spaţiu metric  dRX ,1  cu funcţia 

distanţei NRRd  11: . Generalizând în continuare noţiunea de lanţ m -dimensional în 1n  

(a se vedea paragraful 3.1) care permite, la rândul său, generalizarea noţiunii de mulţime d -

convexă, cunoscută din teoria grafurilor [60], [111], se studiază mai multe proprietăţi ale 

acesteia, exprimate prin teoremele 3.1.6 – 3.1.8. Se studiază mulțimile convexe definind 

noțiunea de k -segment metric m -dimensional.  

Grafurile, fiind un caz particular al complexului de relații multi-are și având o structură 

relativ simplă pentru studiu, servesc drept suport la studierea diverselor aspecte legate de 

proprietățile mulțimilor convexe în spații metrice discrete. 

În paragrafele 3.2 și 3.3 sunt studiate grafurile neorientate și, respectiv, cele orientate, în 

care învelitoarea convexă a oricăror două vârfuri neadiacente, privită ca o procedură iterativă de 

aplicare a operatorului de construire a acesteea (a se vedea paragraful 3.1), coincide cu mulțimea 

tuturor vârfurilor grafului. Grafurile respective se numesc d-convex simple și au fost studiate în 

mai multe lucrări [133], [134], [136]-[139], [147], [157], [164], [263 ].  

Noțiunea de distanță în cazul unui graf orientat nu se comportă ca o metrică ( nu are loc 

proprietatea comutativă). Această situație impune necesitatea studierii grafurilor orientate cu 

proprietăți speciale. Specificul noţiunii de convexitate în cazul grafurilor orientate este ilucidat în 

paragraful 3.3. Se definesc mai multe operații asupra grafurilor d-convex simple orientate, care 

se comportă ca operații algebrice. 

 

3.1. Noţiunile de convexitate şi învelitoare convexă  

 

Definiţia generală a noţiunii de convexitate, precum şi de învelitoare convexă, a fost dată 

pentru prima dată în lucrarea [240] de către F. Levi. Primele rezultate obţinute au pus bazele unei 

noi direcţii de cercetare în matematică, dezvoltate în continuare de către J.W.Elliss [241], 

P.C.Hammer [242]-[244], D.C.Kay & E.W.Womble [245], G.Sierksma [246], [247]. În prezent 

sunt cunoscute diverse modele de convexitate, apărute în legătură cu necesitatea soluţionării unor 

probleme cu caracter teoretico-aplicativ, care se regăsesc în lucrările a mai multor matematicieni 

cunoscuţi pe mapamond: P.Soltan [60], [248], I.Serghienco [249], [250], M.Covaliov [251], 

[252], V.Soltan [111] etc.  
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Începem cu definiţia convexităţii formulată de către F.Levi [240]. Fie )(XP  familia tuturor 

submulţimilor unei mulțimi arbitrare X . Alegem o subfamilie )(XФ P . 

Definiţia 3.1.1. Familia de mulţimi )(XФ P  ce posedă proprietăţile: 

a) ФX  ; 

b) dacă ФAA 21, , atunci ФAA 21  , 

se numeşte convexitate în X . Perechea ),( ФX  se numeşte spaţiu convex, iar elementele din 

Ф – mulţimi convexe. 

Conform acestei definiţii, pentru orice mulţime de elemente X  poate fi indicată o familie de 

submulţimi care formează o convexitate în X . De exemplu, în spaţiul liniar familia tuturor 

sferelor cu centrul în originea sistemului de coordonate este o convexitate. Evident, în cazul 

spaţiului liniar, convexitate respectivă nu este unică. 

Ţinând cont de definiţia 3.1.1 putem afirma că, dacă Ф  este o convexitate într-un spaţiu X , 

atunci orice submulţime XA  aparţine cel puţin unei mulţimi convexe din Ф . Aceasta, la 

rândul său, înseamnă că în X  există o mulţime convexă minimală ce conţine submulţimea 

XA . Mulţimea respectivă se mai numeşte învelitoare convexă a lui A . Vom prezenta aici 

definiţia noţiunii de învelitoare convexă, împrumutată din lucrarea [240], chiar dacă în literatura 

de specialitate se întâlnesc şi alte variaţii echivalente ale acesteia [60], [111], ]245], ]245]. 

Definiţia 3.1.2. Aplicaţia  : )()( XX PP  , care satisface relaţiile: 

a) )(AA  , pentru orice submulţime XA ; 

b) )())(( AA   , pentru orice submulţime XA ; 

c) )()( BA   , pentru oricare două submulţimi )(, XBA P  încât BA , 

se numeşte învelitoare convexă în spaţiul X . 

 

k -Lanţ m -dimensional într-un complex de relaţii multi-are 

 

Vom examina acum spaţiul, elementele căruia sunt toate cortegiile complexului conex 

),...,,( 1211   nn RRR . Cu alte cuvinte, vom examina spaţiul determinat de reuniunea i
n

i

R
1

1





. 

Pentru a defini în acest spaţiu o convexitate vom defini noțiunea de lanț care diferă de cea a 

lanțului liniar (a se vedea definiția 2.1.4), însă pare a fi mai firească în contextul celor examinate 

în continuare. Fie 
k
j

k
i rr ,  două elemente arbitrare ale relaţiei k -are kR . Evident, pentru 

k
j

k
i rr ,  

totdeauna putem construi un şir   format din elementele complexului 
1n

, ce posedă 

următoarele două proprietăţi: 
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a) primul şi ultimul element din   coincid cu k
ir  şi, respectiv, k

jr ; 

b) oricare două elemente vecine ale acestui şir au intersecţie nevidă. 

Astfel de şiruri sunt prea generale şi nu pot fi utile pentru examinarea unor particularităţi ale 

complexului de relaţii multi-are.  

Definiţia 3.1.3. Şirul de cortegii m
t

m
t

m
t s

rrr ,...,,
21

 ale relaţiei m-are mR  ce posedă 

proprietăţile: 

1) m
t

k
i rr

1
 , m

t
k
j s

rr  , mk 1 ; 

2) lm

t

m

t Rrr
pp


1
 , mlk  , pentru orice ,11  sp  

se numeşte k -lanţ m -dimensional cu extremităţile în k
j

k
i rr ,  şi se notează prin ),( k

j
k

i
mk rrL , 

11  nmk . Numărul s  se numeşte lungime a acestui lanţ. 

Uneori vom obișnui să folosim pentru lanțul ),( k
j

k
i

mk rrL  denumirea de ),( mk -lanț. Ușor ne 

convingem că ),( mk -lanțul reprezintă o generalizare a noțiunii de lanț, cunoscută din teoria 

grafurilor [5], [302]. 

Lema 3.1.1. Dacă șirul m
t

m
t

m
t s

rrr ,...,,
21

 reprezintă un ),( mk -lanţ ce uneşte două subcortegii 

ereditare m
t

k
i rr

1
  și m

t
k
j s

rr  , atunci în 1n  există (h,m)-lanţ ce unește oricare două 

subcortegii ereditare din m
tr 1

 şi m
ts

r , ce conţin câte h  elemente fiecare, mk 1 , kh 1 . 

Demonstraţie. Într-adevăr, dacă în cazul k-lanţului m-dimensional 

),...,,(),(
21

m
t

m
t

m
t

k
j

k
i

mk

s
rrrrrL   alegem subcortegiile ereditare m

t

h rr
11  , m

t
h

s
rr 2 , încât 

m
t

m
t

h rrr
211   și m

t
m

t
h

ss
rrr 

12 
 , atunci putem considera justă relația 

),(),...,,(),( 2121

hhmhm
t

m
t

m
t

k
j

k
i

mk rrLrrrrrL
s
 . În cazul când, de exemplu, m

t
m

t
h rrr

211  , iar 

m
t

m
t

h

ss
rrr 

12 
 , putem considera lanțul ),...,(),(

221
m

t
m

t
hhmh

s
rrrrL  . Celelalte două cazuri rămase: 

a) m
t

m
t

h rrr
211   şi m

t
m

t
h

ss
rrr 

12 
 ; 

b) m
t

m
t

h rrr
211   şi m

t
m

t
h

ss
rrr 

12 
  

se examinează în mod similar. 

Remarca 3.1.1. Din existența k -lanţului m -dimensional ),...,,(),(
21

m
t

m
t

m
t

k
j

k
i

mk

s
rrrrrL   nu 

rezultă existența unui (h,m)-lanţ ce unește două subcortegii ereditare m
t

h rr
11   și m

t
h

s
rr 2 , 

mk 1 , mhk 1 . 
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Definiţia 3.1.4. Dacă pentru oricare două elemente k
j

k
i rr ,  ale complexului 1n  există cel 

puţin un k -lanţ m-dimensional ce le uneşte atunci 1n  se numeşte complex ),( mk -conex. 

Conform definiţiei 3.1.4, orice complex conex de relaţii multi-are ),...,,( 1211   nn RRR , 

definit în capitolul 2 (a se vedea definiția 2.1.1),  poate fi considerat și complex )1,1( -conex.  

Folosind k -lanţurile m-dimensionale ce leagă perechile de elemente cu aceeaşi dimensiune 

mkk 0, , ale unui complex de relaţii multi-are 1n , vom defini noţiunea de convexitate şi 

învelitoare convexă pentru acest complex. Ba mai mult vom arăta că o convexitate în 1n  

determină în mod univoc o învelitoare convexă, şi invers – orice învelitoare convexă determină 

în mod univoc o convexitate în 1n . 

 

k -Segment metric m -dimensional într-un complex de relaţii multi-are 

 

Teoria generală a convexităţii într-un spaţiu arbitrar X  a fost fundamentată, pornind de la 

definiţia 3.1.1, prin efortul a mai multor matematicieni. În mod esenţial au contribuit la 

dezvoltarea acestei direcţii de cercetare în matematică savanţi cu renume cum ar fi J.W.Ellis 

[241], P.C.Hammer [242]-[244], J.Eckhoff [259], D.C.Kay & E.W.Womble [245], K.E.Jamison 

[260], G.Sierksa [246], [247], van de Vel & L.J.Marcel [261], M.Krein & V.Smulian [262] etc. 

Totodată, au fost studiate şi diverse modele de convexitate, printre care un rol aparte îi revine d -

convexităţii. Pentru prima dată mulţimile d -convexe au fost examinate în lucrarea [253] de către 

K.Menger. Mai târziu, această noţiune a fost „redescoperită” din nou de mai multe ori în 

lucrările altor matematicieni, în legătură cu încercarea acestora de a soluţiona diverse probleme 

cu caracter atât teoretic cât şi practic: J. de Groot [254], A.Alexandrov & V.Zalgaller [255], 

F.Toranzos [256], E.Soetens [257], P.Soltan & Ch.Prisăcaru [214]. Fiind introdusă în mod 

independent în geometrie, topologie, analiză funcţională şi teoria grafurilor, d -convexitatea s-a 

dovedit a fi un model reuşit al convexităţii, care şi-a adus aportul la soluţionarea unor probleme 

importante cu caracter aplicativ [60], [141], [258]. 

În cazul complexului de relaţii multi-are ),...,,( 1211   nn RRR  vom considera că fiecare 

relaţie k -ară nkRk 1, , determină un spaţiu, elemente ale căruia sunt cortegiile din kR . Pe 

fiecare astfel de spaţiu vom defini convexitatea în conformitate cu definiţia 3.1.1, folosind         

k-lanţurile m -dimensionale, introduse prin definiția 3.1.3, 1 nmk . Cele expuse în 

continuare reprezintă o extindere a ideilor prezentate în monografia [164]. Pentru cercetările 

ulterioare vom avea nevoie de următoarele două noţiuni: 
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1. k-Lanţ m-dimensional minim ce uneşte două elemente cu aceeaşi dimensiune 

kk

j

k

i Rr,r  , 11  nmk . Astfel se va numi ),( mk -lanţul  k

j

k

i

mk r,rL  cu cea mai mică 

lungime, ce leagă cortegiile kk

j

k

i Rr,r  . 

2. Funcţia distanţei NRRd kkm

k : . Astfel se va numi funcţia ce pune în corespondenţă 

oricăror două cortegii k

j

k

i r,r  cu aceeaşi dimensiune k  din 1n  un număr egal cu lungimea k -

lanţului m-dimensional minim, 11  nmk . Pentru a demonstra că funcţia m

kd  reprezintă o 

distanţă în spaţiul kR , vom arăta că aceasta posedă proprietăţile unei metrici, definite în kR . (În 

cazul când între elementele k

j

k

i r,r  nu există ),( mk -lanţ, se consideră ),( k

j

k

i

m

k rrd ). 

Lema 3.1.2. Funcţia NRRd kkm

k : , încât ),( k

j

k

i

m

k rrd  reprezintă un număr, egal cu 

lungimea ),( mk -lanţului minim cu extremităţile în kk

j

k

i Rr,r  , posedă proprietăţile: 

a) 0),( k

j

k

i

m

k rrd , pentru oricare două elemente kk

j

k

i Rr,r   şi 0),( k

j

k

i

m

k rrd  dacă şi 

numai dacă k

j

k

i rr  ; 

b) ),(),( k

i

k

j

m

k

k

j

k

i

m

k rrdrrd  , pentru oricare două elemente kk

j

k

i Rr,r  ; 

c) ),(),(),( k

j

k

t

m

k

k

t

k

i

m

k

k

j

k

i

m

k rrdrrdrrd  , pentru oricare trei elemente kk

t

k

j

k

i Rr,r,r  . 

Demonstraţie. Corectitudinea afirmaţiei a) din lemă se verifică prin aplicarea noţiunii de 

lungime a unui k -lanţ m -dimensional (a se vedea definiţia 3.1.3). 

Reieşind din definiţia  ),( mk -lanţului ),( k

j

k

i

mk rrL  rezultă că dacă şirul m

t

m

t

m

t s
rrr ,...,,

21
 leagă 

cortegiul m

t

k

i rr
1

  cu cortegiul m

t

k

j s
rr  , atunci şirul m

t

m

t

m

t

m

t rrrr
ss 121

,,...,,


 leagă cortegiul m

t

k

j s
rr   

cu cortegiul 
m

t

k

i rr
1

 . Aceasta înseamnă respectarea condiţiei b) din lema 3.1.2. 

Să fixăm acum trei cortegii arbitrare 
k

t

k

j

k

i r,r,r  cu dimensiunea k  din 1n . Dacă între 
k

j

k

i r,r  

nu există ),( mk -lanţ  k

j

k

i

mk r,rL , atunci inegalitatea  c) din lema 3.1.2 este adevărată. Să 

admitem că între cortegiile k

ir şi k

jr  există ),( mk -lanţul minim ),...,,(),(
21

m

q

m

q

m

q

k

j

k

i

mk rrrrrL


 . 

De asemenea, considerăm că există lanţurile minime: 

),...,,(),(
21

m

d

m

d

m

d

k

t

k

i

mk rrrrrL


 , 

),...,,(),(
21

m

e

m

e

m

e

k

j

k

t

mk rrrrrL


 . 

În caz că cel puţin unul dintre lanţurile ),( k

t

k

i

mk rrL , ),( k

j

k

t

mk rrL  nu există, lungimea 

acestuia se consideră egală cu  , de unde rezultă corectitudinea proprietăţii c) din lema 3.1.2. 
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Dacă   , atunci proprietatea c) este demonstrată. Fie   . Deoarece m

d

k

t rr


 , 

ca una dintre extremităţile lanţului ),( k

t

k

i

mk rrL  , obţinem im

e

m

d Rrr 
1




, mik  .  

Aceasta înseamnă că şirul de cortegii ),...,,,,...,,(
2121

m
e

m
e

m
e

m
d

m
d

m
d rrrrrr


 reprezintă, la rândul său, 

un k -lanţ m -dimensional cu extremităţile în k

j

k

i r,r , lungimea căruia este   . Obţinem 

contrazicere cu faptul că ),...,,(),(
21

m

q

m

q

m

q

k

j

k

i

mk rrrrrL


  este un k -lanţ m -dimensional minim. 

Contradicţia obţinută demonstrează proprietatea c) şi, odată cu aceasta, lema 3.1.2.  

În baza lemei demonstrate, constatăm că pentru un complex de realţii multi-are 

),...,,( 1211   nn RRR  putem defini spaţiile metrice ),( m

k

k dR , 11  nmk . 

Pentru cortegiile kk

j

k

i Rr,r  , vom numi k-segment metric m-dimensional mulţimea: 

)},(),(),(:{, k

j

k

l

m

k

k

l

k

i

m

k

k

j

k

i

m

k

kk

lm

k

j

k

i rrdrrdrrdRrrr  , 

unde 11  nmk . Se mai spune că segmentul metric m

k

j

k

i rr  ,  leagă cortegiile k

j

k

i rr , , 

numite și extremități ale acestui segment.  

 

Convexitatea determinată de funcţia distanţei m

kd  

 

Notăm prin kD  familia tuturor mulţimilor kRA  ce posedă proprietatea: pentru oricare 

două cortegii k -dimensionale kk

j

k

i Rr,r   este respectată incluziunea Arr m

k

j

k

i  , . 

Teorema 3.1.1. Familia kD  reprezintă o convexitate în kR . 

Demonstraţie. Observăm mai întâi că este adevărată relaţia kk DR  . Să examinăm acum 

intersecţia oricăror două mulţimi 
kDB,A  . Dacă avem două elemente BArr k

j

k

i , , atunci 

deoarece fiecare dintre mulţimile A  şi B  este din kD , obţinem: 

Arr m
k
j

k
i  , ; 

Brr m
k
j

k
i  , . 

Prin urmare, BArr m
k
j

k
i  , , ceea ce înseamnă că BA  e o mulţime din kD . 

Din cele demonstrate rezultă că familia kD  posedă proprietăţile din definiţia 3.1.1. Deci kD  

este o convexitate în kR , 11  nmk .  

Elementele familiei kD  le vom numi mulţimi ),( mk -convexe ale complexului de relaţii 

multi-are 1n . 
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Vom arăta în continuare că în baza  convexităţii kD , pe mulţimea tuturor submulţimilor 

)( kRP  a spaţiului kR , putem defini o aplicaţie )()(: kk RR PP   care reprezintă o 

învelitoare convexă în kR . 

 

Învelitoarea convexă determinată de convexitatea complexului de relaţii multi-are 

 

Teorema 3.1.2. Aplicaţia )()(: kk RR PP   care pune în corespondenţă fiecărui 

element )( kRA P  o mulţime ),( mk -convexă minimă din kD , ce conţine mulţimea A, 

reprezintă o învelitoare convexă. 

Demonstraţie. Fie dată convexitatea:  

)(},,,:)({ kk
j

k
im

k
j

k
i

kk RBrrpentruBrrRBD PP  , 

definită mai sus, şi )()(: kk RR PP   – aplicaţia ce satisface condiţiile teoremei. Menţionăm 

că, orice mulţime ),( mk -convexă minimă ce conţine o mulţime arbitrară )( kRA P  se obţine 

prin intersecţia tuturor mulţimilor ),( mk -convexe, ce conţin mulţimea A . Prin urmare, putem 

considera corectă egalitatea: 

}:{)( BADBA k   ,                                                  (3.1) 

pentru orice mulţime )( kRA P . 

Pentru a demonstra teorema e suficient să demonstrăm că aplicaţia ce respectă condiţia (3.1) 

posedă proprietăţile caracteristice unei metrici (a se vedea definiţia 3.1.2). 

a) Dacă A  este o submulţime arbitrară din kR , atunci incluziunea )(AA   este evidentă, 

dat fiind faptul că )(A  respectă condiţia (3.1). 

b) Egalitatea )())(( AA    rezultă din faptul că kDA )( , reprezentând intersecţia 

unor mulţimi din kD  (a se vedea teorema 3.1.1). 

c) Pentru a demonstra că aplicaţia   satisface şi cea de-a treia relaţie din definiţia 3.1.2, 

vom considera două mulţimi arbitrare A  şi B  din kD  ce respectă condiţia BA . Conform 

relaţiei (3.1) obţinem: 

}:{)( EADEA k  . 

O mulţime kDE  ce conţine A  ar putea, la rândul său, să conţină mulţimea B  sau nu. 

Aceasta înseamnă că este adevărată incluziunea: 

 }):{(}:{ EBşiEADEEADE kk   
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 }):{( EBDE k  

)(}):{( BFBDF k   . 

Prin urmare )()( BA   . 

Din cele demonstrate rezultă că, dacă aplicaţia )()(: kk RR PP   satisface relaţia 3.1, 

atunci aceasta reprezintă o învelitoare convexă în kR  

Prin teorema 3.1.2 s-a demonstrat că, cunoscând familia de mulţimi ),( mk -convexe într-un 

complex de relaţii multi-are, putem, în baza acesteia, să definim învelitoare convexă. 

Consecinţa 3.1.1. În cazul unui complex de relații multi-are ),...,,( 1211   nn RRR , 

convexitatea  

},,,:)({ BrrpentruBrrRBD k
j

k
im

k
j

k
i

kk  P  

determină în mod univoc învelitoarea convexă )()(: kk RR PP  , încât  

BA )( , 

unde B  este o mulţime ),( mk -convexă minimă din kD , ce conţine mulţimea A ,  11  nk . 

Demonstraţie. Să admitem că cu ajutorul convexităţii kD  putem defini două învelitori 

convexe   şi  . În aceste condiţii BB )( , dacă şi numai dacă BB  )( .  

Pentru o mulțime arbitrară )( kRB P  obţinem egalitatea: 

)())(( BB   , 

ceea ce înseamnă respectarea relaţiei: 

)())(()( BBB   . 

În mod analog obţinem: 

)())(()( BBB   . 

Din cele demonstrate rezultă că )()( BB   , pentru orice submulţime )( kRPB . Prin 

urmare,   . 

 

O procedură iterativă de construire a învelitoarei convexe 

 

În cele ce urmează, mulţimea )(A  a unei submulţimi arbitrare de cortegii kRA  se va 

numi învelitoare convexă a lui A  şi se va nota prin m

kd -conv )(A . Descriem o procedură iterativă 

de constituire a învelitoarei convexe m

kd -conv )(A . 

I. Iniţial considerăm AA0  . 
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II. Fie a fost construită mulţimea 0q,Aq  . Pentru fiecare două elemente distincte 

q

k

j

k

i Ar,r  , determinăm k -segmentul metric m -dimensional m

k

j

k

i r,r  . Construim 

mulţimea: 

),(
,

1 m

k

j

k

i

Arr

qq rrAA

q
k
j

k
i




  . 

III. Dacă q1q AA  , atunci pentru 1qA  repetăm operaţia aplicată asupra mulţimii qA  la 

pasul II. 

IV. Dacă qq AA 1 , atunci considerăm m

kd -conv qAA )( . 

Prin aplicarea procedurii iterative, descrise cu ajutorul pașilor I-IV, se face o extindere a 

mulțimii de cortegii )(AA P , prin adăugarea tuturor k - segmentelor metrice m -dimensionale 

cu extremităţile în elementele Ar,r k

j

k

i  . În cele ce urmează, această procedură o vom nota: 

  ),(
,

m

k

j

k

i

Arr

rrAAP
k
j

k
i




 . 

Deoarece ),(
,

m

k

j

k

i

Arr

rrA
k
j

k
i




 , putem scrie   m

k

j

k

i

Arr

rrAP
k
j

k
i




,
,

 . 

Folosind această operaţie de extindere a mulţimii A , construirea învelitoarei convexe    

m

kd -  Aconv  poate fi asociată cu construirea şirului: 

)()(...)()()( 1210 APAPAPAPAP qq  , 

unde AAP )(0 , 

))(()( 1 APPAP ss  , 1,...,3,2,1  qs . 

În aceste condiţii m

kd - )()( APAconv q . 

Considerăm acum aplicaţia )()(:ˆ kk RR PP  . În conformitate cu această aplicație, unei 

mulţimi )( kRA P  i se pune în corespondenţă mulţimea convexă m

kd -conv )(A , construită prin 

aplicarea procedurii iterative, descrise mai sus. 

Lema 3.1.3.  Aplicaţia ̂  este o învelitoare convexă în kR . 

Demonstraţie. Pentru a demonstra lema 3.1.3 vom arăta că aplicaţia ̂  verifică 

proprietăţile învelitoarei convexe din definiţia 3.1.2. 

a) Fie A  o submulţime arbitrară de elemente din kR . Dacă pentru oricare două elemente 

Ar,r k

j

k

i   se respectă relaţia Ar,r m

k

j

k

i  , atunci, în baza procedurii iterative descrie mai sus, 

are loc egalitatea: 
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m

kdA  - conv  A . 

În caz contrar se construieşte şirul de mulțimi 

m

kq dAPAPAPA  )(...)()( 10 - )(Aconv ,                              (3.2) 

de unde rezultă că prima proprietate a învelitoarei  convexe, indicată în definiţia 3.1.2, se 

respectă.  

Să verificăm cea de-a doua proprietate. 

b) În conformitate cu procedura iterativă descrisă mai sus, pentru submulţimea de cortegii 

kRA  formăm şirul (3.2). Prin urmare: 

m

kdA )( - )()( APAconv q , 

ceea ce înseamnă că pentru oricare două elemente )(, APrr q

k

j

k

i   se respectă relaţia: 

)(, APrr qm

k

j

k

i  , 

de unde facem concluzia: 

m

kd - m

kq dAconv )( - )(Aconv . 

În rezultat obţinem: 

m

kd - m

kdconv( - m

kdAconv ))( - )(Aconv . 

c) Fie A  şi B  două mulţimi din )( kRP  cu proprietatea BA . 

Deoarece oricare două elemente k
j

k
i rr ,  din A  aparţin şi mulţimii B , construirea 

învelitoarelor convexe pentru A  şi B  poate fi reprezentată prin una dintre schemele: 

)()(...)()(...)()(

)()(...)()(

110

10

BconvdBPBPBPBPBP

AconvdAPAPAP

m
ktqq

m
kq







                  (3.3) 

sau  

)()(...)()(

)()(...)()(...)()(

10

110

BconvdBPBPBP

AconvdAPAPAPAPAP

m
kq

m
ktqq



 

                   (3.4) 

În fiecare dintre aceste două scheme relaţiile )()( BPAP ii  , qi0  , sunt evidente, dat 

fiind faptul că oricare două elemente distincte din )(APi  aparţin şi mulţimii )(BPi . 

În cazul schemei (3.3) obţinem șirul de incluziuni 

)(...)()()( 1 BPBPBPAP tqqq   , 

de unde obţinem:  
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m
kd - m

kdAconv )( - )(Bconv . 

Realizarea schemei (3.4) ar însemna că este adevărată relaţia:  

m
kd - BBPAconv  )()( 0 . 

Întra-devăr, în condiţiile schemei (3.4) avem situaţia când învelitoarea convexă a mulţimii 

A  nu depăşeşte mulţimea B , deoarece se presupune că numărul de paşi aplicaţi la construirea 

învelitoarei convexe a mulţimii A  este mai mare decât numărul de paşi necesari la construirea 

învelitoarei convexe a mulţimii B , ceea ce conduce la concluzia 1q . Prin urmare, şi în cazul 

schemei (3.4) se realizează incluziunea: 

)()( BconvdAconvd m
k

m
k  . 

Prin urmare, şi cea de-a treia proprietate din definiţia 3.1.2 se respectă, ceea ce înseamnă că 

̂  este o învelitoare convexă.  

Prin aplicaţia ̂  am stabilit un alt mod de atribuire a învelitoarei convexe unei mulţimi 

)( kRA P  însă, conform consecinţei 3.1.1, aplicaţia ̂  şi aplicaţia   din teorema 3.1.2 

coincid. 

Să examinăm învelitoarea convexă, descrisă prin aplicaţia ̂ . 

Teorema 3.1.3. Învelitoarea convexă ̂  defineşte în mod univoc o convexitate kD  în 

mulţimea de cortegii k -dimensionali ai complexului ),...,,( 1211   nn RRRR  în modul următor: 

kD  este formată din toate mulţimile kRA , pentru care şirul (3.2) este format dintr-un singur 

element )(0 AP . 

Demonstraţie. Pentru a demonstra afirmaţia din teoremă e suficient a demonstra că familia 

)}()(:{ 10 APAPRAD kk   satisface condiţiile definiţiei 3.1.1. Menţionăm că relaţia 

kk DR   este evidentă. Ne vom axa pe demonstrarea celei de-a doua condiţie din definiţia 3.1.1. 

Alegem două mulţimi arbitrare A  şi B  din kD . Pentru aceste mulţimi este evidentă relaţia: 

)(ˆ)(ˆ)(ˆ BABA    .                                            (3.5) 

Deoarece, precum s-a menţionat mai sus, 

)}()(:{ 10 APAPRAD kk  , 

obţinem 

BABA  )(ˆ)(ˆ  .                                                (3.6) 

Din relaţiile (3.5) şi (3.6) rezultă: 

BABA  )(̂                                                    (3.7) 
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În baza proprietăţii a) a învelitoarei convexe (a se vedea definiţia 3.1.2) deducem: 

)(ˆ BABA   .                                                  (3.8) 

La rândul său, relaţiile (3.7) şi (3.8) implică egalitatea:  

BABA  )(̂ . 

În baza relaţiei )}()(:{ 10 APAPRAD kk   deducem că are loc relaţia kDBA  . 

Prin urmare kD  reprezintă o convexitate în complexul de relaţii multi-are 

),...,,( 1211   nn RRR . 

Să demonstrăm acum unicitatea convexităţii, determinate de ̂ . Admitem contrariul. Fie 

mai există o convexitate kD̂ , determinată de învelitoarea convexă ̂  conform relaţiei 

})(ˆ:{ˆ AARAD kk   . Egalitatea kk DD̂   rezultă din faptul că AA )(̂  dacă şi numai 

dacă kDA .  

 

Elemente extremale în kR  

 

Să revenim la spaţiul metric ),( m

k

k dR , construit în baza relaţiei k-are kR  a complexului 

),...,,( 1211   nn RRR , 11  nmk . Ţinând cont de cele descrise anterior, acest spaţiu mai 

poate fi numit (k,m)-convex. Mulţimilor convexe din spaţiul ),( m

k

k dR  le sunt caracteristice 

principalele proprietăţi cunoscute ale mulţimilor ce aparţin unei convexităţi construite în 

conformitate cu definiţia 3.1.1. Diverse aplicaţii ale acestora la soluţionarea problemelor 

teoretico-aplicative se regăsesc în multiple surse bibliografice (a se vedea, de exemplu, [111], 

[141], [148], [234]-[237], [261], [273], [278], [279]).  

Un rol important în examinarea unor probleme practice revine aşa-numitelor elemente 

extremale (drept exemplu poate servi problema divizării unei figuri plane rectangulare în părţi    

d-convexe, apărută la una dintre uzinele din Minsk şi soluţionată în anii 70 ai secolului trecut de 

către discipolii academicianului P. Soltan [248]). Rezultate analoage celor expuse în [243], 

[278], pentru complexul de relaţii multi-are 1n , sunt exprimate prin cele două teoreme ce vor 

urma (teoremele 3.1.4 şi 3.1.5). 

Definim, mai întâi, noţiunea de element extremal al unei mulţimi convexe şi de  r-suport 

convex a unui element kRr . 

Definiția 3.1.5. Elementul Ar  se numește punct extremal al mulțimii 
kRA , dacă 

}){\( rAconvdr m
k  . Mulțimea tuturor elementelor extremale din A se notează prin extA.  
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Definiția 3.1.6. Mulţimea maximal convexă
  

)( kRA P ce nu conţine elementul kRr  se 

numeşte r-supot convex în kR  şi se notează prin rA . 

Este clar că, un element kRr  nu determină în mod univoc r-suportul convex rA . De 

asemenea, o mulţime convexă maximală A  din kD  serveşte drept r-suport convex pentru orice 

element ARr k \ . 

Dacă ţinem cont de definiţia convexităţii kD  determinate de funcţia distanţei m

kd  şi a 

învelitoarei convexe respective (a se vedea consecinţa 3.1.1), uşor ne convingem de 

corectitudinea următoarei afirmaţii. 

Lema 3.1.4. Pentru orice submulţime BA , kDA  , kRB  , există o mulţime convexă 

maximală C  , care satisface condiţia BCA  . Mulţimea C  este unică, dacă şi numai dacă 

mulţimea }:{ BFADF k   este convexă.    

Teorema 3.1.4. Dacă este definită convexitatea kD , iar A  este o submulțime din kR  atunci 

sunt adevărate afirmaţiile: 

1. extAr , dacă și numai dacă există un r-suport rA , al punctului kRr , încât 

rAzA }{\ ; 

2. )(extAconvdA m
k  , dacă și numai dacă pentru orice element Ar  și orice r-suport 

rA  are loc relația: 

extAAR r
k )\( . 

Demonstrație. 1. Dacă extAr , atunci conform definiției 3.1.5 are loc relația 

}){\( rAconvdr m
k  . În baza lemei 3.1.4 există un r-suport rA , încât r

m
k ArAconvd  }){\( . 

Atunci rArA }{\ . Invers, dacă există un punct 
kRr  și rArA }{\ , atunci 

r
m
k ArAconvd  }){\( . Prin urmare, }){\( rAconvdr m

k  , adică extAr . 

2. Fie )(extAconvdA m
k  , Ar , iar rA  este r-suportul respectiv. Dacă rAextA  , atunci 

rr
m
k

m
k AAconvdextAconvdA  )()( , ceea ce ar însemna că Ar . Prin urmare, 

rAextA  . Invers, fie că există un punct )(\ extAconvdAr m
k  . Atunci exista un r-suport rA , 

pentru care are loc relația r
m
k AextAconvd  )( . Această situație implică relația: 

)\( r
k ARextA  

care este imposibilă.  
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Teorema 3.1.5. Pentru orice submulțime kRA
 
are loc egalitatea: 

}.:{ convAdconvBdABextA m
k

m
k    

Demonstrație. Fie }:{ convAdconvBdABC m
k

m
k   . Dacă CAx \ , atunci există 

o submulțime AB   pentru care are loc egalitatea convAdconvBd m
k

m
k   și care nu conține 

punctul x . Aceasta implica relațiile:  

},{\ xAB   

}){\( xAconvdconvBdx m
k

m
k  , 

care implică extAx . 

Invers, fie extAx . Atunci }){\( xAconvdx m

k  . În aceste condiții avem: 

}){\(}{}){\( xAconvdxxAA m
k   . 

Luând în consideraţie cele obţinute, deducem: 

}{\ xAC   și Cx .  

Rezultatul obținut prin intermediul teoremei 3.1.5 permite să considerăm că pentru orice 

submulțime XA  este adevărată relația: 

extAconvAdext m
k  )( . 

 

Proprietăţile operatorului P 

 

La finele acestui paragraf, folosind o tehnică similară cu cea expusă în [111], [279], vom 

demonstra unele proprietăţi ale operatorului ,P  definit anterior şi folosit la construirea 

învelitoarei convexe. Notăm prin diamA  distanţa maximă dintre elementele mulţimii kRA . 

Teorema 3.1.6.  Pentru orice mulțime kRA  are loc inegalitatea: 

.2)( diamAAdiamP   

Demonstraţie. Fie  1y  şi 2y  două elemente oarecare din )(AP . Pentru ele există ,, Azx ii   

2,1i , încât: 

.2,1),,(),(),(  i  zxdzydyxd ii
m
kii

m
kii

m
k  

Să considerăm acele puncte ,, Azx ii   2,1i ,  pentru care: 

,2,1),,(
2

1
),(  i  zxdyxd ii

m
kii

m
k  

În rezultat obținem: 



 119 

,2),(
2

1
),(),(

2

1

),(),(),(),(

222111

22211121

 diamAzxdxxdzxd

yxdxxdxydyyd

m
k

m
k

m
k

m
k

m
k

m
k

m
k





 

de unde deducem: 

.2)}(,:),({)( 2121  diamAAPyyyydmaxAdiamP m

k    

Cunoaștem că într-un spaţiu liniar normat X, pentru orice mulţime XA  are loc egalitatea: 

diamAconvAddiam  )( . 

Un rezultat similar poate fi stabilit, prin intermediul operatorului P,  şi în cazul  

învelitoarelor 
m
kd -convexe. 

Teorema 3.1.7. Pentru orice submulţime kRA  sunt echivalente afirmaţiile: 

1. diamAconvAddiam m
k  )( ; 

2. diamP(A)=diamA. 

Demonstraţie. Precum uşor se verifică, corectitudinea implicaţiei 21  rezultă din şirul de 

relaţii  .)()(  convAdAPA     

Aplicând la inducţia matematică, pentru ,...,2,1k  în baza condiţiei 2 se obţine: 

diamAAdiamPk )( . 

Dacă convAdyx m
k , , atunci există doua numere sr  , încât )(APx r   şi )(APy s . 

Prin urmare,  )(, APyx s  şi atunci : 

diamAAdiamPyxd s
m
k  )(),( . 

Aceasta, la rândul său, înseamnă că diamAconvAddiam m
k  )( .  

În legătură  cu teorema 3.1.7, trebuie de menţionat  următorul rezultat  

Lema 3.1.5. Pentru oricare două elemente kRzx ,  este adevărată următoarea egalitate: 

),(),( zxdzxdiam m
k . 

Demonstraţie. Se consideră două puncte  zxyy ,, 21 . Pentru ele se poate scrie: 

).,(),(),(),(),( 2211 zxdzydyxdzydyxd m
k

m
k

m
k

m
k

m
k 

 

Fie ),( i
m
k yxd  și ),( zyd i

m
k , .2,1i  Deoarece ),(22121 zxdm

k  , atunci 

unul dintre  numerele 11    sau 22    nu depăşeşte numărul ),( zxd m
k . 

Să admitem  că ),(11 zxd , ceea ce conduce la relaţia: 

).,(),(),(),( 112121 zxdyxdxydyyd m
k

m
k

m
k

m
k    
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Din aceste considerente: 

),(),( zxdzxdiam m
k .  

Atragem atenţia că, respectarea condiției 2 din teorema 3.1.7 este legată și de noțiunea de 

mulțime diametral maximală, introdusă prima dată în lucrarea [277] de către Jessen. 

Definiția 3.1.7. O mulțime kRB   se numește diametral maximală, dacă pentru orice 

element BRz k \  are loc inegalitatea: 

diamBBzdiam )}({  . 

Teorema 3.1.8. Următoarele afirmații sunt echivalente: 

1. diamAconvAddiam m
k  )( , pentru orice mulțime kRA ; 

2. orice mulțime diametral maximală din kR  este m
kd -convexă. 

Demonstrație. Dacă o mulțime A  din kR  este diametral maximală, atunci din relația 

convAdA m
k   și afirmația 1 din teoremă, se obține că AconvAd m

k  , adică A  este mulțime        

m
kd -convexă. Aceasta demonstrează implicația 21 . 

În continuare se va demonstra implicația 12 . Mai întâi vom arăta că pentru orice 

mulțime kRA  există o mulțime diametral maximală kRB   cu proprietățile: 

BA  și diamBdiamA  .                                               (3.9) 

Pentru aceasta  examinăm familia de mulțimi: 

}.,:{ diamAdiamC  CAXC F  

F  nu este vidă, deoarece FA .  Se observă cu uşurinţă că pentru orice şir de mulţimi 

ordonate în raport cu operaţia de includere 

F ......21 FFF , 

mulţimea 


F   aparţine, de asemenea, familiei F . Totodată  familia F  conţine cel puţin un 

element maximal B  (a se vedea lema lui Zorn, cunoscută şi ca lema lui Kuratowski-Zorn, cu 

privire la existenţa elementului maximal într-o mulţime ordonată [275], [276]). Ţinând cont de 

componenţa familiei F  se observă că B  este o mulţime diametral maximal, pentru care are loc 

relaţia 3.9.  

În baza  celei de-a doua afirmaţii din teoremă, deducem că mulţimea B  este m
kd -convexă. 

Prin urmare 
m
kd - BconvA , de unde rezultă inegalitatea: 

diamAdiamBconvAddiam m
k  )( .  
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3.2. Convexitatea în grafurile neorientate  

 

Printre structurile discrete în raport cu care au fost obţinute mai multe rezultate importante 

ce ţin de studierea mulţimilor convexe se numără grafurile neorientate. Acestea din urmă 

reprezintă, de fapt, un caz particular al complexelor ),...,,( 1211   nn RRR  în care relaţia 

mR este formată din şiruri neordonate a câte m  elemente fiecare, luate din X . În aceste condiţii, 

dacă ),( UXG   este un graf neorientat cu mulţimea de vârfuri X  şi mulţimea de muchii U , 

atunci putem considera ),( 212 RRG  . 

Vom spune că o mulţime de vârfuri XA  este d - convexă în graful G dacă împreună cu 

oricare două vârfuri Xy,x  ea conţine toate vârfurile ce aparţin tuturor lanţurilor de lungime 

minimă cu extremităţile în X  şi Y . Printre grafurile ce prezintă interes din punct de vedere al 

convexităţii se evidenţiază grafurile d-convex simple. Acestea se bucură de o proprietate, 

importantă la soluţionarea unor probleme cu caracter aplicativ: învelitoarea convexă a oricăror 

două vârfuri neadiacente coincide cu mulţimea X a tuturor vârfurilor grafului ),( 212 RRG  . 

Un graf neorientat G fără triunghiuri  se numeşte d - convex simplu dacă nu conţine mulţimi  d-

convexe XA  , care generează un subgraf necomplet în G . Pentru prima dată grafurile  d-

convex simple au fost studiate de către S.Rao şi S.Hebbare [264], [265], care s-au limitat la o 

clasă specială de grafuri. Ceva mai târziu s-a făcut o încercare de a descrie structura grafurilor  d-

convex simple în caz general [266], însă rezultatul de bază din articolul menţionat s-a dovedit a 

fi greşit [267]. Ulterior au fost studiate diferite clase de grafuri d-convex simple, fiind obţinute 

rezultate interesante cu privire la structura acestora, utilă la elaborarea unor algoritmi eficienţi de 

soluţionare a problemelor practice [131]-[140], [147, [164], [263]. 

Teorema 3.2.1. Pentru orice graf neorientat ),( UXG   sunt echivalente afirmaţiile: 

1. orice submulţime XA , care nu generează în G un subgraf complet, nu este mulțime  

d-convexă; 

2. Xyxconvd  }),({ , pentru oricare două vârfuri neadiacente Xy,x  ; 

3. Xyxconvd  }),({ , pentru oricare două vârfuri Xy,x   aflate la distanţa doi în G . 

Demonstraţie: Evident afirmaţia 1 implică afirmația 2 şi reciproc. Afirmaţia 3 este un caz 

particular al afirmaţiei 2. 

Astfel, demonstrația teoremei 3.2.1  se reduce la verificarea implicaţiei 23 . Pentru 

demonstraţia corectitudinii acestei implicaţii vom verifica respectarea egalitîţii 

Xzxconvd  }),({ 2 , pentru oricare două vârfuri neadiacente din X . 
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Fie două vârfuri neadiacente Xy,x  , iar  ],,...,,,[ 21 yzzzx k  – lanţul de lungime minimă, 

care le uneşte. Evident }),({},,...,,,{ 21 yxconvdyzzzx k  . Conform afirmaţiei 3, este 

adevărată egalitatea Xzxconvd  }),({ 2 . Atunci următoarele două relaţii: 

,}),({ 2 Xzxconvd   

}),,({},,...,,,{},{ 212 yxconvdyzzzxzx k   

implică egalitatea Xzxconvd  }),({ 2 , ceea ce demonstrează implicația 23 . 

Atragem atenţia că prin teorema demonstrată se face referinţă la grafurile d - convex simple, 

deoarece un astfel de graf satisface condiţiile 2 şi 3 din teoremă. 

Se cunosc clase de grafuri, convexitatea simplă a cărora este determinată de lipsa mulţimilor 

d - convexe de un anumit cardinal [265], [267]. Această situaţie nu este valabilă şi în caz 

general, fapt confirmat prin următoarele două teoreme. 

Teorema 3.2.2. Dacă A   este o mulţime d - convexă proprie a grafului conex ),( UXG  , 

ncardX  , în care nu există mulţimi d - convexe din trei vârfuri, atunci ]2/[4 ncardA  . 

Demonstraţie: Fie A o mulţime d-convexă proprie a grafului G , care satistace condiţiile 

teoremei. Cum G  este conex, rezultă că există două vârfuri adiacente A\Xy,Ax  . Deoarece 

A  este o mulţime d -convexă, rezultă că A  generează în G  un subgraf conex. Examinăm în A  

un lanţ ],,...,,[ 121 tzzzzx nn    de lungime minimă, care leagă vârful x cu un vârf oarecare 

xt  . Din condiţiile teoremei rezultă că în A\X  nu există nici un vârf, care să fie adiacent cu 

două vârfuri diferite din A . Fie că primele 1k , vârfuri din lanţul menţionat mai sus sunt 

adiacente respectiv cu vârfurile AXvvvy k \,...,, 21  . Conform condiţiilor teoremei, pentru 

orice triplet de vârfuri },,{ 1kkk zzv  există vârful kzp,p  , care este adiacent cu 1, kk zv . Dacă  

Ap , atunci  kk zpv , , de unde avem Avk  , ceea ce contrazice condiţia A\Xvk  . 

Rezultă că A\Xp şi ivp   pentru orice ki ,1 . Prin urmare şi pentru vârful 1kv  al acestui 

lanţ există un vârf din A\X  adiacent cu el. Din cele demonstrate rezultă că pentru orice vârf din 

lanţ, inclusiv pentru t , în A\X există un vârf adiacent cu el. Aceasta înseamnă că toate vârfurile 

din A sunt adiacente cu vârfuri diferite din A\X . Deci ]2/[4 ncardA  .  

În cele ce urmează, vom nota prin kD  familia tuturor mulţimilor d-convexe din graful 

)U;X(G  , cardinalul cărora este nkk 1, . 

Teorema 3.2.3. Dacă A  este o mulţime d -convexă proprie a grafului conex );( UXG  , 

ncardX  , în care 1]2/[3,  nkDk , atunci 1]2/[1  ncardAk . 
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Demonstraţie: Fie A  o mulţime d-convexă proprie a grafului G , care satisface condiţiile 

teoremei. Cum 3D , în A există lanţul ],,[ zyx de lungimea trei. Conform teoremei în G  

există vârful yv,v  , adiacent cu z,x . Vârful v  este din A  şi yv  . Deci, rezultă că vârfurile 

z,y,x  şi v  generează un ciclu de lungimea patru.  Analogic teoremei 3.2.2, se poate de arătat că 

în A\X există lanţul ],,,[ vzyx  , vârfurile căruia sunt adiacente respectiv cu v,z,y,x , deci 

v~v,z~z,y~y,x~x  . Conform condiţiilor teoremei, în G nu există mulţimi d-convexe de 

cardinal patru. Prin urmare, pentru mulţimea },,,{ vzyx   există vârful t , adiacent cu y  şi x  

sau cu x şi y . 

Fie x,y~t   (cazul y,x~t   se examinează în mod analog). Dacă At  atunci  txx , , 

de unde Ax  , ceea ce contrazice celor demonstrate mai sus. Deci A\Xt . Din faptul că A  

este mulţime d-convexă şi 3D  rezultă că, vârful t  nu este adiacent cu nici un alt vârf din A . 

Din raţionamente analogice cu cele de mai sus, pentru mulţimea },,,{ zvzv   există un vârf, care 

este adiacent cu v  şi z sau cu z şi v . Nici unul din vârfurile examinate până acum nu poate fi în 

rolul acestuia, deoarece în caz contrar s-ar obţine contradicţie cu condiţiile teoremei. Deci acest 

vârf este unul nou, notat prin s . În acest caz fiecare dintre vârfurile unei perechi de garfuri 

},{},,{},,{ zxzyvx sau },{ vy  este adiacent cu două vârfuri din A\X , restul vârfurilor din A  

fiind adiacente vârfurilor distincte din A\X  (a se vedea demonstraţia teoremei 3.2.2). Astfel, 

obţinem inegalitatea 1]2/[1  ncardAk . 

Studierea structurii unor clase de grafuri d-convex simple este legată de noţiunea de atom al 

grafului neorientat. 

 

Atomul unui graf local finit 

 

Vom examina grafurile în care vecinătatea oricărui vârf este finită, numindu-le grafuri local 

finite și vom nota prin )(x  vecinătatea vârfului Xx  a unui astfel de graf );( UXG  . 

Definiţia 3.2.1. Se spune că vârful u  domină vârful v  în graful G , dacă  

)()( vu  . 

Dacă 

)()( vu  , 

atunci vârfurile u  şi v  se numesc vârfuri copii. 

Notăm prin A  mulţimea tuturor grafurilor fără cicluri de lungimea 3, în care orice vârf este 

dominat de un careva alt vârf. 
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Teorema 3.2.4. Dacă G este un graf din clasa A , atunci G  este d -convex simplu. 

Demonstraţie: Presupunem contrariul şi examinăm mulţimea d-convexă proprie 

21 DDA   a grafului AG . Evident, există vârfurile adiacente Ax  și Ay . Fie x  

vârful ce domină x . Deoarece în G  nu există cicluri de lungimea trei, rezultă că  xxy , , 

ceea ce conduce la concluzia Ax  . Vârful x sau este adiacent tuturor vârfurilor din A , sau în 

A  există lanţul ],,[ vux  de lungimea doi. În primul caz obținem că )(}){\( xxA   şi, deoarece 

A  conţine nu mai puţin de trei vârfuri, vom avea: Ax  . În cazul al doilea, dacă u   domină 

vârful u , atunci  v,x,x~u  , ceea ce implică relațiile Avuu  , şi Avux  , , 

situație imposibilă, în baza celor descrise mai sus. 

Definiţia 3.2.2. [139] Submulţimea de vârfuri D  se numeşte dominantă în graful 

),( UXG  , dacă pentru DyDXx  ,\ , încât y domină x . 

Conform definiţiei 3.2.2, putem considera că orice vârf Xx este dominat de el însuşi. 

Dacă în graful arbitrar ),( UXG   mulţimea D este dominantă, atunci D este o mulţime 

extern stabilă în G (mulţimea XA a grafului ),( UXG   se numeşte extern stabilă dacă 

AtAXz  ,\ , încât z~t  [268], [269]. 

Într-adevăr, fie D\Xz  un vârf arbitrar şi în D  nu există nici un vârf adiacent cu z . Din 

definiţia mulţimii D  se deduce existența vârfului Dt , care domină z  şi  DXt \)(  . Fie 

)(tp  , atunci în D  există vârful w , care domină p , adică )()( wp  . Rezultă că 

)(wz  , ceea ce contrazice presupunerea despre z . Deci D  e o mulţime extern stabilă în G . 

Teorema  3.2.5. Toate mulţimile dominante ale grafului local finit G , care sunt minimale în 

raport cu operația de incluziune, generează subgrafuri izomorfe. 

Demonstraţie: Să considerăm mulţimile: 

)},()(:{ yxXyXxS   

)}.()(:\{ yxXySXxR   

Deoarece G este un graf local finit, orice vârf Sz  este dominat de un vârf din mulţimea 

SR . Într-adevăr, cum Sz , în G  sau există vârful y , pentru care )()( yz  , sau există 

vârful v , pentru care )()( yz  . În primul caz, din faptul că G  este local finit rezultă că 

reuniunea SR  conține un vârf ce domină z , iar în al doilea z este dominat de v . Conform 

definiţiei 3.2.2, orice vârf din S  se domină pe sine însuși. Astfel, orice mulţime dominantă din 

G  se conţine în SR şi conţine, la rândul său, în întregime mulţimea S . Pentru orice Rx  

formăm mulţimea )}()(:{}{)( yxRyxxR   . Dacă Rx , atunci are loc egalitatea 
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 )()( yx  , sau )()( yx  . Rezultă că R este divizată în clase de echivalenţă }{R , 

unde  este un număr cardinal, şi fiecare mulţime dominantă trebuie să conţină cel puţin câte un 

vârf din fiecare clasă R . De aici rezultă că fiecare mulţime dominantă, minimală după 

incluziune, conţine mulţimea S  şi câte un vârf din fiecare clasă R . 

Fie 1D  şi 2D două mulţimi din G dominante minimale după incluziune. 

Definim aplicaţia bijectivă 









12 ,

,
)(

MRxdacăMR

Sxdacăx
x






 

Vom arăta că această aplicaţie determină izomorfismul grafurilor )( 1MG  şi )( 2MG . Fie 

),( yx  o muchie a grafului )( 1MG  şi xx )( , iar yy )( . Dacă Sy,x  , atunci xx   şi 

yy  . Dacă Sx  şi Sy , atunci xx   şi )()( yy  , de unde )(yx  . Dacă Sy,x  , 

atunci )()( xx   şi )()( yy  . Cum y~x , rezultă că y~x  , dar atunci y~x  . Aceasta 

din urmă demonstrează corectitudinea afirmației din teorema 3.2.5. 

Aşadar, toate mulţimile dominante ale grafului local finit G , care sunt minimale în raport cu 

operația de incluziune, generează unul şi acelaşi subgraf  0G , care în continuare se va numi 

atomul grafului G . 

 

Operaţii asupra grafurilor d-convex simple 

 

Vom descrie o clasă specială G  de grafuri neorientate, examinate în monografia [164] şi 

necesară pentru investigaţiile ce vor urma: 

I. Clasei G  îi aparţin toate grafurile )(
00 ,0 GG UXG  , unde:  

,1},,...,,,,{ 210
 nxxxvuX nG  

}.,...,2,1:),(),,{(
0

njxvxuU jjG   

II. În baza grafului )1(,1  iGi  se construieşte graful )U,X(G
ii GGi  :  

,1},,...,,{ 211



myyyXX mGG ii

  

iii GGG XbabaUU 


,:),{(
1
 , nu ambele aparţin lui  

1iGX  și se  respectă condiţiile:  

a) Pentru orice vârf iy , există două vârfuri distincte 
iGXq,p  , încât se respectă 

condiția: }),({ qpconvdyi  ; 

b) Pentru orice două vârfuri 
iGXb,a  , aflate la distanţa doi în iG , există două 

vârfuri distincte 
1iGXq,p


 , încât sunt satisfăcute relaţiile: 
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1. p  şi q  sunt diferite de a  şi b ; 

2. 2),(
1




qpd
iG ; 

3. }),({, baconvdqp  . 

c) Graful iG  nu conţine triunghiuri}. 

III. În G nu sunt alte grafuri, în afară de graiurile descrise în I şi II. 

Clasa descrisă de grafuri neorientate G  este o reuniune de familii de grafuri, obţinute 

recursiv în conformitate cu procedurile descrise mai sus: 

...,...10  iGGGG   

unde 0G  reprezintă toate grafurile ),(
000 GG UXG  , descrise la pasul I de construire a clasei 

G , iar 1, iiG , reprezintă familia tuturor grafurilor ce se obţin din grafuri oarecare din 
1-i

G  

cu aplicarea operaţiei II. 

Teorema 3.2.6 [164]. Un graf neorientat );( UXG   este d-convex simplu, dacă  şi numai 

dacă GG . 

Cu toate că teorema formulată reprezintă o caracterizare a convexităţii simple a grafurilor 

neorientate, totuşi ea oferă prea puţină informaţie cu privire la proprietăţile acestora. De 

exemplu, e greu să ne imaginăm care ar fi structura grafurilor d-convex simple, chestiune 

importantă la elaborarea unor metode de soluţionare a problemelor de optimizare. Rezultate 

interesante, în această ordine de idei, au fost obţinute studiind anumite clase de grafuri. Pentru a 

prezenta rezultatele respective vom avea nevoie de careva investigaţii suplimentare. Vom 

continua, definind, mai întâi, câteva operaţii speciale pe grafurile d-convex simple şi studiind 

proprietăţile acestora. (O informaţie mai amplă, cu referire la operaţiile ce vor urma, poate fi 

găsită în monografia [164].) 

Fie ),( 111 UXG   şi ),( 222 UXG   două grafuri neorientate şi conexe, în care există câte o 

pereche de vârfuri copii: 21 , xx  în 1G  şi 21 , yy  în 2G . Notăm prin ),( 21
11

22
GGMG

yx

yx



  graful 

obţinut din 1G  şi 2G  în urma contopirii vârfului 1x  cu 1y  şi a vârfului 2x  cu 2y . Uşor se 

verifică că sunt adevărate relaţiile: 

221  cardXcardXcardX G , 

21= UUUG  . 

Teorema 3.2.7. Dacă 1G  şi 2G  sunt două grafuri d-convex simple, în care există câte o 

pereche de vârfuri copii 
121, GXxx   şi 

221 , GXyy  , atunci graful ),( 21
11

22

GGMG
yx

yx




  este, 

de asemenea, d-convex simplu. 
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Demonstraţie: Considerăm 1G  şi 2G  două grafuri d-convex simple, ce satisfac condiţiile 

impuse în teoremă. Vom arăta că graful ),( 21
11

22
GGMG

yx

yx



  poate fi obţinut din graful 1G  în 

urma adăugării mulţimilor },{\ 212
yyX G  şi 

2GU de vârfuri şi respectiv de muchii, cu respectarea 

condiţiilor II din descrierea clasei G  (a se vedea teorema 3.2.6). Considerând 11 GGi   şi 

GGi  , vom arăta că G  poate fi obţinut din 1G  cu respectarea condiţiei II. Luând în 

consideraţie că perechile de vârfuri alese sunt copii, precum şi construcţia grafului 

),( 21
11

22
GGMG

yx

yx



 , rezultă că muchii noi atât între vârfurile grafului 1G , cât şi între vârfurile 

grafului 2G , nu se adaugă. De aici deducem că în graful G  nu s-au format triunghiuri, deci 

condiţia II c) este satisfăcută. 

Învelitoarea d-convexă în G  a vârfurilor 2211 , yxyx   conţine, conform teoremei 3.2.1, 

toate vârfurile grafului 1G , deoarece  21 , xx  sunt două vârfuri aflate la distanţa doi în graful       

d-convex simplu 1G . Totodată învelitoarea convexă conţine toate vârfurile grafului 2G , deoarece 

21 , yy  sunt două vârfuri aflate la distanţa doi în graful d-convex simplu 2G . 

Referitor la celelalte vârfuri din G  se constată că: 

a) pentru orice 
2Gi Xy  , există vârfurile 11 yx  , 

122 GXyx  , încât: 

}),({}),({ 2121 xxconvdyyconvdyi  ; 

b) pentru oricare două vârfuri 
1

, GXba   aflate la distanţa doi în G , există două vârfuri 

distincte 
121 , GXxx  , încât: 

2211 , yxyx  ; 

1x  şi 2x  sunt diferite de a  şi b ; 

2),(),(),( 212121 21
 xxdyydxxd GGG ; 

}),({, 21 baconvdxx  ; 

Deci G


 )(
21

G,GMG
yx

yx
11

22
.  

Conform teoremei 3.2.6 , aceasta înseamnă că graful G  este d-convex simplu. 

Din teorema demonstrată rezultă că operaţia M , definită pe mulţimea de grafuri d-convex 

simple, este o operaţie algebrică. Pe lângă operaţia definită M vom mai defini altele două 

operaţii numite operaţie de multiplicare şi operaţie de suprimare a vârfurilor. 

Fie v  un vârf oarecare a grafului );( UXG  . Operaţia ce constă în adăugarea unui vârf 

nou, notat prin v~ , care este copie a vârfului v  o vom numi operaţie de multiplicare şi o vom 

nota prin G . 
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Teorema 3.2.8. Dacă );( UXG  , 3cardX , este un graf d-convex simplu, atunci G  

este de asemenea un graf d-convex simplu. 

Demonstraţie: Fie );( UXG   un graf d-convex simplu neorientat. Conform teoremei 3.2.6 

acest graf aparţine clasei G .  

Alegem un vârf arbitrar Xv  şi formăm, în conformitate cu cele descrise anterior, graful 

G . Fie, de asemenea, x  şi y  două vârfuri arbitrare din G
X , iar }),({ yxconvd

G   - 

învelitoarea convexă respectivă. Datorită faptului că vârfurile v  şi v~  sunt vârfuri copii în graful 

G  rezultă că dacă }),({ yxconvdv
G  , atunci şi }),({~ yxconvdv

G  , şi invers. Mai 

mult ca atât, dacă x  şi y sunt două vârfuri distincte din G
X , diferite de vârfurile v~,v , atunci 

}),({ yxconvdv
G  , deoarece graful G  este d-convex simplu (ţinem cont de faptul că are loc 

relaţia 2),( yxd ). Prin urmare, şi vârful v~  este din }),({ yxconvd
G  . Însă d-segmentul 


G

vv ~,  conţine toate vârfurile din )(v . Deoarece graful G  este d  -convex simplu şi 

3cardX , rezultă că acest graf nu conţine vârfuri suspendate. Prin urmare, 2))((  vcard . 

Astfel se obţine că în )(v  se conţin cel puţin două vârfuri din G , distanţa dintre care este doi în 

graful G . Învelitoarea convexă a acestor vârfuri va conţine toate vârfurile grafului G . De aici 

rezultă veridicitatea relaţiei: 

 
GG

Xvvconvd })~,({ , 

ceea ce implică egalitatea: 

 
GG

Xyxconvd }),({ . 

Astfel obţinem că învelitoarea d -convexă a oricăror două vârfuri distincte din G , diferite 

de v  şi v~ , conţine toate vârfurile grafului G . 

Alegem un vârf oarecare y din G , diferit de vârfurile v  şi v~ . Învelitoarea convexă a 

mulţimii },{ vy  în G  va conţine toate vârfurile, cel puţin ale unui lanţ de lungime minimă ce 

trece prin v  şi y , care, la rândul său, va conţine vârfuri din G , situate la distanţa doi şi în graful 

G . Învelitoarea convexă a acestora va conţine toate vârfurile grafului G . Prin urmare, 

 
GG

Xyvconvd }),({ . Deoarece vârfurile v şi v sunt vârfuri copii, are loc egalitatea 

 yvyv ,~, , de unde rezultă: 

 
GGG

Xyvconvdyvconvd }),~({}),({ . 

Aceasta şi înseamnă că graful G
++

 este d-convex simplu. 
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Clase speciale de grafuri d-convex simple 

 

Noţiunea de atom al unui graf local finit joacă un rol decisive la studierea structurii a mai 

multor clase de grafuri d -convex simple neorientate. Pentru a descrie structura acestor grafuri, 

vom folosi operaţia specială, notată prin )(2 GCL . 

Fie 1G  şi 2G  două copii ale unui graf neorientat );( UXG  . 

Vârfurile )( 11 GXx  , )( 22 GXx   se numesc vârfuri corespondente dacă au aceiaşi 

preimagine în G . Urmând [133], notăm prin )(2 GL  graful obţinut din 1G  şi 2G  în felul următor: 

pentru fiecare vârf 
11 GXx   adăugăm toate muchiile de la 1x  spre toate vârfurile din vecinătatea 

vârfului corespondent lui )( 2x . Dacă unele dintre perechile de vârfuri corespondente se vor mai 

uni cu vârfuri noi de grad doi, atunci graful obţinut se notează prin )(2 GCL . 

Fie T  un arbore oarecare cu cel puţin trei vârfuri, iar 0T  – copia subarborelui lui T , generat 

de toate vârfurile nesuspendate. Prin ),( 0TTL notăm graful care se obţine din T  şi 0T  în felul 

următor: pentru fiecare vârf 
0TXz  se adăugă toate muchiile de la z  spre toate vârfurile din 

vecinătatea vârfului corespondent lui Tzz  ),( . 

Apelând la cele menţionate în lucrările [133], [139] a fost studiată convexitatea simplă a mai 

multor clase de grafuri: 

1. A - grafurile ce nu conţin cicluri de lungimea trei şi fiecare vârf al acestora este dominat de 

un alt vârf; 

2. F - grafurile ce nu conţin cicluri de lungimea trei şi subgrafuri F  (a se vedea figura 3.1); 

3. P - grafurile planare; 

4. 1H - grafurile modular ereditare [270]. Astfel se numesc grafurile în care orice ciclu 

izometric este de lungimea patru; 

5. 2H  - grafurile cordale. Acestea sunt grafurile bipartite, în care orice ciclu generat este de 

lungimea patru [271]; 

6. 3H  - grafurile ereditare după distanţă. Astfel sunt numite grafurile G  în care orice subgraf 

conex, generat de o submulţime de vârfuri GXA , este izometric în G  [272], [273]. 

Menţionăm că fiecare dintre grafurile claselor 31,  iiH , nu conţin subgrafuri generate de 

tipul F  (a se vedea figura 3.1). 

Fie 321 ,,,, HHHPF SSSSS  mulţimile de grafuri d-convex simple ce aparţin claselor 

31,,,  iiHPF , descrise mai sus. 
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Fig. 3.1. Graful F  

  

Caracterizarea constructivă a grafurilor ce aparţin mulţimilor 321 ,,,, HHHPF SSSSS  a 

fost făcută în lucrările [131], [133], [139], [164]: 

Teorema 3.2.9. Dacă );( UXG   este un graf local finit, atunci: 

1. AG , dacă şi numai dacă ),( 0 LG , unde  este un graf conex fără cicluri de 

lungimea trei, iar 0  este atomul lui  ; 

2. FSG , dacă şi numai dacă ),( 0 LG , unde FG , iar 0  este atomul lui  ; 

3. graful G cu un număr cel mult numărabil de vârfuri aparţine clasei PS , dacă şi numai 

dacă ),( 0 LG , unde   este un arbore, iar 0  este subarborele generat de vârfurile 

nesuspendate din  ; 

4. iSG H , dacă şi numai dacă ),( 0 LG , unde ,iH 3,2,1i , iar 0  este atomul lui  ; 

Între clasele menţionate de grafuri d-convex simple, precum rezultă din definiţiile respective 

şi teorema 3.2.9, are loc şirul de implicaţii: 

AFHHHP  SSSSS 123 . 

Să studiem în continuare grafurile neorientate, caracterizate în teorema 3.2.9., folosind în 

acest scop operaţiile definite în compartimentul 3.2.2. Vom arăta, mai întâi, că operaţia M  este 

operaţie algebrică pe fiecare din cele şase clase de grafuri d-convex simple. 

Din teorema 3.2.9 şi operaţia L  rezultă că grafurile claselor AHHHPF ,,,,, 321 SSSSS  

au cel puţin câte o pereche de vârfuri copii. Prin urmare, asupra oricăror două grafuri ce aparţin 

uneia dintre clasele menţionate putem aplica operaţia M . Operaţia respectivă posedă proprietăţi 

importante, examinate în [164]. Următoarea teoremă indică modul de interacţiune a grafurilor 

fiecărei clase în parte, prin intermediul operaţiei M .  

Teorema 3.2.10. Pentru oricare două grafuri local finite 1G  şi 2G  sunt adevărate 

afirmaţiile: 

1. dacă A21,GG , atunci A ),( 21 GGMG ; 

2. dacă FSGG 21, , atunci FSGGMG  ),( 21 ; 

2x  

3x  

1x  

7x  4x  

6x  

5x  
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3. dacă iSGG H21, , atunci 3,2,1,),( 21  iSGGMG iH ; 

4. dacă PSGG 21, , atunci PSGGMG  ),( 21 ; 

5. dacă 21 ,GG sunt două grafuri d -convex simple bipartite, în care există câte o pereche 

de vârfuri copii, atunci ),( 21 GGMG   este de asemenea d -convex simplu şi bipartit. 

Demonstraţie: 

1. Fie A21,GG . Din modul de definire a clasei A  rezultă că atât în graful 1G , cât şi în 

graful 2G , fiecare vârf este dominat de un altul. Alegem o pereche de vârfuri copii 21 , xx  din 

1G , și o pereche de vârfuri copii 21 , yy  din 2G . Considerăm graful ),( 21
11

22
GGMG

yx

yx



  format 

în conformitate cu cele descrise anterior. Fie că în urma contopirii vârfurilor 1x  cu 1y  şi 2x  cu 

2y , în G  se formează două vârfuri noi 1z  şi 2z , respectiv. Pentru aceste vârfuri sunt adevărate 

următoarele două relaţii: 

).()()(

);()()(

222

111

21

21

yxz

yxz

GGG

GGG




 

Cum 21 , xx  şi 21 , yy  sunt perechi de vârfuri copii, rezultă că: 

)()( 21 zz GG   

Astfel, 21 , zz  sunt vârfuri copii în G , deci putem considera că ele se domină reciproc. 

Fie GXv  un vârf arbitrar distinct de vârfurile 21 , zz . În acest caz sau 
1GXv  sau 

2GXv . 

Fie că 
1GXv  (cazul 

2GXv  se demonstrează în mod analogic). Deoarece A1G , rezultă că 

vârful v  are în graful 1G  un dominant w . Dacă w  nu coincide în 1G  cu nici unul dintre 

vârfurile 1x  sau 2x , atunci w  este dominant pentru v  şi în graful G , iar dacă nu coincide cu 

unul dintre vârfurile 1x  sau 2x , atunci în graful G  dominant pentru vârful v  este 1z  sau 2z . 

Astfel am obţinut că orice vârf GXv  are un vârf dominant în G . Deci A ),( 21 GGMG . 

2. Fie FSGG 21, . Conform teoremei 3.2.9 există două grafuri F 21, , încât au loc 

egalitățile ),( 1

0

1

1  LG  şi ),( 2

0

2

2  LG . Examinăm graful ),( 21
11

22
GGMG

yx

yx



  construit în 

conformitate cu cele descrise anterior. 

Fără a pierde din generalitate, putem considera că 11 
 Xx , iar 1

0
2 
Xx . Într-adevăr, 

vârfurile 1x  şi 2x  nu pot aparţine, simultan, mulţimii 1
0

X , deoarece aceasta este o mulţime de 

vârfuri dominantă minimă, iar 21 , xx  sunt vârfuri copii. Dacă vârfurile 1x  şi 2x  aparţin mulţimii 

1
0

X , atunci în 1

0  există vârful 3x , care este din aceiaşi clasă de echivalenţă cu 1x  şi 2x . În acest 
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caz, în calitate de atom al grafului 1  se consideră graful care diferă de 1

0  printr-un singur vârf, 

şi anume, în loc de 3x  în atomul nou participă vârful 2x . Vom păstra aceiaşi notaţie 1

0  pentru 

atomul nou. Raţionamente analoage permit să se considere că 21 
Xy  şi 2

0
2 
Xy . 

Astfel, obţinem că în graful ),( 21
11

22
GGMG

yx

yx



 , subgraful 1
 
este unit cu 2 , în urma 

contopirii vârfurilor 1x  cu 1y , iar 1

0  este unit cu 2

0 , în urma contopirii vârfurilor 2x  cu 2y . Fie 

  subgraful din ),( 21
11

22
GGMG

yx

yx



  generat de submulţimea de vârfuri 21 
XX  , iar           

0  – subgraful generat de mulţimea de vârfuri 2
0

1
0 

XX  . Din modul de construire a grafurilor 

  şi 0  obţinem că 0  este atom pentru   şi ),()),(),,(( 0

2

0

21

0

111

22




 LLLMG
yx

yx . 

În aceste condiţii, pentru a demonstra teorema, e suficient de arătat, conform teoremei 3.2.9, 

că F . Într-adevăr, graful   nu conţine cicluri de lungimea trei, deoarece grafurile 1  şi 

F2  nu conţin astfel de cicluri, iar în urma contopirii vârfurilor 1x  şi 1y  cicluri noi nu se 

formează. De asemenea, 1  şi 2  nu conţin subgrafuri de tipul F , deoarece ele nu conţin astfel 

de subgrafuri, iar în urina contopirii vârfurilor 1x  şi 1y  toate subgrafurile noi formate au un 

punct de articulaţie 11 yx  , deci nu pot conţine F . Astfel obţinem că F . De aici rezultă  

egalitatea FSGGMG  ),( 21 . 

3. Fie iSGG H21, . Conform teoremei 3.2.9 există două grafuri iH 21, , încât 

),( 1

0

1

1  LG  şi ),( 2

0

2

2  LG . Examinăm graful ),( 21
11

22
GGMG

yx

yx



  construit în 

conformitate cu cele descrise anterior. 

Raţionamente analoage punctului precedent, permit să considerăm că 1
0

1 21 ,


 XxXx  şi 

2
0

2 21 ,


 XyXy . De asemenea, dacă notăm prin   subgraful din ),( 21
11

22
GGMG

yx

yx



 , 

generat de submulţimea de vârfuri 21 
XX  , iar prin 0  – subgraful generat de mulţimea de 

vârfuri 2
0

1
0 

XX  , atunci 0  este atom pentru   şi are loc egalitatea:  

),()),(),,(( 0

2

0

21

0

111

22




 LLLMG
yx

yx . 

În aceste condiţii, pentru a demonstra afirmaţia teoremei, e suficient de arătat că, 

3,2,1,),( 21  iSGGMG iH , conform teoremei 3.2.9 (ceea ce va însemna că graful examinat 

este d-convex simplu). Examinăm următoarele trei cazuri: 

a) 1i , adică 1H . În acest caz graful   conţine numai cicluri izometrice de lungimea 

patru, deoarece grafurile 1
21, H  conţin astfel de cicluri, iar în rezultatul contopirii 
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vârfurilor 1x  şi 1y  cicluri noi nu se formează. Deci 1H şi, prin urmare, 

121 ),( HSGGMG  ; 

b) 2i , adică 2H . În acest caz graful   conţine numai cicluri generate de lungimea 

patru, deoarece grafurile 2
21, H  conţin astfel de cicluri, iar în rezultatul contopirii 

vârfurilor 1x  şi 1y  cicluri noi nu se formează. Din aceleaşi considerente, graful   este şi bipartit. 

Deci 2
2

H  şi, prin urmare, 221 ),( HSGGMG  ; 

c) 3i , adică 3H . În acest caz graful   nu conţine cicluri de lungimea trei, deoarece 

grafurile 3
21, H  nu conţin astfel de cicluri şi ca rezultat al contopirii vârfurilor 1x  şi 1y  

cicluri noi nu se formează. De asemenea, ele conţin doar subgrafuri generate conexe care sunt 

izometrice, dat fiind faptul că grafurile 1  şi 2  conţin astfel de subgrafuri, iar în urma 

contopirii vârfurilor 1x  şi 1y  toate subgrafurile nou formate au un punct de articulaţie 

11 yxz  . Deci, dacă 1, wv , atunci ),(),( 1 wvdwvd
  . În mod analogic obţinem că dacă 

2, wv , atunci ),(),( 2 wvdwvd
  , iar dacă 21,  wv , atunci toate lanţurile de la v  la 

w  trec prin vârful z şi deci are loc egalitatea ),(),(),( 21 wzdzvdwvd   . 

Din aceste relaţii rezultă că graful   conţine numai subgrafuri generate conexe izometrice. 

Deci 3H  şi, prin urmare, 321 ),( HSGGMG  . 

4. Fie PSGG 21, . Conform teoremei 3.2.9, există doi arbori 1  şi 2 , încât 

),( 1

0

1

1  LG  şi ),( 2

0

2

2  LG . Examinăm graful ),( 21
11

22
GGMG

yx

yx



  construit în 

conformitate cu cele descrise anterior. 

Raţionamente analoage punctelor precedente ale acestei teoreme, permit a considera că 

1
0

1 21 ,


 XxXx  şi 2
0

2 21 ,


 XyXy . În graful ),( 21
11

22
GGMG

yx

yx



  notăm prin   subgraful 

generat de submulţimea de vârfuri 21 
XX  , iar prin 0  subgraful generat de mulţimea de 

vârfuri 2
0

1
0 

XX  . Atunci 0  este atom pentru   şi are loc egalitatea: 

),()),(),,(( 0

2

0

21

0

111

22




 LLLMG
yx

yx . 

În aceste condiţii, e suficient de arătat, conform teoremei 3.2.9, că graful   este un arbore. 

Într-adevăr, graful   nu conţine cicluri, fiindcă grafurile 1  şi 2 , fiind arbori, nu conţin cicluri, 

iar ca rezultat al contopirii vârfurilor 1x  şi 2x  cicluri noi nu se formează. Deci graful   este un 

graf conex şi fără cicluri, adică este un arbore. Prin urmare, se obţine că graful 

PSGGMG  ),( 21 ; 
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5. Fie 1G  şi 2G  două grafuri d-convex simple bipartite, care satisfac condiţiile teoremei. 

Examinăm graful ),( 21
11

22
GGMG

yx

yx



  construit în conformitate cu cele descrise anterior. Graful 

G  este d-convex simplu, deoarece M este o operaţie algebrică pe mulţimea grafurilor d -convex 

simple G  (a se vedea teorema 3.2.7). Rămâne să demonstrăm că G  este un graf bipartit. 

Grafurile 1G  şi 2G  sunt bipartite, deci mulţimile lor de vârfuri pot fi divizate în submulţimi 

disjuncte şi intern stabile 211
VVX G   şi 212

WWX G  , respectiv. Cum perechile de vârfuri 

21 , xx  şi 21 , yy  sunt perechi de vârfuri copii, rezultă că 21 ~ xx şi 21 ~ yy  Mai mult, 

2),( 211
xxdG  şi 2),( 212

yydG . Toate acestea implică faptul că perechea de vârfuri 21 , xx  

aparţine uneia şi aceleiaşi partiţii de vârfuri a grafului 1G , de exemplu mulţimii 1V , iar perechea 

de vârfuri 21 , yy  aparţine uneia şi aceleiaşi partiţii de vârfuri a grafului 2G , de exemplu mulţimii 

1W . Prin urmare, în graful G  mulţimile 11 WV   şi 22 WV  sunt intern stabile, iar 

)()( 2211 WVWVX G  . 

Prin urmare, graful ),( 21 GGMG   este d -convex simplu bipartit. 

Referitor la operaţia de multiplicare, definiră în compartimentul 3.2.2, este adevărată 

următoarea  

Teorema 3.2.11. Pentru oricare graf local finit )U;X(G   sunt adevărate afirmaţiile: 

1. dacă AG , atunci AG ; 

2. dacă FSG , atunci FSG  ; 

3. dacă iSG H , atunci 3,2,1,  iSG iH ; 

4. dacă G  este un graf d-convex simplu bipartit, atunci G  este de asemenea d-convex 

simplu şi bipartit. 

Demonstraţie. Fie G  un graf finit, ce aparţine uneia din clasele 3,2,1,,, iSS iHFA , sau 

mulţimii de grafuri d -convex simple bipartite. În conformitate cu cele descrise anterior, se 

formează graful G , în care vârful arbitrar GXv  are o copie nouă v~ . Conform teoremei 

3.2.8, graful G  de asemenea este d -convex simplu. Prin urmare rămâne să demonstrăm că, 

graful G  aparţine aceleiaşi clase, căreia îi aparţine graful ce stă la baza formării lui G . 

1. Fie AG , deci G  este un graf în care orice vârf este dominat de un altul. Graful G , 

de asemenea, nu conţine vârfuri nedominate, deoarece vârfurile v  şi v~  se domină reciproc, iar 

restul vârfurilor au rămas dominate de aceleaşi vârfuri, de care erau dominate în graful G . Prin 

urmare AG . 
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2. Fie FSG , deci G  este un graf ce nu conţine triunghiuri şi subgrafuri generate de tipul 

F (a se vedea figura 3.1). Graful G , de asemenea, nu conţine nici triunghiuri (deoarece este 

d -convex simplu), nici subgrafuri de tipul F . Într-adevăr, dacă presupunem că graful G  

conţine un subgraf generat izomorf cu graful F , atunci acest subgraf ar fi obligat să conţină 

vârful nou v~ , deci dacă în acest subgraf se înlocuieşte vârful v~  cu copia sa v , se obţine un 

subgraf generat al grafului iniţial G , izomorf cu graful F , ceea ce contravine condiţiei 

FSG . Prin urmare FSG  . 

3. Fie 3,2,1,  iSG iH . Se analizează fiecare caz în parte. 

a) 1i . Deoarece 1HSG , rezultă că acest graf conţine numai cicluri izometrice de 

lungimea patru. În urma multiplicării vârfului v , toate ciclurile noi formate, ce trec prin v~ , sunt 

izomorfe aceloraşi cicluri din G , dar care trec prin v . Prin urmare 1HSG  ; 

b) 2i . Deoarece 2HSG , rezultă că acest graf conţine numai cicluri generate de 

lungimea patru. În urma multiplicării vârfului v , toate ciclurile noi formate, ce trec prin v~ , sunt 

izomorfe aceloraşi cicluri din G , dar care trec prin v . Prin urmare 2HSG  ; 

c) 3i . Deoarece 3HSG , rezultă că grafurile G  şi G  nu conţin cicluri de lungimea 

trei, fiind grafuri d -convex simple. De asemenea ele conţin doar subgrafuri generate conexe 

care sunt izometrice, deoarece fiecare subgraf conex nou, generat de o submulțime care conţine 

vârful v~ , este izomorf aceluiaşi subgraf din G , în care vârful v~  este înlocuit prin copia sa v . 

Prin urmare 3HSG  . 

4. Fie G  un graf d-convex simplu şi bipartit. Deci G  nu conţine cicluri de lungime impară. 

Graful G  de asemenea nu conţine cicluri de lungime impară deoarece, ca rezultat al 

multiplicării vârfului v, toate ciclurile nou formate ce trec prin v~  sunt izomorfe aceloraşi cicluri, 

din G , dar care trec prin v. Prin urmare G este un graf bipartit. 

Remarca 3.1.2. În virtutea afirmaţiei 4 din teorema 3.2.11, pentru un graf planar             

d - convex simplu are loc acelaşi rezultat, deoarece un astfel de graf este şi bipartit. 

 

Raza şi diametrul în grafurile d -convex simple ),( 0GGL  

 

Ţinând cont de cele examinate în compartimentul 3.2.1, pentru orice graf local finit conex 

putem construi graful ),( 0GGL , unde 0G  este atomul lui G . 

În ),( 0GGL  alegem un vârf  arbitrar ),( 0GGLXv  şi notăm: 
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,,~
,,

0

0

G

G

Xvdacav

Xvdacav
v  

unde v~  este copia vârfului v . 

Din construcţia atomului 0G , se cunoaşte că dacă 
0GXv , atunci GXv~ . Prin urmare 

pentru orice vârf ),( 0GGLXv rezultă că GXv 0 . 

Teorema 3.2.12. Dacă, G este un graf conex ce nu conţine cicluri de lungimea trei, iar 

),( 0
, GGLXvu   sunt două vârfuri oarecare din ),( 0GGL , atunci: 

),(),( 00
),( 0

vudvud GGGL  . 

Demonstraţie: Fie u  şi v  două vârfuri din ),( 0GGL . Graful G  este subgraf al grafului 

),( 0GGL , ceea ce implică inegalitatea ),(),( 00
),( 0

vudvud GGGL  . 

Dacă ),(),( 00
),( 0

vudvud GGGL  , iar l este un lanţ de lungime minimă în graful ),( 0GGL , 

ce uneşte vârfurile u  şi v , 

),...,,( 21 vxxxul t  , 

atunci în graful G , există lanţul 

),...,,( 000
2

0
1

00 vxxxul t  , 

care este de aceeaşi lungime cu lanţul l . Astfel s-a ajuns la o contradicţie, ceea ce înseamnă că 

presupunerea e greşită. Prin urmare ),(),( 00
),( 0

vudvud GGGL  . 

Fie );( UXG   un graf neorientat, iar Xx  un vârf arbitrar din G . În cele ce urmează 

vom apela la noţiunile de excentricitate )(xl  a vârfului x , rază şi diametrul ale graiului, notate 

prin ][],[ GdGr  respectiv, şi de vârf central, definite în [264]. Mulţimea tuturor vârfurilor 

centrale ale unui graf G  va fi notată prin ][Gc . 

Teorema 3.2.13. Dacă G  este un graf conex ce nu conţine cicluri de lungimea trei, iar 

),( 0GGL  graful d-convex simplu obţinut din G , atunci sunt adevărate egalităţile: 

][)],([ 0 GrGGLr  ; 

][)],([ 0 GdGGLd  ; 

xGxGcGGLc :{][)],([ 00    este copia unui vârf din ]}[Gc . 

Demonstraţie. Fie );( GG UXG   un graf conex cu mulţimea de vârfuri 

},...,,{ 21 nG xxxX  , iar ),( 0GGL – graful d-convex simplu, obţinut din G , cu mulţimea de 

vârfuri },...,,,,...,,{ 2121),( 0 knGGL yyyxxxX  . 
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Pentru a demonstra afirmaţia teoremei, vom demonstra mai întâi egalitatea: 

),(
0

),( 00
),()( GGLGGGL Xvveve                                           (3.10) 

Fie ),( 0GGLXv , iar  GXv 0  – vârful definit la începutul paragrafului. Atunci sunt 

adevărare egalitățile: 

)(}),...,,(),...,,(),,(

),,(),...,,(),,(max{}),...,,(),...,,(

),,(),,(),...,,(),,(max{)(

000
),(

0
2

0
),(

0
1

0
),(

0
),(2

0
),(1

0
),(),(2),(

1),(),(2),(1),(),(

000

00000

00000

veyvdyvdyvd

xvdxvdxvdyvdyvd

yvdxvdxvdxvdve

GkGGLGGLGGL

nGGLGGLGGLkGGLGGL

GGLnGGLGGLGGLGGL







 

La efectuarea acestor transformări a fost utilizată teorema 3.2.12. Acum cu ajutorul relaţiei 

(3.10) se vor demonstra cele trei relaţii din teoremă. 

1.   )}(),...,(),(),...,(min{)],([ ),(1),(),(1),(0 0000 kGGLGGLnGGLGGL yeyexexeGGLr  

 )}(),...,(),(),(),...,(),(min{ 00
2

0
121 kGGGnGGG yeyeyexexexe  

][)}(),...,(),(min{ 21 Grxexexe nGGG  . 

2.  )}(),...,(),(),...,(max{),([ ),(1),(),(1),(0 0000 kGGLGGLnGGLGGL yeyexexeGGLd  

 )}(),...,(),()},(),...,(),(max{ 00
2

0
121 kGGGnGGG yeyeyexexexe  

][)}(),...,(),(max{ 21 Gdxexexe nGGG  . 

3. Fie )],([ 0GGLcy un vârf central în ),( 0GGL . Atunci )],([)( 0),( 0
GGLrye GGL  , ceea 

ce, împreună cu punctele precedente, implică relaţia ][)( 0 GryeG  . Sunt posibile două cazuri: 

a) Gy . Atunci yy 0 , de unde avem ][)( GryeG  , adică ][Gcy ; b) 0Gy . Astfel, rezultă 

că pentru y  există vârful copie 0y  încât: 

][0 Gcy  , deci xGxy :{ 0  este copia unui vârf din ]}[Gc ). 

În orice caz se obţine: 

xGxGcy :{][ 0   este copia unui vârf din ]}[Gc , 

ceea ce implică relaţia: 

xGxGcGGLc :{][)],([ 00    este copia unui vârf din ]}[Gc . 

Fie acum xGxGcy :{][ 0   este copia unui vârf din ]}[Gc . Aceasta înseamnă că are loc 

unul din două cazuri: 

(a) ][Gcy . Atunci ][)( GryeG  . Această egalitate implică )],([)( 0,( 0
GGLrye GGL  . 

Cum ][Gy , rezultă că 0yy  . Astfel, )],([)( 0,( 0
GGLrye GGL  , de unde )],([ 0GGLcy . 
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(b) xGxy :{ 0  este copia unui vârf din ]}[Gc . Prin urmare ][0 Gcy   sau 

][)( 0 GryeG  , ceea ce, conform raţionamentelor precedente, implică )],([ 0
0 GGLcy  . 

Deoarece vârfurile 0, yy  sunt vârfuri copii în ),( 0GGL , obţinem )],([ 0GGLcy . Astfel, 

constatăm că este adevărată incluziunea inversă: 

xGxGcGGLc :{][)],([ 00    este copia unui vârf din ]}[Gc . 

Din cele examinate rezultă că şi cea de-a treia egalitate din teorema 3.2.13 este adevărată. 
 

Amplasarea grafurilor d -convex simple planare în spaţiul 3R  

 

Conform celor descrise mai sus, un graf conex ),( UXG   poate fi asociat cu un spațiu 

metric discret ),( dXG , unde ),( yxd  reprezintă lungimea minimă a lanţurilor cu extremităţile în 

x  şi y . De rând cu spaţiul ),( dXG  vom examina un alt spaţiu X  , în care este definită o 

metrică cu valori întregi  . Este cunoscut faptul că independent de metrica  , întotdeauna 

există un graf ),( UXG   astfel încât XX   şi distanţa dintre vârfurile submulţimii X   în G  

coincide cu distanţa   a aceloraşi elemente în spaţiul X   [280]. în acest caz se spune că metrica 

  este scufundată în graful G  sau că metrica   este realizată în graful G . Mai multe rezultate, 

referitore la realizarea metricii în graiuri speciale, sunt expuse în lucrările [281], [282]. 

În legătură cu cele spuse, prezintă interes și studierea problemeia inverse. Se spune că graful 

),( UXG   este scufundat (realizat, amplasat) în spaţiul metric );( X  , dacă există o aplicaţie 

XX:  , astfel încât orice două vârfuri adiacente y,x  în G  au în calitate de imagini două 

elemente )(x  şi )(y  din X  care sunt situate unul de altul la distanţa 1 . Cu alte cuvinte, 

vârfurile adiacente ale grafului G  se transformă în elemente situate la distanţa unu ale spaţiului 

X'. Dimensiunea minimală a spaţiului Euclidian, în care poate fi scufundat graful G  se numeşte 

dimensiunea de amplasare(scufundare) a grafului G  şi se notează prin gimG . Problema în 

cauyă poate fi formulată în modul următor: pentru un graf ),( UXG   să se determine 

dimensiunea de scufundare a lui. Evident, în legătură cu această problemă se poate vorbi şi 

despre elaborarea unor algoritmi, care ar permite calcularea dimensiunii de scufundare a 

graiurilor neorientate. 

În cazul unui graf arbitrar, problema formulată este destul de complicată. Diverse aspecte ale 

acesteea au fost examinate de către mai mulți matematicieni, iar unele rezultate pot fi găsite în 

lucrărole [283]-[286]. În continuare, vom aduce un rezultat ce ține de scufundarea grafurilor d -

convex simple planare în spațiul euclidian 3R . 
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Fie   un arbore cu cel puţin trei vârfuri şi 0  un subgraf al lui  , care constă din toate 

vârfurile şi muchiile lui  , cu excepţia celor suspendate. 

Aşadar, fiecare vârf nesuspendat x  din  , are în 0  un singur vârf corespondent x~  şi 

fiecare vârf din 0  are un singur vârf corespondent lui în  . Fie ),( 0TL   graful d -convex 

simplu obţinut din   şi 0 . În graful ),( 0TL   fiecare vârf de grad egal cu cel puţin trei are un 

singur vârf copie. Mai mult, I acest graf nu are vârfuri suspendate. Conform teoremei 3.5.3, 

punct 4, un graf G  cu cel puţin trei vârfuri este din Ρ  dacă şi numai dacă ),( 0TLG  . Astfel 

teorema 3.5.3 determină structura grafurilor d -convex simple planare, structură care va fi 

utilizată în procesul căutării dimensiunii de scufundare a acestor grafuri. 

Fie, acum, ),( UXG  , 5cardX , un graf d -convex simplu planar. În acest caz G  are cel 

puţin un vârf x  de grad cel puţin trei, care are o copie x~ . Fie 

3},,...,,,{)~()( 321  pyyyyxx . Dacă s-ar presupune că gim 2G , atunci elementele din 

mulţimea )x(  ar fi plasate pe un cerc de rază 1 cu centrul într-un punct, care ar fi 

corespondentul vârfului x . Într-adevăr din condiţie, pentru a scufunda un graf într-un spaţiu, în 

cazul dat în plan, care este spaţiul Euclidian cu dimensiunea 2, este nevoie ea vârfurile adiacente 

să se transforme în puncte ale spaţiului la distanţa 1, iar toate vârfurile din )(x  sunt adiacente 

lui x . Pe de altă parte, din aceleaşi considerente, aceleaşi vârfuri ar trebui să se afle pe cercul de 

rază 1 cu centrul în punctul, care ar corespunde vârfului x~ . Aceasta înseamnă că în 2R  ar trebui 

sa se ducă două cercuri diferite, ambele de rază unu, care să se intersecteze în   puncte, 3 , 

ceea ce este imposibil. Astfel s-a obţinut că 3gimG . Să arătăm că 3gimG . 

Teorema 3.2.14. Dacă ),( UXG  , este un graf d -convex simplu planar atunci 3gimG . 

Demonstraţie. Din motive evidente, considerăm 5cardX . Conform teoremei 3.2.9, 

pentru G  există un arbore T , încât ),( 0TLG  . Vom demonstra teorema prin metoda inducţiei 

matematice după numărul de vârfuri 5 cardXn . 

Fie 5n . Unicul graf graf d -convex simplu planar cu 5 vârfuri este graful bipartit complet 

graf 3,2K . Alegem în 3R  două puncte BA,  la o distanţă arbitrară, dar mai mică decât 2. 

Construim două sfere de raza unu, cu centrele în A  şi B . Intersecţia acestor sfere este un cerc 

C . Fixăm pe cercul C  trei puncte 321 ,, DDD . Vârfurile copii x  şi x~  de grad 3 ale grafului 3,2K  

le plasăm în punctele A  si B , iar celelalte – în 321 ,, DDD . Ducem segmente ce unesc x  şi x~  cu 

321 ,, yyy  respectiv, lungimea cărora este 1. Astfel s-a obţinut amplasarea acestui graf în 3R . 
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Să presupune, acum, că afirmaţia teoremei este adevărată pentru orice graf d -convex simplu 

planar G  cu 5,  kkn  vârfuri. 

Examinăm cazul 1 kn . Notăm prin xdegT  şi xdegG  gradul unui vârf x  în arborele T  

şi în graful ),( 0TLG  , respectiv. Fie y,x  două vârfuri adiacente din T , încât 1deg xT . 

Atunci 2deg xG . Atunci, deoarece graful G  are cel puţin 5 vârfuri, rezultă că 2ydegT  . 

Examinăm următoarele două cazuri. 

I. 3deg yT . Dacă se elimină vârful suspendat x  din T , atunci se obţine un arbore T  , în 

care y  nu este un vârf suspendat. Prin urmare arborele 0T   trebuie să coincidă cu arborele 0T . 

Conform teoremei 3.2.9, graful ),( 0TLG   este d -convex simplu şi planar. Deoarece G  are 

exact cu un vârf mai puţin decât G , în baza inducţiei matematice, se obţine că 3gimG . Fie y~  

copia vârfului y  şi imaginea lui în 0T . Atunci în G  aceste două vârfuri sunt, de asemenea, copii 

unul pentru celălalt şi deci vecinătăţile lor coincid. Fie 3),~(},...,,{)( 21   ywwwy . În 

urma scufundării grafului G  în 3R , vârfurile din )(y  sunt plasate pe cercul, care se află la 

intersecţia celor două sfere de raza 1, cu centrele în y  şi y~ . Cum pe acest cerc se conţine o 

infinitate de puncte, iar grafurile studiate sunt finite, atunci aici poate fi găsit un punct, în care nu 

se află nici unul dintre vârfurile grafului G . Dacă se plasează în acest punct vârful x , atunci 

distanţele de la el spre y  şi y , care sunt centrele sferelor, sunt egale cu 1. În urma acestei 

proceduri s-a obţinut o amplasare a grafului iniţial G  în 3R , deci rezultă că 3gimG . 

II. 2deg yT . Aşadar, în T  există un vârf xz  , care este adiacent cu y . Cum G  are cel 

puţin 5 vârfuri, rezultă că 2deg zT . Aceasta înseamnă că arborele 0T  conţine vârfurile y~  şi z~ , 

care sunt vârfuri copii şi imagini ale vârfurilor y  şi z . Deci, în graful G  sunt adevărate relaţiile: 

.3)(),~()(

,3)(),~()(





zcardzz

ycardyy
 

În urma eliminării vârfului x din T , se obţine un arbore nou T  , în care y  este un vârf 

suspendat )1(deg  yT . În acest caz arborele 0T  , care se obţine din T   în urma eliminării tuturor 

vârfurilor suspendate, diferă de arborele 0T  printr-un singur vârf y~ . Adică 

yTTxTT ~, 00  . Graful ),( 0TLG   are cu două vârfuri mai puţin decât graful G  şi 

deci din presupunerea inducţiei matematice 3Ggim . Deoarece 3)(  zcard , atunci în urma 

amplasării grafului G  în 3R , mulţimea de vârfuri )(z  este plasată pe cercul, care se află la 

intersecţia celor două sfere de rază 1 cu centrele în z  şi z~ . Pe acest cerc poate fi plasat, de 
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asemenea, şi vârful y~  (vârful y  este deja pe acest cerc, ca vârf al grafului G ). Cum y  şi y~  

sunt plasate pe un cerc de diametrul mai mic decât 2, intersecţia a două sfere unitare cu centrele 

în y  şi y~  reprezintă un cerc nou, pe care poate fi plasat vârful x . În urma acestei proceduri se 

obţine o amplasare a grafului iniţial G  în 3R , ceea ce înseamnă că 3gimG . 

 

3.3. Convexitatea în grafurile orientate 

 

În acest paragraph vom examina, noţiunea de convexitate în cazul grafurilor orientate. Vom 

considera că grafurile nu conţin bucle şi arce multiple. Un graf orientat ),(


 UXG  poate fi 

considerat drept complex 2-dimensional de relaţii multi-are ),( 212 RXR  . Să vedem, în ce 

măsură rezultatele obţinute pentru structurile neorientate pot fi extinse şi asupra structurilor 

orientate. Vom începe cu definirea şi studierea mulţimilor d-convexe.  

 

Mulţimi d-convexe în grafuri orientate 

Graful orientat ),(


 UXG  se numeşte tare conex, sau conex forte, dacă pentru oricare două 

vârfuri Xyx ,  există cel puţin un  drum ce porneşte din vârful x  spre vârful y  şi cel puţin un 

drum ce porneşte din vârful y  spre vârful x
 
(ne vom folosi de terminologia clasică introdusă de 

către C. Berge pentru grafurile orientate în  lucrarea [302]). Fie ),...,,( 10 yzzzxD p   un 

drum ce porneşte din x  spre y . În  acest caz se va mai spune că drumul D leagă vârfurile x şi y 

în ordinea indicată; x şi y se numesc extremitaţi ale lui D.  Numarul p se numeşte lungime a 

drumului 

),...,,( 10 yzzzxD p 
 

şi se va scrie l(D)=p. 

Fie ),( yx D  familia tuturor drumurilor din 


G  ce leagă vârfurile x şi y. Lungimea celui mai 

scurt drum din ),( yx D  se numeşte distanţă dintre x şi y şi se notează prin ),( yxd . Astfel   

)}({min),(
),(

Dl yxd
yxD D

  . 

În cazul când între două vârfuri  Xyx ,  nu există nici un drum, se va considera că distanţa 

dintre aceste vârfuri este d(x, y)= . 

Precum uşor se poate de observant, astfel introdusă noţiunea de distanţă nu posedă  

proprietatea comutativă, adică, la general vorbind, se respect relaţia: 
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d(x, y) d(y, x). 

Prin urmare, în cazul grafurilor orientate, distanţa definită mai sus este o funcţie 

NXXd : , ce posedă doar două dintre proprietăţile metricii, şi anume: 

1. d(x, y) 0 pentru oricare două vârfuri Xyx ,  şi  0),( yxd  dacă şi numai dacă yx  ; 

2. d(x, y) d(x, z)+d(z, y), pentru oricare trei vârfuri Xzyx ,, . 

Aceasta înseamnă că, de fapt, funcţia distanţei NXX:d   este o pseudo-metrică  în 

graful orientat 


G . 

Mulţimea )},(),(),(:{, yxdyzdzxdXzyx 


 se numește d-segment orientat de la 

x spre y. Noțiunea de d-segment orientat 


yx,  are sens doar în cazul când în graful 


G  există 

cel puțin un drum ce leagă x cu y. Din aceste considerente, în continuare se vor studia doar 

grafuri conexe forte. 

Definiția 3.3.1. Mulțimea XA  se numește d-convexă în graful ),(


 UXG , dacă pentru 

oricare două vârfuri Ayx , , luate în ordinea indicată, are loc relația Ayx 


, . 

Conform definiției 3.3.1 orice graf orientat ),(


 UXG  conține mulțimi d-convexe. 

Observăm, că într-un graf orientat orice mulțime A, pentru care 0cardA  sau 1cardA , este  

d-convexă. Aici, spre deosebire de cazul grafului neorientat, două vârfuri adiacente nu generează 

neapărat o mulţime convexă. 

Într-un graf orientat arbitrar mulțimile 


yx,  şi 


xy,  nu neapărat coincid. Fie A o 

submulțime arbitrară de vârfuri din graful ),(


 UXG . Conform definiției 3.3.1, dacă A este o 

mulțime d-convexă, atunci ambele d-segmente orientate 


yx,  şi 


xy,  aparțin mulțimii A. 

Prin urmare, reuniunea 


xyyx ,,  , care conține toate vârfuriile cel puțin ale unui contur, 

ce trece prin vârfurile x și y, de asemenea, aparține mulțimii A. Ba mai mult, mulțimea 




xyyx ,,   conține vârfurile tuturor contururilor de lungime minima, care trec prin x și y. 

Lema 3.3.1. Dacă A și B sunt două mulțimi d-convexe  ale unui graf orientat ),(


 UXG , 

atunci intersecția lor A B este, de asemenea, o mulțime d-convexă în 


G . 

Demonstraţie. Fie ),(


 UXG  un graf orientat, iar A și B două mulțimi d-convexe ale 

acestuia. Dacă 1)( BAcard  , atunci, în baza definiției 3.3.1, afirmația lemei este adevărată.  
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Să admitem că 2)( BAcard  , și fie x, y două vârfuri arbitrare din A B.  Deoarece A și B sunt 

mulțimi d-convexe, obținem: 

Ayx 


, , 

Byx 


, , 

ceea ce implică relația BAyx 


, . Deci BA  este o mulțime d-convexă în 


G . 

Prin analogie cu varianta clasică a noțiunii de învelitoare d-convexă [60], [111], [264], în 

cazul grafurilor orientate se definește următoarea noțiune. 

Definiție 3.3.2. Intersecția  tuturor mulțimilor d-convexe ale unui graf orientat ),(


 UXG , 

ce conține o submulțime de vârfuri XB  , se numește învelitoare d-convexă a mulțimii B și se 

notează prin d-conv(B). 

Observîm că, definiţia noţiunii de d-convexitate în cazul grafului orientat este similară cu 

cea a grafului neorientat. 

Dacă XB   este o mulțime d-convexă în 


G , atunci d-conv(B)=B. Pentru o submulțime 

arbitrară de vârfuri  definim următoarea operație: 






yx SP
Syx

,)(
,

 . 

Cu ajutorul acestei operații, învelitoarea d-convexă a unei submulțimi de vârfuri B a grafului 

orientat poate fi descrisă în mod iterativ, similar cazului grafului neorientat, în modul următor: 

BB 0 , 

)(, 0
,

1
0

BPyx B
Byx






 , 

)())(()(, 0
2

01
,

2
1

BPBPPBPyx B
Byx






   şi 11)( BBP  , 

………………………………………………………………… 

)()(, 0
1

2
,

1
2

BPBPyx B q
q

Byx
q

q







 



   şi 11)( BBP  , 

)(, 1
, 1

BconvdByx B q
Byx

q
q

 



 

 . 

Astfel, constuirea învelitoarei convexe d-conv(B) se reduce la construirea unui șir de 

mulțimi: 

qq BBBBBB  1210 ... , 
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unde qi Bi 1, , se construiesc în conformitate cu aplicarea operației P, descrise anterior. În 

cazul grafurilor infinite, șirul, construit iterativ prin aplicarea operației respective, poate fi infinit. 

Atunci învelitoarea convexă a mulțimii B se obține cu ajutorul relației: 

i
i

B Bconvd





0

)(  . 

În baza definiției 3.3.2, pentru  învelitoarea d-convexe obţinem relațiile: 

1.  )(convd ; 

2. }{})({ xxconvd  ; 

3. XXconvd  )( ; 

4. )(AconvdA  ; 

5. )())(( AconvdAconvdconvd  . 

În baza relațiilor menționate (1-5), se poate spune că noțiunea de d-convexitate pentru cazul 

grafurilor orientate se incadrează în axiomatica teoriei generale a convexității [114]. 

 

Grafuri d-convex simple orientate 

 

În cazul grafurilor neorientate orice submulțime de vârfuri XA  , care generează un 

subgraf complet, precum și mulțimea tuturor  vârfurilor X, sunt d-convexe. Același lucru se poate 

spune și în cazul grafurilor orientate. Mulțimile, care sunt d-convexe în orice graf orientat, sunt: 

mulțimea vidă, mulțimile alcătuite dintr-un singur vârf, mulțimile care generează un subgraf 

complet și mulțimea tuturor vârfurilor X. Aceasta se datorează faptului că d-convexitatea, 

examinată în grafurile orientate, este o generalizare a noțiunii de d-convexitate definită în 

paragraful 3.2 pentru grafurile neorientate, și acest lucru va fi arătat mai jos. În continuare, 

mulțimile menționate se vor numi mulțimi d-convexe triviale în grafurile orientate. 

Definiția 3.3.3. Graful orientat și conex forte ),(


 UXG  se numește d-convex simplu dacă 

nu conține mulțimi d-convexe XA , încât cardXcardA 1 . 

Din definiție rezultă că într-un graf  d-convex simplu orientat, cu cel puțin trei vârfuri, între 

oricare două vârfuri poate exista doar unul dintre cele două arce posibile. Într-adevăr, dacă între 

două vârfuri x şi y ar exista ambele arce (x, y) și (y, x), atunci },{ yxA   ar fi o mulţime             

d-convexă, ceea ce contrazice definiția grafului d-convex simplu. Această remarcă, la rândul său, 

înseamnă că toate grafurile d-convex simple sunt antisimetrice. 
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Teorema 3.3.1. Următoarele afirmații sunt echivalente 

1. ),(


 UXG  este un graf d-convex simplu orientat; 

2. Xyxconvd  }),({ , pentru oricare două vârfuri distincte Xyx , ; 

3. Xyxconvd  }),({ , pentru oricare două vârfuri adiacente Xyx , . 

Demonstrație.  Pentru a demonstra afirmaţia teoremei, vom verifica şirul de 

implicaţii: 1321  .  

21 . Fie ),(


 UXG  un graf d-convex simplu orientat. În baza definiției 3.3.3, acest graf 

nu conține submulțimi d-convexe cu mai mult de un vârf sau cu mai puțin decât cardX  vârfuri. 

Din cele spuse rezultă că Xyxconvd  }),({  pentru oricare două vârfuri distincte Xyx , . 

32 . Relația Xyxconvd  }),({  are loc pentru oricare două vârfuri distinct Xyx , , 

adică și pentru oricare două vârfuri adiacente, ceea ce înseamnă corectitudinea afirmației 3. 

13 . Fie pentru oricare două vârfuri adiacente Xyx ,  are loc egalitatea menţionată în 

teoremă, însă graful 


G  nu este d-convex simplu. Aceasta înseamnă că în 


G  există o mulțime   

d-convexă XA , încât cardXcardA 1 . Deoarece 1cardA , rezultă că în A există două 

vârfuri distincte  p şi q încât Aqp 


, . Aceasta, la rândul său, implică existența în A a două 

vârfuri adiacente  x şi y. Deoarece A este o mulțime d-convexă, rezultă că este adevărată relația 

Ayxconvd  }),({ . Pe de altă parte, în baza condiției 3 din teoremă, se obținem egalitatea 

Xyxconvd  }),({ . Prin urmare, A=X.  Aceasta vine în contradicţie cu presupunerea 

cardXcardA 1 . Deci graful 


G  este d-convex simplu. 

 

Descrierea recursivă a grafurilor d-convex simple orientate 

 

În cele ce urmează vom studia o clasă  specială de grafuri orientate D , pe care o descriem 

în mod recursiv precum urmează: 

I. Clasei D  îi aparțin toate grafurile ),(
00

0




GG

UXG , unde : 

,3},,...,,{ 21
0

 n xxxX n
G

   

},1,...,2,1:),{()},{( 11
0

 



 nixxxxU iin
G

  

Adică 


0G  este un contur elementar cu n  vârfuri; 
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II. În baza grafului 


  ,1,1 i Gi   construim graful ),(



ii GG

i UXG , unde : 

,1},,...,,{ 21
1

 



 m yyyXX m
GG ii

  

,,:),{(
1





 


iii GGG
XbabaUU  dar nu ambele sunt din  

1iG
X , încât se respectă condiţiile: 

a) Pentru orice vârf iy  există vârfurile distincte  
iG

Xqp, , încât }),({ qpconvdyi  ; 

b) Pentru oricare două vârfuri adiacente 
iG

Xba, există vârfurile distincte 




1

,
iG

Xqp , 

încât sunt satisfăcute relațiile: 

1. }),({, baconvdqp  ;  

2. ),(),(
1

qpdqpd
ii GG





 ; 

3. ),(),(
1

pqdpqd
ii GG





 }; 

III. În D  nu se conțin alte grafuri, în afară de grafurile descrise în mod iterativ la paşii I și II. 

Clasa de grafuri orientate D  este o reuniune de familii de grafuri, obținute recursiv în 

conformitate cu procedurile descrise anterior: 

...,DDDD  i   ...10 , 

unde 0 D  reprezintă toate grafurile ),(
00

0




GG

UXG , descrise la pasul I de construire a clasei 

D , iar ,1, i i D  reprezintă familia tuturor grafurilor ce se obțin dintr-un graf oarecare din 

1i D , la aplicarea operației II.  

Teorema 3.3.2. Toate grafurile clasei D  sunt d-convex simple. 

Demonstrație. Să demonstrăm că ...,DDD ,...,,, 10 i       sunt familii de grafuri d–convex simple 

orientate, aplicând metoda inducției matematice în raport cu indicile ,...2,1,0i . 

În cazul ,0i  orice graf ),(
00

0




GG

UXG  din 0 D  este d-convex simplu, fiind un contur 

elementar cu 3n  vârfuri. 

Vom demonstra că ,1, i i D  este o familie de grafuri d-convex simple, în condițiile când 

toate grafurile din 110 ... i   DDD   posedă această proprietate. Se alege în mod arbitrar un 

graf ii  G D


 cu 3n  vârfuri. Fie ),(



ii GG

i UXG  se obține dintr-un graf oarecare 11 



  ii  G D  

la aplicarea operației II de construire a clasei i D . Conform teoremei 3.3.1, pentru a demonstra 
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că 


iG  este d-convex simplu, este necesar de domonstrat că pentru orice două vârfuri adiacente 


iG

Xba,  are loc relația  
ii GG

Xbaconvd }),({ . Fie între a şi b există arcul 



iG

Uba ),(  . 

Conform condiției IIb) din descrierea clasei i D , există vârfuri distincte }),({, baconvdqp  . 

Aceasta implică relația }),({}),({ baconvdqpconvd  ,  în graful 


iG . 

Deoarece, conform inducției, 


1iG  este d-convex simplu și în procesul construirii grafului 


iG  nu 

s-au adăugat arce noi între vârfurile din 


1iG , iar distanțele dintre p şi q s-au păstrat neschimbate 

în 


iG  (condiția IIb), rezultă că: 

}),({}),({ baconvdqpconvdX
iG

 , 

în graful 


iG . 

Din condiția IIa) se obține: 

}),({},...,,{ 21
1

baconvdXyyyX
ii G

m
G

 



 . 

Deoarece incluziunea inversă este evidentă, obţinem relaţia }),({ baconvdX
iG

 , în 

graful 


iG . Aceasta conduce la concluzia că i D  este o familie de grafuri d-convex simple. 

Teorema 3.3.3. Un graf orientat și tare conex ,3),,( 


cardX UXG   este d-convex 

simplu, dacă și numai dacă D


G . 

Demonstrație. Necesitatea. Deoarece ,3cardX  rezultă că în 


G  există două vârfuri 

distincte u şi v. Ţinând cont de faptul că graful examinat este conex forte, există cel puțin un 

contur ce trece prin aceste vârfuri, ceea ce conduce la faptul că în 


G  există cel puțin un contur 

elementar de lungime minimă ].,,...,,[ 0110 zzzzz pp  S  Prin urmare, în 


G  nu există arce 

care ar uni două vârfuri distincte   ,zz ji , unde .1 ji  Notăm prin ),(
00

0




GG

UXG  subgraful 

generat de mulțimea de vârfuri },,...,,{ 110 pp zzzz , iar prin 


1G   însuși graful 


G . Se verifică 

nemijlocit că 


1G  poate fi obținut nemijlocit din 


0G  prin adăugarea mulțimilor de vârfuri 
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0

\
G

XX  și de arce )\
0





G
UU , respectând condiția II din descrierea clasei de grafuri D . Prin 

urmare D


G . 

Suficiența rezultă nemijlocit din teorema 3.3.2. 

 

Operaţii asupra grafurilor d-convex simple orientate 

Fie 21, x x  şi 21, y y  două perechi de vărfuri neadiacente din grafurile orientate ),( 111



 UXG  

și, respectiv, ),( 222



 UXG . Prin analogie cu cazul grafurilor neorientate (a se vedea paragraful 

3.2), notăm prin ),( 21
11

22








 GGMG
yx

yx
 graful obținut din 



1G  și 


2G  în rezultatul contopirii 

vârfurilor 1x  cu 1y  şi 2x  cu 2y . Precum uşor se verifică, pentru ),( 21
11

22








 GGMG
yx

yx
 sunt 

adevărate relațiile: 

, cardXcardXcardX
G

221   

.21



 UUU
G

   

Într-un graf orientat ),(


 UXG , mulţimea tuturor succesorilor unui vârf x  o vom nota prin 

}),(:{)(


  UyxXyx , iar a tuturor predecesorilor – prin }),(:{)(


  UxyXyx , 

notaţii obişnuite în literatura de specialitate [5], 12], 78], 80], 123], [302]. Vârful, care nu are 

predecesori se va numi vârf sursă, iar vârful care nu are succesori – vârf destinație. 

Fie 0),;,( r rqpP , graful orientat în care este fixat un vârf sursă p , un vârf destinație q  

și care satisface condițiile: 

1. în  P  există drumuri ce leagă vârful p  cu vârful q ; 

2. orice vârf și orice arc din P  aparțin cel puțin unui drum ce leagă p  şi q ; 

3. toate drumurile, ce leagă vârfurile p  şi q , au aceiași lungime 0r ; 

4. alte vârfuri sau arce în P  nu sunt. 

Evident, vârfurile p  şi q  într-un astfel de graf nu sunt adiacente. 

Teorema 3.3.4. Pentru oricare două grafuri orientate );,( 1111
rqp

 
P  și );,( 2222

rqp
 
P , graful 

),(
21

21

21   

qp

pqMG PP





  este d-convex simplu. 

Demonstrație. Fie condiţiile teoremei sunt satisfăcute. În graful 


G  toate contururile 

elementare au aceiași lungime, egală cu 21 rr  , și trec prin vârfurile 21 qp  , 21 pq  . Mai mult, 
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orice vârf al grafului 


G  aparține cel puțin unui contur de acest tip. Prin urmare , 


G  este un graf 

tare conex, în care pentru orice două vârfuri 
G

Xyx,  avem: 


xyyxpq qp ,,, 2121  . 

Dacă mai ţinem cont de faptul că 
G

Xpqqppq qpconvd 21212121 ,,}),({  , 

atunci obţinem că 


G  că este un graf d-convex simplu. 

Atragem atenţia că teorema se demonstreaşă pentru grafuri orientate arbitrare ce satisfac cele 

patru proprietăţi de mai sus. Uşor ne putem convinge că şi printre grafurile d -convex simple 

există de acelea ce posedă proprietăţile menţionate. Operaţia M , definită mai sus, oferă mai 

multe metode de construire a grafurilor d -convex simple orientate, examinate minuţios în 

monografia [164] (a se vedea paragraful 6.3 din monografia menţionată). Totodată, remarcăm că 

M  reprezintă o operaţie algebrică pe mulţimea grafurilor d -convex simple orientate, chestiune 

confirmată prin teorema 6.3.3 din [164]. 

Vom examina, în continuare, şi alte operaţii asupra grafurilor d -convex simple orientate. 

Pentru aceasta vom avea nevoie de următoarea 

Definiția 3.3.4. Două vârfuri u și v ale unui graf orientat ),(


 UXG  se numesc vârfuri 

copii în 


G , dacă se respectă egalitățile: 

)()( vu      şi   )()( vu   . 

 În condițiile când: 

)()( vu      şi   )()( vu   , 

vârfurile u și v se numesc vârfuri anticopii. 

Fie dat un graf d-convex simplu orientat ),(


 UXG  și un vârf oarecare v  din 


G . Formăm 

graful 


 G  din 


G  prin adăugarea unui vârf copie pentru  v , notat prin v~ . 

Teorema 3.3.5.  Dacă ),(


 UXG , 3cardX , este un graf d-convex simplu, atunci 


 G  

este, deasemenea, un graf d-convex simplu. 

Demonstrație. În baza teoremei 3.3.3, graful ),(


 UXG  aparține clasei D . Alegem un 

vârf arbitrar Xv  și conform celor descrise anterior formăm graful 




 G . Deoarece 


G  este 

graf d-convex simplu, acesta conţine două vârfuri neadiacente 



 G

Xyx,  încât 

}),({~, yxconvdvv
 G 

 . Ba mai mult, mulțimea 





 


 G G
vvvv ,~~,   conține toate 
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vârfurile cel puțin ale unui contur de lungime minimă ce trece prin v . Acest contur va conține 

vârfuri din 


G , distanțele dintre care au rămas aceleași în graful 


 G . Însă învelitoarea d-

convexă a acestor vârfuri va conține toate vârfurile grafului 


G . De aici rezultă că 





 

 G G
Xvvconvd })~,({ , de unde: 





 

 G G
Xyxconvd }),({ . 

Astfel se obține că învelitoarea d-convexă a oricăror două vârfuri arbitrare și distincte din 




 G , diferite de v  și v~ , conține toate vârfurile grafului 


 G . 

Fie acum y  un vârf arbitrar din 


 G diferit de vârfurile  și Învelitoarea d-convexă a 

mulțimii },{ vy  în 


G  va conține toate vîrfurile cel puțin ale unui contur de lungime minimă ce 

trece prin v  și y , care la rândul său va conține vârfuri din 


G , distanțele dintre care au rămas 

aceeași în 


 G . Învelitoarea convexă a acestora va conține toate vârfurile grafului 


G . Deci, 





 

 G G
Xyxconvd }),({ . Deoarece vârfurile v  și v~  sunt vârfuri copii, atunci au loc 

egalitățile 


yvyv ,~,  și 


vyvy ~,, , de unde rezultă egalitatea: 








 

 G G G
Xyvconvdyvconvd }),~({}),({ . 

Aceasta tocmai şi înseamnă că graful 


 G  este d-convex și simplu.  

Din teorema 3.3.5 rezultă  că în grafurile d-convex simple orientate, ca și în cele neorientate, 

orice vârf poate fi mutiplicat de un număr arbitrar de ori, fără a pierde proprietatea de                

d-convexitate simplă a grafului inițial. 

Fie că este dat un graf d-convex simplu orientat ),(


 UXG  și un vârf arbitrar v  din 


G , 

care posedă proprietatea că conturul de lungime minimă ce trece prin v  este de lungimea patru. 

Formăm graful   G ~


 prin adăugarea unui vârf anticopie pentru v , notat prin v~ . 

Teorema 3.3.6. Dacă ),(


 UXG , 3cardX , este un graf d-convex simplu, iar v  un astfel 

de vârf din 


G , încât conturul de lungime minimă ce trece prin v  este de lungimea patru, atunci 

graful   G ~


 este, de asemenea, un graf d-convex simplu. 

Demonstrație. Conform teoremei 3.3.3 graful ),(


 UXG  apartine clasei D . Alegem un 

vârf arbitrar Xv  cu proprietatea că conturul de lungime minimă ce trece prin v  are lungimea 
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patru și se formează graful   G ~


. Fie }),({
~

yxconvd
  G 

  învelitoarea convexă a două vârfuri 

distincte yx,  din   G ~


. Dacă }),({
~

yxconvdv
  G 

 , atunci în }),({
~

yxconvd
  G 

  există cel 

puțin un vârf din )(v  și cel puțin un vârf din )(v , ceea ce va implica relaţia 

}),({~
~

yxconvdv
  G 

 , și invers. Mai mult, dacă yx,  sunt două vârfuri distincte din 
  G

X
~

  și 

diferite de vârfurile vv ~, , atunci }),({
~

yxconvdv
  G 

 , deoarece 


G  este graf d-convex simplu. 

Deci, și }).,({~
~

yxconvdv
  G 

  În rezultat obţinem: }),({})~,({
~~

yxconvdvvconvd
  G  G 




  . 

Însă, muțimea 
  G  G

vvvv
~~

,~~,





 


  conține toate vîrfurile din )()( vv    , 

învelitoarea convexă a cărora va conține și ultimul vârf din conturul de lungimea patru, căruia îi 

aparținea v  în 


G . Astfel, conturul se află în întregime în })~,({
~

vvconvd
  G 

  și el conține cel 

puțin două vârfuri din 


G , distanțele dintre sunt aceleași în ambele grafuri 


G  și   G ~


. Însă 

învelitoarea d-convexă a acestor vârfuri va conține toate vârfurile grafului 


G . De aici rezultă 

relația 
  G  G

Xvvconvd
~~

})~,({





   de unde rezultă: 
  G  G

Xyxconvd
~~

}),({





  . 

Astfel s-a obținut că învelitoarea d-convexă a oricăror două vârfuri arbitrare și distincte din 

  G ~


, diferite de v  și v~ , conține toate vârfurile grafului   G ~


. 

Fie acum y  un vârf oarecare din   G ~


, diferit de vârfurile v  și v~ . Învelitoarea d-convexă a 

mulțimii },{ vy  în 


G  va conține toate vârfurile, cel puțin ale unui contur de lungime minimă ce 

trece prin v  și y , care, la rândul său, va conține cel puțin două vârfuri din 


G  (distanțele dintre 

aceste vârfuri sunt aceleași în ambele grafuri 


G  și   G ~


). Învelitoarea convexă a acestora va 

conţine toate vârfurile grafului 


G . Deci, 
  G  G

Xyvconvd
~~

}),({





  . Deoarece v  și v~  sunt 

vârfuri anticopii, atunci }),~({
~

yvconvdv
  G 

 , de unde rezultă: 

,}),~({}),({
~~~

 yvconvdyvconvdX
  G  G  G 







   

adică 
  G  G

Xyvconvd
~~

}),~({





  . Aceasta şi înseamnă că   G ~


 este graf d-convex simplu. 
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Fie dat un graf d-convex simplu orientat ),(


 UXG , în care există două vârfuri copii 1v  şi 

2v . Se va nota prin 


 G  graful ce se obține din graful 


G  ca rezultat al eliminării unuia dintre 

cele două vârfuri copii. 

Teorema 3.3.7. Dacă 321 ,, vvv  sunt trei vârfuri copii într-un graf d-convex simplu 


G , atunci 

graful 


 G , în care lipsește unul dintre ele, este, de asemenea, d-convex simplu. 

Demonstrație. Fie ),(


 UXG  un graf d-convex simplu orientat, în care există trei vârfuri 

copii 321 ,, vvv , iar 


 G  graful ce se obține din 


G , în urma eliminării unuia dintre ele, de 

exemplu a vârfului 3v . Deoarece 321 ,, vvv  sunt vârfuri copii în 


G , rezultă că orice d-segment ce 

conține unul din ele, le va conține și pe celelalte. Această proprietate are loc, de asemenea, și în 




 G , pentru vârfurile 1v  şi 2v . Din aceleași considerente, pentru oricare două vârfuri 




 G
Xyx,  are loc egalitatea:   

),(),( yxdyxd
 GG 

                                                        (3.11) 

Mai mult, deoarece graful 


G  este d-convex simplu, atunci în 


G  au loc egalitățile 




3121 ,, vvvv   și  


1312 ,, vvvv , de unde rezultă: 


 

 G G G
Xvvconvdvvconvd }),({}),({ 3121 . 

Aceasta însă implică relația:  





 

 G G
Xvvconvd }),({ 21 .                                            (3.12) 

Fie că  se selectează, în mod arbitrar, două vârfuri distincte 



 G

Xba, . Graful inițial 


G  

este d-convex simplu, prin urmare, construirea învelitoarei d-convexe a mulțimii },{ ba , în acest 

graf, se reduce la construirea șirului de mulțimi:  


 

 G
ii Xbaonv, ..., d-cBPB ..., BPB BPB baB }),({)(),(),(},,{ 121010  

Fără a pierde din generalitate, se poate considera că iB  este prima mulțime în acest șir, care 

conține vârful 3v . Acestei mulțimi îi vor aparține, de asemenea, și vârfurile 1v  şi 2v . 

Datorită relației (3.11), pentru mulțimea },{ ba  în graful 


 G  se poate construi șirul: 

 ..., BPB ..., BPB BPB baB ii ),(),(),(},,{ 112010
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astfel încât ,1



  jj BB  pentru orice 10  ij . În aceste condiții se obține }{\ 31 vBB ii 
 . În 

schimb mulțimii 
1iB  îi aparțin vârfurile 1v  şi 2v , ceea ce înseamnă, datorită relației (3.12), că 





 

 G G
Xbaconvd }),({ . 

Teorema 3.3.8. Dacă v  și v  reprezintă copia şi, respectiv, anticopia unui vârf v  al unui 

graf  d-convex simplu orientat 


G , încât se respectă condiția 3),( vvd  atunci graful 


 G , în 

care lipsește vârful v , este, de asemenea, d-convex simplu. 

Demonstrație. Fie ),(


 UXG  un graf d-convex simplu orientat, în care vârful  podedă 

atât un vârf copie v , cât și un vârf anticopie v~ , care satisface condiția teoremei, iar 


 G  graful 

ce se obține din 


G  ca rezultat al eliminării vârfului copie v . Deoarece v  și v  sunt vârfuri 

copii, pentru orice două vîrfuri 



 G

Xyx,  are loc egalitatea: 

),(),( yxdyxd
 GG 

                                                      (3.13) 

Din aceleași considerente avem  

GG vvvv 


,,  .                                                   (3.14) 

Faptul că v  și v  sunt vârfuri copii, iar v~  este anticopia lor în graful 


G  înseamnă că:  

},...,,{)~()()( 21 spppvvv         și 

},...,,{)~()()( 21 rqqqvvv    , 

unde 1, sr , deoarece aceste mulțimi nu sunt vide.  

Cum vârfurile v  și v  sunt vârfuri copii, rezultă că 1),(  vvd
G

, pentru că, în caz contrar, în 

graful 


G  ar exista bucle, și am avea 2),(  vvd
G

, pentru că în 


G  ar exista mulțimi d-convexe 

formate din două vârfuri. Însă condiția 3),(  vvd
G

 este echivalentă cu următoarea: ip  nu este 

adiacent cu jq  pentru orice },...,2,1{ si  și orice },...,2,1{ rj . Deci, rezultă că 4),(  vvd
G

, 

unul din drumuri fiind ],,~,,[ vqvpv ji
 , },...,2,1{ si , },...,2,1{ rj . Aceasta mai înseamnă că 

conturul elementar de lungime minimă, care conține vârful v , este de lungimea patru, atât în 

graful 


G , cât și în graful 


 G . Deci, se obține că 




 vvvv ,)()(  . 
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Fie x  un vârf din ))()(\(, vvvv 


  . Atunci resultă că x  aparține unui drum de la v  

spre v , deci există si pi 1, , și rk qk 1, , încât în G  există drumul ],,,,[ vqxpv ki
 . Dar 

atunci 


ki qpx , , deoarece ip  nu este adiacent cu kq , ceea ce implică relaţia 

))()((},\{, vvPvvvv 


  .                                        (3.15) 

De asemenea, are loc relația: 

})~,({})~,({}~,{)()( vvPvvPvvvv
GG    .                            (3.16) 

Din relațiile (3.14), (3.15) și (3.16) rezultă că }~,{},\{, 2 vvPvvvv
G 



, ceea ce implică 

relaţia: 





 

GG
Xvvconvd }~,{ .                                                 (3.17) 

Selectăm, în mod arbitrar, două vârfuri distincte 



G

Xba, . Graful iniţial 


G  este d-convex 

simplu. Prin urmare, construirea învelitoarei d-convexe a mulţimii },{ ba  în acest graf se reduce 

la construirea şirului de mulţimi: 


 
G

ii XbaconvdBPBBPBBPBbaB }),({),...,(),...,(),(},,{ 112010  

Fără a pierde din generalitate, se poate de considerat că iB  este prima mulţime a acestui şir, 

care conţine vârful v . Acestei mulţimi îi aparţine şi vârful v . Atunci 1
~

 iBv . 

În baza relaţiei (3.13), pentru mulţimea },{ ba , în graful 


G  se poate construi şirul: 

),...,(),...,(),(},,{ 112010




 ii BPBBPBBPBbaB  

încât  jj BB , 10  ij . În aceste condiţii obţinem }{\ vBB ii



. În schimb, mulţimii 


1iB  îi aparţine vârful v  şi unele vârfuri din )()( vv    , ceea ce înseamnă că mulţimii 

iB  

îi va mai aparţine şi vârful v~ . Deci, datorită relaţiei (3.17), obţinem egalitatea 





 

GG
Xbaconvd }),({ .  

Din teoremele 3.3.7 şi 3.3.8 rezultă că, în grafurile d -convex simple orientate, ca şi în 

grafurile d -convex simple neorientate, se poate elimina vârfurile copii ale unui vârf v, păstrând 

pentru v  doar o copie sau o anticopie, şi graful obţinut va fi la fel d-convex simplu. 

Teorema 3.3.9. Dacă 4),,( 


cardXUXG , este un graf d-convex simplu, în care există 

patru vârfuri 2121 ,,, yyxx , ce satisfac condiţiile: 
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1. vârfurile 2121 ,,, yyxx  sunt două câte două neadiacente; 

2. ),(),(),,(),( 12122121 yydxxdyydxxd  ; 

3. ),()},(),,(min{ 212121 xxdxydyxd  ; 

4. ),()},(),,(min{ 121212 xxdyxdxyd  ; 

5. ),,(),()},(),,(),,(),,(min{ 122122221111 xxdxxdxydyxdxydyxd   

atunci )(11

22








 GWH
yx

yx
 ce se obţine din 



G  în rezultatul contopirii vârfului 1x  cu 1y   şi a vârfului 

2x  cu 2y   este, de asemenea, un graf d-convex simplu. 

Demonstraţie: Fie ),(


 UXG  un graf d-convex simplu, care satisface condiţiile teoremei, 

iar )(11

22








 GWH
yx

yx
 graful construit după cum s-a indicat anterior. Notăm prin 1z  şi 2z  vârfurile 

din 


H , formate ca rezultat al contopirii vârfurilor 1x  cu 1y  şi 2x  cu 2y . 

Deoarece se examinează grafuri fără bucle şi muchii multiple, iar graful iniţial 


G  este        

d-convex simplu, rezultă că condiţia 1 din teoremă, impusă asupra mulţimii de vârfuri alese 

},,,{ 2121 yyxx , asigură ca şi în graful 


H  nu sunt bucle sau arce multiple. Mai mult, pentru orice 

două vârfuri 
H

Xts, , în 


H  există cel mult unul din cele două arce posibile ),( ts  sau ),( st . 

Cum graful iniţial 


G  este d-convex simplu, rezultă că învelitoarea d -convexă a mulţimii de 

vârfuri },{ 21 xx  poate fi scrisă astfel: 

  
GG

ii XxxconvdAPAAPAAPAxxA }),({),...,(),...,(),(},,{ 2111201210 . 

Din aceleaşi motive, învelitoarea d-convexă a mulţimii de vârfuri },{ 21 yy  poate fi scrisă în 

modul următor: 

  
GG

ii XyyconvdBPBBPBBPByyB }),({),...,(),...,(),(},,{ 2111201210 . 

Fie că se construieşte învelitoarea d-convexă în graful 


H  pentru mulţimea },{ 21 zz  cu 

ajutorul şirului de mulţimi: 

  
GG

ii XzzconvdCPCCPCCPCzzC }),({),...,(),...,(),(},,{ 2111201210 . 

Datorită condiţiilor 2, 3 şi 4 a teoremei, rezultă că 111 CBA  , iar condiţiile 3, 4 şi 5 

asigură veridicitatea relaţiilor iii CBA  , pentru orice 2i  . Acestea însă implică relaţia: 

 
HH

Xzzconvd }),({ 21                                              (3.18) 
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Fie, că se selectează, în mod arbitrar, două vârfuri distincte 
H

Xba, . Graful iniţial 


G  este 

d-convex simplu, prin urmare, construirea învelitoarei convexe a mulţimii },{ ba  se reduce la 

construirea şirului de mulţimi: 

 
G

ii XbaconvdEPEEPEEPEbaE }),({),...,(),...,(),(},,{ 112010 . 

Fără a pierde din generalitate, se poate considera că iE  este prima mulţime a acestui şir, care 

conţine unul din vârfurile mulţimii },,{ 2121 yyxx . Mulţimii iE  îi aparţine, de asemenea, şi vârful 

copie al vârfului respectiv. 

Construim învelitoarea convexă a mulţimii },{ ba  în graful 


H  în modul următor: 

),...,(),...,(),(},,{ 112010



 H
i

H
i

HHHHH EPEEPEEPEbaE  

încât 


 H
jj EE , pentru orice 10  ij , iar mulţimii iE  îi aparţin, de asemenea, şi vârfurile 1z  

şi 2z , ceea ce, datorită relaţiei (3.18), înseamnă că  
HH

Xbaconvd }),({ . 

 

3.4. Concluzii la capitolul 3 

 

Prin rezultatele obținute în capitolul 3, în cadrul teoriei complexului de relații multi-are se 

propune o direcție de cercetare ce ține de generalizarea noțiunii de d-convexitate, introdusă 

pentru prima dată de către K. Menger [253] și redescoperită, mai târziu, de către P. Soltan, în 

legătură cu necesitatea de a soluționa probleme cu caracter practic pe grafuri. Folosind noțiunea 

de lanț m-dimensional și proprietățile acestuia, examinate în capitolul precedent, se definește o 

funcție a distanței, cu ajutorul căreia se construiește convexitate și învelitoarea convexă în spațiul 

metric, determinat de relația k-ară kR . 

Ținând cont de proprietățile generale ale mulțimilor convexe într-un spațiu metric ),( m

k

k dR , 

11  nmk , studiate în primul paragraf al capitolului, se descriu rezultate importante din 

punct de vedere teoretico-aplicativ în domeniul convexității pentru un caz particular al 

complexului de relații multi-are. E vorba de grafuri (atât cele neorientate, cât și cele orientate). 

Sunt examinate mai multe clase de grafuri, pentru care învelitoarea convexă a oricăror două 

vârfuri neadiacente coincide cu mulțimea tuturor vârfurilor din graf. Astfel de grafuri se numesc 

d-convex simple. Importanța acestor grafuri este determinată și de faptul că o serie de probleme 

dificile din punct de vedere al soluționării algoritmice, pe grafurile d-convex simple se rezolvă în 

timp polinomial (în unele cazuri chiar în timp liniar). 
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În baza celor descrise în capitolul 3, pot fi menţionate rezultatele principale ce țin de 

studierea convexității într-un complex de relații multi-are: 

- a fost definirea convexitatea și învelitoarea convexă în spațiul metric, determinat de relația 

k-ară a complexului. S-a demonstrat că orice familie de submulțimi a relației k-are 

determină, în mod univoc, o învelitoare convexă, și invers. 

- a fost estimat diametrului unei mulțimi, construite prin aplicarea operatorului ce generează 

învelitoarea convexă a unei mulțimi k-are; 

- au fost determinate condițiile, în care o submulțime a relației k-are reprezintă învelitoarea 

convexă a punctelor sale extremale; 

- au fost obținute teoremele de caracterizare a convexității simple pentru mai multe clase de 

grafuri, identice după structură; 

- a fost examinată relația dintre rază și diametru în grafurile d-convex simple de tipul 

),( 0GGL , unde 0G  reprezintă atomul grafului G ; 

- a fost examinată noțiunea de convexitate și proprietățile mulțimilor convexe în cazul unui 

garf orientat. S-a demonstrat teorema de caracterizare a grafurilor d-convex simple 

orientate. 

 

Ţinând cont de  rezultatele obținute în capitolul 3, deducem următoarele concluzii:  

1. Prin extinderea noțiunii de lanț m-dimensional și introducerea noțiunii de (k,m)-

convexitate, în cadrul teoriei complexelor de relații multi-are a fost conturată o direcție 

de cercetare, legată de studierea proprietăților mulțimilor (k,m)-convexe cu aplicarea  

ulterioară acestora la soluționarea problemelor cu caracter teoretico-aplicativ; 

2. Structura specială a unor clase de grafuri d-convex simple, cum ar fi cele planare, 

modular ereditare, cordale, ereditare după distanță etc., care rezultă din teoremele de 

caracterizare a convexității simple a acestor grafuri, permite elaborarea unor algoritmi 

polinomiali de soluționare a problemelor de amplasare, cunoscute drept problema 

medianei, problema centrului şi a multiplelor variaţii ale acestora; 

3. Rezultatele obținute în legătură cu studierea grafurilor d-convex simple servesc drept 

imbold pentru extinderea cercetărilor, în scopul caracterizării complexelor cu o familie 

prescrisă de mulțimi (k,m)-convexe.  

4. Prin definirea operaţiilor algebrice asupra grafurilor d-convex simple se crează premizele 

studierii condiţiilor în care clasele de grafuri d-convex simple formează structuri 

algebrice de grup, chestiune importantă pentru dezvoltarea teoretică a teoriei d-

convexităţii pe complexe de relaţii multi-are. 
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4. COMPLEXE  DE  CUBURI  ABSTRACTE 

 

Folosind simplexele abstracte, printr-o procedură iterativă se definește cubul abstract        

p -dimensional, 0p  (a se vedea definiția 4.1.2), cu ajutorul căruia se construiește complexul 

de cuburi abstracte (a se vedea definiția 4.2.1). Cercetările ce țin de studierea cubului și a 

complexului respectiv sunt reflectate în mai multe lucrări publicate pe parcursul ultimilor zece 

ani [15], [19], [129], [148], [153], [155], [296]. Rezultate importante au fost obținute atât la nivel 

teoretic, legate de construirea omologiilor cubice, a caracteristicii Euler, de studierea 

proprietăților varietăților determinate de complexul cubic abstract [150], [170], [171], [179], 

precum și la nivel aplicativ, prin soluționarea unor probleme practice, printre care un rol aparte 

revine problemelor de amplasare [23], [161], [162], [172]. Aceste rezultate pot fi generalizate și 

pentru cazul complexului de cuburi construit cu ajutorul quasisimplexelor abstracte. Totuși, 

vorbind despre soluționarea problemelor cu caracter aplicativ, ar fi mai firesc să examinăm 

complexele obișnuite de cuburi abstracte, menționat mai sus. Despre unele dintre acestea vom 

vorbi în capitolul 4. 

După cum se va vedea din cele ce urmează, un complex de cuburi abstracte poate fi 

considerat drept un caz special al complexului simplu de relaţii multi-are 

},...,,{ 1211   nn RRR , examinat în paragraful 2.3. Complexul },...,,{ 1211   nn RRR  este 

asociat, de regulă, cu un complex de simplexe abstracte },,...,,{ 10 nn SSSK  unde 

},...,,{ 21

mmmm

m
sssS   reprezintă mulţimea tuturor simplexelor abstracte m -dimensionale, 

nm 0 , iar oricare două simplexe ll

i Ss   şi ,kk

j Ss   nkl  ,0 , au intersecţie vidă sau 

intersecţia lor este un simplex p-dimensional },min{, klpSs pp

r  . Folosind simplexele 

mm

i Ss  , 
mcardSi 0 , nm 0 , în calitate de „cărămiziˮ elementare, vom construi 

complexul n -dimensional de cuburi abstracte. Cu ajutorul grupurilor de omologii, vom 

determina proprietăți importante ale acestui complex, în baza cărora se vor obţine rezultate utile 

pentru cercetările ulterioare.  

 

4.1. Cubul abstract n-dimensional  

 

Vom începe cu definirea cubului abstract n -dimensional, apelând la simplexele abstracte, 

definite în paragraful 2.3. Generalizarea acestuia, prin utilizarea quasisimplexelor abstracte, se 

transformă într-o procedură simplă, chiar dacă aceasta şi este una suficient de migăloasă, 

determinată de însuşi specificul unui quasisimplex în raport cu simplexul abstract.  
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Fie ),...,,(
10 miii

m

j xxxs   un simplex cu dimensiunea m  al complexului de relații multi-are 

1n , iar 1m

ik
s   una dintre fețele )1( m -dimensionale din m

js , păstrând notațiile folosite în 

capitolul 2. Introducem parametrul 












.ss

ss
k
i

m
j

k
i

m
jj

ik coerentesuntnuşisimplexeledacă,1

,coerentesuntşisimplexeledacă,1


 

Folosind acest parametru, putem considera m

js  și 1 m

i

j

i kk
s  drept simplexe coerente. Prin urmare, 

coeficientul de  -incidență ]:[ 1 m

i

j

i

m

j kk
ss   va fi egal cu 1 , în raport cu toate fațetele )1( m -

dimensionale ale complexului 
m

js . 

Definiția 4.1.1. Dacă 
m

js  este simplex m -dimensional al complexului de relații multi-are 

1n , nm 1 , atunci 
m

k

m

i

j

i

m

j kk
ss

0

1\


  se numește vacuum cu dimensiunea m  al simplexului 

m

js , nm 1  (prototipul spațiului interior pentru figurile geometrice). Vacuumul simplexului 

m

js  se va nota: ],...,,[ˆ
10 miii

m

j xxxs  . Vacuumul simplexului cu dimensiunea 0  coicide cu 

simplexul cu aceeași dimensiune, adică 00ˆ ss   pentru orice simplex 0 dimensional 10  ns . 

Definim în mod inductiv cubul abstract n -dimensional și vacuumul acestuia.  

Definiția 4.1.2. Pentru o mulţime arbitrară de elemente X declarăm: 

1. Orice element Xx  reprezintă un cub 0 -dimensional, notat )(0 xI  . Considerăm că 

acest cub și vacuumul său coincid cu simplexul  0 -dimensional și, respectiv, cu vacuumul 

acestuia. 

2. Fie )(
0

0

1 ixI   un cub 0 -dimensional. Mai fixăm un cub 0 dimensional )(
1

0

2 ixI  . 

Perechea elementelor 
0i

x  și 
1i

x , în ordinea indicată, reprezintă un cub 1-dimensional, pe care îl 

notăm ),(
10

1

ii xxI  . Acest cub coincide cu simplexul abstract, determinat de vârfurile 
0i

x  și 
1i

x . 

Vacuumul lui 1I  coincide cu vacuumul simplexului indicat. Vârful 
0i

x  se va numi origine a 

cubului 1-dimensional ),(
10

1

ii xxI  . Totodată, 
0i

x  și 
1i

x  se mai numesc fațete 0 -dimensionale 

ale lui 1I . 

3. Considerăm cubul abstract 1 -dimensional ),(
10

1

ii xxI  . Alegem un alt cub 1 -

dimensional ),(
10

1

2 ii yyI  . Relațiile 2 -are între vârfurile acestor cuburi determină existența 
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încă a două cuburi 1 -dimensional ),(),,(
1100

1

4

1

3 iiii yxIyxI  . Mai definim o relație 2 -ară 

),(
10 ii yy  și două relații 3 are: ),,(

110 iii yxx  și ),,(
100 iii yyx . Ca rezultat obținem un complex 

simplicial abstract, determinat de simplexele: ),(
10 ii xx , ),(

10 ii yy , ),(
00 ii yx , ),(

11 ii yx , ),(
10 ii yx , 

),,(
110 iii yxx  și ),,(

100 iii yyx . Acest complex simplicial se numește procub 2 -dimensional și se 

notează prin  2I . Reuniunea vacuumurilor simplexelor ),,(
110 iii yxx , ),,(

100 iii yyx  și ),(
10 ii yx  

reprezintă vacuumul cubului 2 -dimensional, notat prin 
o

I 2 . Cubul abstract 2 -dimensional este 

reuniunea vacuumului 
o

I 2  și a simplexelor rămase: 

),(),(),(),(
11001010

22

iiiiiiii

o

yxyxyyxxII 
. 

Cubul construit 2I  are 22  vârfuri: 
1010

,,, iiii yyxx . Vârful 
0i

x  se numește origine, iar șirul 

ordonat ),,(
010 iii yxx reper al cubului 2I . Vom reprezenta cubul 2I  prin reperul său 

),,(
010

2

iii yxxI  . 

Fecare dintre fațetele 0-dimensionale din 1

1I  (vârfurile 
0i

x  și 
1i

x ) împreună cu fațetele       

0-dimensionale respective din 1

2I  (vârfurile 
0i

y  și 
1i

y ) determină faţetele 1-dimensionale ale 

cubului 2I . Fațetele 0 -dimensionale ale cuburilor 
1

jI , 41  j , rămân fațete 0 -dimensionale 

ale lui 2I . 

4. Fie că se cunoaște noțiunea de cub și procub abstract i -dimensional, iI  și )(iI , 

11  ni , precum și de vacuum al cubului cu aceeași dimensiune 
o
iI .  

5. Pentru a defini cubul abstract n -dimensional pornim de la un cub )1( n -dimensional, 

reprezentat prin reperul său: ),...,,(
110

1

1 


niii

n xxxI . Alegem un alt cub )1( n -dimensională 

),...,,(
110

1

2 


niii

n yyyI . Considerăm relațiile i -are, ni 2 , între vârfurile cuburilor 1

1

nI , 

1

2

nI , care determină niște simplexe ce formează un complex simplicial abstract – procubul 

)(nI . Fiecare fațetă )2( n -dimensională din 1

1

nI  în pereche cu fațeta corespunzătoare ei din 

1

2

nI  reprezintă câte un cub )1( n -dimensional. Aceste cuburi, împreună cu 1

1

nI  şi 1

2

nI , 

reprezintă toate cele n2  fațete )1( n -dimensionale ale cubului n -dimensional. Notăm prin 

1nI  familia acestor cuburi )1( n -dimensionale. Vacuumul cubului n -dimensional, notat 
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prin 
o
nI , se defineşte ca reuniunea vacuumurilor simplexelor din complexul ce determină 

procubul )(nI  şi care nu aparțin complexelor simpliciale corespunzătoare cubului din 1nI . 

Cubul abastract n -dimensional se definește prin reuniunea: 


nnI

o
nnn III








1

1 . 

Vârful 
0i

x  este originea, iar șirul ordonat ),...,,(
10 niii xxx reperul cubului abstract nI . Toate 

fațetele cu dimensiunea i , 10  ni , rămân fațete cu aceeași dimensiune a cubului nI . 

 Ca și în cazul simplexului abstract, vom defini orientarea cubului. Fie nI  un cub abstract n -

dimensional, determinat prin intermediul reperului său: ),...,,(
10 niii

n xxxI  . 

Definiția 4.1.3. Dacă numărul de inversiuni în cortegiul de indici ),...,,( 10 niii  este par, 

atunci cubul nI  se va numi cub orientat pozitiv și se va nota prin nI . În cazul când numărul 

de inversiuni ale cortegiului menționat de indici este impar, atunci nI  se va numi cub orientat 

negativ, folosind notaţia nI . 

Este cazul să menționăm că reperul ce determină un cub abstract n -dimensional nI  poate fi 

folosit și la construirea simplexului n -dimensional, semnul căruia coincide cu semnul cubului. 

Pentru cubul abstract, determinat de reperul ),...,,(
10 niii xxx  şi orientat pozitiv sau negativ, se 

va folosi notația respectivă: ],...,,[
10 niii

n xxxI   și ],...,,[
10 niii

n xxxI  . 

Menționăm că, dacă ),...,,(
10 niii xxx  este reper al cubului n -dimensional nI , atunci perechile 

ordonate ),(
10 ii xx , ),(

20 ii xx ,..., ),(
0 nii xx  reprezintă, la rândul lor, cuburi 1-dimensionale, pe care 

le vom nota 
111 ,...,,

21 niii III . Prin urmare, reperul lui nI  poate fi descris și ca o mulțime ordonată de 

cuburi  1-dimensionale },...,,{ 111

21 niii IIIr  . 

Similar cazului complexului de relații multi-are, se definește noțiunea de cuburi coerente și 

coeficient de coerență.  

Vom considera că două cuburi abstracte m

iI , 1m

i j
I , unde 1m

i j
I  este una dintre fațetele 

)1( m -dimensionale ale lui m

iI , sunt coerente dacă acestea sunt orientate la fel. În caz contrar 

aceste cuburi se vor considera noncoerente. Pentru două cuburi m

iI  și 
1m

jI  definim coeficientul 

de coerență, notat prin ,(mi

j □ ]:[) 1 m

j

m

i II  , în modul următor: 



 162 

,(mi

j □)













 



contrar, cazîn ,0

coerente, suntnuşicuburile dacă,1

coerente, suntşicuburile dacă,1
1

1

 I    I 

 I   I 
m
j

m
i

m
j

m
i

 

unde mcardi I1 , 11  mcardj I . 

Definiția 4.1.4. Două cuburi abstracte m

iI  și 
m

jI  se numesc concordante dacă au o fațetă 

)1( m -dimensională comună 1m

kI  și între coeficienții de coerență ,(mi

k □) și ,(mj

k □) are loc 

relația: 

,(mi

k □) = ,(mj

k □). 

Fie nI  un cub abstract n-dimensional cu mulțimea de vârfuri ,},...,,{
221 XxxxV n   

.2nrcardX   Vârfurilor acestui cub le punem în corespondenţă nişte cortegii binare cu 

elementele 0 sau 1, încât să putem defini pe nI  metrica Hamming. Pentru prima dată, această 

metrică a fost introdusă de către Richard Hamming în legătură cu necesitatea de a determina 

gradul de discrepanţă dintre combinaţiile de coduri, reprezentate prin vectori binari de aceeaşi 

lungime [127]. Ulterior, ea s-a dovedit a fi un instrument eficient pentru examinarea problemelor 

de ordin teoretico-aplicativ [14], [128], inclusiv în cazul complexelor de relaţii multi-are [129].  

Metrica Hamming determină distanţa ),( ji xxd  dintre două vârfuri Vxx ji , , egală cu 

numărul de poziţii prin care se deosebesc cortegiile binare corespunzătoare. Fie vârfului 1x  i s-a 

atribuit cortegiul nul )0,...,0,0(  şi nx
2

 este vârful situat la distanţă maximă de la 1x , ceea ce 

înseamnă că acestuia i s-a atribuit cortegiul unitar )1,...,1,1( .    

Formăm mulţimile: 

},1),(:{

},{

11

10





ii xxdVx

x

 

............................................. 

}.{}),(:{

...........................................

},),(:{

21

1

nxnxxdVx

kxxdVx

iin

iik





 

Astfel, cubul abstract n-dimensional nI  poate fi reprezentat prin șirul de mulțimi 

,,...,, 10 n  care posedă proprietățile: 

a) ;i

ni Ccard   

b) oricare două elemente distincte ale unei mulțimi ,0, nii   nu reprezintă o fațetă 1-

dimensională a cubului nI , 



 163 

c) ),( lk xxd  este un număr par, pentru oricare două elemente distincte lk xx ,  ale unei 

mulțimi .0, nii      

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 4.1. Reprezentarea geometrică a cubului 3-dimensional (cazul a)) şi a celui 

4-dimensional (cazul b)) 
 

Evident, nu orice şir de acest tip reprezintă un cub n-dimensional. 

De rând cu reprezentările geometrice clasice ale cuburilor n-dimensionale (figura 4.1), vom 

utiliza şi reprezentările acestora prin şirurile respective de mulţimi n ,...,, 10  (figura 4.2). În 

acest caz, vom mai spune că avem descrierea stratificată a cubului n-dimensional, folosind 

notaţia },...,{ 10 n

nI  .  

 

Lema 4.1.1. Numărul de muchii ce leagă un vârf oarecare din i  cu vârfurile mulţimii 1i  , 

11  ni , este ,1 iN i

i   iar numărul de muchii ce leagă acelaşi vârf cu vârfurile mulţimii 1i  

este .1 inN i
i   (Evident, nNN n

n  1

0

1 . ) 

Demonstrație. Introducem metrica Hamming, considerând că vârfului 1x  i se atribuie 

cortegiul nul (0, 0,…,0). Atunci, orice element din i  va avea un cortegiu   cu i unități. Acest 

element va fi adiacent cu elementele din 1i  ale căror cortegii diferă de   exact printr-un 

element. Astfel de cortegii sunt exact i (fiecare cortegiu diferă de   prin faptul că una din cele i 

unități din   va fi înlocuită cu zero). Prin urmare, ixg ji  )(1  și, deoarece jx  a fost ales în mod 

arbitrar din i , obținem .1 iN i

i   

 1x  

 2x   3x  

 4x  

 5x   6x  

   7x   8x  

 9x    10x  

 11x  
12x  

 13x   14x  

 15x   16x  
 b) 

a) 

1x  

2x

 

3x  

4x  

6x  

5x  

7x  

 8x   
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a) 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 4.2. Reprezentarea cubului 3-dimensional prin şirul  3210 ,,,   (cazul a)) şi a 

cubului 4-dimensional prin şirul 43210 ,,,,   (cazul b)) 

 

Întrucât în cubul n-dimensional toate vârfurile au gradul egal cu n, rezultă egalitatea 

enunţată în lemă: .1 inN i

i   

Să estimăm acum suma distanțelor dintre un element arbitrar kx   și mulțimea lk  în 

cazul cubului abstract n-dimensional ),,...,,( 10 n

nI   .1,10 nlknk   

Lema 4.1.2. Suma distanțelor dintre elementul kx   și toate elementele mulțimii lk  se 

exprimă prin 









},min{

0

.)2(
lknk

i

il

kn

i

k CCil  

Demonstrație. Alegem un vârf arbitrar kx   și definim pe cubul ),...,,( 10 n

nI   

metrica Hamming, astfel încât vârful 01 x  este marcat prin cortegiul nul (0, 0, …,0). Cortegiul 

binar ce corespunde vârfului kx   va avea k unități și (n-k) zerouri. Fără a pierde din 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. .   1x  

 

  4x  

  
7x  

  
8x  

  
3x  

  
6x  

 

  
0     2   

 

 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

 

 

 

.   1x  

  2x  

  8x  

  4x  

   16x  

  3x  

  
5x  

13x  

  
7x  

  12x   

  
15x

 
 

  6x  

  
9x  

  14x  

  11x   

                

10x  

                

0  

                

1  

                

2  

                

3  

                

4  
                

b) 
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generalitate, vom considera că acesta este cortegiul ).0...001...11(~

knk 

  Orice element din lk  

este marcat printr-un cortegiu 
~

 ce conține cu l unități mai mult decât ~ . Aceste l unități pot fi 

obținute în două moduri: 

a) l zerouri din cortegiul ~  se înlocuiesc cu unități. Distanța dintre vârfurile, cărora le 

corespund cortegiile ~  și 
~

, va fi egală cu l. În așa mod cortegiul 
~

 poate fi ales în l

knC 
 

moduri; 

b) i unități din cortegiul ~  se înlocuiesc cu zerouri, iar (l+i) zerouri se înlocuiesc cu unități 

(respectând condiția knil  ). În rezultat obținem un cortegiu  
~

 cu (k+l) unități, iar 

distanța dintre ~  și 
~

 va fi l+2i (distanța este determinată de metrica Hamming și este egală cu 

suma 



n

i

ii

1

 ). Un astfel de cortegiu 
~

 poate fi ales în il

kn

i

k CC 

  moduri. 

Prin urmare, obținem că suma distanțelor de la elementul kx   până la toate elementele 

mulțimii lk  este: 









},min{

0

.)2(
lknk

i

il

kn

i

k CCil  

Suma din lema 4.1.2 este o constantă ce caracterizează relația dintre mulțimile k  și .lk  

Vom nota această constantă prin .lk

k

  În mod similar se demonstrază că suma distanțelor dintre 

un element fixat lkx   și toate elementele mulțimii k  nu depinde de alegerea lui ,x  deci este 

o mărime constantă pe care o notăm prin .k
lk  Ușor se demonstrează că k

lk

lk

k 

   pentru orice 

valori ale lui k și l ce verifică relațiile: nllnk  1,0  și .knlk   În cazul când  

knlk  , pentru mulțimile k  și kn  are loc egalitatea k

kn

kn

k 

  . 

Consecință din lema 4.1.2. Pentru orice mulțime i , ni 1 , a unui cub n-dimensional 

),...,,( 10 n

nI  , șirul i
i

ii
110 ,..,,.   este descrescător. 

Teorema 4.1.1. Pentru orice mulțime k  a cubului n-dimensional ),,...,,( 10 n

nI   

  ,12/  nkn  este adevărată relația: k

n

k

lk   . 

Demonstrație. În baza consecinței din lema 4.1.2, e suficient de demonstrat că pentru orice 

mulțime   ,12/,  nknk  este adevărată relația .1

k

n

k

k    

În mod evident se obține egalitatea: 

.)()( k
nk

k
n CknSkn   
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În conformitate cu lema 4.1.2, vom avea: 








 
},1min{

0

1

111 )21(
knk

i

i

kn

i

k

k

k CCi . 

Deoarece teorema se formulează pentru mulțimile k  cu indicele  2/nk  , rezultă că are 

loc egalitatea: .},1min{ knknk   Deci, pentru k

k 1  obținem suma: 

.)21(
0

1

111 






 
kn

i

i

kn

i

k

k

k CCi  

Examinând expresiile k

n  și  k

k 1  și ținând cont de condiția   ,12/  nkn  obținem 

inegalitatea din teoremă .1

k

n

k

k     

 

4.2. Complexe de cuburi abstracte  

 

Din punct de vedere teoretic, complexele de cuburi servesc drept instrument eficient în 

dezvoltarea unor compartimente ale topologiei combinatorice, fiind folosite la construirea 

invarianţilor topologici prin aplicarea metodelor combinatoriale de studiu. 

Structurile matematice construite cu ajutorul cuburilor abstracte n -dimensionale se 

întâlnesc în teoria modernă a topologiei algebrice, în particular la fundamentarea unor rezultate 

ce ţin de studierea operaţiilor definite pe coomologii. Totodată, aceste structuri se regăsesc într-

un şir de aplicaţii, în special în geometria combinatorică, datorită faptului că o serie de structuri 

întâlnite în diverse ramuri ale matematicii conduc la studierea unor spaţii speciale cu o divizare 

specifică în cuburi. 

În cele ce urmează vom porni de la studierea unor proprietăți speciale ale complexului de 

cuburi abstracte, necesare la soluționarea problemelor de amplasare pe structuri discrete, în 

particular pentru problema medianei.  

Definiţia 4.2.1. Familia nonvidă şi finită de cuburi abstracte }0,{ nmI mn  , ce  

verifică proprietăţile: 

1. pentru oricare două cuburi abstracte ,,0,, ntsII nts   are loc relația 

ts II    sau 
nts II  ; 

2. orice faţetă kI  a cubului m –dimensional 
nmI  , nmk 0 , este element al 

familiei 
n ; 

3. în 
n  există cel puţin un cub n –dimensional nI , 

se numeşte complex cubic abstract cu dimensiunea n. 
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De  rând cu definiţia 4.2.1, uneori se apelează la o altă definiţie a complexului de cuburi 

abstracte, prin care se pune accent, în special, pe structura combinatorică a acestuia: 

Definiţia 4.2.2. O mulţime de elemente parţial ordonate  ,H , ce conţine elementul cel 

mai mic Ø şi posedă proprietăţile:  

a) pentru orice element Hh segmentul  h,0 , determinat de relaţia  , este izomorf cu 

mulţimea parţial ordonată a faţetelor unui cub abstract; 

b) dacă 21,hh  sunt două elemente din H , atunci pentru toate elementele Hh ce satisfac 

relaţiile 1hh   şi 2hh  , există un singur element maximal din H ; 

c) în H  există cel puţin un element h încât segmentul  h,0  este izomorf cu mulţimea parţial 

ordonată a faţetelor unui cub abstract n -dimensional, 

se numeşte complex de cuburi abstracte n -dimensional. 

Elementele mulţimii H  se numesc faţete ale complexului, iar dacă segmentul  h,0 , 

Hh , reprezintă mulţimea de faţete ale unui cub abstract kI , atunci h  se numeşte faţetă cu 

dimensiunea k . 

Echivalenţa definiţiilor 4.2.1 şi 4.2.2 uşor se verifică. Într-adevăr, proprietatea c) în ambele 

definiţii cere existenţa cel puţin a unui cub abstract n -dimensional. Proprietatea b) în definiţia 

4.2.2 este echivalentă cu condiţia ca oricare două cuburi abstracte din complex să aibă intersecţie 

vidă sau intersecţia acestora să fie element al complexului. În sfârşit, condiţia ca segmentul  h,0  

să fie ordonat cu mulţimea parţial ordonată a faţetelor unui cub abstract cere ca orice faţetă a 

cubului abstract să aparţină complexului. 

Pentru a percepe mai uşor unele proprietăţi ale complexului de cuburi abstracte, vom 

recurge şi la interpretarea geometrică a acestuia, care reprezintă o realizare topologică a 

complexului într-un spaţiu nR . Faţetele acestui complex formează, în raport cu operaţia de 

includere  , o mulţime parţial ordonată, izomorfă cu H . În examinările noastre ne vom folosi 

de definiţia 4.2.1 a cubului abstract. 

Notăm prin },...,,{ 2

mmm

1

m

m
III I  familia tuturor cuburilor abstracte m -dimensionale ale 

complexului cubic 
n , nm 0 . Astfel, complexul cubic 

n  poate fi privit ca o familie de 

mulţimi de cuburi abstracte },...,,{ 10 nn III  ce respectă condiţiile definiţiei 4.2.1. 

Considerăm aplicaţia univocă Zh m I: . Fie Zg i   imaginea cubului m-dimensional 

m

iI , adică i

m

i gIh )( . Pentru comoditate, în loc de )( m

iIh  vom folosi notaţia m

ii Ig , iar în cazul 

cubului orientat negativ m

iI , vom scrie m

ii Ig . 
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Definiţia 4.2.3. Suma  

,2,...2211 nmIgIgIg mmm

mm
               (4.1) 

se numeşte □-lanţ m-dimensional de cuburi abstracte al complexului 
n şi se notează prin .mL  

Definiţia 4.2.4. Sumă a două □-lanţuri de cuburi abstracte ledimensionam  





m

i

m

ii

m IgL


1

1

1
 şi 




m

i

m

ii

m IgL


1

2

2
, se numeşte expresia: 





m

i

m

iii

mm IggLL


1

21

21 .)(                (4.2) 

Mulţimea tuturor □-lanţurilor m-dimensionale ale complexului cubic 
n , din considerente 

de comoditate, o vom nota ca şi în cazul complexelor de relaţii multi-are, prin 
m

L . Lesne se 

verifică 

Teorema 4.2.1. Mulţimea 
m

L  formează un grup comutativ în raport cu operaţia de 

adunare (4.2). 

Menţionăm că orice cub mmI I  posedă m perechi de faţete opuse cu dimensiunea m-1. 

Fie 1

0

m

i j
I  şi 1

1

m

i j
I  faţete opuse ale unui cub m- dimensional },1,...,1,0{,  mjI nm

i  

mcardIi 1 . 

Definiţia 4.2.5. Pentru cubul m -dimensional mm

iI I , 1≤m≤n, expresia 

□ 




 
1

0

1

1

1

0 )()1(
m

j

m

i

m

i

jm

i jj
III  

se numeşte □-frontieră a cubului m

iI . 

Pornind de la familia de □-lanţurilor m-dimensionale 
m

L  ale complexului cubic 
n , vom 

construi omologiile cubice pentru 
n , apelând la tehnica bine cunoscută de la construirea 

omologiilor complexului de relaţii multi-are (a se vedea paragraful 2.6). 

Definiţia 4.2.6. Se numeşte □-frontieră a unui lanţ m -dimensional 
mmL L  expresia  

□ 



m

i

i

m gL


1

□ ,, ZgI i

m

i  .1 mi   

Menţionăm că operaţia de definire a □-frontierei unui □-lanţ 
mmL L  este un 

omomorfism. Notăm acest omomorfism astfel: 

□ 1:)(  mmm LL , ,1 nm   

şi  îl vom numi □-omomorfism. Un astfel de omomorfism, definit pe complexul cubic 
n , poate 

fi obţinut aplicând operaţiile de creare a □-frontierei pentru mm

iI I  şi considerând 
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□ 11   mmm

i LI L , .1 nm   Ca şi în cazul clasic [40], vom nota prin Im□(m) imaginea, iar 

prin Kern□(m) – nucleul omomorfismului definit □(m). 

Folosind operaţia de construire a □-frontierei unui cub m-dimensional mmI I  (a se vedea 

definiţia 4.2.5) şi operaţia de construire a □-frontierei unui lanţ m-dimensional (a se vedea 

definiţia 2.4.5), e lesne a demonstra 

Teorema 4.2.2. Pentru orice cub m-dimensional ,mmI I  ,1 nm   are loc egalitatea 

□□ .0mI  

Tehnica de demonstrare a acestui rezultat este similară celei expuse în lucrarea [32]. 

Din teorema 4.2.2, ţinând cont de definiţia 4.2.6, obţinem 

Consecinţa 4.2.1. Dacă 
mL  este un lanţ m-dimensional şi finit de cuburi abstracte al 

complexului 
n , atunci 

□□ ,0mL  .1 nm    

Definiţia 4.2.7. □-lanţul m-dimensional 
mmL L  al unui complex cubic 

n , pentru care 

se respectă egalitatea □ ,0mL  se numeşte □-ciclu de cuburi abstracte cu dimensiunea m (sau, 

mai simplu, □-ciclu m-dimensional). 

Mulţimea tuturor ciclurilor (□-ciclurilor) de cuburi abstracte cu dimensiunea m din 
n  poate 

fi divizată în două submulţimi: 

A. □-cicluri m-dimensionale, care reprezintă □-frontiera unui □-lanţ 1mL  cu dimensiunea m+1, 

.0 nm   Aceste cicluri mărginesc ceva în complexul de cuburi studiat 
n . 

B. □-cicluri m-dimensionale, ce nu mărginesc nimic în complexul 
n . 

Vom nota mulţimea tuturor □-ciclurilor cu dimensiunea m din 
n  prin 

mZ , nm 0 . 

Evident, 
mm

LZ  şi 
mZ  formează un grup comutativ în raport cu operaţia aditivă (4.2), 

definită pentru lanţuri. Grupul □-ciclurilor cu dimensiunea m din 
n  îl vom nota prin 

mZ (□).  

Mulţimea tuturor □-lanţurilor cu dimensiunea m ale complexului 
n  ce verifică proprietatea 

A formează, în raport cu aceeaşi operaţie aditivă, un grup comutativ m

0Z (□) 
mZ (□), 

nm 0 . 

Definiţia 4.2.8. Grupul factor 
mZ (□)/ m

0Z (□) se numeşte grup de □-omologii cu 

dimensiunea m a complexului cubic nI . Vom nota acest grup prin □ m ( ), Zn , 0≤m≤n. 

Respectarea decătre grupurile de □-omologii a următoarelor condiţii: 

□ 0 ;),( ZZn   
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□ 1  ),( Zn  □ 2  ...),( Zn  □ n ,0),(  Zn  

înseamnă că complexul de cuburi abstracte 
n  este conex şi aciclic. 

De rând cu □-omologiile definite mai sus, care pot fi numite omologii cubice directe, vom 

studia, în cele ce urmează, un tip de omologii determinat de omomorfismul   1:  mmm LL , 

10  nm . Să fixăm mai întâi câteva rezultate preliminare. 

Fie mI  un cub m -dimensional, reprezentat prin reperul său ),...,,(
10 miii xxx . Acest cub are 

m  perechi de faţete opuse cu dimensiunea 1m . Prin definiţia cubului abstract, se consideră că 

fiecare pereche e formată din cuburi cu aceeaşi orientare, determinată de fiecare dată de reperul 

ce este subcortegiu ereditar al reperului ),...,,(
10 miii xxx . Cu alte cuvinte, reperul ce fixează 

orientarea unei perechi de faţete )1( m -dimensionale din mI se obţine din reperul lui mI  prin 

eliminarea unuia dintre vârfurile 
niii xxx ,...,,

21
. De exemplu, în cazul cubului 3-dimensional 

),,,( 4125 xxxx  vom avea 3 perechi de faţete 2-dimensionale, determinate de reperele ),,( 125 xxx , 

),,( 425 xxx  şi ),,( 415 xxx . Printre acestea, prima pereche va fi formată din două cuburi orientate 

negativ fiecare (numărul de inversiuni în cortegiul ),,( 425 xxx  este impar), iar ultimele două 

perechi vor fi perechi de cuburi  orientate pozitiv. 

Fie m

iI  şi 1m

iI  două cuburi abstracte ale unui complex de cuburi n  cu dimensiunile 

respective m  şi  1m . Dacă mI  este faţetă proprie a cubului 1mI , atunci acestea se consideră 

coerente când sunt orientate la fel şi se consideră noncoerente în cazul când sunt orientate în mod 

diferit. Definim coeficientul de  -coerenţă al cuburilor abstracte: 

 














 



contrar. cazîn  ,0

coerente,sunt nu   şi  cuburile dacă ,1

coerente,sunt   şi  cuburile dacă ,1

, 1

1

m

j

m

i

m

j

m

i

i

j II

II

m  

Fie )( mI  mulţimea tuturor cuburilor cu dimensiunea 1m  din n , pentru care mI  este 

faţetă proprie. Menţionăm că reuniunea  mm II )(  formează steaua cubică a elementului 

mmI I , notată prin mIqst . 

Definiţia 4.2.9. Pentru cubul abstract m -dimensional  mmI I  cu mulţimea 

 111 ,...,,)(
21

 mmmm

i t
IIII  , suma: 

      111 ,...,,
2211

  mimimim

i tt
ImImImI               (4.3) 

se numeşte cofrontieră algebrică  a cubului m

iI , 10  nm . 
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Luând în consideraţie simbolul   folosit la definirea cofrontierei algebrice, aceasta din urmă 

se va numi  -frontieră. 

Evident, pentru orice cub n -dimensional nI  din n , precum şi pentru cuburile m -

dimensionale mmI I  cu proprietatea 0)(  m

iI , se va considera 0 nI , respectiv 0 m

iI , 

10  nm . 

În mod similar cu cele din [32], [52] se demonstrează că pentru orice cub m -dimensional 

mmI I , 10  nm , are loc egalitatea: 

0 mI .                                              (4.4) 

Fie acum mL , 10  nm , un lanţ m -dimensional din n  definit prin suma (4.1). 

Definţia 4.2.10. Pentru un lanţ format din cuburi m -dimensionale 

mmmm

mm
IgIgIgL  ...2211 , 10  nm , m

m card I  , expresia: 





m

i

m

ii

m IgL


1

                                                       (4.5) 

se numeşte cofrontieră (  -frontieră) algebrică a lanţului mL . 

Dacă 0 mL , atunci mL  se numeşte cociclu (  -ciclu) cu dimensiunea m  al complexului 

n . Mulţimea tuturor cociclurilor m -dimensionale o vom nota prin  mZ , 10  nm . 

Fie m
L  mulţimea tuturor ciclurilor m -dimensionale ale complexului n , nm 0 . 

Remarca 4.2.1. Operaţia de definire a cofrontierei algebrice a unui lanţ cubic m -

dimensional, 10  nm , este un omomorfism [40]: 

  1:  mmm LL , 

pe care îl vom numi  -omomorfism. 

Teorema 4.2.3. Pentru orice lanţ cubic m -dimensional mmL L , 10  nm , se 

verifică egalitatea: 

0 mL . 

Demonstraţia teoremei rezultă nemijlocit din relaţiile (4.4) şi (4.5). 

Teorema 4.2.4. Mulţimea tuturor cociclurilor cubice m -dimensionale  mZ  din n , în 

raport cu operaţia de adunare a două cicluri       mmm zz Z21 , , definită prin egalitatea: 

     )...()...( 2
2

2
21

2
1

1
2

1
21

1
121

mmmmmmmm

mmmm
IgIgIgIgIgIgzz   

mmm

mmm
IggIggIgg  )(...)()( 21

2

2

2

1

21

2

1

1

1  ,                              (4.6) 

formează un subgrup comutativ al grupului lanţurilor cubice m-dimensionale m
L , 

10  nm , examinat anterior. 
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Demonstraţia teoremei se face în mod trivial, prin verificarea directă a axiomelor grupului 

comutativ [188]. 

Definiţia 4.2.11. Dacă în n  există două lanţuri mmL L  şi 11   mmL L  cu 

proprietăţile: 

a) mm LL 1 , 

b) 01  mL , 

atunci 1mL se numeşte cociclu m -dimensional  -omolog cu 0, și se notează prin 

  0~1  mm zL . 

Două cocicluri  mz1  şi  mz2  din grupul  mZ  ce respectă condiţia:     0~21  mm zz , le 

vom numi cicluri  -omoloage cu zero. Uşor se demonstrează că mulţimea tuturor cociclurilor 

m -dimensionale şi  -omoloage cu zero, în raport cu operaţia de adunare (4.6), formează un 

subgrup din  mZ . Vom nota acest subgrup prin  m
0Z . 

Definiţia 4.2.12.  Grupul factor     mm
0/ ZZ  al complexului n  se va numi grup al 

coomologiilor (  -omoloagii) cu dimensiunea m  peste grupul numerelor întregi Z , fiind notat 

prin ),( Zmm  , nm 0 . 

În cele ce urmează vom prezenta câteva rezultate ce ţin de studierea grupurilor de 

coomologii. Prin analogie cu complexul de relaţii multi-are, vom considera că un complex de 

cuburi abstracte 1  este subcomplex al complexului de cuburi 2  dacă orice cub din 1  este şi 

element al complexului 2 . Mulţimea tuturor cuburilor unui complex cubic abstract n , 

dimensiunile cărora nu depăşesc un număr nr  , reprezintă la rândul său un complex de cuburi 

abstracte, numit schelet r -dimensional al n . 

Definiţia 4.2.13. Un complex de cuburi abstracte n   se numeşte conex dacă pentru oricare 

două vârfuri ba,  din n  există o succesiune de vârfuri bxxxa t  ,...,, 21 , încât orice două 

vârfuri vecine din această succesiune aparţin unui cub abstract r -dimensional, nr 1 . 

(Reamintim că, cuburile 0-dimensionale ale unui complex cubic se mai numesc vârfuri, iar 

cuburile 1-dimensionale – muchii ale acestui complex). 

Această definiţie este o generalizare a noţiunii de conexitate, folosită în cazul structurilor 

discrete, reprezentate prin grafuri [5], hipergrafuri [6], complexe simpliciale [17], [305] etc. 

Condiţia de conexitate a unui complex de cuburi abstracte n , determinată de definiţia 4.2.13, 

este echivalentă cu faptul că în complex nu există două subcomplexe 1  şi  2 , care ar satisface 

următoarele două condiţii: 
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a) n 21  ; 

b) 021   . 

Într-adevăr, fie în n  există subcomplexele 1  şi  2  cu proprietăţile a) şi b), indicate mai 

sus. Selectăm două vârfuri a  şi b  ce aparţin, respectiv, subcomplexelor 1  şi 2 . Dacă în n  

există succesiunea de vârfuri, menţionată în definiţia 4.2.13, atunci se va găsi un ultim vârf ix  al 

acestei succesiuni, ti 1 , care este din 1 , însă nu şi din 2 . În aceste condiţii, existenţa 

cubului r -dimensional, nr 1 , cerut prin definiţia 4.2.13, nu este posibilă. Prin urmare, 

existenţa celor două subcomplexe 1  şi  2  înseamnă lipsa succesiunii de vârfuri menţionate. 

Să admitem acum situaţia inversă. Fie n  un complex conex. Alegem un vârf oarecare a  

din n . Notăm prin D  mulţimea tuturor vârfurilor complexului, care pot fi legate de a  cu 

ajutorul succesiunilor de vârfuri indicate în definiţia 4.2.13. Mulţimea cuburilor din n , care 

conţin cel puţin un vârf din D , formează un subcomplex 1  (condiţiile definiţiei complexului de 

cuburi abstracte se verifică în mod evident – a se vedea definiţia 4.2.1). Celelalte cuburi, dacă 

există, formează subcomplexul 2 , care este vid. Aceasta din urmă înseamnă că, pentru oricare 

două vârfuri a  şi b  din n  există succesiunea menţionată în definiţia 4.2.13. 

Similar cu alte structuri discrete cunoscute (grafurile, hipergrafurile, complexele simpliciale 

etc.), definim noțiunea de componentă conexă al unui complex de cuburi abstracte.  

Definiţia 4.2.14. Subcomplexul maximal conex al complexului n  se numește componentă 

conexă a lui n . 

Fie  
p ,...,, 21F  familia tuturor componentelor conexe ale complexului n . Aceste 

p  complexe formează o divizare a complexului n  în componente conexe, adică: 

n

p  ... 21 , 

jipjpiji    ,1  ,1   ,0 . 

Teorema 4.2.5. Dacă  Znm ,  este grupul de coomologii cu dimensiunea m  peste câmpul 

numerelor întregi Z  al complexului p

n   ...21 , iar  Zii ,  este grupul de 

coomologii cu dimensiunea m  a subcomplexului i , pi 1 , nm 1 , atunci grupul 

 Znm ,  este izomorf cu suma directă a subgrupurilor  Zm ,11  ,  Zm ,22  , ...,  Zp

m

p , . 

Demonstraţie. Dacă examinăm grupurile m
L , m

1L , m

2L , ..., 
m

pL  ale tuturor lanţurilor 

cu dimensiunea m  a complexelor pTTT ,...,, 21 , atunci, evident, are loc egalitatea: 
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m

p

mmm
LLLL  ...21 .                              (4.7) 

Aplicăm  -omomorfismul   1:  mmm LL . Să considerăm: 

1ˆ  mm
LL , 

1ˆ  m

i

m

i LL , pi 1 . 

Atunci, evident, 11ˆ   mm
L L  şi 11ˆ   m

i

m

i LL , pi 1 . Să arătam că 1ˆ m
L  poate fi 

exprimată prin suma directă a grupurilor m

1
ˆL , m

2
ˆL , ..., m

pLˆ . Pentru aceasta vom examina un 

lanţ arbitrar  mmL L . Prin urmare, mmL Lˆ . Conform relaţiei (4.7), există elementele 

mmL 11 L , mmL 22 L , ..., m

p

m

pL L , care satisfac condiţiile: 

m

i

m

iL L , pi 1 , 

m

p

mmm LLLL  ...21 ,                               (4.8) 

ceea ce înseamnă că  L
1ˆ m  se reprezintă ca sumă directă a grupurilor m

1
ˆL , m

2
ˆL , ..., m

pLˆ . 

Din condiţia 11ˆ   m

i

m

i LL , pi 1 , şi relaţia (4.7) rezultă că descompunerea (4.8) se 

determină în mod univoc. 

Pentru a finisa demonstraţia este suficient de arătat că, pentru nucleele grupurilor de 

coomologii are loc o relaţie identică cu relaţii (4.7). 

Alegem un element arbitrar  ZKz n ,ern m  . În baza relaţiei (4.7), se vor găsi elementele 

m

i

m

iL L , pi 1 , care garantează egalitatea: m

p

mm LLLz  ...21 . Prin urmare, obţinem: 

0...21  m

p

mm LLLz . Luând în considerare implicaţiile 11ˆ   mm
L L , 

11ˆ   m

i

m

i LL , precum şi relaţia (4.8), rezultă că 0 m

iL , pi 1 . Aceasta din urmă 

înseamnă că      ZKernZKernZKernL p

mmmm

i ,...,, 21  . 

Unicitatea descompunerii decurge din relaţia (4.7). Din ultima egalitate obţinută, precum şi 

din faptul că 1ˆ m

iL  se exprimă prin sumă directă a grupurilor m

1
ˆL , m

2
ˆL , ..., m

pLˆ , rezultă 

afirmaţia teoremei. 

Folosind această teoremă, se demonstrează proprietăți ale unui complex n  în termenii 

grupurilor de coomologii a componentelor conexe [160], [163]. 

Prin definiţie, orice cub 0-dimensional al complexului n  se consideră orientat pozitiv. Fie 

 00

2

0

1

0

0
,...,, IIII  familia tuturor cuburilor 0-dimensionale din n . Considerăm un lanţ 0-

dimensional 
00

22

0

11

0

00
...  IgIgIgL   peste câmpul numerelor întregi 
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 01,  iZgZ i . Definim indicele acestuia  
0

...21

0

gggLE  . Pentru oricare două 

lanţuri 0-dimensionale 0

1L  şi 0

2L  este evidentă egalitatea: 

     0

2

0

1

0

2

0

1 LELELLE  .                                                   (4.9) 

Ca şi în cazul complexului de relaţii, pentru complexul de cuburi abstracte n  are loc 

Lema 4.2.1. Un lanţ de cuburi 0-dimensionale 0I  al complexului conex de cuburi abstracte 

este □-omolog lui 0 dacă şi numai dacă   00 IE . 

Demonstraţia afirmației este similară cu demonstraţia lemei 2.6.1. 

Teorema 4.2.6. Grupul  0-dimensional al □-omologiilor unui complex conex de cuburi 

abstracte n  este izomorf cu grupul numerelor întregi Z . 

Demonstraţie. Fie 0
L  mulţimea tuturor lanţurilor 0-dimensionale din n . Prin definiţie, 

00 ZL . În baza relaţiei (4.9) , rezultă că indicele E  reprezintă o  aplicaţie omeomorfă a 

grupului 0Z  în grupul numerelor întregi Z . Mai sus s-a menţionat că pentru orice element 

Zp  există un ciclu în 0Z , indicele căruia este p . Prin urmare,   ZE 0Z . Din lema 4.2.1 

rezultă că nucleul omeomorfismului E  este 0

0Z   mulţimea tuturor ciclurilor 0-dimensionale şi 

□-omoloage cu zero. Aceasta din urmă şi înseamnă că grupul 0-dimensional al □-omologiilor 

unui complex conex de cuburi abstracte n  este izomorf cu Z . 

 

4.3. Caracteristica Euler 

 

Caracteristica Euler se utilizează frecvent în topologia algebrică şi combinatorica 

poliedrelor, reprezentând un invariant topologic – un număr, care descrie forma şi structura 

spaţiului. Iniţial, caracteristica Euler a fost introdusă pentru studierea poliedrelor, în particular, s-

a folosit la clasificarea corpurilor Platon. În matematica modernă, acest număr reapare în 

legătură cu studierea omologiilor spaţiilor în corelaţie cu un şir de alţi invarianţi cunoscuţi. 

Pentru prima dată, formula ce leagă între ele numerele faţetelor unui poliedru 3-dimensional 

a fost obţinută de către Leonard Euler în anul 1752 [190], cu toate că unele indicaţii referitoare la 

existenţa acesteia se regăsesc şi în manuscrisele lui Rene Descartes. Formula a fost generalizată 

ceva mai târziu de către H. Poincare [189] pentru poliedre N -dimensionale: 

 



N

i

i

i
F

0

11 , 

unde iF  reprezintă numărul faţetelor i -dimensionale ale poliedrului, considerând că însuşi 

poliedrul N -dimensional este faţetă proprie a acestuia. În consecinţă, toate variaţiile şi 
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generalizările formulei în cauză au apărut în timp sub numirea de caracteristică Euler-Poincare. 

În cazul unei varietăţi, caracteristica Euler-Poincare descrie relaţia dintre numărul de vârfuri, 

numărul de muchii şi numărul de faţete: 

    02  GSFLFEV , 

unde V  reprezintă numărul de vârfuri al varietăţii; E   numărul de muchii; F   numărul de 

faţete, G   numărul de găuri ce penetrează corpul solid, cunoscut în topologie ca gen; S   

numărul de goluri interne (vidul inferior al corpului solid) pentru care totdeauna are loc 

inegalitatea 1S ; L numărul de bucle. 

În cele ce urmează, pentru o structură matematică oarecare A  vom nota caracteristica Euler-

Poincare prin )(A . În dependență de structura studiată, caracteristica Euler-Poincare îsi găsește 

exprimarea prin diferite formule:  

A)  Pentru un complex celular W , caracteristica Euler-Poincare )(W  se calculează ca o 

sumă alternantă a celulelor cu dimensiunea ...,3,2,1i . Dacă complexul W  conține 

doar celule cu dimensiunea nu mai mare decât p, atunci: 

p

p CCCCW )1(...)( 210  ,                                (4.10) 

unde iC  reprezintă numărul de celule cu dimensiunea pi 0 , ale complexului W . 

B)  Dacă în cazul  unui spațiu topologic X  se cunosc  grupurile de omologii de ordin 

qi ...,,2,1 , atunci caracteristica Euler-Poincare a spațiului  se reprezintă prin suma 

alternantă a rangurilor acestor grupuri: 

q

q rrrrW )1(...)( 210  ,                       (4.11) 

unde ir  este rangul grupului de omologii de ordin i, ,0 qi   al spațiului topologic X . 

Desigur, în formulele (4.10) și (4.11) se consideră că numerele piCi 0, , și 

qjrj 0, , sunt finite. 

C)  Pentru o suprafața orientabilă închisă cu genul g , notată prin ,gT  caracteristica Euler-

Poincare se calculează: gTg 22)(  . 

D)  Pentru o suprafața nonorintabilă închisă cu genul k , notată prin ,kS  avem: 

kSk  2)( . 

Vorbind despre caracteristica Euler-Poincare a spațiilor topologice, nu putem să nu 

menționăm  unele proprietăți ale acesteia, folosite la definirea operațiilor asupra spațiilor 

respective. În lucrările [192], [193] au fost stabilite două rezultate importante pentru cazul a două 

spații topologice arbitrare X  și Y : 
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a)        YXYXYX    . Dacă X  şi Y sunt spaţii disjuncte, atunci 

     YXYX   ; 

b)      YXYX   . 

Proprietăţile respective au loc, după cum bine se cunoaşte, şi în cazul cardinalelor unor 

mulţimi de elemente arbitrare. Din acest punct de vedere, caracteristica Euler poate fi considerată 

ca o generalizare a noţiunii de cardinal, fapt menţionat în lucrarea [191]. 

Pentru o varietate multidimensională, privită ca un spațiu topologic, caracteristica Euler-

Poincare se calcuează cu ajutorul  rangurilor grupurilor  de omologii, în conformitate cu formula 

(4.11). Ca rezultat obținem un număr întreg ce caracterizează varietatea respectivă. Totodată, 

este necesar  să menționăm că caracteristica Euler-Poincare nu totdeauna este număr întreg. În 

confirmarea celor spuse putem aduce drept exemplu o structură matematică specială, numită 

orbivarietate (engl. orbifold). Amintim aici că orbivarietatea este un spațiu topologic Hausdorf X 

împreună cu o totalitate de aplicații deschise XRA n  : , încât acestea formează o 

acoperire a mulțimii X . Pentru prima dată, orbivarietatea a fost studiată de către I.Satake în anii 

50 ai secolului trecut, numind-o V-varietate [194], iar rezultatele fundamentale ce țin de 

studierea acestei structuri matematice se regăsesc în lucrările [195], [196], [197]. În situaţia unui 

caz particular de orbivarietate, cunoscută ca T-orbivarietate (engl. teardrop orbifold), 

caracteristica Euler-Poincare nu este număr întreg şi este egală cu 1+1/p, unde p este număr prim 

ce corespunde unghiului conic 2π/p [198], [199], [200].  

În cele ce urmează vom stabili câteva relații pentru caracteristica  Euler-Poincare în cazul 

complexului  de cuburi abstracte n [298], care reprezintă la rândul  său  o varietate cubică 

multidimensională (varietatea cubică abstractă se studiază în continuare în paragraful 4.4, 

folosind grupueile de omologii respective). 

În paragraful 4.2 au fost calculate grupurile de □-omologii ale complexului n . Rangurile 

acestor grupuri reprezintă invarianții topologici ai complexului. La rândul său, prezintă interes 

problema construirii unui sistem complet de invarianți ai grupurilor de omologii ai complexului 

de cuburi abstracte n , chestiune important din punct de vedere theoretic, dar și utilă la 

soluționarea problemelor aplicative. Pentru grupul □
m

),( Zn , nm 0 , sistemul complet de 

invarianți este format din rangul acestui grup și coeficienții de torsiune ai grupului. Vom 

examina, în cele ce urmează, rolul invarianților grupurilor de omologii în construirea formulei 

Euler-Poincare, cunoscută drept una dintre caracteristicele de bază la studierea proprietăților 

spațiilor topologice [162], [298]. Să arătăm, pentru început, că caracteristica Euler-Poincare 

poate fi stabilită în două moduri: 
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a) Cu ajutorul cardinalelor grupurilor de omologii, numite Betti. Rangul grupului 

□
m

),( Zn  îl vom nota  prin m . Prin urmare, caracteristica Euler-Poincare obținută în așa 

mod este un invariant al complexului de cuburi abstracte n . 

b) Cu ajutorul numărului de cuburi abstracte m -dimensionale din n , nm 0 . 

Menționăm, mai întâi, câteva proprietăți utile ale complexului de cuburi abstracte, folosite în 

cele expuse ulterior:     

A) Mulțimea m
L  a tuturor lanțurilor cubice m-dimensionale din n

 
formează un grup 

comutativ în raport cu operația de adunare, definită anterior (a se vedea teorema 4.2.1). 

B) Grupul m
L  posedă un sistem finit de generatori. Afirmația rezultă din faptul că n  

este un complex finit, precum și din operația (4.2) de adunare a lanțurilor. Prin urmare, 

în m
L  există un număr finit de lanțuri m -dimensionale ,,...,,

21

m

i

m

i

m

i t
LLL  încât orice lanț 

mL m
L  se exprimă prin combinația liniară a acestora: 

,...
21 21

m

it

m

i

m

i

m

t
LpLpLpL   

unde tppp ,...,, 21   sunt numere întregi. Se cunoaște că, dacă un grup oarecare posedă 

sistem finit de generatori, atunci orice subgrup și orice grup-factor al acestuia posedă, 

de asemenea, sistem finit de generatori [40]. Prin urmare, fiecare dintre grupurile de 

omologii □
0

),( Zn , □
1

),( Zn , …, □
n

),( Zn  posedă un sistem finit de generatori. 

C) Pentru orice grup există sistem de generatori. Ba mai mult, pentru același grup ar putea 

să existe sisteme cu număr diferit de generatori. Dacă grupul conține un element ce 

poate fi considerat generator al grupului, atunci acesta se numește grup ciclu [202]. 

Difiniția 4.3.1 [202]. Dacă x  este elementul generator al unui grup cyclic A   și este cel 

mai mic număr natural pentru care are loc egalitatea 0 xp , atunci spunem că generatorul x  

și însuși grupul ciclic A  este de ordin p . În cazul 0p  se spune că A  este un grup liber. 

 Grupurile ciclice joacă un rol importatnt la studierea structurii unui grup comutativ. 

Rezultatul de bază care stabilește legătura dintre un grup comutativ și subgrupurile ciclice ale 

acestuia a fost obținut de către matematicianul Niels Henrik Abel. Mai târziu, acest rezultat a fost 

generalizat pentru grupuri cu sisteme generatoare finite. Astfel, în cazul unui grup comutativ are 

loc următoarea 

Teorema 4.3.1 [52], [203]. Pentru un grup comutativ A  cu un sistem finit de generatori 

sunt adevărate afirmațiile: 

I. Grupul A  se descompune  în mod univoc în suma directă a grupurilor 

qr BBBAAA ,...,,;,...,, 2121  cu proprietățile: 
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a) iA  este grup ciclic liber, ri 1 ; 

b) jB   este grup ciclic, gradul căruia j  este finit și este divizor al numărului 1j  , 

11  qj   ( în cazul qi   rămâne doar condiția ca j   să fie număr finit). 

II. Numerele q ,...,, 21  formează un sistem complet de invarianți numerici ai grupului A . 

Definiția 4.3.2 [52]. Dacă un grup comutativ A  se descompune în  suma directă a 

grupurilor ciclice qr BBBAAA ,...,,;,...,, 2121  ce posedă proprietățile a) și b) menționate în 

teorema 4.3.1, atunci numărul r  se numește rang al grupului A , iar q ,...,, 21  – coeficienți  de 

torsiune. 

Menționăm că, dacă toate elementele grupului A  sunt de ordin m -număr impar, atunci 

rangul grupului A  este egal cu zero, iar toți coeficienții de torsiune q ,...,, 21  sunt egali cu m . 

În acest caz, numărul q  se numește rang după modulul m  al grupului A  [202]. Să examinăm 

numerele Betti într-un complex de cuburi abstracte. 

Definiția 4.3.3. Rangul grupului de omologii □
m

),( Zn  al complexului  n -dimensional de 

cuburi abstracte n  se numește număr Betti cu dimensiunea m   al acestui complex și se 

notează: 

cardm  □
m

),( Zn , nm 0 . 

Coeficienții de torsiune ai acestui grup se numesc coeficienți de torsiune cu dimensiune m  și se 

notează prin  m

q

mm  ,...,, 21 . 

Vom nota prin m  numărul de cuburi abstracte m -dimensionale ale complexului n : 

m
m cardI , nm 0 . 

Teorema 4.3.2. Dacă 
n

p

nn  ,...,, 21

  
sunt componente conexe ale complexului  n  şi 

n

p

nnn  ...21 , atunci are loc egalitatea: 

□
0


oriq

n ZZZZ  ...),( .  

Demonstrație. Evident, pentru familiile de lanțuri m-dimensiuonale  m
L , m

1L , m

2L , ..., 

m

pL  ale complexelor de cuburi abstracte 
n

p

nn

n  ,...,,, 21  este adevărată egalitatea: 

m

p

mmm
LLLL  ...21 .                                            (4.12) 

În condițiile □-omomorfismului □ )(m : 
1 mm

LL , nm 1 , avem: 

 □ )( m
L □ )( 1

m
L □  ...)( 2

m
L □ )( m

pL .                                (4.13) 



 180 

Să examinăm acum nucleele grupurilor de □-omologii cu dimensiunea m , nm 1 . În 

baza relației (4.12), pentru orice element mL  ce aparține nucleului grupului □
m

),( Zn  există 

elementele m

i

m

iL L , pi 1 , ce garantează egalitatea: 

m

p

mmm LLLL  ...21 , 

şi, în consecință: 

□ )( mL □ )( 1

mL □  ...)( 2

mL □ )( m

pL . 
 

Deoarece mL  aparține nucleului grupului □
m

),( Zn , rezultă egalitatea □ 0)( m

iL , 

pi 1 . 

Din cele expuse mai sus, facem concluzia că grupul □
m

),( Zn  se exprimă prin suma directă 

a grupurilor de omologii □
m

),( Zn

i , pi 1 . Reeşind din definiţia noţiunii de componentă 

conexă a complexului, în  cazul 0m  obținem: 

□
0

 ),( Zn □
0

 ),( 1 Zn □
0

 ...),( 2 Zn □
0

),( Zn

p . 

Luând în considerație  că grupul de omologii cu dimensiunea 0  al unui complex de cuburi 

abstracte este izomorf grupului numerelor întregi Z (a se vedea teorema 4.2.5), rezultă: 

□
0


oripde

n ZZZZ  ...),( . 

Teorema 4.3.3. Pentru un complex de cuburi abstracte n  este adevărată egalitatea: 

 
 


n

m

n

m

mm

m

m

0 0

)1()1(  .                                            (4.14) 

Pentru a demonstra teorema, vom avea nevoie de anumite rezultate suplimentare, unele 

dintre ele fiind cunoscute din teoria grafurilor. 

În teoria grupurilor, noțiunea de rang se mai definește prin sistemul de elemente liniar 

independent. În cazul unui grup comutativ A , elementele saaa ,...,, 21  se numesc liniar 

independente dacă din relația: 

0...2211  ssaaa   

cu coeficienții i  întregi, si 1 , rezultă egalitatea 0...21  s . 

Definiția 4.3.4 [40]. Numărul maxim de elemente liniar independente ale unui grup 

comutativ A  se numește rang )(A  al acestui grup. 

În lucrarea [52] se demonstrează echivalența definițiilor 4.3.2 și 4.3.4. Prin urmare, în cazul 

unui grup comutativ, numărul r  din definiția 4.3.2 coincide cu numărul )(A , determinat prin 

definiția 4.3.3. 



 181 

Fie mZ  mulţimea tuturor □-ciclurilor cu dimensiunea m din complexul 
n , nm 0 , iar 

m

0Z mulţimea lanțurilor din mZ  ce verifică proprietatea A, formulată în paragraful 4.2.  

Lema 4.3.1. Pentru grupul factor mm
0/ ZZ  de □-omologii cu dimensiunea m  al 

complexului cubic n
 
are loc egalitatea: 

 )/()) 00

mm ZZ(Z(Z mm   .                (4.15) 

Demonstrație. Vom folosi noțiunea de rang al unui grup, determinat cu ajutorul numărului 

maxim de elemente liniar independente ale grupului (a se vedea definiția 4.3.4). 

Fie ryyy ,...,, 21  un  sistem de elemente liniar independente al grupului m
0Z , iar 

szzz ,...,, 21   sistem de elemente  liniar independente al grupului mm
0/ ZZ . Fiecare element 

m
0Zz  generează o clasă de echivalență. Din fiecare astfel de clasă m  alegem câte un element 

ix , si 1 . Vom arăta că în grupul mZ , un sistem de elemente  

             rs yyyxxx ,...,,,,...,, 2121                                                                    (4.16) 

este liniar independent. Fie există numerele întregi Zi  , si 1 , și Zj  , rj 1 , încât: 

0...... 22112211  rrss yyyxxx  .                        (4.17) 

Deoarece ix  sunt elementele din clasele de echivalență a elementelor iz , si 1 , rezultă că 

în grupul factor mm
0/ ZZ  se respectă egalitatea: 

 0...2211  ss zzz  .                          (4.18) 

Întrucât elementele szzz ,...,, 21  sunt liniar independente, rezultă că egalitatea (4.18) are loc 

doar în cazul 0...21  s . Prin  urmare, din relația (4.17) rămâne: 

0...2211  rr yyy  . 

Totodată, deoarece elementele ryyy ,...,, 21  formează un sistem liniar independent, rezultă că 

0...21  r , ceea ce înseamnă că sistemul (4.16) este liniar independent. 

Dat fiind că n  este un complex cubic finit, rezultă că rangurile grupurilor studiate sunt 

finite. Fără a pierde din generalitate, vom considera că ryyy ,...,, 21  și szzz ,...,, 21  sunt sisteme 

maximale liniar independente. Să arătăm că, în acest caz, sistemul (4.16) este un sistem maximal 

de elemente liniar independente al grupului 
mZ . 

Alegem un element arbitrar x  din 
mZ  și admitem că z  este element corespunzător din 

mm
0/ ZZ . Deoarece szzz ,...,, 21  este un sistem maximal de elemente liniar independente, 

rezultă că egalitatea: 
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 0...2211  ss zzzz                 (4.19) 

poate avea loc doar în cazul  0 , unde Zi, , si 1  (elementele szzzz ,...,,, 21  nu mai 

formează  sistem liniar independent). Prin urmare, pentru elementele sxxxx ,...,,, 21  se respectă 

egalitatea:  

 m
02211 ... Z yxxxx ss .                                  (4.20) 

De asemenea, deoarece ryyy ,...,, 21  formează  sistem maximal liniar independent, rezultă că 

egalitatea: 

 0...2211  rr yyyy                                  (4.21) 

are loc doar în cazul 0  (ținem cont de faptul că r ,...,,, 21  sunt elemente ale grupului 

numerelor întregi Z ). Dacă acum expresia lui y , reprezentată prin relația (4.20), o substituim în 

(4.21), atunci obținem următoarea egalitate: 

0
1 1

  
 

s

i

r

j

jjii yxy  . 

Din cele menționate constatăm că are loc relația 0 , ceea ce înseamnă că sistemul 

format dintr-un element arbitrar x  și elementele (4.16) formează un sistem maximal de elemente  

liniar independente. 

  Prin urmare, am obținut: 

)/()()( 00

mmm sr ZZZZ   m . 

Lema 4.3.2.  Grupul ciclurilor  )1( m -dimensionale și □-omoloage lui zero 1
0

mZ  al unui 

complex n -dimensional de cuburi abstracte n  este izomorf cu grupul factor mm
0/ ZZ . 

Demonstrație. Fie 
1

0

mZ  grupul ciclurilor )1( m -dimensionale și □-omoloage lui zero din 

n . În baza definiției ciclului m-dimensional, este evidentă relația  
mm

LZ , nm 1 . 

Operația de formare a □-frontierei în n
 
reprezintă un  □-omomorfism □ 1:)(  mmm LL  

(a se vedea definiția 4.2.6). În baza definiției de ciclu și ciclu □-omolog lui zero, rezultă că 

nucleul □-omomorfismului □ )(m  în m
L  este subgrupul 

mZ . Aceasta din urmă și înseamnă că 

grupurile 
mm Z/L  și 

1
0

mZ  
 sunt izomorfe. 

Vom demonstra acum teorema 4.3.3. 

Demonstraţie. Fie mI  familia tuturor cuburilor m -dimensionale ale complexului n . 

Elementele familiei mI  
sunt, evident,

 
liniar independente și formează un sistem maximal de 

generatori ai grupului comutativ m
L . Prin urmare, putem scrie: 
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m

mm card   I)(L . 

În baza lemei 4.3.1, demonstrate mai sus, pentru grupurile m
L , mZ , mm Z/L  are loc 

egalitatea: 

 )/()()( mmmm ZZ LL   .                         (4.22) 

Conform lemei 4.3.2, grupurile mm Z/L  și 1
0

mZ  sunt izomorfe. Prin urmare, relația 

(4.22) se transcrie:  

 )()()( 1
0

 mmm ZZ  L ,                     (4.23) 

pentru nm 1 . În cazul  0m   se consideră 00 ZL , ceea ce implică egalitatea: 

)()( 00 Z L . 

Dacă, convențional, acceptăm egalitatea 0)( 1
0 Z , atunci relația 4.2.3 devine adevărată 

pentru orice m , nm 0 . Luând în considerație definiția 4.3.2 și aplicând  lema 4.3.1 pentru 

grupurile mZ , m
0Z  și grupul factor mm

0/ ZZ ,
 
obținem: 

mmmmmm   )()/()()( 000 ZZZZZ  , nm 0 .             (4.24) 

Substituind expresia  (4.24) a lui m  în (4.23), obținem: 

)()()( 1
00

 mmmm ZZ  L ,   nm 0 .          (4.25) 

Ţinând cont de faptul că }0{0 
nZ  și, în baza celor menționate anterior, avem 

0)()( 00

1  nZZ  . 

Deoarece, precum s-a demonstrat mai sus, este adevărată egalitatea 

m

mm card   I)(L , obținem: 

 )()( 1
00

 mmmm ZZ  ,   nm 0 .  (4.26) 

Înmulțim  ambele părți ale relației (4.26) la m)1(
 
și sumăm după indicele m , nm 0 . 

Evident, are loc egalitatea: 

0)()1()()1(
00

1
00  




n

m

mm
n

m

mm ZZ  , 

în condițiile: }0{0 
nZ ,  0)()( 00

1  nZZ  . 

În final, din relația  4.26 obținem: 



n

m

mm
n

m

m

m

00

)1()1(  . 

Prin teorema demonstrată am stabilit relaţia dintre numărul cuburilor m-dimensionale şi 

numerele Betti  pentru un comlex de cuburi abstracte. 
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4.4. Varietăţi abstracte 

 

Noţiunea de varietate a apărut odată cu dezvoltarea unor ramuri ale ştiinţei din punct de 

vedere teoretico-aplicativ. În matematică, noţiunea respectivă reprezintă deseori diverse mulţimi 

de obiecte (geometrice sau de altă natură) care permit introducerea parametrizării locale. Studiul 

varietăţilor a început la sfârşitul sec. XIX, odată cu necesitatea fundamentărilor teoretice ale unor 

rezultate ce ţin de geometria diferenţială şi teoria grupurilor Lie. Cu toate acestea, primele 

definiţii exacte ale acestei noţiuni au apărut abia prin anii ’30 ai secolului trecut. Astăzi, vorbind 

despre o varietate topologică, considerăm că este dat un spaţiu topologic Hausdorff cu o bază 

numărabilă, în care vecinătatea oricărui punct este omeomorfă spaţiului euclidian nR . Numărul 

n  se numeşte dimensiune a varietăţii. Spaţiul euclidian poate servi drept cel mai simplu exemplu 

de varietate. Varietăţile îşi găsesc aplicaţii la dezvoltarea diferitelor ramuri ale ştiinţei moderne: 

în mecanica clasică, varietatea folosită este spaţiul fazelor; în teoria relativităţii, varietatea 

pseudo Riemann 4-dimensională serveşte drept model de spaţiu-timp. 

Varietatea, ca structură topologică, este întâlnită în lucrările mai multor matematicieni sub 

diferite aspecte, legate de soluţionarea problemelor teoretico-aplicative: varietăţi topologice 4-

dimensionale cu structură netedă (Fredman M. & Guinn F. [205]); varietăţi în studierea 

structurilor netede, a formelor diferenţiale, coomologiilor Rham, grupurilor Lie (Lee J. [206]) 

etc.; aplicaţii în dezvoltarea topologiei algebrice, studierea conexităţii şi compactibilităţii 

spaţiilor, clasificarea suprafeţelor (Massey W. [207], Munkres J. [208]); varietăţi infinit 

dimensionale în geometria diferenţială (Lang S. [204]).  

Este bine cunoscută definiţia clasică a varietăţii [205], [206], [305]. 
 

Definiţia 4.4.1. Un spaţiu topologic M  cu proprietăţile: 

a) M  este un spaţiu topologic Hausdorff (adică verifică axioma de separabilitate: două 

puncte distincte au vecinătăţi distincte); 

b) M are o bază numărabilă de mulţimi deschise; 

c) orice punct din M  are o vecinătate omeomorfă cu o mulţime deschisă din nR , 

se numeşte varietate topologică cu dimensiunea n . 
 

Cu toate că varietatea poate fi interpretată ca un obiect geometric cu o structură topologică 

bine pronunţată, studierea acesteia cu ajutorul metodelor topologice prezintă deseori dificultăţi 

majore. Din aceste considerente, pentru descrierea proprietăţilor şi a diverselor aplicaţii ale 

varietăţilor se recurge frecvent la aplicarea omologiilor sau a unor construcţii speciale ce rezultă, 

în primul rând, din echivalenţa locală a varietăţii cu spaţiul nR . 
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Iniţial, în cercetările matematicienilor, varietatea era interpretată ca un spaţiu triunghiulat, 

ceea ce a condus ulterior la noţiunea de complex. Pe parcurs însă lucrurile au evoluat în 

dependență de specificul problemelor teoretico-aplicative examinate. În prezent, varietatea este 

percepută ca un spațiu topologic ce posedă proprietăți locale ale unui spațiu euclidian care, în 

același timp, poate avea o structură generală mult mai complexă. Rezultatele obținute în ultimii ani 

la studierea complexelor de cuburi abstracte n -dimensionale au stimulat interesul față de 

varietățile determinate de astfel de complexe. În cazul unor astfel de varietăți spunem că acestea 

reprezintă un spaţiu cubiliat. Desigur, rezultatele ce ţin de studierea spaţiilor cubiliate au fost, în 

mare parte, precedate de investigațiile efectuate asupra varietăţilor construite cu ajutorul 

complexelor de simplexe abstracte și proprietăților acestora. 

La general vorbind, pentru varietăţile n -dimensionale este actuală problema divizării lor 

într-un număr finit de poliedre. Totuși, mai frecvent, în diverse aplicații se întâlneşte problema 

divizării varietăţilor în simplexe n -dimensionale [52], [62], [209], [305]. Se cunoaşte că nu orice 

varietate compactă [210] 1nn EM   poate fi divizată într-un număr finit de simplexe n -

dimensionale, care în ansamblu formează un complex simplicial. Dacă varietatea admite o astfel 

de divizare, atunci ea se numeşte varietate n -dimensională şi fără borduri. Astfel de varietăţi au 

fost studiate de către V.Boltyanski [305]. 

În cele ce urmează, folosind G-complexul de relaţii multi-are, definit în paragraful 2.3, vom 

efectua un studiu ce ţine de proprietăţile varietăţilor, generate de astfel de complexe. Vom vedea 

că unele rezultate, cunoscute pentru varietăţile determinate de complexele simple de relaţii şi 

descrise în lucrările [15], [19], [23], [153], pot fi extinse şi asupra acestor tipuri de varietăţi. 
 

Fie )...,,,( 101 nnn QQQK    un G -complex de relaţii multi-are cu familiile de 

quasisimplexe  mmmm

m
QQQ ,...,, 21Q , nm 0 . 

Definiţia 4.4.2. G -complexul de relaţii multi-are nK  ce posedă proprietăţile: 

a) orice quasisimplex cu dimensiunea 1n  este o faţetă comună exact pentru două 

quasisimplexe abstracte cu dimensiunea n  din nK ; 

b) pentru oricare două quasisimplexe n -dimensionale distincte 
n

iQ  şi 
n

jQ  din nK
 
există o 

succesiune de quasisimplexe n-dimensionale n

j

n

i

n

i

n

i

n

i QQQQQ
q
 ,...,,

21
, 2k , încât 

1

1




nn

i

n

i kk
QQ Q , 11  qk ;  

c) pentru orice quasisimplex m-dimensional 
mQ  din complexul nK  există un quasisimplex 

n-dimensional 
nQ , încât 

mQ  este o faţetă a lui 
nQ , 10  nm ;  
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d) dacă n

iQ  şi 
n
jQ  sunt două quasisimplexe distincte din nK , cu intersecţia 

mn
j

n
i QQQ  , 

atunci există un şir de quasisimplexe 
n

j

n

k

nn

i

n QQQQQ  ...,,, 21  cu proprietatea din b), ce 

respectă relaţia:  

n

i

n

i

n

i

m

q
QQQQ  ...

21
 ,   10  nm , 

se numeşte varietate abstractă degenerată cu dimensiunea n .  

Varietatea abstractă determinată de G -complexul de relaţii multi-are nK  o vom nota prin 

n
VD . Din prima condiţie a definiţiei 4.4.2 rezultă că orice quasisimplex n -dimensional din 

nK  participă doar o singură dată la construirea varietăţii n
VD . Varietatea m -dimensională 

10,  nmm
VD , determinată de subcomplexul nm KK  , se numește subvarietate a lui 

n
VD  (se va scrie m

VD
n

VD ). 

Fie nQ  un quasisimplex n -dimensional. Evident, mulţimea tuturor faţetelor din nQ  

formează un complex de relaţii multi-are (a se vedea definiţia 2.1.1). Subcomplexul determinat 

de toate faţetele din nQ  cu dimensiunea )1( n  îl vom numi frontieră-complex a lui nQ  şi îl 

vom nota prin ][1 nn QK . 

Teorema 4.4.1. Complexul de relaţii ][1 nn QK  este o varietate abstractă )1( n - 

dimensională degenerată fără borduri. 

Demonstraţie. Pentru a demonstra teorema e suficient să arătăm că complexul 1nK  

posedă proprietăţile a) – d) din definiţia 4.4.2: 

a) dat fiind faptul că nQ  este un quasisimplex n -dimensional, orice faţetă cu dimensiunea 

)2( n  a acestuia aparţine cel puţin la două faţete )1( n -dimensionale din nQ . Prin urmare, 

complexul de simplexe respectă prima condiție a definiției 4.4.2; 

b) întrucât orice faţetă cu dimensiunea )2( n  din nQ  aparţine cel puţin la două faţete 

)1( n -dimensionale, existenţa în ][1 nn QK  a succesiunii de quasisimplexe cu proprietatea 

menţionată în punctul b) a definiţiei 4.4.2 este evidentă; 

c) orice quasisimplex n -dimensional din ][1 nn QK , 2nm0  , reprezintă o faţetă a 

cel puţin unui quasisimplex cu dimensiunea 1n   din 1nK , chestiune ce rezultă din definiţia 

quasisimplexului nQ  (a se vedea definiţia 2.3.4);  

d) ţinând cont de definirea complexului ][1 nn QK , precum şi de faptul că oricare două 

quasisimplexe 11

2

1

1 ,   nnn QQ K , fiind faţete cu dimensiunea )1( n  din nQ , au o intersecţie 
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vidă sau aceasta reprezintă o faţetă comună )2( n -dimensională 12   nnQ K , rezultă că 

succesiunea indicată în punctul d) al definiţiei 4.4.2 e formată din înseşi simplexele menţionate 

1

1

nQ  şi 1

2

nQ . 

Ținând cont de definiția quasisimplexului n -dimensional (a se vedea definiția 2.3.4), rezultă 

că complexul ][1 nn QK  este fără borduri . Teorema este demonstrată. 

Amintim că, la construirea grupurilor de  -omologii ale unui G -complex de relaţii multi-

are au fost folosite  -ciclurile complexului şi  -ciclurile omoloage cu zero (a se vedea definiţia 

2.5.5 şi definiţia 2.5.6). Vom spune că, un  -ciclu n -dimensional este complet dacă acesta 

conține toate simplexele cu dimensiunea respectivă ale complexului. 

Definiţia 4.4.3. Varietatea n
VD  se numeşte orientabilă dacă conţine un  -ciclu n -

dimensional. În caz contrar, n
VD  se numeşte varietate nonorientabilă. 

Teorema 4.4.2. Dacă nQ  este un quasisimplex abstract cu toate faţetele orientate pozitiv, 

atunci frontiera-complex a acestuia reprezintă o varietate abstractă )1( n -dimensională 

degenerată şi orientabilă. 

Demonstraţie. Conform teoremei 4.4.1, frontiera-complex ][1 nn QK  este o varietate 

abstractă degenerată. Să demonstrăm că aceasta este şi orientabilă. Menţionăm că, 

quasisimplexul nQ  are 1n   faţete )1( n -dimensionale. Notăm aceste faţete prin 

1n

1n

1n

2

1n

1 Q,...,Q,Q 



  (unele dintre aceste faţete ar putea să coincidă în nQ , dat fiind faptul că acesta 

este un quasisimplex – definiţia 2.3.4). Considerăm lanţul: 

1

1

1

2

1

1

1 1...11 



  n

n

n QQQL .                                (4.27) 

(Dacă 121 ,...,, nxxx  sunt vârfurile quasisimplexului nQ , atunci 1n

iQ  din relaţia (4.27) 

reprezintă faţeta opusă vârfului ix ). 

Luând în consideraţie operaţia de construire a  -frontierei unui lanţ (a se vedea definiţia 

2.5.4 şi remarca 2.5.1), rezultă că orice quasisimplex 1nQ   din ][1 nn QK  se va conţine de 

două ori, cu semne diferite, în lanţul 








 
1

1

1

112 1
i

n

i

i

n

i

nn SSLL . 

Deci, 02 nL , ceea ce înseamnă că 1nL  este  -ciclu cu dimensiunea 1n . Totodată, 1nL  

este  -frontiera quasisimplexului nQ . Din cele examinate obţinem că 1nL  este, întradevăr, un 

 -ciclu )1( n -dimensional din 1nK . 

În continuare vom studia doar varietăţile orientabile. 
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Fie n
VD  o varietate abstractă, orientabilă şi fără borduri, determinată de G -complexul 

)...,,,( 10 nn QQQK  , iar  n
VD    caracteristica Euler a lui n

VD  (caracteristica Euler a 

complexului nK  se numeşte caracteristică Euler şi a varietăţii respective n
VD ). 

Definiţia 4.4.4. Dacă caracteristica Euler a unei varietăţi abstracte degenerate, orientabile 

şi fără borduri n
VD  satisface relaţia: 

 





par,estencândcazulîn

imparestencândcazulînn

,2

,,0
VD  

atunci n
VD  se numeşte varietate sferică abstractă degenerată n -dimensională şi se notează 

prin n .  

Definiţia 4.4.5. Succesiunea de quasisimplexe m -dimensionale m

t

mm QQQ ,...,, 21 , 1t , ale 

G -complexului de relaţii multi-are nK , ce posedă proprietăţile: 

a) 11

1



  mm

j

m

i

m

i QQQ Q , 11  ti ; 

b) coeficienţii de  -incidentă   ]:[, 1 m

j

m

i

j

i QQm  şi    ,1 mj

i  ]:[ 1

1



 m

j

m

i QQ  au 

semne distincte,  

se numeşte drum m -dimensional. Varietatea abstractă, determinată de  G -complexul nK , se 

numeşte conexă forte, dacă pentru oricare două quasisimplexe n -dimensionale n

iQ  şi n

jQ ,  cu 

ordinea indicată, există drum n - dimensional ce leagă n

iQ şi n

jQ . 

Menţionăm că două quasisimplexe m

iQ  şi m

iQ 1 , ce posedă proprietăţile a) şi b) din definiţia 

4.4.5, se mai numesc quasisimplexe concordante [15], [153]. Uşor se verifică echivalenţa dintre 

noţiunea de varietate orientabilă (a se vedea definiţia 4.4.3) şi noţiunea de varietate conexă forte. 

Teorema 4.4.3. Orice varietate abstractă degenerată conexă forte şi fără borduri reprezintă 

un ciclu n -dimensional. 

Demonstraţie. Fie )...,,,( 10 nn QQQK   un G -complex de relaţii care determină, la 

rândul său, o varietate conexă forte n
VD . Pentru oricare două quasisimplexe n -dimensionale 

n

iQ  şi 
n

jQ  există drum n -dimensional care le uneşte. (a se vedea definiţia 4.4.5). Desigur, la 

formarea  -frontierei varietăţii n
VD , fiecare quasisimplex )1( n -dimensional va intra de un 

număr par de ori în descrierea frontierei respective. Aceasta înseamnă, la rândul său, că numărul 

de includeri a quasisimplexului în această frontieră cu coeficientul 1  va fi egal cu numărul de 

includeri cu coeficientul 1 . Prin urmare, 0 n
VD , de unde rezultă că n

VD  reprezintă un 

ciclu de quasisimplexe n -dimensionale abstracte. 
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Evident, pentru orice quasisimplex m -dimensional mQ  al varietății n
VD  există  -ciclul 

)1( m -dimensional care reprezintă  -frontiera acestui quasisimplex. Un astfel de ciclu îl vom 

numi  -ciclu simplu al varietăţii şi îl vom nota prin mm Qz 1 , nm 1 . 

Definiția 4.4.6. Un  -ciclu m -dimensional mz  al varietăţii n
VD  se numeşte  -ciclu 

elementar dacă m

kk

mmm zzzz   ...2211 , unde m

iz  este  -ciclul simplu al 

quasisimplexului m -dimensional mQ  şi 1i , ki 1 . 

Vom generaliza acum noţiunea de contur Euler, cunoscută din teoria grafurilor [5]. Fie mQ  

familia tuturor quasisimplexelor m -dimensionale ale G-complexului )...,,,( 10 nn QQQK  ,  

m

mcard Q , nm 1 . 

Definiţia 4.4.7. Succesiunea de quasisimplexe m -dimensionale din complexul nK  ce 

posedă proprietăţile: 

a) fiecare quasisimplex al familiei mQ  se întâlneşte în această succesiune exact o singură 

dată; 

b) oricare două quasisimplexe vecine ale succesiunii reprezintă în intersecţie un element 

din 1mQ ; 

c) intersecţia primului şi ultimului element al succesiunii reprezintă un quasisimplex 

)1( m -dimensional, 

se numeşte ciclu Euler m -dimensional al varietăţii nn KVD . Dacă simplexele din 

succesiune sunt coerente, atunci această succesiune se numeşte contur Euler m -dimensional. 

Menţionăm că, un ciclu Euler m -dimensional din nK  este un  -lanţ m -dimensional mL , 

ce poate fi reprezentat formal prin suma 

 
mmmm

mm
QgQgQgL  ...2211 ,                               (4.28) 

unde 1ig , mi 1 , iar 0 mL . În cazul conturului Euler, relaţia (4.28) se transcrie: 

mmmm

m
QQQL  ...21  

sau  
mmmm

m
QQQL  ...21 . 

Vom aminti că o varietate se numeşte orientabilă dacă pentru ea există  -ciclu cu 

dimensiunea n . Prin urmare, existenţa unui contur Euler n -dimensional în n
VD  înseamnă că 

varietatea e orientabilă. 

Ţinând cont de faptul că simplexele abstracte servesc drept „cărămizi” pentru construirea 

cubului abstract n -dimensional, în cele ce urmează vom defini noţiunea de varietate cubică şi 
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vom efectua unele cercetări ce ţin de existenţa conturului Euler al acesteia. Chestiunea respectivă 

este importantă, în special, pentru soluţionarea unor probleme cu caracter aplicativ. Astfel, în 

lucrările [19], [23] se examinează un dispozitiv abstract, funcţionarea căruia parvine din 

existenţa conturului Euler a unei varietăţi cubice speciale şi care serveşte drept o generalizare a 

maşinii Tiuring clasice. 

Fie n  un complex de cuburi abstracte definit în paragraful 4.2, iar mI familia de cuburi 

abstracte m -dimensionale a acestuia, nm 0 . 

Definiţia 4.4.8. Complexul n -dimensional de cuburi abstracte n  ce verifică proprietăţile: 

a) orice cub )1( n -dimensional nnI I  este faţetă exact pentru două cuburi n -

dimensionale din n ; 

b) pentru oricare două cuburi n -dimensionale nn

j

n

i II I, , în n  există succesiunea de 

cuburi n -dimensionale 

n

j

n

i

n

i

n

i

n

i IIIII
q
 ,...,,

21
 

ce posedă proprietatea: 
1

1




nn

i

n

i rr
II I , 10  qr ; 

c) pentru orice cub p -dimensional pIpI , în complexul n  există cub n -dimensional 

nI , încât pI  este una dintre  faţetele proprii ale lui nI , 10  np ; 

d) pentru oricare două cuburi n -dimensionale distincte nn

j

n

i JII , , cu intersecţia 

pn

j

n

i III  , 10  np , în nJ  există o succesiune de cuburi abstracte n -

dimensionale n

j

n

iq

n

i

n

i

n

i IIIII  ,...,,
21

 ce posedă proprietatea:  

p

q

s

i II
s





1

, 

se numeşte varietate cubică abstractă n -dimensională, notată prin n

cV . 

Menţionăm că, din prima proprietate enunțată în definiţia 4.4.8, rezultă că fiecare cub n -

dimensional din n  participă o singură dată la construirea varietăţii cubice n

cV . 

În literatura de specialitate se întâlnesc diverse variații sau generalizări ale varietății clasice 

(a se vedea definiția 4.4.1), printre care, în primul rând, e necesar a fi menționate: 

 orbivarietatea – o generalizare a noțiunii de varietate cu unele particularități speciale ale 

spațiului topologic [194], [195], [197]; 

 varietatea algebrică – obiectul central de studiu al geometriei algebrice. Exemplu de 

varietate algebrică poate servi mulțimea de soluții ale unui sistem de ecuații algebrice peste 

câmpul numerelor reale [207], [230]; 
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 complexul celular – un spațiu topologic format prin lipirea discurilor de diferite dimensiuni. 

Noțiunea a fost introdusă de către J.H.C. Whitehead  în legătură cu studierea omotopiilor 

[227]-[229], [232]; 

 varietatea omologică – un spațiu ce posedă caracteristicile unei varietăți din punct de vedere 

al teoriei omologiilor. Aceste varietăți pot fi studiate cu ajutorul metodelor teoriei 

ajustărilor, cunoscute ca restructurările Morse [231]. 
 

Varietățile enunțate merită o atenție specială, în primul rând, datorită posibilităților pe care 

acestea le oferă la soluționarea problemelor teoretico-aplicative. 

Noi, în cele ce urmează, ne vom ocupa de studierea proprietăților varietăților cubice, definite 

mai sus, cu scopul utilizării acestora la examinarea unor probleme importante de optimizare. 

Despre unele astfel de probleme vom vorbi în capitolul 4.  

Din cele expuse anterior cunoaștem că, atât un complex obişnuit de simplexe abstracte 

},...,,{ 10 nn SSSK , cât şi un complexul cubic },...,,{ 10 nn III  determină niște 

varietăți abstracte [18], [59]. Varietatea determinată de complexul de simplexe 

},...,,{ 10 nn SSSK  o vom nota prin nV , iar cea determinată de complexul cubic – prin n

cV . Să  

stabilim corelația dintre aceste două varităţi. Definirea varietăţilor prin intermediul complexelor 

nK  şi n  ne permit să obţinem într-un mod eficient o serie de rezultate noi inspirate de unele 

proprietăţi generale ale varietăţilor, precum şi să găsim un şir de aplicaţii nontriviale.  

Vom apela la noţiunea de gen şi clasă cunoscute în literatura de specialitate şi studiate într-o 

formă netrivială în mai multe lucrări [63], [64], [211]. În acest context, are loc 

Teorema 4.4.4. Dacă varietăţile n

cV  şi nV  au acelaşi gen, atunci acestea aparţin aceleiaşi 

clase. 

Demonstraţia teoremei se obţine în mod trivial dacă ţinem cont de definiţia cubului abstract 

(a se vedea definiţia 4.1.2) şi a procubului respectiv. Demonstraţia completă a acestui rezultat se 

regăseşte în lucrarea [15].  

Teorema 4.4.5. Dacă m

iI  şi 
m

jI  sunt cuburi coerente ale complexului n , intersecţia cărora 

reprezintă un cub )1( m -dimensional din n , adică 11   mm

t

m

j

m

i III I , atunci coeficienţii 

de incidenţă ai acestor cuburi în raport cu cubul 1m

tI   satisfac relaţia: mi

t ( ,□ mj

t ()  ,□). 

Demonstraţie. Folosind noţiunea de coerenţă şi □-incidenţă a cuburilor complexului n , 

definite în paragraful 4.1, obţinem următorul şir de raţionamente. Fie cuburile m

iI  şi 1m

tI  sunt 

coerente, deci ,(mi

t □ 1)   (cazul când m

iI  şi 1m

tI   sunt noncoerente se examinează în mod 
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similar). Luând în consideraţie că cuburile m

iI  şi m

jI  sunt coerente, rezultă că m

jI  şi faţeta 

acestuia 1m

tI   )( 1 m

j

m

i

m

t III   sunt noncoerente. Prin urmare, ,(mj

t □ 1)  . Astfel, se obţine 

egalitatea: mi

t ( ,□ mj

t ()  ,□). 

Fie acum n

cV  o varietate cubică orientabilă, adică în n

cV  există un lanţ cubic m -dimensional 

mmL L  încât □ 0mL . Vom spune că o varietate cubică n

cV  este totalmente coerentă dacă 

toate cuburile n -dimensionale ale acesteia au aceeaşi orientare. 

Teorema 4.4.6. O varietate cubică n

cV  este totalmente coerentă. 

Demonstraţie. n

cV  Menţionăm mai întâi că o varietate, determinată de simplexe abstracte, 

conţine  -ciclu n -dimensional, ceea ce înseamnă că ea este orientabilă, prin urmare este 

totalmente coerentă [212]. Totodată, orice cub abstract n -dimensional este construit din 

procuburi, care la rândul lor sunt reprezentate prin simplexe abstracte (a se vedea definiţia 4.1.2). 

Deci orice complex de cuburi abstracte este un complex de simplexe. Aceasta din urmă şi 

demonstrează teorema. 

La studierea varietăţilor cubice un rol important îl joacă contururile Euler. Vom examina în 

continuare problema existenţei conturului Euler al varietăţilor n

cV  şi nV  pentru cazul când 

dimensiunea n  este pară. Conturul Euler al varietăţii cubice, fiind examinat pentru prima dată în 

lucrarea [19], şi-a găsit în continuare aplicaţii netriviale importante, expuse în [23], [153]. 

Teorema 4.4.7. Dacă n

cV  este o varietate cubică abstractă  cu dimensiunea n  pară, atunci 

aceasta  admite un □-contur Euler cu dimensiunea )1( n . 

Demonstraţie. Conform teoremei 4.4.6, varietatea n

cV  este totalmente coerentă. Acestei 

varietăţi îi punem în corespondenţă un graf orientat G cu mulţimea de vârfuri ce corespund 

cuburilor abstracte n -dimensionale din n

cV . Cu alte cuvinte, dacă n

cV  este determinat de 

complexul de cuburi },...,,{ 10 nn III , atunci n

G cardIXcard   (aici GX  este mulţimea 

de vârfuri din G). Dacă }...,,,{ 21

nnnn

n
III I , atunci considerăm că vârful ix  al grafului G 

corespunde cubului n

iI  din n . Arcele grafului G corespund cuburilor )1( n -dimensionale din 

n . Notăm mulţimea de arce prin }...,,,{
121 


n

uuuUG  , 1

1



  n

n cardI . Vom determina 

orientarea arcelor în modul următor: dacă cuburile n -dimensionale 
n

pI  şi 
n

qI  sunt coerente şi au 

o singură faţetă comună, atunci în G avem arcul Gqpk Uxxu  ),( . Graful G, definit precum a 

fost descris mai sus, este conex forte. 
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Orice cub n -dimensional al varietăţii n

cV  conţine n  perechi de fațete )1( n -dimensionale 

opuse, orientate în mod diferit. Aceasta înseamnă că dacă în G există arcul ),( qpk xxu   ce 

porneşte din vârful px , atunci se va găsi numaidecât şi un arc care intră în px . Prin urmare, 

fiecare vârf din G are grad par, ceea ce înseamnă că în G există contur Euler [5], [302]. Ţinând 

cont de şirul de cugetări expuse mai sus, rezultă că în n

cV  există □-contur Euler n -dimensional. 

Similar situaţiei de existenţă a □-conturului Euler pentru n

cV  se studiază existenţa  -

conturului Euler pentru varietatea nV , determinată de un complex de simplexe abstracte.  

Teorema 4.4.8. Pentru o varietate abstractă, orientabilă şi conexă forte nV  cu dimensiunea 

pară n  există  -contur Euler )1( n -dimensional dacă familia simplexelor n -dimensionale din 

nV  reprezintă o varietate cubică. 

Ţinând cont de teoremele 4.4.6 şi 4.4.7, demonstraţia teoremei 4.4.8 reprezintă un exerciţiu 

pur tehnic. 

 

4.5. Complexe omogene şi transversale n-dimensionale  

 

În capitolul 1 a fost definită noțiunea de transversală ca o mulțime cu proprietăți speciale ce 

conține câte un element din fiecare mulțime a unei familii de mulțimi F   (a se vedea definiția 

1.1.12). Condiția b) din definiția respectivă este destul de dură dat fiind faptul că prin aceasta se 

impune ca transversala să conțină câte un element din fiecare mulțime a familiei F . În cele ce 

urmează vom aplica noțiunea de transversală pentru un complex de cuburi abstracte, înlocuind 

condiția b) prin alte condiții, mai firești și mai utile din punct de vedere al aplicației acesteia la 

soluționarea problemelor aplicative. Una dintre aceste probleme este problema medianei, despre 

care vom discuta în capitolul următor.  

Vom începe cu studierea unui caz special al complexului de cuburi, și anume al complexului 

omogen de cuburi abstracte.  

Fie ),...,,(
10 niii xxx  reperul unui cub n-dimensional nI . Conform definiţiei 4.1.2, perechile 

de elemente ),(
1jj ii xx , nj0  , reprezintă cuburi 1-dimensionale abstracte ),,(

101

1

iii xxI   

),,(
202

1

iii xxI  ...,  ),(
0

1

nn iii xxI  , pe care se construiește cubul nI . Cortegiul  n10 i,...i,i  format 

din indicii reperului este o permutare a șirului ordonat )...,,2,1,0( n  și această permutare 

determină semnul cubului nI . Astfel, vom vorbi despre cuburi orientate pozitiv și cuburi 

orientate negativ (a se vedea definiția 4.1.3). 
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Menţionăm că, cortegiul de indici ),...,,( 210, ni
iiii  care determină semnul cubului n -

dimensional nI , descrie în mod univoc şi un quasisimplex n -dimensional (punctele 

niiii xxxx ,...,,,
210

 servesc drept vârfuri ale acestui  quasisimplex). Din aceste considerente, vom 

spune că cubul determinat de reperul r  are acelaşi semn ca şi simplexul ),...,,,(
210 niiii xxxx .  

Definind în paragraful 2.1 complexul de relaţii multi-are, s-a menţionat că mulţimea de 

elemente }...,,,{ 21 rxxxX  , ce servesc drept vârfuri ale complexului, se ia dintr-o altă mulţime 

M , cardM . E o chestiune importantă, ce se manifestă la soluţionarea problemelor 

aplicative. Una dintre aceste probleme se va examina în ceva mai târziu, în paragrafele 5.1 şi 5.2. 

Prezenţa punctelor din M  generează, la rândul său, necesitatea introducerii unor noţiuni speciale 

şi studierea proprietăţilor lor. 

Definiţia 4.5.1. Un cub 1 -dimensional se numește abstract-convex dacă intersecția 

vacuumului acestuia [19] cu vacuumul oricărui alt cub 1-dimensional conține cel mult un punct 

comun Mx . Un cub mI , nm �2 , se numeşte abstract-convex dacă intersecția acestuia cu 

oricare alt cub qI , nq �2 , conține cel mult un cub abstract-convex1-dimensional. 

Noțiunea de cub abstract-convex, numit uneori cub A -convex, a fost introdusă odată cu 

încercările de a elabora metode eficiente de soluționare a problemelor cu caracter aplicativ, 

precum ar fi problemele de amplasare [19], [21], [160], [165], [184]. Astfel, proprietățile 

cuburilor abstract-convexe sunt folosite la căutarea medianei într-un complex de cuburi abstracte 

cu mulțimea de vârfuri MX  . Pentru astfel de complexe, precum și pentru diverse variații și 

generalizări ale acestora, au fost elaborate metode de calcul a medianei, fără utilizarea metricii 

spațiului, care garantează amplasarea medianei respective în mulțimea X [22], [166], [178].  

Similar celor menționate de Boltyanski [305] şi Hilton [32], se  poate ușor de demonstrat că 

o varietate abstractă n

cV , orientabilă și fără borduri [117], [19], determinată de un număr finit de 

cuburi n -dimensionale și abstract-convexe ( A -convexe), poate fi orientată cu respectarea 

proprietății: oricare două cuburi n -dimensionale arbitrare din n

cV , care dispun de o intersecție 

dintr-un cub 1)( n -dimensional, sunt orientate ambele pozitiv sau negativ. Altfel spus, pentru 

aceste două cuburi abstracte există un drum n -dimensional [130] ce le unește – așa-zisa 

orientare forte, precum e și pentru un graf orientat și conex [5]. (Noțiunea de orientare forte se 

întâlnește și la alte structuri discrete, de exemplu, la grafurile orientate [5]).  

Definiția 4.5.2. Fie n

cV  o varietate abstractă, determinată de cuburi abstract-convexe, iar 

'x și ''x  două puncte din mulțimea infinită M  [130], care nu aparțin lui n

cV  și determină un cub 
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1-dimensional abstract-convex. Fie că muchia ),( ''' xx  intersectează n

cV  într-un număr impar de 

puncte din M . În n

cV  există două puncte 1x  şi 2x  ce determină un cub 1-dimensional 

nonorientabil (muchie) din n

cV , notat prin ),( 21 xx . Considerăm că intersecția muchiilor ),( ''' xx  

și ),( 21 xx  constă doar dintr-un singur punct My . Punctele 'x  și ''x  aparțin lui n

cV . Unul 

dintre aceste două vacuumuri îl vom considera intern, notându-l prin n

cVint , iar altul – extern, 

notându-l prin n

cVext  (o situație care generalizează teorema lui Jordan şi Holder [63], [64]). 

Ca şi în cazul G -complexului de relaţii multi-are, vom numi schelet p-dimensional al 

complexului cubic },...,,{ 10 nn III , mulţimea tuturor cuburilor cu dimensiunea cel mult 

egală cu p , np 0 . Scheletul p -dimensional se va nota prin np )(sk . 

Evident, np )(sk  este un subcomplex al lui n , iar n(1)sk  reprezintă un graf orientat [5] 

al acestuia. Vom nota acest graf prin );(= UXG , unde 0= IX , iar 1= IU . Prin urmare, 

cuburile 0 -dimensionale şi cele 1 -dimensionale ale complexului n  reprezintă vârfurile şi 

arcele din G .  

Să considerăm că sunt cunoscute grupurile de □-omologii ale complexului n : 

□ 1 ),,( Zn  □ 2 ),...,,( Zn  □ n ),,( Zn  

definite şi studiate în paragraful 4.2. 

Definiția 4.5.3. Un complex de cuburi abstract-convexe n , ce satisface condițiile: 

a) dacă pI , np 0 , este un element al lui n , atunci și orice fațetă pk II  , pk <0  , 

este un element din n ; 

b) pentru fiecare două cuburi 1
p

I  și 2
p

I  din n  intersecția 21
pp

II   este vidă sau 

reprezintă un element din n , 10 p , np 2 ; 

c) orice cub abstract kI  din n , nk 0 , aparține cel puțin unui cub n -dimensional nI  

din n ; 

d) oricare două subcomplexe minimale n

1  şi n

2  din n , care verifică condițiile a)-c) și 

nn

21   = n , posedă proprietatea: intersecția nn

21   reprezintă un subcomplex np  , 

cu dimensiunea 1= np ; 

e) grupul de omologii de rangul zero este izomorf cu grupul numerelor întregi Z , adică  

□ 0 ;),( ZZn                                                           (4.29) 

f) grupurile de omologii de rangul n,1,2,3,...  sunt izomorfe cu zero, adică  
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□ 1  ),( Zn  □ 2  ...),( Zn  □ n ,0),(  Zn                               (4.30) 

se numește complex absract omogen n -dimensional și se notează prin n

A . 

Respectarea condițiilor e) și f) din definiția 4.5.3 pentru complexul n

A  înseamnă că acesta 

este conex și aciclic. Pentru a ne convinge că complexul n

A  este întradevăr conex şi aciclic e 

suficient să ne convingem că orice ciclu m -dimensional al acestuia posedă proprietatea A) din 

paragraful 4.2. (Vom respecta aici terminologia din [32], [305] pentru structuri discrete.) 

 Definiția 4.5.4. Mulțimea tuturor cuburilor 1)( n -dimensionale ale complexului n

A  , care 

aparțin doar unui singur cub n -dimensional  nI  din n

A  se va numi frontieră a acestui complex 

și se va nota prin n

Abd , iar mulțimea vacuumurilor tuturor cuburilor din n

A , ce nu aparțin 

frontierei n

Abd , se va numi interiorul acestui complex și se va nota prin n

Aint . 

În paragraful 4.4 a fost definită noțiunea de varietate sferică n  (a se vedea definiția 4.4.4) 

cu ajutorul caracteristicii Euler a varietății abstracte, orientabile şi fără borduri, determinată de 

G -complexul de relații multi-are )...,,,( 10 nn QQQK  . La rândul său, şi complexul de 

cuburi abstracte n  definește o varietate cubică abstractă n -dimensională n

cV  (a se vedea 

definiția 4.4.8), caracteristica Euler a căreia este determinată de egalitatea: 

,1)(=)()(
0=

i

i
n

i

nn

cV     unde i  reprezintă numărul de cuburi i -dimensionale din n , 

ni 0 . Dacă varietatea n

cV  este de genul p  [32], [305], atunci aceasta se va nota prin pn

cV , . În 

cazul 0p , vom considera n

c

n

c VV 0, .  

Definiția 4.5.5. Varietatea cubică orientabilă pn

cV , , determinată de complexul de cuburi 

abstracte },...,,{ 10 nn III , se numeşte sferă abstractă n -dimensională, dacă satisface 

una din egalitățile:  

,,2=)( , parnpentruV pn
c    

,,0=)( , imparnpentruV pn
c                                            (4.31) 

și se notează prin pn

c

n V ,=S ,  

Teorema 4.5.1. Dacă n

A   este un complex cubic n -dimensional abstract și omogen, atunci 

frontiera acestuia n

Abd  reprezintă o sferă abstractă 1)( n  -dimensională 1nS . 
 

Demonstrație. Mai întâi vom arăta că frontiera n

Abd  a complexului cubic omogen n

A  este 

o varietate cubică abstractă și orientabilă 1)( n -dimensională pn

cV ,  cu genul 0=p . 
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Presupunem contrariul. Fie 0>p . În aceste condiții, ținând cont de omogenitatea lui 
n

Abd  

şi de ipoteza că 0>p , imediat obținem contradicția: complexul n

Abd  nu este aciclic. Ultima 

afirmaţie rezultă din condiția f) a definiției 4.5.1: varietatea pn

cV ,1  poate fi tăiată printr-o 

varietate qn

cV ,2 , pq 1 , și în acest caz va avea loc, cel puțin, relaţia □ 1n 0,( ,1  )ZV pn

c  [130]. 

Însă chiar și în cazul acesta, având respectarea egalităților (4.30), e posibil ca pn

cV ,1  să nu fie 

varietate, ceea ce ar însemna că parametrul p  își pierde rostul. Conform omogenității lui n

A , 

aceasta conduce la faptul că acest complex contravine propriei condiții d) din definiția 4.5.3: nu 

există două subcomplexe n

A(1)  și n

A(2)  pentru care p

A

n

A

n

A (3)(2)(1) =  , unde 20  np . 

Prin urmare, 11,1 ==  nn

c

pn

c VV S . 

 

Teorema 4.5.2. Dacă pn

cV ,  este o varietate orientabilă, determinată de cuburi abstracte și 

A-convexe, pentru care orice ciclu cu dimensiunea k , 11  nk , este □-omolog cu 0 , atunci 

pn

cV ,  este o sferă-corp (o bilă) abstractă n -dimensională. 

Demonstrație: Evident, varietatea pn

cV ,  este conexă [130]. Prin urmare, □ ZZV pn

c ),( ,0 . 

Fie kz0  un ciclu arbitrar al varietății pn

cV , . Dacă toate ciclurile cu dimensiunea k , 11  nk , 

sunt omoloage cu zero, atunci aceasta înseamnă că în pn

cVk ,)(sk  fiecare astfel de ciclu 

mărginește un subcomplex pk

cV , . Situaţia respectivă conduce la faptul că subgrupul m

0Z (□) şi 

grupul de cicluri 
mZ (□) coincid. Deci grupul cât e lipsit de cicluri nonomoloage cu 0 , de unde 

rezultă că □ 0),( , ZV pn

c

k , 11  nk . În aceste condiții au loc relațiile:  

□ ZZV pn

c ),( ,0 , 

□ 1 ),( , ZV pn

c  □ 2  ...),( , ZV pn

c  □ 1n ,0),( , ZV pn

c  

□ ZZV pn

c

n ),( , . 

Considerând egalitatea Euler-Poincare [165], obţinem: 

,1)(=)(=)(
0=0=

,

i

i
n

i

i

i
n

i

pn

c riV     

unde i  este numărul de cuburi i -dimensionale ale lui pn

cV , , iar ir – rangul grupului □ ),( , ZV pn

c

i , 

ni 0 . Ca rezultat, constatăm:  










.imparpentru,0

par,pentru,2
=11)(001=)( ,

n

n
V npn

c   

Conform definiției 4.5.5, varietatea examinată pn

cV ,  este o sferă abstractă n -dimensională .nS  
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Corolarul 4.5.1. Varietatea abstractă, determinată de frontiera unui cub abstract-convex   

k-dimensional, nk 0 , reprezintă o sferă abstractă )1( k -dimensională, iar cubul respectiv 

reprezintă o sferă-corp abstractă k -dimensională. 
 

Corectitudinea afirmației rezultă imediat din teoremele 4.5.1 și 4.5.2, dacă ținem cont de 

faptul că familia tuturor fațetelor (proprii și improprii) ale unui cub abstract reprezintă un 

complex de cuburi abstracte (a se vedea definiția 4.2.2) ce respectă condițiile teoremelor 

enunțate. 

Importantă, din punct de vedere al aplicațiilor complexelor de cuburi la soluționarea 

problemelor cu caracter aplicativ, examinate în capitolul 4, este următoarea 
 

Teorema 4.5.3. Dacă 1nS  este o sferă abstractă determinată de frontiera n

Abd  a unui 

complex omogen n

A  de cuburi abstract-convexe, atunci aceasta dispune de cel puțin un cub 

(vârf) 00 II , ce aparține exact la n  cuburi 1-dimensionale (muchii).  

Pentru a demonstra această teoremă sunt necesare examinări suplimentare, referitoare la 

complexele de cuburi ce corespund definiției 4.5.3. Vom începe cu o lemă ce ţine de existenţa 

complexelor omogene de cuburi abstracte cu proprietăţi speciale ale mulţimilor de cuburi ce 

formează interiorul şi frontiera complexului.  
 

Lema 4.5.1. Există cel puțin un complex omogen n -dimensional n

A  cu proprietatea că 

orice cub ppI I  din n

Aint , care intersectează frontiera n

Abd  cel mult printr-un cub cu 

dimensiunea 1p , ,1 np   este incident la un număr nu mai mic de pn2  cuburi n -

dimensionale. 

Demonstrația se face într-un mod constructiv. Fie dat un cub nI1 . Lipim lui nI1  un alt cub 

nI 2 , încât 1

21 =  nnn III , şi continuăm acest proces astfel încât să nu intrăm în contradicţie cu 

definiția 2.5.1. Ținând cont de definiția complexului omogen de cuburi abstracte (a se vedea 

definiția 4.5.3), procedura propusă de construire este realizabilă și finită. E suficient a opri acest 

proces când obținem un complex abstract arborescent n

A  (se va ține cont de faptul că afirmația 

din lemă este o afirmație de existență).  

Conform celor expuse anterior, putem considera că orice sferă abstractă n -dimensională 

nS  este determinată de un complex de cuburi abstracte  n -dimensionale sau cel puțin de 

simplexe abstracte. Evident, pentru orice sferă abstractă nS  există totdeauna un complex de 

cuburi abstracte 1n  (nu numaidecât și omogen), încât frontiera acestuia este nS . Interiorul 

complexului 1n  se va considera că este interiorul sferei n-dimensionale nS  și se va nota prin 
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nintS . Reuniunea nn intSS   se numește sferă-corp (disk) cu dimensiunea 1n  (prin 

analogie cu cele cunoscute din [117, 130]). 

Pentru a examina posibilitatea utilizării complexului omogen de cuburi abstracte la 

soluționarea unor probleme cu caracter practic, sunt necesare niște examinări auxiliare. Mai întâi 

vom defini noțiunea de clasă de muchii (cuburi 1 -dimensionale) paralele ale unui complex 

omogen n

A . Fie nI  un cub n -dimensional, iar 1

1

nI  și 1

2

nI  două fațete 1)( n -dimensionale 

opuse ale acestuia (în total avem n  perechi de faţete opuse). Între vârfurile acestor faţete există 

12 n  muchii ale cubului nI . 

Definiția 4.5.6. Muchiile cubului nI , care unesc vârfurile fațetei 1

1

nI  cu vârfurile fațetei 

1

2

nI , se numesc muchii paralele ale acestui cub.  

Mulțimea celor n2  muchii paralele dintre două fațete fixate 1)( n -dimensionale din nI  o 

vom nota prin )( nIC . 

Evident, componența acestei mulțimi este determinată în mod univoc de perechea de fațete 

opuse 1

1

nI  şi 1

2

nI . Într-un cub nI  există n  mulțimi distincte de muchii paralele )(1

nIC , 

)(2

nIC , ..., )( n

n IC . 

În cele ce urmează vom construi, printr-o procedură iterativă, o familie specială de cuburi 

n -dimensionale. Inițial, considerăm că numărul i  de cuburi al acestei familii este 0=i . 

Construim familia respectivă prin aplicarea următorilor 4 pași: 

P1. Alegem un cub n -dimensional nI  al complexului n

A . Deci, putem considera 1=i . 

Notăm prin }{(1) nn

T II  familia respectivă de cuburi, iar prin (1))( n

TIC  – una dintre 

mulțimile de muchii paralele ale lui nI . 

P2. Fie că de acum au fost selectate anumite 1i  cuburi n -dimensionale din n

A . Astfel 

am obținut o familie de cuburi abstracte )(in

TI , pentru care se cunoaște mulțimea de muchii 

paralele ))(( in

TIC . 

P3. Alegem un cub nou (dacă există) )(\* iI n

T

nn II , care conține cel puțin o muchie din 

))(( in

TIC . Notăm prin )( nIC  mulțimea de muchii paralele ale acestui cub, care satisface 

relația 0)())((  

nn

T Ii CC I , și formăm mulțimile noi 

 nn

T

n

T Iii  )=) (1( II  

.)))((1( nn

T

n

T Iii  (=))( CCC II  
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P4. Repetăm procedura descrisă în P3 până când e posibil. Deoarece se studiază doar 

complexe omogene n -dimensionale finite, la un moment dat vom ajunge la situația când nu vom 

mai putea selecta un cub n -dimensional din n

A  ce satisface condiția din P3. În acest caz 

considerăm construită familia căutată de cuburi n -dimensionale. 

Definiția 4.5.7. Familia de cuburi n -dimensionale, construită în conformitate cu pașii P1-

P4, se va numi transversală n -dimensională a complexului n

A . Vom nota această familie prin 

nT , iar prin )( nTC    clasa (mulțimea) respectivă de muchii paralele. 

Conform definiției 4.5.3, orice complex omogen n -dimensional n

A  conține nm   clase de 

muchii paralele, pe care le vom nota prin mCCC ,...,, 21 . Egalitatea nm =  are loc doar în cazul 

când n

A  este format dintr-un singur cub n -dimensional nI . 

Din cele relatate mai sus rezultă că orice clasă de muchii paralele iC , mi 1 , determină o 

transversală n -dimensională, și invers, orice transversală n -dimensională determină o clasă de 

muchii paralele. Totodată, vom considera că orice clasă de muchii paralele iC , mi 1 , 

generează în mod univoc un subcomplex omogen n -dimensional de cuburi abstracte (a se vedea 

definiția 4.5.3). Acest subcomplex este determinat de familia fațetelor atât proprii, cât și 

improprii ale tuturor cuburilor n -dimensionale din transversala n

iT  și satisface condițiile 

teoremelor formulate anterior.  Vom nota subcomplexul respectiv prin n

i . 

Corolarul 4.5.2. Subcomplexul n -dimensional n

i , generat de clasa de muchii paralele iC , 

mi 1 , a complexului n

A  este un subcomplex n -dimensional din n

A . 

Frontiera complexului n

i  conține exact două subcomplexe maximale 1)( n -dimensionale 

și aciclice, care nu conțin nici o muchie din clasa respectivă de muchii paralele iC . Notăm aceste 

subcomplexe prin 
1

(1)

n

i  şi 
1

(2)

n

i . A priori vom numi 
1

(1)

n

i  fațetă de „stângaˮ, iar 
1

(2)

n

i    fațetă de 

„dreaptaˮ a transversalei n

iT . 

Definiția 4.5.8. Reuniunea vacuumurilor tuturor cuburilor abstract-convexe cu dimensiunea 

k , nk 1 , care aparțin complexului n

i , dar nu aparțin fațetelor de „stângaˮ și de „dreaptaˮ 

ale transversalei n

iT , se va numi vacuum al transversalei respective  și se va nota prin )( n

iTV . 

Corolarul 4.5.3. Orice transversală n

iT  a unui complex abstract și omogen n

A  divizează 

acest complex, prin intermediul vacuumului său )( n

iTV , în două complexe conexe de cuburi, iar 

fiecare dintre acestea nu este neapărat și omogen, având cel puțin dimensiunea egală cu 1n . 
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Definiția 4.5.9. Transversalele n -dimensionale n

q
i

n

i

n

i TTT ,...,,
21

 ale unui complex abstract și 

omogen n

A , determinate de clasele de muchii paralele ,..,
21

n

i

n

i CC ., n

q
iC , mq 2 , se numesc 

transversale vecine două câte două, dacă oricare două transversale n

s
i

n

r
i TT , , qii sr  ,0 , 

satisfac condițiile: 

a)  )()( n

s
i

n

r
i TT VV ; 

b) clasele de muchii paralele 
r

iC  și 
s

iC  conțin, respectiv, cel puțin câte o muchie iI C'

1  și 

jI C''

1 , care la rândul lor au un vârf comun. 

Din definiția 4.5.9 rezultă următoarele. Pentru o transversală n

k
iT  vom nota fațetele de 

„stângaˮ și de „dreaptaˮ prin n

k
iT (1)  şi n

k
iT (2) . Dacă transversalele n

q
i

n

i

n

i TTT ,...,,
21

 sunt vecine două 

câte două, atunci există o transversală, în general ramificată,  n

k
i

n

j
i

j

q
n

q
i TTT 

1=1,
= , care divizează 

n

A  în mai multe subcomplexe conexe. Vom nota prin n

k
ist (1)  şi n

k
idr (2)  componentele 

determinate respectiv de faţetele de „stângaˮ și de „dreaptaˮ ale transversalei n -dimensionale 

n

k
iT . Este evident că, pentru aceste componente se respectă relația: n

k
i

n

A

n

k
i drst (2)(1) \=  . 

Fie n

iT , mi 1 , o transversală oarecare a complexului n

A  și 1

(1)

n

i  fațeta de „stângaˮ a 

acestuia. Fațetei de „stângaˮ îi corespunde transversala 1n -dimensională 1

(1)

n

iT . 

Definiția 4.5.10. Subcomplexul maximal conex 1)( n -dimensional al complexului n

A , cu 

proprietățile: 

1) acest subcomplex conține fațeta 1

(1)

n

i   a transversalei n

iT  ; 

2) oricare două cuburi 1)( n -dimensionale ale acestui subcomplex nu aparțin unui cub n -

dimensional din n

A ,  

se numește transversală 1)( n -dimensională, determinată de trasversala n -dimensională n

iT , 

.1 mi   

Conform definiției, orice transversală n -dimensională a lui n

A  determină exact două 

transversale 1)( n -dimensionale. Totodată, o transversală 1)( n -dimensională poate fi 

determinată de mai multe transversale n -dimensionale. 

Prin analogie cu notația transversalei n -dimensionale, transversala 1)( n -dimensională o 

vom nota prin 1nT . 
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Transversala 1)( n -dimensională determinată de transversala n

iT  și care conține fațeta 

1

(1)

n

i  a acesteia se va nota prin 1

(1)

n

iT , iar cea care conține fațeta 1

(2)

n

i  – prin 1

(2)

n

iT . 

 

Lema 4.5.2. Dacă n

iT  este o transversală n -dimensională din n

A , iar 1

(1)

n

iT  şi 1

(2)

n

iT  sunt 

transversalele 1)( n -dimensionale ale lui n

A , determinate de transversala n

iT , atunci 

  =1

(2)

1

(1)

n

i

n

i TT , mi 1 . 

 

Demonstrație. Fie există două transversale 1)( n -dimensionale 1

(1)

n

iT  şi 1

(2)

n

iT , determinate 

de o transversală n -dimensională n

iT , încât intersecția acestora nu este vidă. Luând în 

considerație faptul că 1

(1)

n

iT  şi 1

(2)

n

iT  reprezintă fațetele de „stângaˮ și de „dreaptaˮ ale transversalei 

n

iT , rezultă că n

iT  se autointersectează. Ar putea avea loc următoarele două cazuri: 

a) cel puțin una dintre fațetele 1

(1)

n

i  sau 1

(2)

n

i  nu mărginește niciun subcomplex din n

A . În 

aceste condiții, există 11  nk  încât grupul de omologii □ k ),( Zn

A  nu este izomorf 

lui 0 . Obținem contradicție cu faptul că n

A  este un complex omogen de cuburi abstracte 

(a se vedea definiția 4.5.3); 

b) subcomplexul mărginit de una dintre fațetele 1

(1)

n

i  sau 1

(2)

n

i  conține, la rândul său, două 

subcomplexe, intersecția cărora nu este complex omogen cu dimensiunea 1n . Aceasta 

conduce la contradicție cu condiția d) a definiției 4.5.3. 

Deoarece n

A  este un complex omogen de cuburi abstracte, contradicțiile obținute 

demonstrează că afirmația lemei este adevărată. 
 

Vom reveni acum asupra demonstraţiei teoremei 4.5.3. 
 

Demonstrație. Menționăm, mai întâi, că un complex omogen de cuburi abstract-convexe 

satisface condițiile definiției 4.5.3. Prin urmare, pentru acest complex sunt adevărate teoremele 

4.5.1 și 4.5.2. Fie 1nS  este sfera abstractă determinată de frontiera n

Abd  complex omogen n

A  

de cuburi abstract-convexe. Această sferă este divizată în cuburi ce formează un complex cubic 

abstract-convex omogen 1)( n -dimensional. În complexul n

A  sunt m  clase de muchii paralele 

care determină, la rândul lor, transversalele n -dimensionale  n

m

nn TTT ,...,, 21 . Alegem transversala 

1

ki
T . Ea aparține unei succesiuni maximale de transversale 

n

i

n

i

n

i r
TTT ,...,,

21
, mr 1 , cu 

proprietatea că intersecția 
n

i

n

i ss
TT

1
  reprezintă o transversală 1)( n -dimensională, 11  rs . 

Considerăm că 
n

i

n

i rk
TT   (în caz contrar ne deplasăm până la 

n

ir
T ). Conform lemei 4.5.2, are loc 
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egalitatea   =1

)2(

1

)1(

n

r
i

n

r
i TT . Acționăm asupra transversalelor n

ir
T  și 1

)2(

n

r
iT . Luăm o altă 

transversală n -dimensională, ce nu aparține succesiunii menționate mai sus n

i

n

i

n

i r
TTT ,...,,

21
, însă 

care intersectează n

ir
T  și 1

)2(

n

r
iT  (fie aceasta se alege din succesiunea n

j

n

j

n

j q
TTT ,...,,

21
). Procedăm la 

fel ca și în cazul transversalei n

ik
T . Ca rezultat vom avea selectate două transversale n -

dimensionale n

ir
T , n

jq
T  și două 1)( n -dimensionale 1

)2(

n

r
iT , 1

)2(

n

jq
T . Fiecare dintre perechile 

indicate au intersecție nevidă. Repetăm procedura descrisă de n  ori. În final, vom obține că toate 

aceste transversale se intersectează printr-un cub n -dimensional nnI I . Acest cub este 

abstract-convex. Cubul nI  conține un vârf de pe fâșia circulară de cuburi 1)( n -dimensionale, 

care are un vârf 00 II  cu n  muchii incidente lui. Deci, afirmaţia teoremei 4.5.3 e adevărată. 
 

Noțiunea de transversală n -dimensională, precum și cea 1)( n -dimensională, poate fi 

generalizată pentru cazul unui complex cubic arbitrar, conex și aciclic, care nu neapărat este și 

omogen. Cu alte cuvinte, e vorba de complexul de cuburi abstract-convexe n , ce satisface 

condițiile: 
 

a) dacă pI , np 0 , este un element al lui n , atunci și orice fațetă pk II  , pk <0  , 

este un element din n ; 

b) pentru fiecare două cuburi 1
p

I  și 2
p

I  din n  intersecția 21
pp

II   este vidă sau 

reprezintă un element din n , unde 10 p , np 2 ; 

c) complexul n  conţine cel puţin un cub abstract n -dimensional nI ; 
 

d) pentru oricare două subcomplexe n

1  şi n

2  din n , care verifică condițiile a)-c), și 

nnn  21  posedă proprietatea: intersecția nn

21  , reprezintă un subcomplex np  , 

cu dimensiunea 1= np ; 

e) grupul de omologii de rangul zero este izomorf cu grupul numerelor întregi Z : 

□ 0 ;),( ZZn   

f) grupurile de omologii de rangul n,1,2,3,...  sunt izomorfe cu zero: 

□ 1  ),( Zn  □ 2  ...),( Zn  □ n 0),(  Zn . 
 

Aceste complexe se deosebesc de cele omogene prin reformularea condiției c) a definiției 

4.5.3. Reprezentarea geometrică a unui astfel de complex este dată în figura 4.3. 
 

Pornind de la definiţia constructiv-algoritmică a clasei de muchii paralele şi a transversalei 

n -dimensionale, constatăm:  
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a) două muchii determinate de cuburile 1-dimensionale 1

jI  și 1

kI  ale complexului cubic n  

sunt paralele dacă în n  există o succesiune de cuburi 1-dimensionale 

,,...,, 11111

21 kj IIIII
t
   

încât fiecare două cuburi vecine 11

1
,

ss
II   ale acestei succesiuni reprezintă muchiile 

disjuncte (opuse) ale unui cub 2-dimensional din n . Mulțimea maximală de muchii 

paralele ale complexului n  formează o  clasă de muchii paralele. 

b) mulțimea cuburilor abstracte din n  ce conțin muchii ale clasei iC  în calitate de fațete 

1 -dimensionale se numește transversală a complexului n  și se notează prin 

.1),( miT i C  

Menționăm că, în cazul complexelor omogene de cuburi abstracte, fiecare clasă de muchii 

paralele conține cel puțin 12 n  cuburi 1-dimensionale. În cazul unui complex arbitrar de cuburi 

abstracte (nu numaidecât omogen), fiecare cub 1-dimensional care nu este fațetă  a unui cub cu 

dimensiunea 2q  din n , formează o clasă aparte. Pentru complexul reprezentat în figura 4.3 

avem 11 clase de muchii paralele, printre care două clase conțin doar câte un element. 

Vom studia în continuare câteva proprietăţi generale ale transversalelor complexului n . 

Teorema 4.5.4.  Transversala determinată de o clasă de muchii paralele a unui complex 

conex și aciclic de cuburi abstracte n  este, la rândul său, un complex de cuburi abstracte 

,1, nqq   conex și aciclic. 

Demonstrație. Fie )( iTC  o transversală determinată de clasa de muchii paralele iC  a 

complexului n , iar q – dimensiunea maximă a cuburilor abstracte din n  ce formează 

transversala )( iTC . Astfel, avem un complex de cuburi q  care satisface condițiile a)-c) 

menţionate mai sus. Ținând cont de definiția clasei de muchii paralele, rezultă că q  este 

complex conex. Deoarece grupurile de omologii ale complexului q  sunt subgrupuri ale 

grupurilor de omologii ale complexului n , rezultă că q  este un complex aciclic. 

Fig. 4.3. Complex neomogen de cuburi, conex și 

aciclic 
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Frontiera complexului q

iI , determinat de transversala )( iTC , este formată din două 

complexe maximale disjuncte cu dimensiunea )1( q  fiecare, ce nu conțin nici o muchie din iC . 

Vom nota subcomplexele respective prin 1

)1(

q

iI  și .1

)2(

q

iI  Acestea ar putea și să nu fie conexe. 

Fie ))(( iTCV  vacuumul transversalei )( iTC  care este reuniune a vacuumurilor cuburilor 

complexului q

iI , ce nu aparțin subcomplexelor menționate mai sus 1

)1(

q

iI  și .1

)2(

q

iI  

Teorema 4.5.5.  Transversala ,1),( miT i C  a unui complex cubic abstract n -

dimensional, conex și aciclic, divizează acest complex prin intermediul vacuumului transversalei 

)( iTC  în două complexe cubice cu dimensiunile ,1, nqq   care sunt conexe și aciclice. 

Demonstrația teoremei rezultă imediat din faptul că n  este complex conex și aciclic, 

precum și din definiția transversalelor respective. 

Fie n  un complex n -dimensional neomogen de cuburi abstracte. Prin urmare, în n  există 

un cub ,0, nrII nr   care nu este fațetă a cuburilor n -dimensionale din n . 

 

Fig. 4.4. Complex neomogen de cuburi cu subcomplexe omogene cu 

dimensiunile 1, 2 şi 3  
 

Vom nota prin ,1, ntt T  familia de subcomplexe omogene t -dimensionale, maximale 

și conexe din n . Evident, în cazul unui complex neomogen n  avem: 

1) ;nT  

2) există o valoare a lui ,1, ntt   încât tT  ( ,1t  deoarece conform celor 

menționate anterior, se studiază doar complexe de cuburi conexe și aciclice). 

Astfel, într-un complex neomogen, oricare două subcomplexe omogene n -dimensionale 

sunt legate prin șirul de subcomplexe omogene maximale ,,...,, 21

21
qn

q

nn
  ,,...,,1 21 nnnn q   cu 

proprietățile: 
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a) ;1, qjjn

j
j  T  

b) ,1 ii nn  pentru orice }1...,,2,1{  qi . 

Evident, în șirul de complexe ,,...,, 21

21
qn

q

nn
  ,,...,,1 21 nnnn q   oricare două vecine sunt 

de dimensiuni diferite. 

În figura 4.4 este dată reprezentarea geometrică a unui complex cubic neomogen conex și 

aciclic cu dimensiunea trei, în care avem trei familii de subcomplexe cubice conexe și omogene: 

}.,,{

},,,,{

},,,{

1

3

1

2

1

1

3

2

4

2

3

2

2

2

1

2

3

3

3

2

3

1

1







T

T

T

 

Observăm că complexele omogene 3-dimensionale 3

1  și 3

2  sunt unite prin șirul de 

complexe omogene cu dimensiuni mai mici: .,, 2

3

1

1

2

2   

Pentru complexul omogen de cuburi abstracte n  deja cunoaştem noțiunile de interior și 

frontieră, notate respectiv prin int n  și bd n . Aceste noţiuni pot fi generalizate ţinând cont de 

particularităţile unui complex neomogen de cuburi abstracte, menţionate anterior. 

Fie n  un complex neomogen de cuburi abstracte, cu familiile de subcomplexe omogene 

maximale conexe .,...,, 21 nTTT  

Definiția 4.5.11. Reuniunea n

I

I
nn

int
Q
  se numește interior al complexului n  și se notează 

prin  int n . Diferența nn  int\  se numește frontieră a complexului și se notează prin bd n . 

Menţionăm că frontiera unui complex neomogen de cuburi abstracte poate fi, la rândul său, 

un complex neomogen cu dimensiunea cel mult egală cu 1n . Această situaţie ar însemna că 

putem vorbi de o frontieră complexă cu porţiuni de diferite dimensiuni ,r  11  nr . 

Chestiune interesantă, ce poate constitui obiectul unui studiu aparte. 

Precum s-a menţionat anterior, un cub n -dimensional nI , împreună cu toate faţetele sale, 

formează un complex cubic abstract (a se vedea definiţia 4.2.1), pe care îl vom nota prin 

)( nn I . Revenind la notaţiile folosite în paragraful 4.1, cubul nI  se va interpreta: 

),,...,,( 10 n

nI   },{ 10 x  }.{ nn x  

Fie 1I  o fațetă 1-dimensională (muchie) a cubului nI , incidentă vârfului .nx  Notăm prin 

n

I
T 1  transversala determinată de clasa de muchii paralele ce conține muchia ,1I  iar prin )( nx    

subcomplexul din )( nn I  determinat de n

I
T 1 , ce conține vârful .nx  Respectiv, prin )( nx  vom 

nota cel de-al doilea subcomplex. 
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Ţinând cont de proprietăţile cubului abstract n -dimensional, studiate în paragraful 4.1, vom 

demonstra un rezultat util pentru examinările ce urmează. 

Teorema 4.5.6. Pentru orice transversală n
IT
1

 și orice mulțime ,1]2/[,  nknk  este 

adevărată relația: 

))(())(( knkn xcardxcard   , 

unde  2/n  este partea întreagă a numărului 2/n . 

Demonstrație. Fie 1I  fațeta 1-dimensională a cubului n -dimensional ,nI  incidentă vârfului 

nx
2

. Notăm extremitățile muchiei 1I  prin a  și b , considerând .
2nxb   Transversala  1I

T  

împarte cubul nI  în două cuburi )1( n -dimensionale  1

1

nI  și 1
2
nI , astfel încât vârful a   

aparține lui ,1

1

nI  iar vârful b  – cubului  2

1

nI . Elementele mulțimii k  se află la distanța )( kn   

de la vârful b . Mulțimea k  este formată din două submulțimi: 

a) kS     mulțimea tuturor vârfurilor cubului )1( n -dimensional 1

1

nI , ce se află la distanța 

)( kn   de la vârful b   în cubul inițial ;nI  

b) kS     mulțimea tuturor vârfurilor cubului )1( n -dimensional 1

2

nI , ce se află la distanța 

)( kn   de la vârful b   în cubul inițial .nI  

Având în vedere că pentru orice vârf z  al cubului 1

1

nI , ce aparține mulțimii k , în cubul nI  

are loc egalitatea ),,(),(),( zadabdzbd   precum și de faptul că b  este vârf al cubului 1

2

nI , 

rezultă inegalitatea ).()(    cardcard k  Această inegalitate confirmă afirmația teoremei. 

 

4.6. Concluzii la capitolul 4 

 

Cercetările efectuate în cadrul capitolului 4 au fost determinate de căutarea unor metode 

eficiente de soluționare a problemelor cu caracter aplicativ, care își găsesc interpretarea 

respectivă pe complexe de cuburi geometrice și diferite variații ale acestora. În condițiile unor 

astfel de complexe, deseori suntem nevoiți să operăm ținând cont de metrica spațiului în care 

este amplasat complexul de cuburi. Situația respectivă crează anumite dificultăți care se răsfrâng 

asupra eficienței metodelor și algoritmilor de soluționare a problemelor. Aceasta a servit drept 

unul dintre motivele care a determinat necesitatea examinării complexelor de cuburi abstracte, în 

contextul celor expuse în capitolul 2 pentru complexul de relații multi-are. 

În capitolul 4, mai întâi se definește cubul abstract n-dimensional cu ajutorul simplexelor 

abstracte, pentru ca mai apoi acesta să servească drept “cărămida” necesară la construirea 
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complexului de cuburi abstracte. Cercetările se încadrează în schema folosită în capitolul 2 la 

studierea complexelor de relații. Cu ajutorul grupurilor de omologii au fost stabilite 

fundamentele  teoriei complexelor de cuburi abstracte. 

Rezultatele teoretice obținute în legătură cu studierea complexelor de cuburi abstracte au 

permis obținerea unor rezultate adiționale, cunoscute în alte domenii ale matematicii. Printre 

rezultatele ce încununează studierea acestor complexe pot fi menționate: 

- a fost dedusă formulei Euler-Poincare pentru complexul de cuburi abstracte; 

- au fost studiate proprietățile caracteristice ale varietăților abstracte, determinate de 

complexe de cuburi abstracte; 

- au fost determinate condițiile de existință a conturului Euler (n-1)-dimensional într-o 

varietate abstractă, orientabilă și conexă forte; 

- au fost studiate proprietățile transversalei n-dimensionale și (n-1)-dimensionale într-un 

complex cubic abstract, chestiune importantă la soluționarea problemei medianei. 

 

Ţinând cont de  rezultatele obținute în capitolul 4, deducem următoarele concluzii:  

1. Prin complexul de cuburi abstracte a fost studiat un caz special al complexului de relații 

multi-are, important pentru soluționarea problemelor practice, ceea ce generează o 

direcție aparte de cercetare prin aplicarea metodelor topologiei algebrice; 

2. Prin construirea grupurilor de omologii ale complexului de cuburi abstracte au fost create 

premizele obținerii unor rezultate analoage celor din topologia algebrică, importante 

pentru stabilirea proprietăților speciale, utile la elaborarea unei metode de calculare a 

medianei fără a utiliza metrica spațiului respectiv; 

3. Duducerea formulei Euler-Poincare pentru un complex de cuburi abstracte, a servit drept 

un instrument eficient pentru examinarea proprietăților varietăților, determinate de un 

astfel de complex, și clasificarea ulterioară a acestora. 
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5. APLICAŢII  ALE  COMPLEXELOR  DE  RELAŢII  MULTI-ARE 

 

Precum a mai fost menţionat, fundamentarea direcţiei de cercetare, legată de studierea 

complexelor de relaţii multi-are, a fost determinată, în primul rând, de necesitatea soluţionării 

unor probleme importante cu caracter aplicativ, care puteau fi rezolvate într-un mod eficient doar 

pentru unele cazuri speciale. Într-un final, rezultatele teoretice obţinute pentru complexul de 

relaţii multi-are au permis elaborarea unor metode eficiente de soluţionare a acestor probleme, 

avansând esenţial în această direcţie. Printre ele se numără atât problemele cu caracter teoretico-

aplicativ, cum ar fi studierea varietăţilor abstracte şi clasificarea lor, precum şi problemele 

practice, cum ar fi problemele de amplasare. Problemele examinate ţin de domeniul optimizării 

discrete, dezvoltat intens în ultimele decenii [308], [309].  

Să examinăm unele dintre aplicaţiile posibile ale teoriei complexelor de relaţii multi-are.   

 

5.1. Clasificarea varietăţilor abstracte  

 

Varietatea este considerată drept una dintre noţiunile fundamentale ale matematicii cu 

diverse aplicaţii teoretico-aplicative, cu ajutorul căreia se concretizează şi se generalizează 

noţiunea de suprafaţă pentru dimensiuni oricât de mari. Studierea varietăţilor începe odată cu 

dezvoltarea geometriei corpurilor fizice şi se întâlneşte în lucrările clasice ale mai multor 

matematicieni: K.Gauss – la examinarea proprietăţilor suprafeţelor în spaţiul 3R ; H.Poiancare – 

la examinarea suprafeţelor în spaţii cu dimensiuni mari; B. Riemann – la studierea ipotezelor 

fundamentale ale geometriei, etc.  

Odată cu fundamentarea teoriei complexelor de relaţii multi-are, devine actuală problema 

introducerii noţiunii de varietate abstractă şi studierea proprietăţilor acesteia. Varietăţile abstracte 

n -dimensionale pot fi modelate în spaţiul dE , 121  ndn , obţinând astfel varietăţile 

combinatoriale. Aceste varietăţi mai sunt importante prin faptul că ele pot conduce la elaborarea 

unor modele importante nu doar din domeniul matematicilor [42], [186]. Un studiu amplu ce ţine 

de corelaţia dintre principalele clase de varietăţi n -dimensionale îi aparţine matematicianului S. 

Novikov [225]. Elementul de bază al varietăţilor abstracte îl constituie simplexul abstract, 

precum şi generalizarea acestuia – quasisimplexul abstract. Rezultatele ce ţin de studierea acestor 

varietăţi se regăsesc în lucrările [19], [23], [153], [156], [168], [177] şi se folosesc la 

soluţionarea unor probleme aplicative pe complexe speciale de cuburi abstracte [130], [144]. 

În lucrările [156], [212] a fost studiată legătura dintre varietatea abstractă și un complex 

simplu de relații multi-are. În paragraful 4.4 au fost demonstrate mai multe proprietăţi ale 
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varietăţilot abstracte degenerate, care le generalizează pe cele din [156], [212] şi care vor fi 

folosite în acest capitol pentru a obţine o clasificare a varietăților degenerate. 

Varietatea n-dimensională și proprietățile acesteia au fost studiate de către Boltiansky V. 

[305], Teleman C. [62] ș.a., fiind considerată, în primul rând, ca un spațiu euclidian de o anumită 

dimensiune, numită dimensiunea varietății. Fiecare punct de pe o varietate are o vecinătate 

omeomorfă cu o mulțime deschisă a spațiului. 

Notăm prin 
1

),(
n

x   sfera-corp în spațiul euclidian 1nE  cu centrul în punctul 1 nEx  și 

raza 0 . Sfera-corp 
1

),(
n

x   se mai numește  -vecinătate a punctului x . 

 

Definiția 5.1.1 [305]. Mulțimea 1 nEN  se numește varietate n-dimensională, ,2n  

dacă pentru orice punct Nx  există o astfel de  -vecinătate  ),( x , încât intersecția 


1

),(
n

Nx   reprezintă o mulțime omeomorfă cu sfera-corp 1)1,0(  nnn
EE . 

 

Se cunoaşte că astfel de varietăţi, numite şi varietăţi combinatorice fără borduri, pot fi 

divizate într-un complex finit de simplexe [305]. Acestea nu sunt unicele varietăţi ce admit astfel 

de divizări care, la rândul lor, se folosesc pentru obţinerea unor rezultate importante din 

domeniul topologiei algebrice. O condiţie importantă o constituie lipsa bordurilor în aceste 

varietăţi. Înainte de a formula unele rezultate adiţionale celor descrise în paragraful 4.4, vom 

defini noţiunea de bord şi vom vedea ce se întâmplă în cazul aşa-numitelor varietăţi cu borduri 

m -dimensionale, 1m . 

Să considerăm un complex de relaţii multi-are )...,,,( 10 nn QQQK   şi varietatea 

abstractă degenerată n
VD , determinată de acest complex conform definiţiei 4.4.2, examinată în 

capitolul precedent. 

În conformitate cu cele expuse în capitolul 2, notăm prin ),( mi

j  coeficientul de  - 

incidență al unui quasisimplex 
m

jQ  al complexului nK  în raport cu quasisimplexul 

nmQm

i  1,1 . Coeficientul ),( mi

j  se descrie în modul următor [130]: 

]:[),( 1 m

i

m

j

i

j QQm . 

În cazul complexului simplu de simplexe abstracte [58] a fost definită noțiunea de vacuum 

al simplexului [19]. În mod similar, această chestiune o putem face şi pentru cazul unui 

quasisimplex, care diferă de un simplex obişnuit prin repetarea elementelor şirului respectiv 

(quasisimplexul abstract este un simplex obişnuit cu bucle). 

Fie ),,(
10 kiii

k

j xxxQ   un quasisimplex oarecare cu dimensiunea k  din complexul nK . 
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Definiția 5.1.2. Dacă coeficientul de incidență ])1(:[),( 1 k

i

ik

j

i

j QQk  este egal cu 1  în 

raport cu orice fațeta )1( k -dimensională 1k

iQ  a lui k

jQ , ,,...1,0 ki   atunci ))1((\
0

1
k

i

k

i

ik

j QQ


  

se numește vacuum cu dimensiunea k  al quasisimplexului k

jQ , .1 nk   

Vom nota vacuumul quasisimplexului 
kk

jQ Q  prin k

jQ


. Evident, diferenţa k

j

k

j QQ


\  

reprezintă, la rândul său, un complex de quasisimplexe )1( k -dimensionale, nk 1 . (diferența 

respectivă reprezintă un complex generat de fațetele )1( k -dimensionale ale lui 
kk

jQ Q ). 

Acest complex se numește bord cu dimensiunea 1k  al quasisimplexului k

jQ . Astfel, din 

varietatea dată n
VD , se obţine o varietate nouă prin eliminarea unui vacuum. 

Să admitem că într-o varietate degenerată n
VD  au fost eliminate ip  vacuumuri i -

dimensionale, ni 1 . 

Definiția 5.1.3. Varietatea degenerată n
VD  din care sunt eliminate np  vacuumuri n -

dimensionale, 1np  vacuumuri )1( n -dimensionale, …, 1p  vacuumuri 1 -dimensionale, se 

numește varietate degenerată cu np  borduri n -dimensionale, 1np  borduri )1( n -dimensionale, 

…, 1p  borduri 1-dimensionale. 

Pentru varietatea degenerată cu np  borduri n -dimensionale, 1np  borduri )1( n -

dimensionale, …, 1p  borduri 1-dimensionale vom nota prin )...,,,( 21 n

n pppP 


 caracteristica 

de bord a acesteia, iar însăși varietatea o vom numi varietate nP


-degenerată, folosind pentru ea 

notaţia n

Pn
VD . Uşor se verifică că varietatea nP


-degenerată nu mai respectă condiţiile definiţiei 

4.4.2, reprezentând o structură matematică mult mai complicată. Proprietăţile varietăţilor 

abstracte degenerate, demonstrate anterior, nu au loc şi în cazul celor nP


-degenerate. Varietăţile 

respective merită o examinare aparte, care nu va constitui obiectul de cercetare în cazul prezentei 

lucrări. 

În cele ce urmează vom continua studierea varietăților ce satisfac condiţiile din definiția 

4.4.2. Astfel de varietăți sunt:  

 închise, adică fără borduri (se asigură de condiția a) din definiția 4.4.2); 

 conexe (se asigură de condiția b) din definiția 4.4.2); 

 omogene (condiția c) din definiția 4.4.2); 

 fără găuri (condiția d) din definiția 4.4.2). 
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Teorema 5.1.1. Grupul de omologii directe de ordin n  al unei varietăţi abstracte 

degenerate şi conexe forte n
VD  este izomorf cu grupul numerelor întregi, adică 

.),( ZZnn  VD  

Demonstrație. Într-o varietate conexă forte n
VD  două quasisimplexe n-dimensionale nQ  

și nQ  sunt unite printr-un drum n -dimensional .,...,...,,, 21
nn

k
n
i

nnn QQQQQQ    

Formăm  -frontiera varietății n
VD . Fiecare fațetă )1( n -dimensională a varietății va fi 

prezentă în această frontieră exact de două ori, cu semne diferite. Prin urmare, 0 n
VD , ceea 

ce înseamnă că n
VD  reprezintă un  -ciclu. Astfel, are loc egalitatea 

nnnnn

n
QQQL  ...21VD , sau nnnnn

n
QQQL  ...21VD . Aceste sume reprezintă 

niște  -cicluri, ceea ce asigură relația ,),()( ZZZ nnn  VD  deoarece nu există  -cicluri 

n -dimensionale şi omoloage cu 0. 

Vom prezenta în continuare câteva rezultate, necesare pentru examinările ulterioare, şi care 

reprezintă de fapt o generalizare a rezultatelor obţinute pentru cazul complexului simplu de 

relații multi-are (a se vedea [11], [12]), folosind aceeași tehnică de demonstrație. 

Teorema 5.1.2. Dacă într-o varietate degenerată abstractă orientabilă, fără borduri și 

conexă forte n
VD , orice subvarietate )1( n -dimensională sferică și orientabilă 

1n
 

divizează n
VD  în două componente conexe, atunci n

VD  reprezintă o varietate sferică, adică 


nn .VD  

Demonstrație. Fie n
VD  varietatea abstractă ce corespunde unui complex generalizat de 

relații multi-are și satisface condițiile teoremei. Din cele examinate anterior deducem că 

frontiera-complex 1nK  a unui simplex abstract n -dimensional reprezintă o varietate sferică 

abstractă )1( n -dimensională. Aceasta garantează existența subvarietății 



1
,

n n
VD  care 

satisface ipoteza teoremei. Examinăm șirul de schelete p-dimensionale 

nn KKKK  110 ... , np 0 , ale varietății degenerate n
VD , privindu-le ca 

complexe de relații multi-are, și un șir de subvarietăți sferice arbitrare: 

   



1 2 1

......
m n nn KVD .                               (5.1) 

Conform ipotezei teoremei, 
1n

divizează complexul nK  în două componente conexe, 


1

11

~ nn K și 
1

22 ,
~ nn K  unde 

1

1

n
și 

1

2

n
sunt două copii ale lui 

1
.

n
 Ținând cont de 
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definiția noțiunii de schelet al unui complex de relații multi-are [130], precum și de succesiunea 

de incluziuni (5.1), rezultă că și 
m

divizează complexul 1mK  în două subcomplexe, 

 mm

1

1
1

~
K și  mm

2
.

~ 1
2 K  Deci 

m

1
și 

m

2
sunt  -cicluri omoloage cu 0 . Astfel, și 


m

este un  -ciclu omolog cu 0 . 

Fie )(mZ  grupul  -ciclurilor lui 11,1  nmmK , deci și al lui .nK  Toate 

simplexele m -dimensionale ale lui nK  aparțin lui mK  (deoarece mK  este scheletul m-

dimensional al lui nK ). )(0 mZ  reprezintă grupul  -ciclurilor omoloage cu 0 ale lui ,1mK  

pe când pentru mK  acestea nu mai sunt omoloage cu 0. Formând grupul-cât 

),,()(/)( 0 Znmmm KZZ   să demonstrăm că acesta este trivial, adică e izomorf cu 0. 

Pentru aceasta e suficient a demonstra că grupul )(mZ  satisface relația .0)( mZ  

Să arătăm, pentru început, că orice  -ciclu elementar din )(mZ  al lui 1mK  este omolog 

cu 0. Pentru aceasta este suficient a demonstra că orice  -ciclu simplu din grupul )(mZ , 

raportat la complexul ,1mK  este omolog cu 0. Însă acest lucru este evident: dacă 11   mmQ K  

e un simplex arbitrar, atunci conform teoremei 4.4.3,  -ciclul m -dimensional 




 
m

i

m

i

imm QQz
0

1 ,)1(  unde quasisimplexul m

iQ  este opus vârfului i  din 1mQ , aparține 

grupului )(mZ  al complexului mK  și este un  -ciclu simplu. Concomitent, mz  este  -

frontiera  -lanțului .11   mm QL  Deci mz  aparține lui )(0 mZ , adică vom nota 

mmmm zz VD K0 , sau 1mK  are în total 1m  quasisimplexe )1( m -dimensionale: 

11
2

1
1

1
,...,, 



mmm

m
QQQ


. Astfel, avem 1m   -cicluri simple .,...,,
100201

mmm

m
zzz

  Suma acestor 

cicluri reprezintă un  -ciclu elementar și omolog cu 0 pentru complexul 1mK : 

,......
10100220110

m

m

m

ii

mmm

m
zzzzz

                                      (5.2) 

unde 11,1  mi i  .  -Ciclul mz0  din relația (5.2) nu are forma generală a unui  -ciclu 

din ).(0 mZ  

Expresia 

,...... 1000220110 1

mm

ii

mmm

mm
zgzgzgzgz 

                           (5.3) 

unde ig  este un număr arbitrar din Z , },...,2,1{ mi  , reprezintă forma generală a unui  -ciclu 

din )(0 mZ  pentru complexul 1mK . De aici, însă, nu rezultă că  -ciclurile 
mmm

m
zzz

100201 ,...,,
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constituie o bază [40] a grupului )(0 mZ  pentru subcomplexul nm KK  . Prin urmare, în 

condițiile teoremei formulate și în virtutea constatărilor de mai sus, imediat se verifică egalitatea 

(a se vedea teorema 5.1.1): 

,0......
11 00022011 


mm

ii

mm

mm
zzzz   

unde 

1

1

0 1,1, 

  mi

m

i

m

i iQz  , 

și deci  

....
11 01022101

mmm

mm
zzz


                                            (5.4) 

Considerând că grupul )(0 mZ  aparține subcomplexului mK , acesta necesită a fi notat prin 

)(mZ , deoarece vacuumurile respective 11

2

1

1 1
,...,, 



mmm

m
QQQ 



 (definiția 5.1.2), ce corespund 

frontierelor determinate de  -ciclurile menționate, nu aparțin lui mK . 

Menționăm că orice  -ciclu general mz  al grupului )(mZ  pentru complexul mK  poate 

fi reprezentat sub forma: 

,......
112211

mm

ii

mmm

mm
zgzgzgzgz


                             (5.5) 

unde ,1 m

i

m

i Qz  iar }.,...,2,1{, 1 mi iZg   

Să considerăm familia m
VD  a tuturor subvarietăților ,1 mm

VDVD  ce divizează 1mK  

în două componente conexe. Rezultă că familia }{ m
VD  divizează 1mK  în componentele 

conexe 11

2

1

1 1
,...,, 



mmm

m
QQQ  , considerate ca subcomplexe ale lui ,1mK  adică: 


1

1

11 .




 
m

i

mm

iQ


K  

Precum s-a observat anterior, dacă subvarietatea arbitrară 1n
VD  divizează n

VD  în două 

componente conexe, atunci rezultă că și subvarietatea sferică arbitrară m
VD  divizează 

subcomplexul nm
VD1K  în două componente conexe. Deci,  -ciclurile ,1

101

 mm Qz  

,...,1

202

 mm Qz 1

0 11




 mm

mm
Qz   determină  -ciclul general mz0  al grupului )(0 mZ , pentru 

complexul mK  (a se vedea relația (5.2)). Aceste  -cicluri completate, respectiv, cu 

vacuumurile 
11

2

1

1 1
,...,, 



mmm

m
QQQ 



, determină simplexele .,...,, 11

2

1

1 1





mmm

m
QQQ   Prin urmare,  -

ciclurile ,...,, 1

22

1

11

  mmmm QzQz
1

1




 mm

mm
Qz   sunt omoloage cu 0. Conform relației (5.3), 

expresia (5.5) este argumentată. 
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Să arătăm că  -ciclul din (5.5) este omolog cu 0 . Pentru aceasta e suficient a apela la 

demonstrația relației ,0 mL  pentru orice },...,1,0{ nm , de unde avem că 

}.1,...,2,1{,0  nmQm  În continuare se verifică egalitatea:  

.0...... 11

11

11

1   mmmmm

g mmmm
QgQgzgzgz    

Deci, pentru complexul nK  obținem că ,0)( mZ  ceea ce implică relația 

.11,0),(  nmZnm K  

Cunoscând proprietățile frontierei-complex 1nK  a unui quasisimplex abstract n -

dimensional ,nQ  deducem că pentru complexul nn
VDK  se verifică relațiile: 

,),(,0),(...),(,),( 110 ZZZZZZ nnnnnn   KKKK  

pe când rangul grupului Z este egal cu 1. Deci, în conformitate cu formularea teoremei, obținem: 








 

 ,11,2dacă,2

,12dacă,0
)1()()(

1 nmmn

mn
r

n

i

i
inn KVD  

unde ir  reprezintă rangurile grupurilor de omologii directe .0),,( niZni  K  

În cele ce urmează vom face o clasificare a varietăților abstracte degenerate, orientabile și 

fără borduri. O astfel de clasificare este cunoscută pentru varietățile determinate de complexele 

obișnuite de relații multi-are [212]. Apariția în cazul nostru a quasisimplexelor abstracte n-

dimensionale își are „farmecul” său datorită buclelor p -dimensionale, 10  np . Ca rezultat 

vom obține o clasificare care le conține pe cele din [212]. 

Fie mQ  un quasisimplex m-dimensional, determinat de șirul ordonat ),...,,( 21 mxxx . 

Vom spune că două subșiruri ereditare 
piii

xxx ,...,,
21

 și 
pjjj

xxx ,...,,
21

, de lungime p , sunt 

distincte dacă ele diferă cel puțin printr-un element.  

Definiția 5.1.4. Familia },...,2,1:),...,,{(
21

txxx
piii

p    din 1t  subșiruri ereditare de 

lungimea p, distincte două câte două, a unui quasisimplex abstract m-dimensional 

),...,,( 21 m
m xxxQ  , ce posedă proprietățile: 

a) toate elementele 

piii xxx ,...,,
21

 ale unui subșir ereditar t,...,2,1  sunt distincte între ele; 

b) toate cele   subșiruri ereditare, t1 , sunt formate din aceleași p elemente ale 

mulțimii inițiale X; 

c) p  este o familie maximală de subșiruri ereditare de lungimea p, adică pentru 

quasisimplexul ),...,,( 21 m

m xxxQ   nu există o altă familie de subșiruri ereditare p

*  de 

lungimea p, ce posedă proprietățile a) și b), astfel încât ;*
pp   
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 d) pentru quasisimplexul mQ  nu există o altă familie formată, de asemenea, din 1t  

subșiruri ereditare de lungimea pq  , },...,2,1:),...,,{(
21

txxx
qsss

q   , cu 

proprietățile a) și b) menționate mai sus, astfel încât elementele lui X, ce generează 

subșirul p

iii p
xxx ),...,,(

21

 , formează o submulțime a mulțimii de elemente din care e 

format subșirul q

sss q
xxx ),...,,(

21

 ,  

se numește buclă p-dimensională de gradul t a quasisimplexului .mQ  

Menționăm că cazul t=1 generează condiția p=m, ceea ce înseamnă că quasisimplexul mQ  

reprezintă un simplex obișnuit mS , studiat în [58]. 

Să construim acum un șir infinit de varietăți n-dimensionale neizomorfe. Din cele expuse 

mai sus rezultă că un complex generalizat de relații multi-are poate avea bucle cu dimensiunea 

.1,...,2,1  np  Precizăm că, caracteristica Euler a unei varietăți sferice degenerate (a se vedea 

definiția 4.4.4) nu depinde de numărul de bucle și dimensiunile acestora, ci doar de dimensiunea 

varietății. 

În conformitate cu situația clasică, varietatea sferică ce corespunde unui complex obișnuit 

[58] de relații multi-are se numește varietate cu genul 0 (a se vedea [32], [62], [212], [216], 

[217] ). Existența buclelor p -dimensionale în complexele generalizate nK  conduc spre o 

varietate sferică degenerată cu dimensiunea n , ce conține simplexe de tip „șa” cu dimensiunea 

10  np . Aceste simplexe corespund buclelor complexului .nK  

Fie 1X  și ,, 212 XXX   mulțimi finite de elemente, în baza cărora, prin complexele 

generalizate de relații multi-are, se construiesc două varietăți sferice degenerate disjuncte cu 

genul 0: 
n

1
și 

n

2
.  Să considerăm că pe aceste sfere există un număr suficient de mare de 

quasisimplexe n-dimensionale, încât pe 
n

1
și, respectiv, 

n

2
să existe câte două 

quasisimplexe nn QQ 1211 ,   și  nn QQ 2221 , , care respectă condițiile: 

.

,

2221

1211





nn

nn

QQ

QQ




 

Determinăm bordurile lui 
n

1
și nQ2  prin eliminarea vacuumurilor simplexelor indicate: 

,][\)(

,][\)(

1212121

2

1111111

1

nnnn

nnnn

QQQbd

QQQbd
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].[\)(

,][\)(

2222222

2

2121212

1

nnnn

nnnn

QQQbd

QQQbd












 

Deoarece bordurile 
n

bd
1

1 )(  și 
n

bd
2

1 )(  sunt izomorfe ca suprafețe de simplexe, există un 

izomorfism și între 
n

bd
1

2 )(  și 
n

bd
2

2 )( . „Lipim” frontierele 
n

bd
1

1 )(  cu 
n

bd
2

1 )(  și 


n

bd
1

2 )(  cu 
n

bd
2

2 )( . (Aici e vorba de „lipirea” izomorfică a frontierelor respective.) 

Prin verificarea condițiilor definiției 4.4.2, ne convingem că în urma acestei operații de 

„lipire” se obține o varietate degenerată nouă, pe care o vom nota prin n

1VD  . 

Definiția 5.1.5. Varietatea degenerată n

1VD  se numește varietate degenerată cu genul 1. 

Într-o ilustrare grafică, varietatea n

1VD  s-ar deosebi de varietatea sferică 
n

1
(sau 

n

2
)  

prin faptul că are o singură „gaură”. 

Să presupunem că avem două varietăți degenerate n

1VD  (varietate cu o gaură) și n

0VD  

(varietate fără gaură – varietate sferică degenerată), care posedă proprietățile: 

a) există perechile de quasisimplexe 

nnn QQ 121 )1(),1( VD          și       ;)0(),0( 021

nnn QQ VD  

b) perechile de quasisimplexe alese satisfac condițiile: 

,)1()1( 21 nn QQ   

.)0()0( 21 nn QQ   

Examinăm bordurile: 

)].0([)0(\)0()(

)],0([)0(\)0()(

)],1([)1(\)1()(

)],1([)1(\)1()(

2220

2

1110

1

2221

2

1111

1

nnnn

nnnn

nnnn

nnnn

QQQbd

QQQbd

QQQbd

QQQbd

















VD

VD

VD

VD

 

„Lipim” iarăși izomorfic frontierele )( 1

1 nbd VD  cu )( 0

1 nbd VD  și, respectiv, )( 1

2 nbd VD  cu 

)( 0

2 nbd VD . Ca rezultat obținem, din nou, o varietate abstractă n-dimensională (a se vedea 

definiția 4.4.2).  

Definiția 5.1.6. Varietatea abstractă degenerată 
n

2VD  se va numi varietate cu genul 2. 

(Genul 2 al varietății înseamnă ca avem o varietate cu două „găuri”). 
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Acum putem generaliza operația de lipire descrisă mai sus: fie am obținut două varietăți 

degenerate n

p 1VD  și ,0

n
VD  adică una are 1p  „găuri”, iar alta este varietate sferică degenerată. 

Considerăm )1(1 pQn  și )1(2 pQn  două quasisimplexe n -dimensionale din ,1

n

pVD  iar )0(1

nQ  

și )0(2

nQ  – două simplexe n -dimensionale din .0

n
VD  Construim bordurile: 

)].0([)0(\)0()(

)],0([)0(\)0()(

)],1([)1(\)1()(

)],1([)1(\)1()(

2220

2

1110

1

2221

2

1111

1

nnnn

nnnn

nnnn

p

nnnn

p

QQQbd

QQQbd

pQpQpQbd

pQpQpQbd





















VD

VD

VD

VD

 

„Lipim” iarăși izomorfic bordurile )( 1

1 n

pbd VD  cu )( 0

1 nbd VD  și, respectiv, )( 1

2 n

pbd VD  cu 

)( 0

2 nbd VD . Obținem o varietate nouă .n

pVD  

Definiția 5.1.7. Varietatea n

pVD  se numește varietate abstractă degenerată de genul p  

(adică cu p  găuri). 

Conform celor descrise mai sus, rezultă că printr-o pocedură iterativă se poate obține un șir 

infinit de varietăți degenerate cu genul :,...1,0p  

,...,...,,, 210

n

p

nnn
VDVDVDVD                                                (5.6) 

În literatura de specialitate, noțiunea de gen are un sens mult mai variat și complicat (a se 

vedea [64]). Din aceste considerente, vom folosi mai mult, în continuare, noțiunea de varietate 

degenerată cu găuri. 

Prin analogie cu cele cunoscute pentru proprietățile abstracte ce corespund complexelor de 

relații multi-are simple [58], [212], vom demonstra, în cele ce urmează, un șir de rezultate ce țin 

de specificul varietăților degenerate multidimensionale. 

Teorema 5.1.3. Pentru o varietate degenerată multidimensională ,n

pVD  ,...}2,1,0{p , se 

verifică egalitatea: 










,12,0

,2,22
)(

mndacă

mnădacp
n

pVD                                   (5.7) 

unde ,...}3,2,1{m .  

Demonstrație. Demonstrația teoremei o vom face prin aplicarea inducției matematice în 

raport cu numărul de „găuri” p  al varietății ., Npn

p VD  

În cazul 0p  avem varietatea sferică 
n

0VD . Ținând cont de definiția 4.4.4, obținem: 
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,2dacă,2

,12dacă,0
)()( 0

mn

mnnn VD  

unde .Nm  

Admitem că afirmația teoremei este adevărată pentru cazul tp  , 0t . Examinăm cazul 

1 tp . Să demonstrăm că are loc egalitatea: 








 

.2dacă),1(22

,12dacă,0
)()( 1

mnt

mnnn
t VD  

În lucrarea [130] se demonstrează că pentru oricare două subcomplexe generalizate pK  și 

qK  ale unui complex generalizat de relații multi-are nK , ,,0 nqp   are loc egalitatea: 

)()()()( qpqpqp KKKKKK    . 

(Dacă subcomplexele respective sunt disjuncte, atunci ultimul termen al relației menţionate 

este egal cu zero) 

În baza acestei relații, a metodei de construire a șirului (5.6) și a pasului precedent al 

inducției matematice, obținem:  

a) ,022)1(022)1(0)( 2222   mmn

tVD  

pentru 12  mn ; 

b) ,2202)1(202)1()1(22)( 1222 tt mmn

t  
VD  

pentru .2mn   

Notă. În cazul n=1 există o singură varietate degenerată, care este sferică și nu conține 

găuri, adică 
11

0 .VD  Pentru 1

0VD  are loc egalitatea .0)( 1

0 VD  

Fie X o mulțime arbitrară de elemente, selectate dintr-o altă mulţime M , cardM , în 

baza căreia se construiește un complex generalizat de relații multi-are nK . 

Considerăm că acest complex satisface condițiile a)-d) ale definiției 4.4.2 și, prin urmare, 

determină o varietate abstractă degenerată n
VD . Totdeauna putem admite că mulțimea de 

elemente X este suficient de mare, astfel încât se va găsi un element ,* Xx   neutilizat la 

construcția varietății .n
VD  Formăm simplexul 0-dimensional ).( 0

0 xS   (În baza definiției 

complexului generalizat din [130], putem considera 0S  și ca un quasisimplex 0Q ). Acum toate 

quasisimplexele din n
VD  le vom înlocui prin quasisimplexele de forma 

1

00 ),...,,,()(
10

 p

iii

p QxxxxQx
p

, unde ,npQ VD  },...,1,0{ np . 

Definiția 5.1.8. Quasisimplexul obținut 1pQ  se numește piramidă degenerată cu vârful 0x  

și baza pQ , şi se notează prin .nPD  
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Construcția piramidei degenerate se face prin analogie cu cele din [218]. 

În continuare vom face o clasificare a mulțimii tuturor varietăților degenerate abstracte, 

orientabile și fără borduri. A clasifica mulțimea tuturor varietăților n -dimensionale înseamnă a 

diviza această mulțime în clase (grupe), conform unei proprietăți, astfel încât proprietatea 

fiecărei varietăți din clasa dată să fie aceeași și totodată să difere de proprietatea altei clase. 

Șirul de varietăți degenerate construite (5.6) permite să facem o clasificare conform 

numărului de „găuri” al acestora. Menționăm că, șirul (5.6) reprezintă un șir de varietăți 

degenerate abstracte, orientabile, n -dimensionale și fără borduri. 

În mod similar cu cele demonstrate în [212], [218], pentru varietatea degenerată obținem 

următorul rezultat. 

Teorema 5.1.4. Dacă n
VD  este o varietate degenerată abstractă, orientabilă, fără borduri 

și conexă forte, determinată în baza unui complex generalizat de relații multi-are ,nK  atunci în 

șirul (5.6) există o varietate care conține același număr de găuri ca și n
VD . 

Demonstrație. Vom nota prin 
 )1(

1

n
o subvarietate abstractă și sferică din n

VD . Să 

admitem că orice astfel de subvarietate divizează n
VD  în două componente conexe. Conform 

teoremei 5.1.2, putem considera că n
VD  este o sferă abstractă, adică 

nn .VD  Aceasta 

înseamnă că varietatea căutată în șirul (5.6) este n

0VD . Prin urmare, n
VD  este de genul 0. 

Să admitem că n
VD  nu este varietate sferică degenerată. Atunci în n

VD  există o 

subvarietate 
1

)1(
.

n
 Conform presupunerii, ca rezultat se obține o varietate conexă cu două 

borduri 
1

1)1(

n
și 

1

2)1(

n
izomorfe cu 

1

)1(
.

n
 Aceste două borduri se obțin dintr-o mulțime de 

simplexe și vacuumuri care se datorează „tăieturii” făcute pe 
1

)1(
.

n
 Bordurile satisfac condiția:  

 
 


1

1)1(

1

2)1(
.

n n
  

Pe bordurile obținute se construiește câte o piramidă degenerată conform definiției 5.1.6. 

Notăm aceste piramide prin 
nPD 1)1(  și 

nPD 2)1( , iar varietatea obținută – prin .)1(

n
VD  

Ușor se verifică că varietatea obținută posedă proprietățile: 

I. Fiecare quasisimplex )1( n -dimensional de pe frontierele 
1

1)1(

n
și 

1

2)1(

n
este fațetă 

comună exact pentru două quasisimplexe n-dimensionale. 

II. Oricare două quasisimplexe n -dimensionale disjuncte (cu intersecție vidă) pot fi unite 

printr-o succesiune de quasisimplexe n -dimensionale, astfel încât fiecare două 
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quasisimplexe vecine din șirul respectiv au o fațetă )1( n -dimensională comună. Aceasta 

rezultă din definiția varietății degenerate n
VD  și a piramidelor nPD 1)1(  și nPD 2)1( . 

III. Fiecare quasisimplex m -dimensional, nm 0 , de pe bordurile pe care s-au construit 

piramidele, aparține unui quasisimplex n -dimensional din n
VD , sau uneia din cele două 

piramide construite. 

IV. Simplexele de pe bordurile pe care s-au construit piramidele degenerate determină două 

varietăți abstracte degenerate fără găuri. 

Deoarece varietatea degenerată n
VD  este conexă forte, rezultă că piramidele nPD 1)1(  și 

nPD 2)1(  pot fi construite astfel încât n

)1(VD , de asemenea, să fie conexă forte. Pentru aceasta e 

suficient de făcut ca orice quasisimplex n -dimensional n

jQ  al piramidei nPD 1)1(  sau ( nPD 2)1( ) să 

fie concordant cu quasisimplexul vecin n

iQ  din  
n nn

1)1(

)(

2)1(
.VD  

Demonstrăm teorema aplicând inducția matematică în raport cu numărul de „găuri” .Nq   

Cazul q=1. Vom arăta că 2)(( )0()1(  nn
VDVD  , unde .)0(

nn
VDVD    


1

1)1(

n
 și nPD 2)1(  reprezintă bazele piramidelor degenerate nPD 1)1(  și nPD 2)1( . Folosind cele 

menționate anterior, vom avea: 

1)1(...)1(1)1()1()( 10
1

1

0

0
1)1(  





 n
n

n

i

i
inPD  . 

De asemenea, și 1)( 2)1( nPD . 

Din relația nnnnn PDPD 2)1(1)1(

1

)1()1( )\( 


 VDVD  rezultă: 

)()()()()( 2)1(1)1(

1

)1()1(

nnnnn PDPD   


VDVD .                  (5.8) 

Ținând cont de faptul că 1)()( 2)1(1)1(  nn PDPD  , precum și de relația (5.7), din (5.8) 

obținem: 

a) ,2)(110)()( )0()0()1(  nnn
VDVDVD   pentru ;,2 Nmmn   

b) ),(112)()( )0()0()1(

nnn
VDVDVD    pentru .,12 Nmmn   

Din raționamentele de mai sus, conchidem că, pentru cazul 1q , afirmația teoremei este 

adevărată. 

Cazul q=p-1. Presupunem că s-au făcut 1p  „tăieturi” sferice pentru varietatea 

.)0(

nn
VDVD   
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Dacă mn 2 , atunci are loc formula recurentă  )()( )0()1(

nn

p VDVD   )1(2  p . În cazul 

12  mn  se verifică egalitatea:  )( )1(

n

pVD  .0)( )0(  n
VD  (Ținem cont de faptul că 

varietatea n

p )1( VD  nu este sferică.) 

Cazul q=p. Conform pasului inductiv 1 pq  și teoremei 5.1.2, varietatea degenerată 

)( )1(

n

pVD  dispune de o varietate sferică 
1

)(

n

p
. Completând cu două piramide )( 1)(

n
pPD  și 

)( 2)(

n

pPD , obținem: 





1

)( 2)(1)()1()( .\
n

p

n

p

n

p

n

p

n

p PDPD VDVD  

Ca și în cazul 1q , obținem: 




 
1

)( 2)(1)()1()( )()()(\
n

p

n

p

n

p

n

p

n

p PDPD VDVD ,  

de unde: 

















.12pentru),(

,2pentru,2)(110)(
)(

)1(

)1()1(

)(
mn

mn

n
p

n
p

n
pn

p
VD

VDVD
VD




  

În caz că )( )(

n

pVD  este varietate sferică, atunci ținând cont de relația pentru )( )1(

n

pVD  

(cazul inductiv 1 pq ), obținem: 












.12pentru,0

,2pentru,22)(
)(

)0(
)(

mn

mnpn
n

p

VD
VD


  

Din cele demonstrate, precum și rezultatele din lucrările [130], [153], [156], [212], [218], 

rezultă că complexul de relații multi-are reprezintă o structură discretă nouă ce poate fi utilizată 

cu succes la efectuarea unor cercetări cu caracter teoretico-aplicativ. Prin intermediul acestui 

complex au fost realizate cercetări ce țin de studierea diferitelor tipuri de varietăți abstracte. 

 

5.2. Mediana complexului de cuburi abstracte 

 

Problema calculării medianei, precum și multiplele variații ale acesteia, se întâlnesc la 

soluționarea problemelor cu caracter aplicativ, cunoscute în literatura de specialitate ca probleme 

de amplasare. Deseori apare necesitatea amplasării unui centru de deservire pentru o rețea de 

utilizatori, reprezentată, de regulă, printr-un graf neorientat, astfel încât suma distanțelor minime 

de la acest centru până la celelalte noduri ale rețelei să fie minimă. Locul optimal de amplasare, 

în sensul indicat mai sus, se numește mediană. Ținând cont de esența funcției scop, astfel de 

probleme se mai numesc probleme de amplasare de tip minisumă şi se întâlnesc frecvent la 
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soluționarea problemelor practice legate de alegerea locului „potrivit” pentru o stație de 

telefoane, a unui depozit pentru o rețea de magazine, legate printr-o infrastructură de drumuri, a 

unui oficiu poștal dintr-o localitate, etc.  

La general, problema medianei este o problemă NP-completă [86], cu toate consecințele ce 

urmează din această constatare. Totuși, în unele cazuri speciale, frecvent întâlnite în practică, se 

reușește elaborarea unor metode eficiente de calculare a medianei. O oportunitate în acest sens 

ne oferă complexul de cuburi abstracte.  

Definiția noțiunii de mediană este bine cunoscută din literatura de specialitate, fiind întâlnită 

deseori în diferite interpretări, determinate de specificul problemelor studiate [60], [116], [125], 

[151], [169], [173], [180], [192]. 

Fie ),( dX  un spaţiu metric finit cu mulțimea de elemente  nxxxX ,...,,= 21  şi 

)(),(=)(
1=

ii

n

i

xpxxdxf   o funcţie definită pe X , unde )( ixp  este un număr real pozitiv, numit 

ponderea elementului Xxi  . 

Definiţia 5.2.1. Punctul Xx  , care satisface egalitatea 

)(),(min=)(
1=

ii

n

i
Xx

xpxxdxf 


 ,                                            (5.9) 

se numeşte mediana lui X . 

Sunt cunoscute aplicările medianei în practica cotidiană, mai ales în amplasarea obiectelor 

de deservire. Însă procedura de calculare a acesteia în conformitate cu formula (5.9) devine, în 

anumite condiţii, o chestiune anevoioasă. În lucrările [213], [60], [214], pentru nişte complexe 

speciale sunt expuşi algoritmi eficienţi de aflare a medianei, fără a utiliza metrica. Prezenta 

lucrare generalizează în mare măsură rezultatele expuse în lucrările [60] şi [214], însă dacă în 

[213] mediana se calculează eficient pentru un arbore simplu ponderat, atunci lucrarea în cauză 

aplică un arbore abstract omogen n -dimensional, 1n . Pentru scheletul (a se vedea mai jos) 1-

dimensional al acestui arbore se propune un algoritm eficient de aflare a medianei fără a utiliza 

vreo metrică. 

Algoritmul de calculare a medianei pentru un arbore finit cu ponderi pozitive ale 

elementelor, descris în lucrarea [213], este nu doar un algoritm elegant, dar şi-a găsit şi aplicaţii 

practice. Aceeaşi situaţie o avem şi în cazul unui complex de patrulatere [60] cu muchiile 

ponderate în mod special pentru spaţiul euclidian 2E . 

Problema în cauză a fost formulată pentru prima dată, şi parţial soluţionată, la finele anilor 

'60 în cadrul Institutului de Matematică cu Centrul de Calcul al Academiei de Ştiinţe a Moldovei. 
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Atunci nu s-a reuşit a obţine soluţii eficiente pentru dimensiuni mai mari decât doi. Cercetările 

ultimilor ani au condus la obţinerea unor rezultate teoretice pentru dimensiuni mari, aplicând 

construcţii noi, precum e complexul de cuburi abstracte. Studierea acestor complexe se face prin 

utilizarea grupurilor de omologii directe [52], [32], [305] ale acestora. 

Fie n

A  un complex cubic abstract omogen (a se vedea difiniția 4.5.3), însă considerat de 

acum nonorientat. Conform teoremei 4.5.1, frontiera n

Abd  este o sferă 1)( n -dimensională 

cubiliată 1nS . Fie 10 )( nI Sst  – steaua vârfului 0I  calculată pe sfera 1nS . 

Vom examina, în cele ce urmează, problema calculării medianei unui complex special de 

cuburi abstracte, considerând că vârfurile complexului n

A  se i-au dintr-un spaţiu metric discret, 

reprezentat printr-o mulţime oarecare M . În aceste condiţii, dacă M0I , atunci mediana lui 

n

A  este determinată de punctul Mx * , ce satisface relaţia: 

)(min=)( xfxf
Mx

 ,                                                      (5.9′) 

unde )(xf  este funcţia definită pe mulţimea M  şi cu valori în R : 

 RMf :  încât )(),()(
0

i

x

i xpxxdxf

i





I

. 

Definiția 5.2.2. Un complex abstract n -dimensional, omogen și neorientat n

A , care 

satisface condițiile: 

1) orice cub n

A

kI  int  aparține cel puțin la kn2  cuburi n -dimensionale din n

A , nk 0 ; 

2) dacă 0I  este un vârf din n

Abd , căruia îi sunt incidente exact n  arce ale lui n

Abd , iar 

steaua )( 0Ist
n

Abd  conține exact n  cuburi 1)( n -dimensionale ale lui n

Abd , atunci 

cubul n -dimensional nI , determinat de această stea, aparține complexului n

A , 

se numește arbore omogen n -dimensional. Notăm acest arbore prin nA . 

 

 

Fig. 5.1. Complex omogen 3 -dimensional ce nu corespunde definiţiei 5.2.2 

 

Nota 5.2.1. Existenţa complexelor de cuburi abstracte, ce satisfac condiția 1 a definiției 

5.2.2, este asigurată de lema 4.5.1. 
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Prin definiţia 5.2.2 este exclusă situaţia din figura 5.1, importantă pentru calcularea 

medianei complexului. În astfel de situaţii, totdeauna se poate indica un sistem de ponderi ale 

vârfurilor, încât mediana *x  să nu aparţină complexului n

A . De exemplu, condiţia 2 din 

definiţia arborelui omogen este necesară la calcularea medianei pentru n

A(1)sk , care poate să nu 

se afle pe n

A(0)sk , adică 0* \IMx  . 

Pentru a ilustra cele menționate, vom examina complexul cubic 2

A , reprezentarea 

geometrică a căruia este dată în figura 5.1. Considerând muchiile cu lungimile egale cu 1, iar 

ponderile vârfurilor: 

100=)(=)(=)( zpypxp , 

1=)(wp , pentru celelealte vârfuri din 2

A , 

conform formulei (5.9′), în calitate de mediană vom obține vârful v , care nu aparţine mulțimii 

n

A (0)0
skI . 

Considerăm în continuare funcţia 

 Rp 0:I                                                          (5.10) 

şi lungimile muchiilor din clasele de muchii paralele mCCC .,,.., 21  egale, respectiv, cu numerele 

mddd ,...,, 21 ,                                                          (5.11) 

unde 0>id , pentru mi 1 . Astfel, se presupune că toate muchiile ce aparţin unei clase au 

aceeaşi lungime. Mai târziu vom arăta că lungimile respective ale muchiilor pot fi omise. 

Numărul )( 0Ip  se numeşte pondere a cubului 0 -dimensional 00 II . 

Descrierea metodei de calculare a medianei arborelui nA  o vom începe cu construirea unui 

spaţiu normat m -dimensional şi interpretarea ulterioară a complexului nA  în acest spaţiu (aici 

m  reprezintă numărul de clase de muchii paralele din nA ). 

Fie  0

00 1:=  II  şi  1

11 1:=  II  mulţimile de vârfuri şi, respectiv, de 

muchii ale arborelui nA . Fixăm un lanţ arbitrar ),...,,(= 11

2

1

1

1

k
IIIL  , 11   i , ki 1 , cu 

originea 00 I
i

I  şi extremitatea în 
00 I

j
I . Formăm numărul întreg nenegativ (a se vedea 

condiţiile (5.10) şi (5.11)) 

,..=),( 2211

00

mm
ji

dtdtdtIId                                         (5.12) 

unde 0=it  (sau 1=it ) dacă 1L  trece de un număr par (sau impar) de ori prin muchiile 

complexului n

A , ce aparţin clasei iC , mi 1 [155], [296]. 
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Teorema 5.2.1. Relaţia (5.12) reprezintă metrica Hamming [215]. 

Demonstraţie. Din relaţia (5.12) şi condiţia (5.11) avem: 

1) 0),( 00 
ji

IId  . Din egalitatea 0=),( 00

ji
IId   rezultă egalitatea: 

0=...== 21 mttt , 

ceea ce conduce la relaţia 00 =
ji

II  ; 

2) egalitatea ),(=),( 0000

ijji
IIdIId   este evidentă; 

3) pentru oricare trei vârfuri distincte 0000 ,, I
kji

III  , ţinând cont de definirea numărului 

),( 00

ji
IId  , uşor se verifică 

).,(),(=),( 000000

jkkjji
IIdIIdIId    

Aceasta din urmă şi demonstrează că (5.12) este metrica Hamming. 

Fie arborele nA  dispune de clasele de muchii paralele mCCC .,,.., 21  cu lungimile fixate 

(5.11). Considerăm spaţiul mR1  peste câmpul numerelor reale cu norma i

m

i

xx
1

=


 . Din originea 

mRO 1 , depunem pe axele de coordonate pOYOYOY ,...,, 21  segmente cu lungimile mddd ,...,, 21 . 

Construim în mod univoc pe aceste segmente paralelipipedul mP . Mulţimea tuturor faţetelor k -

dimensionale, mk 0 , a acestui paralelipiped formează un complex de paralelipipede k -

dimensionale. Vom nota acest complex prin },0{= mkmkk PPP . În cazul 1=k  obţinem 

complexul 1
P , care reprezintă reuniunea tuturor faţetelor 0 - și 1-dimensionale din mP . Acest 

complex este un subcomplex al lui m
P . Complexul 1

P  reprezintă un graf conex, metric și 

nonorientat. Vom nota acest graf prin );(= VYH , unde Y  și V  reprezintă mulţimile de vârfuri 

și, respectiv, muchii din 1
P . 

Precum a fost menţionat în paragraful 4.5, scheletul 1-dimensional al complexului de cuburi 

abstracte n  reprezintă un graf orientat, notat prin );(= GG UXG . În acest graf, vârfurile 

corespund cuburilor 0 -dimensionale, iar arcele – cuburilor 1-dimensionale din complexul n . 

Teorema 5.2.2. Pentru arborele nA  există o aplicaţie univocă mnA P: , care 

interpretează nA  pe un subcomplex din m
P , astfel încât 1: PG  reprezintă o izometrie. 

Veridicitatea teoremei rezultă imediat din modalitatea de construire a complexului m
P  şi 

din relaţia (5.12). 

În spaţiul mR1 , mulţimea de vârfuri )( GX  o notăm prin )(},...,,{=
021

nAyyyY   .  
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Considerăm funcţia  

)(=)(
0

1=

i

i

ypyf 


|| iyy  ||,                                              (5.13) 

unde iy  este imaginea lui Gi Xx  , cu ponderea )(=)( ii xpyp , 01  i . 

Vom demonstra că punctul mRy 1 , care minimizează funcţia (5.13), este mediana grafului 

);(= VYH . 

Fără a face vreo confuzie, notăm prin y  şi vectorii din mR1 . Astfel, pentru vectorul 

mm Ryyyy 1

21 ),...,,(=   formăm diferenţele ii yy 1 , i

n

iii yyyy  ,...,2 , mi 1 , şi mulţimile de 

indici:  

 

0.<:=

0,=:=

0,>:=

0

i

j

i

i

i

j

i

i

i

j

i

i

yyjI

yyjI

yyjI











                                                  (5.14) 

Relaţiile (5.14) se construiesc exact ca în [214]. 

Teorema 5.2.3. Vectorul m

j Ry 1  minimizează funcţia (5.12) dacă şi numai dacă sunt 

satisfăcute relaţiile:  

).()(

),()(

0

0

j

i
I

i
Ij

j

i
Ij

j

i
Ij

j

i
I

i
Ij

ypyp

ypyp













                                            (5.15) 

Demonstraţia teoremei se face în mod analog cu cea a teoremei 3.1 din lucrarea [60]. 

Teorema 5.2.3 permite să afirmăm un fapt important: mediana grafului metric H  nu depinde 

de lungimile mddd ,...,, 21  ale muchiilor din V . Prin urmare, paralelipipedul mP  poate fi înlocuit 

printr-un cub unitate al lui mR1 , utilizând operaţia de dilatare sau constrângere a fiecărei muchii 

cu lungimea id , mi 1 .  

Cubul unitate m -dimensional obţinut îl vom nota prin mE . Ca rezultat al acestor 

raşionamente, obţinem aplicaţia: 

mm EP: .                                                          (5.16) 

Putem considera că coordonatele vârfurilor cubului unitate mE  în spaţiul mR1  sunt numerele 

0  şi 1 . Astfel, fiecărui vârf al cubului îi corespunde un cortegiu binar cu lungimea m . Prin 

aplicaţia  , graful H  trece într-un graf metric )(H , pe care îl vom nota prin 

mEWZ );(=G . Ca rezultat obţinem că, atât pe cubul unitate mE , cât şi pe graful obţinut 
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mE);(= WZG , este definită metrica Hamming. Mulţimea de vârfuri Z  a grafului G  este 

)( 0I , iar mulţimea de muchii W  reprezintă mulţimea de muchii )( 1I . Clasele de 

muchii paralele mCCC .,,.., 21  se transformă în următoarele clase de muchii paralele din mI :  

)(=),...,(=),(= 1

2

1

21

1

1 mm CCCCCC  , 

reuniunea cărora nu acoperă neapărat toate muchiile din cubul unitate mE . Ar fi o acoperire doar 

în cazul când mnA P= . 

Pentru mulţimea de vârfuri  
0

,...,,= 21 zzzZ  păstrăm aceleaşi ponderi:  

,)()(,...,)()(  ,)()(
002211  xpzpxpzpxpzp                           (5.17) 

unde )(= ii xz  , 01  i . 

Astfel, am obţinut aplicaţia izometrică:  

GG: . 

Fie vârful Ziz  al cubului mE  are coordonatele ),,...,,(= 21 m

iiii zzzz  unde 1=j

iz  sau 

0=j

iz  (pe cub e definită metrica Hamming). 

Deoarece mediana din mR1  nu depinde de metrică, considerăm că lungimile mddd ,...,, 21  ale 

muchiilor din toate clasele de muchii paralele sunt egale cu 1. Notăm arborele nA  prin (1)nA . În 

aceste condiţii, aplicaţia mn EA (1))(  este, la fel, o izometrie, unde (1))( nA  este un 

subcomplex al complexului, format din faţetele lui mE . Relaţia de izometrie permite examinarea 

medianei arborelui (1)nA  pe subcomplexul (1))( nA . 

Formăm matricea N , liniile căreia corespund vârfurilor grafului G , iar coloanele – 

claselor de muchii paralele 11

2

1

1 .,,.., mCCC :  

00000

...

...

......

..................

......

..................

......

......

=

......

2

1

21

21

22

2

2

1

2

11

2

1

1

1

111

2

1

1


z

z

z

z

zzzz

zzzz

zzzz

zzzz

N
i

mj

m

i

j

iii

mj

mj

mj





































CCCC

 

Pentru fiecare coloană j  din matricea N  calculăm un număr jr , considerând 1=jr  sau 

0=jr , mj 1 , conform regulilor: 

a) dacă produsul scalar 
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)(=))(),...,(),()(,...,(
0

00 1=2121 i

j

ii

jjj zpzzpzpzpzzz 


  

este un număr mai mare decât 


0

1

)(
2

1 

i

izp , atunci 1=jr , iar dacă acest produs este mai mic decât 

suma indicată, atunci 0=jr ; 

b) dacă are loc egalitatea  

),(
2

1
=)(

00

1=1=

i

i

i

j

i

i

zpzpz 


                                              (5.18) 

atunci valoarea lui jr  se alege în mod arbitrar: 0 sau 1.  

Ca rezultat, obţinem cortegiul ),...,,...,,(= 21 mj rrrrr . 

Teorema 5.2.4. Cortegiul ),...,,(= 21 mrrrr  reprezintă o linie din N . 

Pentru a demonstra această teoremă sunt necesare nişte examinări preventive. 

Fie 1n

iT  o transversală 1)( n -dimensională a complexului (1)nA . Această transversală 

separă (1)nA  în două părţi distincte, notate prin (1))1(

n

iA , (1))2(

n

iA , şi numite, convenţional, 

subcomplex de stânga şi subcomplex de dreapta, în raport cu transversala 1n

iT . Ambele 

complexe obţinute sunt arbori omogeni, doar că nu neapărat şi n -dimensionali (unul dintre 

aceştia ar putea fi 1)( n -dimensional). 

Notăm în continuare prin 0I , 0

iI , 0

(1)iI  şi 0

(2)iI , respectiv, mulţimile de vârfuri ale 

complexului (1)nA , ale transversalei 1n

iT  şi ale arborilor (1))1(

n

iA , (1))2(

n

iA . Sunt evidente 

relaţiile:  

.=

,=

,

,

00

(2)

0

(1)

00

(2)

0

(1)

0

(2)

0

0

(1)

0

III

III

II

II

ii

iii

ii

ii









                                                   (5.19) 

Pentru mulţimile de vârfuri 0

(1)iI  şi 0

(2)iI  ale arborilor (1))1(

n

iA  şi (1))2(

n

iA , determinate de 

transversalele 1n

iT , Bi 1 , unde B  reprezintă numărul tuturor transversalelor )1( n -

dimensionale, calculăm suma ponderilor vârfurilor )( 0

(1)ip I  şi )( 0

(2)ip I :  

)(=)(

),(=)(

0

0
(2)

0

(2)

0

0
(1)

0

(1)

0

0

Ipp

Ipp

i
I

i

i
I

i









I

I

I

I

  .                                             (5.20) 
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Numerele )( 0

(1)ip I  şi )( 0

(2)ip I  se vor numi ponderi ale complexelor (1))1(

n

iA  şi (1))2(

n

iA . 

Precum s-a menționat anterior (a se vedea paragraful 4.5), o transversală n -dimensională 

generează două transversale )1( n -dimensionale, pe care le vom numi transversale vecine.  

Transversalele 1n

iT  și 1n

jT  le vom considera paralele dacă în arborele )1(nA  există șirul de 

transversale vecine 11111 ,...,,
21

  n

j

n

k

n

k

n

k

n

i TTTTT
q

. În cazul când două transversale )1( n -

dimensionale din )1(nA  nu sunt paralele, vom spune că acestea sunt transversale de direcții 

distincte.  

Fie 11

2

1

1 ,...,,  n

r

nn TTT  un șir maximal de transversale paralele din )1(nA , în care 1n

sT  și 

1

1





n

sT , 11  rs , sunt vecine. Fiecare dintre aceste transversale determină în )1(nA  un 

subcomplex de stânga și un subcomplex de dreapta.  

Definiția 5.2.3. Transversala 1n

iT  din șirul ordonat 11

2

1

1 ,...,,  n

r

nn TTT  se numește 

transversală mediană a arborelui )1(nA  dacă pentru ponderile de stângă și de dreapta ale 

acesteia se respectă inegalitățile: 

).()\(

),\()(

0

)2(

00

)1(

00

)2(

0

)1(

iii

iii

pp

pp

III

III




                                            (5.21) 

Menționăm că, transversala mediană din șirul 11

2

1

1 ,...,,  n

r

nn TTT  poate fi determinată în mod 

eficient prin aplicarea unui algoritm de complexitate )(log rO , bazat pe utilizarea metodei 

căutării binare. 

Din definiția 5.2.3 rezultă că dacă 1n

iT  este transversala pentru care are loc egalitatea 

),()( 0

)2(

0

)1( ii pp II  atunci aceasta este unica transversală mediană în șirul 11

2

1

1 ,...,,  n

r

nn TTT . 

Totodată, ușor se deduce că, în șirul indicat există cel mult două transversale mediană și în acest 

caz ele sunt transversale vecine. 

Teorema 5.2.5. Un vârf *x  al grafului )1()1();( n

GG AskUXG   este mediană în G  dacă 

și numai dacă acest vârf reprezintă în arborele )1(nA  intersecția a n  transversale mediană 

)1( n -dimensionale.  

Demonstraţie. Necesitatea. Fie x  vârful mediană al grafului (1)(1)=);(= nAskUXG . 

Observăm, mai întâi, că în complexul de cuburi abstracte (1)nA , orice vârf se află la intersecţia a 

cel puţin n  transversale 1)( n -dimensionale. Conform teoremei 5.2.3, în mod univoc rezultă că 

există anumite n  transversale 1)( n -dimensionale 11

2

1

1
,...,,  n

n
i

n

i

n

i TTT , la intersecţia cărora se 
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află vârful mediană x  şi pentru care necesită să aibă loc nişte relaţii analoage cu (5.15). Să le 

expunem în mod explicit. 

În arborele (1)nA definim:  

a) n

iA (1)
1

, n

iA (2)
1

, n

iA (1)
2

, n

iA (2)
2

, ...,  n

n
iA (1) , n

n
iA (2)  – perechile de subcomplexe ale arborelui, 

determinate de transversalele 11

2

1

1
,...,,  n

n
i

n

i

n

i TTT , 0

(1)
1
iI ; 

b) 0

(2)
1
iI , 0

(1)
2

iI , 0

(2)
2

iI , …, 0

(1)
n

iI , 0

(2)
n

iI  – mulţimile de vârfuri (cuburi 0 -dimensionale) ale 

subcomplexelor 0

)(s
t

iA , nt 1 , }2,1{s ; 

c) )( 0

(1)
1
ip I , )( 0

(2)
1
ip I , )( 0

(1)
2

ip I , )( 0

(2)
2

ip I , ..., )( 0

(1)
n

ip I , )( 0

(2)
n

ip I  – ponderile 

subcomplexelor 0

)(s
t

iA , nt 1 , }2,1{s .  

Unele dintre subcomplexele menționate 0

)(s
t

iA , nt 1 , }2,1{s , pot fi chiar printre 

transversalele examinate 11

2

1

1
,...,,  n

n
i

n

i

n

i TTT . Inegalităţile (5.18), evident, determină vârful x . Cu 

alte cuvinte, are loc relația:  

11

2

1

1
... 

  n

n
i

n

i

n

i TTTx ,                                            (5.22) 

deoarece relaţiile (5.21) sunt cele de la (5.15) adaptate, conform teoremei 5.2.3, la arborele nA . 

Să demonstrăm acum condiția suficientă a teoremei. Considerăm că din n  șiruri ordonate de 

transversale au fost selectate transversalele mediană 11

2

1

1
,...,,  n

n
i

n

i

n

i TTT . Prin urmare, pentru aceste 

transversale se respectă relațiile (5.21). Să admitem totuși că are loc:  

  =... 11

2

1

1

n

n
i

n

i

n

i TTT ,                                           (5.23) 

pe mulțimea de vârfuri din (1)(1)=);(= nAskUXG . Deoarece fiecare transversală mediană 

conține mediana complexului (1)(1) nAsk , rezultă că acesta va nimeri în afara lui (1)(1) nAsk . O 

judecată din simple silogisme conduce la contradicţie prin faptul că nu are loc condiţia 2 a 

definiţiei 5.2.2. Aceasta din urmă demonstrează corectitudinea afirmaţiei teoremei 5.2.5. 

Folosind cele expuse în [214], precum şi din proprietăţile complexului de cuburi abstracte, 

deducem că mulţimea tuturor medianelor grafului );(= WZG , izomorfic interpretat în cubul 

unitate mE , formează o mulţime convexă şi, prn urmare, reprezintă o faţetă a lui mE . Deci, dacă 

ne-ar interesa doar acele mediane ale lui G , care sunt şi vârfuri ale grafului G , atunci acestea 

sunt vârfurile faţetei respective.  

Acum să revenim la demonstraţia teorema 5.2.4 anunţată ceva mai sus. 
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Demonstraţie. Să admitem enunţul teoremei 5.2.4 nu este adevărat. Altfel spus, 

presupunem că există totuşi un vârf ),...,,(= 21 mrrrr  al cubului mE , însă acesta nu aparţine 

grafului G=)(G , unde   este de acum aplicaţia .mm EP  

Fie G\= nEzr   minimizează funcţia )(zf , analoagă lui (5.12). Vectorul z  aparţine la 

m  faţete cu dimensiunea 1m . Aceste faţete pentru complexul, de acum cubic, al tuturor 

faţetelor din mI  reprezintă nişte transversale 1)( n -dimensionale, care au o intersecţie ce constă 

exact din punctul (vectorul) z . Fiecare dintre aceste faţete conţine câte o transversală 1)( n -

dimensională a complexului )( nA , care este izometric cu (1)nA . Acum menţionăm că z  

respectă relaţiile (5.21), adaptate la complexul (1))( nA . Totodată, în acest complex oricare 

m  transversale 1)( n -dimensionale )( 1

1

n

iT , )( 1

2

n

iT , ..., )( 1n

m
iT  au o intersecţie vidă, 

deoarece vectorul z  nu le aparţine. Contradicţie cu teorema 5.2.2. Deci teorema 5.2.4 e justă. 

Din cele expuse anterior rezultă un algoritm eficient de calculare a medianei unui complex 

de cuburi abstracte, ce satisface definiţia 5.2.2 şi care va fi descris în paragraful 5.3. 

În legătură cu problema studiată, în mod firesc apare întrebarea: pe cât de mult poate fi 

extinsă clasa de complexe cubice, reprezentate prin arbori omogeni n -dimensionali, pentru care 

rezultatele prezentate mai sus rămân viabile. Vom căuta răspuns la această întrebare, examinând 

totodată anumite proprietăţi noi ale complexului de cuburi abstracte. 

Fie )( nn I  complexul n -dimensional de cuburi abstracte, determinat de familia de faţete 

ale cubului nI . Orice transversală n -dimensională împarte complexul )( nn I  în două 

subcomplexe conexe. Fie 1I  o fațetă 1-dimensională (o muchie) a cubului ),,...,,( 10 n

nI   

},{ 10 x  },{
2nxn   incidentă vârfului .

2nx  Vom nota prin 
n

I
T 1  transversala determinată de 

clasa de muchii paralele ce conține muchia ,1I  iar prin )( nx  – subcomplexul din )( nn I , 

determinat de n

I
T 1 , ce conține vârful .nx  Respectiv, prin )( nx  vom nota cel de-al doilea 

subcomplex. 

Lema 5.2.1. Pentru orice transversală n
IT
1

 și orice mulțime ,1]2/[,  nknk  este 

adevărată inegalitatea: 

knkn xx   )()( . 

Demonstrație. Fie 1I  fațeta 1 -dimensională (muchia) a cubului n -dimensional ,nI  

incidentă vârfului nx
2

. Notăm extremitățile muchiei 1I  prin a  și b  considerând nxb
2

 . 
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Transversala 1I
T  împarte cubul nI  în două cuburi )1( n -dimensionale 1

1

nI  și 1

2

nI , astfel încât 

vârful a  aparține lui ,1

1

nI  iar vârful nxb
2

  – cubului 2

1

nI . Elementele mulțimii k  se află la 

distanța )( kn   de la vârful b .  

Mulțimea k  e formată din două submulțimi: 

a) kS   – mulțimea tuturor vârfurilor cubului )1( n -dimensional 1

1

nI , ce se află la distanța 

)( kn   de la vârful b , în cubul inițial ;nI  

b) kS   – mulțimea tuturor vârfurilor cubului )1( n -dimensional 1

2

nI , ce se află la distanța 

)( kn   de la vârful b , în cubul inițial .nI  

Ținând cont de faptul că pentru orice vârf z  al cubului 1

1

nI , ce aparține mulțimii k , în 

cubul nI  are loc egalitatea ),,(),(),( zadabdzbd   precum și de faptul că b  )(
2nxb   este 

vârf al cubului 1

2

nI , rezultă inegalitatea .kk     Această inegalitate confirmă corectitudinea 

afirmației lemei 5.2.1. 

Alegem acum un subcomplex ),( nnq I  format din fațetele cubului nI , generate de 

mulțimile de vârfuri ,,...,, 10 q  cu condiția  2/nq  . Ducem transversalele n -dimensionale 

prin fiecare muchie 1I  incidentă vârfului 1x  ( 1x  este unicul element din 0 ) și notăm prin 

)(1
1

nn

I
I  subcomplexul din )( nn I  determinat de transversala ,1I

T  ce conține cel puțin o 

jumătate din elementele mulțimii .q  Notăm prin )( 1

1 xI  familia tuturor cuburilor 1 -

dimensionale din nI  incidente vârfului 1x . În cele ce urmează, cubul nI  se va numi închidere 

cubică a complexului .qK   

Teorema 5.2.6. Dacă ),...,,( 10 n

nI   este închiderea cubică a unui complex de cuburi 

abstracte q ,   ,12/  nqn  atunci:  

a) 


 q

xI

nn

I
I  ))((

)(

1

1
11

1

I

Ø; 

b) 
)(

1

2

1
11

1 )(
xI

nn

I
Ix n

I

 . 

Demonstrație. Vom demonstra mai întâi relația b) din teoremă. Menționăm că în închiderea 

cubică nI  a complexului q , orice transversală determinată de clasa de muchii paralele ce 

conține o muchie incidentă vârfului 1x  va conține în mod obligatoriu și o muchie incidentă 

vârfului nx
2

. În baza lemei 5.2.1 și condiției teoremei, rezultă: 
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)(

1

2

1
11

1

xQI

q

Inx


 . 

Să demonstrăm acum relația a) din teoremă. Specificăm că, într-un cub n-dimensional nI , 

orice fațetă n-dimensională îl împarte pe acesta în două cuburi )1( n -dimensionale, care sunt 

fațete cu aceeași dimensiune pentru nI . În cubul n-dimensional putem duce exact n  

transversale, prin urmare, obținem n  perechi de cuburi )1( n -dimensionale. Notăm prin 

nxxx
221 ,...,,  vârfurile cubului }){,,...,},{(

21110 nxxI nn

n   . Evident, fiecare 

transversală conține exact câte o muchie incidentă vârfului .
2nx  Din fiecare pereche de cuburi 

)1( n -dimensionale, determinate de transversalele din nI , alegem acel cub ce conține vârful 

nx
2

 și formăm familia de cuburi )1( n -dimensionale ).(
2

1
nn xn

I


F  Intersecția tuturor cuburilor 

din )(
2

1
nn xn

I


F  conține doar un vârf – vârful .

2nx  

Subcomplexul )(1
1

nn

I
I  conține cel puțin o jumătate din elementele mulțimii q . 

Deoarece  2/nq  , acest subcomplex nu conține vârful 1x  din ,q  însă conține vârful nx
2

 din 

închiderea cubică nI  a lui q . De aici, în conformitate cu cele demonstrate mai sus, rezultă 

afirmația a) din teoremă. 

Teorema 5.2.7. Dacă }){,,...,},{(
21110 nxxI nn

n    este un cub n -dimensional, iar 

q  este un subcomplex din )( nn I , format din fațetele cubului nI , generate de mulțimile 

q ,...,, 10 , unde  2/nq  , atunci există un astfel de sistem de ponderi )( ixp  ale vârfurilor 

complexului q , încât pentru orice vârf din )( nn I , calculând funcția (5.9′), obținem: 

),()(
2nxfxf   

unde rolul mulțimii X  îl joacă vârfurile din nI , iar M  reprezintă mulțimea vârfurilor din q . 

Demonstrație. Pentru vârfurile complexului q  fixăm două tipuri de ponderi: 

a) ,1)( ixp  pentru orice element ;... 110  qix   

b) ,)( ixp  pentru orice element ,qix   unde   este un număr suficient de mare. 

(Numărul   poate fi ales astfel încât să fie mai mare decât suma distanțelor calculate 

de la nx
2

 până la toate vârfurile mulțimii .... 110  q  Acesta nu contravine 

condiţiilor din teoremă) 

Luând în consideraţie structura mulțimii q , precum și cele demonstrate în teorema 5.2.6, 

obținem afirmația din teoremă. 
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Vom studia, în cele ce urmează, complexele de cuburi abstracte n  ce posedă următoarele 

patru proprietăți: 

1) orice cub k -dimensionale nkI int  aparține cel puțin la kn2  cuburi n -dimensionale, 

nk 0 ; 

2) dacă x  este un vârf de pe frontiera nbd , căruia îi sunt incidente exact t muchii, 

,3 nt   și pe această frontieră există reuniunea ,... 110  q  atunci închiderea 

cubică a acestui subcomplex aparține lui n ; 

3) grupul de omologii de rangul zero al complexului n  este izomorf cu grupul numerelor 

întregi, adică 0 ;),( ZZn   

4) grupurile de omologii de rangul nk ,...,2,1   sunt izomorfe cu zero, adică  

1  ),( Zn 2  ),( Zn …n .0),(  Zn  

Complexele de cuburi cu proprietăţile indicate mai sus servesc drept model matematic în 

multiple probleme practice legate de amplasarea optimală a unor centre de deservire. Un rol 

aparte aici îi revine problemei medianei, pentru care s-a elaborat o metodă eficientă de calcul. 

Important e că această metodă poate fi generalizată şi pentru cazul unor complexe de cuburi mai 

ganerale. Ba mai mult, cu efortul unor modificări, ea ar putea fi folosită şi în cazul unor 

complexe de poliedre cu proprietăţi speciale [165]. 

 

5.3. Algoritmul de calculare a medianei pentru un arbore cubic n -dimensional 

 

Fie (1)nA  un arbore n -dimensional. Din cele examinate anterior deducem că mediana 

arborelui (1)nA  poate fi determinată de mediana z  calculată în cubul m -dimensional mE  

pentru un graf special G  obţinut ca rezultat a două aplicaţii succesive   şi  . Astfel, dacă z  

este mediana grafului G  în cubul mE , atunci mediana x  a arborelui (1)nA  se determină prin 

relaţia: ).(= 11  zx   

Rezultatele obţinute ne permit să elaborăm un algoritm eficient de calculare a medianei în 

(1)nA , fără a utiliza metrica. 

Descrierea algoritmului: 

I. Fie   0
21 =,...,,= ImxxxX . 

II. Determinăm clasele de muchii paralele în arborele (1)nA . Fie avem m  clase de muchii 

paralele: mCCC .,,.., 21 . 
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III. Fixăm un vârf arbitrar din X , de exemplu 1x , şi îi punem în corespondenţă cortegiul 

(0,0,...0)=1x , format din m  zerouri. 

IV. Pentru oricare alt vârf Xxi   alegem un lanţ arbitrar ),( 1

1

ixxL . 

V. Vârfului ix  i se pune în corespondenţă cortegiul ),,...,,(= 21 m

iiiix   considerând 1=j

i , 

dacă lanţul ),( 1

1

ixxL  trece de un număr impar de ori prin muchiile clasei jC , şi 0=j

i , dacă 

acest număr este par, ni 1, . 

Din aceste cortegii formăm o matrice M , liniile căreia reprezintă cortegiile corespunzătoare 

vârfurilor ix , ni 1 : 

.

...

............

...

...

=

...

21

2

2

2

1

2

1

2

1

1

1

21






















m

nnn

m

m

m

M







CCC

 

VI. Calculăm un cortegiu nou ),...,,(= 21



mrrrr , folosind elementele din M  şi ponderile 

)( ixp  ale vârfurilor din X , ni 1 , conform regulilor: 
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n
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i
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i
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i
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i

n

i

i

n
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i
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i

n

i
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xpxp
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VII. Conform teoremei 5.2.4, cortegiul r  aparţine matricei M , iar vârful x , care 

corespunde acestui cortegiu, este mediana lui nA1 , prin urmare, şi a complexului nA . 

Exemplu. Să examinăm arborele 2-dimensional )1(2A  cu suma ponderilor vârfurilor 

64)(
24

1


i

ixp . Aplicând formula 5.9, obţinem: 





24

1

15

24

1

)(),()(),(min
2

i

ii

i

ii
Ry

xpxxdxpxyd , ceea ce 

înseamnă că mediana complexului se realizează în vârful 15x . 

Să calculăm acum mediana conform algoritmului descris. În arborele din figura 5.2 avem 

10 clase de muchii paralele 1021 .,,.., CCC . Alegem vârful 1x  şi îi atribuim cortegiul 

)0,0,0,0,0,0,0,0,0,0( . Construim matricea M  conform regulilor descrise supra pentru arborele 

cubic din figura 5.2. Matricea respectivă este reprezentată în figura 5.3.  
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                                                     Fig. 5.2. Complex omogen de cuburi abstracte 2-dimension
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Fig. 5.3. Matricea M  pentru complexul din figura 5.2 

 

Calculăm vectorul ),...,,(= 21



mrrrr  conform formulei din punctul VI al algoritmului. Acest 

vector va fi )0,0,1,1,0,0,0,1,1,(1=r  şi corespunde vârfului 15x , ceea ce confirmă corectitudinea 

algoritmului. 

În cazul complexului de cuburi din figura 5.2 vectorul ),...,,(= 21



mrrrr  se determină în 

mod univoc. Totodată, menţionăm că există complexe pentru care vectorul calculat în matricea 

M , conform algoritmului descris mai sus, se determină neunivoc (atragem atenţia la punctul IV 

al algoritmului, unde se menţionează că elementul 
jr  poate primi valoarea 0 sau 1.) În acest caz, 

numărul de vârfuri mediană este exprimat prin puterea lui 2.  
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În cazul unui sistem de ponderi ale vârfurilor complexului de cuburi abstracte, elementele 

fiecărei linii din matricea M  se înmulţeşte la numărul ce reprezintă ponderea vârfului 

corespunzător liniei, iar elementul rezultant din vectorul )0,0,1,1,0,0,0,1,1,(1=r  se calculează în 

mod analog. Evident, pentru diferite sisteme de ponderi ale vârfurilor se obţin soluţii diferite ale 

problemei medianei. Ba mai mult, totdeauna putem indica astfel de ponderi ale vârfurilor încât 

numărul de vârfuri mediană să fie 2, 4, 8 etc. 

 

Fig. 5.4. Complex de poligoane 2-dimensionale pentru calcularea medianei 

 

Remarca 5.3.1. Algoritmul descris poate fi folosit la calcularea medianei şi în cazul unor 

structuri mai complicate. În figura 5.4 este reprezentat un complex de poligoane cu un număr par 

de muchii pentru fiecare. În acest complex, în mod similar, definim clasele de muchii paralele. 

Acestea sunt 9 la număr: 921 .,,.., CCC . Complexul conţine 22 de vârfuri. Ponderile vârfurilor sunt 

indicate în figura 5.4, iar matricea M  este descrisă în figura 5.5 (suma ponderilor vârfurilor este 

egală cu 72). Cazul unui complex de poliedre abstracte nu se studiază în această lucrare. Un 

astfel de complex necesită un studiu aparte. 
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Fig. 5.5. Matricea M  pentru complexul din figura 5.4 
 

La aplicarea formulei 5.9 obţinem:  







22

1

5

22

1

)(),()(),(min
2

i

ii

i

ii
Ry

xpxxdxpxyd , 

ceea ce înseamnă că mediana complexului se realizează în vârful 5x . Ca rezultat al calculelor 

efectuate în conformitate cu algoritmul studiat, obţinem vectorul )0,0,0,0,0,0,1,0,(1=r , ce 

corespunde vârfului 5x . 

 

5.4. Funcţia Grundy şi jocuri combinatoriale într-un complex de relaţii multi-are 

 

Să examinăm un joc special între doi jucători pe un complex de relaţii multi-are 

},...,,{ 1211   nn RRR , definit în capitolul 2. Conform celor menţionate în paragraful 2.3, 1n  
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poate fi considerat drept un complex de quasisimplexe abstracte )...,,,( 10 nn QQQK  . 

Astfel, fiecare element al relaţiei m-are mR  din complexul 1n  este reprezentat în nK  printr-

un quasisimplex )1( m -dimensional ,11   mm

jQ Q 11  nm . Din aceste considerente, în 

cele ce urmează vom folosi notaţiile şi proprietăţile unui complex de relaţii, formulate în 

termenii de quasisimplexe abstracte şi expuse în capitolul 2. Totodată, din considerente de 

comoditate, elementele complexului nK  le vom numi simplexe, ceea ce nu schimbă esenţa 

lucrurilor, în contextul celor examinate ulterior. 

Vom generaliza mai întâi unele noțiuni și proprietăți ale acestora, examinate în capitolele 

precedente. Generalizările respective sunt necesare pentru examinarea unui joc combinatorial şi 

determinarea strategiilor optime ale jucătorilor. 

 

Generalizarea noţiunii de coerenţă 

 

Fie )...,,,,...,,(
1110

1

mkkk jjjjj

m

j xxxxxQ


  un simplex abstract ce se obţine din simplexul 

)...,,,,,...,,(
1110 mkkk jjjjjj

m

j xxxxxxQ


  la eliminarea vârfului 
kj

x . Relaţia de coerenţă a 

simplexelor m

jQ  şi 1m

jk
Q  şi proprietăţile respective au fost examinate în paragraful 2.4. În cele ce 

urmează vom generaliza această noţiune şi vom stabili niște relaţii importante pentru examinările 

ulterioare. Începem cu un rezultat ce completează cele expuse în paragraful 2.4.  
 

Teorema 5.4.1. Simplexele m

jQ  şi 1)1(  m

j

k

k
Q  sunt coerente. 

 

Demonstraţie. Pentru a demonstra teorema, conform definiţiei 2.4.2, e suficient să arătăm 

că simplexele m

jQ  şi )()1( 1 m

jj

k

kk
Qx  sunt orientate la fel, adică au acelaşi semn. Din 

considerente de comoditate, simplexul 
1 m

jj kk
Qx  îl vom nota prin m

jk
Q̂ .  

Fie m
jQ

t  numărul de inversiuni al cortegiului de indicii ),...,,,...,,,( 1110 mkkk jjjjjj   ce 

corespunde simplexului 
m

jQ . Să admitem că printre primele k  numere 110 ...,,, kjjj  sunt q  

numere mai mari decât kj , iar printre mk jj ,...,1  sunt p  numere mai mici decât kj . Prin 

urmare, numărul de inversiuni în cortegiul ),...,...,,,( 1110 mkk jjjjj  , ce corespunde simplexului 

)...,,,,...,,(
1110

1

mkkk jjjjj

m

j xxxxxQ



, este egal cu qpt m

jQ
 . Uşor se calculează că numărul de 

inversiuni în cortegiul indicilor determinat de simplexul )...,,,,...,,,(ˆ
1110 mkkkk jjjjjj

m

j xxxxxxQ


  

este kqt m
jQ

 2 . Să examinăm acum paritatea numerelor m
jQ

t  şi kqt m
jQ

 2 . 
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I. Fie m
jQ

t  un număr par, ceea ce înseamnă că simplexul m

jQ  este orientat pozitiv. Dacă 

numărul k  este impar, atunci kqt m
jQ

 2  este impar, adică m

jk
Q̂  este orientat negativ, și 

1)1(  k , de unde rezultă că simplexele m

jQ  şi m

j

k

k
Q̂)1(   sunt orientate la fel (ambele sunt cu 

semn pozitiv). Dacă numărul k  este par, atunci şi kqt m
jQ

 2  este număr par, și 1)1(  k . 

Prin urmare, simplexele m

jQ  şi m

j

k

k
Q̂)1(   sunt orientate la fel (ambele cu semn pozitiv). 

II. Fie m
jQ

t un număr impar, ceea ce înseamnă că simplexul m

jQ  este orientat negativ. Dacă 

numărul k  este impar, atunci kqt m
jQ

 2  este par, adică m

jk
Q̂  este orientat pozitiv, şi 

1)1(  k , de unde rezultă că simplexele m

jQ  şi m

j

k

k
Q̂)1(   sunt orientate la fel (ambele cu 

semn negativ). Dacă numărul k  este par, atunci kqt m
jQ

 2  este număr impar, iar 1)1(  k . 

Prin urmare, simplexele m

jQ  şi m

j

k

k
Q̂)1(   sunt orientate la fel (ambele sunt cu semn negativ). 

Cazurile examinate înseamnă că simplexele m

jQ  şi 1)1(  m

j

k

k
Q  sunt coerente. 

Din teorema demonstrată rezultă două consecinţe, uşor verificabile. 

Consecinţa 5.4.1. Dacă )(mj  şi )(ˆ m
kj

  sunt semnele de orientare ale simplexelor m

jQ  şi 

m

jk
Q̂ , atunci )(ˆ)1()( mm

kj

k

j   .  

Consecinţa 5.4.2. Pentru simplexul m

jQ  şi faţeta acestuia 1m

jk
Q  este adevărată egalitatea 

)1()1()(   mm
kj

k

j   , 

unde )(mj  şi )1( m
kj

  sunt semnele de orientare ale simplexului m

jQ  şi a feţetei 1m

jk
Q , iar   

reprezintă numărul de inversiuni formate de indicele vâfului 
kj

x  cu indicii 

mkk jjjjj ...,,,,...,, 1110   ai vârfurilor simplexului 1m

jk
Q . 

Corectitudinea afirmaţiei consecinţei 5.4.2 rezultă imediat din faptul că semnul )(ˆ m
kj

  al 

simplexului )...,,,,...,,,(ˆ
1110 mkkkk jjjjjj

m

j xxxxxxQ


  este determinat de numărul de inversiuni din 

şirul 
mkk jjjjj xxxxx ...,,,,...,,

1110 
, care reprezintă semnul )1( m

kj
  al simplexului 

1m

jk
Q , şi 

numărul de inversiuni formate de elementul 
kj

x  cu vârfurile 
mkk jjjjj xxxxx ...,,,,...,,

1110 
. 

Referitor la coerența simplexelor, are loc un rezultat similar celui expus în lucrarea [305]: 

Teorema 5.4.2. Coerenţa simplexelor 
m

jQ  şi 
1)1(  m

j

k

k
Q  nu depinde de permutarea 

concordantă a elementelor ce determină aceste simplexe. 
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Prin permutare concordantă aici înţelegem următoarele: dacă se face o permutare a 

elementelor din m

jQ , atunci aceasta determină în mod univoc permutarea din 1m

jk
Q , şi invers. De 

exemplu, fie ),,,,,( 514263

5 xxxxxxQ   un simplex 5-dimensional, iar ),,,,( 54263

4

1 xxxxxQ   – 

faţeta lui 5Q , opusă vârfului 1x . Dacă ca rezultat al unei permutări, din 5Q  obţinem un simplex 

nou ),,,,,( 514326

5

1 xxxxxxQ  , atunci din faţeta 4

1Q  vom obţine simplexul 

),,,,( 54263

4

11 xxxxxQ  , care este faţetă a lui ),,,,,( 514326

5

1 xxxxxxQ  , opusă vâfului 1x .  

 

Demonstraţia teoremei 5.4.2. Să notăm prin m

j

pQ  şi 1m

j

p

k
Q  simplexele ce se obţin ca 

rezultat al unor permutări ale elementelor din m

jQ  şi 1m

jk
Q . Pornim de la o permutare a 

elementelor din m

jQ . Vom demonstra că dacă 1m

j

p

k
Q  se obţine prin aplicarea permutării generate 

de permutarea folosită în ,m

jQ  atunci simplexele m

j

pQ  şi 1)1(  m

j

pk

k
Q  sunt coerente. Ultima 

înseamnă că simplexele m

j

pQ  şi m

j

pk

k
Q̂)1(   sunt orientate la fel. (Cazul invers, când pornim de 

la o permutare efectuată asupra elementelor din 1m

jk
Q , se reduce la primul.) 

 

Folosind notaţiile din paragraful 2.4, scriem: 

],...,,[)(
10 mjjjj

m

j xxxmQ  , 

],...,,,...,,,[)(ˆˆ
1110 mkkkkk jjjjjjj

m

j xxxxxxmQ


 , 

unde ,1)(ˆ),( mm
kjj   mcardQj 1 , în dependenţă de numărul de inversiuni în 

succesiunile respective de indici, și reprezintă semnele acestor simplexe. Conform teoremei 

5.4.1, simplexele m

jQ  şi 1)1(  m

j

k

k
Q  sunt coerente. Aceasta înseamnă că simplexele m

jQ  şi 

m

j

k

k
Q̂)1(  sunt orientate la fel, ceea ce, conform consecinţei 5.4.1, este echivalent cu relaţia: 

)(ˆ)1()( mm
kj

k
j   .                                                    (5.24) 

Pentru a demonstra teorema e suficient a examina situaţia când permutarea constă din 

schimbarea cu locurile a două elemente x'  și x''  în simplexul 

)...,,,,,...,,(
1110 mkkk jjjjjj

m

j xxxxxxQ


 . Să arătăm că în urma acestei permutări p , simplexele 

obţinute 
m

j

pQ  şi 
1)1(  m

j

pk

k
Q  rămân coerente, ceea ce înseamnă că 

m

j

pQ  şi 
m

j

pk

k
Q̂)1(   sunt 

orientate la fel. Notăm prin 
m

jt  numărul de inversiuni în cortegiul ),...,,,...,,( 1,110 mkkk jjjjjj  . 

Examinările se reduc la următoarele cinci cazuri: 
 

1) x'  și x''  aparțin subșirului de vârfuri ce precedează 
kj

x  (se află printre 
110

,...,,
kjjj xxx );  
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2) x'  și x''  aparțin subșirului de vârfuri ce urmează după 
kj

x , adică se află printre vârfurile 

cu indicii mai mari 
mk jj xx ...,,

1
; 

3) },...,,{
110 


kjjj xxxx' , iar }...,,{

1 mk jj xxx''


 ; 

4) },...,,{
110 


kjjj xxxx' , iar 

kj
xx''  ; 

5) 
kj

xx'  , iar 
mk jj xxx'' ...,,

1
 . 

În primele două cazuri, paritatea numărului de inversiuni cu care se modifică m

jt  și m

jk
t̂  este 

aceeași. Aceasta permite să considerăm justă egalitatea: 

))(ˆ()1()( mm
kj

pk

j

p   , 

adică simplexele m

j

pQ  şi m

j

pk

k
Q̂)1(   sunt orientate la fel, ceea ce înseamnă că m

j

pQ  şi 

1)1(  m

j

pk

k
Q  rămân simplexe coerente. 

Să examinăm cazul 3. Fie 
rj

xx'  , kr jj  , și 
sj

xx''  , ks jj  . Dacă 

)...,,,...,,...,,...,,(
10 mskr jjjjjj

m

j xxxxxxQ  , atunci după schimbarea cu locurile a elementelor 

rj
xx'   și 

sj
xx''  , obţinem simplexul )...,,,...,,...,,...,,(

10 mrks jjjjjj

m

j

p xxxxxxQ  . Numărul de 

inversiuni m

j

pt  în cortegiul ),...,,...,,...,,...,,( 10 mrks

m

j

p jjjjjj  diferă de numărul de inversiuni 

m

jt  în cortegiul ),...,,...,,...,,...,,( 10 mskr

m

j jjjjjj  doar datorită schimbărilor din şirul 

skr jjj ,...,,..., .  

Fie printre elementele skr jjj ,...,,...,1  sunt 1

rn  elemente mai mari decât rj , ceea ce înseamnă 

că în m

j

p  apar 1

rn  inversiuni noi care lipseau în m

j . Celelalte 12

rr nrsn   elemente, 

raportate la rj , formează nişte inversiuni în m

j , care vor lipsi în m

j

p . Pe de altă parte, să 

admitem că printre 11 ,...,,...,  skr jjj  sunt 1

sn  elemente mai mici decât sj , ceea ce înseamnă că în 

m

j

p  apar 1

sn  inversiuni noi care lipseau în 
m

j . Celelalte 12 1 ss nrsn   elemente, raportate 

la rj , formează inversiuni în 
m

j , care însă vor lipsi în 
m

j

p . Prin urmare, are loc relaţia:  

)()( 2121

ssrr

m

j

m

j

p nnnntt  . 

Să calculăm acum numărul de inversiuni m

j

p

k
t̂  din cortegiul 

),...,,...,,,...,,...,,,(ˆ
1110 mrkksk

m

j

p jjjjjjjj
k   ce corespunde simplexului 

)...,,,...,,,...,,...,,,(ˆ
1110 mrkkskk jjjjjjjj

m

j

p xxxxxxxxQ


 , exprimat prin 
m

jk
t̂ . Folosind notaţiile şi 

tehnica de mai sus, examinăm patru cazuri: 
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a) kr jj   şi ks jj  . Pentru numerele de inversiuni m

j

p

k
t̂  şi m

jk
t̂  obţinem: 

2)()(ˆ))1(())1((ˆˆ 21212121  ssrr

m

jssrr

m

j

m

j

p nnnntnnnntt
kkk

. 

b) kr jj   şi ks jj  . Pentru numerele de inversiuni m

j

p

k
t̂  şi m

jk
t̂  obţinem: 

)()(ˆˆ 2121

ssrr

m

j

m

j

p nnnntt
kk

 . 

c) kr jj   şi ks jj  . Pentru numerele de inversiuni m

j

p

k
t̂  şi m

jk
t̂  obţinem: 

)()(ˆˆ 2121

ssrr

m

j

m

j

p nnnntt
kk

 . 

d) kr jj   şi ks jj  . Pentru numerele de inversiuni m

j

p

k
t̂  şi m

jk
t̂  obţinem: 

2)()(ˆˆ 2121  ssrr

m

j

m

j

p nnnntt
kk

. 

Comparând rezultatele obţinute în fiecare din cazurile a)-d) cu formula 

)()( 2121

ssrr

m

j

m

j

p nnnntt  , obţinută mai sus, observăm că paritatea numărului de inversiuni 

cu care se modifică m

j

pt  și m

j

p

k
t̂  este aceeași. Prin urmare, este adevărată egalitatea: 

))(ˆ()1()( mm
kj

pk

j

p   , 

ceea ce înseamnă că m

j

pQ  şi 1)1(  m

j

pk

k
Q  rămân simplexe coerente. 

Examinăm în continuare cazul 4. Fie ,
rj

xx'   10  kr , 
kj

xx''  , iar 

),...,,,,...,,,,...,,(
111110 mkrkrkr jjjjjjjjj

m

j

p xxxxxxxxxQ


  – simplexul ce se obține din 

),...,,...,,...,,(
10 mkr jjjjj

m

j xxxxxQ   la schimbarea cu locurile a vârfurilor 
rj

x  și 
kj

x . Prin 1m

jk
Q  e 

notată, de fapt, fațeta opusă vârfului de pe locul 1k  din lista ordonată a simplexului m

jQ , și 

acesta este vârful Xx
kj
 . După efectuarea permutării, pe locul 1k  în simplexul m

j

pQ  vine 

vârful 
rj

x . Pentru a specifica acest moment, vom nota fațeta opusă vârfului de pe locul 1k  din 

m

j

pQ  prin 
1

)(

m

kj

p

r
Q . Să demonstrăm că 

m

j

pQ  și 
1

)()1(  m

kj

pk

r
Q  sunt coerente, ceea ce e echivalent cu 

faptul că simplexele  

),...,,,,...,,,,...,,(
111110 mkrkrkr jjjjjjjjj

m

j

p xxxxxxxxxQ


 , 

şi ),...,,,...,,,,...,,,()1(ˆ)1(
111110)( mkkrkrrr jjjjjjjjj

km

kj

pk xxxxxxxxxQ


  

sunt orientate la fel. Ca și în cazul precedent, vom examina paritatea numerelor cu care se 

modifică 
m

j

pt  și 
m

j

p t̂ . Pentru cortegiul de indici ),...,,,...,,,...,,( 11110 mkkkrr

m

j jjjjjjjj   

definim numerele:  

1

rn  – numărul de elemente ale șirului kr jj ,...,1  care sunt mai mari decât rj ; 
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2

rn  – numărul de elemente ale șirului kr jj ,...,1  care sunt mai mici decât rj ; 

1

kn  – numărul de elemente ale șirului 11,...,  kr jj  care sunt mai mici decât kj ; 

2

kn  – numărul de elemente ale șirului 11,...,  kr jj  care sunt mai mari decât kj . 

Obținem o formulă, analoagă celei din cazul 3, pentru numărul de inversiuni din cortegiul 

),...,,,...,,,...,,( 11110 mkrkrk

m

j

p jjjjjjjj  , exprimat prin numărul de inversiuni din cortegiul 

corespunzător m

j : 

 )()( 2121

kkrr

m

j

m

j

p nnnntt  

 221221 2)(2)( skkrrr

m

j nnnnnnt  

 22 2)1(2)( sr

m

j nrknrkt  

12222 22  kr nnrk , 

ceea ce înseamnă că numărul de inversiuni m

j

pt  diferă de m

jt  cu un număr impar. De aici mai 

rezultă că simplexele orientate m

jQ  şi m

j

pQ  sunt de semne diferite. 

Să examinăm acum simplexul m

kj

p

r
Q )(
ˆ  și să exprimăm numărul de inversiuni m

kj

p

r
t )(
ˆ  din 

),...,,...,,,,...,,,(ˆ
111110)( mkkrkrr

m

kj

p jjjjjjjjj
r   prin numărul de inversiuni m

jk
t̂  ale cortegiului 

),...,,...,,,,...,,,(ˆ
111110 mkkrrrk

m

j jjjjjjjjj
k  . Pentru cortegiul m

jk
̂  definim numerele: 

1

kl – numărul de elemente ale șirului rjjj ,...,, 10  care sunt mai mari decât kj ; 

2

kl – numărul de elemente ale șirului rjjj ,...,, 10  care sunt mai mici decât kj ; 

1

rl – numărul de elemente ale șirului 110 ,...,, rjjj  care sunt mai mici decât rj ; 

2

rl – numărul de elemente ale șirului 110 ,...,, rjjj  care sunt mai mari decât rj . 

Obţinem formula: 

 )()(ˆˆ 2121

)( rrkk

m

j

m

kj

p lllltt
kr

 

 222121 22)()(ˆ
rkrrkk

m

j llllllt
k

 

 22 22)1(ˆ
rk

m

j llrrt
k

 

1222ˆ 22  rk

m

j llrt
k

, 

ceea ce denotă că numărul de inversiuni 
m

kj

p

r
t )(
ˆ  diferă de 

m

jk
t̂  cu un număr impar. Ca şi în cazul 

simplexelor m-dimensionale 
m

jQ  şi 
m

j

pQ , aceasta înseamnă că simplexele 
m

jk
Q̂  şi 

m

kj

p

r
Q )(
ˆ  sunt 

orientate în mod diferit. 
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Din cele demonstrate mai sus deducem că dacă m

jQ  şi m

jk
Q̂  sunt simplexe cu acelaşi semn de 

orientare, atunci şi simplexele m

j

pQ  şi m

kj

p

r
Q )(
ˆ  posedă aceeaşi proprietate. Deci şi în acest caz, 

afirmaţia teoremei este justă.  

Demonstraţia se finalizează cu examinarea cazului 5, care se face similar cazului 4. 
 

Să generalizăm acum noţiunea de coerență a simplexelor. O vom face în două etape:           

1) pentru simplexele mm

jQ Q  şi tmQ  , unde tmQ   reprezintă o faţetă a simplexului m

jQ , 

11  mt ; 2) pentru două simplexe nKQQ 21, , unde nKQQQ  1221  şi nici unul 

dintre simplexele 21,QQ  nu este faţetă a celuilalt. 

Fie ],...,,)[(
10 miiii

m

i xxxmQ   un simplex orientat, ales în mod aleatoriu din mQ , şi 

],...,,)[(
10 tmtt lllJ

tm

J xxxtmQ


   – faţeta )( tm  -dimensională din m

iQ , opusă mulţimii de 

vârfuri 
110

,...,,
tjjj xxx , unde 110 ...  tt jjjJ , mjjj t  110 ,...,0 . Indicele sj , 10  ts , 

corespunde locului pe care îl ocupă 
sj

x  în lista ),...,,(
10 miii xxx . Pentru a nu recurge la indexări 

„etajate”, se consideră juste relaţiile:  

a) 110 ...  tjjj ;  

b) },...,,{,..., 10110 mt iiijjj  ;  

c) tmlll  ...10 ; 

d) }.,...,{\},...,,{},...,{ 1101010   tmtm jjjiiilll  

Vom generaliza acum noţiunea de coerenţă, definită în paragraful 2.4 (a se vedea definiţia 

2.4.2), pentru cazul 1) indicat mai sus. De rând cu simplexul pmpm

J p
Q  Q , care este faţetă 

)( tm  -dimensională din mm

iQ Q , opusă vârfurilor 
110

,...,,
tjjj xxx , vom defini simplexul 

),...,,,,...,,(ˆ
10110 tmtt llljjj

m

J xxxxxxQ


 . 

 

Definiţia 5.4.1. Simplexul mm

jQ Q  şi faţeta acestuia tmtm

Jt
Q  Q  se numesc t -coerente 

dacă m

jQ  şi 
m

J t
Q̂  sunt orientate la fel, adică ambele sunt orientate pozitiv sau ambele sunt 

orientate negativ. Dacă simplexele m

jQ  şi m

J t
Q̂  sunt orientate în mod diferit, atunci m

jQ  şi pm

J t
Q   

se numesc simplexe t-noncoerente. 

Din această definiţie rezultă că noţiunea de t -coerenţă se răsfrânge doar asupra a două 

simplexe, dintre care unul este faţetă a celuilalt. Similar cazului de coerenţă simplă (a se vedea 

paragraful 2.4), se defineşte coeficientul de t -coerenţă al simplexelor:  
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.luiafatetăestenudacă,0

e,noncoerent-simplexesuntşidacă,1

coerente,-simplexesuntşidacă,1

m
i

tm

J

tm

J

m
i

tm

J

m
i

J
i

QQ

t QQ

t QQ

m

t

t

t

t  

Teorema 5.4.3. Simplexele m
iQ  şi   tm

J

J

t

t Q 1  sunt t -coerente.  

Folosind metoda inducţiei matematice în raport cu numărul t  de vârfuri eliminate 

110
,...,,

tjjj xxx  din m

iQ  şi teorema 5.4.1, demonstraţia teoremei 5.4.3 devine o chestiune pur 

tehnică.  

Conform definiţiei 5.4.1, t -coerenţa simplexelor m

iQ  şi 1m

Jt
Q  este determinată de orientarea 

simplexelor m

iQ  şi m

J t
Q̂ . Semnul de orientare )(ˆ m

tJ  al lui m

J t
Q̂  se stabileşte cu ajutorul numărul 

de inversiuni   ale indicilor vârfurilor simplexului ),...,,,,...,,(ˆ
10110 tmtt llljjj

m

J xxxxxxQ


 , care 

poate fi reprezentat prin suma 1221   , unde 

1  este numărul de inversiuni din şirul 110 ,...,, tjjj ; 

2  este numărul de inversiuni din şirul tmlll ,...,, 10  şi care determină semnul )( tm
tJ   al 

faţetei tm

Jt
Q  ; 

12  este numărul de inversiuni format de fiecare dintre indicii 110 ,...,, tjjj  cu fiecare dintre 

indicii tmlll ,...,, 10 . 

Consecinţa 5.4.3. Pentru simplexul m

iQ  şi faţeta acestuia tm

Jt
Q   este adevărată egalitatea 

)()1()(
)(

tmm
t

tt

J

JJ

i 
  

, unde )(mi  şi )( tm
tJ   sunt semnele de orientare ale simplexului 

m

iQ  şi feţetei acestuia tm

Jt
Q  , iar 121)(  tJ .  

Demonstraţie. Conform teoremei 5.4.3, simplexele m

iQ  şi   tm

J

J

t

t Q 1  sunt t -coerente. Prin 

urmare, între semnul de orientare )(mi  al simplexului m

iQ  şi semnul de orientare )(ˆ m
tJ  al 

simplexului 
tm

J

J

t

t Q  )1(  are loc relaţia: 

)(ˆ)1()( mm
t

t

J

J

i   .                                                  (5.25) 

Luând în consideraţie că valoarea lui )(ˆ m
tJ  este determinătă de paritatea numărului 

1221   , obţinem: 

)()1()1()1()(ˆ 1211221 tmm
tt JJ 

  
, 

ceea ce permite să reprezentăm formula (5.25) în modul următor: 
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)()1()( 121 tmm
t

t

J

J

i 
  

. 

Notând 121)(  tJ , în cele din urmă obţinem egalitatea: 

)()1()(
)(

tmm
t

tt

J

JJ

i 
  

.                                           (5.25′) 

Pentru simplexele m

iQ  şi tm

Jt
Q   are loc un rezultat similar teoremei 5.4.2. 

Teorema 5.4.4. t -coerenţa simplexelor m

iQ şi   tm

J

J

t

t Q 1  nu depinde de permutarea 

concordantă a elementelor ce determină aceste simplexe. 

Demonstraţie. Ca şi în cazul teoremei 5.4.2, e suficient să demonstrăm că dacă tm

J

p

t
Q   se 

obţine prin aplicarea permutării generate de permutarea folosită în ,m

iQ  atunci simplexele m

i

pQ  

şi tm

J

pJ

t

t Q  )1(  sunt coerente. Ultima afirmaţie înseamnă că este adevărată egalitatea: 

)(ˆ)1()( mm
t

t

J

pJ

i

p   .                                                 (5.26) 

Folosim metoda inducţiei matematice în raport cu numărul t  de vârfuri eliminate 

110
,...,,

tjjj xxx  din m

iQ . 

1) 0t . În acest caz, 0jJ t  . Apelând la teorema 5.4.2, obţinem: 

)(ˆ)1()(
0

0 mm j

pj

i

p   , 

ceea ce confirmă relaţia (5.26). 

2) Admitem că afirmaţia teoremei este adevărată pentru 0t  vârfuri eliminate 

110
,...,,

tjjj xxx , adică are loc egalitatea: 

    ),(ˆ1 mm
t

t

J

pJ

i

p    

independent de permutările elementelor din m

iQ  şi tm

J t
Q  . În acest caz, indicele tJ  este 

tt jjjJ  ...10 . 

3) Examinăm situația când din m

iQ  se elimină 1t  vârfuri. Fie acestea sunt 

tt jjjj xxxx ,,...,,
110 

 şi 

tm

J t
Q 

 este faţeta lui m

iQ , opusă vârfurilor 
110

,...,,
tjjj xxx ; 

),...,,,,...,,(ˆ
10110 tmtt llljjj

m

J xxxxxxQ


 ; 

1

1





tm

Jt
Q  este faţeta lui m

iQ , opusă vârfurilor 
tt jjjj xxxx ,,...,,

110 
; 

),...,,,,,...,,(ˆ
101101 tmttt llljjjj

m

J xxxxxxxQ


 ; 

1tm

jt
Q  este faţeta lui 

tm

J t
Q 

 opusă vârfului },...,,{
10 mtjt iiiij xxxxx  . 
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Să demonstrăm că şi în acest caz se respectă egalitatea 

    )(ˆ1
1

1 mm
t

t

J

pJ

i

p



   . 

Construirea faţetei 1

1





tm

Jt
Q  o facem în două etape, mai întâi prin eliminarea vârfurilor 

110
,...,,

tjjj xxx , conform regulilor de eliminare descrise anterior, iar apoi prin eliminarea 

ultimului vârf 
tj

x . Luând în consideraţie pasul precedent al inducţiei matematice, precum şi 

afirmația teoremei 5.4.2, obţinem următoarele relații pentru coeficienții de coerență între 

simplexele examinate: 

    )(ˆ1 mm
t

t

J

pJ

i

p   ,                                                   (5.27) 

    )(ˆ1
1

mtm
t

t

t J

pj

J

p


  .                                              (5.28) 

În baza acestor relaţii, precum şi a modului de construire a simplexelor tm

J t
Q  , m

Jt
Q̂ , 1

1





tm

Jt
Q , 

m

Jt
Q

1

ˆ


, 1tm

jt
Q , în cele din urmă obţinem: 

        )1(

1

1

1
1)(ˆ11 






 tm

J

J

J

pjJ

i

p

t

t

t

tt mm  . 

Deci, afirmaţia teoremei are loc şi pentru 1t  vârfuri eliminate. Conform inducţiei 

matematice, relaţia (5.26) este adevărată. 

Să extindem în continuare noţiunea de coerenţă pentru două simplexe 1m
Q  şi 2m

Q  din 

complexul nK  ce posedă proprietăţile: 

a) 21 mm
QQ  ; 

b) 12 mm
QQ  ; 

c)  321 mmm
QQQ , 

unde 131  tmm , 132  qmm , şi nmmm  321 ,,1 . Vom considera că simplexele 

21 ,
mm

QQ  şi 3m
Q  sunt orientate, ceea ce înseamnă că le putem interpreta în modul următor: 

],...,,)[(
110

1

1 miii

m
xxxmQ  , 

],...,,)[(
210

2

2 mjjj

m
yyymQ  , 

],...,,)[(
310

3

3 mkkk

m
zzzmQ  . 

Simplexul 3m
Q  se obţine din 1m

Q  la eliminarea a t  vârfuri 
110

,...,,
taaa xxx , iar din 2m

Q  – prin 

eliminarea a q  vârfuri 
110

,...,,
qbbb yyy . Definim numerele: 

110 ...  tt aaaJ , 

110 ...  qq bbbJ , 
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şi construim simplexele: 

],...,,,,...,,[)(ˆˆ
310110

1

1 mttt kkkaaaJ

m

J zzzxxxmQ


  , 

],...,,,,...,,[)(ˆˆ
310110

2

2 mqqq kkkbbbJ

m

J zzzxxxmQ


  . 

Aici 110 ,...,, taaa  reprezintă numerele de ordine ale acelor t  vârfuri din lista 
110

,...,,
miii xxx , care 

se elimină din 1m
Q  la construirea lui 3m

Q . Respectiv, 110 ,...,, qbbb  reprezintă numerele de ordine 

ale q  vârfuri din lista 
210

,...,,
mjjj yyy , care se elimină din 2m

Q  la construirea lui 3m
Q . Pentru 

vârfurile simplexelor 21 ,
mm

QQ  şi 3m
Q  se respectă relaţiile: 

}.,...,,{},...,,{

},,...,,{},...,,{

110310

110310

mm

mm

iiikkk

iiikkk

xxxzzz

xxxzzz




 

Definiţia 5.4.2. Simplexele 1m
Q  şi 2m

Q  cu proprietatea 21 mm
QQ   se numesc simplexe 

coerente),( qt  dacă 1m
Q  şi 213 mmm

QQQ   sunt simplexe coerentet  iar 2m
Q  şi 3m

Q  sunt 

simplexe q -coerente. 

Pentru indicii vârfurilor din şirurile  

110
,...,,

taaa xxx ;  
110

,...,,
qbbb yyy    şi  

310
,...,,

mkkk zzz  

determinăm numerele: 

1 – numărul de inversiuni în şirul de indici 110 ,...,, taaa ; 

2 – numărul de inversiuni în şirul de indici 110 ,...,, qbbb ; 

3 – numărul de inversiuni în şirul de indici 
3

,...,, 10 mkkk ; 

13  – numărul de inversiuni formate de fiecare dintre indicii 110 ,...,, taaa  cu fiecare dintre 

indicii 
3

,...,, 10 mkkk ; 

23  – numărul de inversiuni formate de fiecare dintre indicii 110 ,...,, qbbb  cu fiecare dintre 

indicii 
3

,...,, 10 mkkk . 

Teorema 5.4.5. În cazul simplexelor ),( qt -coerente 1m
Q  şi 2m

Q  are loc egalitatea: 

)()1()( 2

)()(

1 mm qtqt JJJJ






, 

unde 131)(  tJ , iar 232)(  qJ . 

Demonstraţie. Pentru semnele simplexelor studiate obţinem relaţiile: 

3)1()( 3

 m ; 

)()1()1()(ˆ
31

1313131 mm
tJ  




; 
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)()1()1()(ˆ
32

2323232 mm
qJ  




. 

Conform teoremei 5.4.3, simplexele 1m
Q  şi   31

mJ
Qt sunt coerente. Prin urmare, în baza 

relaţiei (5.25) şi celor menţionate mai sus, putem scrie: 

)()1()1()(ˆ)1()( 311
131 mmm t

t

t J

J

J  



. 

Din aceleaşi considerente, şi în cazul simplexelor 2m
Q ,   31

mJ
Qq  are loc egalitatea similară: 

)()1()1()(ˆ)1()( 322
232 mmm q

q

q J

J

J
 



. 

Din ambele egalităţi exprimăm )( 3m  prin )( 1m  şi, respectiv, )( 2m : 

)()1()1()( 13
131 mm tJ  



, 

)()1()1()( 23
232 mm qJ
 



. 

Deoarece părţile din stânga ale acestor egalităţi coincid, rezultă: 

)()1()1()()1()1( 21
232131 mm qt

JJ  



. 

Notăm 131)(  tJ  şi 232)(  qJ . Ultima ecuaţie se va transcrie: 

)()1()()1( 2

)(

1

)(
mm qqtt

JJJJ 





, 

de unde rezultă relaţia: 

)()1()( 2

)()(

1 mm qtqt JJJJ






. 

 

Mulţimi stabile 

 

În capitolul 2 a fost definită noțiunea de stea a unui simplex (a se vedea definiția 2.3.2), care 

poate fi generalizată în cazul unui simplex mm

jQ Q . 

 Definiţia 5.4.3. Subcomplexul m
jQ

K  din nK , care conţine simplexul m

jQ , împreună cu 

toate faţetele proprii ale sale, precum şi toate simplexele din nK  incidente lui m

jQ , împreună cu 

toate faţetele proprii ale acestora se numeşte superstea a lui 
m

jQ  şi se notează prin 
m

jStQ .  

Menționăm că, spre deosebire de supersteaua 
m

jStQ , steaua 
m

jstQ  a unui simplex 
m

jQ  nu 

este complex simplicial abstract.  

Pentru supersteaua 
m

jStQ  definim următoarele noțiuni: 

a) închiderea )( m

jStQCl  superstelei 
m

jStQ  – subcomplexul minimal din nK , care conține 

supersteaua 
m

jStQ ; 
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b) reprezentanţa )( m

jQR  superstelei m

jStQ  – mulţimea simplexelor din m

jStQ  ce nu sunt 

incidente simplexului m

jQ ; 

c) frontiera )( m

jQB  a superstelei m

jStQ  – mulţimea tuturor simplexelor din m

jStQ  ce nu 

sunt incidente lui m

jQ  sau intersecţia acestora cu m

jQ  reprezintă una dintre faţetele proprii 

ale lui m

jQ . 

Uşor se verifică relaţiile: 

)()( m

j

m

j StQClQR  , 

)()( m

j

m

j StQClQB  , 

)()( m

j

m

j QBQR  . 

Fie mQ  un simplex din nK , pentru care se cunoaște supersteaua mStQ , împreună cu 

reprezentanţa )( mQR  și frontiera )( mQB . Conform celor relatate anterior, constatăm:  

 mm QQR )( , 

)(\)( mm QRQB . 

În mod aleatoriu, alegem un simplex 1m
Q  din mulțimea )(\)( mm QRQB  (evident, 1m

Q  este 

diferit de mQ  și fațetele acestuia). Totodată, există un simplex 2m
Q  încât:  21 mmm

QQQ . 

Conform teoremei 5.4.3, condiția de ),( qt  - coerență a simplexelor mQ și 1m
Q este: 

)()1()(
)()(

1 mm qtqt JJJJ


 
 ,                                            (5.29) 

unde 2mmt  , iar 21 mmq  . În această situație sunt posibile două cazuri: a) când numărul 

)()( qtqt JJJJ    este par; b) când numărul )()( qtqt JJJJ    este impar. Referitor 

la simplexul 1m
Q  și orice simplex )(3 mm

QRQ  , unde 3m
Q  este fațetă a lui 1m

Q , obținem relația 

analoagă cu relația (5.29): 

       31
1111)1( mm qtqt JJJJ


 
 ,                                         (5.30) 

unde 311 mmt  , 0
1
qJ , 0)(

1
qJ . Deci, orientarea simplexelor 1m

Q  și 3m
Q  e determinată 

de cele două cazuri posibile: a) când )(
11 tt JJ   este un număr par; b) când )(

11 tt JJ   este un 

număr impar. 

Notăm prin mQ
~

 mulțimea tuturor simplexelor din )( mQB , încât în cazul perechii 1,
mm QQ , 

ce satisface relația (5.29), are loc condiția a), iar în cazul perechii 31 ,
mm

QQ , ce satisface relația 

(5.30), are loc condiția b). 
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Considerăm aplicaţia:  

nn KK  :                                                      (5.31) 

cu proprietatea: 

)(

~
)( jm

m

j QQ  , 

pentru orice simplex m -dimensional mm

jQ Q , nm 0 . 

Menţionăm că mulţimea )(

~
jmQ  se determină în mod univoc în baza teoremelor 5.4.2-5.4.5.  

Definiția 5.4.4. Mulțimea de simplexe F  a complexului nK  ce posedă proprietatea:  

 FQ)( , 

pentru orice simplex FQ , se numește mulțime intern stabilă de simplexe abstracte a 

complexului nK . 

Vom spune că o mulțime intern stabilă este maximală dacă în nK  nu există o altă mulțime 

intern stabilă H , încât HF  . 

Notăm prin F  familia tuturor mulțimilor intern stabile din nK . 

Definiția 5.4.5. Numărul  Fcard
F

n

F
 max)(K  se numește număr de stabilitate internă a 

complexului nK . 

Prin analogie cu situația din teoria grafurilor care, precum a mai fost menționat, este un caz 

particular al complexului de relații multi-are, vom defini noțiunea de mulțime extern stabilă. 

Definiția 5.4.6. Mulțimea de simplexe E  a complexului nK  se numește extern stabilă dacă 

pentru orice simplex EQ  are loc relația: 

   EQ . 

Menționăm că, conform definițiilor 5.4.4 și 5.4.6, în orice complex nK  există mulțime 

intern stabilă și mulțime extern stabilă. Astfel, orice simplex formează o mulțime intern stabilă, 

iar mulțimea tuturor simplexelor complexului nK  este totdeauna extern stabilă. 

Să notăm prin E  familia tuturor mulțimilor extern stabile din nK . 

Definiția 5.4.7. Numărul  Ecard
E

n

E
 max)(K  se numește număr de stabilitate externă a 

complexului nK . 

Definiția 5.4.8. Mulțimea de simplexe abstracte a unui complex nK  care este intern stabilă 

și, totodată, extern stabilă, se numește nucleu al complexului. 

Teorema 5.4.6. O mulțime intern stabilă FF este nucleu al complexului nK  dacă și 

numai dacă ea este maximală. 
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Demonstrație. Fie mulțimea intern stabilă FF  este nucleu al complexului nK . Să 

presupunem că F  nu este maximală. În acest caz, complexul nK  conține un simplex m -

dimensional mQ , nm 0 , încât F FQF m}{  și FQm  . Atunci, în virtutea definiției 

5.4.8, deoarece F   este mulțime intern stabilă, obținem relația  FQm )( . 

Pe de altă parte, deoarece nucleul F  este totodată și mulțime extern stabilă, pentru 

simplexul mQ  are loc relația  FQm )( , de unde rezultă relaţia    FQm . Din 

contradicția obținută conchidem că nucleul F  este mulțime intern stabilă maximală. 

Să demonstrăm acum afirmația inversă. Fie FF  este mulțime intern stabilă maximală. 

Pentru a demonstra că F  este nucleu al complexului nK  e suficient să arătăm că F  formează o 

mulțime extern stabilă. Dacă admitem contrariul, atunci rezultă că în complexul nK  există un 

simplex FQm   pentru care are loc relația:  

 FQm )( , 

unde }{ mQFF  . Prin urmare, mulţimea F   este intern stabilă, ceea ce vine în contradicție 

cu condiția că F  este mulțime intern stabilă maximală a complexului nK . 

 

Generalizarea funcţiei Grundy 

 

Funcția Grundy, cunoscută în literatura de specialitate și ca funcția Sprague-Grundy, este 

folosită, în special, în teoria jocurilor pentru a găsi strategiile de câștig în jocurile combinatoriale 

[187]. Funcția se definește pentru jocurile cu doi jucători, în care unul dintre aceștia se declară 

învingător, dacă adversarul său nu mai poate executa următoarea mișcare. 

Vom defini, în cele ce urmează, funcția Grundy pentru un complex de relații multi-are în 

scopul folosirii acesteia la soluționarea unui joc combinatorial, examinat în paragraful următor, 

care este o generalizare a cunoscutului joc Nim. 

Considerăm complexul de relații multi-are, reprezentat ca un complex de simplexe abstracte 

)...,,,( 10 nn QQQK   și aplicația nn KK  : , definite anterior. 

Definiția 5.4.9. Aplicația univocă 0: Ng n K , definită pentru orice simplex abstract m -

dimensional mQ  din nK  prin relația 

))}((\min{)( m

o

m QgNQg  ,                                             (5.32) 

unde ))(( mQg   reprezintă mulțimea valorilor aplicaţiei g  pentru toate simplexele din )( mQ , 

se numeşte funcţie Grundy. 



 256 

Funcția Grundy poate fi folosită la studierea mulțimilor intern stabile într-un complex 

simplicial nK . De exemplu, în baza definițiilor 5.4.4 și 5.4.9, ușor deducem că este adevărată 

afirmația: dacă F este o mulțime de simplexe intern stabilă în nK , atunci, pentru oricare două 

simplexe abstracte FQQ , , are loc egalitatea    QgQg  . Există o dependență directă 

între numărul de mulțimi intern stabile din nK  și funcția Grundy, care poate fi exprimată prin 

Teorema 5.4.7. Numărul minim de mulțimi intern stabile într-un complex de relații multi-

are nK  este egal cu N  dacă şi numai dacă are loc egalitatea:  

  1max 


Qg
nQ K

. 

Demonstrație. Suficiența. Fie are loc egalitatea menționată în teoremă. Notăm prin )(mF  

mulțimea tuturor simplexelor abstracte din nK  pentru care valoarea funcției Grundy este 

10,  mm . Conform definiției 5.4.4, mulțimea  mF  este intern stabilă. Prin urmare, am 

obținut   mulțimi m -stabile: )1(),...,1(),0( FFF . Dacă în nK  ar exista un număr q  de 

mulțimi intern stabile, atunci, conform celor menționate mai sus şi datorită faptului că pentru 

toate simplexele mulțimii valoarea funcției Grundy este aceeași, rezultă că pe complexul nK  

putem defini funcția Grundy pentru care   qQg
nQ


K

max . Aceasta vine în contradicție cu condiția 

enunţată în teoremă. 

Necesitatea. Fie în nK  numărul minim de mulțimi intern stabile este :  FFF ,...,, 21 . 

Pentru oricare simplex mFQ ,  m1 , are loc egalitatea  mFQ)( .  

Definim funcția Grundy în modul următor: 

a)   0Qg  pentru orice simplex 1FQ . 

b) Examinăm mulțimea 2F . Observăm, mai întâi, că pentru orice simplex 2FQ   are loc 

relația:  1)( FQ . În caz contrar, simplexul Q  poate fi închis în 1F , ceea ce conduce la o 

reconfigurare a mulțimilor intern stabile, însă numărul lor nu va crește. Prin urmare, valoarea 

funcției Grundy în cazul simplexelor din 2F  poate fi declarată egală cu unu. 

c) Fie am ajuns la mulțimea  mFm 2, . Din aceleași motive ca și în cazul examinării 

mulțimii 1F , pentru orice simplex mFQ  și oricare dintre mulțimile 121 ,...,, mFFF are loc relația 

   iFQ , 11  mi . Această situație permite a considera justă egalitatea   1 mQg , 

pentru orice simplex mFQ . 

Din cele examinate referitor la mulțimile FFF ,...,, 21 , rezultă că   1Qgmax
nKQ




. 
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Joc combinatorial pe un complex de relaţii multi-are 

 

Definim pe nK  un joc cu doi participanţi A  şi B , care poate fi privit ca o generalizare a 

jocului chinezesc NIM, cunoscut prin impactul său asupra unor rezultate fundamentale în 

matematică. În special, acesta a jucat un rol esenţial în demonstraţia teoremei Sprague – Grundy, 

considerată drept una dintre teoremele clasice ale teoriei jocurilor şi folosită la determinarea 

strategiei de câştig în jocurile combinatoriale. Diverse generalizări şi interpretări ale jocului 

NIM, cu aplicaţii netriviale [13], se întâlnesc în lucrările a mai multor matematicieni - Claud 

Berge [5], [302], Charles Bouton [185], : 

Descrierea jocului: 

1) Fie dat un complex de simplexe abstracte nK . În mod arbitrar, se alege un simplex   

m -dimensional mmQ Q , nm 0 . 

2) Jucătorul A  alege un simplex din )( mQ . Fie acesta este simplexul 1m
Q , nm  10 . 

(Dacă  )( mQ , atunci se consideră că jucătorul A  a pierdut şi jocul a luat sfârşit). 

3) Jucătorul B  alege un simplex )( 12 mm
QQ  . De asemenea, se consideră că dacă 

 )( 1m
Q , atunci jocul a luat sfârşit şi jucătorul B  este în pierdere. 

4) Jucătorii continuă alegerea simplexelor noi până când lucrul acesta este posibil. 

Evident, deoarece nK  este un complex finit, jocul va avea un sfârşit. 

În jocul descris, s-ar cere de răspuns la întrebarea: în ce condiţii jucătorul A  va ieşi 

învingător? 

Pentru a găsi răspuns la această întrebare vom apela la rezultatele descrise anterior, ce se 

referă la studierea mulțimilor intern stabile, nucleului și proprietăților funcției Grundy, definite 

pe complexul de relații multi-are, reprezentat prin simplexe abstracte. 

Definiția 5.4.10. Succesiunea de simplexe rmmm
QQQ ,...,, 10 a complexului 

)...,,,( 10 nn QQQK   ce posedă proprietățile: 

a)   ii mm
QQ 1 , 10  ri ; 

b) im
Q  și 1im

Q , 1ri0  , sunt simplexe  qt, -coerente, determinate de condiţiile 

adiţionale relațiilor (5.29) și (5.30); 

c) dacă simplexele 1im
Q  și jim

Q  , 10  ij , sunt intersectate de către simplexul jiim
Q  ,1 , 

atunci 1im
Q și jim

Q   nu aparțin lui jiim
Q  ,1 ,  

se numește traiectorie a complexului nK  și se notează prin  roT , . 
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În cazul traiectoriei   ),...,,(, 10 rmmm
QQQroT  , vom spune că aceasta leagă simplexul 0m

Q  

cu simplexul rm
Q  care, la rândul lor, se consideră extremităţi ale  roT , . Evident, traiectoria 

complexului depinde de aplicația   definită anterior pe complexul nK . Uneori, traiectoria 

construită prin intermediul aplicației  se va nota  rT ,0 . 

Vom spune că traiectoria  rT ,0  este o traiectorie maximală, determinată de relația  , dacă 

se îndeplinesc următoarele condiții: 

a)  )( rm
Q ; 

b) nu există simplex Q  în nK , încât  QQ
m

0  și șirul tmmm
QQQQ ,...,,, 10  ar satisface 

condițiile definiției 5.4.10.  

Traiectoria  rT ,0  se va numi traiectorie-contur, determinată de aplicația  , dacă 

rmm
QQ 0 . Traiectoria contur o vom nota prin  rTC ,0 . 

Teorema 5.4.8. Dacă g este funcția Grundy a unui complex nK , determinată de aplicația 

nn KK  : , definită prin relaţia (5.31), atunci mulțimea tuturor simplexelor Q  din nK , 

pentru care este adevărată egalitatea 0)( Qg , reprezintă nucleul complexului nK . 

Demonstrație. Fie M mulțimea simplexelor din nK  pentru care are loc egalitatea 

0)( Qg . Vom arăta că M  posedă proprietățile: 

a) M este o mulțime intern stabilă; 

b) M este o mulțimea extern stabilă,  

ceea ce înseamnă, conform definiției 5.4.9, că M  este nucleu. 

Fie mQ  un simplex din nK  cu proprietatea 0)( mQg , adică MQm  . Alegem un 

simplex arbitrar )(1 mm
QQ  . În baza definiției funcției Grundy rezultă relaţia 0)( 1 

m
Qg . 

Aceasta înseamnă că se respectă egalitatea  MQm )( , adică M este mulțime intern 

stabilă. 

Să demonstrăm acum că M  este și extern stabilă. Alegem un simplex oarecare 

MQ nm
\1 K . Deoarece M  reprezintă mulțimea tuturor simplexelor din nK  pentru care 

valoarea funcției Grundy este zero, rezultă că 0)( 1 
m

Qg . Aceasta la rândul său implică relația 

 MQm )( . Prin urmare, M este mulțime extern stabilă. 

Din cele examinate rezultă că M este nucleul complexului nK . 

Teorema 5.4.9. Dacă în complexul nK  există o traiectorie-contur  rT ,0 , determinată de 

aplicația   definită prin relația (5.31), și pentru orice simplex mQ  al acestui complex există 
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traiectorie  rT ,0  ce leagă Q  cu careva simplex din  rTc ,0 , atunci în jocul combinatorial 

definit pe acest complex, jucătorii își pot determina comportamentul astfel încât niciunul dintre 

ei nu va pierde. 

Demonstrație. Menționăm că jocul combinatorial porneşte de la simplexul mQ  luat în mod 

aleator. Dacă acest simplex va fi pe traiectoria-contur  rTc ,0 , atunci de fiecare dată jucătorii au 

posibilitatea de a alege simplexul lor de pe același contur, ceea ce conduce la un joc infinit. 

Dacă simplexul mQ  nu aparține traiectoriei-contur  rTc ,0 , atunci în baza condiției din 

teoremă, jucătorii pot alege simplexele respective în așa mod încât vor ajunge la  rTc ,0 . Mai 

departe ei pot proceda similar cazului descris mai sus. 

Teorema 5.4.10. Într-un joc combinatorial, determinat de aplicația (5.31), jucătorul A  nu 

va pierde dacă va reuși să construiască funcția Grundy pe acest complex și să aleagă simplexul 

Q  pentru care   0Qg . 

Demonstrație. Să admitem că pentru complexul nK  putem construi funcția Grundy și 

jucătorul A  reușește să aleagă un simplex Q  încât   0Qg . Conform teoremei 5.4.8, mulțimea 

tuturor simplexelor cu valoarea funcției Grundy egală cu zero formează nucleul N  în nK . 

Fie  QQ   și jucătorul B  alege acest simplex Q . Evident, Q  nu este din nucleul N . 

Următoarea mișcare este pentru jucătorul A , cu alegerea simplexului din  Q . 

Dacă    Q , atunci valoarea funcţiei Grundy pentru acest simplex va fi   0Qg , ceea 

ce înseamnă că Q  trebuie să fie din nucleul Q  (conform teoremei 5.4.8). Prin urmare, 

 QQ  . Examinăm două cazuri posibile: 

a) NQ   – atunci jucătorul A  revine în mulțimea N  și se repetă situația precedentă; 

b) NQ  , adică    NQ . Dacă printre simplexele din  Q  există unul cu 

valoarea funcției Grundy egală cu zero, atunci primim contradicție cu faptul că N  este 

nucleu (nucleul trebuie să fie mulțime intern stabilă maximală). În caz contrar, obținem 

contradicție cu definirea funcției Grundy. 

Din cele examinate rezultă că jucătorul A  totdeauna are șansa de a reveni în mulțimea N , 

ceea ce îi garantează că nu el va fi cel care pierde în jocul combinatorial. 

 

5.5. Concluzii la capitolul 5 

 

Capitolul 5 al lucrării poartă mai mult un caracter aplicativ și conține unele rezultate ce țin de 

soluționarea problemelor practice, fapt ce denotă eficiența rezultatelor teoretice, prezentate în 
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capitolele precedente. Folosind proprietățile unui complex de relații multi-are, precum și cele ale 

complexului de cuburi abstracte, se generalizează rezultatele ce ţin de clasificarea varietăţilor, 

descrise în lucrările [15], [19], [23], [153], [156], [177]. Apariţia buclelor într-un complex 

abstract, determinate de repetările elementelor în cortegiile ce corespund quasisimplexelor, 

conduce la necesitatea studierii varietăţii sferice degenerate de genul p . Se face o clasificare a 

varietăților determinate de G-complexele de relații, care permit existența buclelor. 

Datorită rezultatelor obținute în legătură cu examinarea complexelor de cuburi abstracte la 

nivelul construirii omologiilor respective, s-a reușit avansarea în soluționarea problemei 

medianei unui complex de cuburi, cunoscute din anii 60-70 ai secolului trecut [60] și rezolvate 

atunci doar pentru cazul complexului 2-dimensional. În rezultatul elaborării teoriei respective, în 

acest capitol al tezei se propune un algoritm de calculare a medianei fără utilizarea metricii. 

Generalizând noţiunea de coerenţă pentru un quasisimplex mm

jQ Q  şi faţeta acestuia 

tmtm

Jt
Q  Q , în cazul 2t , numită  t -coerenţă, şi pentru două simplexe arbitrare 1m

Q  şi 2m
Q  cu 

proprietatea  21 mm
QQ ,  numită ),( qt -coerenţă, a fost definită noţiunea de nucleu al 

complexului )...,,,( 10 nn QQQK  , importantă pentru examinarea unui joc combinatorial 

între doi jucători A  şi B , descrisă în paragraful 5.4. Pentru determinarea strategiilor de 

comportare a jucătorilor în acest complex, se introduce o funcţie, folosită la construirea 

nucleului, numită funcţie Grundy. 

Printre rezultatele importante ale capitolului 5 pot fi menționate: 

- a fost obținutăclasificarea varietăților abstracte cu ajutorul grupurilor de omologii ale 

complexului de relații multi-are; 

- au fost determinate condițiile necesare și suficiente pentru ca un vârf al unui complex 

omogen de cuburi abstracte să fie mediană; 

- a fost elaborat algoritmului de calcul a medianei într-un complex de cuburi abstracte; 

- a fost definită funcția Grundy pe un complex de relații multi-are, chestiune importantă 

pentru determinarea nucleului complexului care joacă, la rândul său, un rol decisiv la 

soluționarea unor jocuri pe structuri discrete; 

- au fost determinate strategiile de comportare a adversarilor într-un joc combinatorial definit 

pe complexul de relații multi-are. 

 

Ţinând cont de  rezultatele obținute în capitolul 5, deducem următoarele concluzii:  

1. Folosind complexul generalizat de relații multi-are în calitate de structură matematică ce 

determină o varietate degenerată abstractă orientabilă, fără borduri și conexă forte, au fost 
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determinate condițiile în care aceasta reprezintă o varietate sferică. Acest rezultat a fost 

folosit ulterior pentru obținerea clasificării varietăților abstracte degenerate, reprezentate 

printr-un șir de varietăți cu 0p  găuri, obținute în mod constructiv. 

2. Folosind proprietățile varietăților determinate de un complex de cuburi abstracte, au fost 

obținute proprietăți importante cu referire la frontiera complexului omogen de cuburi  n-

dimensionale care, la rândul său, este o varietate (n-1)-dimensională. În baza 

proprietăților respective au fost determinate condițiile, respectarea cărora asigură 

calcularea medianei unui complex cubic și această mediană aparține complexului 

respectiv; 

3. Rezultatele teoretice obținute la studierea complexelor de cuburi abstracte și a varietăților 

determinate de aceste complexe, au fost folosite la elaborarea unui algoritm eficient de 

calculare a medianei care nu depinde de metrica spațiului respectiv. Algoritmul respectiv 

a fost generalizat pentru cazul unui sistem arbitrar de ponderi ale vîrfurilor complexului 

de cuburi abstracte și nu depinde de lungimile muchiilor ce formează o clasă de muchii 

paralele din complex; 

4. Generalizând funcția Grundy pentru complexul de relații multi-are, folosită anterior de 

către C.Berge pentru grafurile neorientate, a fost demonstrat că câștigul într-un joc 

combinatorial depinde de posibilitatea construirii acestei funcții și determinării cu 

ajutorul ei a nucleului complexului de relații multi-are. 
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CONCLUZII GENERALE ŞI RECOMANDĂRI  

 

Studiul realizat în prezenta lucrare conduce la următoarele concluzii și recomandări. 

Concluzii generale asupra rezultatelor obținute. Problemele examinate în teza de doctor 

habilitat “Complexul generalizat de relații multi-are și aspectele aplicative ale acestuia” fac 

parte de direcția de cercetare din matematică ce ține de elaborarea modelelor și metodelor 

corespunzătoare pentru soluționarea problemelor teoretico-aplicative din diverse domenii ale 

activității umane: economie, tehnică sociologie, fizică, chimie, informatică etc. Rezultatele 

teoretice obținute în legătură cu studierea complexului de relații, precum și aplicații acestuia la 

studierea unor probleme de ordin aplicativ, conduc la următoarele concluzii: 

1. A fost creată o direcţie nouă de cercetare ce constă în fundamentarea teoriei complexelor de 

relaţii multi-are, prin care se generalizează mai multe structuri discrete clasice cunoscute ca 

grafuri, hipergrafuri, matroizi, complexe de simplexe, ceea ce a contribuit la elaborarea 

modelelor şi metodelor eficiente în vederea aplicării acestora la soluţionarea problemelor de 

optimizare discretă.  

2. A fost elaborată o nouă structură matematică discretă determinată de o familie de relaţii 

multi-are pentru modelarea proceselor cu acţiune discretă, care a condus la obţinerea 

metodelor eficiente pentru utilizarea ulterioară a acestora la soluţionarea problemei de 

calculare a medianei ponderate, fără a folosi metrica spaţiului, a problemei de comportament 

a jucătorilor într-un joc combinatorial etc. 

3. Au fost studiate proprietăţi importante ale complexului de relaţii multi-are cu ajutorul 

grupurilor de omologii şi coomologii ale acestuia. Rezultatele respective au demonstrat 

eficienţa folosirii metodelor de studiu ale topologiei algebrice pentru examinarea structurilor 

discrete. Această situaţie a permis efectuarea cercetărilor la un nivel calitativ nou pentru 

astfel de structuri. Grupurile de omologii construite reprezintă un instrument eficient, folosit 

la determinarea structurii complexului de cuburi, pentru care problema medianei se rezolvă 

în mod eficient fără a apela la metrica spațiului respectiv; 

4. Folosirea rangurilor grupurilor de omologii ale complexului de relaţii multi-are a permis 

deducerea unei formule eficiente de calcul a numărului ciclomatic, chestiune importantă 

pentru stabilirea proprietăţilor combinatoriale ale unui astfel de complex, necesare la 

soluţionarea problemelor applicative. Calcularea numerelor ciclomatice se face printr-o 

formulă recurentă, folosind  rangurile grupurilor de omologii ale complexului; 

5. Pentru complexul de relaţii multi-are a fost demonstrat analogul teoremei Poincare-Veblen-

Alexander (teorema 2.8.1), cunoscută în legătură cu examinarea contururilor unui graf 
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orientat. Rezultatul respectiv reprezintă un instrument eficient care a fost folosit pentru 

studierea ciclurilor m-dimensionale şi construirea matricei ciclomatice ale complexului de 

relaţii multi-are; 

6. Prin extinderea noțiunii de lanț m-dimensional și introducerea noțiunii de (k,m)-convexitate, 

în cadrul teoriei complexelor de relații multi-are a fost conturată o direcție nouă de cercetare 

– convexitatea în complexul de relaţii multi-are, legată de studierea proprietăților mulțimilor 

(k,m)-convexe cu aplicarea  ulterioară acestora la soluționarea problemelor cu caracter 

teoretico-aplicativ; 

7. Rezultatele obținute în legătură cu studierea grafurilor d-convex simple servesc drept imbold 

pentru extinderea cercetărilor, în scopul caracterizării complexelor cu o familie prescrisă de 

mulțimi (k,m)-convexe.  

8. Prin complexul de cuburi abstracte a fost studiat un caz special al complexului de relații 

multi-are, important pentru soluționarea problemelor practice, ceea ce generează o direcție 

aparte de cercetare prin aplicarea metodelor topologiei algebrice; 

9. A fost dedusă formula Euler-Poincare pentru un complex de cuburi abstracte. Formula 

respectivă a servit drept instrument eficient pentru examinarea proprietăților varietăților, 

determinate de un astfel de complex, și clasificarea ulterioară a acestora. 

10. Folosind complexul generalizat de relații multi-are în calitate de structură matematică ce 

determină o varietate degenerată abstractă orientabilă, fără borduri și conexă forte, au fost 

determinate condițiile în care aceasta reprezintă o varietate sferică. Acest rezultat a fost 

folosit ulterior pentru obținerea clasificării varietăților abstracte degenerate, reprezentate 

printr-un șir de varietăți cu 0p  găuri, obținute în mod constructiv. 

11. Folosind proprietățile varietăților determinate de un complex de cuburi abstracte, au fost 

obținute proprietăți importante cu referire la frontiera complexului omogen de cuburi  n-

dimensionale care, la rândul său, este o varietate (n-1)-dimensională. În baza proprietăților 

respective au fost determinate condițiile, respectarea cărora asigură calcularea medianei unui 

complex cubic și această mediană aparține complexului respectiv; 

12. Rezultatele teoretice obținute la studierea complexelor de cuburi abstracte și a varietăților 

determinate de aceste complexe, au fost folosite la elaborarea unui algoritm eficient de 

calculare a medianei care nu depinde de metrica spațiului respectiv. Algoritmul respectiv a 

fost generalizat pentru cazul unui sistem arbitrar de ponderi ale vîrfurilor complexului de 

cuburi abstracte și nu depinde de lungimile muchiilor ce formează o clasă de muchii paralele 

din complex; 

 



 264 

Recomandări. Ținem să menţionăm că rezultatele prezentate în teză servesc drept imbold 

pentru efectuarea cercetărilor ulterioare, legate de studierea obiectului definit ca complex de 

relaţii multi-are. În viziunea autorului prezinţă interes, pentru examinările ulterioare, unele 

aspecte legate de dezvoltarea teoretico-aplicativă a direcţiei propuse de cercetare: 

1. de examinat, în ce mod se modifică teoria elaborată în teză în cazul unui complex infinit de 

relaţii multi-are; 

2. de studiat complexul de cuburi abstracte prin introducerea unei operaţii speciale de 

triangulare generalizată a cuburilor. Ce s-ar întâmpla în acest caz cu grupurile de omologii 

ale complexului?; 

3. de definit o convexitate generală pe complexul de relaţii multi-are şi de stabilit legătura 

acesteia cu convexităţile definite în fiecare dintre spaţiile metrice ),( m

k

k dR ; 

4. de verificat, în ce măsură se respectă rezultatele obţinute la studierea complexului de cuburi 

abstracte în cazul unor alte tipuri de complexe, de exemplu, în cazul unui complex de 

poliedre abstracte. 
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