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CHIS, INĂU, 2015
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REPERELE CONCEPTUALE ALE CERCETĂRII

Actualitatea temei. Fie X s, i Y două mult, imi ı̂nzestrate cu anumite
structuri s, i L o familie de aplicat, ii f : X −→ Y , care corelează ı̂n careva
mod cu structurile fixate pe aceste mult, imi. Admitem că ϕ ∈ L, M ⊆ L
s, i Φ : M −→ L este un operator. Atunci apare problema determinării unei
funct, ii g ∈ M pentru care Φ(g) = ϕ. As,a funct, ie g se numes,te solut, ie a
ecuat, iei funct, ionale Φ(f) = ϕ. As,a probleme au apărut până ı̂n secolul al
XX-lea. Pentru a construi efectiv solut, iile diferitor ecuat, ii funct, ionale este
necesar:

- de a studia proprietăt, ile spat, iilor funct, ionale;
- de a determina cu ce fel de structuri pot fi ı̂nzestrate spat, iile funct, ionale;
- de a stabili legăturile dintre proprietăt, ile spat, iilor X, Y s, i proprietăt, ile

spat, iilor funct, ionale.
Primele rezultate au fost obt, inute ı̂ncă la sf̂ırs, itul secolului al XIX-lea ı̂n

lucrările lui K. Weierstrass, G. Ascoli, C. Arzelà, V. Volterra, I. Fredholm ı̂n
legătură cu rezolvarea ecuat, iilor diferent, iale s, i integrale. Teorema lui Arzelà-
Ascoli ([11, Teorema 3.4.20]) prezintă un criteriu general de compactitate a unei
familii de funct, ii cu topologia convergent,ei uniforme pe compacte. Teorema lui
Weierstrass generalizată de M. Stone [31, 32] permite să determinăm mult, imi
dense ı̂n spat, iul de funct, ii pe un compact ı̂n topologia convergent,ei uniforme.

Aceste studii au dus la evident, ierea diferitor clase de spat, ii: spat, ii Banach,
spat, ii Frechet, spat, ii Hilbert, spat, ii Sobolev, spat, ii Schwartz, spat, ii Hardy,
spat, ii Hölder, spat, ii Skorohod etc.

Studiul spat, iilor de funct, ii pe spat, ii topologice a fost init, iat ı̂n lucrările lui P.
Alexandroff, R. Arens, G. Choquet, I. Gelfand, A. N. Kolmogoroff, L. Gillman,
M. Henriksen, M. Serison, E. Hewitt, R. H. Fox, O. Frink, C. Kuratowski, J.
W. Tukey, J. Dugundji, J. R. Jackson, M. Katetov, L. Nachbin s, i J. Nagata
(vezi [1, 2, 10, 17, 18, 19, 21, 22, 14, 15, 23, 38, 35, 3, 25, 27, 29, 30]).

Teorema lui Gelfand-Kolmogoroff [17] afirmă că inelul de funct, ii continue
determină spat, iul compact. Această teoremă a fost extinsă de Hewitt [21]
s, i Nagata [30]. Hewitt a demonstrat că inelul de funct, ii continue determină
spat, iul realcompact (aceste spat, ii se mai numesc s, i spat, ii Hewitt-Nachbin com-
pacte). Mai precis, inelul de funct, ii continue determină completarea realcom-
pactă νX a spat, iului X. Nagata extinde teorema Gelfand-Kolmogoroff ı̂n două
direct, ii:

- prima teoremă afirmă că inelul de funct, ii continue ı̂n topologia convergent,ei
punctiforme determină orice spat, iu complet regulat;

- a două teoremă cont, ine condit, ii necesare s, i suficiente ca laticea de funct, ii
continue să determine spat, iul complet regulat.

3



Aceste teoreme ne arată că prezintă un interes deosebit cercetarea spat, iului
de funct, ii ca spat, iu liniar sau ca grup topologic.

Din acest punct de vedere sunt importante teoremele lui A. Miliutin [28]
despre structura liniară a spat, iilor Banach de funct, ii continue pe spat, ii com-
pacte metrizabile, teorema lui Kadets [26] despre homeomorfismul spat, iilor
Banach separabile infinit dimensionale.

În perioada anilor 50-70 au fost init, iate unele cercetări ale spat, iilor funcţi-
onale ı̂n lucrările [16, 20, 24, 7, 13]. Merită o atent, ie deosebită lucrarea lui L.
Gillman s, i M. Jerison [19] care a impulsionat cercetarea spat, iilor funct, ionale
din punct de vedere aplicativ.

La ı̂nceputul anilor 70 a secolului XX A. V. Arhangel’skii ı̂ntr-un ciclu de
lucrări a prezentat un program fundamental de cercetare a spat, iilor funct, ionale
ı̂n topologia convergent,ei punctiforme [4]. Această teorie a fost ı̂ntitulată ”Cp-
teorie”.

În această teorie se evident, iază două probleme generale.
Problema 1. De studiat corelat, iile dintre proprietăt, ile spat, iului X s, i

proprietăt, ile spat, iului Cp(X).
Problema 2. Fie X s, i Y două spat, ii lp-echivalente, adică spat, iile Cp(X),

Cp(Y ) sunt liniar homeomorfe. Care sunt proprietăt, ile comune ale spat, iilor X,
Y , adică care proprietăt, i se păstrează la lp-echivalent,e.

Această teorie a fost furtunos dezvoltată de mult, i matematicieni s, i rezul-
tatele lor au fost incluse ı̂n monografiile [4, 33, 34]. În lucrările lui V. Valov
[36] s, i M. Choban [8] unele rezultate au fost extinse pentru spat, iile de funct, ii
cu valori ı̂n spat, ii normate. Sunt remarcabile teoremele generale formulate de
M. Choban, care cont, in solut, iile la multe probleme particulare (concrete).

Din acest punct de vedere apare următoarea problemă.
Problema 3. De dezvoltat Cp-teoria pentru spat, iile de funct, ii cu valori ı̂n

inele s, i module topologice.
Această problemă cont, ine un caz particular.
Problema 4. De dezvoltat Cp-teoria pentru spat, iile de funct, ii cu valori ı̂n

grupuri topologice abeliene.
Grupurile topologice s, i modulele topologice sunt instrumente importante ı̂n

diverse domenii ale matematicii, fizicii s, i aplicat, iilor lor. Prin urmare studiul
spat, iilor de funct, ii cu valori ı̂n module topologice prezintă o direct, ie actuală
de cercetare.

Scopul s, i obiectivele lucrării.
- stabilirea corelat, iilor dintre proprietăt, ile spat, iilor X, E s, i proprietăt, ile

spat, iului Cp(X,E);
- determinarea proprietăt, ilor comune ale spat, iilor X la care spat, iile func-
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ţionale Cp(X,E) sunt liniar homeomorfe;
- determinarea proprietăt, ilor comune ale spat, iilor X la care inelele topolo-

gice Cp(X,E) sunt izomorfe;
Metodica cercetării. Construct, iile s, i metodele de demonstrat, ie se ba-

zează pe:
- not, iunile de bază din topologie;
- metodele teoriei inelelor s, i modulelor;
- aplicat, iile operatorilor liniari.
Inovat, ia s,tiint, ifică. În rezultatul realizării obiectivelor lucrării:
- a fost elaborată o metodă nouă de cercetare a spat, iilor de funct, ii cu valori

ı̂n module topologice;
- au fost stabilite unele proprietăt, i duale pentru anumite clase de spat, ii

funct, ionale;
- au fost demonstrate teoreme generale despre păstrarea proprietăt, ilor to-

pologice la echivalent,e liniare.
Problema s,tiint, ifică importantă solut, ionată constă ı̂n elaborarea unor

metode de cercetare a spat, iilor topologice cu ajutorul spat, iilor cu structuri alge-
brice, ceea ce a condus la determinarea corelat, iilor dintre proprietăt, ile spat, iilor
topologice s, i proprietăt, ile algebrice ale spat, iilor de funct, ii cu valori ı̂n inele s, i
module topologice.

Valoarea teoretică s, i practică a lucrării. Au fost elaborate noi metode
de cercetare a spat, iilor de funct, ii cu valori ı̂n module topologice s, i au fost
stabilite principii generale de păstrare a proprietăt, ilor topologice la echivalent,e
liniare.

Rezultatele s,tiint, ifice principale ı̂naintate spre sust, inere:
- au fost stabilite corelat, iile dintre unele proprietăt, ile ale spat, iilor X, E s, i

Cp(X,E);
- au fost stabilite condit, iile ı̂n care proprietăt, ile perfecte, tare perfecte s, i

cele finit-deschise se păstrează la echivalent,e liniare pe spat, ii de funct, ii cu valori
ı̂n module topologice;

- au fost determinate proprietăt, ile comune ale spat, iilor X la care inelele
topologice Cp(X,E) sunt izomorfe.

Implementarea rezultatelor s,tiint, ifice.
- rezultatele s, i metodele dezvoltate ı̂n teză pot fi aplicate ı̂n investigat, iile

ulterioare ale spat, iilor funct, ionale;
- rezultatele din teză pot servi drept suport pentru teme de masterat s, i pot

constitui cont, inutul unor cursuri speciale pentru student, ii s, i masteranzii de la
specialităt, ile matematice.

Aprobarea lucrării.
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Rezultatele lucrării au fost expuse la următoarele foruri s,tiint, ifice:
- International Conference ”Mathematics and Information Technologies:

Research and Education (MITRE-2009)”, Chis, inău, 8-9 octombrie, 2009.
- The 20th Conference on Applied and Industrial Mathematics - CAIM

2012, Chis, inău, 22-25 august, 2012.
- The Third Conference of Mathematical Society of the Republic of Moldova

dedicated to the 50th anniversary of the foundation of Institute of Mathematics
and Computer Science ”IMCS-50”, Chis, inău, 19-23 august, 2014.

Publicat, ii. Rezultatele principale ale tezei au fost publicate ı̂n 7 lucrări
[44, 41, 45, 43, 46, 39, 40].

Structura tezei. Teza cont, ine adnotări, introducere, 3 capitole, biblio-
grafia, concluzii s, i recomandări.

Cuvinte-cheie: spat, ii funct, ionale, topologia convergent,ei punctiforme,
suport, homeomorfism liniar, proprietăt, i perfecte, proprietăt, i deschis-finite.

CONT, INUTUL TEZEI

În Introducere se argumentează actualitatea temei tezei, scopul şi obiec-
tivele, problemele cercetării şi se prezintă sinteza conţinutui lucrării.

În Capitol 1 - Studii ı̂n domeniul spat, iilor funct, ionale cu structuri
algebrice - ce poartă un caracter de init, iere, se cont, ine o analiză a materi-
alelor s,tiint, ifice la tema tezei s, i sunt incluse not, iunile s, i rezultatele necesare
pentru studiul general al spat, iilor funct, ionale cu structuri algebrice s, i pentru
aplicarea structurilor algebrice la studierea proprietăt, ilor topologice.

Capitolul 1 se finalizează cu fundamentarea s, i argumentarea problemei s, i
obiectivelor cercetării.

ÎnCapitolul 2 - Studiul general al spat, iilor funct, ionale cu structuri
algebrice - se studiază unele probleme generale de determinare a corelat, iilor
dintre proprietăt, ile spat, iului X s, i proprietăt, ilor spat, iului Cp(X,E). Deoarece
pentru unele subspat, ii Y din X este important modul de amplasare a acestora
ı̂n X prezintă interes s, i problema extinderilor funct, ionale. Rezultatele obt, inute
au fost publicate ı̂n [43, 44, 41, 45, 46].

În paragrafele 2.1, 2.2, 2.3 s, i 2.4 sunt stabilite unele corelat, ii dintre pro-
prietăt, ile spat, iului topologic X s, i proprietăt, ile inelului topologic Cp(X,E).

În paragraful 2.1 se definesc not, iunile de compactificare cu un punct a
lui Alexandroff, numărul lui Alexandroff a(X) a spat, iului X (Definit, ia 2.1),
familie punct-finită, celularitatea punct-finită p(X) a spat, iului X (Definit, ia
2.2) s, i spat, iu cu Gδ-diagonală regulată.

Se demonstrează că pentru orice spat, iuE cu două puncte s, i cuGδ-diagonală
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regulată s, i orice spat, iu E-Tychonoff X, celularitatea punct-finită a spat, iului
X coincide cu numărul lui Alexandroff a spat, iului Cp(X,E) (Teorema 2.7).

Fie E un spat, iu cu două puncte distincte 0, 1 ∈ E. Spat, iul X se numes,te
E-Tychonoff, dacă pentru orice submult, ime ı̂nchisă F a lui X s, i orice punct
a ∈ X \ F există o funct, ie continuă f : X −→ E astfel ı̂ncât f(a) = 1 s, i
f(x) = 0 pentru orice x ∈ F .

Teorema 2.7. Fie E un spat,iu cu două puncte s,i cu Gδ-diagonală regulată.
Atunci p(X) = a(Cp(X,E)) pentru orice spat,iu E-Tychonoff X.

Corolarul 2.8. Fie E un spat,iu cu Gδ-diagonală regulată, |E| ≥ 2 s,i indX =
0. Atunci p(X) = a(Cp(X,E)).

Următoarea afirmat, ie pentru E = R a fost demonstrată de A. V. Arhan-
gel’skii s, i V. V. Tkachuk ı̂n [5].

Corolarul 2.9. Fie E un spat,iu infinit metrizabil. Atunci p(X) = a(Cp(X,E))
pentru orice spat,iu E-Tychonoff.

Corolarul 2.10. Fie E un spat,iu discret, |E| ≥ 2 s,i indX = 0. Atunci
p(X) = a(Cp(X,E)).

În paragraful 2.2 se demonstrează că pentru orice spat, iu zero-dimensional
X, Z-desimea spat, iului X, tZ(X), coincide cel mai mic cardinal infinit τ ast-
fel ı̂ncât spat, iul Cp(X,Z) este τ -plasat ı̂n β0Cp(X,Z) (Teorema 2.19). În
consecint, ă se obt, ine o condit, ie suficientă s, i necesară pentru ca Cp(X,Z) să
fie Z-compact (Corolarul 2.20).

O funct, ie f : X −→ Y se numes,te strict τ -continuă, dacă pentru orice
submult, ime A a lui X cu |A| ≤ τ există o funct, ie continuă g : X −→ Y astfel
ı̂ncât g|A = f |A, adică g(x) = f(x) pentru orice x ∈ A. Se numes,te Z-desime
tZ(X) a spat, iului X cel mai mic cardinal infinit τ astfel ı̂ncât orice funct, ie
definită pe X cu valori ı̂n Z strict τ -continuă este continuă.

O mult, ime A ⊆ X se numes,te τ -plasată ı̂n X, dacă pentru orice x ∈ X \A
există o mult, ime P ⊆ X de tip Gτ astfel ı̂ncât x ∈ P ⊆ X \ A. Notăm cu
q0(X) cel mai mic cardinal infinit τ astfel ı̂ncât X este τ -plasat ı̂n β0X, unde
β0X este compactificarea zero-dimensională maximală a spat, iului X.

Teorema 2.19. Fie indX = 0, atunci tZ(X) = q0(Cp(X,Z)).

Corolarul 2.20. Pentru orice X avem că tZ ≤ ℵ0, dacă s,i numai dacă
Cp(X,Z) este Z-compact.
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În paragraful 2.3 se definesc not, iunile de spat, iu τ -monolitic s, i (τ, 0)-stabil.
Se demonstrează că aceste două proprietăt, i sunt duale pentru clasa spat, iilor
Cp(X,Z) (Teorema 2.27, Teorema 2.28).

Tot ı̂n acest paragraf se demonstrează unele proprietăt, i duale (pentru clasa
spat, iilor Cp(X,Z)) privind numerele cardinale (Propozit, ia 2.25, Propozit, ia
2.26).

Cea mai mică pondere a spat, iilor zero-dimensionale (respectiv Tychonoff)
Y ı̂n care X poate fi condensat se notează iw0(X) (respectiv iw(X)). Evident,
iw(X) ≤ iw0(X) pentru orice spat, iu Tychonoff X.

Spat, iul X se numes,te (τ, 0)-stabil, dacă pentru orice imagine continuă Y a
lui X condit, iile următoare sunt echivalente:

S1. iw0(Y ) ≤ τ ;
S2. nw(Y ) ≤ τ .
Un spat, iuX se numes,te 0-stabil, dacă este (τ, 0)-stabil pentru orice cardinal

τ . Evident, un spat, iu X este 0-stabil, dacă s, i numai dacă pentru orice imagine
continuă Y a lui X avem iw0(Y ) = nw(Y ).

Următoarea afirmat, ie, pentru cazul spat, iilor Cp(X), a fost demonstrată ı̂n
[33] (vezi [33, Problema 173]).

Propozit, ia 2.25. Dacă X este un spat,iu zero-dimensional, atunci
iw0(Cp(X,Z)) = d(X).

Următoarea afirmat, ie, pentru cazul spat, iilor Cp(X), a fost demonstrată ı̂n
[33] (vezi [33, Problema 174]).

Propozit, ia 2.26. Dacă X este un spat,iu zero-dimensional, atunci iw0(X) =
d(Cp(X,Z)).

Teorema 2.27. Fie X un spat,iu zero-dimensional. Spat,iul Cp(X,Z) este τ -
monolitic, dacă s,i numai dacă X este (τ, 0)-stabil.

Teorema 2.28. Fie X un spat,iu zero-dimensional. Spat,iul Cp(X,Z) este
(τ, 0)-stabil, dacă s,i numai dacă X este τ -monolitic.

În paragraful 2.4 se defines,te not, iunea de spat, iu proiectiv complet. Se dă
un răspuns part, ial la [4, Problema II.8.8] (Corolarul 2.36) s, i se studiază ı̂n ce
condit, ii spat, iul X este discret (Teorema 2.38).

Un spat, iu X se numes,te proiectiv complet, dacă pentru orice aplicat, ie
deschisă s, i continuă f : X −→ Y cu Y metrizabil, Y este complet.

Propozit, ia 2.31. Fie X un spat,iu zero-dimensional. Spat,iul ZX este proiectiv
complet.
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O submult, ime A a spat, iului X se numes,te CZ-scufundată ı̂n X, dacă orice
aplicat, ie continuă a lui A ı̂n Z poate fi prelungită la o aplicat, ie continuă a lui
X ı̂n Z.

Propozit, ia 2.33. Fie X un spat,iu zero-dimensional. Dacă Cp(X,Z) este
proiectiv complet, atunci orice subspat,iu ı̂nchis s,i numărabil F ⊆ X este discret
s,i CZ-scufundat ı̂n X.

Propozit, ia 2.34. Fie X un spat,iu zero-dimensional. Dacă Y ⊆ X este CZ-
scufundat ı̂n X s,i Cp(X,Z) este proiectiv complet, atunci Cp(Y,Z) este proiec-
tiv complet.

Remarca 2.35. Propozit,ia 2.34 este adevărată s,i pentru spat,iul Cp(X) când
X este Tychonoff.

Corolarul 2.36. Spat,iul Cp(βN) este proiectiv complet, dacă s,i numai dacă
Cp(βN \ N) este proiectiv complet.

Teorema 2.38. Fie X un spat,iu zero-dimensional. Dacă Cp(X,Z) este pro-
iectiv complet, 0-stabil s,i Z-compact, atunci X este discret.

Fie X un spat, iu zero-dimensional. Dacă X este discret, atunci Cp(X,Z) =
ZX s, i Cp(X,Z) este proiectiv complet, 0-stabil s, i Z-compact.

Corolarul 2.39. Fie X un spat,iu zero-dimensional. Spat,iul Cp(X,Z) este
homeomorf spat,iului ZX , dacă s,i numai dacă X este discret.

În paragraful 2.5 se cercetează unele proprietăt, i multiplicative ale spat, iilor
funct, ionale.

Dacă spat, iile liniare topologic F s, i L sunt liniar homeomorfe, atunci notăm
cu F ∼ L.

Teorema 2.40 (pentru E = R vezi [4, Teorema 0.6.2]; [33, Problema 177]).
Fie E un spat,iu liniar topologic infinit s,i local convex peste corpul K de numere
reale sau complexe. Fie X un spat,iu homeomorf cu Y × E pentru careva
spat,iu Y . Atunci spat,iul Cp(X,E) este liniar homeomorf cu (Cp(X,E))ℵ0,
adică există un homeomorfism h : Cp(X,E) −→ (Cp(X,E))ℵ0 astfel ı̂ncât
h(f + g) = h(f) + h(g) s,i h(t · f) = t · h(f) pentru orice f, g ∈ Cp(X,E) s,i
t ∈ R.

În paragrafele 2.6, 2.7 se studiază problema extinderii funct, ionale ı̂n spat, ii
complet metrizabile.
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Teorema 2.41. Fie Y ⊆ X, X un spat,iu normal s,i dimX = 0. Atunci
următoarele proprietăt,i sunt echivalente:

1. Pentru orice submult,ime deschisă s,i ı̂nchisă U a lui Y , mult,imea clXU
este deschisă s,i ı̂nchisă ı̂n clXY .

2. Pentru orice partit,ie deschisă s,i ı̂nchisă γ = {U, V } a lui Y , există o
partit,ie deschisă s,i ı̂nchisă γ′ = {U ′, V ′} a lui X astfel ı̂ncât U = U ′ ∩ Y s,i
V = V ′ ∩ Y .

3. Orice funct,ie f ∈ C(Y,D) poate fi prelungită la o funct,ie din C(X,D).

Remarca 2.42. Teorema de mai sus va fi adevărată s,i ı̂n cazul când vom
ı̂nlocui condit,ia "dimX = 0" cu "X este Lindelöf s,i zero-dimensional (indX =
0)".

Remarca 2.43. Echivalent,a (ii)↔(iii) din Teorema 2.41 este adevărată pentru
orice spat,iu X.

În Exemplul 2.44 este arătat că ı̂n cazul funct, iilor continue cu valori ı̂ntr-un
spat, iu discret infinit, condit, iile ca X să fie spat, iu normal s, i dimX = 0 nu sunt
suficiente. Teorema 2.45 extinde Teorema 2.41 pentru cest caz.

Teorema 2.45. Fie Y ⊆ X, X un spat,iu τ -colectiv normal, τ ≥ ω s,i dimX =
0. Atunci următoarele proprietăt,i sunt echivalente:

1. Pentru orice familie discretă {Uα : α ∈ Dτ} de submult,imi deschise s,i
ı̂nchise ale lui Y familia {clXUα : α ∈ Dτ} este discretă ı̂n X.

2. Pentru orice submult,ime deschisă s,i ı̂nchisă U a lui Y mult,imea clXU
este deschisă s,i ı̂nchisă ı̂n clXY s,i orice familie discretă {Uα : α ∈ Dτ}
submult,imi deschise s,i ı̂nchise ale lui Y este local finită ı̂n X.

3. Orice funct,ie f ∈ C(Y,Dτ ) poate fi prelungită la o funct,ie din C(X,Dτ ).

În Exemplul 2.46 se evident, iază că condit, ia dimX = 0 este esent, ială ı̂n
Teorema 2.45.

În paragraful 2.7 se studiază problema extinderii funct, ionale ı̂n spat, ii com-
plet metrizabile.

Un spat, iu topologic X este complet după Dieudonné, dacă pe spat, iul X
există o uniformitate completă. Un spat, iu X este complet topologic, dacă X
este homeomorf cu un subspat, iu ı̂nchis a unui produs de spat, ii metrizabile [12].
Completarea după Dieudonné µX a spat, iului X este spat, iu complet topologic
pentru care X este un subspat, iu dens al lui µX s, i orice funct, ie continuă g
definită pe X cu valori ı̂ntr-un spat, iu topologic complet Y admite o prelungire
continuă µg la µX.

Fie τ un număr cardinal infinit. Notăm prin µτX un spat, iu complet topo-
logic pentru care X este un subspat, iu dens al lui µτX s, i orice funct, ie continuă
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g definită pe X cu valori ı̂ntr-un spat, iu metrizabil Y cu ponderea ≤ τ admite
o prelungire continuă µτg la µτX.

Dacă τ s, i κ sunt numere cardinale infinite s, i τ ≤ κ, atunci X ⊆ µκX ⊆
µτX. Prelungirea νX = µℵ0X se numes,te completarea Hewitt-Nachbin a unui
spat, iu X.

Teorema 2.47. Fie Y un subspat,iul al spat,iului X, E un spat,iu topologic
astfel ı̂ncât E = µτE s,i pentru orice subspat,iu ı̂nchis Z al lui X s,i orice
funct,ie continuă g : Z −→ E există o prelungire continuă ḡ : X −→ E. Dacă
µτY = clµτXY , atunci pentru orice funct,ie continuă g : Y −→ E există o
prelungire continuă ḡ : X −→ E.

Teorema 2.48. Fie Y un subspat,iu al spat,iului X, τ un număr cardinal infinit
s,i pentru orice funct,ie continuă g : Z −→ E definită pe un subspat,iu ı̂nchis Z
al lui X cu valori ı̂ntr-un spat,iu Banach E cu ponderea ≤ τ există o prelungire
continuă ḡ : X −→ E. Atunci următoarele proprietăt,i sunt echivalente:

1. µτY = clµτXY ,
2. Pentru orice funct,ie continuă g : Y −→ E cu valori ı̂ntr-un spat,iu E cu

ponderea ≤ τ există o prelungire continuă ḡ : X −→ E.
3. Pentru orice funct,ie continuă g : Y −→ E cu valori ı̂ntr-un spat,iu

Frechet E cu ponderea ≤ τ există o prelungire continuă ḡ : X −→ E.
4. Pentru orice funct,ie continuă g : Y −→ E cu valori ı̂ntr-un spat,iu

metrizabil E cu ponderea ≤ τ există o prelungire continuă ḡ : clXY −→ E.
5. Pentru orice familie funct,ional discretă {Fα : α ∈ A} a unui spat,iu Y

cu |A| ≤ τ familia {clXFα : α ∈ A} este discretă ı̂n X.

Corolarul 2.49. Fie Y un subspat,iu al unui spat,iu τ -colectiv normal X.
Atunci următoarele proprietăt,i sunt echivalente:

(i) µY = clµXY .
(ii) Pentru orice funct,ie continuă g : Y −→ E cu valori ı̂ntr-un spat,iu

Banach E există o prelungire continuă ḡ : X −→ E.
(iii) Pentru orice funct,ie continuă g : Y −→ E cu valori ı̂ntr-un spat,iu

Fréchet E există o prelungire continuă ḡ : X −→ E.
(iv) Pentru orice funct,ie continuă g : Y −→ E cu valori ı̂ntr-un spat,iu

complet metrizabil E există o prelungire continuă µτg : clXY −→ E.
(v) Pentru orice familie funct,ional discretă {Fα : α ∈ A} a unui spat,iu Y

familia {clXFα : α ∈ A} este discretă ı̂n X.

În Capitolul 3 - Aplicat, ii ale structurilor algebrice la studierea
proprietăt, ilor topologice - sunt prezentate rezultatele pentru cazuri mai
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generale ĉınd o proprietate topologică P se păstrează la lp(E)-echivalent,e. Re-
zultatele acestui capitol au fost publicate ı̂n [39, 40].

Fie R un inel topologic s, i E un R-modul topologic cu unitate. Notăm
cu Cp(X,E) totalitatea aplicat, iilor continue ale spat, iului X ı̂n E ı̂n topologia
convergent,ei punctiforme.

Spat, iile X s, i Y se numesc lp(E)-echivalente, dacă R-modulele topologice
Cp(X,E) s, i Cp(Y,E) sunt izomorfe topologic. Spunem că o proprietate P
se păstrează la lp(E)-echivalent,e, dacă Cp(X,E) s, i Cp(Y,E) sunt izomorfe
topologic, atunci X posedă proprietatea P, dacă s, i numai dacă Y posedă
proprietatea P. Pentru E = R au fost demonstrate multe rezultate (vezi [6]).
În [9] au fost demonstrate rezultate pentru E spat, iu normat, iar ı̂n [36] au fost
demonstrate rezultate pentru E spat, iu normat s, i topologia compact deschisă.

În paragrafele 3.1 s, i 3.2 se extind unele not, iuni s, i proprietăt, i de bază din
Cp-teorie pentru spat, iile de funct, ii cu valori ı̂n inele s, i module topologice.

Propozit, ia 3.1. Fie E un R-modul topologic. Atunci Cp(X,E) este un R-
modul topologic, iar E se poate scufunda ca submodul ı̂nchis ı̂n Cp(X,E). Mai
mult, această scufundare este una naturală.

Fie X un spat, iu, R un inel topologic s, i E un R-modul topologic netrivial.
Fie x ∈ X un punct fixat. Atunci aplicat, ia ξx : Cp(X,E) → E definită prin
ξx(f) = f(x) se numes,te aplicat,ia de evaluare ı̂n punctul x.

Propozit, ia 3.3. Aplicat,ia de evaluare ξx : Cp(X,E) −→ E este continuă s,i
liniară pentru orice punct x ∈ X.

Aplicat, ia eX : X → Cp(Cp(X,E), E), unde eX(x) = ξx pentru orice x ∈ X
se numes,te aplicat,ia canonică de evaluare.

Propozit, ia 3.4. Aplicat,ia de evaluare canonică eX : X → Cp(Cp(X,E), E)
este continuă. Mai mult, mult,imea eX(X) este ı̂nchisă ı̂n Cp(Cp(X,E), E).

Propozit, ia 3.5. Dacă Cp(X,R) este o familie separatoare s,i regulată, aplicat,ia
de evaluare canonică eX : X −→ Cp(Cp(X,R), R) este un homeomorfism al
spat,iului X ı̂n subspat,iul eX(X) al lui Cp(Cp(X,R), R).

Se definesc not, iunile de spat, iu R-Tychonoff, modul topologic simplu, modul
topologic local simplu s, i modul topologic R-̂ınchis.

Un spat, iuX se numes,te R-Tychonoff, dacă pentru orice submult, ime ı̂nchisă
F din X s, i orice punct a ∈ X \ F există g ∈ C(X,R) astfel ı̂ncât g(a) = 0 s, i
F ⊆ g−1(1).
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Definit, ia 3.10. Fie R un inel topologic. Un R-modul topologic E se numes,te:
(i) simplu, dacă nu cont,ine un submodul netrivial peste R;
(ii) local simplu, dacă E nu este trivial s,i există o mult,ime deschisă U din

E astfel ı̂ncât 0 ∈ U s,i U nu cont,ine R-submodule ale lui E;
(iii) R-̂ınchis, dacă există o aplicat,ie continuă s,i surjectivă ϕE : E −→ R

astfel ı̂ncât ϕE(x+y) = ϕE(x)+ϕE(y) s,i ϕE(tx) = tϕE(x) pentru orice t ∈ R
s,i x, y ∈ E.

Exemplele 3.11-3.15 completează Definit, ia 3.10.
Fie X un spat, iu, R un inel topologic s, i E un R-modul topologic. Vom

considera două submult, imi ale lui Cp(Cp(X,E), E):
(i) Lp(X,E) = {α1x1 + α2x2 + ...+ αnxn : αi ∈ R, xi ∈ eX(X), n ∈ N}.
(ii)Mp(X,E) subspat, iul aplicat, iilor liniare s, i continue ale spat, iului Cp(X,E)

ı̂n E.
(iii) Dacă F este un R-modul topologic, atunci Lp(F,E) este spat, iul apli-

cat, iilor liniare s, i continue ϕ : F → E ca un subspat, iu al spat, iului Cp(F,E).
Propozit, ia 3.19 are un rol important ı̂n cazul proprietăt, ilor finit-deschise.

Propozit, ia 3.19. Fie R un inel local simplu s,i X un spat,iu R-Tychonoff.
Atunci Mp(X,R) = Lp(X,R).

În Exemplul 3.21 este ilustrat un caz când Mp(X,R) 6= Lp(X,R).

Propozit, ia 3.22. Fie R un inel, E un R-modul topologic s,i X un spat,iu.
Atunci pentru orice g ∈ C(X,E) există o funct,ie liniară unică
g ∈ Lp((Lp(X,E), E) astfel ı̂ncât g = g ◦ eX , unde eX : X → Lp(X,E) este
aplicat,ia de evaluare.

Teorema 3.23. Fie R un inel, E un R-modul topologic s,i X un spat,iu. Con-
siderăm spat,iul eX(X), unde eX : X → Lp(X,E) este aplicat,ia de evaluare.
Atunci spat,iile liniare Cp(X,E), Cp(eX(X), E) s,i Lp(Lp(X,E), E) sunt liniar
homeomorfe.

Corolarul 3.25. Fie X, Y două spat,ii s,i R un R-modul local simplu. Spat,iile
Cp(X,R) s,i Cp(Y,R) sunt liniar homeomorfe, dacă s,i numai dacă spat,iile
Lp(X,R) s,i Lp(Y,R) sunt liniar homeomorfe.

Pentru orice subspat, iu Y al lui X notăm

Cp(Y |X,E) = {f |Y : f ∈ C(X,E)}.
Un subspat, iu Y al lui X se numes,te E-plin, dacă C(Y |X,E) = C(Y,E). Un
spat, iu X se numes,te compact E-plin, dacă C(Y |X,E) = C(Y,E) pentru orice
subspat, iu compact Y ⊆ X.

Lema 3.33 are un rol important ı̂n cazul proprietăt, ilor tare perfecte.
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Lema 3.33. Fie X un spat,iu zero-dimensional s,i E un spat,iu metrizabil.
Atunci X este compact E-plin. Mai mult, pentru orice submult,ime compactă
Y din X s,i orice f ∈ C(Y,E) există g ∈ C(X,E) astfel ı̂ncât g(X) ⊆ f(Y ) s,i
f = g|Y , adică X este compact E-plin.

În paragraful 3.3 se demonstrează Teorema 3.34 s, i Corolarul 3.35 care ex-
tind rezultatul clasic al lui Nagata (vezi [4, Teorema 0.6.1]) pentru spat, iile de
funct, ii cu valori ı̂n inele s, i module topologice.

Fie R un inel topologic simplu. Considerăm doar spat, iile R-Tychonoff. Fie
n ∈ N. O funct, ională µ : C(X,R) −→ Rn se numes,te multiplicativă, dacă este
liniară s, i µ(fg) = µ(f)µ(g) pentru orice f, g ∈ C(X,Rn).

Notăm

I(p,n)(X,R) = {µ ∈ Lp(X,R,Rn) : µ 6= 0, µ este multiplicativă}.

Teorema 3.34. Spat,iul Xn s,i I(p,n)(X,R) sunt homeomorfe.

Corolarul 3.35. Dacă inelele Cp(X,R) s,i Cp(Y,R) sunt topologic izomorfe,
atunci spat,iile X s,i Y sunt homeomorfe.

În paragraful 3.4 se extind unele rezultate din Cp-teoria pentru clase alge-
brice de spat, ii.

Fie R un inel topologic. Presupunem ca R este un spat, iu R-Tychonoff. O
clasă P de spat, ii topologice se numes,te R-clasă algebrică de spat, ii, dacă:

(i) orice spat, iu X ∈ P este R-Tychonoff s, i Y ∈ P pentru orice subspat, iu
ı̂nchis Y al lui X;

(ii) dacă f : X −→ Y este o funct, ie continuă definită pe X cu valori ı̂n Y ,
X ∈ P s, i Y este un spat, iu R-Tychonoff, atunci Y ∈ P;

(iii) dacă {Xn ∈ P : n ∈ N} este un s, ir de subspat, ii ı̂nchise ale unui spat, iu
R-Tychonoff X s, i X = ∪{Xn : n ∈ N}, atunci X ∈ P;

(iv) dacă X,Y ∈ P, atunci X × Y ∈ P;
(v) R ∈ P.

Teorema 3.37. Fie P o R-clasă algebrică de spat,ii, R un inel topologic s,i E
un R-modul topologic. Presupunem că E este un spat,iu R-Tychonoff. Pentru
un spat,iu R-Tychonoff X următoarele afirmat,ii sunt echivalente:

(i) X ∈ P.
(ii) Lp(X,E) ∈ P.

Corolarul 3.38. Fie P o R-clasă algebrică de spat,ii, R un inel topologic s,i
E un R-modul topologic. Presupunem că E este un spat,iu R-Tychonoff. Dacă
Cp(X,E) s,i Cp(Y,E) sunt topologic homeomorfe s,i X ∈ P, atunci Y ∈ P.
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Remarca 3.39. Pentru inelul R al numerelor reale s,i E = R afirmat,ia de mai
sus a fost demonstrată ı̂n [4, Propozit,ia 0.5.13]

În paragraful 3.5 se defines,te funct, ia suport suppX .
Fie R un inel topologic s, i E un E-modul topologic netrivial s, i local simplu.
Considerăm un spat, iu X s, i o funct, ională µ ∈Mp(X,E). Notăm

S(µ) = {B ⊆ X : dacă B ⊆ f−1(0), atunci µ(f) = 0}).

Evident, X ∈ S(µ). Astfel mult, imea S(µ) este nevidă.
Mult, imea suppX(µ) este familia tuturor punctelor x ∈ X astfel ı̂ncât pentru

orice vecinătate deschisă U a lui x ı̂n X există f ∈ Cp(X,E) astfel ı̂ncât
f(X \ U) = 0 s, i µ(f) 6= 0 (vezi [6, 37], pentru E = R = R; [8, 36] pentru
R = R).

Teorema 3.40. Fie R un inel topologic cu unitate, X un spat,iu R-Tychonoff,
E un R-modul topologic netrivial local simplu, µ ∈Mp(X,E) s,i µ 6= 0. Atunci:

1. Există o mult,ime finită K ∈ S(µ) astfel ı̂ncât suppX(µ) ⊆ K.

2. suppX(µ) ∈ S(µ) s,i suppX(µ) este o submult,ime finită a lui X.

Propozit, ia 3.41. Dacă x ∈ X s,i ξx(f) = f(x) pentru orice f ∈ Cp(X,E),
atunci ξx ∈ Lp(X,E).

Remarca 3.43. Fie R un inel local simplu, X un spat,iu R-Tychonoff, µ ∈
Mp(X,R) s,i supp(µ) = {x1, x2, ..., xn}. Atunci ı̂n virtutea Propozit,iei 3.19,
există α1, α2, ..., αn ∈ R \ {0} astfel ı̂ncât µ = Σ{α1ξxi : i ≤ n}.

As,a cum s-a ment, ionat ı̂n Remarca 3.20 s, i Exemplul 3.21, de regulă
Mp(X,E) 6= Lp(X,E). Următorul rezultat specifică forma funct, ionalelor lini-
are pentru R-modulele local simple.

Teorema 3.43. Fie R un inel topologic cu unitate, X un spat,iu R-Tychonoff,
E un R-modul topologic netrivial, µ ∈ Mp(X,E), µ 6= 0, suppX(µ) ∈ S(µ) s,i
suppX(µ) este o submult,ime finită a lui X. Atunci µ = ϕ ◦ η pentru careva
ϕ ∈ Hom(E) s,i η ∈ Lp(X,E).

În paragraful 3.6 se cercetează proprietăt, ile topologice ale funct, iei supp.
Alegem un inel topologic R, două R-module netriviale local simple E s, i F

s, i un spat, iu R-Tychonoff X.
Amintim că o funct, ie multivocă f : X → 2Y este inferior semicontinuă

(sau l.s.c), dacă pentru orice submult, ime deschisă U din Y imaginea inversă a
lui U , f−1(U) = {x ∈ X : f(x) ∩ U 6= ∅} este deschisă ı̂n X.
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Propozit, ia 3.44. Funct,ia multivocă suppX : Mp(X,E, F )→ X este l.s.c.

Se definesc not, iunile de mult, ime mărginită, precompactă, a-mărginită (al-
gebric mărginită) s, i not, iunea de modul local mărginit.

O submult, ime L din X este mărginită, dacă orice funct, ie continuă reală
f : X −→ R este mărginită pe L.

Definit, ia 3.45. O submult,ime L a unui R-modul topologic E se numes,te:
(i) precompact sau total a-mărginită, dacă pentru orice vecinătate deschisă

U a lui 0 ı̂n E există o submult,ime finită A din E astfel ı̂ncât L ⊆ A + U =
U +A;

(ii) a-mărginită, dacă pentru orice vecinătate U a lui 0 ı̂n E există n ∈ N
ı̂ncât L ⊆ nU .

Orice mult, ime mărginită este precompact.

Definit, ia 3.46. Un R-modul topologic E se numes,te local mărginit, dacă există
o vecinătate a-mărginită U a lui 0 ı̂n E astfel ı̂ncât E = ∪{nU : n ∈ N} s,i
pentru orice a ∈ E, a 6= 0, s,i orice n ∈ N există t ∈ R astfel ı̂ncât ta /∈ nU .

Exemplele 3.48, 3.49 completează definit, iile de mai sus.

Teorema 3.50. Fie E un R-modul topologic netrivial local mărginit, X un
spat,iu R-Tychonoff s,i pentru orice submult,ime L nemărginită din X există
f ∈ C(X,E) astfel ı̂ncât mult,imea f(L) nu este a-mărginită. Atunci:

(i) Mult,imea suppX(H) este mărginită ı̂n X pentru orice submult,ime a-
mărginită H din Mp(X,E).

(ii) Mult,imea suppX(H) este mărginită ı̂n X pentru orice submult,ime total
a-mărginită H din Mp(X,E).

(iii) Mult,imea suppX(H) este mărginită ı̂n X pentru orice submult,ime
mărginită H din Mp(X,E).

Remarca 3.51. Dacă R = K este corpul numerelor reale sau complexe s,i E
este un R-modul local mărginit, atunci:

- E spat,iu liniar metrizabil;
- E este un R-modul local simplu;
- orice mult,ime precompactă este a-mărginită ı̂n E.

Remarca 3.53. Orice spat,iu normat este un R-modul local mărginit. Dacă
E un spat,iu normat netrivial, atunci pentru orice submult,ime nemărginită L a
spat,iului X există f ∈ C(X,E) astfel ı̂ncât mult,imea f(L) nu este mărginită ı̂n
E. Pentru un spat,iu normat E Teorema 3.50 a fost demonstrată de V. Valov
ı̂n [36].
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Un spat, iu X este µ-complet, dacă orice submult, ime mărginită s, i ı̂nchisă
din X este compactă.

Un spat, iu X este Dieudonné complet, dacă uniformitatea maximală pe X
este completă. Orice spat, iu Dieudonné complet este µ-complet.

Notăm prin PX spat, iul X cu Gδ-topologia generată de Gδ-submult, imile
lui X. Mult, imea δ − clXH = clPXH se numes,te Gδ -̂ınchiderea mult, imii H ı̂n
X. Dacă δ − clXH = H, atunci spunem că mult, imea H este Gδ -̂ınchisă.

Dacă spat, iul X este µ-complet, atunci orice subspat, iu Gδ -̂ınchis din X este
µ-complet.

Desimea unui spat, iu X este cel mai mic cardinal τ pentru care pentru orice
submult, ime L ⊆ X s, i orice punct x ∈ clXL există o submult, ime L1 ⊆ L astfel
ı̂ncât |L1| ≤ τ s, i x ∈ clXL1.

Notăm prin t(X) s, i l(X) desimea s, i numărul lui Lindelöf a spat, iului X.

Propozit, ia 3.54. Fie X s,i E două spat,ii s,i t(X) ≤ ℵ0. Atunci Cp(X,E) este
un subspat,iu Gδ -̂ınchis al lui EX . Mai mult, dacă E este µ-complet, atunci
spat,iul Cp(X,E) este la fel µ-complet.

Propozit, ia 3.55. Fie F s,i E două R-module topologice s,i Lp(F,E) spat,iul tu-
turor funct,iilor liniare s,i continue definite pe F cu valori ı̂n E. Atunci Lp(F,E)
este un subspat,iu ı̂nchis al lui Cp(F,E).

Corolarul 3.56. Fie E s,i F două R-module topologice s,i t(F ) ≤ ℵ0. Atunci
Lp(F,E) este o submult,ime Gδ -̂ınchisă din EF . În particular, dacă E este
µ-complet, atunci spat,iul Lp(F,E) este la fel µ-complet.

Teorema 3.58. Fie E un R-modul metrizabil s,i local mărginit, X un spat,iu
R-Tychonoff compact E-plin s,i pentru orice submult,ime nemărginită L din
X există f ∈ C(X,E) astfel ı̂ncât mult,imea f(L) nu este a-mărginită ı̂n E.
Atunci spat,iul X este µ-complet, dacă s,i numai dacă spat,iul Mp(X,E) este
µ-complet.

În paragraful 3.7 se demonstrează Proprietăt, ile 3.59-3.67. În virtutea aces-
tor proprietăt, i funct, iile multivoce ϕ : X −→ Y s, i ψ : Y −→ X formează o
echivalent, ă a spat, iilorX s, i Y ı̂n sensul articolului [8]. Astfel teoremele generale
din [8] pot fi extinse pentru funct, iile cu valori ı̂n R-modulele topologice.

Fie R un inel topologic s, i E un R-modul topologic netrivial local mărginit.
Atunci R-modulul E este local simplu.

Fie două spat, ii R-Tychonoff nevide X s, i Y cu proprietăt, ile:
- pentru orice submult, ime nemărginită L din X există f ∈ C(X,E) astfel

ı̂ncât mult, imea f(L) nu este a-mărginită ı̂n E;
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- pentru orice submult, ime nemărginită L din Y există f ∈ C(Y,E) astfel
ı̂ncât mult, imea f(L) nu este a-mărginită ı̂n E.

Fie un homeomorfism liniar u : Cp(X,E) −→ Cp(Y,E). Atunci funct, ia
duală v : Mp(Y,E) −→ Mp(X,E), unde v(η) = η ◦ u pentru orice η ∈
Mp(Y,E), este un homeomorfism liniar. Pentru fiecare x ∈ X notăm ϕ(x) =
suppY (v−1(ξx)) s, i pentru orice y ∈ Y notăm ψ(y) = suppX(v(ξy)).

Proprietatea 3.59. ϕ : X → Y s,i ψ : Y → X sunt funct,ii multivoce l.s.c. s,i
ϕ(x), ψ(y) sunt mult,imi finite pentru orice puncte x ∈ X, y ∈ Y .

Proprietatea 3.60. Fie y0 ∈ Y , f ∈ C(X,E) s,i f(ψ(y0)) = 0. Atunci
u(f)(y0) = 0.

Corolarul 3.61. Dacă f, g ∈ C(X,E) s,i f |φ(y) = g|φ(y), atunci u(f)(y) =
u(g)(y).

Proprietatea 3.62. x ∈ clXψ(ϕ(x)) pentru orice punct x ∈ X s,i
y ∈ clY ϕ(ψ(y)) pentru orice punct y ∈ Y .

Proprietatea 3.63. x ∈ ψ(ϕ(x)) pentru orice punct x ∈ X.

Proprietatea 3.64. Dacă H este submult,ime densă din Y , atunci ψ(H) este
o submult,ime densă din X s,tiind că u este o inject,ie.

Corolarul 3.65. Spat,iul X este separabil, dacă s,i numai dacă spat,iul Y este
separabil. În general, d(X) = d(Y ).

Proprietatea 3.66. ϕ(F ) este submult,ime mărginită din Y pentru orice mul-
t,ime mărginită F din X.

Proprietatea 3.67. Fie E un spat,iu metrizabil, X s,i Y spat,ii compact E-
pline. Atunci spat,iul X este µ-complet, dacă s,i numai dacă spat,iul Y este
µ-complet.

La fel ca s, i ı̂n [8] vom spune că perechea de funct, ii multivoce θ : X −→ Y s, i
π : Y −→ X se numes,te inferior-reflectivă, dacă verifică următoarele condit, ii:

1l. θ s, i π sunt l.s.c.
2l. θ(x) s, i π(x) sunt mult, imi finite pentru toate punctele x ∈ X s, i y ∈ Y .
3l. x ∈ π(θ(x)) s, i y ∈ θ(π(y)) pentru toate punctele x ∈ X s, i y ∈ Y .
De asemenea, ca s, i ı̂n [8] spunem că perechea de funct, ii multivoce θ : X −→

Y s, i π : Y −→ X se numes,te superior-reflectivă, dacă verifică condit, iile:
1u. θ(F ) este o submult, ime mărginită din Y pentru orice submult, ime

mărginită F din X.
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2u. π(Φ) este o submult, ime mărginită din X pentru orice submult, ime
mărginită Φ din Y .

3u. x ∈ clXπ(θ(x)) s, i y ∈ clY θ(π(y)) pentru toate punctelex ∈ X s, i y ∈ Y .
Din proprietăt, ile de mai sus rezultă:

Corolarul 3.68. Spat,iul X este separabil, dacă s,i numai dacă spat,iul Y este
separabil. În general, d(X) = d(Y ).

În paragraful 3.8 se definesc not, iunile de proprietate perfectă s, i proprietate
tare perfectă.

Amintim că proprietatea P este perfectă, dacă pentru orice funct, ie continuă
perfectă f : X −→ Y de la X la Y avem X ∈ P dacă s, i numai, dacă Y ∈ P.
Spunem că proprietatea P este tare perfectă, dacă este perfectă s, i orice spat, iu
cu proprietatea P este µ-complet.

În Exemplul 3.69, 3.70 sunt enumerate diverse proprietăt, i care sunt perfecte
s, i tare perfecte.

Se demonstrează Teorema 3.71 s, i Teorema 3.72 care specifică condit, iile ı̂n
care proprietăt, ile perfecte s, i tare perfecte se păstrează la lp(E)-echivalent,e.

Amintim că un spat, iu X se numes,te wq-spat,iu, dacă pentru orice punct
x ∈ X există un s, ir {Un : n ∈ N} de submult, imi deschise din X astfel ı̂ncât
x ∈ ∩{Un : n ∈ N} s, i fiecare mult, ime {xn ∈ Un : n ∈ N} este mărginită ı̂n X.

Teorema 3.71. Fie R un inel topologic s,i E un R-modul topologic netrivial
local mărginit. Fie două spat,ii R-Tychonoff nevide X s,i Y cu proprietăt,ile:

- pentru orice submult,ime nemărginită L din X există f ∈ C(X,E) astfel
ı̂ncât mult,imea f(L) nu este a-mărginită ı̂n E;

- pentru orice submult,ime nemărginită L din Y există f ∈ C(Y,E) astfel
ı̂ncât mult,imea f(L) nu este a-mărginită ı̂n E.

Presupunem că u : Cp(X,E) −→ Cp(Y,E) este un homeomorfism liniar.
Atunci:

1. X este un spat,iu pseudocompact, dacă s,i numai dacă Y este un spat,iu
pseudocompact.

2. Dacă P este o proprietate perfectă s,i X, Y sunt wq-spat,ii µ-complete,
atunci X ∈ P, dacă s,i numai dacă Y ∈ P.
Teorema 3.72. Fie R un inel topologic s,i E un R-modul topologic metrizabil
netrivial local mărginit. Fie două spat,ii R-Tychonoff nevide compact E-pline
X s,i Y cu proprietăt,ile:

- pentru orice submult,ime nemărginită L din X există f ∈ C(X,E) astfel
ı̂ncât mult,imea f(L) nu este a-mărginită ı̂n E;

- pentru orice submult,ime nemărginită L din Y există f ∈ C(Y,E) astfel
ı̂ncât mult,imea f(L) nu este a-mărginită ı̂n E.
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Presupunem că u : Cp(X,E) −→ Cp(Y,E) este un homeomorfism liniar.
Atunci:

1. Spat,iul X este µ-complet, dacă s,i numai dacă spat,iul Y este µ-complet.
2. X este spat,iu compact, dacă s,i numai dacă Y este compact.
3. Dacă P este proprietate tare perfectă s,i X, Y sunt wq-spat,ii, atunci

X ∈ P, dacă s,i numai dacă Y ∈ P.

În paragraful 3.9 se defines,te not, iunea de proprietate finit-deschisă.
Amintim că proprietatea P este o of -proprietate (sau proprietate finit-

deschisă), dacă pentru orice funct, ie continuă, deschisă s, i finită f : X −→ Y s, i
orice subspat, iu Z din X avem Z ∈ P, dacă s, i numai dacă f(Z) ∈ P.

În Exemplele 3.73, 3.74 sunt enumerate diverse proprietăt, i care sunt finit-
deschise.

Se demonstrează Teorema 3.75 care specifică ı̂n ce condit, ii proprietăt, ile
finit-deschise se păstrează la lp(E)-echivalent,e.

Teorema 3.75. Fie R un inel topologic s,i E un R-modul topologic netrivial
local mărginit. Fie două spat,ii R-Tychonoff nevide X s,i Y cu proprietăt,ile:

- pentru orice submult,ime nemărginită L din X există f ∈ C(X,E) astfel
ı̂ncât mult,imea f(L) nu este a-mărginită ı̂n E;

- pentru orice submult,ime nemărginită L din Y există f ∈ C(Y,E) astfel
ı̂ncât mult,imea f(L) nu este a-mărginită ı̂n E.

Presupunem că u : Cp(X,E) −→ Cp(Y,E) este un homeomorfism liniar.
Dacă P este o of -proprietate, atunci X ∈ P, dacă s,i numai dacă Y ∈ P.

În paragraful 3.10 se demonstrează Teorema 3.76 ce determină unele pro-
prietăt, i care se păstrează la lp(E)-echivalent,e ale spat, iilor metrizabile.

Teorema 3.76. Fie R un inel topologic s,i E un R-modul topologic netrivial,
metrizabil s,i local mărginit. Fixăm două spat,ii R-Tychonoff nevide s,i compact
E-pline X s,i Y cu proprietăt,ile:

1. pentru orice submult,ime nemărginită L din X există f ∈ C(X,E) astfel
ı̂ncât mult,imea f(L) nu este a-mărginită ı̂n E;

2. pentru orice submult,ime nemărginită L din Y există f ∈ C(Y,E) astfel
ı̂ncât mult,imea f(L) nu este a-mărginită ı̂n E.

Presupunem că X s,i Y sunt lp(E)-echivalente. Atunci:
1. X este un spat,iu compact metrizabil, dacă s,i numai dacă Y este spat,iu

compact metrizabil.
2. Dacă X este un spat,iu metrizabil, atunci spat,iul Y este metrizabil, dacă

s,i numai dacă Y este un wq-spat,iu.
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CONCLUZII GENERALE S, I RECOMANDĂRI

Prin prezenta lucrare autorul s, i-a propus să adauge contribut, ia personală
la investigarea spat, iilor cu structuri algebrice s, i aplicarea acestora ı̂n studiul
proprietăt, ilor topologice care se păstrează la diverse echivalent,e funct, ionale.

Problema s,tiint, ifică importantă solut, ionată constă ı̂n elaborarea unor
metode de cercetare a spat, iilor topologice cu ajutorul spat, iilor cu structuri alge-
brice, ceea ce a condus la determinarea corelat, iilor dintre proprietăt, ile spat, iilor
topologice s, i proprietăt, ile algebrice ale spat, iilor de funct, ii cu valori ı̂n inele s, i
module topologice.

Concluzii generale:
Cp-teoria este un domeniu actual al matematicii contemporane care se

dezvoltă vertiginos. Pe parcursul dezvoltării Cp-teoriei pentru spat, iile de funct, ii
reale au fost obt, inute un s, ir important de rezultate concrete, care ı̂n totalitate
formează nucleul acestei teorii. Unele rezultate au fost extinse pentru spat, ii
de funct, ii cu valori ı̂n spat, ii normate. Însă metodele dezvoltate pentru spat, iile
de funct, ii cu valori ı̂n spat, ii normate sunt insuficiente pentru a studia ca-
zul spat, iilor de funct, ii cu valori ı̂n inele s, i module topologice. Astfel multe
probleme din Cp-teorie pentru cazul inelelor s, i modulelor topologice rămân
deschise.

În capitolul 1 a fost studiată Cp-teoria pentru cazul funct, iilor cu valori ı̂n
R. Au fost prezentate not, iunile s, i rezultatele importante din această ramură a
matematicii. Au fost evident, iate unele probleme care n-au fost cercetate până
la moment.

În capitolul 2 au fost cercetate corelat, iile dintre proprietăt, ile spat, iilor X, E
s, i Cp(X,E) pentru cazuri mult mai generale. Deopotrivă cu aceste proprietăt, i,
ı̂n acest capitol a fost cercetată s, i problema prelungirilor aplicat, iilor cu valori
ı̂n spat, ii metrice s, i ı̂n spat, ii metrizabile complete.

În capitolul 3 au fost cercetate proprietăt, ile care se păstrează la lp(E)-
echivalent,e. Obt, inându-se, ı̂n rezultat, metode care pot fi aplicate ı̂n cercetări
ulterioare ale proprietăt, ilor invariante la lp(E)-echivalent,e.

As,adar ı̂n lucrare:
1. Au fost studiate unele probleme generale de determinare a corelat, iilor

dintre proprietăt, ile spat, iului X s, i proprietăt, ilor spat, iului Cp(X,E), precum s, i
problema extinderii funct, ionale. În particular, ı̂n capitolul 2, s-a demonstrat
că:

- celularitatea punct-finită a spat, iului zero-dimensional X este egală cu
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numărul lui Alexandroff a spat, iului Cp(X,E), adică p(X) = a(Cp(X,E)) (Te-
orema 2.7);

- Z-desimea spat, iului zero-dimensional X este numărabilă, dacă s, i numai
dacă spat, iul Cp(X,Z) este Z-compact (Corolarul 2.20);

- spat, iul zero-dimensional X este discret, dacă s, i numai dacă Cp(X,Z) este
proiectiv complet, 0-stabil s, i Z-compact (Teorema 2.38);

- unele criterii pentru care aplicat, iile continue definite pe un subspat, iu Y
al unui spat, iu τ -colectiv normal X pot fi prelungite continuu pe X (Corola-
rul 2.49).

2. Au fost stabilite condit, iile ı̂n care proprietăt, ile perfecte, tare perfecte
s, i cele finit-deschise se păstrează la echivalent,e liniare pe spat, ii de funct, ii cu
valori ı̂n module topologice (Teorema 3.71, Teorema 3.72 s, i respectiv Teorema
3.75).

3. Au fost determinate proprietăt, ile comune ale spat, iilor X la care inelele
topologice Cp(X,E) sunt izomorfe (Corolarul 3.35).

Recomandări:
1. Rezultatele din teză pot constitui cont, inutul unor cursuri speciale pentru

student, ii s, i masteranzii de la specialităt, ile matematice s, i pot servi drept suport
pentru unele teze de masterat.

2. Utilizând rezultatele principale ale tezei pot fi stabilite relat, iile dintre
proprietăt, ile spat, iilor s, i spat, iilor funct, ionale.

3. Cercetările pot fi continuate ı̂n următoarele direct, ii:
- În unele rezultate domeniul de valori E este metrizabil. De determinat

cât de esent, ială este această condit, ie?
- De aplicat metodele elaborate la determinarea altor proprietăt, i: dimen-

siunea, numărul lui Lindelöf etc.
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40. Choban M. M., Dumbrăveanu R. lp(R)-equivalence of topological spaces
and topological modules. In: Bulletin of Academy of Sciences of the Re-
public of Moldova. Mathematics, 2015, vol. 325, nr. 1, p. 22-47.
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ADNOTARE
la teza de doctor a dlui Dumbrăveanu Radu

”Studierea spat, iilor topologice cu structuri algebrice”

Teza este ı̂naintată pentru obt, inerea gradului de doctor ı̂n s,tiint,e matema-
tice, la specialitatea 111.04 - Geometrie s, i Topologie. Teza a fost elaborată la
Universitatea de Stat din Tiraspol, Chis, inău, anul 2015.

Structura tezei: teza este scrisă ı̂n limba română s, i constă din: intro-
ducere, trei capitole, concluzii generale s, i recomandări, bibliografie din 87 ti-
tluri, 104 pagini text de bază. Rezultatele obt, inute sunt publicate ı̂n 7 lucrări
s,tiint, ifice.

Cuvinte-cheie: spat, ii funct, ionale, topologia convergent,ei punctiforme,
suport, homeomorfism liniar, proprietăt, i perfecte, proprietăt, i deschis-finite.

Domeniul de studiu al tezei: apart, ine studiului proprietăt, ilor spat, iilor
funct, ionale cu structuri algebrice s, i aplicat, iile lor.

Scopul s, i obiectivele lucrării:
- stabilirea corelat, iilor dintre proprietăt, ile spat, iilor X, E s, i proprietăt, ile

spat, iului Cp(X,E);
- determinarea proprietăt, ilor comune ale spat, iilor X la care spat, iile func-

ţionale Cp(X,E) sunt liniar homeomorfe;
- determinarea proprietăt, ilor comune ale spat, iilor X la care inelele topolo-

gice Cp(X,E) sunt izomorfe.
Noutatea s, i originalitatea s,tiint, ifică:
- a fost elaborată o metodă nouă de cercetare a spat, iilor de funct, ii cu valori

ı̂n module topologice;
- au fost stabilite unele proprietăt, i duale pentru anumite clase de spat, ii

funct, ionale;
- au fost demonstrate teoreme generale despre păstrarea proprietăt, ilor to-

pologice la echivalent,e liniare.
Problema s,tiint, ifică importantă solut, ionată constă ı̂n elaborarea unor

metode de cercetare a spat, iilor topologice cu ajutorul spat, iilor cu structuri alge-
brice, ceea ce a condus la determinarea corelat, iilor dintre proprietăt, ile spat, iilor
topologice s, i proprietăt, ile algebrice ale spat, iilor de funct, ii cu valori ı̂n inele s, i
module topologice.

Semnificat, ia teoretică s, i valoarea aplicativă a lucrării: constă ı̂n
elaborarea noilor metode de cercetare a spat, iilor de funct, ii cu valori ı̂n inele s, i
module topologice, s, i stabilirea principiilor generale de păstrare a proprietăt, ilor
topologice la echivalent,e liniare.

Implementarea rezultatelor s,tiint, ifice:
- rezultatele s, i metodele dezvoltate ı̂n teză pot fi aplicate ı̂n investigat, iile

ulterioare ale spat, iilor funct, ionale;
- rezultatele din teză pot servi drept suport pentru teme de masterat s, i pot

constitui cont, inutul unor cursuri speciale pentru student, ii s, i masteranzii de la
specialităt, ile matematice.
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сертация разработана в Тираспольском Государственном Университете, в
Кишиневе, в 2015 году.

Структура работы: работа написана на румынском языке и состоит
из введения, 3 глав, общих выводов и рекомендации, списка цитирован-
ных источников из 87 названий, 104 страниц основного текста. По теме
диссертации опубликованы 7 научных работ.

Ключевые слова: пространства непрерывных функций, топология
поточечной сходимости, носитель, линейные гомеоморфизмы, совершен-
ные свойства,
конечно-открытые свойства.

Область исследования: изучение свойств функциональных
пространств с алгебраическими структурами и их приложения.

Цели и задачи исследования:
- установка корреляции между свойствами пространств X, E и свой-

ствами пространства Cp(X,E);
- определение общих свойств пространств X для которых функцио-

нальные пространства Cp(X,E) линейно гомеоморфны;
- определение общих свойств пространств X для которых топологиче-

ские кольца Cp(X,E) изоморфны.
Научная новизна и оригинальность:
- был разработан новый метод исследования пространств функций со

значениями в топологических модулях;
- были установлены некоторые двойственные свойства для некоторых

классов функциональных пространств;
- были доказаны общие теоремы о сохранении топологических свойств

при линейной эквивалентности.
Решенная научная проблема заключается в разработке некоторых

методов исследования топологических пространств с помощью пространств
с алгебраическими структурами, что привело к установке корреляции меж-
ду топологическими свойствами пространств и алгебраическими свойства-
ми пространств функций со значениями в топологических кольцах и мо-
дулях.

Теоретическая и прикладная значимость: состоит в разработке
новых методов исследования пространств функций со значениями в то-
пологических модулях и установлении общих принципов для сохранения
топологических свойств при отношениях линейной эквивалентности.

Внедрение научных результатов:
- результаты и методы, разработанные в диссертации могут быть при-

менены в дальнейших исследованиях функциональных пространств;
- результаты диссертации могут служить пособием для тем магистер-

ских диссертаций и могут составлять содержание некоторых специальных
курсов для студентов первого и второго цикла математических специаль-
ностей.
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ANNOTATION
for PhD thesis by Dumbrăveanu Radu

"Study of topological spaces with algebraic structures"

This thesis is submitted to obtain a doctoral degree in Mathematics, spe-
cialty 111.04 - Geometry and Topology. It was elaborated at Tiraspol State
University, in Chisinau, 2015.

Thesis structure: the thesis is written in Romanian and consists of an
introduction, 3 chapters, conclusions, 87 bibliography titles, 104 pages of main
text. The obtained results are published in 7 scientific papers.

Keywords: function spaces, topology of pointwise convergence, support,
linear homeomorphisms, perfect properties, open-finite properties.

Field of study of the thesis: belongs to the study of function spaces
with algebraic structures properties and its applications.

Thesis aim and objectives:
- establishment of correlations between properties of spaces X, E and prop-

erties of function space Cp(X,E);
- determination of common properties of spaces X for which the function

spaces Cp(X,E) are linear homeomorphic;
- determination of common properties of spaces X for which the topological

rings Cp(X,E) are isomorphic.
Scientific novelty and originality:
- was developed a new method of research for function spaces with values

in topological modules;
- were established some dual properties for certain classes of function spaces;
- were proved general theorems about topological properties which are pre-

served by linear equivalences.
The scientific problem solved consist of development a new methods for

researching topological spaces with spaces with algebraic structures, which led
to the establishment of correlations between properties of topological spaces
and algebraic properties of function spaces with values in topological rings and
modules.

The theoretical significance and applicative value of the thesis:
consists in development of new research methods for spaces of functions with
values in topological modules and establishment of general principles for pre-
serving topological properties by linear equivalences.

The implementation of the scientific results:
- the results and methods developed in this thesis can be applied in further

investigations of functional spaces;
- the results of the thesis can serve as support for master theses and can

be used as content for some special courses for students from first and second
cycle studies of mathematical specialties.
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