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REPERELE CONCEPTUALE ALE CERCETARII

Actualitatea temei. Fie X si Y doud multimi inzestrate cu anumite
structuri si £ o familie de aplicatii f : X — Y, care coreleaza in careva
mod cu structurile fixate pe aceste multimi. Admitem ca ¢ € L, M C L
si ® : M — L este un operator. Atunci apare problema determinarii unei
functii ¢ € M pentru care ®(g) = . Asa functie g se numeste solutie a
ecuatiei functionale ®(f) = ¢. Asa probleme au aparut pana in secolul al
XX-lea. Pentru a construi efectiv solutiile diferitor ecuatii functionale este
necesar:

- de a studia proprietatile spatiilor functionale;

- de a determina cu ce fel de structuri pot fi inzestrate spatiile functionale;

- de a stabili legaturile dintre proprietatile spatiilor X, Y si proprietatile
spatiilor functionale.

Primele rezultate au fost obtinute inca la sfirsitul secolului al XIX-lea in
lucrarile lui K. Weierstrass, G. Ascoli, C. Arzela, V. Volterra, I. Fredholm in
legatura cu rezolvarea ecuatiilor diferentiale si integrale. Teorema lui Arzela-
Ascoli ([11, Teorema 3.4.20]) prezinta un criteriu general de compactitate a unei
familii de functii cu topologia convergentei uniforme pe compacte. Teorema lui
Weierstrass generalizatd de M. Stone [31, 32| permite sa determindm multimi
dense in spatiul de functii pe un compact in topologia convergentei uniforme.

Aceste studii au dus la evidentierea diferitor clase de spatii: spatii Banach,
spatii Frechet, spatii Hilbert, spatii Sobolev, spatii Schwartz, spatii Hardy,
spatii Holder, spatii Skorohod etc.

Studiul spatiilor de functii pe spatii topologice a fost initiat in lucrarile lui P.
Alexandroff, R. Arens, G. Choquet, I. Gelfand, A. N. Kolmogoroff, L. Gillman,
M. Henriksen, M. Serison, E. Hewitt, R. H. Fox, O. Frink, C. Kuratowski, J.
W. Tukey, J. Dugundji, J. R. Jackson, M. Katetov, L. Nachbin si J. Nagata
(vezi [1, 2, 10, 17, 18, 19, 21, 22, 14, 15, 23, 38, 35, 3, 25, 27, 29, 30]).

Teorema lui Gelfand-Kolmogoroff [17] afirma c& inelul de functii continue
determina spatiul compact. Aceastd teorema a fost extinsd de Hewitt [21]
si Nagata [30]. Hewitt a demonstrat cd inelul de functii continue determina
spatiul realcompact (aceste spatii se mai numesc si spatii Hewitt-Nachbin com-
pacte). Mai precis, inelul de functii continue determina completarea realcom-
pactd v X aspatiului X. Nagata extinde teorema Gelfand-Kolmogoroff in doua
directii:

- prima teorema afirma ca inelul de functii continue in topologia convergentei
punctiforme determina orice spatiu complet regulat;

- a doua teorema contine conditii necesare si suficiente ca laticea de functii
continue sa determine spatiul complet regulat.



Aceste teoreme ne arata ca prezinta un interes deosebit cercetarea spatiului
de functii ca spatiu liniar sau ca grup topologic.

Din acest punct de vedere sunt importante teoremele lui A. Miliutin [28|
despre structura liniara a spatiilor Banach de functii continue pe spatii com-
pacte metrizabile, teorema lui Kadets [26] despre homeomorfismul spatiilor
Banach separabile infinit dimensionale.

In perioada anilor 50-70 au fost initiate unele cercetiri ale spatiilor functi-
onale in lucrarile [16, 20, 24, 7, 13]. Merita o atentie deosebita lucrarea lui L.
Gillman si M. Jerison [19] care a impulsionat cercetarea spatiilor functionale
din punct de vedere aplicativ.

La inceputul anilor 70 a secolului XX A. V. Arhangel’skii intr-un ciclu de
lucrari a prezentat un program fundamental de cercetare a spatiilor functionale
in topologia convergentei punctiforme [4]. Aceasta teorie a fost intitulatd ”C),-
teorie”.

In aceasti teorie se evidentiazi doui probleme generale.

Problema 1. De studiat corelatiile dintre proprietatile spatiului X si
proprietatile spatiului Cp(X).

Problema 2. Fie X si Y doud spatii /,-echivalente, adica spatiile Cp,(X),
Cp(Y') sunt liniar homeomorfe. Care sunt proprietétile comune ale spatiilor X,
Y, adica care proprietati se pastreaza la [,-echivalente.

Aceasta teorie a fost furtunos dezvoltata de multi matematicieni si rezul-
tatele lor au fost incluse in monografiile [4, 33, 34]. In lucririle lui V. Valov
[36] si M. Choban [8] unele rezultate au fost extinse pentru spatiile de functii
cu valori in spatii normate. Sunt remarcabile teoremele generale formulate de
M. Choban, care contin solutiile la multe probleme particulare (concrete).

Din acest punct de vedere apare urmatoarea problema.

Problema 3. De dezvoltat C)-teoria pentru spatiile de functii cu valori in
inele si module topologice.

Aceasta problema contine un caz particular.

Problema 4. De dezvoltat C)-teoria pentru spatiile de functii cu valori in
grupuri topologice abeliene.

Grupurile topologice si modulele topologice sunt instrumente importante in
diverse domenii ale matematicii, fizicii si aplicatiilor lor. Prin urmare studiul
spatiilor de functii cu valori in module topologice prezinta o directie actuala
de cercetare.

Scopul si obiectivele lucrarii.

- stabilirea corelatiilor dintre proprietatile spatiilor X, I si proprietatile
spatiului Cy,(X, E);

- determinarea proprietatilor comune ale spatiilor X la care spatiile func-



tionale C,(X, E) sunt liniar homeomorfe;

- determinarea proprietatilor comune ale spatiilor X la care inelele topolo-
gice Cp(X, E) sunt izomorfe;

Metodica cercetarii. Constructiile si metodele de demonstratie se ba-
zZeaza, pe:

- notiunile de baza din topologie;

- metodele teoriei inelelor si modulelor;

- aplicatiile operatorilor liniari.

Inovatia stiintifica. In rezultatul realizirii obiectivelor lucrarii:

- a fost elaborata o metoda noua de cercetare a spatiilor de functii cu valori
in module topologice;

- au fost stabilite unele proprietati duale pentru anumite clase de spatii
functionale;

- au fost demonstrate teoreme generale despre pastrarea proprietatilor to-
pologice la echivalente liniare.

Problema stiintifica importanta solutionata consta in elaborarea unor
metode de cercetare a spatiilor topologice cu ajutorul spatiilor cu structuri alge-
brice, ceea ce a condus la determinarea corelatiilor dintre proprietatile spatiilor
topologice si proprietatile algebrice ale spatiilor de functii cu valori in inele si
module topologice.

Valoarea teoretica si practica a lucrarii. Au fost elaborate noi metode
de cercetare a spatiilor de functii cu valori in module topologice si au fost
stabilite principii generale de pastrare a proprietatilor topologice la echivalente
liniare.

Rezultatele stiintifice principale inaintate spre sustinere:

- au fost stabilite corelatiile dintre unele proprietatile ale spatiilor X, E si
Cp(Xv E);

- au fost stabilite conditiile in care proprietatile perfecte, tare perfecte si
cele finit-deschise se pastreaza la echivalente liniare pe spatii de functii cu valori
in module topologice;

- au fost determinate proprietatile comune ale spatiilor X la care inelele
topologice Cp(X, E) sunt izomorfe.

Implementarea rezultatelor stiintifice.

- rezultatele si metodele dezvoltate in teza pot fi aplicate in investigatiile
ulterioare ale spatiilor functionale;

- rezultatele din teza pot servi drept suport pentru teme de masterat si pot
constitui continutul unor cursuri speciale pentru studentii si masteranzii de la
specialitatile matematice.

Aprobarea lucrarii.



Rezultatele lucrarii au fost expuse la urmatoarele foruri stiintifice:

- International Conference "Mathematics and Information Technologies:
Research and Education (MITRE-2009)”, Chisindu, 8-9 octombrie, 2009.

- The 20th Conference on Applied and Industrial Mathematics - CAIM
2012, Chisinau, 22-25 august, 2012.

- The Third Conference of Mathematical Society of the Republic of Moldova
dedicated to the 50th anniversary of the foundation of Institute of Mathematics
and Computer Science "IMCS-50”, Chisinau, 19-23 august, 2014.

Publicatii. Rezultatele principale ale tezei au fost publicate in 7 lucrari
|44, 41, 45, 43, 46, 39, 40].

Structura tezei. Teza contine adnotari, introducere, 3 capitole, biblio-
grafia, concluzii si recomandari.

Cuvinte-cheie: spatii functionale, topologia convergentei punctiforme,
suport, homeomorfism liniar, proprietati perfecte, proprietati deschis-finite.

CONTINUTUL TEZEI

In Introducere se argumenteaza actualitatea temei tezei, scopul si obiec-
tivele, problemele cercetarii gi se prezinta sinteza continutui lucrarii.

In Capitol 1 - Studii in domeniul spatiilor functionale cu structuri
algebrice - ce poarta un caracter de initiere, se contine o analiza a materi-
alelor stiintifice la tema tezei si sunt incluse notiunile si rezultatele necesare
pentru studiul general al spatiilor functionale cu structuri algebrice si pentru
aplicarea structurilor algebrice la studierea proprietatilor topologice.

Capitolul 1 se finalizeaza cu fundamentarea si argumentarea problemei si
obiectivelor cercetarii.

In Capitolul 2 - Studiul general al spatiilor functionale cu structuri
algebrice - se studiaza unele probleme generale de determinare a corelatiilor
dintre proprietéatile spatiului X si proprietatilor spatiului C,(X, E). Deoarece
pentru unele subspatii Y din X este important modul de amplasare a acestora
in X prezinta interes si problema extinderilor functionale. Rezultatele obtinute
au fost publicate in [43, 44, 41, 45, 46|.

In paragrafele 2.1, 2.2, 2.3 si 2.4 sunt stabilite unele corelatii dintre pro-
prietatile spatiului topologic X si proprietatile inelului topologic C,(X, E).

In paragraful 2.1 se definesc notiunile de compactificare cu un punct a
lui Alexandroff, numérul lui Alexandroff a(X) a spatiului X (Definitia 2.1),
familie punct-finita, celularitatea punct-finitd p(X) a spatiului X (Definitia
2.2) si spatiu cu Gg-diagonala regulata.

Se demonstreaza ca pentru orice spatiu ' cu doua puncte si cu Gs-diagonala



regulata si orice spatiu E-Tychonoff X, celularitatea punct-finita a spatiului
X coincide cu numarul lui Alexandroff a spatiului C,(X, E) (Teorema 2.7).

Fie F un spatiu cu doua puncte distincte 0,1 € E. Spatiul X se numeste
E-Tychonoff, daca pentru orice submultime inchisa F' a lui X si orice punct
a € X \ I existd o functie continua f : X — E astfel incat f(a) = 1 si
f(x) = 0 pentru orice = € F.

Teorema 2.7. Fie I un spativ cu doua puncte si cu Gs-diagonala regulata.
Atunci p(X) = a(Cp(X, E)) pentru orice spativ E-Tychonoff X.

Corolarul 2.8. Fie E un spativ cu Gs-diagonald regulata, |E| > 2 siindX =
0. Atunci p(X) = a(Cp(X, E)).

Urmatoarea afirmatie pentru £ = R a fost demonstrata de A. V. Arhan-
gel’skii si V. V. Tkachuk in [5].

Corolarul 2.9. Fie E un spatiu infinit metrizabil. Atuncip(X) = a(Cp(X, E))
pentru orice spatiu E-Tychonoff.

Corolarul 2.10. Fie E un spativ discret, |E| > 2 si indX = 0. Atunci
p(X) = a(Gp(X, E)).

In paragraful 2.2 se demonstreazi ci pentru orice spatiu zero-dimensional
X, Z-desimea spatiului X, tz(X), coincide cel mai mic cardinal infinit 7 ast-
fel incat spatiul C,(X,Z) este 7-plasat in ByCp(X,Z) (Teorema 2.19). In
consecintd se obtine o conditie suficientd si necesara pentru ca Cp(X,Z) sa
fie Z-compact (Corolarul 2.20).

O functie f : X — Y se numeste strict 7-continud, daca pentru orice
submultime A a lui X cu |A]| < 7 existd o functie continud g : X — Y astfel
incat gla = f|a, adica g(x) = f(z) pentru orice x € A. Se numeste Z-desime
tz(X) a spatiului X cel mai mic cardinal infinit 7 astfel incat orice functie
definitd pe X cu valori in Z strict 7-continua este continua.

O multime A C X se numeste T-plasatd in X, dacid pentru orice x € X \ A
existd o multime P C X de tip G, astfel incat x € P C X \ A. Notam cu
¢o(X) cel mai mic cardinal infinit 7 astfel incat X este 7-plasat in Sy X, unde
BoX este compactificarea zero-dimensionala maximala a spatiului X.

Teorema 2.19. Fie indX = 0, atunci tz(X) = qo(Cp(X,Z)).

Corolarul 2.20. Pentru orice X avem ca tz < Vg, dacd st numai daca
Cp(X,Z) este Z-compact.



In paragraful 2.3 se definesc notiunile de spatiu 7-monolitic si (7, 0)-stabil.
Se demonstreaza ca aceste doua proprietati sunt duale pentru clasa spatiilor
Cp(X,Z) (Teorema 2.27, Teorema 2.28).

Tot in acest paragraf se demonstreaza unele proprietati duale (pentru clasa
spatiilor Cp(X,Z)) privind numerele cardinale (Propozitia 2.25, Propozitia
2.26).

Cea mai mica pondere a spatiilor zero-dimensionale (respectiv Tychonoff)
Y in care X poate fi condensat se noteaza iwy(X) (respectiv iw(X)). Evident,
iw(X) < iwy(X) pentru orice spatiu Tychonoff X.

Spatiul X se numeste (7,0)-stabil, daca pentru orice imagine continua Y a
lui X conditiile urmatoare sunt echivalente:

S1. iwe(Y) < T

S2. nw(Y) <.

Un spatiu X se numeste 0-stabil, daca este (7, 0)-stabil pentru orice cardinal
7. Evident, un spatiu X este 0-stabil, daca si numai daca pentru orice imagine
continua Y a lui X avem iwg(Y) = nw(Y).

Urmatoarea afirmatie, pentru cazul spatiilor C,(X), a fost demonstrata in
[33] (vezi [33, Problema 173]).

Propozitia 2.25. Daca X este un spatiu zero-dimensional, atunci

iwo(Cp(X,Z)) = d(X).

Urmatoarea afirmatie, pentru cazul spatiilor C,(X), a fost demonstrata in
[33] (vezi [33, Problema 174]).

Propozitia 2.26. Dacd X este un spatiu zero-dimensional, atunci iwy(X) =
d(Cp(X, Z)).

Teorema 2.27. Fie X un spatiu zero-dimensional. Spatiul Cp(X,Z) este T-
monolitic, daca si numai dacd X este (1,0)-stabil.

Teorema 2.28. Fie X un spatiu zero-dimensional. Spatiul C,(X,7Z) este
(1,0)-stabil, daca si numai dacad X este T-monolitic.

In paragraful 2.4 se defineste notiunea de spatiu proiectiv complet. Se d&
un raspuns partial la [4, Problema I1.8.8] (Corolarul 2.36) si se studiazi in ce
conditii spatiul X este discret (Teorema 2.38).

Un spatiu X se numeste proiectiv complet, daca pentru orice aplicatie
deschisa si continua f: X — Y cu Y metrizabil, Y este complet.

Propozitia 2.31. Fie X un spatiu zero-dimensional. Spatiul Z~ este proiectiv
complet.



O submultime A a spatiului X se numeste Cz-scufundata in X, daca orice

aplicatie continua a lui A in Z poate fi prelungita la o aplicatie continua a lui
X in Z.

Propozitia 2.33. Fie X un spatiu zero-dimensional. Daca Cp(X,Z) este
protectiv complet, atunci orice subspatiu inchis st numarabil ' C X este discret
st Cgz-scufundat in X.

Propozitia 2.34. Fie X un spatiu zero-dimensional. Daca Y C X este Cz-
scufundat in X si Cp(X,Z) este proiectiv complet, atunci Cp(Y,Z) este proiec-
tiv complet.

Remarca 2.35. Propozitia 2.34 este adevarata si pentru spatiul Cp(X) cdnd
X este Tychonoff.

Corolarul 2.36. Spatiul Cp(5N) este proiectiv complet, daca si numai dacd
Cp(BN\ N) este proiectiv complet.

Teorema 2.38. Fie X un spatiu zero-dimensional. Daca C,(X,Z) este pro-
tectiv complet, 0-stabil si Z-compact, atunci X este discret.

Fie X un spatiu zero-dimensional. Daca X este discret, atunci C,(X,Z) =
ZX si Cp(X,Z) este proiectiv complet, O-stabil si Z-compact.

Corolarul 2.39. Fie X un spatiu zero-dimensional. Spatiul Cp(X,Z) este
homeomorf spatiului ZX , dacd si numai dacd X este discret.

In paragraful 2.5 se cerceteazi unele proprietati multiplicative ale spatiilor
functionale.

Daca spatiile liniare topologic F' si L sunt liniar homeomorfe, atunci notam
cu F'~ L.

Teorema 2.40 (pentru £ = R vezi [4, Teorema 0.6.2]; [33, Problema 177]).
Fie E un spatiu liniar topologic infinit si local convex peste corpul K de numere
reale sau complere. Fie X un spatiu homeomorf cu Y X E pentru careva
spativ Y. Atunci spatiul Cp(X, E) este liniar homeomorf cu (Cp(X, E))%0,
adicd existd un homeomorfism h : Cp(X,E) — (Cp(X, E))N0 astfel incat
h(f+g) = h(f)+ h(g) si h(t- f) =t - h(f) pentru orice f,g € Cp(X, E) si
teR.

In paragrafele 2.6, 2.7 se studiazi problema extinderii functionale in spatii
complet metrizabile.



Teorema 2.41. Fie Y C X, X un spativ normal si dimX = 0. Atunci
urmatoarele proprietati sunt echivalente:

1. Pentru orice submultime deschisa si inchisa U a lui Y, multimea clxU
este deschisa si inchisa in clxY .

2. Pentru orice partitie deschisa si tnchisi v = {U,V} a lui Y, exista o
partitie deschisa si inchisa v = {U’,V'} a lui X astfel incit U =U'NY si
V=v'nY.

3. Orice functie f € C(Y,D) poate fi prelungita la o functie din C(X,D).

Remarca 2.42. Teorema de mai sus va fi adevarata si in cazul cind vom
tnlocui conditia "dimX = 0" cu "X este Lindeldf si zero-dimensional (indX =

0)".

Remarca 2.43. Echivalenta (i)« (iii) din Teorema 2.41 este adevarata pentru
orice spatiu X .

In Exemplul 2.44 este ariitat ¢ in cazul functiilor continue cu valori intr-un
spatiu discret infinit, conditiile ca X sa fie spatiu normal si dimX = 0 nu sunt
suficiente. Teorema 2.45 extinde Teorema 2.41 pentru cest caz.

Teorema 2.45. FieY C X, X un spatiu T-colectiv normal, T > w st dimX =
0. Atunci urmatoarele proprietati sunt echivalente:

1. Pentru orice familie discretd {U, : o € D7} de submultimi deschise i
tnchise ale lui'Y familia {clxU, : a € DT} este discreta in X.

2. Pentru orice submultime deschisa si inchisa U a lut Y multimea clxU
este deschisd si inchisa in clxY si orice familie discreta {U, : a € Dt}
submultimi deschise si inchise ale lui Y este local finita in X.

3. Orice functie f € C(Y,D;) poate fi prelungita la o functie din C(X,D,).

In Exemplul 2.46 se evidentiazi c& conditia dimX = 0 este esentiala in
Teorema 2.45.

In paragraful 2.7 se studiazi problema extinderii functionale in spatii com-
plet metrizabile.

Un spatiu topologic X este complet dupa Dieudonné, daca pe spatiul X
exista o uniformitate completa. Un spatiu X este complet topologic, daca X
este homeomorf cu un subspatiu inchis a unui produs de spatii metrizabile [12].
Completarea dupa Dieudonné pX a spatiului X este spatiu complet topologic
pentru care X este un subspatiu dens al lui uX si orice functie continua g
definita pe X cu valori intr-un spatiu topologic complet Y admite o prelungire
continua pg la pX.

Fie 7 un numar cardinal infinit. Notam prin x.X un spatiu complet topo-
logic pentru care X este un subspatiu dens al lui ;X si orice functie continua
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g definita pe X cu valori intr-un spatiu metrizabil Y cu ponderea < 7 admite
o prelungire continua p,rg la pu,X.

Daca 7 si k sunt numere cardinale infinite si 7 < k, atunci X C p,X C
(X . Prelungirea v.X = uyn,X se numeste completarea Hewitt-Nachbin a unui
spatiu X.

Teorema 2.47. Fie Y un subspatiul al spativlui X, E un spatiu topologic
astfel incat £ = p.E st pentru orice subspatiu inchis Z al lui X si orice
functie continua g : Z — E exista o prelungire continua g : X — E. Daca
purY = cl,, xY, atunci pentru orice functie continua g : Y — E exista o
prelungire continua g : X — F.

Teorema 2.48. Fie Y un subspatiu al spatiulut X, 7 un numar cardinal infinit
s1 pentru orice functie continud g : Z — E definita pe un subspatiu inchis Z
al lur X cu valort intr-un spatiu Banach E cu ponderea < T exista o prelungire
continua g : X — E. Atunci urmadatoarele proprietati sunt echivalente:

1. pY =cl, xY,

2. Pentru orice functie continua g : Y — E cu valori intr-un spatiu E cu
ponderea < T exista o prelungire continua g : X — FE.

3. Pentru orice functie continua g : Y — E cu valori intr-un spatiu
Frechet E cu ponderea < T exista o prelungire continua g : X — FE.

4. Pentru orice functie continua g : Y — E cu wvalori intr-un spatiu
metrizabil E cu ponderea < T exista o prelungire continuda g : clxY — F.

5. Pentru orice familie functional discreta {F, : o € A} a unui spatiu Y
cu |A| <7 familia {clxF, : « € A} este discreta in X .

Corolarul 2.49. Fie Y un subspatiu al unui spatiu T-colectiv normal X.
Atunci urmadatoarele proprietati sunt echivalente:

(Z) IMY — Clqu.

(i) Pentru orice functie continud g : Y — E cu valori intr-un spatiu
Banach E exista o prelungire continua g : X — FE.

(i4i) Pentru orice functie continud g : Y — E cu valori tntr-un spatiu
Fréchet E exista o prelungire continud g : X — FE.

(iv) Pentru orice functie continud g : Y — E cu valori intr-un spatiu
complet metrizabil E exista o prelungire continud p-g : clxY — E.

(v) Pentru orice familie functional discreta {Fy : a € A} a unui spativ Y
familia {clx F, : o € A} este discreta in X.

In Capitolul 3 - Aplicatii ale structurilor algebrice la studierea
proprietatilor topologice - sunt prezentate rezultatele pentru cazuri mai
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generale cind o proprietate topologica P se pastreaza la [,(E)-echivalente. Re-
zultatele acestui capitol au fost publicate in [39, 40].

Fie R un inel topologic si & un R-modul topologic cu unitate. Notam
cu Cp(X, E) totalitatea aplicatiilor continue ale spatiului X in E in topologia
convergentei punctiforme.

Spatiile X si Y se numesc [,(E)-echivalente, dacd R-modulele topologice
Cp(X, E) si Cp(Y, E) sunt izomorfe topologic. Spunem cid o proprietate P
se pastreaza la [,(E)-echivalente, dacd Cp(X, FE) si Cu(Y, E) sunt izomorfe
topologic, atunci X poseda proprietatea P, daca si numai daca Y poseda
proprietatea P. Pentru F = R au fost demonstrate multe rezultate (vezi [6]).
In [9] au fost demonstrate rezultate pentru E spatiu normat, iar in [36] au fost
demonstrate rezultate pentru E spatiu normat si topologia compact deschisa.

In paragrafele 3.1 si 3.2 se extind unele notiuni si proprietiti de bazi din
C)p-teorie pentru spatiile de functii cu valori in inele si module topologice.

Propozitia 3.1. Fie E' un R-modul topologic. Atunci Cp(X,E) este un R-
modul topologic, iar E se poate scufunda ca submodul inchis in Cp(X, E). Mai
mult, aceasta scufundare este una naturald.

Fie X un spatiu, R un inel topologic si £ un R-modul topologic netrivial.
Fie x € X un punct fixat. Atunci aplicatia &, : Cp(X, E) — E definita prin
&:(f) = f(x) se numeste aplicatia de evaluare in punctul z.

Propozitia 3.3. Aplicatia de evaluare & : Cp(X,E) — E este continud si
lintara pentru orice punct x € X.

Aplicatia ex : X — C,(Cp(X, E), E), unde ex(z) = &, pentru orice x € X
se numeste aplicatia canonica de evaluare.

Propozitia 3.4. Aplicatia de evaluare canonici ex : X — Cp(Cp(X, E), E)
este continud. Mai mult, multimea ex(X) este inchisa in Cp(Cp(X, E), E).

Propozitia 3.5. Daca C,(X, R) este o familie separatoare si requlatd, aplicatia
de evaluare canonicd ex : X — Cp(Cp(X, R), R) este un homeomorfism al
spativlui X in subspatiul ex (X) al lui Cp(Cp(X, R), R).

Se definesc notiunile de spatiu R-Tychonoff, modul topologic simplu, modul
topologic local simplu si modul topologic R-inchis.

Un spatiu X se numeste R-Tychonoff, daca pentru orice submultime inchisa
F din X si orice punct a € X \ F exista g € C(X, R) astfel incat g(a) = 0 si
F Cg1(1).

12



Definitia 3.10. Fie R un inel topologic. Un R-modul topologic I se numeste:

(i) simplu, dacd nu contine un submodul netrivial peste R;

(i1) local simplu, dacd E nu este trivial si existda o multime deschisa U din
E astfel incat 0 € U s1 U nu contine R-submodule ale lui E;

(1ii) R-inchis, daca existd o aplicatie continud si surjectiva ¢p : E — R
astfel incat pp(r+vy) = ep(z)+vp(y) si pp(tr) = top(x) pentru oricet € R
stx,y € B.

Exemplele 3.11-3.15 completeaza Definitia 3.10.

Fie X un spatiu, R un inel topologic si £ un R-modul topologic. Vom
considera doud submultimi ale lui Cp(Cyp(X, E), E):

(i) Lpy(X, E) ={oux1 + agza + ... + apzp oy € R,z € ex(X),n € N}

(ii) Mp(X, E) subspatiul aplicatiilor liniare si continue ale spatiului Cp, (X, E)
in E.

(iii) Daca F' este un R-modul topologic, atunci £,(F, E) este spatiul apli-
catiilor liniare si continue ¢ : F' — E ca un subspatiu al spatiului C,(F, E).

Propozitia 3.19 are un rol important in cazul proprietatilor finit-deschise.
Propozitia 3.19. Fie R un wnel local simplu si X un spativ R-Tychonoff.
Atunci Mp(X, R) = L,(X, R).

In Exemplul 3.21 este ilustrat un caz cand M,(X, R) # L,(X, R).
Propozitia 3.22. Fie R un inel, E un R-modul topologic si X un spatiu.
Atunci pentru orice g € C(X, E) exista o functie liniard unicd
g€ Ly((Lp(X,E), E) astfel incit g = goex, undeex : X = Ly(X,E) este
aplicatia de evaluare.

Teorema 3.23. Fie R un inel, E un R-modul topologic si X un spatiu. Con-
sideram spatiul ex (X), unde ex : X — Lp(X, E) este aplicatia de evaluare.
Atunci spatiile liniare Cp(X, E), Cplex(X), E) si L,(Lp(X, E), E) sunt liniar
homeomorfe.

Corolarul 3.25. Fie X, Y doua spatit si R un R-modul local simplu. Spatiile

Cp(X,R) si Cp(Y,R) sunt liniar homeomorfe, dacd si numai dacd spatiile
L,(X,R) si L,(Y,R) sunt liniar homeomorfe.

Pentru orice subspatiu Y al lui X notam
Co(YIX, B) = {fly : [ € C(X, E)}.

Un subspatiu Y al lui X se numeste E-plin, dacd C(Y|X,FE) = C(Y, E). Un
spatiu X se numeste compact E-plin, daca C(Y |X, E) = C(Y, E) pentru orice
subspatiu compact ¥ C X.

Lema 3.33 are un rol important in cazul proprietatilor tare perfecte.
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Lema 3.33. Fie X un spatiu zero-dimensional si E un spatiu metrizabil.
Atunci X este compact E-plin. Mai mult, pentru orice submultime compacta
Y din X si orice f € C(Y,E) exista g € C(X, E) astfel incdat g(X) C f(Y) si
f =gly, adica X este compact E-plin.

In paragraful 3.3 se demonstreazi Teorema 3.34 si Corolarul 3.35 care ex-
tind rezultatul clasic al lui Nagata (vezi [4, Teorema 0.6.1]) pentru spatiile de
functii cu valori in inele si module topologice.

Fie R un inel topologic simplu. Consideram doar spatiile R-Tychonoff. Fie
n € N. O functionald p : C(X, R) — R™ se numeste multiplicativa, daci este

liniara si u(fg) = p(f)u(g) pentru orice f,g € C(X, R™).
Notam

Iipn) (X, R) = {p € Ly(X, R, R") : p # 0, . este multiplicativa}.
Teorema 3.34. Spatiul X™ si I, (X, R) sunt homeomorfe.

Corolarul 3.35. Daca inelele Cp(X, R) si Cp(Y, R) sunt topologic izomorfe,
atunct spatiile X si'Y sunt homeomorfe.

In paragraful 3.4 se extind unele rezultate din C)p-teoria pentru clase alge-
brice de spatii.

Fie R un inel topologic. Presupunem ca R este un spatiu R-Tychonoff. O
clasa P de spatii topologice se numeste R-clasa algebrica de spatii, daca:

(i) orice spatiu X € P este R-Tychonoff si Y € P pentru orice subspatiu
inchis Y al lui X;

(ii) daca f: X — Y este o functie continua definita pe X cu valori in Y,
X € PsiY este un spatiu R-Tychonoff, atunci Y € P;

(iii) daca {X,, € P : n € N} este un sir de subspatii inchise ale unui spatiu
R-Tychonoff X si X = U{X,, : n € N}, atunci X € P;

(iv) dacd X,Y € P, atunci X x Y € P;

(v) ReP.

Teorema 3.37. Fie P o R-clasa algebrica de spatii, R un inel topologic s1 E
un R-modul topologic. Presupunem ca E este un spatiu R-Tychonoff. Pentru
un spativ R-Tychonoff X urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

(i) X € P.

(i) Ly(X,E) € P.

Corolarul 3.38. Fie P o R-clasa algebrica de spatii, R un inel topologic st
E un R-modul topologic. Presupunem ca E este un spatiu R-Tychonoff. Daca
Cp(X, E) si Cp(Y, E) sunt topologic homeomorfe si X € P, atunci Y € P.
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Remarca 3.39. Pentru inelul R al numerelor reale si E = R afirmatia de maz
sus a fost demonstrata in [4, Propozitia 0.5.13]

In paragraful 3.5 se defineste functia suport suppx.
Fie R un inel topologic si ¥ un E-modul topologic netrivial si local simplu.
Consideram un spatiu X si o functionalda p € M,(X, E). Notam

S(p) ={B C X : daca B C f~1(0), atunci p(f) =0}).

Evident, X € S(u). Astfel multimea S(u) este nevida.

Multimea suppx (u) este familia tuturor punctelor x € X astfel incat pentru
orice vecinatate deschisda U a lui x in X existd f € C,(X, E) astfel incat
fF(X\NU) =0si u(f) #0 (vezi |6, 37], pentru £ = R = R; [8, 36] pentru
R =R).

Teorema 3.40. Fie R un inel topologic cu unitate, X un spativ R-Tychonoff,
E un R-modul topologic netrivial local simplu, pn € My(X, E) si p # 0. Atunci:

1. Ezista o multime finita K € S(u) astfel incat suppx (n) C K.

2. suppx(p) € S(p) si suppx(p) este o submultime finita a lui X.

Propozitia 3.41. Daca x € X si &(f) = f(x) pentru orice f € Cp(X, E),
atunci & € Ly(X, E).

Remarca 3.43. Fie R un inel local simplu, X un spativ R-Tychonoff, p €
M,(X,R) si supp(p) = {x1,22,...,xn}. Atunci in virtutea Propozitiei 3.19,
existd oy, g, ...,an € R\ {0} astfel incat p = X{a1&,, 1 i < n}.

Asa cum s-a mentionat in Remarca 3.20 si Exemplul 3.21, de regula
M,(X,E) # L,(X, E). Urmatorul rezultat specificid forma functionalelor lini-
are pentru R-modulele local simple.

Teorema 3.43. Fie R un inel topologic cu unitate, X un spativ R-Tychonoff,
E un R-modul topologic netrivial, p € My(X,E), u # 0, suppx(pn) € S(u) si
suppx (1) este o submultime finita a lui X. Atunci p = ¢ on pentru careva
¢ € Hom(E) sin € L,(X, E).

In paragraful 3.6 se cerceteaza proprietatile topologice ale functiei supp.

Alegem un inel topologic R, doua R-module netriviale local simple E si F
si un spatiu R-Tychonoft X.

Amintim ci o functie multivoca f : X — 2Y este inferior semicontinud
(sau l.s.c), dacd pentru orice submultime deschisd U din Y imaginea inversa a

i U, f73U) = {x € X : f(x)NU # 0} este deschisd in X.
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Propozitia 3.44. Functia multivoca suppx : Mp(X, E, F) — X este l.s.c.

Se definesc notiunile de multime méarginita, precompacta, a-méarginita (al-
gebric marginitd) si notiunea de modul local marginit.

O submultime L din X este marginita, daca orice functie continua reala
f : X — R este marginita pe L.

Definitia 3.45. O submultime L a unui R-modul topologic E se numeste:

(i) precompact sau total a-marginitd, dacda pentru orice vecindtate deschisa
U alut 0 in E exista o submultime finita A din E astfel incat L C A+ U =
U+ A;

(i1) a-marginitd, dacd pentru orice vecindtate U a lui 0 in E exista n € N
tncdt L C nU.

Orice multime marginita este precompact.

Definitia 3.46. Un R-modul topologic EI se numeste local marginit, daca exista
o vecindatate a-marginita U a lui 0 in E astfel incit E = U{nU : n € N} s
pentru orice a € E, a # 0, si orice n € N exista t € R astfel incdt ta ¢ nU.

Exemplele 3.48, 3.49 completeaza definitiile de mai sus.

Teorema 3.50. Fie EE un R-modul topologic netrivial local marginit, X un
spativ. R-Tychonoff si pentru orice submultime L nemarginita din X exista
f € C(X, E) astfel incat multimea f(L) nu este a-marginita. Atunci:

(i) Multimea suppx(H) este marginita in X pentru orice submultime a-
mdarginita H din M,(X, E).

(i1) Multimea suppx (H) este marginita in X pentru orice submultime total
a-marginita H din Mpy(X, E).

(1ii) Multimea suppx(H) este marginita in X pentru orice submultime
marginita H din M,(X, E).

Remarca 3.51. Daca R = K este corpul numerelor reale sau complexe si E
este un R-modul local marginit, atunci:

- E spatiu liniar metrizabil;

- E este un R-modul local simplu;

- orice multime precompacta este a-marginita in E.

Remarca 3.53. Orice spativ normat este un R-modul local marginit. Daca
E un spatiu normat netrivial, atunci pentru orice submultime nemarginita L a
spativlut X ezista f € C(X, E) astfel incat multimea f(L) nu este marginitda in
E. Pentru un spatiu normat EE Teorema 3.50 a fost demonstrata de V. Valov

in [36].
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Un spatiu X este p-complet, daca orice submultime marginita si inchisa
din X este compacta.

Un spatiu X este Dieudonné complet, daca uniformitatea maximala pe X
este completa. Orice spatiu Dieudonné complet este p-complet.

Notam prin PX spatiul X cu Gs-topologia generata de G5-submultimile
lui X. Multimea § — clx H = clpx H se numeste Gs-inchiderea multimii H in
X. Daca 6 — clxH = H, atunci spunem ca multimea H este Gs-inchisa.

Daca spatiul X este pu-complet, atunci orice subspatiu Gs-inchis din X este
u-complet.

Desimea unui spatiu X este cel mai mic cardinal 7 pentru care pentru orice
submultime L C X si orice punct x € clx L exista o submultime L C L astfel
incat |L1| < 7six €clxLy.

Notam prin #(X) si I(X) desimea si numarul lui Lindeldf a spatiului X.

Propozitia 3.54. Fie X si E douad spatit si t(X) < Rg. Atunci Cp(X, E) este
un subspatiu Gs-inchis al lus EX. Mai mult, dacd E este u-complet, atunci
spatiul Cp(X, E) este la fel p-complet.

Propozitia 3.55. Fie F' si E doud R-module topologice si L,(F, E) spatiul tu-
turor functiilor liniare si continue definite pe F' cu valori in E. Atunci L,(F, E)
este un subspatiu inchis al lui C,(F, E).

Corolarul 3.56. Fie E si F' doud R-module topologice si t(F) < Xg. Atunci
L,(F,E) este o submultime Gg-inchisa din ET. In particular, dacd E este
p-complet, atunci spatiul L,(F, E) este la fel p-complet.

Teorema 3.58. Fie E un R-modul metrizabil si local marginit, X un spatiu
R-Tychonoff compact E-plin si pentru orice submultime nemarginita L din
X ezista f € C(X,E) astfel incat multimea f(L) nu este a-marginita in E.
Atunci spatiul X este p-complet, daca si numai daca spatiul My(X, E) este
u-complet.

In paragraful 3.7 se demonstreaza Proprietatile 3.59-3.67. In virtutea aces-
tor proprietati functiile multivoce ¢ : X — Y si ¢ : ¥ — X formeaza o
echivalenta a spatiilor X si Y in sensul articolului [8]. Astfel teoremele generale
din [8] pot fi extinse pentru functiile cu valori in R-modulele topologice.

Fie R un inel topologic si £ un R-modul topologic netrivial local marginit.
Atunci R-modulul E este local simplu.

Fie doua spatii R-Tychonoff nevide X si Y cu proprietatile:

- pentru orice submultime neméarginita L din X existd f € C(X, E) astfel
incat multimea f(L) nu este a-marginita in F;
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- pentru orice submultime nemarginita L din Y exista f € C(Y, E) astfel
incat multimea f(L) nu este a-mérginita in E.

Fie un homeomorfism liniar u : Cp(X, E) — Cp(Y, E). Atunci functia
duala v : M,(Y,E) — My(X,E), unde v(n) = n o u pentru orice n €
M, (Y, E), este un homeomorfism liniar. Pentru fiecare € X notam ¢(x) =
suppy (v 1(&;)) si pentru orice y € Y notam 9 (y) = suppx (v(&,)).

Proprietatea 3.59. p: X =Y st ¢ :Y — X sunt functic multivoce l.s.c. st
o(x), ¥(y) sunt multimi finite pentru orice puncte x € X, y € Y.

Proprietatea 3.60. Fie yo € Y, f € C(X,E) si f(¢(y)) = 0. Atunci
u(f)(yo) = 0.

Corolarul 3.61. Dacad f,g € C(X,E) si floy) = 9low), atunci u(f)(y) =
w(9)(y)-

Proprietatea 3.62. = € clxy(p(x)) pentru orice punct x € X si
y € clyp((y)) pentru orice puncty € Y.

Proprietatea 3.63. = € )(¢(x)) pentru orice punct x € X.

Proprietatea 3.64. Daca H este submultime densa din'Y , atunci ¥(H) este
o submultime densa din X stiind ca u este o injectie.

Corolarul 3.65. Spatiul X este separabil, daca st numai daca spatiul Y este
separabil. In general, d(X) = d(Y).

Proprietatea 3.66. ¢(F') este submultime marginita din' Y pentru orice mul-
time marginita F' din X .

Proprietatea 3.67. Fie E un spatiu metrizabil, X si'Y spatic compact E-
pline. Atunci spatiul X este p-complet, daca si numai daca spatiul Y este
u-complet.

La fel ca si in [8] vom spune cé perechea de functii multivoce 6 : X — Y si
m:Y — X se numeste inferior-reflectiva, daca verifica urmatoarele conditii:

1. 6 si 7 sunt Ls.c.

2l. O(z) si w(x) sunt multimi finite pentru toate punctele z € X si y € Y.

3l. € m(0(x)) siy € O(n(y)) pentru toate punctele z € X siy € Y.

De asemenea, ca si in [8] spunem cé perechea de functii multivoce 6 : X —
Y sim:Y — X se numeste superior-reflectiva, daca verifica conditiile:

lu. O(F) este o submultime marginitd din Y pentru orice submultime
marginita F' din X.
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2u. w(P) este o submultime marginitd din X pentru orice submultime
marginita ¢ din Y.

u. z € clxm(f(x)) siy € clyf(m(y)) pentru toate puncteler € X siy € Y.

Din proprietatile de mai sus rezulta:

Corolarul 3.68. Spatiul X este separabil, daca st numai daca spatiul Y este
separabil. In general, d(X) = d(Y).

In paragraful 3.8 se definesc notiunile de proprietate perfecta si proprietate
tare perfecta.

Amintim ca proprietatea P este perfectd, daca pentru orice functie continua
perfecta f: X — Y dela X la Y avem X € P daca si numai, daca Y € P.
Spunem ca proprietatea P este tare perfecta, daca este perfecta si orice spatiu
cu proprietatea P este pu-complet.

In Exemplul 3.69, 3.70 sunt enumerate diverse proprietati care sunt perfecte
si tare perfecte.

Se demonstreaza Teorema 3.71 si Teorema 3.72 care specifica conditiile in
care proprietatile perfecte si tare perfecte se pastreaza la [,(E)-echivalente.

Amintim ca un spatiu X se numeste wq-spatiu, daca pentru orice punct
x € X existd un sir {U, : n € N} de submultimi deschise din X astfel incét
x € N{U, : n € N} si fiecare multime {z,, € U,, : n € N} este marginitd in X.

Teorema 3.71. Fie R un inel topologic st E un R-modul topologic netrivial
local marginit. Fie doua spatit R-Tychonoff nevide X si'Y cu proprietatile:

- pentru orice submultime nemdrginita L din X exista f € C(X, E) astfel
tncdat multimea f(L) nu este a-marginita in E;

- pentru orice submultime nemdrginita L din 'Y exista f € C(Y, E) astfel
tncat multimea f(L) nu este a-marginita in E.

Presupunem ca u : Cp(X, E) — Cp(Y, E) este un homeomorfism liniar.
Atunci:

1. X este un spatiu pseudocompact, daca st numai daca Y este un spatiu
pseudocompact.

2. Daca P este o proprietate perfecta si X, Y sunt wq-spatii p-complete,
atunct X € P, daca st numai daca Y € P.

Teorema 3.72. Fie R un inel topologic si E un R-modul topologic metrizabil
netrivial local marginit. Fie doud spatit R-Tychonoff nevide compact E-pline
X s1'Y cu proprietatile:

- pentru orice submultime nemarginita L din X exista f € C(X, E) astfel
tncdat multimea f(L) nu este a-mdrginitd in F;

- pentru orice submultime nemdarginita L din 'Y exista f € C(Y, E) astfel
tncdt multimea f(L) nu este a-mdrginita in E.
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Presupunem ca u : Cp(X,E) — Cp(Y, E) este un homeomorfism liniar.
Atunci:

1. Spatiul X este p-complet, daca si numai daca spatiul Y este p-complet.

2. X este spatiu compact, daca si numai daca Y este compact.

3. Daca P este proprietate tare perfecta si X, Y sunt wq-spatii, atunci
X € P, daca si numai daca Y € P.

In paragraful 3.9 se defineste notiunea de proprietate finit-deschisa.

Amintim ca proprietatea P este o of-proprietate (sau proprietate finit-
deschisa), daca pentru orice functie continué, deschisa si finita f: X — Y si
orice subspatiu Z din X avem Z € P, daca si numai daca f(Z) € P.

In Exemplele 3.73, 3.74 sunt enumerate diverse proprietati care sunt finit-
deschise.

Se demonstreaza Teorema 3.75 care specifica in ce conditii proprietatile
finit-deschise se pastreaza la [,(E)-echivalente.

Teorema 3.75. Fie R un inel topologic si E un R-modul topologic netrivial
local marginit. Fie doua spatit R-Tychonoff nevide X st'Y cu proprietatile:

- pentru orice submultime nemarginita L din X exista f € C(X, E) astfel
tncdat multimea f(L) nu este a-mdrginitd in F;

- pentru orice submultime nemdarginita L din 'Y exista f € C(Y, E) astfel
tncdt multimea f(L) nu este a-mdrginita in E.

Presupunem ca u : Cp(X,E) — Cp(Y, E) este un homeomorfism liniar.
Daca P este o of -proprietate, atunci X € P, daca st numai daca 'Y € P.

In paragraful 3.10 se demonstreazi Teorema 3.76 ce determini unele pro-
prietati care se pastreaza la [,(E)-echivalente ale spatiilor metrizabile.

Teorema 3.76. Fie R un inel topologic si E un R-modul topologic netrivial,
metrizabil si local marginit. Fizam doua spatii R-Tychonoff nevide si compact
E-pline X si'Y cu proprietatile:

1. pentru orice submultime nemdarginita L din X exista f € C(X, E) astfel
tncat multimea f(L) nu este a-marginita in E;

2. pentru orice submultime nemarginita L din'Y exista f € C(Y, E) astfel
incat multimea f(L) nu este a-marginita in E.

Presupunem ca X siY sunt l,(E)-echivalente. Atunci:

1. X este un spatiuv compact metrizabil, daca si numai daca Y este spatiu
compact metrizabil.

2. Daca X este un spatiu metrizabil, atunci spatiul Y este metrizabil, daca
st numat daca Y este un wq-spatiu.
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CONCLUZII GENERALE SI RECOMANDARI

Prin prezenta lucrare autorul si-a propus sa adauge contributia personala
la investigarea spatiilor cu structuri algebrice si aplicarea acestora in studiul
proprietatilor topologice care se pastreaza la diverse echivalente functionale.

Problema stiintifica importanta solutionata consta in elaborarea unor
metode de cercetare a spatiilor topologice cu ajutorul spatiilor cu structuri alge-
brice, ceea ce a condus la determinarea corelatiilor dintre proprietatile spatiilor
topologice si proprietatile algebrice ale spatiilor de functii cu valori in inele si
module topologice.

Concluzii generale:

C)p-teoria este un domeniu actual al matematicii contemporane care se
dezvolta vertiginos. Pe parcursul dezvoltarii C,-teoriei pentru spatiile de functii
reale au fost obtinute un sir important de rezultate concrete, care in totalitate
formeaza nucleul acestei teorii. Unele rezultate au fost extinse pentru spatii
de functii cu valori in spatii normate. Insi metodele dezvoltate pentru spatiile
de functii cu valori in spatii normate sunt insuficiente pentru a studia ca-
zul spatiilor de functii cu valori in inele si module topologice. Astfel multe
probleme din C)-teorie pentru cazul inelelor si modulelor topologice raman
deschise.

In capitolul 1 a fost studiata C)p-teoria pentru cazul functiilor cu valori in
R. Au fost prezentate notiunile si rezultatele importante din aceasta ramura a
matematicii. Au fost evidentiate unele probleme care n-au fost cercetate pana
la moment.

In capitolul 2 au fost cercetate corelatiile dintre proprietatile spatiilor X,
si Cp (X, E) pentru cazuri mult mai generale. Deopotriva cu aceste proprietati,
in acest capitol a fost cercetata si problema prelungirilor aplicatiilor cu valori
in spatii metrice si in spatii metrizabile complete.

In capitolul 3 au fost cercetate proprietitile care se pastreazi la l,(E)-
echivalente. Obtinandu-se, in rezultat, metode care pot fi aplicate in cercetari
ulterioare ale proprietatilor invariante la [,(E)-echivalente.

Asadar in lucrare:

1. Au fost studiate unele probleme generale de determinare a corelatiilor
dintre proprietatile spatiului X si proprietatilor spatiului Cp(X, E), precum si
problema extinderii functionale. In particular, in capitolul 2, s-a demonstrat
ca:

- celularitatea punct-finita a spatiului zero-dimensional X este egala cu

21



numarul lui Alexandroff a spatiului C,(X, F), adicd p(X) = a(Cp(X, E)) (Te-
orema 2.7);

- Z-desimea spatiului zero-dimensional X este numarabila, daca si numai
daca spatiul C,(X,Z) este Z-compact (Corolarul 2.20);

- spatiul zero-dimensional X este discret, daca si numai daca C,(X,Z) este
proiectiv complet, 0-stabil si Z-compact (Teorema 2.38);

- unele criterii pentru care aplicatiile continue definite pe un subspatiu Y
al unui spatiu 7-colectiv normal X pot fi prelungite continuu pe X (Corola-
rul 2.49).

2. Au fost stabilite conditiile in care proprietatile perfecte, tare perfecte
si cele finit-deschise se pastreaza la echivalente liniare pe spatii de functii cu
valori in module topologice (Teorema 3.71, Teorema 3.72 si respectiv Teorema
3.75).

3. Au fost determinate proprietatile comune ale spatiilor X la care inelele
topologice Cp(X, E) sunt izomorfe (Corolarul 3.35).

Recomandari:

1. Rezultatele din teza pot constitui continutul unor cursuri speciale pentru
studentii si masteranzii de la specialitatile matematice si pot servi drept suport
pentru unele teze de masterat.

2. Utilizdnd rezultatele principale ale tezei pot fi stabilite relatiile dintre
proprietatile spatiilor si spatiilor functionale.

3. Cercetarile pot fi continuate in urmatoarele directii:

- In unele rezultate domeniul de valori E este metrizabil. De determinat
cat de esentiala este aceasta conditie?

- De aplicat metodele elaborate la determinarea altor proprietati: dimen-
siunea, numarul lui Lindelof etc.
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ADNOTARE
la teza de doctor a dlui Dumbraveanu Radu
”Studierea spatiilor topologice cu structuri algebrice”

Teza este inaintata pentru obtinerea gradului de doctor in stiinte matema-
tice, la specialitatea 111.04 - Geometrie si Topologie. Teza a fost elaborata la
Universitatea de Stat din Tiraspol, Chisinau, anul 2015.

Structura tezei: teza este scrisda in limba romana si consta din: intro-
ducere, trei capitole, concluzii generale si recomandari, bibliografie din 87 ti-
tluri, 104 pagini text de baza. Rezultatele obtinute sunt publicate in 7 lucrari
stiintifice.

Cuvinte-cheie: spatii functionale, topologia convergentei punctiforme,
suport, homeomorfism liniar, proprietati perfecte, proprietati deschis-finite.

Domeniul de studiu al tezei: apartine studiului proprietatilor spatiilor
functionale cu structuri algebrice si aplicatiile lor.

Scopul si obiectivele lucrarii:

- stabilirea corelatiilor dintre proprietatile spatiilor X, I si proprietatile
spatiului Cp(X, E);

- determinarea proprietatilor comune ale spatiilor X la care spatiile func-
tionale C(X, E) sunt liniar homeomorfe;

- determinarea proprietatilor comune ale spatiilor X la care inelele topolo-
gice Cp(X, E) sunt izomorfe.

Noutatea si originalitatea stiintifica:

- a fost elaborata o metoda noua de cercetare a spatiilor de functii cu valori
in module topologice;

- au fost stabilite unele proprietati duale pentru anumite clase de spatii
functionale;

- au fost demonstrate teoreme generale despre pastrarea proprietatilor to-
pologice la echivalente liniare.

Problema stiintifica importanta solutionata consta in elaborarea unor
metode de cercetare a spatiilor topologice cu ajutorul spatiilor cu structuri alge-
brice, ceea ce a condus la determinarea corelatiilor dintre proprietatile spatiilor
topologice si proprietatile algebrice ale spatiilor de functii cu valori in inele si
module topologice.

Semnificatia teoretica si valoarea aplicativa a lucrarii: consta in
elaborarea noilor metode de cercetare a spatiilor de functii cu valori in inele si
module topologice, si stabilirea principiilor generale de pastrare a proprietatilor
topologice la echivalente liniare.

Implementarea rezultatelor stiintifice:

- rezultatele si metodele dezvoltate in teza pot fi aplicate in investigatiile
ulterioare ale spatiilor functionale;

- rezultatele din teza pot servi drept suport pentru teme de masterat si pot
constitui continutul unor cursuri speciale pentru studentii si masteranzii de la
specialitatile matematice.
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AHHOTALINA
Ha auccepramuio lymopaBsany Panay
«MccnepoBanue TOMOJOTUYECKUX ITPOCTPAHCTB
MOCPEJJICTBOM aJjiredpamvecKux CTPYKTyp»

luccepranust npejcTaBjeHa Ha COUCKAHHME YYE€HOUW CTENeHM JOKTOpa Ma-
TeMaTU4vecKnx Hayk, crenuaibHocTh 111.04 - I'eomerpus u Tomnosorus. /Iuc-
cepranus paszpaborana B TupacnoiabckoM ['ocygapcTBeHHOM YHHUBEPCHUTETE, B
Kumunese, B 2015 romy.

CrpykTypa paboTbl: paboTa HAIICAHA Ha PYMBIHCKOM S3BIKE U COCTOUT
13 BBeJEHWd, 3 TJIaB, OOIIMX BBIBOJIOB M PEKOMEHAINN, CIUCKA ITUTHPOBAH-
HBIX WCTOYHUKOB m3 87 HaszBaHuii, 104 crpanun ocHoBHOro tekcra. [lo Teme
JIICCEPTAIINN OIyOJIMKOBAHbBI 7 HAYYHBIX PabOT.

KuarodyeBble cjioBa: MpOCTPAHCTBA HEIPEPLIBHBIX (DYHKIINAH, TOIOJIOTUS
IIOTOYEYHON CXOAUMOCTH, HOCUTEJIb, JUHEHHbIE TOMEOMOPMU3IMBI, COBEPIIEH-
HbIe CBOIICTBA,

KOHEYHO-OTKPBIThIE CBOMCTBA.

Ob6uiacTh McCCIIeIOBaAHUSA: U3yUEeHUE CBOWCTB (PYHKIIMOHAJIHHBIX
MIPOCTPAHCTB C aJredpandecKuMu CTPYKTypaMu U UX ITPUJIOYKEHUS.

Ilenn n 3aga4m MccieIOBaHUS:

- YCTAHOBKA KOPPEJSIMU MeXKJy CBOWCTBamMu npocTpanctB X, F u cBoii-
creamu npocrpancTsa Cp(X, E);

- ompejieJieHne OOIMUX CBOMCTB MPOCTPAHCTB X JJIsT KOTOPBIX (PYHKITNO-
naspible npocrpancrsa Cp(X, E) aumneitHo roMeoMopdHsbL;

- ompeJieieHre OOIMUX CBOUCTB MPOCTPAHCTB X JJIsT KOTOPBIX TOIMOJIOTAYe-
ckue koublia Cp(X, E) nzoMopdHbL.

Hay4ynass HOBU3HA U OPUTHUHAJIBHOCTD:

- ObLT pa3paboTaH HOBBII METOJI UCC/IEOBAHUSI IIPOCTPAHCTB (DYHKIIUN CO
3HAYEHUSIMU B TOIOJIOINIECKUX MOJLYJISIX;

- OBLIM yCTAHOBJIEHBI HEKOTOPbIE JIBOMCTBEHHBIE CBONCTBA JIJIsi HEKOTOPBIX
KJIACCOB (PYHKITMOHAJBHBIX ITPOCTPAHCTB;

- ObLIN JOKa3aHbI O0IIE TEOPEMbI O COXPAHEHUN TOIOJIOTHIECKUX CBONCTB
[IpU JINHEHON 3KBUBAJIEHTHOCTH.

Pemennas HayuyHas nmpobJsieMa 3ak/ovaeTcd B pa3paboTke HEKOTOPBIX
METOJIOB UCCJIEJIOBAHUS TOIIOJIOTTYECKUX ITPOCTPAHCTB C TOMOTIHIO TPOCTPAHCTB
¢ aJireOpamdeCKUMU CTPYKTYPaMU, 9TO TPUBEJIO K YCTAHOBKE KOPPETATIAN MEZK-
JTY TOTIOJIOTUYECKUMU CBOMCTBAMU IMMPOCTPAHCTB U aJIreOpamIeCKIMI CBOMCTBA~
MU TPOCTPAHCTB (PYHKIHUN CO 3HAUYCHUAMH B TOIIOJIOTMIECKUX KOJIBIIAX U MO-
JTYJTSX.

TeopeTudyeckasi 1 NMPUKJIAJHAST 3HAYMUMOCTb: COCTOUT B pa3pabOTKe
HOBBIX METOJIOB HCCJIEOBAHUS IIPOCTPAHCTB (PYHKIUH CO 3HAUYCHUSIMU B TO-
IIOJIOTUYIECKUX MOJIYJIsIX W YCTAHOBJIEHUM OOIIMX ITPUHITUIIOB JIJIsi COXPaHEHUs
TOIIOJIOTUYECKUX CBOMCTB IIPU OTHOIIECHUAX JIMHCMHON SKBUBAJIEHTHOCTH.

BHenpenue Hay4YHBIX pe3yJIbTaTOB:

- pe3y/abTaTbl U METOJIbI, pa3pabOTaHHBIC B JUCCEPTAIIUN MOTYT OBITH TIPH-
MEHEHBI B JaJIbHEMIINX UCCIIe0BaHUAX (DYHKIIMOHAJIbHBIX IPOCTPAHCTB;

- Pe3yJbTATHI JUCCEPTAINU MOTYT CJIYKUTH MTOCOOMEM JJIsi TeM MarucTep-
CKUX JINCCEPTAINI U MOTYT COCTABJIATH COJIEPKAHNE HEKOTOPBIX CIEIUATbHBIX
KYPCOB JIJIT CTYJE€HTOB IIEPBOTO W BTOPOTO ITUKJIa MATEMATHIECKUX CIEIHAb-
HOCTEIA.
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ANNOTATION
for PhD thesis by Dumbraveanu Radu
"Study of topological spaces with algebraic structures"

This thesis is submitted to obtain a doctoral degree in Mathematics, spe-
cialty 111.04 - Geometry and Topology. It was elaborated at Tiraspol State
University, in Chisinau, 2015.

Thesis structure: the thesis is written in Romanian and consists of an
introduction, 3 chapters, conclusions, 87 bibliography titles, 104 pages of main
text. The obtained results are published in 7 scientific papers.

Keywords: function spaces, topology of pointwise convergence, support,
linear homeomorphisms, perfect properties, open-finite properties.

Field of study of the thesis: belongs to the study of function spaces
with algebraic structures properties and its applications.

Thesis aim and objectives:

- establishment of correlations between properties of spaces X, E and prop-
erties of function space C,(X, E);

- determination of common properties of spaces X for which the function
spaces Cp(X, E) are linear homeomorphic;

- determination of common properties of spaces X for which the topological
rings Cy,(X, E) are isomorphic.

Scientific novelty and originality:

- was developed a new method of research for function spaces with values
in topological modules;

- were established some dual properties for certain classes of function spaces;

- were proved general theorems about topological properties which are pre-
served by linear equivalences.

The scientific problem solved consist of development a new methods for
researching topological spaces with spaces with algebraic structures, which led
to the establishment of correlations between properties of topological spaces
and algebraic properties of function spaces with values in topological rings and
modules.

The theoretical significance and applicative value of the thesis:
consists in development of new research methods for spaces of functions with
values in topological modules and establishment of general principles for pre-
serving topological properties by linear equivalences.

The implementation of the scientific results:

- the results and methods developed in this thesis can be applied in further
investigations of functional spaces;

- the results of the thesis can serve as support for master theses and can
be used as content for some special courses for students from first and second
cycle studies of mathematical specialties.
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