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ADNOTARE
la teza de doctor a dlui Dumbraveanu Radu
”Studierea spatiilor topologice cu structuri algebrice”

Teza este Inaintata pentru obtinerea gradului de doctor in stiinte matematice, la specia-
litatea 111.04 - Geometrie si Topologie. Teza a fost elaborata la Universitatea de Stat din
Tiraspol, Chisinau, anul 2015.

Structura tezei: teza este scrisa in limba roméana si consta din: introducere, trei ca-
pitole, concluzii generale si recomandari, bibliografie din 87 titluri, 104 pagini text de baza.
Rezultatele obtinute sunt publicate in 7 lucrari stiintifice.

Cuvinte-cheie: spatii functionale, topologia convergentei punctiforme, suport, homeo-
morfism liniar, proprietati perfecte, proprietati deschis-finite.

Domeniul de studiu al tezei: apartine studiului proprietatilor spatiilor functionale cu
structuri algebrice si aplicatiile lor.

Scopul si obiectivele lucrarii:

- stabilirea corelatiilor dintre proprietatile spatiilor X, £ si proprietatile spatiului C, (X, E);

- determinarea proprietatilor comune ale spatiilor X la care spatiile functionale Cy,(X, F)
sunt liniar homeomorfe;

- determinarea proprietatilor comune ale spatiilor X la care inelele topologice C,(X, E)
sunt izomorfe.

Noutatea si originalitatea stiintifica:

- a fost elaborata o metoda noua de cercetare a spatiilor de functii cu valori in module
topologice;

- au fost stabilite unele proprietati duale pentru anumite clase de spatii functionale;

- au fost demonstrate teoreme generale despre pastrarea proprietatilor topologice la
echivalente liniare.

Problema stiintifica importanta solutionata consta in elaborarea unor metode de
cercetare a spatiilor topologice cu ajutorul spatiilor cu structuri algebrice, ceea ce a condus
la determinarea corelatiilor dintre proprietatile spatiilor topologice si proprietatile algebrice
ale spatiilor de functii cu valori in inele si module topologice.

Semnificatia teoretica si valoarea aplicativa a lucrarii: consta in elaborarea noilor
metode de cercetare a spatiilor de functii cu valori in inele si module topologice, si stabilirea
principiilor generale de pastrare a proprietatilor topologice la echivalente liniare.

Implementarea rezultatelor stiintifice:

- rezultatele si metodele dezvoltate in teza pot fi aplicate in investigatiile ulterioare ale
spatiilor functionale;

- rezultatele din teza pot servi drept suport pentru teme de masterat si pot constitui
continutul unor cursuri speciale pentru studentii si masteranzii de la specialitatile matema-

tice.



AHHOTAIINA
Ha aucceptanuio Jlymopsssany Pasny
«HccnengoBanme TOMOJIOrMYE€CKUX ITPOCTPAHCTB
MOCPEJ/ICTBOM aJjirebpandeckKmux CTPYKTYp»

uccepramus mpejicTaB/IeHa Ha COUCKaHUE yYEHOU CTEeleH! JIOKTOpa MaTeMaTHYeCKUX
HaykK, creruajbHocTh 111.04 - T'eomerpus u Tomosorus. /luccepramnusa paspaborana B Tu-
pactosibckoMm [ocyrapcTBennoMm YHupepcutere, B Kumunere, B 2015 rogy.

CrpyKTypa paboThl: paboTa HAIMCAHA HA PYMBIHCKOM sI3bIKe U COCTOUT U3 BBEJICHUS, 3
IJ1aB, OOIINX BBIBOJOB U PEKOMEHIAIINN, CITUCKA, IUTUPOBAHHBIX UCTOYHUKOB 13 87 Ha3BaHUII,
104 crpanur ocnoBHOro Tekcta. [lo Teme nuccepranum omyOJMKOBAHBI 7 HAYIHBIX PaOOT.

KimroueBbie ciioBa: MpOCTPAHCTBA HENPEPLIBHBIX (PYHKIUN, TOMOJIOTHSA TOTOYETHOM
CXOJIMMOCTH, HOCUTE/Ib, JINHEHHbIE TOMEOMOPMU3MBI, COBEPIIIEHHbIE CBOIICTBA,
KOHEYHO-OTKPBIThIE CBOWCTBA.

Ob6J1acTh Ucc/Ie/IOBaHUS: U3yIeHNE CBOWCTB (DYHKIIMOHAIBHBIX TPOCTPAHCTB C ajred-
pamdecKuMy CTPYKTYpPaMU U UX IIPUJIOZKEHNS.

Henn u 3agavum ucciegoBaHUS:

- YCTAHOBKa KOPPEJAINU MeXKJy cBoiicTBaMu TpocTpancTB X, E u cBoiicrBaMu Impo-
crpanctsa C,(X, E);

- ompejiesieHre OOIMX CBONCTB MpOoCTpaHcTB X JJIsi KOTOPBIX (DYHKIIMOHAJJBHBIE ITPO-
crpanctBa Cy(X, F) suueiino roMmeoMopdHs;

- ompejieieHre OOIIMX CBOMCTB MPOCTPAHCTB X JIJIsT KOTOPBIX TOMOJIOIMYECKHEe KOJIbIIa
Cyp(X, E) u3oMOpdHEL

Hayunast HOBU3Ha U OPUTMHAJIBHOCTD:

- ObLT pa3zpaboTaH HOBBIM METOJI UCCJICIOBAHNUSA TPOCTPAHCTB (DYHKIINI CO 3HAYEHUIAMU B
TOMOJIOTUIECKUX MOJLYJISAX;

- OBLTIN YCTAHOBJIEHBI HEKOTOPBIE JIBONCTBEHHBIE CBOMCTBA JIJIs HEKOTOPBIX KJIACCOB (DYHK-
MIOHAJIBLHBIX ITPOCTPAHCTB;

- ObLIIN JIOKA3aHbI O0IIIEe TEOPEMbI O COXPAHEHUU TOIOJIOTMYECKUX CBOMCTB IIPU JIUHEITHOM
9KBUBAJICHTHOCTH.

Pentennas HayvyHast mpobJieMa 3akjodaeTcs B pa3paboTKe HEKOTOPHIX METOOB UC-
CJIeIOBaHUS TOMOJIOTMYECKHUX IMMPOCTPAHCTB C IOMOIIBIO MPOCTPAHCTB € ajaredpandecKuMu
CTPYKTypaMu, 4TO IPUBEJIO K YCTAHOBKE KOPPEJAINU MeXKIy TOIOJOIMYeCKUMHI CBOHCTBA-
MU TIPOCTPAHCTB U aJIreOPandecKuMU CBOMCTBAME IIPOCTPAHCTB (DYHKIINN CO 3HAUCHUSIMUI B
TOMOJIOTUYECKUX KOJIBIAX U MOJTYJISX.

TeopeTuveckasi m MpUKJIagHAS 3HAYNMOCTb: COCTOUT B pa3paboTKe HOBBIX METOJIOB
UCCJIeIOBaHNS TPOCTPAHCTB (PYHKINN CO 3HAYEHUSIMHI B TOIOJOTMYECKUX MOJIYJIAX U YCTa-
HOBJIEHUH OOIUX MPUHIIAIIOB JJIs COXPAHEHUs] TOMOJOIMIECKUX CBOMCTB MPU OTHOIIEHUAX
JIMHENHON 3KBUBAJICHTHOCTH.

Brenpenne HayYHBIX Pe3yJbTATOB:

- Pe3yJILTATHI U METOIbI, pa3padOTaHHbIE B JUCCEPTAIIUU MOT'YT OBITH ITPUMEHEHBI B JIA/Th-
HEHNIIIX NCCIeT0BAHNAX (PYHKIIMOHAIBHBIX IIPOCTPAHCTB;

- pe3yJIbTaThl JUCCEPTAIUU MOTYT CJIYXKUTH TOCOOMEM I TeM MarucCTePCKHUX JUCCep-
Taluil 1 MOTYT COCTABJIATH COJIepzKaHue HEKOTOPBIX CIENUAJIbHBIX KYPCOB s CTYIEHTOB
MIEPBOIO W BTOPOT'O IMUKJIA MATEMATUIECKUX CIEIUATHLHOCTEN.



ANNOTATION
for PhD thesis by Dumbraveanu Radu
”Study of topological spaces with algebraic structures”

This thesis is submitted to obtain a doctoral degree in Mathematics, specialty 111.04 -
Geometry and Topology. It was elaborated at Tiraspol State University, in Chisinau, 2015.

Thesis structure: the thesis is written in Romanian and consists of an introduction, 3
chapters, conclusions, 87 bibliography titles, 104 pages of main text. The obtained results
are published in 7 scientific papers.

Keywords: function spaces, topology of pointwise convergence, support, linear homeo-
morphisms, perfect properties, open-finite properties.

Field of study of the thesis: belongs to the study of function spaces with algebraic
structures properties and its applications.

Thesis aim and objectives:

- establishment of correlations between properties of spaces X, E and properties of func-
tion space Cy,(X, E);

- determination of common properties of spaces X for which the function spaces Cy,(X, F)
are linear homeomorphic;

- determination of common properties of spaces X for which the topological rings C,,(X, E)
are isomorphic.

Scientific novelty and originality:

- was developed a new method of research for function spaces with values in topological
modules;

- were established some dual properties for certain classes of function spaces;

- were proved general theorems about topological properties which are preserved by linear
equivalences.

The scientific problem solved consist of development a new methods for researching
topological spaces with spaces with algebraic structures, which led to the establishment of
correlations between properties of topological spaces and algebraic properties of function
spaces with values in topological rings and modules.

The theoretical significance and applicative value of the thesis: consists in
development of new research methods for spaces of functions with values in topological
modules and establishment of general principles for preserving topological properties by
linear equivalences.

The implementation of the scientific results:

- the results and methods developed in this thesis can be applied in further investigations
of functional spaces;

- the results of the thesis can serve as support for master theses and can be used as content
for some special courses for students from first and second cycle studies of mathematical

specialties.



INTRODUCERE

Actualitatea temei. Fie X si Y doua multimi inzestrate cu anumite structuri si £ o
familie de aplicatii f : X — Y, care coreleaza in careva mod cu structurile fixate pe aceste
multimi. Admitem ca ¢ € L, M C L si & : M — L este un operator. Atunci apare
problema determinarii unei functii ¢ € M pentru care ®(g) = . Asa functie g se numeste
solutie a ecuatiei functionale ®(f) = ¢. Asa probleme au aparut pana in secolul al XX-lea.
Pentru a construi efectiv solutiile diferitor ecuatii functionale au aparut necesitatile:

- de a studia proprietatile spatiilor functionale;

- de a determina cu ce fel de structuri pot fi inzestrate spatiile functionale;

- de a stabili legaturile dintre proprietatile spatiilor X, Y si proprietatile spatiilor functi-
onale.

Primele rezultate au fost obtinute inca la sfarsitul secolului al XIX-lea in lucrarile lui K.
Weierstrass, G. Ascoli, C. Arzela, V. Volterra, I. Fredholm in legatura cu rezolvarea ecuatiilor
diferentiale si integrale. Teorema lui Arzela-Ascoli ([31, Teorema 3.4.20]) prezinta un criteriu
general de compactitate a unei familii de functii cu topologia convergentei uniforme pe
compacte. Teorema lui Weierstrass generalizata de M. Stone [74, 75] permite sa determinam
multimi dense in spatiul de functii pe un compact in topologia convergentei uniforme.

Aceste studii au dus la evidentierea diferitor clase de spatii: spatii Banach, spatii Frechet,
spatii Hilbert, spatii Sobolev, spatii Schwartz, spatii Hardy, spatii Holder, spatii Skorohod
ete.

Studiul spatiilor de functii pe spatii topologice a fost initiat in lucrarile lui P. Alexandroff,
R. Arens, G. Choquet, I. Gelfand, A. N. Kolmogoroff, L. Gillman, M. Henriksen, M. Serison,
E. Hewitt, R. H. Fox, O. Frink, C. Kuratowski, J. W. Tukey, J. Dugundji, J. R. Jackson, M.
Katetov, L. Nachbin si J. Nagata (vezi [2, 3, 23, 38, 40, 41, 44, 45, 34, 35, 46, 87, 79, 4, 48,
53, 64, 65]).

Teorema lui Gelfand-Kolmogoroff [38] afirma ca inelul de functii continue determina
spatiul compact. Aceasta teorema a fost extinsa de Hewitt [44] si Nagata [65]. Hewitt a
demonstrat ca inelul de functii continue determina spatiul realcompact (aceste spatii se mai
numesc si spatii Hewitt-Nachbin compacte). Mai precis, inelul de functii continue determina
completarea realcompacta v X a spatiului X. Nagata extinde teorema Gelfand-Kolmogoroff
in doua directii:

- prima teorema afirma ca inelul de functii continue in topologia convergentei punctiforme



determina orice spatiu complet regulat;

- a doua teorema contine conditii necesare si suficiente ca laticea de functii continue sa
determine spatiul complet regulat.

Aceste teoreme ne arata ca prezinta un interes deosebit cercetarea spatiului de functii ca
spatiu liniar sau ca grup topologic.

Din acest punct de vedere sunt importante teoremele lui A. Miliutin [60] despre structura
liniara a spatiilor Banach de functii continue pe spatii compacte metrizabile, teorema lui
Kadets [51] despre homeomorfismul spatiilor Banach separabile infinit dimensionale.

In perioada anilor 50-70 au aparut unele cercetari a spatiilor functionale in lucrarile
[37, 43, 47, 12, 33]. Merita o atentie deosebita lucrarea lui L. Gillman si M. Jerison [41] care
a impulsionat cercetarea spatiilor functionale din punct de vedere aplicativ.

La inceputul anilor 70 a secolului XX A. V. Arhangel’skii intr-un ciclu de lucrari a pre-
zentat un program fundamental de cercetare a spatiilor functionale in topologia convergentei
punctiforme [6]. Aceasta teorie a fost intitulata ” Cp-teorie”.

In aceastd teorie se evidentiaza doua probleme generale.

Problema 1. De studiat corelatiile dintre proprietatile spatiului X si proprietatile
spatiului C,(X).

Problema 2. Fie X si Y doua spatii [,-echivalente, adica spatiile C,(X), C,(Y) sunt
liniar homeomorfe. Care sunt proprietatile comune ale spatiilor X, Y, adica care proprietati
se pastreaza la [,-echivalente.

Aceasta teorie a fost furtunos dezvoltata de multi matematicieni si rezultatele lor au fost
incluse in monografiile [6, 76, 77]. In lucrarile lui V. Valov [80] si M. Choban [14] unele
rezultate au fost extinse pentru spatiile de functii cu valori in spatii normate. Sunt remar-
cabile teoremele generale formulate de M. Choban, care contin solutiile la multe probleme
particulare (concrete).

Din acest punct de vedere apare urmatoarea problema.

Problema 3. De dezvoltat Cy-teoria pentru spatiile de functii cu valori in inele si module
topologice.

Aceasta problema contine un caz particular.

Problema 4. De dezvoltat Cp-teoria pentru spatiile de functii cu valori in grupuri
topologice abeliene.

Grupurile topologice si modulele topologice sunt instrumente importante in diverse do-

menii ale matematicii, fizicii si aplicatiilor lor. Prin urmare studiul spatiilor de functii cu



valori in module topologice prezinta o directie actuala de cercetare.

Scopul si obiectivele lucrarii.

- stabilirea corelatiilor dintre proprietatile spatiilor X, E si proprietatile spatiului C, (X, E);

- determinarea proprietatilor comune ale spatiilor X la care spatiile functionale C, (X, F)
sunt liniar homeomorfe;

- determinarea proprietatilor comune ale spatiilor X la care inelele topologice C,(X, E)
sunt izomorfe.

Metodica cercetarii. Constructiile si metodele de demonstratie se bazeaza pe:

- notiunile de baza din topologie;

- metodele teoriei inelelor si modulelor;

- aplicatiile operatorilor liniari.

Inovatia stiintifica. In rezultatul realizdrii obiectivelor lucrarii:

- a fost elaborata o metoda noua de cercetare a spatiilor de functii cu valori in module
topologice;

- au fost stabilite unele proprietati duale pentru anumite clase de spatii functionale;

- au fost demonstrate teoreme generale despre pastrarea proprietatilor topologice la
echivalente liniare.

Problema stiintifica importanta solutionata consta in elaborarea unor metode de
cercetare a spatiilor topologice cu ajutorul spatiilor cu structuri algebrice, ceea ce a condus
la determinarea corelatiilor dintre proprietatile spatiilor topologice si proprietatile algebrice
ale spatiilor de functii cu valori in inele si module topologice.

Valoarea teoretica si practica a lucrarii. Au fost elaborate noi metode de cercetare
a spatiilor de functii cu valori in module topologice si au fost stabilite principii generale de
pastrare a proprietatilor topologice la echivalente liniare.

Implementarea rezultatelor stiintifice.

- rezultatele si metodele dezvoltate in teza pot fi aplicate in investigatiile ulterioare ale
spatiilor functionale;

- rezultatele din teza pot servi drept suport pentru teme de masterat si pot constitui
continutul unor cursuri speciale pentru studentii si masteranzii de la specialitatile matema-
tice.

Aprobarea lucrarii.

Rezultatele lucrarii au fost expuse la urmatoarele foruri stiintifice:
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- International Conference ”Mathematics and Information Technologies: Research and
Education (MITRE-2009)”, Chisinau, 8-9 octombrie, 2009.

- The 20th Conference on Applied and Industrial Mathematics - CAIM 2012, Chisinau,
22-25 august, 2012.

- The Third Conference of Mathematical Society of the Republic of Moldova dedicated
to the 50th anniversary of the foundation of Institute of Mathematics and Computer Science
"IMCS-507, Chisinau, 19-23 august, 2014.

Publicatii. Rezultatele principale ale tezei au fost publicate in 7 lucrari [27, 22, 28, 26,
29, 20, 21].

Sumarul compartimentelor tezei. Teza contine adnotari, introducere, 3 capitole,
bibliografia, concluzii si recomandari.

Primul capitol contine:

- o sinteza a cercetarilor stiintifice expuse in literatura de specialitate privind evolutia
dezvoltarii metodelor de analiza a spatiilor functionale;

- o argumentare a directiei si problemei de cercetare;

- unele notiuni si rezultate cunoscute care sunt importante in urmatoarele capitole.

In capitolul 2, se studiaza unele probleme generale de determinare a corelatiilor dintre
proprietatile spatiului X si proprietatilor spatiului C,(X, E), precum si problema extinderii
functionale. In particular, in acest capitol, s-a demonstrat ca:

- celularitatea punct-finita a lui X este egala cu numarul lui Alexandroff al spatiului
Co(X, E), adica p(X) = a(Cy(X, E)) (Teorema 2.7);

- Z-desimea spatiului X este numarabila, daca si numai daca spatiul C,(X,Z) este Z-
compact (Corolarul 2.20);

- X este discret, daca si numai daca C,(X, Z) este proiectiv complet, 0-stabil si Z-compact
(Teorema 2.38);

- unele criterii pentru care aplicatiile continue definite pe un subspatiu Y al unui spatiu
T-colectiv normal X pot fi prelungite continuu pe X (Corolarul 2.49).

In capitolul 3, se cerceteaz un domeniu important al C)-teoriei si anume, echivalentele
functionale ale spatiilor topologice. Sunt introduse notiuni noi, cum ar fi: R-modul topologic
local simplu, multime a-marginita si multime F-compact plina. Sunt stabilite conditiile in
care proprietatile perfecte, tare perfecte si cele finit-deschise se pastreaza la echivalente liniare
pe spatii de functii cu valori in module topologice (Teorema 3.71, Teorema 3.72 si respectiv

Teorema 3.75).
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In final, sunt expuse concluziile generale si recomandari.
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1. STUDII IN DOMENIUL SPATIILOR
FUNCTIONALE CU STRUCTURI ALGEBRICE

Notiunea de spatiu si functie sunt doua concepte importante care s-au dezvoltat, ca
si insasi matematica, din antichitate pana in prezent. Spatiile topologice au aparut din
necesitatea studierii convergentei. In mod firesc apar multimile deschise, inchise, vecinatatile
punctelor, distante.

Functiile sau aplicatiile determina si legaturile dintre spatii si mobilitati pe spatii.

In acest capitol:

- se introduc notiunile si rezultatele de baza importante in urmatoarele capitole;

- este inclusa o sinteza a cercetarilor stiintifice expuse in literatura de specialitate privind

evolutia dezvoltarii metodelor de analiza a spatiilor functionale.

1.1. Inele, grupuri si module topologice

Notiunea de grup a aparut in secolul al XIX-lea in cercetarile geometrice si cercetarile
referitoare la permutéri. In geometrie au aparut ca grupuri de transformari geometrice: gru-
puri de deplasari (sau izometrii), grupul de asemanari, grupul transformarilor afine, grupul
transformarilor proiective, grupul transformarilor topologice (continue). Acest fapt si uneste
topologia cu geometria. Grupul de permutari este un grup de transformari a unei multimi
finite. E. Galua a aplicat subgrupurile grupului de permutari la solutionarea problemei de
rezolvare a ecuatiilor in radicali. Aceste idei au dus la crearea teoriei Galua, un domeniu im-
portant al matematicii contemporane. Grupurile de transformari au influentat si cercetarile
din domeniul fizicii: transformarile Lorentz, teoria relativitatii lui Einstein etc.

O multime nevida G se numeste grup, daca pe G este definita o operatie algebrica (z,y) —
x +y € G cu urmatoarele proprietati:

G1. Este asociativa, adica = + (y + 2) = (x + y) + 2z pentru orice z,y, z € G;

G2. Admite unitate, adica exista e € G (unitatea) astfel incat x + e = e + x = = pentru
orice x € G;

GG3. Admite elemente inverse, adica pentru orice x € G exista —z € G astfel incat
r+(—1)=(—1)+x=c¢c

Un grup G se numeste comutativ (sau abelian), daca:

G4. v 4+ y = y + x pentru orice x,y € G.

13



Un grup topologic este un grup inzestrat cu o topologie in care operatia sa algebrica este
continua.

Un inel este o multime R impreuna cu doua operatii algebrice (z,y) — = + y (adunare)
si (x,y) — z -y (inmultire) astfel incat:

I1. (R, +) este un grup comutativ;

12. inmultirea este distributiva in raport cu adunarea xz(y + z) = xy + xz pentru orice

x,y,z € R.

Definitia 1.1. O topologie Tr pe un inel R se numeste topologie de inel, iar R impreunda cu
Tr se numeste inel topologic, daca sunt satisfacute urmatoarele proprietati:

IT1. (z,y) = x + y este o aplicatie continua a multimii R x R in R;

IT2. v — —x este o aplicatie continua a multimii R in R;

IT3. (z,y) — x -y este o aplicatie continud a multimii R X R in R.

Definitia 1.2. Fie G un grup abelian in raport cu operatia de adunare si R un inel. Grupul G
se numeste R-modul de stanga sau, simplu, R-modul, daca este definita operatia de inmultire
(r,a) = ra € G, unde r € R si a € G, cu urmatoarele proprietati:

M1. r(a+0b) =ra+rb pentru orice r € R si a,b € G;

M2. (r + s)a = ra + sa pentru orice r,s € R si a € G;

M3. r(sa) = (rs)a pentru orice r,s € R si a € G.

Altfel spus, un R-modul este un spatiu vectorial peste un inel R. De obicei, operatia de
inmultire (7, a) — ra se numeste inmultirea cu scalar. Evident, orice inel R este un R-modul.

Un R-modul este cu unitate [82], daca R poseda unitatea 1 si 1z = z pentru orice x € G.

Exemplul 1.3. Orice grup abelian este un Z-modul, unde operatia de inmultire cu scalari

este definita astfel: na = a+ a+ ... + a (adunarea de n ori).

Definitia 1.4. Fie R un inel topologic si E un R-modul. O topologie T pe E este o topologie
de R-modul, iar E impreuna cu 7 se numeste R-modul topologic, daca:

MT1. (z,y) — x +y este o aplicatie continud a multimii E X E in E;

MT?2. x — x +y este o aplicatie continua a multimii £ in E;

MT3. (r,x) — rx este o aplicatie continua a multimiit R X E in E.

Fie E si F' doua R-module. Aplicatia ¢ : E — F' se numeste aplicatie liniara, daca

verifica conditiile:
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ALL. p(xz +y) = p(x) + ¢(y), pentru orice =,y € £,

AL2. p(ax) = ap(x), pentru orice x € E si a € R.

Aplicatia liniara pastreaza operatia interioara (operatia ”+") si operatia exterioara (ope-
ratia ”-”). Daca o aplicatie verifica doar conditia AL1, atunci aceasta aplicatie se numeste

aplicatie aditiva.

1.2. Spatii functionale cu structuri algebrice

Fie X si £ doud spatii topologice. Notadm cu E¥ totalitatea aplicatiilor f : X — E
spatiului X in E, iar cu C(X, F) totalitatea aplicatiilor continue f : X — F ale spatiului
X in E. In particular, daci E = R, se foloseste notatia C'(X), adici C'(X,R) = C(X).

Vom nota cu 7(X) topologia spatiului topologic X. Fie A o familie de submultimi ale

lui X astfel incat ) € A. Notam
W(AU)={f e C(X,E): f(A) C U},

unde A € A, iar U € 7(F). Totalitatea multimilor W (A, U) formeaza subbaza unei topologii
pe C(X, E) care se numeste topologia convergentei uniforme pe elementele familiei A [6].
Notam aceasta topologie cu 74.

Amintim ca orice familie £ de submultimi ale multimii X formeaza o subbazd a unei
topologii 7(£) pe X, daca UL = X. Pentru a obtine baza se construieste familia £ de
intersectii finite L; N Ly N ... N Ly, unde Ly, Lo, ..., L, € L sin € N. Vom avea U € 7(A),
daca si numai daca pentru orice punct z € X exista H € £ incat x € H C U.

Vom avea ca familia {WW(A,U) : A € A, U € 7(E)} formeaza o subbaza. Daca pentru
orice A, B € Aareloc ANB € Asi AUB € A, atunci familia {W(A,U): A€ AU € 7(E)}
formeaza o baza a topologiei 74. Prezinta interes topologiile de tipul 74 pentru care:

-UAd = X;

-ANB,AUB € A pentru orice A, B € A.

Conditia UA = X permite sa afirmam ca topologia 7.4 este Ti-topologie. Conditia AUB €
A pentru orice A, B € A permite sa afirmam ca familia {WW(A,U): A€ AU € 7(F)} este
o baza a topologiei 74 pe spatiul C(X, E).

Daca A consta din toate submultimile finite ale lui X, atunci 74 se numeste topologia

convergentei punctiforme. Spatiul C'(X, E) in topologia convergentei punctiforme se noteaza

cu Cp(X, B).
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Daca A consta din toate submultimi compacte, atunci 74 se numeste topologia convergen-
tei uniforme pe compacte sau topologia compact-deschisa si C(X, E) in topologia compact-
deschisa se noteaza cu Ci(X, E).

Daca X € A, atunci 74 se numeste topologia convergentei uniforme si C(X, E) in topo-
logia convergentei uniforme se noteaza cu C, (X, F).

Daca X =JAsi ANB e A, AU B € A pentru orice A, B € A, atunci:

- topologia convergentei uniforme este topologia maximala in familia topologiilor de tipul
74 pe C(X, B);

- topologia convergentei punctiforme este topologia minimala in familia topologiilor de
tipul 74 pe C(X, E);

-Cu(X,E) COYX,E) CCH(X,E).

Prin urmare orice multime compacta sau marginita in careva topologie 74 va fi com-
pacta sau, respectiv, marginita in topologia convergentei punctiforme. Anume acest fapt a
impulsionat C)-teoria.

Daca {f, : n € N} este un sir de aplicatii continue din C,(X, E), atunci {f, : n € N}
converge catre o aplicatie f € C,(X, E), daca si numai daca, pentru orice x € X sirul
{fn : m € N} converge catre f(z) in E. Analog orice sir {f,, : n € N} din C,(X, F) converge
catre o aplicatie f din C,(X, F), daca si numai daca, {f, : n € N} converge uniform catre
f in E. Astfel la baza topologiei convergentei punctiforme (cat si a topologiei convergentei
uniforme) sta notiunea de convergenta punctiforma (respectiv convergenta uniforma).

In lucrare se studiaza spatiul C,(X, E) cu topologia convergentei punctiforme.
Propozitia 1.5 (vezi [6, Propozitia 0.3.1)). Fie B o baza a spatiului E. Atunci familia
{W (1,29, .., tp, Uy, Us,y ..., Uy) sy € X, U; € Byi =1,n,n € N}
este o baza a spatiului C,(X, E).

Demonstratie. Fie f € W(xy,za, ..., 20, V1, Vo, ..., V), unde 1,29, ....;x, € X, Vi, Vo, ..., Vs
sunt submultimi deschise ale spatiului E si n € N. Atunci pentru fiecare i = 1,n exista
U; € B astfel incat f(x;) C U; C V;. Deci f € W(xy,xo,..., 20, U1, Us, ..., Uy,) si intrucat

aplicatia f a fost aleasa arbitrar reiese ca
Wiz, .,xn, U, ..., Uy) CTW (1, ..cyxpn, Vi, ..., V).
Prin urmare
{W (x1, 29, ., tp, Uy, Usy ..., Uy) -y € X, U; € Byi = 1,n,n € N}
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este o baza a spatiului C,(X, E).

Propozitia 1.6 (vezi [6, Propozitia 0.3.2]). Daca E C F, atunci C,(X, E) este un subspatiu
al i Cp(X, F). In particular, dacd E este inchis in F, atunci Cp(X, E) este un subspatiu
inchis al lui C,(X, F).

Demonstratie. Fie E si F' doua spatii topologice astfel incat £ C F. Este evident ca, daca
feCy(X,E), atunci f € Cp(X, F).

Fien € N, 21, 2,..,2, € X si Uy, Uy, ..., U, submultimi deschise ale spatiului £, atunci
exista submultimile deschise Vi, V4, ..., V,, din F astfel incat U; = ENVj, pentru orice i = 1, n.

Prin urmare
W(ZBl,sz, ceiy Ly Ul, UQ, P Un) = CP(X, E) M W([El, L2y eeey Ty, ‘/1, ‘/2, P Vn)

Deci C,(X, E) este un subspatiu al spatiului C,(X, F').

Presupunem ca E este un subspatiu inchis al lui F. Fixam f € C (X, F) \ C,(X, E).
Atunci exista x € X astfel incat f(z) € F\ E. Fixam o submultime deschisa V' a spatiului
F. Atunci f € W(z,V) C Cp(X, F) si W(z,V)NCy(X, E) = 0. Prin urmare C,(X, E) este
inchis in C,(X, F).

Propozitia 1.7 (vezi [6, Propozitia 0.3.3]). Spatiul C,,(X,l,caE,) este homeomorf canonic
cu spatiul e aCy(X, Ey).

Corolarul 1.8. Spatiul C,(X, E™) este homeomorf canonic cu spatiul Cp(X, E)".

Propozitia 1.9 (vezi [6, Propozitia 0.3.4]). Fie ¥o{X, : o € A} este suma topologica libera
a spatiilor X,. Atunci spatiul C,(X, E) este homeomorf canonic cu spatiul Ilye sCp( Xy, E).

Amintim ca o scufundare a lui X in Y este o aplicatie e : X — Y astfel incat e este un

homeomorfism al lui X in e(X) C Y.

Propozitia 1.10. Spatiul E se poate scufunda ca subspatiu inchis in C,(X, E). Mai mult,

aceasta scufundare este una naturala.

Demonstratie. Pentru orice ¢ € E definim functia ax : X — E prin ax(x) = a pentru
orice x € X, cu alte cuvinte ay este o functie constanta.
Fiee: E — Cy(X, E), unde e(a) = ax(z) pentru orice a € E. Functia e este injectiva,

deoarece, daca a,b € E, cu a # b, atunci ax(z) = a # b = bx(x) pentru orice z € X.

17



Multimile
Wz, gy oy T, Ur, Uy . Uy) = {f € Cp(X,E) = f(z;) € Ui},

unde n € N, x1, 29, ...,z, € X si Uy, U,, ..., U, sunt submultimi deschise ale lui ¥, formeaza
baza deschisa a spatiului C,(X, E).

Daca z1, xa,...,x, € X si U este deschisa in E, atunci
e(U)={ax:ac€U}=e(E)NW(xy,2z2,....,2,, U, U, ... U).

Deci e este deschisa in e(F) sau, echivalent, e™! : ¢(E) — E este continua.

Pe de alta parte,

e YWz, 2a, ey 0, U, Uy, Uy) Ne(E)) ={a€E:ax eUyNU;N...NU,}
=U1N0U,N...NU,.

Ceea ce Inseamna ca e este continua. Asadar e este un homeomorfism al lui £ in e(E), adica
o scufundare a lui £ in Cy(X, E).

Fixam g € C,(X, E) astfel Incat g ¢ e(E). Atunci exista doua puncte distincte z1, 29 € X
astfel incat g(x1) # g(z2). Fie acum U; si Uy doud multimi deschise din E astfel incat g(z) €
Ui, g(x3) € Uy si Uy NUy = 0. Atunci g € W (wy, 29, Uy, Up) si W(xy, e, Uy, Us) Ne(R) = 0.
Asadar e(E) este inchisa in C,(X, E).

Definitia 1.11. Spatiul X se numeste E-complet requlat, daca pentru orice submultime
inchisa F a lut X si orice punct v € X \ F exista f € C(X, E) astfel incat f(x) ¢ cl(f(F)),
unde cl(f(F)) este inchiderea multimii f(F').

Spatiul C'(X, F) este "bogat” in elemente, daca spatiul X este E-complet regulat.

Produsul de spatii EF-complet regulate este F-complet regulat. Subspatiul unui spatiu
E-complet regulat este E-complet regulat. Un spatiu X este E-complet regulat, daca si
numai, daca este homeomorf unui subspatiu al produsului £7 pentru un careva cardinal 7
arbitrar [83].

Fie F o familie de aplicatii continue ale spatiului X in E. Spunem ca F separd punctele
din X (sau este separatoare [6]), daca pentru orice z,y € X, v # y exista f € F astfel
incat f(x) # f(y). Spunem ca F separda punctele si multimile inchise (sau este regulata [6]),

daca pentru orice x € X si orice multime inchisa F' C X \ {z} exista f € F astfel incat

f(x) & cl(f(F)).
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Propozitia 1.12. Un spatiuv X este E-complet regulat, daca si numai daca C(X, E) este o

famalie separatoare si requlata.

Demonstratie. Proprietatea de a fi E-complet regulat este identica cu proprietatea de regula-
ritate a familiei C'(X, E), iar orice familie regulata C'(X, F) este si separatoare. Intr-adevar,

pentru orice doua puncte z si y din X consideram punctul z si multimea inchisa {y}.

Fie R un inel topologic cu unitate. Spatiul X se numeste R-Tychonoff, daca pentru orice

submultime inchisa F' a lui X si orice punct z € X \ F exista f € C(X, R) astfel incat

flx) =1si F C f71(0).

Remarca 1.13. Fie X un spatiu R-Tychonoff. Atunci:
(i) X este spatiu Tychonoff;

(i1) X este spatiu R-complet regulat.

Un spatiu se numeste zero-dimensional, daca are o baza care consta numai din multimi
deschise si Inchise, adica indX = 0 (dimensiunea inductiva mica) [32].

In cele ce urmeazi vom defini notiunile de: dimensiune inductiva mica, dimensiune
inductiva mare si dimensiune de acoperire. Dar inainte de a face acest lucru vom aminti
definitia notiunii de frontiera. Frontiera unei submultimi A C X este multimea punctelor

xr € X care poseda urmatoarea proprietate: pentru orice vecinatate U a lui x avem ca

ANU#ADsi X\ANU # 0.

Definitia 1.14. Pentru un spatiu requlat X dimensiunea inductiva mica (sau dimensiunea
Menger-Urysohn), notata cu indX, se defineste astfel:

MU1. indX = —1 dacd si numai dacd X = (;

MU2. indX < n, unde n = 0,1, ..., daca pentru orice punct x € X si orice vecinatate
V C X alui x exista o submultime deschisa U C X astfel incat v € U CV siindfr(U) <
n—1;

MU3. mdX = n, daca indX < n st indX > n — 1, adica nu are loc inegalitatea
mdX <n—1;

MU4. indX = oo daca indX >n, n=—1,0,1,2,....

Produsul de spatii zero-dimensionale este zero-dimensional. Subspatiul unui spatiu zero-
dimensional este zero-dimensional. Orice spatiu metric, separabil si zero-dimensional poate

fi scufundat in R.
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Definitia 1.15. Pentru un spatiu normal X dimensiunea inductiva mare (sau dimensiunea
Brouwer-Cech), notatd cu IndX, se defineste astfel:

BC1. IndX = —1 dacd si numai dacd X = (;

BC2. IndX <n, unden = 0,1,..., daca pentru orice multime inchisa F C X si orice
multime deschisa V- C X care contine F exista o submultime deschisa U C X astfel incat
FCUCV silIndfr(U)<n-—1;

BC3. IndX = n, daca IndX < n si IndX > n — 1, adica nu are loc inegalitatea
IndX <n-—1;

BC4. IndX = oo daca IndX >n, n=-1,0,1,2,....

Pentru orice spatiu normal indX < IndX ([32]), iar pentru orice spatiu metric separabil
mndX = IndX.
Daca A este o acoperire a spatiului X, atunci acoperirea B este mai fina decat A daca

pentru orice B € B exista A € A astfel incat B C A.

Definitia 1.16. Pentru un spatiu normal X dimensiunea de acoperire (sau dimensiunea
Cech-Lebesque), notatd cu dimX, se defineste astfel:

CL1. dimX < n, unde n = 0,1, ..., daca pentru orice acoperire finita si deschisa a
spativlui X putem gasi o acoperire finita si deschisa mai fina cu cardinalul < n;

CL2. dimX =n, daca dimX <n si dimX >n —1;

CL3. dimX = oo daca dimX >n, n=—1,0,1,2,....

Pentru orice spatiu normal IndX = 0 daca si numai daca dimX = 0, iar pentru orice

spatiu metric separabil X, indX = IndX = dimX ([32]).
Propozitia 1.17. Daca X este zero-dimensional, atunci X este R-Tychonoff.

Demonstratie. Fie F' o submultime inchisa din X si x € X \ F. Atunci exista o submultime
deschisa si inchisa U C X \ F astfel incat x € U. Aplicatia xy : X — R definita prin

xv(z) =1 pentru orice z € U si xy(y) = 0 pentru orice y € X \ U este continua.

Reciproca Propozitiei 1.17 nu este intotdeauna adevarata. Ins& meritd de evidentiat

urmatoarea

Propozitia 1.18 (vezi [1, Teorema 2.11]). Fie R un corp topologic ordonat. Dacd R # R,
atunci urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

(1) indX = 0;
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(11) X este R-Tychonoff;
(i1i) X este R-complet regulat.

Demonstratie. Implicatia (i) — (i) rezulta din Propozitia 1.17. Implicatia (ii) — (¢ii) este
evidenta.

Fie X un spatiu R-complet regulat. Deoarece R este ordonat si R # R, vom avea
indR = 0. Din conditia ca X este R-complet regulat obtinem ca X C R” pentru un careva

cardinal 7. Deci indX = 0. Implicatia (iii) — (i) este demonstrata.

Urmitoarea teoremd ne aratd cum este amplasat C,(X, R) in R* (vezi [6, Propozitia

0.3.6] pentru R = R).

Teorema 1.19. Daca X este R-Tychonoff, atunci C,(X, R) este un subspativ dens al pro-

dusului cartezian RX

Demonstratie. Conform definitiei topologiei convergentei punctiforme aceasta coincide cu
topologia de subspatiu al spatiului R* cu topologia Tychonoff pe R¥.

Fixam o aplicatie f € R*. Fixam punctele z1,2s,...,7, € X, n € N. Alegem ¢; €
C(X, R) astfel incat g;(z;) =1 si g(z;) = 0 pentru i # j si i = 1,n. Notam

h=gif(z1) + gof (x3) + ... + gnf(zn),

atunci h € C(X,R) si h(x;) = f(x;), pentru orice i = 1,n. Deci h € W(f,zy, 22, ..., z,).

Teorema este demonstrata.
Corolarul 1.20. Spatiul C,(X, R) este R-complet regulat.
Corolarul 1.21. Daca R este zero-dimensional, atunci Cy(X, R) este zero-dimensional.

Mentionam ([81, p. 369]) ci, dacid X este infinit, atunci ponderea lui RX este egala cu
produsul dintre cardinalitatea lui X si w(X), adicd w(R¥) = |X| - w(R) [50]. In plus, este

bine cunoscut ci pentru orice submultime densd Y C RX, Y are aceeasi pondere ca si R¥.

Corolarul 1.22 (vezi [81, Corolarul 6.2.2] pentru R = R). Dacda X este un spatiu R-
Tychonoff infinit, atunci w(Cy(X, R)) = | X| - w(R).

Demonstratie. Intrucat C,(X, R) este dens in RY avem ci
w(R) < w(Cy(X, R)) = w(RY) = |X] - w(R).
Corolarul este demonstrat.
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Corolarul 1.23. Fie X siY doua spatii R-Tychonoff infinite si | X| + |Y| > w(R). Daca
Co(X, R) st Cp(Y, R) sunt homeomorfe, atunci | X|=|Y|.

Demonstratie. Daca C,(X, R) si Cp(Y, R) sunt homeomorfe, atunci
w(Cp(X, R)) = w(Cy(Y, R)).

Deci
X[ w(R) = Y] w(R) = w(R).

Prin urmare | X| = |Y].

Exemplul 1.24. FieT > c st R=R". Fie X s1 Y doua spatii topologice discrete. Daca
| X| =Ry si |Y| = 7, atunci atit Cp(X, R) cit si C,(Y, R) sunt homeomorfe cu R”. Insd
X< Y.

Amintim ca densitatea d(X) a unui spatiu X este cel mai mic cardinal infinit 7 astfel

incat exista o submultime densa Y C X si Y| < 7.

Corolarul 1.25 (vezi [81, Corolarul 6.2.3] pentru R = R). Fie X un spatiu R-Tychonoff
mfinit. Daca R este metrizabil si separabil, atunci urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
(1) Cp(X, R) este separabil si metrizabil;
(it) Cp(X, R) este metrizabil;
(11) Cp(X, R) satisface prima axiomd a numerabilitatii;

(iv) X este numarabil.

Demonstratie. Daca X este numarabil, atunci w(C,(X, R)) = Ny si deci satisface a doua
si in consecintd prima axioma a numerabilitatii. Deoarece d(C,(X, R)) < w(C,(X,R))
rezultd ca C,(X, R) este separabil, deci C},(X, R) este separabil si satisface a doua axioma a

numerabilitatii. Prin urmare C,(X, R) este metrizabil.
Remarca 1.26. Dacd R este metrizabil, atunci proprietatile (ii)-(iv) sunt echivalente.

Notam prin 7%(X) familia tuturor multimilor deschise si nevide ale lui X. Cardinalul
infinit
co(X) =R - sup{|y| : v C 7°(X) este disjuncta}
se numeste numarul Souslin al (sau celularitatea) spatiului X. Spatiul X are proprietatea

Souslin, daca ¢(X) = Xy. Cel mai mic cardinal infinit 7 astfel incat pentru orice punct x € X
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exista v C 7(X) cu |y| < 7 si {x} = ()7, se numeste pseudo-caracterul spatiului X si se
noteaza cu 1 (X).

Fie z € X, familia £ C 7(X) se numeste baza locald in x, daca z € NL si pentru orice
vecinatate deschisa U a lul x exista L € £ Incat L C U. Cel mai mic cardinal infinit 7
astfel Incat orice punct x are o baza locala £ cu |£| < 7 se numeste caracterul spatiului X
si se noteaza x(X). In particular, dacd X(X) = Rg spunem ca X satisface prima azioma a
numerabilitatii.

Este bine cunoscut faptul ca d(X) < w(X) si x(X) < w(X). Daca X este grup topologic,

atunci w(X) = d(X) + x(X). Pentru orice spatiu aceasta egalitatea nu are loc.

Exemplul 1.27. In calitate de X poate fi luata dreapta lui Sorgenfrey, adica X = R cu
topologia determinata de baza deschisa {[z,y) : x,y € Ryx < y}. Acest spatiu se mai
numeste spatiu sageatd”. Vom avea d(X) = x(X) = Ry i w(X) = ¢ = 2%. Prin urmare

d(X) < w(X) si x(X) < w(X).

Exemplul 1.28. Conform Teoremei Hewitt-Marczewski-Pondiczery ([31, Teorema 2.3.15])
d(I™) =Ry daci 7 < ¢ =2% unde T = [0,1]. Dacd Ry <7 < ¢, atunci X xI7, unde X este
dreapta Sorgenfrey, vom avea urmatoarele proprietati:

(i) d(X x T7) = d(X)d(I7) = R - Ry = Ry

(1) X(X X I7) = x(X)x(Z7) =Ro - 7 = 7;

(11) w(X X I7) =w(X)w(Z™)=c- 7 =c.

Prin urmare d(X X I7) < w(X X Z7) si x(X X ZI7) < w(X x I7).

Exemplul 1.29. Daca X este discret si numarabil, atunci x(Y) =1 <Ry, d(Y) =w(Y) =
|Y|. Daca X este dreapta Sorgenfrey, Y discret si Xg < |Y| =T < ¢, atunci pentru X x Y
vom avea:

(1) d( X xY)=d(X)-d(Y)=Rg-7=17;

(1) X(X xY) = x(X) - x(Y) = Ro;

(1)) WX xY)=w(X) wlY)=c-7=c.

Prin urmare x(X xY) <d(X xY) <w(X xY).

Notam cu exp(X) totalitatea submultimilor lui X. Familia N' C 7(X) se numeste retea
in X, daca pentru orice x € X si pentru orice vecinatate deschisd U a lui x exista N € N
incat x € N C U. Notam cu nw(X) cel mai mic cardinal infinit 7 pentru care in X exista o

retea A astfel incat |N| < 7.

23



Spunem ca X poate fi condensat pe spatiul Y, daca exista o aplicatie continua si bijectiva
alui X in Y. Cea mai mica pondere a spatiilor Y in care X poate fi condensat se noteaza

iw(X) si se numeste i-ponderea lui X.

Corolarul 1.30. Daca X este un spatiu R-Tychonoff, atunci pentru numarul lui Souslin

vom avea ¢(Cy(X, R)) < d(R).

Demonstratie. Daca d(R) = 7, atunci ¢(R™) = 7 pentru orice cardinal m

([31, Problema 2.7.11]).

Corolarul 1.31. Daca R este separabil, atunci numarul Souslin a spatiului C,(X, R) este

numarabil.

In particular, pentru C,(X) sunt adevarate urmatoarele proprietati duale privind functiile

cardinale.

Propozitia 1.32. Fie X un spativ Tychonoff. Atunci:
(i) 1X] = X(C,(X)) = w(Cy(X)) [6, Teorema L1.1];
(11) nw(X) = nw(Cy(X)) [6, Teorema 1.1.3/;
(111) d(X) = iw(Cp(X)) = Y (Cp(X)) [6, Teorema I1.1.4];
() iw(X) = d(Cy(X)) [6, Teorema 1.1.5].

In consecinta obtinem urmatorul

Corolarul 1.33 (vezi [6, Corolarul 1.1.6]). Fie X siY doua spatii Tychonoff. Daca Cy(X)
este homeomorf cu C,(Y), atunci:

(i) nw(X) = nw(Y);

(ii) d(X) = d(Y);

(111) iw(X) = iw(Y);

(i) [ X] = [Y].

In cele ce urmeazi vom considera spatiul C,(C,(X, R), R), adica spatiul aplicatiilor con-
tinue ale spatiului C,(X, R) in R. Prezinta interes subspatiul aplicatiilor liniare continue

L(X,R) C C,(Cy(X, R), R), pentru cazul R = R.

Definitia 1.34. Fie x € X un punct fizat. Atunci &, : Cp(X, R) = R definita prin &,(f) =

f(x) se numeste aplicatia de evaluare in x.
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Propozitia 1.35. Aplicatia de evaluare &, : Cp(X,R) — R este continud pentru orice

punct x € X.

Demonstratie. Fie x € X. Pentru orice multime deschisa U din E avem
& U)={f € CX,E): f(x) €U} =W(z,U).

Insd W (z, U) este un element din subbaza topologiei pe C, (X, E), adici &, (U) este deschisa
in C,(X, E) pentru orice submultime deschisa U C E.

Definitia 1.36. Aplicatia ex : X — C,(C,(X, R), R), unde ex(x) = &, pentru orice x € X

se numeste aplicatia canonica de evaluare.
Propozitia 1.37. Aplicatia canonica de evaluare ex : X — C,(C,(X, R), R) este continud.

Demonstratie. Fie

U= W(f17f27 "‘afkv U17 U27 eeey Uk) N eX(X)

o multime deschisa in C,(C,p(X, R), R) Nex(X). Fara a pierde din generalitate, putem

presupune ca U C ex(X), adica

= {533 c 6)((X> ga;(fl) & Ul‘,l’ - X,Z :17_]{}}

={&eex(X): filx) e Uy e X,i=1, k}.
Pe de alta parte

ex'(U) ={reX: fi(x)€U,i=1k}
=n{f N U;) i =1,k}.

Intrucat pentru orice i = 1,k si f; € C(X, R), multimea ex'(U) este o intersectie finits de

multimi deschise, deci ey'(U) este deschisa.

Propozitia 1.38. Daca C,(X, R) este o familie separatoare si requlata, aplicatia de evaluare
canonica ex : X — Co(Ch(X, R), R) este un homeomorfism al spatiului X in subspatiul

ex(X) al lui C,(Cy(X, R), R).

Demonstratie. In primul rind, vom arata ca ex este injectiva. Fie z,y € X, x # y. Din
ipoteza, C,(X, R) este o familie separatoare, adica exista o functie f € C,(X, R) astfel incat
f(z) # f(y), asadar £, # £,. Prin urmare aplicatia ex : X — ex(X) este bijectiva.
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Acum vom demonstra ca ey este continua. Fie F' o submultime inchisa a lui X. Din

ipoteza C,(X, R) este o familie regulata, adica pentru orice x ¢ F exista f € C,(X, R) astfel
incat f(z) ¢ clpf(F). Asadar f(x) are o vecinatate Uy pentru care Uy N f(F) = 0.
Atunci W(f,Uy)) este o vecinatate a lui &, care nu se contine in ex(F'), adica ex(F) este

inchisa. Asadar e este continu.

Corolarul 1.39. Daca spatiul X este R-Tychonoff, atunci X este homeomorf cu subspatiul

ex(X) al spatiului C,(Cp(X, R), R).

Astfel am obtinut ca X poate fi scufundat in C,(C,(X, E), E). Pentru cazul R = R se
stie ca X poate fi scufundat ca subspatiu inchis in C,(C,(X, E), E).

Notam

L,(X,R)={ z1+ ...+ Nz, € Co(Co(X,R),R) : @1, ...,x, € ex(X), A1, ..., Ay € Ryn € N},
unde z;(f) = f(z1),i=1,2,...,n.

Remarca 1.40. Spatiul L,(X, R) este un R-modul topologic.

Daca R = R, atunci spatiul L,(X, R) se noteaza cu L,(X), iar spatiul C,(C,(X, R), R)
se noteazd cu C,C,(X) [6]. In cele ce urmeazi vom prezenta cateva rezultate importante
pentru cazul R = R care au fost extinse in capitolul 3.

Fie L un spatiul liniar peste R. Spatiul tuturor functionalelor liniare continue (aplicatiile
liniare continue cu valori in R) definite pe L, in topologia convergentei punctiforme, se

numeste spatiul dual al lui L si se noteaza cu L' [6].
Propozitia 1.41. [6, Propozitia 0.5.7] L,(X) = (C,(X))".
La baza Propozitiei 1.41 sta urmatorul rezultat.

Propozitia 1.42. [6, Propozitia 0.5.8] Daca ¢ € C,Cp(X) si ¢ : Cp(X) — R este o

aplicatie liniara continua, atunci exista xi,...,x, € X si A\,..., A\, € R, n € N, astfel incat
O = ANx1+ Xoxo+ ... + N2y,

Propozitia 1.43. [6, Propozitia 0.5.9] Daca X este un spatiu Tychonoff, atunci:
(1) X este un subspatiu inchis al lui L,(X);
(11) L,(X) este un subspatiu inchis al lui C,Cp(X);
(1ii) X este un subspatiu inchis in C,CpH(X).
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Propozitia 1.44 (vezi [6, Propozitia 0.5.11]). Orice aplicatie f € C,(X) poate fi prelungita

in mod unic la o functionald continua si liniara f: L,(X) — R.

Amintim ca doua spatii Tychonoff X si Y se numesc [,-echivalente (respectiv u,-echivalente,
respectiv t,-echivalente) daca spatiile C,(X) si C,(Y') sunt liniar homeomorfe (respectiv uni-
form homeomorfe, respectiv homeomorfe). Evident, daca X si Y sunt homeomorfe, atunci

X si Y sunt [,-echivalente, afirmatia inversa nu este intotdeauna adevarata [81].

Exemplul 1.45 (vezi [81, Exemplul 6.2.4]). Fie X = [0,1] U [2,3] si Y = [0,2] U {3}.
Evident, aceste spatii nu sunt homeomorfe. Pe de alta parte, aplicatia u : Cp(X) — Cp(Y)
definita prin

f(x), z € [0,1]

u(F)(@) =9 flz+1) = (f2) - (1), z€[1,2]

7)), v =3

este un homeomorfism liniar intre Cp,(X) st Cp(Y).

Daca X si Y sunt spatii compacte, iar spatiile C,(X) si C,(Y) sunt liniar homeomorfe,

atunci spatiile C,,(X) si C,(Y') sunt la fel liniar homeomorfe [81].

Teorema 1.46 (vezi [81, Teorema 6.2.5]). Fie X siY doud spatii Tychonoff compacte. Daca
aplicatia ¢ : Cp(X) — Cp(Y') este un homeomorfism liniar, atunci aplicatia ¢ : Cy(X) —

C.(Y) este la fel un homeomorfism liniar.

Afirmatia inversa insa nu este intotdeauna adevarata. Drept contra exemplu putem folosi
Teoremele lui Milyutin si Pestov la care ne vom referi in paragraful 1.4..
Revenind la [,-echivalente prezinta un interes deosebit urmatorul corolar al Propozitiei

1.44.

Corolarul 1.47 (vezi [6, Corolarul 0.5.12]). Spatiile L,(X) si L,(Y") sunt liniar homeomorfe,

daca si numai, daca sunt liniar homeomorfe Cy(X) si Cp(Y').

In baza acestui corolar poate fi demonstrata urmatoarea propozitie, care contine un

exemplu de proprietate topologica care se pastreaza la [,-echivalente.

Propozitia 1.48 (vezi [6, 0.5.13]). Fie P o clasa de spatii topologice cu urmdatoarele pro-
prietati:

(i) daca X € P, atunci orice imagine continud a lui X apartine clasei P;
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(it) daca X = U{X,, : X,, € P,n € N}, atunct X € P;
(11i) daca X,Y € P, atunci X XY € P;

(iv) R € P.

Daca X € P, atunci L,(X) € P.

Teoria spatiilor functionale este un domeniu actual al matematicii care se dezvolta verti-
ginos. Unele probleme deja au fost formulate anterior in lucrarile lui J. Cao, A. H. Tomita,
M. M. Choban, P. S. Kenderov, W. B. Moors, J.-B. Gatsinzi, S. K. Ghosh, A. Jindal, R.
A. McCoy, S. Kundu, K. Keimel, Z. Li, S. Maghsoudi, W. Wm. McGovern, R. Raphael, Z.
Yang, Y. Zheng, J. Chen, P. Yan ([58, 39, 49, 84, 85, 54, 13, 52, 19, 36, 56, 57]).

1.3. Unele probleme importante in C)-teoria

Conform A. V. Arhangeliskii 6, 7] majoritatea problemelor din teoria C, pot fi clasificate
in urmatorul mod:

Problema A1l (Problema generala A din [6] pentru R = R). De stabilit corelatia
dintre proprietatile spatiului topologic X si proprietatile inelului topologic C,(X, R). Astfel
de proprietati se numesc proprietati duale.

Cazuri particulare ale problemei privind proprietatile duale:

(i) Care proprietati ale spatiului topologic X sunt determinate doar de proprietatile
spatiului topologic C,(X, R)? Astfel de proprietati se numesc proprietati super-topologice.

(ii) Care proprietati ale spatiului topologic X sunt determinate doar de proprietatile
spatiului liniar topologic C,(X, R)? Astfel de proprietati se numesc proprietati topologice
liniare.

(iii) Care proprietati ale spatiului topologic X sunt determinate doar de proprietatile alge-
brice ale inelului topologic C,(X, R)? Astfel de proprietati se numesc proprietati topologico-
algebrice.

(iv) Care proprietati ale spatiului topologic X sunt determinate doar de proprietatile
inelului C,(X, R)? Astfel de proprietati se numesc proprietati algebrice.

(iv) Care proprietati ale spatiului topologic X sunt determinate doar de proprietatile
spatiului uniform C,(X, R)? Astfel de proprietati se numesc proprietati uniforme.

Problema A1l genereaza urmatoarea
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Problema A2 (Problema generala A’ din [6] pentru R = R). De stabilit corelatia
dintre proprietatile spatiilor topologice X si Y in cazul cand C,(X, R) si C,(Y, R) sunt
homeomorfe, liniar homeomorfe sau liniar izomorfe?

Primele rezultate fundamentale le putem gasi in [11]. Evident cele mai multe rezultate
privind Problema A2 sunt pentru cazul C,(X) ([6, 68, 78]). Mai putine sunt rezultatele
pentru cazuri mai generale: in [80, 14] pentru cazul spatiilor liniar normate, in [20] pentru
R-module.

Problema A3. Care sunt conditiile in care orice functie de pe o submultime A C X
poate fi prelungita continuu la X7

Rezultate importante ale C)-teoriei pentru £ = R au fost obtinute de R. Arens, J.

Dugundji, K. Geba, Z. Semadeni, E. Michael ([5, 25, 37, 59]).

1.4. Teoremele lui Milyutin si Pestov

Stefan Banach in lucrarea [86] a formulat problema:

Problema 1. Fie X si Y doua spatii compacte metrizabile. In ce conditii spatiile
Cu(X) si Cy(Y') sunt liniar homeomorfe? Sunt oare liniar homeomorfe spatiile C, ([0, 1]) si
Cu((0,1] < [0, 1])?

Aceasta problema a fost rezolvata de A. Milyutin in 1951 in teza sa de doctor, iar mai

apoi in 1966 a publicat rezolvarea in [60]. A. Milyutin a demonstrat

Teorema 1.49. Daca X si Y sunt doua spatitc compacte metrizabile nenumarabile, atunci

Cu(X,R) st C,(Y,R) sunt liniar homeomorfe.

Pentru cazul cand X si Y sunt finite sau numarabile problema lui Banach a fost rezolvata
de A. Pelczynski si Z. Semadeni [70, 73]. Pentru aceasta se introduce urmatorul indice al

dispersabilitatii. Notam:

80<X) = X,
s1(X) ={z € X : x nu este punct izolat in X},
So ={r € N{Ss: B < a}:x nu este punct izolat in N {S3(X) : B < a}}.

Spatiul X se numeste dispers daca orice subspatiu nevid Y C X contine cel putin un punct
izolat. Fie i4(X) = min{a : s,(X) = 0}. Pentru orice spatiu dispers si numai pentru astfel

de spatii se determina i4(X). A. Pelczynski si Z. Semadeni au demonstrat ca pentru spatiile
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compacte numarabile conditiile ca C, (X, R) si C,,(Y, R) sa fie liniar homeomorfe depind de
relatiile dintre ig(X) si iq(Y), adica existd un numar cardinal de limita o > 0 pentru care
ig(X)=a+nsiiy(Y)=a+m.

Din punct de vedere a teoremei lui Milyutin este importanta urmatoarea teorema a lui

V. Pestov [71].

Teorema 1.50 (Pestov [71]). Fie X siY doua spatii complet regulate. Daca spatiile C,(X)

si Cp(Y') sunt liniar homeomorfe, atunci dimX = dimY .

S. Gul'’ko in 1990 a generalizat teorema lui V. Pestov demonstrand ca aceeasi relatie
dintre dimX si dimY ramane valabila si pentru cazul cand spatiile C,(X) si C,(Y') sunt

uniform homeomorfe [42].

Teorema 1.51 (Gul’ko [42]). Fie X siY doud spatii complet requlate. Daca Cy(X) si Cp(Y)

sunt uniform homeomorfe, atunci dimX = dimY .

Astfel spatiile C,([0,1]) si Cy(]0,1] x [0,1]) sunt liniar homeomorfe, conform teoremei
lui Milyutin, iar spatiile C,([0,1]) si C,(]0, 1] x [0,1]) nu sunt liniar homeomorfe, conform
teoremei lui V. Pestov. Mai mult, recent s-a demonstrat ca C,([0,1]) si C,([0,1] x [0, 1]) nu

sunt homeomorfe [55].

Teorema 1.52 (Krupski [55]). Fie X st Y doua spatii Tychonoff. Daca Cp(X) si Cp(Y)

sunt homeomortfe, atunci dimX = dimY .

1.5. Teoremele lui Hewitt si Nagata

L. Gelfand si A. Kolmogoroff [38] au aratat ca inelul de functii continue C'(X') determina
spatiul compact X, adica doua spatii compacte X si Y sunt homeomorfe, daca si numai
daca C'(X) si C(Y) sunt algebric izomorfe. E. Hewitt extinde acest rezultat pentru spatiile
realcompacte, demonstrand ca inelul de functii continue C'(X') determina spatiul realcompact
vX.

Fie X un spatiu Tychonoff. Homeomorfismul v : X — Y se numeste completarea
realcompacta a spatiului X, daca v(X) este dens in Y si pentru orice aplicatie continua

f: X — R exista o functie continud f : Y — R astfel incat f = f o v. Completarea
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realcompacta a spatiului X se noteaza vX. Un spatiu complet regulat X se numeste Q-
spatiu (sau realcompact), daca X = v X, adica X coincide cu completarea sa realcompacta.

Completarea realcompacta si ()-spatiile au fost introduse de E. Hewitt in 1948 ([44]).

Teorema 1.53 (Hewitt [44, Teorema 56]). Orice spatiu complet requlat X poate fi scufundat

ca un subspatiu dens intr-un spatiu realcompact vX astfel incat C(X) sa fie algebric izomorf

cu C(vX).

Urmatorul rezultat exprima faptul ca in studiul inelelor C'(X) putem sa ne limitam doar

la spatiile realcompacte.

Teorema 1.54 (Hewitt [44, Teorema 57]). Doud spatii realcompacte X si'Y sunt homeo-

morfe, dacd si numai daca C(X) si C(vX) sunt algebric izomorfe.
lar urmatorul rezultat ne arata ca v X este unic intr-un sens analog cu unicitatea lui 5.X.

Teorema 1.55 (Hewitt [44, Teorema 58|). Daca X este un spatiu complet requlat, atunci
v X este complet determinat de urmatoarele proprietati:

(i) vX este un spatiu realcompact;

(i1) X se scufundd ca un subspatiu dens in vX;

(111) orice functie din C'(X) poate fi prelungita la o functie continud pe vX.

In 1949 J. Nagata [65] reuseste s& extinda acelasi rezultat al lui I. Gelfand si A. Kolmo-
goroff demonstrand ca inelul topologic de functii continue C,(X) determina spatiul complet

regulat X.

Teorema 1.56 (Nagata [65, Teorema 3]). Fie X si Y sunt doud spatii topologice complet
regulate. Atunci X siY sunt homeomorfe dacda si numai daca C,(X) st Cp(Y') sunt liniar

homeomorfe.

Fie X un spatiu complet regulat. Notam cu L(X) laticea de aplicatii continue, marginite

si nenegative, ale spatiului X in R.

Teorema 1.57 (Nagata [65, Teorema 1]). Spatiile complet requlate X siY sunt homeomorfe,

daca si numai daca L(X) si L(Y') sunt izomorfe.

31



1.6. Spatiile F-compacte

Fie F un spatiu Hausdorff. Un spatiu X se numeste F-compact daca este homeomorf cu
un subspatiu inchis al produsului E7 pentru un careva cardinal 7 [62]. Notam cu IC(F) clasa
spatiilor E-compacte. Clasa K([0,1]) coincide cu clasa spatiilor compacte, adica spatiile
[0, 1]-compacte sunt exact spatiile compacte. Clasa (D), unde D = {0,1}, coincide cu
clasa spatiilor zero-dimensionale si compacte.

Spatiile E-compacte au fost introduse S. Mréwka in [62]. Evident, orice spatiu E-compact
este si F-complet regulat. Produsul de spatii E-compacte este E-compact. Subspatiul inchis

al unui spatiu E-compact este E-compact. In general avem urmatoarea

Teorema 1.58 (Mréwka-Engelking [61]). Daca X si E sunt doud spatii Hausdorff, atunci:

(i) Spatiul E este E-compact.

(i1) Daca X este E-compact si Xy este homeomorf cu un subspatiu inchis al lui X, atunci
Xy este E-compact.

(i1i) Produsul topologic arbitrar de spatii E-compacte este E-compact.

(iv) Daca Ey este un spativ Hausdorff, atunci K(E) C K(E)) dacd si numai daca E €
K(EY).

(v) Daca { X, : a € A} este o familie nevida de spatii E-compacte, atunci {X, : a € A}
este E/-compact.

(vi) Fie X un spativ E-compact si f : X — Y o aplicatie continud. Daca Yy este un

subspativ E-compact al spatiului Y, atunci f~1(Yy) este E-compact.
Avem urmitoarea generalizare a compactizirii Stone-Cech, SX.

Teorema 1.59 (Mréwka-Engelking [61]). Fie X wun spatiu Hausdorff E-complet regulat.
Atunci X are o E-compactificare Hausdorff notata fgX cu urmatoarele proprietati:

(i) Spatiul X este dens in BgX si orice aplicatie continud f : X — E admite o prelungire
continua unica f*: fpX — E.

(i1) Daca Y este un spatiu E-compact, atunci orice aplicatie continudg f : X — Y
admite o prelungire continua unica f*: fgX — Y.

(i1i) Spatiul fpX este unic in sensul urmator: daca Y este un spatiu E-compact care
contine X ca un subspatiu dens si orice aplicatie continua f : X — E admite o prelun-
gire continua unica f* Y — E, atunct aplicatia identica a spatiulur Y in SpX este un

homeomorfism.
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Corolarul 1.60 (Mréwka [61]). Fie X un spatiu E-complet regulat. Atunci X este E-

compact daca st numai daca X = fpX.

In particular, daca E = [0, 1], atunci SgX coincide cu compactificarea Stone-Cech 8X.
Daca E = R, atunci SgX coincide cu completarea Hewitt-Nachbin v X a spatiului complet
regulat si Hausdorff X [61]. Spatiile R-compacte au fost introduse de Hewitt cu denumirea

de Q-spatii (sau realcompacte)

Teorema 1.61 (Mréowka-Engelking [61]). Fie X un spativ Hausdorff E-complet regulat.
Spatiul X este E-compact daca si numai daca pentru orice spativ Hausdorff Y care contine
X ca subspatiu dens astfel incat Y # X, exista o aplicatie continua f : X — E care nu

poate fi prelungita pe Y .

In cele ce urmeazd vom examina spatiile N-compacte. Aceste spatii au fost introduse de
S. Mréwka in [63]. Evident, orice spatiu N-compact este zero-dimensional si realcompact.
Implicatia inversa nu este intotdeauna adevarata. In [72, 67] este prezentat un exemplu de
spatiu A, realcompact si zero-dimensional care nu este N-compact. Acest spatiu este un
exemplu foarte complicat introdus de P. Roy in 1962 si 1968 [72] pentru a demonstra ca
egalitatea indX = dimX nu este adevarata pentru orice spatiu metrizabil X.

Spatiul A contine puncte de doua tipuri: P; si P,. Multimea P, este multimea tuturor
sirurilor de numere reale nenule. Multimea P, = X x Y x Z. Unde:

P1. X este multimea tuturor sirurilor finite de numere reale astfel incat daca x € X,
atunci z(i) = 0, daca si numai dacd ¢ = 0, unde (i) este termenul 7 al sirului . Notam
punctele din X cu px.

P2. Y multimea tuturor sirurilor de numerele reale pozitive astfel incat y € Y daca si
numai daca y(i) # y(j) pentru ¢ # j. Notam punctele din Y cu py.

P3. Z multimea tuturor sirurilor infinite de numere pozitive. Notam punctele din Z cu
Pz.

In spatiul A exista regiuni de doua tipuri: I'y si I's.

O regiune R este de tipul I'y daca exista x € X astfel Incat |z| # 0 si

Rl. R = R*U R?, unde

1.1. RV ={pe P :p(i) =x(i),i = 1,2, ..., |z|} si

1.2, R = {|px| =[], px (i) = 2(3),i = 1,2, .., [2]}.
O regiune R este de tipul I'; daca exista p € P, si n € N astfel incat:
R2. R=R°UR"UR™, unde
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21. R°={q € Py : @@ =P, @y = Py, ¢:(1) = p.(i),i = 1,2,...,n};

22. R*1, R" = U2 Rypn+)i B = U2 Rypn,—)is

2.3. (v(p,n,+):)2, st (v(p,m, —)i)52, sunt doua siruri in care nici un element nu se
repeta din X astfel incat, daca j € N, atunci:

2.3.1. |v(p,n,£);| = |pa| + n+1;

2.3.2. y(p,n, £); (i) = px(i), i=0,1,..., [px|;

2.3.3.v(p,n, £);(lpx| + 1) = £py(n +j — 1);

2.3.4. 9(p,n, £);(Ipx| +2) = FEF, [y 1) (pv), n=1;

235.9(p,n,x);(Ipx| +2+19) = Fpz(i),i=1,2,....,n—1,n> 1.

Pe de alta parte, S. Mréwka a demonstrat ca, daca SX este zero-dimensional, atunci X
este realcompact, daca si numai daca este N-compact. Cu timpul spatiile cu compactificarea
BX zero-dimensionala au capatat denumirea de spatii tare zero-dimensionale.

Fie X un spatiu Tychonoff. O submultime A C X se numeste zero-multime, daca exista
f € C(X) astfel incat A = f71(0). Respectiv, o submultime B C X se numeste cozero-
multime, daca existd f € C(X) astfel incat A = f~1(R\ {0}).

Un spatiu complet regulat X se numeste tare zero-dimensional, daca pentru orice doua
zero-multimi disjuncte A, B C X exista o multime deschisa si inchisa U C X astfel incat
ACUsiUNB =0 [61]. Evident, orice spatiu tare zero-dimensional este zero-dimensional.

In general avem urmétoarea ([67])

Teorema 1.62. Daca X este un spatiu zero-dimensional, atunci urmatoarele afirmatii sunt
echivalente:

(i) X este tare zero-dimensional.

(ii) BX este total neconex.

(111) Pentru orice acoperire finitd a spatiului X cu cozero-multimi exista o partitie finitd,
mai fina, compusa din submultimi inchise st deschise.

(iv) Pentru orice acoperire numarabild a spatiului X cu cozero-multimi existd o partitie
numarabila, mai fina, compusa din submultimi inchise si deschise.

(v) Orice cozero-multime poate fi reprezentata in forma de intersectie numarabila de

multimi deschise si inchise.

Amintim ca un spatiu X este total neconer, daca unicele multimi conexe sunt multimile
formate dintr-un punct, adica orice submultime din X cu mai mult de doua elemente este

neconexa.
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Remarca 1.63. Echivalentele (i)-(iv) sunt adevarate si pentru orice spatiu complet requlat

X [67].
Alta caracterizare a spatiilor N-compacte ne ofera urmatoarea

Propozitia 1.64. [62, Teorema 3.16] Un spatiu X este N-compact, daca si numai daca X

este zero-dimensional si ([0, 1] x N)-compact.

Spunem ca o submultime A a lui X este de Gs-multime, daca exista o familie v de multimi
deschise in X cu |y| < Ny astfel incat A = [, adica A poate fi reprezentata sub forma de
intersectie numarabila de multimi deschise. O submultime B C X se numeste F,-multime
daca poate fi reprezentata ca reuniune numarabila de multimi inchise. Un spatiu in care orice
Gs-multime este deschisa, sau echivalent orice F,-multime este inchisa, se numeste P-spatiu.

O submultime A C X se numeste Gs-inchisa in X, daca pentru orice x € X \ A exista o

Gs-multime P C X astfel incat z € P C X\ A.

Propozitia 1.65 ([61, Lema 2.7]). Fie X un spatiu N-compact. Atunci orice submultime

Gs-inchisa in X este spatiu N-compact.

Intrucat orice spatiu D-compact este N-compact avem ca fp(fnX) = fpX. Prin urmare

X C fBy C BpX. Mai precis

Teorema 1.66 ([61, Teorema 2.8]). Fie X un spatiu zero-dimensional. Atunci fyX este

Gs-inchiderea spatiului X in fpX

Corolarul 1.67 ([61, Corolarul 2.9]). Un spatiu zero-dimensional X este N-compact daca

st numai daca X este Gs inchis in PpX.

Amintim ca spatiile realcompacte la fel pot fi caracterizate prin intermediul Sg X, adica
compactificarea Stone-Cech $X. Si anume, X este realcompact dacd X este Gy inchis in
BX [31, 76]. Astfel spatiile N-compacte se aseamana foarte mult cu spatiile realcompacte,
iar relatia dintre SyX si fpX este analoga cu relatia dintre SX si B 11 X.

In paragraful precedent a fost formulata teorema lui Hewitt din care reiese ca structura de
inel pe C'(X) determina structura topologica pe spatiul realcompact X. In 1965 S. Mréwka

a demonstrat un rezultat analog pentru spatiile N-compacte.

Teorema 1.68 (Mréwka [61, Teorema 5.3]). Fie X si Y doud spatii N-compacte. Atunci

inelele C(X,Z) si C(Y,Z) sunt izomorfe, daca si numai daca X si'Y sunt homeomorfe.
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In acelasi timp, structura de grup pe C'(X,Z) nu determina topologia spatiul D-compact

X.

Teorema 1.69 ([61, Corolarul 6.17]). Fie X siY doua spatii compacte si zero-dimensionale.

Atunci grupurile C(X,7Z) si C(Y,Z) sunt izomorfe, daca si numai daca w(X) = w(Y).

1.7. Prima echivalenta topologica a lui M. Choban

Cercetarea pastrarii proprietatilor la [,-echivalente se efectua pentru fiecare proprietate
in mod separat. M. Choban [14] a propus o metoda generala de cercetare a acestei probleme,
care permite sa analizam simultan mai multe proprietati.

S-a observat ca un homeomorfism liniar u : C,(X, E) — C,(Y, E) pentru un spatiu
normat E genereaza doua corespondente multivoce ¢ : X — Y si ¢ : Y — X cu anumite
proprietati.

Aceste proprietati au fost definite de M. Choban in doua grupuri de proprietati. Primul
grup de proprietati sunt incluse in urmatoarea teorema, iar al doilea grup in Teorema 1.72
din paragraful urmator.

Aceste corespondente vor fi construite in capitolul 3 pentru unele module topologice, care
contin spatiile normate ca module de acest tip.

Amintim ca o aplicatie multivoca ¢ : X — Y se numeste inferior semicontinud (sau
l.s.c.) daci pentru orice submultime deschisa U C Y multimea o1 (U) = {z € X : p(z) N
U # 0} este deschisa in X. Respectiv, aplicatie ¢ se numeste superior semicontinud (sau
u.s.c.) daca pentru orice submultime deschisa U C Y multimea {x € X : p(z)

subseteqU, p(x) # 0} este deschisa in X.

Teorema 1.70 (Prima echivalenta topologica a lui M. Choban [14]). Fie X siY doud spatii.
Fie P o proprietate care verifica urmatoarea conditie:

(of ) pentru orice aplicatie continud, deschisa si finita f : X — Y si orice subspatiu Z
din X avem Z € P, dacd si numai, daca f(Z) € P.

Fiep: X — Y si: Y — X doua aplicatic multivoce cu urmatoarele proprietati:

(i) ¢ este inferior continua (l.s.c.) si o(x) este finitd pentru orice x € X;

(ii) ¥ este l.s.c. si(y) este finita pentru orice y € Y;

(111) x € Y(p(x)) pentru orice x € X;
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() y € o(¥(y)) pentru orice y € Y.
Atunci X € P daca si numai daca'Y € P.

Remarca 1.71. Proprietatea (of ) se numeste of -proprietate ( sau proprietate finit-deschisa,).

1.8. A doua echivalenta topologica a lui M. Choban

O aplicatie continua si inchisa f : X — Y a spatiului X in Y se numeste perfecta, daca
/7 Y(y) este o submultime compacta a lui X pentru orice y € Y.
Un spatiu X se numeste p-spativ sau spatiu p-complet, daca pentru orice submultime

marginitd L C X inchiderea cly (L) este compacta.

Teorema 1.72 (A doua echivalenta topologica a lui M. Choban [14]). Fie X si Y doud
spatit p-complete. Fie P o proprietate care verifica urmatoarea conditie:

(p) pentru orice aplicatie continud perfecta f: X — Y alui X inY avem X € P daca
st numai, daca'Y € P.

Fiep: X — Y sip: Y — X doua aplicatic multivoce cu urmatoarele proprietati:

(i) x € clx(Y(p(x))) pentru orice x € X;

(i1) y € cly (p(¥(y))) pentru orice y € Y;

(111) daca A C X si A este marginita, atunci ¢(A) este marginita in'Y;

(iv) daca B CY si B este marginita, atunci ¥(B) este mdrginita in X .

Atunci X € P daca si numai daca'Y € P.

Remarca 1.73. Proprietatea (p) se mai numeste si proprietate perfectd.

1.9. Concluzii la capitolul 1

Conform informatiei incluse in primul capitol teoria spatiilor functionale si, in particular
C)-teoria, este un domeniu actual al matematicii contemporane care se dezvolta vertiginos.

In C)-teorie sunt bine conturate problemele: Problema Al, Problema A2 si Problema
A3.

Pe parcursul dezvoltarii Cp-teoriei pentru spatiile de functii reale au fost obtinute un sir

important de rezultate concrete, care in totalitate formeaza nucleul acestei teorii.
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Unele din aceste probleme au fost extinse pentru spatii de functii cu valori in spatii
normate.

Pentru acest caz mai general au fost create noi metode de cercetare si multe din pro-
blemele particulare rezolvate pentru spatiile de functii reale au ramas nesolutionate pentru
acest caz general. Aceste metode sunt insuficiente pentru a studia cazul spatiilor de functii
cu valori 1n inele si module topologice.

Rezultatele pentru spatiile de functii reale si de functii cu valori in spatii normate nu
reflecta proprietatile spatiilor de functii cu valori in corpuri comutative.

Deci problema studiului problemelor A1 si A2 pentru cazul inelelor si modulelor topolo-
gice ramane deschisa. Asadar sunt actuale urmatoarele probleme:

- de elaborat metode de cercetare a spatiilor de functii cu valori in inele si module
topologice;

- de determinat clase de inele si module topologice pentru care se extind rezultatele
fundamentale ale C)-teoriei spatiilor de functii reale;

- de elaborat metode de cercetare a spatiilor topologice cu ajutorul spatiilor cu structuri
algebrice, ceea ce va conduce la determinarea corelatiilor dintre proprietatile spatiilor topo-
logice si proprietatile algebrice ale spatiilor de functii cu valori in inele si module topologice.

Pentru a rezolva aceste probleme este necesar:

- stabilirea corelatiilor dintre proprietatile spatiilor X, E si proprietatile spatiului C, (X, E);

- determinarea proprietatilor comune ale spatiilor X la care spatiile functionale C,(X, F)
sunt liniar homeomorfe;

- determinarea proprietatilor comune ale spatiilor X la care inelele topologice C,(X, E)
sunt izomorfe.

Aceste probleme nu au fost valorificate pana acum, cu exceptia cazului cand modulul

este R sau Z. Acest fapt confirma actualitatea problemelor vizate.
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2. STUDIUL GENERAL AL SPATIILOR
FUNCTIONALE CU STRUCTURI ALGEBRICE

In acest capitol se studiaza unele probleme generale de determinare a corelatiilor din-
tre proprietatile spatiului X si proprietatilor spatiului C,(X, E). Deoarece pentru unele
subspatii Y din X este important modul de amplasare a acestora in X prezinta interes si
problema extinderilor functionale.

Rezultatele acestui capitol au fost publicate in [26, 27, 22, 28, 29].

2.1. Numarul lui Alexandroff si celularitatea punct-finita

Daca k este un numar cardinal, vom nota prin D(k) spatiul discret de cardinalitatea
k. Notam A(k) = D(k) U {a}, unde a ¢ D(k). Daca = € D(k), fie B, = {{z}}. Daca
r = a, atunci B, = {{a} U (D(k) \ B) : B este o submultime finita o lui D(k)}. Familia
B = U{B, : x € A(k)} este baza deschisa a spatiului A(k). Spatiul A(k) se numeste

compactificarea cu un punct a lui Alexandroff a spatiului discret D(k).

Definitia 2.1. Cardinalul infinit
a(X) = sup{k : A(k) este scufundat inX}
se numeste numarul Alexandroff a spatiului X .

O familie v de submultimi ale spatiului X se numeste familie punct-finita daca orice

punct x € X apartine la cel mult un numar finit de submultimi din ~.

Definitia 2.2. Cardinalul infinit
p(X) = sup{|y| : v Ct"(X) este punct-finita }
se numeste celularitatea punct-finita a lur X.

Fie E un spatiu cu doua puncte distincte 0,1 € E. Spatiul X se numeste E-Tychonoff,
daca pentru orice submultime inchisa F' a lui X si orice punct @ € X \ F exista o functie

continua f : X — E astfel incat f(a) =1 si f(z) = 0 pentru orice x € F.

Propozitia 2.3. Fie E un spativ metric nevid. Atunci a(Cy(X, E)) < p(X) pentru orice

spatiu nevid X .
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Demonstratie. Intrucat E este un subspatiu al lui C,(X, E) avem a(E) < a(Cy(X, E)).
Fixam o metrica d pe spatiul metric E.

Fie k un cardinal infinit si b : A(k) — C,(X, E) o scufundare. Conform constructiei
C,(X, E) este un subspatiu al spatiului EX. Atunci h(A(k)) este o submultime inchisd a
lui EX. Fie h(y) = f, pentru orice y € A(k) = D(k) U {a}. Pentru orice y € A(k) si orice
n € N notam

Viy) ={r e X: fy(z) # fu(2)},

Valy) = { € X - d(f (@), fula)) > Qi} .

Evident, V(y) si V,,(y) sunt submultimi deschise ale lui X si multimea V' (y) = U{V,,(y) : n €
N} este nevida.

Daca vy ={V(y) :y € D(k)} si v, = {Va(y) : y € D(k)}, atunci

sup{|yn(y)| : n € N} = |[y] = k.

Afirmam ca orice familie 7, este punct-finita. Presupunem ca x, € X si multimea

B(zg) ={y € D(k) : 29 € V,,(y)} este infinita. Notam

W= {z € B d(z fu(w0)) < 2%}

Atunci H ={g € C(X, E) : g(x9) € W} este o submultime deschisa a lui C,(X, E). Atunci
f. € H. Intrucat f, este unicul punct neizolat al lui h(A(k)), atunci L = {y € D(k) :
fy & H} este o multime infinita. Conform constructiei, B(zo) C L si multimea B(x,) este

infinita, ceea ce este o contradictie. Prin urmare a(C,(X, E)) < p(X).

Spunem ca un spatiu X are o Gs-diagonala, daca diagonala A = {(z,z) : x € X}
este o Gg-multime in X x X. In acelasi timp, spunem ca un spatiu X are o Gy-diagonala
requlata, daca diagonala A = {(x, x) : © € X} poate fi reprezentata sub forma unei intersectii
de inchideri ale unei familii numarabile de vecinatati deschise ale lui A in X x X. Clasa
spatiilor cu Gs-diagonala regulata este larga si contine toate spatiile submetrizabile [8]. Pe
cand clasa spatiilor cu G4-diagonala nu contine toate spatiile submetrizabile.

Propozitia 2.3 este adevarata pentru spatiul E cu Gs-diagonala regulata.

Propozitia 2.4. Fie E un spatiu nevid cu Gg-diagonala requlatd. Atunci a(Cy(X, E)) <
p(X) pentru orice spatiu nevid X .

40



Demonstratie. Fie {G,, : n € N} un sir fixat de submultimi deschise ale lui F x E astfel
Incat

A ={G, :n €N} = {cpxpG, :n € N}

Presupunem ca G, .1 C G,, pentru orice n € N.
Fie k un cardinal infinit si h : A(k) — C,(X, E) o scufundare. Fie h(y) = f, pentru
orice y € A(k) = D(k) U {a}. Pentru orice y € Y si orice n € N notam

Viy) ={z e X: fy(z) # falz)}

Valy) = {z € X (fy (@), fa(®)) & cloxpGn}.

Evident, V(y) si V,,(y) sunt submultimi deschise ale lui X si multimea V (y) = U{V,(y) : n €
N} este nevida.

Dacd v ={V(y) : y € D(k)} si v = {Va(y) : y € D(k)}, atunci sup{|ya(y)| : n € N} =
vl = k.

Afirmam ca orice familie 7, este punct-finita. Presupunem ca x, € X si multimea

B(zg) ={y € D(k) : 2y € V,,(y)} este infinita. Notam
W ={z€FE:(z fulxg)) € G}

Atunci H ={g € C(X,E) : g(xg) € W} este o submultime deschisa a lui C,,(X, E). Atunci
fa € H. Intrucat f, este unicul punct izolat al lui h(A(k)), atunci L = {y € D(k) : f, & H}
este o multime finita. Conform constructiei, B(xg) C L si multimea B(xg) este infinita, ceea

ce este o contradictie. Prin urmare a(C,(X, E)) < p(X).

Propozitia 2.5. Fie E un spativ cu douda puncte de baza st X un spatiu E-Tychonoff.
Atunci p(X) < a(Cp(X, E)).

Demonstratie. Fie v o familie punct-finita de submultimi deschise si nevide ale lui X si
k = |y| un cardinal infinit. Presupunem ca 0,1 € F si 0 # 1.

Pentru orice U € 7 fixdm un punct zy € U. Atunci [{zy : U € 4} = |y|. In virtutea
E-regularitatii spatiului X, pentru orice punct xy exista o aplicatie continua fy : X — F
astfel incat fy(zy) =1 si fy(z) = 0 pentru orice x € X \ U. Este posibil ca f, = f, pentru
submultimile distincte U, V' € 7. Dar intrucat - este punct-finita avem |{fy : U € v}| = k.

Consideram aplicatia constanta (care este continua) fo(z) = 0 pentru orice = € X.
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Fie F\, = {fo} U{fv : U € v}
Afirmatia 1. Orice punct fy, U € v, este izolat in F,.

Fie Uy € v o submultime fixata. Exista o multime finita
{Ul, Us, ,Un} = {U eEv:xy, € U}
Fie H este deschisa in E astfel incat 1 € H si 0 ¢ H. Atunci

F,0NW(fu,,zvy, H) ={f€F,: flxy,) € H}
CH{fu, :ie{1,2,...,n}}.
Adica aplicatia corespunzatoare fy, are o vecinatatea deschisa finita.
Multimea Uy € v a fost aleasa arbitrar, deci orice aplicatie definita pe F’, are o vecinatate
deschisa finita in F,. Astfel orice fy;, U € 7, este izolat in F,.
Afirmatia 2. F, este o multime compacta homeomorfa cu A(k).

Fie 1,29, ...,x, € X, H o submultime deschisa a lui £ si 0 € H. Atunci
W(J]l,l'g, ~“7xn7H) - {f € Cp(Xa E) : f(xl)uf(x2)7 7f(xn) € H}

este o vecinatate deschisa a aplicatiei fy in Cp(X, E).

Multimea v = {U € v : U N {1, 29,....,2,} # 0} este finitd. Fie U € v\ . Atunci
x; ¢ U; si fu(x;) = 0 pentru orice i € {1,2,...,n}, adica fy € W(xy,za,...,x,, H). Prin
urmare F, \ W(z1,29,...,2,, H) C {fy : U € v'}. Rezulta ca F, este o multime compacta

cu un singur punct neizolat fy. In acest caz subspatiul F, si A(k) sunt homeomorfe.
Corolarul 2.6. Fie E un spatiu, |E| > 2 st indX = 0. Atunci p(X) < a(Cy(X, E)).

Daca X si I sunt spatii nevide, atunci putem presupune ca E este un subspatiu inchis al
lui Cp(X, E). In acest scop identificim punctul a € E cu aplicatia constanta ¢, € C,(X, E),
unde ¢,(X) = {a}. Asadar a(E) < a(C,(X, E)).

Teorema 2.7. Fie E un spatiu cu doud puncte si cu Gg-diagonald requlata. Atunci p(X) =

a(Cy(X, E)) pentru orice spativ E-Tychonoff X.
Demonstratie. Rezulta din Propozitia 2.4 si 2.5.

Corolarul 2.8. Fie E un spatiu cu Gs-diagonala requlata, |E| > 2 siindX = 0. Atunci
p(X) = a(Cp(X, E)).

Urmatoarea afirmatie pentru £ = R a fost demonstrata de A. V. Arhangel’skii si V. V.
Tkachuk in [9].

42



Corolarul 2.9. Fie E un spatiu infinit metrizabil. Atunci p(X) = a(C,(X, E)) pentru orice
spativ E-Tychonoff.

Corolarul 2.10. Fie E un spatiu discret, |E| > 2 siindX = 0. Atuncip(X) = a(Cp(X, E)).

2.2. Spatii 7-plasate si Z-desime

O functie f : X — Y se numeste strict T-continua, daca pentru orice submultime A
a lui X cu |A| < 7 exista o functie continua g : X — Y astfel incat g|4 = f|a, adica
g(x) = f(x) pentru orice z € A. Se numeste Z-desime t7(X) a spatiului X cel mai mic
cardinal infinit 7 astfel incat orice functie definita pe X cu valori in Z strict 7-continua este

continua.

Propozitia 2.11. Fie X un spatiu zero-dimensional. Daca tz(X) < T si x € X nu este un

punct izolat in X, atunci exista o multime A C X \ {x} astfel incat |A| < 1 si x € cl(A).

Demonstratie. Rationam prin reducere la absurd si presupunem contrariul. Ceea ce inseamna
ca pentru orice A C X \{z} cu |A| <7, 2 ¢ cl(A). Atunci functia f : X — Z definita prin
f(x)=1si f(y) =0, pentru orice y € X \ {x} este strict 7-continui. Intr-adevar:

Cazul 1. f|4 este continua pentru orice A C X \ {z} cu |A| < 7.

Pentru orice A C X \ {z} cu |A| < 7 exista o vecinatate deschisa U a lui x astfel incat
UNA = (), dar atunci functia xy : X — D (unde yy(z) = 1 pentru orice z € U si xy(y) = 0
in celelalte cazuri, iar D = {0, 1}) este continua si xy(y) = f(y) pentru orice y € A.

Cazul 2. f|4 este continua pentru orice AC X cux € A si |Al <.

Pentru orice A C X cux € Asi |A| < 7,avem ca |A\ {z}| < 7si|A\ {z}] C X\ {=},
deci putem aplica Cazul 1.

Intrucét 2 nu este izolat functia f nu poate fi continuii. Deci t7(X) > 7, ceea ce este o

contradictie.

Spunem ca o submultime A a lui X este de tip G, daca exista o familie v de multimi
deschise in X cu |y| < 7 astfel incat A = (7. In particular, daci 7 = Ry, atunci A este o
multime de tip Gs (sau o Gg-multime). O multime A C X se numeste 7-plasata in X, daca

pentru orice z € X \ A exista o multime P C X de tip G, astfel incat z € P C X \ A.
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Notam cu ¢o(X) cel mai mic cardinal infinit 7 astfel incat X este 7-plasat in 5 X, unde
BoX este compactificarea zero-dimensionala maximala a spatiului X. Amintim ca X este

Z-compact, daca si numai daca X este Gs-inchis in SyX, adica go(X) < .

Propozitia 2.12. Fie X un spatiu zero-dimensional. Daca X este T-plasat intr-o compac-

tificare zero-dimensionala by X, atunci X este T-plasat in 5y X .

Demonstratie. Fie by X o compactificare zero-dimensionala a lui X si X este 7-plasat in by X .
Existd o aplicatie continua f : By X — by X astfel incat f~1 (b X \ X) = S X\ X si f(z) =z
pentru orice € X. Atunci pentru orice multime P de tip G, astfel incat P C by X \ X,
S7H(P) este o multime de tip G, si f~1(P) C X \ X.

Amintim ca inchiderea unei multimi deschise se numeste multime #nchisa canonic [6] (sau
multime inchisa regulat). Un spatiu X se numeste m,-spatiu, daca pentru orice multime F’
inchisa canonic a lui X si orice x € F' exista o multime P de tip G, astfel incat x € P C F.

Notam prin m(X) cel mai mic cardinal infinit astfel incat X este un m,-spatiu. In

particular, dacd m(X) este numarabil, spunem ca X este un spatiu Moscova [6].

Propozitia 2.13. Fie X un spatiu zero-dimensional. Fie T un cardinal infinit si'Y un spatiu
zero-dimensional. Fie X CY, qo(X) <7, cl(X) =Y sim(Y) < 7. Atunci X este T-plasat
inY.

Demonstratie. In primul rind demonstram

Afirmatia 1. FEuxista o aplicatie continua si inchisa f : X — (oY astfel incat
f(z) = x pentru orice x € X.

intr—adevér, fie o aplicatie continua g : X — (oY astfel incat g(x) = x pentru orice
r € X. Atunci exista o aplicatie continua f : 5y X <— [oY astfel incat f|x = g, adica
f(z) = x pentru orice z € X.

Acum fixam o submultime inchisa F' din Sy X. Atunci F' este o multime compacta.
Intrucas f este continua si ByY este Hausdorff, f(F') este inchisa. Prin urmare f este o
aplicatie inchisa.

Fie f aplicatia din Afirmatia 1. Fixam y € Y \ X. Atunci f(5pX) este un subspatiu
inchis al lui B,Y". Intrucat ¢l(X) =Y avem Y C f(8,X). Deci f~1(y) # 0.

Cazul 1. Fie |f~'(y)| = 1, adicd f~'(y) = {z} pentru un careva punct z € By X \ X.

Intrucat X este r-plasat in ByX, existd o multime H de tip G, in [y X astfel incat

z € HC X\ X. Fie v o familie de submultimi deschise ale spatiului 5y X astfel incat
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|y <7si H={)7v. Atunciy € (\nunde n = {BoY \ f(BoX \U) : U € v}. Evident, |n| < 7.
De asemenea ((\1n)NX =0. Notam cu P=Y N (7). Atunciy € P CY \ X.

Cazul 2. Fie |f~'(y)| > 2.

Fixam dou& puncte distincte z,t € f~1(y). Existd doud multimi deschise si inchise U, si
U; astfel incat z € U,, t € U; si U, NU; = (). Intrucat X este T-plasat in 5y X, exista o familie
de submultimi deschise si inchise {V,, : @ € A} astfel incat |A| < 7, {V, : a € A} = {z}
si V,, C U, pentru orice @« € A. Prin urmare f(V,) este o submultime inchisa canonic a lui
BoY siy € f(V,). Evident, y ¢ intg,y(f(Va)) pentru orice v € A, unde intgy (f(Va)) este
interiorul multimii f(V,) in 5yY. Pentru orice o € A exista o familie {, = {W3: 8 € B,} de
submultimi deschise si inchise ale lui Y astfel incat |B,| < 7siy € "{W3: 8 € By} C f(Va).
Fie B=U{B, :a€ A}si&={Ws:p € B}. Atunciy € n{Ws: 8 € B} C n{f(Va) :
a € A}. Putem presupune ca pentru orice doi indici oy, € A exista az € A astfel incat

Vas © Vo, NV, In acest caz

fI{Va:a e A}) =n{f(Va) 1 a € A} = {y}.
Prin wrmare y = N{Wj3: g € B} si |B| < 7.

Fie Y un subspatiu al lui X, indX = 0. Notam prin 7 = 7z : Cp(X,Z) — C,(Y,Z)
aplicatia de restrictie a unei functii din C,(X,Z) pe Y, adica my(f) = f|y pentru orice
f € Cy(X,Z). Subspatiul 7y (C,(X,Z)) se noteaza prin C,(Y|X,Z)

Urmatoarea lema este versiunea zero-dimensionald a Lemei 2.23 din [20].

Lema 2.14. Fie X un spatiu zero-dimensional, Y un subspatiu inchis al lut X st g: X —
Z o aplicatie continud. Pentru orice submultime finita F a lui X \'Y si orice aplicatie

f: F — Z exista o aplicatie continua ¢ : X — 7 astfel incat f = ¢|r si |y = gly.

Demonstratie. Fie {U, : x € F'} o familie de submultimi deschise din X astfel incat x €
U, C X\ Z pentru orice x € F si U, NU, = () pentru oricare doua puncte distincte z,y € F.
Pentru orice x € F fixam o aplicatie continua f, : X — R astfel incat f.(r) = 1 si
fx(X \ U;) = 0. Notam

0a(y) = faly) - f(2)

pentru orice x € F siy € X. Fie opr(y) = > {p.(y) : x € F}. Reiesind din modul cum a
fost construita, aplicatia ¢ este continua, pr|r = f si pr(Z) = 0. Fie g.(y) =1 — f.(y)

pentru orice x € F'si y € X. Notam

gr(y) = [[{9:v) - v € F}
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pentru orice y € X. Aplicatia gr este continua, gr(F) = 0 si gr(Z) = 1. Fie pz(y) =
gr(y) - g(y) pentru orice y € Y. Din constructie, aplicatia ¢ este continua, ¢z (F') = 0 si

vzlz = glz. Evident, ¢ = ¢p + @ este aplicatia cautata.

Propozitia 2.15. Pentru orice Y C X sunt adevarate urmatoarele afirmatii:
(1) aplicatia w este continud si cl(m(Cy(X,Z))) = Cp(Y,Z);
(i1) daca Y este inchisa in X, atunci w este o aplicatie deschisd,

(111) aplicatia wy este injectiva, daca st numai dacd multimea Y este densa in X.

Demonstratie. (i) Aplicatia my este continua deoarece este restrictia proiectiei canonice py :
ZX — 7" pe subspatiul C,(X,Z).

Fie f € C,(Y,Z) o aplicatie fixata. Fie o multime deschisa U din C,(Y,Z) astfel incat
f € U, adica U = W(xy, 29, ..., Tk, N1, Mg, ..., ng), unde z; € Y, n; € Z, i = 1k, k € N.
Atunci exista g; € Cp(X,Z), i = 1,k astfel incat g;(v;) = 1 si gi(z;) C {0} pentru orice
j #i. Fie

h(z) = f(z)gi(z) + f(22)g2(2) + ... + f(@r)gr(2),
pentru orice x € X. Atunci h € Cp(X,Z) si h|ly € U. Asadar cl(C,(Y|X,Z)) = C,(Y,Z).
Asertiunea 1 este demonstrata.

(17) Fie o multime deschisa U din C,(X,Z), adica U = W(xy, ..., xg, 01, ..., ng), unde
x; € X,n; €7Z,i=1,k, k € N. Presupunem ca 1, Ty, ...,2_1 € Y si 2, 241, ..., 06 € X \ Y
pentru un [ = 1, k.

Fie V' o submultime deschisa a lui C,(Y,Z) astfel incat V- = W (xy, ..., 211,01, ..., my—1),
unde i = 1,1 — 1 si ay,...,7_; €Y. Este evident ci 7y (U) C V.

Fie g € C,(Y|X,Z) o aplicatie fixata, g € V si fie g € C,(X, Z) astfel incat g = 7' (g).
Atunci din Lema 2.14 exista ¢ € C,(X,Z) astfel Incat ¢y = gly si p(z;) = n;, unde ¢ =
I—1,...,k Asadar ¢ € U si my(p) = g. Deci 1y (U) = V. Asertiunea 2 este demonstrata.

(7i1) Presupunem, prin absurd, ca 7y este o injectie si Y nu este o submultime densa in
X. Fie z € X \ c/(Y) un punct fixat. Atunci exista o aplicatie f € C,(X, E) astfel Incat
f(x) = 1si f(c(Y)) C {0} Astfel f]Y = foY, unde fo = 0 pentru orice z € X. Am
obtinut o contradictie deoarece f # fj.

Presupunem ca multimea Y este densa in X. Fie f,g € C,(X, E) astfel incat f # g si
notdm cu h = f — g. Atunci h este o aplicatie continua si U = h™'(E \ {0}) este o multime
deschisa si nevida in X. Fie un punct x € Y NU fixat. Atunci f(x) # g(x), adica f|Y # g|Y".

Prin urmare 7y este o injectie.
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Fie X si Y doua spatii zero-dimensionale. Pentru orice aplicatie continua f: X — Y,
aplicatia f* : Cp(Y, E) <— C,(X, E) definita prin f*(g) = g o f pentru orice g € C,(Y, E)
se numeste aplicatia duala.

Spunem ca X este condensat pe Y, daca exista o aplicatie continua si bijectiva de forma
f: X —Y.

Fie X si Y doua spatii zero-dimensionale. Spunem ca f : X — Y este Z-factor, daca
pentru orice g : X — 7Z, aplicatia g este continua, daca g o f este continua.

Fie X si Y doua spatii topologice si f : X — Y o aplicatie, atunci cea mai puternica
topologie zero-dimensionala pe Y in raport cu care f este continua se numeste topologia
Z-factor generata de f (daca o astfel de topologie exista pe Y). Daca topologia pe Y este
chiar topologia Z-factor generata de f, atunci f se numeste aplicatia Z-factor (in acest caz
indY =0).

Urmatoarea afirmatie, pentru cazul spatiilor C,(X), a fost demonstrata in [76] (vezi [76,

Problema 163]).

Propozitia 2.16. Fie X s1 Y doua spatii zero-dimensionale si f : X — Y este o aplicatie
continua. Atunci:

(i) aplicatia f* este continud;

(i1) daca f este surjectiva, adica f(X) =Y, atunci f* este un homeomorfism intre
Cp(Y,Z) si [*(Cp(Y,Z));

(111) daca f este surjectiva, atunci f*(C,(Y,Z)) este inchis in Cp(X,Z), daca si numai
daca f este o aplicatie Z-factor;

() daca f este surjectiva, atunci f*(C,(Y,Z)) este dens in C,(X, E), daca si numai

daca f este o condensare.

Demonstratie. (i) Fixam o aplicatie g € C,(Y,Z) si fie h = f*(g). Fixam o vecinatate
standard a lui h, U = W(h,z1,...,x,) In Cp(X,Z), unde z1,...,z, € X si n € N. Fixam
o vecinatate standard a lui g, V' = W(g, f(z1), ..., f(z,)) In C,(Y,Z). Pentru orice ¢’ € V'
avem
9'(f(z:) = g(f(2:)) = [ (9) (@) = h(zs),

unde i = 1, n. Astfel f*(V) C U, adici f* este continuii in ¢. Intrucat ¢ a fost aleass arbitrar
concludem ca f* este continua in fiecare punct din domeniul de definitie.

(17) In primul rind vom demonstra ca f* este o aplicatie injectiva. Fixam doua aplicatii

distincte g, h € C,(Y,Z). Atunci g(y) # h(y) pentru un careva y € Y. Dacd x € f~(y),
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atunci f*(g)(z) = g(y) # h(y) = f*(h)(x). Prin urmare f*(g) # f*(h).

Acum vom arita ca (f*)! este continud. Fixam o aplicatie g € C,(Y,Z) si o vecinatate
standard U = W(g,y1,...,4n) a lui g in C,(Y,Z). Fie x; = f~(y;), i = I,n. Fie V =
Wi(h,z1,...,x,) N fX(Cp(Y,Z)), unde h = f*(g). Multimea V este o vecinatate deschisa a
lui hin f*(C,(Y,Z)). Daca ' € V, atunci b’ = f*(¢’) pentru un careva ¢’ € C,(Y,Z)
s W) = F()@) = (@) = gy Astlel ¢ = (f)" (k) € U. Prin urmare
(7)) C U,

(i77) Presupunem ci f este Z-factor. In primul rand vom demonstra c& h(f~1(y)) este
o aplicatie constant pentru orice h € cl(f*(C,(Y,Z))) siy € Y. Intr-adevir, fie 21,2, €
f7Y(y) si h(zy) # h(z2). Atunci fixdm o aplicatie b’ € W (h,zy,x3) N f*(Cp(Y,Z)). Atunci
h'(z1) # h'(x2) si B = f*(¢') pentru careva ¢’ € Cp(Y,Z). Prin urmare

W (x1) =g (f(21)) = 9'(y) = 9 (f(22)) = ¢'(22),

contradictie. Deci exista o aplicatie g : ¥ — Z astfel incat h = go f. Intrucat f este
Z-factor si h este continua, aplicatia g este la fel continua, adica h = f*(g) € f*(Cp(Y,Z)).
Prin urmare f*(C,(Y,Z)) este inchis in C,(Y, E).

(iv) Presupunem ca cf este o condensare. Fixam o aplicatiec h € C,(X,Z) si punctele
arbitrare x1, ..., z,, € X, unden € N. Atunci exista g € C,(Y, Z) astfel incat g(f(x;)) = h(z;).
Evident, f*(g) € W(h, 21, ..., z,). Prin urmare h € cl(f*(C,(Y,Z))). Astfel cl(f*(C,(Y,Z))) =
Co(X,Z). Daca f nu este injectiva fixam doud puncte distincte x1,2o € X astfel incat
f(z1) = f(z2). Atunci U = W(x,x9,a1,a9), unde ay,ay € Z i a; # ay, este o multime
deschisa si nevida in C,(X,Z) cu U N f*(C,(Y,Z)) = 0. Prin urmare f*(C,(Y,Z)) nu este
densa in C,(X,Z).

Propozitia 2.17. Fie X un spatiu zero-dimensional. Dacd tz(X) < 7, atunci Cp(X,Z) este

T-plasatd in Z°X .

Demonstratie. Fie g € Z* \ C,(X,Z). Din faptul ca ¢z(X) < 7 reiese ca exista A C X
astfel incat |A| < 7 si g|A # f|A pentru orice f € C,(X,Z). Consideram 7 : Z* — Z4 -
restrictia, adica m(h) = h|A pentru orice h € Z~.

Multimea Z = 7(C,(X,Z)) este T-plasatd in Z* intrucat |A| < 7 (orice submultime de
un punct din Z4 este de tip G,). Din 7(g) = g|A ¢ Z reiese ca exista multimea Py de tip
G, in Z* pentru care (g) € Py C Z4\ Z.

Atunci F =77 1(P) este de tip G, in ZX sige P CZ\ C\,(X,Z).
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Propozitia 2.18. Fie X un spatiu zero-dimensional. Dacd Cy(X,Z) este T-plasat in 7%,

atunci tz(X) < .

Demonstratie. Fie g € ZX strict 7-continua pe X si P o multime de tip G, in Z¥, astfel
incat f € P. Evident existda A C X cu |A| < 7sig € {f € Z¥ astfel incat f|A = g|A} C P.
Intrucat g este strict 7-continui exista h € C,(X, Z) astfel incat h|A = g|A. Atunci h € P.
Deci PN C,(X,Z) # () pentru orice P de tip G, in Z* ce contine g. Intrucat Cp(X,Z) este

T-plasatd in Z* concludem g € C,(X,Z), adicd g este continua, deci tz(X) < 7.
Teorema 2.19. Fie X un spatiu zero-dimensional, atunci tz(X) = qo(Cy(X,Z)).

Demonstratie. Fie tz(X) = 7. In virtutea Propozitiei 2.17 avem ci C,(X,Z) este 7-
scufundat in ZX. Iar intrucat Z~ este Z-compact rezulta ca ZX este Wy-scufundat in SyZ~.
Atunci aplicand [6, Propozitia 11.4.9] obtinem c& C,(X,Z) este T-scufundat in [y(Z¥). Iar
aplicand Propozitia 2.12 obtinem ca C,(X, Z) este T-scufundat in 8y(C,(X,Z)). Prin urmare
d(Co(X,2)) < 1z,

Fie A = qo(C,(X,Z)). Aplicand faptul ca m(Z¥) = Ry < A, c(Cy(X,Z)) = Z* si
Propozitia 2.13 concludem ca C,(X,Z) este A-scufundatd in Z*. Prin urmare, in baza

propozitie 2.18, t7 < A. Asadar tz < qo(Cp(X,Z)).

Corolarul 2.20. Pentru orice X avem cad t; < Ny, daca si numai dacd C,(X,Z) este

Z-compact.

Demonstratie. Daca C,(X,Z) este Z-compact, atunci ¢o(Cy(X,Z)) < Rg. Prin urmare si
tz(X) <N

2.3. Spatii monolitice si 0-stabile

Un spatiu X se numeste spatiu 7-monolitic, daca pentru orice multime A C X cu |A| <7
avem nw(cl(A)) < 7. In particular, X este Ryg-monolitic, dacii inchiderea fiecirei multimi
numarabile din X este un subspatiu cu retea numarabila. Un spatiu X este monolitic,

daca este 7-monolitic pentru orice numar cardinal 7, adica pentru fiecare A C X avem

d(A) = nw(A).

Exemplul 2.21 (vezi [6]). Spatiile metrizabile si spatiile cu retele numarabile sunt monoli-

tice. Pe cand orice spatiu separabil X cu nw(X) > Ny nu este Ro-monolitic.
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Cea mai mica pondere a spatiilor zero-dimensionale (respectiv Tychonoff) Y in care X
poate fi condensat se noteaza iwy(X) (respectiv iw(X)). Evident, jw(X) < iwe(X) pentru

orice spatiu Tychonoff X.
Propozitia 2.22. Dacd dim 5X = 0, atunci iwy(X) = iw(X).

Demonstratie. Presupunem ca iw(X) = 7. Atunci exista un spatiu complet regulat Y cu
ponderea 7 si o bijectie continua f: X — Y. Avem Y C II{/, : « € A}, unde [, = [0, 1]
si |A| = 7. Notam cu p, : Y — I, proiectia lui Y pe I,, a € A. In virtutea teoremei
de factorizare Mardesi¢ [31, 7.4.14], pentru orice o« € A exista un spatiu zero-dimensional
Z4, o aplicatie continua g, : X — Z, si o aplicatie continua h, : Z, — I, astfel incat
w(Za) < N 8l ha 0 ga =pao f.

Consideram aplicatia g = A{g, 1« € A} : X — Z CTI{Z, : « € A}. Aplicatia g este

o bijectie continua, indZ = 0 si w(Z) = 7. Prin urmare iw(X) < 7.

Spatiul X se numeste (7, 0)-stabil, daca pentru orice imagine continua Y a lui X conditiile
urmatoare sunt echivalente:

S1.dwe(Y) < 75

S2. nw(Y) <.

Propozitia 2.23. Daca X este zero-dimensional, atunci iwy(X) < nw(X).

Demonstratie. Fie £ o retea a spatiului X si |£| < 7. Perechea de submultimi A, B ale lui X
este O-separata, daca exista o multime deschisa si inchisa U C X astfel incat A C U C X'\ B.
Notam cu {(A4,, B,) : 4 € M} familia tuturor perechilor O-separate A, B € L. Evident,
|M| < 7. Pentru orice p € M fixam o submultime deschisa si inchisa U, din X astfel
incat A, C U, € X \ B,. Notam cu Y multimea X in topologia generatda de subbaza
{U,, X\U, : p € M}. AtunciindY =0, w(Y) < |M| < 7, iar aplicatia identica f : X — Y

este o bijectie continua. Prin urmare iwy(X) < nw(X).

Un spatiu X se numeste 0-stabil, daca este (7,0)-stabil pentru orice cardinal 7. Evident,
un spatiu X este 0-stabil, daca si numai daca pentru orice imagine continua Y a lui X avem
iwg(Y) = nw(Y).

Urmatoarea afirmatie a fost demonstrata in [24], iar pentru cazul spatiilor C,,(X) a fost

demonstrata in [76] (vezi [76, Problema 172]).

Propozitia 2.24. Daca X este un spatiu zero-dimensional, atunci nw(X) = nw(Cy(X,Z)).
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Demonstratie. Vom ardta mai intai ci nw(Cy(X,7Z)) < nw(X). In acest scop fixdm in mod

arbitrar o retea & din X si notam
V(Sl,SQ, ...,Sk,nl, ,nk) = {f S Cp<X, Z) : f(Sz) = {TLZ},SZ € Sﬂ%’ € Z,l = 1,2, ...,k)},

unde k € N. In continuare vom demonstra ci familia n = {V(S1, 52, ..., Sk, 1, ng, ..., ng) }
este o retea in Cp(X,Z).
Fie f € Cp(X,Z) st W(f, 1, x2, ..., %) 0 vecinatate standard a lui f, adica

W(f, a1, 22, ....xx) = {9 € Cp(X,Z) : g(z;) = f(x:),1=1,2,....k},

unde k € N. Notam f(z1) = mq, f(x2) = ma, ..., f(zx) = ms. Intrucat S este o retea in X
reiese ca pentru orice punct z; exista S; € S astfel incat x; € S;, undet =1,2,...,ksi k € N.

Prin urmare
V(Sl, SQ, vy Sk, mi,mao, ..., mk) - V(Q?l, T2y eeey Ty 1M1, Mo, ,mk)

Intr-adevir, dacd g € V(Sy, S, ..., Sk, m1, ma, ...,my) reiese ca g(S;) = {m;}, iar aplicand
faptul ca z; € S; concludem ca g(z;) = m;, adica g € W(xy, ..., xx, M1, ...,my), unde i =
1,2,...,k, k € N. Asadar n este o retea in C,(X,Z), iar reiesind din modul cum a fost
construita familia 7 obtinem ca || < |S], deci nw(C,(X,Z)) < nw(X).

In cele ce urmeazi vom ardta ci nw(X) < nw(C,(X,Z)). Aplicand faptul c& X poate
fi scufundat in C,(C,(X,Z)) reiese ca nw(X) < nw(C,(Cy(X,Z),Z)). Pe de alta parte,
din cele demonstrate mai sus avem nw(C,(Cy(X,Z))) < nw(Cy(X,Z)). Astfel nw(X) <
nw(Cy(X,Z)) si in final am obtinut nw(X) = nw(C,H(X,Z)).

Urmatoarea afirmatie, pentru cazul spatiilor C,(X), a fost demonstrata in [76] (vezi [76,

Problema 173]).
Propozitia 2.25. Daca X este un spatiu zero-dimensional, atunci iwy(Cy(X,Z)) = d(X).

Demonstratie. Fixam o submultime infinita Y C X astfel incat |Y| = d(X) si (V) = X.
Atunci, aplicand Propozitia 2.15, rezulta ca 7y : Cp(X,Z) — C,(Y|X,Z) este o aplicatie
continua si bijectiva, adica o condensare. Prin urmare iwy(Cy(X,Z)) < w(C,(Y|X,Z)).
Intrucat

w(Cp(Y]X, Z)) Sw(Cy(Y, E)) = [Y|

obtinem ca

iwy(Cp(X, B)) < d(X).
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In cele urmeazi vom demonstra ci d(X) < ¢(C,(X,7Z)). Fie aplicatia fy = 0 pentru

orice z € X. Evident, f; € C,(X,Z). Fixam o familie
v =AW (fo, 1,22, ..., Tk) : T1, Lo, ..., T, € X, k € N}

de vecinatati standarde ale aplicatiei fy astfel incat Ny = {fo} (vezi demonstratia Propozitiei
2.17). Pentru orice W( fy, 1, z2, ..., xx) notam K(W) = {1, xq,...,xx} si Y = U{K(W) :
W € ~}, unde k € N. Evident, |Y| < |y|]. Vom arata ca c/(Y) = X. Presupunem, prin
absurd, ca cl(Y) # X. Atunci exista un punct x € X \ c/(Y) si o aplicatie f € C,(X,Z)
astfel incat f(z) = 1si f(Y) C {0}. Dar atunci rezulta ca f € Ny = {fo} ceea ce este o

contradictie.

Urmatoarea afirmatie, pentru cazul spatiilor C,,(X), a fost demonstrata in [76] (vezi [76,

Problema 174]).
Propozitia 2.26. Daca X este un spatiu zero-dimensional, atunci iwy(X) = d(C,(X,Z)).

Demonstratie. Aplicand Propozitia 2.25 si faptul ca X poate fi scufundat in C,(C,(X,Z),Z)
obtinem ca

iwo(X) < iwo(Cy(Cp(X, 2),2)) < d(Cy(X, Z)),

deci

iwg(X) < d(Cp(X,Z)).

Fixam o condensare f : X — Y astfel incat w(Y) <iwg(X). Aplicand Propozitia 2.16
concludem ca C,(Y,Z) poate fi scufundat ca un subspatiu dens f*(C,(Y,Z)) al spatiului

Cp(X,Z), unde f* este aplicatia duala. Prin urmare
d(f*(Cp(Y, Z))) < nw(f*(Cp(Y,Z))) = nw(Cp(Y, Z)) = nw(Y) < w(Y).

Asadar
A(CH(X, E)) < d(f*(Cy(Y. B))) < w(Y) < iup(X).

Teorema 2.27. Fie X un spatiu zero-dimensional. Spatiul C,(X,Z) este T-monolitic, daca

si numai daca X este (1,0)-stabil.

Demonstratie. Necesitatea. Fie 7 un numar cardinal arbitrar. Presupunem ca C,(X,Z) este

r-monolitic. Fie Y imaginea lui X printr-o functie continua si iwg(X) < 7. Evident, spatiul
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Cyp(Y,Z) este homeomorf cu un subspatiu al lui C,,(X,Z) si deci, din presupunerea noastra
obtinem ci C,(Y,Z) este 7-monolitic. In particular, nw(C,(Y,Z)) < d(C,(Y,Z)). Dar in
acelasi timp iwo(Y) = d(C,(Y,Z)) si nw(Cy(Y,Z)) = nw(Y). Deci nw(Y) < iwy(Y).

Suficienta. Fie A C C,(X,Z) si |A| < 7. Consideram produsul diagonal f = AA de
functii din A si notdm Y = f(X). Astfel f(z) = {z, = g(x) : g € A} si Y C ZA. Evident
w(Y) < |A] < 7.

Notam prin Y multimea punctelor din Y inzestrata cu topologia Z-factor asociata functiei
f. Functia identitate i : ¥ — Y este o indesire. Din acest motiv iwg(Y) < w(Y) < 7.
Intrucét X este 7-stabil si se transformé continuu pe Y reiese ci nw(i;) < 7. Mai departe,
nw(Cy(Y, 7)) = nw(Y) < 7. Spatiul C,(Y,Z) este homeomorf cu subspatiul inchis F =
{gf astfel incit g € C,(Y,Z)} al spatiului C,(X,Z) intrucat functia f=ilof: XY
Z-factor.

Fie g € A. Atunci g =p,o f =p, oio f, unde py : Z* — Z proiectia: py(z) = 2, = g(x).
Evident functia pgy o : Y — Z este continud adici pgoi € Cp(?, Z). Reiese ca g € F adica
A C F. Concludem, cl(A) C cl(F) = F si nw(cl(A)) < nw(F) = nw(C’p(EN/,Z)) <T.

Teorema 2.28. Fie X un spatiu zero-dimensional. Spatiul Cy,(X,Z) este (1,0)-stabil, daca

st numat daca X este T-monolitic.

Demonstratie. Necesitatea. Aplicand Teorema 2.27 si faptul ca C,(X,Z) este 0-stabil con-
cludem ca C,(Cy(X,Z),Z) este monolitic. Dar intrucat X C C,(Cy(X,Z),Z) reiese ca X
este monolitic (proprietatea de a fi monolitic este mostenita de orice subspatiu [6, Propozitia
11.6.5]).

Suficienta. In virtutea Teoremei 2.27 este suficient si aratdm ci C,(C,(X,Z), Z) este 7-
monolitic. Fie A C C,(C,(X,Z),Z) si|A| < 7. Pentru fiecare f € A fixam multimea By C X
astfel Incat |By| < 7 si, daca g1,92 € Cp(X,Z) si ¢1|By = ¢2|By, atunci f(g1) = f(g2)-
Punem D = U{B; : f € A} si cl(F) = D. Evident, |D| < 7. Intrucat X este 7-monolitic
concludem ca nw(F) < 7 si nw(C,(F,Z)) < 7.

Consideram restrictia 7 : C,,(X,Z) — Z C C,(F,Z) (unde 7(g) = g|F si Z = C,(F,Z)).
Intrucat F e inchisd in X functia 7 : Cp(X,Z) — Z este deschisi. In virtutea modulului
de definitie a multimii F' pentru fiecare f € A exista hy : Z — Z incat hyom = f.
Intrucat 7 e Z-factor reiese cii functia hy e continua adici hy € C,(Z,Z). Din acest motiv
ACH={hon:heCyZZ)}. Dar H = 7}(C,(Z,Z)) este inchisa in C,(C,(X,Z),Z)
in virtutea factor lui 7 si H e homeomorf cu C,(Cy(Z,Z),Z). Obtinem nw(C,(Z,Z)) =

23



nw(Z) = nw(Cy(F,Z)) < 7. Asadar nw(cl(A)) < nw(H) < nw(Cy(Z,Z)) < 7, adica
Cp(Cp(X,Z),Z) este T-monolitic.

Propozitia 2.29. Fie X un spatiu zero-dimensional. Dacd C,(X,Z) este 0-stabil, atunci

Co(X,Z)" este 0-stabil pentru orice cardinal 7.
Demonstratie. Rezulta din [6, Corolarul I1.6.15].
Corolarul 2.30. Spatiul Z7 este 0-stabil pentru orice cardinal T.

Demonstratie. Daca |X| = 1, atunci C,(X,Z) = Z. Astfel aplicand Propozitia 2.29 obtinem
ca Z" este O-stabil.

2.4. Spatii proiectiv complete

Un spatiu X se numeste proiectiv complet, daca pentru orice aplicatie deschisa si continua

f: X — Y cu Y metrizabil, Y este complet.
Propozitia 2.31. Fie X un spatiu zero-dimensional. Spatiul Z este proiectiv complet.

Demonstratie. Fie f o functie continud si deschisd pe Z*. Fie Y = f(Z%) - spatiu cu baza
numarabila. Atunci, conform Lemei de factorizare, putem alege o submultime numarabila
A C X sio functie g : Z* — Y astfel incat gow = f, unde 7 : Z¥ — Z* este proiectia lui
ZX pe ZA. Din felul cum am ales functia g si faptul ci f este deschisa concludem ca si g este
deschisa. Dar Z este complet metrizabil cu baza numarabila si deci Z*4 este la fel complet
metrizabil cu baza numarabild intrucat Z4 este un produs numarabil. In baza teoremei lui
Hausdorff asupra imaginii continue a unui spatiu complet metrizabil spatiul Y este complet

metrizabil.

O submultime A a spatiului X se numeste Cz-scufundata in X, daca orice aplicatie
continua a lui A in Z poate fi prelungita la o aplicatie continua a lui X in Z.

Un spatiu X se numeste Cech-complet, daci este o multime de tip G intr-o (respectiv
in orice) compactificare Hausdorff a lui X. In particular, un spatiu metrizabil este Cech-

complet, daca si numai daca este complet metrizabil.

Propozitia 2.32. Daca C,(X,Z) contine un subspatiu Cech-complet peste tot dens, atunci

X este discret st numarabil.
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Demonstratie. Fie X un spatiu zero-dimensional. Fie Y un subspatiu Cech-complet si dens
in C,(X,Z). Atunci Y este dens in Z*. Intrucat Z* este compact, rezultd ci Y este o
multime de tip G; in ZX.

Fie o aplicatie g € Z~ fixatd. Fie ¢ : Z¥ — Z% astfel incat ¢(f) = f + g pentru
orice f € ZX. Atunci ¢ este un homeomorfism al spatiului Z* in el insusi. Astfel multimea
Y’ = o(Y) este peste tot densd in Z¥ si este de tip G5 in Z¥. Prin urmare multimea
Y NY’ este intersectia unui numar numarabil de multimi peste tot dense in ZX. Dar Z* are
proprietatea Baire. Asadar Y NY’ # (.

Fie o aplicatie h € Y NY” fixata. Atunci intrucat h € Y/, h = g+ f pentru careva f € Y.
Dar h € Y. Deci g =h — f € C,(X,Z), adica C,(X,Z) = Z*X.

Propozitia 2.33. Fie X un spatiu zero-dimensional. Daca C,(X,Z) este proiectiv complet,

atunci orice subspatiu inchis si numarabil F' C X este discret si Cy-scufundat in X.

Demonstratie. Fie mp @ Co(X,Z) — C,(F,Z) restrictia lui C,(X,Z) la C,(F,Z). Notam
7 =7psiY = 7w(CyX,Z)) C Cp(X,F). Atunci cl(Y) = C,(F,Z), iar intrucat F este
inchisa concludem ca 7 : C,(X,Z) — Y este deschisa.

Conform numerabilitatii F' si faptului ca Y C ZF, Y are o baza numarabild. Pe de alta

parte C,(X,Z) este proiectiv complet si deci Y este complet metrizabil. Rezulta ca Y este

Cech-complet. Concludem ca Y = C,(F,Z) = Z* si deci F este discret.

Propozitia 2.34. Fie X un spatiu zero-dimensional. DacaY C X este Cz-scufundat in X

si Cp(X,Z) este proiectiv complet, atunci C,(Y,Z) este proiectiv complet.

Demonstratie. Fie o aplicatie continua si deschisa f : C,(Y,Z) — Z fixata, astfel incat
Z = f(Cy(Y,Z)) este un spatiu cu baza numarabila. Atunci my o f este o aplicatie continua

si deschisa a spatiului C,(Y,Z) In Z.

Remarca 2.35. Propozitia 2.34 este adevarata si pentru spatiul C,(X) cand X este Tycho-
noff.

Corolarul 2.36. Spatiul C,(5N) este proiectiv complet, daca si numai daca C,(BN\N) este

proiectiv complet.
Demonstratie. Intrucat SN \ N este C-scufundata in SN si 5N C SN\ N.

Remarca 2.37. Corolarul 2.56 prezintd un raspuns partial la [6, Problema 11.8.8].
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Teorema 2.38. Fie X un spatiu zero-dimensional. Daca C,(X,Z) este proiectiv complet,

0-stabil si Z-compact, atunci X este discret.

Demonstratie. Presupunem, prin reducere la absurd, ca X nu este discret. Prin urmare
putem alege un punct x € X care sa nu fie izolat. Atunci conform Propozitiei 2.11 putem
gasi o submultime A C X \ {z} numarabila astfel incat x € cl(A). Numerabilitatea multimii
A se datoreaza Corolarului 2.20 si faptului ca C,(X,Z) este Z-compact.

Deci in X exista o multime A care e numarabila, dar nu este inchisa. Conform presupu-
nerii ca X nu este discret, concludem ca cl(A) nu poate fi un subspatiu discret. Iar aplicand
conditia ca C,(X,Z) este proiectiv complet si Propozitia 2.33 vedem ca cl(A) nu poate fi
numarabila.

In acelasi timp, X este monolitic in baza stabilititii lui C,(X,Z) ( Teorema 2.28) si deci,
cum A este numarabila reiese ca clA este un subspatiu cu retea numarabila. Aplicand [6,
Lema I1.8.4] concludem ca in ¢l(A) poate fi gasit un compact K numarabil, dar nu si discret.

Pe de alta parte K este inchis in ¢lA deci si in X (subspatiul clA este Hausdorff). Iar
cum K este numarabil si C,(X,Z) proiectiv complet aplicand Propozitia 2.33 reiese ca K

este discret. Aceasta este o contradictie, deci teorema este demonstrata.

Fie X un spatiu zero-dimensional. Dacd X este discret, atunci C, (X, Z) = Z* si C,(X, Z)

este proiectiv complet, O-stabil si Z-compact.

Corolarul 2.39. Fie X un spativ zero-dimensional. Spatiul Cy(X,Z) este homeomorf

spatiului 7%, dacd si numai dacd X este discret.

2.5. Proprietati multiplicative ale spatiilor functionale cu struc-

turi algebrice

Daca spatiile liniare topologic F' si L sunt liniar homeomorfe, atunci notam cu F ~ L.
Fie E un spatiu topologic infinit si local convex.
In [6] este mentionatd urméatoarea afirmatie:

F1: Daca spatiul X este o suma discreta de spatii nevide {X, : « € A}, atunci
Cpo(X,E) ~II{C,(X,, E) : v € A}.
In [15] a fost demonstratii urmatoarea afirmatie:
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F2: Daca Y este un subspatiu nevid al lui X si exista o functie liniara si continua

u:Cy(Y,E) — Cy(X, E), unde u(g)|Y = g pentru orice g € C,(Y, E), atunci
C,(X,E) ~ C,(Y, E) x H,
unde H ={f € C,(X,E): Y C f~1(0)}.

Teorema 2.40 (pentru F = R vezi [6, Teorema 0.6.2]; [76, Problema 177]). Fie E un spatiu
liniar topologic infinit si local convex peste corpul K de numere reale sau complexe. Fie X
un spativ homeomorf cu'Y x E pentru careva spativ Y. Atunci spatiul Cy(X, E) este liniar
homeomorf cu (Cy(X, E))X, adicd existd un homeomorfism h : Cp(X, E) — (Cy(X, E))R0
astfel incat h(f+g) = h(f)+h(g) st h(t- f) =t-h(f) pentru orice f,g € C,(X, E) sit € R.

Demonstratie. Daca un spatiu Z este suma discreta de spatii {Z,, : a € A}, atunci Cp(Z, E) ~
M Cp(Za, E) : a € A} (vezi [6, Propozitia 0.3.4]).

Fie a € E unde a # 0. Orice numar A € K este identificat cu punctul A - a. Atunci K
este un subspatiu liniar al lui F si spatiul discret Z este un subspatiu al lui K. In acest caz
a=1. Astfel Z C R C K C E. Exista un retract continuu si liniar r : £ — R peste corpul
numerelor reale, unde r(\) = A pentru orice A € R.

Notam cu Ey = r~(0). Atunci Ejy este un subspatiu inchis a lui £ si peste corpul
numerelor reale avem E ~ Ey x R. Putem presupune ca ' = Fy x Rsi X =Y x Ey x R.

Consideram retractia p: X — Y X R, unde p(y, z, A) = (y, A) pentru orice
(y,2,\) €Y X Eg xR=X

care este liniar peste corpul numerelor reale R.
Notam cu
Xo=Y X Ey X Z.
Exista o aplicatie liniara si continua u : C,(Xo, E) — C,(X, E), unde u(g)|Xo = g pentru
orice g € Cp(Xo, E). Fie x = (y,2,\) € Y x Ey x R. Exista un unic n(z) € Z astfel incat
n(z) < An(x) + 1. Notam cu M(x) =n(x) + 1 — A si

u(g)(x) = A=) - g(y, z,n(x)) + (1 = Mx))g(y, 2, n(x) +1).

Evident, aplicatia u este continua si liniara. Daca = € X, atunci n(x) = A\, AM(z) = 1 si

u(g)|Xo = g pentru orice g € C,(Xo, E). Asadar spatiile Xy si Xy x Z sunt homeomorfe.

57



Fie H={f € C,(X,E): Xo C f~(0)} un subspatiu liniar al lui C,(X, F). Prin urmare
Co(X, E) ~ Cp(Xo, E) x H) ~ Cp(Xg x Z, E) x H) = Cp( X, E)Y x H.

Notam cu Y,, =Y X [n,n+ 1] x Eg, H, = {f|Ya: f € H} si F,, =Y x {n,n+ 1} x Ey
pentru orice n € N. Intrucat spatiile Y;,, Y,, sunt homeomorfe si H, = {f € C(Y,,,E) : F,, C
f~%0)}, avem H, ~ H,, pentru orice n,m € N. Din constructie, H = II{H,, : n € N}.
Asadar H ~ HY.

Prin urmare

Co(X, E) ~ Cp(Xo, E)N x H) ~ Cp(Xo, E)Y x HY = (C,(Xo, E) x H)N = C, (X, E)N.

2.6. Prelungirea functiilor cu valori in spatii discrete

Un spatiu X se numeste normal, daca orice doua submultimi inchise din X pot fi separate
cu multimi deschise. In cele ce urmeaza notam D = {0,1} in topologia discreta si cu D,

spatiul topologic discret cu 7 elemente.

Teorema 2.41. Fie Y C X, X un spatiu normal si dimX = 0. Atunci urmatoarele pro-

prietati sunt echivalente:

1. Pentru orice submultime deschisa si inchisa U a lui Y, multimea clxU este deschisa

st inchisa in clxY .

2. Pentru orice partitie deschisa si inchisa v = {U,V} a lut Y, exista o partitie deschisa

si inchisa v = {U",V'} a lui X astfel incait U =U'NY i V=V'NY.
3. Orice functie f € C(Y, D) poate fi prelungitd la o functie din C(X,D).

Demonstratie. (i)—(ii) Fie X un spatiu normal si dimX = 0. Atunci IndX = 0, ceea ce
inseamna ca oricare doua submultimi disjuncte si inchise ale lui X pot fi separate de catre
doua submultimi disjuncte, deschise si inchise ale lui X; altfel spus, X este ultranormal [30].
Fie v = {U,V} o partitie deschisa si inchisa a lui Y. Atunci, din presupunere, clxU este
deschisa si inchisa in clxY . Intrucat clyY este o submultime deschisa a lui X, aplicand [30,

Lema 1.1], exista o submultime deschisa si inchisa U’ a lui X, astfel incat clxU = U'NelxY.
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Pe de alta parte, U C ¢lxU si U este deschisa si inchisa in Y, ceea ce implica U' NY = U.
Deducem ca {U’, X \ U’} este partitia cautata.

(ii)—(i) Fie U o submultime deschisa a lui Y. Atunci {U,V =Y \ U} este o partitie
deschisa si inchisa a lui Y. In aceste conditii, din presupunere, exista o partitie deschisa si
inchisa {U’,V'} a lui X astfel incat U = U'NY si V =V'NY. Acum, intrucat {U,V'} este o
partitie a lui Y avem clxY = clxU UclxV. Pe de alta parte, U C clxU C U’ si prin urmare
cxU =U'"NclyY, ceea ce inseamna ca clxU este deschisa si inchisa in clxY .

(ii)<>(iii) Este evident.

Remarca 2.42. Teorema de mai sus va fi adevarata si in cazul cand vom inlocui conditia

“dimX =07 cu "X este Lindeldf si zero-dimensional (indX =0)”.

Demonstratie. intr—adevér, daca X este Lindelof, atunci indX = 0, daca si numai daca

IndX =0 [32, Teorema 1.6.5].

Remarca 2.43. Echivalenta (ii)< (iii) din Teorema 2.41 este adevdrata pentru orice spatiu

X.

Exemplul 2.44. Fie Y = N inzestrat cu topologia discreta si X = BN. Atunci X este un
spatiu normal si dimX = 0. Fie T < w. Atunci orice functie continud definita pe'Y cu valori
in D, poate fi prelungita la o functie continua pe X. fnsd, daca T > w, atunci intrucat o
functie continua pe un compact trebuie sa fie marginita, nu orice functie continuda pe Y cu
valori in D, poate fi prelungita la o functie continua pe X . Astfel in cazul functiilor continue
cu valori intr-un spatiu discret infinit, condititle ca X sa fie spatiu normal si dimX = 0 nu

sunt suficiente.

O familie v de submultimi ale unui spatiu X se numeste discreta, daca pentru orice punct
x € X exista o vecinatate care se intersecteaza cu cel mult un element din . Un spatiu X
se numeste 7-colectiv normal, daca pentru orice familie {F, : o € A, |A| < 7} de submultimi
discrete din X, exista o familie de multimi deschise si disjuncte {U, : « € A, |A| < 7} astfel

incat F, C U, pentru orice a € A.

Teorema 2.45. Fie Y C X, X un spatiu 7-colectiv normal, 7 > w si dimX = 0. Atunci

urmatoarele proprietati sunt echivalente:

1. Pentru orice familie discreta {U, : « € D71} de submultimi deschise si inchise ale lui

Y familia {clxU, : o € Dt} este discreta in X.
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2. Pentru orice submultime deschisa si inchisa U a lui Y multimea clxU este deschisa si
inchisa in clxY si orice familie discreta {U, : a € D1} submultimi deschise si inchise

ale lui 'Y este local finita in X.

3. Orice functie f € C(Y,D;) poate fi prelungita la o functie din C(X,D;).

Demonstratie. (i)—(ii) Fie {U, : @ € D7} o familie discreta de submultimi deschise si inchise
ale lui Y. Din presupunere, {clxU, : a € D1} este discreta in X, insa U, C clxU, pentru
orice & € D7, prin urmare {U, : o € D7} este local finita in X.

Acum, presupunem ca {U, : @ € D7} este o acoperire discreta a lui Y cu submultimi
deschise si inchise. Folosind presupunerea obtinem ca clxU, = clxY \U{Us : 8 € D, \{a}}
ceea ce Inseamna ca clyU, este deschis si inchis in Y pentru orice a € Dr.

Acum, fie U o submultime deschisa si inchisa a lui Y. Atunci {U,Y \U} este o familie dis-
creta de submultimi deschise si inchise ale lui Y. Aplicand rezultatele precedente concludem
ca clxU este deschisa si inchisa in clxY.

(ii)—(i) Fie {U, : a € D7} o familie discreta de submultimi deschise si inchise ale lui
Y. Atunci, din presupunere, {U, : a € D7} este local finita in X si clxU, este deschisa si
inchisa in clxY pentru orice o € Dr. fntrucét, pentru orice o € Dr, U, sunt disjuncte doua
cate doua si clxU, sunt deschise si inchise in clyxY concludem ca clxU, sunt de asemenea
disjuncte doua cate doua. Astfel {clxU, : a € D7} este discreta in X.

(i)—(iii) Fie f € C(Y,D,). Fie {U, = f~'(a) : @ € D7} o familie discretd de submultimi
deschise si inchise ale lui Y. Din presupunere, {clxU, : « € D7} este discreta in X si intrucat
X este T-colectiv normal si dimX = 0, exista o colectie discreta {V, : @ < 7} de submultimi
deschise si inchise ale lui X astfel incat clxU, C V,, pentru orice o € D7. Putem presupune
ca {V, : a < 7} este o acoperire a lui X. Fie g € C(X,D,), g '(a) = V, pentru orice
a € Dr.

Functia g este cea cautata.

(iii)—(i) Fie {U, : @ € D7} o familie discreta de submultimi deschise si inchise ale
lui Y. Fie f € C(Y,D,) astfel incat f~'(a) = U, pentru orice « € Dr. Atunci, din
presupunere, exista g € C(X,D,) astfel incat g(x) = f(z) pentru orice x € Y. Prin urmare
{Vo =g '(a) : « € D7} este o partitie deschisa si inchisa a lui X astfel incat U, =V, NY
pentru orice « € D7. Atunci clxU, = V,NelxY si {clxU, : « € D1} este o partitie deschisa

si inchisa a lui clxY.
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Exemplul 2.46. Fie X = {(z,y) : 2* + y* < 1} un subspatiu al planului cu distantd:
d((0,0), (x,y)) = |z| + |y| pentru orice (x,y) € X; daca (x,y), (u,v) € X six:y=wu:v (se
afld pe aceeasi linie care intersecteazd originea), atunci d((x,y), (u,v)) = |z — u| + |y — v|;
daca (x,y), (u,v) € X si x:y #u:v, atunci d((x,y), (u,v)) = |z| + ly| + |u| + |v].

Spatiul X este un hedgehog metrizabil [31]. Fie

1
Y:{(x,y)EX:§<x2+y2}.

Pentru orice a € [0, 27] notam
I, = {(tcosa, tsina) : 0 <t < 1}

st F, = I,NY. Atunci orice submultime deschisa si inchisa U a lui Y este o reuniune a
unui careva F,. Pentru orice submultime deschisa si inchisa H a lui Y multimea clx H este
deschisa si inchisa in clxY .

Fie f 'Y — D, o functie continua definita pe Y cu valori intr-un careva D.. Daca
lf(Y)| > 2, functia f nu poate fi prelungita la o functie continua pe X. Astfel conditia

dimX =0 este esentiala in Teorema 2.45.

2.7. Prelungirea functiilor cu valori in spatii metrice

Un spatiu topologic X este complet dupa Dieudonné, daca pe spatiul X exista o uni-
formitate completa. Un spatiu X este complet topologic, daca X este homeomorf cu un
subspatiu inchis a unui produs de spatii metrizabile [32]. Completarea dupa Dieudonné puX
a spatiului X este spatiu complet topologic pentru care X este un subspatiu dens al lui uX
si orice functie continua ¢ definita pe X cu valori intr-un spatiu topologic complet Y admite
o prelungire continua pug la pX.

Fie 7 un numar cardinal infinit. Notam prin p,X un spatiu complet topologic pentru
care X este un subspatiu dens al lui p, X si orice functie continua g definita pe X cu valori
intr-un spatiu metrizabil Y cu ponderea < 7 admite o prelungire continua p,g la p,X.

Cardinalul infinit ¢(X) = sup{|y| : v C t*(X) familie de multimi disjuncte doud cdte
doud} se numeste numarul Souslin al lui X.

Daca 7 si k sunt numere cardinale infinite si 7 < k, atunci X C p, X C p,X. Prelungirea
vX = uy, X se numeste completarea Hewitt-Nachbin a unui spatiu X. Daca 7 > ¢(X), atunci

X = puX.
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Teorema 2.47. Fie Y un subspatiul al spatiului X, E un spatiu topologic astfel incat E =
- E si pentru orice subspatiu inchis Z al lui X si orice functie continua g : Z — E exista o
prelungire continua g : X — E. Daca .Y = cl,, xY, atunci pentru orice functie continua

g:Y — E emista o prelungire continua g : X — F.

Demonstratie. Fie g : Y — E o functie continua fixata. Aceasta functie admite o prelungire
continua u,g la u, Y, adica u, g : uY — E.

Insg pY = cl, xY, intrucat X este scufundat in . X si Y C X putem privi p,Y ca un
subspatiu inchis al lui g, X. Acum notam Z = p, Y N X si ¢ = p,9|Z.

Din conditiile teoremei orice functie continua pe Z cu valori in E admite o prelungire
continua la X. Astfel prelungirea continua a lui g, ¢ admite o prelungire continua g : X —

E.

Spunem ca familia {F,, : @ € A} de submultimi a spatiului X este functional discreta,
daca exista o functie continua g : X — Y cu valori intr-un careva spatiu metrizabil Y astfel

incat {g(F,) : @ € A} este o familie discreta de submultimi ale spatiului Y.

Teorema 2.48. Fie Y un subspatiu al spatiului X, 7 un numar cardinal infinit si pentru
orice functie continua g : Z — E definita pe un subspatiu inchis Z al lui X cu valori
intr-un spatiu Banach E cu ponderea < 7 exista o prelungire continua g : X — E. Atunci

urmatoarele proprietati sunt echivalente:
1. pY =cl, xY,

2. Pentru orice functie continua g : Y — FE cu valori intr-un spativ E cu ponderea < 1

exista o prelungire continua g : X — F.

3. Pentru orice functie continua g : Y — E cu valori intr-un spatiu Frechet E cu

ponderea < T exista o prelungire continua g : X — E.

4. Pentru orice functie continua g : Y — E cu valort intr-un spativ metrizabil £ cu

ponderea < T exista o prelungire continua g : clxY — F.

5. Pentru orice familie functional discreta {F, : o € A} a unui spativ Y cu [A] < 7

familia {clxF, : o € A} este discreta in X.

Demonstratie. In primul rand vom stabili ca spatiul X este 7-colectiv normal. Fie {F, :

a € A} o familie discreta de submultimi inchise ale spatiului X astfel incat |A| < 7. Atunci
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Z = U{F, : a € A} este o submultime inchisa a lui X. Exista un spatiu Hilbert H cu
ponderea 7 astfel incat D, este un subspatiu inchis al lui H si ||z — y|| > 1 pentru orice
z,y € D,. Fie h : A — D, o functie injectiva. Consideram functia g : 7 — D, C H,
unde g(F,) = {h(a)} pentru orice a € A. Intrucit {F, : a € A} este o familie discrets,
functia g este continua. Notam U, = {z € H : ||z — h(a)|| < 27?}. Exista o prelungire
continud g : X — H a functiei g. Atunci {V, =g ' (U,) : o € A} este o familie discreta de
submultimi deschise din X si F,, C V, pentru orice o € A. Astfel X este T-colectiv normal.

(i)—(ii) Rezulta din Teorema 2.47.

(i)—(iv) Fie E un spatiu metrizabil cu ponderea mai mica sau egala cu 7sig:Y — F
o functie continua. Exista o prelungire continua pu.g : pu,Y — E a functiei g. Intrucat
Y C X, avem ca clxY = p. Y N X. Astfel g = p-glelxY : clxY — E este o prelungire
continua a functiei g.

(ii)—(i) Orice spatiu metrizabil cu ponderea mai mica sau egala cu 7 poate fi scufundat
intr-un spatiu Hilbert cu ponderea mai mica sau egala cu 7. Fie H un spatiu Hilbert cu
w(H) < 7 astfel incat F poate fi scufundat in H.

Fie g : Y — FE C H o functie continua si g : X — E C H o prelungire continua
a functiei g. Atunci g poate fi prelungita la g : u, X — H, insa ¢ = g|cl, xY este o
prelungire continua a g. Astfel p.Y =cl, xY.

(iv)—(iii) Rezulta din faptul ca X este 7-colectiv normal si un rezultat din [66].

(iii)—(ii) Este evident deoarece orice spatiu Frechet este spatiu Banach.

(iv)—(v) Fie {F, : @ € A} o familie functional discreta a spatiului Y si |A| < 7. Atunci
exista un spatiu metrizabil Y7 si o functie continua g : Y — Y] astfel incat {g(F,) : o € A}
este o familie discreta de submultimi ale lui ;. Atunci exista o familie discreta {U, : o € A}
de submultimi deschise ale lui Y] astfel incat cly,g(F,) C U, pentru orice « € A. Prin
urmare pentru orice o € A exista o functie continua h, : Y — I = [0,1] astfel incat
Y\ g7 (Ua) € b (0) si Fu € (1),

Fie H; spatiul Hilbert a tuturor functiilor f : A — R astfel incat multimea f(A) este
finita si

< fi.fa>=) {fi(@) fola):z € A}

Completarea H a spatiului H; este un spatiu Hilbert (si Banach) cu ponderea |A| < 7.
Pentru orice y € Y consideram functia f, : A — R, unde f (o) = hq(y) pentru orice

a € A Atunci ¢ : Y — H, unde ¢(y) = f, este o functie continua. Prin urmare exista o

63



prelungire continua p,¢ : clxY — E. Daca y € F,, atunci fy(a) = 1si f,(8) = 0 pentru
orice B € Asi f # a. Astfel f, = f, pentru orice y,z € F, si « € A. Notam [, = f,
pentru un y € F, fixat. Atunci ||l, — (]| = 2 si ||la]| = 1 pentru orice a, f € A si a # f.
Prin urmare {p(F,) : @ € A} este o familie discreta de puncte ale spatiului H. Asadar
{® = prp (o) : @ € A} este o familie discretd de submultimi ale lui X. Intrucat F,Co,,
implicatia (iv)—(v) este demonstrata.

(v)—(iv) Fie g : Y — FE o functie continua cu valori in spatiul metric £ cu ponderea mai
mica sau egald decat 7. Din conditia (v) rezulta ca clgzxY = Y, adica Y C gX.

Fie Z =clxY. AtunciY C Z C X si Y = fZ C BX.

Consideram prelungirea continua ¢ : 37 — SFE a functiei g. Afirmam ca ¢(Z) C E.

Presupunem ca zg € Z si ¢(z9) € fE\ E. In primul rand afirmim c& z, € vY C BZ.
Presupunem ca zp € fZ \ vZ.

In acest caz existd o functie continui h : 5Z —» [0,1] astfel incat h(z) = 0 si h(y) > 0
pentru orice y € Y [32, Teorema 3.11.10]. Notam

1 1
U, = Y —— <h Ay
{y e g < (y)<n}

Din constructie, U = U{U, : n € N} ={y € Y : 0 < h(y) < 1}. Prin urmare 2y € clgzU.
Atunci familiile v; = {clzUsn_3 : n € N}, vo = {clzUs—2 : n € N}, 3 = {clzUs—1 : n € N}
si v4 = {clzUy, : n € N} sunt discrete in Z, adica familia v = {clzU, : n € N} este local

finita. Din constructie, zy ¢ clzU, pentru orice n € N. Asadar
20 ¢ U{clzU, : n € N} = clz(U{U, : n € N}),

ceea ce este o contradictie. Prin urmare 2, € vY.

O multime F' C Y este o zero-multime, dacd F' = h~!(0) pentru o functie continud h
fixatd definitd pe V. In acest caz Y \ E se numeste co-zero-multime a lui Y.

Presupunem ca ¢(z) € SE\ E. Pentru orice € E exista o submultime deschisa V. a lui
E astfel incat = € V, si p(20) ¢ clgpV,. In acest caz z ¢ clx (g (V,)). Existi o acoperire
local finita o-discreta {W3 : 8 € B} astfel incat:

- |B| < 7 si pentru orice § € B exista x(f) € E astfel incat W C Vya);

- B=U{B,, : n € N} si orice familie {WW3: § € B, } este discreta in E.

Atunci zq ¢ clxg~'(W3) pentru orice 3 € B. Din constructie, familia {g~* (W) : 8 € B, }
este functional discretd in Y. Prin urmare, {clxg~'(W3) : 8 € B,} este o familie discreta

in X si Z, = U{clxg (W) : B € B,} este o submultime inchisd a lui X. Din constructie,
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2 € Z\U{Z, : n € N}. Intrucit Z este un spatiu normal, existd o functie continui
h :Z — [0,1] astfel incat h(zg) = 0 si h(z) > 27" pentru orice z € Z, si n € N. Atunci

2o ¢ VY, ceea ce este o contradictie.

Corolarul 2.49. Fie Y un subspatiu al unui spatiu 7-colectiv normal X . Atunci urmatoarele
proprietat sunt echivalente:

(1) Y =cl,xY.

(i1) Pentru orice functie continud g : Y — E cu valori intr-un spatiu Banach E existd
o prelungire continua g : X — E.

(i1i) Pentru orice functie continud g : Y — E cu valori intr-un spatiu Fréchet E existd
o prelungire continua g : X — E.

(iv) Pentru orice functie continud g : Y — E cu valori intr-un spatiu complet metrizabil
E exista o prelungire continua . g : clxY — E.

(v) Pentru orice familie functional discreta {F,, : a € A} a unui spativ'Y familia {clx F, :

a € A} este discreta in X.

Exemplul 2.50. Presupunem ca Y este un spatiu discret care nu este un spatiu Hewitt-
Nachbin complet. Fie o submultime numarabild nevida H C vY'\Y fizata. Notam Z = YUH.
Fie S = {0}U{n"! : n € N} un subspatiu al numerelor reale si X =Y x (H x S) un subspatiu
al spatiului Z x S. Atunci X este un spatiu topologic complet si paracompact care nu este un
spatiu Hewitt-Nachbin complet. Conform constructiei, dimX =0 si Y C Z Ccl,xY CrvX.
Pentru orice functie continua g : Y — E cu valori intr-un spatiuv metrizabil, complet st
separabil E exista o prelungire continua g : X — E. Daca Y este un subspatiu inchis
al unui spativ Banach E, atunci functia identica g : Y — Y C E nu admite prelungiri

continue la Z si X.

2.8. Concluzii la capitolul 2

Problema studierii corelatiilor dintre proprietatilor topologice ale spatiului X, proprietatile
topologico-algebrice ale spatiului £ si proprietatile topologico-algebrice ale spatiului C,, (X, E)
a fost evidentiata in multe lucrari insa mai mult pentru cazul cand F = R sau F = Z.

In capitolul 2 au fost cercetate corelatiile dintre proprietétile spatiilor X, E si Co(X, E)
pentru cazuri mult mai generale. Respectiv metodele dezvoltate in acest capitol pot fi
utilizate In cercetarile ulterioare privitor la corelatiile dintre proprietatile spatiului X si

proprietatile spatiului functional C,(X, E).
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Deopotriva cu aceste proprietati, in acest capitol a fost cercetata si problema prelungirii
aplicatiilor cu valori in spatii metrice si in spatii metrizabile complete. Este bine stiut ca
problema prelungirii aplicatiilor are un rol important in aplicatiile matematicii, in particu-
lar posibilitatea de prelungire a aplicatiilor este o conditie esentiala pentru doua rezultate
principale din capitolul 3.

Asadar in capitolul 2:

1. A fost definita celularitatea punct-finita p(X) a spatiului X, numarul lui Alexandroff
a(X). A fost determinata corelatia dintre celularitatea punct-finita a spatiului topologic X
si numarul lui Alexandroff a spatiului C,(X, E) (s-a demonstrat ca p(X) = a(C,(X, E)),
pentru orice spatiu E-Tychonoff X si orice spatiu metrizabil E).

2. A fost definita Z-desimea t7(X) a spatiului X, 7-plasabilitatea spatiilor zero-dimensi-
onale. S-a demonstrat t7(X) = ¢o(C,(X,Z)) pentru orice spatiu zero-dimensional X avem.

3. A fost definite notiunea de spatiu 0-stabil, monolitic si proiectiv-complet. S-a demon-
strat ca spatiul zero-dimensional X este discret, daca si numai daca C,(X,Z) este proiectiv-
complet, 0-stabil si Z-compact.

4. Au fost stabilite conditiile de prelungire ale aplicatiilor cu valori in spatii metrizabile

complete.
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3. APLICATII ALE STRUCTURILOR
ALGEBRICE LA STUDIEREA
PROPRIETAI‘ILOR TOPOLOGICE

Fie R un inel topologic si £ un R-modul topologic cu unitate. Notam cu C,(X, E)
totalitatea aplicatiilor continue ale spatiului X in E in topologia convergentei punctiforme.

Spatiile X si Y se numesc [,(E)-echivalente, daca R-modulele topologice C,(X, E) si
C,(Y, E) sunt izomorfe topologic. Spunem ca o proprietate P se pastreaza la [,( E')-echivalente,
daca C,(X, E) si C,(Y, E) sunt izomorfe topologic, atunci X poseda proprietatea P, daca si
numai daca Y poseda proprietatea P. Pentru £ = R au fost demonstrate multe rezultate
(vezi [10]). In [16] au fost demonstrate rezultate pentru E spatiu normat, iar in [80] au fost
demonstrate rezultate pentru F spatiu normat si topologia compact deschisa.

In acest capitol sunt prezentate rezultatele pentru cazuri mai generale cand P se pastreaza
la [,(E)-echivalente.

Rezultatele acestui capitol au fost publicate in [20, 21].

3.1. Functii continue cu valori in module topologice

Fie X un spatiu topologic, R un inel topologic si ' un R-modul topologic. Vom nota prin
C(X, E) familia tuturor functiilor continue definite pe X cu valori in E, iar prin C,(X, E)
vom nota spatiul C'(X, E) inzestrat cu topologia convergentei punctiforme. Amintim ca

familia de multimi de forma
W1, 29, ..., xn, U, Us, ..., Uy) = {f € C(X, E) : f(z;) € U; pentru orice i < n},

unde x1, 2y, ...,x, € X, Uy, Us, ..., U, sunt submultimi deschise ale lui £ si n € N, formeaza
o baza a spatiului C,(X, E).

Spatiile X si Y se numesc [,(E)-echivalente, daca spatiile C, (X, E) si C,(Y, E)) sunt spatii
liniare homeomorfe si notam aceasta relatie prin X Ly,

Amintim ca o scufundare a lui X in Y este o functie e : X — Y astfel incat e este un

homeomorfism al lui X ine(X) C Y.

Propozitia 3.1. Fie E un R-modul topologic. Atunci C,(X, E) este un R-modul topologic,
iar E se poate scufunda ca submodul inchis in C,(X, E). Mai mult, aceasta scufundare este

una naturald.
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Demonstratie. Se poate demonstra usor ca C,(X, E) este un grup in raport cu operatia de
adunare punctuala a functiilor si respectiv este un modul unitar peste inelul R. Pentru orice
a € F definim functia ay : X — E prin ax(x) = a pentru orice z € X, cu alte cuvinte ax
este o functie constanta.

Fiee: E — Cy(X, E), unde e(a) = ax(z) pentru orice a € E. Functia e este injectiva,
deoarece, daca a,b € E, cu a # b, atunci ax(z) = a # b = bx(x) pentru orice z € X.

Multimile W (z1, za, ..., 2y, Uy, Us, ..., Uy,) = {f € Cp,(X, E) : f(z;) € U;}, unde n € N,
x1,To, ..., Ty € X si Uy, Uy, ..., U, sunt submultimi deschise ale lui £, formeaza baza deschisa
a spatiului C,(X, E).

Daca x1, o, ...,z, € X si U este deschisa in E, atunci

e(U) ={ax:acU}
=e(E)NW(xy,x2y....xn, U, U, ... U).

Deci e este o aplicatie deschisd sau, echivalent, e™! : ¢(E) — FE este continua. Pe de

alta parte,

e *W(xy, 2a, oy 2, Uy, Usy o Uy) Ne(E)) ={a€E:ax eUiNU,N...NU,}
=UN0UN...NU,.

Ceea ce Inseamna ca e este continua. Asadar e este un homeomorfism al lui F in e(E), adica
o scufundare a lui E in C,(X, E).

Fixam g € C,(X, E) astfel Incat g ¢ e(E). Atunci exista doud puncte distincte z1, 22 € X
astfel incat g(x1) # g(z2). Fie acum U; si Uy doua multimi deschise din E astfel incat g(z;) €
Ui, g(x2) € Uy si Uy NUy = (0. Atunci g € W (xy, 29, Uy, Uy) st W(xy, 29, Ur,Us) Ne(R) = (.
Asadar e(E) este inchisa in C,(X, E).

Propozitia 3.2. Daca E este un R-modul topologic zero-dimensional, atunci C,(X, E) un

R-modul topologic zero-dimensional.

Demonstratie. Pe de o parte, spatiul E¥ este zero-dimensional deoarece este produs carte-
zian de spatii zero-dimensionale. Pe de alta parte, C,(X, E) este un subspatiu al lui EX.
Prin urmare C,(X, E) este zero-dimensional deoarece orice subspatiu al unui spatiu zero-

dimensional este si el zero-dimensional.
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3.2. Aplicatia de evaluare

Fie X un spatiu, R un inel topologic si £ un R-modul topologic netrivial. Fie z € X
un punct fixat. Atunci aplicatia &, : C,(X, E) — E definita prin &,(f) = f(z) se numeste

aplicatia de evaluare in punctul z.

Propozitia 3.3. Aplicatia de evaluare &, : Cp(X, E) — E este continud si liniard pentru

orice punct x € X.

Demonstratie. Fie x € X. Pentru orice multime deschisa U din F avem £ 1(U) = {f €

Co(X,E) : f(z) € U} = W(z,U). Insd W(z,U) este un element din subbaza topologiei pe

C,(X, E), adica £, 1 (U) este deschisd in C,(X, F) pentru orice submultime deschisa U C E.
Evident,

&(f +ag) = (f +ag)(z) = f(2) + ag(z) = &(f) + at(g)

pentru orice f,g € C,(X, F) si orice a € R. Asadar &, este o aplicatie continua si liniara.

Aplicatia ex : X — C,(Co(X, E), E), unde ex(z) = &, pentru orice z € X se numeste

aplicatia canonica de evaluare.

Propozitia 3.4. Aplicatia de evaluare canonicd ex : X — C,(Cp(X, E), E) este continud.

Mai mult, multimea ex(X) este inchisa in Cy(Cy(X, E), E).

Demonstratie. Fie U =W (f1, fo, ..., fx, U1, Ua, ..., Ux) Nex(X) o multime deschisa standard
in C,(Ch(X, E), E)Nex(X). Fara a pierde din generalitate, putem presupune ca U C ex(X),

adica

U ={&cex(X):&(f:) €U,z e X,i=1,k}
={& cex(X): file) e Upw € X,i=1,k}.
Pe de alta parte
ex (U) ={xeX: fi(x) €Uyi=1k}
=n{f N U;) i =1,k}.

Intrucat pentru orice i = 1,k si f; € C (X, E), multimea e, (U) este o intersectie finita de

multimi deschise, obtinem ca ea este deschisa.

Fie p € Cp(Cp(X, E), E) \ ex(X). Exista f € C,(X, E) si b € X astfel incat ¢(f) # f(b)
= &(f). Alegem in E doua multimi deschise V' si W astfel incat ¢o(f) € V, f(b) € W si VN
W = (. Multimea U = {¢ € C,(C,(X,E), E) : ¥(f) € V'} este deschisa in C,(C,(X, E), E)
siUnNex(X)=0.
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Propozitia 3.5. Daca C,(X, E) este o familie separatoare si requlata, aplicatia de evaluare
canonica ex : X = Cp(Cp(X, E), E) este un homeomorfism al lui X in subspatiul ex(X) al
i Cyp(Cp(X, E), E).

Demonstratie. Intrucat aplicatia de evaluare canonica este continua, este evident ca este
surjectiva si respectiv ne ramane sa demonstram ca ey este injectiva si functia inversa este
continua.

In primul rand, vom arata ca ex este injectiva. Fie x,y € X, © # y. Din ipoteza,
Co(X, E) este o familie separatoare, adica exista o functie f € C,(X, E) astfel incat f(z) #
f(y), asadar &, # &,

Acum vom demonstra ci e’

este continua. Fie F' o submultime inchisa a lui X. Din
ipoteza C,(X, E) este o familie regulata, adica pentru orice x ¢ F exista f € C,(X, E) astfel
incat f(z) ¢ clgf(F). Asadar f(x) are o vecinatate Uy pentru care Uy N f(F) = 0.
Atunci W(f,Uy)) este o vecinatate a lui &, care nu se contine in ex(F'), adica ex(F) este

inchisa. Asadar ey este continu.

Un spatiu X se numeste:

(i) R-complet regulat, daca pentru orice submultime inchisa F' din X si orice punct
a€ X\ F exista f € C(X, R) astfel incat f(a) ¢ clpf(F);

(ii) R-Tychonoff, daca pentru orice submultime inchisa F' din X si orice punct a € X \ F
exista g € C'(X, R) astfel incat g(a) =0si F C g~ !(1).

Spatiul R este R-complet regulat.

Remarca 3.6. Fie X un spatiu R-Tychonoff. Atunci:

1. X este spatiu Tychonoff.

2. Daca E este un R-modul topologic, atunci pentru orice multime inchisa F' din X, orice
punct a € X \ F si orice punct b € E, exista f € C(X, E) astfel incat f(a) = 0 si
F(F) =b.

3. X este R-complet requlat.
Remarca 3.7. Fie E un R-modul topologic si X un spatiuv R-complet requlat. Atunci:

1. X este un spatiu Tychonoff.
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2. Pentru orice multime inchisa F' din X si orice punct a € X \ F exista f € C(X, E)
astfel incat f(a) ¢ clgf(F).

3. C(X, E) este o familie separatoare si requlata de functii continue.

Remarca 3.8. Un spatiu X este R-complet regulat, dacd si numai daca familia C(X, E)

este separatoare si requlata pentru orice R-modul topologic netrivial E.
Propozitia 3.9. Daca indX = 0, atunci spatiul X este R-Tychonoff.

Demonstratie. Daca C' este o submultime deschisa si inchisa, atunci aplicatia yc este con-
tinua, unde xo(C) =1si xo(X \ C) =0.

Vom alege un punct x € X si o submultime inchisa F' din X astfel incat © € X \ F.
Intrucat indX = 0 existd o submultime deschis si inchisi C' astfel incat C' C X \ F. Atunci
X \ C este la fel deschisa si inchisa si F' C clxF' € X \ C. Functia caracteristica g = xx\c
este continud, g(z) = 0si F C g7'(1). Asadar X este R-Tychonoff.

Definitia 3.10. Fie R un inel topologic. Un R-modul topologic E se numeste:

(i) simplu, daca nu contine un submodul netrivial peste R;

(1) local simplu, daca E nu este trivial si exista o multime deschisa U din E astfel incat
0 €U si U nu contine R-submodule ale lui E;

(i1i) R-inchis, daca existd o aplicatie continud si surjectivi ¢p : E — R astfel incat
vp(x+vy) =pp(r)+ ¢r(y) si pp(tr) = tegp(x) pentru oricet € R si x,y € E.
Exemplul 3.11. Fie R corpul numerelor reale si C corpul numerelor complexe. Inelele R

si C sunt inele simple.

Exemplul 3.12. Daca R este corpul numerelor reale sau a numerelor compleze, atunci orice

spatiu local convex si liniar peste R este un modul R-inchis.

Exemplul 3.13. Fie Q corpul numerelor rationale. Atunci R st C sunt local simple, nu

sunt simple si nu sunt Q-module Q-inchise.

Exemplul 3.14. Daca R este un inel local simplu, atunci R™ este un R-modul R-inchis

local simplu pentru orice numar natural n > 1.

Exemplul 3.15. Fie Z inelul numerelor intregi. In raport cu topologia discreta Z, este un
inel local simplu si nu este un inel simplu. Dacap > 2 si Z, = p- 7, atunci Z, este un ideal
si {nZ, : n € N} este o bazd in punctul 0 a topologiei de inel. In aceastd topologie 7, nu este

un inel local stmplu.
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Lema 3.16. Fie R un inel si E un R-modul. Atunci Ra este un R-modul pentru orice

a€ k.

Demonstratie. Fie a € E, a # 0. Conform definitiei Ra = {za : a € R}. In primul rand
vom demonstra ca Ra este un grup abelian.

Fie x,y € Ra, atunci exista x1,y; € R astfel incat z = x1a si y = y1a. Atunci
r+y=mra+ya=(x;+y)a € Ra.
De asemenea
04+ xia=2x1a+0=270

si

ria+ (—x1)a = (—x1)a + x1a = 0.

Astfel Ra este un grup in raport cu operatia de adunare.
Acum vom demonstra ca Ra este un R-modul. Fie a, 5 € R si x,y € Ra. Conform

definitiei © = x1a si y = y1a pentru careva x1,y; € R. Atunci
a(xria + y1a) = aria + ayia € Ra,

(a+ PB)xia = axia + fxia

s

a(fr) = a(fria) = (af)ria = (af)z.

Remarca 3.17. Este evident, din Lema 3.16, ca pentru orice inel simplu R si orice a € R,
a # 0, avem Ra = R, adica R este un corp. Mai mult, pentru orice R-modul simplu E si

oricca € E, a# 0, avem Ra = FE.

Propozitia 3.18. Fie E un R-modul R-inchis local simplu, a € E si pp(a) = 1. Atunci
E, = {ta:t € R} este un R-submodul al lui E cu proprietatile:

1. v, = vg|E, : E, — R este un izomorfism topologic a R-modulului E, in R-modulul
R.

2. Aplicatia v, : E — E,, unde v,(z) = v; (¢r(z)) pentru orice v € E homomorfism

deschis si continuu a R-modulului E in R-modulul E,.
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3. Spatiul E este homeomorf cu spatiul o5 (0) x E,.
4. Multimea E, este inchisa in E.

Demonstratie. Multimea ' (1) nu este vida. Fie a € p3'(1). Daci t € R, atunci pg(ta) =
top(a) =t-1 =t. Astfel pp(FE,) = R si v, este un homomorfism continuu si injectiv a
lui E, in R. Intrucat (t,z) — tx este o functie continua de la R x F la E, functia v, este
un homeomorfism, adici v,' : R — F, este continud. Asertiunea 1 este demonstrat.
Asertiunea 2 reiese din Asertiunea 1.

Functia ¢ : ¢3'(0) x E — E, unde 9(z,y) =  + y pentru orice x € p;'(0) si y € E,,

este un homeomorfism.

Fie X un spatiu, R un inel topologic si &# un R-modul topologic. Vom considera doua
submultimi ale lui C,(C,(X, E), E):

(i) Ly(X, E) = {121 + aazo + ... + 0y, t o € R, ; € ex(X),n € N}

(ii) M,(X, E) subspatiul aplicatiilor liniare si continue ale spatiului C,(X, E) in E.

(iii) Daca F' este un R-modul topologic, atunci £,(F, E) este spatiul aplicatiilor liniare

si continue ¢ : F' — E ca un subspatiu al spatiului C,(F, E).

Propozitia 3.19. Fie R un inel local simplu si X un spativ R-Tychonoff. Atunci M,(X,R) =
L,(X,R).

Demonstratie. Vom arata ca orice functie continua si liniara p € M,(X, R) poate fi scrisa

sub forma

H =121 + ey + ... + QpTy

pentruun n € N, oy € R, x; € ex(X) fixat si 1 <i <n.

Fie p € M,(X, R). Presupunem ca p # 0 si a; # 0 pentru orice i < n. Fie f € C(X, R),
f=0. Atunci pu(f) = 0, intrucat u este liniar. Alegem o vecinatate deschisa U a lui 0 € R
care nu contine R-submodule. Intrucat 1 este continua, putem gasin € N, z1, x9,...,x, € X
siV=V=V,=..=V, CU astfel incat u(W(xy,z2,...,xn, V1, Va,...,V,,)) C U.

Fie g € Cp(X, R) si g(x1) = g(z2) = ... = g(x,) = 0. Evident,

ag € W(xy,xay ooy Ty Vi, Vay ooy Vi)

pentru orice « € R. Astfel u(ag) € U siintrucat p este o functionala liniara, avem au(g) € U
pentru orice @« € R. Din Lema 3.16 deducem ca Ru(g) este un R-submodul al lui R si
Ru(g) C U, contradictie. Asadar Ru(g) = {0} si pu(g) = 0.
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Fie g; € C(X, R) astfel incat g;(z;) = 1 si g;(z;) = 0 pentru j # .

Notam «; = u(g;). Consideram
= oqx + axy + ...+ apTy,.

Atunci
p(g) = cng(ar) + azg(r2) + .. + ang(wn)
pentru orice g € C(X, R).
Fie g € C,(X, R) si

/

9 =9-91)g —9(x2)g2 — ... — 9(T0)Gn-

Evident, ¢ € C,(X, R) si ¢(x;) = 0 pentru orice i < n. Asadar u(g') = 0. Intrucat p este
functie liniara,

0=yp(y) = nulg) — m(X{g(xi)gi - i < n})
si

1(g) = u(X{g(xi)gi i <n}) = S{g(z:i)p(g:) : i < n}p = X{aig(x;) 1 i <n}.

Asadar p = p'.

Remarca 3.20. Fie E un R-modul topologic si Hom(E) multimea homomorfismelor con-
tinue ¢ : B — E. Daca p € M,(X,E) si ¢ € Hom(E), atunci pop € M,(X,E). Cum
retese din urmatorul exemplu, exista un inel topologic R, un R-modul topologic E, un spatiu

X, pe LyX,E) si p € Hom(E), astfel incat popu € M,(X,E)\ L,(X, E).

Exemplul 3.21. Fie R un inel simplu,n € N, n > 2 si E = R". Atunci E este un R-modul
R-inchis local simplu. Consideram homomorfismul ¢ € Hom(E), unde ¢(x1,xs, T3, ..., Ty)
= (z9, 1,3, ..., T,) pentru orice punct (1, Tq, X3, ...,T,) € E. Presupunem ca X un spaliu
R-Tychonoff nevid. Atunci ¢ o pu € My(X, E)\ L,(X, E) pentru orice functionald netriviala

p € L,(X,E). Presupunem ca
on = Oélbl -+ OéQbQ -+ Oémbm

54
n = pici + Bacy + ... Brcy,

unde m > 1, by, bo,....b,, sunt puncte distincte din X, k > 1, c1,co, ..., sunt puncte

distincte din X $i aq, g, ..., O, 1, Po, -, B € R\ {0}. Afirmam ca g op # n. Pentru orice
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1 < n notam
E; = {(z1,22,....,2,) € E: x; =0 pentru orice j #i,j < n}.

Din constructie, p(Ey) = Fy si ¢ = ¢~ '. Existd o functie continud g : X — E astfel incat
9(X) C Ey, g(by) = (1,0,...,0) € Ey sig(x) =0 pentru orice x € {by,ba, ..., by, €1, Co, ooy i} \
{bi}. Atunci p(g) = a1(1,0,...,0) € Ey, (pou)(g) = a1(0,1,0,...,0) € Ey, n(g) =
B;(1,0,...,0) € Ey, daca ¢; = by sin(g) = 0 € Ey, dacd ¢; # by pentru orice j < k.
Astfel 11(g),n(g) € Ev si (pop)(g) € Ez\ Er. Asadar g o p# 1.

Propozitia 3.22. Fie R un inel, E un R-modul topologic si X un spatiu. Atunci pentru
orice g € C(X, E) exista o functie liniara unica g € L,((Ly(X, E), E) astfel incit g = goex,

unde ex : X — L,(X, E) este aplicatia de evaluare.

Demonstratie. Fie Ey = E pentru orice f € Cy(X, E). Conform definitiei
ex(X) C Ly(X,E) C EYNE = T{E; : f € O(X, E)}.

Consideram proiectia 7y : EXF) — By = E. Fie f = 7f|L,(X,E) : L,(X,E) — E.
Atunci f si 7, sunt functii liniare continue. Dacd x € X, atunci f(ex(z))) = f(z). Astfel
f = flx sipentru orice f € C(X, F) exista o functie liniara f € £,(L,(X, E), E) astfel incat
f = foeyx. Intrucat subspatiul e x(X) genereaza spatiul liniar L,(X, E), functia liniara f

este unica.

Teorema 3.23. Fie R un inel, E un R-modul topologic si X un spatiu. Consideram spatiul
ex(X), unde ex : X — L,(X, E) este aplicatia de evaluare. Atunci spatiile liniare C,,(X, E),
Cplex(X), E) st L,(L,(X, E), E) sunt liniar homeomortfe.

Demonstratie. Fie Ey = E pentru orice f € C,(X, E). Conform definitiei
ex(X) C Ly(X,E) C B —T{E; : f € C(X,E)}.

Consideram proiectia w; : ECXF) — E; = E. Fie f = 7f|L,(X,E) : L,(X,E) — E.
Atunci f si 7w ¢ sunt functii liniare continue.

Daca g : ex(X) — E este o functie continua, atunci g o ex = f pentru o unica f €
C(X,E). Asadar g = mflex(X) si corespondenta f — mrlex(X) este un homeomorfism
liniar intre C,(X, E) si Cp(ex(X), E).

Astfel fara a pierde din generalitate, putem presupune ca X = ex(X) C L,(X, E).
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In virtutea Propozitiei 3.22, corespondenta 1 : Cp(X,E) — L,(L,(X,E), E), unde
U(f) = f, este o aplicatie liniara injectiva a lui C(X, E) in £,(L,(X, E), E).
Pentru orice y € L,(X, E) exista un numar minim n = n(y) € N, punctele unice

21(y), .., Tn(y) € X si punctele unice a;(y), ..., @, (y) € R astfel incat

y=ar1(y)ri(y) + - + an(y)Ta(y).

Asadar corespondenta 1 este continua si liniara.

Intrucas P(f)|X = f, functia 1! este continuA.

Remarca 3.24. Spunem ca ex(X) este E-replica spatiului X. Daca X este R-complet
requlat, atunci X = ex(X).

Corolarul 3.25. Fie X, Y doua spatii si R un R-modul local simplu. Spatiile C,(X, R)
si Cp(Y, R) sunt liniar homeomorfe, dacd si numai daca spatiile L,(X, R) si L,(Y, R) sunt

lintar homeomorfe.
Propozitia 3.26. Functia p, : R" x X" — L, (X, E), unde

Pr(Q, o, ooy QU X1, Ty oy Tp) = rex (1) + agex(x2) + ... + apex(zy),
este o functie continud definita pe R™ x X™ cu valori in L, (X, E).
Demonstratie. Rezulta din Propozitia 3.1.

Propozitia 3.27. Pentru orice spatiu X exista un unic R-modul E-liber. Perechea

(Ly(X, E),ex) este R-modulul E-liber al spatiului X .

Demonstratie. Unicitatea R-modulului E-liber al spatiului X este bine cunoscuta (vezi [16,
17]). Din metoda constructiei obiectului (L,(X, F),ex) si conform definitiei R-modulului

E-liber reiese ca (L,(X, E),ex) este R-modulul E-liber al spatiului X.

Propozitia 3.28. Fie X un spativ R-Tychonoff si E un R-modul topologic. Atunci L, (X, E)

este o submultime inchisa din L,(X, E) pentru orice n € N.

Demonstratie. Vom proceda analog ca si in demonstratia Propozitiei 0.5.16 din [6].

Intrucat ey este o scufundare a lui X in L,(X, E), putem presupune ci X = ex(X) C

L,(X,E). In acest caz un punct z € X, fiind un element al spatiului E¢(XF)

r=(f(x): feCX,E)).

, are forma
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Fiey € L,(X,E)\ L,,(X,E). Atunci
Y=oy + ¥z + ...+ OmlYm,

unde m > n, y; € X, a; € R si ayy; # 0 pentru orice ¢ < m, y; # y; stiind ca ¢ # j. Pentru
orice i < m exista h; € C(X, E) astfel incat a;h;(y;) # 0. Notam b; = h;(y;).

Fixam o familie de multimi deschise si disjuncte {V; : i < m} din X. Fixam aplicatiile
continue {f; € C(X, R) : i < m} astfel incat y; € V;, fi(y;) = 1si fi(X \ Vi) = 0 pentru orice
i <m. Fie gi(z) = fi(z)b;. In virtutea Propozitiei 3.22, fiecare g; se prelungeste la o functie
liniard si continud g; : L,(X,E) — E. Submultimea U = ({g; *(F \ {0})} a spatiului
L,(X, E) este deschisa.

Avem g;(ouy;) = aig(y;) = aib; # 0. Daca j # 4, atunci g;(o;y,) = a;j9(y;) = 0 = 0.
Astfel g;(y) = a;b; # 0 pentru orice i < m. Asadar y € U.

Vom arata ca U N Ly, (X, E) = 0. Fie z € U, adica pentru orice k € N, z1, 29,..., 2, € X
si By, Ba, ..., B € R avem

2z = P21+ Baza + ... + Brz,

Bizi # 0 pentru orice ¢ < k si z; # z; stiind ca ¢ # j. Atunci

9i(2) = B1gi(21) + Bagi(xz2) + ... + Brgi(w2x) # 0

pentru orice i < k. Astfel V;N{z1, 29, ..., 2.} = V/ # () pentru orice i < k. Intrucat multimile
{Vi :i < m} sunt disjuncte, reiese ca multimile {V/ : i < k} sunt nevide si disjuncte. Asadar

k>m > n, adica UN Ly, = 0.

Propozitia 3.29. Fie X un spatiu R-Tychonoff, R un inel simplu E un R-modul topologic.
Urmatoarele afirmatii sunt adevarate:
1. Punctia Gn = polu, . (x.5) : Hpn(X, E) — L (X, E) este injectiva.

2. Daca R este un corp topologic si modulul E este R-inchis, atunci functia
dn = pn|Hp,n(X,E) : Hp,n(Xa E) — L;n(X; E)
este un homeomorfism.

Demonstratie. In virtutea Propozitiei 3.26 si 3.1, functia ¢, este continua. Intrucat ey este
o scufundare a lui X in L,(X, F), putem presupune ca X = ex(X) C L,(X, E).

Intrucét R este un inel simplu, R este un corp si pentru orice A € R\ {0} existi elementul
invers A™!. Daca aplicatia A : R\ {0} — R este continud, atunci inelul R este un corp

topologic.
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Avem ax # 0 pentru orice « € R\ {0} si z € E '\ {0}.

Afirmatia 1. Fien € N, zy,29,...,2, € X, aq,09,...,a, € R si ; # x; cand i # j.
Daca ayzi + asxs + ... + oz, = 0, atunci a; = 0 pentru orice ¢ < n.

Presupunem ca o; # 0 pentru orice i < n. Un punct z € X fiind un element din £¢F)
are forma x = (f(x) : f € C(X, E)). Astfel pentru orice i < m exista h; € C(X, F) astfel
incat o;hi(x;) # 0. Notam b; = h;(z;).

Alegem o familie de multimi deschise si disjuncte {V; : ¢ < m} din X si functia continua
{fi € C(X,R)i < m} astfel incat z; € Vi, fi(z;) = 1si f;(X \ V;) = 0 pentru orice i < m.
Fie g;(z) = fi(x)b;. Atunci

0 =0(g)
= (171 + a0y + ... + @px,) (i)
= a1 21(9i) + 2xa(gi) + - + 20 (g:)
= ;b

£ 0.

Aceasta este o contradictie, deci Afirmatia 1 este demonstrata.
Afirmatia 2. Fien,m € N, z1,...,2,,y1, ..., Ym € X, 01, ...,00, 1, ..., Bm € R, x; # 7
stiind ca 7 # j si y; # yg stiind ca [ # k. Daca

1Ty + oy + ...+ Ty = B1y1 + Baya + oo+ BiYm,

atunci m = n, {1,292, ..., 20} = {Y1, Y2, .., Ym} sl oy = B stiind ca z; = y;.

Evident, Afirmatia 2 reiese din Afirmatia 1.

Pentru Afirmatia 2 reiese ca functia ¢, este injectiva.

Presupunem ca R este un corp topologic si E este un R-modul topologic R-inchis. Fie
homomorfismul continuu ¢r : F — R definit pe R-modulul topologic E cu valori in
R-modulul topologic R. Fie a € p5'(1). Daci E, = Ra, atunci functia ¢z|FE, este un
homeomorfism definit pe E, cu valori in R. Astfel functia ¢, fiind un homomorfism factor
al R-modulului topologic £ in R-modulul topologic R, este deschisa si continua.

Putem alege multimile deschise si nevide Vi, V5, ..., V,, din R, si multimile deschise si
nevide Wy, Wy, ..., W,, din X astfel incat:

U =VixVax o xVyx Wy x Wy x ... x W, C Hpn(X,E);

- WiNW; = 0 stiind ca i # j;

- 0 € V; pentru orice i < n.
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Afirmam ca multimea g, (U) este deschisa in L (X, ).

Fie punctul y € ¢,(U). Conform definitiei
Y=y + Y2 + ... + QplYn

Sl qgl(y)y = (a17a27"'7an7y17y27"'7yn)7 unde o; € ‘/; g R\{0}7 Yi S VVz g X Sl yj ?é Yi
pentru orice i < n si j #i. Acum fixam f; € C(X, E), i < n, astfel incat f;(y;) = a;*

fi( X \'V;) = 0. Atunci

a si

y(fi) = aan(fi) + coya(fi) + .. 4 anyn(fi)
= a1 fi(y1) + aafi(y2) + - + n fi(yn)
= ai fi(y:)
=a.
Intrucét a; € V;, existd dous submultimi deschise D(1,) si D(2, i) astfel incat 1 € D(1,4),
a; ' € D(2,4), 0 € D(1,i) U D(2,i) si D(1,i)D(2,4)~! C V;. Din constructie, pg(fi(y:)) €
D(2,1). Astfel putem alege ¢g; € C(X, E) pentru care g;(y;) = a si

g(X\Win f7Hpz (D(2,4))) = 0.

Pentru fiecare i < n existd in mod unic o functie continud si liniard f;, g; € £,((L,(X, E), E)

astfel incat f; = f;| X si g; = 75| X.
Notam
V=n{l (s (000 Ng (EN{0}) i < n).
Din constructie, f;(y) = a si gi(y) # 0. Astfel y € V. Ca si in demonstratia Propozitiei 3.27
am dedus ca V N Ly, (X, E) = 0. Astfel V.0 L,,(X, E) C L; (X, E).
Alegem z € VN L, (X, E). Atunci

2= P12 + Baza + ... + Buzn,

unde o; € R\ {0} si z; # 2 pentru orice i < n si j # i. Intrucat f;(z) # 0 pentru orice
i < n, putem presupune ca f;(z;) # 0 si z; € V.

Din constructie, g;(z) = Bigi(z) si Gi(2) # 0. Intrucat pg(fi(z)) € D(2,4), pe(fi(2)) €
D(1,i) si f,(2) = Bif(z), avem pg(fi(z)) € D(2,4) si Bipe(fi(z)) € D(1,4). Asadar

Bipe(fi(z)) - pe(fi(z) " € D(1,i) - D(2,i)™ C V;

si B; € V. Astfel z € ¢,(U) si V C ¢,(U), adica ¢,(U) este o submultime deschisa din

L¢ (X, E) si functia p, ' este continua.
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Exemplul 3.30. Fie E = R corpul numerelor reale cu topologia generata de distanta Eu-
clidiana. Notam prin R spatiul topologic R x R cu urmatoarele operatii:

- operatia de adunare(c, B) + (0, p) = (a4 6,8 + p);

- operatia elementul invers —(«, B) = (—a, —0);

- operatia de inmultire (o, B) - (0, 1) = (- 6, o + 59).

Atunci R este un inel topologic comutativ cu unitatea (1,0). Inelul R este un R-modul
local simplu. fnmul;ﬁz’rea - Rx E — FE este definita astfel (o, 5) -t = at. In acest caz E
este un R-modul simplu si un R-modul simplu. Evident, avem aceleasi subspatii Ly, (X, E)
pentru cazul cand E este R-modul si cazul cand E este R-modul.

Intrucdt R este un corp topologic si E este un R-modul topologic R-inchis, functia q, =
Pala, x5 Hpn(X, E) — Lg (X, E) este un homeomorfism, daca E este considerat ca
R-modul. Asadar indL;,, (X, E) = n stiind ca indX = 0.

Acum, consideram E ca un R-modul. In acest caz indH, (X, E) > indR" = 2n. Astfel
functia q, nu este injectivd, dacd E este considerat ca R-modul. Mai mult, fibrele ¢, (y) au
dimensiunea egala cu n si sunt homeomorfe cu spatiul R™. Asadar presupunerea ca R este

un inel simplu in conditiile Propozitiei 3.29 este esentiala.

Remarca 3.31. Pentru orice inel topologic R si un spatiu X functia q, = pn|HP,n(X,R) :

Hy, (X, R) — Lg (X, R) este injectiva.

Lema 3.32. Fie X un spativ R-Tychonoff, Z o submultime inchisa a lur X, E R-modul
topologic si g : X — E o aplicatie continud. Pentru orice submultime finita F' a lui X \ Z
si orice aplicatie f : F' — E exista o aplicatie continua ¢ : X — E astfel incat f = |
si plz = glz.

Demonstratie. Alegem o familie {U, : © € F'} de submultimi deschise din X astfel incat
xr € U, C X\ Z pentru orice x € F si U, N U, = () pentru orice puncte distincte x,y € F.

Pentru orice x € F alegem o functie continua f, : X — R astfel incat f,(z) = 1 si

fo(X\ U;) = 0. Notam ¢, (y) = f.(y) - f(z) pentru orice x € F si y € X. Fie

or(y) =Y {paly) 1z € F}.

Din constructie, functia ¢p este continua, pp|r = f si pp(Z) = 0. Fie g.(y) = 1 — f.(y)

pentru orice x € F'si y € X. Notam

gr(y) = [[{9:(v) : x € F}
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pentru orice y € X. Functia gp este continua, gp(F) = 0 si gr(Z) = 1. Fie pz(y) =
gr(y) - g(y) pentru orice y € Y. Din constructie, functia ¢z este continua, ¢z (F) = 0 si
vz|lz = g|z. Evident,

p=9Yr+ ¥z

este aplicatia cautata.

Pentru orice subspatiu Y al lui X notam
Co(Y[X, E) = {fly : f € C(X, E)}.

Un subspatiu Y al lui X se numeste E-plin, daca C(Y|X,FE) = C(Y,E). Un spatiu X
se numeste compact E-plin, daca C(Y|X,FE) = C(Y, E) pentru orice subspatiu compact
Y C X.

Lema 3.33. Fie X un spatiu zero-dimensional si E un spatiuv metrizabil. Atunci X este
compact E-plin. Mai mult, pentru orice submultime compacta Y din X si orice f € C(Y, E)

exista g € C(X, E) astfel incat g(X) C f(Y) si f = gly, adica X este compact E-plin.

Demonstratie. Fie o metrica d pe E. Fie Y un subspatiu compact nevid din X. Fie f €
C(Y, E). Pentru orice punct y € Y si fiecare n € N alegem o submultime deschisa si inchisa
U,y din X astfel incat y € U,y si d(f(y), f(z)) < 27! pentru orice z € U,y NY.

Exista un sir {Y;, : n € N} de submultimi finite din Y si un sir {y, = {V,y 1y € Y,,} :
n € N} de familii de submultimi deschise si inchise din X astfel incat:

- Y, €Y, pentru orice n € N;

-y € Vyny € Vyy C U,y pentru orice n € N si orice y € Y,;

-Y CU{V,y iy € Y, } = Uy, pentru fiecare n € N;

- pentru fiecare n € N si fiecare y € Y, exista un unic z(y) € Y, astfel incat V,, 11y C
Vaz(y);

- dacd y1,y2 € Yy, y1 # y2 sin € N, atunci V,y; NV, 10 = 0.

Notam V,, = U{V,,y : y € Y,,}. Alegem a € f(Y). Vom construi un sir {g, : X — E:
n € N} de functii continue cu proprietatile:

- d(gn(y), f(y)) < 27" pentru orice n € N si orice y € Y;

- d(gn(2), gnir(x)) < 27" pentru orice n, k € N si orice z € X;

- go(X) C f(Y) pentru orice n € N.

Notam fi(x) = a pentru orice x € X \ Vi si f1(Viy) = f(y) pentru orice y € Y.
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Presupunem ca n > 1 si functia g, este construita. Notam g,i1|(x\vei1) = 9nlx\Viin)
si gni1(Vis1y) = f(y) pentru orice y € Y,4q. Sirul {g, : n € N} este construit. Intrucat
{gn : n € N} este un sir fundamental si (f(Y'),d) este spatiu metric compact, exista limita

continua g = lim g,.. Din constructie, avem f = g|y.

3.3. Teorema Nagata

Fie R un inel topologic simplu. Consideram doar spatiile R-Tychonoff. Fie n € N. O
functionala p : C(X,R) — R"™ se numeste multiplicativa, daca este liniara si u(fg) =

pu(f)u(g) pentru orice f,g € C(X, R").

Notam
I (X, R) ={p € L,(X,R,R") : 1 # 0, pu este multiplicativa}.
Teorema 3.34. Spatiul X" si 1) (X, R) sunt homeomorfe.
Demonstratie. Fie 1 = (1,1, ...,1) unitatea inelului R". Pentru orice i < n notam
R, = {(z1,22,...,x,) € R" : x; = 0 pentru orice j # i}.

Atunci R; este un subinel al lui R™ cu unitatea 1; = (0,0, ...,1,0,...,0) € R;. Inelele R si R;

sunt topologic izomorfe. Aplicatia p; : R® — R;, definita prin

pi(x1, 29, ..., xn) = 1; - (21,29, ..., Ty)

pentru orice (x1,s9,...,z,) € R"™ este deschisa, continua, liniara si multiplicativa. Daca

p € Ipny (X, R), atunci notam () = p; o p;. Atunci 7;(p) € Ip1)(X, R) si

u(f) = (m () (f), m2 () (f), - m () (f))

pentru orice f € C(X, R). Asadar I(,,,) (X, R) = I,1)(X, R)".
Acum este suficient sa demonstram ca I,(X, R) = I, 1)(X, R) si X sunt homeomorfe.
Evident, ¢, € I,(X, R) pentru orice x € X. Presupunem ca p € I,(X, R). Atunci exista

n>1,x,x, .., T, € X siag,,..,a, € R\ {0} astfel incat

=01y + by, + ... + &y,
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Intrucat R este un inel simplu, avem «;3; = 1 pentru careva (3; € R. Pentru orice i < n
alegem f; € C(X, R) astfel incat f;(z;) = (; si fi(x;) = 0 pentru orice j # i. Din constructie,

p(fi) = aif(z;) = a;8; = 1 pentru orice ¢ < n. Presupunem ca n > 2. Atunci f; - fo =0 si

Aceasta este o contradictie. Prin urmare n =1 si p = a1&,,.

Presupunem ca oy # 1. Atunci f; # 1 si

pr =15
= a1fifh
= ai(f1- fi)(z1)
= pu(fi- fr)
= pu(f1) - u(f1)
=1-1
—1,

contradictie. Asadar 1 = oy = 1si p =&,

Corolarul 3.35. Daca inelele C,(X, R) si Cp(Y, R) sunt topologic izomorfe, atunci spatiile

X s1Y sunt homeomorfe.

Corolarul 3.35 pentru inelul R al numerelor reale a fost demonstrat de Nagata (vezi [6,

Teorema 0.6.1]).

3.4. Clase algebrice de spatii

Fie R un inel topologic. Presupunem ca R este un spatiu R-Tychonoff. O clasa P de
spatii topologice se numeste R-clasa algebrica de spatii, daca:

(i) orice spatiu X € P este R-Tychonoff si Y € P pentru orice subspatiu inchis Y al lui
X;

(ii) daca f: X — Y este o functie continua definitd pe X cu valoriin Y, X € Psi YV

este un spatiu R-Tychonoff, atunci Y € P;
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(iii) daca {X,, € P : n € N} este un sir de subspatii inchise ale unui spatiu R-Tychonoff
X si X = U{X,, : n € N}, atunci X € P;

(iv) daca X,Y € P, atunci X x Y € P;

(v) ReP.

Lema 3.36. Fie P este o R-clasa algebrica de spatii, {X,, : n € N} un sir de subspatii ale
unui spativ R-Tychonoff X, X = U{X,, : n € N} si X,, € P pentru orice n € N. Atunci
X eP.

Demonstratie. Fie Y, = X,, x {n} si Y este suma discreta de spatii {Y,, : n € N}. Evident,
Y este un spatiu R-Tychonoff, Y,, € P si Y, este inchis Y pentru orice n € N. Astfel Y € P

si X este o imagine continua a lui Y.

Teorema 3.37. Fie P o R-clasa algebrica de spatii, R un inel topologic si E un R-modul
topologic. Presupunem ca E este un spatiu R-Tychonoff. Pentru un spatiu R-Tychonoff X
urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

(i) X € P.

(i1) L,(X,E) € P.

Demonstratie. Presupunem ca X € P. Consideram functia ¢, : X" x R" — L,(X, E),

unde
@n((l‘hx?; ~-~7xn>7 (alv Qg, ..., an)) = alg:m + (]{25.12 + ...+ angxn'

Functia ¢, este continua si notam L, (X, E) = ¢, (X" x R").

Intrucat L,(X,E) C ECXE) gpatiul L,(X,FE) este R-Tychonoff. Astfel X" x R"
L,.(X, E) € P pentru orice n. Din Propozitia 3.28 avem L,(X, E) = U{L, (X, E) : n € N}.
Asadar L,(X,E) € P.

Presupunem ci L,(X, E) € P. Intrucat X = L, (X, E), in virtutea Propozitiei 3.28, X
este un subspatiu inchis al lui L,(X, E). Atunci X € P.

Corolarul 3.38. Fie P o R-clasa algebrica de spatii, R un inel topologic si E un R-modul
topologic. Presupunem ca E este un spatiu R-Tychonoff. Daca C,(X, E) si C,(Y, E) sunt
topologic homeomorfe st X € P, atunci Y € P.

Remarca 3.39. Pentru inelul R al numerelor reale si E = R afirmatia de mai sus a fost

demonstratd in [6, Propozitia 0.5.13]
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3.5. Aplicatia suport

Fie R un inel topologic si £ un F-modul topologic netrivial si local simplu.

Consideram un spatiu X si o functionala p € M,(X, E). Notam
S(p)={B C X : daci B C f1(0), atunci u(f)=0}).

Evident, X € S(u). Astfel multimea S(u) este nevida.

Multimea suppx(p) este familia tuturor punctelor x € X astfel incat pentru orice ve-
cinatate deschisa U a lui = In X exista f € C,(X, E) astfel incat f(X \U) =0si u(f) #0
(vezi [10, 81], pentru E' = R = R; [14, 80] pentru R = R).

Daca f € Cp(X, E) si U este o vecinatate deschisa a lui 0 in E, notam
A(f,L,U)={g9 € C,(X,E) : f(x) — g(x) € U pentru orice x € L}.

Familia {A(f,L,U) : f € Cp(X, E)}, unde L este o submultime finitd a lui X, iar U este o

vecinatate a lui 0 in E, formeaza o baza deschisa a spatiului C,(X, E).

Teorema 3.40. Fie R un inel topologic cu unitate, X un spatiu R-Tychonoff, E un R-modul
topologic netrivial local simplu, 1 € M,(X, E) si u# 0. Atunci:

1. Exista o multime finita K € S(p) astfel incat suppx(p) C K.

2. suppx(p) € S(p) si suppx(p) este o submultime finita a lui X.

Demonstratie. Fie Vj o submultime deschisa a lui F astfel incat 0 € V; si V4 sa nu contina
R-submodule netriviale ale lui £.

Exista o submultime finitda K din X astfel incat u(f) € Vi pentru orice f € A(0, K, Vp).
Fie f € Cp(X,E) si f(K) = 0. Atunci af € A(0,K,Vp) pentru orice a € R. Astfel
pu(af) € Wy pentru orice « € R. Asadar E - u(f) € Vy si E - p(f) este un R-submodul
trivial. Astfel u(f) = 0 si K € S(u). In acest caz suppx () C K. Astfel suppx(p) este o
submultime finita si K este o multime finita din S(u).

Fie L € S(u) o multime finita si @y € L\ supp(u). Atunci Ly = L\ {zo} € S(p).
Intr-adevir, intrucit =y ¢ suppx (i), existd o submultime deschisi H din X astfel incét
xzg € H si p(f) = 0 stiind ca f(X \ H) = 0. Fie h € C(X, R) astfel incat h(zg) = 1 si
h(X\H)=0.Fie f € C,(X,E) si f(L1) =0. Notam fi(x) = h(z)f(z) pentru orice z € X
si fo = f— fi. Intrucat fi(X \ H) = 0, avem u(f1) = 0. Din constructie, fo(L) = 0 si
p(fo) = 0. Astfel f = fi + fosiu(f) = p(fi + f2) = p(fi) + u(f2) = 0. Astfel L, € S(p).
Intrucat K \ suppx (i) este o multime finitd, avem suppx (1) € S(p).
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Propozitia 3.41. Daca v € X si &,(f) = f(x) pentru orice f € C,(X, E), atunci &, €
L,(X,E).

Demonstratie. Evident, &, = ax(f), unde a € R si a = 1. Astfel §, € L,(X, E).

Remarca 3.42. Fie R un inel local simplu, X un spatiu R-Tychonoff, u € M,(X, R) si
supp(p) = {x1, x2, ..., xp}. Atunci in virtutea Propozitiei 3.19, existd ay, s, ...,ap, € R\ {0}
astfel incat p = X{a1&,, 1 < n}.

Asa cum s-a mentionat in Remarca 3.20 si Exemplul 3.21, de regula M, (X, E) # L,(X, E).

Urmatorul rezultat specifica forma functionalelor liniare pentru R-modulele local simple.

Teorema 3.43. Fie R un inel topologic cu unitate, X un spatiu R-Tychonoff, E un R-modul
topologic netrivial, p € M,(X, E), pn # 0, suppx () € S(p) si suppx(p) este o submultime
finita a lui X. Atunci p = ¢ on pentru careva ¢ € Hom(E) sin € L,(X, E).

Demonstratie. Presupunem ca n > 1 si suppx(p) = {b1,bs,...,b,}, unde b; # b; for i # j.
Notam prin 7, =b; € L,(X, E) sin =m +n2+ ... +n,. Evident, n € L,(X, E) si

suppx (n) = {b1, bz, ..., b} = suppx (p).

Alegem submultimile deschise si nevide Vi, Vs, ..., V,, din X, si functiile fi, fo, ..., fn €
C(X, R) astfel incat:

- VinV; =0 stiind cd i # j;

-b; €V, fi(bi) = 1si fi( X \'V;) = 0 pentru orice i < n.

Fie i < n. Pentru orice y € E notam ¢;(y) = u(fi - y). Daca g € C(X, E), atunci u;(g)
= u(fi-9).

Afirmatia 1. ¢; € Hom(FE) pentru orice i < n.

Functia ¢; : E — C,(X, E), unde 9;(y) = f; - y pentru orice y € E, este continua si
liniara. Egalitatea ¢; = p o 1); incheie demonstratia Afirmatiei 1.

Afirmatia 2. y; € M,(X, E) si suppx(u;) = {b;} pentru orice ¢ < n.

Este limpede ca p; € My(X,E). Daca g € C(X, E), atunci g(b;) = (fi - 9)(b;) si (fi -
g)(b;) = 0 stiind ca i # j. Astfel p;(g) = pi(fi-g) = p(fi - g). Afirmatia 2 este demonstrata.

Afirmatia 3. p = 1+ p2 + ... + pn.
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Fie g € C(X,E) si h = fig+ fog + ... + fng. Atunci g|suppx () = h|suppx(u). Astfel

pu(h)

1(frg =+ fag + ..+ fog)

= pu(frg) + u(f29) + - + p(fug)
11(9) + p2(g) + - + palg)-

ulg) =

Afirmatia 3 este demonstrata.

Afirmatia 4. u=ypon.

Din constructie, suppx (1) = suppx(pon). Daca g € C(X, E) si h = fig+ fag+ ...+ fug,
atunci (¢ 01)(g) = (¢ on)(h). Intrucét

(pom(fig) = ((pr+p2+ ..+ @n)o(m+m+ ... +m))(fig))
=X{(pion;)(fig) :4,j < n}
= (pion:)(fi9)
= »i(n;(fig))
= pi(g(b:))
= n(fi9),

(pom(g) =(pon)(h)
= (pon)(fig+ fog + . + fag)
=X{(pon)(fig) :i < n}
=X{u(fig) i <n}
= (u(fr9+ f29+ - + fug)
= 1(9)-

Afirmatia este demonstrata.

3.6. Proprietati topologice ale functiei suppx

Alegem un inel topologic R, doua R-module netriviale local simple F si F' si un spatiu
R-Tychonoff X.

Amintim ci o functie multivoca f : X — 2Y este inferior semicontinud (sau l.s.c), daca
pentru orice submultime deschisd U din Y imaginea inversi a lui U, f~}(U) = {z € X :

f(x)NU # 0} este deschisa in X.
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Propozitia 3.44. Functia multivoca suppx : My(X,E,F) — X este Ls.c.

Demonstratie. Urmam schema demonstratiei din [14, Proprietatea 4.2] si [81, Lema 6.8.2

(4)].

Fie U o submultime deschisa din X, notdam V = suppy' (U), adica
V={pe M/(X,E F):suppx(p) NU # 0}.

Fie p € V si z € suppx(pu) N U. Alegem o submultime deschisa W din X astfel incat
reW CcexW CU. Exista f € C(X, E) astfel incat f(X \ W) = {0} si u(f) #0.

Fie H = {n € M,(X,E,F) : n(f) # 0}. Intrucat multimea {0} este inchisi in F, H
este multime deschisa din subbaza W (f, F'\ {0}) = {n € M,(X,E,F) : n(f) € F\ {0}} si
pe W(f, F\{0}).

Afirmam ca H C V. Presupunem, prin absurd, ca n € H \ V, adica n(f) # 0 si
suppx(n) NU = 0. Atunci X \ clxW este o vecinatate deschisa a multimii suppx(n) si
intrucat f(X \ clxW) = {0}, aplicand Teorema 3.40, obtinem ca n(f) = 0, contradictie.
Astfel V' este deschisa in M, (X, E, F).

O submultime L din X este marginita, daca orice functie continua reala f : X — R

este marginita pe L.

Definitia 3.45. O submultime L a unui R-modul topologic E se numeste:
(i) precompact sau total a-marginitd, dacd pentru orice vecindatate deschisa U a lui 0 in
E exista o submultime finita A din E astfel incat LC A+ U =U + A;

(i1) a-marginita, daca pentru orice vecindatate U a lui 0 in E exista n € N incat L C nU.
Orice multime marginita este precompact.

Definitia 3.46. Un R-modul topologic E se numeste local marginit, daca exista o vecinatate
a-marginita U a lui 0 in E astfel incat E = U{nU : n € N} si pentru orice a € E, a # 0, si

orice n € N exista t € R astfel incat ta ¢ nU.

Remarca 3.47. In acest caz vecindtatea U (conform definitiei) nu contine R-submodule ale

lui E si E este un R-modul local simplu.

Exemplul 3.48. Fie E un spatiu vectorial normat peste R. Atunci E este un R-modul local

marginit.
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Exemplul 3.49. Fie E un spatiu vectorial topologic peste R si exista un numar ¢ > 0 si o

functionala ||.|| : E — R astfel incat:
1. 0<qg< 1.
2. ||z|| > 0 pentru orice z € E.
3. Daca ||z|| = 0, atunci z = 0.
4. |z +yl| < |l=|| + ||y|| pentru orice xz,y € E.
5. [ Ax|| < |A4|z]| pentru orice x € E si A € R.
6. Daca x # 0, atunci limy_,1o0|| || = +00.
Functionala ||.|| se numeste g-norma, daca familia {V(0,7) = {z : ||z|]| < r} :r > 0}

este 0 baza a lui E in 0. Orice spatiu g-normat este local marginit.

Teorema 3.50. Fie EY un R-modul topologic netrivial local marginit, X un spatiu R-Tychonoff
si pentru orice submultime L nemarginita din X ezista f € C(X, E) astfel incat multimea
f(L) nu este a-marginita. Atunci:

(i) Multimea suppx(H) este marginita in X pentru orice submultime a-marginita H din
M, (X, E).

(11) Multimea suppx(H) este marginita in X pentru orice submultime total a-marginitd
H din M,(X,E).

(111) Multimea suppx (H) este marginita in X pentru orice submultime marginita H din

M,(X,E).

Demonstratie. Fie o vecinatate deschisa a-marginita W7 a lui 0 in E astfel incat £ =
U{nW; : n € N} si pentru orice a« € E, a # 0 si orice n € N exista t € R astfel incat
ta ¢ nWj.

Alegem doua vecinatati deschise W si Wy a lui 0 in E astfel incat Wy + Wy + Wy C W =
—W C W si Wy = —W,.

Din constructie, W7 C kW, pentru careva k € N.

Astfel multimile W si Wy au urmatoarele proprietati:

- W si Wy sunt a-marginite din E;

-E=U{nW :neN} =J{nW,:n e N}

- daca L este submultime marginita sau precompacta a lui F, atunci L C nW, pentru
careva n € N;

- dacd a € E, a # 0, atunci pentru orice n € N exista t € R astfel incat ta ¢ nIV.
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Presupunem ca multimea H este a-marginita sau precompact in L,(X, E) si multimea
suppx (H) nu este marginita in X. Fie f € C(X, E) astfel incat multimea f(suppx(H)) nu
este a-marginita in F.

Folosind inductia vom construi un sir {u, : n € N} C H, un sir {Uy : k € N} de
submultimi deschise din X, un sir {x,, € suppx (i) : n € N} si un sir {hy € C(X,E) :n €
N} cu proprietatile:

1. z; € U;, hi(X \ U;) = 0 pentru careva i € N;

2. {U, : n € N} o familie discreta de submultimi X;
pin(n) & 7WV;

- suppx {1, 2, ooy fin} N clxUpiq = 0;

5. f(Un) C f(xn) + Wo si f(xnt1) & U{f(z:) + W : i < n} pentru orice n € N.

Fie p; € H si o1 € suppx(u1). Exista o submultime deschisa U; din X si gy € C(X, F)
astfel incat f(Uy) C Wy + f(x1), g1(X \ U1) = 0 si pu1(g1) # 0. Exista oy € R astfel incat

~ W

apr(g) ¢ W. Notam hy = aq6;.

Presupunem ca n > 1 si ca obiectele {h;, x;, U, p; : © < n} au fost construite. Notam
M, = H{suppx(u;) : i < n}. Multimea M, este finita. Astfel multimea f(suppx(H)) \
f(M,,) nu este a-marginita in F. Pentru careva m,, € N avem f(M,) C m,W,.

Fie piny1 € H si x,41 € suppx (H) astfel incat f(x,.1) € E\ m,W. Exista o submultime
deschisa U, 1 din X si g,y € C(X, E) astfel incat .41 € Upi1, f(Uni1) € f(xng1) + Wo,
Gni1 (X \Ups1) = 0, clxUps1 N M, = 0 si Myi1(gni1) # 0. Exista a,41 € R astfel Incat
Qi1 fint1(gne1) € (n+1)W. Notam hy, 11 = api19n+1. Aceasta finalizeaza procesul inductiv.
Obiectele {z, tin, hn, Uy} au fost construite pentru orice n € N. Fie h = X{h, : n € N}.
Intrucat {U, : n € N} este o familie discretii si h,(X \ Uy,) = 0 pentru orice n € N, avem
h € C(X, E). Din constructie u,(h) = pn(h,) ¢ nW, pentru orice n. Atunci {p,(h) : n € N}
nu este submultime a-marginita in F. Intrucat multimea H este a-marginita, multimea

{u(h) : u € H} este la fel a-marginita, contradictie.

Remarca 3.51. Daca R = K este corpul numerelor reale sau compleze si E este un R-modul
local marginit, atunci:

- I/ spatiu liniar metrizabil;

- E este un R-modul local simplu;

- orice multime precompacta este a-marginita in E.
Remarca 3.52. Orice spativ normat este un R-modul local marginit. Daca E un spatiu
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normat netrivial, atunci pentru orice submultime nemarginita L a spativlui X exista f €
C(X, E) astfel incat multimea f(L) nu este marginita in E. Pentru un spatiu normat E

Teorema 3.50 a fost demonstrata de V. Valov in [80].

Un spatiu X este p-complet, daca orice submultime marginita si inchisa din X este
compacta.

Un spatiu X este Dieudonné complet, daca uniformitatea maximala pe X este completa.
Orice spatiu Dieudonné complet este p-complet.

Notam prin PX spatiul X cu Gs-topologia generata de Gs-submultimile lui X. Multimea
0 —clxH = clpx H se numeste Gs-inchiderea multimii H in X. Daca § — clxH = H, atunci
spunem ca multimea H este Gs-inchisa.

Daca spatiul X este p-complet, atunci orice subspatiu Gs-inchis din X este u-complet.

Desimea unui spatiu X este cel mai mic cardinal 7 pentru care pentru orice submultime
L C X siorice punct x € cly L exista o submultime Ly C L astfel incat |Li| < 7six € clx L.

Notam prin ¢(X) si [(X) desimea si numarul lui Lindel6f a spatiului X.

Urmatoarea afirmatie pentru £ = R a fost demonstrata de A. V. Arhangeli’skii si E. G.
Pytkeev (vezi [6, Teorema II.1.1]).

Propozitia 3.53. Presupunem ca E este metrizabil si l(X™) < T pentru orice n € N. Atunci

HCy(X,E)) <.

Demonstratie. Demonstratia este ca si in [6]. Vom arata doar schema demonstratiei.

Fie d o metrica pe E. Fie A C C,(X,E) si f € clA. Fie ¢, = 27". Pentru orice
© = (21,29,...,2,) € X" existd g, € A astfel incat d(g,(2;), f(x:)) < €n, i < n. Intrucat
gz si f sunt continue, exista O, = II{O,,,O,,,...,O0,, } astfel incat d(g.(v), f(y)) < én,
Vy € 11" ,0,, = O,. Familia {O, : x € X"} este o acoperire alui X". Fie B, C X", |B,| <7
si J{O,:2€B,} =X" Fie A, ={f.: 2 € B,} CA. Atunci f € cl(U{A, : n € N}).

Propozitia 3.54. Fie X si E douad spatii si t(X) < Ny. Atunci C,(X, E) este un subspatiu
Gs-inchis al lui EX. Mai mult, dacd E este pu-complet, atunci spatiul Cp(X, E) este la fel
w-complet.

Demonstratie. Intrucat produsul de spatii u-complete este un spatiu p-complet, spatiul EX
este la fel y-complet stiind ca E este pu-complet.
Presupunem ci g € EX \ C(X, E). Atunci existd un punct ro € X si o submultime

deschiss U din E astfel incat g(zo) € U si zg € clx{z € X : g(x) ¢ U}. Intrucat t(X) < Ny,
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exista o submultime numarabila L C {z € X : g(z) ¢ U} astfel incat zg € clx L. Alegem o
submultime deschisa V' din E astfel incat g(zo) € V C clgV C U.

Pentru orice y € L notam

H,={f € EX: f(x0) €V, f(y) = E\ clgV}.

Multimea H, este deschisd in EX si g € H,. Fie H = N{H, : y € L}. Atunci H este o
submultime G5 din EX.

Presupunem ca f € C(X,FE). Daca f(zo) ¢ V, atunci f ¢ H, pentru orice y € L.
Presupunem ca f(xg) € V. Exista o submultime deschisa W din X si un punct y € L
astfel incat xp € W,y € LONW si f(W) C V. Atunci f ¢ H,. Astfel HNC(X,E) =0
sig ¢ d—cpxC(X,E). Asadar C(X, E) este o submultime Gs-inchisa din EX. Orice

submultime Gg-inchisa a unui spatiu p-complet este p-completa.

Propozitia 3.55. Fie F' si E' doud R-module topologice si L,(F, E) spatiul tuturor functiilor
liniare si continue definite pe F' cu valori in E. Atunci L,(F, E) este un subspatiu inchis al

lui Cy(F,E).

Demonstratie. Fie g € Cp(F, E)\ L,(F, E). Atunci avem unul din urmatoarele doua cazuri.
Cazul 1. Ezistd a,b € F astfel incdt g(a+b) # g(a) + g(b).
In acest caz existd submultimile deschise Vi, V3,V si W din E astfel incat gla) € Vi,
g(b) € Vo, gla+b) e W, Vi + V5, CVsi VNW = (. Multimea

H={feC,(FE): fla+b) €W, fla)e Vi, f(b) € Va}

este deschisa in Cp,(F, E) si HN L,(F, E) = 0.

Cazul 2. Eristd a € F' si A € R astfel incat g(aa) # ag(a).

In acest caz existd submultimile deschise Vi,V si W din E astfel incat g(a) € Vi, g(oa) €
W,aVy CVsi VW =(. Multimea

H ={fe€Cy(F E): f(aa) € W, f(a) € V1}
este deschisa in C,(F, E) si HN L,(F, E) = 0.

Corolarul 3.56. Fie E si F' douda R-module topologice sit(F) < Ny. Atunci L,(F, E) este o
submultime Gs-inchisd din ET . In particular, daca E este p-complet, atunci spatiul L,(F, E)

este la fel p-complet.
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Pentru orice subspatiu Y a spatiului X vom privi C,(Y|X,E) = {f|y : f € C(X,E)} ca
un subspatiu al spatiului C,(Y, E).

Propozitia 3.57. [vezi [6, Propozitia 0.4.1] pentru E = R] Fie Y un subspatiu al spatiului
X, E un R-modul topologic netrivial, X un spatiu R-Tychonoff si py(f) = fly pentru orice
f e Cy(X,E). Atunci functia py : Cp(X, E) — C,(Y'|X, E) are urmatoarele proprietati:
(i) py este o functie continua.
(i1) Daca multimea Y este inchisa in X, atunci functia py este deschisa.

(111) Daca 'Y este densa in X, atunci py este o corespondentad injectivd.

(i) Subspatiul C,(Y|X, E) este dens in C,(Y, E).

Demonstratie. Fie x1,xs,...,x, o submultime finita a lui X. Atunci putem presupune ca
exista k < n astfel incat xy, 29, ..., 251 € Y si og,...,x, € X\ Y. Fie f € C(X,E) si

Uy, Us, ..., U, submultimi deschise ale lui F astfel incat f(x;) € U; pentru orice i < n. Notam
W(f,z1,29,....x,, U, ... U,) = {g € C(X,E) : g(z;) € U; pentru orice i < n}
si
Wy(f, L1y .oy Th—1, Ul, ey kal) = {g‘y 1 g € W(f, L1y .oy Th—1, Ul, ey kal)}-

Avem

py(W(f, L1,L9y eeey Ty, Ul, ceey Un)) Q Wy(f, L1yeeey Tp_1, Ul, ceey Uk—l)-

Astfel functia py este continua. Daca Y este inchis in X, atunci din Lema 3.32 rezulta ca

py(W(f, L1, L2y eeey Ty s Ul, ceny Un)) = Wy(f, L1yeeey Th—1, Ul, ceny kal)-

Astfel functia py este deschisa.

Asertiunea 3 este evidenta. Asertiunea 4 reiese din Lema 3.32.

Teorema 3.58. Fie Ef un R-modul metrizabil si local marginit, X un spatiu R-Tychonoff
compact E-plin si pentru orice submultime nemarginita L din X exista f € C(X, E) astfel
incat multimea f(L) nu este a-marginita in E. Atunci spatiul X este p-complet, daca si

numai dacd spatiul M,(X, E) este p-complet.

Demonstratie. In virtutea Propozitiei 3.5, putem presupune ca X = ex(X) este un subspatiu
al lui M,(X, E). Din Propozitia 3.4 reiese ca subspatiul X este inchis in M,(X, E).

Fie M,(X, E) un spatiu pu-complet. Intrucat X este un subspatiu inchis al lui M, (X, E),
spatiul X este la fel y-complet.
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Presupunem ca X este un spatiu p-complet. Fie ® o submultime inchisa si marginita
din M,(X, E). Atunci inchiderea Y a multimii U{suppx(p) : p € ®} este o submultime
compacta in X.

Functia restrictie py : Cp(X, E) — C,(Y, E) este o functie deschisa continua si liniara
definita pe R-modulul C,(X, E) cu valori in R-modulul C,(Y, E).

Afirmatia 1. Functia duald ¢ : ECYE) — E@EE) este o scufundare liniara si
multimea ¢(ECYE)) este inchisa in ECXE).

Demonstratia acestui fapt este similara cu demonstratia Propozitiei 0.4.6 din [6].

Din constructie, avem ® C (M, (Y, E)) C M,(X, E).

Afirmatia 2. ¢(M,(Y, E)) este o submultime inchisa a spatiilor M,(X, E) si
C,(C,(X, E), E), care la randul lor sunt subspatii ale lui E¢X:F).

Reiese din Afirmatia 1 si Propozitia 3.55.

Afirmatia 3. o(C,(C,(Y, E), E)) C Cy(Cy(X, E), E).

Reiese din continuitatea functiei py-.

Afirmatia 4. Multimile (M, (X, E)) si ¢(C,(C,(Y, E), E)) sunt Gs-inchise in E¢X:F).

Intrucat Y este compact, din Propozitia 3.53 reiese ci t(C,(Y, E)) = Ry. Atunci, din
Propozitia 3.54 reiese ca C,(C,(Y, E), E) este o submultime G-inchisd a spatiului £¢Y5).
Din Afirmatia 1 reiese ci o(C,(C,(Y, E), E)) este Gs-inchisa in ECE). Corolarul 3.56
incheie demonstratia acestei afirmatii.

Fie G este Gs-inchiderea multimii C,(C,(X, E), E)) in ECXF). Avem M, (X, F) C G.
Astfel ® este o submultime marginita din G.

Afirmatia 5. Multimile ¢(M,(X, E)) si ¢(C,(C,(Y, E), E)) sunt inchise in G.

Reiese din Afirmatia 4.

Intrucat E este un spatiu metrizabil, E este un spatiu p-complet. Astfel ® este o
submultime inchisa si marginita a unui spatiu py-complet G. Asadar multimea ¢ este com-

pacta.

3.7. Relatii dintre spatii generate de homeomorfisme liniare

Fie R un inel topologic si F un R-modul topologic netrivial local marginit. Atunci
R-modulul F este local simplu.

Fie doua spatii R-Tychonoff nevide X si Y cu proprietatile:
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- pentru orice submultime nemarginita L din X exista f € C(X, F) astfel incat multimea
f(L) nu este a-marginita in E;

- pentru orice submultime nemarginita L din Y exista f € C(Y, F) astfel incat multimea
f(L) nu este a-marginita in F.

Fie un homeomorfism liniar u : C,(X,E) — C,(Y,E). Atunci functia duala v :
M,(Y,E) — M,(X, E), unde v(n) = n o u pentru orice n € M,(Y, E), este un homeo-

morfism liniar. Pentru fiecare z € X notam ¢(z) = suppy (v='(&,)) si pentru orice y € YV

notam ¥ (y) = suppx (v(&,)).

Proprietatea 3.59. ¢ : X — Y siv¢ : Y — X sunt functic multivoce l.s.c. si o(x), ¥(y)

sunt multimi finite pentru orice puncte x € X, y € Y.
Demonstratie. Rezulta din Propozitia 3.44 si Teorema 5.1.
Proprietatea 3.60. Fieyy €Y, f € C(X,E) si f(¥(yo)) =0. Atunci u(f)(yo) = 0.

Demonstratie. Pentru orice n € M, (Y, E) si g € C(X, E) avem v(n)(g) = n(u(g)). Intrucat

S (suppx (v(&y,))) = f (¥ (1)) =0,

avern

u(f) (o) = &y (u(f)) = v(&y) (f) = f(suppx (v(&y))) = 0.

Corolarul 3.61. Daca f,g € C(X, E) si flow) = 9low), atunci u(f)(y) = u(g)(y).

Proprietatea 3.62. x € clxy(p(x)) pentru orice punct v € X siy € clyp(¥(y)) pentru

orice puncty € Y.

Demonstratie. Presupunem ca zo € X si z9 ¢ clxy(¢o(xo)) = F. Fie f € C(X, E) astfel
incat f(xo) = b # 0si f(F) = f(p(p(xo))) = 0. Intrucat ¢(y) € F si f(F) = 0 pentru
orice y € ¢(xp) In virtutea Proprietatii 3.60, avem u(f)(y) = 0 pentru orice y € ¢(xo).
Intrucat u(f)(y) = 0 pentru orice y € ¢(x), in virtutea Proprietitii 3.60, avem f(zo) =

u ! (u(f))(zo) = 0. Din constructie, avem f(zo) # 0, contradictie.
Proprietatea 3.63. = € ¢¥(p(x)) pentru orice punct x € X.

Demonstratie. Pentru orice x € X, ¢(x) este multime finita si ¢(p(x)) este compact. Pro-

prietatea 3.62 finalizeaza demonstratia.
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Proprietatea 3.64. Daca H este submultime densa din'Y, atunci ¢ (H) este o submultime

densa din X stind ca u este o injectie.

Demonstratie. Presupunem ca zo ¢ clxiy(H). Atunci exista f € C(X,E) astfel incat
flxo) # 0 si f(p(H)) = 0. Intrucat f(y(H)) = 0 pentru orice y € Y, in virtutea Pro-
prietatii 3.60, avem u(f)(y) = 0 pentru orice y € Y. Astfel u(f) = 0. Asadar f = 0,

contradictie.

Corolarul 3.65. Spatiul X este separabil, daca si numar daca spatiul Y este separabil. In

general, d(X) =d(Y).

Proprietatea 3.66. ¢(F) este submultime marginita din'Y pentru orice multime marginita

F din X.

Demonstratie. Fie F' submultime marginita din X. Atunci F' este multime marginita din
M,(X, E) si respectiv v !(F) este submultime marginita din M,(Y, E). Din Teorema 3.50

multimea suppy (v™1(F)) este o submultime marginita din Y.

Proprietatea 3.67. Fie E un spatiu metrizabil, X si Y spatii compact E-pline. Atunci

spatiul X este p-complet, daca si numai daca spatiul Y este p-complet.

Demonstratie. Fie X un spatiu p-complet. Atunci M,(X, F) si M,(Y, E), in virtutea Teo-

remei 3.58, sunt spatii u-complete. Din Teorema 3.58 spatiul Y este la fel y-complet.

La fel ca si in [14] vom spune ca perechea de functii multivoce § : X — YVsin:Y — X
se numeste inferior-reflectiva, daca verifica urmatoarele conditii:

1. 0 si m sunt Ls.c.

2l. 6(x) si w(z) sunt multimi finite pentru toate punctele z € X siy € Y.

3l. x € m(f(z)) siy € O(m(y)) pentru toate punctele z € X siy € Y.

De asemenea, ca si in [14] spunem ca perechea de functii multivoce 6 : X — Y si
Y — X se numeste superior-reflectiva, daca verifica conditiile:

lu. O(F) este o submultime marginita din Y pentru orice submultime marginita F' din
X.

2u. w(P) este o submultime marginita din X pentru orice submultime marginita ¢ din

3u. x € clxm(f(x)) siy € clyf(n(y)) pentru toate puncteler € X siy € Y.

Din proprietatile de mai sus rezulta:
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Corolarul 3.68. Spatiul X este separabil, daca si numai daca spatiul Y este separabil. In

general, d(X) = d(Y).

Concluzii generale: Functiile multivoce ¢ : X — Y si ¢ : ¥ — X formeaza o
echivalenta a spatiilor X si Y in sensul articolului [14]. Astfel teoremele generale din [14]
pot fi extinse pentru functiile cu valori in R-modulele topologice. In urméitoarele paragrafe

vom formula teoremele generale pentru acest caz.

3.8. Aplicatii la proprietatile perfecte

Amintim ca proprietatea P este perfecta, daca pentru orice functie continua perfecta
f: X —Ydela XlaY avem X € P daca si numai, daca Y € P. Spunem ca proprietatea

P este tare perfecta, daca este perfecta si orice spatiu cu proprietatea P este p-complet.
Exemplul 3.69. Din Exemplul 6.2 [14] urmatoarele proprietati sunt perfecte:
1. A fi spatiu compact.
2. A fi p-spatiu paracompact.
3. A fi spatiu paracompact.
4. A fi spativ metacompact.
5. A fi spatiu k-dispers.
6. A fi p-spatiu monoton.
7. A fi spatiu Cech-complet monoton.
8. A fi spatiu Cech-complet.
9. A fi spatiu Lindeldf.
10. A fi ¥-spatiu Lindelof.
11. A fi spativ subparacompact.
12. A fi spatiu local compact.

Exemplul 3.70. Urmatoarele proprietati sunt tare perfecte:
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1. A fi spatiu compact.
2. A fi p-spatiu paracompact.
3. A fi spatiu paracompact.
4. A fi spatiu metacompact p-complet.
5. A fi spatiu p-complet k-dispers.
6. A fi p-spatiu monoton p-complet.
7. A fi spatiu Cech-complet monoton u-complet.
8. A fi spatiu Cech-complet p-complet.
9. A fi spatiu Lindeldf.
10. A fi ¥-spatiu Lindelof.
11. A fi spatiu subparacompact p-complet.

12. A fi spatiu local compact p-complet.

Amintim ca un spatiu X se numeste wq-spatiu, daca pentru orice punct x € X exista
un sir {U, : n € N} de submultimi deschise din X astfel incat x € N{U,, : n € N} si fiecare
multime {z,, € U,, : n € N} este marginita in X.

Un spatiu X este pseudocompact, daca multimea X este marginita in X. Orice spatiu

pseudocompact este p-complet.

Teorema 3.71. Fie R un inel topologic st E un R-modul topologic netrivial local marginit.
Fie doua spatii R-Tychonoff nevide X s1'Y cu proprietatile:

- pentru orice submultime nemarginita L din X exista f € C(X, E) astfel incat multimea
f(L) nu este a-marginita in E;

- pentru orice submultime nemarginita L din'Y exista f € C(Y, E) astfel incat multimea
f(L) nu este a-marginita in E.

Presupunem ca u : Cp(X, E) — C,(Y, E) este un homeomorfism liniar. Atunci:

1. X este un spatiu pseudocompact, daca si numai daca 'Y este un spatiu pseudocompact.

2. Daca P este o proprietate perfecta si X, Y sunt wq-spatii p-complete, atunci X € P,

daca si numai daca'Y € P.
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Demonstratie. Consideram functiile multivoce ¢ : X — Y si ¢ : ¥ — X construite in
paragraful precedent.

Fie X un spatiu pseudocompact. Atunci X este o submultime marginita a spatiului X.
Astfel Y = ¢(X) este o submultime marginita din Y si Y este un spatiu pseudocompact.
Asertiunea 1 este demonstrata.

Presupunem ca P este o proprietate perfecta si X, Y sunt wg-spatii y-complete. Pre-
supunem ci X € P. In virtutea Teoremei 2.5 din [14], existd un spatiu Z si doui functii
perfecte f : Z — X sig: Z — Y cu valori in X si Y, respectiv. Asadar Y,Z € P.

Asertiunea 2 este demonstrata.

Teorema 3.72. Fie R un inel topologic si E un R-modul topologic metrizabil netrivial local
marginit. Fie doua spatii R-Tychonoff nevide compact E-pline X s1'Y cu proprietatile:

- pentru orice submultime nemarginita L din X exista f € C(X, E) astfel incat multimea
f(L) nu este a-marginita in E;

- pentru orice submultime nemarginita L din'Y exista f € C(Y, E) astfel incat multimea
f(L) nu este a-marginita in E.

Presupunem ca u : Cp(X, E) — C,(Y, E) este un homeomorfism liniar. Atunci:

1. Spatiul X este p-complet, daca si numai daca spatiul Y este p-complet.

2. X este spatiu compact, daca st numai daca'Y este compact.

3. Daca P este proprietate tare perfecta si X, Y sunt wq-spatii, atunci X € P, daca st

numai daca Y € P.

Demonstratie. Consideram functiile multivoce ¢ : X — Y si ¢ : Y — X construite in
paragraful precedent. Asertiunea 1 rezulta din Proprietatea 3.67.

Presupunem ca P este o proprietate tare perfecta si X, Y sunt wg-spatii. Presupunem
ca X € P. Conform definitiei proprietatii tare perfecte, X este py-complet. Din Asertiunea
1 reiese ci Y este si el y-complet. In virtutea Teoremei 2.5 din [14], existii un spatiu Z si
doua functii perfecte f: Z — X si g: Z — Y cu valori in X si Y, corespunzator. Astfel
Y, Z € P. Asertiunea 3 este demonstrata.

Fie X un spatiu compact. In virtutea Teoremei 3.71, Y este pseudocompact. Astfel X

si Y sunt wg-spatii. Asertiunea 3 finalizeaza demonstratia Asertiunii 2.
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3.9. Aplicatii la proprietati deschise

9%
Y

Amintim ca proprietatea P este o of -proprietate (sau proprietate finit-deschisa), daca
pentru orice functie continua, deschisa si finita f : X — Y si orice subspatiu Z din X avem

Z € P, daca si numai daca f(Z) € P.
Exemplul 3.73. Din rezultatele din [14] si [18] urmatoarele proprietati sunt of-proprietati:
1. A fi ereditar Lindelof.
2. A fi o-spatiu.
3. A fi ereditar separabil.
4. A fi o-metrizabil.
5. A fi o-dispers.
6. A fi spatiu o-discret.
Exemplul 3.74. Fie 7 un cardinal infinit. Consideram proprietatile:
1. X € e(7), daca si numai dacd e(X) < 7;
2. X €d(r), dacd si numai daca d(X) < 7;
3. X € hd(r), daca si numai daca hd(X) < 7;
4. X € hl(7), daca si numai daca hl(X) <.
Atunci e(1),d(7), hd(T), hl(T) sunt of -proprietati.

Teorema 3.75. Fie R un inel topologic st E un R-modul topologic netrivial local marginit.
Fie doua spatii R-Tychonoff nevide X si' Y cu proprietatile:

- pentru orice submultime nemarginita L din X exista f € C(X, E) astfel incat multimea
f(L) nu este a-marginita in E;

- pentru orice submultime nemdrginita L din'Y exista f € C(Y, E) astfel incat multimea
f(L) nu este a-marginita in E.

Presupunem ca u : Cp(X, E) — C,(Y, E) este un homeomorfism liniar. Daca P este o

of-proprietate, atunci X € P, daca si numai daca'Y € P.
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Demonstratie. Consideram functiile multivoce p : X — Y si ¢ : Y — X. Ca si in [14]
(vezi [14, Teorema 2.1]) notam Z = U{{z} x p(z) :x € X} si S = U{Y(y) x {y} :y € Y}
ca subspatii a spatiilor X XY, f(z,y) = x si g(z,y) = y pentru orice punct (z,y) € X x Y.
Atunci f: Z — X si g : S — Y sunt functii continue deschise si finite. Daca D =2 NS,
atunci din Proprietatea 3.63 rezulta ca f(D) = X si g(D) =Y. Asadar X € P, daca si

numai daca Y € P.

3.10. Echivalente functionale si metrizabilitate

Teorema 3.76. Fie R un inel topologic si E un R-modul topologic netrivial, metrizabil
st local marginit. Fixam doua spatii R-Tychonoff nevide si compact E-pline X si'Y cu

proprietatile:

1. pentru orice submultime nemdarginita L din X exista f € C(X, E) astfel incdt multimea

f(L) nu este a-marginita in E;

2. pentru orice submultime nemdarginita L din'Y ezista f € C(Y, E) astfel incat multimea

f(L) nu este a-marginita in E.
Presupunem ca X siY sunt l,(E)-echivalente. Atunci:

1. X este un spatiu compact metrizabil, daca st numai daca Y este spatiu compact me-

trizabil.

2. Daca X este un spatiu metrizabil, atunci spatiul Y este metrizabil, daca si numai daca

Y este un wq-spatiu.

Demonstratie. Orice spatiu metrizabil este wg-spatiu. La fel orice spatiu metrizabil este si
spatiu p-complet.

Fie X un spatiu metrizabil si Y un wg-spatiu. Intrucat E este metrizabil din Teorema
3.72 deducem ca Y este p-complet.

Intrucat X este metrizabil, in virtutea Teoremei 3.71, Y este p-spatiu paracompact. Din
Teorema 3.75 rezulta ca Y este un o-spatiu. Daca un spatiu paracompact Y este un o-spatiu
si un p-spatiu, atunci Y este metrizabil [69]. Asertiunea 2 este demonstrata.

Asertiunea 1 rezulta din Asertiunea 2 si Teorema 3.71.
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3.11. Concluzii la capitolul 3

In acest capitol au fost cercetate proprietatile care se pastreaza la [,(R)-echivalente. In
particular, au fost cercetate proprietatile perfecte, tare perfecte si cele finit-deschise. Rezul-
tatele importante ale acestui capitol sunt Teorema 3.71, Teorema 3.72 si respectiv Teorema
3.75. La baza acestor rezultate stau prima si a doua echivalenta topologica ale lui M.
Choban introduse in [14] si utilizate pentru cercetarea proprietatilor care se pastreaza la
l,(R)-echivalente. In acest capitolul echivalentele lui M. Choban au fost utilizate pentru cer-
cetarea proprietatilor care se pastreaza la [,(R)-echivalente, unde R este orice inel topologic
cu unitate. lar metodele dezvoltate pot fi aplicate in cercetari ulterioare ale proprietatilor
invariante la [,(R)-echivalente.

Asadar in capitolul 3:

1. A fost introdusa si studiata notiunea de R-modul topologic local simplu;

2. Au fost introduse si studiate notiunile de multime a-marginita si total a-marginita;

3. A fost determinata prima echivalenta topologica in raport cu care se pastreaza of-
proprietatile in contextul spatiilor de functii cu valori in inele si module topologice;

4. A fost determinata a doua echivalenta topologica in raport cu care se pastreaza
proprietatile perfecte in contextul spatiilor de functii cu valori in inele si module topologice;

5. A fost determinata a treia echivalenta topologica in raport cu care se pastreaza pro-

prietatile tare perfecte in contextul spatiilor de functii cu valori in inele si module topologice.
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CONCLUZII GENERALE SI RECOMANDARI

Prin prezenta lucrare autorul si-a propus sa adauge contributia personala la investigarea
spatiilor cu structuri algebrice si aplicarea acestora in studiul proprietatilor topologice care
se pastreaza la diverse echivalente functionale.

Problema stiintifica importanta solutionata consta in elaborarea unor metode de
cercetare a spatiilor topologice cu ajutorul spatiilor cu structuri algebrice, ceea ce a condus
la determinarea corelatiilor dintre proprietatile spatiilor topologice si proprietatile algebrice
ale spatiilor de functii cu valori in inele si module topologice.

Concluzii generale:

C)p-teoria este un domeniu actual al matematicii contemporane care se dezvolta vertiginos.
Pe parcursul dezvoltarii Cp-teoriei pentru spatiile de functii reale au fost obtinute un sir
important de rezultate concrete, care in totalitate formeaza nucleul acestei teorii. Unele
rezultate au fost extinse pentru spatii de functii cu valori in spatii normate. Insi metodele
dezvoltate pentru spatiile de functii cu valori in spatii normate sunt insuficiente pentru a
studia cazul spatiilor de functii cu valori in inele si module topologice. Astfel multe probleme
din C)-teorie pentru cazul inelelor si modulelor topologice raman deschise.

In capitolul 1 a fost studiatd C)-teoria pentru cazul functiilor cu valori in R. Au fost
prezentate notiunile si rezultatele importante din aceasta ramura a matematicii. Au fost
evidentiate unele probleme care n-au fost cercetate pana la moment.

In capitolul 2 au fost cercetate corelatiile dintre proprietatile spatiilor X, E si C,(X, E)
pentru cazuri mult mai generale. Deopotriva cu aceste proprietati, in acest capitol a fost cer-
cetata si problema prelungirilor aplicatiilor cu valori in spatii metrice si in spatii metrizabile
complete.

In capitolul 3 au fost cercetate proprietatile care se pastreaza la [,(R)-echivalente. Ob-
tinandu-se, in rezultat, metode care pot fi aplicate in cercetari ulterioare ale proprietatile
invariante la [,(R)-echivalente.

Asadar in lucrare:

1. Au fost studiate unele probleme generale de determinare a corelatiilor dintre pro-
prietatile spatiului X si proprietatilor spatiului C,(X, E), precum si problema extinderii
functionale. In particular, in capitolul 2, s-a demonstrat ca:

- celularitatea punct-finita a spatiului zero-dimensional X este egala cu numarul lui

Alexandroff a spatiului C,(X, E), adica p(X) = a(C,(X, E)) (Teorema 2.7);
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- Z-desimea spatiului zero-dimensional X este numarabila, daca si numai daca spatiul
Cy(X,Z) este Z-compact (Corolarul 2.20);

- spatiul zero-dimensional X este discret, daca si numai daca C,(X,Z) este proiectiv
complet, O-stabil si Z-compact (Teorema 2.38);

- unele criterii pentru care aplicatiile continue definite pe un subspatiu Y al unui spatiu
T-colectiv normal X pot fi prelungite continuu pe X (Corolarul 2.49).

2. Au fost stabilite conditiile in care proprietatile perfecte, tare perfecte si cele finit-
deschise se pastreaza la echivalente liniare pe spatii de functii cu valori in module topologice
(Teorema 3.71, Teorema 3.72 si respectiv Teorema 3.75).

3. Au fost determinate proprietatile comune ale spatiilor X la care inelele topologice
C,(X, E) sunt izomorfe (Corolarul 3.35).

Recomandari:

1. Rezultatele din teza pot constitui continutul unor cursuri speciale pentru studentii
si masteranzii de la specialitatile matematice si pot servi drept suport pentru unele teze de
masterat;

2. Utilizand rezultatele principale ale tezei pot fi stabilite relatiile dintre proprietatile
spatiilor si spatiilor functionale;

3. Cercetarile pot fi continuate in urmatoarele directii:

- In unele rezultate domeniul de valori E este metrizabil. De determinat cat de esentiala
este aceasta conditie?

- De aplicat metodele elaborate la determinarea altor proprietati: dimensiunea, numarul

lui Lindelof ete.
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