
UNIVERSITATEA DE STAT DIN TIRASPOL

Cu titlu de manuscris
C.Z.U.: 515.122.4+515.126
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c© Dumbrăveanu Radu, 2015

2



CUPRINS
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2.2. Spat, ii τ -plasate s, i Z-desime . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

2.3. Spat, ii monolitice s, i 0-stabile . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

2.4. Spat, ii proiectiv complete . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
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ADNOTARE
la teza de doctor a dlui Dumbrăveanu Radu

”Studierea spat, iilor topologice cu structuri algebrice”

Teza este ı̂naintată pentru obt, inerea gradului de doctor ı̂n s,tiint,e matematice, la specia-
litatea 111.04 - Geometrie s, i Topologie. Teza a fost elaborată la Universitatea de Stat din
Tiraspol, Chis, inău, anul 2015.

Structura tezei: teza este scrisă ı̂n limba română s, i constă din: introducere, trei ca-
pitole, concluzii generale s, i recomandări, bibliografie din 87 titluri, 104 pagini text de bază.
Rezultatele obt, inute sunt publicate ı̂n 7 lucrări s,tiint, ifice.

Cuvinte-cheie: spat, ii funct, ionale, topologia convergent,ei punctiforme, suport, homeo-
morfism liniar, proprietăt, i perfecte, proprietăt, i deschis-finite.

Domeniul de studiu al tezei: apart, ine studiului proprietăt, ilor spat, iilor funct, ionale cu
structuri algebrice s, i aplicat, iile lor.

Scopul s, i obiectivele lucrării:
- stabilirea corelat, iilor dintre proprietăt, ile spat, iilorX, E s, i proprietăt, ile spat, iului Cp(X,E);
- determinarea proprietăt, ilor comune ale spat, iilor X la care spat, iile funct, ionale Cp(X,E)

sunt liniar homeomorfe;
- determinarea proprietăt, ilor comune ale spat, iilor X la care inelele topologice Cp(X,E)

sunt izomorfe.
Noutatea s, i originalitatea s,tiint, ifică:
- a fost elaborată o metodă nouă de cercetare a spat, iilor de funct, ii cu valori ı̂n module

topologice;
- au fost stabilite unele proprietăt, i duale pentru anumite clase de spat, ii funct, ionale;
- au fost demonstrate teoreme generale despre păstrarea proprietăt, ilor topologice la

echivalent,e liniare.
Problema s,tiint, ifică importantă solut, ionată constă ı̂n elaborarea unor metode de

cercetare a spat, iilor topologice cu ajutorul spat, iilor cu structuri algebrice, ceea ce a condus
la determinarea corelat, iilor dintre proprietăt, ile spat, iilor topologice s, i proprietăt, ile algebrice
ale spat, iilor de funct, ii cu valori ı̂n inele s, i module topologice.

Semnificat, ia teoretică s, i valoarea aplicativă a lucrării: constă ı̂n elaborarea noilor
metode de cercetare a spat, iilor de funct, ii cu valori ı̂n inele s, i module topologice, s, i stabilirea
principiilor generale de păstrare a proprietăt, ilor topologice la echivalent,e liniare.

Implementarea rezultatelor s,tiint, ifice:
- rezultatele s, i metodele dezvoltate ı̂n teză pot fi aplicate ı̂n investigat, iile ulterioare ale

spat, iilor funct, ionale;
- rezultatele din teză pot servi drept suport pentru teme de masterat s, i pot constitui

cont, inutul unor cursuri speciale pentru student, ii s, i masteranzii de la specialităt, ile matema-
tice.
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АННОТАЦИЯ
на диссертацию Думбрэвяну Раду

«Исследование топологических пространств
посредством алгебраических структур»

Диссертация представлена на соискание ученой степени доктора математических
наук, специальность 111.04 - Геометрия и Топология. Диссертация разработана в Ти-
распольском Государственном Университете, в Кишиневе, в 2015 году.

Структура работы: работа написана на румынском языке и состоит из введения, 3
глав, общих выводов и рекомендации, списка цитированных источников из 87 названий,
104 страниц основного текста. По теме диссертации опубликованы 7 научных работ.

Ключевые слова: пространства непрерывных функций, топология поточечной
сходимости, носитель, линейные гомеоморфизмы, совершенные свойства,
конечно-открытые свойства.

Область исследования: изучение свойств функциональных пространств с алгеб-
раическими структурами и их приложения.

Цели и задачи исследования:
- установка корреляции между свойствами пространств X, E и свойствами про-

странства Cp(X,E);
- определение общих свойств пространств X для которых функциональные про-

странства Cp(X,E) линейно гомеоморфны;
- определение общих свойств пространств X для которых топологические кольца

Cp(X,E) изоморфны.
Научная новизна и оригинальность:
- был разработан новый метод исследования пространств функций со значениями в

топологических модулях;
- были установлены некоторые двойственные свойства для некоторых классов функ-

циональных пространств;
- были доказаны общие теоремы о сохранении топологических свойств при линейной

эквивалентности.
Решенная научная проблема заключается в разработке некоторых методов ис-

следования топологических пространств с помощью пространств с алгебраическими
структурами, что привело к установке корреляции между топологическими свойства-
ми пространств и алгебраическими свойствами пространств функций со значениями в
топологических кольцах и модулях.

Теоретическая и прикладная значимость: состоит в разработке новых методов
исследования пространств функций со значениями в топологических модулях и уста-
новлении общих принципов для сохранения топологических свойств при отношениях
линейной эквивалентности.

Внедрение научных результатов:
- результаты и методы, разработанные в диссертации могут быть применены в даль-

нейших исследованиях функциональных пространств;
- результаты диссертации могут служить пособием для тем магистерских диссер-

таций и могут составлять содержание некоторых специальных курсов для студентов
первого и второго цикла математических специальностей.
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ANNOTATION

for PhD thesis by Dumbrăveanu Radu

”Study of topological spaces with algebraic structures”

This thesis is submitted to obtain a doctoral degree in Mathematics, specialty 111.04 -

Geometry and Topology. It was elaborated at Tiraspol State University, in Chisinau, 2015.

Thesis structure: the thesis is written in Romanian and consists of an introduction, 3

chapters, conclusions, 87 bibliography titles, 104 pages of main text. The obtained results

are published in 7 scientific papers.

Keywords: function spaces, topology of pointwise convergence, support, linear homeo-

morphisms, perfect properties, open-finite properties.

Field of study of the thesis: belongs to the study of function spaces with algebraic

structures properties and its applications.

Thesis aim and objectives:

- establishment of correlations between properties of spaces X, E and properties of func-

tion space Cp(X,E);

- determination of common properties of spaces X for which the function spaces Cp(X,E)

are linear homeomorphic;

- determination of common properties of spacesX for which the topological rings Cp(X,E)

are isomorphic.

Scientific novelty and originality:

- was developed a new method of research for function spaces with values in topological

modules;

- were established some dual properties for certain classes of function spaces;

- were proved general theorems about topological properties which are preserved by linear

equivalences.

The scientific problem solved consist of development a new methods for researching

topological spaces with spaces with algebraic structures, which led to the establishment of

correlations between properties of topological spaces and algebraic properties of function

spaces with values in topological rings and modules.

The theoretical significance and applicative value of the thesis: consists in

development of new research methods for spaces of functions with values in topological

modules and establishment of general principles for preserving topological properties by

linear equivalences.

The implementation of the scientific results:

- the results and methods developed in this thesis can be applied in further investigations

of functional spaces;

- the results of the thesis can serve as support for master theses and can be used as content

for some special courses for students from first and second cycle studies of mathematical

specialties.
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INTRODUCERE

Actualitatea temei. Fie X s, i Y două mult, imi ı̂nzestrate cu anumite structuri s, i L o

familie de aplicat, ii f : X −→ Y , care corelează ı̂n careva mod cu structurile fixate pe aceste

mult, imi. Admitem că ϕ ∈ L, M ⊆ L s, i Φ : M −→ L este un operator. Atunci apare

problema determinării unei funct, ii g ∈ M pentru care Φ(g) = ϕ. As,a funct, ie g se numes,te

solut, ie a ecuat, iei funct, ionale Φ(f) = ϕ. As,a probleme au apărut până ı̂n secolul al XX-lea.

Pentru a construi efectiv solut, iile diferitor ecuat, ii funct, ionale au apărut necesităt, ile:

- de a studia proprietăt, ile spat, iilor funct, ionale;

- de a determina cu ce fel de structuri pot fi ı̂nzestrate spat, iile funct, ionale;

- de a stabili legăturile dintre proprietăt, ile spat, iilor X, Y s, i proprietăt, ile spat, iilor funct, i-

onale.

Primele rezultate au fost obt, inute ı̂ncă la sfârs, itul secolului al XIX-lea ı̂n lucrările lui K.

Weierstrass, G. Ascoli, C. Arzelà, V. Volterra, I. Fredholm ı̂n legătură cu rezolvarea ecuat, iilor

diferent, iale s, i integrale. Teorema lui Arzelà-Ascoli ([31, Teorema 3.4.20]) prezintă un criteriu

general de compactitate a unei familii de funct, ii cu topologia convergent,ei uniforme pe

compacte. Teorema lui Weierstrass generalizată de M. Stone [74, 75] permite să determinăm

mult, imi dense ı̂n spat, iul de funct, ii pe un compact ı̂n topologia convergent,ei uniforme.

Aceste studii au dus la evident, ierea diferitor clase de spat, ii: spat, ii Banach, spat, ii Frechet,

spat, ii Hilbert, spat, ii Sobolev, spat, ii Schwartz, spat, ii Hardy, spat, ii Hölder, spat, ii Skorohod

etc.

Studiul spat, iilor de funct, ii pe spat, ii topologice a fost init, iat ı̂n lucrările lui P. Alexandroff,

R. Arens, G. Choquet, I. Gelfand, A. N. Kolmogoroff, L. Gillman, M. Henriksen, M. Serison,

E. Hewitt, R. H. Fox, O. Frink, C. Kuratowski, J. W. Tukey, J. Dugundji, J. R. Jackson, M.

Katetov, L. Nachbin s, i J. Nagata (vezi [2, 3, 23, 38, 40, 41, 44, 45, 34, 35, 46, 87, 79, 4, 48,

53, 64, 65]).

Teorema lui Gelfand-Kolmogoroff [38] afirmă că inelul de funct, ii continue determină

spat, iul compact. Această teoremă a fost extinsă de Hewitt [44] s, i Nagata [65]. Hewitt a

demonstrat că inelul de funct, ii continue determină spat, iul realcompact (aceste spat, ii se mai

numesc s, i spat, ii Hewitt-Nachbin compacte). Mai precis, inelul de funct, ii continue determină

completarea realcompactă νX a spat, iului X. Nagata extinde teorema Gelfand-Kolmogoroff

ı̂n două direct, ii:

- prima teoremă afirmă că inelul de funct, ii continue ı̂n topologia convergent,ei punctiforme
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determină orice spat, iu complet regulat;

- a doua teoremă cont, ine condit, ii necesare s, i suficiente ca laticea de funct, ii continue să

determine spat, iul complet regulat.

Aceste teoreme ne arată că prezintă un interes deosebit cercetarea spat, iului de funct, ii ca

spat, iu liniar sau ca grup topologic.

Din acest punct de vedere sunt importante teoremele lui A. Miliutin [60] despre structura

liniară a spat, iilor Banach de funct, ii continue pe spat, ii compacte metrizabile, teorema lui

Kadets [51] despre homeomorfismul spat, iilor Banach separabile infinit dimensionale.

În perioada anilor 50-70 au apărut unele cercetări a spat, iilor funct, ionale ı̂n lucrările

[37, 43, 47, 12, 33]. Merită o atent, ie deosebită lucrarea lui L. Gillman s, i M. Jerison [41] care

a impulsionat cercetarea spat, iilor funct, ionale din punct de vedere aplicativ.

La ı̂nceputul anilor 70 a secolului XX A. V. Arhangel’skii ı̂ntr-un ciclu de lucrări a pre-

zentat un program fundamental de cercetare a spat, iilor funct, ionale ı̂n topologia convergent,ei

punctiforme [6]. Această teorie a fost ı̂ntitulată ”Cp-teorie”.

În această teorie se evident, iază două probleme generale.

Problema 1. De studiat corelat, iile dintre proprietăt, ile spat, iului X s, i proprietăt, ile

spat, iului Cp(X).

Problema 2. Fie X s, i Y două spat, ii lp-echivalente, adică spat, iile Cp(X), Cp(Y ) sunt

liniar homeomorfe. Care sunt proprietăt, ile comune ale spat, iilor X, Y , adică care proprietăt, i

se păstrează la lp-echivalent,e.

Această teorie a fost furtunos dezvoltată de mult, i matematicieni s, i rezultatele lor au fost

incluse ı̂n monografiile [6, 76, 77]. În lucrările lui V. Valov [80] s, i M. Choban [14] unele

rezultate au fost extinse pentru spat, iile de funct, ii cu valori ı̂n spat, ii normate. Sunt remar-

cabile teoremele generale formulate de M. Choban, care cont, in solut, iile la multe probleme

particulare (concrete).

Din acest punct de vedere apare următoarea problemă.

Problema 3. De dezvoltat Cp-teoria pentru spat, iile de funct, ii cu valori ı̂n inele s, i module

topologice.

Această problemă cont, ine un caz particular.

Problema 4. De dezvoltat Cp-teoria pentru spat, iile de funct, ii cu valori ı̂n grupuri

topologice abeliene.

Grupurile topologice s, i modulele topologice sunt instrumente importante ı̂n diverse do-

menii ale matematicii, fizicii s, i aplicat, iilor lor. Prin urmare studiul spat, iilor de funct, ii cu
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valori ı̂n module topologice prezintă o direct, ie actuală de cercetare.

Scopul s, i obiectivele lucrării.

- stabilirea corelat, iilor dintre proprietăt, ile spat, iilorX, E s, i proprietăt, ile spat, iului Cp(X,E);

- determinarea proprietăt, ilor comune ale spat, iilor X la care spat, iile funct, ionale Cp(X,E)

sunt liniar homeomorfe;

- determinarea proprietăt, ilor comune ale spat, iilor X la care inelele topologice Cp(X,E)

sunt izomorfe.

Metodica cercetării. Construct, iile s, i metodele de demonstrat, ie se bazează pe:

- not, iunile de bază din topologie;

- metodele teoriei inelelor s, i modulelor;

- aplicat, iile operatorilor liniari.

Inovat, ia s,tiint, ifică. În rezultatul realizării obiectivelor lucrării:

- a fost elaborată o metodă nouă de cercetare a spat, iilor de funct, ii cu valori ı̂n module

topologice;

- au fost stabilite unele proprietăt, i duale pentru anumite clase de spat, ii funct, ionale;

- au fost demonstrate teoreme generale despre păstrarea proprietăt, ilor topologice la

echivalent,e liniare.

Problema s,tiint, ifică importantă solut, ionată constă ı̂n elaborarea unor metode de

cercetare a spat, iilor topologice cu ajutorul spat, iilor cu structuri algebrice, ceea ce a condus

la determinarea corelat, iilor dintre proprietăt, ile spat, iilor topologice s, i proprietăt, ile algebrice

ale spat, iilor de funct, ii cu valori ı̂n inele s, i module topologice.

Valoarea teoretică s, i practică a lucrării. Au fost elaborate noi metode de cercetare

a spat, iilor de funct, ii cu valori ı̂n module topologice s, i au fost stabilite principii generale de

păstrare a proprietăt, ilor topologice la echivalent,e liniare.

Implementarea rezultatelor s,tiint, ifice.

- rezultatele s, i metodele dezvoltate ı̂n teză pot fi aplicate ı̂n investigat, iile ulterioare ale

spat, iilor funct, ionale;

- rezultatele din teză pot servi drept suport pentru teme de masterat s, i pot constitui

cont, inutul unor cursuri speciale pentru student, ii s, i masteranzii de la specialităt, ile matema-

tice.

Aprobarea lucrării.

Rezultatele lucrării au fost expuse la următoarele foruri s,tiint, ifice:
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- International Conference ”Mathematics and Information Technologies: Research and

Education (MITRE-2009)”, Chis, inău, 8-9 octombrie, 2009.

- The 20th Conference on Applied and Industrial Mathematics - CAIM 2012, Chis, inău,

22-25 august, 2012.

- The Third Conference of Mathematical Society of the Republic of Moldova dedicated

to the 50th anniversary of the foundation of Institute of Mathematics and Computer Science

”IMCS-50”, Chis, inău, 19-23 august, 2014.

Publicat, ii. Rezultatele principale ale tezei au fost publicate ı̂n 7 lucrări [27, 22, 28, 26,

29, 20, 21].

Sumarul compartimentelor tezei. Teza cont, ine adnotări, introducere, 3 capitole,

bibliografia, concluzii s, i recomandări.

Primul capitol cont, ine:

- o sinteză a cercetărilor s,tiint, ifice expuse ı̂n literatura de specialitate privind evolut, ia

dezvoltării metodelor de analiză a spat, iilor funct, ionale;

- o argumentare a direct, iei s, i problemei de cercetare;

- unele not, iuni s, i rezultate cunoscute care sunt importante ı̂n următoarele capitole.

În capitolul 2, se studiază unele probleme generale de determinare a corelat, iilor dintre

proprietăt, ile spat, iului X s, i proprietăt, ilor spat, iului Cp(X,E), precum s, i problema extinderii

funct, ionale. În particular, ı̂n acest capitol, s-a demonstrat că:

- celularitatea punct-finită a lui X este egală cu numărul lui Alexandroff al spat, iului

Cp(X,E), adică p(X) = a(Cp(X,E)) (Teorema 2.7);

- Z-desimea spat, iului X este numărabilă, dacă s, i numai dacă spat, iul Cp(X,Z) este Z-

compact (Corolarul 2.20);

- X este discret, dacă s, i numai dacă Cp(X,Z) este proiectiv complet, 0-stabil s, i Z-compact

(Teorema 2.38);

- unele criterii pentru care aplicat, iile continue definite pe un subspat, iu Y al unui spat, iu

τ -colectiv normal X pot fi prelungite continuu pe X (Corolarul 2.49).

În capitolul 3, se cercetează un domeniu important al Cp-teoriei s, i anume, echivalent,ele

funct, ionale ale spat, iilor topologice. Sunt introduse not, iuni noi, cum ar fi: R-modul topologic

local simplu, mult, ime a-mărginită s, i mult, ime E-compact plină. Sunt stabilite condit, iile ı̂n

care proprietăt, ile perfecte, tare perfecte s, i cele finit-deschise se păstrează la echivalent,e liniare

pe spat, ii de funct, ii cu valori ı̂n module topologice (Teorema 3.71, Teorema 3.72 s, i respectiv

Teorema 3.75).
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În final, sunt expuse concluziile generale s, i recomandări.
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1. STUDII ÎN DOMENIUL SPAT, IILOR

FUNCT, IONALE CU STRUCTURI ALGEBRICE

Not, iunea de spat, iu s, i funct, ie sunt două concepte importante care s-au dezvoltat, ca

s, i ı̂nsăs, i matematica, din antichitate până ı̂n prezent. Spat, iile topologice au apărut din

necesitatea studierii convergent,ei. În mod firesc apar mult, imile deschise, ı̂nchise, vecinătăt, ile

punctelor, distant,e.

Funct, iile sau aplicat, iile determină s, i legăturile dintre spat, ii s, i mobilităt, i pe spat, ii.

În acest capitol:

- se introduc not, iunile s, i rezultatele de bază importante ı̂n următoarele capitole;

- este inclusă o sinteză a cercetărilor s,tiint, ifice expuse ı̂n literatura de specialitate privind

evolut, ia dezvoltării metodelor de analiză a spat, iilor funct, ionale.

1.1. Inele, grupuri s, i module topologice

Not, iunea de grup a apărut ı̂n secolul al XIX-lea ı̂n cercetările geometrice s, i cercetările

referitoare la permutări. În geometrie au apărut ca grupuri de transformări geometrice: gru-

puri de deplasări (sau izometrii), grupul de asemănări, grupul transformărilor afine, grupul

transformărilor proiective, grupul transformărilor topologice (continue). Acest fapt s, i unes,te

topologia cu geometria. Grupul de permutări este un grup de transformări a unei mult, imi

finite. E. Galua a aplicat subgrupurile grupului de permutări la solut, ionarea problemei de

rezolvare a ecuat, iilor ı̂n radicali. Aceste idei au dus la crearea teoriei Galua, un domeniu im-

portant al matematicii contemporane. Grupurile de transformări au influent,at s, i cercetările

din domeniul fizicii: transformările Lorentz, teoria relativităt, ii lui Einstein etc.

O mult, ime nevidăG se numes,te grup, dacă pe G este definită o operat, ie algebrică (x, y) 7→

x+ y ∈ G cu următoarele proprietăt, i:

G1. Este asociativă, adică x+ (y + z) = (x+ y) + z pentru orice x, y, z ∈ G;

G2. Admite unitate, adică există e ∈ G (unitatea) astfel ı̂ncât x+ e = e+ x = x pentru

orice x ∈ G;

G3. Admite elemente inverse, adică pentru orice x ∈ G există −x ∈ G astfel ı̂ncât

x+ (−x) = (−x) + x = e.

Un grup G se numes,te comutativ (sau abelian), dacă:

G4. x+ y = y + x pentru orice x, y ∈ G.
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Un grup topologic este un grup ı̂nzestrat cu o topologie ı̂n care operat, ia sa algebrică este

continuă.

Un inel este o mult, ime R ı̂mpreună cu două operat, ii algebrice (x, y) 7→ x+ y (adunare)

s, i (x, y) 7→ x · y (̂ınmult, ire) astfel ı̂ncât:

I1. (R,+) este un grup comutativ;

I2. Înmult, irea este distributivă ı̂n raport cu adunarea x(y + z) = xy + xz pentru orice

x, y, z ∈ R.

Definit, ia 1.1. O topologie τR pe un inel R se numes, te topologie de inel, iar R ı̂mpreună cu

τR se numes, te inel topologic, dacă sunt satisfăcute următoarele proprietăt,i:

IT1. (x, y) 7→ x+ y este o aplicat,ie continuă a mult,imii R×R ı̂n R;

IT2. x 7→ −x este o aplicat,ie continuă a mult,imii R ı̂n R;

IT3. (x, y) 7→ x · y este o aplicat,ie continuă a mult,imii R×R ı̂n R.

Definit, ia 1.2. Fie G un grup abelian ı̂n raport cu operat,ia de adunare s, i R un inel. Grupul G

se numes, te R-modul de stânga sau, simplu, R-modul, dacă este definită operat,ia de ı̂nmult,ire

(r, a) 7→ ra ∈ G, unde r ∈ R s, i a ∈ G, cu următoarele proprietăt,i:

M1. r(a+ b) = ra+ rb pentru orice r ∈ R s, i a, b ∈ G;

M2. (r + s)a = ra+ sa pentru orice r, s ∈ R s, i a ∈ G;

M3. r(sa) = (rs)a pentru orice r, s ∈ R s, i a ∈ G.

Altfel spus, un R-modul este un spat, iu vectorial peste un inel R. De obicei, operat, ia de

ı̂nmult, ire (r, a) 7→ ra se numes,te ı̂nmult,irea cu scalar. Evident, orice inel R este un R-modul.

Un R-modul este cu unitate [82], dacă R posedă unitatea 1 s, i 1x = x pentru orice x ∈ G.

Exemplul 1.3. Orice grup abelian este un Z-modul, unde operat,ia de ı̂nmult,ire cu scalari

este definită astfel: na = a+ a+ ...+ a (adunarea de n ori).

Definit, ia 1.4. Fie R un inel topologic s, i E un R-modul. O topologie τ pe E este o topologie

de R-modul, iar E ı̂mpreună cu τ se numes, te R-modul topologic, dacă:

MT1. (x, y) 7→ x+ y este o aplicat,ie continuă a mult,imii E × E ı̂n E;

MT2. x 7→ x+ y este o aplicat,ie continuă a mult,imii E ı̂n E;

MT3. (r, x) 7→ rx este o aplicat,ie continuă a mult,imii R× E ı̂n E.

Fie E s, i F două R-module. Aplicat, ia ϕ : E −→ F se numes,te aplicat,ie liniară, dacă

verifică condit, iile:

14



AL1. ϕ(x+ y) = ϕ(x) + ϕ(y), pentru orice x, y ∈ E;

AL2. ϕ(αx) = αϕ(x), pentru orice x ∈ E s, i α ∈ R.

Aplicat, ia liniară păstrează operat, ia interioară (operat, ia ”+”) s, i operat, ia exterioară (ope-

rat, ia ”·”). Dacă o aplicat, ie verifică doar condit, ia AL1, atunci această aplicat, ie se numes,te

aplicat,ie aditivă.

1.2. Spat, ii funct, ionale cu structuri algebrice

Fie X s, i E două spat, ii topologice. Notăm cu EX totalitatea aplicat, iilor f : X −→ E

spat, iului X ı̂n E, iar cu C(X,E) totalitatea aplicat, iilor continue f : X −→ E ale spat, iului

X ı̂n E. În particular, dacă E = R, se foloses,te notat, ia C(X), adică C(X,R) = C(X).

Vom nota cu τ(X) topologia spat, iului topologic X. Fie A o familie de submult, imi ale

lui X astfel ı̂ncât ∅ ∈ A. Notăm

W (A,U) = {f ∈ C(X,E) : f(A) ⊆ U},

unde A ∈ A, iar U ∈ τ(E). Totalitatea mult, imilor W (A,U) formează subbaza unei topologii

pe C(X,E) care se numes,te topologia convergent,ei uniforme pe elementele familiei A [6].

Notăm această topologie cu τA.

Amintim că orice familie L de submult, imi ale mult, imii X formează o subbază a unei

topologii τ(L) pe X, dacă ∪L = X. Pentru a obt, ine baza se construies,te familia L de

intersect, ii finite L1 ∩ L2 ∩ ... ∩ Ln, unde L1, L2, ..., Ln ∈ L s, i n ∈ N. Vom avea U ∈ τ(A),

dacă s, i numai dacă pentru orice punct x ∈ X există H ∈ L ı̂ncât x ∈ H ⊆ U .

Vom avea că familia {W (A,U) : A ∈ A, U ∈ τ(E)} formează o subbază. Dacă pentru

orice A,B ∈ A are loc A∩B ∈ A s, i A∪B ∈ A, atunci familia {W (A,U) : A ∈ A, U ∈ τ(E)}

formează o bază a topologiei τA. Prezintă interes topologiile de tipul τA pentru care:

- ∪A = X;

- A ∩B,A ∪B ∈ A pentru orice A,B ∈ A.

Condit, ia ∪A = X permite să afirmăm că topologia τA este T1-topologie. Condit, ia A∪B ∈

A pentru orice A,B ∈ A permite să afirmăm că familia {W (A,U) : A ∈ A, U ∈ τ(E)} este

o bază a topologiei τA pe spat, iul C(X,E).

Dacă A constă din toate submult, imile finite ale lui X, atunci τA se numes,te topologia

convergent,ei punctiforme. Spat, iul C(X,E) ı̂n topologia convergent,ei punctiforme se notează

cu Cp(X,E).
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Dacă A constă din toate submult, imi compacte, atunci τA se numes,te topologia convergen-

t,ei uniforme pe compacte sau topologia compact-deschisă s, i C(X,E) ı̂n topologia compact-

deschisă se notează cu Ck(X,E).

Dacă X ∈ A, atunci τA se numes,te topologia convergent,ei uniforme s, i C(X,E) ı̂n topo-

logia convergent,ei uniforme se notează cu Cu(X,E).

Dacă X =
⋃
A s, i A ∩B ∈ A, A ∪B ∈ A pentru orice A,B ∈ A, atunci:

- topologia convergent,ei uniforme este topologia maximală ı̂n familia topologiilor de tipul

τA pe C(X,E);

- topologia convergent,ei punctiforme este topologia minimală ı̂n familia topologiilor de

tipul τA pe C(X,E);

- Cu(X,E) ⊆ CA(X,E) ⊆ Cp(X,E).

Prin urmare orice mult, ime compactă sau mărginită ı̂n careva topologie τA va fi com-

pactă sau, respectiv, mărginită ı̂n topologia convergent,ei punctiforme. Anume acest fapt a

impulsionat Cp-teoria.

Dacă {fn : n ∈ N} este un s, ir de aplicat, ii continue din Cp(X,E), atunci {fn : n ∈ N}

converge către o aplicat, ie f ∈ Cp(X,E), dacă s, i numai dacă, pentru orice x ∈ X s, irul

{fn : n ∈ N} converge către f(x) ı̂n E. Analog orice s, ir {fn : n ∈ N} din Cu(X,E) converge

către o aplicat, ie f din Cu(X,E), dacă s, i numai dacă, {fn : n ∈ N} converge uniform către

f ı̂n E. Astfel la baza topologiei convergent,ei punctiforme (cât s, i a topologiei convergent,ei

uniforme) stă not, iunea de convergent, ă punctiformă (respectiv convergent, ă uniformă).

În lucrare se studiază spat, iul Cp(X,E) cu topologia convergent,ei punctiforme.

Propozit, ia 1.5 (vezi [6, Propozit, ia 0.3.1]). Fie B o bază a spat,iului E. Atunci familia

{W (x1, x2, ..., xn, U1, U2, ..., Un) : xi ∈ X,Ui ∈ B, i = 1, n, n ∈ N}

este o bază a spat,iului Cp(X,E).

Demonstraţie. Fie f ∈ W (x1, x2, ..., xn, V1, V2, ..., Vn), unde x1, x2, ..., xn ∈ X, V1, V2, ..., V2

sunt submult, imi deschise ale spat, iului E s, i n ∈ N. Atunci pentru fiecare i = 1, n există

Ui ∈ B astfel ı̂ncât f(xi) ⊆ Ui ⊆ Vi. Deci f ∈ W (x1, x2, ..., xn, U1, U2, ..., Un) s, i ı̂ntrucât

aplicat, ia f a fost aleasă arbitrar reiese că

W (x1, ..., xn, U1, ..., Un) ⊆ W (x1, ..., xn, V1, ..., Vn).

Prin urmare

{W (x1, x2, ..., xn, U1, U2, ..., Un) : xi ∈ X,Ui ∈ B, i = 1, n, n ∈ N}
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este o bază a spat, iului Cp(X,E).

Propozit, ia 1.6 (vezi [6, Propozit, ia 0.3.2]). Dacă E ⊆ F , atunci Cp(X,E) este un subspat,iu

al lui Cp(X,F ). În particular, dacă E este ı̂nchis ı̂n F , atunci Cp(X,E) este un subspat,iu

ı̂nchis al lui Cp(X,F ).

Demonstraţie. Fie E s, i F două spat, ii topologice astfel ı̂ncât E ⊆ F . Este evident că, dacă

f ∈ Cp(X,E), atunci f ∈ Cp(X,F ).

Fie n ∈ N, x1, x2, .., xn ∈ X s, i U1, U2, ..., Un submult, imi deschise ale spat, iului E, atunci

există submult, imile deschise V1, V2, ..., Vn din F astfel ı̂ncât Ui = E∩Vi, pentru orice i = 1, n.

Prin urmare

W (x1, x2, ..., xn, U1, U2, ..., Un) = Cp(X,E) ∩W (x1, x2, ..., xn, V1, V2, ..., Vn).

Deci Cp(X,E) este un subspat, iu al spat, iului Cp(X,F ).

Presupunem că E este un subspat, iu ı̂nchis al lui F . Fixăm f ∈ Cp(X,F ) \ Cp(X,E).

Atunci există x ∈ X astfel ı̂ncât f(x) ∈ F \ E. Fixăm o submult, ime deschisă V a spat, iului

F . Atunci f ∈ W (x, V ) ⊆ Cp(X,F ) s, i W (x, V )∩Cp(X,E) = ∅. Prin urmare Cp(X,E) este

ı̂nchis ı̂n Cp(X,F ).

Propozit, ia 1.7 (vezi [6, Propozit, ia 0.3.3]). Spat,iul Cp(X,Πα∈AEα) este homeomorf canonic

cu spat,iul Πα∈ACp(X,Eα).

Corolarul 1.8. Spat,iul Cp(X,E
τ ) este homeomorf canonic cu spat,iul Cp(X,E)τ .

Propozit, ia 1.9 (vezi [6, Propozit, ia 0.3.4]). Fie Σ⊕{Xα : α ∈ A} este suma topologică liberă

a spat,iilor Xα. Atunci spat,iul Cp(X,E) este homeomorf canonic cu spat,iul Πα∈ACp(Xα, E).

Amintim că o scufundare a lui X ı̂n Y este o aplicat, ie e : X → Y astfel ı̂ncât e este un

homeomorfism al lui X ı̂n e(X) ⊆ Y .

Propozit, ia 1.10. Spat,iul E se poate scufunda ca subspat,iu ı̂nchis ı̂n Cp(X,E). Mai mult,

această scufundare este una naturală.

Demonstraţie. Pentru orice a ∈ E definim funct, ia aX : X −→ E prin aX(x) = a pentru

orice x ∈ X, cu alte cuvinte aX este o funct, ie constantă.

Fie e : E → Cp(X,E), unde e(a) = aX(x) pentru orice a ∈ E. Funct, ia e este injectivă,

deoarece, dacă a, b ∈ E, cu a 6= b, atunci aX(x) = a 6= b = bX(x) pentru orice x ∈ X.
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Mult, imile

W (x1, x2, ..., xn, U1, U2, ..., Un) = {f ∈ Cp(X,E) : f(xi) ∈ Ui},

unde n ∈ N, x1, x2, ..., xn ∈ X s, i U1, U2, ..., Un sunt submult, imi deschise ale lui E, formează

baza deschisă a spat, iului Cp(X,E).

Dacă x1, x2, ..., xn ∈ X s, i U este deschisă ı̂n E, atunci

e(U) = {aX : a ∈ U} = e(E) ∩W (x1, x2, ..., xn, U, U, ..., U).

Deci e este deschisă ı̂n e(E) sau, echivalent, e−1 : e(E) −→ E este continuă.

Pe de altă parte,

e−1(W (x1, x2, ..., xn, U1, U2, ..., Un) ∩ e(E)) = {a ∈ E : aX ∈ U1 ∩ U2 ∩ ... ∩ Un}

= U1 ∩ U2 ∩ ... ∩ Un.

Ceea ce ı̂nseamnă că e este continuă. As,adar e este un homeomorfism al lui E ı̂n e(E), adică

o scufundare a lui E ı̂n Cp(X,E).

Fixăm g ∈ Cp(X,E) astfel ı̂ncât g /∈ e(E). Atunci există două puncte distincte x1, x2 ∈ X

astfel ı̂ncât g(x1) 6= g(x2). Fie acum U1 s, i U2 două mult, imi deschise din E astfel ı̂ncât g(x1) ∈

U1, g(x2) ∈ U2 s, i U1 ∩ U2 = ∅. Atunci g ∈ W (x1, x2, U1, U2) s, i W (x1, x2, U1, U2) ∩ e(R) = ∅.

As,adar e(E) este ı̂nchisă ı̂n Cp(X,E).

Definit, ia 1.11. Spat,iul X se numes, te E-complet regulat, dacă pentru orice submult,ime

ı̂nchisă F a lui X s, i orice punct x ∈ X \F există f ∈ C(X,E) astfel ı̂ncât f(x) /∈ cl(f(F )),

unde cl(f(F )) este ı̂nchiderea mult,imii f(F ).

Spat, iul C(X,E) este ”bogat” ı̂n elemente, dacă spat, iul X este E-complet regulat.

Produsul de spat, ii E-complet regulate este E-complet regulat. Subspat, iul unui spat, iu

E-complet regulat este E-complet regulat. Un spat, iu X este E-complet regulat, dacă s, i

numai, dacă este homeomorf unui subspat, iu al produsului Eτ pentru un careva cardinal τ

arbitrar [83].

Fie F o familie de aplicat, ii continue ale spat, iului X ı̂n E. Spunem că F separă punctele

din X (sau este separatoare [6]), dacă pentru orice x, y ∈ X, x 6= y există f ∈ F astfel

ı̂ncât f(x) 6= f(y). Spunem că F separă punctele s, i mult,imile ı̂nchise (sau este regulată [6]),

dacă pentru orice x ∈ X s, i orice mult, ime ı̂nchisă F ⊆ X \ {x} există f ∈ F astfel ı̂ncât

f(x) /∈ cl(f(F )).
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Propozit, ia 1.12. Un spat,iu X este E-complet regulat, dacă s, i numai dacă C(X,E) este o

familie separatoare s, i regulată.

Demonstraţie. Proprietatea de a fi E-complet regulat este identică cu proprietatea de regula-

ritate a familiei C(X,E), iar orice familie regulată C(X,E) este s, i separatoare. Într-adevăr,

pentru orice două puncte x s, i y din X considerăm punctul x s, i mult, imea ı̂nchisă {y}.

Fie R un inel topologic cu unitate. Spat, iul X se numes,te R-Tychonoff, dacă pentru orice

submult, ime ı̂nchisă F a lui X s, i orice punct x ∈ X \ F există f ∈ C(X,R) astfel ı̂ncât

f(x) = 1 s, i F ⊆ f−1(0).

Remarca 1.13. Fie X un spat,iu R-Tychonoff. Atunci:

(i) X este spat,iu Tychonoff;

(ii) X este spat,iu R-complet regulat.

Un spat, iu se numes,te zero-dimensional, dacă are o bază care constă numai din mult, imi

deschise s, i ı̂nchise, adică indX = 0 (dimensiunea inductivă mică) [32].

În cele ce urmează vom defini not, iunile de: dimensiune inductivă mică, dimensiune

inductivă mare s, i dimensiune de acoperire. Dar ı̂nainte de a face acest lucru vom aminti

definit, ia not, iunii de frontieră. Frontiera unei submult, imi A ⊆ X este mult, imea punctelor

x ∈ X care posedă următoarea proprietate: pentru orice vecinătate U a lui x avem că

A ∩ U 6= ∅ s, i X \ A ∩ U 6= ∅.

Definit, ia 1.14. Pentru un spat,iu regulat X dimensiunea inductivă mică (sau dimensiunea

Menger-Urysohn), notată cu indX, se defines, te astfel:

MU1. indX = −1 dacă s, i numai dacă X = ∅;

MU2. indX ≤ n, unde n = 0, 1, ..., dacă pentru orice punct x ∈ X s, i orice vecinătate

V ⊆ X a lui x există o submult,ime deschisă U ⊆ X astfel ı̂ncât x ∈ U ⊆ V s, i indfr(U) ≤

n− 1;

MU3. indX = n, dacă indX ≤ n s, i indX > n − 1, adică nu are loc inegalitatea

indX ≤ n− 1;

MU4. indX =∞ dacă indX > n, n = −1, 0, 1, 2, ....

Produsul de spat, ii zero-dimensionale este zero-dimensional. Subspat, iul unui spat, iu zero-

dimensional este zero-dimensional. Orice spat, iu metric, separabil s, i zero-dimensional poate

fi scufundat ı̂n R.
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Definit, ia 1.15. Pentru un spat,iu normal X dimensiunea inductivă mare (sau dimensiunea

Brouwer-Čech), notată cu IndX, se defines, te astfel:

BC1. IndX = −1 dacă s, i numai dacă X = ∅;

BC2. IndX ≤ n, unde n = 0, 1, ..., dacă pentru orice mult,ime ı̂nchisă F ⊆ X s, i orice

mult,ime deschisă V ⊆ X care cont,ine F există o submult,ime deschisă U ⊆ X astfel ı̂ncât

F ⊆ U ⊆ V s, i Indfr(U) ≤ n− 1;

BC3. IndX = n, dacă IndX ≤ n s, i IndX > n − 1, adică nu are loc inegalitatea

IndX ≤ n− 1;

BC4. IndX =∞ dacă IndX > n, n = −1, 0, 1, 2, ....

Pentru orice spat, iu normal indX ≤ IndX ([32]), iar pentru orice spat, iu metric separabil

indX = IndX.

Dacă A este o acoperire a spat, iului X, atunci acoperirea B este mai fină decât A dacă

pentru orice B ∈ B există A ∈ A astfel ı̂ncât B ⊆ A.

Definit, ia 1.16. Pentru un spat,iu normal X dimensiunea de acoperire (sau dimensiunea

Čech-Lebesgue), notată cu dimX, se defines, te astfel:

CL1. dimX ≤ n, unde n = 0, 1, ..., dacă pentru orice acoperire finită s, i deschisă a

spat,iului X putem găsi o acoperire finită s, i deschisă mai fină cu cardinalul ≤ n;

CL2. dimX = n, dacă dimX ≤ n s, i dimX > n− 1;

CL3. dimX =∞ dacă dimX > n, n = −1, 0, 1, 2, ....

Pentru orice spat, iu normal IndX = 0 dacă s, i numai dacă dimX = 0, iar pentru orice

spat, iu metric separabil X, indX = IndX = dimX ([32]).

Propozit, ia 1.17. Dacă X este zero-dimensional, atunci X este R-Tychonoff.

Demonstraţie. Fie F o submult, ime ı̂nchisă din X s, i x ∈ X \F . Atunci există o submult, ime

deschisă s, i ı̂nchisă U ⊆ X \ F astfel ı̂ncât x ∈ U . Aplicat, ia χU : X −→ R definită prin

χU(x) = 1 pentru orice x ∈ U s, i χU(y) = 0 pentru orice y ∈ X \ U este continuă.

Reciproca Propozit, iei 1.17 nu este ı̂ntotdeauna adevărată. Însă merită de evident, iat

următoarea

Propozit, ia 1.18 (vezi [1, Teorema 2.11]). Fie R un corp topologic ordonat. Dacă R 6= R,

atunci următoarele afirmat,ii sunt echivalente:

(i) indX = 0;
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(ii) X este R-Tychonoff;

(iii) X este R-complet regulat.

Demonstraţie. Implicat, ia (i)→ (ii) rezultă din Propozit, ia 1.17. Implicat, ia (ii)→ (iii) este

evidentă.

Fie X un spat, iu R-complet regulat. Deoarece R este ordonat s, i R 6= R, vom avea

indR = 0. Din condit, ia că X este R-complet regulat obt, inem că X ⊆ Rτ pentru un careva

cardinal τ . Deci indX = 0. Implicat, ia (iii)→ (i) este demonstrată.

Următoarea teoremă ne arată cum este amplasat Cp(X,R) ı̂n RX (vezi [6, Propozit, ia

0.3.6] pentru R = R).

Teorema 1.19. Dacă X este R-Tychonoff, atunci Cp(X,R) este un subspat,iu dens al pro-

dusului cartezian RX

Demonstraţie. Conform definit, iei topologiei convergent,ei punctiforme aceasta coincide cu

topologia de subspat, iu al spat, iului RX cu topologia Tychonoff pe RX .

Fixăm o aplicat, ie f ∈ RX . Fixăm punctele x1, x2, ..., xn ∈ X, n ∈ N. Alegem gi ∈

C(X,R) astfel ı̂ncât gi(xi) = 1 s, i g(xj) = 0 pentru i 6= j s, i i = 1, n. Notăm

h = g1f(x1) + g2f(x2) + ...+ gnf(xn),

atunci h ∈ C(X,R) s, i h(xi) = f(xi), pentru orice i = 1, n. Deci h ∈ W (f, x1, x2, ..., xn).

Teorema este demonstrată.

Corolarul 1.20. Spat,iul Cp(X,R) este R-complet regulat.

Corolarul 1.21. Dacă R este zero-dimensional, atunci Cp(X,R) este zero-dimensional.

Ment, ionăm ([81, p. 369]) că, dacă X este infinit, atunci ponderea lui RX este egală cu

produsul dintre cardinalitatea lui X s, i w(X), adică w(RX) = |X| · w(R) [50]. În plus, este

bine cunoscut că pentru orice submult, ime densă Y ⊆ RX , Y are aceeas, i pondere ca s, i RX .

Corolarul 1.22 (vezi [81, Corolarul 6.2.2] pentru R = R). Dacă X este un spat,iu R-

Tychonoff infinit, atunci w(Cp(X,R)) = |X| · w(R).

Demonstraţie. Întrucât Cp(X,R) este dens ı̂n RX avem că

w(R) ≤ w(Cp(X,R)) = w(RX) = |X| · w(R).

Corolarul este demonstrat.
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Corolarul 1.23. Fie X s, i Y două spat,ii R-Tychonoff infinite s, i |X| + |Y | > w(R). Dacă

Cp(X,R) s, i Cp(Y,R) sunt homeomorfe, atunci |X| = |Y |.

Demonstraţie. Dacă Cp(X,R) s, i Cp(Y,R) sunt homeomorfe, atunci

w(Cp(X,R)) = w(Cp(Y,R)).

Deci

|X| · w(R) = |Y | · w(R) ≥ w(R).

Prin urmare |X| = |Y |.

Exemplul 1.24. Fie τ ≥ c s, i R = Rτ . Fie X s, i Y două spat,ii topologice discrete. Dacă

|X| = ℵ0 s, i |Y | = τ , atunci atât Cp(X,R) cât s, i Cp(Y,R) sunt homeomorfe cu Rτ . Însă

|X| < |Y |.

Amintim că densitatea d(X) a unui spat, iu X este cel mai mic cardinal infinit τ astfel

ı̂ncât există o submult, ime densă Y ⊆ X s, i |Y | ≤ τ .

Corolarul 1.25 (vezi [81, Corolarul 6.2.3] pentru R = R). Fie X un spat,iu R-Tychonoff

infinit. Dacă R este metrizabil s, i separabil, atunci următoarele afirmat,ii sunt echivalente:

(i) Cp(X,R) este separabil s, i metrizabil;

(ii) Cp(X,R) este metrizabil;

(ii) Cp(X,R) satisface prima axiomă a numerabilităt,ii;

(iv) X este numărabil.

Demonstraţie. Dacă X este numărabil, atunci w(Cp(X,R)) = ℵ0 s, i deci satisface a două

s, i ı̂n consecint, ă prima axiomă a numerabilităt, ii. Deoarece d(Cp(X,R)) ≤ w(Cp(X,R))

rezultă că Cp(X,R) este separabil, deci Cp(X,R) este separabil s, i satisface a doua axiomă a

numerabilităt, ii. Prin urmare Cp(X,R) este metrizabil.

Remarca 1.26. Dacă R este metrizabil, atunci proprietăt,ile (ii)-(iv) sunt echivalente.

Notăm prin τ ∗(X) familia tuturor mult, imilor deschise s, i nevide ale lui X. Cardinalul

infinit

c(X) = ℵ0 · sup{|γ| : γ ⊆ τ ∗(X) este disjunctă}

se numes,te numărul Souslin al (sau celularitatea) spat, iului X. Spat, iul X are proprietatea

Souslin, dacă c(X) = ℵ0. Cel mai mic cardinal infinit τ astfel ı̂ncât pentru orice punct x ∈ X
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există γ ⊆ τ(X) cu |γ| ≤ τ s, i {x} =
⋂
γ, se numes,te pseudo-caracterul spat, iului X s, i se

notează cu ψ(X).

Fie x ∈ X, familia L ⊆ τ(X) se numes,te bază locală ı̂n x, dacă x ∈ ∩L s, i pentru orice

vecinătate deschisă U a lui x există L ∈ L ı̂ncât L ⊆ U . Cel mai mic cardinal infinit τ

astfel ı̂ncât orice punct x are o bază locală L cu |L| ≤ τ se numes,te caracterul spat, iului X

s, i se notează χ(X). În particular, dacă χ(X) = ℵ0 spunem că X satisface prima axiomă a

numerabilităt,ii.

Este bine cunoscut faptul că d(X) ≤ w(X) s, i χ(X) ≤ w(X). Dacă X este grup topologic,

atunci w(X) = d(X) + χ(X). Pentru orice spat, iu această egalitatea nu are loc.

Exemplul 1.27. În calitate de X poate fi luată dreapta lui Sorgenfrey, adică X = R cu

topologia determinată de baza deschisă {[x, y) : x, y ∈ R, x < y}. Acest spat,iu se mai

numes, te ”spat,iu săgeată”. Vom avea d(X) = χ(X) = ℵ0 s, i w(X) = c = 2ℵ0. Prin urmare

d(X) < w(X) s, i χ(X) < w(X).

Exemplul 1.28. Conform Teoremei Hewitt-Marczewski-Pondiczery ([31, Teorema 2.3.15])

d(Iτ ) = ℵ0 dacă τ ≤ c = 2ℵ0, unde I = [0, 1]. Dacă ℵ0 < τ ≤ c, atunci X ×Iτ , unde X este

dreapta Sorgenfrey, vom avea următoarele proprietăt,i:

(i) d(X × Iτ ) = d(X)d(Iτ ) = ℵ0 · ℵ0 = ℵ0;

(ii) χ(X × Iτ ) = χ(X)χ(Iτ ) = ℵ0 · τ = τ ;

(iii) w(X × Iτ ) = w(X)w(Iτ ) = c · τ = c.

Prin urmare d(X × Iτ ) < w(X × Iτ ) s, i χ(X × Iτ ) ≤ w(X × Iτ ).

Exemplul 1.29. Dacă X este discret s, i numărabil, atunci χ(Y ) = 1 < ℵ0, d(Y ) = w(Y ) =

|Y |. Dacă X este dreapta Sorgenfrey, Y discret s, i ℵ0 < |Y | = τ < c, atunci pentru X × Y

vom avea:

(i) d(X × Y ) = d(X) · d(Y ) = ℵ0 · τ = τ ;

(ii) χ(X × Y ) = χ(X) · χ(Y ) = ℵ0;

(iii) w(X × Y ) = w(X) · w(Y ) = c · τ = c.

Prin urmare χ(X × Y ) < d(X × Y ) < w(X × Y ).

Notăm cu exp(X) totalitatea submult, imilor lui X. Familia N ⊆ τ(X) se numes,te ret,ea

ı̂n X, dacă pentru orice x ∈ X s, i pentru orice vecinătate deschisă U a lui x există N ∈ N

ı̂ncât x ∈ N ⊆ U . Notăm cu nw(X) cel mai mic cardinal infinit τ pentru care ı̂n X există o

ret,ea N astfel ı̂ncât |N | ≤ τ .
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Spunem că X poate fi condensat pe spat, iul Y , dacă există o aplicat, ie continuă s, i bijectivă

a lui X ı̂n Y . Cea mai mică pondere a spat, iilor Y ı̂n care X poate fi condensat se notează

iw(X) s, i se numes,te i-ponderea lui X.

Corolarul 1.30. Dacă X este un spat,iu R-Tychonoff, atunci pentru numărul lui Souslin

vom avea c(Cp(X,R)) ≤ d(R).

Demonstraţie. Dacă d(R) = τ , atunci c(Rm) = τ pentru orice cardinal m

([31, Problema 2.7.11]).

Corolarul 1.31. Dacă R este separabil, atunci numărul Souslin a spat,iului Cp(X,R) este

numărabil.

În particular, pentru Cp(X) sunt adevărate următoarele proprietăt, i duale privind funct, iile

cardinale.

Propozit, ia 1.32. Fie X un spat,iu Tychonoff. Atunci:

(i) |X| = χ(Cp(X)) = w(Cp(X)) [6, Teorema I.1.1];

(ii) nw(X) = nw(Cp(X)) [6, Teorema I.1.3];

(iii) d(X) = iw(Cp(X)) = ψ(Cp(X)) [6, Teorema I.1.4];

(iv) iw(X) = d(Cp(X)) [6, Teorema I.1.5].

În consecint, ă obt, inem următorul

Corolarul 1.33 (vezi [6, Corolarul I.1.6]). Fie X s, i Y două spat,ii Tychonoff. Dacă Cp(X)

este homeomorf cu Cp(Y ), atunci:

(i) nw(X) = nw(Y );

(ii) d(X) = d(Y );

(iii) iw(X) = iw(Y );

(iv) |X| = |Y |.

În cele ce urmează vom considera spat, iul Cp(Cp(X,R), R), adică spat, iul aplicat, iilor con-

tinue ale spat, iului Cp(X,R) ı̂n R. Prezintă interes subspat, iul aplicat, iilor liniare continue

L(X,R) ⊆ Cp(Cp(X,R), R), pentru cazul R = R.

Definit, ia 1.34. Fie x ∈ X un punct fixat. Atunci ξx : Cp(X,R)→ R definită prin ξx(f) =

f(x) se numes, te aplicat,ia de evaluare ı̂n x.
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Propozit, ia 1.35. Aplicat,ia de evaluare ξx : Cp(X,R) −→ R este continuă pentru orice

punct x ∈ X.

Demonstraţie. Fie x ∈ X. Pentru orice mult, ime deschisă U din E avem

ξ−1x (U) = {f ∈ Cp(X,E) : f(x) ∈ U} = W (x, U).

Însă W (x, U) este un element din subbaza topologiei pe Cp(X,E), adică ξ−1x (U) este deschisă

ı̂n Cp(X,E) pentru orice submult, ime deschisă U ⊆ E.

Definit, ia 1.36. Aplicat,ia eX : X → Cp(Cp(X,R), R), unde eX(x) = ξx pentru orice x ∈ X

se numes, te aplicat,ia canonică de evaluare.

Propozit, ia 1.37. Aplicat,ia canonică de evaluare eX : X −→ Cp(Cp(X,R), R) este continuă.

Demonstraţie. Fie

U = W (f1, f2, ..., fk, U1, U2, ..., Uk) ∩ eX(X)

o mult, ime deschisă ı̂n Cp(Cp(X,R), R) ∩ eX(X). Fără a pierde din generalitate, putem

presupune că U ⊆ eX(X), adică

U = {ξx ∈ eX(X) : ξx(fi) ∈ Ui, x ∈ X, i = 1, k}

= {ξx ∈ eX(X) : fi(x) ∈ Ui, x ∈ X, i = 1, k}.

Pe de altă parte

e−1X (U) = {x ∈ X : fi(x) ∈ Ui, i = 1, k}

= ∩{f−1i (Ui) : i = 1, k}.

Întrucât pentru orice i = 1, k s, i fi ∈ C(X,R), mult, imea e−1X (U) este o intersect, ie finită de

mult, imi deschise, deci e−1X (U) este deschisă.

Propozit, ia 1.38. Dacă Cp(X,R) este o familie separatoare s, i regulată, aplicat,ia de evaluare

canonică eX : X −→ Cp(Cp(X,R), R) este un homeomorfism al spat,iului X ı̂n subspat,iul

eX(X) al lui Cp(Cp(X,R), R).

Demonstraţie. În primul r̂ınd, vom arăta că eX este injectivă. Fie x, y ∈ X, x 6= y. Din

ipoteză, Cp(X,R) este o familie separatoare, adică există o funct, ie f ∈ Cp(X,R) astfel ı̂ncât

f(x) 6= f(y), as,adar ξx 6= ξy. Prin urmare aplicat, ia eX : X −→ eX(X) este bijectivă.
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Acum vom demonstra că e−1X este continuă. Fie F o submult, ime ı̂nchisă a lui X. Din

ipoteză Cp(X,R) este o familie regulată, adică pentru orice x /∈ F există f ∈ Cp(X,R) astfel

ı̂ncât f(x) /∈ clRf(F ). As,adar f(x) are o vecinătate Uf(x) pentru care Uf(x) ∩ f(F ) = ∅.

Atunci W (f, Uf(x)) este o vecinătate a lui ξx care nu se cont, ine ı̂n eX(F ), adică eX(F ) este

ı̂nchisă. As,adar e−1X este continuă.

Corolarul 1.39. Dacă spat,iul X este R-Tychonoff, atunci X este homeomorf cu subspat,iul

eX(X) al spat,iului Cp(Cp(X,R), R).

Astfel am obt, inut că X poate fi scufundat ı̂n Cp(Cp(X,E), E). Pentru cazul R = R se

s,tie că X poate fi scufundat ca subspat, iu ı̂nchis ı̂n Cp(Cp(X,E), E).

Notăm

Lp(X,R) = {λ1x1 + ...+λnxn ∈ Cp(Cp(X,R), R) : x1, ..., xn ∈ eX(X), λ1, ..., λn ∈ R, n ∈ N},

unde xi(f) = f(x1), i = 1, 2, ..., n.

Remarca 1.40. Spat,iul Lp(X,R) este un R-modul topologic.

Dacă R = R, atunci spat, iul Lp(X,R) se notează cu Lp(X), iar spat, iul Cp(Cp(X,R), R)

se notează cu CpCp(X) [6]. În cele ce urmează vom prezenta câteva rezultate importante

pentru cazul R = R care au fost extinse ı̂n capitolul 3.

Fie L un spat, iul liniar peste R. Spat, iul tuturor funct, ionalelor liniare continue (aplicat, iile

liniare continue cu valori ı̂n R) definite pe L, ı̂n topologia convergent,ei punctiforme, se

numes,te spat,iul dual al lui L s, i se notează cu L′ [6].

Propozit, ia 1.41. [6, Propozit,ia 0.5.7] Lp(X) = (Cp(X))′.

La baza Propozit, iei 1.41 stă următorul rezultat.

Propozit, ia 1.42. [6, Propozit,ia 0.5.8] Dacă φ ∈ CpCp(X) s, i φ : Cp(X) −→ R este o

aplicat,ie liniară continuă, atunci există x1, ..., xn ∈ X s, i λ1, ..., λn ∈ R, n ∈ N, astfel ı̂ncât

φ = λ1x1 + λ2x2 + ...+ λnxn.

Propozit, ia 1.43. [6, Propozit,ia 0.5.9] Dacă X este un spat,iu Tychonoff, atunci:

(i) X este un subspat,iu ı̂nchis al lui Lp(X);

(ii) Lp(X) este un subspat,iu ı̂nchis al lui CpCp(X);

(iii) X este un subspat,iu ı̂nchis ı̂n CpCp(X).
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Propozit, ia 1.44 (vezi [6, Propozit, ia 0.5.11]). Orice aplicat,ie f ∈ Cp(X) poate fi prelungită

ı̂n mod unic la o funct,ională continuă s, i liniară f̃ : Lp(X) −→ R.

Amintim că două spat, ii TychonoffX s, i Y se numesc lp-echivalente (respectiv up-echivalente,

respectiv tp-echivalente) dacă spat, iile Cp(X) s, i Cp(Y ) sunt liniar homeomorfe (respectiv uni-

form homeomorfe, respectiv homeomorfe). Evident, dacă X s, i Y sunt homeomorfe, atunci

X s, i Y sunt lp-echivalente, afirmat, ia inversă nu este ı̂ntotdeauna adevărată [81].

Exemplul 1.45 (vezi [81, Exemplul 6.2.4]). Fie X = [0, 1] ∪ [2, 3] s, i Y = [0, 2] ∪ {3}.

Evident, aceste spat,ii nu sunt homeomorfe. Pe de altă parte, aplicat,ia u : Cp(X) −→ Cp(Y )

definită prin

u(f)(x) =


f(x), x ∈ [0, 1]

f(x+ 1)− (f(2)− f(1)), x ∈ [1, 2]

f(2)− f(1), x = 3

este un homeomorfism liniar ı̂ntre Cp(X) s, i Cp(Y ).

Dacă X s, i Y sunt spat, ii compacte, iar spat, iile Cp(X) s, i Cp(Y ) sunt liniar homeomorfe,

atunci spat, iile Cu(X) s, i Cu(Y ) sunt la fel liniar homeomorfe [81].

Teorema 1.46 (vezi [81, Teorema 6.2.5]). Fie X s, i Y două spat,ii Tychonoff compacte. Dacă

aplicat,ia ϕ : Cp(X) −→ Cp(Y ) este un homeomorfism liniar, atunci aplicat,ia ϕ : Cu(X) −→

Cu(Y ) este la fel un homeomorfism liniar.

Afirmat, ia inversă ı̂nsă nu este ı̂ntotdeauna adevărată. Drept contra exemplu putem folosi

Teoremele lui Milyutin s, i Pestov la care ne vom referi ı̂n paragraful 1.4..

Revenind la lp-echivalent,e prezintă un interes deosebit următorul corolar al Propozit, iei

1.44.

Corolarul 1.47 (vezi [6, Corolarul 0.5.12]). Spat,iile Lp(X) s, i Lp(Y ) sunt liniar homeomorfe,

dacă s, i numai, dacă sunt liniar homeomorfe Cp(X) s, i Cp(Y ).

În baza acestui corolar poate fi demonstrată următoarea propozit, ie, care cont, ine un

exemplu de proprietate topologică care se păstrează la lp-echivalent,e.

Propozit, ia 1.48 (vezi [6, 0.5.13]). Fie P o clasă de spat,ii topologice cu următoarele pro-

prietăt,i:

(i) dacă X ∈ P, atunci orice imagine continuă a lui X apart,ine clasei P;
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(ii) dacă X = ∪{Xn : Xn ∈ P , n ∈ N}, atunci X ∈ P;

(iii) dacă X, Y ∈ P, atunci X × Y ∈ P;

(iv) R ∈ P.

Dacă X ∈ P, atunci Lp(X) ∈ P.

Teoria spat, iilor funct, ionale este un domeniu actual al matematicii care se dezvoltă verti-

ginos. Unele probleme deja au fost formulate anterior ı̂n lucrările lui J. Cao, A. H. Tomita,

M. M. Choban, P. S. Kenderov, W. B. Moors, J.-B. Gatsinzi, S. K. Ghosh, A. Jindal, R.

A. McCoy, S. Kundu, K. Keimel, Z. Li, S. Maghsoudi, W. Wm. McGovern, R. Raphael, Z.

Yang, Y. Zheng, J. Chen, P. Yan ([58, 39, 49, 84, 85, 54, 13, 52, 19, 36, 56, 57]).

1.3. Unele probleme importante ı̂n Cp-teoria

Conform A. V. Arhangeliskii [6, 7] majoritatea problemelor din teoria Cp pot fi clasificate

ı̂n următorul mod:

Problema A1 (Problema generală A din [6] pentru R = R). De stabilit corelat, ia

dintre proprietăt, ile spat, iului topologic X s, i proprietăt, ile inelului topologic Cp(X,R). Astfel

de proprietăt, i se numesc proprietăt,i duale.

Cazuri particulare ale problemei privind proprietăt, ile duale:

(i) Care proprietăt, i ale spat, iului topologic X sunt determinate doar de proprietăt, ile

spat, iului topologic Cp(X,R)? Astfel de proprietăt, i se numesc proprietăt,i super-topologice.

(ii) Care proprietăt, i ale spat, iului topologic X sunt determinate doar de proprietăt, ile

spat, iului liniar topologic Cp(X,R)? Astfel de proprietăt, i se numesc proprietăt,i topologice

liniare.

(iii) Care proprietăt, i ale spat, iului topologicX sunt determinate doar de proprietăt, ile alge-

brice ale inelului topologic Cp(X,R)? Astfel de proprietăt, i se numesc proprietăt,i topologico-

algebrice.

(iv) Care proprietăt, i ale spat, iului topologic X sunt determinate doar de proprietăt, ile

inelului Cp(X,R)? Astfel de proprietăt, i se numesc proprietăt,i algebrice.

(iv) Care proprietăt, i ale spat, iului topologic X sunt determinate doar de proprietăt, ile

spat, iului uniform Cp(X,R)? Astfel de proprietăt, i se numesc proprietăt,i uniforme.

Problema A1 generează următoarea
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Problema A2 (Problema generală A’ din [6] pentru R = R). De stabilit corelat, ia

dintre proprietăt, ile spat, iilor topologice X s, i Y ı̂n cazul când Cp(X,R) s, i Cp(Y,R) sunt

homeomorfe, liniar homeomorfe sau liniar izomorfe?

Primele rezultate fundamentale le putem găsi ı̂n [11]. Evident cele mai multe rezultate

privind Problema A2 sunt pentru cazul Cp(X) ([6, 68, 78]). Mai put, ine sunt rezultatele

pentru cazuri mai generale: ı̂n [80, 14] pentru cazul spat, iilor liniar normate, ı̂n [20] pentru

R-module.

Problema A3. Care sunt condit, iile ı̂n care orice funct, ie de pe o submult, ime A ⊆ X

poate fi prelungită continuu la X?

Rezultate importante ale Cp-teoriei pentru E = R au fost obt, inute de R. Arens, J.

Dugundji, K. Geba, Z. Semadeni, E. Michael ([5, 25, 37, 59]).

1.4. Teoremele lui Milyutin s, i Pestov

Stefan Banach ı̂n lucrarea [86] a formulat problema:

Problema 1. Fie X s, i Y două spat, ii compacte metrizabile. În ce condit, ii spat, iile

Cu(X) s, i Cu(Y ) sunt liniar homeomorfe? Sunt oare liniar homeomorfe spat, iile Cu([0, 1]) s, i

Cu([0, 1]× [0, 1])?

Această problemă a fost rezolvată de A. Milyutin ı̂n 1951 ı̂n teza sa de doctor, iar mai

apoi ı̂n 1966 a publicat rezolvarea ı̂n [60]. A. Milyutin a demonstrat

Teorema 1.49. Dacă X s, i Y sunt două spat,ii compacte metrizabile nenumărabile, atunci

Cu(X,R) s, i Cu(Y,R) sunt liniar homeomorfe.

Pentru cazul când X s, i Y sunt finite sau numărabile problema lui Banach a fost rezolvată

de A. Pelczynski s, i Z. Semadeni [70, 73]. Pentru aceasta se introduce următorul indice al

dispersabilităt, ii. Notăm:

s0(X) = X,

s1(X) = {x ∈ X : x nu este punct izolat ı̂n X},

sα = {x ∈ ∩{Sβ : β < α} : x nu este punct izolat ı̂n ∩ {Sβ(X) : β < α}}.

Spat, iul X se numes,te dispers dacă orice subspat, iu nevid Y ⊆ X cont, ine cel put, in un punct

izolat. Fie id(X) = min{α : sα(X) = ∅}. Pentru orice spat, iu dispers s, i numai pentru astfel

de spat, ii se determină id(X). A. Pelczynski s, i Z. Semadeni au demonstrat că pentru spat, iile
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compacte numărabile condit, iile ca Cu(X,R) s, i Cu(Y,R) să fie liniar homeomorfe depind de

relat, iile dintre id(X) s, i id(Y ), adică există un număr cardinal de limită α > 0 pentru care

id(X) = α + n s, i id(Y ) = α +m.

Din punct de vedere a teoremei lui Milyutin este importantă următoarea teoremă a lui

V. Pestov [71].

Teorema 1.50 (Pestov [71]). Fie X s, i Y două spat,ii complet regulate. Dacă spat,iile Cp(X)

s, i Cp(Y ) sunt liniar homeomorfe, atunci dimX = dimY .

S. Gul’ko in 1990 a generalizat teorema lui V. Pestov demonstrând ca aceeas, i relat, ie

dintre dimX s, i dimY rămâne valabilă s, i pentru cazul când spat, iile Cp(X) s, i Cp(Y ) sunt

uniform homeomorfe [42].

Teorema 1.51 (Gul’ko [42]). Fie X s, i Y două spat,ii complet regulate. Dacă Cp(X) s, i Cp(Y )

sunt uniform homeomorfe, atunci dimX = dimY .

Astfel spat, iile Cu([0, 1]) s, i Cu([0, 1] × [0, 1]) sunt liniar homeomorfe, conform teoremei

lui Milyutin, iar spat, iile Cp([0, 1]) s, i Cp([0, 1] × [0, 1]) nu sunt liniar homeomorfe, conform

teoremei lui V. Pestov. Mai mult, recent s-a demonstrat că Cp([0, 1]) s, i Cp([0, 1]× [0, 1]) nu

sunt homeomorfe [55].

Teorema 1.52 (Krupski [55]). Fie X s, i Y două spat,ii Tychonoff. Dacă Cp(X) s, i Cp(Y )

sunt homeomorfe, atunci dimX = dimY .

1.5. Teoremele lui Hewitt s, i Nagata

I. Gelfand s, i A. Kolmogoroff [38] au arătat că inelul de funct, ii continue C(X) determină

spat, iul compact X, adică două spat, ii compacte X s, i Y sunt homeomorfe, dacă s, i numai

dacă C(X) s, i C(Y ) sunt algebric izomorfe. E. Hewitt extinde acest rezultat pentru spat, iile

realcompacte, demonstrând că inelul de funct, ii continue C(X) determină spat, iul realcompact

νX.

Fie X un spat, iu Tychonoff. Homeomorfismul ν : X −→ Y se numes,te completarea

realcompactă a spat, iului X, dacă ν(X) este dens ı̂n Y s, i pentru orice aplicat, ie continuă

f : X −→ R există o funct, ie continuă f : Y −→ R astfel ı̂ncât f = f ◦ ν. Completarea
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realcompactă a spat, iului X se notează νX. Un spat, iu complet regulat X se numes,te Q-

spat,iu (sau realcompact), dacă X = νX, adică X coincide cu completarea sa realcompactă.

Completarea realcompactă s, i Q-spat, iile au fost introduse de E. Hewitt ı̂n 1948 ([44]).

Teorema 1.53 (Hewitt [44, Teorema 56]). Orice spat,iu complet regulat X poate fi scufundat

ca un subspat,iu dens ı̂ntr-un spat,iu realcompact νX astfel ı̂ncât C(X) să fie algebric izomorf

cu C(νX).

Următorul rezultat exprimă faptul că ı̂n studiul inelelor C(X) putem să ne limităm doar

la spat, iile realcompacte.

Teorema 1.54 (Hewitt [44, Teorema 57]). Două spat,ii realcompacte X s, i Y sunt homeo-

morfe, dacă s, i numai dacă C(X) s, i C(νX) sunt algebric izomorfe.

Iar următorul rezultat ne arată că νX este unic ı̂ntr-un sens analog cu unicitatea lui βX.

Teorema 1.55 (Hewitt [44, Teorema 58]). Dacă X este un spat,iu complet regulat, atunci

νX este complet determinat de următoarele proprietăt,i:

(i) νX este un spat,iu realcompact;

(ii) X se scufundă ca un subspat,iu dens ı̂n νX;

(iii) orice funct,ie din C(X) poate fi prelungită la o funct,ie continuă pe νX.

În 1949 J. Nagata [65] reus,es,te să extindă acelas, i rezultat al lui I. Gelfand s, i A. Kolmo-

goroff demonstrând că inelul topologic de funct, ii continue Cp(X) determină spat, iul complet

regulat X.

Teorema 1.56 (Nagata [65, Teorema 3]). Fie X s, i Y sunt două spat,ii topologice complet

regulate. Atunci X s, i Y sunt homeomorfe dacă s, i numai dacă Cp(X) s, i Cp(Y ) sunt liniar

homeomorfe.

Fie X un spat, iu complet regulat. Notăm cu L(X) laticea de aplicat, ii continue, mărginite

s, i nenegative, ale spat, iului X ı̂n R.

Teorema 1.57 (Nagata [65, Teorema 1]). Spat,iile complet regulate X s, i Y sunt homeomorfe,

dacă s, i numai dacă L(X) s, i L(Y ) sunt izomorfe.
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1.6. Spat, iile E-compacte

Fie E un spat, iu Hausdorff. Un spat, iu X se numes,te E-compact dacă este homeomorf cu

un subspat, iu ı̂nchis al produsului Eτ pentru un careva cardinal τ [62]. Notăm cu K(E) clasa

spat, iilor E-compacte. Clasa K([0, 1]) coincide cu clasa spat, iilor compacte, adică spat, iile

[0, 1]-compacte sunt exact spat, iile compacte. Clasa K(D), unde D = {0, 1}, coincide cu

clasa spat, iilor zero-dimensionale s, i compacte.

Spat, iile E-compacte au fost introduse S. Mrówka ı̂n [62]. Evident, orice spat, iu E-compact

este s, i E-complet regulat. Produsul de spat, ii E-compacte este E-compact. Subspat, iul ı̂nchis

al unui spat, iu E-compact este E-compact. În general avem următoarea

Teorema 1.58 (Mrówka-Engelking [61]). Dacă X s, i E sunt două spat,ii Hausdorff, atunci:

(i) Spat,iul E este E-compact.

(ii) Dacă X este E-compact s, i X0 este homeomorf cu un subspat,iu ı̂nchis al lui X, atunci

X0 este E-compact.

(iii) Produsul topologic arbitrar de spat,ii E-compacte este E-compact.

(iv) Dacă E1 este un spat,iu Hausdorff, atunci K(E) ⊆ K(E1) dacă s, i numai dacă E ∈

K(E1).

(v) Dacă {Xα : α ∈ A} este o familie nevidă de spat,ii E-compacte, atunci ∩{Xα : α ∈ A}

este E-compact.

(vi) Fie X un spat,iu E-compact s, i f : X −→ Y o aplicat,ie continuă. Dacă Y0 este un

subspat,iu E-compact al spat,iului Y , atunci f−1(Y0) este E-compact.

Avem următoarea generalizare a compactizării Stone-Čech, βX.

Teorema 1.59 (Mrówka-Engelking [61]). Fie X un spat,iu Hausdorff E-complet regulat.

Atunci X are o E-compactificare Hausdorff notată βEX cu următoarele proprietăt,i:

(i) Spat,iul X este dens ı̂n βEX s, i orice aplicat,ie continuă f : X −→ E admite o prelungire

continuă unică f ∗ : βEX −→ E.

(ii) Dacă Y este un spat,iu E-compact, atunci orice aplicat,ie continuă f : X −→ Y

admite o prelungire continuă unică f ∗ : βEX −→ Y .

(iii) Spat,iul βEX este unic ı̂n sensul următor: dacă Y este un spat,iu E-compact care

cont,ine X ca un subspat,iu dens s, i orice aplicat,ie continuă f : X −→ E admite o prelun-

gire continuă unică f ∗ : Y −→ E, atunci aplicat,ia identică a spat,iului Y ı̂n βEX este un

homeomorfism.
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Corolarul 1.60 (Mrówka [61]). Fie X un spat,iu E-complet regulat. Atunci X este E-

compact dacă s, i numai dacă X = βEX.

În particular, dacă E = [0, 1], atunci βEX coincide cu compactificarea Stone-Čech βX.

Dacă E = R, atunci βEX coincide cu completarea Hewitt-Nachbin νX a spat, iului complet

regulat s, i Hausdorff X [61]. Spat, iile R-compacte au fost introduse de Hewitt cu denumirea

de Q-spat,ii (sau realcompacte)

Teorema 1.61 (Mrówka-Engelking [61]). Fie X un spat,iu Hausdorff E-complet regulat.

Spat,iul X este E-compact dacă s, i numai dacă pentru orice spat,iu Hausdorff Y care cont,ine

X ca subspat,iu dens astfel ı̂ncât Y 6= X, există o aplicat,ie continuă f : X −→ E care nu

poate fi prelungită pe Y .

În cele ce urmează vom examina spat, iile N-compacte. Aceste spat, ii au fost introduse de

S. Mrówka ı̂n [63]. Evident, orice spat, iu N-compact este zero-dimensional s, i realcompact.

Implicat, ia inversă nu este ı̂ntotdeauna adevărată. În [72, 67] este prezentat un exemplu de

spat, iu ∆, realcompact s, i zero-dimensional care nu este N-compact. Acest spat, iu este un

exemplu foarte complicat introdus de P. Roy ı̂n 1962 s, i 1968 [72] pentru a demonstra că

egalitatea indX = dimX nu este adevărată pentru orice spat, iu metrizabil X.

Spat, iul ∆ cont, ine puncte de două tipuri: P1 s, i P2. Mult, imea P1 este mult, imea tuturor

s, irurilor de numere reale nenule. Mult, imea P2 = X × Y × Z. Unde:

P1. X este mult, imea tuturor s, irurilor finite de numere reale astfel ı̂ncât dacă x ∈ X,

atunci x(i) = 0, dacă s, i numai dacă i = 0, unde x(i) este termenul i al s, irului x. Notăm

punctele din X cu pX .

P2. Y mult, imea tuturor s, irurilor de numerele reale pozitive astfel ı̂ncât y ∈ Y dacă s, i

numai dacă y(i) 6= y(j) pentru i 6= j. Notăm punctele din Y cu pY .

P3. Z mult, imea tuturor s, irurilor infinite de numere pozitive. Notăm punctele din Z cu

pZ .

În spat, iul ∆ există regiuni de două tipuri: Γ1 s, i Γ2.

O regiune R este de tipul Γ1 dacă există x ∈ X astfel ı̂ncât |x| 6= 0 s, i

R1. R = R1 ∪R2, unde

1.1. R1 = {p ∈ P1 : p(i) = x(i), i = 1, 2, ..., |x|} s, i

1.2. R2 = {|pX | ≥ |x|, pX(i) = x(i), i = 1, 2, ..., |x|}.

O regiune R este de tipul Γ1 dacă există p ∈ P2 s, i n ∈ N astfel ı̂ncât:

R2. R = R0 ∪R+ ∪R−, unde
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2.1. R0 = {q ∈ P2 : qx = px, qy = py, qz(i) = pz(i), i = 1, 2, ..., n};

2.2. R+1, R+ = ∪∞i=1Rγ(p,n,+)i , R
− = ∪∞i=1Rγ(p,n,−)i ;

2.3. (γ(p, n,+)i)
∞
i=1 s, i (γ(p, n,−)i)

∞
i=1 sunt două s, iruri ı̂n care nici un element nu se

repetă din X astfel ı̂ncât, dacă j ∈ N, atunci:

2.3.1. |γ(p, n,±)j| = |px|+ n+ 1;

2.3.2. γ(p, n,±)j(i) = pX(i), i = 0, 1, ..., |pX |;

2.3.3. γ(p, n,±)j(|pX |+ 1) = ±pY (n+ j − 1);

2.3.4. γ(p, n,±)j(|pX |+ 2) = ∓F−1pY (n+j−1)(pY ), n = 1;

2.3.5. γ(p, n,±)j(|pX |+ 2 + i) = ∓pZ(i), i = 1, 2, ..., n− 1, n > 1.

Pe de altă parte, S. Mrówka a demonstrat că, dacă βX este zero-dimensional, atunci X

este realcompact, dacă s, i numai dacă este N-compact. Cu timpul spat, iile cu compactificarea

βX zero-dimensională au căpătat denumirea de spat, ii tare zero-dimensionale.

Fie X un spat, iu Tychonoff. O submult, ime A ⊆ X se numes,te zero-mult,ime, dacă există

f ∈ C(X) astfel ı̂ncât A = f−1(0). Respectiv, o submult, ime B ⊆ X se numes,te cozero-

mult,ime, dacă există f ∈ C(X) astfel ı̂ncât A = f−1(R \ {0}).

Un spat, iu complet regulat X se numes,te tare zero-dimensional, dacă pentru orice două

zero-mult, imi disjuncte A,B ⊆ X există o mult, ime deschisă s, i ı̂nchisă U ⊆ X astfel ı̂ncât

A ⊆ U s, i U ∩B = ∅ [61]. Evident, orice spat, iu tare zero-dimensional este zero-dimensional.

În general avem următoarea ([67])

Teorema 1.62. Dacă X este un spat,iu zero-dimensional, atunci următoarele afirmat,ii sunt

echivalente:

(i) X este tare zero-dimensional.

(ii) βX este total neconex.

(iii) Pentru orice acoperire finită a spat,iului X cu cozero-mult,imi există o partit,ie finită,

mai fină, compusă din submult,imi ı̂nchise s, i deschise.

(iv) Pentru orice acoperire numărabilă a spat,iului X cu cozero-mult,imi există o partit,ie

numărabilă, mai fină, compusă din submult,imi ı̂nchise s, i deschise.

(v) Orice cozero-mult,ime poate fi reprezentată ı̂n formă de intersect,ie numărabilă de

mult,imi deschise s, i ı̂nchise.

Amintim că un spat, iu X este total neconex, dacă unicele mult, imi conexe sunt mult, imile

formate dintr-un punct, adică orice submult, ime din X cu mai mult de două elemente este

neconexă.
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Remarca 1.63. Echivalent,ele (i)-(iv) sunt adevărate s, i pentru orice spat,iu complet regulat

X [67].

Altă caracterizare a spat, iilor N-compacte ne oferă următoarea

Propozit, ia 1.64. [62, Teorema 3.16] Un spat,iu X este N-compact, dacă s, i numai dacă X

este zero-dimensional s, i ([0, 1]× N)-compact.

Spunem că o submult, ime A a lui X este de Gδ-mult,ime, dacă există o familie γ de mult, imi

deschise ı̂n X cu |γ| ≤ ℵ0 astfel ı̂ncât A =
⋂
γ, adică A poate fi reprezentată sub formă de

intersect, ie numărabilă de mult, imi deschise. O submult, ime B ⊆ X se numes,te Fσ-mult,ime

dacă poate fi reprezentată ca reuniune numărabilă de mult, imi ı̂nchise. Un spat, iu ı̂n care orice

Gδ-mult, ime este deschisă, sau echivalent orice Fσ-mult, ime este ı̂nchisă, se numes,te P -spat,iu.

O submult, ime A ⊆ X se numes,te Gδ -̂ınchisă ı̂n X, dacă pentru orice x ∈ X \A există o

Gδ-mult, ime P ⊆ X astfel ı̂ncât x ∈ P ⊆ X \ A.

Propozit, ia 1.65 ([61, Lema 2.7]). Fie X un spat,iu N-compact. Atunci orice submult,ime

Gδ -̂ınchisă ı̂n X este spat,iu N-compact.

Întrucât orice spat, iu D-compact este N-compact avem că βD(βNX) = βDX. Prin urmare

X ⊆ βN ⊆ βDX. Mai precis

Teorema 1.66 ([61, Teorema 2.8]). Fie X un spat,iu zero-dimensional. Atunci βNX este

Gδ -̂ınchiderea spat,iului X ı̂n βDX

Corolarul 1.67 ([61, Corolarul 2.9]). Un spat,iu zero-dimensional X este N-compact dacă

s, i numai dacă X este Gδ ı̂nchis ı̂n βDX.

Amintim că spat, iile realcompacte la fel pot fi caracterizate prin intermediul βRX, adică

compactificarea Stone-Čech βX. S, i anume, X este realcompact dacă X este Gδ ı̂nchis ı̂n

βX [31, 76]. Astfel spat, iile N-compacte se aseamănă foarte mult cu spat, iile realcompacte,

iar relat, ia dintre βNX s, i βDX este analogă cu relat, ia dintre βX s, i β[0,1]X.

În paragraful precedent a fost formulată teorema lui Hewitt din care reiese că structura de

inel pe C(X) determină structura topologică pe spat, iul realcompact X. În 1965 S. Mrówka

a demonstrat un rezultat analog pentru spat, iile N-compacte.

Teorema 1.68 (Mrówka [61, Teorema 5.3]). Fie X s, i Y două spat,ii N-compacte. Atunci

inelele C(X,Z) s, i C(Y,Z) sunt izomorfe, dacă s, i numai dacă X s, i Y sunt homeomorfe.
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În acelas, i timp, structura de grup pe C(X,Z) nu determină topologia spat, iul D-compact

X.

Teorema 1.69 ([61, Corolarul 6.17]). Fie X s, i Y două spat,ii compacte s, i zero-dimensionale.

Atunci grupurile C(X,Z) s, i C(Y,Z) sunt izomorfe, dacă s, i numai dacă w(X) = w(Y ).

1.7. Prima echivalent, ă topologică a lui M. Choban

Cercetarea păstrării proprietăt, ilor la lp-echivalent,e se efectua pentru fiecare proprietate

ı̂n mod separat. M. Choban [14] a propus o metodă generală de cercetare a acestei probleme,

care permite să analizăm simultan mai multe proprietăt, i.

S-a observat că un homeomorfism liniar u : Cp(X,E) −→ Cp(Y,E) pentru un spat, iu

normat E generează două corespondent,e multivoce ϕ : X −→ Y s, i ψ : Y −→ X cu anumite

proprietăt, i.

Aceste proprietăt, i au fost definite de M. Choban ı̂n două grupuri de proprietăt, i. Primul

grup de proprietăt, i sunt incluse ı̂n următoarea teoremă, iar al doilea grup ı̂n Teorema 1.72

din paragraful următor.

Aceste corespondent,e vor fi construite ı̂n capitolul 3 pentru unele module topologice, care

cont, in spat, iile normate ca module de acest tip.

Amintim că o aplicat, ie multivocă ϕ : X −→ Y se numes,te inferior semicontinuă (sau

l.s.c.) dacă pentru orice submult, ime deschisă U ⊆ Y mult, imea ϕ−1(U) = {x ∈ X : ϕ(x) ∩

U 6= ∅} este deschisă ı̂n X. Respectiv, aplicat, ie ϕ se numes,te superior semicontinuă (sau

u.s.c.) dacă pentru orice submult, ime deschisă U ⊆ Y mult, imea {x ∈ X : ϕ(x)

subseteqU, ϕ(x) 6= ∅} este deschisă ı̂n X.

Teorema 1.70 (Prima echivalent, ă topologică a lui M. Choban [14]). Fie X s, i Y două spat,ii.

Fie P o proprietate care verifică următoarea condit,ie:

(of) pentru orice aplicat,ie continuă, deschisă s, i finită f : X −→ Y s, i orice subspat,iu Z

din X avem Z ∈ P, dacă s, i numai, dacă f(Z) ∈ P.

Fie ϕ : X −→ Y s, i ψ : Y −→ X două aplicat,ii multivoce cu următoarele proprietăt,i:

(i) ϕ este inferior continuă (l.s.c.) s, i ϕ(x) este finită pentru orice x ∈ X;

(ii) ψ este l.s.c. s, i ψ(y) este finită pentru orice y ∈ Y ;

(iii) x ∈ ψ(ϕ(x)) pentru orice x ∈ X;
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(iv) y ∈ ϕ(ψ(y)) pentru orice y ∈ Y .

Atunci X ∈ P dacă s, i numai dacă Y ∈ P.

Remarca 1.71. Proprietatea (of) se numes, te of -proprietate ( sau proprietate finit-deschisă).

1.8. A doua echivalent, ă topologică a lui M. Choban

O aplicat, ie continuă s, i ı̂nchisă f : X −→ Y a spat, iului X ı̂n Y se numes,te perfectă, dacă

f−1(y) este o submult, ime compactă a lui X pentru orice y ∈ Y .

Un spat, iu X se numes,te µ-spat,iu sau spat,iu µ-complet, dacă pentru orice submult, ime

mărginită L ⊆ X ı̂nchiderea clX(L) este compactă.

Teorema 1.72 (A doua echivalent, ă topologică a lui M. Choban [14]). Fie X s, i Y două

spat,ii µ-complete. Fie P o proprietate care verifică următoarea condit,ie:

(p) pentru orice aplicat,ie continuă perfectă f : X −→ Y a lui X ı̂n Y avem X ∈ P dacă

s, i numai, dacă Y ∈ P.

Fie ϕ : X −→ Y s, i ψ : Y −→ X două aplicat,ii multivoce cu următoarele proprietăt,i:

(i) x ∈ clX(ψ(ϕ(x))) pentru orice x ∈ X;

(ii) y ∈ clY (ϕ(ψ(y))) pentru orice y ∈ Y ;

(iii) dacă A ⊆ X s, i A este mărginită, atunci ϕ(A) este mărginită ı̂n Y ;

(iv) dacă B ⊆ Y s, i B este mărginită, atunci ψ(B) este mărginită ı̂n X.

Atunci X ∈ P dacă s, i numai dacă Y ∈ P.

Remarca 1.73. Proprietatea (p) se mai numes, te s, i proprietate perfectă.

1.9. Concluzii la capitolul 1

Conform informat, iei incluse ı̂n primul capitol teoria spat, iilor funct, ionale s, i, ı̂n particular

Cp-teoria, este un domeniu actual al matematicii contemporane care se dezvoltă vertiginos.

În Cp-teorie sunt bine conturate problemele: Problema A1, Problema A2 s, i Problema

A3.

Pe parcursul dezvoltării Cp-teoriei pentru spat, iile de funct, ii reale au fost obt, inute un s, ir

important de rezultate concrete, care ı̂n totalitate formează nucleul acestei teorii.
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Unele din aceste probleme au fost extinse pentru spat, ii de funct, ii cu valori ı̂n spat, ii

normate.

Pentru acest caz mai general au fost create noi metode de cercetare s, i multe din pro-

blemele particulare rezolvate pentru spat, iile de funct, ii reale au rămas nesolut, ionate pentru

acest caz general. Aceste metode sunt insuficiente pentru a studia cazul spat, iilor de funct, ii

cu valori ı̂n inele s, i module topologice.

Rezultatele pentru spat, iile de funct, ii reale s, i de funct, ii cu valori ı̂n spat, ii normate nu

reflectă proprietăt, ile spat, iilor de funct, ii cu valori ı̂n corpuri comutative.

Deci problema studiului problemelor A1 s, i A2 pentru cazul inelelor s, i modulelor topolo-

gice rămâne deschisă. As,adar sunt actuale următoarele probleme:

- de elaborat metode de cercetare a spat, iilor de funct, ii cu valori ı̂n inele s, i module

topologice;

- de determinat clase de inele s, i module topologice pentru care se extind rezultatele

fundamentale ale Cp-teoriei spat, iilor de funct, ii reale;

- de elaborat metode de cercetare a spat, iilor topologice cu ajutorul spat, iilor cu structuri

algebrice, ceea ce va conduce la determinarea corelat, iilor dintre proprietăt, ile spat, iilor topo-

logice s, i proprietăt, ile algebrice ale spat, iilor de funct, ii cu valori ı̂n inele s, i module topologice.

Pentru a rezolva aceste probleme este necesar:

- stabilirea corelat, iilor dintre proprietăt, ile spat, iilorX, E s, i proprietăt, ile spat, iului Cp(X,E);

- determinarea proprietăt, ilor comune ale spat, iilor X la care spat, iile funct, ionale Cp(X,E)

sunt liniar homeomorfe;

- determinarea proprietăt, ilor comune ale spat, iilor X la care inelele topologice Cp(X,E)

sunt izomorfe.

Aceste probleme nu au fost valorificate până acum, cu except, ia cazului când modulul

este R sau Z. Acest fapt confirmă actualitatea problemelor vizate.
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2. STUDIUL GENERAL AL SPAT, IILOR

FUNCT, IONALE CU STRUCTURI ALGEBRICE

În acest capitol se studiază unele probleme generale de determinare a corelat, iilor din-

tre proprietăt, ile spat, iului X s, i proprietăt, ilor spat, iului Cp(X,E). Deoarece pentru unele

subspat, ii Y din X este important modul de amplasare a acestora ı̂n X prezintă interes s, i

problema extinderilor funct, ionale.

Rezultatele acestui capitol au fost publicate ı̂n [26, 27, 22, 28, 29].

2.1. Numărul lui Alexandroff s, i celularitatea punct-finită

Dacă k este un număr cardinal, vom nota prin D(k) spat, iul discret de cardinalitatea

k. Notăm A(k) = D(k) ∪ {a}, unde a 6∈ D(k). Dacă x ∈ D(k), fie Bx = {{x}}. Dacă

x = a, atunci Bx = {{a} ∪ (D(k) \ B) : B este o submult,ime finită a lui D(k)}. Familia

B = ∪{Bx : x ∈ A(k)} este baza deschisă a spat, iului A(k). Spat, iul A(k) se numes,te

compactificarea cu un punct a lui Alexandroff a spat, iului discret D(k).

Definit, ia 2.1. Cardinalul infinit

a(X) = sup{k : A(k) este scufundat ı̂nX}

se numes, te numărul Alexandroff a spat,iului X.

O familie γ de submult, imi ale spat, iului X se numes,te familie punct-finită dacă orice

punct x ∈ X apart, ine la cel mult un număr finit de submult, imi din γ.

Definit, ia 2.2. Cardinalul infinit

p(X) = sup{|γ| : γ ⊆ t∗(X) este punct-finită }

se numes, te celularitatea punct-finită a lui X.

Fie E un spat, iu cu două puncte distincte 0, 1 ∈ E. Spat, iul X se numes,te E-Tychonoff,

dacă pentru orice submult, ime ı̂nchisă F a lui X s, i orice punct a ∈ X \ F există o funct, ie

continuă f : X −→ E astfel ı̂ncât f(a) = 1 s, i f(x) = 0 pentru orice x ∈ F .

Propozit, ia 2.3. Fie E un spat,iu metric nevid. Atunci a(Cp(X,E)) ≤ p(X) pentru orice

spat,iu nevid X.
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Demonstraţie. Întrucât E este un subspat, iu al lui Cp(X,E) avem a(E) ≤ a(Cp(X,E)).

Fixăm o metrică d pe spat, iul metric E.

Fie k un cardinal infinit s, i h : A(k) −→ Cp(X,E) o scufundare. Conform construct, iei

Cp(X,E) este un subspat, iu al spat, iului EX . Atunci h(A(k)) este o submult, ime ı̂nchisă a

lui EX . Fie h(y) = fy pentru orice y ∈ A(k) = D(k) ∪ {a}. Pentru orice y ∈ A(k) s, i orice

n ∈ N notăm

V (y) = {x ∈ X : fy(x) 6= fa(x)},

Vn(y) =

{
x ∈ X : d(fy(x), fa(x)) >

1

2n

}
.

Evident, V (y) s, i Vn(y) sunt submult, imi deschise ale lui X s, i mult, imea V (y) = ∪{Vn(y) : n ∈

N} este nevidă.

Dacă γ = {V (y) : y ∈ D(k)} s, i γn = {Vn(y) : y ∈ D(k)}, atunci

sup{|γn(y)| : n ∈ N} = |γ| = k.

Afirmăm că orice familie γn este punct-finită. Presupunem că x0 ∈ X s, i mult, imea

B(x0) = {y ∈ D(k) : x0 ∈ Vn(y)} este infinită. Notăm

W =

{
z ∈ E : d(z, fa(x0)) <

1

2n

}
.

Atunci H ={g ∈ C(X,E) : g(x0) ∈ W} este o submult, ime deschisă a lui Cp(X,E). Atunci

fa ∈ H. Întrucât fa este unicul punct neizolat al lui h(A(k)), atunci L = {y ∈ D(k) :

fy 6∈ H} este o mult, ime infinită. Conform construct, iei, B(x0) ⊆ L s, i mult, imea B(x0) este

infinită, ceea ce este o contradict, ie. Prin urmare a(Cp(X,E)) ≤ p(X).

Spunem că un spat, iu X are o Gδ-diagonală, dacă diagonala ∆ = {(x, x) : x ∈ X}

este o Gδ-mult, ime ı̂n X × X. În acelas, i timp, spunem că un spat, iu X are o Gδ-diagonală

regulată, dacă diagonala ∆ = {(x, x) : x ∈ X} poate fi reprezentată sub formă unei intersect, ii

de ı̂nchideri ale unei familii numărabile de vecinătăt, i deschise ale lui ∆ ı̂n X × X. Clasa

spat, iilor cu Gδ-diagonală regulată este largă s, i cont, ine toate spat, iile submetrizabile [8]. Pe

când clasa spat, iilor cu Gδ-diagonală nu cont, ine toate spat, iile submetrizabile.

Propozit, ia 2.3 este adevărată pentru spat, iul E cu Gδ-diagonală regulată.

Propozit, ia 2.4. Fie E un spat,iu nevid cu Gδ-diagonala regulată. Atunci a(Cp(X,E)) ≤

p(X) pentru orice spat,iu nevid X.
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Demonstraţie. Fie {Gn : n ∈ N} un s, ir fixat de submult, imi deschise ale lui E × E astfel

ı̂ncât

∆ = ∩{Gn : n ∈ N} = ∩{clE×EGn : n ∈ N}.

Presupunem că Gn+1 ⊆ Gn pentru orice n ∈ N.

Fie k un cardinal infinit s, i h : A(k) −→ Cp(X,E) o scufundare. Fie h(y) = fy pentru

orice y ∈ A(k) = D(k) ∪ {a}. Pentru orice y ∈ Y s, i orice n ∈ N notăm

V (y) = {x ∈ X : fy(x) 6= fa(x)}

s, i

Vn(y) = {x ∈ X : (fy(x), fa(x)) 6∈ clE×EGn}.

Evident, V (y) s, i Vn(y) sunt submult, imi deschise ale lui X s, i mult, imea V (y) = ∪{Vn(y) : n ∈

N} este nevidă.

Dacă γ = {V (y) : y ∈ D(k)} s, i γn = {Vn(y) : y ∈ D(k)}, atunci sup{|γn(y)| : n ∈ N} =

|γ| = k.

Afirmăm că orice familie γn este punct-finită. Presupunem că x0 ∈ X s, i mult, imea

B(x0) = {y ∈ D(k) : x0 ∈ Vn(y)} este infinită. Notăm

W = {z ∈ E : (z, fa(x0)) ∈ Gn}.

Atunci H ={g ∈ C(X,E) : g(x0) ∈ W} este o submult, ime deschisă a lui Cp(X,E). Atunci

fa ∈ H. Întrucât fa este unicul punct izolat al lui h(A(k)), atunci L = {y ∈ D(k) : fy 6∈ H}

este o mult, ime finită. Conform construct, iei, B(x0) ⊆ L s, i mult, imea B(x0) este infinită, ceea

ce este o contradict, ie. Prin urmare a(Cp(X,E)) ≤ p(X).

Propozit, ia 2.5. Fie E un spat,iu cu două puncte de bază s, i X un spat,iu E-Tychonoff.

Atunci p(X) ≤ a(Cp(X,E)).

Demonstraţie. Fie γ o familie punct-finită de submult, imi deschise s, i nevide ale lui X s, i

k = |γ| un cardinal infinit. Presupunem că 0, 1 ∈ E s, i 0 6= 1.

Pentru orice U ∈ γ fixăm un punct xU ∈ U . Atunci |{xU : U ∈ γ}| = |γ|. În virtutea

E-regularităt, ii spat, iului X, pentru orice punct xU există o aplicat, ie continuă fU : X → E

astfel ı̂ncât fU(xU) = 1 s, i fU(x) = 0 pentru orice x ∈ X \ U . Este posibil ca fu = fv pentru

submult, imile distincte U, V ∈ γ. Dar ı̂ntrucât γ este punct-finită avem |{fU : U ∈ γ}| = k.

Considerăm aplicat, ia constantă (care este continuă) f0(x) = 0 pentru orice x ∈ X.
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Fie Fγ = {f0} ∪ {fU : U ∈ γ}.

Afirmat, ia 1. Orice punct fU , U ∈ γ, este izolat ı̂n Fγ.

Fie U0 ∈ γ o submult, ime fixată. Există o mult, ime finită

{U1, U2, ..., Un} = {U ∈ γ : xU0 ∈ U}.

Fie H este deschisă ı̂n E astfel ı̂ncât 1 ∈ H s, i 0 /∈ H. Atunci

Fγ ∩W (fU0 , xU0 , H) = {f ∈ Fγ : f(xU0) ∈ H}

⊆ {fUi : i ∈ {1, 2, ..., n}}.

Adică aplicat, ia corespunzătoare fU0 are o vecinătatea deschisă finită.

Mult, imea U0 ∈ γ a fost aleasă arbitrar, deci orice aplicat, ie definită pe Fγ are o vecinătate

deschisă finită ı̂n Fγ. Astfel orice fU , U ∈ γ, este izolat ı̂n Fγ.

Afirmat, ia 2. Fγ este o mult,ime compactă homeomorfă cu A(k).

Fie x1, x2, ..., xn ∈ X, H o submult, ime deschisă a lui E s, i 0 ∈ H. Atunci

W (x1, x2, ..., xn, H) = {f ∈ Cp(X,E) : f(x1), f(x2), ..., f(xn) ∈ H}

este o vecinătate deschisă a aplicat, iei f0 ı̂n Cp(X,E).

Mult, imea γ′ = {U ∈ γ : U ∩ {x1, x2, ..., xn} 6= ∅} este finită. Fie U ∈ γ \ γ′. Atunci

xi /∈ Ui s, i fU(xi) = 0 pentru orice i ∈ {1, 2, ..., n}, adică fU ∈ W (x1, x2, ..., xn, H). Prin

urmare Fγ \W (x1, x2, ..., xn, H) ⊆ {fU : U ∈ γ′}. Rezultă că Fγ este o mult, ime compactă

cu un singur punct neizolat f0. În acest caz subspat, iul Fγ s, i A(k) sunt homeomorfe.

Corolarul 2.6. Fie E un spat,iu, |E| ≥ 2 s, i indX = 0. Atunci p(X) ≤ a(Cp(X,E)).

Dacă X s, i E sunt spat, ii nevide, atunci putem presupune că E este un subspat, iu ı̂nchis al

lui Cp(X,E). În acest scop identificăm punctul a ∈ E cu aplicat, ia constantă ca ∈ Cp(X,E),

unde ca(X) = {a}. As,adar a(E) ≤ a(Cp(X,E)).

Teorema 2.7. Fie E un spat,iu cu două puncte s, i cu Gδ-diagonală regulată. Atunci p(X) =

a(Cp(X,E)) pentru orice spat,iu E-Tychonoff X.

Demonstraţie. Rezultă din Propozit, ia 2.4 s, i 2.5.

Corolarul 2.8. Fie E un spat,iu cu Gδ-diagonală regulată, |E| ≥ 2 s, i indX = 0. Atunci

p(X) = a(Cp(X,E)).

Următoarea afirmat, ie pentru E = R a fost demonstrată de A. V. Arhangel’skii s, i V. V.

Tkachuk ı̂n [9].
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Corolarul 2.9. Fie E un spat,iu infinit metrizabil. Atunci p(X) = a(Cp(X,E)) pentru orice

spat,iu E-Tychonoff.

Corolarul 2.10. Fie E un spat,iu discret, |E| ≥ 2 s, i indX = 0. Atunci p(X) = a(Cp(X,E)).

2.2. Spat, ii τ-plasate s, i Z-desime

O funct, ie f : X −→ Y se numes,te strict τ -continuă, dacă pentru orice submult, ime A

a lui X cu |A| ≤ τ există o funct, ie continuă g : X −→ Y astfel ı̂ncât g|A = f |A, adică

g(x) = f(x) pentru orice x ∈ A. Se numes,te Z-desime tZ(X) a spat, iului X cel mai mic

cardinal infinit τ astfel ı̂ncât orice funct, ie definită pe X cu valori ı̂n Z strict τ -continuă este

continuă.

Propozit, ia 2.11. Fie X un spat,iu zero-dimensional. Dacă tZ(X) ≤ τ s, i x ∈ X nu este un

punct izolat ı̂n X, atunci există o mult,ime A ⊆ X \ {x} astfel ı̂ncât |A| ≤ τ s, i x ∈ cl(A).

Demonstraţie. Rat, ionăm prin reducere la absurd s, i presupunem contrariul. Ceea ce ı̂nseamnă

că pentru orice A ⊆ X \ {x} cu |A| ≤ τ , x /∈ cl(A). Atunci funct, ia f : X −→ Z definită prin

f(x) = 1 s, i f(y) = 0, pentru orice y ∈ X \ {x} este strict τ -continuă. Într-adevăr:

Cazul 1. f |A este continuă pentru orice A ⊆ X \ {x} cu |A| ≤ τ .

Pentru orice A ⊆ X \ {x} cu |A| ≤ τ există o vecinătate deschisă U a lui x astfel ı̂ncât

U∩A = ∅, dar atunci funct, ia χU : X −→ D (unde χU(x) = 1 pentru orice x ∈ U s, i χU(y) = 0

ı̂n celelalte cazuri, iar D = {0, 1}) este continuă s, i χU(y) = f(y) pentru orice y ∈ A.

Cazul 2. f |A este continuă pentru orice A ⊆ X cu x ∈ A s, i |A| ≤ τ .

Pentru orice A ⊆ X cu x ∈ A s, i |A| ≤ τ , avem că |A \ {x}| ≤ τ s, i |A \ {x}| ⊆ X \ {x},

deci putem aplica Cazul 1.

Întrucât x nu este izolat funct, ia f nu poate fi continuă. Deci tZ(X) > τ , ceea ce este o

contradict, ie.

Spunem că o submult, ime A a lui X este de tip Gτ , dacă există o familie γ de mult, imi

deschise ı̂n X cu |γ| ≤ τ astfel ı̂ncât A =
⋂
γ. În particular, dacă τ = ℵ0, atunci A este o

mult, ime de tip Gδ (sau o Gδ-mult, ime). O mult, ime A ⊆ X se numes,te τ -plasată ı̂n X, dacă

pentru orice x ∈ X \ A există o mult, ime P ⊆ X de tip Gτ astfel ı̂ncât x ∈ P ⊆ X \ A.
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Notăm cu q0(X) cel mai mic cardinal infinit τ astfel ı̂ncât X este τ -plasat ı̂n β0X, unde

β0X este compactificarea zero-dimensională maximală a spat, iului X. Amintim că X este

Z-compact, dacă s, i numai dacă X este Gδ -̂ınchis ı̂n β0X, adică q0(X) ≤ ℵ0.

Propozit, ia 2.12. Fie X un spat,iu zero-dimensional. Dacă X este τ -plasat ı̂ntr-o compac-

tificare zero-dimensională b0X, atunci X este τ -plasat ı̂n β0X.

Demonstraţie. Fie b0X o compactificare zero-dimensională a lui X s, i X este τ -plasat ı̂n b0X.

Există o aplicat, ie continuă f : β0X −→ b0X astfel ı̂ncât f−1(b0X \X) = β0X \X s, i f(x) = x

pentru orice x ∈ X. Atunci pentru orice mult, ime P de tip Gτ astfel ı̂ncât P ⊆ b0X \ X,

f−1(P ) este o mult, ime de tip Gτ s, i f−1(P ) ⊆ β0X \X.

Amintim că ı̂nchiderea unei mult, imi deschise se numes,te mult, ime ı̂nchisă canonic [6] (sau

mult, ime ı̂nchisă regulat). Un spat, iu X se numes,te mτ -spat, iu, dacă pentru orice mult, ime F

ı̂nchisă canonic a lui X s, i orice x ∈ F există o mult, ime P de tip Gτ astfel ı̂ncât x ∈ P ⊆ F .

Notăm prin m(X) cel mai mic cardinal infinit astfel ı̂ncât X este un mτ -spat, iu. În

particular, dacă m(X) este numărabil, spunem că X este un spat, iu Moscova [6].

Propozit, ia 2.13. Fie X un spat,iu zero-dimensional. Fie τ un cardinal infinit s, i Y un spat,iu

zero-dimensional. Fie X ⊆ Y , q0(X) ≤ τ , cl(X) = Y s, i m(Y ) ≤ τ . Atunci X este τ -plasat

ı̂n Y .

Demonstraţie. În primul r̂ınd demonstrăm

Afirmat, ia 1. Există o aplicat,ie continuă s, i ı̂nchisă f : β0X −→ β0Y astfel ı̂ncât

f(x) = x pentru orice x ∈ X.

Într-adevăr, fie o aplicat, ie continuă g : X −→ β0Y astfel ı̂ncât g(x) = x pentru orice

x ∈ X. Atunci există o aplicat, ie continuă f : β0X ←− β0Y astfel ı̂ncât f |X = g, adică

f(x) = x pentru orice x ∈ X.

Acum fixăm o submult, ime ı̂nchisă F din β0X. Atunci F este o mult, ime compactă.

Întrucât f este continuă s, i β0Y este Hausdorff, f(F ) este ı̂nchisă. Prin urmare f este o

aplicat, ie ı̂nchisă.

Fie f aplicat, ia din Afirmat, ia 1. Fixăm y ∈ Y \ X. Atunci f(β0X) este un subspat, iu

ı̂nchis al lui β0Y . Întrucât cl(X) = Y avem Y ⊆ f(β0X). Deci f−1(y) 6= ∅.

Cazul 1. Fie |f−1(y)| = 1, adică f−1(y) = {z} pentru un careva punct z ∈ β0X \X.

Întrucât X este τ -plasat ı̂n β0X, există o mult, ime H de tip Gτ ı̂n β0X astfel ı̂ncât

z ∈ H ⊆ β0X \ X. Fie γ o familie de submult, imi deschise ale spat, iului β0X astfel ı̂ncât

44



|γ| ≤ τ s, i H =
⋂
γ. Atunci y ∈

⋂
η unde η = {β0Y \ f(β0X \U) : U ∈ γ}. Evident, |η| ≤ τ .

De asemenea (
⋂
η) ∩X = ∅. Notăm cu P = Y ∩ (

⋂
η). Atunci y ∈ P ⊆ Y \X.

Cazul 2. Fie |f−1(y)| ≥ 2.

Fixam două puncte distincte z, t ∈ f−1(y). Există două mult, imi deschise s, i ı̂nchise Uz s, i

Ut astfel ı̂ncât z ∈ Uz, t ∈ Ut s, i Uz∩Ut = ∅. Întrucât X este τ -plasat ı̂n β0X, există o familie

de submult, imi deschise s, i ı̂nchise {Vα : α ∈ A} astfel ı̂ncât |A| ≤ τ , ∩{Vα : α ∈ A} = {z}

s, i Vα ⊆ Uz pentru orice α ∈ A. Prin urmare f(Vα) este o submult, ime ı̂nchisă canonic a lui

β0Y s, i y ∈ f(Vα). Evident, y /∈ intβ0Y (f(Vα)) pentru orice α ∈ A, unde intβ0Y (f(Vα)) este

interiorul mult, imii f(Vα) ı̂n β0Y . Pentru orice α ∈ A există o familie ξα = {Wβ : β ∈ Bα} de

submult, imi deschise s, i ı̂nchise ale lui Y astfel ı̂ncât |Bα| ≤ τ s, i y ∈ ∩{Wβ : β ∈ Bα} ⊆ f(Vα).

Fie B = ∪{Bα : α ∈ A} s, i ξ = {Wβ : β ∈ B}. Atunci y ∈ ∩{Wβ : β ∈ B} ⊆ ∩{f(Vα) :

α ∈ A}. Putem presupune că pentru orice doi indici α1, α2 ∈ A există α3 ∈ A astfel ı̂ncât

Vα3 ⊆ Vα1 ∩ Vα2 . În acest caz

f(∩{Vα : α ∈ A}) = ∩{f(Vα) : α ∈ A} = {y}.

Prin urmare y = ∩{Wβ : β ∈ B} s, i |B| ≤ τ .

Fie Y un subspat, iu al lui X, indX = 0. Notăm prin π = πZ : Cp(X,Z) −→ Cp(Y,Z)

aplicat,ia de restrict,ie a unei funct, ii din Cp(X,Z) pe Y , adică πY (f) = f |Y pentru orice

f ∈ Cp(X,Z). Subspat, iul πY (Cp(X,Z)) se notează prin Cp(Y |X,Z)

Următoarea lemă este versiunea zero-dimensională a Lemei 2.23 din [20].

Lema 2.14. Fie X un spat,iu zero-dimensional, Y un subspat,iu ı̂nchis al lui X s, i g : X −→

Z o aplicat,ie continuă. Pentru orice submult,ime finită F a lui X \ Y s, i orice aplicat,ie

f : F −→ Z există o aplicat,ie continuă ϕ : X −→ Z astfel ı̂ncât f = ϕ|F s, i ϕ|Y = g|Y .

Demonstraţie. Fie {Ux : x ∈ F} o familie de submult, imi deschise din X astfel ı̂ncât x ∈

Ux ⊆ X \Z pentru orice x ∈ F s, i Ux∩Uy = ∅ pentru oricare două puncte distincte x, y ∈ F .

Pentru orice x ∈ F fixăm o aplicat, ie continuă fx : X −→ R astfel ı̂ncât fx(x) = 1 s, i

fx(X \ Ux) = 0. Notăm

ϕx(y) = fx(y) · f(x)

pentru orice x ∈ F s, i y ∈ X. Fie ϕF (y) =
∑
{ϕx(y) : x ∈ F}. Reies, ind din modul cum a

fost construită, aplicat, ia ϕF este continuă, ϕF |F = f s, i ϕF (Z) = 0. Fie gx(y) = 1 − fx(y)

pentru orice x ∈ F s, i y ∈ X. Notăm

gF (y) =
∏
{gx(y) : x ∈ F}
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pentru orice y ∈ X. Aplicat, ia gF este continuă, gF (F ) = 0 s, i gF (Z) = 1. Fie ϕZ(y) =

gF (y) · g(y) pentru orice y ∈ Y . Din construct, ie, aplicat, ia ϕZ este continuă, ϕZ(F ) = 0 s, i

ϕZ |Z = g|Z . Evident, ϕ = ϕF + ϕZ este aplicat, ia căutată.

Propozit, ia 2.15. Pentru orice Y ⊆ X sunt adevărate următoarele afirmat,ii:

(i) aplicat,ia π este continuă s, i cl(π(Cp(X,Z))) = Cp(Y,Z);

(ii) dacă Y este ı̂nchisă ı̂n X, atunci π este o aplicat,ie deschisă;

(iii) aplicat,ia πY este injectivă, dacă s, i numai dacă mult,imea Y este densă ı̂n X.

Demonstraţie. (i) Aplicat, ia πY este continuă deoarece este restrict, ia proiect, iei canonice pY :

ZX −→ ZY pe subspat, iul Cp(X,Z).

Fie f ∈ Cp(Y,Z) o aplicat, ie fixată. Fie o mult, ime deschisă U din Cp(Y,Z) astfel ı̂ncât

f ∈ U , adică U = W (x1, x2, ..., xk, n1, n2, ..., nk), unde xi ∈ Y , ni ∈ Z, i = 1, k, k ∈ N.

Atunci există gi ∈ Cp(X,Z), i = 1, k astfel ı̂ncât gi(xi) = 1 s, i gi(xj) ⊆ {0} pentru orice

j 6= i. Fie

h(x) = f(x1)g1(x) + f(x2)g2(x) + ...+ f(xk)gk(x),

pentru orice x ∈ X. Atunci h ∈ Cp(X,Z) s, i h|Y ∈ U . As,adar cl(Cp(Y |X,Z)) = Cp(Y,Z).

Asert, iunea 1 este demonstrată.

(ii) Fie o mult, ime deschisă U din Cp(X,Z), adică U = W (x1, ..., xk, n1, ..., nk), unde

xi ∈ X, ni ∈ Z, i = 1, k, k ∈ N. Presupunem că x1, x2, ..., xl−1 ∈ Y s, i xl, xl+1, ..., xk ∈ X \ Y

pentru un l = 1, k.

Fie V o submult, ime deschisă a lui Cp(Y,Z) astfel ı̂ncât V = W (x1, ..., xl−1, n1, ..., nl−1),

unde i = 1, l − 1 s, i x1, ..., xl−1 ∈ Y . Este evident că πY (U) ⊆ V .

Fie g ∈ Cp(Y |X,Z) o aplicat, ie fixată, g ∈ V s, i fie g̃ ∈ Cp(X,Z) astfel ı̂ncât g̃ = π−1Y (g).

Atunci din Lema 2.14 există ϕ ∈ Cp(X,Z) astfel ı̂ncât ϕY = g̃|Y s, i ϕ(xi) = ni, unde i =

l − 1, ..., k. As,adar ϕ ∈ U s, i πY (ϕ) = g. Deci πY (U) = V . Asert, iunea 2 este demonstrată.

(iii) Presupunem, prin absurd, că πY este o inject, ie s, i Y nu este o submult, ime densă ı̂n

X. Fie x ∈ X \ cl(Y ) un punct fixat. Atunci există o aplicat, ie f ∈ Cp(X,E) astfel ı̂ncât

f(x) = 1 s, i f(cl(Y )) ⊆ {0}. Astfel f |Y = f0|Y , unde f0 = 0 pentru orice x ∈ X. Am

obt, inut o contradict, ie deoarece f 6= f0.

Presupunem că mult, imea Y este densă ı̂n X. Fie f, g ∈ Cp(X,E) astfel ı̂ncât f 6= g s, i

notăm cu h = f − g. Atunci h este o aplicat, ie continuă s, i U = h−1(E \ {0}) este o mult, ime

deschisă s, i nevidă ı̂n X. Fie un punct x ∈ Y ∩U fixat. Atunci f(x) 6= g(x), adică f |Y 6= g|Y .

Prin urmare πY este o inject, ie.
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Fie X s, i Y două spat, ii zero-dimensionale. Pentru orice aplicat, ie continuă f : X −→ Y ,

aplicat, ia f ∗ : Cp(Y,E) ←→ Cp(X,E) definită prin f ∗(g) = g ◦ f pentru orice g ∈ Cp(Y,E)

se numes,te aplicat,ia duală.

Spunem că X este condensat pe Y , dacă există o aplicat, ie continuă s, i bijectivă de forma

f : X −→ Y .

Fie X s, i Y două spat, ii zero-dimensionale. Spunem că f : X −→ Y este Z-factor, dacă

pentru orice g : X −→ Z, aplicat, ia g este continuă, dacă g ◦ f este continuă.

Fie X s, i Y două spat, ii topologice s, i f : X −→ Y o aplicat, ie, atunci cea mai puternică

topologie zero-dimensională pe Y ı̂n raport cu care f este continuă se numes,te topologia

Z-factor generată de f (dacă o astfel de topologie există pe Y ). Dacă topologia pe Y este

chiar topologia Z-factor generată de f , atunci f se numes,te aplicat, ia Z-factor (̂ın acest caz

indY = 0).

Următoarea afirmat, ie, pentru cazul spat, iilor Cp(X), a fost demonstrată ı̂n [76] (vezi [76,

Problema 163]).

Propozit, ia 2.16. Fie X s, i Y două spat,ii zero-dimensionale s, i f : X −→ Y este o aplicat,ie

continuă. Atunci:

(i) aplicat,ia f ∗ este continuă;

(ii) dacă f este surjectivă, adică f(X) = Y , atunci f ∗ este un homeomorfism ı̂ntre

Cp(Y,Z) s, i f ∗(Cp(Y,Z));

(iii) dacă f este surjectivă, atunci f ∗(Cp(Y,Z)) este ı̂nchis ı̂n Cp(X,Z), dacă s, i numai

dacă f este o aplicat,ie Z-factor;

(iv) dacă f este surjectivă, atunci f ∗(Cp(Y,Z)) este dens ı̂n Cp(X,E), dacă s, i numai

dacă f este o condensare.

Demonstraţie. (i) Fixăm o aplicat, ie g ∈ Cp(Y,Z) s, i fie h = f ∗(g). Fixăm o vecinătate

standard a lui h, U = W (h, x1, ..., xn) ı̂n Cp(X,Z), unde x1, ..., xn ∈ X s, i n ∈ N. Fixăm

o vecinătate standard a lui g, V = W (g, f(x1), ..., f(xn)) ı̂n Cp(Y,Z). Pentru orice g′ ∈ V

avem

g′(f(xi)) = g(f(xi)) = f ∗(g)(xi) = h(xi),

unde i = 1, n. Astfel f ∗(V ) ⊆ U , adică f ∗ este continuă ı̂n g. Întrucât g a fost aleasă arbitrar

concludem că f ∗ este continuă ı̂n fiecare punct din domeniul de definit, ie.

(ii) În primul r̂ınd vom demonstra că f ∗ este o aplicat, ie injectivă. Fixăm două aplicat, ii

distincte g, h ∈ Cp(Y,Z). Atunci g(y) 6= h(y) pentru un careva y ∈ Y . Dacă x ∈ f−1(y),
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atunci f ∗(g)(x) = g(y) 6= h(y) = f ∗(h)(x). Prin urmare f ∗(g) 6= f ∗(h).

Acum vom arăta că (f ∗)−1 este continuă. Fixăm o aplicat, ie g ∈ Cp(Y,Z) s, i o vecinătate

standard U = W (g, y1, ..., yn) a lui g ı̂n Cp(Y,Z). Fie xi = f−1(yi), i = 1, n. Fie V =

W (h, x1, ..., xn) ∩ f ∗(Cp(Y,Z)), unde h = f ∗(g). Mult, imea V este o vecinătate deschisă a

lui h ı̂n f ∗(Cp(Y,Z)). Dacă h′ ∈ V , atunci h′ = f ∗(g′) pentru un careva g′ ∈ Cp(Y,Z)

s, i h′(xi) = f ∗(g′)(xi) = g′(f(xi)) = g′(yi). Astfel g′ = (f ∗)−1(h′) ∈ U . Prin urmare

(f ∗)−1(V ) ⊆ U .

(iii) Presupunem că f este Z-factor. În primul rând vom demonstra că h(f−1(y)) este

o aplicat, ie constant pentru orice h ∈ cl(f ∗(Cp(Y,Z))) s, i y ∈ Y . Într-adevăr, fie x1, x2 ∈

f−1(y) s, i h(x1) 6= h(x2). Atunci fixăm o aplicat, ie h′ ∈ W (h, x1, x2) ∩ f ∗(Cp(Y,Z)). Atunci

h′(x1) 6= h′(x2) s, i h′ = f ∗(g′) pentru careva g′ ∈ Cp(Y,Z). Prin urmare

h′(x1) = g′(f(x1)) = g′(y) = g′(f(x2)) = g′(x2),

contradict, ie. Deci există o aplicat, ie g : Y −→ Z astfel ı̂ncât h = g ◦ f . Întrucât f este

Z-factor s, i h este continuă, aplicat, ia g este la fel continuă, adică h = f ∗(g) ∈ f ∗(Cp(Y,Z)).

Prin urmare f ∗(Cp(Y,Z)) este ı̂nchis ı̂n Cp(Y,E).

(iv) Presupunem că cf este o condensare. Fixăm o aplicat, ie h ∈ Cp(X,Z) s, i punctele

arbitrare x1, ..., xn ∈ X, unde n ∈ N. Atunci există g ∈ Cp(Y,Z) astfel ı̂ncât g(f(xi)) = h(xi).

Evident, f ∗(g) ∈ W (h, x1, ..., xn). Prin urmare h ∈ cl(f ∗(Cp(Y,Z))). Astfel cl(f ∗(Cp(Y,Z))) =

Cp(X,Z). Dacă f nu este injectivă fixăm două puncte distincte x1, x2 ∈ X astfel ı̂ncât

f(x1) = f(x2). Atunci U = W (x1, x2, a1, a2), unde a1, a2 ∈ Z s, i a1 6= a2, este o mult, ime

deschisă s, i nevidă ı̂n Cp(X,Z) cu U ∩ f ∗(Cp(Y,Z)) = ∅. Prin urmare f ∗(Cp(Y,Z)) nu este

densă ı̂n Cp(X,Z).

Propozit, ia 2.17. Fie X un spat,iu zero-dimensional. Dacă tZ(X) ≤ τ , atunci Cp(X,Z) este

τ -plasată ı̂n ZX .

Demonstraţie. Fie g ∈ ZX \ Cp(X,Z). Din faptul că tZ(X) ≤ τ reiese că există A ⊆ X

astfel ı̂ncât |A| ≤ τ s, i g|A 6= f |A pentru orice f ∈ Cp(X,Z). Considerăm π : ZX → ZA –

restrict, ia, adică π(h) = h|A pentru orice h ∈ ZX .

Mult, imea Z = π(Cp(X,Z)) este τ -plasată ı̂n ZA ı̂ntrucât |A| ≤ τ (orice submult, ime de

un punct din ZA este de tip Gτ ). Din π(g) = g|A /∈ Z reiese că există mult, imea P0 de tip

Gτ ı̂n ZA pentru care π(g) ∈ P0 ⊆ ZA \ Z.

Atunci F = π−1(P0) este de tip Gτ ı̂n ZX s, i g ∈ P ⊆ Z \ Cp(X,Z).
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Propozit, ia 2.18. Fie X un spat,iu zero-dimensional. Dacă Cp(X,Z) este τ -plasat ı̂n ZX ,

atunci tZ(X) ≤ τ .

Demonstraţie. Fie g ∈ ZX strict τ -continuă pe X s, i P o mult, ime de tip Gτ ı̂n ZX , astfel

ı̂ncât f ∈ P . Evident există A ⊆ X cu |A| ≤ τ s, i g ∈ {f ∈ ZX astfel ı̂ncât f |A = g|A} ⊆ P .

Întrucât g este strict τ -continuă există h ∈ Cp(X,Z) astfel ı̂ncât h|A = g|A. Atunci h ∈ P .

Deci P ∩ Cp(X,Z) 6= ∅ pentru orice P de tip Gτ ı̂n ZX ce cont, ine g. Întrucât Cp(X,Z) este

τ -plasată ı̂n ZX concludem g ∈ Cp(X,Z), adică g este continuă, deci tZ(X) ≤ τ .

Teorema 2.19. Fie X un spat,iu zero-dimensional, atunci tZ(X) = q0(Cp(X,Z)).

Demonstraţie. Fie tZ(X) = τ . În virtutea Propozit, iei 2.17 avem că Cp(X,Z) este τ -

scufundat ı̂n ZX . Iar ı̂ntrucât ZX este Z-compact rezultă că ZX este ℵ0-scufundat ı̂n β0ZX .

Atunci aplicând [6, Propozit, ia II.4.9] obt, inem că Cp(X,Z) este τ -scufundat ı̂n β0(ZX). Iar

aplicând Propozit, ia 2.12 obt, inem că Cp(X,Z) este τ -scufundat ı̂n β0(Cp(X,Z)). Prin urmare

q(Cp(X,Z)) ≤ tZ.

Fie λ = q0(Cp(X,Z)). Aplicând faptul că m(ZX) = ℵ0 ≤ λ, cl(Cp(X,Z)) = ZX s, i

Propozit, ia 2.13 concludem că Cp(X,Z) este λ-scufundată ı̂n ZX . Prin urmare, ı̂n baza

propozit, ie 2.18, tZ ≤ λ. As,adar tZ ≤ q0(Cp(X,Z)).

Corolarul 2.20. Pentru orice X avem că tZ ≤ ℵ0, dacă s, i numai dacă Cp(X,Z) este

Z-compact.

Demonstraţie. Dacă Cp(X,Z) este Z-compact, atunci q0(Cp(X,Z)) ≤ ℵ0. Prin urmare s, i

tZ(X) ≤ ℵ0

2.3. Spat, ii monolitice s, i 0-stabile

Un spat, iu X se numes,te spat, iu τ -monolitic, dacă pentru orice mult, ime A ⊆ X cu |A| ≤ τ

avem nw(cl(A)) ≤ τ . În particular, X este ℵ0-monolitic, dacă ı̂nchiderea fiecărei mult, imi

numărabile din X este un subspat, iu cu ret,ea numărabilă. Un spat, iu X este monolitic,

dacă este τ -monolitic pentru orice număr cardinal τ , adică pentru fiecare A ⊆ X avem

d(A) = nw(A).

Exemplul 2.21 (vezi [6]). Spat,iile metrizabile s, i spat,iile cu ret,ele numărabile sunt monoli-

tice. Pe când orice spat,iu separabil X cu nw(X) > ℵ0 nu este ℵ0-monolitic.
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Cea mai mică pondere a spat, iilor zero-dimensionale (respectiv Tychonoff) Y ı̂n care X

poate fi condensat se notează iw0(X) (respectiv iw(X)). Evident, iw(X) ≤ iw0(X) pentru

orice spat, iu Tychonoff X.

Propozit, ia 2.22. Dacă dim βX = 0, atunci iw0(X) = iw(X).

Demonstraţie. Presupunem că iw(X) = τ . Atunci există un spat, iu complet regulat Y cu

ponderea τ s, i o biject, ie continuă f : X −→ Y . Avem Y ⊆ Π{Iα : α ∈ A}, unde Iα = [0, 1]

s, i |A| = τ . Notăm cu pα : Y −→ Iα proiect, ia lui Y pe Iα, α ∈ A. În virtutea teoremei

de factorizare Mardes̆ić [31, 7.4.14], pentru orice α ∈ A există un spat, iu zero-dimensional

Zα, o aplicat, ie continuă gα : X −→ Zα s, i o aplicat, ie continuă hα : Zα −→ Iα astfel ı̂ncât

w(Zα) ≤ ℵ0 s, i hα ◦ gα = pα ◦ f .

Considerăm aplicat, ia g = ∆{gα : α ∈ A} : X −→ Z ⊆ Π{Zα : α ∈ A}. Aplicat, ia g este

o biject, ie continuă, indZ = 0 s, i w(Z) = τ . Prin urmare iw0(X) ≤ τ .

Spat, iul X se numes,te (τ, 0)-stabil, dacă pentru orice imagine continuă Y a lui X condit, iile

următoare sunt echivalente:

S1. iw0(Y ) ≤ τ ;

S2. nw(Y ) ≤ τ .

Propozit, ia 2.23. Dacă X este zero-dimensional, atunci iw0(X) ≤ nw(X).

Demonstraţie. Fie L o ret,ea a spat, iului X s, i |L| ≤ τ . Perechea de submult, imi A,B ale lui X

este 0-separată, dacă există o mult, ime deschisă s, i ı̂nchisă U ⊆ X astfel ı̂ncât A ⊆ U ⊆ X \B.

Notăm cu {(Aµ, Bµ) : µ ∈ M} familia tuturor perechilor 0-separate A,B ∈ L. Evident,

|M | ≤ τ . Pentru orice µ ∈ M fixăm o submult, ime deschisă s, i ı̂nchisă Uµ din X astfel

ı̂ncât Aµ ⊆ Uµ ⊆ X \ Bµ. Notăm cu Y mult, imea X ı̂n topologia generată de subbaza

{Uµ, X\Uµ : µ ∈M}. Atunci indY = 0, w(Y ) ≤ |M | ≤ τ , iar aplicat, ia identică f : X −→ Y

este o biject, ie continuă. Prin urmare iw0(X) ≤ nw(X).

Un spat, iu X se numes,te 0-stabil, dacă este (τ, 0)-stabil pentru orice cardinal τ . Evident,

un spat, iu X este 0-stabil, dacă s, i numai dacă pentru orice imagine continuă Y a lui X avem

iw0(Y ) = nw(Y ).

Următoarea afirmat, ie a fost demonstrată ı̂n [24], iar pentru cazul spat, iilor Cp(X) a fost

demonstrată ı̂n [76] (vezi [76, Problema 172]).

Propozit, ia 2.24. Dacă X este un spat,iu zero-dimensional, atunci nw(X) = nw(Cp(X,Z)).
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Demonstraţie. Vom arăta mai ı̂ntâi că nw(Cp(X,Z)) ≤ nw(X). În acest scop fixăm ı̂n mod

arbitrar o ret,ea S din X s, i notăm

V (S1, S2, ..., Sk, n1, ..., nk) = {f ∈ Cp(X,Z) : f(Si) = {ni}, Si ∈ S, ni ∈ Z, i = 1, 2, ..., k},

unde k ∈ N. În continuare vom demonstra că familia η = {V (S1, S2, ..., Sk, n1, n2, ..., nk)}

este o ret,ea ı̂n Cp(X,Z).

Fie f ∈ Cp(X,Z) s, i W (f, x1, x2, ..., xk) o vecinătate standard a lui f , adică

W (f, x1, x2, ..., xk) = {g ∈ Cp(X,Z) : g(xi) = f(xi), i = 1, 2, ..., k},

unde k ∈ N. Notăm f(x1) = m1, f(x2) = m2, ..., f(xk) = mk. Întrucât S este o ret,ea ı̂n X

reiese că pentru orice punct xi există Si ∈ S astfel ı̂ncât xi ∈ Si, unde i = 1, 2, ..., k s, i k ∈ N.

Prin urmare

V (S1, S2, ..., Sk,m1,m2, ...,mk) ⊆ V (x1, x2, ..., xk,m1,m2, ...,mk).

Într-adevăr, dacă g ∈ V (S1, S2, ..., Sk,m1,m2, ...,mk) reiese că g(Si) = {mi}, iar aplicând

faptul că xi ∈ Si concludem că g(xi) = mi, adică g ∈ W (x1, ..., xk,m1, ...,mk), unde i =

1, 2, ..., k, k ∈ N. As,adar η este o ret,ea ı̂n Cp(X,Z), iar reies, ind din modul cum a fost

construită familia η obt, inem că |η| ≤ |S|, deci nw(Cp(X,Z)) ≤ nw(X).

În cele ce urmează vom arăta că nw(X) ≤ nw(Cp(X,Z)). Aplicând faptul că X poate

fi scufundat ı̂n Cp(Cp(X,Z)) reiese că nw(X) ≤ nw(Cp(Cp(X,Z),Z)). Pe de altă parte,

din cele demonstrate mai sus avem nw(Cp(Cp(X,Z))) ≤ nw(Cp(X,Z)). Astfel nw(X) ≤

nw(Cp(X,Z)) s, i ı̂n final am obt, inut nw(X) = nw(Cp(X,Z)).

Următoarea afirmat, ie, pentru cazul spat, iilor Cp(X), a fost demonstrată ı̂n [76] (vezi [76,

Problema 173]).

Propozit, ia 2.25. Dacă X este un spat,iu zero-dimensional, atunci iw0(Cp(X,Z)) = d(X).

Demonstraţie. Fixăm o submult, ime infinită Y ⊆ X astfel ı̂ncât |Y | = d(X) s, i cl(Y ) = X.

Atunci, aplicând Propozit, ia 2.15, rezultă că πY : Cp(X,Z) −→ Cp(Y |X,Z) este o aplicat, ie

continuă s, i bijectivă, adică o condensare. Prin urmare iw0(Cp(X,Z)) ≤ w(Cp(Y |X,Z)).

Întrucât

w(Cp(Y |X,Z)) ≤ w(Cp(Y,E)) = |Y |

obt, inem că

iw0(Cp(X,E)) ≤ d(X).
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În cele urmează vom demonstra că d(X) ≤ ψ(Cp(X,Z)). Fie aplicat, ia f0 = 0 pentru

orice x ∈ X. Evident, f0 ∈ Cp(X,Z). Fixăm o familie

γ = {W (f0, x1, x2, ..., xk) : x1, x2, ..., xk ∈ X, k ∈ N}

de vecinătăt, i standarde ale aplicat, iei f0 astfel ı̂ncât ∩γ = {f0} (vezi demonstrat, ia Propozit, iei

2.17). Pentru orice W (f0, x1, x2, ..., xk) notăm K(W ) = {x1, x2, ..., xk} s, i Y = ∪{K(W ) :

W ∈ γ}, unde k ∈ N. Evident, |Y | ≤ |γ|. Vom arăta că cl(Y ) = X. Presupunem, prin

absurd, că cl(Y ) 6= X. Atunci există un punct x ∈ X \ cl(Y ) s, i o aplicat, ie f ∈ Cp(X,Z)

astfel ı̂ncât f(x) = 1 s, i f(Y ) ⊆ {0}. Dar atunci rezultă că f ∈ ∩γ = {f0} ceea ce este o

contradict, ie.

Următoarea afirmat, ie, pentru cazul spat, iilor Cp(X), a fost demonstrată ı̂n [76] (vezi [76,

Problema 174]).

Propozit, ia 2.26. Dacă X este un spat,iu zero-dimensional, atunci iw0(X) = d(Cp(X,Z)).

Demonstraţie. Aplicând Propozit, ia 2.25 s, i faptul că X poate fi scufundat ı̂n Cp(Cp(X,Z),Z)

obt, inem că

iw0(X) ≤ iw0(Cp(Cp(X,Z),Z)) ≤ d(Cp(X,Z)),

deci

iw0(X) ≤ d(Cp(X,Z)).

Fixăm o condensare f : X −→ Y astfel ı̂ncât w(Y ) ≤ iw0(X). Aplicând Propozit, ia 2.16

concludem că Cp(Y,Z) poate fi scufundat ca un subspat, iu dens f ∗(Cp(Y,Z)) al spat, iului

Cp(X,Z), unde f ∗ este aplicat, ia duală. Prin urmare

d(f ∗(Cp(Y,Z))) ≤ nw(f ∗(Cp(Y,Z))) = nw(Cp(Y,Z)) = nw(Y ) ≤ w(Y ).

As,adar

d(Cp(X,E)) ≤ d(f ∗(Cp(Y,E))) ≤ w(Y ) ≤ iw0(X).

Teorema 2.27. Fie X un spat,iu zero-dimensional. Spat,iul Cp(X,Z) este τ -monolitic, dacă

s, i numai dacă X este (τ, 0)-stabil.

Demonstraţie. Necesitatea. Fie τ un număr cardinal arbitrar. Presupunem că Cp(X,Z) este

τ -monolitic. Fie Y imaginea lui X printr-o funct, ie continuă s, i iw0(X) ≤ τ . Evident, spat, iul
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Cp(Y,Z) este homeomorf cu un subspat, iu al lui Cp(X,Z) s, i deci, din presupunerea noastră

obt, inem că Cp(Y,Z) este τ -monolitic. În particular, nw(Cp(Y,Z)) ≤ d(Cp(Y,Z)). Dar ı̂n

acelas, i timp iw0(Y ) = d(Cp(Y,Z)) s, i nw(Cp(Y,Z)) = nw(Y ). Deci nw(Y ) ≤ iw0(Y ).

Suficient,a. Fie A ⊆ Cp(X,Z) s, i |A| ≤ τ . Considerăm produsul diagonal f = ∆A de

funct, ii din A s, i notăm Y = f(X). Astfel f(x) = {xg = g(x) : g ∈ A} s, i Y ⊆ ZA. Evident

w(Y ) ≤ |A| ≤ τ .

Notăm prin Ỹ mult, imea punctelor din Y ı̂nzestrată cu topologia Z-factor asociată funct, iei

f . Funct, ia identitate i : Ỹ → Y este o ı̂ndesire. Din acest motiv iw0(Ỹ ) ≤ w(Y ) ≤ τ .

Întrucât X este τ -stabil s, i se transformă continuu pe Ỹ reiese că nw(Ỹ ) ≤ τ . Mai departe,

nw(Cp(Ỹ ,Z)) = nw(Ỹ ) ≤ τ . Spat, iul Cp(Ỹ ,Z) este homeomorf cu subspat, iul ı̂nchis F =

{gf̃ astfel ı̂ncât g ∈ Cp(Ỹ ,Z)} al spat, iului Cp(X,Z) ı̂ntrucât funct, ia f̃ = i−1 ◦ f : X → Ỹ

Z-factor.

Fie g ∈ A. Atunci g = pg ◦ f = pg ◦ i ◦ f̃ , unde pg : ZA → Z proiect, ia: pg(x) = xg = g(x).

Evident funct, ia pg ◦ i : Ỹ → Z este continuă adică pg ◦ i ∈ Cp(Ỹ ,Z). Reiese că g ∈ F adică

A ⊆ F . Concludem, cl(A) ⊆ cl(F ) = F s, i nw(cl(A)) ≤ nw(F ) = nw(Cp(Ỹ ,Z)) ≤ τ .

Teorema 2.28. Fie X un spat,iu zero-dimensional. Spat,iul Cp(X,Z) este (τ, 0)-stabil, dacă

s, i numai dacă X este τ -monolitic.

Demonstraţie. Necesitatea. Aplicând Teorema 2.27 s, i faptul că Cp(X,Z) este 0-stabil con-

cludem că Cp(Cp(X,Z),Z) este monolitic. Dar ı̂ntrucât X ⊆ Cp(Cp(X,Z),Z) reiese că X

este monolitic (proprietatea de a fi monolitic este mos,tenită de orice subspat, iu [6, Propozit, ia

II.6.5]).

Suficient,a. În virtutea Teoremei 2.27 este suficient să arătăm că Cp(Cp(X,Z),Z) este τ -

monolitic. Fie A ⊆ Cp(Cp(X,Z),Z) s, i |A| ≤ τ . Pentru fiecare f ∈ A fixăm mult, imea Bf ⊆ X

astfel ı̂ncât |Bf | ≤ τ s, i, dacă g1, g2 ∈ Cp(X,Z) s, i g1|Bf = g2|Bf , atunci f(g1) = f(g2).

Punem D = ∪{Bf : f ∈ A} s, i cl(F ) = D. Evident, |D| ≤ τ . Întrucât X este τ -monolitic

concludem că nw(F ) ≤ τ s, i nw(Cp(F,Z)) ≤ τ .

Considerăm restrict, ia π : Cp(X,Z)→ Z ⊆ Cp(F,Z) (unde π(g) = g|F s, i Z = Cp(F,Z)).

Întrucât F e ı̂nchisă ı̂n X funct, ia π : Cp(X,Z) → Z este deschisă. În virtutea modulului

de definit, ie a mult, imii F pentru fiecare f ∈ A există hf : Z → Z ı̂ncât hf ◦ π = f .

Întrucât π e Z-factor reiese că funct, ia hf e continuă adică hf ∈ Cp(Z,Z). Din acest motiv

A ⊆ H = {h ◦ π : h ∈ Cp(Z,Z)}. Dar H = π∗Z(Cp(Z,Z)) este ı̂nchisă ı̂n Cp(Cp(X,Z),Z)

ı̂n virtutea factor lui π s, i H e homeomorf cu Cp(Cp(Z,Z),Z). Obt, inem nw(Cp(Z,Z)) =
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nw(Z) = nw(Cp(F,Z)) ≤ τ . As,adar nw(cl(A)) ≤ nw(H) ≤ nw(Cp(Z,Z)) ≤ τ , adică

Cp(Cp(X,Z),Z) este τ -monolitic.

Propozit, ia 2.29. Fie X un spat,iu zero-dimensional. Dacă Cp(X,Z) este 0-stabil, atunci

Cp(X,Z)τ este 0-stabil pentru orice cardinal τ .

Demonstraţie. Rezultă din [6, Corolarul II.6.15].

Corolarul 2.30. Spat,iul Zτ este 0-stabil pentru orice cardinal τ .

Demonstraţie. Dacă |X| = 1, atunci Cp(X,Z) = Z. Astfel aplicând Propozit, ia 2.29 obt, inem

că Zτ este 0-stabil.

2.4. Spat, ii proiectiv complete

Un spat, iu X se numes,te proiectiv complet, dacă pentru orice aplicat, ie deschisă s, i continuă

f : X −→ Y cu Y metrizabil, Y este complet.

Propozit, ia 2.31. Fie X un spat,iu zero-dimensional. Spat,iul ZX este proiectiv complet.

Demonstraţie. Fie f o funct, ie continuă s, i deschisă pe ZX . Fie Y = f(ZX) - spat, iu cu bază

numărabilă. Atunci, conform Lemei de factorizare, putem alege o submult, ime numărabilă

A ⊆ X s, i o funct, ie g : ZA → Y astfel ı̂ncât g ◦ π = f , unde π : ZX → ZA este proiect, ia lui

ZX pe ZA. Din felul cum am ales funct, ia g s, i faptul că f este deschisă concludem că s, i g este

deschisă. Dar Z este complet metrizabil cu bază numărabilă s, i deci ZA este la fel complet

metrizabil cu bază numărabilă ı̂ntrucât ZA este un produs numărabil. În baza teoremei lui

Hausdorff asupra imaginii continue a unui spat, iu complet metrizabil spat, iul Y este complet

metrizabil.

O submult, ime A a spat, iului X se numes,te CZ-scufundată ı̂n X, dacă orice aplicat, ie

continuă a lui A ı̂n Z poate fi prelungită la o aplicat, ie continuă a lui X ı̂n Z.

Un spat, iu X se numes,te Čech-complet, dacă este o mult, ime de tip Gδ ı̂ntr-o (respectiv

ı̂n orice) compactificare Hausdorff a lui X. În particular, un spat, iu metrizabil este Čech-

complet, dacă s, i numai dacă este complet metrizabil.

Propozit, ia 2.32. Dacă Cp(X,Z) cont,ine un subspat,iu Čech-complet peste tot dens, atunci

X este discret s, i numărabil.
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Demonstraţie. Fie X un spat, iu zero-dimensional. Fie Y un subspat, iu Čech-complet s, i dens

ı̂n Cp(X,Z). Atunci Y este dens ı̂n ZX . Întrucât ZX este compact, rezultă că Y este o

mult, ime de tip Gδ ı̂n ZX .

Fie o aplicat, ie g ∈ ZX fixată. Fie ϕ : ZX −→ ZX astfel ı̂ncât ϕ(f) = f + g pentru

orice f ∈ ZX . Atunci ϕ este un homeomorfism al spat, iului ZX ı̂n el ı̂nsus, i. Astfel mult, imea

Y ′ = ϕ(Y ) este peste tot densă ı̂n ZX s, i este de tip Gδ ı̂n ZX . Prin urmare mult, imea

Y ∩Y ′ este intersect, ia unui număr numărabil de mult, imi peste tot dense ı̂n ZX . Dar ZX are

proprietatea Baire. As,adar Y ∩ Y ′ 6= ∅.

Fie o aplicat, ie h ∈ Y ∩Y ′ fixată. Atunci ı̂ntrucât h ∈ Y ′, h = g+f pentru careva f ∈ Y .

Dar h ∈ Y . Deci g = h− f ∈ Cp(X,Z), adică Cp(X,Z) = ZX .

Propozit, ia 2.33. Fie X un spat,iu zero-dimensional. Dacă Cp(X,Z) este proiectiv complet,

atunci orice subspat,iu ı̂nchis s, i numărabil F ⊆ X este discret s, i CZ-scufundat ı̂n X.

Demonstraţie. Fie πF : Cp(X,Z) → Cp(F,Z) restrict, ia lui Cp(X,Z) la Cp(F,Z). Notăm

π = πF s, i Y = π(Cp(X,Z)) ⊆ Cp(X,F). Atunci cl(Y ) = Cp(F,Z), iar ı̂ntrucât F este

ı̂nchisă concludem că π : Cp(X,Z)→ Y este deschisă.

Conform numerabilităt, ii F s, i faptului că Y ⊆ ZF , Y are o bază numărabilă. Pe de altă

parte Cp(X,Z) este proiectiv complet s, i deci Y este complet metrizabil. Rezultă că Y este

Čech-complet. Concludem că Y = Cp(F,Z) = ZF s, i deci F este discret.

Propozit, ia 2.34. Fie X un spat,iu zero-dimensional. Dacă Y ⊆ X este CZ-scufundat ı̂n X

s, i Cp(X,Z) este proiectiv complet, atunci Cp(Y,Z) este proiectiv complet.

Demonstraţie. Fie o aplicat, ie continuă s, i deschisă f : Cp(Y,Z) −→ Z fixată, astfel ı̂ncât

Z = f(Cp(Y,Z)) este un spat, iu cu bază numărabilă. Atunci πY ◦ f este o aplicat, ie continuă

s, i deschisă a spat, iului Cp(Y,Z) ı̂n Z.

Remarca 2.35. Propozit,ia 2.34 este adevărată s, i pentru spat,iul Cp(X) când X este Tycho-

noff.

Corolarul 2.36. Spat,iul Cp(βN) este proiectiv complet, dacă s, i numai dacă Cp(βN\N) este

proiectiv complet.

Demonstraţie. Întrucât βN \ N este C-scufundată ı̂n βN s, i βN ⊆ βN \ N.

Remarca 2.37. Corolarul 2.36 prezintă un răspuns part,ial la [6, Problema II.8.8].
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Teorema 2.38. Fie X un spat,iu zero-dimensional. Dacă Cp(X,Z) este proiectiv complet,

0-stabil s, i Z-compact, atunci X este discret.

Demonstraţie. Presupunem, prin reducere la absurd, că X nu este discret. Prin urmare

putem alege un punct x ∈ X care să nu fie izolat. Atunci conform Propozit, iei 2.11 putem

găsi o submult, ime A ⊆ X \{x} numărabilă astfel ı̂ncât x ∈ cl(A). Numerabilitatea mult, imii

A se datorează Corolarului 2.20 s, i faptului că Cp(X,Z) este Z-compact.

Deci ı̂n X există o mult, ime A care e numărabilă, dar nu este ı̂nchisă. Conform presupu-

nerii că X nu este discret, concludem că cl(A) nu poate fi un subspat, iu discret. Iar aplicând

condit, ia că Cp(X,Z) este proiectiv complet s, i Propozit, ia 2.33 vedem că cl(A) nu poate fi

numărabilă.

În acelas, i timp, X este monolitic ı̂n baza stabilităt, ii lui Cp(X,Z) ( Teorema 2.28) s, i deci,

cum A este numărabilă reiese că clA este un subspat, iu cu ret,ea numărabilă. Aplicând [6,

Lema II.8.4] concludem că ı̂n cl(A) poate fi găsit un compact K numărabil, dar nu s, i discret.

Pe de altă parte K este ı̂nchis ı̂n clA deci s, i ı̂n X (subspat, iul clA este Hausdorff). Iar

cum K este numărabil s, i Cp(X,Z) proiectiv complet aplicând Propozit, ia 2.33 reiese că K

este discret. Aceasta este o contradict, ie, deci teorema este demonstrată.

Fie X un spat, iu zero-dimensional. Dacă X este discret, atunci Cp(X,Z) = ZX s, i Cp(X,Z)

este proiectiv complet, 0-stabil s, i Z-compact.

Corolarul 2.39. Fie X un spat,iu zero-dimensional. Spat,iul Cp(X,Z) este homeomorf

spat,iului ZX , dacă s, i numai dacă X este discret.

2.5. Proprietăt, i multiplicative ale spat, iilor funct, ionale cu struc-

turi algebrice

Dacă spat, iile liniare topologic F s, i L sunt liniar homeomorfe, atunci notăm cu F ∼ L.

Fie E un spat, iu topologic infinit s, i local convex.

În [6] este ment, ionată următoarea afirmat, ie:

F1: Dacă spat, iul X este o sumă discretă de spat, ii nevide {Xα : α ∈ A}, atunci

Cp(X,E) ∼ Π{Cp(Xα, E) : α ∈ A}.

În [15] a fost demonstrată următoarea afirmat, ie:
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F2: Dacă Y este un subspat, iu nevid al lui X s, i există o funct, ie liniară s, i continuă

u : Cp(Y,E) −→ Cp(X,E), unde u(g)|Y = g pentru orice g ∈ Cp(Y,E), atunci

Cp(X,E) ∼ Cp(Y,E)×H,

unde H = {f ∈ Cp(X,E) : Y ⊆ f−1(0)}.

Teorema 2.40 (pentru E = R vezi [6, Teorema 0.6.2]; [76, Problema 177]). Fie E un spat,iu

liniar topologic infinit s, i local convex peste corpul K de numere reale sau complexe. Fie X

un spat,iu homeomorf cu Y × E pentru careva spat,iu Y . Atunci spat,iul Cp(X,E) este liniar

homeomorf cu (Cp(X,E))ℵ0, adică există un homeomorfism h : Cp(X,E) −→ (Cp(X,E))ℵ0

astfel ı̂ncât h(f + g) = h(f) +h(g) s, i h(t ·f) = t ·h(f) pentru orice f, g ∈ Cp(X,E) s, i t ∈ R.

Demonstraţie. Dacă un spat, iu Z este sumă discretă de spat, ii {Zα : α ∈ A}, atunci Cp(Z,E) ∼

u{Cp(Zα, E) : α ∈ A} (vezi [6, Propozit, ia 0.3.4]).

Fie a ∈ E unde a 6= 0. Orice număr λ ∈ K este identificat cu punctul λ · a. Atunci K

este un subspat, iu liniar al lui E s, i spat, iul discret Z este un subspat, iu al lui K. În acest caz

a = 1. Astfel Z ⊆ R ⊆ K ⊆ E. Există un retract continuu s, i liniar r : E −→ R peste corpul

numerelor reale, unde r(λ) = λ pentru orice λ ∈ R.

Notăm cu E0 = r−1(0). Atunci E0 este un subspat, iu ı̂nchis a lui E s, i peste corpul

numerelor reale avem E ∼ E0 × R. Putem presupune că E = E0 × R s, i X = Y × E0 × R.

Considerăm retract, ia ρ : X −→ Y × R, unde ρ(y, z, λ) = (y, λ) pentru orice

(y, z, λ) ∈ Y × E0 × R = X

care este liniar peste corpul numerelor reale R.

Notăm cu

X0 = Y × E0 × Z.

Există o aplicat, ie liniară s, i continuă u : Cp(X0, E) −→ Cp(X,E), unde u(g)|X0 = g pentru

orice g ∈ Cp(X0, E). Fie x = (y, z, λ) ∈ Y × E0 × R. Există un unic n(x) ∈ Z astfel ı̂ncât

n(x) ≤ λn(x) + 1. Notăm cu λ(x) = n(x) + 1− λ s, i

u(g)(x) = λ(x) · g(y, z, n(x)) + (1− λ(x))g(y, z, n(x) + 1).

Evident, aplicat, ia u este continuă s, i liniară. Dacă x ∈ X0, atunci n(x) = λ, λ(x) = 1 s, i

u(g)|X0 = g pentru orice g ∈ Cp(X0, E). As,adar spat, iile X0 s, i X0 × Z sunt homeomorfe.
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Fie H = {f ∈ Cp(X,E) : X0 ⊆ f−1(0)} un subspat, iu liniar al lui Cp(X,E). Prin urmare

Cp(X,E) ∼ Cp(X0, E)×H) ∼ Cp(X0 × Z, E)×H) = Cp(X0, E)N ×H.

Notăm cu Yn = Y × [n, n + 1] × E0, Hn = {f |Yn : f ∈ H} s, i Fn = Y × {n, n + 1} × E0

pentru orice n ∈ N. Întrucât spat, iile Yn, Ym sunt homeomorfe s, i Hn = {f ∈ C(Yn, E) : Fn ⊆

f−1(0)}, avem Hn ∼ Hm pentru orice n,m ∈ N. Din construct, ie, H = Π{Hn : n ∈ N}.

As,adar H ∼ HN.

Prin urmare

Cp(X,E) ∼ Cp(X0, E)N ×H) ∼ Cp(X0, E)N ×HN = (Cp(X0, E)×H)N = Cp(X,E)N.

2.6. Prelungirea funct, iilor cu valori ı̂n spat, ii discrete

Un spat, iu X se numes,te normal, dacă orice două submult, imi ı̂nchise din X pot fi separate

cu mult, imi deschise. În cele ce urmează notăm D = {0, 1} ı̂n topologia discretă s, i cu Dτ
spat, iul topologic discret cu τ elemente.

Teorema 2.41. Fie Y ⊆ X, X un spat,iu normal s, i dimX = 0. Atunci următoarele pro-

prietăt,i sunt echivalente:

1. Pentru orice submult,ime deschisă s, i ı̂nchisă U a lui Y , mult,imea clXU este deschisă

s, i ı̂nchisă ı̂n clXY .

2. Pentru orice partit,ie deschisă s, i ı̂nchisă γ = {U, V } a lui Y , există o partit,ie deschisă

s, i ı̂nchisă γ′ = {U ′, V ′} a lui X astfel ı̂ncât U = U ′ ∩ Y s, i V = V ′ ∩ Y .

3. Orice funct,ie f ∈ C(Y,D) poate fi prelungită la o funct,ie din C(X,D).

Demonstraţie. (i)→(ii) Fie X un spat, iu normal s, i dimX = 0. Atunci IndX = 0, ceea ce

ı̂nseamnă că oricare două submult, imi disjuncte s, i ı̂nchise ale lui X pot fi separate de către

două submult, imi disjuncte, deschise s, i ı̂nchise ale lui X; altfel spus, X este ultranormal [30].

Fie γ = {U, V } o partit, ie deschisă s, i ı̂nchisă a lui Y . Atunci, din presupunere, clXU este

deschisă s, i ı̂nchisă ı̂n clXY . Întrucât clXY este o submult, ime deschisă a lui X, aplicând [30,

Lema 1.1], există o submult, ime deschisă s, i ı̂nchisă U ′ a lui X, astfel ı̂ncât clXU = U ′∩ clXY .
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Pe de altă parte, U ⊆ clXU s, i U este deschisă s, i ı̂nchisă ı̂n Y , ceea ce implică U ′ ∩ Y = U .

Deducem că {U ′, X \ U ′} este partit, ia căutată.

(ii)→(i) Fie U o submult, ime deschisă a lui Y . Atunci {U, V = Y \ U} este o partit, ie

deschisă s, i ı̂nchisă a lui Y . În aceste condit, ii, din presupunere, există o partit, ie deschisă s, i

ı̂nchisă {U ′, V ′} a lui X astfel ı̂ncât U = U ′∩Y s, i V = V ′∩Y . Acum, ı̂ntrucât {U, V } este o

partit, ie a lui Y avem clXY = clXU ∪ clXV . Pe de altă parte, U ⊆ clXU ⊆ U ′ s, i prin urmare

clXU = U ′ ∩ clXY , ceea ce ı̂nseamnă că clXU este deschisă s, i ı̂nchisă ı̂n clXY .

(ii)↔(iii) Este evident.

Remarca 2.42. Teorema de mai sus va fi adevărată s, i ı̂n cazul când vom ı̂nlocui condit,ia

”dimX = 0” cu ”X este Lindelöf s, i zero-dimensional (indX = 0)”.

Demonstraţie. Într-adevăr, dacă X este Lindelöf, atunci indX = 0, dacă s, i numai dacă

IndX = 0 [32, Teorema 1.6.5].

Remarca 2.43. Echivalent,a (ii)↔(iii) din Teorema 2.41 este adevărată pentru orice spat,iu

X.

Exemplul 2.44. Fie Y = N ı̂nzestrat cu topologia discretă s, i X = βN. Atunci X este un

spat,iu normal s, i dimX = 0. Fie τ < ω. Atunci orice funct,ie continuă definită pe Y cu valori

ı̂n Dτ poate fi prelungită la o funct,ie continuă pe X. Însă, dacă τ ≥ ω, atunci ı̂ntrucât o

funct,ie continuă pe un compact trebuie sa fie mărginită, nu orice funct,ie continuă pe Y cu

valori ı̂n Dτ poate fi prelungită la o funct,ie continuă pe X. Astfel ı̂n cazul funct,iilor continue

cu valori ı̂ntr-un spat,iu discret infinit, condit,iile ca X să fie spat,iu normal s, i dimX = 0 nu

sunt suficiente.

O familie γ de submult, imi ale unui spat, iu X se numes,te discretă, dacă pentru orice punct

x ∈ X există o vecinătate care se intersectează cu cel mult un element din γ. Un spat, iu X

se numes,te τ -colectiv normal, dacă pentru orice familie {Fα : α ∈ A, |A| ≤ τ} de submult, imi

discrete din X, există o familie de mult, imi deschise s, i disjuncte {Uα : α ∈ A, |A| ≤ τ} astfel

ı̂ncât Fα ⊆ Uα pentru orice α ∈ A.

Teorema 2.45. Fie Y ⊆ X, X un spat,iu τ -colectiv normal, τ ≥ ω s, i dimX = 0. Atunci

următoarele proprietăt,i sunt echivalente:

1. Pentru orice familie discretă {Uα : α ∈ Dτ} de submult,imi deschise s, i ı̂nchise ale lui

Y familia {clXUα : α ∈ Dτ} este discretă ı̂n X.
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2. Pentru orice submult,ime deschisă s, i ı̂nchisă U a lui Y mult,imea clXU este deschisă s, i

ı̂nchisă ı̂n clXY s, i orice familie discretă {Uα : α ∈ Dτ} submult,imi deschise s, i ı̂nchise

ale lui Y este local finită ı̂n X.

3. Orice funct,ie f ∈ C(Y,Dτ ) poate fi prelungită la o funct,ie din C(X,Dτ ).

Demonstraţie. (i)→(ii) Fie {Uα : α ∈ Dτ} o familie discretă de submult, imi deschise s, i ı̂nchise

ale lui Y . Din presupunere, {clXUα : α ∈ Dτ} este discretă ı̂n X, ı̂nsă Uα ⊆ clXUα pentru

orice α ∈ Dτ , prin urmare {Uα : α ∈ Dτ} este local finită ı̂n X.

Acum, presupunem că {Uα : α ∈ Dτ} este o acoperire discretă a lui Y cu submult, imi

deschise s, i ı̂nchise. Folosind presupunerea obt, inem că clXUα = clXY \∪{Uβ : β ∈ Dτ \{α}}

ceea ce ı̂nseamnă că clXUα este deschis s, i ı̂nchis ı̂n Y pentru orice α ∈ Dτ .

Acum, fie U o submult, ime deschisă s, i ı̂nchisă a lui Y . Atunci {U, Y \U} este o familie dis-

cretă de submult, imi deschise s, i ı̂nchise ale lui Y . Aplicând rezultatele precedente concludem

că clXU este deschisă s, i ı̂nchisă ı̂n clXY .

(ii)→(i) Fie {Uα : α ∈ Dτ} o familie discretă de submult, imi deschise s, i ı̂nchise ale lui

Y . Atunci, din presupunere, {Uα : α ∈ Dτ} este local finită ı̂n X s, i clXUα este deschisă s, i

ı̂nchisă ı̂n clXY pentru orice α ∈ Dτ . Întrucât, pentru orice α ∈ Dτ , Uα sunt disjuncte două

câte două s, i clXUα sunt deschise s, i ı̂nchise ı̂n clXY concludem că clXUα sunt de asemenea

disjuncte două câte două. Astfel {clXUα : α ∈ Dτ} este discretă ı̂n X.

(i)→(iii) Fie f ∈ C(Y,Dτ ). Fie {Uα = f−1(α) : α ∈ Dτ} o familie discretă de submult, imi

deschise s, i ı̂nchise ale lui Y . Din presupunere, {clXUα : α ∈ Dτ} este discretă ı̂n X s, i ı̂ntrucât

X este τ -colectiv normal s, i dimX = 0, există o colect, ie discretă {Vα : α ≤ τ} de submult, imi

deschise s, i ı̂nchise ale lui X astfel ı̂ncât clXUα ⊆ Vα pentru orice α ∈ Dτ . Putem presupune

că {Vα : α ≤ τ} este o acoperire a lui X. Fie g ∈ C(X,Dτ ), g−1(α) = Vα pentru orice

α ∈ Dτ .

Funct, ia g este cea căutată.

(iii)→(i) Fie {Uα : α ∈ Dτ} o familie discretă de submult, imi deschise s, i ı̂nchise ale

lui Y . Fie f ∈ C(Y,Dτ ) astfel ı̂ncât f−1(α) = Uα pentru orice α ∈ Dτ . Atunci, din

presupunere, există g ∈ C(X,Dτ ) astfel ı̂ncât g(x) = f(x) pentru orice x ∈ Y . Prin urmare

{Vα = g−1(α) : α ∈ Dτ} este o partit, ie deschisă s, i ı̂nchisă a lui X astfel ı̂ncât Uα = Vα ∩ Y

pentru orice α ∈ Dτ . Atunci clXUα = Vα∩ clXY s, i {clXUα : α ∈ Dτ} este o partit, ie deschisă

s, i ı̂nchisă a lui clXY .
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Exemplul 2.46. Fie X = {(x, y) : x2 + y2 ≤ 1} un subspat,iu al planului cu distant,ă:

d((0, 0), (x, y)) = |x|+ |y| pentru orice (x, y) ∈ X; dacă (x, y), (u, v) ∈ X s, i x : y = u : v (se

află pe aceeas, i linie care intersectează originea), atunci d((x, y), (u, v)) = |x − u| + |y − v|;

dacă (x, y), (u, v) ∈ X s, i x : y 6= u : v, atunci d((x, y), (u, v)) = |x|+ |y|+ |u|+ |v|.

Spat,iul X este un hedgehog metrizabil [31]. Fie

Y = {(x, y) ∈ X :
1

2
< x2 + y2}.

Pentru orice α ∈ [0, 2π] notăm

Iα = {(tcosα, tsinα) : 0 ≤ t ≤ 1}

s, i Fα = Iα ∩ Y . Atunci orice submult,ime deschisă s, i ı̂nchisă U a lui Y este o reuniune a

unui careva Fα. Pentru orice submult,ime deschisă s, i ı̂nchisă H a lui Y mult,imea clXH este

deschisă s, i ı̂nchisă ı̂n clXY .

Fie f : Y −→ Dτ o funct,ie continuă definită pe Y cu valori ı̂ntr-un careva Dτ . Dacă

|f(Y )| ≥ 2, funct,ia f nu poate fi prelungită la o funct,ie continuă pe X. Astfel condit,ia

dimX=0 este esent,ială ı̂n Teorema 2.45.

2.7. Prelungirea funct, iilor cu valori ı̂n spat, ii metrice

Un spat, iu topologic X este complet după Dieudonné, dacă pe spat, iul X există o uni-

formitate completă. Un spat, iu X este complet topologic, dacă X este homeomorf cu un

subspat, iu ı̂nchis a unui produs de spat, ii metrizabile [32]. Completarea după Dieudonné µX

a spat, iului X este spat, iu complet topologic pentru care X este un subspat, iu dens al lui µX

s, i orice funct, ie continuă g definită pe X cu valori ı̂ntr-un spat, iu topologic complet Y admite

o prelungire continuă µg la µX.

Fie τ un număr cardinal infinit. Notăm prin µτX un spat, iu complet topologic pentru

care X este un subspat, iu dens al lui µτX s, i orice funct, ie continuă g definită pe X cu valori

ı̂ntr-un spat, iu metrizabil Y cu ponderea ≤ τ admite o prelungire continuă µτg la µτX.

Cardinalul infinit c(X) = sup{|γ| : γ ⊆ t∗(X) familie de mult,imi disjuncte două câte

două} se numes,te numărul Souslin al lui X.

Dacă τ s, i κ sunt numere cardinale infinite s, i τ ≤ κ, atunci X ⊆ µκX ⊆ µτX. Prelungirea

νX = µℵ0X se numes,te completarea Hewitt-Nachbin a unui spat, iu X. Dacă τ ≥ c(X), atunci

µτX = µX.

61



Teorema 2.47. Fie Y un subspat,iul al spat,iului X, E un spat,iu topologic astfel ı̂ncât E =

µτE s, i pentru orice subspat,iu ı̂nchis Z al lui X s, i orice funct,ie continuă g : Z −→ E există o

prelungire continuă ḡ : X −→ E. Dacă µτY = clµτXY , atunci pentru orice funct,ie continuă

g : Y −→ E există o prelungire continuă ḡ : X −→ E.

Demonstraţie. Fie g : Y −→ E o funct, ie continuă fixată. Această funct, ie admite o prelungire

continuă µτg la µτY , adică µτg : µτY → E.

Însă µτY = clµτXY , ı̂ntrucât X este scufundat ı̂n µτX s, i Y ⊆ X putem privi µτY ca un

subspat, iu ı̂nchis al lui µτX. Acum notăm Z = µτY ∩X s, i ϕ = µτg|Z.

Din condit, iile teoremei orice funct, ie continuă pe Z cu valori ı̂n E admite o prelungire

continuă la X. Astfel prelungirea continuă a lui g, ϕ admite o prelungire continuă ḡ : X →

E.

Spunem că familia {Fα : α ∈ A} de submult, imi a spat, iului X este funct, ional discretă,

dacă există o funct, ie continuă g : X −→ Y cu valori ı̂ntr-un careva spat, iu metrizabil Y astfel

ı̂ncât {g(Fα) : α ∈ A} este o familie discretă de submult, imi ale spat, iului Y .

Teorema 2.48. Fie Y un subspat,iu al spat,iului X, τ un număr cardinal infinit s, i pentru

orice funct,ie continuă g : Z −→ E definită pe un subspat,iu ı̂nchis Z al lui X cu valori

ı̂ntr-un spat,iu Banach E cu ponderea ≤ τ există o prelungire continuă ḡ : X −→ E. Atunci

următoarele proprietăt,i sunt echivalente:

1. µτY = clµτXY ,

2. Pentru orice funct,ie continuă g : Y −→ E cu valori ı̂ntr-un spat,iu E cu ponderea ≤ τ

există o prelungire continuă ḡ : X −→ E.

3. Pentru orice funct,ie continuă g : Y −→ E cu valori ı̂ntr-un spat,iu Frechet E cu

ponderea ≤ τ există o prelungire continuă ḡ : X −→ E.

4. Pentru orice funct,ie continuă g : Y −→ E cu valori ı̂ntr-un spat,iu metrizabil E cu

ponderea ≤ τ există o prelungire continuă ḡ : clXY −→ E.

5. Pentru orice familie funct,ional discretă {Fα : α ∈ A} a unui spat,iu Y cu |A| ≤ τ

familia {clXFα : α ∈ A} este discretă ı̂n X.

Demonstraţie. În primul rând vom stabili că spat, iul X este τ -colectiv normal. Fie {Fα :

α ∈ A} o familie discretă de submult, imi ı̂nchise ale spat, iului X astfel ı̂ncât |A| ≤ τ . Atunci
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Z = ∪{Fα : α ∈ A} este o submult, ime ı̂nchisă a lui X. Există un spat, iu Hilbert H cu

ponderea τ astfel ı̂ncât Dτ este un subspat, iu ı̂nchis al lui H s, i ||x − y|| ≥ 1 pentru orice

x, y ∈ Dτ . Fie h : A −→ Dτ o funct, ie injectivă. Considerăm funct, ia g : Z −→ Dτ ⊆ H,

unde g(Fα) = {h(α)} pentru orice α ∈ A. Întrucât {Fα : α ∈ A} este o familie discretă,

funct, ia g este continuă. Notăm Uα = {z ∈ H : ||z − h(α)|| < 2−2}. Există o prelungire

continuă ḡ : X −→ H a funct, iei g. Atunci {Vα = ḡ−1(Uα) : α ∈ A} este o familie discretă de

submult, imi deschise din X s, i Fα ⊆ Vα pentru orice α ∈ A. Astfel X este τ -colectiv normal.

(i)→(ii) Rezultă din Teorema 2.47.

(i)→(iv) Fie E un spat, iu metrizabil cu ponderea mai mică sau egală cu τ s, i g : Y −→ E

o funct, ie continuă. Există o prelungire continuă µτg : µτY −→ E a funct, iei g. Întrucât

µτY ⊆ µτX, avem că clXY = µτY ∩X. Astfel ḡ = µτg|clXY : clXY −→ E este o prelungire

continuă a funct, iei g.

(ii)→(i) Orice spat, iu metrizabil cu ponderea mai mică sau egală cu τ poate fi scufundat

ı̂ntr-un spat, iu Hilbert cu ponderea mai mică sau egală cu τ . Fie H un spat, iu Hilbert cu

w(H) ≤ τ astfel ı̂ncât E poate fi scufundat ı̂n H.

Fie g : Y −→ E ⊆ H o funct, ie continuă s, i ḡ : X −→ E ⊆ H o prelungire continuă

a funct, iei g. Atunci ḡ poate fi prelungită la ¯̄g : µτX −→ H, ı̂nsă ϕ = ¯̄g|clµτXY este o

prelungire continuă a g. Astfel µτY = clµτXY .

(iv)→(iii) Rezultă din faptul că X este τ -colectiv normal s, i un rezultat din [66].

(iii)→(ii) Este evident deoarece orice spat, iu Frechet este spat, iu Banach.

(iv)→(v) Fie {Fα : α ∈ A} o familie funct, ional discretă a spat, iului Y s, i |A| ≤ τ . Atunci

există un spat, iu metrizabil Y1 s, i o funct, ie continuă g : Y −→ Y1 astfel ı̂ncât {g(Fα) : α ∈ A}

este o familie discretă de submult, imi ale lui Y1. Atunci există o familie discretă {Uα : α ∈ A}

de submult, imi deschise ale lui Y1 astfel ı̂ncât clY1g(Fα) ⊆ Uα pentru orice α ∈ A. Prin

urmare pentru orice α ∈ A există o funct, ie continuă hα : Y −→ I = [0, 1] astfel ı̂ncât

Y \ g−1(Uα) ⊆ h−1α (0) s, i Fα ⊆ h−1α (1).

Fie H1 spat, iul Hilbert a tuturor funct, iilor f : A −→ R astfel ı̂ncât mult, imea f(A) este

finită s, i

< f1, f2 >=
∑
{f1(x) · f2(x) : x ∈ A}.

Completarea H a spat, iului H1 este un spat, iu Hilbert (s, i Banach) cu ponderea |A| ≤ τ .

Pentru orice y ∈ Y considerăm funct, ia fy : A −→ R, unde fy(α) = hα(y) pentru orice

α ∈ A. Atunci ϕ : Y −→ H, unde ϕ(y) = fy este o funct, ie continuă. Prin urmare există o
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prelungire continuă µτϕ : clXY −→ E. Dacă y ∈ Fα, atunci fy(α) = 1 s, i fy(β) = 0 pentru

orice β ∈ A s, i β 6= α. Astfel fy = fz pentru orice y, z ∈ Fα s, i α ∈ A. Notăm lα = fy

pentru un y ∈ Fα fixat. Atunci ||lα − lβ|| = 2 s, i ||lα|| = 1 pentru orice α, β ∈ A s, i α 6= β.

Prin urmare {ϕ(Fα) : α ∈ A} este o familie discretă de puncte ale spat, iului H. As,adar

{Φα = µτϕ
−1(lα) : α ∈ A} este o familie discretă de submult, imi ale lui X. Întrucât Fα ⊆ Φα,

implicat, ia (iv)→(v) este demonstrată.

(v)→(iv) Fie g : Y → E o funct, ie continuă cu valori ı̂n spat, iul metric E cu ponderea mai

mică sau egală decât τ . Din condit, ia (v) rezultă că clβXY = βY , adică βY ⊆ βX.

Fie Z = clXY . Atunci Y ⊆ Z ⊆ X s, i βY = βZ ⊆ βX.

Considerăm prelungirea continuă ϕ : βZ −→ βE a funct, iei g. Afirmăm că ϕ(Z) ⊆ E.

Presupunem că z0 ∈ Z s, i ϕ(z0) ∈ βE \ E. În primul rând afirmăm că z0 ∈ νY ⊆ βZ.

Presupunem că z0 ∈ βZ \ νZ.

În acest caz există o funct, ie continuă h : βZ −→ [0, 1] astfel ı̂ncât h(z0) = 0 s, i h(y) > 0

pentru orice y ∈ Y [32, Teorema 3.11.10]. Notăm

Un = {y ∈ Y :
1

n+ 2
< h(y) <

1

n
}.

Din construct, ie, U = ∪{Un : n ∈ N} = {y ∈ Y : 0 < h(y) < 1}. Prin urmare z0 ∈ clβZU .

Atunci familiile γ1 = {clZU4n−3 : n ∈ N}, γ2 = {clZU4n−2 : n ∈ N}, γ3 = {clZU4n−1 : n ∈ N}

s, i γ4 = {clZU4n : n ∈ N} sunt discrete ı̂n Z, adică familia γ = {clZUn : n ∈ N} este local

finită. Din construct, ie, z0 /∈ clZUn pentru orice n ∈ N. As,adar

z0 /∈ ∪{clZUn : n ∈ N} = clZ(∪{Un : n ∈ N}),

ceea ce este o contradict, ie. Prin urmare z0 ∈ νY .

O mult, ime F ⊆ Y este o zero-mult, ime, dacă F = h−1(0) pentru o funct, ie continuă h

fixată definită pe Y . În acest caz Y \ E se numes,te co-zero-mult, ime a lui Y .

Presupunem că ϕ(z0) ∈ βE \E. Pentru orice x ∈ E există o submult, ime deschisă Vx a lui

E astfel ı̂ncât x ∈ Vx s, i ϕ(z0) /∈ clβEVx. În acest caz z0 /∈ clX(g−1(Vx)). Există o acoperire

local finită σ-discretă {Wβ : β ∈ B} astfel ı̂ncât:

- |B| ≤ τ s, i pentru orice β ∈ B există x(β) ∈ E astfel ı̂ncât Wβ ⊆ Vx(β);

- B = ∪{Bn : n ∈ N} s, i orice familie {Wβ : β ∈ Bn} este discretă ı̂n E.

Atunci z0 /∈ clXg−1(Wβ) pentru orice β ∈ B. Din construct, ie, familia {g−1(Wβ) : β ∈ Bn}

este funct, ional discretă ı̂n Y . Prin urmare, {clXg−1(Wβ) : β ∈ Bn} este o familie discretă

ı̂n X s, i Zn = ∪{clXg−1(Wβ) : β ∈ Bn} este o submult, ime ı̂nchisă a lui X. Din construct, ie,
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z0 ∈ Z \ ∪{Zn : n ∈ N}. Întrucât Z este un spat, iu normal, există o funct, ie continuă

h : Z −→ [0, 1] astfel ı̂ncât h(z0) = 0 s, i h(z) ≥ 2−n pentru orice z ∈ Zn s, i n ∈ N. Atunci

z0 /∈ νY , ceea ce este o contradict, ie.

Corolarul 2.49. Fie Y un subspat,iu al unui spat,iu τ -colectiv normal X. Atunci următoarele

proprietăt,i sunt echivalente:

(i) µY = clµXY .

(ii) Pentru orice funct,ie continuă g : Y −→ E cu valori ı̂ntr-un spat,iu Banach E există

o prelungire continuă ḡ : X −→ E.

(iii) Pentru orice funct,ie continuă g : Y −→ E cu valori ı̂ntr-un spat,iu Fréchet E există

o prelungire continuă ḡ : X −→ E.

(iv) Pentru orice funct,ie continuă g : Y −→ E cu valori ı̂ntr-un spat,iu complet metrizabil

E există o prelungire continuă µτg : clXY −→ E.

(v) Pentru orice familie funct,ional discretă {Fα : α ∈ A} a unui spat,iu Y familia {clXFα :

α ∈ A} este discretă ı̂n X.

Exemplul 2.50. Presupunem că Y este un spat,iu discret care nu este un spat,iu Hewitt-

Nachbin complet. Fie o submult,ime numărabilă nevidă H ⊆ νY \Y fixată. Notăm Z = Y ∪H.

Fie S = {0}∪{n−1 : n ∈ N} un subspat,iu al numerelor reale s, i X = Y ×(H×S) un subspat,iu

al spat,iului Z×S. Atunci X este un spat,iu topologic complet s, i paracompact care nu este un

spat,iu Hewitt-Nachbin complet. Conform construct,iei, dimX = 0 s, i Y ⊆ Z ⊆ clνXY ⊆ νX.

Pentru orice funct,ie continuă g : Y −→ E cu valori ı̂ntr-un spat,iu metrizabil, complet s, i

separabil E există o prelungire continuă ḡ : X −→ E. Dacă Y este un subspat,iu ı̂nchis

al unui spat,iu Banach E, atunci funct,ia identică g : Y −→ Y ⊆ E nu admite prelungiri

continue la Z s, i X.

2.8. Concluzii la capitolul 2

Problema studierii corelat, iilor dintre proprietăt, ilor topologice ale spat, iuluiX, proprietăt, ile

topologico-algebrice ale spat, iului E s, i proprietăt, ile topologico-algebrice ale spat, iului Cp(X,E)

a fost evident, iată ı̂n multe lucrări ı̂nsă mai mult pentru cazul când E = R sau E = Z.

În capitolul 2 au fost cercetate corelat, iile dintre proprietăt, ile spat, iilor X, E s, i Cp(X,E)

pentru cazuri mult mai generale. Respectiv metodele dezvoltate ı̂n acest capitol pot fi

utilizate ı̂n cercetările ulterioare privitor la corelat, iile dintre proprietăt, ile spat, iului X s, i

proprietăt, ile spat, iului funct, ional Cp(X,E).
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Deopotrivă cu aceste proprietăt, i, ı̂n acest capitol a fost cercetată s, i problema prelungirii

aplicat, iilor cu valori ı̂n spat, ii metrice s, i ı̂n spat, ii metrizabile complete. Este bine s,tiut că

problema prelungirii aplicat, iilor are un rol important ı̂n aplicat, iile matematicii, ı̂n particu-

lar posibilitatea de prelungire a aplicat, iilor este o condit, ie esent, ială pentru două rezultate

principale din capitolul 3.

As,adar ı̂n capitolul 2:

1. A fost definită celularitatea punct-finită p(X) a spat, iului X, numărul lui Alexandroff

a(X). A fost determinată corelat, ia dintre celularitatea punct-finită a spat, iului topologic X

s, i numărul lui Alexandroff a spat, iului Cp(X,E) (s-a demonstrat că p(X) = a(Cp(X,E)),

pentru orice spat, iu E-Tychonoff X s, i orice spat, iu metrizabil E).

2. A fost definită Z-desimea tZ(X) a spat, iului X, τ -plasabilitatea spat, iilor zero-dimensi-

onale. S-a demonstrat tZ(X) = q0(Cp(X,Z)) pentru orice spat, iu zero-dimensional X avem.

3. A fost definite not, iunea de spat, iu 0-stabil, monolitic s, i proiectiv-complet. S-a demon-

strat că spat, iul zero-dimensional X este discret, dacă s, i numai dacă Cp(X,Z) este proiectiv-

complet, 0-stabil s, i Z-compact.

4. Au fost stabilite condit, iile de prelungire ale aplicat, iilor cu valori ı̂n spat, ii metrizabile

complete.
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3. APLICAT, II ALE STRUCTURILOR

ALGEBRICE LA STUDIEREA

PROPRIETĂT, ILOR TOPOLOGICE

Fie R un inel topologic s, i E un R-modul topologic cu unitate. Notăm cu Cp(X,E)

totalitatea aplicat, iilor continue ale spat, iului X ı̂n E ı̂n topologia convergent,ei punctiforme.

Spat, iile X s, i Y se numesc lp(E)-echivalente, dacă R-modulele topologice Cp(X,E) s, i

Cp(Y,E) sunt izomorfe topologic. Spunem că o proprietate P se păstrează la lp(E)-echivalent,e,

dacă Cp(X,E) s, i Cp(Y,E) sunt izomorfe topologic, atunci X posedă proprietatea P , dacă s, i

numai dacă Y posedă proprietatea P . Pentru E = R au fost demonstrate multe rezultate

(vezi [10]). În [16] au fost demonstrate rezultate pentru E spat, iu normat, iar ı̂n [80] au fost

demonstrate rezultate pentru E spat, iu normat s, i topologia compact deschisă.

În acest capitol sunt prezentate rezultatele pentru cazuri mai generale când P se păstrează

la lp(E)-echivalent,e.

Rezultatele acestui capitol au fost publicate ı̂n [20, 21].

3.1. Funct, ii continue cu valori ı̂n module topologice

Fie X un spat, iu topologic, R un inel topologic s, i E un R-modul topologic. Vom nota prin

C(X,E) familia tuturor funct, iilor continue definite pe X cu valori ı̂n E, iar prin Cp(X,E)

vom nota spat, iul C(X,E) ı̂nzestrat cu topologia convergent,ei punctiforme. Amintim că

familia de mult, imi de forma

W (x1, x2, ..., xn, U1, U2, ..., Un) = {f ∈ C(X,E) : f(xi) ∈ Ui pentru orice i ≤ n},

unde x1, x2, ..., xn ∈ X, U1, U2, ..., Un sunt submult, imi deschise ale lui E s, i n ∈ N, formează

o bază a spat, iului Cp(X,E).

Spat, iile X s, i Y se numesc lp(E)-echivalente, dacă spat, iile Cp(X,E) s, i Cp(Y,E) sunt spat, ii

liniare homeomorfe s, i notăm această relat, ie prin X
E∼ Y .

Amintim că o scufundare a lui X ı̂n Y este o funct, ie e : X → Y astfel ı̂ncât e este un

homeomorfism al lui X ı̂n e(X) ⊆ Y .

Propozit, ia 3.1. Fie E un R-modul topologic. Atunci Cp(X,E) este un R-modul topologic,

iar E se poate scufunda ca submodul ı̂nchis ı̂n Cp(X,E). Mai mult, această scufundare este

una naturală.
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Demonstraţie. Se poate demonstra us,or că Cp(X,E) este un grup ı̂n raport cu operat, ia de

adunare punctuală a funct, iilor s, i respectiv este un modul unitar peste inelul R. Pentru orice

a ∈ E definim funct, ia aX : X −→ E prin aX(x) = a pentru orice x ∈ X, cu alte cuvinte aX

este o funct, ie constantă.

Fie e : E → Cp(X,E), unde e(a) = aX(x) pentru orice a ∈ E. Funct, ia e este injectivă,

deoarece, dacă a, b ∈ E, cu a 6= b, atunci aX(x) = a 6= b = bX(x) pentru orice x ∈ X.

Mult, imile W (x1, x2, ..., xn, U1, U2, ..., Un) = {f ∈ Cp(X,E) : f(xi) ∈ Ui}, unde n ∈ N,

x1, x2, ..., xn ∈ X s, i U1, U2, ..., Un sunt submult, imi deschise ale lui E, formează baza deschisă

a spat, iului Cp(X,E).

Dacă x1, x2, ..., xn ∈ X s, i U este deschisă ı̂n E, atunci

e(U) = {aX : a ∈ U}

= e(E) ∩W (x1, x2, ..., xn, U, U, ..., U).

Deci e este o aplicat, ie deschisă sau, echivalent, e−1 : e(E) −→ E este continuă. Pe de

altă parte,

e−1(W (x1, x2, ..., xn, U1, U2, ..., Un) ∩ e(E)) = {a ∈ E : aX ∈ U1 ∩ U2 ∩ ... ∩ Un}

= U1 ∩ U2 ∩ ... ∩ Un.

Ceea ce ı̂nseamnă că e este continuă. As,adar e este un homeomorfism al lui E ı̂n e(E), adică

o scufundare a lui E ı̂n Cp(X,E).

Fixăm g ∈ Cp(X,E) astfel ı̂ncât g /∈ e(E). Atunci există două puncte distincte x1, x2 ∈ X

astfel ı̂ncât g(x1) 6= g(x2). Fie acum U1 s, i U2 două mult, imi deschise din E astfel ı̂ncât g(x1) ∈

U1, g(x2) ∈ U2 s, i U1 ∩ U2 = ∅. Atunci g ∈ W (x1, x2, U1, U2) s, i W (x1, x2, U1, U2) ∩ e(R) = ∅.

As,adar e(E) este ı̂nchisă ı̂n Cp(X,E).

Propozit, ia 3.2. Dacă E este un R-modul topologic zero-dimensional, atunci Cp(X,E) un

R-modul topologic zero-dimensional.

Demonstraţie. Pe de o parte, spat, iul EX este zero-dimensional deoarece este produs carte-

zian de spat, ii zero-dimensionale. Pe de alta parte, Cp(X,E) este un subspat, iu al lui EX .

Prin urmare Cp(X,E) este zero-dimensional deoarece orice subspat, iu al unui spat, iu zero-

dimensional este s, i el zero-dimensional.
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3.2. Aplicat, ia de evaluare

Fie X un spat, iu, R un inel topologic s, i E un R-modul topologic netrivial. Fie x ∈ X

un punct fixat. Atunci aplicat, ia ξx : Cp(X,E) → E definită prin ξx(f) = f(x) se numes,te

aplicat,ia de evaluare ı̂n punctul x.

Propozit, ia 3.3. Aplicat,ia de evaluare ξx : Cp(X,E) −→ E este continuă s, i liniară pentru

orice punct x ∈ X.

Demonstraţie. Fie x ∈ X. Pentru orice mult, ime deschisă U din E avem ξ−1x (U) = {f ∈

Cp(X,E) : f(x) ∈ U} = W (x, U). Însă W (x, U) este un element din subbaza topologiei pe

Cp(X,E), adică ξ−1x (U) este deschisă ı̂n Cp(X,E) pentru orice submult, ime deschisă U ⊆ E.

Evident,

ξx(f + αg) = (f + αg)(x) = f(x) + αg(x) = ξx(f) + αξx(g)

pentru orice f, g ∈ Cp(X,E) s, i orice α ∈ R. As,adar ξx este o aplicat, ie continuă s, i liniară.

Aplicat, ia eX : X → Cp(Cp(X,E), E), unde eX(x) = ξx pentru orice x ∈ X se numes,te

aplicat,ia canonică de evaluare.

Propozit, ia 3.4. Aplicat,ia de evaluare canonică eX : X → Cp(Cp(X,E), E) este continuă.

Mai mult, mult,imea eX(X) este ı̂nchisă ı̂n Cp(Cp(X,E), E).

Demonstraţie. Fie U = W (f1, f2, ..., fk, U1, U2, ..., Uk) ∩ eX(X) o mult, ime deschisă standard

ı̂n Cp(Cp(X,E), E)∩eX(X). Fără a pierde din generalitate, putem presupune că U ⊆ eX(X),

adică

U = {ξx ∈ eX(X) : ξx(fi) ∈ Ui, x ∈ X, i = 1, k}

= {ξx ∈ eX(X) : fi(x) ∈ Ui, x ∈ X, i = 1, k}.

Pe de altă parte

e−1X (U) = {x ∈ X : fi(x) ∈ Ui, i = 1, k}

= ∩{f−1i (Ui) : i = 1, k}.

Întrucât pentru orice i = 1, k s, i fi ∈ C(X,E), mult, imea e−1X (U) este o intersect, ie finită de

mult, imi deschise, obt, inem că ea este deschisă.

Fie ϕ ∈ Cp(Cp(X,E), E) \ eX(X). Există f ∈ Cp(X,E) s, i b ∈ X astfel ı̂ncât ϕ(f) 6= f(b)

= ξb(f). Alegem ı̂n E două mult, imi deschise V s, i W astfel ı̂ncât ϕ(f) ∈ V , f(b) ∈ W s, i V ∩

W = ∅. Mult, imea U = {ψ ∈ Cp(Cp(X,E), E) : ψ(f) ∈ V } este deschisă ı̂n Cp(Cp(X,E), E)

s, i U ∩ eX(X) = ∅.
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Propozit, ia 3.5. Dacă Cp(X,E) este o familie separatoare s, i regulată, aplicat,ia de evaluare

canonică eX : X → Cp(Cp(X,E), E) este un homeomorfism al lui X ı̂n subspat,iul eX(X) al

lui Cp(Cp(X,E), E).

Demonstraţie. Întrucât aplicat, ia de evaluare canonică este continuă, este evident că este

surjectivă s, i respectiv ne rămâne să demonstrăm că eX este injectivă s, i funct, ia inversă este

continuă.

În primul rând, vom arăta că eX este injectivă. Fie x, y ∈ X, x 6= y. Din ipoteză,

Cp(X,E) este o familie separatoare, adică există o funct, ie f ∈ Cp(X,E) astfel ı̂ncât f(x) 6=

f(y), as,adar ξx 6= ξy.

Acum vom demonstra că e−1X este continuă. Fie F o submult, ime ı̂nchisă a lui X. Din

ipoteză Cp(X,E) este o familie regulată, adică pentru orice x /∈ F există f ∈ Cp(X,E) astfel

ı̂ncât f(x) /∈ clEf(F ). As,adar f(x) are o vecinătate Uf(x) pentru care Uf(x) ∩ f(F ) = ∅.

Atunci W (f, Uf(x)) este o vecinătate a lui ξx care nu se cont, ine ı̂n eX(F ), adică eX(F ) este

ı̂nchisă. As,adar e−1X este continuă.

Un spat, iu X se numes,te:

(i) R-complet regulat, dacă pentru orice submult, ime ı̂nchisă F din X s, i orice punct

a ∈ X \ F există f ∈ C(X,R) astfel ı̂ncât f(a) /∈ clRf(F );

(ii) R-Tychonoff, dacă pentru orice submult, ime ı̂nchisă F din X s, i orice punct a ∈ X \F

există g ∈ C(X,R) astfel ı̂ncât g(a) = 0 s, i F ⊆ g−1(1).

Spat, iul R este R-complet regulat.

Remarca 3.6. Fie X un spat,iu R-Tychonoff. Atunci:

1. X este spat,iu Tychonoff.

2. Dacă E este un R-modul topologic, atunci pentru orice mult,ime ı̂nchisă F din X, orice

punct a ∈ X \ F s, i orice punct b ∈ E, există f ∈ C(X,E) astfel ı̂ncât f(a) = 0 s, i

f(F ) = b.

3. X este R-complet regulat.

Remarca 3.7. Fie E un R-modul topologic s, i X un spat,iu R-complet regulat. Atunci:

1. X este un spat,iu Tychonoff.
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2. Pentru orice mult,ime ı̂nchisă F din X s, i orice punct a ∈ X \ F există f ∈ C(X,E)

astfel ı̂ncât f(a) /∈ clEf(F ).

3. C(X,E) este o familie separatoare s, i regulată de funct,ii continue.

Remarca 3.8. Un spat,iu X este R-complet regulat, dacă s, i numai dacă familia C(X,E)

este separatoare s, i regulată pentru orice R-modul topologic netrivial E.

Propozit, ia 3.9. Dacă indX = 0, atunci spat,iul X este R-Tychonoff.

Demonstraţie. Dacă C este o submult, ime deschisă s, i ı̂nchisă, atunci aplicat, ia χC este con-

tinuă, unde χC(C) = 1 s, i χC(X \ C) = 0.

Vom alege un punct x ∈ X s, i o submult, ime ı̂nchisă F din X astfel ı̂ncât x ∈ X \ F .

Întrucât indX = 0 există o submult, ime deschisă s, i ı̂nchisă C astfel ı̂ncât C ⊆ X \F . Atunci

X \ C este la fel deschisă s, i ı̂nchisă s, i F ⊆ clXF ⊆ X \ C. Funct, ia caracteristică g = χX\C

este continuă, g(x) = 0 s, i F ⊆ g−1(1). As,adar X este R-Tychonoff.

Definit, ia 3.10. Fie R un inel topologic. Un R-modul topologic E se numes, te:

(i) simplu, dacă nu cont,ine un submodul netrivial peste R;

(ii) local simplu, dacă E nu este trivial s, i există o mult,ime deschisă U din E astfel ı̂ncât

0 ∈ U s, i U nu cont,ine R-submodule ale lui E;

(iii) R-̂ınchis, dacă există o aplicat,ie continuă s, i surjectivă ϕE : E −→ R astfel ı̂ncât

ϕE(x+ y) = ϕE(x) + ϕE(y) s, i ϕE(tx) = tϕE(x) pentru orice t ∈ R s, i x, y ∈ E.

Exemplul 3.11. Fie R corpul numerelor reale s, i C corpul numerelor complexe. Inelele R

s, i C sunt inele simple.

Exemplul 3.12. Dacă R este corpul numerelor reale sau a numerelor complexe, atunci orice

spat,iu local convex s, i liniar peste R este un modul R-̂ınchis.

Exemplul 3.13. Fie Q corpul numerelor rat,ionale. Atunci R s, i C sunt local simple, nu

sunt simple s, i nu sunt Q-module Q-̂ınchise.

Exemplul 3.14. Dacă R este un inel local simplu, atunci Rn este un R-modul R-̂ınchis

local simplu pentru orice număr natural n ≥ 1.

Exemplul 3.15. Fie Z inelul numerelor ı̂ntregi. În raport cu topologia discretă Z este un

inel local simplu s, i nu este un inel simplu. Dacă p ≥ 2 s, i Zp = p ·Z, atunci Zp este un ideal

s, i {nZp : n ∈ N} este o bază ı̂n punctul 0 a topologiei de inel. În această topologie Z nu este

un inel local simplu.
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Lema 3.16. Fie R un inel s, i E un R-modul. Atunci Ra este un R-modul pentru orice

a ∈ E.

Demonstraţie. Fie a ∈ E, a 6= 0. Conform definit, iei Ra = {xa : a ∈ R}. În primul rând

vom demonstra că Ra este un grup abelian.

Fie x, y ∈ Ra, atunci există x1, y1 ∈ R astfel ı̂ncât x = x1a s, i y = y1a. Atunci

x+ y = x1a+ y1a = (x1 + y1)a ∈ Ra.

De asemenea

0 + x1a = x1a+ 0 = x1a

s, i

x1a+ (−x1)a = (−x1)a+ x1a = 0.

Astfel Ra este un grup ı̂n raport cu operat, ia de adunare.

Acum vom demonstra că Ra este un R-modul. Fie α, β ∈ R s, i x, y ∈ Ra. Conform

definit, iei x = x1a s, i y = y1a pentru careva x1, y1 ∈ R. Atunci

α(x1a+ y1a) = αx1a+ αy1a ∈ Ra,

(α + β)x1a = αx1a+ βx1a

s, i

α(βx) = α(βx1a) = (αβ)x1a = (αβ)x.

Remarca 3.17. Este evident, din Lema 3.16, că pentru orice inel simplu R s, i orice a ∈ R,

a 6= 0, avem Ra = R, adică R este un corp. Mai mult, pentru orice R-modul simplu E s, i

orice a ∈ E, a 6= 0, avem Ra = E.

Propozit, ia 3.18. Fie E un R-modul R-̂ınchis local simplu, a ∈ E s, i ϕE(a) = 1. Atunci

Ea = {ta : t ∈ R} este un R-submodul al lui E cu proprietăt,ile:

1. va = ϕE|Ea : Ea −→ R este un izomorfism topologic a R-modulului Ea ı̂n R-modulul

R.

2. Aplicat,ia ψa : E −→ Ea, unde ψa(x) = v−1a (ϕE(x)) pentru orice x ∈ E homomorfism

deschis s, i continuu a R-modulului E ı̂n R-modulul Ea.
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3. Spat,iul E este homeomorf cu spat,iul ϕ−1E (0)× Ea.

4. Mult,imea Ea este ı̂nchisă ı̂n E.

Demonstraţie. Mult, imea ϕ−1E (1) nu este vidă. Fie a ∈ ϕ−1E (1). Dacă t ∈ R, atunci ϕE(ta) =

tϕE(a) = t · 1 = t. Astfel ϕE(Ea) = R s, i va este un homomorfism continuu s, i injectiv a

lui Ea ı̂n R. Întrucât (t, x) 7→ tx este o funct, ie continuă de la R × E la E, funct, ia va este

un homeomorfism, adică v−1a : R −→ Ea este continuă. Asert, iunea 1 este demonstrată.

Asert, iunea 2 reiese din Asert, iunea 1.

Funct, ia ψ : ϕ−1E (0)× E −→ E, unde ψ(x, y) = x + y pentru orice x ∈ ϕ−1E (0) s, i y ∈ Ea,

este un homeomorfism.

Fie X un spat, iu, R un inel topologic s, i E un R-modul topologic. Vom considera două

submult, imi ale lui Cp(Cp(X,E), E):

(i) Lp(X,E) = {α1x1 + α2x2 + ...+ αnxn : αi ∈ R, xi ∈ eX(X), n ∈ N}.

(ii) Mp(X,E) subspat, iul aplicat, iilor liniare s, i continue ale spat, iului Cp(X,E) ı̂n E.

(iii) Dacă F este un R-modul topologic, atunci Lp(F,E) este spat, iul aplicat, iilor liniare

s, i continue ϕ : F → E ca un subspat, iu al spat, iului Cp(F,E).

Propozit, ia 3.19. Fie R un inel local simplu s, i X un spat,iu R-Tychonoff. Atunci Mp(X,R) =

Lp(X,R).

Demonstraţie. Vom arăta că orice funct, ie continuă s, i liniară µ ∈ Mp(X,R) poate fi scrisă

sub forma

µ = α1x1 + α2x2 + ...+ αnxn

pentru un n ∈ N, αi ∈ R, xi ∈ eX(X) fixat s, i 1 ≤ i ≤ n.

Fie µ ∈Mp(X,R). Presupunem că µ 6= 0 s, i αi 6= 0 pentru orice i ≤ n. Fie f ∈ C(X,R),

f = 0. Atunci µ(f) = 0, ı̂ntrucât µ este liniar. Alegem o vecinătate deschisă U a lui 0 ∈ R

care nu cont, ine R-submodule. Întrucât µ este continuă, putem găsi n ∈ N, x1, x2, ..., xn ∈ X

s, i V = V1 = V2 = ... = Vn ⊆ U astfel ı̂ncât µ(W (x1, x2, ..., xn, V1, V2, ..., Vn)) ⊆ U .

Fie g ∈ Cp(X,R) s, i g(x1) = g(x2) = ... = g(xn) = 0. Evident,

αg ∈ W (x1, x2, ..., xn, V1, V2, ..., Vn)

pentru orice α ∈ R. Astfel µ(αg) ∈ U s, i ı̂ntrucât µ este o funct, ională liniară, avem αµ(g) ∈ U

pentru orice α ∈ R. Din Lema 3.16 deducem că Rµ(g) este un R-submodul al lui R s, i

Rµ(g) ⊆ U , contradict, ie. As,adar Rµ(g) = {0} s, i µ(g) = 0.
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Fie gi ∈ C(X,R) astfel ı̂ncât gi(xi) = 1 s, i gi(xj) = 0 pentru j 6= i.

Notăm αi = µ(gi). Considerăm

µ′ = α1x1 + α2x2 + ...+ αnxn.

Atunci

µ′(g) = α1g(x1) + α2g(x2) + ...+ αng(xn)

pentru orice g ∈ C(X,R).

Fie g ∈ Cp(X,R) s, i

g′ = g − g(x1)g1 − g(x2)g2 − ...− g(xn)gn.

Evident, g′ ∈ Cp(X,R) s, i g′(xi) = 0 pentru orice i ≤ n. As,adar µ(g′) = 0. Întrucât µ este

funct, ie liniară,

0 = µ(g′) = µ(g)− µ(Σ{g(xi)gi : i ≤ n})

s, i

µ(g) = µ(Σ{g(xi)gi : i ≤ n}) = Σ{g(xi)µ(gi) : i ≤ n} = Σ{αig(xi) : i ≤ n}.

As,adar µ = µ′.

Remarca 3.20. Fie E un R-modul topologic s, i Hom(E) mult,imea homomorfismelor con-

tinue ϕ : E −→ E. Dacă µ ∈ Mp(X,E) s, i ϕ ∈ Hom(E), atunci ϕ ◦ µ ∈ Mp(X,E). Cum

reiese din următorul exemplu, există un inel topologic R, un R-modul topologic E, un spat,iu

X, µ ∈ Lp(X,E) s, i ϕ ∈ Hom(E), astfel ı̂ncât ϕ ◦ µ ∈Mp(X,E) \ Lp(X,E).

Exemplul 3.21. Fie R un inel simplu, n ∈ N, n ≥ 2 s, i E = Rn. Atunci E este un R-modul

R-̂ınchis local simplu. Considerăm homomorfismul ϕ ∈ Hom(E), unde ϕ(x1, x2, x3, ..., xn)

= (x2, x1, x3, ..., xn) pentru orice punct (x1, x2, x3, ..., xn) ∈ E. Presupunem că X un spat,iu

R-Tychonoff nevid. Atunci ϕ ◦ µ ∈Mp(X,E) \ Lp(X,E) pentru orice funct,ională netrivială

µ ∈ Lp(X,E). Presupunem că

µ = α1b1 + α2b2 + ...αmbm

s, i

η = β1c1 + β2c2 + ...βkck,

unde m ≥ 1, b1, b2, ..., bm sunt puncte distincte din X, k ≥ 1, c1, c2, ..., cm sunt puncte

distincte din X s, i α1, α2, ..., αm, β1, β2, ..., βk ∈ R \ {0}. Afirmăm că ϕ ◦µ 6= η. Pentru orice
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i ≤ n notăm

Ei = {(x1, x2, ..., xn) ∈ E : xj = 0 pentru orice j 6= i, j ≤ n}.

Din construct,ie, ϕ(E1) = E2 s, i ϕ = ϕ−1. Există o funct,ie continuă g : X −→ E astfel ı̂ncât

g(X) ⊆ E1, g(b1) = (1, 0, ..., 0) ∈ E1 s, i g(x) = 0 pentru orice x ∈ {b1, b2, ..., bm, c1, c2, ..., ck}\

{b1}. Atunci µ(g) = α1(1, 0, ..., 0) ∈ E1, (ϕ ◦ µ)(g) = α1(0, 1, 0, ..., 0) ∈ E2, η(g) =

βj(1, 0, ..., 0) ∈ E1, dacă cj = b1 s, i η(g) = 0 ∈ E1, dacă cj 6= b1 pentru orice j ≤ k.

Astfel µ(g), η(g) ∈ E1 s, i (ϕ ◦ µ)(g) ∈ E2 \ E1. As,adar ϕ ◦ µ 6= η.

Propozit, ia 3.22. Fie R un inel, E un R-modul topologic s, i X un spat,iu. Atunci pentru

orice g ∈ C(X,E) există o funct,ie liniară unică g ∈ Lp((Lp(X,E), E) astfel ı̂ncât g = g◦eX ,

unde eX : X → Lp(X,E) este aplicat,ia de evaluare.

Demonstraţie. Fie Ef = E pentru orice f ∈ Cp(X,E). Conform definit, iei

eX(X) ⊆ Lp(X,E) ⊆ EC(X,E) = Π{Ef : f ∈ C(X,E)}.

Considerăm proiect, ia πf : EC(X,E) −→ Ef = E. Fie f = πf |Lp(X,E) : Lp(X,E) −→ E.

Atunci f s, i πf sunt funct, ii liniare continue. Dacă x ∈ X, atunci f(eX(x))) = f(x). Astfel

f = f |X s, i pentru orice f ∈ C(X,E) există o funct, ie liniară f ∈ Lp(Lp(X,E), E) astfel ı̂ncât

f = f ◦ eX . Întrucât subspat, iul eX(X) generează spat, iul liniar Lp(X,E), funct, ia liniara f

este unică.

Teorema 3.23. Fie R un inel, E un R-modul topologic s, i X un spat,iu. Considerăm spat,iul

eX(X), unde eX : X → Lp(X,E) este aplicat,ia de evaluare. Atunci spat,iile liniare Cp(X,E),

Cp(eX(X), E) s, i Lp(Lp(X,E), E) sunt liniar homeomorfe.

Demonstraţie. Fie Ef = E pentru orice f ∈ Cp(X,E). Conform definit, iei

eX(X) ⊆ Lp(X,E) ⊆ ECp(X,E) = Π{Ef : f ∈ C(X,E)}.

Considerăm proiect, ia πf : EC(X,E) −→ Ef = E. Fie f = πf |Lp(X,E) : Lp(X,E) −→ E.

Atunci f s, i πf sunt funct, ii liniare continue.

Dacă g : eX(X) → E este o funct, ie continuă, atunci g ◦ eX = f pentru o unică f ∈

C(X,E). As,adar g = πf |eX(X) s, i corespondent,a f → πf |eX(X) este un homeomorfism

liniar ı̂ntre Cp(X,E) s, i Cp(eX(X), E).

Astfel fără a pierde din generalitate, putem presupune că X = eX(X) ⊆ Lp(X,E).
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În virtutea Propozit, iei 3.22, corespondent,a ψ : Cp(X,E) −→ Lp(Lp(X,E), E), unde

ψ(f) = f , este o aplicat, ie liniară injectivă a lui C(X,E) ı̂n Lp(Lp(X,E), E).

Pentru orice y ∈ Lp(X,E) există un număr minim n = n(y) ∈ N, punctele unice

x1(y), ..., xn(y) ∈ X s, i punctele unice α1(y), ..., αn(y) ∈ R astfel ı̂ncât

y = α1(y)x1(y) + ...+ αn(y)xn(y).

As,adar corespondent,a ψ este continuă s, i liniară.

Întrucât ψ(f)|X = f , funct, ia ψ−1 este continuă.

Remarca 3.24. Spunem că eX(X) este E-replica spat,iului X. Dacă X este R-complet

regulat, atunci X = eX(X).

Corolarul 3.25. Fie X, Y două spat,ii s, i R un R-modul local simplu. Spat,iile Cp(X,R)

s, i Cp(Y,R) sunt liniar homeomorfe, dacă s, i numai dacă spat,iile Lp(X,R) s, i Lp(Y,R) sunt

liniar homeomorfe.

Propozit, ia 3.26. Funct,ia pn : Rn ×Xn −→ Lp,n(X,E), unde

pn(α1, α2, ..., αn, x1, x2, ..., xn) = α1eX(x1) + α2eX(x2) + ...+ αneX(xn),

este o funct,ie continuă definită pe Rn ×Xn cu valori ı̂n Lp,n(X,E).

Demonstraţie. Rezultă din Propozit, ia 3.1.

Propozit, ia 3.27. Pentru orice spat,iu X există un unic R-modul E-liber. Perechea

(Lp(X,E), eX) este R-modulul E-liber al spat,iului X.

Demonstraţie. Unicitatea R-modulului E-liber al spat, iului X este bine cunoscută (vezi [16,

17]). Din metoda construct, iei obiectului (Lp(X,E), eX) s, i conform definit, iei R-modulului

E-liber reiese că (Lp(X,E), eX) este R-modulul E-liber al spat, iului X.

Propozit, ia 3.28. Fie X un spat,iu R-Tychonoff s, i E un R-modul topologic. Atunci Lp,n(X,E)

este o submult,ime ı̂nchisă din Lp(X,E) pentru orice n ∈ N.

Demonstraţie. Vom proceda analog ca s, i ı̂n demonstrat, ia Propozit, iei 0.5.16 din [6].

Întrucât eX este o scufundare a lui X ı̂n Lp(X,E), putem presupune că X = eX(X) ⊆

Lp(X,E). În acest caz un punct x ∈ X, fiind un element al spat, iului EC(X,E), are forma

x = (f(x) : f ∈ C(X,E)).
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Fie y ∈ Lp(X,E) \ Lp,n(X,E). Atunci

y = α1y1 + α2y2 + ...+ αmym,

unde m > n, yi ∈ X, αi ∈ R s, i αiyi 6= 0 pentru orice i ≤ m, yi 6= yj s,tiind că i 6= j. Pentru

orice i ≤ m există hi ∈ C(X,E) astfel ı̂ncât αihi(yi) 6= 0. Notăm bi = hi(yi).

Fixăm o familie de mult, imi deschise s, i disjuncte {Vi : i ≤ m} din X. Fixăm aplicat, iile

continue {fi ∈ C(X,R) : i ≤ m} astfel ı̂ncât yi ∈ Vi, fi(yi) = 1 s, i fi(X \Vi) = 0 pentru orice

i ≤ m. Fie gi(x) = fi(x)bi. În virtutea Propozit, iei 3.22, fiecare gi se prelunges,te la o funct, ie

liniară s, i continuă gi : Lp(X,E) −→ E. Submult, imea U =
⋂
{gi−1(E \ {0})} a spat, iului

Lp(X,E) este deschisă.

Avem gi(αiyi) = αig(yi) = αibi 6= 0. Dacă j 6= i, atunci gi(αjyj) = αjg(yj) = αi0 = 0.

Astfel gi(y) = αibi 6= 0 pentru orice i ≤ m. As,adar y ∈ U .

Vom arăta că U ∩ Lp,n(X,E) = ∅. Fie z ∈ U , adică pentru orice k ∈ N, z1, z2, ..., zk ∈ X

s, i β1, β2, ..., βk ∈ R avem

z = β1z1 + β2z2 + ...+ βkzk,

βizi 6= 0 pentru orice i ≤ k s, i zi 6= zj s,tiind că i 6= j. Atunci

gi(z) = β1gi(z1) + β2gi(xz2) + ...+ βkgi(xzk) 6= 0

pentru orice i ≤ k. Astfel Vi∩{z1, z2, ..., zk} = V ′i 6= ∅ pentru orice i ≤ k. Întrucât mult, imile

{Vi : i ≤ m} sunt disjuncte, reiese că mult, imile {V ′i : i ≤ k} sunt nevide s, i disjuncte. As,adar

k ≥ m > n, adică U ∩ Lp,n = ∅.

Propozit, ia 3.29. Fie X un spat,iu R-Tychonoff, R un inel simplu E un R-modul topologic.

Următoarele afirmat,ii sunt adevărate:

1. Funct,ia qn = pn|Hp,n(X,E) : Hp,n(X,E) −→ Lcp,n(X,E) este injectivă.

2. Dacă R este un corp topologic s, i modulul E este R-̂ınchis, atunci funct,ia

qn = pn|Hp,n(X,E) : Hp,n(X,E) −→ Lcp,n(X,E)

este un homeomorfism.

Demonstraţie. În virtutea Propozit, iei 3.26 s, i 3.1, funct, ia qn este continuă. Întrucât eX este

o scufundare a lui X ı̂n Lp(X,E), putem presupune că X = eX(X) ⊆ Lp(X,E).

Întrucât R este un inel simplu, R este un corp s, i pentru orice λ ∈ R\{0} există elementul

invers λ−1. Dacă aplicat, ia λ−1 : R \ {0} → R este continuă, atunci inelul R este un corp

topologic.
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Avem αx 6= 0 pentru orice α ∈ R \ {0} s, i x ∈ E \ {0}.

Afirmat, ia 1. Fie n ∈ N, x1, x2, ..., xn ∈ X, α1, α2, ..., αn ∈ R s, i xi 6= xj când i 6= j.

Dacă α1x1 + α2x2 + ...+ αnxn = 0, atunci αi = 0 pentru orice i ≤ n.

Presupunem că αi 6= 0 pentru orice i ≤ n. Un punct x ∈ X fiind un element din EC(X,E)

are forma x = (f(x) : f ∈ C(X,E)). Astfel pentru orice i ≤ m există hi ∈ C(X,E) astfel

ı̂ncât αihi(xi) 6= 0. Notăm bi = hi(xi).

Alegem o familie de mult, imi deschise s, i disjuncte {Vi : i ≤ m} din X s, i funct, ia continuă

{fi ∈ C(X,R)i ≤ m} astfel ı̂ncât xi ∈ Vi, fi(xi) = 1 s, i fi(X \ Vi) = 0 pentru orice i ≤ m.

Fie gi(x) = fi(x)bi. Atunci

0 = 0(gi)

= (α1x1 + α2x2 + ...+ αnxn)(gi)

= α1x1(gi) + α2x2(gi) + ...+ αnxn(gi)

= αibi

6= 0.

Aceasta este o contradict, ie, deci Afirmat, ia 1 este demonstrată.

Afirmat, ia 2. Fie n,m ∈ N, x1, ..., xn, y1, ..., ym ∈ X, α1, ..., αn, β1, ..., βm ∈ R, xi 6= xj

s,tiind că i 6= j s, i yl 6= yk s,tiind că l 6= k. Dacă

α1x1 + α2x2 + ...+ αnxn = β1y1 + β2y2 + ...+ βmym,

atunci m = n, {x1, x2, ..., xn} = {y1, y2, ..., ym} s, i αi = βj s,tiind că xi = yj.

Evident, Afirmat, ia 2 reiese din Afirmat, ia 1.

Pentru Afirmat, ia 2 reiese că funct, ia qn este injectivă.

Presupunem că R este un corp topologic s, i E este un R-modul topologic R-̂ınchis. Fie

homomorfismul continuu ϕE : E −→ R definit pe R-modulul topologic E cu valori ı̂n

R-modulul topologic R. Fie a ∈ ϕ−1E (1). Dacă Ea = Ra, atunci funct, ia ϕE|Ea este un

homeomorfism definit pe Ea cu valori ı̂n R. Astfel funct, ia ϕE, fiind un homomorfism factor

al R-modulului topologic E ı̂n R-modulul topologic R, este deschisă s, i continuă.

Putem alege mult, imile deschise s, i nevide V1, V2, ..., Vn din R, s, i mult, imile deschise s, i

nevide W1,W2, ...,Wn din X astfel ı̂ncât:

- U = V1 × V2 × ...× Vn ×W1 ×W2 × ...×Wn ⊆ H(p,n)(X,E);

- Wi ∩Wj = ∅ s,tiind că i 6= j;

- 0 6∈ Vi pentru orice i ≤ n.
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Afirmăm că mult, imea qn(U) este deschisă ı̂n Lcp,n(X,E).

Fie punctul y ∈ qn(U). Conform definit, iei

y = α1y1 + α2y2 + ...+ αnyn

s, i q−1n (y)y = (α1, α2, ..., αn, y1, y2, ..., yn), unde αi ∈ Vi ⊆ R \ {0}, yi ∈ Wi ⊆ X s, i yj 6= yi

pentru orice i ≤ n s, i j 6= i. Acum fixăm fi ∈ C(X,E), i ≤ n, astfel ı̂ncât fi(yi) = α−1i a s, i

fi(X \ Vi) = 0. Atunci

y(fi) = α1y1(fi) + α2y2(fi) + ...+ αnyn(fi)

= α1fi(y1) + α2fi(y2) + ...+ αnfi(yn)

= αifi(yi)

= a.

Întrucât αi ∈ Vi, există două submult, imi deschise D(1, i) s, i D(2, i) astfel ı̂ncât 1 ∈ D(1, i),

α−1i ∈ D(2, i), 0 6∈ D(1, i) ∪ D(2, i) s, i D(1, i)D(2, i)−1 ⊆ Vi. Din construct, ie, pE(fi(yi)) ∈

D(2, i). Astfel putem alege gi ∈ C(X,E) pentru care gi(yi) = a s, i

gi(X \Wi ∩ f−1i (p−1E (D(2, i))) = 0.

Pentru fiecare i ≤ n există ı̂n mod unic o funct, ie continuă s, i liniară fi, gi ∈ Lp((Lp(X,E), E)

astfel ı̂ncât fi = fi|X s, i gi = gi|X.

Notăm

V = ∩{fi
−1

(p−1E (D(1, i))) ∩ gi−1(E \ {0}) : i ≤ n}.

Din construct, ie, fi(y) = a s, i gi(y) 6= 0. Astfel y ∈ V . Ca s, i ı̂n demonstrat, ia Propozit, iei 3.27

am dedus că V ∩ Lp,n−1(X,E) = ∅. Astfel V ∩ Lp,n(X,E) ⊆ Lcp,n(X,E).

Alegem z ∈ V ∩ Lp,n(X,E). Atunci

z = β1z1 + β2z2 + ...+ βnzn,

unde αi ∈ R \ {0} s, i zj 6= zi pentru orice i ≤ n s, i j 6= i. Întrucât fi(z) 6= 0 pentru orice

i ≤ n, putem presupune că fi(zi) 6= 0 s, i zi ∈ Vi.

Din construct, ie, gi(z) = βigi(zi) s, i gi(z) 6= 0. Întrucât pE(fi(zi)) ∈ D(2, i), pE(fi(z)) ∈

D(1, i) s, i f i(z) = βif(zi), avem pE(fi(zi)) ∈ D(2, i) s, i βipE(fi(zi)) ∈ D(1, i). As,adar

βipE(fi(zi)) · pE(fi(zi))
−1 ∈ D(1, i) ·D(2, i)−1 ⊆ Vi

s, i βi ∈ Vi. Astfel z ∈ qn(U) s, i V ⊆ qn(U), adică qn(U) este o submult, ime deschisă din

Lcp,n(X,E) s, i funct, ia p−1n este continuă.
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Exemplul 3.30. Fie E = R corpul numerelor reale cu topologia generată de distant,a Eu-

clidiană. Notăm prin R spat,iul topologic R× R cu următoarele operat,ii:

- operat,ia de adunare(α, β) + (δ, µ) = (α + δ, β + µ);

- operat,ia elementul invers −(α, β) = (−α,−β);

- operat,ia de ı̂nmult,ire (α, β) · (δ, µ) = (α · δ, αµ+ βδ).

Atunci R este un inel topologic comutativ cu unitatea (1, 0). Inelul R este un R-modul

local simplu. Înmult,irea · : R × E −→ E este definită astfel (α, β) · t = αt. În acest caz E

este un R-modul simplu s, i un R-modul simplu. Evident, avem aceleas, i subspat,ii Lp,n(X,E)

pentru cazul când E este R-modul s, i cazul când E este R-modul.

Întrucât R este un corp topologic s, i E este un R-modul topologic R-̂ınchis, funct,ia qn =

pn|Hp,n(X,E) : Hp,n(X,E) −→ Lcp,n(X,E) este un homeomorfism, dacă E este considerat ca

R-modul. As,adar indLcp,n(X,E) = n s, tiind că indX = 0.

Acum considerăm E ca un R-modul. În acest caz indHp,n(X,E) ≥ indRn = 2n. Astfel

funct,ia qn nu este injectivă, dacă E este considerat ca R-modul. Mai mult, fibrele q−1n (y) au

dimensiunea egală cu n s, i sunt homeomorfe cu spat,iul Rn. As,adar presupunerea că R este

un inel simplu ı̂n condit,iile Propozit,iei 3.29 este esent,ială.

Remarca 3.31. Pentru orice inel topologic R s, i un spat,iu X funct,ia qn = pn|Hp,n(X,R) :

Hp,n(X,R) −→ Lcp,n(X,R) este injectivă.

Lema 3.32. Fie X un spat,iu R-Tychonoff, Z o submult,ime ı̂nchisă a lui X, E R-modul

topologic s, i g : X −→ E o aplicat,ie continuă. Pentru orice submult,ime finită F a lui X \ Z

s, i orice aplicat,ie f : F −→ E există o aplicat,ie continuă ϕ : X −→ E astfel ı̂ncât f = ϕ|F
s, i ϕ|Z = g|Z.

Demonstraţie. Alegem o familie {Ux : x ∈ F} de submult, imi deschise din X astfel ı̂ncât

x ∈ Ux ⊆ X \ Z pentru orice x ∈ F s, i Ux ∩ Uy = ∅ pentru orice puncte distincte x, y ∈ F .

Pentru orice x ∈ F alegem o funct, ie continuă fx : X −→ R astfel ı̂ncât fx(x) = 1 s, i

fx(X \ Ux) = 0. Notăm ϕx(y) = fx(y) · f(x) pentru orice x ∈ F s, i y ∈ X. Fie

ϕF (y) =
∑
{ϕx(y) : x ∈ F}.

Din construct, ie, funct, ia ϕF este continuă, ϕF |F = f s, i ϕF (Z) = 0. Fie gx(y) = 1 − fx(y)

pentru orice x ∈ F s, i y ∈ X. Notăm

gF (y) =
∏
{gx(y) : x ∈ F}
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pentru orice y ∈ X. Funct, ia gF este continuă, gF (F ) = 0 s, i gF (Z) = 1. Fie ϕZ(y) =

gF (y) · g(y) pentru orice y ∈ Y . Din construct, ie, funct, ia ϕZ este continuă, ϕZ(F ) = 0 s, i

ϕZ |Z = g|Z . Evident,

ϕ = ϕF + ϕZ

este aplicat, ia căutată.

Pentru orice subspat, iu Y al lui X notăm

Cp(Y |X,E) = {f |Y : f ∈ C(X,E)}.

Un subspat, iu Y al lui X se numes,te E-plin, dacă C(Y |X,E) = C(Y,E). Un spat, iu X

se numes,te compact E-plin, dacă C(Y |X,E) = C(Y,E) pentru orice subspat, iu compact

Y ⊆ X.

Lema 3.33. Fie X un spat,iu zero-dimensional s, i E un spat,iu metrizabil. Atunci X este

compact E-plin. Mai mult, pentru orice submult,ime compactă Y din X s, i orice f ∈ C(Y,E)

există g ∈ C(X,E) astfel ı̂ncât g(X) ⊆ f(Y ) s, i f = g|Y , adică X este compact E-plin.

Demonstraţie. Fie o metrică d pe E. Fie Y un subspat, iu compact nevid din X. Fie f ∈

C(Y,E). Pentru orice punct y ∈ Y s, i fiecare n ∈ N alegem o submult, ime deschisă s, i ı̂nchisă

Uny din X astfel ı̂ncât y ∈ Uny s, i d(f(y), f(z)) < 2−n−1 pentru orice z ∈ Uny ∩ Y .

Există un s, ir {Yn : n ∈ N} de submult, imi finite din Y s, i un s, ir {γn = {Vny : y ∈ Yn} :

n ∈ N} de familii de submult, imi deschise s, i ı̂nchise din X astfel ı̂ncât:

- Yn ⊆ Yn+1 pentru orice n ∈ N;

- y ∈ Vn+1y ⊆ Vny ⊆ Uny pentru orice n ∈ N s, i orice y ∈ Yn;

- Y ⊆ ∪{Vny : y ∈ Yn} = ∪γn pentru fiecare n ∈ N;

- pentru fiecare n ∈ N s, i fiecare y ∈ Yn+1 există un unic z(y) ∈ Yn astfel ı̂ncât Vn+1y ⊆

Vnz(y);

- dacă y1, y2 ∈ Yn, y1 6= y2 s, i n ∈ N, atunci Vny1 ∩ Vny2 = ∅.

Notăm Vn = ∪{Vny : y ∈ Yn}. Alegem a ∈ f(Y ). Vom construi un s, ir {gn : X −→ E :

n ∈ N} de funct, ii continue cu proprietăt, ile:

- d(gn(y), f(y)) < 2−n pentru orice n ∈ N s, i orice y ∈ Y ;

- d(gn(x), gn+k(x)) < 2−n pentru orice n, k ∈ N s, i orice x ∈ X;

- gn(X) ⊆ f(Y ) pentru orice n ∈ N.

Notăm f1(x) = a pentru orice x ∈ X \ V1 s, i f1(V1y) = f(y) pentru orice y ∈ Y1.
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Presupunem că n ≥ 1 s, i funct, ia gn este construită. Notăm gn+1|(X\Vn+1) = gn|(X\Vn+1)

s, i gn+1(Vn+1y) = f(y) pentru orice y ∈ Yn+1. S, irul {gn : n ∈ N} este construit. Întrucât

{gn : n ∈ N} este un s, ir fundamental s, i (f(Y ), d) este spat, iu metric compact, există limita

continuă g = lim gn. Din construct, ie, avem f = g|Y .

3.3. Teorema Nagata

Fie R un inel topologic simplu. Considerăm doar spat, iile R-Tychonoff. Fie n ∈ N. O

funct, ională µ : C(X,R) −→ Rn se numes,te multiplicativă, dacă este liniară s, i µ(fg) =

µ(f)µ(g) pentru orice f, g ∈ C(X,Rn).

Notăm

I(p,n)(X,R) = {µ ∈ Lp(X,R,Rn) : µ 6= 0, µ este multiplicativă}.

Teorema 3.34. Spat,iul Xn s, i I(p,n)(X,R) sunt homeomorfe.

Demonstraţie. Fie 1 = (1, 1, ..., 1) unitatea inelului Rn. Pentru orice i ≤ n notăm

Ri = {(x1, x2, ..., xn) ∈ Rn : xj = 0 pentru orice j 6= i}.

Atunci Ri este un subinel al lui Rn cu unitatea 1i = (0, 0, ..., 1, 0, ..., 0) ∈ Ri. Inelele R s, i Ri

sunt topologic izomorfe. Aplicat, ia pi : Rn −→ Ri, definită prin

pi(x1, x2, ..., xn) = 1i · (x1, x2, ..., xn)

pentru orice (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn este deschisă, continuă, liniară s, i multiplicativă. Dacă

µ ∈ I(p,n)(X,R), atunci notăm πi(µ) = µi ◦ pi. Atunci πi(µ) ∈ I(p,1)(X,R) s, i

µ(f) = (π1(µ)(f), π2(µ)(f), ..., πn(µ)(f))

pentru orice f ∈ C(X,R). As,adar I(p,n)(X,R) = I(p,1)(X,R)n.

Acum este suficient să demonstrăm că Ip(X,R) = I(p,1)(X,R) s, i X sunt homeomorfe.

Evident, ξx ∈ Ip(X,R) pentru orice x ∈ X. Presupunem ca µ ∈ Ip(X,R). Atunci există

n ≥ 1, x1, x2, ..., xn ∈ X s, i α1, α2, ..., αn ∈ R \ {0} astfel ı̂ncât

µ = α1ξx1 + α2ξx2 + ...+ αnξxn .
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Întrucât R este un inel simplu, avem αiβi = 1 pentru careva βi ∈ R. Pentru orice i ≤ n

alegem fi ∈ C(X,R) astfel ı̂ncât fi(xi) = βi s, i fi(xj) = 0 pentru orice j 6= i. Din construct, ie,

µ(fi) = αif(xi) = αiβi = 1 pentru orice i ≤ n. Presupunem că n ≥ 2. Atunci fi · f2 = 0 s, i

0 = µ(0)

= µ(f1 · f2)

= µ(f1)µ(f2)

= 1 · 1

= 1

Aceasta este o contradict, ie. Prin urmare n = 1 s, i µ = α1ξx1 .

Presupunem că α1 6= 1. Atunci β1 6= 1 s, i

β1 = 1 · β1
= α1β1β1

= α1(f1 · f1)(x1)

= µ(f1 · f1)

= µ(f1) · µ(f1)

= 1 · 1

= 1,

contradict, ie. As,adar β1 = α1 = 1 s, i µ = ξx1 .

Corolarul 3.35. Dacă inelele Cp(X,R) s, i Cp(Y,R) sunt topologic izomorfe, atunci spat,iile

X s, i Y sunt homeomorfe.

Corolarul 3.35 pentru inelul R al numerelor reale a fost demonstrat de Nagata (vezi [6,

Teorema 0.6.1]).

3.4. Clase algebrice de spat, ii

Fie R un inel topologic. Presupunem ca R este un spat, iu R-Tychonoff. O clasă P de

spat, ii topologice se numes,te R-clasă algebrică de spat, ii, dacă:

(i) orice spat, iu X ∈ P este R-Tychonoff s, i Y ∈ P pentru orice subspat, iu ı̂nchis Y al lui

X;

(ii) dacă f : X −→ Y este o funct, ie continuă definită pe X cu valori ı̂n Y , X ∈ P s, i Y

este un spat, iu R-Tychonoff, atunci Y ∈ P ;
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(iii) dacă {Xn ∈ P : n ∈ N} este un s, ir de subspat, ii ı̂nchise ale unui spat, iu R-Tychonoff

X s, i X = ∪{Xn : n ∈ N}, atunci X ∈ P ;

(iv) dacă X, Y ∈ P , atunci X × Y ∈ P ;

(v) R ∈ P .

Lema 3.36. Fie P este o R-clasă algebrică de spat,ii, {Xn : n ∈ N} un s, ir de subspat,ii ale

unui spat,iu R-Tychonoff X, X = ∪{Xn : n ∈ N} s, i Xn ∈ P pentru orice n ∈ N. Atunci

X ∈ P.

Demonstraţie. Fie Yn = Xn × {n} s, i Y este suma discretă de spat, ii {Yn : n ∈ N}. Evident,

Y este un spat, iu R-Tychonoff, Yn ∈ P s, i Yn este ı̂nchis Y pentru orice n ∈ N. Astfel Y ∈ P

s, i X este o imagine continuă a lui Y .

Teorema 3.37. Fie P o R-clasă algebrică de spat,ii, R un inel topologic s, i E un R-modul

topologic. Presupunem că E este un spat,iu R-Tychonoff. Pentru un spat,iu R-Tychonoff X

următoarele afirmat,ii sunt echivalente:

(i) X ∈ P.

(ii) Lp(X,E) ∈ P.

Demonstraţie. Presupunem că X ∈ P . Considerăm funct, ia ϕn : Xn × Rn −→ Lp(X,E),

unde

ϕn((x1, x2, ..., xn), (α1, α2, ..., αn)) = α1ξx1 + α2ξx2 + ...+ αnξxn .

Funct, ia ϕn este continuă s, i notăm Lp,n(X,E) = ϕn(Xn ×Rn).

Întrucât Lp(X,E) ⊆ EC(X,E), spat, iul Lp(X,E) este R-Tychonoff. Astfel Xn × Rn,

Lp,n(X,E) ∈ P pentru orice n. Din Propozit, ia 3.28 avem Lp(X,E) = ∪{Lp,n(X,E) : n ∈ N}.

As,adar Lp(X,E) ∈ P .

Presupunem că Lp(X,E) ∈ P . Întrucât X = Lp,1(X,E), ı̂n virtutea Propozit, iei 3.28, X

este un subspat, iu ı̂nchis al lui Lp(X,E). Atunci X ∈ P .

Corolarul 3.38. Fie P o R-clasă algebrică de spat,ii, R un inel topologic s, i E un R-modul

topologic. Presupunem că E este un spat,iu R-Tychonoff. Dacă Cp(X,E) s, i Cp(Y,E) sunt

topologic homeomorfe s, i X ∈ P, atunci Y ∈ P.

Remarca 3.39. Pentru inelul R al numerelor reale s, i E = R afirmat,ia de mai sus a fost

demonstrată ı̂n [6, Propozit,ia 0.5.13]
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3.5. Aplicat, ia suport

Fie R un inel topologic s, i E un E-modul topologic netrivial s, i local simplu.

Considerăm un spat, iu X s, i o funct, ională µ ∈Mp(X,E). Notăm

S(µ) = {B ⊆ X : dacă B ⊆ f−1(0), atunci µ(f) = 0}).

Evident, X ∈ S(µ). Astfel mult, imea S(µ) este nevidă.

Mult, imea suppX(µ) este familia tuturor punctelor x ∈ X astfel ı̂ncât pentru orice ve-

cinătate deschisă U a lui x ı̂n X există f ∈ Cp(X,E) astfel ı̂ncât f(X \ U) = 0 s, i µ(f) 6= 0

(vezi [10, 81], pentru E = R = R; [14, 80] pentru R = R).

Dacă f ∈ Cp(X,E) s, i U este o vecinătate deschisă a lui 0 ı̂n E, notăm

A(f, L, U) = {g ∈ Cp(X,E) : f(x)− g(x) ∈ U pentru orice x ∈ L}.

Familia {A(f, L, U) : f ∈ Cp(X,E)}, unde L este o submult, ime finită a lui X, iar U este o

vecinătate a lui 0 ı̂n E, formează o bază deschisă a spat, iului Cp(X,E).

Teorema 3.40. Fie R un inel topologic cu unitate, X un spat,iu R-Tychonoff, E un R-modul

topologic netrivial local simplu, µ ∈Mp(X,E) s, i µ 6= 0. Atunci:

1. Există o mult,ime finită K ∈ S(µ) astfel ı̂ncât suppX(µ) ⊆ K.

2. suppX(µ) ∈ S(µ) s, i suppX(µ) este o submult,ime finită a lui X.

Demonstraţie. Fie V0 o submult, ime deschisă a lui E astfel ı̂ncât 0 ∈ V0 s, i V0 să nu cont, ină

R-submodule netriviale ale lui E.

Există o submult, ime finită K din X astfel ı̂ncât µ(f) ∈ V0 pentru orice f ∈ A(0, K, V0).

Fie f ∈ Cp(X,E) s, i f(K) = 0. Atunci αf ∈ A(0, K, V0) pentru orice α ∈ R. Astfel

µ(αf) ∈ W0 pentru orice α ∈ R. As,adar E · µ(f) ⊆ V0 s, i E · µ(f) este un R-submodul

trivial. Astfel µ(f) = 0 s, i K ∈ S(µ). În acest caz suppX(µ) ⊆ K. Astfel suppX(µ) este o

submult, ime finită s, i K este o mult, ime finită din S(µ).

Fie L ∈ S(µ) o mult, ime finită s, i x0 ∈ L \ supp(µ). Atunci L1 = L \ {x0} ∈ S(µ).

Într-adevăr, ı̂ntrucât x0 /∈ suppX(µ), există o submult, ime deschisă H din X astfel ı̂ncât

x0 ∈ H s, i µ(f) = 0 s,tiind că f(X \ H) = 0. Fie h ∈ C(X,R) astfel ı̂ncât h(x0) = 1 s, i

h(X \H) = 0. Fie f ∈ Cp(X,E) s, i f(L1) = 0. Notăm f1(x) = h(x)f(x) pentru orice x ∈ X

s, i f2 = f − f1. Întrucât f1(X \ H) = 0, avem µ(f1) = 0. Din construct, ie, f2(L) = 0 s, i

µ(f2) = 0. Astfel f = f1 + f2 s, i µ(f) = µ(f1 + f2) = µ(f1) + µ(f2) = 0. Astfel L1 ∈ S(µ).

Întrucât K \ suppX(µ) este o mult, ime finită, avem suppX(µ) ∈ S(µ).
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Propozit, ia 3.41. Dacă x ∈ X s, i ξx(f) = f(x) pentru orice f ∈ Cp(X,E), atunci ξx ∈

Lp(X,E).

Demonstraţie. Evident, ξx = αx(f), unde α ∈ R s, i α = 1. Astfel ξx ∈ Lp(X,E).

Remarca 3.42. Fie R un inel local simplu, X un spat,iu R-Tychonoff, µ ∈ Mp(X,R) s, i

supp(µ) = {x1, x2, ..., xn}. Atunci ı̂n virtutea Propozit,iei 3.19, există α1, α2, ..., αn ∈ R \ {0}

astfel ı̂ncât µ = Σ{α1ξxi : i ≤ n}.

As,a cum s-a ment, ionat ı̂n Remarca 3.20 s, i Exemplul 3.21, de regulăMp(X,E) 6= Lp(X,E).

Următorul rezultat specifică forma funct, ionalelor liniare pentru R-modulele local simple.

Teorema 3.43. Fie R un inel topologic cu unitate, X un spat,iu R-Tychonoff, E un R-modul

topologic netrivial, µ ∈ Mp(X,E), µ 6= 0, suppX(µ) ∈ S(µ) s, i suppX(µ) este o submult,ime

finită a lui X. Atunci µ = ϕ ◦ η pentru careva ϕ ∈ Hom(E) s, i η ∈ Lp(X,E).

Demonstraţie. Presupunem că n ≥ 1 s, i suppX(µ) = {b1, b2, ..., bn}, unde bi 6= bj for i 6= j.

Notăm prin ηi = bi ∈ Lp(X,E) s, i η = η1 + η2 + ...+ ηn. Evident, η ∈ Lp(X,E) s, i

suppX(η) = {b1, b2, ..., bn} = suppX(µ).

Alegem submult, imile deschise s, i nevide V1, V2, ..., Vn din X, s, i funct, iile f1, f2, ..., fn ∈

C(X,R) astfel ı̂ncât:

- Vi ∩ Vj = ∅ s,tiind că i 6= j;

- bi 6∈ Vi, fi(bi) = 1 s, i fi(X \ Vi) = 0 pentru orice i ≤ n.

Fie i ≤ n. Pentru orice y ∈ E notăm ϕi(y) = µ(fi · y). Dacă g ∈ C(X,E), atunci µi(g)

= µ(fi · g).

Afirmat, ia 1. ϕi ∈ Hom(E) pentru orice i ≤ n.

Funct, ia ψi : E −→ Cp(X,E), unde ψi(y) = fi · y pentru orice y ∈ E, este continuă s, i

liniară. Egalitatea ϕi = µ ◦ ψi ı̂ncheie demonstrat, ia Afirmat, iei 1.

Afirmat, ia 2. µi ∈Mp(X,E) s, i suppX(µi) = {bi} pentru orice i ≤ n.

Este limpede că µi ∈ Mp(X,E). Dacă g ∈ C(X,E), atunci g(bi) = (fi · g)(bi) s, i (fi ·

g)(bj) = 0 s,tiind că i 6= j. Astfel µi(g) = µi(fi · g) = µ(fi · g). Afirmat, ia 2 este demonstrată.

Afirmat, ia 3. µ = µ1 + µ2 + ...+ µn.
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Fie g ∈ C(X,E) s, i h = f1g + f2g + ...+ fng. Atunci g|suppX(µ) = h|suppX(µ). Astfel

µ(g) = µ(h)

= µ(f1g + f2g + ...+ fng)

= µ(f1g) + µ(f2g) + ...+ µ(fng)

= µ1(g) + µ2(g) + ...+ µn(g).

Afirmat, ia 3 este demonstrată.

Afirmat, ia 4. µ = ϕ ◦ η.

Din construct, ie, suppX(µ) = suppX(ϕ◦η). Dacă g ∈ C(X,E) s, i h = f1g+f2g+ ...+fng,

atunci (ϕ ◦ η)(g) = (ϕ ◦ η)(h). Întrucât

(ϕ ◦ η)(fig) = ((ϕ1 + ϕ2 + ...+ ϕn) ◦ (η1 + η2 + ...+ ηn))(fig))

= Σ{(ϕi ◦ ηj)(fig) : i, j ≤ n}

= (ϕi ◦ ηi)(fig)

= ϕi(ηj(fig))

= ϕi(g(bi))

= µ(fig),

avem

(ϕ ◦ η)(g) = (ϕ ◦ η)(h)

= (ϕ ◦ η)(f1g + f2g + ...+ fng)

= Σ{(ϕ ◦ η)(fig) : i ≤ n}

= Σ{µ(fig) : i ≤ n}

= (µ(f1g + f2g + ...+ fng)

= µ(g).

Afirmat, ia este demonstrată.

3.6. Proprietăt, i topologice ale funct, iei suppX

Alegem un inel topologic R, două R-module netriviale local simple E s, i F s, i un spat, iu

R-Tychonoff X.

Amintim că o funct, ie multivocă f : X → 2Y este inferior semicontinuă (sau l.s.c), dacă

pentru orice submult, ime deschisă U din Y imaginea inversă a lui U , f−1(U) = {x ∈ X :

f(x) ∩ U 6= ∅} este deschisă ı̂n X.
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Propozit, ia 3.44. Funct,ia multivocă suppX : Mp(X,E, F )→ X este l.s.c.

Demonstraţie. Urmăm schema demonstrat, iei din [14, Proprietatea 4.2] s, i [81, Lema 6.8.2

(4)].

Fie U o submult, ime deschisă din X, notăm V = supp−1X (U), adică

V = {µ ∈Mp(X,E, F ) : suppX(µ) ∩ U 6= ∅}.

Fie µ ∈ V s, i x ∈ suppX(µ) ∩ U . Alegem o submult, ime deschisă W din X astfel ı̂ncât

x ∈ W ⊆ clXW ⊆ U . Există f ∈ C(X,E) astfel ı̂ncât f(X \W ) = {0} s, i µ(f) 6= 0.

Fie H = {η ∈ Mp(X,E, F ) : η(f) 6= 0}. Întrucât mult, imea {0} este ı̂nchisă ı̂n F , H

este mult, ime deschisă din subbază W (f, F \ {0}) = {η ∈ Mp(X,E, F ) : η(f) ∈ F \ {0}} s, i

µ ∈ W (f, F \ {0}).

Afirmăm că H ⊆ V . Presupunem, prin absurd, că η ∈ H \ V , adică η(f) 6= 0 s, i

suppX(η) ∩ U = ∅. Atunci X \ clXW este o vecinătate deschisă a mult, imii suppX(η) s, i

ı̂ntrucât f(X \ clXW ) = {0}, aplicând Teorema 3.40, obt, inem că η(f) = 0, contradict, ie.

Astfel V este deschisă ı̂n Mp(X,E, F ).

O submult, ime L din X este mărginită, dacă orice funct, ie continuă reală f : X −→ R

este mărginită pe L.

Definit, ia 3.45. O submult,ime L a unui R-modul topologic E se numes, te:

(i) precompact sau total a-mărginită, dacă pentru orice vecinătate deschisă U a lui 0 ı̂n

E există o submult,ime finită A din E astfel ı̂ncât L ⊆ A+ U = U + A;

(ii) a-mărginită, dacă pentru orice vecinătate U a lui 0 ı̂n E există n ∈ N ı̂ncât L ⊆ nU .

Orice mult, ime mărginită este precompact.

Definit, ia 3.46. Un R-modul topologic E se numes, te local mărginit, dacă există o vecinătate

a-mărginită U a lui 0 ı̂n E astfel ı̂ncât E = ∪{nU : n ∈ N} s, i pentru orice a ∈ E, a 6= 0, s, i

orice n ∈ N există t ∈ R astfel ı̂ncât ta /∈ nU .

Remarca 3.47. În acest caz vecinătatea U (conform definit,iei) nu cont,ine R-submodule ale

lui E s, i E este un R-modul local simplu.

Exemplul 3.48. Fie E un spat,iu vectorial normat peste R. Atunci E este un R-modul local

mărginit.
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Exemplul 3.49. Fie E un spat,iu vectorial topologic peste R s, i există un număr q > 0 s, i o

funct,ională ||.|| : E −→ R astfel ı̂ncât:

1. 0 < q ≤ 1.

2. ||x|| ≥ 0 pentru orice x ∈ E.

3. Dacă ||x|| = 0, atunci x = 0.

4. ||x+ y|| ≤ ||x||+ ||y|| pentru orice x, y ∈ E.

5. ||λx|| ≤ |λ|q||x|| pentru orice x ∈ E s, i λ ∈ R.

6. Dacă x 6= 0, atunci limλ→+∞||λx|| = +∞.

Funct,ionala ||.|| se numes, te q-normă, dacă familia {V (0, r) = {x : ||x|| < r} : r > 0}

este o bază a lui E ı̂n 0. Orice spat,iu q-normat este local mărginit.

Teorema 3.50. Fie E un R-modul topologic netrivial local mărginit, X un spat,iu R-Tychonoff

s, i pentru orice submult,ime L nemărginită din X există f ∈ C(X,E) astfel ı̂ncât mult,imea

f(L) nu este a-mărginită. Atunci:

(i) Mult,imea suppX(H) este mărginită ı̂n X pentru orice submult,ime a-mărginită H din

Mp(X,E).

(ii) Mult,imea suppX(H) este mărginită ı̂n X pentru orice submult,ime total a-mărginită

H din Mp(X,E).

(iii) Mult,imea suppX(H) este mărginită ı̂n X pentru orice submult,ime mărginită H din

Mp(X,E).

Demonstraţie. Fie o vecinătate deschisă a-mărginită W1 a lui 0 ı̂n E astfel ı̂ncât E =⋃
{nW1 : n ∈ N} s, i pentru orice a ∈ E, a 6= 0 s, i orice n ∈ N există t ∈ R astfel ı̂ncât

ta /∈ nW1.

Alegem două vecinătăt, i deschise W s, i W0 a lui 0 ı̂n E astfel ı̂ncât W0 +W0 +W0 ⊆ W =

−W ⊆ W1 s, i W0 = −W0.

Din construct, ie, W1 ⊆ kW0 pentru careva k ∈ N.

Astfel mult, imile W s, i W0 au următoarele proprietăt, i:

- W s, i W0 sunt a-mărginite din E;

- E =
⋃
{nW : n ∈ N} =

⋃
{nW0 : n ∈ N};

- dacă L este submult, ime mărginită sau precompactă a lui E, atunci L ⊆ nW0 pentru

careva n ∈ N;

- dacă a ∈ E, a 6= 0, atunci pentru orice n ∈ N există t ∈ R astfel ı̂ncât ta /∈ nW .
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Presupunem că mult, imea H este a-mărginită sau precompact ı̂n Lp(X,E) s, i mult, imea

suppX(H) nu este mărginită ı̂n X. Fie f ∈ C(X,E) astfel ı̂ncât mult, imea f(suppX(H)) nu

este a-mărginită ı̂n E.

Folosind induct, ia vom construi un s, ir {µn : n ∈ N} ⊆ H, un s, ir {Uk : k ∈ N} de

submult, imi deschise din X, un s, ir {xn ∈ suppX(µn) : n ∈ N} s, i un s, ir {hk ∈ C(X,E) : n ∈

N} cu proprietăt, ile:

1. xi ∈ Ui, hi(X \ Ui) = 0 pentru careva i ∈ N;

2. {Un : n ∈ N} o familie discretă de submult, imi X;

3. µn(hn) /∈ nW ;

4. suppX{µ1, µ2, ..., µn} ∩ clXUn+1 = ∅;

5. f(Un) ⊆ f(xn) +W0 s, i f(xn+1) /∈
⋃
{f(xi) +W : i ≤ n} pentru orice n ∈ N.

Fie µ1 ∈ H s, i x1 ∈ suppX(µ1). Există o submult, ime deschisă U1 din X s, i g1 ∈ C(X,E)

astfel ı̂ncât f(U1) ⊆ W0 + f(x1), g1(X \ U1) = 0 s, i µ1(g1) 6= 0. Există α1 ∈ R astfel ı̂ncât

α1µ1(g) /∈ W . Notăm h1 = α1g1.

Presupunem că n ≥ 1 s, i că obiectele {hi, xi, Ui, µi : i ≤ n} au fost construite. Notăm

Mn =
⋃
{suppX(µi) : i ≤ n}. Mult, imea Mn este finită. Astfel mult, imea f(suppX(H)) \

f(Mn) nu este a-mărginită ı̂n E. Pentru careva mn ∈ N avem f(Mn) ⊆ mnW0.

Fie µn+1 ∈ H s, i xn+1 ∈ suppX(H) astfel ı̂ncât f(xn+1) ∈ E \mnW . Există o submult, ime

deschisă Un+1 din X s, i gn+1 ∈ C(X,E) astfel ı̂ncât xn+1 ∈ Un+1, f(Un+1) ⊆ f(xn+1) + W0,

gn+1(X \ Un+1) = 0, clXUn+1 ∩Mn = ∅ s, i Mn+1(gn+1) 6= 0. Există αn+1 ∈ R astfel ı̂ncât

αn+1µn+1(gn+1) /∈ (n+1)W . Notăm hn+1 = αn+1gn+1. Aceasta finalizează procesul inductiv.

Obiectele {xm, µn, hn, Un} au fost construite pentru orice n ∈ N. Fie h = Σ{hn : n ∈ N}.

Întrucât {Un : n ∈ N} este o familie discretă s, i hn(X \ Un) = 0 pentru orice n ∈ N, avem

h ∈ C(X,E). Din construct, ie µn(h) = µn(hn) /∈ nW0 pentru orice n. Atunci {µn(h) : n ∈ N}

nu este submult, ime a-mărginită ı̂n E. Întrucât mult, imea H este a-mărginită, mult, imea

{µ(h) : µ ∈ H} este la fel a-mărginită, contradict, ie.

Remarca 3.51. Dacă R = K este corpul numerelor reale sau complexe s, i E este un R-modul

local mărginit, atunci:

- E spat,iu liniar metrizabil;

- E este un R-modul local simplu;

- orice mult,ime precompactă este a-mărginită ı̂n E.

Remarca 3.52. Orice spat,iu normat este un R-modul local mărginit. Dacă E un spat,iu
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normat netrivial, atunci pentru orice submult,ime nemărginită L a spat,iului X există f ∈

C(X,E) astfel ı̂ncât mult,imea f(L) nu este mărginită ı̂n E. Pentru un spat,iu normat E

Teorema 3.50 a fost demonstrată de V. Valov ı̂n [80].

Un spat, iu X este µ-complet, dacă orice submult, ime mărginită s, i ı̂nchisă din X este

compactă.

Un spat, iu X este Dieudonné complet, dacă uniformitatea maximală pe X este completă.

Orice spat, iu Dieudonné complet este µ-complet.

Notăm prin PX spat, iul X cu Gδ-topologia generată de Gδ-submult, imile lui X. Mult, imea

δ− clXH = clPXH se numes,te Gδ -̂ınchiderea mult, imii H ı̂n X. Dacă δ− clXH = H, atunci

spunem că mult, imea H este Gδ -̂ınchisă.

Dacă spat, iul X este µ-complet, atunci orice subspat, iu Gδ -̂ınchis din X este µ-complet.

Desimea unui spat, iu X este cel mai mic cardinal τ pentru care pentru orice submult, ime

L ⊆ X s, i orice punct x ∈ clXL există o submult, ime L1 ⊆ L astfel ı̂ncât |L1| ≤ τ s, i x ∈ clXL1.

Notăm prin t(X) s, i l(X) desimea s, i numărul lui Lindelöf a spat, iului X.

Următoarea afirmat, ie pentru E = R a fost demonstrată de A. V. Arhangeli’skii s, i E. G.

Pytkeev (vezi [6, Teorema II.1.1]).

Propozit, ia 3.53. Presupunem că E este metrizabil s, i l(Xn) ≤ τ pentru orice n ∈ N. Atunci

t(Cp(X,E)) ≤ τ .

Demonstraţie. Demonstrat, ia este ca s, i ı̂n [6]. Vom arăta doar schema demonstrat, iei.

Fie d o metrică pe E. Fie A ⊆ Cp(X,E) s, i f ∈ clA. Fie εn = 2−n. Pentru orice

x = (x1, x2, ..., xn) ∈ Xn există gx ∈ A astfel ı̂ncât d(gx(xi), f(xi)) < εn, i ≤ n. Întrucât

gx s, i f sunt continue, există Ox = Π{Ox1 , Ox2 , ..., Oxn} astfel ı̂ncât d(gx(y), f(y)) < εn,

∀y ∈ Πn
i=1Oxi = Ox. Familia {Ox : x ∈ Xn} este o acoperire a lui Xn. Fie Bn ⊆ Xn, |Bn| ≤ τ

s, i
⋃
{Ox : x ∈ Bn} = Xn. Fie An = {fx : x ∈ Bn} ⊆ A. Atunci f ∈ cl(

⋃
{An : n ∈ N}).

Propozit, ia 3.54. Fie X s, i E două spat,ii s, i t(X) ≤ ℵ0. Atunci Cp(X,E) este un subspat,iu

Gδ -̂ınchis al lui EX . Mai mult, dacă E este µ-complet, atunci spat,iul Cp(X,E) este la fel

µ-complet.

Demonstraţie. Întrucât produsul de spat, ii µ-complete este un spat, iu µ-complet, spat, iul EX

este la fel µ-complet s,tiind că E este µ-complet.

Presupunem că g ∈ EX \ C(X,E). Atunci există un punct x0 ∈ X s, i o submult, ime

deschisă U din E astfel ı̂ncât g(x0) ∈ U s, i x0 ∈ clX{x ∈ X : g(x) /∈ U}. Întrucât t(X) ≤ ℵ0,
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există o submult, ime numărabilă L ⊆ {x ∈ X : g(x) /∈ U} astfel ı̂ncât x0 ∈ clXL. Alegem o

submult, ime deschisă V din E astfel ı̂ncât g(x0) ∈ V ⊆ clEV ⊆ U .

Pentru orice y ∈ L notăm

Hy = {f ∈ EX : f(x0) ∈ V, f(y) = E \ clEV }.

Mult, imea Hy este deschisă ı̂n EX s, i g ∈ Hy. Fie H = ∩{Hy : y ∈ L}. Atunci H este o

submult, ime Gδ din EX .

Presupunem ca f ∈ C(X,E). Dacă f(x0) /∈ V , atunci f /∈ Hy pentru orice y ∈ L.

Presupunem că f(x0) ∈ V . Există o submult, ime deschisă W din X s, i un punct y ∈ L

astfel ı̂ncât x0 ∈ W , y ∈ L ∩W s, i f(W ) ⊆ V0. Atunci f /∈ Hy. Astfel H ∩ C(X,E) = ∅

s, i g /∈ δ − clEXC(X,E). As,adar C(X,E) este o submult, ime Gδ -̂ınchisă din EX . Orice

submult, ime Gδ -̂ınchisă a unui spat, iu µ-complet este µ-completă.

Propozit, ia 3.55. Fie F s, i E două R-module topologice s, i Lp(F,E) spat,iul tuturor funct,iilor

liniare s, i continue definite pe F cu valori ı̂n E. Atunci Lp(F,E) este un subspat,iu ı̂nchis al

lui Cp(F,E).

Demonstraţie. Fie g ∈ Cp(F,E) \ Lp(F,E). Atunci avem unul din următoarele două cazuri.

Cazul 1. Există a, b ∈ F astfel ı̂ncât g(a+ b) 6= g(a) + g(b).

În acest caz există submult, imile deschise V1, V2, V s, i W din E astfel ı̂ncât g(a) ∈ V1,

g(b) ∈ V2, g(a+ b) ∈ W , V1 + V2 ⊆ V s, i V ∩W = ∅. Mult, imea

H = {f ∈ Cp(F,E) : f(a+ b) ∈ W, f(a) ∈ V1, f(b) ∈ V2}

este deschisă ı̂n Cp(F,E) s, i H ∩ Lp(F,E) = ∅.

Cazul 2. Există a ∈ F s, i λ ∈ R astfel ı̂ncât g(αa) 6= αg(a).

În acest caz există submult, imile deschise V1, V s, i W din E astfel ı̂ncât g(a) ∈ V1, g(αa) ∈

W , αV1 ⊆ V s, i V ∩W = ∅. Mult, imea

H = {f ∈ Cp(F,E) : f(αa) ∈ W, f(a) ∈ V1}

este deschisă ı̂n Cp(F,E) s, i H ∩ Lp(F,E) = ∅.

Corolarul 3.56. Fie E s, i F două R-module topologice s, i t(F ) ≤ ℵ0. Atunci Lp(F,E) este o

submult,ime Gδ -̂ınchisă din EF . În particular, dacă E este µ-complet, atunci spat,iul Lp(F,E)

este la fel µ-complet.
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Pentru orice subspat, iu Y a spat, iului X vom privi Cp(Y |X,E) = {f |Y : f ∈ C(X,E)} ca

un subspat, iu al spat, iului Cp(Y,E).

Propozit, ia 3.57. [vezi [6, Propozit,ia 0.4.1] pentru E = R] Fie Y un subspat,iu al spat,iului

X, E un R-modul topologic netrivial, X un spat,iu R-Tychonoff s, i pY (f) = f |Y pentru orice

f ∈ Cp(X,E). Atunci funct,ia pY : Cp(X,E) −→ Cp(Y |X,E) are următoarele proprietăt,i:

(i) pY este o funct,ie continuă.

(ii) Dacă mult,imea Y este ı̂nchisă ı̂n X, atunci funct,ia pY este deschisă.

(iii) Dacă Y este densă ı̂n X, atunci pY este o corespondent,ă injectivă.

(iv) Subspat,iul Cp(Y |X,E) este dens ı̂n Cp(Y,E).

Demonstraţie. Fie x1, x2, ..., xn o submult, ime finită a lui X. Atunci putem presupune că

există k ≤ n astfel ı̂ncât x1, x2, ..., xk−1 ∈ Y s, i xk, ..., xn ∈ X \ Y . Fie f ∈ C(X,E) s, i

U1, U2, ..., Un submult, imi deschise ale lui E astfel ı̂ncât f(xi) ∈ Ui pentru orice i ≤ n. Notăm

W (f, x1, x2, ..., xn, U1, ..., Un) = {g ∈ C(X,E) : g(xi) ∈ Ui pentru orice i ≤ n}

s, i

WY (f, x1, ..., xk−1, U1, ..., Uk−1) = {g|Y : g ∈ W (f, x1, ..., xk−1, U1, ..., Uk−1)}.

Avem

pY (W (f, x1, x2, ..., xn, U1, ..., Un)) ⊆ WY (f, x1, ..., xk−1, U1, ..., Uk−1).

Astfel funct, ia pY este continuă. Dacă Y este ı̂nchis ı̂n X, atunci din Lema 3.32 rezultă că

pY (W (f, x1, x2, ..., xn, U1, ..., Un)) = WY (f, x1, ..., xk−1, U1, ..., Uk−1).

Astfel funct, ia pY este deschisă.

Asert, iunea 3 este evidentă. Asert, iunea 4 reiese din Lema 3.32.

Teorema 3.58. Fie E un R-modul metrizabil s, i local mărginit, X un spat,iu R-Tychonoff

compact E-plin s, i pentru orice submult,ime nemărginită L din X există f ∈ C(X,E) astfel

ı̂ncât mult,imea f(L) nu este a-mărginită ı̂n E. Atunci spat,iul X este µ-complet, dacă s, i

numai dacă spat,iul Mp(X,E) este µ-complet.

Demonstraţie. În virtutea Propozit, iei 3.5, putem presupune că X = eX(X) este un subspat, iu

al lui Mp(X,E). Din Propozit, ia 3.4 reiese că subspat, iul X este ı̂nchis ı̂n Mp(X,E).

Fie Mp(X,E) un spat, iu µ-complet. Întrucât X este un subspat, iu ı̂nchis al lui Mp(X,E),

spat, iul X este la fel µ-complet.
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Presupunem că X este un spat, iu µ-complet. Fie Φ o submult, ime ı̂nchisă s, i mărginită

din Mp(X,E). Atunci ı̂nchiderea Y a mult, imii ∪{suppX(µ) : µ ∈ Φ} este o submult, ime

compactă ı̂n X.

Funct, ia restrict, ie pY : Cp(X,E) −→ Cp(Y,E) este o funct, ie deschisă continuă s, i liniară

definită pe R-modulul Cp(X,E) cu valori ı̂n R-modulul Cp(Y,E).

Afirmat, ia 1. Funct, ia duală ϕ : EC(Y,E) −→ ECp(X,E) este o scufundare liniară s, i

mult, imea ϕ(EC(Y,E)) este ı̂nchisă ı̂n EC(X,E).

Demonstrat, ia acestui fapt este similară cu demonstrat, ia Propozit, iei 0.4.6 din [6].

Din construct, ie, avem Φ ⊆ ϕ(Mp(Y,E)) ⊆Mp(X,E).

Afirmat, ia 2. ϕ(Mp(Y,E)) este o submult, ime ı̂nchisă a spat, iilor Mp(X,E) s, i

Cp(Cp(X,E), E), care la rândul lor sunt subspat, ii ale lui EC(X,E).

Reiese din Afirmat, ia 1 s, i Propozit, ia 3.55.

Afirmat, ia 3. ϕ(Cp(Cp(Y,E), E)) ⊆ Cp(Cp(X,E), E).

Reiese din continuitatea funct, iei pY .

Afirmat, ia 4. Mult, imile ϕ(Mp(X,E)) s, i ϕ(Cp(Cp(Y,E), E)) sunt Gδ -̂ınchise ı̂n EC(X,E).

Întrucât Y este compact, din Propozit, ia 3.53 reiese că t(Cp(Y,E)) = ℵ0. Atunci, din

Propozit, ia 3.54 reiese că Cp(Cp(Y,E), E) este o submult, ime Gδ -̂ınchisă a spat, iului EC(Y,E).

Din Afirmat, ia 1 reiese că ϕ(Cp(Cp(Y,E), E)) este Gδ -̂ınchisă ı̂n EC(X,E). Corolarul 3.56

ı̂ncheie demonstrat, ia acestei afirmat, ii.

Fie G este Gδ -̂ınchiderea mult, imii Cp(Cp(X,E), E)) ı̂n EC(X,E). Avem Mp(X,E) ⊆ G.

Astfel Φ este o submult, ime mărginită din G.

Afirmat, ia 5. Mult, imile ϕ(Mp(X,E)) s, i ϕ(Cp(Cp(Y,E), E)) sunt ı̂nchise ı̂n G.

Reiese din Afirmat, ia 4.

Întrucât E este un spat, iu metrizabil, E este un spat, iu µ-complet. Astfel Φ este o

submult, ime ı̂nchisă s, i mărginită a unui spat, iu µ-complet G. As,adar mult, imea Φ este com-

pactă.

3.7. Relat, ii dintre spat, ii generate de homeomorfisme liniare

Fie R un inel topologic s, i E un R-modul topologic netrivial local mărginit. Atunci

R-modulul E este local simplu.

Fie două spat, ii R-Tychonoff nevide X s, i Y cu proprietăt, ile:
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- pentru orice submult, ime nemărginită L din X există f ∈ C(X,E) astfel ı̂ncât mult, imea

f(L) nu este a-mărginită ı̂n E;

- pentru orice submult, ime nemărginită L din Y există f ∈ C(Y,E) astfel ı̂ncât mult, imea

f(L) nu este a-mărginită ı̂n E.

Fie un homeomorfism liniar u : Cp(X,E) −→ Cp(Y,E). Atunci funct, ia duală v :

Mp(Y,E) −→ Mp(X,E), unde v(η) = η ◦ u pentru orice η ∈ Mp(Y,E), este un homeo-

morfism liniar. Pentru fiecare x ∈ X notăm ϕ(x) = suppY (v−1(ξx)) s, i pentru orice y ∈ Y

notăm ψ(y) = suppX(v(ξy)).

Proprietatea 3.59. ϕ : X → Y s, i ψ : Y → X sunt funct,ii multivoce l.s.c. s, i ϕ(x), ψ(y)

sunt mult,imi finite pentru orice puncte x ∈ X, y ∈ Y .

Demonstraţie. Rezultă din Propozit, ia 3.44 s, i Teorema 5.1.

Proprietatea 3.60. Fie y0 ∈ Y , f ∈ C(X,E) s, i f(ψ(y0)) = 0. Atunci u(f)(y0) = 0.

Demonstraţie. Pentru orice η ∈Mp(Y,E) s, i g ∈ C(X,E) avem v(η)(g) = η(u(g)). Întrucât

f(suppX(v(ξy0))) = f(ψ(y0)) = 0,

avem

u(f)(y0) = ξy0(u(f)) = v(ξy0)(f) = f(suppX(v(ξy0))) = 0.

Corolarul 3.61. Dacă f, g ∈ C(X,E) s, i f |φ(y) = g|φ(y), atunci u(f)(y) = u(g)(y).

Proprietatea 3.62. x ∈ clXψ(ϕ(x)) pentru orice punct x ∈ X s, i y ∈ clY ϕ(ψ(y)) pentru

orice punct y ∈ Y .

Demonstraţie. Presupunem că x0 ∈ X s, i x0 /∈ clXψ(ϕ(x0)) = F . Fie f ∈ C(X,E) astfel

ı̂ncât f(x0) = b 6= 0 s, i f(F ) = f(ψ(ϕ(x0))) = 0. Întrucât ψ(y) ⊆ F s, i f(F ) = 0 pentru

orice y ∈ ϕ(x0) ı̂n virtutea Proprietăt, ii 3.60, avem u(f)(y) = 0 pentru orice y ∈ ϕ(x0).

Întrucât u(f)(y) = 0 pentru orice y ∈ ϕ(x0), ı̂n virtutea Proprietăt, ii 3.60, avem f(x0) =

u−1(u(f))(x0) = 0. Din construct, ie, avem f(x0) 6= 0, contradict, ie.

Proprietatea 3.63. x ∈ ψ(ϕ(x)) pentru orice punct x ∈ X.

Demonstraţie. Pentru orice x ∈ X, ϕ(x) este mult, ime finită s, i ψ(ϕ(x)) este compact. Pro-

prietatea 3.62 finalizează demonstrat, ia.
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Proprietatea 3.64. Dacă H este submult,ime densă din Y , atunci ψ(H) este o submult,ime

densă din X s, tiind că u este o inject,ie.

Demonstraţie. Presupunem că x0 /∈ clXψ(H). Atunci există f ∈ C(X,E) astfel ı̂ncât

f(x0) 6= 0 s, i f(ψ(H)) = 0. Întrucât f(ψ(H)) = 0 pentru orice y ∈ Y , ı̂n virtutea Pro-

prietăt, ii 3.60, avem u(f)(y) = 0 pentru orice y ∈ Y . Astfel u(f) = 0. As,adar f = 0,

contradict, ie.

Corolarul 3.65. Spat,iul X este separabil, dacă s, i numai dacă spat,iul Y este separabil. În

general, d(X) = d(Y ).

Proprietatea 3.66. ϕ(F ) este submult,ime mărginită din Y pentru orice mult,ime mărginită

F din X.

Demonstraţie. Fie F submult, ime mărginită din X. Atunci F este mult, ime mărginită din

Mp(X,E) s, i respectiv v−1(F ) este submult, ime mărginită din Mp(Y,E). Din Teorema 3.50

mult, imea suppY (v−1(F )) este o submult, ime mărginită din Y .

Proprietatea 3.67. Fie E un spat,iu metrizabil, X s, i Y spat,ii compact E-pline. Atunci

spat,iul X este µ-complet, dacă s, i numai dacă spat,iul Y este µ-complet.

Demonstraţie. Fie X un spat, iu µ-complet. Atunci Mp(X,E) s, i Mp(Y,E), ı̂n virtutea Teo-

remei 3.58, sunt spat, ii µ-complete. Din Teorema 3.58 spat, iul Y este la fel µ-complet.

La fel ca s, i ı̂n [14] vom spune că perechea de funct, ii multivoce θ : X −→ Y s, i π : Y −→ X

se numes,te inferior-reflectivă, dacă verifică următoarele condit, ii:

1l. θ s, i π sunt l.s.c.

2l. θ(x) s, i π(x) sunt mult, imi finite pentru toate punctele x ∈ X s, i y ∈ Y .

3l. x ∈ π(θ(x)) s, i y ∈ θ(π(y)) pentru toate punctele x ∈ X s, i y ∈ Y .

De asemenea, ca s, i ı̂n [14] spunem că perechea de funct, ii multivoce θ : X −→ Y s, i

π : Y −→ X se numes,te superior-reflectivă, dacă verifică condit, iile:

1u. θ(F ) este o submult, ime mărginită din Y pentru orice submult, ime mărginită F din

X.

2u. π(Φ) este o submult, ime mărginită din X pentru orice submult, ime mărginită Φ din

Y .

3u. x ∈ clXπ(θ(x)) s, i y ∈ clY θ(π(y)) pentru toate punctelex ∈ X s, i y ∈ Y .

Din proprietăt, ile de mai sus rezultă:
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Corolarul 3.68. Spat,iul X este separabil, dacă s, i numai dacă spat,iul Y este separabil. În

general, d(X) = d(Y ).

Concluzii generale: Funct, iile multivoce ϕ : X −→ Y s, i ψ : Y −→ X formează o

echivalent, ă a spat, iilor X s, i Y ı̂n sensul articolului [14]. Astfel teoremele generale din [14]

pot fi extinse pentru funct, iile cu valori ı̂n R-modulele topologice. În următoarele paragrafe

vom formula teoremele generale pentru acest caz.

3.8. Aplicat, ii la proprietăt, ile perfecte

Amintim că proprietatea P este perfectă, dacă pentru orice funct, ie continuă perfectă

f : X −→ Y de la X la Y avem X ∈ P dacă s, i numai, dacă Y ∈ P . Spunem că proprietatea

P este tare perfectă, dacă este perfectă s, i orice spat, iu cu proprietatea P este µ-complet.

Exemplul 3.69. Din Exemplul 6.2 [14] următoarele proprietăt,i sunt perfecte:

1. A fi spat,iu compact.

2. A fi p-spat,iu paracompact.

3. A fi spat,iu paracompact.

4. A fi spat,iu metacompact.

5. A fi spat,iu k-dispers.

6. A fi p-spat,iu monoton.

7. A fi spat,iu Čech-complet monoton.

8. A fi spat,iu Čech-complet.

9. A fi spat,iu Lindelöf.

10. A fi Σ-spat,iu Lindelöf.

11. A fi spat,iu subparacompact.

12. A fi spat,iu local compact.

Exemplul 3.70. Următoarele proprietăt,i sunt tare perfecte:
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1. A fi spat,iu compact.

2. A fi p-spat,iu paracompact.

3. A fi spat,iu paracompact.

4. A fi spat,iu metacompact µ-complet.

5. A fi spat,iu µ-complet k-dispers.

6. A fi p-spat,iu monoton µ-complet.

7. A fi spat,iu Čech-complet monoton µ-complet.

8. A fi spat,iu Čech-complet µ-complet.

9. A fi spat,iu Lindelöf.

10. A fi Σ-spat,iu Lindelöf.

11. A fi spat,iu subparacompact µ-complet.

12. A fi spat,iu local compact µ-complet.

Amintim că un spat, iu X se numes,te wq-spat,iu, dacă pentru orice punct x ∈ X există

un s, ir {Un : n ∈ N} de submult, imi deschise din X astfel ı̂ncât x ∈ ∩{Un : n ∈ N} s, i fiecare

mult, ime {xn ∈ Un : n ∈ N} este mărginită ı̂n X.

Un spat, iu X este pseudocompact, dacă mult, imea X este mărginită ı̂n X. Orice spat, iu

pseudocompact este µ-complet.

Teorema 3.71. Fie R un inel topologic s, i E un R-modul topologic netrivial local mărginit.

Fie două spat,ii R-Tychonoff nevide X s, i Y cu proprietăt,ile:

- pentru orice submult,ime nemărginită L din X există f ∈ C(X,E) astfel ı̂ncât mult,imea

f(L) nu este a-mărginită ı̂n E;

- pentru orice submult,ime nemărginită L din Y există f ∈ C(Y,E) astfel ı̂ncât mult,imea

f(L) nu este a-mărginită ı̂n E.

Presupunem că u : Cp(X,E) −→ Cp(Y,E) este un homeomorfism liniar. Atunci:

1. X este un spat,iu pseudocompact, dacă s, i numai dacă Y este un spat,iu pseudocompact.

2. Dacă P este o proprietate perfectă s, i X, Y sunt wq-spat,ii µ-complete, atunci X ∈ P,

dacă s, i numai dacă Y ∈ P.
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Demonstraţie. Considerăm funct, iile multivoce ϕ : X −→ Y s, i ψ : Y −→ X construite ı̂n

paragraful precedent.

Fie X un spat, iu pseudocompact. Atunci X este o submult, ime mărginită a spat, iului X.

Astfel Y = ϕ(X) este o submult, ime mărginită din Y s, i Y este un spat, iu pseudocompact.

Asert, iunea 1 este demonstrată.

Presupunem că P este o proprietate perfectă s, i X, Y sunt wq-spat, ii µ-complete. Pre-

supunem că X ∈ P . În virtutea Teoremei 2.5 din [14], există un spat, iu Z s, i două funct, ii

perfecte f : Z −→ X s, i g : Z −→ Y cu valori ı̂n X s, i Y , respectiv. As,adar Y, Z ∈ P .

Asert, iunea 2 este demonstrată.

Teorema 3.72. Fie R un inel topologic s, i E un R-modul topologic metrizabil netrivial local

mărginit. Fie două spat,ii R-Tychonoff nevide compact E-pline X s, i Y cu proprietăt,ile:

- pentru orice submult,ime nemărginită L din X există f ∈ C(X,E) astfel ı̂ncât mult,imea

f(L) nu este a-mărginită ı̂n E;

- pentru orice submult,ime nemărginită L din Y există f ∈ C(Y,E) astfel ı̂ncât mult,imea

f(L) nu este a-mărginită ı̂n E.

Presupunem că u : Cp(X,E) −→ Cp(Y,E) este un homeomorfism liniar. Atunci:

1. Spat,iul X este µ-complet, dacă s, i numai dacă spat,iul Y este µ-complet.

2. X este spat,iu compact, dacă s, i numai dacă Y este compact.

3. Dacă P este proprietate tare perfectă s, i X, Y sunt wq-spat,ii, atunci X ∈ P, dacă s, i

numai dacă Y ∈ P.

Demonstraţie. Considerăm funct, iile multivoce ϕ : X −→ Y s, i ψ : Y −→ X construite ı̂n

paragraful precedent. Asert, iunea 1 rezultă din Proprietatea 3.67.

Presupunem că P este o proprietate tare perfectă s, i X, Y sunt wq-spat, ii. Presupunem

că X ∈ P . Conform definit, iei proprietăt, ii tare perfecte, X este µ-complet. Din Asert, iunea

1 reiese că Y este s, i el µ-complet. În virtutea Teoremei 2.5 din [14], există un spat, iu Z s, i

două funct, ii perfecte f : Z −→ X s, i g : Z −→ Y cu valori ı̂n X s, i Y , corespunzător. Astfel

Y, Z ∈ P . Asert, iunea 3 este demonstrată.

Fie X un spat, iu compact. În virtutea Teoremei 3.71, Y este pseudocompact. Astfel X

s, i Y sunt wq-spat, ii. Asert, iunea 3 finalizează demonstrat, ia Asert, iunii 2.
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3.9. Aplicat, ii la proprietăt, i deschise

Amintim că proprietatea P este o of -proprietate (sau proprietate finit-deschisă), dacă

pentru orice funct, ie continuă, deschisă s, i finită f : X −→ Y s, i orice subspat, iu Z din X avem

Z ∈ P , dacă s, i numai dacă f(Z) ∈ P .

Exemplul 3.73. Din rezultatele din [14] s, i [18] următoarele proprietăt,i sunt of -proprietăt,i:

1. A fi ereditar Lindelöf.

2. A fi σ-spat,iu.

3. A fi ereditar separabil.

4. A fi σ-metrizabil.

5. A fi σ-dispers.

6. A fi spat,iu σ-discret.

Exemplul 3.74. Fie τ un cardinal infinit. Considerăm proprietăt,ile:

1. X ∈ e(τ), dacă s, i numai dacă e(X) ≤ τ ;

2. X ∈ d(τ), dacă s, i numai dacă d(X) ≤ τ ;

3. X ∈ hd(τ), dacă s, i numai dacă hd(X) ≤ τ ;

4. X ∈ hl(τ), dacă s, i numai dacă hl(X) ≤ τ .

Atunci e(τ), d(τ), hd(τ), hl(τ) sunt of -proprietăt,i.

Teorema 3.75. Fie R un inel topologic s, i E un R-modul topologic netrivial local mărginit.

Fie două spat,ii R-Tychonoff nevide X s, i Y cu proprietăt,ile:

- pentru orice submult,ime nemărginită L din X există f ∈ C(X,E) astfel ı̂ncât mult,imea

f(L) nu este a-mărginită ı̂n E;

- pentru orice submult,ime nemărginită L din Y există f ∈ C(Y,E) astfel ı̂ncât mult,imea

f(L) nu este a-mărginită ı̂n E.

Presupunem că u : Cp(X,E) −→ Cp(Y,E) este un homeomorfism liniar. Dacă P este o

of -proprietate, atunci X ∈ P, dacă s, i numai dacă Y ∈ P.
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Demonstraţie. Considerăm funct, iile multivoce ϕ : X −→ Y s, i ψ : Y −→ X. Ca s, i ı̂n [14]

(vezi [14, Teorema 2.1]) notăm Z = ∪{{x} × ϕ(x) : x ∈ X} s, i S = ∪{ψ(y) × {y} : y ∈ Y }

ca subspat, ii a spat, iilor X × Y , f(x, y) = x s, i g(x, y) = y pentru orice punct (x, y) ∈ X × Y .

Atunci f : Z −→ X s, i g : S −→ Y sunt funct, ii continue deschise s, i finite. Dacă D = Z ∩ S,

atunci din Proprietatea 3.63 rezultă că f(D) = X s, i g(D) = Y . As,adar X ∈ P , dacă s, i

numai dacă Y ∈ P .

3.10. Echivalent,e funct, ionale s, i metrizabilitate

Teorema 3.76. Fie R un inel topologic s, i E un R-modul topologic netrivial, metrizabil

s, i local mărginit. Fixăm două spat,ii R-Tychonoff nevide s, i compact E-pline X s, i Y cu

proprietăt,ile:

1. pentru orice submult,ime nemărginită L din X există f ∈ C(X,E) astfel ı̂ncât mult,imea

f(L) nu este a-mărginită ı̂n E;

2. pentru orice submult,ime nemărginită L din Y există f ∈ C(Y,E) astfel ı̂ncât mult,imea

f(L) nu este a-mărginită ı̂n E.

Presupunem că X s, i Y sunt lp(E)-echivalente. Atunci:

1. X este un spat,iu compact metrizabil, dacă s, i numai dacă Y este spat,iu compact me-

trizabil.

2. Dacă X este un spat,iu metrizabil, atunci spat,iul Y este metrizabil, dacă s, i numai dacă

Y este un wq-spat,iu.

Demonstraţie. Orice spat, iu metrizabil este wq-spat, iu. La fel orice spat, iu metrizabil este s, i

spat, iu µ-complet.

Fie X un spat, iu metrizabil s, i Y un wq-spat, iu. Întrucât E este metrizabil din Teorema

3.72 deducem că Y este µ-complet.

Întrucât X este metrizabil, ı̂n virtutea Teoremei 3.71, Y este p-spat, iu paracompact. Din

Teorema 3.75 rezultă că Y este un σ-spat, iu. Dacă un spat, iu paracompact Y este un σ-spat, iu

s, i un p-spat, iu, atunci Y este metrizabil [69]. Asert, iunea 2 este demonstrată.

Asert, iunea 1 rezultă din Asert, iunea 2 s, i Teorema 3.71.
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3.11. Concluzii la capitolul 3

În acest capitol au fost cercetate proprietăt, ile care se păstrează la lp(R)-echivalent,e. În

particular, au fost cercetate proprietăt, ile perfecte, tare perfecte s, i cele finit-deschise. Rezul-

tatele importante ale acestui capitol sunt Teorema 3.71, Teorema 3.72 s, i respectiv Teorema

3.75. La baza acestor rezultate stau prima s, i a doua echivalent, ă topologică ale lui M.

Choban introduse ı̂n [14] s, i utilizate pentru cercetarea proprietăt, ilor care se păstrează la

lp(R)-echivalent,e. În acest capitolul echivalent,ele lui M. Choban au fost utilizate pentru cer-

cetarea proprietăt, ilor care se păstrează la lp(R)-echivalent,e, unde R este orice inel topologic

cu unitate. Iar metodele dezvoltate pot fi aplicate ı̂n cercetări ulterioare ale proprietăt, ilor

invariante la lp(R)-echivalent,e.

As,adar ı̂n capitolul 3:

1. A fost introdusă s, i studiată not, iunea de R-modul topologic local simplu;

2. Au fost introduse s, i studiate not, iunile de mult, ime a-mărginită s, i total a-mărginită;

3. A fost determinată prima echivalent, ă topologică ı̂n raport cu care se păstrează of -

proprietăt, ile ı̂n contextul spat, iilor de funct, ii cu valori ı̂n inele s, i module topologice;

4. A fost determinată a două echivalent, ă topologică ı̂n raport cu care se păstrează

proprietăt, ile perfecte ı̂n contextul spat, iilor de funct, ii cu valori ı̂n inele s, i module topologice;

5. A fost determinată a treia echivalent, ă topologică ı̂n raport cu care se păstrează pro-

prietăt, ile tare perfecte ı̂n contextul spat, iilor de funct, ii cu valori ı̂n inele s, i module topologice.
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CONCLUZII GENERALE S, I RECOMANDĂRI

Prin prezenta lucrare autorul s, i-a propus să adauge contribut, ia personală la investigarea

spat, iilor cu structuri algebrice s, i aplicarea acestora ı̂n studiul proprietăt, ilor topologice care

se păstrează la diverse echivalent,e funct, ionale.

Problema s,tiint, ifică importantă solut, ionată constă ı̂n elaborarea unor metode de

cercetare a spat, iilor topologice cu ajutorul spat, iilor cu structuri algebrice, ceea ce a condus

la determinarea corelat, iilor dintre proprietăt, ile spat, iilor topologice s, i proprietăt, ile algebrice

ale spat, iilor de funct, ii cu valori ı̂n inele s, i module topologice.

Concluzii generale:

Cp-teoria este un domeniu actual al matematicii contemporane care se dezvoltă vertiginos.

Pe parcursul dezvoltării Cp-teoriei pentru spat, iile de funct, ii reale au fost obt, inute un s, ir

important de rezultate concrete, care ı̂n totalitate formează nucleul acestei teorii. Unele

rezultate au fost extinse pentru spat, ii de funct, ii cu valori ı̂n spat, ii normate. Însă metodele

dezvoltate pentru spat, iile de funct, ii cu valori ı̂n spat, ii normate sunt insuficiente pentru a

studia cazul spat, iilor de funct, ii cu valori ı̂n inele s, i module topologice. Astfel multe probleme

din Cp-teorie pentru cazul inelelor s, i modulelor topologice rămân deschise.

În capitolul 1 a fost studiată Cp-teoria pentru cazul funct, iilor cu valori ı̂n R. Au fost

prezentate not, iunile s, i rezultatele importante din această ramură a matematicii. Au fost

evident, iate unele probleme care n-au fost cercetate până la moment.

În capitolul 2 au fost cercetate corelat, iile dintre proprietăt, ile spat, iilor X, E s, i Cp(X,E)

pentru cazuri mult mai generale. Deopotrivă cu aceste proprietăt, i, ı̂n acest capitol a fost cer-

cetată s, i problema prelungirilor aplicat, iilor cu valori ı̂n spat, ii metrice s, i ı̂n spat, ii metrizabile

complete.

În capitolul 3 au fost cercetate proprietăt, ile care se păstrează la lp(R)-echivalent,e. Ob-

t, inându-se, ı̂n rezultat, metode care pot fi aplicate ı̂n cercetări ulterioare ale proprietăt, ile

invariante la lp(R)-echivalent,e.

As,adar ı̂n lucrare:

1. Au fost studiate unele probleme generale de determinare a corelat, iilor dintre pro-

prietăt, ile spat, iului X s, i proprietăt, ilor spat, iului Cp(X,E), precum s, i problema extinderii

funct, ionale. În particular, ı̂n capitolul 2, s-a demonstrat că:

- celularitatea punct-finită a spat, iului zero-dimensional X este egală cu numărul lui

Alexandroff a spat, iului Cp(X,E), adică p(X) = a(Cp(X,E)) (Teorema 2.7);
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- Z-desimea spat, iului zero-dimensional X este numărabilă, dacă s, i numai dacă spat, iul

Cp(X,Z) este Z-compact (Corolarul 2.20);

- spat, iul zero-dimensional X este discret, dacă s, i numai dacă Cp(X,Z) este proiectiv

complet, 0-stabil s, i Z-compact (Teorema 2.38);

- unele criterii pentru care aplicat, iile continue definite pe un subspat, iu Y al unui spat, iu

τ -colectiv normal X pot fi prelungite continuu pe X (Corolarul 2.49).

2. Au fost stabilite condit, iile ı̂n care proprietăt, ile perfecte, tare perfecte s, i cele finit-

deschise se păstrează la echivalent,e liniare pe spat, ii de funct, ii cu valori ı̂n module topologice

(Teorema 3.71, Teorema 3.72 s, i respectiv Teorema 3.75).

3. Au fost determinate proprietăt, ile comune ale spat, iilor X la care inelele topologice

Cp(X,E) sunt izomorfe (Corolarul 3.35).

Recomandări:

1. Rezultatele din teză pot constitui cont, inutul unor cursuri speciale pentru student, ii

s, i masteranzii de la specialităt, ile matematice s, i pot servi drept suport pentru unele teze de

masterat;

2. Utilizând rezultatele principale ale tezei pot fi stabilite relat, iile dintre proprietăt, ile

spat, iilor s, i spat, iilor funct, ionale;

3. Cercetările pot fi continuate ı̂n următoarele direct, ii:

- În unele rezultate domeniul de valori E este metrizabil. De determinat cât de esent, ială

este această condit, ie?

- De aplicat metodele elaborate la determinarea altor proprietăt, i: dimensiunea, numărul

lui Lindelöf etc.
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urmează să suport consecint,ele ı̂n conformitate cu legislat, ia ı̂n vigoare.
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Data nas,terii: 26 octombrie 1982

Locul nas,terii: m. Chis, inău
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