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ADNOTARE

la teza de doctorat “Tranzitii de fazd printr-0 stare intermediard metastabild”, specialitatea
131.03 - Fizica statistica si cinetica, prezentata de Ghennadii GUBCEAC, Universitatea de
Stat din Moldova, Chisindu, 2015, pentru a obtine titlul de doctor in stiinte fizice. Teza este
alcatuita din introducere, trei capitole, concluzii generale si recomandari, bibliografia care
contine 104 titluri bibliografice, cu volum total de 134 pagini, contine 41 figuri si un tabel.
Rezultatele prezentate in teza sunt publicate in 20 lucrari stiintifice.

Cuvinte-cheie: lichid subricit, tranzitie de faza, timp mediu de tranzitie, cluster, sistem
eterogen, bifurcatia solutiilor, model parametric, analiza de stabilitate, stare metastabila.

Domeniul de studiu: fizica sistemelor complexe

Scopul cercetarii a fost de a studia tranzitiile de fazd de ordinul intai in lichide subracite in
prezenta unei stari intermediare metastabile.

Obiectivele inaintate constau in dezvoltarea teoriei tranzitiilor de faza de ordinul intai in lichide
subracite pe baza conceptului de cluster si a starii intermediare metastabile; efectuarea analizei
bifurcationale si de stabilitate pentru tranzitia de faza in prezenta unei stdri intermediare in
modelul cu unul si doi parametri de ordine; examinarea rolului stdrii intermediare in cinetica
tranzitiilor induse de fluctuatii din starea initialda in cea finald; cercetarea impactului
eterogenitatii si al cdmpului extern asupra tranzitiei de faza; determinarea setului de valori ale
parametrilor de control in corespundere cu datele experimentale; determinarea proprietatilor
modelului matematic care descrie interactiunea stocastica a agentilor intr-un sistem eterogen.

Noutatea si originalitatea stiintifica rezida in faptul ca a fost generalizat modelul parametric cu
potential cinetic de tip Landau cu r parametri de ordine si m parametri de control, fiind
demonstratd importanta eterogenitdtii, a cdmpului extern si a starii intermediare metastabile
pentru micsorarea timpului mediu de relaxare si, prin urmare, accelerarea tranzitiei de faza de
ordinul ntai, precum si au fost determinate pentru prima data unele proprietdti ale modelului
matematic care descrie interactiunea stocastica a agentilor intr-un sistem eterogen la modelarea
computational-probabilisticd pe baza formulei pentru distributia agentilor in clusteri.

Problema stiintifica solutionata consta in formularea teoriei tranzitiei de faza de ordinul intai
pe baza stdrii intermediare metastabile si a conceptului de cluster pentru cercetarea analitica si
numerica a cineticii proceselor colective de relaxare in lichide subrdcite si solutii de proteine in
proces de cristalizare, precum si in determinarea unor solutii generale si proprietdti matematice
ale modelelor teoretice aplicate la studiul tranzitiei de faza.

Semnificatia teoretici a tezei consta in dezvoltarea teoriei tranzitiilor de faza de ordinul intai in
lichide subracite, tindndu-se cont de eterogenitatea sistemelor complexe de tip cluster si de
influenta campurilor externe constant si periodic.

Valoarea aplicativi a lucririi este determinata de importanta intelegerii conexiunii dintre
proprietdfi, structura microscopicd a substantei §i conditiile macroscopice de prelucrare a
materialelor, care se impune a fi categorica la producerea unor materiale noi cu proprietati
tehnologice avansate.

Implementarea rezultatelor: Rezultatele obtinute sunt utilizate in cadrul proiectului
institutional de cercetari stiintifice fundamentale 15.817.02.29F, directia strategica ,,Materiale,
tehnologii si produse inovative”, in curriculele cursurilor la masterat ,,Fizica clusterilor”,
»Modelarea sistemelor complexe” si ,,Teoria proceselor de cristalizare” care sunt tinute la
Universitatea de Stat din Moldova.



AHHOTANIUA

K Auccepranmu ,,0azoBbie nepexobl Yepe3 MPOMeKYTOYHOE MeTACTA0MIbHOE COCTOsIHNE”,
cnenragbHOCTh 131.03 — CraTncTHveckas pusnka U KMHETHKA, IPEACTABJIEHHOM
I'ennaguem I'y0ueak Ha cOMCKaHUe Y4eHOH CTeleHH J0KTopa puznyeckux Hayk, Moaal'y,
Kummunes 2015 roa. Jlucceprauusi COCTOUT U3 BBEAEHHUS, TPeX IVIaB, 3aAKJIIOYEeHUA U
pexoMeHnaanuu u 6udauorpaduu Briawyawineid 104 naumenoBanus. Paéora
npejacrapjieHa Ha 134 crpaHunax; coaep kuT 41 pucyHkoB u oHy Tadauny. Pe3yabrarsl
ony0aukoBanbl B 20 HayuyHbIX padoTax.

KiloueBble cioBa: mepeoxjaxkIeHHas KHAKOCTh, (ha30Bble TMEpPeXoJbl, CpelHee Bpems
nepexona, Kjaacrep, reTeporeHHas cucrema, OuQypramnus COCTOSIHUS, TapaMeTpuiecKas MoJIeIb,
aHaJIU3 YCTOWYMBOCTH, MapaMeTpuyeckas MoJielb, METaCTaOUIbHbIE COCTOSHUS, KOMILIEKCHAs
cucTema.

ObnacTe uccienoBaHus: ¢GuU3nKa KOMIUIEKCHBIX cucTeM. Llejb Hcc/e1oBaHMs. HM3ydeHUE
($a30BbIX MEpPEXOJ0B IMEPBOrO MOpsiAKAa B MEPEOXJAKICHHOW SKUIKOCTU IPH HaIUYUU
MeTacTabUIbHOIO MPOMEXYTOYHOI'O COCTOSTHUS. 3aJa4M: cO3JaHie TeOpUH (a30BBIX MIEPEXOJIOB
NIEPBOr0 MOpsAIKAa B MEPEOXJAKIECHHOM MXUAKOCTH Ha 0a3ze KJIacTepoB M METacTaOWUIIbHBIX
IPOMEKYTOUHBIX COCTOSIHUH; aHanu3 Oudypkanuii M ycToMuyuBOCTh (Pa3oBOro mnepexona B
IPUCYTCTBUM NPOMEKYTOUHBIX COCTOSHUM B MOZENIU C OJAHMM-IBYMS MapaMeTpaMy IHOpSIKa;
U3YYEHHE DPOJIM IPOMEKYTOYHOIO COCTOSSHUS B KHHETUKE IIEPEXOJOB  BBI3BAHHBIX
(GuIyKTyalusiMi U3 HA4aJIbHOI'O COCTOSIHUSI B KOHEYHOE; U3yYEHHE BO3ACHCTBUS T€TEPOreHHOCTH
U BHEIIHEro mnoiis Ha (a3oBblil Mepexoll; ONpelesieHue BO3MOXKHBIX 3HAUEHUIl MapaMmeTpoB
KOTOpBIE OMMCHIBAIOT CUCTEMY B COOTBETCTBHM C AKCIEPUMEHTAJIbHBIMU JAHHBIMHU; U3Yy4YEHUE
OOIIMX CBOMCTB MaTeMaTHYECKOW MOJIENH, ONUCHIBAIOLIEH CTOXACTUYECKHE B3aUMOACHUCTBUS
YWIEHOB reTeporeHHoi cucreMbl. HoBM3HAa M HayYHasi OPUMIMHAJBHOCTH PadoThI COCTOUT B
BBIBEICHUN OOOOIIEHHOM MOJENN C KMHETHYECKHM MOoTeHuuanioM Jlangay c r-mapameTpaMu
nopsiika M m-mnapaMerpaMu KoHTpois. C HOMOIIbI0 BBEJEHHON Mozenu Obula MoKa3aHa
3HaYMMOCTb F€TEPOTreHHOCTH, BHEIIHETO MOJIS ¥ IPOMEKYTOUHOTO METAaCTa0MIBHOTO COCTOSTHUS
JUISL YMEHBILIEHUSI CPEHETO BPEMEHM PENlaKCalluu U, KaKk pe3yibTaT — JUid yCKOpeHHs (pa3oBoro
nepexoia ImepBoro mopsnaka. Takke BHepBble ObIM  OmpeeneHbl  o0IMe CBOWMCTBa
MaTeMaTUYeCKON MOJIENH, KOTOpbIE ONPENEISIOT CTOXaCTHUYECKOE B3aMMOJIEHUCTBHE YIIEHOB
TETEPOr€HHOM CHUCTEMBI NPU TIOMOIIM KOMIIBIOTEPHOIO MOJIEIMPOBAHMS, OCHOBAHHOIO Ha
dopMyIne pacrpeneneHusl areHToB B KiacTepax. PemieHHasi HayyHas 3aJaya 3aKiII04aeTcsl B
bopMynUpoBaHUU TEOpUM (PA30BBIX MEPEXOJOB MEPBOrO MOpsAaKa Ha 0a3e MeTacTaOMIBHOTO
COCTOSIHUS M TOHSTHS «KJIACTep» Ul aHAIMTUYECKOTO U YMCIEHHOTO MCCIIETOBaHUS KUHETUKU
KOJUIEKTUBHBIX IPOLECCOB PEIAKCAUU B MEPEOXJIAKAECHHBIX JKUIKOCTSIX M IPOTEHHOBBIX
pacTBopax B IpoOIlecCe KpHUCTAJUIM3AIMHM, a TaKKe B OINpeAeNieHUH OOUMX peHIeHud Hu
MaTeMaTHYECKUX CBOMCTB TEOPETUUYECKUX MOJeNeil MPUMEHSEMBIX B MCCIEJOBaHUU (Ha30BBIX
nepexosioB. Teoperuyeckasi 3HAYMMOCTH pPabOThl COCTOMT B Pa3BUTUU TeOpUH (Ha30BBIX
IIEPEXO/I0B TEPBOT0O MOPsAJIKA B IEPEOXTAXKIECHHBIX JKUIKOCTIX, C YYETOM TI'€T€pOre€HHOCTHU
KOMIUIEKCHBIX KJIACTEPHBIX CHUCTEM M BO3JEMCTBHS BHEIIHMX IMOCTOSHHBIX U MEPHOJUYECKHX
noneil. IlpukjaagHas HeHHOCTb PadoOThI TNpeaompeaeseHa HEO0O0XOAUMOCThIO MOHUMAaHHA
B3aUMOCBSI3€M  MEXJAY  CBOWCTBAMM,  MHMKPOCKONMYECKOM  CTPYKTYpol  Tema W
MaKpOCKOIIMYECKHUMH YCIIOBUSIMH OOpabOTKM MaTepHajoB, KOTOpbIE UTPAIOT BaKHYIO pPOJb B
CO3/IaHMM HOBBIX MAaTEpHAaJIOB C YJIYYIIEHHBIMH TEXHOJIOTUYECKUMU CBoiicTBamu. Peanuzanus
pe3yJIbTaTOB: TOJYYEHHbIE Pe3yJbTaThl ObUIM HCIOJB30BaHbI B MPOEKTE (yHIaMEHTAIbHBIX
uccienoBannii 15.817.02.29F, crtparernueckoe HampapiieHne «Marepuanbl, HHHOBAIMOHHBIC
TEXHOJIOTUM U TPOAYKTB», HpU pa3paboTKe Y4eOHBIX KYpCOB JUIsi Maructparypbl «Dusnka
KJIaCTEPOB», «MoOAeIupoBaHne KOMIUIEKCHBIX CUCTEM» U «Teopus mponeccoB KpUCTaIA3aLu)
yuTacMbIX B MonnaBckoM ['ocy1apcTBEHHOM YHUBEPCUTETE.



SUMMARY

of the doctoral thesis ""Phase transitions through a metastable intermediate state' in the
specialty 131.03 - Statistical physics and Kinetics, presented by Ghennadii GUBCEAC,
Moldova State University, Chisinau, 2015, to obtain title of doctor in Physical Sciences. The
thesis consists of introduction, three chapters, general conclusions and recommendations,
and bibliography of 104 references. This work contains 41 figures, one table and is carried
on 134 pages. The results are published in 20 research papers.

Keywords: supercooled liquid, phase transitions, mean transition time, cluster, heterogeneous
system, bifurcation, parametrical model, stability analysis, metastable states, complex system.

Field of study: physics of complex systems
The goal of the research was to study first-order phase transitions in a supercooled liquid in the
presence of an intermediate metastable state.

The objectives were to develop an advanced theory of first order phase transitions in a
supercooled liquid based on the cluster concept, bifurcation and stability analysis for the phase
transition in the presence of an intermediate metastable state in the model with one and two order
parameters, estimation of the intermediate state’s role in the kinetics of transitions induced by
fluctuations from the initial to the final states, analysis of the impact of heterogeneity and
external field on the phase transition and determination of the control parameters values
accordingly to the experimental data, as well as determination of the general properties of
stochastic mathematical model which describes the interaction of agents in a heterogeneous
system.

Scientific novelty consists in the introduction of a generalized parametric model based on
Landau-type kinetic potential with r order parameters and m control parameters, being shown
the importance of the heterogeneity, external field and intermediate metastable state on the first
order phase transition acceleration and, therefore, transition time reduction. General properties of
the mathematical model, which describes stochastic interaction of agents in the heterogeneous
system by computation-probabilistic modeling based on the formula for distribution of agents in
clusters, were determined for the first time.

The scientific problem solved concerns the development of the theory of first order phase
transitions based on the intermediate metastable state and the cluster concept for analytic and
numerical modeling of the relaxation processes in supercooled liquids and protein solutions in
the process of crystallization, as well as the determination of a general solutions and
mathematical properties of theoretical models applied to the study of phase transitions.

The theoretical significance is to develop the theory of first order phase transitions in
supercooled liquid by taking into account the system heterogeneity due to the presence of
clusters and the influence of constant and periodic external fields.

Applicative value of the work is determined by the importance of understanding the connection
between the properties, microscopic structure of the substance and macroscopic conditions of
material processing, which is of great importance in the production of new materials with
advanced technological properties.

Results implementation: the results are used within the institutional project of fundamental
scientific research 15.817.02.29F, strategic direction “Materials, technologies and innovative
products”, within the master courses curricula “The physics of clusters”, “Complex systems
modeling” and “The theory of crystallization processes” held at the Moldova State University.



LISTA DE ABREVIERI

ABM — modelare bazata pe agent (Agent-Based Modeling)

DSC — calorimetru diferential de scanare (Differential Scanning Calorimetry)
EBM — modelare bazata pe ecuatii (Equation-Based Modeling)

HON — germinare omogena (HOmogeneous Nucleation)

HEN — germinare eterogena (HEterogeneous Nucleation)

LSW — teoria Lifshitz-Slyozov-Wagner

ODE — ecuatii diferentiale ordinare (Ordinary Differential Equations)

Salol — salicilat de fenil

SAXS — difractia razelor X la unghiuri mici (Small-Angle X-ray Scattering)
VTF — ecuatia Vogel-Tamman-Fulcher



INTRODUCERE

Actualitatea si importanta problemei

Tranzitia de faza lichid«<»solid este studiatd mai superficial decat tranzita lichid<>gaz. Este
cunoscut din termodinamica ca o frontiera a stabilitatii termodinamice pentru lichidul subracit nu
poate fi construitd, deoarece lipseste punctul critic al echilibrului de faza lichid<solid, iar
tranzitiile intre aceste stari, descrise cu ajutorul parametrilor termodinamici, se realizeaza prin
salt. Inegalitatile termodinamice pe curba echilibrului de faza nu se incalca, iar fiecare dintre
stari poate exista si de cealaltd parte a punctului de tranzitie intr-o stare metastabilda. De exemplu,
desi potentialele chimice u si u» sunt egale in punctul tranzitiei de faza, pentru fiecare potential
in parte acest punct ramane a fi unul obisnuit. Totodata, functia u(P,T) este definita cu o
incertitudine in domeniul metastabil. Astfel, starea metastabild subracita a lichidului reprezinta
un echilibru partial, care poseda un anumit timp de relaxare in raport cu procesul de formare a
cristalitilor starii noi. De aceea, functiile termodinamice in starea metastabila sunt definite fara a
se tine cont de procesele stocastice de relaxare, insa aceste functii nu pot fi examinate ca o
extrapolare analitica a celor din domeniul stabil, care corespunde doar starilor de echilibru total
ale substantei. Prin urmare, este necesar ca teoria lichidelor subracite si sticlelor, a proteinelor si
topiturilor polimerice si a altor nanomateriale complexe sa fie dezvoltatd cu ajutorul simularii pe
calculator, precum si pe baza modelului parametric macroscopic cu potential cinetic de tip
Landau, care contine parametri de control ce corespund difuziei, viscozitatii, eterogenitatii
substantei si a campului extern constant sau periodic. Primii doi factori determina tranzitia
intrinsecd. Totodatd, includerea factorului de eterogenitate in model este important si rezidd in
rezultatele experimentale. In particular, realizarea fenomenelor de generare, extinctie si apoi
regenerare a cristalitilor, observatd experimental in anul 2000 de M.Oguni si F.Paladi, reflecta
impactul fluctuatiei structurii reale si relaxarea ei in lichidele subracite ale compusilor o-
benzilfenol, salicilat de fenil (salol) si 2,2"-dihidroxibenzofenon ce contin grupul hidroxil — OH
[1-3]. A fost aratat in acest context ca cristalizarea substantei poseda o origine eterogena,
deoarece fara originea ce ajuta cristalizarea un asemenea fenomen nu ar putea fi observat;
totodata este dificil a explica aceste rezultate doar pe baza eterogenitatii care contribuie exclusiv
la aparitia nucleelor de cristalizare. Prin urmare, este necesar sa se tina cont si de starea
intermediard metastabila existentd in compusii subriciti. In acelasi timp, nu este elucidat complet
rolul campului extern in procesul de cristalizare a lichidelor subracite, catre anul 2010 in

publicatiile de specialitate existand doua concluzii diferite 1n aceasta privinta, dat fiind faptul ca



autorii G.Nicolis si F.Paladi au cercetat aceastd problema separat pentru campuri externe diferite
- respectiv, periodic si constant [4, 5]. In contextul acestei teme de cercetare, a devenit actuala
problema cu privire la generalizarea modelului parametric cu potential cinetic de tip Landau, in
cadrul caruia sd fie efectuata o analiza de stabilitate exhaustiva, precum si sa fie studiat timpul
mediu de relaxare la tranzitia de faza. O posibila comparatie cu datele experimentale ar permite
determinarea valorilor parametrilor de control din model, pentru care rezultatul experimental ar
putea fi descris satisfacator de modelul teoretic generalizat. Astfel, pentru a studia rolul starii
intermediare metastabile in cinetica tranzitiilor induse de fluctuatii dintre starea initiala si cea
finala, in perioada 2005-2010 a fost dezvoltat un model parametric cu potential cinetic de tip
Landau format initial dintr-un parametru de ordine si doi parametri de control, care reprezinta
cazul intrinsec al tranzitiei de faza.

Insa, modelele analitice sunt aplicabile limitat din cauza caracterului complex al sistemelor
cercetate, de aceea modelele numerice si simularea pe calculator devin tot mai des folosite in
acest domeniu de cercetare, care astdzi poseda trasaturi interdisciplinare tot mai pronuntate. Un
exemplu in acest context este modelul Szilard, In baza céaruia un studiu a fost publicat in anul
2005 [6]. Ecuatia master din modelul Szilard este o ecuatie diferentiala ce indicd cum
probabilitatea sistemului structurat de a se afla in careva moment de timp intr-o anumita stare
variaza din cauza fluxurilor de probabilitate. Ecuatia de bazd este determinatd odatd cu
specificarea setului relevant al ratelor de tranzifie pentru stirile examinate, fapt ce substituie
descrierea la micronivel a modelelor si este greu de realizat experimental. Astfel, o altd problema
actuald se refera la modelarea computational-probabilisticd si la modelarea bazata pe agent
(ABM) a sistemelor complexe de tip cluster si, in particular, la elucidarea proprietatilor
modelului matematic care descrie interactiunea stocastica a agentilor intr-un sistem eterogen, in
contextul unei analize comparative dintre modelarea probabilisticd sau stocasticad si cea
computationali ABM realizata la nivel microscopic. Intelegerea legiturii dintre proprietati,
structura microscopica a substantei si conditiile macroscopice de prelucrare a materialelor este
vitald la producerea unor materiale noi cu proprietati tehnologice avansate, iar importanta
practicd a proceselor de nucleere rezida in faptul ca ele determina tipul structurii initiale la
solidificarea substantelor, distributia fazelor, omogenitatea compozitiei etc [7]. Particulele din
starea lichida subracitd se pot uni in clusteri, in care legaturile sunt similare cu acelea din
cristalul solid si sunt caracterizate prin ordine apropiata. Totodata, din punct de vedere statistic,
formarea clusterilor este un fenomen aleator.

Astfel, scopul principal al tezei este de a dezvolta modelul parametric cu potential cinetic de

tip Landau cu unul si doi parametri de ordine pentru a face o analizd de stabilitate completd a
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starilor la tranzitia de faza de ordinul Inti, pentru a calcula timpul mediu de relaxare in prezenta
unei stari intermediare metastabile, precum si pentru a efectua o comparatie a rezultatelor
teoretice obtinute cu datele experimentale, determinand astfel setul de valori corespunzatoare ale
parametrilor de control. In general, aceasta ar dezvolta teoria fenomenelor de relaxare structurald
si cristalizare, aspectele privind cinetica proceselor de stabilizare structurald, precum si referitor
la mecanismul de crestere a cristalitilor. Pe de alta parte, elucidarea proprietatilor modelului
matematic care descrie interactiunea stocasticd a agentilor intr-un sistem eterogen la modelarea
computational-probabilisticd reprezintd un important argument intru sustinerea ipotezei CU
privire la conexiunea dintre modelarea probabilistica si cea computationala ABM.
In acest context, obiectivele majore ale tezei sunt urmatoarele:

1. A dezvolta teoria tranzitiilor de faza de ordinul intdi in lichide subracite pe baza starii
intermediare metastabile si a conceptului de cluster, precum si a generaliza modelul
parametric in baza potentialului cinetic de tip Landau.

2. A efectua analiza bifurcationala si de stabilitate pentru tranzitia de faza in prezenta unei stari
intermediare metastabile.

3. A cerceta impactul eterogenitatii si al cAmpului extern asupra tranzitiei de faza si a determina

setul de valori ale parametrilor de control in corespundere cu datele experimentale.

4. A determina proprietatile modelului matematic care descrie interactiunea stocasticd a
agentilor intr-un sistem eterogen la modelarea computational-probabilistica pe baza formulei

pentru distributia agentilor in clusteri.

Metodologia cercetarii stiintifice se intemeiaza pe teoria tranzitiilor de faza de ordinul intai
pentru modelarea cineticii tranzitiilor de faza printr-o stare intermediard metastabila, analiza
bifurcationala si de stabilitate Lyapunov, modelarea matematica bazata pe agenti si probabilistica

a interactiunii entitatilor din Sisteme stocastice eterogene.

Noutatea stiintifica a rezultatelor obtinute:

1. A fost demonstratd importanta eterogenitatii si a starii intermediare metastabile pentru
micsorarea timpului mediu de relaxare si, prin urmare, pentru accelerarea tranzitiei de
faza de ordinul intai.

2. A fost generalizat modelul parametric cu potential cinetic de tip Landau cu r parametri
de ordine si m parametri de control.

3. A fost efectuata analiza bifurcationala si de stabilitate completa pentru tranzitia de faza in
prezenta unei stari intermediare in modelul cu unul si cu doi parametri de ordine. A fost

analitic determinata reprezentarea asimptotica a dependentei parametrice.
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4. A fost examinat rolul starii intermediare metastabile in cinetica tranzitiilor induse de
fluctuatii intre starea initiald si cea finala pentru unul si doi parametri de control, in urma
includerii in potential a termenilor care caracterizeaza eterogenitatea sistemului si
influenta cAmpurilor externe constant si periodic.

5. Au fost determinate, pentru prima data, unele proprietati ale modelului matematic care
descrie interactiunea stocasticd a agentilor intr-un sistem eterogen la modelarea

computational-probabilistica pe baza formulei pentru distributia agentilor in clusteri.

Importanta teoretica si valoarea aplicativa a lucrarii

Importanta teoretica a tezei constd in dezvoltarea teoriei tranzitiilor de faza de ordinul intai in
lichide subracite, t{indndu-se cont de eterogenitatea sistemulor complexe de tip cluster si de
influenta campurilor externe constant si periodic. Rezultatele obtinute demonstreaza importanta
eterogenitatii si a starii intermediare metastabile pentru micsorarea timpului mediu de relaxare si,
prin urmare, pentru accelerarea tranzitieci de faza de ordinul intdi, precum si a modelarii
computational-probabilistice a interactiunilor stocastice in sistemele eterogene in comparatie cu
modelele ABM.

Valoarea aplicativd a lucrdrii este determinatd de importanta intelegerii conexiunii dintre
proprietdti, structura microscopica a substantei si conditiile macroscopice de prelucrare a
materialelor, care se impune ca una necesara la producerea unor materiale noi cu proprietati
tehnologice avansate. Totodata, importanta practica a proceselor de nucleere rezida si in faptul ca
ele determind tipul structurii initiale la solidificarea substantelor, distributia fazelor,
omogenitatea compozitiei etc. In particular, in cadrul cercetirilor reflectate in tezi a fost
efectuata o comparatic a rezultatelor teoretice obtinute cu datele experimentale pentru
experimentul de cristalizare ce implicd proteina de lizozimd din precipitant, determinand astfel
setul de valori corespunzatoare ale parametrilor de control.

De asemenea, rezultatele obtinute in domeniul modelarii stocastice a sistemelor complexe au
fost s1 sunt intens utilizate in cadrul Proiectului institutional de cercetari stiintifice fundamentale
15.817.02.29F, directia strategica ,,Materiale, tehnologii si produse inovative”. Bineinteles,
cercetarile respective sunt reflectate in curriculele cursurilor universitare pentru studii la masterat
»Fizica clusterilor” si ,,Modelarea sistemelor complexe”, tinute la Universitatea de Stat din
Moldova (USM), precum si in cursul special elaborat pentru studentii anului Il care se

specializeaza la Catedra Fizica Teoretica a USM, intitulat ,, Teoria proceselor de cristalizare”.
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Rezultatele stiintifice principale inaintate spre sustinere:

A fost dezvoltata teoria fenomenelor de relaxare structurald si cristalizare, precum si a
modelarii probabilistice pentru sistemele complexe de tip cluster.

A fost generalizat modelul parametric cu potential cinetic de tip Landau pentru r parametri de
ordine si m parametri de control, fiind efectuata analiza bifurcationala si de stabilitate a starilor
stationare pentru tranzitia de faza in prezenta unei stri intermediare in modelul cu unul si doi
parametri de ordine.

A fost calculat timpul mediu de relaxare, tinandu-se cont de influenta campului extern si a
eterogenitatii asupra procesului de tranzitie, si demonstrata importanta eterogenitatii si a starii
intermediare metastabile pentru micsorarea timpului mediu de relaxare.

A fost realizatd comparatia rezultatelor teoretice cu cele experimentale cu privire la
cristalizarea lizozimei, obtindndu-Se o concordantd dintre modelul teoretic si datele
experimentale.

Au fost elucidate proprietatile modelului matematic care descrie interactiunea stocastica a

agentilor Intr-un sistem eterogen la modelarea computational-probabilistica pe baza formulei

pentru distributia agentilor in clusteri.

Problema stiintifica solutionatd consta in formularea teoriei tranzitiei de faza de ordinul intai
pe baza starii intermediare metastabile si a conceptului de cluster pentru cercetarea analitica si
numerica a cineticii proceselor colective de relaxare in lichide subricite si solutii de proteine in
proces de cristalizare, precum si in determinarea unor solutii generale si proprietati matematice

ale modelelor teoretice aplicate la studiul tranzitiei de faza.

Aprobarea si implementarea rezultatelor stiintifice: Materialele tezei au fost prezentate la
Conferinta Fizicienilor din Moldova (CFM-2014, Chisinau, 22-25 octombrie 2014, raport oral),
7" International Conference on Materials Science and Condensed Matter Physics (MSCMP,
Chisinau, 16-19 septembrie 2014), 14™ International Balkan Workshop on Applied Physics
(IBWAP, Constanta, 02-04 iulie 2014), ,,Third Conference of Mathematical Society of the
Republic of Moldova” (IMCS-50, Chisinau, 19-23 august 2014, raport oral), 10™ International
Conference of Young Scientists on Energy Issues (CYSENY, Kaunas, 29-31 mai 2013, raport
oral), 34" Conference of the Middle European Cooperation in Statistical Physics (MECO34,
Leipzig, 30 martie — 01 aprilie 2009), precum si la conferintele corpului profesoral-didactic de la
USM (2011, 2012, 2013 si 2014, rapoarte orale). Rezultatele obtinute sunt utilizate in cadrul
proiectului institutional de cercetari stiintifice fundamentale 15.817.02.29F, directia strategica
,Materiale, tehnologii si produse inovative”. Cercetarile respective sunt reflectate si in
curriculele cursurilor universitare ,,Fizica clusterilor”, ,,Teoria proceselor de cristalizare” si

»Modelarea sistemelor complexe”, tinute la Universitatea de Stat din Moldova.
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Publicatii. Continutul de baza al tezei este reflectat In 20 lucrari stiintifice la tema tezei,
inclusiv 3 articole publicate in reviste stiintifice cu recenzenti si 15 teze la conferinte

internationale si nationale de specialitate, 2 publicatii sunt fara coautori.

Volumul si structura tezei. Teza consta din introducere, trei capitole, concluzii, bibliografia

ce cuprinde 104 titluri. Lucrarea contine 41 figuri, 1 tabel si este expusa pe 134 pagini.
Sumarul capitolelor tezei:

In Introducere sunt argumentate actualitatea si importanta problemei abordate, sunt
specificate scopul si obiectivele tezei, noutatea stiintifica a rezultatelor obtinute, importanta
teoretica si valoarea aplicativa a lucrarii, finalizand cu aprobarea rezultatelor.

in Capitolul 1, intitulat WSituatia actuald in cercetarea teoreticd a tranzitiilor de fazd de
ordinul intdi”, este efectuatd o analiza generala a situatiei in domeniul investigat. Capitolul
respectiv contine referinte bibliografice ce vizeazad publicatii importante in domeniu, o atentie
deosebitd fiind acordati realizarilor din ultimii ani. In rezultatul studierii literaturii de
specialitate, este realizata o analiza comparativa a situatiei existente in domeniu si sunt formulate
problemele proprii de cercetare, precum si directiile de solutionare a lor. In particular, sunt
analizate starea intermediard metastabild in teoria termodinamicd a relaxarii structurale din
lichidele subracite, dinamica proceselor de cristalizare pe baza notiunii de cluster in cadrul
modelului Szilard, fiind aduse aprecieri asupra modelarii parametrice a relaxarii stocastice in
sistemele eterogene si asupra modelarii computationale ABM a proceselor de cristalizare. Este
mentionata importanta practicd a proceselor de nucleere. Totodata, se constata ca modelul
Szilard este o aproximatie buna pentru studiul dinamicii proceselor de cristalizare pe baza
notiunii de cluster, dar este limitatd de performantele de calcul numeric pentru sistemul de
ecuatii master. Aceastd restrictie se refera in egald masurd si la modelele computationale de tip
ABM. Modelele teoretice propuse trebuie sd descrie rezultatele experimentale pentru diferiti
compusi chimici, asa ca exisStenta sau lipsa cristalitilor in lichidele subracite de o-benzilfenol,
salicilat de fenil (salol) si 2,2"-dihidroxibenzofenon, care poate fi apreciata experimental tindndu-
se cont de faptul daca procesul de cristalizare a fost sau nu observat in cursul masurarii cu
calorimetrul diferential de scanare. Prin urmare, se constata ca un model elaborat in baza unui set
de parametri de control ar putea descrie tranzitia de fazd de ordinul intai, fard restrictii la
compusii chimici pentru care tranzitia de fazi este cercetati experimental. In baza potentialului
cinetic de tip Landau poate fi dezvoltat un astfel de model teoretic care ar permite si o cercetare

riguroasa a stabilitdtii starilor la tranzitia de faza pentru intregul plan de variatie a parametrilor
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de control. In final sunt formulate unele aprecieri asupra modelarii computationale ABM a
proceselor de cristalizare.

In Capitolul 2, intitulat ,,Cinetica tranzitiei de fazi in prezenta unei stiri intermediare in
modelul cu un parametru de ordine”, este realizatd descrierea parametrica a tranzitiilor de faza
cu potential de tip Landau, fiind cercetatd dinamica de tranzitie in prezenta eterogenitétii si a
campului extern. Este efectuata reprezentarea asimptotica a dependentei parametrice si analiza
stabilitatii starilor stationare pentru sistemele descrise de potentialul asimetric si de potentialul ce
contine un termen liniar dupd parametrul de ordine care descrie influenta cAmpului extern. In
baza rezultatelor numerice obtinute este cercetat impactul eterogenitdtii si impactul campului
extern asupra tranzitiei in starea cristalind. Rezultatele analitice generale sunt analizate si
demonstrate in cazurile particulare ale dinamicii intrinsece de tranzitie. Timpul mediu de
tranzitie este calculat in functie de parametrii de control si este realizatd o analiza comparativa a
modelelor dezvoltate din perspectiva micsorarii timpului de tranzitie, fapt important in procesul
de cristalizare a substantelor macromoleculare greu de cristalizat, cum ar fi, de exemplu,
proteinele — substante organice macromoleculare. In acest context, este examinat experimentul
de cristalizare a lizozimei, fiind calculat timpul mediu de tranzitie pentru parametrii de control
calculati in baza comparatiei cu datele experimentale pentru aceasta substanta.

in Capitolul 3, intitulat ,,dnaliza bifurcationali si de stabilitate pentru tranzitia de fazd in
prezenta unei stari intermediare in modelul cu doi parametri de ordine si modelarea
probabilisticd a sistemelor complexe de tip cluster”, este, mai intai, generalizat modelul
matematic pentru tranzitia de faza in sisteme subracite caracterizate prin I parametri de ordine si
m parametri de control, aplicat la studiul stabilitatii starilor stationare care se obtin in modelul
parametric cu potential cinetic de tip Landau si doi parametri de ordine in cadrul a trei modele
matematice: intrinsec si in prezenta campului extern constant sau periodic. Domeniile de
existentd a solutiilor reale sunt determinate pentru intreg spectrul de valori ale parametrilor de
control, iar impactul campului extern asupra tranzitiei de fazd de ordinul intai in prezenta starii
intermediare metastabile este generalizat In diagrama de bifurcatie care cuprinde fazele stabile
lichida (L1) si solida (S;), starea lichida metastabild (L2), precum si ramuri asociate stdrilor
stationare instabile. Pentru modelele intrinsec si cel formulat pentru tranzitiile de faza in prezenta
campului extern a fost efectuata analiza bifurcationald a solutiilor stationare. La finele acestui
capitol, modelele computationale ABM sunt cercetate in comparatie cu modelul probabilistic
aplicat sistemelor complexe de tip cluster care descrie calitativ formarea nucleelor de cristalizare.
In ultimul paragraf a fost prezentati o serie de proprietiti ale modelului matematic, asa ca relatia

de recurentd, formula pentru elementele diagonale ale multimii bi-triunghiulare generate de catre
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functia de distributie, functia de generare, precum si formula asimptoticd pentru coeficientul
binomial central. Aceste rezultate noi contribuie la dezvoltarea metodologiei de cercetare a
sistemelor complexe de tip cluster in cadrul modelelor probabilistice de interactiune in sisteme
eterogene, pentru care a fost dedusa formula generala pentru distributia particulelor in clusteri in

functie de numarul total de particule in sistem si de numarul corespunzator de stari.
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1. SITUATIA ACTUALA iN CERCETAREA TEORETICA A TRANZITIILOR DE
FAZA DE ORDINUL INTAI

1.1. Starea intermediara metastabili 1n teoria termodinamica a relaxarii structurale din

lichidele subracite

Prin definitie, tranzitiile de fazd de ordinul intdi se realizeaza la variatia temperaturii sau
presiunii si sunt insotite de un salt al densitatii si schimb de caldura [8]. La cristalizarea
substantei, 1n lichidul racit pana la o temperaturd Ty, specifica fiecarei substante, apar centre
(nuclee, germeni) de cristalizare sub forma unor cristaliti, care reprezintda domenii cu distributia
spatiala regulatd a moleculelor constituente. Numeroare experimente au ardtat cad majoritatea
lichidelor organice si proteinele la racire bruscd nu cristalizeaza, dar se solidificd sub forma
amorfa. Aceste substante, numite sticle, se considera ca un lichid subrdcit, in care viscozitatea
este foarte mare. Odata cu micsorarea temperaturii, rata lor de cristalizare mai intai creste, apoi
scade brusc. Nucleele de cristalizare care au aparut in procesul racirii nu pot sa creasca,
majoritatea lichidului subracit raimanand in forma amorfa.

Din punct de vedere fizic, lichidul subracit reprezintd 0 stare intermediara intre Starea solida
s1 cea gazoasd, adicd reprezintd o Stare lichidd si este determinatd de doud marimi fizice:
temperatura si presiune, dar aceasta stare este diferita de starea lichida ordinara. Starea lichida a
substantei subracite nu reprezintd un lichid perfect, deoarece contine clusteri de molecule si
cantitati de faza solida sub forma de cristaliti. Pentru gaze si cristale existd modelul de gaz ideal,
in care fortele de interactiune dintre molecule lipsesc, iar miscarea lor are un caracter haotic si
modelul de cristal ideal, in care existenta fortelor de atractie Intre particule determind un
aranjament compact si o amplasare regulata, respectiv. Atomii aflati in pozitie de echilibru
formeaza o retea tridimensionala regulata si trasdtura caracteristica a corpului solid cristalin este
ordinea indepartata. La lichide nu avem un model de aranjament al particulelor, acestea se
caracterizeaza prin energia de interactiune a particulelor, apropiata de energia agitatiei termice.
Coeziunea particulelor si mobilitatea lor sunt relativ mari, astfel lichidele ocupand un rol
intermediar intre gaz si corpul solid. Datorita acestei mobilitati, lichidele iau forma vasului in
care se afla, sunt fluide si se caracterizeaza prin miscarea browniana a particulelor, iar prin

incalzire lichidele pot fi transformate in stare gazoasa.
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Lichidele aflate la temperaturi apropiate de temperatura de cristalizare dupa proprietati si
structurd sunt mai apropiate de corpurile solide. Aceastd concluzie se bazeaza pe urmatoarele
considerente:

1. La topirea corpurilor solide cresterea iIn volum nu depaseste 10%, ceea ce inseamna ca
distantele medii dintre atomi nu se modifica aproape deloc la topire, in timp ce la trecerea
in starea gazoasa aceste distante se maresc de zeci de ori.

2. Caldura degajata la topire (caldura latenta de topire) este mult mai mica decat caldura
degajata la vaporizare (caldura latenta de vaporizare).

3. Capacitatea calorica a corpurilor solide nu se modifica la topire, ceea ce inseamna ca
dupa topire se pastreaza aceeasi agitatie termica a atomilor, acestia oscileaza in jurul unor
pozitii temporare de echilibru. Atomii dobandesc energie suplimentard pe seama
vecinilor lor si isi schimba pozitia in salturi. In lichide frecventa acestor salturi este mai
mare decat in corpul solid.

4. Lichidele manifesta proprietati elastice si chiar fragile in conditiile actionarii asupra lor
cu forte rapide.

Numarul de atomi pe unitatea de volum la o distanta radiala R fatd de un atom de referinta
este determinat de functia de distributie radiald a atomilor, care se poate determina prin
folosirea razelor X la fotografierea lichidelor. Astfel, pentru maximele curbei respective vom
inregistra distantele cele mai probabile dintre atomi, iar minimele vor corespunde distantelor la
care atomii se regasesc cu o probabilitate mai mica. Daca luam un volum infinitezimal dV la
distanta R de o particuld, adicd volumul sub forma unui strat sferic aflat intre sferele concentrice
de raza R si R + dR, atunci acest volum este dV =47R*dR. Presupunand ca in stratul sferic se

gasesc dN atomi, atunci concentratia acestora va fi:

dN  dN
RN __dv .
PR =4 = 2R%R (1.1)

Daca notam cu p, densitatea ca restul partculelor dintr-un volum V, de exemplu de un mol,
adicda N-dN, sa ocupe oricare alta pozitie din sistem, atunci p(R)/po poate fi reprezentat in
raport cu R si obtinem functia de densitate radiala. Numarul total de atomi care se regasesc la
suprafata sferica 47R® poate fi reprezentat in raport cu distanta R de la atomul de referinta,
aceasta constituind tot o functie de distributie a atomilor, functie care oscileaza in jurul parabolei
47R% p, . Primul maxim pe curbd apare la aceeasi distanta ca si cel mai apropiat atom din cristal,
iar restul maximelor se situeaza la aproximativ aceleasi distante succesive, insd marimea lor

scade, ceea ce demonstreaza ca aranjamentul atomilor in jurul unui atom de referintd instantaneu
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este limitat in spatiu. Astfel, in cazul lichidelor subracite putem considera existenta doar a unei
ordine apropiate in structura lor. Aceste domenii, reprezentate in modele in calitate de clusteri,
isi modifica dimensiunile pe seama particulelor din starea lichida. De asemenea, pe baza legii lui
Maxwell de distributie a particulelor dupa energia lor s-a ajuns la concluzia ca particulele cu
energie termica relativ micd se unesc in grupdri, in care legaturile sunt similare cu cele din
cristalul solid si sunt caracterizate prin ordine apropiatd. Unul dintre primele din aceste modele
este cel sibotaxic [9]. Sibotaxisul reprezinta un aranjament spatial de un anumit tip al atomilor.
Mai tarziu au aparut termenii similari de cluster, complex, cvasicristal, cluster fluctuant, cuant
fluctuant etc.

Daca in corpurile solide se poate indica exact tipul retelei cristaline si dimensiunile celulei
elmentare, atunci la lichide acest lucru nu rezulta: pe langd functia radiala de distributie se
impune folosirea notiunii de coordinatie. Numarul de coordinatie se poate fi determinat din
mirimea ariei (integrala) delimitati de maximele de pe curba ce reprezinti functia 4mR?p(R) si
R. Se poate calcula cu suficientd precizie numai primul numar de coordinatie notat cu Z;, care
corespunde primului maxim: numarul de coordinatie de ordinul intai. Determinarea cifrelor de
coordinatie de ordin superior este afectatd de mari erori. Prin urmare, analizdnd datele
experimentale pot fi formulate urmatoarele concluzii:

1. Distantele dintre atomi in stare lichida sunt mai mari fatd de cele dintre atomi in Stare

solida.

2. Cifra de coordinatie in starea lichida este mai mica decat cea in starea solida.

Totodata, anumitor valori ale numarului de coordinatie Z si ale distantelor interatomice
medii le pot corespunde diferite combinatii de aranjamente ale atomilor, acestea nepermitand
aprecierea exacta a caracterului complex al proprietdtilor lichidelor subracite. Repetarea ciclului
de determinari la incélzire-racire duce, de obicei, la neconcordanta rezultatelor, ceea ce poarta
denumirea de histerezisul proprietatilor. Fenomenul de mentinere, mai mult sau mai putn
indelungata, a starii de dezechilibru este legat de mentinerea in timp a modificarilor structurale,
fenomen denumit memorie structurala.

Este cunoscut faptul ca in starea gazoasa moleculele sunt aranjate la intamplare cu privire la
pozitiile lor si orientari. Lichidul poate fi format printr-o transformare continua de faza de la
starea gazoasa si este macroscopic izotrop si fluid. Aceste caracteristici sugereaza ca structura
lichida ar putea fi recunoscuta omogena ca si In starea gazoasa, astfel incat moleculele ar putea fi
aranjate la intdmplare, chiar si la o scard microscopica [10]. Cristalul poseda un aranjament
ordonat al moleculelor cu privire atat la pozitii, cat si la orientari intr-un interval spatial mare;

prin umare, aranjamentul moleculelor este destul de diferit intre lichid si cristal. De aceea,

19



cristalizarea in lichid trebuie sa inceapa cu generarea nucleelor de cristalizare ca formatiuni ale
unor mici regiuni in care moleculele sunt aranjate in aceeasi maniera ca si in cristal. Astfel,
cristalizarea substantei, ca proces microscopic, ar trebui sa se declanseze printr-o fluctuatie a
structurii lichidului si este urmata de cresterea cristalitilor ca un proces de cristalizare
macroscopica [11-14].

Stabilitatea nucleului cristalin este estimatd, de obicei, cu referintd la energia Gibbs a
lichidului. Dacd vom presupune ca lichidul este adus in starea extrema de neechilibru (de
exemplu prin racire rapida), atunci energia Gibbs a lichidului este cu mult mai mare decat
valoarea respectiva de echilibru si, prin urmare, o anumita regiune ordonata structural, cum ar fi
nucleul cristalin, are tendinta de a fi generatd ca una din starile mai stabile decat cea lichida,
structura lichidului cu timpul relaxeaza spre o stare de echilibru. In consecinta, energia Gibbs a
lichidului scade odata cu apropierea de valoarea de echilibru, iar nucleul cristalin devine instabil
si poate disparea cu timpul. Astfel, existenta unui asemenea fenomen de generare si extinctie a
nucleului cristalin poate fi interpretata pornind de la ideea ca lichidul subréacit poseda o structura
fluctuata de clusteri de diferite dimensiuni, deoarece nucleul cristalin ar putea fi recunoscut doar
ca un reprezentant instabil al acestor clusteri.

Existenta starilor metastabile in lichidele subracite este determinatd de prezenta barierelor de
cristalizare care sunt mult mai inalte decat ksT, unde ks=1.380662x10% J/K este constanta
Boltzmann. Acest fapt este deosebit de accentuat in solutiile proteinice sau in starile coloidale,
unde interactiunile de atractie dintre molecule poseda o raza scurtd de actiune si sunt slabe. Aici
timpul de viata al starilor metastabile este mare, iar relaxarea lor este un proces foarte lent, din
cauza unor bariere energetice de circa 100 kgT [15, p.23]. Particulele din starea amorfa, necesare
formarii si cresterii cristalitilor, sunt, de asemenea, impiedicate sa se deplaseze de barierele
energetice mari; totodata, starea intermediara metastabild a substantei, care mediaza tranzitiile de
faza de ordinul intai, tinde in anumite conditii sd amplifice substantial rata de cristalizare. Exista
o dimensiune minima criticd a nucleelor formate in starea metastabila a substantei subracite,
pentru ca acestea sa devina centre de formare a fazei noi, in caz contrar ele sunt instabile si
dispar. Nucleele de dimensiune criticd se afld in echilibru instabil cu starea metastabila, iar
inceputul tranzitiei de faza este determinat anume de probabilitatea aparitiei nucleelor critice. O
lacund a teoriilor cinetice de cristalizare constd in omiterea proceselor cooperative (sinergice),
aparifia acestor clusteri fiind examinatd doar ca un lan{ de procese stocastice unitare, iar
modificarea concomitenta a dimensiunilor lor cu doua sau mai multe unitati se considera,
nejustificat, putin probabila. O divizare, insa, a clusterului poate fi usor realizata, de exemplu, in

rezultatul deformarii sale sub actiunea perturbatiilor stocastice in timpul difuziei.
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Astfel de stari ca lichida si solidd sau diferite modificatii cristaline ale substantei (forme
alotropice in cazul substantelor simple sau forme polimorfe in cazul substantelor complexe) se
deosebesc calitativ intre ele, deoarece diferd printr-0 simetrie interna proprie. In orice stare
corpul va poseda o anumitd simetrie; prin urmare, se poate indica starea care-i corespunde.
Tranzitia de faza se produce nu gradual, dar spontan, prin salt. Punctul critic nu poate exista
pentru asemenea stari, iar curba echilibrului de faza trebuie sau sd tinda catre infinit, sau sa
sfarseasca prin intersectia curbelor de echilibru ale altor stari. Existenta frontierei de instabilitate
a starilor omogene ale substantei nu rezultd dintr-un posibil echilibru cu o alta stare, iar
fenomenul de variatie a stabilitatii starilor metastabile la tranzitiile solid<>lichid este studiata
mult mai superficial, decat in cazul tranzitiilor lichide»gaz. Mai mult ca atat, o frontiera a
stabilitatii termodinamice pentru lichidul subracit nu poate fi construita, iar lipsa ei poate fi
conditionatd de aceeasi cauza fundamentald, care determind si lipsa punctului critic al
echilibrului de faza lichid<»solid si imposibilitatea unor tranzitii continue intre aceste stari [16,
p-20]. Un punct obisnuit, aflat pe curba echilibrului de faza, este ordinar si din punct de vedere
matematic pentru marimile termodinamice. Inegalitatile termodinamice aici nu se incalca, iar
fiecare dintre stari poate exista si de cealaltd parte a punctului de tranzifie intr-0 stare
metastabild. De exemplu, desi potentialele chimice pq si pu, sunt egale in punctul tranzitiei de
faza, pentru fiecare potential in parte acest punct rdmane a fi unul obisnuit. Totodata, functia
u(P,T) este definita cu o oarecare incertitudine in domeniul metastabil [17, p.284]. Astfel, starea
metastabila subracitd a lichidului reprezinta un echilibru partial, care posedd un anumit timp de
relaxare in raport cu procesul de formare a cristalifilor starii noi. De aceea, functiile
termodinamice 1n starea metastabila sunt definite fard a se tine cont de procesele stocastice de
relaxare, 1nsd aceste functii nu pot fi examinate ca o extrapolare analitica a celor din domeniul
stabil, care corespunde doar starilor de echilibru total ale substantei.

Vom considera cazul ideal al nucleelor omogene de forma sfericd (datorita dimensiunilor
foarte mici, influenta campului de gravitatie poate fi neglijata), care se afla in echilibru cu mediul
inconjurdtor. Pentru echilibrul a doua faze izotrope putem scrie potentialul termodinamic total Q
al sistemului [17, p.567; 9, p.10]:

Q=-PV,-PV,+0S, 1.2)
unde indicii se referd la cele doud faze coexistente, a este coeficientul de tensiune superficiala,

iar S reprezinti aria suprafetei nucleului sferic ce separi aceste doud faze, S = 4zr” (r este raza

sferei). Presiunile a doua faze aflate 1n echilibru satisfac ecuatia

w(PLT)=1,(P,T) =, (1.3)
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unde u este potentialul chimic. Astfel, pentru u si T constante vor fi constante si diferite presiuni
P; si P,, precum si coeficientul de tensiune superficiala a. O presiune mai mare in nuclee este
determinatd de actiunea tensiunii superficiale. Relatia (1.3) caracterizeaza echilibrul dinamic la
schimbul de particule prin frontiera de separatie a fazelor, cu alte cuvinte - lipsa unui flux
rezultant orientat de substantd. Formula (1.3) mai este numitd conditia de echilibru material.
Daca u; < u,, atunci faza 1 este termodinamic mai stabila decat 2 si ea va creste din contul

celei din urma. Din conditia de maximum al potentialului termodinamic

dQ=—(P,-P,)dV, +adS =0, (1.4)
unde dV, =—dV,, deoarece V, +V, =const , iar V, = 4ar*/3, se obtine formula pentru diferenta
de presiune:

2
P —P, =T“. (1.5)

Din relatia (1.5) putem scrie formula Laplace pentru raza nucleului critic:
200
u =55 (1.6)

unde presiunile P’ si P se refera, respectiv, la nucleu si la starea metastabila subracita.

Probabilitatea aparitiei prin fluctuatie a nucleului, w, este proportionald cu eXp(—R,;, /T),
unde R,,;, este lucrul minim necesar pentru formarea acestor clusteri, iar temperatura se
calculeazd in unitati energetice, adici Kz =1. Intr-adevir, probabilitatea fluctuatiei este
proportionald cu eXp(AS,), unde AS; este variatia entropiei intregului corp la aceasta fluctuatie
[17, p.370], care este AS, =—R /T, . Totodatd, potentialul termodinamic total al sistemului
pani la si dupd formarea prin fluctuatie a nucleului este, respectiv, Q, =—P(V +V') si
Q, =-PV —=P'V'+aS, unde V' este volumul nucleului, iar V + V' — volumul intregului sistem

metastabil pana la formarea nucleului. Prin urmare,

Rmin :m:QZ _Ql =—(P'—P)V'+OCS .7
si, tinand cont de (1.6), pentru un nucleu sferic se obtine:
3
T Laz : (18)
3(P'-P)

Fie P, este presiunea ambelor stari la temperatura datda T in cazul unei suprafete plane de

separatie a fazelor. Altfel spus, aceasta este presiunea la care temperatura T reprezintd punctul
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tranzitiei de faza, de la care se calculeaza subracirea sistemului. Tinand cont de conditia de

echilibru material, putem scrie:

(R, T) = 1, (R, T). (1.9)
Diferenta termenilor corespunzatori ai relatiilor (1.3) si (1.9) este

(P T) =14 (R, T) = 11, (Py, T) = 4, (R T) (1.10)
Considerand formula diferentiald cunoscuta a potentialului chimic

du =—-sdT +vdP, (1.11)
unde s si v sunt, corespunzator, entropia si volumul raportate la o0 molecula, precum si faptul ca
diferentele

OP' =P —-P,si P=P,-F, (1.12)

sunt mici (lichid putin subracit), obfinem

V'OP' =voP, (1.13)

unde v’ si v sunt, respectiv, volumul molecular al nucleului si volumul stirii metastabile. Fie in

formula (1.8) P'—P =&P'— P, si exprimand din (1.13) P’ =vS&P/V’', obtinem probabilitatea

de formare a nucleului intr-o faza putin subracita (fluctuatiile presiunii sunt mici):
1670°v"?

3T(V—V')2(6P)2]'

W~ exp (— (1.14)

Conform formulei Clapeyron-Clausius, se poate trece la variatia temperaturii oT =T —T,,
unde T este temperatura starii metastabile, iar T, - temperatura de echilibru al fazelor pentru o
suprafata pland de separatie:

q

:mgr , (1.15)

unde Q= T(S - S’) este caldura moleculara de trecere din starea metastabild in cea a nucleelor.

La substitutia (1.15) in (1.14) se obtine o noua relatie pentru probabilitatea de formare a

nucleelor:
W~ exp 16ma*V'°T,
39(sT)? )
(1.16)

, Se mai

r

. -y . ! V
Pentru raza nucleului critic (1.16), luand in considerare ca P'—P =dP(—-1) = g
v 0

obtine [16, p.67]:
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20T,V
r, = .
cr q 5]-

(1.17)

Procesele de nucleere determina tipul structurii initiale la solidificarea substantelor, distributia
fazelor, marimea cristalitilor, omogenitatea compozitiei etc. In practica de finisare a granulatiei
structurii un rol important il joacd subracirea. Starea de echilibru este atinsd cand energia libera
Gibbs este minima. In general, aceasta se poate exprima matematic prin ecuatia:

dG,, . :(@) dT+(@j dp+| L] dn -0, (1.18)
), ), en ),

unde n; este numarul de moli sau atomi ai componentului i, iar ultima derivata partiala poarta
denumirea de potential chimic ;. In general, potentialul chimic al sistemului este energia liberd
Gibbs per particula [17, p.89].

Atat germinarea, cat si cresterea sunt fenomene care se desfasoard la scard atomica. Acestea
determind morfologia microstructurii primare de formare, precum si fazele pe care le contine. in
jurul temperaturii de echilibru in topiturd exista fluctuatii de temperaturd, de densitate, diferite
configuratii atomice etc. Se formeazi microgrupari numite embrioni. Intre embrioni si topitura se
formeaza interfata lichid-solid (L- S), careia i este asociata o energie de interfata. Daca nu exista
o subracire adecvata, atunci embrionii se retopesc, iar dacd existd o subracire suficientd —
embrionul creste si formeaza un cluster sau germene. Principalul efect al subracirii rapide a
lichidului este legat de franarea cresterii cristalelor si de cresterea numarului germenilor. Exista
germinare omogena (in engleza, HON = homogeneous nucleation) si eterogena (HEN =
heterogeneous nucleation). Denumirea de germinare omogena este atribuitd din cauza ca
germenele are aceeasi compozitie pe care 0 are lichidul si solidul. Daca ludm in considerare un
embrion cu raza r la germinare, atunci la formarea lui are loc o descrestere a energiei libere ca
urmare a formarii unui volum de raza r din faza lichida in cea solida. Considerand ca volumul

respectiv este de forma sfericad, descresterea energiei libere este direct proportionala cu volumul
Anr® / 3 si cu energia libera volumetrica AGy, iar odata cu formarea interfetei L- S, energia libera

creste. Aceastd crestere este direct proportionald cu suprafata 4772 si cu energia superficiald ;.

Prin urmare, variatia energiei libere este data de ecuatia:
4 3 2
AG = —gﬂf AG, +4nr o ;. (1.19)

Variatia concurentiala a acestor doi termeni din (1.19) determina variatia energiei libere Gibbs.
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(@) (b)

Fig. 1.1. Reprezentarea schematica a procesului de aparitie a nucleului cristalin (cerc) intr-
un lichid subricit. Dependenta de temperatura a gradului de aranjament al moleculelor
corespunde regiunilor Typ (a), Ty (b) $i Tye < T < Tfys (c), in conformitate cu cresterea
temperaturii (sageata).
Experimental s-a constatat cd germinarea incepe la grade de subracire mult mai mici decat

cele calculate la germinarea omogena. Aceasta se explica prin faptul ca germinarea incepe pe
fragmente preexistente de particule solide (cristale, oxizi), pe peretii formei sau pe unele
adaosuri numite inoculangi sau modificatori. Aceasta germinare se numeste eterogena. Nucleul
cristalin este considerat ca fiind compus din 10-1000 molecule. Prin urmare, in timp ce nucleul
este suficient de mare ca dimensiune pentru a fi recunoscut ca un grup structurat spatial in starea
lichida subracita, fenomenul de cristalizare este destul de dificil sa fie observat prin metode
experimentale utilizate, de obicei, pentru studierea transformarilor de faza in substante masive
compuse, de reguld, din ~102% molecule. Pe de alti parte, procesul de cristalizare poate fi
observat la scard macroscopicd folosind, de exemplu, calorimetrul diferential de scanare DSC.
Insa, niciun proces de cristalizare nu poate decurge fira aparitia initiala a cristalitilor. De aceea
prezenta sau absenta unor nuclee in lichidul subrécit poate fi stabilita pornind de la faptul daca
cristalizarea macroscopica poate fi observata sau nu prin metoda DSC [18, 19], fiind examinat
modul in care procesele de generare, extinctie si reaparitie a nucleelor cristaline au loc in cursul
imbatranirii la temperaturd constantd dupa o racire rapidd. Un fenomen interesant referitor la
generarea §i apoi extinctia nucleelor de cristalizare la etapa initiala a relaxarii structurale
ireversibile dupd ricirea rapidd a substantei la temperaturi mult mai joase decat T, de la
temperaturi mai inalte decat temperatura de topire a fost descoperit pentru o-benzilfenol, salol si
2,2’-dihidroxibenzofenon [1, 2, 20-24]. In realitate, nimeni nu a putut mai inainte prezice un asa
fenomen greu de explicat in cadrul modelelor deja existente, deoarece se considera, pe de o
parte, ca cristalitul, odata format, posedd o structurd mai stabild decat cea a lichidului si, pe de
altd parte, ca moleculele sunt imobile la temperaturi mai joase decat Ty. Procesul de aparitie a
nucleului cristalin la relaxarea structurala ireversibild intr-un lichid subricit, cercetatd in aceste
lucrari, este reprezentat schematic in Figura 1.1 [7]. Nivelul de aranjament al moleculelor in
nucleu este ,,inghetat” la temperaturi mai joase de Ty, (temperatura de tranzitie in sticle pentru

restructurari de tip a), dar depasirea dimensiunii sale critice poate fi realizata numai in procesul
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in care moleculele la frontiera clusterului se reorienteaza pentru a i se asocia. Aceasta are loc si
la temperaturi mult mai joase de Ty, fiind controlati de procesul de relaxare de tip f (Figura
1.1(a)) [18, 25-29]. Astfel, atunci cand lichidul subricit este incalzit pana in regiunca
temperaturii tranzitiei o, care corespunde rearanjarii in regiunea din cluster (fapt reprezentat
schematic pe figura prin culoarea fondului), mai intai o stare cristalind metastabila este formata
(Figura 1.1(b)), iar la pasul urmator o structura stabila cu un aranjament ordonat al moleculelor
se dezvolta la temperaturi mai inalte (Figura 1.1(c)).

Un aspect esential al acestui model este si independenta manierei procesului de rearanjare
moleculard de dimensiunea clusterului, nivelul de aranjament si de temperatura. Astfel, chiar
dacd dimensiunea clusterului si gradul de aranjament molecular cresc odatd cu micsorarea
temperaturii, fortele de interactiune dintre moleculele invecinate vor atinge valori finite, contrar
modelului VTF la temperaturi foarte joase (temperatura Kauzmann). Evolutia gradului de
aranjament al moleculelor este descrisa cantitativ de catre micsorarea entropiei configurationale.
Modelul respectiv este propus in baza datelor experimentale pentru compusii moleculari
organici, dar acest mecanism ar putea fi aplicat si in cazul lichidelor subracite anorganice si al
polimerilor, atunci cand dimensiunea unei unitati de structura care participa la miscarea corelata

de rearanjare este micad In comparatie cu dimensiunea clusterului.

(a) (b) (c)

Fig. 1.2. Diagrama care ilustreaza calitativ procesele posibile pentru fenomenele de generare,
extinctie si regenerare al nucleului cristalin in timpul relaxarii structurale ireversibile a unui
lichid subracit. Regiunea incercuita corespunde nucleului cristalin, iar restul — unui domeniu
lichid format din clusteri cu un grad diferit al aranjamentului molecular, astfel incat moleculele
lichidului trebuie sa posede un aranjament mai ordonat de la (a) la (b). Se mai poate considera
ca nucleul cristalin in (c) posedd un aranjament mai ordonat al moleculelor sale decat cel de la
etapa (a) [7].

Nucleul cristalin poate fi considerat ca un reprezentant al clusterilor structurati. Desigur,
clusterii cu diferite dimensiuni si structuri pot sa apard si sa dispara cu timpul, astfel incat
sistemul ar putea fi privit ca un agregat de clusteri cu o diversitate de structuri. Procesele de
generare, extinctie si re-generare al nucleului cristalin sunt ilustrate schematic in Figura 1.2 in

directia de crestere a timpului de imbatranire, de la (a) spre (c).
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Imediat dupa racirea de la o temperatura ridicatd, moleculele din cadrul clusterilor
caracteristici lichidului sunt aranjate intr-un mod mai putin ordonat si, treptat, devin mai
ordonate cu timpul, asa cum se reprezinta schematic pe desen printr-0 modificare a culorii
fondului. In acelasi timp, nucleul cristalin format la aceasta etapa ar poseda mai multe defecte de
agregare al moleculelor. Acest lucru se datoreaza faptului, cd energia Gibbs din sticld, ca un
indiciu al stabilitatii nucleului cristalin, este mult mai mare decat cea a lichidului subricit la
echilibru (dupa cum a fost descris mai sus) si, prin urmare, orice nucleu cristalin, chiar si cu
unele defecte de structura, tinde sa se mentina ca o stare de agregare moleculara relativ stabila.
Odata ce aranjamentul moleculelor din clusterii lichidului subracit este mai ordonat, nucleul
devine mai instabil cu referinta la acesti clusteri si tinde sa dispara, asa cum este aratat schematic
in Figura 1.2(b). Insd, aranjamentul molecular in cadrul clusterilor de lichid riméne fixat la o
anumita etapa in functie de temperatura de imbatranire, mult mai joasa de valoarea temperaturii
de tranzitie Ty, asa cum se reprezintd schematic cu aceeasi culoare de fond in Figurile 1.2(b) si
1.2(c). Apoi, cu trecerea timpului, un nucleu cristalin nou, cu mai putine defecte de structura

decat in cazul precedent (a se vedea Figura 1.2(a)), se formeaza [2].
1.2. Studiul dinamicii proceselor de cristalizare pe baza notiunii de cluster

Un studiu computational al evolutiei clusterilor a fost efectuat in cadrul modelului Szilard,
fiind considerate doua aproximatii de baza [6, 7, 28, 29]:

1. Exista clusteri in starea initiala care constau dintr-un numar diferit n de monomeri (n =
1,2,..);

2. Transformarile de la clusterii cu dimensiunea n cétre clusterii cu dimensiunea m in
momentul de timp t au loc cu frecvente de tranzitie bine definite, care, in general, sunt
functii de timp fo, , (O)(s™) (n,m =1,2,...).

In cadrul acestui model fenomenul de cristalizare a substantei a fost definit pentru scenarii
diferite de evolutie. Astfel, prin crestere se va denumi procesul in care un cluster nou este
introdus in sistem, fapt ce contribuie la cresterea dimensiunii acestuia. Prin monomeri vom
denumi atomi, molecule sau pseudomolecule, care in procesul de cristalizare se comporta ca
structuri unitare. Fragmentarea poate fi definita ca un process in care un cluster se divizeaza in
monomeri liberi. Coagularea sau fuziunea este procesul de conexiune a doi clusteri, formand un
singur cluster din cei doi prezenti initial. Adunarea poate fi descrisa ca un caz special al fuziunii,
cand un monomer din sistem este anexat aleator la un oarecare cluster. Anexarea este procesul in

care un monomer nou din exteriorul sistemului se anexeaza unui oarecare cluster contribuind la
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cresterea dimensiunii atat a clusterului corespunzator, cat si a sistemului 1n intregime. In cazul
anexdrii preferentiale procesul este proportional cu numarul total de particule in clusterii de o
anumitd dimensiune, iar pentru cazul mai simplu al anexarii nepreferentiale — cu numarul

respectiv de clusteri.
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Fig. 1.3. Reprezentarea schematica a tranzitiilor posibile pentru clusterul format din n
monomeri. Numarul clusterilor cu dimensiunea respectiva se micsoreaza din cauza
tranzitiilor n—m si creste datorita proceselor m—n, aceste transformari fiind reprezentate cu
sagetile corespunzatoare [6].

Evolutia procesului este descrisa de functia Z,, (t) care reprezinta solutia ecuatiei de baza si
descrie dependenta de timp a concentratiei clusterilor de dimensiunea n, adica
Zn(t) = nn(t)/N(t). Figura 1.3 reprezinta schematic modul cum un cluster cu dimensiunea n
poate creste sau descreste. In particular, sigetile care pornesc de la dimensiunea n si sfarsesc pe
m se refera la cantitatea fnm(t)Zn (t) corespunzitoare numarului de tranzitii N —>M ale

clusterului cu dimensiunea n intr-o unitate de timp, raportate la numarul total de clusteri in

M
sistem N(t) = an (t). Aici M este numarul total de monomeri constant intr-un sistem inchis,
k=1

far N, (t) este numarul de clusteri cu dimensiunea k in momentul de timp t. Astfel, concentratia

clusterilor cu dimensiunea n se va micsora intr-o unitate de timp cu marimea:
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Sagetile care sfirsesc pe n ilustreazd tranzitiile opuse m — n. Datoritd acestora, Z, (t) creste

intr-o unitate de timp cu marimea:

M

2 fon (0Z, 1) (1.21)
m=1

Pe de alta parte, variatia lui Z,, (t) intr-o unitate de timp este echivalentd matematic cu derivata

dZ,(t) / dt, iar egalitatea dintre aceste doud marimi corespunde ecuatiei master a procesului

intr-un sistem inchis [6]:

) 3 14, 02,0 1,072,001 a22)

Ecuatia (1.22) reprezintd un set de ecuatii diferentiale de gradul intai, care, In general, sunt

neliniare datoritd dependentei frecventelor de tranzifie de concentratia clusterilor Zn(t).

Marimile Z,(t) si M satisfac ecuatia [6]:
M

N> nZ, t)=M, (1.23)
1

iar distributia initiala a clusterilor Z, (0) se consideri a fi cunoscuta a priori.

Tinand cont de cadrul general al problemei formulate mai sus, modelul Szilard este definit ca
un caz particular al proceselor de tipul [Z;]+ [Z,] © [Zns1] cu frecventele de tranzitie
independente de timp. Aceste procese au loc in special la etapa initiala de formare a clusterilor,
atunci cand probabilitatea de interactiune pentru clusterii cu dimensiunile n = 2, 3, ... este foarte

micd, deoarece concentratiile lor sunt incd joase. Sagetile in Figura 1.4 reprezintd tranzitiile

corespunzdtoare n—>n+1 si n—>n-1. Notind f, = fn41(t), fa-1 = fa—1n(t), gn =

fan-1(8), Gner = faran(D), UNde fo,(£) = 0 pentru [n-m| > 1 si fym(t) # 0 doar pentru

|n— m | = 1, dimensiunea clusterilor va varia in rezultatul tranzitiilor vecine si ecuatia master
(1.22) se va scrie astfel [6]:
dz, (t)

dt = fn—lzn—l (t) - gnZn (t) - fnZn (t) + gn+lzn+1 (t) ’ (124)

Unde fO = 0, g = 0 $1 ZM+1 =0.

Conditia initiala pentru un sistem inchis (M = const), cand in momentul de timp t = 0 in
sistem sunt doar monomeri cu concentratia Z;, este Z,(t=0)=1s Z,(0)=0 (n=2,3...,M).

Totodata, pot fi aplicate doua seturi diferite de conditii de frontiera pentru distributia clusterilor
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Fig. 1.4. Reprezentarea schematica a transformarilor posibile in cadrul modelului
Szilard ale dimensiunii clusterului format din n monomeri [6].

T
-

lan=1sin= M. Primul set se bazeaza pe aproximatia Zl (t) ~1 si ZM (t) = 0, astfel incat

concentratia monomerilor se considera a fi mult mai mare decat Z,(t) pentru N=2,3,...,M -1
si ramane constantd pe durata intregului proces. Prin urmare, ecuatia (1.24) se transforma aici
intr-un set de M- 2 ecuatii diferentiale liniare cu M—-2 necunoscute Z,(t), Z5(t), ..., Zy—1(t).
Cel de-al doilea set de conditii de frontiera constd din functia dependentd de timp Z;(t) si
Zy(t) = 0, iar ecuatiei (1.24) i va corespunde acum setul format din M —1 ecuatii diferentiale
liniare omogene care se solutioneaza ca un caz particular al problemei precedente. Astfel este
suficient sa se examineze doar prima variantd a problemei — cazul conditiilor de frontiera
constante.

Astfel, a fost cercetata evolutia concentratiei clusterilor cu dimensiunea n pentru un numar
arbitrar de particule in sistem si pentru diferite frecvente de tranzitie in cadrul modelului Szilard
[7]. Pentru t — 0 functiile care aproximeaza analitic curbele obtinute numeric variaza conform
t™"1 indiferent de dimensiunea sistemului. Pentru clusterii mici (n ~ 5) se poate constata
existenta unor evolutii liniare sau aproape liniare ale functiilor corespunzatoare in regim de timp
scurt. Pentru aceste structuri echilibrul stabil se realizeaza mai rapid decat in cazul oricarui alt
cluster de dimensiune mai mare (n > 5). Rezultatele pentru dimensiunea medie a clusterilor
indica si faptul ca relaxarea are loc catre o valoare constantd care depinde de dimensiunea
sistemului M, iar valoarea data maximala tinde catre (M- 1)/2. Totodata, relaxarea sistemului

devine mai rapida in cazul unor clusteri prezenti inifial in sistem. Rezultatele obfinute indica
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asupra importantei mecaniSmului de modificare a dimensiunii clusterilor, indiferent de conditiile
initiale §i de frontiera folosite pentru a cerceta dinamica sistemului. Pentru limitele de timp
t >0 sit— oo, adica la etapele initiald si finala de evolutie a clusterilor, se considerd ca
dimensiunea acestor structuri variaza 1n rezultatul anexarii sau fragmentarii unor monomeri
individuali, deoarece concentratia relativ joasa a clusterilor la etapa initiala si existenta unor
structuri deja stabile si relativ imobile la etapa finald vor favoriza un astfel de proces de tip
Szilard. La etapa avansata de formare a clusterilor, 0 < t < oo, sunt frecvente contactele dintre
clusteri, deci si probabilitatea de coagulare a lor este mare. Astfel, contactele respective dintre
clusteri de diferitd dimensiune devin un element important al modelului in cadrul caruia se
cerceteazd evolutia sistemului. La aceastd etapa majoritatea monomerilor sunt deja anexati de
catre clusteri si atat concentratia clusterilor, cat si mobilitatea lor este relativ inaltd. In aga mod,
un cluster de dimensiunea n poate creste nu doar in rezultatul anexarii unui singur monomer, dar
si Tn urma acestor procese mai complicate de fuziune. Prin urmare, desi modelul Szilard este o
aproximatie bund pentru studiul etapelor initiala si finald de evolutie a clusterilor, acest model
este, de asemenea, aplicabil si intregului proces de evolutie.

In continuare a fost dezvoltat formalismul matematic al modelului Szilard pentru un sistem
deschis, cand monomeri sau clusteri pot intra in sistem, pentru cazul anexarii preferentiale,
pentru procesul de fuziune a clusterilor, propriu mai ales etapei intermediare de evolutie a lor
etc., astfel incat a fost formulat un cadru mai general pentru studierea sistemelor complexe
stocastice de tip cluster. Totodata, pentru un sistem presupus infinit de mare interactiunea
clusterilor poate fi neglijata, astfel incat este posibila descrierea tranzitiilor de faza de ordinul
intai 1n cadrul teoriei clasice de cristalizare. Se obtine un proces simultan de cristalizare si
crestere independenta a clusterilor, cercetat, ca un caz particular, si in cadrul modelului Szilard.
Astfel, se considera ca existd o sursa infinita de monomeri sau particule libere. Pentru un sistem
finit, insd, formarea si cresterea clusterilor este insotfitd de un schimb reciproc de particule si
acest scenariu este caracterizat de urmatoarele particularitati: mai intai 1n starea initiald omogena
are loc formarea embrionara a cristalitului intr-un timp foarte scurt. Are loc o competitie intre
cele doua stari de agregare, iar rolul fluctuatiilor stocastice este dominant in alegerea vectorului
de evolutie a sistemului. Clusterii cu dimensiunile mai mari decat o valoare oarecare critica
N >nN>* cresc spontan, iar cei cu N<N* fisi micsoreazd dimensiunea si dispar. Cresterea
ulterioara a clusterilor stabili poate fi descrisa in mod determinist. La aceastd etapa numarul
clusterilor cu dimensiunea supracriticd predomina si rata de cristalizare creste. Etapa finald, asa-
numita perioadd Ostwald, se va caracteriza printr-o crestere concurentiala a clusterilor, care

presupune micsorarea numarului de clusteri si cresterea dimensiunii lor medii [28]. La baza
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acestor studii se afla lucrarile lui .M. Lifshitz, V.V. Slyozov [30] si C. Wagner [31]. Teoria
clasica Lifshitz-Slyozov-Wagner (LSW) descrie un sistem omogen sau eterogen (amestec binar)
intr-o regiune bifazica pe baza distributiei dimensiunii clusterilor care variaza in rezultatul
tranzitiilor monomerilor. Corelatiile dintre clusteri sunt neglijate. Conform teoriei LSW, exista o
functie de distributie universald a clusterilor, iar pentru densitatea clusterilor si dimensiunea
medie a clusterilor se obtine o dependentd de timp exponentiald generald. Universalitatea
presupune aici o evolutie asimptoticd independenta de particularitatile procesului initial de

cristalizare. S-a obtinut, in particular, ca dimensiunea critica a clusterului creste proportionald cu

t% , iar numarul de clusteri la o etapa avansata descreste ca t [32]. Pentru a reduce energia sa
liberd, sistemul evolueaza de la clusteri mici (cu curburd mare) catre clusteri mari (cu curbura
micd) in rezultatul disparitiei primilor §i anexarii ulterioare a monomerilor la cei din urma.
Astfel, clusterii mici sunt anexati la cei mari, iar competitia respectiva se incheie cu aparitia in
sistem a unui singur megacluster. Desi cazurile limita au fost studiate satisfacator, mult mai putin
se cunoaste despre evolutia completd a sistemului, de la aparitia primelor centre sau nuclee de
cristalizare pana la etapa finala Ostwald. Initial aceasta problema a fost studiatd in aproximatia
campului mediu de catre J.S. Langer si A.J. Schwartz [33], iar teoria ecuatiilor cinetice a starii
metastabile pentru un sistem binar a fost ulterior dezvoltata de catre M. Tokuyama si Y.

Enomoto [34].
1.3. Aprecieri asupra modelérii parametrice a relaxarii stocastice in sistemele eterogene

Descoperirea generarii si extinctiei nucleelor de cristalizare la temperaturi foarte joase,
descrisd in paragraful precedent al tezei, exploreaza un mod diferit de a cristaliza orice lichid
care-i greu de cristalizat, deoarece pana in prezent a fost frecvent recunoscut ca doar asteptand o
perioadd de timp mai indelungatd la unele temperaturi ar fi unicul mod de cristalizare a
substantelor. Astfel, generarea stocastica a nucleelor cristaline poate fi considerata doar un
eveniment extrem de fluctuatie a structurii de tip cluster. O altd faza lichidd cu o structurd
diferita de cea ordinara ar putea fi la fel generatd intr-o procedura similara, iar tranzitia de faza
lichid-lichid descoperita experimental in sistemele reale analizate in paragrafele precedente este
strans legata de acest fenomen.

Rolul unei stari intermediare metastabile in tranzitiile dintre doua stari stabile induse de
fluctuatiile de structurd a fost analizat in cadrul modelelor cinetice cu unul sau doi parametri de
ordine [4, 15], scopul principal fiind evidentierea conditiilor pentru care ratele de tranzitie pot fi

amplificate de prezenta stdrii intermediare, atunci cand fortele intermoleculare de interactiune
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sunt slabe si exista doar o ordine apropiatd in sistem. Aceasta corespunde situatiei cand
cristalizarea substantei se produce prin rearanjamentul moleculelor la interfata dintre clusteri,
astfel incat procesul de crestere a lor are loc prin anexarea moleculelor fazei lichide de la
frontiera cluster-lichid. In anumite conditii modelate cu ajutorul parametrilor de ordine, stirile
intermediare pot contribui esential la cristalizarea substantelor prin micsorarea barierei energiei
libere, care ar putea fi de ordinul 100 kzT [35]. Astfel, procesul de formare a centrelor de
cristalizare este asociat dinamicii unui set de parametri de ordine intr-un cdmp in prezenta
fluctuatiilor termice. In cadrul aproximatiei unui echilibru local, se presupune ci campul
respectiv al fortelor poseda structura derivatei functiei energiei libere de tip Landau, iar factorii
de proportionalitate sunt coeficientii de difuzie, viscozitate etc. Vom limita, mai intai, modelul la
cazul unui singur parametru de ordine x si fie U(x) reprezinta potentialul efectiv. Evolutia
parametrului x este descrisa de ecuatia Langevin [36]:
&__ Yk,

dt OX

unde F(t) este forta asociata fluctuatiilor termodinamice (asa-numitele ,,zgomote albe” sau

(1.25)

fluctuatii termice aleatorii sau stocastice), pentru care se respecta urmatoarele egalitati [15]:
(F(t) =0, (FR)F(t))=a’st-t). (1.26)
Pentru a asigura consistenta cu fizica statistica, relatia de fluctuatie-disipatie trebuie satisfacuta,

. . . C N2 e S . . .
legand astfel dispersia fluctuatiei (° cu coeficentii cinetici (de difuzie etc.) si la energia termica

kgT. In cadrul acestui model se consideri ci, in dependenti de conditiile de care se tine cont prin
intermediul parametrilor de control, functia U poate varia de la un potential cu doud gropi, in
care minimele reprezinta fazele stabile lichida (L1) si cristalina (C), la un potential cu trei gropi,
in care noul minim va reprezenta cea de-a doua stare lichida metastabila (L2). Acest scenariu de
tranzitie se dovedeste a fi unul tipic in dinamica neliniara si corespunde efectului de tip
catastrofa [37-44]. Un potential de gradul sase dupa parametrul de ordine x si cu patru parametri
de control ar descrie matematic complet procesul respectiv de relaxare. Din punct de vedere
fizic, acesti parametri descriu efectele, de exemplu, de asimetrie si de cuplare a sistemului la un
camp extern, fiind asociati, respectiv, termenului cubic si celui liniar dupa x din U(x). Ei
indeplinesc un rol important in legatura cu posibilitatea de a controla si, In special, de a optimiza
rata de tranzitie sub actiunea, de exemplu, a campului extern.

In prezenta fluctuatiilor starea lichidd stabild comunicd direct cu starea cristalind prin
intermediul tranzitiilor prin starea intermediard instabila. Existd un mecanism intrinsec de

amplificare a procesului de formare a centrelor de cristalizare la tranzitia Lichid—Solid prin
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prezenta unei alte stari lichide intermediare. Aceste concluzii reprezintd esenta modelului
parametric generic care sustine ,,modelul structurii de tip cluster” pentru sticle si lichide
subracite formulat in paragrafele precedente, conform caruia sistemul respectiv ar poseda o
structurda formatd din clusteri cu dimensiuni diferite si un grad diferit de aranjament al
moleculelor constituente, astfel incat pot coexista si starile lichide sus-mentionate.

In urma includerii separate a termenilor de asimetrie a sistemului si de actiune a campului
extern, a fost dezvoltat modelul parametric cu potential cinetic format initial dintr-un parametru
de ordine si doi parametri de control pentru a studia rolul starii intermediare metastabile in
cinetica tranzitiilor induse de fluctuatii dintre starea initiala si cea finald [5]. Au fost cercetate
cazurile care admit rezolvarea analiticd a problemei: pentru potentialul cinetic cu coeficent de
asimetrie ecuatia master se reduce la o expresie de gradul patru fata de parametrul de ordine care
se solutioneaza prin metoda Decart-Euler si permite obtinerea mai multor solutii care
caracterizeaza scenariul bifurcational de evolutie a sistemului, iar in cazul potentialului cinetic cu
coeficent de cuplare la camp extern problema poate fi rezolvatd analitic pentru o valoare
particulara realistd a parametrului de control respectiv. Insa, pentru a efectua o analizi completa
a impactului cadmpului extern asupra evolutiei sistemului, problema datd a mai fost modelata
numeric pe calculator si pentru alte valori ale parametrului de control respectiv. Caracteristicile
principale ale modelului dezvoltat constau in faptul cd acesta, fiind un model relativ simplu,
poate genera numarul necesar de stari stabile, poseda un set de parametri de control cu ajutorul
carora pot fi modelate diferite scenarii de evolutie a sistemului, care, prin urmare, atribuie acestui
model un grad mare de universalitate atat timp, cat parametrii de control respectivi sunt variati in
conformitate cu scenarii realiste.

Astfel, odatd cu cresterea asimetriei in sistem are loc cresterea stabilitatii starii lichide
subracite si descresterea stabilitatii starii cristaline sau, viceversa, descresterea stabilitatii fazei
lichide si cresterea stabilitatii fazei cristaline in functie de semnul parametrului de control
respectiv. Functionala pentru energia libera F poseda trei valori extreme care sunt asociate cu o
stare cristalind si doua faze lichide. Valorile maxima si minima ale lui xg corespund minimilor
lui F, iar cea intermediara corespunde unei faze metastabile (cand F are un minim local) [42].
Un experiment special referitor la observarea cristalizarii fluctuante necesita date suplimentare
despre relatia variabilelor de stare si parametrului de ordine X, precum si determinarea liniilor
binodale si spinodale pentru stabilirea regiunii metastabile cu tranzitie de tipul lichid—lichid (a se
vedea, de exemplu, [45] si alte referinte prezentate in articolul respectiv). Avand in vedere ca
existenta nucleelor a fost descoperita in unele experimente, dar nu si in altele, chiar si In aceleasi

conditii, germinarea ar putea avea o origine eterogena: fara de originea necesara pentru a sustine
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cristalizarea, un astfel de fenomen neordinar de generare si extinctie a nucleelor de cristalizare
nu ar putea fi observat. Pe de altd parte, studiul respectiv sustine ideea cad rolul originii este
pentru a ajuta formarea centrelor de cristalizare printr-o fluctuatie de structura si ca realizarea
fenomenului de generare si apoi de extinctie a nucleelor cristaline reflectd in esentd impactul
structurii reale, de regula eterogend, si al relaxarii sale in sticle si lichide subracite asupra
stabilitdtii nucleului. Un astfel de studiu este important pentru intelegerea teoretica a formarii
centrelor de cristalizare ca un prim pas al intregului proces de cristalizare, precum si a structurii
lichidului subriacit si a relaxarii sale structurale la temperaturi joase, fiind un argument forte in
sustinerea teoriei propuse cu privire la faptul ca lichidul subricit poseda o structura eterogena
complexd de tip cluster. Mai putem mentiona ca impactul actiunii cdmpului extern constant
asupra sistemului cu o stare intermediara metastabila consta in reducerea stabilitatii ambelor stari
stabile, iar, ca urmare, procesul stocastic de formare a nucleelor de cristalizare ar putea fi
incetinit sau chiar oprit. In final, putem concluziona c modelul propus contribuie la solutionarea
problemei privind formarea centrelor de cristalizare in substante unde deja a fost observata
experimental existenta starilor metastabile care fluctueaza [1, 2, 20-24, 35, 45, 46], precum si la

oferirea unor posibile solutii cu privire la dirijarea acestui proces stocastic neordinar.
1.4. Aprecieri asupra modelarii computationale ABM a proceselor de cristalizare

In ultimii ani in literatura internationala de specialitate tot mai des este abordata notiunea de
agent si metodologia de modelare bazata pe agent (ABM — agent-based modelling). Agentii si
sistemele multiagent reprezintd o noud modalitate de analizd, modelare si implementare a
sistemelor complexe. Viziunea bazata pe agenti ofera astdzi o gama larga de instrumente, tehnici
si paradigme cu un uriag potential de a Tmbunatifi modul in care oamenii concep si utilizeaza
tehnologia informationald. Conceptul de agent permite descrierea formala §i construirea unor
sisteme complexe. Agentul este o entitate complexa care are proprietati ce-l deosebesc de un
simplu program; agentul executa o serie de sarcini independente in favoarea utilizatorului, fara
interventia explicita a acestuia. De fapt, agentul este o stare a carei actiune nu are efecte
secundare, este o entitate care executd o actiune. Agentul este o reprezentare care produce
anumite modificari in reprezentarea unui model. El este o unitate de procesare care opereaza in
paralel cu alti agenti. Este un sistem complet de procesare a informatiei. Practic, din cele spuse
mai sus se poate desprinde ideea cd agentul este un intreg dotat cu o competenta, care opereaza

paralel si/sau in coordonare cu alti agenti [47].
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in multe domenii, modelarea ABM concureazi cu abordiri bazate pe ecuatii care identifica
variabilele sistemului si evalueazd sau integreaza seturi de ecuatii corespunzitoare acestor
variabile. Ambele abordari simuleaza sistemul prin construirea modelului si executarea acestuia
pe calculator. Diferenta este in forma modelului si cum acesta este executat. in modelarea ABM,
modelul constd dintr-un set de agenti care incapsuleaza comportamentele diferitilor agenti si
executia constd in emularea acestor comportamente. in modelarea bazati pe ecuatii (EBM),
modelul consta intr-un set de ecuatii si executia consta In evaluarea acestora. Astfel, ,,simularea”
este o notiune generala care se aplicd ambelor modele si care poate fi separata ca sens in emulare
(bazata pe agent) si evaluare (bazata pe ecuatii). ABM si EBM impart unele preocupari comune,
insa difera in doua abordari: (1) relatiile fundamentale intre entitatile pe care le modeleaza si (2)
nivelul la care isi focuseaza atentia [48, p.10-12]. Astfel, modelarea ABM 1si focuseaza atentia la
micronivel, la nivel de agent (entitate sau particuld), starea sistemului fiind estimata din starea
componentelor si a interactiunilor (comportamentului) intre aceastea, pe cand modelarea EBM
este preocupatd de comportarea la nivel de sistem, starea acestuia fiind descrisd prin ecuatii
diferentiale ordinare (ODE). Ambele abordari recunosc faptul cd lumea include doud tipuri de
entitati: indivizi (agenti) si observabile, fiecare cu un aspect temporal.

Agentii sunt regiunile active delimitate ale domeniului. In unele domenii, limitele care
delimiteaza agentii sunt fizice, ca atunci cand studiem furnici, albine sau persoane. In alte
domenii, limitele pot fi mai abstracte, ca in cazul aplicatiilor in economie, precum ar fi analiza
dinamici a lanturilor de aprovizionare, unde fiecare agent reprezinti un agent economic. In orice
caz, limitele sunt de asa naturd incat cei care sunt interesati in domeniul pot recunoaste entitatile
ca fiind indivizi distincti. Adicd, putem concepe precum cad  ,regiunile active” au
comportamente. Agentii ,,actioneaza” odata cu trecerea timpului.

Observabile sunt caracteristici masurabile ale interesului. Ele pot fi asociate fie agentilor
separati (de exemplu, viteza particulelor de gaz intr-un vas) sau cu colectarea de agenti ca un tot
intreg (presiunea gazului in vas). In general, valorile acestor observabile variaza in timp. In
ambele tipuri de modele, aceste observabile sunt reprezentate ca variabile care tin de sarcina
modelului. Fiecare dintre aceste seturi de entitdti ne invita sa exprimdm relatiile care le unifica si
aratd modul in care aceste relatii prezic comportamentul in timp al sistemului global. Prima
diferentd fundamentala intre ABM si EBM este in relatiile pe care se concentreaza atentia. EBM
incepe cu un set de ecuatii care exprima relatiile dintre observabile. Evaluarea acestor ecuatii
genereaza evolutia observabilelor in timp. ABM incepe nu cu ecuatii care se refera relatiilor intre
observabile, dar cu comportamente prin care agentii interactioneaza unul cu altul. Modelatorul

incepe prin reprezentarea comportamentului fiecarui agent, apoi le permite sa interactioneze
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liber. Relatii directe intre observabile sunt o iesire a procesului, nu intrarea acestuia [48, p.10-
26]. Combinarea acestor doua abordari ar favoriza credibilitatea modelarii bazate pe agent, pe de
o0 parte, si ar contribui la intelegerea comportamentului complex ce rezulta din interactiunile in
sistemele complexe, pe de alta parte.

Pentru a cunoste in practica modelarea ABM, am realizat un experiment virtual pentru a
cerceta un sistem complex, precum ar fi procesul de formare a nucleelor de cristalizare care
presupune utilizarea unor tehnici de modelare ABM. La nivelul comunitatii stiintifice
internationale, au fost dezvoltate o serie de produse informatice (softuri) care sd facd posibile
designul si testarea facild a acestor modele. Una dintre aplicatiile cele mai populare, ale carei
biblioteci se dezvoltad foarte rapid, este aplicatia NetLogo [49]. Astfel, am utilizat aplicatia
NetLogo pentru a simula procesul de solidificare a metalelor pentru diferite conditii initiale,
diferite valori ale parametrilor si am utilizat posibilitatea de a seta diferiti pereti ai vasului ca
fiind izolatori termici (Figura 1.5).

In urma simularilor multiple, realizate in anul 2009, am observat ci durata procesului de
solidificare fiind calculata in urma interactiunilor intre agenti, depinde (cantitativ) de toti acei

parametri; mai mult ca atat, a fost observata o dependenta a decurgerii procesului de solidificare
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Fig.1.5. Rularea aplicatiei NetLogo cu utilizarea bibliotecii pentru simularea procesului de
cristalizare. Valorile parametrilor de control: Tix=1600 °C, Ty,,=1535 °C (Fe), Tcan=20 °C,
Prezenta particulelor 90%.

de forma vasului, pentru forme diferite a vaselor (precum ar fi forma cuasi-unidimensionald),
inclusiv am observa schimbari calitative in decurgerea experimentului. Adica, forma
dependentelor temperatura-timp se dovedea a fi in concordanta cu cele cunoscute. Ulterior, am
analizat diferite metode de fundamentare a modelelor ABM. Astfel, am constatat ca multi autori

propun o fundamentare empirica sau probabilistica a modelelor ABM [50-54], cu referire la
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domeniul exact de aplicatie. In scopul de a cerceta aspectele microscopice ale modelelor
stocastice, care pot fi comparate cu modelele computationale bazate pe agenti, precum si de a
stabili conexiunea dintre modelele ABM si procesele stocastice a fost propusa si dezvoltata
fundamentarea matematica rezultatd in baza comparatiei modelelor ABM cu modelul
probabilistic, realizata in Capitolul 3 al tezei. Anterior s-a constatat, de catre M.Oguni si
F.Paladi, ca extinctia nucleelor metastabile este amplificata de efectul imbatranirii pentru o
perioada scurtd de timp in regiunea Tgy,. Procesul S, responsabil de rearanjarea moleculelor in
regiunea dintre clusteri, ar putea controla evolutia formarii centrelor de cristalizare ca urmare a
existentei fluctuatiilor structurale la temperaturi cu mult sub Ty,; adica, este important rolul
interfetei dintre cristaliti In micsorarea timpului mediu de tranzitie. Acest fapt necesitd un studiu
suplimentar si va fi efectuat in tezd in cadrul unei analize calitative realizate In cadrul modelului
ABM.

Din cele expuse in Capitolul 1, scopul tezei este de a dezvolta teoria tranzitiei de faza de
ordinul intdi pentru a modela procesul de cristalizare si a elucida proprietatile modelului
matematic care descrie interactiunea stocastica a agentilor intr-un sistem eterogen.

In acest context, obiectivele tezei rezida in:

1. A dezvolta modelul parametric cu potential cinetic de tip Landau pentru r parametri de

ordine si m parametri de control;

2. A aplica acest model la cercetarea procesului de nucleere in lichidele subricite, ca etapa
initiald in procesul de cristalizare;

3. A efectua analiza bifurcationala si de stabilitate pentru tranzitia de faza in prezenta unei
stari intermediare in modelul cu unul si doi parametri de ordine si a examina rolul starii
intermediare 1n cinetica tranzifiilor induse de fluctuatii din starea initiala in cea finala,

4. A cerceta cinetica tranzitiei de faza, calculand timpul mediu de relaxare in prezenta unei
stari intermediare metastabile;

5. A cerceta impactul eterogenitatii si a campului extern asupra tranzitiei de fazi,
determinand setul de valori ale parametrilor de control in corespundere cu datele
experimentale, in cazurile cand aceste date sunt reflectate in literatura stiintifica de
specialitate;

6. A dezvolta teoria tranzitiilor de fazd de ordinul intdi in lichide subricite pe baza

conceptului de cluster si a metodologiei ABM;
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7. A evidentia proprietatile modelului matematic respectiv, care descrie interactiunea
stocastica a agentilor Intr-un sistem eterogen la modelarea computational-probabilistica

pe baza formulei pentru distributia agentilor in clusteri.

1.5. Concluzii la Capitolul 1

1. Starea metastabila subracitd a lichidului reprezintd un echilibru partial, care poseda un
anumit timp de relaxare in raport cu procesul de formare a cristalitilor starii noi.

2. Functiile termodinamice in starea metastabila nu pot fi examinate ca o extrapolare
analitica a celor din domeniul stabil, care corespunde doar starilor de echilibru total ale
substantei.

3. Pentru clusterii mici (n=5) in cadrul modelului Szilard se poate constata existenta unor
evolutii liniare sau aproape liniare ale functiilor corespunzatoare in regim de timp scurt.
Astfel, echilibrul stabil se realizeaza mai rapid decat in cazul clusterilor de dimensiune
mai mare (n>5), cand relaxarea se realizeaza catre o valoare constantd care depinde de
dimensiunea sistemului M, iar valoarea datd maximala tinde catre (M—1)/2.

4. Rezultatele din literatura de specialitate indicd asupra importantei mecanismului de
modificare a dimensiunii clusterilor, indiferent de conditiile initiale si de frontiera
folosite pentru a cerceta dinamica sistemului.

5. S-a constatat cd modelul Szilard este o aproximatie bund pentru studiul dinamicii
proceselor de cristalizare pe baza notiunii de cluster, dar este limitatd de performantele de
calcul pentru sistemul de ecuatii master. Aceastd restrictie se referd in egald masura si la
modelele computationale de tip ABM.

6. Un model teoretic elaborat in baza unui set de parametri de control ar putea descrie
tranzitia de faza de ordinul intai, fara restrictii la compusii pentru care tranzitia de faza
este cercetatd experimental.

7. Cresterea asimetriei in sistem duce la cresterea stabilitatii starii lichide subracite si la
descresterea stabilitatii starii cristaline sau, viceversa, in functie de semnul parametrului
de control respectiv. In teoria termodinamici aceasta corespunde functionalei pentru
energia liberd F, care poseda trei valori extreme ce pot fi asociate cu o stare cristalind si
doua faze lichide.

8. In baza potentialului cinetic de tip Landau poate fi la fel dezvoltat modelul teoretic care

ar permite si o cercetare riguroasd a stabilitatii stdrilor la tranzitia de faza pentru intregul
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10.

plan de variatie a parametrilor de control. Modelul poate avea un grad mare de
universalitate atat timp, cat parametrii de control respectivi sunt variati in conformitate cu
scenarii realiste.

Avand in vedere ca in unele experimente existenta nucleelor a fost descoperita, iar in
altele nu, chiar si in aceleasi conditii, formarea cristalitilor ar putea avea o origine
eterogend: fara de originea necesard pentru a sustine cristalizarea nu ar putea fi observat
un astfel de fenomen neordinar de generare si extinctie a nucleelor cristaline descoperite
in lichidele subracite de 0-benzilfenol, salol si 2,2 -dihidroxibenzofenon.

In final, putem concluziona ¢i modelele parametrice care urmeazi sa fie dezvoltate in
teza reprezintd o contributie si la solutionarea problemei privind formarea centrelor de
cristalizare in substante, unde deja a fost observatd experimental existenta starilor
metastabile care fluctueaza, precum si la oferirea unor posibile solutii de perspectiva cu

privire la dirijarea acestui proces stocastic neordinar.
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2. CINETICA TRANZITIEI DE FAZA iN PREZENTA UNEI STARI INTERMEDIARE
iN MODELUL CU UN PARAMETRU DE ORDINE

Descrierea parametricd a tranzitiilor de fazd de ordin intdi a fost realizatd prin utilizarea
metodelor analitice generale care implica analiza bifurcationala a solutiilor ecuatiilor neliniare
intr-o forma analiticd. Modelul include un parametru de ordine in potential cinetic de tip Landau
si a fost dezvoltat pentru a studia impactul atat al asimetriei, cat si al campului extern asupra
tranzitiei de faza in prezenta unei stari intermediare. Sunt prezentate solutiile analitice generale,
stabilitatea acestora si realizarea diferitelor scenarii ale tranzitiilor pe intreg plan parametric, care
a fost divizat in trei si patru regiuni, acestea admit un numar diferit de solutii acceptabile fizic. A
fost obtinut timpul mediu al tranzitiei intre starea stabila lichida si cea cristalina in regiunea de
coexistentd a doua stari lichide. Rezultatele sunt analizate in comparatie cu modelele generice ale
dinamicii intrinsece de tranzitie, cand, ca caz particular, prezenta eterogenitatii (clusterilor) in
potentialul cinetic este datd de coeficientul unitar al asimetriei. in acest capitol a fost obtinuta si
analizatd reprezentarea asimptotica pentru intregul set al dependentei parametrice. Studiile
prezentate in paragrafele 2.1-2.6 au post publicate in [55], rezultatele din 2.7.1 sunt publicare
partial in [56-58]. In lutimul paragraf a fost realizati o comparatie a calculelor teoretice cu cele

experimentale fiind observata o buna concordanta a acestora.
2.1. Introducere

Pentru a studia tranzitiile de faza in prezenta unei stdri intermediare metastabile a fost
dezvoltat un model bazat pe potential cinetic de tip Landau [4, 5, 15]. Aceste rezultate sunt
relevante pentru studiile teoretice si experimentale recente ale fenomenului de nucleere a
cristalelor in lichide subracite, precum si a cristalizarii proteinelor. Fenomene de generare,
disparitie si re-generare a nucleelor de cristalizare in lichide subracite in stare de neechilibru au
fost observate experimental in substantele 0-benzylphenol [2], salol (phenyl salicylate) [21] si
2,2'-dihydroxybenzophenone [1], dupa racirea rapida a lichidellor sub temperatura de solidificare
(glass transition temperature) T4, sustine modelul de structurd de tip cluster al sticlelor si
lichidelor subricite [26]. In concordantd cu acest model rolul eterogenitatii in procesul de
nucleere este de a spori generarea nucleelor de cristalizare ca clusteri ai starii noi. Recent, a fost
demonstrat ca modelul retelelor continue aleatorii (CRN - continuous random network) ale

structurii amorfe tetraedrale este In esentd neomogena si prezintd regiuni cu domenii de ordine
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diferite, care este de asteptat sa dispara daca lichidul subracit este mentinut la temperatura mai
joasi de Ty [59]. In [5] a fost dezvoltat modelul cinetic general cu un parametru de ordine pentru
studiul impactului asimetriei si al cdmpului extern asupra tranzitiei de faza in prezenta starii
intermediare metastabile. Solutiile analitice au fost obtinute in conformitate cu metoda
Descartes-Euler de rezolvare a ecuatiilor polinomiale. In dependenti de valorile parametrilor de
control, potentialul poate avea un minim, doud sau trei minime, si problema este abordata prin
constructia diagramei de echilibru a fazelor. In general, caracteristicile generale ale scenariilor de
tranzitie pot fi descrise de un potential de ordin sase care contine patru parametri de control
asociati cuplarii sistemului la un camp extern, difuziei, asimetriei si viscozitatii. Decli,
coeficientii de control sunt parte a potentialului efectiv descriind dinamica intrinseca de tranzitie
bazata doar pe coeficientii de difuzie si viscozitate, precum si termenii liniar si cubic in
parametrul de ordine asociati cuplarii sistemului la un camp extern si, respectiv, asimetriei
sistemului. Cand este definit un potential de tip Landau ce poseda un singur parametru de ordine
asociat fazei fluide si un set particular din trei parametri de control, s-ar putea evalua efectul
asimetriei si al cuplarii sistemului la un camp extern in prezenta stérii intermediare, dar nu poate
fi studiat cantitativ procesul de bifurcatie pentru intreg plan parametric.

Generarea si disparitia nucleelor de cristalizare pot fi descrise ca rezultat al fluctuatiilor
structurii de tip cluster, si rata de nucleere poate fi sporitd prin prezenta unei stari fluide
intermediare. O alta stare lichida de structura diferita de cea obisnuita poate fi generatd printr-0
procedura similara, si tranzitia de faza lichid — lichid observata experimental in sisteme reale este
strans legata de acest fenomen [60-62]. La o temperatura finita, sistemul poate trece cu o anumita
probabilitate in stare cu energie mai mare si, prin urmare, poate parasi minimul local.
Evidentiind domeniul de valori ale parametrilor de control pentru care cresterea sau reducerea
ratei de nucleere pot fi observate, va fi posibild realizarea unei analize vaste a rolului
eterogenitatii si al campului extern 1n procesul de nucleere. Analiza stabilitatii si a bifurcatiei
pentru asemenea sisteme pare a fi 0 modalitate puternica de analiza a proprietatilor lor [63, 36],
deoarece prezice ce fel de comportament se produce; adica, sistemul se afla in stare de echilibru
stabil sau acesta este intr-0 stare metastabila, precum si domeniul din planul parametric pentru
care acesta se produce. Scopul principal al acestui studiu este nu doar de a raspunde la intrebarea
daca modelele prezic o schimbare in natura solutiilor, dar, de asemenea, de a studia cum

dinamica modelului propus depinde de alegerea parametrilor de control.

42



2.2. Cadrul teoretic general al modelului

Ecuatia diferentiala neliniara de ordin ntai, scrisd in forma

prin f(xay,....a,) (2.1)

sta la baza modeluli matematic al tranzitiei de faza discutata in capitolul respectiv, unde X si t
sunt, respectiv, parametrul de ordine si timpul ¢;,a,,...,a,, sunt parametrii de control, functia
f(Xay,...,a,) fiind determinata de potentialul cinetic U(X;e,,...,a,,) prin relatia

_GU(X;al,...,am)
154

f(Xa,....a,) = . Astfel, pentru conditiile initiale cunoscute, ecuatia (2.1)

. oo : . . dx :
defineste solutia X(t;y,...,a,,), si starile stationare sunt determinate de ecuatia pm =0. Prin

urmare, vom putea scrie ecuatia neliniara

f(%ay,....a,)=0, (2.2)
care in final serveste pentru a determina valorile de echilibru ale parametrului de ordine xs untr-
un mod astfel in cat dependenta X (c,...,r,,) sa fie una implicita; deci, putem aplica teorema
fundamentala in analiza matematici pentru functiile implicite [64]. In concordanti cu aceasti

teorema, existd o solutie unica X (,,...,,) pentru ecuatia (2.2) in vecinatatea valorii fixate a
parametrilor x°, «?,...,a°, pentru care f(Xey,....c,)=0 si f (Xey,...,cx,) OX#0; prin
urmare, violarea unicitatii (bifurcatia solutiilor) apare pentru valorile parametrilor Xs, &;,...,a

m

care satisfac conditia

f(xgap,...0,) =0, of (X;a,...,a,)/0Xx=0. (2.3)
Prin excluderea din ecuatia (2.3) a parametrului de ordine X, putem scrie dependenta intre
parametrii de control sub forma

Qey,...,a,,) =0, (2.4)

care corespund grafic cu diagrama solutiilor stationare.
O preocupare deosebit de importantd din punct de vedere fizic este determinata de analiza

stabilitatii solutiilor stationare ale ecuatiei (2.2). Stabilitatea Lyapunov (a se vedea, de exemplu,

[65]) pentru asemenea solutii ale ecuatiei (2.1), adica X (,...,,,), este determinata de semnul

of (X, ..., ) OX. Prin urmare, solutiile stationare stabile ale ecuatiei (2.1) sunt determinate

conform expresiilor
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of (X ay,...,a,,)
OX

in timp ce solutiile instabile sunt date prin relatiile

<0, (2.5)

f(xay,....a,)=0,

0 of (X ay,...,a,,) .

f(xay,....a,)= P

0. (2.6)

Cand derivatele in ecuatiile (2.5) si (2.6) tind catre zero, aceasta inseamna, in concordanta cu
ecuatia (2.3), ca bifurcatia solutiilor stationare are loc sub conditiile respective si este necesard o
analiza mai detaliatd a stabilitatii.

Conditiile generale pentru stabilitatea solutiilor stationare ale ecuatiilor (2.5) si (2.6), definite

de potentialul cinetic U(X;y,...,,,) in partea dreapta a ecuatiei (2.1), iau forma

. 2 .
6U(x,al,...,am):0’ 8U(X,a1;---,am)>0 2.7)
OX OX

pentru starile de echilibru stabile, si

o (xay,...,a,) 0o oU(Xay,...,a,)

OX Ox?

pentru cele instabile. Conditiile (2.7) si (2.8) au un sens fizic evident: potentialul cinetic pentru

<0 (2.8)

starile de echilibru stabil ia valorile unui minim (local), pe cand pentru stérile instabile — cele ale
unui maxim (local).

Identificarea starilor de echilibru stabile si instabile poate fi realizata eficient prin analiza
diagramelor solutiilor stationare X (¢;) in planuri (X, @;) cu i=12,...,m prin utilizarea
derivatelor dx,(c;)/de; . Expresia acestor derivate este obtinutd in baza regulii de diferentiere

pentru functiile definite implicit, si poate fi scrisa in forma

dx, () A (Xay,...a,)! 0
de; of (X,a4,...a,,) O

(2.9)

Astfel, rezulta ca derivata in aceasta ecuatie tinde catre infinit in punctele de bifurcatie si pentru

o (Xay,...a, ) 0a; #0. In acelasi timp, in vecinitatea punctului de bifurcatie schimbarea
semnului pentru dx (e;)/de; se poate produce doar prin schimbarea semnului la

of (X;a,...a,,) [ O, deoarece of (X;er,,...a, )/ Ocr; isi pastreazd semnul in vecinitatea acestor
valori. Acest fapt, suplimentar criteriilor (2.5) si (2.6) ale stabilitatii starilor de echilibru, face
posibild identificarea ariilor cu stari stabile si instabile in diagrama stérilor stationare X (c;) .
Urmaitoarea expresie se foloseste in continuare pentru dX (¢;)/de;, cand f(X¢y,...a,) este

reprezentatd prin potentialul cinetic in forma echivalenta
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dx, (&)  U(Xa,...a,) x0q,
de, U (xay,...a, ) ox’

(2.10)

Calculele legate de analiza bifurcatiei si a stabilitatii solutiilor stationare sunt date in detalii in
paragraful urmator, dedicat studiului tranzitiei de faza in prezenta unei stari intermediare in baza

unor potentiale cinetice specifice.
2.3. Descrierea parametrica a tranzitiilor de faza
Dinamica de tranzitie in prezenta eterogenitatii

Potentialul cinetic U (X; 4, 1, &) care implica un singur parametru de ordine X si coeficientul de

asimetrie £are forma [55]:

2 3 4 6
X

X X
U &)=yl o2 2.11
(XA, 1,8) 5 53 Ht g (2.11)

unde 4 si u sunt parametri de control legati de dinamica intrinseca de tranzitie.
Presupunand cd procesul de fluctuatii termodinamice are valoarea medie <F(t)> =0 sica

functia de autocorelare, g(7), este independenta de timp t, deci depinde doar de intervalul de
timp, z =t—t’, procesul este mentionat ca find stationar in sens larg [66] si starea de echilibru a
. : . . . oOx_oU
sistemului  xs descris de ecuatia (2.11) este solutia ecuatiei —_ =———

dt:_ax

X2 4+ ux2 + &2 — Ax, = 0. Ecuatia este definita ca fiind stabild structural in cazul in care lipsesc

=0: deci,

schimbari calitative. Totusi, la momentul cind se produce bifurcatia, solutia sa se poate
schimba calitativ. Solutia triviald Xo=0 satisface ecuatia pentru orice valori ale parametrilor 4,
w si & alte patru solutii netriviale vor fi exprimate in termenii parametrilor de control
calculati ca solutie a ecuatiei
F(Xg; A 1, E) =X+ ux2 + &, — 1 =0. (2.12)
Ecuatia (2.12) poate fi considerata drept forma implicita a dependentei X, (4, &,&) . Aceastd
relatie poate Servi ca argument in vederea invariatiei ecuatiei (2.12), atat timp cat semnele
variabilelor xs si & se schimba simultan X, — =X, si & - =&, avem X (4, 1,&) =X, (4, 1,=¢) .
In conformitate cu aceasti ecuatie, este suficient a utiliza doar valorile pozitive ale parametrilor
£ in analiza solutiilor ecuatiei (2.12). Acesta este intr-adevar cazul cand, pe baza teoremei

fundamentale a analizei matematice pentru functii implicite [64], dependenta X, (4, 1,&) este

functie unica a parametrilor A, x si £1in vecinatate mica a valorii fixate a parametrilor x?2, Ao, 1o
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si & pentru care OF/ox, #0. Astfel, valorile parametrilor pentru care singularitatea

proprietatilor sunt incalcate (ex.: are loc bifurcatia solutiei ecuatiei (2.12)) pot fi gasite utilizand
conditiile

F(X; A, 14,E) =0, oF (XA, 1,E)/ox=0. (2.13)
Este necesar a sublinia ca (2.13) nu este referita la forma functionala specifica pentru
dependenta (2.12), dar reprezintd formularea generald a conditiilor pentru bifurcatia solutiei
ecuatiei F(Xg; 4, 1,&) =0 pentru functiile arbitrare F(Xg; A, 1,&) [67].

1 - _4 2
Prin introducerea variabilei noi y=x.& ® (£ #0) si a parametrilor noi A = A& 2 si g =ué 3,

ecuatia (2.12) poate fi reprezentata ulterior, fara pierderi ale generalitatii, ca

F(y; L, i) =y* +fiy?+y—2 =0. (2.14)

Mentiondm ca, spre deosebire de ecuatia (2.12), aici sunt doar doi parametri de control - 4

si u; astfel, aceasta faciliteazd analiza ulterioard si raportarea solutiilor ecuatiei (2.14). De

asemenea, a fost considerat ca & =#0; deci, este necesar de a analiza suplimentar solutia

ecuatiei (2.12) pentru £ =0. Conditia generala pentru bifurcatia solutiei (ecuatia (2.13)) poate

fi rescrisa pentru ecuatia (2.14) ca

F(y: 4. /1) =0, oF(y; A, 1i)/dy =0. (2.15)

Tinand cont de forma specifici a dependentei F(y;A,z) din ecuatia (2.14), avem

vi+iy2+y—1=0, 4y  +2uy+1=0. (2.16)

Reprezentam solutia (2.16) rezolvata in raport cu parametrii /T si u ca

F0)=-y' + 2y, fily) =2y~ o<y <o, 2.17)
2 2y

si vom considera ecuatiile (2.17) drept relatie parametricdi ®(1,7)=0 intre parametrii de

control A si u. Forma explicitd a acestei dependente poate fi obtinutd in principiu prin

excluderea variabilei y din ecuatia anterioara. Astfel, pentru toate valorile parametrilor 4 si i,

curbele ®(1, ) =0 divizeaza planul parametric (1, ) in mai multe regiuni. Pentru fiecare
dintre ele obtinem fie patru solutii reale, fie doua solutii reale, fie pentru regiunea respectiva
nu sunt solutii reale, ceea ce va defini un set netrivial de parametri (4, u) pentru a

reprezenta diagrama generald a bifurcatiilor pentru solutiile stdrii stabile obtinute pentru

potentialul cinetic ce implica un singur parametru de ordine si coeficientul de asimetrie (2.11).
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In continuare trebuie sa aratam ca relatia parametrica (2.17) este descrisa grafic prin doua
curbe ce nu se intersecteaza. Sd analizdm aceste ecuatii mai intdi pentru valori negative

—o<y<0 si sa introducem un parametru nou pozitiv s=—y. in asa mod, putem rescrie

ecuatiile (2.15) in forma

= 1 - 1
/I(S)z—s“—Es, y(s):—252+2—8, 0<s<o. (2.18)

Mentionam ca, ca urmare a dependentei monotone a parametrului A de variabila s in domeniul
0<s<oo existd o singurd functie inversd s(1) care, fiind substituiti in ecuatia a doua din
(2.18), rezulta intr-o dependentd unicd (1) definita in intervalul —oo < 2 <0. Calculul direct
al derivatelor dﬁ/ dA , bazat pe regulile de calcul al derivatelor functiilor definite parametric,
duce la expresia dzz/ dA =1/s? >0 si, astfel, dependenta ji(1) reprezinti o functie monoton
crescitoare in domeniul de la —oo la 0. Din ecuatiile (2.18) rezultd cd A(s) -0 si u(s) — o
pentru s —0, precum si A(s)—>-oo si f(S)—>—oo pentru S—>o0, de unde obtinem
dependentele asimptotice (1) —> oo pentru A —0 si Ji(1) > —oo pentru R De

3
E

care corespunde valorii s> =1/%/4 determinate de conditia z(s)=0. Pentru discutiile ce

asemenea, observam ca graficul acestei functii intersecteazd axa A in punctul A, =-—

urmeaza, ar fi comod de a introduce notatia I',- pentru directia descrisi de definitia 7z(1), care
are reprezentarea parametrica de mai sus.
Vom introduce notatia I',,- in cazul ecuatiai (2.17) pentru intervalul pozitiv 0<y <.

Aceastd dependentd (1), spre deosebire de cazul precedent, nu este unica, deoarece niciuna

din relatiile A(y) si zz(y) nu este monotoni in intervalul 0<y <. Conturul T,,, definit

de relatia (2.17), are un punct unghiular, care este determinat in baza conditiilor generale

Z(y) =0 si z(y) =0 scrise sub forma

dA(y) s 1 da(y) 1
4yt = =0, VY a3 42| y? =0. 2.19
dy y 2 dy ( Y +2) Y ¢19

Conform ecuatiei (2.19), conturul I',, are doar un punct unghiular determinat de valoarea
y.=1/2; astfel, din ecuatile (2.17) avem 1. =i(y.)=3/16=0.1875 si

1 = pu(y.) =—3/2=-15, respectiv. Pentru intervalele 0<y<Y. si Y. <Yy <o, tinand cont
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de expresia analiticd a derivatelor (2.19) si dz/d1 =1/y? >0, conchidem ci conturul I,

constd din doud ramuri care se intdlnesc in punctul unghiular cu coordonatele (1., f) si

fiecare ramura este descrisa de o functie monoton crescatoare. Ramurile superioara si inferioara

ale acestui contur sunt descrise de ecuatia (2.17), in timp ce parametrul y variaza in

intervalele 0 <y <V. si Y. <Yy<oo, respectiv. Trebuie de mentionat ci, in conformitate cu

aceste ecuatii, avem A(y) —>0 si z(y) ——oo cand y —0; astfel, (1) —> - cand 4 —0
pentru ramura de contur corespunzatoare valorilor parametrului de ordine situate in intervalul

0<y<Yy..Pentru valorile parametrului de ordine Y.<Yy<o vom obtine A(y)— —oo

si z1(y) = —oo cand y —> oo si, prin urmare, zi(1) — —oo cand A —> —oo pentru cealaltd ramuri a

conturului.
Dinamica de tranzitie la cuplaj cu cAimpul extern

Potentialul cinetic U(X; A, i,77) care invoca un singur parametru de ordine x si coeficientul

de cuplaj cu campul extern # are forma [55]:
2 4 XG

X X
UXA, u,n)=mX—A—+u—=+— . 2.20
(XA, u,m) =17 S TH TS (2.20)

Utilizdm metoda descrisa in paragraful anterioar, starile stationare X ale sistemului dat de
ecuatia (2.18) satisfac ecuatia

F(Xg; A, 10,17) = X2 + X2 — AX, +11=0. (2.21)
Ecuatia (2.21) este considerata ulterior forma implicitd a dependentei X, (4, #,77). In vederea
invariantei acestei ecuatii, de asemenea se poate argumenta cd in timp ce semnele variabilelor
Xs si 7 se schimba simultan, si anume: X, —>-X, si 7—>-7, obtinem
X, (4, i, 1) ==X, (A, u,—n) ; astfel, analizand solutiile ecuatiei (2.21) este suficient de a opera
doar cu valorile pozitive ale parametrului 7. Vom considera dependenta X (A4, x,77). Astfel,
bifurcatia solutiilor ecuatiei (2.21) poate fi gasita aplicand conditiile

F(x; A, 1,m) =0, OF(Xg; A, 11,m)/0x =0, (2.22)
Ecuatiile (2.22) servesc drept formulare generalda a conditiilor de bifurcare a solutiilor ecuatiei
F(xg; A, 1,1m) =0 pentru functii arbitrare F (X ; A, 1£,77), care nu sunt legate de forma functionald

specifica (2.21).
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1 4

Sa introducem o variabilda nouda y=X ° si, respectiv, parametrii noi A =An 5 si

2
Zi = un 5. Considerim parametrul de control 77 ca fiind nenul (57 #0). Ecuatia (2.21), firi a

pierde din generalitate, poate fi reprezentata ca

F(y;2,22) =y +iiy* — Ay +1=0. (2.23)
Aici vom avea doar doi parametri Yl si u, ceea ce faciliteaza analiza ecuatiei (2.21). Pentru
ecuatia (2.23) putem rescrie conditia genercala de bifurcatie a solutiilor in forma (2.15) si,
tinand cont de forma specifici a dependentei F(y; 1, ), obtinem

Vo + 2y —Ay+1=0, 5y* +3ay>*—1 =0. (2.24)

Ecuatiile (2.24), rezolvate in dependenta de parametrii A si u,i-au forma

~ ~ 1

() =y + =, fi(y)=-2y’ +-— , —0<y<o, (2.25)
2y 2y

Ecuatiile (2.25) sunt analizate drept relatie parametricd W(1, zz) =0 intre parametrii de control
A si . Forma explicitd a acestei dependente poate fi obtinutd, in principiu, prin excluderea
variabilei y din aceste ecuatii. Astfel, pentru toate valorile parametrilor A si u, curbele

W(1,71) =0 divizeazd planul parametric (4, ) in regiuni, pentru fiecare din ele fiind fie
cinci solutii reale, fie trei solutii reale sau doar o solutie reala a ecuatiei (2.23).

Relatia parametrica (2.25) este descrisa grafic prin doud curbe. S-a analizim mai intai aceste

~ 3
ecuatii pentru valorile pozitive y > 0, in domeniul dat de valori d/t/ dy = —4y° Vg #0;

deci, dependenta A (y) este o functie monotond si unica functie inversd y(1) care, fiind
substituitd in ecuatia a doua din (2.25), rezultd in dependenta unica intre parametrii de control
z(1). Derivata functiei z(1) este dz/di =1/y? >0 si, astfel, dependenta (1) este
functie monoton crescitoare pe intervalul de la —co pana la +o. +o0. Sa introducem notatia
I,- pentru conturul definit de z(2) pentru valori pozitive y > 0. Mentionim ci pentru
A(y) > oo si fi(y) - oo cand y -0, lafel ca A(y) — —oo si z1(y) = —oo cand y —> o0; aiCi
obtinem dependenta asimptotici z7(1) — oo pentru A > si fi(1) > —oo céand Yl — —00,
respectiv.

Pentru domeniul negativ de valori —oo <y <0, sa introducem un parametru nou, pozitiv

s = —y, si sa rescriem ecuatiile (2.25) in forma noua
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Z(s)z—s“—i, ﬁ(s)z—ZSz—ig, 0<s<oo. (2.26)
2s 23

Dependenta i(1) definitd de ecuatiile (2.26), spre deosebire de cazul precedent, nu este
unici, deoarece niciuna din relatiile A(y) si z(y) nu este monotoni pe intervalul 0<$<oo.

Punctele unghiulare ale conturului notat prin I, sunt determinate pe baza conditiilor

generale Z(s) =0 si z(s) =0 si pot fi descrise in forma

dis) =—4s° + 32 =0, du(s) =(—4s3 +3j/s2 =0. (2.27)
ds 2s ds 2s?

Conform ecuatiei (2.27), acest contur are un singur punct unghiular determinat de valoarea
s.=%/3/8~0.82, si in ecuatiile (2.26) obtinem A =1(s.)=-55/81/4/4~-228 si
I = fi(s.) = —5/%/54 ~ —2.25, respectiv. Tinand cont de faptul ci dz/dAl =1/s?> >0 in
intervalele 0<S<s, si S. <S <00, conchidem ca conturul I, consta din doud ramuri, I,
si [, care se intalnesc in punctul unghiular cu coordonatele (1., i), si fiecare din ele este
descrisa de cate o functie monoton crescitoare. Mai trebuie de mentionat cd, in conformitate
cu ecuatiile (2.26), avem A(s) — —oo §i 2(S) > —oo cand s —0; astfel, (1) — oo cand
A =~ pentru ramura de contur corespunzatoare valorilor parametrului s in domeniul
0<s<s.. Pentru valorile parametrilor S. <S<oo obtinem iardsi A(s) — —oo si fi(S) = —o0
cand S — 0 si, prin urmare, acelasi comportament asimptotic 7z(1) — —oo cand A —>—o pentru

a doua ramura a acestui contur.
2.4. Reprezentarea asimptotica a dependentei parametrice

Definirea parametrici (2.18) a functiei (1) prevede, de asemenea, o cale simpla de
obtinere a partii principale a reprezentarii asimptotice pentru aceasta functie in cazul valorilor
asimptotice ale parametrului 7 ; altfel spus, celelalte parti ale acestor reprezentari asimptotice
precise dispar pentru ~ 7 <<1 si ~ 2 >>1. in cazul -1 <<1, s reprezentdm prima ecuatie
din (2.18) in forma s=-2(A +s*). Aceasta poate fi tratati ca ecuatie neliniaria dependenta
de parametrul s=g(41,s), ale cirei solutii s(1) sunt functii inverse ale dependentei liniare
A(s) . Poate fi utilizatd metoda iteratiilor pentru rezolvarea ecuatiei neliniare, in conformitate

cu care avem s, = (4,s,) (n=0,1,2,...). Procesul iterativ converge la solutia exacta, si
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)

P <1. In acest caz, q=853, si astfel

anume: s(1)=lims, (1), daca Q=

convergenta spre solutia exactd are loc In domeniul de valori 0 <s <1/2. Consideram drept

. e e e 1s ~ . . ~ ~ Py Py P
aproximatie initiald s (1) =0; consecutiv obtinem s (1)=-21, S,(1)=-24-324 , ..
Cresterea ulterioara a iteratiilor duce doar la aparitia termenilor de ordin mai mare farda a

modifica primii doi termeni. Substituind aceastd dependentd s(1) in a doua ecuatie din (2.18)

. o . . ~ 7 1 = . ..
si pastrand doar primii doi termeni, obtinem u(1) = —E—le ?. Termenul doi al reprezentarii

asimptotice tinde spre zero pentru —A <<1 si ajungem la reprezentarea asimptoticd finald

-~ 1 Py . .
) = Y Pentru cazul cAnd —A >>1, prima ecuatie din (2.18) 0 vom reprezenta intr-0

forma noui: S=¢(4,S)= V=A1-s/2. Solutia ecuatiei trebuie cautata prin utilizarea aceleiasi

metode de iteratii Sn+1(ﬂT) =4-1- S, (1)/2 si drept aproximatie initiala alegem s, ) =%Y-1.

La prima iteratic obtinem s,(1)=%—21

69(4,5)
0S

~Y-1 /2, .... Deoarece conditia de convergenta

<1l In acest <caz este satisfacuti cu o rezervd considerabild

1
Y7 -s()yi2)

: = 4 7 =~ = 1 . > : - -
espresia S,(1) ~Y-1 -V-1 =V-1 — N in limita —A >>1, si substituirea acesteia in
-7

ecuatia a doua din (2.16) duce la dependenta asimptotica ﬁ(i ) & N7 +

(q= <<1), totdeuna trebuie sia avem s(z)zlim sn(/I). Putem scrie

0|

Deoarece

1
24— 4
termenul doi 1n aceastd dependentd tinde catre zero, obtinem dependenta asimptotica

,Zi(/z )~ =2\ - 2. fine, pentru ambele dependente asimptotice, avem

(7) z—% (=1 <<1)si @)~ 2= 1 (=7 >>1), (2.28)

unde termenii omisi tind citre zero atunci cand parametrul A tinde citre valoarea de limita.

Acum si ne intoarcem la analiza asimptoticd z7(1) reprezentatd in forma parametrica (2.17)

~ 1
pentru 0<y<oo. Mentiondm ci in domeniul 0<Yy<Y. dependenta A(y)=-y* +§ y
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este monotona si, prin urmare, relatia inversa y(1) cu y(0) = 0 este unici pe acest interval;

astfel, valorile mici ale parametrului A corespund valorilor mici ale lui y. Pentru valori
mici pozitive A <<1 trebuie de rescris prima ecuatie din (2.15) sub forma

y=2(1+Yy*) = x(1,y) si vom aplica iardsi metoda iteratiilor Yo ()—:) = ;((Z, Y, (;f)) . Pe de

alta parte, aceasta ecuatie poate fi reprezentatd in forma Yy =;((ﬂ~,, y) =4w/—ﬂ-+ y/2 pentru

A1 si stabilim procesul iterativ corespunzator Y, ., (ﬂt) = \/ A+ Y, (Z) / 2. Repetand

argumentarea despre convergenta acestui proces si calculele facute prin analiza asimptotica a

dependentei (2.16), obtinem reprezentarea asimptotica

;xi)z_ff—4iz(Z<<1)$;x2)z—z¢-~—zi£:(—Z>>1) (2.29)

)
sau, deoarece termenul doi tinde citre zero cind parametrul A tinde la limita sa,

: . : , ~ 7 1 > :
reprezentarea asimptoticd poate fi scrisa in forma finala (A1) z—E pentru — A <<1 si

ﬁ(i)z—Z\/—ﬂt pentru —A >>1. La fel, in vecindtatea micd a punctului unghiular
(1. =3/16, i. =—3/2), al conturului T,,, pentru ramurile sale de sus si de jos i (1) si

7i,(2), respectiv, avem reprezentarea asimptotica

32 |2

@Abzﬂ—qi—bis-g@—Zfﬁu, (2.292)

unde 1, — 1 <<1.

Si efectuim acum analiza asimptotica (1) reprezentati in forma parametrici (2.25)

pentru 0 <y <oo referitoare la conturul I;. Analiza trebuie s o facem pentru valorile mici
ale parametrului de control y (y <<1) si valorile mari ale acestuia (y >>1). In primul caz,
notim ci valorile pozitive mari ale lui 2(y) si z(y) corespund valorilor mici ale lui v.

Dependenta 1(y) este monotoni, deci existi relatia inversi y(1) in forma

3

— =7 (1,y) si poate fi utilizati metoda iteratiilor ynﬂ(z):cj (1, yn(ﬂt)) (
2(4+y")

y:

n=0,12,...). Acest proces iterativ converge catre solutia exacta y(Z) =limy, (/T), deoarece
n—oo

conditia necesard pentru convergentd (= <1 este satisfacuta si pentru cazul dat

‘65(5 Y)
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3 ~
avem q = Lz <<1 pentru y <<1. Alegand drept aproximatie initiala y,(4) =0, primim
iy
3

consecutiv 1) =—%
¥, (4) o7

5
. Y(4)= % ~ i - (§j ~i6 . Substituind  aceastad
20 +y, (1)) 24 \2) A

dependentd asimptoticd y(1) in a doua ecuatie din (2.25) si pastrand primii doi termeni,

= ~ . ~ = 4= ~
obtinem u(l)z%f—%; deci, relatia asimptotica este ,u(/l)zEf’ pentru A >>1,

unde partea omisa tinde rapid citre zero pentru A — oo, Pe de alta parte, valorile absolute,

mari ale parametrilor de control negativi 1 (y) si z(y) corespund valorilor pozitive mari ale

lui y, exemplu: —z>>1 si —A>>1 pentru y>>1. Reprezentim A(y) in forma

y= {(Z, y)=14 3—2 si utilizdnd procesul iterativ ynﬂ(Z) =4 3 —— 1, unde

3 1 1
5—37 <<1, care este satisfacuta de o
J 327
2y

banda larga a valorilor y >>1; deci, procesul de convergenta este foarte rapid si, drept rezultat,

n=0,12,..., cu conditia de convergentd Q=

consecutiv obtinem yl(/i)=4\/—/€, yz(/-f)= 3 ) z4v-i—i~, cind -4 >>1 si

24/- 2 81

aproximatia initiald este y, (1) = oo. Substituirea lui y, (1) in ecuatia a doua din (2.25) duce la

dependenta asimptotica (1) ~ —2v— A +

4_/13

identicd cu ecuatiile asimptotice corespunzatoare (2.28) si (2.29), deoarece al doilea termen

si forma sa simplificatd ,Zi(/i~ )~ —2\— A este

tinde citre zero cand A — —oo. In final, ambele reprezentiri asimptotice din (2.25) pentru

0 <y <o pot fi scrise ca:

- 4= = - = ~

y(ﬂ)zﬁls (A>1)si p(A)=-2v-1 (-4 >>1). (2.30)
Trebuie efectuatd analiza asimptoticd a lui z(A4) dat prin (2.26) pentru 0<s<oo. Acum

notim ci valorile negative mari pentru A(s) si z(s), exemplu: —4 >>1si —z>>1 corespund
ambelor domenii de valori, valorilor mici (s <<1) si valorilor mari (s >>1) ale parametrului de

ordine s pozitiv. De asemenea, conturul I', are un singur punct unghiular s, =§/3/8, deci
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ramurile sale superioara si inferioara care se intrunesc in acest punct sunt notate prin I',; pentru
0<s<s, si [, pentru S. <S < oo, respectiv. In asemenea mod, analiza asimptotici a lui (1)
pentru s <<1 este reprezentatd mai jos doar pentru conturul I',; si atunci analiza pentru s >>1

este suficient de a fi facutd in cazul conturului I5,. Dependenta Ai(s) (s<<1) poate fi

3

—_— = 49(}? ,S) . Mentionam ca aceasta reprezentare
2(4 +s*) ’

reprezentatd n forma echivalentd s = —

difera doar prin semn de relatia similari ¢&(1,y) pentru conturul I si, in conformitate cu

aceasta, putem utiliza reprezentarea asimptoticd obtinuta anterior. Tindnd cont de semn, avem

5 e
s,(1) = —% +[g} /Tle si u(d)~ 2;472,3 —% , unde —A >>1. Reprezentarea asimptoticd

~ 7 4= S : . C e
finald u(1) = Els este identica cu prima ecuatie din (2.30), deoarece partea omisa tinde catre

zero cand A — —oo. In cazul conturului T,, pentru s>>1, dependenta i(s) poate fi

~ 3 ~
reprezentata in forma =4-A- P 0(4,s). Procesul de iteratie
SM(Z) = 4/—}: - 3(2) = 9(;1~ ,S,) (n=0,1,2,...) converge foarte repede spre solutia exacta,
Sn

. g g 3 1 1 . <
deoarece conditia necesard pentru convergentd ( = —————— <<1 este satisfacuta cu o

8 - 38
52
2s

rezerva impundtoare, cand s >>1. Alegand drept aproximatie initiald s, (/T) = oo, consecutiv

3
24— 1

: : : ~ > > 1 : :
asimptotica respectiva este p(A) = -2vV-14 — ﬁ , unde al doilea termen tinde cétre zero

avem Sl(ﬂ:)=4\/—ﬂt, SZ(Z)=4—Z— z4\/—z+% (—/{>>1). Astfel  relatia

atunci cand A — —oo, deci pentru —A > 1 reprezentarea asimptotica finald devine ﬂ(i) ~

—2+/ =1 care este identica cu ecuatiile corespunzitoare din (2.28) si (2.30).
Pentru a realiza analiza asimptotici a relatiei fi(1) in vecinitatea mici a punctului unghiular

(A, i) al conturului T',, unde valorile lui A, si i, sunt definite de parametrul s, = 3/3/8, astfel

~ ~ 5/81 P ~ 5 . v - - :
A =A(s) =5 ’7/4 si [, = fi(s,) = — 73 Mentionam ca contururile I'y; si I}, au o



tangentd comuna in S« care se caracterizeaza prin valoarea derivatei (dﬁ/ di )s:& =1/s?, sau

(dﬁ/ dZ) =%/(8/3) ~1.49. S schimbdm variabila s prin S.+7 in dependenta parametricd

(2.24) pentru conturul T, si sa reprezentim dependentele parametrice A(s) si fi(s) sub forma

seriei de putere a variabilei noi 7z Dependenta lor asimptoticd poate fi scrisa acum ca

2@~ A —a,r? —a,ct +...sipe) ~ [ — B,7° + Byrd +...,unde «a, =155\/(8/3)3/4, a,=95

si §,=10, p, =403/8/3/3, respectiv. Expresia pentru 1(r) poate fi reprezentatd in forma

R LA a R "
echivalentd 7%= —=47%+..., deci ridicinile sunt r,, =+ -4t 4., sau

a, a, ’ a, a,

~ oe(2,7)| | , 2a 7’
7,, =+&(4,7) Deoarece = M si, respectiv, (=—%—— <<1 cand
aT az Z‘k—i a4 4
-7 +...
o, &

7 <<1, putem defini procesul iterativ 7., (Z) = S(Z T, (/:L-)) pentru a gasi dependenta explicita

z(1). Astfel, alegind aproximatia initiala Tl(g) (4)=0, succesiv obtinem aproximatiile

_~ ~_~ —~ ~_~ ~_~2 ~_~ _~ e
()=t |~ ”“,rf,?(ﬂ)ﬂ\/ﬂ* A (A 2) wJﬂ* ﬂ(l—ia—‘é(ﬂk—i)f--j-
a, a, a, o, 2a,

Substitutia acestei reprezentari asimptotice pentru z(1) in dependenta parametrica anterioara

4(r) duce la reprezentarea asimptoticd in vecinitatea micd a punctului unghiular S« al

. I 2 TN T [ A
conturului  I',, adica: A) = *—5[—j A—A)t ! (—J A—A)2 +.... Putem
2 u) = p 3 ( ) NEAlE ( )

conchide cd doua echilibre se intrunesc in unul in punctul unghiular si, asemenea bifurcatiei

tangentiale, pot fi interpretate drept extindere subita a fazelor.
2.5. Analiza stabilititii starilor stationare
Stabilitatea sistemului descris de un potential cinetic asimetric

Sa revenim la o analizd mai detaliata a starilor stationare pentru sistemul caracterizat de un
potential cinetic asimetric (2.11) in termenii stabilitatii acestora. In acest scop, se cere de a aplica
conditiile generale de stabilitate (2.7) si (2.8) tindnd cont de ecuatia (2.11) pentru potentialul

cinetic. Drept rezultat, concludem ca starile stationare stabile sunt descrise de relatiile:
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(A +EX, + X2 +x2)x, =0, — A+ 28, +3ux? +5x! >0, (2.31)
iar cele instabile sunt descrise precum urmeaza:

(A +EX + ux2 +x2)x, =0 s — A+ 28, +3uxZ +5x <0. (2.32)
Mai intdi, mentionam cd, precum rezulta din ecuatiile (2.31) si (2.32), stabilitatea starii stationare

nule X, =0 nu depinde de parametrii de control & si u si este determinata doar de semnul

parametrului de control 4. Astfel, in conformitate cu eceste ecuatii, starea X, =0 este stabild
pentru valorile negative A, pe cand pentru cele pozitive este instabila.

Vom analiza in continuare starile stationare X, # 0; in acest scop, vom scrie ecuatiile (2.31) si
(2.32) corespunzator:
—A+E 2+ X =0, —A+28 +3uxZ +5x2 >0. (2.33)
pentru starile stabile si
— A+, A+ ux2 +xE =0, —A+28, +3ux? +5x! <0 (2.34)
pentru cele instabile. Conditiile de stabilitate (2.33) si (2.34) pot fi scrise in formd mai explicitd
prin excluderea parametrului A . Deci, starile netriviale de echilibru stabile sunt descrise de
relatiile
E+2ux, +4x3 >0 pentru X, >0 si &+ 2ux, +4x3 <0 pentru X, <0, (2.35)
st stdrile instabile pot fi descrise conform expresiilor
E+2ux, +4x3 <0 pentru X, >0 si &+2ux, +4x2 >0 pentru X, <0. (2.36)
Relatiile (2.35) si (2.36) implica ca frontierele de separare a regiunilor ce contin strari stationare
stabile si instabile sa fie definite de
E+2ux, +4x2 =0 (2.37)

1 2
sau, tindnd cont de variabilele y=X.& ® si 7= u& 3 introduse in 2.3.1, aceasta ecuatie capata

forma

1
y3+%y+2:0. (2.38)

Spre deosebire de ecuatia (2.37), ecuatia (2.38) depinde doar de un parametru. Astfel,

dependenta y(u) a radacinilor reale ale ecuatiei ce contine parametrul x este determinata de
ecuatia (2.38). Mentiondm ca graficele acestor curbe nu intersecteaza axa u, deoarece partea
stAngd a acestei ecuatii nu sjunge in zero pentru y = 0; astfel, curbele y(z) apartin complet fie

semiplanului superior, fie celui inferior al planului parametric (y, ). Bifurcatia solutiilor

ecuatiei (2.38), in corespondenta cu conditiile generale (2.3), se produce atunci cand punctele
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~ ~

1
parametrilor sunt definite de sistemul de ecuatii y°* + % y+ " =0 si 3y’ +% =0, de unde se pot

obtine valorile de bifurcare Y. =

N |-

si Hs= —E. Drept rezultat, concludem ca exista doar o

solutie reald y(zz) pentru 4 > [ si trei solutii reale pentru 1 < fi..

Reprezentarea graficd a dependentei y(zz) definitd de ecuatia (2.38) este prezentatd in Figura
2.1. Aici se poate vedea ca contururile I, situat in jumatate de jos a planului, si ﬁ - 1n
jumatatea de sus, divizeaza planul parametric (i, y) in trei regiuni: D, care cuprinde suprafata
sub curba I, D, reprezintd regiunea situatd intre curbele I} si [, si D, este cuprinsd in

interiorul conturul £ .

=

Fig. 2.1. Analiza stabilitatii starilor stationare in prezenta eterogenitatii. Contururile I si

I, divizeaza planul parametric ( 1, V') in trei domenii: D, , D; ,si p - .

In cadrul fiecirei regiuni, partea stingi a ecuatiei (2.38) pentru toate punctele din aceste

domenii ia valorile de acelasi semn. Deoarece aceastd expresie ia valoare pozitiva in origine,
atunci ea este pozitiva pe intreg domeniul D; . Aceasta implica faptul ca partea stdnga a ecuatiei
(2.38) in regiunile D, si D, poate lua doar valori negative. Presupunem c conturul I este
descris de relatia Y, () si {4 - de cele doud dependente Y,(#) si Y;(i), corespunzitor. Prin

aceasta, dependenta Y, (1) descrie ramura inferioard a curbei si Y,(#) ramura superioari.
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Reprezentarea asimptotica pentru aceste dependente pentru valorile parametrului | ﬁ| >>1 poate

fi scrisd precum urmeaza:

~ 1 - - [ 7 -

I yl(ﬂ)z—ﬁ, a>>1, Y, (1)~ - ‘%’ —p>>1; (2.39)
~ 1 - ~ 0 -

[y yz(ﬂ)z_ﬁl —p>>1, Yy (u) = —%, —p>>1. (2.40)

Stabilitatea sistemului in prezenta cAmpului extern constant

In cazul tranzitiilor de faza care au loc in prezenta unui cAmp extern, potentialul cinetic este
descris prin ecuatia (2.20) si conditiile generale de stabilitate a starilor stationare (2.7) si (2.8) in

cazul acestui potential sunt descrise de relatiile

17— AX, + X2 + X2 =0, —A+3ux? +5x¢ >0 (2.41)
pentru starile stabile de echilibru si, cele instabile fiind descrise dupa cum urmeaza:

17— X, + X2 +x2 =0, —A+3ux? +5x? <0. (2.42)
Solutionand egalitatile respective in raport cu parametrul A si substituind expresia obtinuta in

inegalitatile (2.41) si (2.42), ajungem la reprezentarea conditiilor de stabilitate a starilor de

echilibru in forma

—n+2ux3+4x2 >0, X, >0, —np+2ux2+4x% <0, x, <0 (2.43)
pentru starile stabile si

—n+2uxd +4x2 <0, xS>O,—77+2,ux§’+4x55>0, X, <0 (2.44)
pentru cele instabile. Deci, relatiile de mai sus implica ca frontiera ce separa regiunile cu stari
stationare stabile de cele instabile sa fie definita prin

—n+2ux3 +4x2 =0. (2.45)

1 2
Tinand cont de variabilele Yy =X ° si iz = un 5 introduse in 2.3.2, ecuatia (2.45) poate fi

rescrisd in forma dependentei de un singur parametru

~

U 1
"+ oy = =0, 2.46
S A (2.46)

Dependenta y(u) al radacinilor reale ale ecuatiei ce contine parametrul z este determinatd de
ecuatia (2.46). lardsi mentiondm faptul ca graficul acestor curbe nu intersecteazi axa i,
deoarece partea stanga a ecuatiei (2.46) nu poate fi redusa la zero pentru y =0, deci curbele

y(x2) apartin in intregime fie jumatdtii superioare, fie celei inferioare a planului parametric
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(fi,y). In baza conditiei generale (2.3), bifurcatia solutiilor ecuatiei are loc atunci cand valorile

. . 1 3
parametrilor sunt definite de sistemul de ecuatii y® +%y3 e 0 si 5y* +7ﬂ y> =0. Astfel,

. : : : .. 3 . - -
obtinem valorile de bifurcatie pentru parametrii VY. =—5\/; sl [, :—i. Graficile

/54

dependentelor y(z) definite de ecuatia (2.46) sunt prezentate in Figura 2.2. Se poate vedea ca

Fig. 2.2. Analiza stabilitatii starilor stationare la cuplarea cu un cadmp extern. Contururile I

si 4 divizeaza planul parametric ({, ) in trei domenii: D;", D, ,si D; .

contururile I, situat in semiplanul superior, si 4 - in semiplanul inferior, divizeaza planul
parametric (i, y) in trei regiuni: D,” se intinde mai sus de conturul I';, D, reprezinta regiunea

cuprinsi intre I si 4 si D; - regiunea cuprinsi in interiorul conturului £ . In cadrul fiecarei

regiuni, valoarea din partea stanga a ecuatiei (2.46), pentru toate punctele din domeniile

respective, va avea acelasi semn. Deoarece expresia ia valori negative in origine, valorile

negative vor fi inregistrate pe intreg domeniul D, . Partea stdngd a ecuatiei va lua doar valori
pozitive pentru domeniile D, si D;. Presupunem ca conturul I’ corespunde dependentei
y,(#) si conturul £ corespunde dependentelor Y,(Z) si y,(i). Relatia Y,(#) va descrie
ramura superioard a curbei, pe cand Y,(#) - pe cea inferioard si reprezentirile asimptotice ale

acestor dependente pentru valorile parametrului |z| >>1 sunt:
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- 1 - - _
I yl(ﬂ)zaﬁ, a>>1,y (i)~ —g, —>>1; (2.47)

- |1 ~ - | ~
I,:y,(u)~—s _ﬁ’ —u>>1, y. (a) ~— —%, — i >>1. (2.48)

2.6. Rezultate numerice si discutii
Impactul asimetriei asupra tranzitiei de faza

in Figura 2.3 este prezentati dependenta parametricd ®(1,z) =0 intre parametrii de control
A si i definiti de ecuatiile (2.17) in domeniul de valori ale parametrului de ordine —2<y<2.1In
aceasta figura este usor de urmarit evolutia acestei relatii parametrice in dependentd de setul de
parametri de control (1, ). Astfel, ca rezultat al analizelor, conchidem ca contururile Ty, si [,
separd planul parametric (4, i) in trei regiuni, notate prin Do, Dy, si Ds. Regiunea Dy din partea
de sus contine valori ale parametrilor pentru care ecuatia (2.14) nu are solutii reale. Domeniul D,

reprezintd domeniul de valori ale parametrilor, pentru care sunt doua solutii fizic acceptabile si

este situat pe partea dreapta a Figurii 2.3, precum si in aria ingusta intre contururile Iy, si I,,.

Domeniul cu patru solutii reale este D4 situat in partea de jos a conturului Iy,. Conturul T,

intersecteazd axa A in  punctul L :—iz—0_47 care corespunde valorii

43/4
y® =_1/3/4 ~—0.63. Ramura superioard a conturului I, intersecteazd axa [ la

i, = _ 3 < _1.89, care corespunde valorii y% —1/3/2 ~0.79.

Va4
Cum a fost aritat in paragraful 2.5, valorile mici pozitive ale parametrului A corespund

valorilor mici pozitive pentru y in domeniul 0<Yy<Y., unde punctul unghiular y. =12 si
reprezentarea asimptotica corespunzdtoare este ﬁ(i) ~ —ﬁ pentru A « 1 pozitiv. Ecuatia
ﬁ(i) ~ —2\/—_1 pentru —A > 1 reprezinti dependenta asimptoticd pentru ambele cazuri: a)
Yy > Y. pozitiv (ramura superioara z, (1) a conturului I'y,) si b) valorile absolute mari pentru y
negativ (ramura inferioara a conturului I',), si anume: |y| >>1, care este reprezentata in Figura
2.3 prin linie intreruptd. De asemenea, valorile negative mici ale lui 1 (y) si valorile pozitive

mari ale lui f(y) in continuarea conturului I’,, corespund valorii absolute mici a parametrului
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de ordine negativ y. Reprezentarea asimptotica corespunzatoare este ﬁ(ﬂ) ~ — % pentru valorile
-1« 1.

Pentru a identifica domeniile Dy, Dy, si Dy, este suficient a stabili numarul solutiilor in doar
un punct arbitrar pentru fiecare domeniu prin selectarea setului de parametri (1, fi), care sunt cele
mai convenabile pentru aceastd analizd. Mai intai, calculele simple pot fi efectuate pentru
valoarea zero a parametrilor de control, altfel spus, punctul respectiv va fi originea sistemului de
coordonate a planului parametric A = 0 si i = 0. Pentru aceste valori ale parametrilor ecuatia
(2.14) este scrisd sub forma F(y;0,0)=y*+y=0, care are doar doud solutii reale y;=0 si
y,=—1; astfel, rezultd ci pentru toate valorile parametrilor 1 si fi apartinind acestui deomeniu (
spatiul situat intre contururile Iy, si I};) ecuatia (2.14) are doar doud solutii distincte,
acceptabile fizic. Prin urmare, notam regiunea prin D,. Sa stabilim numarul solutiilor in regiunea
stangi a conturului Ty,. In acest scop, analizim numdrul solutiilor ecuatiei (2.14) pentru valorile
parametrilor apartinand domeniului Dy din Figura 2.3, de exemplu A = —1 si i = 0. In acest caz,
obtinem F(y;—10)=y*+y+1=0. Deoarece derivata a doua F"(y;—1,0) este pozitiva si
egald cu 12y?, aceastd functie este convexa si astfel are doar un punct extrem (minim) pentru

Ymn = —1/3/4, care este egal cu F,, =1—3/43/4 >0. Deci, am obtinut F(y;-1,0)>F,, >0,

n

iar ecuatia F(y;—1,0) =0 nu are solutii reale pentru orice valori ale parametrilor 1 si fi ce
apartin acestui domeniu. Astfel, ecuatia (2.14) nu are solutii acceptabile fizic si domeniul din
partea superioard a Figura 2.3 este notat prin Do corespunzitor. In sférsit, si analizim numdrul
solutiilor reale ale ecuatiei (2.14) pentru domeniul de valori ale parametrilor delimitat de
conturul I'y,. Selectim punctul cu coordonatele A=0 si u =-3 ca punct specific al acestei
regiuni. Ecuatia (2.14) ia forma F(y;0,—3) = y* —3y? + y = 0 pentru acest set al parametrilor si
are patru solutii reale: y=0 si trei solutii reale ale ecuatiei y> —3y+1=0. Astfel, pentru toate

valorile parametrilor 1 si {i in regiunea delimitati de conturul Iy, (si notat prin Dj), ecuatia

(2.14) are patru solutii reale.

1 4

Sa mentionam cazul particular, si anume: pentru &=1. Tinand contde y =X, 3, 1 = A& °, si

2
f=ué® pentru & =0, ne intoarcem la valorile vechi ale parametrilor de ordine si control

X, =Y, A=A, si u=p sireutilizdm rezultatele reprezentate prin diagrama de bifurcatie a

solutiilor starilor stabile versus A, si anume: dependenta parametrului de ordine Xs de
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Region D,

Region D,

-10 -
Region D, | T

-20

Fig. 2.3. Dependenta parametricd & (7 (), Z(y)) pentru —2<y <2 Contururile T, si
I',, divizeaza planul parametric in domeniile Do, D2, si Dy. Liniile intrerupte reprezinta

dependentele asimptotice (1) cand —1>>1.

parametrului de control A in domeniul de valori /16[— 4,4], pentru u=—2 si &=1 [55]. In
domeniul de valori 1 e[-2,0.2], precum este aratat in Figura 2.3 pentru z=u=-2, este
indicata tranzitia de la regiunea D, catre regiunea Dy, si iarasi catre regiunea D, respectiv de la
dreapta spre stanga. Cu toate acestea, pentru & =22 si u=—2, care corespund in Figura 2.3

pentru zz = -1, este doar o tranzitie de la domeniul Dy catre domeniu D; pentru intreg intervalul

de valori A .

Precum se mai poate vedea din Figura 2.4(a), cea mai joasa ramura negativa si cea mai inalta
ramurd pozitiva sunt asociate lichidului L1 si fazei cristaline C. Ramura x,=0 pentru 1 < 0
corespunde unei noi faze fluide L2, diferite de L1 [4, 5, 55]. Ramurile L1, C, si L2 (1< 0)
corespund minimului potentialului de tip Landau U(x;A, 1, &), pe cand celelalte ramase sunt
instabile si corespund maximelor. Sa studiem in continuare stabilitatea solutiilor starilor
stationare X (4) reprezentate prin diagrama de bifurcatie (Figura 2.4) si aplicAnd conditiile
generale pentru starile stabile si instabile, ecuatiile (2.7) si (2.8) respectiv, precum si ecuatia
(2.10) pentru derivata parametrului de ordine. In acest caz particular al dinamicii de tranzitie in

prezenta eterogenitatii, setul parametrilor de control «,,a,,...,a,, este reprezentat de o singura
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variabild ¢, = A . Prin prezenta, conditiile (2.7) si (2.8) isi pastreazd forma si ecuatia (2.10)
devine

dx,  0U(XA,d,)/oxoA

S

di U(xA,d,) oK

(2.49)

unde @, =(a,,a,,...,a,,) este un set de valori fixate ale parametrului. Pentru potentialul

cinetic U(X;4,a,) care implica un singur parametru de ordine si coeficientul de asimetrie &

T T T T T T T T 11T

Xs

L N B R B B N N B S N N R N B R B R B R R

Fig. 2.4. Diagrama de bifurcatie pentru solutiile stationare Xs ale ecuatiilor (a)
F(x;A,1,5) =0 si (b) F(x,;A4,12,77) =0 versus A. Linniile continue in (a) si (b) reprezinta

cazul dinamicii intrinsece de tranzitie (£&=7=0). Curbele intrerupta si punctata in (),
intrerupta, punctata si intrerupta si punctata in (b) corespund potentialului cinetic ce implica

un efect aditional de asimetrie prin &=+1 si + 2\/5 , precum si valorile coeficientului de

cuplare la un camp extern 77=(2/5)%2, (2/3)%2 si 4+/2 , respectiv. Valoarea parametrului
1=—2. C, L1 si L2 reprezinta, corespunzator, faza cristalind si doua faze lichide.
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: : . 0°U . dapi 0°U . 0°U
definit de ecuatia (2.11), putem scrie = —x,; deci, avem <0 pentru X, >0 si
OXOA OXoA OXoA

>0

2 .
pentru X, <0. Putem conclude ca o U(X’;’f"’%) > 0in regiunea valorilor pozitive x, >0
X

XS

pentru dependentele X (A), unde

>0, si aceste stari de echilibru sunt stabile, in timp ce

. . . . 2y (x: . dx .
starile de echilibru instabile sunt date de 0 U(X’ai’z‘fo’“(’) <0 1in regiunile cu i > <0. Prin

analogie ajungem la concluzia ca starile de echilibru sunt instabile pentru valorile negative X, in

XS

- dx : . .
regiunile X,(4) pentru care d/IS >0, iar pentru <0 aceste stari devin stabile.

Impactul cAmpului extern continuu asupra tranzitiei de faza

in Figura 2.5 este aratata dependenta parametrica W (7, zz) =0 intre parametrii de control 1

si z definiti de ecuatiile (2.25) in domeniul de valori ale parametrului de ordine 0.2 <|y|< 2.

Rezultatele analitice ale comportamentului asimptotic pentru |y|<<1 si |y|>>1 au fost
prezentate in paragraful 2.5. Aici am obtinut ca contururile I', I, si I}, ce separd planul

parametric (Z, i) in patru regiuni notate prin D1, D31, Dsp, si Ds. Astfel, domeniul D; este

caracterizat de o singura solutie reald a ecuatiei (2.23) , fiind situat in partea de sus a Figurii 2.5.

Domeniile D3; si D3, sunt caracterizate de cate trei solutii distincte acceptabile fizic: Ds; este

situat in partea dreaptd a figurii si D3, — in domeniul ingust delimitat de contururile I',,, I’ si
I,. In domeniul Ds, situat in partea de jos intre contururile I} si T',,, exista cinci solutii reale
pentru ecuatia (2.23). Punctul de intersectie intre aceste contururi are coordonatele (4, ~ —2.87,
i, ®—3.79) si corespund parametrului de ordine y; ~1.41 pentru valorile pozitive ale lui y si
y;., ~—0.54 pentru —oo <y < 0. Dependenta asimptotica /7(1) ~ —2\/7 (y>>1 si s>>1, unde
S=-Y) este prezentata in figura prin linie intreruptd. Pe de alta parte, valorile mari pozitive ale lui

A si n in continuarea conturului I corespund valorilor mici ale Iui y si reprezentarea

_ o~ 4= ~ = 4=
asimptoticd a acestora este ,u(i)zﬁf pentru A >>1. Ecuatia ,u(/l)zﬁls reprezintd
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dependenta asimptoticd in cazul S <<1 pentru valori negative mari ale parametrilor 7 si z in
continuarea conturului I, .

Sa determinam numarul solutiilor reale ale ecuatiei (2.23) pentru orice set de parametri (Z :
) din fiecare regiune cu scopul de a identifica aceste domenii. Cand 1=0 si =0, ecuatia

devine y°+1=0, si aici este identificati doar o solutic reald (domeniul D;). Ecuatia

Vo +7iy*+1=0 are trei solutii reale, cand A =0 si i<, (domeniul D). Conturul T}

~

intersecteazd ambele axe gz si A in punctele de intersectie i, =-5/2/108 ~—1.96 si

A, = 5i\/— ~1.65 care corespund pentru y*) =§/3/2 ~1.08 si y® =1/%/4 ~ 0.76, respectiv.
23/8
H
5 |
Region Dy i T,
y) [
-15 -10 -5 / 5

Reqgion D3,

Region Ds;
_10 -

Region Ds

-15 -

Fig. 2.5. Dependenta parametrica ¥ (4, 7) = 0 pentru 0.2 <|y| < 2 (2.25). Contururile
I, I,,, si I,, divizeaza planul parametric in regiunile D;, D31, D3y, si Ds. Linia

intrerupta reprezintd dependenta asimptoticd zi (/) atunci cdnd —A >>1.

Mai sunt doud domenii cu trei solutii distincte acceptabile fizic in domeniul ingust intre

contururile I',,, I',; si I} (doemniul Dg,), precum si cinci solutii reale ale ecuatiei (2.23) intre

contururile T} si I',; (domeniul Ds) pentru orice set al parametrilor de control (4, i) din

domeniile respective.
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1 4 2
Tinand cont de notatiile Y=X77 °, A=Ay ° si u=un ° pentru 5 =0, acum ne Intoarcem

la parametrii initiali X5, A, si g Aceastd problemad a fost solutionatd anterior doar in caz
particular, cand parametrii de control sunt proportionali (7~1) [5, 55]. In Figura 2.4(b) este
prezentatd diagrama de bifurcatie a starilor stationare ca solutii ale ecuatiei F(X;4,x,7)=0
versus 4, de exemplu: dependenta parametrului de ordine xs de parametrului de control A in
domeniul de valori /16[—5, 5], si pentru =2 si n=(2/5)°?, n= (213)*? si 7= 2/2, care
corespund in Figura 2.5 cu z=-5, -3 si —1, respectiv. Mentionam trei scenarii de tranzitii
diferite pe intreg plan parametric. Pentru 7z = —1 este o singura tranzitie intre D; si D3;. In Figura
2.5 pentru zz= -3 este prezenta tranzitia de la domeniul D; catre domeniul D3y, iardsi catre
domeniul D; si mai apoi catre domeniul D33, de la stanga spre dreapta, respectiv. Pentru iz =-5

are loc tranzitia din domeniul D; in domeniul Ds;, apoi in domeniul Ds, si, in final, catre
domeniul D3; de la stinga spre dreapta, respectiv. Mentiondm ca stabilitatea ambelor stari,
lichida L1 si cristalind C, descreste in timp ce creste valoarea # a coeficientului de cuplaj cu
campul extern.

Revenind la analiza stabilitdtii solutiilor stationare reprezentata grafic prin diagrama de
bifurcatie (Figura 2.4(b)), sa urmarim metoda descrisa in ultima sectiune a paragrafului 2.5.
Potentialul cinetic U (x; A, ,;7) acum este definit de ecuatia (2.20), dar se poate scrie din nou
o*U

P —x, care coincide cu reprezentarea analogicd a potentialului definit de ecuatia (2.11).
X

Respectiv, toate argumentarile si concluziile obtinute anterior pentru analiza stabilitatii starilor
stationare reprezentate de Figura 2.4(a) sunt valide si in cazul dinamicii de tranzitie in prezenta

campului extern.
Dinamica de tranzitie sub efectul fluctuatiilor termice

Deoarece tranzitia de la starea L1 la starea C are loc prin intermediul unei stari intermediare

L2, procesul global al tranzitiei poate fi reprezentat schematic dupa cum urmeaza:

Ky s
11 < L2 - C,
K,

unde starea C este tratata ca barierd de absorbtie si k;, i =13 sunt date de ecuatia generala pentru

ratele de tranzitie [36]:
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_i_ " " 1/2 — AU,
ki - 272_( U (Xmin)U (Xmax)) exp|:(q2/2)} (250)

Aici U" este derivata secundi a potentialului U(X) pentru ecuatiile (2.11) si (2.20), si barierele

de potential AU, =U(X,,)—U(X,,), In cazul in care X, este valoarea lui x asociatd
minimului U(x), X.,, corespunde valorii maxime pentru U(X), separand acest minim de referinta

de la un al doilea minim adiacent X/, . S& mentionim ca validitatea ecuatiei (2.50) implica ca

AU; si fie mult mai mare ca °/2 si ca rata de tranzitie este datd din X, in X, .

Dinamica implica trei tranzitii: L1— L2, L2—L1 si L2—C, deci probabilitatile de a gasi
sistemul in starile L1 si L2 vor fi p, si P.,, iar p. =1-p,, —P,,; acestea satisfac ecuatiile
pentru ratele de tranzitie

dp,,

d )
P =—k p, +Kk,p., si T =k Py — (K, +Kg) P, - (2.51)

dt

Rata generald a tranzitiilor din starea L1 in starea C este datd de valoarea absolutd minima a

valorii proprii x a matricii probabilitatilor de tranzitie ce se contine in ecuatiile (2.51) per unitate

de timp:

1
K:E_(kl"'kz+k3)+\/_4k1k3+(k1+k2 +k3)2]’ (2.52)

. . . g -1 . .
deci timpul mediu de tranzitie corespunzator este 7, o = |K‘| . Cazul particular k, =k, poate fi

gasit in [15]. In Figura 2.6 am reprezentat logaritmul zecimal al timpului mediu de tranzitie 7
intre starea lichida L1 si starea cristalind C versus A in regiunea de coexistenta a starilor L1 si L2
pentru valoarea parametrului de control z=-2 si q°=0.1. Linia continua reprezinta cazul intrinsec
al tranzitiei de faza (7 = 0 si £ = 0), curbile intrerupta si punctata reprezinta cazurile £ = —0.1
si —0.25, respectiv. Linia intrerupti si punctatd corespunde valorii 7=(2/5)" a coeficientului de
cuplare al sitemului la un camp extern constant. Astfel, putem conclude cd timpul mediu de
tranzitie descreste in prezenta starii intermediare L2, unde sistemul trece printr-un minim local

pentru valorile parametrului de control A corespunzatoare regiunii de coexistenta a starilor L1 si

L2, U(L1)=U(L2) pentru diferite valori ale parametrilor de control & si 7, cand barierele AU,
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Fig. 2.6. Logaritm zecimal al timpului mediu de tranzitie 7 intre fazele lichida L1 si
cristalina C versus A in regiunea de coexistenta a starilor L1 si L2, unde sistemul trece
printr-un minim. Curbele continud, intrerupta si cea punctata reprezinta cazurile 7=0 si &=0,
—0.1 si —0.25, respectiv. Linia intrerupta si punctata corespunde coeficientului de cuplare la
un camp extern 77=(2/5)". Valorile parametrilor 1=—2 si q>=0.1.

pentru tranzitiile L1— L2 si L2—L1 devin asemenea. Datorita barierilor de potential mici in
comparatie cu g%, validitatea ecuatiei (2.50) nu este indeplinitd in regiunea apropiata de A=0.
Mentionam cd prezenta starii intermediare poate Intr-adevar spori rata de nucleere si, in plus, o
crestere a eterogenitatii sistemului accelereaza dinamica tranzitiei, in timp ce prezenta unui camp

extern constant ar creste timpul mediu de tranzitie.
Cazul general al dinamicii intrinsece de tranzitie

Sé consideram cazurile valorilor nule ale parametrilor de control ¢ si 7. Liniile solide in
Figura 2.4(a) si in Figura 2.4(b) indica dinamica de tranzitie intrinseca. Potentialul cinetic U(X)
este unul simetric cand ¢=0 sau 7=0 in ecuatiile (2.11) sau (2.20), respectiv, si doi parametri de
control notati prin 4 si u se refera doar la cazul general al dinamicii intrinsece de tranzitie.
Functia F(X; 4, 1,0) corespunde acestui potential si ambele ecuatii (2.12) si (2.21) pot fi scrise
sub forma
F(X.; A, 1,0) = X2 + ux2 —21=0. (2.53)

Ecuatia (2.53) este o ecuatie bipatratica, toate solutiile sale sunt reprezentate de patru expresii:
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2
X12,34 :i\/_gi\/%"‘ﬂ : (2.54)

Solutiile (2.44) ale ecuatiei (2.53) permit o analiza bifurcationala fundamentala a cineticii
tranzitiilor de faza [15], dar mai putem aplica si abordarea generald anterioara pentru a obtine o

analiza calitativa a solutiilor (2.54). Rezultatul acestor analize permite schitarea concluziilor
despre structura solutiilor ecuatiei F(X,;A4,,0) =0 nu doar pentru ecuatia bipatratica (2.53),
dar si pentru o clasa mai larga de functii F(X,; A4, &). Pentru comoditatea discutiilor urmatoare,
trebuie sa explicam cazul valorilor pozitive si negative ale parametrului x in ecuatia (2.53).
Pentru valorile pozitive x>0, introducem parametrii noi y=x_/\[u si y=A4/u’; atunci
ecuatia (2.53) poate fi rescrisa intr-o forma echivalenta
F(yin)=y*+y*—y=0. (2.55)
Ecuatia (2.55), spre deosebire de (2.53), depinde doar de un parametru. Mentionam proprietitile

generale ale functiei F(y;y) care sunt importante pentru analiza ulterioard, si anume: a)
proprietatea  de  paritate F(y;7)=F(-y;y) si  b) proprietatea  convexitatii
02F(y;y)/oy? =12y? +2 > 0. Aceste proprietiti implica ca functia F(y;y) sd posede un singur
minim E_ =F(0;)=—» pe intreg interval —0<Y <o0; prin urmare, F(y;»)>F,, =—y.
Bifurcatia solutiilor ecuatiei (2.55) este confirmata prin calcule specifice, utilizand conditiile
generale de bifurcatie F(y;y)=y*+y?—y =0 si oF(y;y)/oy =2y(2y? +1)=0, de unde
obtinem valorile de bifurcatie ale parametrilor y =0 si y=0.

Pentru valorile negative x<0, introducem parametrii x =\/7y si y:l/uz. Atunci
ecuatia (2.53) poate fi rescrisa intr-o forma echivalenta
F(y;i»)=y*—y*—r=0. (2.56)
Mentiondm ca ambele ecuatii (2.55) si (2.56), spre deosebire de ecuatia (2.53), depind de un

singur parametru de control. Si iardsi putem mentiona doud proprietati generale ale functiei

F(y;y), care sunt importante pentru analiza ulterioara: a) proprietatea de paritate
F(y;») = E(~y;y) si b) prezenta a adoud minime ale functiei F(y;y) egale si simetrice unul
fata de altul care apar la Y, = +/2/2, si anume: F.n = F(&~2/2;7)=—-1/4—y, deci
F(y;»)=F,,, =—1/4—y . Imediat rezultd ca avem F_, >0 pentru toate valorile parametrului
y <=1/4. Astfel, partea stinga a ecuatiei (2.56) este strict pozitivi, deci lipsesc solutii reale ale

acestei ecuatii in domeniul de valori —o0 < y <—1/4 . Pe langa doud minime, functia F(y;y) are
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si un maxim local pentru y=0, adica: Emax = F(0;y) = —y ; in asemenea mod, 'Emax < 0 pentru >0
si 'Emax >0 pentru »<0. Rezultat similar cu referire la bifurcatia solutiilor (2.56), precum a fost
demonstrat, se obtine prin aplicarea conditiilor generale de bifurcatie F(y;y)=y*—y?—y =0

si 6F(y;y)/oy =2y(2y? —1) =0, de unde obtinem valorile de bifurcatic ale parametrilor

7:_]/4’ y1,2:i\/§/2 si =0, y=0.

2.7. Aplicatii ale teoriei si comparatia cu experimentul

Timpul mediu de tranzitie in functie de parametrii de control: analizi comparativa a

modelelor

Este cunoscut faptul ca cristalizarea incepe cu generarea cristalitilor ca o regiune mica in
cadrul careia moleculele sunt aranjate intr-un mod similar ca si in cristal [2, 21, 29]. Solidificarea
sub forma de cristal la nivel microscopic trebuie sa decurga prin fluctuatia structurii lichide, fiind
apoi urmata de cresterea cristalului ca un proces de cristalizare macroscopic. Fenomenul de
relaxare a starilor metastabile la tranzitiile lichid<>solid este studiat mult mai superficial decat
tranzitiile de faza lichid«»>gaz, iar relaxarea structurald in lichidele subracite reprezintd un proces
stocastic, care, in general, este descris de o functie aleatoare cu un domeniu de definitie temporal
sau spatial.

Rolul unei stari intermediare metastabile in tranzitiile dintre doud stari stabile induse de
fluctuatiile de structura a fost analizat in cadrul modelelor cinetice macroscopice cu unul si doi
parametri de ordine [5, 68], scopul principal fiind evidentierea conditiilor pentru care ratele de
tranzitie pot fi amplificate de prezenta starii intermediare, atunci cand fortele intermoleculare de
interactiune sunt slabe si existd doar o ordine apropiata in sistem. Aceasta corespunde situatiei
cand cristalizarea substantei se produce prin rearanjarea moleculelor la interfata dintre clusteri si
lichid astfel incat procesul de crestere a lor are loc prin anexarea moleculelor fazei lichide de la
frontiera cluster-lichid [68]. In cadrul aproximatiei unui echilibru local, se presupune ci campul
respectiv al fortelor poseda structura derivatei functiei energiei libere de tip Landau, iar factorii
de proportionalitate sunt coeficientii de difuzie, viscozitate etc. In anumite conditii modelate cu
ajutorul parametrilor de ordine, starile intermediare pot contribui esential la cristalizarea
substantelor prin micsorarea barierei energiei libere, care ar putea fi de ordinul 100kgT, sau,
dimpotriva, reduce semnificativ rata de tranzitie in dependenta de valorile parametrilor de

control.
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in modelul parametric al procesului de cristalizare [55, 56, 68-71] am obtinut dependenta
logaritmica a timpului mediu de tranzitie cand procesul este descris de un potential cinetic de tip
Landau U(x;A,u,€,m) [56, 57, 69]. Potentialul de ordinul 6 a permis sa descriem sistemul cu doua
stari stabile a si ¢ (lichid si cristal) si o stare intermediara metastabila b (lichid 2), precum este
prezentat in Figura 2.7.

Ca urmare a descoperirii generarii si extinctiei nucleelor de cristalizare in lichide supraracite
la temperaturi foarte joase, a fost dezvoltata teoria tranzitiei de faza in lichide subracite si gaze
bazat pe conceptul de clusteri. Odata ce generarea si extinderea nucleelor de cristalizare a fost
observata experimental in lichidele subracite, aceasta a dat nastere unui nou concept de relaxare
ireversibild in lichide si gaze subracite [1, 2, 21]. Valoarea practica al acestei cercetari este
determinata de importanta intelegerii conexiunii intre proprietatile fizice, structura microscopica
a substantei si conditiile macroscopice de procesare a materialului, care este deosebit de
important pentru a produce materiale noi cu proprietati tehnologice avansate.

Importanta proceselor de relaxare o si f in lichide subricite, care sunt caracterizate in
termenii de regiuni structurale ale lichidului, a fost discutata pentru prima data de prof. M.Oguni

de la Tokyo Institute of Technology [26]. Astfel, relaxarea a a fost definita ca fiind reorganizarea

rb\,

U(x)

p(Xx) \

X

Fig.2.7. Prezentarea grafica a densitatii stationare de probabilitate pg(x) si a potentialului
model U(x).

moleculara in interiorul clusterului, iar relaxarea de tip f — reorganizarea in spatiul dintre
clusteri. Deci, cand lichidul subracit este incalzit, in regiunea temperaturii de tranzifie mai Intai

se formeaza starea cristalind metastabild si, la urmatoarea etapa, structura stabild cu molecule
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aranjate ordonat, care cresc in clusteri la temperaturi mai inalte datorita procesului de relaxare a.
Modelul se bazeaza pe date experimentale pentru compusi organici moleculari, dar acest
mecanism poate fi aplicat pentru orice lichid subracit, atunci cdnd dimensiunile unitatilor
structurale implicate in miscarea corelatd de reorganizare sunt mici In comparatie cu
dimensiunile clusterilor.

in [55] a fost dezvoltat modelul cinetic general care implicd un parametru de ordine pentru a
studia impactul asimetriei si al campului extern asupra tranzifiei de faza 1n prezenta starii
intermediare metastabile. Solutiile analitice au fost obtinute conform metodei Descartes-Euler de
solutionare a ecuatiilor polinomiale. In dependenti de valorile parametrilor de control,
potentialul poate avea una, doud sau trei minime, si problema este abordatd prin constructia
diagramelor de faza la echilibru. In general, caracteristicile universale ale scenariului de tranzitie
pot fi descrise prin potential de ordin sase cu patru parametri de control asociati cuplarii
sistemului la un camp extern, difuziei, asimetriei si viscozitatii. Deci, acestea sunt referite unor
parti ale potentialului efectiv ce descrie dinamica intrinsecd de tranzitie, bazata doar pe
coeficientii de difuzie si viscozitate, precum si termenii liniar §i cubic pe langa parametrul de
ordine, asociati cupldrii sistemului la un camp extern si, respectiv, asimetriei sistemului. Cand
potentialul de tip Landau poseda un singur parametru de ordine asociat fazei fluidului si un set
particular din trei parametri de control, s-ar putea evalua influenta asimetriei si a cuplarii
sistemului la un camp extern in prezenta stdrii intermediare, dar nu studiul cantitativ al
procesului de bifurcatie pentru intreg plan parametric.

Potentialul cinetic U (x; A, 1, &), care implicd un singur parametru de ordine X si coeficientul

de asimetrie & are forma (2.11), aceasta caracterizand dinamica de tranzitie in prezenta
eterogenitatii, pe cand (2.20) caracterizeaza dinamica de tranzitie la cuplaj cu campul extern (a
se vedea paragraful 2.3).

VVom analiza modelul pentru difuzia in potentualul cu doua gropi, pentru care densitatea de

probabilitate p(x,t) a particulei care satisface ecuatia  Fokker-Planck
0, p(X,t): 0, [U' (X)p(x,t)]+ Do? p(x,t), iar distributia stationara este

p.(x)=N-exp[-U(x)/ D]. (2.57)
Forma potentialului U(X) este prezentata in Figura 2.7, corespunzator cu @, C si b, care sunt

doud minime §i un maxim central. Astfel, sistemul este cel mai probabil de a fi gasit in starile a

Sau C.
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in 1940, Kramers a introdus ecuatia ce-i poarti numele, in care a luat in considerare miscarea
particulei sub influenta unui potential V(X) cu doud gropi [36]. In cazul amortizirii mari, poate

fi utilizata ecuatia Smoluchowski corespunzatoare si problema de trecere peste bariera de

potential se reduce la

2/ ey R op
E—ﬂ {v (x)p+KkT ax}' (2.58)

Consideram miscarea particulei in mediu fluctuant ca fiind unidimensionala; astfel, starea

particulei este descrisa de pozifia X si viteza V . Aceasta duce la ecuatia diferentiala

>0
Z,= ZB,k x) 2D, (x)- aTBkj(x) , (2.59)

i

dx dv
unde at =V si ma = —V ﬁv +./2 5K 5; , care, in esenta, sunt ecuatii Langevin, in care,

pentru simplicitate, scriem 67zma=f si V(X) este potentialul al carui gradient V' (X) genereaza
0 crestere a fortei ce actioneaza asupra particulei. Dacd admitem ca forta fizica de fluctuatii &(t)
si fie interpretatd ca &(t)dt=dW(t), obtinem:

madv = —[V' (x)+ Av]dt + /25T dW(t), (2.60)

pentru care ecuatia corespunzatoare Fokker-Planck este

op 10 g, LKT 0%p
g—&(VP)“LEE{[V( X)+ pv]p}+ YR (2.61)

Ecuatia poate fi putin simplificata prin introducerea variabilelor noi y=xvm/kT, u=v+/m/kT
 U(y)=V(X)/kT, yB/m.

Astfel, ecuatia Fokker-Planck ia forma
0 op
T=_"(u U — |lup+= |, 2.62
(p) [ (y)p]+ yau(p 8uj (2.62)

care se numeste ecuatia Kramers. Utilizand notatiile pentru doud minime $i un maxim central, a,

c si b, respectiv, precum in Figura 2.7, vom defini

M(x,t) = Jx'dx' p(x',t), (2.63)
N, () =1-N_(t)=M(b,1), (2.64)
si
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No (1) = (€ =) p(x,,1). (2.65)

Ulterior, sa definim marimile stationare corespunzatoare prin

n,=1-n, =_[ps(x')dx'

Mo =(C-a)p, (%) (2.66)
Din ecuatia Fokker-Planck
0, p(x,t) = 0,[U" (x) p(x,1)]+ DI; p(x,1) (2.67)
P, (X) va fi scris in forma
p.(X)=N-exp[-U(x)/D]. (2.68)
Astfel, putem scrie
dM(x,t) = D - ps(x)0x[p(x, 1) /ps (x)]. (2.69)

Aceste ecuatii pot fi integrate pentru a se obtine
d, [ dxM (x,t)/ p, (X) = D[p(X,,t)/ P, (%) — P(a,t)/ p, (a)]. (2.70)

Ecuatiile respective nu contin aproximatii; astfel, suntem nevoiti sa introducem un argument
mai putin riguros, care este dorit pentru a prezenta esenta metodei. Deoarece consideram ca
relaxarea in cadrul fiecarei gropi este destul de rapida, ne-am astepta ca distributia in fiecare
groapa sa se apropie de aceeasi forma ca si distributia stationard, dar ponderile relative ale celor
doua pic-uri sa fie diferite [56]. Aceasta poate fi formalizata prin scrierea
p.(X)N,(t)/n, x<b

p(x’t):{ps(xmca)/m, x>b.

(2.71)

Acest lucru va fi corect pentru cel mai mic ordin al lui D, cu exceptia regiunii de magnitudine

VD 1in apropierea maximului b. Daca substituim acestea in (2.71), obtinem

k(%)N, (t) = DIN, (t)/n, =N, (©)/n,] (2.723)
#4(%)N (t) = DIN, (t)/n = N, )/, ] (2.72b)
Cu
k(%) = [ P, () L -y (x)]dx (2.732)
#(x) = [ P, () TL=y ()]dx (2.73b)
si
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b
n;lj p.(Z)dz, x<b
p(x)=1 (2.74)
n[p,(2)dz, x>b.

Vom mentiona ca dacad x este diferit de a sau c, atunci w(X) discreste exponential cand
D — 0, dupa cum rezultd direct din forma explicitd pentru p,(x). Astfel, prin aplicarea

procedeului descris in sectiunea a treia a paragrafului 2.6 vom determina ratele de tranzitie
corespunzatoare (2.50) cu implicarea acestora pentru a determina timpul mediu de tranzitie intre
fazele lichida L1 si cea cristalind C in prezenta stdrii intermediare metastabile pentru diferite
valori ale parametrilor de control # si &, asociati cuplarii sistemului la un camp extern si in

prezenta eterogenitatii in sistem data de prezenta clusterilor de diferite marimi (Figura 2.8).
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Fig. 2.8. Logaritm zecimal al timpului mediu de tranzitie 7 intre starile lichida L1 si
cristalind C versus A in regiunea de coexistenta a starilor L1 si L2, unde sistemul trece
prin minim. Curbele solide reprezinta cazul 7=0 si &=0, liniile intrerupte reprezinta
cazurile valorilor coieficientilor 7 si £ prezentati pe figurd. Cu valori constante pentru
parametrii x=—2 si q>=0.1.

in Figura 2.9 este prezentat logaritmul zecimal al timpului mediu de tranzitie T intre faza
lichida stabila a si faza cristalind ¢ Tn raport cu parametrii de control ¢ si # In cazul Ay, =
—0.79 in regiunea de coexistenta a starilor a si b; pentru valorile parametrilor de control u = -2,
q? = 0.1. Observim ci timpul mediu de tranzitie descreste atunci cand sistemul se afli in
regiunea de coexistenta a stdrilor respective, unde se obtine un minimum pentru valorile negative

ale lui A. Totodata, prezenta unui camp extern, legatd de coeficientul #, va inceteni procesul de
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cristalizare; respectiv, timpul de tranzitie va creste. Pe cand prezenta eterogenitatii in sistem, data
prin coeficientul £, va accelera tranzitia de faza [56, 57, 70]. Aceste rezultate sunt generale si nu
depind de natura substantei.

In general, valoarea cea mai mare si valoarea cea mai micd a parametrului de ordine in
diagrama de bifurcatie (Figura 2.4) corespund minimului functiei de energie libera F, pe cand
valorile intermediare corespund starilor instabile (F are un maxim local sau un punct de
inflexiune), si aceste trei extreme sunt identificate drept faza cristalina si doua faze lichide [42].

In cazul sticlei cu o singura componenta care poate fi caracterizata in termenii presiunii P si ai

r _
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Fig. 2.9. Timpul mediu de tranzitie 7 in functie de parametrii de control & si .

volumului V, relatia dintre P si V poate fi obtinuta utilizind ecuatia P(V,T,x) = —(6F/8V); -

Mentionam ca P(V,T,x) pot fi derivate din datele experimentale si aceastda ecuatie poate fi
utilizata in viitor pentru a determina dependenta V de F(V,T,x). Atunci, F poate fi aplicat pentru a

primi entropia s = —(aF/aT), ,» $i In acest mod pot fi definite caldura specifica si alte marimi

termodinamice ale sistemului [17].
Experimentul de cristalizare a lizozimei

In calitate de exemplu experimental vom analiza cristalizarea lizozimei cu structura

prezentata in Figura 2.10. Experimentul de cristalizare implicd proteina de lizozima din
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precipitat cu raza tipici unui monomer R ~ 3 nm si densitatea egald cu 1.233 g/cm3. Masa
molari este 14600 g/mol si aceasta corespunde unei densititi molare p ~ 0.85 X 10™* mol/
cm3. Densitatea numairului de particule in precipitat, consideratd ca fiind o caracteristici
constantd a materialului, este estimata ca numarul de particule din clusterul critic n, care este

egali cu aproximativ 5 particule intr-un volum de 0.265 x 10729 cm3.

Concentratia
monomerilor in faza lichida pentru o suprafatd plana C, este, in esentd, determinatd de
solubilitate, care pentru lizozima la 20°C pentru 1.9% de clorura de sodiu (NaCl) si o aciditate

pH de 4.5 este egald cu 4 mM (sau m mol/l). In sfarsit, constanta capilard I' este considerata

Fig. 2.10. Structura lizozimei in baza analizei roentgenostructurale [76].

egala cu 10 nm, in care valorile pH-ului si ale concentratiei sunt cele estimate mai sus.

4TRpn R

Substituind aceste valori in ecuatia § = = obtinem 8 = 56.15 [40, 72-75], care va fi luatd

in considerare in calculul timpului mediu de relaxare in cadrul modelului teoretic. De asemenea,
fie R(r,t) raza cristalitului de forma sferica in functie de distanta r in momentul t. Valoarea
estimatd R., pentru care se obtine o valoare maximald a functiei radiale de distributie a

moleculelor solventului in jurul lizozimei, este 0.375 nm [77]. Prin urmare, valoarea critica a

parametrului de ordine x, = % este egalda cu 0.125. Pentru variabile dependente ale teoriei
r

fenomenologice respective, x =
R(7,t)

|

si g, unde C(r,t) = Cy [1 + ( )0'] este concentratia

monomerilor care formeaza precipitatul in faza lichida, este definitd ecuatia care descrie cinetica
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e « A c g . dx
tranzitiei de faza in variabilele respective, — =0

2x2 - . o . <
S, a carel forma mediata dupa intregul
c

d M 2x2 _ — M
ansamblu este &£ =2 _ L3 2% inde 5+ £33 = X = const [40].
dt 2 3 2x3+xZ 3 2
o . . adx au . . : o
Tinand cont de ecuatia Langevine, d—f = — -, pentru potentialul U, in rezultatul integrarii se
obtine:
: __M B 41 3 3
UM, B, x.) = —sx+oxt+ gln(Zx + x2) + const, (2.75)

unde constantele M si § poseda semnificatia parametrilor de control asociati cuplarii sistemului
la un camp extern constant n si a viscozitatii u, respectiv. Acesti parametri de control sunt

definiti in potentialul cinetic de tip Landau (2.20). Prin urmare, potentialul U(x; M, 8, x.) este un
caz particular al formulei (2.20), unde termenul de difuzie este definit de expresia %ln(2x3 +

x2). Pentru experimentul de cristalizare a lizozimei potentialul poate fi scris in forma U(x, M)

U(xM) (2) M= 7.6, 8.0, 8.4 1 UkM) (b) .= 0.1, 0.15, 0.2
: X.= 0.125 S M= 8.0

Fig. 2.11. Potentialul U(x) asociat cu starile lichide, simultan stabila si metastabila, si o stare

cristalina stabild, obtinute pentru (a): M=7.6 (curba punctata), 8.0 (curba intreruptd), 8.4(linia

continud), 3=56.15 si (b): x,=0.125 si M=8.0, 3=56.15 si x,=0.1 (curba punctatd), 0.15 (curba
intreruptd), 0.2 (linia continua).

17 ¢ ]
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Fig. 2.12. Fitarea potentialului model (curba continud) pentru A = —0.62, £ = 0.5, n = 0.07 la
potentialul experimental (curba frantd), pentru M=7.3, 3=56.15, x.=0.125.
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pentru valorile definite mai sus 8 = 56.15 si x, = 0.125.

Acest potential construit in Figura 2.11 (a) poseda forma potentialului asociat cu doud stari
simultan stabile separate printr-o stare instabila pentru un interval limitat de valori M €
[ 7.3,11.2], cum si era de asteptat din modelul parametric al tranzitiilor de faza de ordinul intai
in prezenta unei stari intermediare descris in paragraful 2.3, modelul dat fiind realizat cu un
parametru de ordine 1n potentialul cinetic de tip Landau in cazul influentei campului extern
asupra tranzitiei de fazd, unde o crestere mica a parametrului 7 influenteaza substantial
stabilitatea sistemului. Totodata, potentialul U(x) este susceptibil la variatia valorilor critice ale
parametrului de ordine x., asa cum este prezentat in Figura 2.11 (b). Prin metoda Kramers,
descrisa la Inceputul acestui paragraf, este calculat timpul mediu de relaxare in functie de
valorile parametrilor fixate, astfel incat potentialul model sa descrie cat mai exact potentialul
(2.75) definit fenomenologic (Figura 2.12).

Astfel, potentialul model prezentat in paragraful 2.3 prin (2.11) si (2.20) va fi unul mai
general, care contine atat termenul cubic (&) legat de prezenta clusterilor in sistem, Cat si
termenul liniar dat prin parametrul n. Logaritmul zecimal al timpului mediu la tranzitia din faza

lichida in starea cristalina este prezentat in Figura 2.13.

o | 19(1-0)

50 -
48 |

46

000 002 004 006 008
Fig. 2.13. Logaritmul zecimal al timpului mediu de tranzitie 7 intre starile stabile lichida

si cristalind in functie de parametrul de control n, unde x = -1.5, 1 = —0.62,
f = 56.15,x, = 0.125,¢& = 0.5si g% = 0.1.

Din Figura 2.14 observam ca, similar calculelor de la inceputul paragrafului, are loc o
incetinire a procesului de tranzitie, dat printr-o tendintd continud de crestere a dependentei
logaritmice a timpului de tranzitie de parametrul de control 1 asociat influentei campului extern.
Prin urmare, putem concluziona ca calculele particulare, realizate pentru cristalizarea lizozimei,
se afld intr-o corespondentd cu calculele teoretice generale, iar intre parametrul de control 1 din

modelul parametric cu potential cinetic de tip Landau si parametrul M din modelul
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Fig. 2.14. Logaritmul zecimal al timpului mediu de tranzitie  intre starile stabile lichida si
cristalina in functie de parametrul de control 7. Linia continua corespunde cazului valorilor
parametrilor de control fitati la valorile experimentale. Linia punctata corespunde rezultatelor
din [58] prezentate la inceputul acestui paragraf.

fenomenologic analizat Tn contextul experimentului de cristalizare a lizozimei existd o
dependenta liniara.

In [78] au fost realizate observatii in timp real asupra procesului de cristalizare a proteinei f-
lactoglobulin in prezenta CdCl, cu ajutorul difractiei razelor X la unghiuri mici (SAXS) si al
microscopului optic. Drept rezultat al observatiilor a fost propus si argumentat mecanismul de
cristalizare ,,in doud etape” in defavoarea considerentelor clasice care invoca cristalizarea
omogena. In lucrare se afirmi ca cristalizarea proteinilor incepe cu formarea starii intermediare
lichide, stare in care se observa agregarea monomerilor de proteina (clusteri), Figura 2.15.
Ulterior, apar primii cristaliti care mai apoi cresc in baza clusterilor ca reprezentanti ai starii

intermediare; astfel, aceste agregari dispar fiind mai putin stabile in comparatic cu starea

a) 00
( 00 2

a\'\o‘\ UC/e )
Aggregate o' 0", 3oy,
ggreg ' 8 gfonh .
y

(b) consumption?

Liquid Intermediate Crystal

o 0 formation % nucleation @ emergence ’
‘00— _— —_

(‘\;’..J 0 (slow) growth (fast) growth from
from intermediate surrounding liquid

Fig. 2.15. Mecanismul de cristalizare Intr-o singura etapa (a) si mecanismul de cristalizare in
doua etape (b) [78].
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cristalind. In Figura 2.16 este reprezentatid dependenta ratei de cristalizare (linia continui) de
distributia moleculelor in starile lichida (linia punctata si intreruptd) si cea intermediara (linia
intreruptd). Liniile punctate reprezintd ratele de formare a cristalelor din starea lichida si cea

intermediara, respectiv.
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Fig. 2.16. Dependenta ratei de cristalizare a proteinei S-lactoglobulin [78].

Drept consecintd, putem conclude ca modelul dezvoltat este in deplind concordantd cu
observatiile experimentale. S-a confirmat experimental existenta starii intermediare, iar timpul
mediu al tranzitiei de faza calculat pentru lizozime este de aproximativ 7 ore in absenta
campului extern. In cazul cristalizarii clasice (temperaturd si conditii constante) a /-
lactoglobulinei, cristalizarea completa dureaza cateva zile (in dependenta de concentratia CdCly).
Pe de alta parte, prin variatia temperaturii se obtine o neomogenitate in sistem; astfel,
cristalizarea este redusa la aproximativ 2 ore [78]. Aceasta observatic de asemenea confirma

rezultatele anterioare, si anume: faptul ca prezenta eterogenitatii in sistem va accelerea tranzitia

de fazi [55-58].

2.8. Concluzii la Capitolul 2

1. Rezultatele analitice generale sunt analizate si demonstrate in cazuri particulare ale dinamicii
intrinsece de tranzitie si ale dinamicii de tranzitie in prezenta eterogenitétii, cand potentialul
cinetic U(x) implica un singur parametru de ordine x si contine un coeficient unitar aditional

al asimetriei sistemului dat de &.
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A fost calculat timpul mediu de tranzitie in functie de parametrii de control ¢ si #, asociati
eterogenitatii sistemului si in cazul cuplarii sistemului la un camp extern respectiv. Pe baza

setului de curbe care descriu dependenta (;,&£,4) am constatat cd la cresterea valorii
parametrului 77 are loc reducerea ratei de tranzitie intre stérile L1 si C. Prin urmare, creste
timpul mediu de tranzitie 7, . , spre deosebire de dependenta timpului mediu de tranzitie de

coeficientul de asimetrie &, cand are loc accelerarea tranzitiei de faza.

In cazul dinamicii de tranzitie simplisti, F(y;»)>0 pentru valorile negative ale
parametrului de control y si valorile pozitive p>0, solutii reale ale ecuatiei F(y;y)=0 nu
existd pentru )<0. F__ =—» <0 pentru valorile pozitive >0 si graficul functiei convexe
F(y;y) intersecteazd axa Yy in doar doud puncte, ceea ce inseamna ca exista doar doud solutii

reale ale ecuatiei pentru 0< y <.

Pentru valorile negative ale parametrului de control <0, conchidem ca graficul functiei

F(y;y)intersecteazd axa Yy in patru puncte, deci existd patru solutii reale ale ecuatiei

F(y;») =0 pentru domeniul de valori —1/4 <y <0,

Intrucdt maximul local F__ = y <0 pentru p>0, atunci graficul functiei F(y;y)

=
intersecteaza axa y in doar doud puncte pentru valorile pozitive ale parametrului de control »

si, prin urmare, exista doar doua solutii reale. Drept rezultat, concluzionam ca doud puncte de
bifurcatie ale parametrului de control y (¥ =-1/4 si y =0) divizeazi intreg domeniu de
valori =0 <y < in trei regiuni —0<y <-1/4 -1/A<y <0 si 0<y <. In acest caz,
nu exista solutii reale pentru orice valoare a parametrului » in prima regiune, si existd patru

solutii distincte acceptabile fizic pentru al doilea interval si respectiv, doua solutii distincte

acceptabile fizic pentru orice valoare yin 0 <y <.

In cazul sistemelor eterogene contururile T, si I',, divizeazi planul parametric (4 , ) in

trei domenii notate prin Do, Dy, si D4. Regiunea Dg contine valorile parametrilor pentru care
nu existad solutii stationare reale, regiunea D, reprezinta doemniul de valori ale parametrilor

de control pentru care exista doud solutii distincte acceptabile fizic, la fel ca si in aria din

interiorul contururilor Iy, si I5,, si exista patru solutii reale in regiunea D4 raspanditd in

interiorul conturului I,.
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7.

10.

11.

12.

In cazul prezentei cAmpului extern, contururile I}, T,; si [,,divizeazi planul parametric ( A
, 1) In patru regiuni notate prin D1, D31, D3y, si Ds. Aici exista doar o solutie reala stationara
in domeniul D;. In domeniile D3; si D3, exista trei solutii distincte acceptabile fizic si, in fine,

exsta cinci solutii reale in regiunea Ds, situata intre contururile I si I,,.

Reprezentarea asimptoticd analiticd 7 (1) asigurd o aproximatie bund pentru dependenta
parametricd F(y; 1, zz), de exemplu F(X; A, 1,&) si F(X; A, ,m) descriu corespunzitor

dinamica de tranzitie in prezenta eterogenitdtii si a cdmpului extern.

Dupa cum este prezentat in diagrama de bifurcatie pentru solutiile starilor stationare si a
timpului mediu de tranzitie Tn ambele cazuri, In timp ce asimetria sistemului creste, se
observa o crestere a stabilitatii starii lichide sau cristaline in dependentd de semnul
parametrului & Cu toate acestea, impactul unui camp extern constant in prezenta starii

intermediare va reduce stabilitatea sistemului.

Rezultatele obtinute sunt generale si ofera un set complet al diferitelor scenarii de tranzitie
pentru intregul plan parametric. In general, valoarea cea mai mare si valoarea cea mai mici
ale parametrului de ordine in diagrama de bifurcatie (Figura 2.4) corespund minimului
functiei de energie liberd F, pe cand valorile intermediare corespund starilor instabile (F are
un maxim local sau un punct de inflexiune), si aceste trei extreme sunt identificate drept faza

cristalina si douad faze lichide.

In cazul sticlelor cu o singurd componenti care poate fi caracterizati in termenii presiunii P
si ai volumului V, relatia dintre P si V poate fi obtinutd utilizind ecuatia

P(V,T,x) = —(6F/8V), .- Mentiondm ca P(V,T,x) pot fi derivate din datele experimentale

si aceasta ecuatie poate fi utilizatd in viitor pentru a determina dependenta V de F(V, T, x).

Atunci F poate fi aplicat pentru a primi entropia s = —(6F/aT), , si In acest mod pot fi

definite caldura specifica si alte marimi termodinamice ale sistemului.

Pentru experimentul de cristalizare a lizozimei potentialul poate fi scris in forma U(x, M)
pentru valorile constantelor g =56.15 si x, = 0.125. Acest potential poseda forma
potentialului asociat cu doud stari simultan stabile separate printr-o stare instabild pentru un
interval limitat de valori M € [7.3,11.2], cum si era de asteptat din modelul parametric al
tranzitiilor de faza de ordinul intai in prezenta unei stari intermediare descris in partea a doua

a paragrafului 2.3. Acest model a fost realizat cu un parametru de ordine in potentialul cinetic
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13.

de tip Landau in cazul influentei campului extern asupra tranzitiei de faza, unde o crestere
mica a parametrului 7 influenteaza substantial stabilitatea sistemului. Totodata, potentialul

U (x) este susceptibil la variatia valorilor critice ale parametrului de ordine x,.

Prezenta unui camp extern constant, descrisa de parametrii n si M, incetineste procesul de
cristalizare si, ca rezultat, timpul de tranzitie va creste, iar intre parametrul de control # din
modelul parametric cu potential cinetic de tip Landau si parametrul M din modelul fenomenologic
analizat Tn contextul experimentului de cristalizare a lizozimei exista o dependenta liniara. Totodata,
concluziondm ca se obtine o corespondentd a rezultatelor teoretice cu cele calculate
fenomenologic in baza procesului de cristalizare a lizozimei pentru valorile parametrilor de

controln € [ 0,0.08], ¢ = 0.5, u= -1.5si 1 = —0.62.
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3. ANALIZA BIFURCATIONALA SI DE STABILITATE PENTRU TRANZITIA DE
FAZA IN PREZENTA UNEI STARI INTERMEDIARE iN MODELUL CU DOI
PARAMETRI DE ORDINE SI MODELAREA PROBABILISTICA A SISTEMELOR
COMPLEXE DE TIP CLUSTER

In capitolul curent a fost realizatd generalizarea modelului propus anterior pentru un numar r
al parametrilor de ordine si m parametri de control. Au fost prezentate rezultatele analizelor de
stabilitate si bifurcationald ale solutiilor stationare ale modelului descris prin potential cinetic
caracteristic sistemelor descrise prin mai multi parametri de ordine. Pe langad analiza generala
prezentata in paragraful 3.1, se prezinta rezultatele pentru cazul cand sistemul este descris prin
potential cinetic de tip Landau cu doi parametri de ordine. Rezultatele din paragrafele 3.2 si,
partial, 3.3 au fost prezentate in cadrul conferintei [79]. A fost realizata fundamentarea
modelelor bazate pe agent prin comparatia acestora cu modelul probabilistic, cu publicarea
rezultatelor esentiale in [54, 80]. In ultimul paragraf a fost prezentati o serie de proprietiti ale

formulei de distributie a N particule in m stari, rezultatele fiind publicate in [81].
3.1. Generalizarea modelului matematic pentru tranzitia de faza in sisteme subricite

Procesele cinetice discutate mai jos corespund ranzitiilor de faza de ordin intai pentru
sistemele ce pot fi caracterizate prin I' parametri de ordine X, X,..., X, si M parametri de control

a,,Q,,....a, . Procesul de tranzitie este descris prin sistemul de ecuatii diferentiale, scrise in

forma
dx
d_tlz LK Xy ey X, 5O, Ay ),y
dx, |
ot o (Xyy Xy ooy X, 30, Oy ey ), (3.1)
dx,
el f (X, Xy X3 Q4 Oy ey )
unde t este timpul.
Pentru conditiile initiale t =t, date de
Xi(to) = X0 Xz(to) =Xp0e00 X (to) = X0» (3.2)
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si presupunand ca functiile f,(X, X,,..., X.; @, &,..., @), pentru i =1,2,...,r, satisfac conditia de

existenta si unicitate a solutiilor sistemului (3.1), drept solutie a problemei Cauchy (3.1), (3.2)

serveste o traiectorie in spatiul I' -dimensional avand reprezentarea parametrica

% =% 0% =X @)%, =X, (), (33)
care trece prin punctul X, X,q,...s X, -

Starile stationare (de echilibru) ale sistemului de ecuatii diferentiale (3.1) sunt definite din
conditia dx;/dt=0 i=1,2,...,r sau

FL (X X X0, Oy ey ) =0,y (X X ey Xr 0, Oy ev ) =0 (3.4)

si, astfel, valorile stationare ale parametrilor de ordine X;,X,,..., X, satisfac sistemul de ecuatii
neliniare (3.4), dependent de parametrii de control o,,a,,...,«,, .

Sistemul de ecuatii (3.4) poate fi analizat drept o forma a dependentei implicita a parametrilor de
ordine X, X,,..., X, de parametrii de control &, 0,,...,a,,, adica:

Xf = Xf(al,az,...,am),..., Xf = Xf (g, yyen ), (3.5)

In corespundere cu teoria fundamentala de analizd a existentei si unicitdtii sistemului definit

implicit, functiile de solutionare a sistemului de ecuatii (3.4) in forma (3.5) va fi unicad in

S

o . . . s
vecinatatea valorilor fixate @y, @y Qg s1 @ valorilor X2 =X (o, ey p)seves

S
ro

x> = XS0 (5., ¢,,) ce corespund acestora. In aceste imprejurdari, Jacobianul in acest punct va

fi diferit de zero si poate fi definit in forma
of,Jox, ... of /X

J(X, Xgrees X3 0, Qg ey ) = Dt (3.6)

of Jox, ... of Jox,
Astfel, incalcarea conditiei de unicitate a solutiilor (3.5), adica bifurcatia solutiilor, poate avea

loc doar pentru valorile parametrilor ¢;,a,,...,a,, care satisfac conditia

of,/ox, ... of/ox

Det =0 (3.7)

of, Jox, ... of./ox,
Fie X2, %2, X} - una dintre solutiile stationare ale sistemului (3.1), vom analiza stabilitatea

acestel solutii. Cu acest scop vom introduce functiile u,(t),u,(t),...,u, (t) conform conditiei

X (1) =X ) +uy (1), X (1) =X (1) +U, (),.... X, (1) = X: () +u, (1), (3.8)
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care iau valori nule in starile stationare. Vom aplica metoda lui Lyapunov pentru a analiza

stabilitatea acestor stiri. In conformitate cu aceasti metodi, vom introduce expresiile (3.8) in
sistemul (3.1) si, selectdnd in partea dreapta a ecuatiilor (3.1) termenii liniari fata de u,(t) in

forma explicitd, vom prezenta sistemul de ecuatii (3.1) in forma

du, df; df;

—L=—2U +..+—U, +4U,U,,...U;,q,....a,),

dt dx1 1 er r ¢1( 112 1 2 )

%:%ul +...+%ur + ¢, (U, Uy, U0, .. ),

dt  dx dx, (3.9
du df df

—=—"U +..+—U, +4.(U,u,,.. U, a,...,a,

at dx, 1 dx. .+, (U, U, a,a, a,)

unde, prin definitie, functiile

of, of,
¢ (U, Uy, U5 0, Oy, ,) = T (xf,xg,...,xf;al,az,...,am)—gul —...—g'ur, i=12,..r
1

r

o o 9 L s s s e e
reprezintd niste functii neliniare fata de variabilele uj,u3,...,uy si reprezintd marimi mici de
ordin Tnalt Tn comparatie cu termenii liniari in vecinatatea valorilor de extrema.
Stabilitatea solutiilor stationare x7,x5...,x; este determinata de semnul radacinilor ecuatiei

caracteristice

afl afl afl
|[6x1 A 0x, e 0xy —I
T T %
Det dxq dx, e Axy =0 (3.10)
sk o
0x4 0x, T oxy

Vom nota prin A4, 4,, 4, solutiile ecuatiei caracteristice datd de (3.10). Mentionam ca pentru
functii reale f;(xq,X9,..., % 01, 0,...,&y) cu argumenti reali Xq,...,Xp; Q@q,..., &y Si
coeficienti ai polinomului caracteristic (3.10) reali, radacinile polinomului caracteristic sunt fie
toate reale, fie, in cazul existentei radacinilor complexe, radacini sunt si marimile complex
conjugate.

Conform teoriei lui Lyapunov starile stationare sunt stabile daca toate radacinile ecuatiei
caracteristice 14, 1,,...,4,. ce corespund valorilor respective ale parametrilor de control sunt
negative. In cazul ridicinilor complexe, solutiile stationare sunt stabile atunci cand partea reali a
tuturor radacinilor ecuatiei caracteristice A; sunt negative. Astfel, pentru solutii stabile
(asimptotic stabile) avem

Re ,<0,i=12,...,r (3.11)
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Mentiondm ca pentru cazurile cand printre radacinile A; sunt valori pur imaginare sau nule,
acestea pot corespunde cazurilor cand solutiile sunt periodice si necesitd o analizd particulara
care poate fi efectuata pentru anumite exemple particulare.

Ecuatiile (3.1) — (3.11) reprezinta relatiile de bazd pentru analiza stabilitdtii solutiilor
statioanre in studiul cineticii tranzitiilor de faza ale sistemelor caracterizate de mai multi
parametri de ordine.

Pentru sistemele fizice descrise de un potential cinetic U(xq, X5, ..., %X @1, Qg, .-+, Oy),

functiile f;(x1, X5, ..., Xy; @1, Ay, ..., Ay) prezentate in (3.1) sunt definite prin potentialul cinetic

U (X1,X2,00 X301, X2 oy X))
Oxl-

fiQxg, Xy ooy X A, Ay oy Q) = — i=12,...,71. (3.12)

Conditia de existenta a stdrilor stationare este datd de relatiile pentru determinarea punctelor de

extrema a functiei U(xq, Xy, ..., Xp; Qq, A, ..., Qy), $1 anUMe:

OU(X1,X2,00 Xy} X1, 0200y X)) —0 (3 13)
axi ’

Expresia pentru Jacobianul (3.6) in cazul respectiv capata forma

[ 9%U __9%Uu _0%U ]
ax? 0x,0x, 0x10x,
_o%u _9%u _o%u
JQy e, Xp; @4, .., @) = Det 9x,0x, dx2 9x,0xy, (3.14)
_9%u _9%u _9%u
L 9x,0x 0xp0x, ax2 |
Conditia (3.13) si conditia
(DT, ey Xy Aqyeee, Q) > 0, (3.15)

corespund minimului potentialului cinetic, in timp ce conditiile (3.13) si conditia
(DT, ey X3 Aqyeeey Ay) < 0, (3.16)
corespund maximului local.

Sistemul de ecuatii (3.10) pentru definirea indicilor de stabilitate caracteristica a starilor

stationare va fi rescris in forma

r 9%U o%u 9%U 1
- m - - 0x,0x, - 0x,0x,
a%u %u a%u
Det| — 0x,0%, - @ N e dxy0x, | = 0 (3.17)
o%u o%u a%u
|~ 0x,0x, - oxp0x, N dx? A

Relatia (3.17) poate fi privitda drept conditie de existenta a solutiilor nenule ale problemei
valorilor proprii Au = A, unde A este matricea r X r cu elementele 4; ; = —-0%U/d x;0x;.
Deoarece prin definitie matricea A este reald si simetricd, adicd A; ; = A;;, prin urmare, toate

valorile proprii ale sale sunt reale. De aici rezultd o concluzie importantd despre lipsa printre
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solutiile stationare a solutiilor periodice, deorece pentru existenta solutiilor periodice este
necesar ca printre radacinile A; sd existe valori pur imaginare.

Bifurcatia starilor stationare 1n sistemele descrise prin potential cinetic cu mai multi parametri
de ordine se realizeaza pentru valorile parametrilor de control a4, @, ..., a,, ce satisfac relatia
Jxi, oo xs 00,0, 0,) =0 (3.18)
Jacobianul fiind definit de (3.14).

3.2. Analiza stabilitatii solutiilor stationare ale sistemului descris de doi parametri de

ordine
Modelul intrinsec al tranzitiilor de faza

In acest paragraf vom prezenta analiza de stabilitate si bifurcationald pentru modelul
descris de un potential cinetic de tip Landau care invoca doi parametri de ordine (Figura 3.1.)
definit in forma

2 1
UG,y A y) =502 +y?) + 523 —yxy? +2 (x* +y%), (3.19)

unde x, y sunt parametri de ordine, A, i,y - parametri de control.

Fig. 3.1. Potentialul cinetic (3.19) in dependenta de parametrii de ordine x si y,
pentru valori constante ale parametrilor de control A = 0.5,y = =2,y = —1.6.

Relatiile cinetice (3.1) in corespundere cu potentialul cinetic (3.19) le vom rescrie in

forma
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S = ALY Amy) = =5 = —Ax — px? +yy? — 13,

dt 0x (3 20)
dx au 3 :
= Layihpy) = -0 =y +2yxy —y°.

Similar sistemului de ecuatii (3.4), determinarea starilor stationare in cazul analizat se reduce
la un sistem din doud ecuatii neliniare fatd de parametrii de ordine x, y

M A_y‘f;;;;y_z y_f:; ' (3.21)
Pentru a determina solutiile acestui sistem, vom analiza trei cazuri distincte:
| — cazul trivial
Vom rescrie ecuatiile (3.21) intr-o forma din care este comod de a obtine solutiile
stationare:
A+ ux +x%)x =0, (A-2yx+y?)y=0. (3.22)
Acum, usor observam ca valorile x5 = y(5) = 0 sunt solutiile triviale pentru sistemul de
ecuatii (3.22).
Il — cazul semi-trivial

Pe langa valoarea x(5) = 0, pentru ecuatia a doua observam ca din relatia (3.22) se obtin

S

“2_4%, y(s) = O, (323)

2

()12 = —HTE
conditia (u? —44) =0 rezultd din conditia de a avea valori reale pentru parametrii de
control.
I11 — cazul complet netrivial
Simplificand prin y ecuatia a doua a sistemului (3.21), acesta poate fi scris in forma

e Zz;f_y Zy;f(,z v (3.24)
astfel, putem exprima y = y(x) si apoi introducem acesta in prima ecuatie. Astfel, obtinem
Ax+ux?+A=2y)x+y =0, 2yx > L. (3.25)
Cea de a doua inegalitate reiese din faptul cd y? = 0. Mentiondm ci deoarece parametrul y in
prima relatie a sistemului (3.24) intrd la puterea a doua, ambele valori y si —y vor fi solutii al
acestui sistem. Astfel, putem lua in calcul doar valorile y pozitive.

Sistemul de ecuatii (3.19) pentru definirea indicilor de stabilitate caracteristici starilor stationare
poate fi rescris in forma

—A = ux) = 3x%y — & 2YY(es)

Det )
2YYs) —A+ 2yx) — 33’(5) - %

=0 (3.26)

Sau intr-o forma mai desfasurata putem scrie
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2+ [ZA +2(u — Vx5 + 3(x(25) + y(zs))]ﬁ’+ (A + 2ux() + 3x(25))(A — 2yx(5) + 3y(25)) -
4y2yéy =0, (3.27)
care reprezinta polinomul caracteristic.

Vom considera stabile acele stari ale sistemului, care sunt date de valorile parametrilor de
ordine x = x(5) si ¥ = y(), pentru care raddcinile ecuatiei caracteristice definite de (3.26) si
(3.27) iau valori negative, adica 2; < 0 si 4; < 0.

In particular, pentru starea stationara x(s) = 0 si y(5) = 0 relatia (3.27) ia forma (* — 1)* = 0,
astfel 4; , = —A. Prin urmare, starea triviald a sistemului este stabila pentru A > 0 si instabild
pentru A < 0. Dependenta radacinilor caracteristice *; si A, pentru solutiile triviale ale
parametrilor de ordine x = x(5) si ¥ = y(s) este reprezentatd in Figura 3.2, de unde este evident

ca solutia respectiva va fi stabila doar pentru valorile pozitive A.

&

- 05| N

L1101k i

R 1.5j .......Zrl'z ,

-20, . . . . 1 . . . . 1 . . . . 1 . . . . ..T’
00 05 10 15 /1 20

Fig. 3.2. Dependenta radacinilor caracteristice %; , de parametrul de control A pentru
solutia triviald x5y = 0 $1 y(5) = 0.

Pentru o analizd mai generald, in continuare vom prezenta tabloul dependentei radacinilor
caracteristice definite prin (3.27) pentru toate starile (x(s),y(s)), considerand valorile
parametrilor de control y = 1.6 si u = 2; aceste rezultate confirma analiza realizata in [15].

Radacinile ecuatiei caracteristice pentru solutiile partial triviale date de relatiile (3.23) sunt

M==2y+2yV1—-21-12, (3.28a)
X =2(-3+3VI—2+21+u—V1I—2), (3.28b)
pentru solutia (x(s)l, y(s)) s

t==2y=2yV1-21-12, (3.29a)
X, =2(-3-3VI—-A+A+u+v1i-2y (3.29b)
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pentru solutia (x(s)z,y(s)), iar dependentele radacinilor polinomului caracteristice de
parametrul de control A este prezentat in Figura 3.3 si Figura 3.4. La determinarea acestor
solutii, variabilele ce identifica parametrii de control nu au fost setate; astfel, prin selectarea
parametrilor corespunzdtori, solutiile obtinute in formd generald pot fi ajustate la parametrii

sistemului fizic studiat.
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Fig. 3.3. Dependenta radacinilor caracteristice &; si &, de parametrul de control 4
pentru solutia partial triviald x(g); $i y(s) datd de (3.23).

Din Figura 3.3. se observa ca starea (x(s)l, y(s)) este o stare metastabila, deoarece radacinile
ecuatiei caracteristice sunt de semne diferite, astfel de stari mai sunt numite ca fiind saddle. Pe
de alta parte, starea (x(s)z,y(s)) data de relatiile (3.23) este stabild pentru valorile 4 <1
(Figura 3.4).

Pentru solutiile netriviale (x(s), y(s)), care se obtin din sistemul (3.24), am realizat analiza

stabilitatii. Astfel, am determinat ca doar una dintre solutiile ce urmeaza este stabila, aceasta

solutie fiind

1/3 +

1, 221/3(6y2-31+u?)
X(s) = i u+
(—27yl—18y2,u+91u—2,u3+\/—4—(6y2—31+u2)3+(27y/1+18y2u—9/1u+2u3)2)

22/3 (—27y,1 —18y2u + 9u — 243 +

1/3
J—4(6y2 — 31+ p2)3 + (27yA + 18y2u — 9u + 2#3)2) ),
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1 2213(6y% — 31 + u?)
i) = | A+3y<2u+(

1/3
—27yA —18y2u + 9Au — 2u3 + /—4(6y2 — 31 + p2)3 + (27yA + 18y2u — 9 + 2,113)2)

+2%/3 (=27y2 — 18y + 9 — 24

2

1/3
+/=4(6y2 =31+ D)3 + 27yA + 18y2u — 9du + 2;13)2) )

(a)
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Fig. 3.4. Dependenta radacinilor caracteristice &; si &, de parametrii de control A, y (a) si

pentru y = 1.6 (b) a solutiei partial triviale x (), si y(s) data de (3.23).

Introducand solutiile respective in relatia (3.27),

(3.30)

obtinem dependentele radacinilor

polinomului caracteristice %; si 4, de parametrul de control A, care sunt prezentate in Figura

3.5.
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Fig. 3.5. Dependenta radacinilor caracteristice &; si &, de parametrii de control A, y (a) si
pentru y = 1.6 (b) a solutiei netriviale x(5) si y() datd de (3.30).

Pentru celelalte doud stiri

2i2Y/3(—i +3)(6y% — 31 + u?)

+i22/3(i
(—27yA — 18y2p + 9Ap — 2p3 + \/—4(6y% — 34 + )3 + (27yA + 18y2u — 9Au + 2u3)2)1/3

1
X =15 ("4 —

+V3)(=27yA — 18y2u + 9y — 213 + /—4(6y% — 31 + u2)3 + (27yA + 18y2u — 9Au + 2u3)2)1/3)

_ I 1 2i21/3(=i+y/3)(6y2—31+u%) 02/3 0 _ _
Vi = VA + Ty (—4u T W T S PN ey ey ey e Es T e S G V3 (=277
18y%u + 9 — 213 + \/—4(6y% — 34 + u2)3 + (27yA + 18y2u — 9Au + 2u3)?2)/3)), (3.31)

prezentate in Figura 3.6, si

2i2V/3(i +/3)(6y% — 31 + u?)

+ -223(1
(—27yA — 18y2p + 9Ap — 213 + \/—4(6y% — 34 + )3 + (27yA + 18y2u — 9Au + 2u3)2)1/3

1
X =13 (—4u

+iV3)(=27yA — 182 + 9 — 213 + /—4(6y% — 31+ u2)3 + (27yA + 18y2u — 9Au + 2u3)2)1/3)

_ 1 2i21/3(i+y3) (6y2-3A+u?) _ 52/3 . _ _
Y = \/( A+ 6)/( At (—27yA-18y2 u+9Apu—2p3 +,/-4(6y2—32+u2)3+(27yA+18y2 u—9Apu+2u3)2)1/3 2P+ h/g)( 27yA

18y + 94 — 243 + [—4(6y% — 31+ u2)® + (27yA + 18y2u — 92u + 2u3)2)1/3)) (3.32)
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valorile proprii Z; si &, sunt de semne diferire (Figura 3.7), ceea ce defineste starile ca fiind
metastabile, similar solutiilor (x(s)l, y(s)) prezentate in Figura 3.3.

In Figura 3.8. am selectat doar acele curbe ale valorilor proprii A pentru care conditia

21 < 0 si A3 < 0 este satisfacuta, adica starile stationare stabile care intra in relatia (3.27).

,/ ]
X %,

10 - B

Fig. 3.6. Dependenta radacinilor caracteristice &; si &, de parametrul de control A pentru
solutia netriviald x(5) si y(s) datd de (3.31).

Din studiul stabilitatii solutiilor stationare ale sistemului descris prin doi parametri de ordine
conchidem ca pentru valorile negative ale parametrului de control A avem doua stari stationare
stabile, pe cand pentru valorile pozitive A numarul starilor stationare stabile al sistemului este
egal cu trei. Aceastd analizd impreund cu analiza de bifurcatie a solutiilor ne va permite sa
descriem tranzitiile posibile in sistemul studiat.

Odatd ce am realizat analiza stabilitdtii starilor stationare ale sistemului, vom prezenta in
continuare portretul de faza pentru doud cazuri distincte: 4 < 0 si A > 0. Sistemul fizic poseda

doua stari stationare stabile (starea lichida si cea solidd), precum putem observa din Figura 3.8,
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Fig. 3.7. Dependenta radacinilor caracteristice &; si &, de parametrul de control A pentru
solutia netriviald x(5) si y(s) data de (3.32).
pentru cazul A < 0. Pentru A > 0, sistemul fizic poseda insa trei stdri stationare stabile: lichida
L1, lichida intermediara L2 si cea solida. Portretul de faza pentru valoarea coeficientului de
control A = —0.5 si A = 0.5 este prezentat in Figura 3.9 si in Figura 3.10, respectiv. In Figura
3.9. starile stationare stabile nu se ncadreaza in limitele cuprinse in portretul de faza si sunt
situate precum urmeaza: starea L in partea sanga indepartata de regiunea cuprinsa in portretul de

faza; starea S, in partea dreaptd superioara indepartata; starea S_ - in partea dreaptd inferioara
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Fig. 3.8. Valorile proprii 1; pentru solutiile stabile (X(s)i» Y(s)i)- Linia punctatd corespunde
solutiei triviale x5y = 0, y(5) = 0, liniile punctate reprezinta solutia (3.30), iar curbele
continue reprezinta solutia stabild (x(s)2, y(s)) din (3.23).
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Fig. 3.9. Portretul de faza al sistemului (3.1) In regiunea de existenta a trei stari stationare
stabile, pentru valorile parametrilor de control A = —0.5, u = 2siy = 1.6.

04 X

Fig. 3.10. Portretul de faza al sistemului (3.20) in regiunea de existenta a trei stari stationare
stabile, pentru valorile parametrilor de control A = 0.5, u = 2siy = 1.6.
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indepartatd, respectiv. Starile u corespund stdrilor instabile implicate in tranzitiile de faza.
Datorita faptului ca in potentialul cinetic (3.19) exista termenul cubic, In modelul respectiv se
tine cont si de asimetria sistemului, fapt ce cauzeaza existenta a doud stdri stationare stabile
asociate starii solide, si anume: Starea S, 1n partea dreaptd superioara corespunde starii cu
structura stabild, pe cand starea S_ este o alta stare solida, insa structura acesteia este metastabila.
Pentru a trece din starea S_ in starea stabila structural S, necesita o reorganizare a elememtelor
ce formeaza starea S_, iar tranzitia respectiva va avea loc cu implicarea starii instabile u,. Astfel,
contributia parametrului de ordine y generalizeaza modelul pentru a tine cont si de structura
starii solide. Prin Figura 3.10. vom prezenta portretul de faza pentru valorile parametrilor de
control A = 0.5, u = 2 si y = 1.6 in regiunea de coexistenta a trei stari stationare stabile, adica
inca o stare lichida stabild L2.

Spre deosebire de cazul precedent, de data aceasta trecerea din starea stationara S_ poate avea
loc doar prin implicarea unei alte stari stabile L2, asociata starii lichide intermediare. Contributia
starii intermediare in tranzitia de faza de ordin intai in lichide subracite a fost analizata in [4, 5,
15, 69], iar in continuare vom cerceta influenta campului extern asupra tranzitiei de faza pentru

modelul cu doi parametri de ordine.
Modelul tranzitiilor de fazi in prezenta cAmpului extern

In cazul prezentei campului extern, potentialul de tip Landau (3.19) care implica doi
parametri de ordine, pe langd termenii mentionati, va mai contine coeficientul 1 pe langa
termenul liniar fata de parametrul de ordine x [15, 55]. Mai mult ca atit, pentru un asemenea
potential nu conteaza de ce natura este campul extern si se va tine cont doar de influenta acestuia
asupra potentialului model. Exceptie poate servi campul periodic, atunci cand perioada campului
este aproximativ egald cu perioada liniilor echipotentiale in portretul de faza. Astfel, in acest
paragraf vom analiza doua cazuri: Cazul general este al potentialului (3.19) ce tine cont de

influenta campului extern, rescris in forma
UGy Lmy) = nx+3 (2 +y2) + 523 —yxy? +5 (x* + y*) (3.33)
unde x,y sunt parametri de ordine si n,4,u,y - parametri de control. Iar in calitate de caz

particular vom analiza cazul campului extern periodic, atunci cand perioada campului extern

este aproximativ cu perioada liniilor in portretul de faza.
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A. Influenta cimpului extern data prin parametrul de control n

Pentru cazul general, vom repeta procedura de determinare a solutilor sistemului de

ecuatii:
2 = Ay Awy) === —n—Ax - px® +yy? — 23,
dx U (3.34)

— = L&y Luny) = —Z—y = —Ay +2yxy — y°.
Pentru a determina punctele critice ale sistemului (3.23) vom rezolva problema
—n—Ax —ux?+yy?—x3=0, Ay + 2yxy —y3 =0, (3.35)
solutiile sistemului de ecuatii (3.35) vor corespunde starilor stationare pentru sistemul fizic
studiat. Din ecuatia —Ay + 2yxy — y* = 0 observdm ci una din solutii este y(5) = 0, insa, spre
deosebire de sectiunea intai a paragrafului 3.2, pentru valoarea y() = 0 vom avea trei solutii
distincte xq), iar valoarea x5y = 0 deja nu mai este solutie pentru sistemul (3.35).

Astfel, vom analiza separat doua cazuri: solutiile semi-triviale, pe de o parte, si solutiile
complet netriviale, pe de alta parte.

| — cazul semi-trivial y) = 0

Din ecuatia (3.35) avem
x(35) + ux(zs) + Axy +n = 0. (3.36)
Realizand substitutia x5y = v —% , obtinem o noud reprezentare pentru ecuatia cubica fata

de variabila v:

3 2
(v—g) +u(v—§) +/1(v—§>+77=0, (3.37)
sau, desfasurand parantezele, obtinem o noud ecuatie cubica pentru care s-a redus termenul

patratic

v3+(A—%2)v+(n+%—%”)=O. (3.38)

Mentiondm cd substitutiile realizate nu limiteazd domeniul de valori admisibile. Pentru a

reduce numarul de variabile 1n ecuatia (3.38), vom realiza o noud substitutie:

3 R
v=3n+22L7—“—;u sly = ——=—. (3.39)
’ (m+222 )
27 3

Ecuatia noud va primi forma:
w+yu+1=0 (3.40)
Astfel, am obtinut o ecuatie cubica fatd de variabila u care contine explicit un singur

parametru y dat de (3.39). Dat fiind faptul ca solutiile ecuatiei cubice (3.36) pot lua valori

99



imaginare pentru domeniul de valori studiat (caz confirmat in partea a doua a paragrafului

3.3), vom realiza o analiza a bifurcatiei solutiilor ecuatiei (3.40) reprezentand grafic

A

dependenta u(y). Trecand la variabilele A = 7z sif] = %, normate la u, obtinem reprezentarea

pentru y prin:

1-=
y = —= (3.41)

3 ~. 2
~ 2 A
(TI+§—§>

Conform conditiilor generale de existentd a bifurcatiei solutiilor, functia si derivata functiei

trebuie sa fie concomitent egale cu zero, adica:

F(u,y) =0, F,(w,y) =0, (3.42)
sau
ur+yu+1=0,3u®+y=0. (3.43)

Putem determina valorile functiei u si ale parametrului y pentru care are loc bifurcatia
solutiilor ecuatiei (3.40) (diagrama de bifurcatie este prezentata in Figura 3.11). Din

conditiile (3.43) obtinem:

Y., =-3u?,u-3ud+1=0, (3.44)
prin urmare:
1 3

-10 -5 0 5 Y 10
Fig. 3.11. Bifurcatia solutiilor ecuatiei cubice (3.40) data prin dependenta u(y).
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Din Figura 3.11. observam ca valorile de bifurcatie sunt constante pentru acest tip de ecuatii.

Pentru toate valorile y, > —%, pentru ecuatia (3.40) va exista o singura solutie reald, pe

~ . 3 .. . IR P
cand pentru valorile y, < — e solutii reale ale acestei ecuatii vor fi toate trei radacini.

A
2

n
u3’

Din relatiile (3.41), (3.44), A== i 1j obtine domeniile in coordonatele (4,7),
pentru care vor exista fie trei solutii reale, fie o singura solutie reald pentru ecuatia (3.36).

Rezultatele sunt prezentate grafic in Figura 3.12.

n____ -
00
05" ]
i D3 1
10¢ D1 ]
15" ]
20" ]
25" ]
.10 - 05 00 0.5 10 “15

Fig. 3.12. Domeniile de valori A si n pentru care ecuatia (3.36) are o solutie reala in
domeniul D1 si trei solutii reale in domeniul D3.
Observam cd domeniul D3 din Figura 3.12 este foarte mic in regiunea 4 > 0 si n > 0; mai
mult ca atat, pentru valoarean = 0 ecuatia (3.36) are o singura solutie reala.
Il — cazul complet netrivial

Din ecuatia a doua a sistemului

=1 — Ax(s) — ﬂx(zs) + Vy(zs) - xcss) =0,

2 (3.46)
—A+ 2y(X(s) ~Y(» =0
putem exprima y = y(x) si apoi introducem acesta in prima ecuatie; astfel, obtinem
xesy + pxly + (A= 2yHx + Ay =0, 2yx = A, (3.47)

A doua inegalitate rezultd din faptul ci y? > 0. Mentionim ci deoarece parametrul y in
prima relatie a sistemului (3.46) intra la puterea a doua, ambele valori y si —y vor fi solutii

ale acestui sistem. Astfel, putem lua in calcul doar valorile y pozitive.
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O analiza a portretului de faza pentru cazul prezentei cAmpului extern a fost realizatd prin

construirea portretelor de faza ale sistemului pentru diferite valori ale parametrului de
control n, in comparatie cu cazul intrinsec n = 0.
Portretul de fazd ne va permite sa realizim o analiza calitativa a influentei campului extern
asupra sistemului studiat. Analizand Figura 3.13.(a) constatam ca, desi valoarea parametrului de
control 7 este foarte micd (n < 1072), deja poate fi observat fenomenul de apropiere a stirii
instabile u; de originea sistemului de coordonate, fenomen ce se evidentiaza si mai bine in
Figura 3.13.(b).

04 X

- 04 - 02

Fig. 3.13. Portretul de faza al sistemului (3.34) in regiunea de existenta a trei stari stationare
stabile, pentru valorile parametrilor de control A = 0.5, u = 2siy = 1.6, 7 = 0.008 (a) si
n = 0.04 (b).

Observam ca, odata cu cresterea valorii coeficientului de control asociat impactului campului
extern (Figura 3.13.(b)), starea instabila u; este complet absorbita de starea lichida stabila L1,
adica tranzitia prin starea instabild u; nu va mai fi posibild. Acest fapt duce la cresterea
instabilitatii sistemului si, astfel - la reducerea ratei de tranzitie din starea lichida stabild L1 in
starile solide S, si S_. Mai mult ca atat, cu cresterea influentei campului extern, starile instabile
u, si u_ de asemenea se indeparteaza, astfel tranzitia de la starea S_ la starea S, va fi la fel
impiedicata. Deci, putem concluziona ca, similar modelului cu un parametru de ordine, prezenta
unui camp extern va duce la cresterea instabilitatii sistemului; astfel, rata de tranzitie cétre starea
cristalind va fi redusa, iar timpul mediu de tranzitie va creste considerabil in conformitate cu

rezultatele prezentate in Capitolul II si in lucrarile publicate la subiectul dat [56-58, 82].
B. Influenta cAmpului extern periodic

Dupd cum am mentionat mai sus, campul extern periodic poate duce la o abordare

calitativ diferita a contributiei acestuia in procesul tranzitiei de faza de ordin intai in lichide
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subracite. Pentru a analiza o asemenea contributie a cAmpului extern la potentialul cinetic de

tip Landau, vom utiliza un potential de forma:
Ulx,y; L, i, y) =nx +§(x2 +y2) + §x3 — yxy? +i(x4 +yY); n=aSinfwt+¢]. (3.48)

Similar procedurii realizate anterior, vom cauta starile stationare ca fiind date de solutiile

sistemului

%: —Z—Uz —a Sin[w t + ¢] — Ax — ux? + yy? — x5,

ax v (3.49)
— =——=—1y + 2yxy — y5.

dt dy

Cunoastem ca influenta cdmpului extern este considerabild pentru valori mici 7, cercetarea
influentei caAmpului extern periodic asupra procesului tranzitiei de faza va fi realizatd pentru
valori n~1073 + 1071; astfel, valorile a, w, ¢ vor fi ajustate la aceasti conditie.
Mentionam cd, datoritd dependentei de timp prezentd in sistemul (3.49), solutionarea acestui
sistem va fi mult mai dificila, iar obtinerea solutiilor analitice devine imposibila. Astfel,
aportul campului periodic poate fi estimat prin analiza portretului de faza pentru diferite
valori ale parametrilor a,w,¢. Valorile selectate pentru a,w,¢ nu sunt legate de careva
cerinte specifice ale sistemelor fizice, ci sunt valori selectate Tn urma simularilor multiple,
care ne vor permite si abordiam situatii calitativ diferite. In pofida acestui fapt, valorile
selectate pot fi ajustate la necesitatile fizice.

Evident ca, odata cu cresterea valorii parametrului a, pentru valori mici w, ¢ trebuie sa
observam comportament similar cazului precedent (sectiunea precedenta A), fapt confirmat
de calculele realizate si prezentate in Figura 3.14. Pe de altad parte, odata cu cresterea valorii

w se evidentiaza o comportare calitativ diferitd a liniilor echipotentiale in vecinatatea

Z =

- 04 - 02 00 02 04 - 04 - 02 00 02 04 x

Fig. 3.14. Portretul de faza al sistemului (3.49) in regiunea de existenta a trei stari stationare
stabile, pentru valorile parametrilor de control A = 0.5, u =2,y = 1.6, w = 0.1, ¢ = /4 si
a = 0.008 (a), a = 0.04 (b).
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- 04 - 02 00 02 04X - 04 - 02 00 02 04 X

Fig. 3.15. Portretul de faza al sistemului (3.49) in regiunea de existenta a trei stari stationare
stabile, pentru valorile parametrilor de control A = 0.5, u =2,y = 1.6, ¢ = /4, a = 0.04,
siw=0.5(a), w = 1.0 (b).
traiectoriilor fazelor ce desemneaza directiile catre starile solide S, - ramura superioara in

dreapta portretului de faza si S_ - ramura inferioara in dreapta portretului de faza (Figura 3.15).

In ce priveste starea instabild u;, observim ci pentru valoarea a = 0.04 si odatid cu
cresterea valorii w are doc deplasarea starii u, catre starea L1, fapt ce duce la cresterea
instabilitatii starii lichide; astfel, rata de tranzitie din starea lichidd in starea solidd poate fi
amplificatd prin amplificarea frecventei campului periodic. Acest rezultat este unul calitativ nou,
fiind prezis in [4]. Astfel, modelul devine legat direct de periodicitatea campului extern.
Experimente legate de influenta campului electric alternativ asupra procesului de cristalizare a
proteinelor la temperaturda mentinuta constantd sub temperatura de cristalizare [83, 84] confirma
aceste rezultate. Trebuie de mentionat ca experimentele prezentate in [83, 84] au fost realizate
pentru substante la a caror cristalizare, starea intermediard metastabild nu a fost observata. Cu
toate acestea, pentru domeniul anumite valori ale parametrilor de control (de exemplu, A < 0),
drept cazuri particulare, modelul dezvoltat va putea descrie si sistemele a cdror stare
intermediara nu existd, acestea insa nu vor fi analizate Tn cercetarea respectiva.

Pe de alta parte, acceleratia tranzitiei de faza in prezenta campului periodic poate fi
confirmatd si de apropierea catre origine a starilor instabile u, si u_, ceea ce va facilita
fluctuatiile intre starile solide S, si S_. Starea S, fiind starea cristalina stabild structural, aceasta

va actiona ca un atractor in sistemul cercetat.
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3.3. Analiza bifurcationala a solutiilor stationare
Modelul intrinsec al tranzitiilor de faza

Avand deja calculate solutiile sistemului (3.21), putem usor reprezenta tabloul de bifurcatie a

solutiilor stationare x = x(5)(4,¥) in dependentd de parametrul de control A, pentru valorile

y = 1.6 si u = 2, (Figura 3.16).

- 10 - 05 00 05 A 10

Fig. 3.16. Diagrama de bifurcatie a solutiilor stationare ale sistemului (3.21), parametrul de
control A este variat in intervalul {—1,1}, pentruy = 1.6 siu = 2.

Din paragraful 3.2 cunoastem ca starile L1 din (3.23) si S din (3.30) sunt stari stabile si
acestea sunt asociate stdrilor lichida si solidd, respectiv, pe cand starea L2 data de solutia
triviald al sistemului (3.22) (x(5) = y(s) = 0) este stabild doar pentru domeniul 1 > 0 si este
asociata starii lichide intermediare, avand o structura diferita de cea lichida L1 [15, 55]. Celelalte
doud ramuri reprezinta starile instabile ale sistemului (3.21). Solutia (3.31), avand o dependenta
liniard de A, a fost neglijata, deoarece aceasta ia valori pur imaginare care nu au sens fizic.
Datorita faptului ca sistemul analizat este unul complex si ca pentru diferite seturi de valori ale
parametrilor de control pot exista domenii unde sistemul fie nu are solutii, fie acestea sunt
complexe. O analiza mai generala poate fi realizata avand variatia parametrului de control y, fapt
ce ne permite sa determindm domeniul de existentd a solutiilor stationare si stabilitatea acestora
(Figura 3.17.).

Astfel, vom demonstra ca starile sistemului sunt stabile pentru domenii largi ale parametrilor
de control, iar calculele realizate sunt generale si nu depind de sistemul fizic ales. Din
considerente fizice, relevant este domeniul pozitiv de variatie a parametrului y, aceastd

dependenta este prezentata in Figura 3.18. Astfel, putem observa ca odata cu cresterea valorii
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Fig. 3.17. Diagrama de bifurcatie a solutiilor stationare ale sistemului (3.21). Parametrii de
control sunt variati in intervalul 1 = {—1,1} siy = {—2,2}, pentru u = 2.
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Fig. 3.18. Diagrama de bifurcatie a solutiilor stationare ale sistemului (3.21). Parametrii de
control sunt variati in intervalul 4 = {—1,2} siy = {1,2}, pentru u = 2.

parametrului de control y creste stabilitatea starii solide; deci, rata de tranzitiec de la starea
lichida L1 catre starea solida S poate fi sporita. Altfel spus, timpul mediu de tranzitie poate fi
redus.

Acest rezultat este in concordanta directa cu rezultatele obtinute anterior, unde parametrul de
control y este asociat eterogenittii sistemului, similar parametrului de control ¢ pentru modelul

cu un parametru de ordine [55, 56].
Modelul tranzitiilor de fazi in prezenta cAmpului extern

Odata cu cuplarea sistemului la un campul extern, vom utiliza rezultatele obtinute in partea a

doua a paragrafului 3.2. Astfel, din Figura 3.12 si din explicatiile corespunzatoare cunoastem ca,
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in dependenta de valorile 1 si 4, sistemul (3.36) poate avea trei solutii reale sau doar o solutie
reald. Diagrama de bifurcatie pentru cazul respectiv este prezentata in Figura 3.17, unde
discontinuitatile curbelor corespund conditiei cand sistemul (3.36) are o singurd solutie reala.
Din Figura 3.19. observam ca influenta campului extern se face simtita prin indepartarea curbei
u; si L2 care corespund starii lichide instabile si starii intermediare lichide metastabile,

respectiv. Cu cresterea influentei campului extern, tendinta de reducere a ratei de tranzitie creste

L2

; 2 -1 0 1 A 27
Fig. 3.19. Diagrama de bifurcatie a solutiilor stationare ale sistemului (3.34), parametrul de
control A este variat in intervalul {—1,1}, pentruy = 1.6, u = 2 sin = 0.005.

3
esential, astfel incat pentru valori n mai mari de valoarea critica n* = l;—7 starea u, va fi complet

absorbita de starea L1, iar starea L2 nu va putea fi gasita in domeniul de existenta a starilor L1 si
S;. Astfel, tranzitia de faza prin intermediul starii lichide intermediare metastabile nu va fi
posibila. Rezultatele expuse in acest paragraf sunt in concordanta cu rezultatele obtinute in cazul

modelului cu un singur parametru de ordine [55, 56, 69].
3.4. Modele computationale ABM in comparatie cu modelul probabilistic

Modelarea AMB a sistemelor complexe de tip cluster

Modelele ABM (agent based models) reprezintd o metodologie noua dezvoltata cu scopul de
a studia procese din sisteme complexe la interactiunea dintre structurile macro- $i microscopice
[85]. De regula, multe asemenea sisteme sunt caracterizate prin faptul cd proprietatile lor
generale, rezultat al superpozitiei mai multor stari individuale ale subsistemelor componente sau
un agregat al acestora, nu pot fi deduse printr-o simpld extrapolare a evolutiei partilor
componentelor de la un nivel structural inferior la unul mai superior, ci reprezintd proprietati

calitativ noi. Acesta este cazul sistemelor complexe care manifestd deseori proprietatea de
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autoorganizare, care reprezinta, in temei, capacitatea sistemului de a manifesta noi strategii
individuale de evolutie [29, 86-101]. Totodata, asemenea sisteme neliniare complexe necesita si
metode mai avansate, ,,netraditionale” de cercetare, modelele analitice fiind acceptabile doar in
cazuri limitd, iar simplificarea corespunzatoare a modelului riscd sa conduca deseori la
excluderea a insusi factorului-cheie. Pe de alta parte, un design flexibil la nivel microscopic ar
descrie adecvat interactiunea si comportarea partilor componente sau agentilor care formeaza
sistemul complex, iar, in consecintd, si a sistemului in ansamblu. Metodologia respectiva s-a
consolidat pe parcursul ultimelor decenii ale secolului XX, desi ponderca rezultatelor
corespunzatoare in totalul cercetarilor stiintifice, atat din motive obiective, cat si subiective, este
inca nesemnificativa. Totodatd, modelele ABM ofera atat un grad sporit de generalitate, cat si
posibilitatea unei estimari adecvate a rezultatelor. Mai mult ca atat, avantajul esential al acestora
consta in capacitatea lor de a descrie fenomene complexe, deoarece modelele ABM suporta o
detaliere mai bogatd a fenomenului. Totodatd, au fost elaborate si programe de calcul
corespunzatoare. De exemplu, JAS reprezintd un cunoscut program pentru simuldri in baza
modelelor ABM cu urmatoarele trasaturi de baza: simularea evenimentelor discrete temporal,
bazata pe tehnica de programare Java, management flexibil al unitatii de timp utilizate (secunde,

minute, ore, zile etc.), generator de evenimente desfasurate in timp real.

O alta problema actualda se refera la modelarea computational-probabilistica si AMB a
sistemelor complexe de tip cluster. In general, clusterul reprezinti un agregat format dintr-un
numar oarecare de elemente similare considerate unitare si indivizibile. Astfel, aceasta problema
actuald In domeniu constd in demonstrarea conexiunii dintre modelarea probabilisticd sau
stocastica si cea computationala ABM, despre care cunoscutul fizician italian D.Costantini in
2004 a mentionat urmatoarele: ”Our ambition is to bridge the gap between agent-based
computational models (where there is a lack of probabilistic insight) and stochastic processes
(that appear “phenomenological” if they are non-“agent-based’’)” [101]. Importanta rezolvarii
acestei probleme rezida in faptul ca solutia ei ar oferi modelelor ABM un instrument puternic de
optimizare a distributiei agengilor 1n sistem, care in modelele ABM se realizeaza, de regula, prin
metoda probelor si erorilor. Totodata, ecuatiile probabilistice sau stocastice determina valoarea
medie a solutiei problemei, care In modelarea ABM se obtine doar dupa realizarea tuturor
interactiunilor posibile din sistem, care in cazul unui numar mare de particule poate rula pe
calculator o perioada indelungata de timp. Nu in ultimul rand, cercetarea ar putea demonstra un
fapt fascinant despre existenta unor legitati universale in sistemele complexe indiferent de natura

lor.
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Bazele matematice ale modelelor computationale ABM

In continuare vom efectua o generalizare a componentei matematice a modelelor respective,
deoarece simularea propriu-zisa a sistemului se realizeaza conform unui set de functii bine
definite atat deterministic, cat si stocastic. Aceste functii descriu in mod univoc dinamica
sistemului la nivel macroscopic. Mai mult ca atat, o eventuala stare de echilibru este descrisd cu
ajutorul unei functii bine definite de parametrii structurali si de conditiile initiale impuse
sistemului. Sa consideram ca in fiecare moment de timp t un element, singleton sau agent i, unde
1€1, 2, ..., n, este descris univoc cu ajutorul unei variabile de stare x(i,t), iar evolutia acesteia
este caracterizata de ecuatia:

x(i, t) = fi (x(i, t), x(-i, t); a(i)), (3.50)
unde sunt specificate caracteristicile individuale atat sub aspect functional si structural (fj si a(i),
respectiv), cat si starea celorlaltor unitati, cu exceptia lui i, din sistem, X(-i, t). Dupa ce au fost
apreciate caracteristicile sistemului la nivel microscopic, urmeaza definirea unor marimi
macroscopice, astfel Y referindu-se la intreg ansamblul:

Y(t)=F (x(1, t),..., X(n, t)). (3.51)
Problema se reduce la solutionarea ecuatiei (3.51) pentru fiecare moment de timp t, indiferent de
particularitatile lui fj, astfel incat o solutie exista oricand daca vom rezolva iterativ fiecare termen
X(i, t) din (3.51) folosind relatiile:

Y(0)=s (x(1, 0),..., x(n, 0)),

Y(1) =s (x(1, 1),..., x(n, 1))=s (f1 (x(1, 0), x(-1, 0);a(1)),..., f, (x(n, 0), x(-n, 0);a(n))) (3.52)
=01 (x(l, 0),..., x(n, 0); a(1), ..., a(n)),

Y(®) = ge (L, 0),..., x(n, 0)): a(1), ..., a(n)).

Ecuatia de miscare (3.52) exprimad univoc valoarea lui Y in orice moment de timp t prin
conditiile initiale ale sistemului si valorile parametrilor a(i). Cand g; conferge catre o functie
independentd de timp, se obtine expresia pentru valoarea de echilibru a lui Y, ca functie de
condtiile inifiale si parametri:

Y¢ = !EQYI =g(x(@0),...,x(n,0); a(),...,a(n)) (3.53)

Relatiile (3.50)—(3.53) definesc formalismul matematic atdt al modelelor microscopice
dinamice, cat si cel al modelelor ABM. Sa consideram in continuare implementarea acestei
scheme in cazul modelului bazat pe agentul reprezentativ: indicele i se omite in virtutea faptului
ca nu putem vorbi despre careva caracteristici individuale sub aspect functional si structural, iar
ecuatiile rezultante de miscare (3.52) vor fi foarte simple, adica este posibila transformarea lor

algebrica, pot fi calculate derivatele, comparate diferite solutii care descriu starea de echilibru
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etc. In varianta »traditionald”, atunci cand conditiile de echilibru sunt impuse sistemului din
exterior, acesta trece in echilibru, iar miscarea lui catre echilibru este ignoratd. Prin urmare, o
asemenea descriere nu poate fi una de tip cinetic §i va fi ignorata in continuare.

Sa revenim insa la modelele ABM analizand din ecuatiile (3.52) ecuatia de miscare pentru
Y(t). Pentru valori mari ale lui t si n, evaluarea expresiei g; (...) poate fi dificila, fiind imposibila
orice tentativd de solutionare a ei prin metode algebrice. Aceasta situatie este similara celei din
teoria jocurilor, cand sunt implicati un numar mare de agenti. Totodata, functiile (3.52) sunt

complet determinate, astfel fiind posibila calcularea valorilor lui Y(t) pentru diferiti parametri si

fi acordatd unui oarecare set artificial de date generat de simulare, unde £ sunt coeficientii pentru
g,(...). De exemplu, daca §,(...) poseda o dependenta liniara, atunci vor exista doi coeficienti fo

si 1 (punctul de intersectie si panta) pentru a fi estimati in baza datelor simularii. Aceasta este o
practica obisnuitd in simulare, iar modelele obtinute sunt denumite metamodele sau simulatoare
[98]. Latura slaba a acestei proceduri consta in faptul ca setul de date artificiale poate sa nu fie

reprezentativ pentru toate rezultatele modelului respectiv. Cu alte cuvinte, este posibil ca atunci

cand vom alege alt set de parametri comportarea functiei @, (...) se va schimba substantial, iar

metamodelul g, (...) va deveni o descriere vagi a realitatii. Aici sunt necesare doua observatii. In

primul rand, daca modelul se refera la date obtinute la simularea pe calculator, atunci el ar trebui
si contind si referinte la unele date experimentale. In timp ce aceste date observabile care
genereaza procesul sunt necunoscute, rezultatele simularii ar putea, in principiu, devia de la
descrierea corecta intr-un oarecare moment de timp. In al doilea rand, ar putea exista si anumite
combinatii ireale de parametri, dar de care nu ar trebui sd se tind cont atit timp cat sunt rare
(acesta nu este cazul modelelor al cédror scop reprezintd studierea fenomenelor critice). Uneori
combinatii particulare ale parametrilor adecvati modelului pot fi obtinute prin metoda ,,probelor
si erorilor”, iar atunci cand valoarea de echilibru a Iui Y (3.53) nu depinde de conditiile initiale,
sistemul se va considera ergodic. Daca sistemul este ergodic, pentru t>T starea sistemului se va
caracteriza de o singura functie de distributie F(as,..., @), indiferent de starea sa initiala, iar
fiecare rezultat particular al simularii se va incadra in limitele generale de evolutie ale sistemului
in ansamblu.

Aproximarea de catre ecuatia de miscare gi(...) a variabilei Y nu poate fi utilizata pentru
estimarea de mai departe a datelor reale. Expresia, care nu poseda niciun coeficient necunoscut,

reprezintda o descriere a modelului bazat pe simulare pentru un set concret de parametri
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de a reproduce fenomenul analizat, prin aplicarea aceluiasi metamodel §,(...) datelor reale si
comparand vectorul-coeficient S, estimat in baza datelor artificiale, cu setul de coeficienti
corespunzatori obtinuti pe baza datelor reale. Totodata, diferifi vectori-coeficienti ﬂ_ sunt

obtinuti pentru diferite valori ale parametrilor de structura ¢;. Astfel, efectudnd o comparatie a

rezultatelor simularii cu datele reale, putem varia valorile coeficientilor de structurd cu scopul de
a micsora diferenta dintre rezultate. Procedura respectiva se numeste calibrare. Pe de alta parte,
un exces de parametri ar putea deseori conduce la o subidentificare a modelului in virtutea
reducerii restrictiilor, dar acest fapt nu poate fi un obstacol categoric in elaborarea modelului.
Mai degraba incapacitatea acestuia de a descrie satisfacator fenomenul, de exemplu in cazul
modelelor algebrice simple, reprezinta un adevarat obstacol. Modelele ABM acceptad descrierea
fenomenelor complexe si aceasta este o trasdtura fundamentala a lor. Subidentificarea modelului
este uneori inevitabild, deoarece evolutia sistemelor complexe este nedeterminista, bazata pe o
interactiune deseori aleatoare a partilor componente.

Domeniul de aplicatie al modelelor ABM este foarte vast. Din punct de vedere metodologic,
modelele ABM trebuie validate atat la nivel macro, cat si la micronivel. Validarea la macronivel
este dificila, deoarece deseori rezultatele poseda o dependentd complexa, si doar uneori, ca in
cazul modelelor statistice simple, se obfin distributii Gauss cu valori medii si dispersii constante.
O problema de natura tehnica reprezinta gestionarea unui volum uneori enorm de date, fapt ce
implica programarea paraleld [102]. Mai mult ca atat, aceste date trebuie sa fie functii de timp.
Totodata, acesti indicatori temporali sau lipsesc, sau poseda un caracter neunivoc. Care sunt
atunci criteriile necesare pentru validarea modelelor ABM? In primul rand, comparatia cu datele
observabile experimental, atunci cand ele exista, nu poate fi un criteriu sigur in cazul sistemelor
complexe. Importanta majora a modelului ar putea rezulta atunci fie din faptul ca acesta sporeste
nivelul nostru teoretic de intelegere a unui careva fenomen, fie cd permite ,,experimentarea” pe
calculator, fie ambele cazuri ar putea fi caracteristice. Facand o paraleld cu studiul materiei la
nivelul atomic/molecular, aceasta situatie este similard cu modelarea dinamicii moleculelor (MD
computer simulation), cand, folosind simularile pe calculator, putem studia detaliat miscarea
moleculard sau explora domenii ale temperaturii §i presiunii neaccesibile experimental in
prezent, iar rezultatele sunt folosite atat la testarea teoriilor curente, cat si pentru scoaterea in
evidentd a noi proprietafi incd neobservate experimental. Prin urmare, un al doilea criteriu

important este acela ca modelul genereaza informatii noi.
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Formularea modelului probabilistic pentru interactiunea stocastica a agentilor intr-un

sistem eterogen: formarea nucleelor de cristalizare

In matematica, mai cu seama in matematica combinatorie, numerele Stirling de grad 2

e1e

S(n,k) = {E} enumera numarul de posibilitati de a partitiona un set din n obiecte in k subseturi.

Insa, numerele Stirling nu tin cont de subseturile nule, adici de acele subseturi, pentru care,
probabilitatea de a fi populate p;=0, unde i este indicele subsetului respectiv, sau, altfel spus,
pentru un sistem din atomi sau molecule, in calitate de subsistem vom considera starile in care,
cu o anumitd probabilitate, putem gasi sistemul. Prin numerele Stirling, de asemenea, putem
determina numarul diferitelor relatii de echivalenta cu clasa de precizie k, care pot fi definite

P&, (k) K
pentru un set din n elemente. Formula explicit este S(N,K) = EZ(—l)k '[JJ , unde {Jj este
> j=0

nn
coeficient binomial. Suma dupa k pentru numerele Stirling de grad doi Z{k} =B, determini al
k=0

n-lea numar Bell, care reprezinta numarul total al partitiilor unui cluster cu n entitati sau agenti
[86]. Intrebarea apare atunci cand subseturile nule sunt necesare de a fi utilizate in model, de
exemplu la interactiunea structurilor eterogene; in astfel de cazuri, partitionarea dupa numerele
Stirling devine insuficienta pentru enumerarea partitiilor in asemenea sistem complex [87].

In general, modelarea bazati pe agent este o metodologie utilizatd pe larg in simularea
sistemelor complexe cu aplicatie in stiinte sociale si ,,computer sciences”. Pe de alta parte, un
proces de tip Marcov este un proces stocastic a carui probabilitate viitoare depinde de valorile
cele mai recente. Modelele computationale ABM satisfac aceastd conditie, exceptie fiind cazul
cand decizia depinde de starea sistemului cu mai mult decat un pas precedent, acesta fiind cazul
cand agentii ABM poseda proprietati de adaptare [88].

Au fost cercetate proprietatile si utilizatd formula generala ce descrie procesul de formare a
clusterilor la interactiunea intre agenti intr-un sitem eterogen, cum ar fi, procesul de partitionare

in subseturi (clusteri) nule si nenule [80, 81]. Astfel, fie N=12,...,c0 numarul total de
entitdti/agenti in model si {n,,n,,n;,n,,n,,n,} sunt partitiile in m=6 subseturi. Fiecare subset poate

fi numit cluster, iar procesul — clusterizare/grupare. Dimensiunea fiecarui cluster poate varia de

la0laN, n=0N,i=16,5 >'n =N.Numirul total al distributiilor posibile P este o functie de N

6
i
i=1

si m, si solutia explicita este
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+

M

N

=z
3]

N

unde, .c=.C.=6, ,C,=,C,=15, ,C,=20, ,C,=1 sunt combinatiile date de coeficientul binomial

k:[m] m . In general, cand numirul de subseturi m>1, numairul total de distributii
" k)T (m-k)k!

posibile P pentru N agenti in m subgrupuri sau subseturi [80, 81, 103] este:
P(N,m) = _1)|H(N +i). (3.55)

Formula (3.55) a fost aplicata la cercetarea etapei initiale a procesului de cristalizare, asa cum
este reprezentat schematic in Figura 3.20, pentru a estima impactul interfetei intre nucleu,
considerat cluster cu numar cunoscut de atomi sau molecule, si faza lichida, in vederea sporirii
ratei de nucleere [93]. Se cunoaste ca tranzitia de faza de ordinul intdi se realizeaza prin
mecanismul de nucleere si ca nucleul — clusteri de atomi sau molecule, precum si lucrul de
nucleere — bariera energetica pentru tranzitia de faza, sunt de fapt, marimi termodinamice in
teoria nucleerii. Cu toate acestea, formarea nucleelor de cristalizare, statistic este un eveniment
aleator, cu probabilitati determinate in mare masura, de lucrul de nucleere, care creste odata cu
dimensiunea nucleului [90]. Modelarea traditionald, cu ajutorul ecuatiilor diferentiale, nu este o
alternativa (la nivel microscopic) pentru modelarea ABM, deoarece doar un set de ecuatii
diferentiale, fiecare componenta descriind dinamica unei unitati constituente a sistemului, poate

fi o alternativa pentru modelarea ABM [92].
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P,

Fig.3.20. Reprezentarea schematica a distributiei particulelor cu ponderile corespunzitoare
in cluster — py, lichid — py si la interfata — p, si ps [104].

Proprietitile modelului matematic

1o v,

fata de diagonala P(N,i+1) = P(i,N +1), pentru i=0,1,..., N-1, si poate fi formata prin aranjarea

numarului de partitii potrivit parametrilor N si m [81]. Tabelul 3.1 contine valorile pentru un

numar dat de partitii. Relatia de recurentd este P(N,m)=P(N -1, m)+P(N,m-1) pentru m>0 cu

conditia initiala P(0,m>0)=1. De exemplu, numarul 330 din coloana m=5 si din randul N=7 este

constituit din 210+120, unde 210 este numarul de mai sus de 330 si 120 este numarul din stanga

de 330.

Tabelul 3.1. Matricea bi-triunghiulara de valori pentru numerele de partitii P(N,m).

NNm|1l|2]|3]| 4 5 6 7 8 9 10 | Relatia de recurenta
0 1] 1] 1 1 1 1 1 1 1 1 =
1 1] 2| 3 4 5 6 7 8 9 10 =
2 1] 3| 6| 10 15 21 28 36 45 55 =
3 1| 4/10| 20 35 56 84 120 165 220 é_./
4 1] 5[15| 35 70| 126 | 210 330 | 495 715 =
5 1| 6[21| 56| 126 | 252 | 462 792 | 1287 | 2002 o
6 1| 7|28| 84| 210| 462 | 924 | 1716 | 3003 | 5005 é
7 1| 8(36[120| 330 | 792 | 1716 | 3432 | 6435 | 11440 o
8 1| 945|165 | 4951287 | 3003 | 6435 | 12870 | 24310 e
9 1/10|55|220| 7152002 | 5005 | 11440 | 24310 | 48620 Z
10 [1]11 |66 |286| 1001 | 3003 | 8008 | 19448 | 43758 | 92378 o

Elementele diagonale ale multimii bi-triunghiulare de valori pentru numarul de partitii sunt 1,
2,6, 20, 70, 252, 924, 3432, 12870, 48620, ..., si sunt determinate de al n-lea coeficient binomial

central [81]:

C(2n,n)= [Zn”j _ % |

pentru N >0.
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Cocficientii (3.56) se numesc centrali, deoarece acestia apar exact in mijlocul randurilor impare
enumerate in triunghiul lui Pascal. Aceste numere au functia de generare

1

T =1+ 2X+6X* +20x° + 70x* + 252x° + 924x° +3432x" +.... (3.57)
—4x

Se stie cd formula asimptoticd pentru coeficientul binomial central C(2n,n) poate fi scrisd in
4n 2
forma particulara a formulei Wallis, de exemplu: lim 2—2 =z lim n[l“#)]z =7, unde r(x)
n—oo 2n n—o
n F(l + nj
n 2
4n

s

poate fi de asemenea utilizatd pentru a determina constanta /27 care sta in fata formulei Stirling.

este functia Gamma, deci in cazul asimptotic (Zn] ~ n — o« . De altfel, aceastd ecuatie
n

3.5. Concluzii la Capitolul 3

1. Modelul matematic generalizat pentru un numar r al parametrilor de ordine si m
parametri de control este aplicat pentru studiul stabilitatii starilor stationare care se obtin

in modelul parametric cu potential cinetic de tip Landau si doi parametri de ordine.

2. Este analizatd stabilitatea solutiilor stationare x(s): sistemul contine trei stdri stabile
pentru domeniul de valori 1 < 0, asociate starii lichide L1, si doua stari solide stabile cu
simetrii diferite S, si S_, iar pentru 4 > 0 mai existd o stare intermediard lichida L2.
Sistemul de ecuatii poseda in total noud solutii, doud dintre care sunt excluse, deoarece

corespund valorilor imaginare fizic inacceptabile pentru parametrul de ordine y).

3. Domeniile de existenta a solutiilor reale sunt determinate pentru intreg spectrul de valori
ale parametrilor de control pentru modelul tranzitiei de faza in prezenta unui camp extern

constant.

4. TImpactul cuplarii sistemului la campul extern asupra tranzitiei de faza de ordinul intai in
prezenta starii intermediare metastabile este generalizat in diagrama de bifurcatie care
cuprinde fazele stabile lichida (L1) si solida (S;), starea lichida metastabila (L2), precum

st ramurile u; s1 uy care sunt asociate starilor stationare instabile.

5. Pe baza analizei portretului de faza in regiunea de existenta a patru stari stationare stabile

L1, L2, S, si S_ (A > 0), pentru diferite valori ale parametrilor de control s-a stabilit ca
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10.

11.

influenta campului extern reduce rata de tranzitie din starea L1 in starea S; in toate
cazurile, cu exceptia unui camp extern periodic, pentru care timpul mediu de tranzitie se

micsoreaza.

Am aratat cd efectul combinat dintre parametrul de control 7 si frecventa campului
periodic w influenteaza diferit rata de tranzitie: cresterea parametrului 7 micsoreaza rata

de tranzitie, iar cresterea frecventei w — o mareste.

Numarul total al distributiilor posibile P este o functie de numarul total de particule N si

numarul de clusteri m, P(N,m), iar matricea este simetrica fatd de diagonald

P(N,i+1) =P(i,N +1), pentru i=0,1,...,N-1.

Relatia de recurenta este P(N,m)=P(N-1m)+P(N,m-1), pentru m>0, cu conditia
initiala P(0,m>0)=1.
Elementele diagonale ale multimii bi-triunghiulare sunt definite de al n-lea coeficient
o 2n)  (2n)! : N .
binomial central C(2n,n)= =-—=", pentru N>0, iar coeficientii respectivi sunt
n

(ny*

denumiti centrali, deoarece ei apar exact in mijlocul randurilor impare in triunghiul lui

Pascal.
Aceste elemente diagonale poseda functia de generare
1
=1+ 2X+6Xx? +20x% + 70x* +252x° +924x° +3432x" +....
V1-4X

Formula asimptoticd pentru coeficientul binomial central C(2n,n) poate fi scrisd in

: . . : n _n[r(n)f
forma particulard a formulei Wallis, astfel incat lim s=rlim—-r— =1,
nN—o0 2n n—o
n( J {F{l + nﬂ
n 2
unde r(x) este functia Gamma, deci in cazul asimptotic (an -4 , N—>oo.
n \n
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4. CONCLUZII GENERALE SI RECOMANDARI

Rezultatele analitice generale sunt analizate si demonstrate in cazuri particulare ale dinamicii
intrinsece de tranzitie si ale dinamicii de tranzitie in prezenta eterogenitatii, cand potentialul
cinetic U(x) implica un singur parametru de ordine x si contine un coeficient unitar aditional

al asimetriei sistemului dat de parametrul &.

A fost calculat timpul mediu de tranzitie in functie de parametrii de control & si #, asociati
eterogenitatii sistemului si ai cuplarii sistemului la un camp extern respectiv. Pe baza setului

de curbe care descriu dependenta (7, £, 1) am constatat ca la cresterea valorii parametrului

1} are loc reducerea ratei de tranzitie intre starile L1 si C. Prin urmare, creste timpul mediu
de tranzitie 7|, ., spre deosebire de dependenta timpului mediu de tranzitie de coeficientul

de asimetrie &, cand are loc accelerarea tranzitiei de faza.

In baza analizei asimptotice si a dependentelor parametrice au fost determinate domeniile de
valori ale parametrilor de control pentru care sistemul poseda 0, 2 sau 4 solutii in cazul
prezentei eterogenitatii si 1, 3 sau 5 solutii in cazul cuplarii sistemului la un camp extern.
Drept consecintd, analiza dependentelor parametrice ne-a permis sa determindm intervalele
de valori pentru care sistemul posedd doud stari stabile (lichida si solidd) si o stare

intermediara metastabila.

Dupa cum este prezentat in diagrama de bifurcatie pentru solutiile starilor stationare si a
timpului mediu de tranzitie, in ambele cazuri, in timp ce asimetria sistemului creste, se
observd o crestere a stabilitdtii starii lichide sau cristaline in dependenta de semnul
parametrului & Cu toate acestea, impactul unui camp extern constant in prezenta starii
intermediare va reduce stabilitatea sistemului. Valoarea cea mai mare si valoarea cea mai
mica ale parametrului de ordine in diagrama de bifurcatie corespund minimului functiei de
energie libera F, pe cand valorile intermediare corespund starilor instabile (F are un maxim
local sau un punct de inflexiune), si aceste trei extreme sunt identificate drept faza cristalind

st doua faze lichide.

In cazul sticlelor cu o singurd componenti, care poate fi caracterizati in termeni de presiune
P si ai volum V, relatia dintre P si V poate fi obtinutda utilizand ecuatia

P(V,T,x) =—(6F/8V), , . Mentiondm cd P(V,T,x) pot fi derivate din datele experimentale

si aceasta ecuatie poate fi utilizatd in viitor pentru a determina dependenta V de F(V, T, x).
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Atunci F poate fi aplicat pentru a primi entropia s = —(aF/aT), , si in acest mod pot fi

definite caldura specifica si alte marimi termodinamice ale sistemului.

Pentru experimentul de cristalizare a lizozimei potentialul poate fi scris in forma U(x, M)
pentru valorile constantelor f =56.15 si x, = 0.125. Acest potential poseda forma
potentialului asociat cu doua stari simultan stabile separate printr-o stare instabild pentru un
interval limitat de valori M € [7.3,11.2]. Cum si era de asteptat din modelul parametric al
tranzitiilor de faza de ordinul intdi in prezenta unei stari intermediare descris la sfarsitul
paragrafului 2.3. Acest model a fost realizat cu un parametru de ordine in potentialul cinetic
de tip Landau in cazul influentei campului extern asupra tranzitiei de faza, unde o crestere
mica a parametrului 1 influenteaza substantial stabilitatea sistemului. Totodata, potentialul

U (x) este susceptibil la variatia valorilor critice ale parametrului de ordine x,.

Prezenta unui cAmp extern constant, descrisa de parametrii 17 si M, incetineste procesul de
cristalizare si, ca rezultat, timpul de tranzitie va creste, iar intre parametrul de control # din
modelul parametric cu potential cinetic de tip Landau si parametrul M din modelul
fenomenologic analizat in contextul experimentului de cristalizare a lizozimei existd o
dependentd liniara. Totodata, concluzionam c@ se obtine o corespondentd a rezultatelor
teoretice cu cele calculate fenomenologic in baza procesului de cristalizare a lizozimei pentru

valorile parametrilor de control n € [ 0,0.08], ¢ = 0.5, u = -1.5si 1 = —0.62.

Modelul matematic generalizat pentru un numar r al parametrilor de ordine si m parametri
de control este aplicat pentru studiul stabilitatii starilor stationare care se obtin in modelul
parametric cu potential cinetic de tip Landau si doi parametri de ordine. Este analizata
stabilitatea solutiilor stationare x(): sistemul contine trei stari stabile pentru domeniul de
valori A < 0, asociate starii lichide L1, si doua stari solide stabile cu simetrii diferite S, si S_,
lar pentru A > 0 mai exista o stare intermediara lichida L2. Sistemul de ecuatii poseda in
total noud solutii, doud dintre care sunt excluse, deoarece corespund valorilor imaginare fizic

inacceptabile pentru parametrul de ordine y .

Impactul cuplarii sistemului la cdmpul extern asupra tranzitiei de faza de ordinul intai in
prezenta stdrii intermediare metastabile este generalizat in diagrama de bifurcatie care
cuprinde fazele stabile lichida (L1) si solida (S, ), starea lichida metastabila (L2), precum si

ramurile u, si ug. care sunt asociate starilor stationare instabile.
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10.

11.

12.

Pe baza analizei portretului de faza in regiunea de existentd a patru stari stationare stabile L1,
L2, S, si S_ (A > 0) pentru diferite valori ale parametrilor de control s-a stabilit ca influenta
campului extern reduce rata de tranzitie din starea L1 in starea Sy In toate cazurile, cu
exceptia unui camp extern periodic, pentru care timpul mediu de tranzitie se micsoreaza. Am
aratat ca efectul combinat dintre parametrul de control 7 si frecventa campului periodic w
influenteaza diferit rata de tranzitie: cresterea parametrului 7 micsoreaza rata de tranzitie, iar

cresterea frecventei w o mareste.

Numarul total al distributiilor posibile P este o functie de numarul total de particule N si

numarul de clusteri m, P(N,m), iar matricea este simetricd fata de diagonala
P(N,i+1)=P(i,N +1), pentru i=0,1,...,N-1. Relatia de recurenta este

P(N,m)=P(N -1, m)+ P(N,m-1), pentru m>0, cu conditia initiala P(0,m>0)=1.

Elementele diagonale ale multimii bi-triunghiulare de valori pentru numarul de partitii sunt

2n I
definite de al n-lea coeficient binomial central C(2n,n) E( . ]: (2n). , pentru n>0. Aceste

(n)

elementele diagonale poseda functia de generare

1

N vris 1+ 2% + 6%% + 20x3 + 70x* + 252x° + 924x° + 3432x” +....Formula asimptotica
—4X

pentru coeficientul binomial central C(2n,n) poate fi scrisd in forma particulara a formulei

: o an _n[r(n)? . :
Wallis, astfel incét lim ——— =z lim————*— =7, unde r(x este functia Gamma, deci
nN—o0 2n n—o
n 1“[1 + nj
n 2
in cazul asimptotic (an A , h>w
n N7
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