UNIVERSITATEA DE STAT DIN TIRASPOL

Cu titlu de manuscris
C.Z.U.: 515.1(043.2)

JOSU NATALIA

CERCETAREA GRUPOIZILOR TOPOLOGICI CU
UNITATI MULTIPLE

111.04 - GEOMETRIE S1 TOPOLOGIE

Autoreferatul tezei de doctor in stiinte matematice

CHISINAU, 2015



Teza a fost elaborata in cadrul catedrei "Algebra, Geometrie gi Topologie" a Univer-
sitatii de Stat din Tiraspol, cu sediul la Chiginau.

Conducator stiintific:
CHIRIAC Liubomir, dr. hab. in st. fiz.-mat., profesor universitar, UST.

Consultant stiintific:
CIOBAN Mitrofan, acad. al ASM, dr. hab. in gt. fiz.-mat., prof. univ., UST.

Referenti oficiali:
1. SCERBACOYV Victor, dr. hab. in st. fiz.-mat., conf. cercetator, IMI.
2. CIOBANU Ina, dr. in gt. fiz.-mat., conf. univ. interimar, Universitatea de Stat
"Alecu Russo" din Balti.

Componenta Consiliului Stiintific Specializat:
1. ARNAUTOYV Vladimir, presedinte, acad. al ASM, dr. hab. in st. fiz.-mat.,
prof. univ., IMI.
2. COZMA Dumitru, secretar gtiintific, dr. hab. in gt. mat., conf. univ., UST.
3. LUNGU Alexandru, dr. hab. in st. fiz.-mat., prof. univ., USM.
4. CATARANCIUC Sergiu, dr. in st. fiz.-mat., conf. univ., USM
5. PAVEL Dorin, dr. in st. fiz.-mat., conf. univ. interimar, UST.

Sustinerea va avea loc la 24 noiembrie 2015, ora 14.00 in sedinta Consiliului
Stiintific Specializat D 36.111.04-02 din cadrul Universitatii de Stat din Tiraspol
(str. Iablocikin 5, or. Chigindu, MD-2069, Republica Moldova, bloc 1, sala 304).

Teza de doctor gi autoreferatul pot fi consultate la biblioteca Universitatii de Stat
din Tiraspol gi la pagina web a C.N.A.A. (www.cnaa.md).

Autoreferatul a fost expediat la 23 octombrie 2015.

Secretar stiintific al Consiliului Stiintific Specializat,
COZMA Dumitru, dr. hab. in st. mat., conf. univ.

Conducator stiintific,
CHIRIAC Liubomir, dr. hab. in gt. fiz.-mat., prof. univ.

Consultant stiintific,
CIOBAN Mitrofan, acad., dr. hab. in st. fiz.-mat., prof. univ.

Autor,
JOSU Natalia

(© JOSU Natalia, 2015



REPERE CONCEPTUALE ALE CERCETARII

Actualitatea temei. Cercetarile in domeniul algebrei topologice au fost
initiate in a doua jumatate a secolului al XIX-lea. Algebra topologica, ca
ramura a matematicii moderne, se afla la frontiera dintre topologia generala si
algebra abstracta. O contributie semnificativa la dezvoltarea teoriei respective
au adus-o renumitii matematicieni S.Lie, D.Hilbert, D.H.Poincaré, F.Klein,
E.J.Cartan, G.Boole, A.N.Whitehead, etc.

De exemplu, matematicianul englez A.N.Whitehead, in cartea sa "A Trea-
tise on Universal Algebra", publicata in anul 1898, pentru a introduce notiunea,
de algebra universald, mai intéi, formuleazi notiunea de operatie. In asa mod,
aplicatia f : A" — A se numegte operatie n-ara pe A, pentru n > 0. Ast-
fel, Whitehead definegte algebra universald ca un sistem (A, .S), unde A este o
multime nevida iar S o familie de operatii.

Notiunea de algebra universald a creat premisele privind constituirea unui
punct de vedere comun asupra cercetarii si dezvoltarii teoriilor mai multor
structuri algebrice care erau, in perioada respectiva, in ascensiune: teoria gru-
purilor, teoria algebrelor booleene, etc.

Teoria grupurilor, considerata cea mai veche ramura a algebrei moderne,
isi are inceputul in lucririle lui J.L.Lagrange, P.Ruffini, E.Galois si N.H.Abel
publicate la inceputul secolului XIX. Grupurile cercetate de matematicienii res-
pectivi au fost in principal grupuri finite: grupuri de radacini ale polinoamelor
ori grupuri de permutari.

Interesul pentru grupuri inifinite a aparut din topologie si geometrie, fiind
stimulate de lucrarile lui F.Klein, J.H.Poincaré si altii.

Terminologia de semigrup, dupa cum sustine L.E.Dickson in 1905 in monog-
rafia "On Semigroup and the General Isomorphism Between Infinite Goups", a
fost utilizata pentru prima data de Monsieur I’Abbé J.A. de Séguier in cartea
sa "Eléments de la théorie des groupes abstraites", publicata la Paris in anul
1904. Tar O.Y.Schmidt utilizeaza cu succes semigrupurile in celebra sa lucrare
"Abstract Group Theory". Studii consistente pe teoria semigrupurilor se fac in
lucrarile lui A.K.Suschkewitsch, incepdnd cu publicatiile din 1928, in monog-
rafiile matematicienilor D.Rees si D.Dubreil publicate in anii 1940 si respectiv
1941.

Paralel cu teoria grupurilor abstracte se dezvolta si teoria grupurilor topo-
logice. Astfel, L.E.I.Brauer si O.Schreier in lucrarile publicate in anii 1909 si
respectiv 1926, introduc si dezvolta notiunea de grup topologic in sens modern.
Ceva mai tarziu, in anii 1944-1945, A.A.Markov introduce notiunea de grup
topologic liber.

Aceste idei inovatoare contribuie enorm la constituirea si dezvoltarea te-



oriei grupurilor topologice, in mod deosebit, in prima jumatate a secolului
XX, datorita lucrarilor lui L.S.Pontryagin [1], A.A.Markov, A.D.Alexandrov,
A . Weil, C.Chevalley, M.I.Graev, T.Nakayama, J. von Neumann, van Kampen,
S.H.Kakutani, etc. Tot aici, pot fi mentionate si rezultatele obtinute mai recent
de matematicienii din Moldova, academicianul V.Arnautov [2], academicianul
M.Cioban, M.I.Ursu, P.Chircu, etc. In felul acesta teoria grupurilor topologice
a stat la temelia algebrelor topologice universale si au directionat cercetarile
in acest domeniu.

Ideiile generate in cadrul teoriei quasigrupurilor gi buclelor, care a inceput
sa se dezvolte dinamic incepand cu anii 30 ai secolului trecut, au influentat
benefic cercetarile algebrelor topologice universale. Evidentiem in acest sens
lucrarile lui R.H.Bruck [3], H.O.Pflugfelder [4], R.Moufang, V.D.Belousov [5],
[6], T.Kepka [7], A.S.Basarab [8], [9], I.A.Florea, A.M.Ceban, P.V.Gorincioi,
G.B.Belyavskaya, K.H.Hofmann [10], etc.

O contributie speciala privind dezvoltarea teoriei quasigrupurilor au avut-o
si generatia matematicienilor formati dupa anii 70 ai secolului tecut, printre
care mentionam F.M.Sokhatsky, A.W.Dudek, V.Scerbacov [11], [12], V. Izbas,
P.Sarbu, V.Ursu, etc.

Definim cateva structuri algebrice de baza in termeni de algebra universala.
Terminologia de algebra universala va fi simplificata deseori la cea de algebra.

Astfel, un grupoid este o algebra universald (G, o) cu o singurd operatie
binara ” o ”.

In algebra abstracts se utilizeazi notiunea de grupoid ori magma. In afari
de faptul ca operatia binara trebuie sa fie inchisd in raport cu multimea res-
pectivd alte conditii nu se pun. Termenul de grupoid a fost propus de Dystein
Ore, iar ceva mai tarziu N.Bourbaki a introdus termenul de magmd. In prezent
in literatura de specialitate termenul de grupoid, tot mai des, se foloseste ca o
generalizare a notiunii de grup. Un interes deosebit prezinta studierea grupoi-
zilor in sens Ore in care se indeplinesc anumite axiome. Astfel, prezinta interes
pentru cercetare structuri de magma care sunt: semigrup, monoid, grup, qua-
sigrup, bucla, etc.

Un semigrup este o algebra universald (G, o) cu o singurd operatie binara
7 o7 asociativa.

Un monoid este o algebra universala (G, o,e) cu o singurd operatie binara
7 o7 asociativa, iar e este o operatie nularad care satisface eoca = aoe = a
pentru orice a € G.

Un grup este o algebra (G, 0, , e) unde ” o” este o operatie binara asociativa,
e este o operatie nulard cu proprietatea eoa = aoe = a, iar ’’” este o operatie
unard pe multimea G, pentru care are loc @’ oa = a od’ = e, pentru orice



a € GG, iar e se numeste unitatea grupului.

Grupoidul topologic G este grupoidul echipat cu topologia Hausdorff pentru
care aplicatia (a,b) — a o b, este continui.

Descrierea situatiei in domeniul de cercetare si identificarea prob-
lemelor de cercetare.

Problemele de cercetare. Fixam signatura continua F gi —1 <7 < 3.5.
Fie J o multime de identitati. Notdm prin V(E, 1, J) clasa E-algebrelor topo-
logice care sunt Tj-spatii ce satisfac identitatile J. Academicianul M.Cioban
in lucrarea sa "Algebra topologica, probleme", 2006, a formulat urméatoarea
problema fundamentala:

Problema 1. De studiat concordanta dintre proprietatile algebrice si to-
pologice ale E-algebrelor topologice G din clasa V(E,1,J).

Problema 1 in sensul ei general este foarte importanti. In acest sens sunt
ilustrative urmatoarele exemple:

1. Fie R*,n > 1, spatiul Euclidian n-dimensional si S"~! = {z € R" :
|z| = 1} sfera unitate. Atunci pe S™ existd structuri de grupoid topologic
numai pentru m € {0,1,3,7}. Acest rezultat important a fost demonstrat de
[.M.James in anii 1957-1958.

2. Pe orice spatiu A in raport cu o operatie binara aditiva (4), cu zero si
fara divizori ai lui zero, definita de egalitatea x 4+ y = y exista o structura de
semigrup topologic cu unitate de dreapta. In situatia data orice element din
A va fi unitate de dreapta.

Din acest punct de vedere putem afirma ca grupoizi topologici cu anu-
mite identita{i nu exista pentru toate spatiile si identitétile influenteaza direct
asupra proprietatilor topologice.

Dupa cum s-a mentionat problema principala a algebrei topologice consta
in studierea concordantei dintre proprietatile algebrice si topolologice ale E-
algebrelor topologice G din clasa V(F,i,J). Aceastd problem# are un aspect
larg si poate fi solutionata efectiv numai pentru anumite clase de algebre to-
pologice, care se reprezinta prin fixarea operatiilor algebrice si identitatilor
algebrice.

In acest aspect cecetirile fundamentale au fost efectuate pentru grupuri
topologice, inele si module topologice. Dar aceasta problema este insuficient
cercetata pentru grupoizi topologici. Clasa de grupoizi topologici contine si
clasa de grupuri topologice si clasa de quasigrupuri topologice.

Mentionam ca clasa de grupoizi topologici este foarte larga. De exemplu,
pentru grupoizii topologici nu se poate nimic afirma despre structura lor topo-
logica. Orice spatiu admite structura de semigrup topologic. De exemplu, fie
GG un spatiu topologic nevid. Operatia x - y = y transforma G in semigrup to-



pologic. Pe G poate fi orice topologie. Daca X este un spatiu topologic, e ¢ X
si G = X U{e}, atunci operatia -y =y pentruz,y € X sie-x =zx-e==zx
pentru orice x € G, transforma G in semigrup topologic cu unitate, daca e este
un punct izolat in G. Atunci X este subspatiu deschis si inchis in semigrupul
topologic.

Cerinta de a avea o structura de grupoid topologic cu unitate nu este simpla.
De exemplu, pe sfera obignuita asa structura nu exista.

Daca pe dreapta reala R cu topologia generati de baza {(a,+00),a €
R} fixam operatia de adunare, atunci obtinem un Ty-grupoid topologic cu
diviziuni, care nu este T7-spatiu.

Prin urmare sunt necesare anumite restrictii asupra grupoizilor pentru a
cerceta concordanta dintre proprietatile algebrice si topologice ale acestora.
De exemplu, grupoizi cu unitati multiple, grupoizi cu diviziuni continui etc.

Astfel, luand in consideratie Problema 1 si argumentele expuse mai sus
putem formula urmatoarea problema de cercetare.

Problema de cercetare: Elaborarea unor noi metode de cercetare a gru-
powzilor topologici cu diviziuni ce vor conduce la determinarea corelatiilor dintre
proprietatile algebrice si topologice ale grupoizilor cu unitafi multiple si divi-
z1uni continus.

Urmatoarele probleme sunt conectate la problema de cercetare formulata
mai sus.

Problema 2. Fie (G,+) grupoid topologic cu proprietatea algebrica P
si e este element (k,p)-zero. In ce conditii (n, m)-izotopul omogen (G,-), al
grupoidului topologic (G, +), poseda proprietatea algebrica P? Care este tipul
unitatii multiple in grupoidul topologic (G, -)?

Problema 3. Fie H subgrupoid primitiv cu diviziuni al grupoidului to-
pologic primitiv cu diviziuni (G,+,r,1) si e € H. In ce conditii existd un
astfel de subgrupoid primitiv cu diviziuni @) al grupoidului topologic primitiv
cu diviziuni (G, +,r, 1) astfel, incat e € Q C H?

Problema 4. Si se stabileasca in ce conditii grupoidul multiplicativ (G, -)
este quasigrup paramedial cu (2, 1)-unitate.

Problema 5. Fie (G,-) bucld topologicid paramediald de dreapta. In ce
conditii o submultime compacti deschisa P din G contine o subbucld compacti
deschisa paramediala de dreapta (Q,0) C (G, -)?

Problema 6. Fie (G, -) grupoid topologic paramedial. In ce conditii poate
fi introdusd pe G o operatie binara (o) astfel incat (G, o) sa fie semigrup topo-
logic comutativ cu unitate?

Problema 7. Fie G si Gi n-grupoizi topologici cu diviziuni continui. In
ce conditii orice omomorfism continuu f : G — G este deschis?



Problema 8. Fie (Gi,-) grupoid cu n unitdti multiple (ki,l1), ..., (kn,ln)
si (Go,0) grupoid cu t unitdti multiple (mq,71), ..., (Mg, 7). S& se determine
tipul unitatilor multiple din grupoidul produs G; x Gb.

Problema 9. Fie (G, +) grup comutativ. In ce conditii pe multimea G x G
poate fi definita operatia binard (o) astfel incat:

1. (G x G,0) este quasigrup neasociativ, paramedial si nemedial?

2. (G x G,0) este quasigrup neasociativ, medial gi neparamedial?

3. (G x G,0) este quasigrup neasociativ, medial cu unitate de stanga?

Scopul si obiectivele lucrarii rezida in studierea sistemelor topologo—
algebrice si aplicatiile lor. In particular:

- desavarsirea metodelor de studiere a grupoizilor topologici ce poseda anu-
mite proprietati algebrice;

- elaborarea metodelor de cercetare a grupoizilor topologici cu unitati mul-
tiple;

- determinarea conditiilor pentru care omomorfismele continui a n-grupoi-
zilor topologici cu diviziuni continui sunt deschise;

- solutionarea problemei pentru care o submultime compacta deschisa din-
tr-o bucla topologica paramediala de dreapta contine o subbucla compacta
deschisa paramediala de dreapta;

- determinarea conditiilor pentru care (n, m)-izotopul omogen al unui gru-
poid topologic cu proprietatea algebrica P poseda aceeagi proprietate;

- identificarea conditiilor pentru care pe multimea G X G poate fi definita
o operafie binara astfel incat noua structura algebrica obtinuta este quasigrup
neasociativ cu proprietati algebrice speciale.

Metodologia cercetarii stiintifice. Constructiile si metodele de demon-
stratie se bazeaza pe aplicarea notiunilor de grupoid topologic, unitati multiple,
izotop omogen, quasigrup topologic, n-grupoizi topologici cu diviziune con-
tinua, produs cartezian special.

Noutatea si originalitatea stiintifica: rezultatele principale sunt noi.
Evidentiem urmatoarele: au fost determinate conditiile pentru ca omomorfis-
mele continui a n-grupoizilor topologici cu diviziuni continui sa fie deschise;
au fost analizate proprietatile algebrice ale (n,m)-izotopilor omogeni ai gru-
poizilor topologici; au fost determinate unele proprietati ale subgrupoidului
primitiv cu diviziuni al grupoidului topologic primitiv cu diviziuni; au fost de-
terminate conditiile pentru care o submul{ime compacta deschisa dintr-o bucla
topologica paramediala de dreapta contine o subbucla compacta deschisa pa-
ramediald de dreapta; au fost determinate conditiile pentru care pe mulfimea
G x G poate fi definita o operatie binara astfel incat noua structura algebrica
obtinuta este quasigrup neasociativ cu proprietati algebrice speciale.



Problema stiintifica importanta solutionata consta in elaborarea unor
metode de cercetare a grupoizilor topologici cu diviziuni, ceea ce a condus la
determinarea corelatiilor dintre proprietatile algebrice si topologice ale grupoi-
zilor cu unitati multiple si diviziuni continui.

Inovatia stiintifica a lucrarii este determinata de solutionarea urma-
toarelor probleme concrete:

- au fost determinate conditiile pentru care omomorfismele continui a n-
grupoizilor topologici cu diviziuni continui sa fie deschise;

- au fost analizate proprietatile algebrice ale (n, m)-izotopilor omogeni ai
grupoizilor topologici;

- au fost determinate unele proprietati ale subgrupoidului primitiv cu di-
viziuni al grupoidului topologic primitiv cu diviziuni;

- au fost determinate conditiile pentru care o submultime compacta deschisa
dintr-o bucla topologica paramediala de dreapta contine o subbucla compacta
deschisa paramediala de dreapta;

- au fost determinate conditii, pentru care pe multimea G X G poate fi
definitd o operatie binara astfel incdt noua structura algebricd obtinuta este
quasigrup neasociativ cu proprietati algebrice speciale.

Rezultatele obtinute in lucrarea respectiva sunt nemijlocit legate de solutio-
narea Problemelor 1-9 formulate mai sus. Rezultatele principale sunt noi.

Semnificatia teoretica. Au fost elaborate conceptii, metode si constructii
noi care au contribuit la rezolvarea obiectivelor propuse.

Valoarea aplicativa a lucrarii. Metodologia aplicata, conceptiile gi me-
todele elaborate in lucrare au permis solutionarea unor probleme concrete ori
a unor aspecte ale lor formulate de M.M.Cioban si L.L.Chiriac.

Aparatul matematic aplicat a condus la rezolvarea unor probleme ce au
conexiune cu algebra topologica.

Rezultate stiintifice principale inaintate spre sustinere.

- metoda de cercetare a conditiilor pentru care omomorfismele continui a
n-grupoizilor topologici cu diviziuni sunt deschise;

- metoda de studiere a proprietatilor algebrice ale (n, m)-izotopilor omogeni
al grupoizilor topologici;

- metoda de cercetare a proprietatilor subgrupoidului primitiv cu diviziuni
al grupoidului topologic primitiv cu diviziuni;

- metoda de determinare a conditiilor pentru care o submultime compacta
deschisa dintr-o bucla topologica paramediala de dreapta contine o subbucla
compacta deschisa paramediala de dreapta;

- metoda de constructie a quasigrupurilor mediale, neasociative si nepara-
mediale;



- metoda de constructie a quasigrupurilor paramediale, neasociative gi ne-
mediale.

Implementarea rezultatelor stintifice. Rezultatele lucrarii pot fi im-
plementate in teoria grupoizilor si quasigrupurilor topologice, teoria automa-
telor, la elaborarea unor cursuri speciale pentru masteranzi si doctoranzi.

Aprobarea rezultatelor stiintifice. Rezultatele tezei au fost expuse in
cadrul urmatoarelor foruri stiintifice:

1. Mathematics and Information Technologies: Research and Education,
MITRE, 2015, Chiginau, 2-5 iulie.

2. Proceedings of the Third Conference of Mathematical Society of Moldova
IMCS-50, Chisinau, 2014, 19-23 august.

3. The 22" Conference on Applied and Industrial Mathematics, CAIM,
2014, Bacau, Romania, 18-21 septembrie.

4. The 21" Conference on Applied and Industrial Mathematics, CAIM,
2013, Bucuresti, 19-22 septembrie.

5. The 20" Conference on Applied and Industrial Mathematics dedicated
to Academician Mitrofan M.Cioban, CAIM, 2012, Chiginau, 22-25 august.

6. Mathematics and Information Technologies: Research and Education.
Dedicated to the 65" anniversary of the Moldova State University, MITRE,
2011, Chiginau, 22-25 august.

7. The 19*" edition of the annual Conference on Applied and Industrial
Mathematics, CAIM, 2011, Iasi, 22-25 septembrie.

8. Actual problems of mathematics and informatics. Scientific conference
dedicated to the 80" anniversary of the foundation of the Tiraspol State Uni-
versity and of the Faculty of Physics, Mathematics and Information Technolo-
gies, Chiginau, 2010, 24-25 septembrie.

9. The 18" Conference on Applied and Industrial Mathematics, CAIM
2010, Tasi, Romania, 14-17 octombrie.

10. Mahematics and Information Technologies: Research and Education,
MITRE, 2009, Chiginau, 8-9 octombrie.

11. The 17" Conference on Applied and Industrial Mathematics, CAIM,
2009, Constanta, 17-20 septembrie.

12. Conferinta stiintifica Republicana "Matematica - probleme actuale cu
aplicatii", Chiginau, 2009, 8 aprilie.

13. Mathematics and Information Technologies: Research and Education,
MITRE, 2008, Chiginau, 1-4 octombrie.

14. The 16"" Conference on Applied and Industrial Mathematics, CAIM,
2008, Oradea, 9-11 octombrie.

15. 6" Congress of Romanian Mathematicians, Bucuresti, 2007, Romania,



28 iunie - 4 iulie.

16. The XIV* Conference on Applied and Industrial Mathematics, dedi-
cated to the 60" anniversary of the foundation of the Faculty of Mathematics
and Computer Science of Moldova State University, Satellite Conference of
ICM, Chisinau, 2006, 17-19 august.

17. Conferinta a 2-a a Societatii Matematice din RM, consacrata aniver-
sarii a 40-cea de la fondarea Institutului de Matematica gi Informatica al ASM,
Chiginau, 2004, 17-19 august.

18. Sedinta speciald a seminarului gtiintific consacrata profesorului Valen-
tin Belousov, Institutul de Matematica si Informatica al Academiei de Stiinte
a Moldovei, Chisinau, 2008-2014.

Publicatiile la tema tezei. Rezultatele de baza ale tezei sunt reflectate
in 35 lucrari stiintifice, dintre care: 7 articole - 1 articol in Buletinul Academiei
de Stiinte, Seria Matematica, 1 articol in ROMALI Journal si 1 articol in revista
Studia Universitatis, 4 articole in Analele Universitatii de Stat din Tiraspol,
22 teze ale conferintelor de matematica nationale gi internationale (vezi [15] —
[49]). Volumul total al publicatiilor este 6.1 coli de autor.

Structura si volumul tezei. Teza contine introducere, trei capitole,
concluzii generale si recomandari, bibliografia ce include 177 de titluri, indice
al notiunilor utilizate in lucrare. Volumul total de baza este de 110 pagini.

Cuvinte cheie. Grupoid topologic, unitate multipla, quasigrup topo-
logic, grupoid medial, grupoid paramedial, izotop omogen, bucld topologica
de dreapta, produs cartezian special, n-grupoizi topologici cu diviziuni conti-
nui.

CONTINUTUL TEZEI

In introducere se argumenteaza actualitatea temei tezei, se prezinta scopul
si obiectivele, problemele cercetarii si se expune succint continutul lucrarii.

in primul Capitol - Analiza situatiei in domeniul grupoizilor to-
pologici cu structuri suplimentare - se face o analiza a publicatiilor in
domeniul cercetarii, se efectueaza o trecere in revista a unor elemente intro-
ductive din literatura de specialitate, sunt prezentate rezultate cunoscute care
sunt importante in urmatoarele capitole.

Cel de al doilea Capitol - Studiul grupoizilor topologici cu diviziuni
si unitati multiple - debuteaza cu un paragraf in care se introduce conceptul
de unitate multipla. Acest concept este esential pentru teza de fata. Celelalte
doua paragrafe sunt consacrate notiunii de izotop omogen i studierii unor pro-
prietiti a (n,m)-izotopilor omogeni: Teoremele 2.14, 2.15, 2.19. In continuare
se cerceteaza grupoizii topologici primitivi cu diviziuni: Lema 2.23, Teorema
2.25; (n,m)-isotopii omogeni in AG-grupoizii topologici cu unitati multiple:
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Teorema 2.32, Corolarul 2.33; unele proprietati ale buclei topologice parame-
diale de dreapta: Lema 2.40, Teorema 2.42; conexiunea dintre paramedialitate
si asociativitate: Teoremele 2.51, 2.52; unele proprietati ale grupoizilor topo-
logici paramediali: Teoremele 2.53, 2.54, 2.55. Rezultatele acestui capitol au
fost publicate in [15], [17], [18], [28]-32], [34], [37], [38], [39], [41], [45], [46],
[49].

Vom scoate in evidenta urmatoarele notiuni.

Grupoidul (@, ) se numeste quasigrup daca pentru orice a,b € @, fiecare
din ecuatiile a - x = b gi y - @ = b au solutii unice in (Q,-).

Elementul e € G se numeste unitate dacd ex = xre = x pentru fiecare
xeX.

Quasigrupul (G, ) se numegte medial daca este satisfacutd legea zy - 2zt =
= xz - yt pentru orice x,y, z,t € G.

Quasigrupul (G,-) se numegte paramedial dacd este satisfacutd legea zy -
zt = ty - zx pentru orice z,vy, 2,t € G.

Quasigrupul (G, -) se numegte hexagonal daca el este idempotent, medial si
semisimetric, adica, au loc egalitatile x-x =z, xy-2t = x2-yt, v-20 = x2-¢ = 2
pentru orice z,y,x,t € G.

Quasigrupul cu element neutru se numeste bucla.

Daca quasigrupul medial (paramedial) G contine elementul e astfel incat
e-x = x(x-e = x) pentru orice x din G, atunci e se numegte element unitate de
stanga (dreapta) in G si G se numeste bucld mediald (paramediald) de stinga
(dreapta).

Grupoidul (G,-) se numeste grupoid cu diviziuni, dacd pentru orice ele-
mente a,b € G ecuatiile ax = b si ya = b au solutii, nu necesar unice.

Grupoidul (G, -) se numeste grupoid primitiv cu diviziuni, daci exista doua
operatii binare [ : G x G — G, r : G x G — G, astfel incat l(a,b) - a = b,
a-r(a,b) = b pentru orice a,b € G.

Astfel, grupoidul primitiv cu diviziuni este algebra universala cu trei opera-
tii binare.

Daca in grupoidul topologic (G, -), diviziunile primitive [ gi r sunt continui,
atunci vom spune ci (G, -) este grupoid topologic primitiv cu diviziuni continus.

Daca operatia multiplicativa din quasigrupul (G,-) este continud atunci
(G, -) se numeste quasigrup semitopologic.

Daca in quasigrupul semitopologic (G, -), diviziunile [ gi r sunt continui,
atunci (G, -) se numeste quasigrup topologic.

Consideram grupoidul (G, +). Pentru fiecare doué elemente
a,b e (G, +) avem:

1(a,b,4+) = (a,b,+)1 =a+b,
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n(a,b,+)=a-+ (n—1)(a,b,+),
(a,b,+)n = (a,b,+)(n—1)+b

pentru orice n > 2.
Daca operatia binard (+) este fixatd pe mulfimea G, atunci vom folosi
notatiile n(a, b) si (a,b)n in loc de n(a,b,+) si (a,b, +)n.

Definitia 2.2. Fie (G,+) groupoid, n > 1 si m > 1. Elementul e al groupoi-
dului (G,4) se numeste (n,m)-zero in G, dacd:

1. e+ e=e;

2. n(e,x) = x, pentru orice x € G,

3. (z,e)m =z, pentru orice x € G.

Daca in definitia 2.2. au loc conditiile 1 si 2, vom spune ca e se numeste
(n, 00)-zero, dacd se indeplinesc conditiile 1 gi 3, vom spune cd e se numegte
(00, m)-zero. Clar ca e este (n,m)-zero, dacd e este in acelagi timp (n,o0) si
(00, m)-zero, pentru orice x € G.

Fie (G,-) grupoid multiplicativ. Atunci elementul e se numegte (n,m)-

unitate. Notiunea de (n,m)-unitate a fost introdusa de catre M.Cioban si
L.Chiriac in [13].

Definitia 2.6. Fie (G,+) grupoid topologic. Grupoidul (G,-) se numeste
izotop omogen al grupoidului topologic (G,+) dacd existd doud automorfisme
topologice p,v : (G,+) — (G, +) astfel tncdt: -y = p(x)+1Y(y) pentru orice
x,y € G.

Pentru orice aplicatie f : X — X vom nota fl(z) = f(z) si f*(2) =
= f(f"(x)) pentru orice n > 1.

Definitia 2.7. Fien,m < co. Grupoidul (G,-) se numesgte (n,m)-izotop omo-
gen al grupoidului topologic (G,+) daca exista doud automorfisme topologice
0, : (G, +) = (G,+) astfel incat:

1. -y =p(x)+Y(y) pentru orice x,y € G;

2. o =Yp;

3. Daca n < oo, atunci " (x) = x pentru orice x € G;

4. Daca m < oo, atunci Y™ (x) = x pentru orice v € G.

Definitia 2.8. Fie (G,+) grupoid topologic. Grupoidul (G,-) se numeste
izotop al grupoidului (G,+), dacd existd doud omeomorfisme topologice v, :
(G,+) = (G,+) astfel tncdt x -y = o(x) + ¥(y), pentru orice z,y € G.
Conform Definitiei 2.8 putem spune ci izotopul (G, -) este generat de omeo-
morfismele @, ale grupoidului topologic (G, +). Vom nota izotopul dat prin

(G7 ) = g(G7 -+, ¥, ¢)
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In continuare vom scoate in evidents unele teoreme principale din Capitolul
II:

In paragraful 2.3 a fost solutionata Problema 2, pentru cazul grupoizilor
topologici mediali.

Teorema 2.14. Daca (G,+) este grupoid topologic medial, si e este (k,p)-
zero element, atunci fiecare (n, m)-izotop omogen (G, ) al grupoidului topologic
(G,+), este medial, cu (mk,np)-unitate e in (G,-) si are loc relatia (x - y) +
(u-v) =(x+u)- (y+wv) pentru orice x,y,u,v € G gin,m,p,k € N.

Teorema 2.19. Fie Q(n,m) clasa quasigrupurilor (n, m)-omogene. Atunci:
1. Pentru fiecare G € Q(n,m) existd (n,m)-unitate e € G cu proprietdtile:
1.1e-e=e¢;
1.2 n(e,x) = x;
1.3 (x,e)m = x;
1.4ex-e=c¢e-xe.
2. Dacd p(x) = ex si o"(x) =n(e,x) =z, atunci 1 (z) = (n — 1)(e,x);
3. Dacd o (x) = (n— 1)(e,x) si " (z) = n(e,z) = x, atunci
(n—1)(e,ex) = x;
4. Dacd ) (z) = xe si v™ () = (v,e)m = z, atunci v~ (z) = (z,e)(m — 1);
5. Dacd v~ 1(z) = (z,e)(m — 1) si v™(x) = (z,e)m = x, atunci
(re,e)(m—1) =z.

Fie grupoidul topologic primitiv (G, +,r, 1) cu diviziunile 7,1 si elementul
(k,p)-zero. Fie (G, ) = g(G,+,¢,¥) (n,m)-izotop omogen. Atunci, in baza
Teoremei A din [14], e este (mk,np)-unitate in grupoidul topologic primitiv

(Ga )

Definitia 2.24. Subgrupoizii primitivi cu diviziuni (Hy,+,7,1) si (Ha,+,7,1)
ai grupoidului topologic primitiv cu diviziuni (G,+,7,1) se numesc conjugati,
dacd Hy = h(Hy) pentru careva automorfism topologic h : G — G.

Teorema 2.25. Fie H subgrupoid primitiv cu diviziuni al grupoidului topolo-
gic cu diviziuni (G,4+,7,1) si e € H. Atunci existd astfel de subgrupoid primi-
tiw cu diviziuni Q a grupoizilor topologici primitivi cu diviziuni (G,+,r,1) si
(G,-,r1,l1) pentru care:

1.eec@Q CH;

2. Q este intersecfie a unui numdar finit de subgrupoizi primitivi cu diviziuns
congugati cu H din (G,+,7,1);

3. Daca H este mulfime tnchisd, atunci QQ este de asemenea tnchisd;

4. Daca H este G5 mulfime, atunct Q) este de asemenea G5 mulfime;

5. Daca H este mulfime deschisd, atunci () este de asemenea deschisd,

6. Daca H este subgrupoid primitiv normal cu diviziuni, atunci Q) este
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subgrupoid normal primitiv cu diviziuni ol lui (G, +,r,1) si (G,-,r1,11).

In paragraful 2.5 a fost cercetatd Problema 2 pentru cazul AG-grupoizilor
topologici si Problema 4.

Grupoidul (G, -) se numeste grupoid Abel-Grassmann sau AG-grupoid daca
este satisfacuta legea inversd la stanga (a-b)-c = (c-b)-a pentru orice a, b, c € G.

Teorema 2.32. Dacd (G,+) este AG-grupoid si e € G este (1,p)-zero,
atunci fiecare (n,1)-izotop omogen (G,-) al grupoidului topologic (G,+) este
AG-grupoid cu (1,np)-unitate e in (G, ) st a +bc =b- (a + c), pentru orice
a,b,ce G gin,pe N.

Corolar 2.33. Daca (G,+) este AG-grupoid gi e este element zero de stdnga,
atunci orice (1,1)-izotop omogen (G, ) al grupoidului topologic (G, +) este AG-
grupoid cu unitate de stanga e in (G,-) gi are loc egalitatea a +bc =b-(a+ c),
pentru orice a,b,c € G.

Teorema 2.34. Daca (G,-) este grupoid multiplicativ, e € G gi au loc
urmdtoarele condifii:

1. xe = x pentru orice x € G;

2. 22 =x-x = e pentru orice v € G

3. xy-z=xz- -y pentru orice x,y,z € G;

4. pentru orice a,b € G existd un punct unic y € G astfel incdt ya = b, atunci
e este (2,1)-unitate in G.

Teorema 2.35. Dacdi (G, -) grupoid multiplicativ, e € G i au loc urmdtoarele
condifii:

1. ze = x pentru orice x € G;

2. 2® =z -z = e pentru orice x € G;

3. x-zt =1t-zx pentru orice x,t,z € G;

4. pentru orice a,b € G existd un punct unic y € G astfel incdt ya = b, atunci
e este (2,1)-unitate tn G.

Teorema 2.37. Daca (G,-) este grupoid multiplicativ, e € G gi au loc
urmdtoarele condifii:
1. xe = x pentru orice x € G;
2. 22 =x-x = e pentru orice v € G
3. xy - uv = vy - ux pentru orice x,y,u,v € G;
4. dacd ra = ya atunci x =y, pentru orice x,y,a € G atunci G este quasigrup
paramedial cu (2,1)-unitate e.
Mentionam faptul ca Teoremele 2.34, 2.35 si 2.37 solutioneazi Problema 4.
In paragraful 2.6 au fost cercetate unele proprietiti topologice ale buclei
topologice paramediale de dreapta, astfel solutiondnd Problema 5.
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Lema 2.40. Fie P submulfime a buclei topologice paramediale de dreapta (G, -)
site € P. Daca P, = PNeP, atunci:

1. €P1 = Pl,'

2. Daca P deschisd, atunci Py este deschisa de asemenea;

3. Daca P este inchisda, atunci Py este inchisa de asemenea;

4. Daca P este compacta, atunci Py este compactd de asemenea.

Propozitia 2.41. Fie (G,-) bucla paramediala de dreapta. Atunci aplicatia
f:G — G, prin urmare f(z) = ex, este aplicatie involutivd, adicd f = f~ 1.
Teorema 2.42. Fie (G,-) bucld topologicd paramediald de dreapta cu unitatea
x? = e. Dacd P este submultime compactd deschisd astfel incdt e € P, atunci
P contine o subbucld compacta deschisa paramediala de dreapta (Q,-) in (G, -).
Teorema 2.43. Fie (G,-) quasigrup topologic paramedial cu (2,1)-unitate e gi
z? = e pentru orice x € G. Dacd P este o submulfime compactd deschisd din
(G, ) astfel incdt e € P, atunci P congfine un subquasigrup paramedial compact
deschis (Q,-) cu (2,1)-unitate e.
In paragraful 2.7 a fost cercetatd Problema 6.

Teorema 2.51. Fie (G,-) grupoid topologic paramedial si e,e; si ey sunt
elemente in G pentru care:

1. ee1 = e1 st ege = eg;

2. Aplicatiile © — eyx st © — xeg sunt omeomorfisme a lui G peste el
insugi;

3. Aplicatia x — xe este surjectiva.

Dacd existd tn G operatia binard {o} astfel incdt (e1x) o (yes) = yx, atunci
(G, O) este semaigrup topologic comutativ cu ejex unitate.

Teorema 2.52. Fie (G,-) grupoid topologic paramedial care satisface condi-
titlor urmdtoare:
1. Contine elementul idempotent e;
2. Aplicatiile x — xe si x — ex sunt omeomorfisme a lui G peste el tnsusi;
3. In G existd operatia binard {o} astfel incdt (ex) o (ye) = yx.
Atunci (G, 0) este semigrup topologic comutativ ce confine unitatea e. Mai
mult ca atdt, aplicatiile x — xe gi © — ex sunt antiomomorfisme in (G,0) gi
re-e=e-exr.

Teorema 2.55. Dacd (G,+) este grupoid topologic paramedial, $i e € G este
(k,p)-zero element, atunci fiecare (n,m)-izotop omogen (G,-) al grupoidulus
topologic (G,+), este paramedial, cu e (mk,np)-unitate in (G,-) pentru orice
n,m,p,k € N.

In al treilea Capitol - Metode de constructii a unor structuri al-
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gebrice si problema omomorfismelor continui deschise pentru cazul
n-grupoizilor topologici cu diviziuni - sunt reflectate rezultatele publicate
in lucrarile: [16], [19], [20], [21], [24], [25], [27], [42], [43], [44], [47], [48]. Acestea
inglobeaza rezultatele despre omomorfismele continui a n-grupoizilor topolo-
gici cu diviziuni continui: Teoremele 3.5, 3.7; produsul direct de grupoizi cu
unitati multiple: Teoremele 3.9, 3.12; metodele de obtinere a quasigrupurilor
neasociative mediale gi paramediale: Teoremele 3.14, 3.16, 3.18, 3.21; quasi-
grupuri paramediale cu masura Haar: Teoremele 3.25, 3.27, 3.28; conexiunea
dintre distributivitate si paramedialitate: Teoremele 3.36, 3.37.

In paragraful 3.1 s-au cercetat conditiile pentru ca omomorfismele continui

a n-grupoizilor topologici cu diviziuni continui sa fie deschise, astfel solutionand
Problema 7.

Definitia 3.1. Mulfimea nevida A se numeste n-grupoid relativ de operatia
n-ard notata cu w, dacd pentru orice elemente ordonate ay,...,a, € A este
definit un unic element w(ay, ...,a,) € A.

Definitia 3.2. n-gropoidul A se numeste n-grupoid cu diviziuni ori nD-
grupoid, dacd ecuatia w(ai, ...,a;—1,T,Qiy1,...,0n) = b are solufii nu necesar
unice pentru orice ai,...,a,,b€ A si1 <i<n.

Daca in n-grupoidul (A,w) cu topologie, operatia n-ard w este continud, atunci
A se numeste n-grupoid topologic.

Definitia 3.3. Diviziunea in nD-grupoidul G este i-continua, daca pentru
OTICE A1, A2, ...y Aj, ..., Ap, b € G pentru care w(ay, ag, ..., a;, ..., an) = b gi pentru
orice vecindtate O; > a; existd vecz’ndtdﬁle O1 2 a1,09 3 as,...,0, > ay,
Ob > b, astfel incdt pentru orice a1 € 01,a2 € 0o, ...,a/n € Oy, V' € Oy existd

a; € O; pentru care w(ay, ..., a5, ...;a,) = b .

Definitia 3.4. Daca in grupoidul topologic G diviziunea este i-continud pentru
orice i = 1,n, atunci vom spune cd G este n-grupoid cu diviziuni continui.
Aplicatia h : X — Y a spatiului topologic X pe spatiului topologic Y se
numeste aproape deschisd dacd Inth(U) # () pentru orice submultime deschisi
si nevida U din X.
Aplicatia f : A — B a multimii A in multimea B se numeste aplicafie cu
preimaginea finitd daci multimea f~1(y) este finitd pentru orice y € B.

Teorema 3.5. Fie G gi G1 n-grupoizi topologici cu diviziuni continui, atunci
orice omomorfism continuu aproape deschis h : G — G este deschis.

Teorema 3.7. Fie G si G1 n-grupoizi topologici cu diviziuni continui. Fie G
spatiu local compact si Lindeldf, G este spafiu Baire si pentru orice ay, ..., a;_1,
Ait1,---, 0 € G1 mulfimea solutiilor w(ay, ..., a;—1, T, Ait1, ..., an) = b este finitd.
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Atunci orice omomorfism continuu g : G — G este deschis.
In paragraful 3.2 a fost cercetata Problema 8.

Definitia 3.8. Produsul direct Q1 X Q2 X ... X Qy, al grupoizilor Q1,Q2, ...,
Qn in raport cu operafiile 01,09, ...,0,, reprezintd mulfimea ordonatd din n-
elemente (q1,q2, ..., Gn) unde q; € Q;, impreund cu operafia definita astfel:

(915925 s qn) * (h1, h2, ... hn) = (q1 01 ha, G2 02 ha, ..., qn 0p hyy).
Vom nota cel mai mic multiplu comun dintre a si b astfel: ¢(a,b).

Teorema 3.9. Fie (Q1,-) un grupoid cu (n,m)-unitate gi (Q2,0) un grupoid
cu (k,l)-unitate. Atunci produsul direct G = Q1 X Q2 este un grupoid cu
(c(n, k), c(m,l))-unitate. Mai mult ca atdt:

1. Daca (Q1,-) st (Q2,0) sunt grupoizi mediali, atunci G este de asemenea
medial;

2. Daca (Q1,-) si (Q2,0) sunt grupoizi paramediali, atunci G este de asemenea
paramedial;

3. Daca (Q1,-) i (Q2,0) sunt grupoizi bicomutativi, atunci G este de asemenea
bicomutativ.

Teorema 3.12. Fie (Q1,-) grupoid cu n unitdfi multiple (k1,11), (ko,l2)...,
vy (Bnyln) 81 (Q,0) grupoid cu t unitagi multiple (mqy,r1), (ma,72), ..., (Mg, 7).
Atunci produsul direct al acestor doi grupoizi G = Q1 X Q2 posedd n X t unitati
multiple de tipul:

1. tip de unitafe 2. tip de unitats ... n. tip de unitats
L.(c(k1,m1),c(ly,r1))  L.(c(ke,m1),c(la,r1)) .. 1.(c(kn,m1), c(lpn, 1)
2.(c(k1,ma),c(l1,m2))  2.(c(ka,m2),c(l2,12)) ... 2.(c(kn,m2),c(ln,T2)

t.(c(ki,my),c(ly,re))  t.(c(ke,my), c(la,ry)) woto(clkn,my), c(ln, 1))

In paragraful 3.3 am cercetat punctul 1 din Problema 9.

—_ —

Teorema 3.14. Fie (G,+) grup comutativ. Mulfimea G X G cu operatfia

(w1,y1) 0 (2,92) = (w2 + Y2 — 71,21 + Y1 — ¥2)
este quasigrup neasociativ, paramedial si nemedial.

Exemplul 3.15 reflecta modul de obtinere a unui quasigrup neasociativ, pa-
ramedial si nemedial, dintr-un grup comutativ, conform operatiei din Teorema,
3.14.

Teorema 3.16. Fie (G,+) grup comutativ. Multimea G X G cu operatia

(x1,y1) o (z2,42) = (—x2 — Y2 + 1, —x1 — Y1 + Y2)
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este quasigrup neasociativ, paramedial si nemedial.

Exemplul 3.17 reflectd modul de obtinere a unui quasigrup neasociativ, pa-
ramedial si nemedial, dintr-un grup comutativ, conform operatiei din Teorema
3.16.

In paragraful 3.4 am solutionat punctul doi si trei din Problema 9.

Grupoidul (G, -) se numegte AD-grupoid daca este satisfacutd legea a-(bc) =
= ¢ - (ba) pentru orice a,b,c € G.

Teorema 3.18. Fie (G,+) grup comutativ. Mulfimea G X G cu operafia

(x1,y1) o (z2,92) = (—x1 — Y1 + Y2, —T2 — Y2 + T1)

este quasigrup neasociativ, neparamedial, medial, AG-quasigrup si AD-quasi-
grup.

In paragraful 3.5 este cercetatd existenta misurii Haar pe quasigrupurile
paramediale.

Notam cu B(X) familia tuturor submultimilor Borel din spatiul X. Va-
loarea reald, nenegativd a functiei p definitd pe familia B(X) a submultimi-
lor din spatiul X se numeste masurd Radon pe X dacad posedd urmaitoarele
proprietati:

- w(H) =sup{u(F) : F C H, F este submultime compactd din H} pentru
orice. H € B(X);

- pentru orice punct x € X exista o submul{ime deschisa V, astfel incat
x e Vysip(Vy) < oo.

Definitia 3.23. Fie (A,-) quasigrup topologic cu diviziunile (r,l). Masura
Radon 1 pe A se numeste:

- masurd Haar invarianta de stanga, dacd w(U) > 0 gt p(zH) = p(H)
pentru orice mulfime nevida deschisa U C A, punct x € A si mulfime Borel
H e B(A);

- masurad Haar invariantad de dreapta, daca p(U) > 0 si u(Hzx) = pu(H)
pentru orice mulfime nevidd deschisa U C A, punct x € A s1 mulfime Borel
H e B(A);

- masurd Haar invarianta, dacd p(U) > 0 gi

p(zH) = p(Hr) = p(l(z, H)) = p(r(H,z)) = p(H)

pentru orice mulfime nevida deschisa U C A, punct x € A si mulfime Borel
H € B(A).

Definitia 3.24. Vom spune cd pe quasigrupul topologic (A,-) existd o unicd
masura Haar invarianta de stdnga (de dreapta), daca pentru orice doud
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masuri Haar invariante de stanga (de dreapta) 1, po pe A exista o constantd
¢ > 0 astfel incdt puo (H) = ¢+ 1 (H) pentru orice mulfime Borel H € B(A).

Teorema 3.25. Fie (G,-) quasigrup paramedial local compact. Atunci:

1. Ezista grupul topologic comutativ (G,+) si ¢, : G — G sunt automor-
fisme in (G,+),b € G,p*> =2 si (G, +,p,1,0,b);

2. Daca pe grupul topologic Abelian (G,+) consideram mdsura Haar in-
variantda pa, atunci pe (G,-) masura Haar invariantd de stinga (de dreapta)
este unica;

3. Dacad p este masura Haar invariantd de stdnga(de dreapta) pe (G,-),
atunci p este masurd Haar invariantd de sténga(de dreapta) pe (G,+) de ase-
menea;

4. Pe (G,-) exista o masurd Haar invariantd de dreapta dacd si numai
daca pa(e(H)) = pg(H) pentru orice H € B(A);

5. Daca n < +oo, gi pe G existda o (n, +00)-unitate, atunci pe (G,-)
masura (g este unica masurd Haar invarianta de dreapta;

6. Daca m < +oo, i pe G existd o (+00, m)-unitate, atunci pe (G,-)
masura (g este unica masurd Haar invarianta de stinga,

7. Dacd n,m < 400, gi pe G existd o (n, m)-unitate, atunci pe (G,-)
masura g este unica masura Haar invarianta.

Teorema 3.27 Fie (G,+) quasigrup topologic paramedial si (G,-) (n,m)-
izotop omogen al lui (G,+). Atunci:

1. Pe (G,+) existd masura Haar invarianta de stinga (dreapta) dacd si
numai dacd pe (G,-) existd masura Haar invariantd de stdnga (dreapta);

2. Daca pe (G,+) masura Haar invariantd de stdnga (dreapta) este unicd,
atunci pe (G,-) mdsura Haar invariantd de stdnga (dreapta) este de asemenea
unicd.

Teorema 3.28 Quasigrupul paramedial compact G confine o unicd mdsurd
Haar invarianta p pentru care u(G) = 1.

Teoremele 3.25, 3.27 si 3.28 au fost demonstrate in [14]| pentru quasigrupuri

topologice mediale.

CONCLUZII GENERALE SI RECOMANDARI

Cercetarile in domeniul algebrei topologice au fost initiate in a doua jumata-
te a secolului XIX-lea. Algebra topologica, ca ramura a matematicii moderne,
se afla la frontiera dintre topologia generala gi algebra abstracta. Metodele ela-
borate gi rezultatele obtinute in acest domeniu de mare interes stiintific sunt cu
succes implementate nu numai in matematica teoretica dar si in matematica
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aplicata si sisteme informationale.

Mentionam ca problema principala a algebrei topologice consta in studierea
concordantes dintre proprietafile algebrice si topologice ale E-algebrelor topolo-
gice G din clasa V(E,i,J). Aceastd problem& are un aspect larg si poate fi
solutionata efectiv numai pentru anumite clase de algebre topologice, care se
reprezinta prin fixarea operatiilor algebrice si identitatilor algebrice.

In acest aspect cecetarile fundamentale au fost efectuate pentru grupuri
topologice, inele gi module topologice. Dar aceasta problema este insuficient
cercetatd pentru grupoizi topologici. Clasa de grupoizi topologici contine si
clasa de grupuri topologice si clasa de quasigrupuri topologice.

Insa cercetarile diferitor clase de grupoizi topologici cu diviziuni au fost mo-
deste, necatind la rolul lor in multe cercetari aplicative. Rezultatele obtinute
in lucrarea respectiva sunt nemijlocit legate de solutionarea Problemelor 1-9
formulate mai sus.

Rezultatele principale ale lucrarii sunt noi. Au fost rezolvate probleme con-
crete, ori unele aspecte ale problemelor formulate de M.M.Cioban si L.L..Chiriac.
Cercetarile realizate in aceasta lucrare se referd la obiectivele propuse pentru
investigatie si permit sa formulam urmatoarele concluzii:

1. A fost formulata problema stiintifica importanta solutionata: Elaborarea
unor metode de cercetare a grupoizilor topologici cu diviziuni, ceea ce a con-
dus la determinarea corelatitlor dintre proprietafile algebrice si topologice ale
grupoizilor cu unitaft multiple si diviziuni continus.

In prezenta lucrare autorul gi-a adus contributia personald la cercetarea
grupoizilor topologici cu diviziuni gi determinarea influentei structurilor de
grupoid asupra proprietatilor topologice ale grupoizilor topologici si aplicatiile
lor.

2. Au fost elaborate concepte si metode eficiente de cercetare a diverselor
clase de grupoizi topologici:

- metoda n-grupoizilor topologici cu diviziuni si a omomorfismelor continui;

- metoda de cercetare a (n, m)-izotopilor omogeni ai grupoizilor topologici;

- metoda de cercetare a subgrupoidului primitiv cu diviziuni al grupoidului
topologic primitiv cu diviziuni;

- metoda de cercetare a buclelor topologice paramediale de dreapta;

- metoda de constructie a quasigrupurilor mediale, neasociative si nepara-
mediale;

- metoda de constructie a quasigrupurilor paramediale, neasociative gi mediale.

3. Aplicand metoda n-grupoizilor topologici cu diviziuni gi a omomor-
fismelor continui s-a reugit de elaborat o constructie generala care permite
stabilirea conditiilor pentru ca omomorfismele continui a n-grupoizilor topo-
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logici cu diviziuni continuii sa fie deschise. Afirmatiile obtinute generalizeaza
unele din rezultatele obtinute de L.Chiriac, care a determinat conditiile pentru
care omomorfismele grupoizilor topologici cu diviziune continua sunt deschise.

Problema omomorfismelor deschise a fost solutionata de L.Pontryagin pen-
tru o clasa destul de larga de grupuri topologice. M.Cioban a determinat
conditiile pentru ca omomorfismele algebrelor topologice cu signatura continua
sd fie deschise.

4. A fost dezvoltat conceptul de (n,m)-unitate introdus de M.Cioban si
L.Chiriac. In cercetirile realizate sunt studiati (n, m)-izotopii omogeni ai gru-
poidului topologic care poseda anumite proprietati algebrice. Sunt determinate
conditiile pentru care proprietatile algebrice respective se pastreaza la grupoizii
(n, m)-omogeni. Au fost stabilite conditiile pentru care grupoidul multiplicativ
(G, 0) este quasigrup paramedial cu (2, 1)-unitate. Metodologia propusa pen-
tru cercetare poate fi utilizata si la studierea n-grupoizilor cu unitati multiple.

5. A fost elaboratd o metoda de cercetare a subgrupoidului primitiv cu
diviziuni al grupoidului topologic primitiv cu diviziuni. Cercetarile realizate
au condus la determinarea conditiilor pentru care exista un astfel de subgru-
poid primitiv cu diviziuni care pastreaza un sir de proprietati topologice ale
grupoidului topologic primitiv cu diviziuni.

6. A fost elaborata o metoda care permite solutionarea problemei pentru
care o submultime compacta deschisa dintr-o bucla topologica paramediala de
dreapta contine o subbucla compacta deschisa paramediala de dreapta. Prob-
lema submultimii compacte deschise dintr-un grup topologic care sa con{ina
un subgrup compact deschis a fost rezolvata de L.Pontryagin.

7. A fost elaborata o metoda generala de constructie a quasigrupurilor me-
diale, neasociative si neparamediale si a quasigrupurilor paramediale, neasocia-
tive si nemediale. In acest scop s-au utilizat grupurile comutative si produse
carteziene speciale. Metoda respectiva permite sa se obtina din orice grup
comutativ un quasigrup neasociativ medial ori paramedial.

Luéand in consideratie rolul grupoizilor topologici cu unitati multiple in al-
gebra abstracta, topologie, algebra topologica, teoria automatelor putem con-
sidera ca teoria gi conceptele elaborate pot fi aplicate eficient in cercetarile din
domeniile mentionate, cit si in alte directii de cercetare.

Se recomanda ca rezultatele obtinute, constructiile si metodele elaborate
sa fie aplicate:

- la examinarea proprietatilor topologice ale diverselor clase de grupoizi cu
unitati multiple;

- la investigarea structurilor algebrice si topologice ale diferitor clase de algebre
topologice;
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- la cercetarea proprietatilor topologice si algebrice ale n-grupoizilor topologici

cu unitati multiple;

- la studierea anumitor clase de automate;

- la elaborarea cursurilor optionale pentru masteranzi si doctoranzi.
Obiective de perspectivi. In perspectiva:

- se vor studia mai profund conceptul de unitate multipla pentru diverse clase

de grupoizi topologici;

- se vor studia proprietatile topologice ale spatiilor care admit anumite structuri

algebrice;

- se va studia rolul grupoizilor topologici in diverse sisteme informationale;

- se va elabora un curs optional pentru masteranzi, doctoranzi in domeniul

grupoizilor topologici cu unitati multiple;

- se va continua studierea grupoizilor topologici cu diviziuni continui in vederea

determinarii concordantei dintre axiomele de separare;

- se vor determina conditiile pentru ca un grupoid compact sa fie grupoid

compact diadic;

- se vor determina conditiile pentru ca un grupoid topologic cu diviziuni ce

satisface primei axiome de numerabilitate sa fie metrizabil.
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ADNOTARE
la teza de doctor "Cercetarea grupoizilor topologici cu unitati multip-
le" prezentata de catre Natalia Josu pentru obtinerea titlului de doctor in
stiinte matematice la specialitatea 111.04-Geometrie si Topologie. Teza a fost
elaborata la Universitatea de Stat din Tiraspol, Chi§inéu, anul 2015.

Structura tezei: teza este scrisa in limba roméana si consta din introdu-
cere, 3 capitole, concluzii generale si recomadari, glosar, 177 titluri bibliogra-
fice, 110 pagini text de baza. Rezultatele ob‘gmute sunt pubhcate in 35 lucrari
§t11n§1ﬁce

Cuvinte cheie: grupoid topologic, unitate multipla, quasigrup topolo-
gic, grupoid medial, grupoid paramedial, izotop omogen, bucla topologica de
dreapta, produs cartezian special, n-grupoizi topologici cu diviziuni continui.

Domeniul de studiu al tezei: influenta structurilor algebrice asupra
prop rietatilor topologice ale grupoizilor topologici cu unitati multiple si divi-
ziuni continui.

Scopul si obiectivele lucrarii rezida in: desavargirea metodelor de
studiere a grupoizilor topologici ce poseda anumite proprietati algebrice; ela-
borarea metodelor de cercetare a grupoizilor topologici cu unitagi multlple
determinarea conditiilor pentru care omomorfismele continui a n- grupmzﬂor
topologici cu diviziune continua sunt deschise; solutionarea problemei pentru
care o submultime compacta deschisa dintr-o bucla topologica paramediala
de dreapta contine o subbucld compacta deschisa paramediald de dreapta;
determinarea conditiilor pentru care (n,m)-izotopul omogen al unui grupoid
topologic cu proprietatea algebrica P poseda aceeagi proprietate; identificarea
conditiilor pentru care pe multimea GG X G poate fi definita o operatie binara
astfel incat noua structura algebrica obtinuta este quasigrup neasociativ cu
proprietati algebrice speciale.

Noutatea si originalitatea stiintifica: rezultatele principale sunt noi.
Evidentiem urmatoarele: au fost determinate conditiile pentru ca omomorfis-
mele continui a n-grupoizilor topologici cu diviziuni continui sa fie deschise;
au fost analizate proprietatile algebrice ale (n,m)-izotopilor omogeni ai gru-
poizilor topologici; au fost determinate unele proprietati ale subgrupoidului
primitiv cu diviziuni al grupoidului topologic primitiv cu diviziuni; au fost de-
terminate conditiile pentru care o submultime compacta deschisa dintr-o bucla
topologica paramediala de dreapta contine o subbucla compacta deschisa pa-
ramediald de dreapta; au fost determinate conditiile pentru care pe mulfimea
G x G poate fi definita o operatie binara astfel incat noua structura algebrica
obtinuta este quasigrup neasociativ cu proprietati algebrice spemale

Problema stiintifica importanta solutionata consta in elaborarea unor
metode de cercetare a grupoizilor topologici cu diviziuni, ceea ce a condus la
determinarea corelatiilor dintre proprietatile algebrice si topologice ale grupoi-
zilor cu unitati multiple si diviziuni continui.

Semnificatia teoretica si valoarea aplicativa a lucrarii: au fost ela-
borate conceptii, metode si constructii noi care au contribuit la rezolvarea
obiectivelor propuse.

Metodologia aplicata, conceptiile gi metodele elaborate in lucrare au permis
solutionarea unor probleme concrete ori a unor aspecte ale lor formulate de
M.M.Cioban gi L.L.Chiriac. Aparatul matematic aplicat a condus la rezolvarea
unor probleme ce au conexiune cu algebra topologica.

Implementarea rezultatelor stiintifice: rezultatele lucrarii pot fi imple-
mentate In teoria grupoizilor si quasigrupurilor topologice, teoria automatelor,
la elaborarea unor cursuri speciale pentru masteranzi gi doctoranzi.
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AHHOTALIUA
mucceptaiui  'UcceoBaHUsI  TOMOJOTMYECKHUX TPYNNOUAbBI €  MHOTOKPATHBIMHU
eruHunamu'’  npexncraBieno Haraimem  JKocy Ha  couMckaHWME — CTEEHM — JOKTOpA
MaTeMaTHYECKUX Hayk, cnenuainbHocTh 111.04 - T'eomerpus u Tomonorus. uccepramus Obuia
pa3pabotana B Tupacnonbckom ['ocynapctBeHHOM YHuBepcutete, B Kumunese, B 2015 roxy.

CrpykTypa paGoThl: IuccepTalys HamkcaHa Ha PYMBIHCKOM SI3bIKE U COCTOMUT W3
BBEJICHHS, 3 TJIaB, OOIIMX BBHIBOJIOB M PEKOMEHJANNH, CIUCKA ITUTHPOBAHHBIX UCTOYHUKOB U3
177 waspanwmii, 110 ctpanun ocHoBHOro Tekcra. [lo Teme muccepranuu OIMyOJUKOBAaHBI 35
Hay4HbIX padoT.

KiloueBble  ciioBa:  TOMOJOTWYECKUMH  TPYNIOWA, MHOTOKpaTHas — €IWHHIIA,
TOIMOJIOTMYECKHE KBa3UTPYIIbl, MEIUANbHBIA W MapamMeIuaJbHbI TPYNIOUJ, OJHOPOJHBIN
U30TOIl, IIpaBasl TOIOJIOTMYECKas JIyna, CIELUaIbHOE JIeKapTOBOE Ipou3BeleHue, nN-
TOIOJIOTMYECKHE IPYNIOUIbI C HENPEPBIBHOM EIEHUEM.

OO0JsacTh MccieI0BaHUsI: BIUSHUS  anreOpanyecKux CTPYKTYp Ha TOMOJOTHYECKUX
CBOMCTBAaX TOMOJOTMYECKUX TPYHIOUOB C MHOTOKPAaTHBIMHM €IWHULAMH U HENpPEepPhIBHBIM
JICIICHUEM.

et w 3amauym  HMCCICJOBAHMA. COBEPIICHCTBOBAHME METOJAMU  H3y4YEHUS
TOIOJIOTUYECKUX TPYNOUJOB OOJIAJAIOIIUX OIpPEIEICHHBIMU aNreOpauyecKuMH CBONCTBAMU;
pa3paboTka METOJIOB HCCIIEOBAHMUS TOMOJOTHYECKHE TPYHIOUIBI C MHOTOKpaTHBIMHU
€AVHMUIIAMU; OINPEACNICHUS YCJIOBUM, NpPU KOTOPBIX HENpPEpPbIBHBIA ToMomMopdusmM N —
TOIOJIOTMYECKUX I'PYNIOUIOB C JEJIEHUEM OTKPBITHI; PELIEHUS 3a1ad IpPHU KOTOPOH OTKPBITOE
IIpaBO€ NapaMeIualbHOE KOMIIAKTHOE IIOJMHOKECTBO COIEPKUT  OTKPBITOE IIPaBOE
napamMeajbHOe KOMITAKTHOE TO/JIyNa; OIpeNesieHUs YCIOBHM, Tpu KoTopbix (N,m)-
OJIHOPOJHOM M30TOIl TOMOJOTHYECKOro Ipymmonia ¢ anredOpandeckoi ceoiictBom P oOnamaer
TaKUM K€ CBOMCTBOM; OIIpE/IeJIeHUE YCIOBUAX JUIsl KOTPBIX HaJ MHOXecTBOM GxG moxer
OBITH OmpejiesieHa OMHapHas ornepalys, TaKk YTo MOJIy4eHHas HoBas ajnreOpanueckas CTpPyKTypa
SIBJIIETCS HEACCOLIMAaTUBHAs KBa3UTPYIINa CO CIIEHUaIbHBIMU aJIFeOpandeCKUMH CBOMCTBaMH .

Hayuynasi HOBM3HA M OPUIMHAJBLHOCTBH. OCHOBHBIE PE3YNbTAaThl PaOOTHI SBISIOTCA
HOBBIMU. Brizensem crnemyromiye: ObUTA ONpeesieHbl YCIOBUS OTKPBITOCTH ISl HETIPEPHIBHOTO
roMomMop(u3mMax TOMOJIOTHYECKUX N-TPYNIOUIOB C HEMPEPhIBHBIM JEJI€HUEM; ObLIN H3y4EHHBI
anredpanyeckue CBOMCTBA (n,m)-onHopoz[HHx M30TOIOB TONOJOTUYECKOr0 I'PYNIONAA; ObLIN

olpeziesieHbl HEKOTOPBIE CBOMCTBA MPUMHUTUBHOTO MOATPYIIIONAA € JEIEHUEM TOIOJIOIHUYECKOTI0
TpynIonja ¢ JAeJeHUEM; OBbUIM ONpEENCHbl YCIOBUS MPU KOTOPBIX OTKPBITOE KOMIIAKTHOE
MOJIMHO’KECTBO MPaBOW MapamMeAualbHOW TOMOJOTMUECKOU JIYIION COAEPKUT OTKPBITOE MPABOE
napaMeauanbHOe KOMIIAKTHOE MOJUTYMNON; ObUTM OINpeneseHbl YCIOBHS, IPH KOTOPHIX Ha
MHOXecTBe Gx(G MOXeT OBbITh ompeneseHa OMHApPHAS OINEpaIysi, TAK YTO HOBAs IMOJyYeHHAs
anreOpandeckas CTPYKTypa SBJSETCS HeaccOlMaTHBHAs KBa3UTPYIa CO CIeNUaIbHBIMU
anredpanyecKuMu CBOMCTBAMHU.

Baxnasa HayuyHas pelneHHasi mnpo0JiemMal 3akioyaeTcs B pa3pabOTKe METO/0B
HCCJIEI0OBAaHUS TONOJOTMYECKUX I'PYNIOUIOB C AEJIEHUEM, KOTOpPBIE MPHUBEIN K ONPEAEIICHUIO
KOppeIsiMM  MeXJy anreOpauyecKMMU M TOIOJOTHYECKHMHU CBOICTBaMHU TPYyNIIOUJIOB C
MHOT'OKPAaTHBIMU €IMHULIAMH U HETIPEPBIBHBIM JICJICHUEM.

TeopeTuyeckass M NPUKJIAJHAsE 3HAYUMOCTH: pa3pabOTaHbl HOBBIE KOHIIEMIIHM,
METOIbl M1 KOHCTPYKIUSMHU KOTOpPbIE CHOCOOCTBYIOT JOCTHKEHMIO LIEJIeH U 3a/1a4 UCCIICOBAHMS.

[IpumeHseMOif METOMONIOTUM, KOHIETIMA W METOJIOB, pa3paboTaHHBIX B  pabote
MO3BOJIMIM HAWTH peHIeHHEe KOHKPETHBIX MpoOJieM WM HEKOTOpble AacleKThl MpoodsieM,
chopmynupoBaneix M.MYobanom u  JLJL.Kupwusk. MaremaTuueckue  CpeJcTBa,
pazpaboTaHHBIE ¥ TMPUMEHSICMbIE MPUBEIN K PEIICHUI0 MPOOJIeM M3 Pa3IUYHBIX O00JacTIX
COBPEMEHHOM MaTEeMaTUKH, CBSI3aHHBIX C TOIOJIOTHYECKOH aareOpoi.

BHenpeHnue HayuyHBIX pe3yJIbTATOB: pE3YyIbTaThl 3TOH pabOThl MOTYT OBIThH
WCIIOJIb30BaHbl B TEOPUM TOIOJIOTMYECKUX TPYNIOUJIOB KBA3WUIPYMIN, TEOPHUH aBTOMAaTOB U B
pa3paboTke (aKyIbTaTUBHBIX KYPCOB.
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SUMMARY
of the thesis "Research of topological groupoids with multiple identi-
ties" presented by Natalia Josu for the competition of Ph. Doctor degree in
Mathematical Sciences, speciality 111.04-Geometry and Topology. The thesis
was elaborated in Chisinau, Tiraspol State University, in 2015.

Thesis structure: the thesis is written in Romanian and contains intro-
duction, 3 chapter, conclusions, glossary, 177 references, 110 pages of basic
text. The main result of the thesis was published in 35 scientific works.

Key words: topological groupoid, multiple identities, topological quasi-
group, medial groupoid, paramedial groupoid, homogenous isotope, right topo-
éqgi.cal loop, special cartesian product, n-topological groupoid with continuous

ivisions.

Field of study of the thesis: the influence of the algebraic structures on
the topological properties of the topological groupoids with multiple identities
and continuous divisions .

Thesis aim and objectives: mastering the studying methods of the
topological groupoids with some algebraic properties; elaborating research me-
thods regarding topological groupoids with multiple identities; establishing
the conditions for the continuous homomorphisms of the n-topological gro-
upoids with continuous divisions to be open; solving the problem for which
one open compact subset from right paramedial topological loop contain one
open compact paramedial right subloop; establishing the conditions for which
(n, m)-homogenous isotope of topological groupoids with algebraic property P
has the same property; determining the conditions for which on the set G x G
can be defining one binary operation such that the new algebraic structure
becomes non associative quasigroup with special algebraic properties.

Scientific innovation and originality: there have been determined the
conditions for the continuous homomorphisms of the n-topological groupoids
with continous divisions to be open; there have been analyze% the algebraic
properties of (n,m)-homogenous isotope of topological groupoids; there have
been established some properties of primitive subgroupoid with divisions of
topological primitive groupoid with divisions; there have been determined the
conditions for which one open compact subset from right paramedial topologi-
cal loop contain one open compact paramedial right subloop; there have been
established for which on the set G X G can be defining one binary operation
such that the new algebraic structure becomes non associative quasigroup with
special algebraic properties.

The important scientific problem solved: that was solved consists
in the development of several research methods for topological groupoids with
divisions, which led to the determination of correlations between the properties
gf algebraic and topological groupoids with multiple identities and continuos

ivisions.

The theoretical significance and applicative value of the thesis:
there have been elaborated the new concepts, methods and new constructions
which contributed to achieving goals and objectives of the research. The basic
research of the work are new.

The methodology applied, the concepts and methods developed in work
allowed to find the solution of concrete problems or some aspects of the problem
formulated by M.M.Choban and L.L.Chiriac. Mathematical tools developed
and applied led to solving problems in topological algebras.

The implementation of the scientific results: the results from this
work can be used in the theory of topological groupoids and quasigroups, theory
of automata and in elaborating optional courses.
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