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REPERE CONCEPTUALE ALE CERCET�ARII

Actualitatea temei. Cercet�arile ��n domeniul algebrei topologice au fost
ini�tiate ��n a doua jum�atate a secolului al XIX-lea. Algebra topologic�a, ca
ramur�a a matematicii moderne, se a��a la frontiera dintre topologia general�a �si
algebra abstract�a. O contribu�tie semni�cativ�a la dezvoltarea teoriei respective
au adus-o renumi�tii matematicieni S.Lie, D.Hilbert, D.H.Poincar�e, F.Klein,
�E.J.Cartan, G.Boole, A.N.Whitehead, etc.

De exemplu, matematicianul englez A.N.Whitehead, ��n cartea sa "A Trea-
tise on Universal Algebra", publicat�a��n anul 1898, pentru a introduce no�tiunea
de algebr�a universal�a, mai ��nt�ai, formuleaz�a no�tiunea de opera�tie. �In a�sa mod,
aplica�tia f : An → A se nume�ste opera�tie n-ar�a pe A, pentru n ≥ 0. Ast-
fel, Whitehead de�ne�ste algebra universal�a ca un sistem (A,S), unde A este o
mul�time nevid�a iar S o familie de opera�tii.

No�tiunea de algebr�a universal�a a creat premisele privind constituirea unui
punct de vedere comun asupra cercet�arii �si dezvolt�arii teoriilor mai multor
structuri algebrice care erau, ��n perioada respectiv�a, ��n ascensiune: teoria gru-
purilor, teoria algebrelor booleene, etc.

Teoria grupurilor, considerat�a cea mai veche ramur�a a algebrei moderne,
���si are ��nceputul ��n lucr�arile lui J.L.Lagrange, P.Ru�ni, �E.Galois �si N.H.Abel
publicate la��nceputul secolului XIX. Grupurile cercetate de matematicienii res-
pectivi au fost ��n principal grupuri �nite: grupuri de r�ad�acini ale polinoamelor
ori grupuri de permut�ari.

Interesul pentru grupuri ini�nite a ap�arut din topologie �si geometrie, �ind
stimulate de lucr�arile lui F.Klein, J.H.Poincar�e �si al�tii.

Terminologia de semigrup, dup�a cum sus�tine L.E.Dickson��n 1905��n monog-
ra�a "On Semigroup and the General Isomorphism Between In�nite Goups", a
fost utilizat�a pentru prima dat�a de Monsieur l'Abb�e J.A. de S�eguier ��n cartea
sa "El�ements de la th�eorie des groupes abstraites", publicat�a la Paris ��n anul
1904. Iar O.Y.Schmidt utilizeaz�a cu succes semigrupurile ��n celebra sa lucrare
"Abstract Group Theory". Studii consistente pe teoria semigrupurilor se fac ��n
lucr�arile lui A.K.Suschkewitsch, ��ncep�and cu publica�tiile din 1928, ��n monog-
ra�ile matematicienilor D.Rees �si D.Dubreil publicate ��n anii 1940 �si respectiv
1941.

Paralel cu teoria grupurilor abstracte se dezvolt�a �si teoria grupurilor topo-
logice. Astfel, L.E.I.Brauer �si O.Schreier ��n lucr�arile publicate ��n anii 1909 �si
respectiv 1926, introduc �si dezvolt�a no�tiunea de grup topologic ��n sens modern.
Ceva mai t�arziu, ��n anii 1944-1945, A.A.Markov introduce no�tiunea de grup
topologic liber.

Aceste idei inovatoare contribuie enorm la constituirea �si dezvoltarea te-
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oriei grupurilor topologice, ��n mod deosebit, ��n prima jum�atate a secolului
XX, datorit�a lucr�arilor lui L.S.Pontryagin [1], A.A.Markov, A.D.Alexandrov,
A.Weil, C.Chevalley, M.I.Graev, T.Nakayama, J. von Neumann, van Kampen,
S.H.Kakutani, etc. Tot aici, pot � men�tionate �si rezultatele ob�tinute mai recent
de matematicienii din Moldova, academicianul V.Arnautov [2], academicianul
M.Cioban, M.I.Ursu, P.Chircu, etc. �In felul acesta teoria grupurilor topologice
a stat la temelia algebrelor topologice universale �si au direc�tionat cercet�arile
��n acest domeniu.

Ideiile generate ��n cadrul teoriei quasigrupurilor �si buclelor, care a ��nceput
s�a se dezvolte dinamic ��ncep�and cu anii 30 ai secolului trecut, au in�uen�tat
bene�c cercet�arile algebrelor topologice universale. Eviden�tiem ��n acest sens
lucr�arile lui R.H.Bruck [3], H.O.P�ugfelder [4], R.Moufang, V.D.Belousov [5],
[6], T.Kepka [7], A.S.Basarab [8], [9], I.A.Florea, A.M.Ceban, P.V.Gorincioi,
G.B.Belyavskaya, K.H.Hofmann [10], etc.

O contribu�tie special�a privind dezvoltarea teoriei quasigrupurilor au avut-o
�si genera�tia matematicienilor forma�ti dup�a anii 70 ai secolului tecut, printre
care men�tion�am F.M.Sokhatsky, A.W.Dudek, V.�Scerbacov [11], [12], V. Izba�s,
P.S�arbu, V.Ursu, etc.

De�nim c�ateva structuri algebrice de baz�a��n termeni de algebr�a universal�a.
Terminologia de algebr�a universal�a va � simpli�cat�a deseori la cea de algebr�a.

Astfel, un grupoid este o algebr�a universal�a (G, ◦) cu o singur�a opera�tie
binar�a ” ◦ ”.

�In algebra abstract�a se utilizeaz�a no�tiunea de grupoid ori magm�a. �In afar�a
de faptul c�a opera�tia binar�a trebuie s�a �e ��nchis�a ��n raport cu mul�timea res-
pectiv�a alte condi�tii nu se pun. Termenul de grupoid a fost propus de Øystein
Ore, iar ceva mai t�arziu N.Bourbaki a introdus termenul de magm�a. �In prezent
��n literatura de specialitate termenul de grupoid, tot mai des, se folose�ste ca o
generalizare a no�tiunii de grup. Un interes deosebit prezint�a studierea grupoi-
zilor ��n sens Ore ��n care se ��ndeplinesc anumite axiome. Astfel, prezint�a interes
pentru cercetare structuri de magm�a care sunt: semigrup, monoid, grup, qua-
sigrup, bucl�a, etc.

Un semigrup este o algebra universal�a (G, ◦) cu o singur�a opera�tie binar�a
” ◦ ” asociativ�a.

Un monoid este o algebr�a universal�a (G, ◦, e) cu o singur�a opera�tie binar�a
” ◦ ” asociativ�a, iar e este o opera�tie nular�a care satisface e ◦ a = a ◦ e = a
pentru orice a ∈ G.

Un grup este o algebr�a (G, ◦,′ , e) unde ”◦” este o opera�tie binar�a asociativ�a,
e este o opera�tie nular�a cu proprietatea e◦a = a◦ e = a, iar ”′” este o opera�tie
unar�a pe mul�timea G, pentru care are loc a′ ◦ a = a ◦ a′ = e, pentru orice
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a ∈ G, iar e se nume�ste unitatea grupului.
Grupoidul topologic G este grupoidul echipat cu topologia Hausdor� pentru

care aplica�tia (a, b) → a ◦ b, este continu�a.
Descrierea situa�tiei ��n domeniul de cercetare �si identi�carea prob-

lemelor de cercetare.

Problemele de cercetare. Fix�am signatura continu�a E �si −1 ≤ i ≤ 3.5.
Fie J o mul�time de identit�a�ti. Not�am prin V (E, i, J) clasa E-algebrelor topo-
logice care sunt Ti-spa�tii ce satisfac identit�a�tile J . Academicianul M.Cioban
��n lucrarea sa "Algebra topologic�a, probleme", 2006, a formulat urm�atoarea
problem�a fundamental�a:

Problema 1. De studiat concordan�ta dintre propriet�a�tile algebrice �si to-
pologice ale E-algebrelor topologice G din clasa V (E, i, J).

Problema 1 ��n sensul ei general este foarte important�a. �In acest sens sunt
ilustrative urm�atoarele exemple:

1. Fie Rn, n ≥ 1, spa�tiul Euclidian n-dimensional �si Sn−1 = {x ∈ Rn :
|x| = 1} sfera unitate. Atunci pe Sm exist�a structuri de grupoid topologic
numai pentru m ∈ {0, 1, 3, 7}. Acest rezultat important a fost demonstrat de
I.M.James ��n anii 1957-1958.

2. Pe orice spa�tiu A ��n raport cu o opera�tie binar�a aditiv�a (+), cu zero �si
f�ar�a divizori ai lui zero, de�nit�a de egalitatea x + y = y exist�a o structur�a de
semigrup topologic cu unitate de dreapta. �In situa�tia dat�a orice element din
A va � unitate de dreapta.

Din acest punct de vedere putem a�rma c�a grupoizi topologici cu anu-
mite identit�a�ti nu exist�a pentru toate spa�tiile �si identit�a�tile in�uen�teaz�a direct
asupra propriet�a�tilor topologice.

Dup�a cum s-a men�tionat problema principal�a a algebrei topologice const�a
��n studierea concordan�tei dintre propriet�a�tile algebrice �si topolologice ale E-
algebrelor topologice G din clasa V (E, i, J). Aceast�a problem�a are un aspect
larg �si poate � solu�tionat�a efectiv numai pentru anumite clase de algebre to-
pologice, care se reprezint�a prin �xarea opera�tiilor algebrice �si identit�a�tilor
algebrice.

�In acest aspect cecet�arile fundamentale au fost efectuate pentru grupuri
topologice, inele �si module topologice. Dar aceast�a problem�a este insu�cient
cercetat�a pentru grupoizi topologici. Clasa de grupoizi topologici con�tine �si
clasa de grupuri topologice �si clasa de quasigrupuri topologice.

Men�tion�am c�a clasa de grupoizi topologici este foarte larg�a. De exemplu,
pentru grupoizii topologici nu se poate nimic a�rma despre structura lor topo-
logic�a. Orice spa�tiu admite structur�a de semigrup topologic. De exemplu, �e
G un spa�tiu topologic nevid. Opera�tia x · y = y transform�a G ��n semigrup to-
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pologic. Pe G poate � orice topologie. Daca X este un spa�tiu topologic, e /∈ X
�si G = X ∪ {e}, atunci opera�tia x · y = y pentru x, y ∈ X �si e · x = x · e = x
pentru orice x ∈ G, transform�a G ��n semigrup topologic cu unitate, dac�a e este
un punct izolat ��n G. Atunci X este subspa�tiu deschis �si ��nchis ��n semigrupul
topologic.

Cerin�ta de a avea o structur�a de grupoid topologic cu unitate nu este simpl�a.
De exemplu, pe sfera obi�snuit�a a�sa structur�a nu exist�a.

Dac�a pe dreapta reala R cu topologia generat�a de baza {(a,+∞), a ∈
R} �x�am opera�tia de adunare, atunci ob�tinem un T0-grupoid topologic cu
diviziuni, care nu este T1-spa�tiu.

Prin urmare sunt necesare anumite restric�tii asupra grupoizilor pentru a
cerceta concordan�ta dintre propriet�a�tile algebrice �si topologice ale acestora.
De exemplu, grupoizi cu unit�a�ti multiple, grupoizi cu diviziuni continui etc.

Astfel, lu�and ��n considera�tie Problema 1 �si argumentele expuse mai sus
putem formula urm�atoarea problem�a de cercetare.

Problem�a de cercetare: Elaborarea unor noi metode de cercetare a gru-

poizilor topologici cu diviziuni ce vor conduce la determinarea corela�tiilor dintre

propriet�a�tile algebrice �si topologice ale grupoizilor cu unit�a�ti multiple �si divi-

ziuni continui.

Urm�atoarele probleme sunt conectate la problema de cercetare formulat�a
mai sus.

Problema 2. Fie (G,+) grupoid topologic cu proprietatea algebric�a P
�si e este element (k, p)-zero. �In ce condi�tii (n,m)-izotopul omogen (G, ·), al
grupoidului topologic (G,+), posed�a proprietatea algebric�a P? Care este tipul
unit�a�tii multiple ��n grupoidul topologic (G, ·)?

Problema 3. Fie H subgrupoid primitiv cu diviziuni al grupoidului to-
pologic primitiv cu diviziuni (G,+, r, l) �si e ∈ H. �In ce condi�tii exist�a un
astfel de subgrupoid primitiv cu diviziuni Q al grupoidului topologic primitiv
cu diviziuni (G,+, r, l) astfel, ��nc�at e ∈ Q ⊆ H?

Problema 4. S�a se stabileasc�a ��n ce condi�tii grupoidul multiplicativ (G, ·)
este quasigrup paramedial cu (2, 1)-unitate.

Problema 5. Fie (G, ·) bucl�a topologic�a paramedial�a de dreapta. �In ce
condi�tii o submul�time compact�a deschis�a P din G con�tine o subbucl�a compact�a
deschis�a paramedial�a de dreapta (Q, ◦) ⊆ (G, ·)?

Problema 6. Fie (G, ·) grupoid topologic paramedial. �In ce condi�tii poate
� introdus�a pe G o opera�tie binar�a (◦) astfel ��nc�at (G, ◦) s�a �e semigrup topo-
logic comutativ cu unitate?

Problema 7. Fie G �si G1 n-grupoizi topologici cu diviziuni continui. �In
ce condi�tii orice omomor�sm continuu f : G→ G1 este deschis?
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Problema 8. Fie (G1, ·) grupoid cu n unit�a�ti multiple (k1, l1), ..., (kn, ln)
�si (G2, ◦) grupoid cu t unit�a�ti multiple (m1, r1), ..., (mt, rt). S�a se determine
tipul unit�a�tilor multiple din grupoidul produs G1 ×G2.

Problema 9. Fie (G,+) grup comutativ. �In ce condi�tii pe mul�timea G×G
poate � de�nit�a opera�tia binar�a (◦) astfel ��nc�at:

1. (G×G, ◦) este quasigrup neasociativ, paramedial �si nemedial?
2. (G×G, ◦) este quasigrup neasociativ, medial �si neparamedial?
3. (G×G, ◦) este quasigrup neasociativ, medial cu unitate de st�anga?
Scopul �si obiectivele lucr�arii rezid�a ��n studierea sistemelor topologo�

algebrice �si aplica�tiile lor. �In particular:
- des�av�ar�sirea metodelor de studiere a grupoizilor topologici ce posed�a anu-

mite propriet�a�ti algebrice;
- elaborarea metodelor de cercetare a grupoizilor topologici cu unit�a�ti mul-

tiple;
- determinarea condi�tiilor pentru care omomor�smele continui a n-grupoi-

zilor topologici cu diviziuni continui sunt deschise;
- solu�tionarea problemei pentru care o submul�time compact�a deschis�a din-

tr-o bucl�a topologic�a paramedial�a de dreapta con�tine o subbucl�a compact�a
deschis�a paramedial�a de dreapta;

- determinarea condi�tiilor pentru care (n,m)-izotopul omogen al unui gru-
poid topologic cu proprietatea algebric�a P posed�a aceea�si proprietate;

- identi�carea condi�tiilor pentru care pe mul�timea G×G poate � de�nit�a
o opera�tie binar�a astfel ��nc�at noua structur�a algebric�a ob�tinut�a este quasigrup
neasociativ cu propriet�a�ti algebrice speciale.

Metodologia cercet�arii �stiin�ti�ce. Construc�tiile �si metodele de demon-
stra�tie se bazeaz�a pe aplicarea no�tiunilor de grupoid topologic, unit�a�ti multiple,
izotop omogen, quasigrup topologic, n-grupoizi topologici cu diviziune con-
tinu�a, produs cartezian special.

Noutatea �si originalitatea �stiin�ti�c�a: rezultatele principale sunt noi.
Eviden�tiem urm�atoarele: au fost determinate condi�tiile pentru ca omomor�s-
mele continui a n-grupoizilor topologici cu diviziuni continui s�a �e deschise;
au fost analizate propriet�a�tile algebrice ale (n,m)-izotopilor omogeni ai gru-
poizilor topologici; au fost determinate unele propriet�a�ti ale subgrupoidului
primitiv cu diviziuni al grupoidului topologic primitiv cu diviziuni; au fost de-
terminate condi�tiile pentru care o submul�time compact�a deschis�a dintr-o bucl�a
topologic�a paramedial�a de dreapta con�tine o subbucl�a compact�a deschis�a pa-
ramedial�a de dreapta; au fost determinate condi�tiile pentru care pe mul�timea
G×G poate � de�nit�a o opera�tie binar�a astfel ��nc�at noua structur�a algebric�a
ob�tinut�a este quasigrup neasociativ cu propriet�a�ti algebrice speciale.
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Problema �stiin�ti�c�a important�a solu�tionat�a const�a��n elaborarea unor
metode de cercetare a grupoizilor topologici cu diviziuni, ceea ce a condus la
determinarea corela�tiilor dintre propriet�a�tile algebrice �si topologice ale grupoi-
zilor cu unit�a�ti multiple �si diviziuni continui.

Inova�tia �stiin�ti�c�a a lucr�arii este determinat�a de solu�tionarea urm�a-
toarelor probleme concrete:

- au fost determinate condi�tiile pentru care omomor�smele continui a n-
grupoizilor topologici cu diviziuni continui s�a �e deschise;

- au fost analizate propriet�a�tile algebrice ale (n,m)-izotopilor omogeni ai
grupoizilor topologici;

- au fost determinate unele propriet�ati ale subgrupoidului primitiv cu di-
viziuni al grupoidului topologic primitiv cu diviziuni;

- au fost determinate condi�tiile pentru care o submul�time compact�a deschis�a
dintr-o bucl�a topologic�a paramedial�a de dreapta con�tine o subbucl�a compact�a
deschis�a paramedial�a de dreapta;

- au fost determinate condi�tii, pentru care pe mul�timea G × G poate �
de�nit�a o opera�tie binar�a astfel ��nc�at noua structur�a algebric�a ob�tinut�a este
quasigrup neasociativ cu propriet�a�ti algebrice speciale.

Rezultatele ob�tinute��n lucrarea respectiv�a sunt nemijlocit legate de solu�tio-
narea Problemelor 1-9 formulate mai sus. Rezultatele principale sunt noi.

Semni�ca�tia teoretic�a. Au fost elaborate concep�tii, metode �si construc�tii
noi care au contribuit la rezolvarea obiectivelor propuse.

Valoarea aplicativ�a a lucr�arii. Metodologia aplicat�a, concep�tiile �si me-
todele elaborate ��n lucrare au permis solu�tionarea unor probleme concrete ori
a unor aspecte ale lor formulate de M.M.Cioban �si L.L.Chiriac.

Aparatul matematic aplicat a condus la rezolvarea unor probleme ce au
conexiune cu algebra topologic�a.

Rezultate �stiin�ti�ce principale ��naintate spre sus�tinere.

- metoda de cercetare a condi�tiilor pentru care omomor�smele continui a
n-grupoizilor topologici cu diviziuni sunt deschise;

- metoda de studiere a propriet�a�tilor algebrice ale (n,m)-izotopilor omogeni
ai grupoizilor topologici;

- metoda de cercetare a propriet�a�tilor subgrupoidului primitiv cu diviziuni
al grupoidului topologic primitiv cu diviziuni;

- metoda de determinare a condi�tiilor pentru care o submul�time compact�a
deschis�a dintr-o bucl�a topologic�a paramedial�a de dreapta con�tine o subbucl�a
compact�a deschis�a paramedial�a de dreapta;

- metoda de construc�tie a quasigrupurilor mediale, neasociative �si nepara-
mediale;
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- metoda de construc�tie a quasigrupurilor paramediale, neasociative �si ne-
mediale.

Implementarea rezultatelor �stin�ti�ce. Rezultatele lucr�arii pot � im-
plementate ��n teoria grupoizilor �si quasigrupurilor topologice, teoria automa-
telor, la elaborarea unor cursuri speciale pentru masteranzi �si doctoranzi.

Aprobarea rezultatelor �stiin�ti�ce. Rezultatele tezei au fost expuse ��n
cadrul urm�atoarelor foruri �stiin�ti�ce:

1. Mathematics and Information Technologies: Research and Education,
MITRE, 2015, Chi�sin�au, 2-5 iulie.

2. Proceedings of the Third Conference of Mathematical Society of Moldova
IMCS-50, Chi�sin�au, 2014, 19-23 august.

3. The 22th Conference on Applied and Industrial Mathematics, CAIM,
2014, Bac�au, Rom�ania, 18-21 septembrie.

4. The 21th Conference on Applied and Industrial Mathematics, CAIM,
2013, Bucure�sti, 19-22 septembrie.

5. The 20th Conference on Applied and Industrial Mathematics dedicated
to Academician Mitrofan M.Cioban, CAIM, 2012, Chi�sin�au, 22-25 august.

6. Mathematics and Information Technologies: Research and Education.
Dedicated to the 65th anniversary of the Moldova State University, MITRE,
2011, Chi�sin�au, 22-25 august.

7. The 19th edition of the annual Conference on Applied and Industrial
Mathematics, CAIM, 2011, Ia�si, 22-25 septembrie.

8. Actual problems of mathematics and informatics. Scienti�c conference
dedicated to the 80th anniversary of the foundation of the Tiraspol State Uni-
versity and of the Faculty of Physics, Mathematics and Information Technolo-
gies, Chi�sin�au, 2010, 24-25 septembrie.

9. The 18th Conference on Applied and Industrial Mathematics, CAIM
2010, Ia�si, Rom�ania, 14-17 octombrie.

10. Mahematics and Information Technologies: Research and Education,
MITRE, 2009, Chi�sin�au, 8-9 octombrie.

11. The 17th Conference on Applied and Industrial Mathematics, CAIM,
2009, Constan�ta, 17-20 septembrie.

12. Conferin�ta �stiin�ti�c�a Republican�a "Matematica - probleme actuale cu
aplica�tii", Chi�sin�au, 2009, 8 aprilie.

13. Mathematics and Information Technologies: Research and Education,
MITRE, 2008, Chi�sin�au, 1-4 octombrie.

14. The 16th Conference on Applied and Industrial Mathematics, CAIM,
2008, Oradea, 9-11 octombrie.

15. 6th Congress of Romanian Mathematicians, Bucure�sti, 2007, Rom�ania,
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28 iunie - 4 iulie.
16. The XIV th Conference on Applied and Industrial Mathematics, dedi-

cated to the 60th anniversary of the foundation of the Faculty of Mathematics
and Computer Science of Moldova State University, Satellite Conference of
ICM, Chi�sin�au, 2006, 17-19 august.

17. Conferin�ta a 2-a a Societ�a�tii Matematice din RM, consacrat�a aniver-
s�arii a 40-cea de la fondarea Institutului de Matematic�a �si Informatic�a al A�SM,
Chi�sin�au, 2004, 17-19 august.

18. �Sedin�ta special�a a seminarului �stiin�ti�c consacrat�a profesorului Valen-
tin Belousov, Institutul de Matematic�a �si Informatic�a al Academiei de �Stiin�te
a Moldovei, Chi�sin�au, 2008-2014.

Publica�tiile la tema tezei. Rezultatele de baz�a ale tezei sunt re�ectate
��n 35 lucr�ari �stiin�ti�ce, dintre care: 7 articole - 1 articol ��n Buletinul Academiei
de �Stiin�te, Seria Matematica, 1 articol ��n ROMAI Journal �si 1 articol ��n revista
Studia Universitatis, 4 articole ��n Analele Universit�a�tii de Stat din Tiraspol,
22 teze ale conferin�telor de matematic�a na�tionale �si interna�tionale (vezi [15] �
[49]). Volumul total al publica�tiilor este 6.1 coli de autor.

Structura �si volumul tezei. Teza con�tine introducere, trei capitole,
concluzii generale �si recomand�ari, bibliogra�a ce include 177 de titluri, indice
al no�tiunilor utilizate ��n lucrare. Volumul total de baz�a este de 110 pagini.

Cuvinte cheie. Grupoid topologic, unitate multipl�a, quasigrup topo-
logic, grupoid medial, grupoid paramedial, izotop omogen, bucl�a topologic�a
de dreapta, produs cartezian special, n-grupoizi topologici cu diviziuni conti-
nui.

CON�TINUTUL TEZEI
�In introducere se argumenteaz�a actualitatea temei tezei, se prezint�a scopul

�si obiectivele, problemele cercet�arii �si se expune succint con�tinutul lucr�arii.
�In primul Capitol - Analiza situa�tiei ��n domeniul grupoizilor to-

pologici cu structuri suplimentare - se face o analiz�a a publica�tiilor ��n
domeniul cercet�arii, se efectueaz�a o trecere ��n revist�a a unor elemente intro-
ductive din literatura de specialitate, sunt prezentate rezultate cunoscute care
sunt importante ��n urm�atoarele capitole.

Cel de al doilea Capitol - Studiul grupoizilor topologici cu diviziuni
�si unit�a�ti multiple - debuteaz�a cu un paragraf ��n care se introduce conceptul
de unitate multipl�a. Acest concept este esen�tial pentru teza de fa�t�a. Celelalte
dou�a paragrafe sunt consacrate no�tiunii de izotop omogen �si studierii unor pro-
priet�a�ti a (n,m)-izotopilor omogeni: Teoremele 2.14, 2.15, 2.19. �In continuare
se cerceteaz�a grupoizii topologici primitivi cu diviziuni: Lema 2.23, Teorema
2.25; (n,m)-isotopii omogeni ��n AG-grupoizii topologici cu unit�a�ti multiple:
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Teorema 2.32, Corolarul 2.33; unele propriet�a�ti ale buclei topologice parame-
diale de dreapta: Lema 2.40, Teorema 2.42; conexiunea dintre paramedialitate
�si asociativitate: Teoremele 2.51, 2.52; unele propriet�a�ti ale grupoizilor topo-
logici paramediali: Teoremele 2.53, 2.54, 2.55. Rezultatele acestui capitol au
fost publicate ��n [15], [17], [18], [28]�[32], [34], [37], [38], [39], [41], [45], [46],
[49].

Vom scoate ��n eviden�t�a urm�atoarele no�tiuni.
Grupoidul (Q, ·) se nume�ste quasigrup dac�a pentru orice a, b ∈ Q, �ecare

din ecua�tiile a · x = b �si y · a = b au solu�tii unice ��n (Q, ·).
Elementul e ∈ G se nume�ste unitate dac�a ex = xe = x pentru �ecare

x ∈ X.
Quasigrupul (G, ·) se nume�ste medial dac�a este satisf�acut�a legea xy · zt =

= xz · yt pentru orice x, y, z, t ∈ G.
Quasigrupul (G, ·) se nume�ste paramedial dac�a este satisf�acut�a legea xy ·

zt = ty · zx pentru orice x, y, z, t ∈ G.
Quasigrupul (G, ·) se nume�ste hexagonal dac�a el este idempotent, medial �si

semisimetric, adic�a, au loc egalit�a�tile x·x = x, xy ·zt = xz ·yt, x·zx = xz ·x = z
pentru orice x, y, x, t ∈ G.

Quasigrupul cu element neutru se nume�ste bucl�a.
Dac�a quasigrupul medial (paramedial) G con�tine elementul e astfel ��nc�at

e ·x = x(x ·e = x) pentru orice x din G, atunci e se nume�ste element unitate de
st�anga (dreapta) ��n G �si G se nume�ste bucl�a medial�a (paramedial�a) de st�anga

(dreapta).
Grupoidul (G, ·) se nume�ste grupoid cu diviziuni, dac�a pentru orice ele-

mente a, b ∈ G ecua�tiile ax = b �si ya = b au solu�tii, nu necesar unice.
Grupoidul (G, ·) se nume�ste grupoid primitiv cu diviziuni, dac�a exist�a dou�a

opera�tii binare l : G × G → G, r : G × G → G, astfel ��nc�at l(a, b) · a = b,
a · r(a, b) = b pentru orice a, b ∈ G.

Astfel, grupoidul primitiv cu diviziuni este algebr�a universal�a cu trei opera-
�tii binare.

Dac�a ��n grupoidul topologic (G, ·), diviziunile primitive l �si r sunt continui,
atunci vom spune c�a (G, ·) este grupoid topologic primitiv cu diviziuni continui.

Dac�a opera�tia multiplicativ�a din quasigrupul (G, ·) este continu�a atunci
(G, ·) se nume�ste quasigrup semitopologic.

Dac�a ��n quasigrupul semitopologic (G, ·), diviziunile l �si r sunt continui,
atunci (G, ·) se nume�ste quasigrup topologic.

Consider�am grupoidul (G,+). Pentru �ecare dou�a elemente
a, b ∈ (G,+) avem:

1(a, b,+) = (a, b,+)1 = a+ b,
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n(a, b,+) = a+ (n− 1)(a, b,+),
(a, b,+)n = (a, b,+)(n− 1) + b

pentru orice n ≥ 2.
Dac�a opera�tia binar�a (+) este �xat�a pe mul�timea G, atunci vom folosi

nota�tiile n(a, b) �si (a, b)n ��n loc de n(a, b,+) �si (a, b,+)n.

De�ni�tia 2.2. Fie (G,+) groupoid, n ≥ 1 �si m ≥ 1. Elementul e al groupoi-

dului (G,+) se nume�ste (n,m)-zero ��n G, dac�a:
1. e+ e = e;
2. n(e, x) = x, pentru orice x ∈ G;
3. (x, e)m = x, pentru orice x ∈ G.

Dac�a ��n de�ni�tia 2.2. au loc condi�tiile 1 �si 2, vom spune c�a e se nume�ste
(n,∞)-zero, dac�a se ��ndeplinesc condi�tiile 1 �si 3, vom spune c�a e se nume�ste
(∞,m)-zero. Clar c�a e este (n,m)-zero, dac�a e este ��n acela�si timp (n,∞) �si
(∞,m)-zero, pentru orice x ∈ G.

Fie (G, ·) grupoid multiplicativ. Atunci elementul e se nume�ste (n,m)-
unitate. No�tiunea de (n,m)-unitate a fost introdus�a de c�atre M.Cioban �si
L.Chiriac ��n [13].

De�ni�tia 2.6. Fie (G,+) grupoid topologic. Grupoidul (G, ·) se nume�ste

izotop omogen al grupoidului topologic (G,+) dac�a exist�a dou�a automor�sme

topologice φ,ψ : (G,+) → (G,+) astfel ��nc�at: x · y = φ(x) +ψ(y) pentru orice

x, y ∈ G.
Pentru orice aplica�tie f : X → X vom nota f1(x) = f(x) �si fn+1(x) =

= f(fn(x)) pentru orice n ≥ 1.

De�ni�tia 2.7. Fie n,m ≤ ∞. Grupoidul (G, ·) se nume�ste (n,m)-izotop omo-

gen al grupoidului topologic (G,+) dac�a exist�a dou�a automor�sme topologice

φ,ψ : (G,+) → (G,+) astfel ��nc�at:
1. x · y = φ(x) + ψ(y) pentru orice x, y ∈ G;
2. φψ = ψφ;
3. Dac�a n <∞, atunci φn(x) = x pentru orice x ∈ G;
4. Dac�a m <∞, atunci ψm(x) = x pentru orice x ∈ G.

De�ni�tia 2.8. Fie (G,+) grupoid topologic. Grupoidul (G, ·) se nume�ste

izotop al grupoidului (G,+), dac�a exist�a dou�a omeomor�sme topologice φ,ψ :
(G,+) → (G,+) astfel ��nc�at x · y = φ(x) + ψ(y), pentru orice x, y ∈ G.

Conform De�ni�tiei 2.8 putem spune c�a izotopul (G, ·) este generat de omeo-
mor�smele φ,ψ ale grupoidului topologic (G,+). Vom nota izotopul dat prin
(G, ·) = g(G,+, φ, ψ).
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�In continuare vom scoate��n eviden�t�a unele teoreme principale din Capitolul
II:

�In paragraful 2.3 a fost solu�tionat�a Problema 2, pentru cazul grupoizilor
topologici mediali.

Teorema 2.14. Dac�a (G,+) este grupoid topologic medial, �si e este (k, p)-
zero element, atunci �ecare (n,m)-izotop omogen (G, ·) al grupoidului topologic
(G,+), este medial, cu (mk, np)-unitate e ��n (G, ·) �si are loc rela�tia (x · y) +
(u · v) = (x+ u) · (y + v) pentru orice x, y, u, v ∈ G �si n,m, p, k ∈ N .

Teorema 2.19. Fie Q(n,m) clasa quasigrupurilor (n,m)-omogene. Atunci:

1. Pentru �ecare G ∈ Q(n,m) exist�a (n,m)-unitate e ∈ G cu propriet�a�tile:

1.1 e · e = e;
1.2 n(e, x) = x;
1.3 (x, e)m = x;
1.4 ex · e = e · xe.
2. Dac�a φ(x) = ex �si φn(x) = n(e, x) = x, atunci φ−1(x) = (n− 1)(e, x);
3. Dac�a φ−1(x) = (n− 1)(e, x) �si φn(x) = n(e, x) = x, atunci
(n− 1)(e, ex) = x;
4. Dac�a ψ(x) = xe �si ψm(x) = (x, e)m = x, atunci ψ−1(x) = (x, e)(m− 1);
5. Dac�a ψ−1(x) = (x, e)(m− 1) �si ψm(x) = (x, e)m = x, atunci
(xe, e)(m− 1) = x.

Fie grupoidul topologic primitiv (G,+, r, l) cu diviziunile r, l �si elementul
(k, p)-zero. Fie (G, ·) = g(G,+, φ, ψ) (n,m)-izotop omogen. Atunci, ��n baza
Teoremei A din [14], e este (mk, np)-unitate ��n grupoidul topologic primitiv
(G, ·).

De�ni�tia 2.24. Subgrupoizii primitivi cu diviziuni (H1,+, r, l) �si (H2,+, r, l)
ai grupoidului topologic primitiv cu diviziuni (G,+, r, l) se numesc conjuga�ti,

dac�a H2 = h(H1) pentru careva automor�sm topologic h : G→ G.

Teorema 2.25. Fie H subgrupoid primitiv cu diviziuni al grupoidului topolo-

gic cu diviziuni (G,+, r, l) �si e ∈ H. Atunci exist�a astfel de subgrupoid primi-

tiv cu diviziuni Q a grupoizilor topologici primitivi cu diviziuni (G,+, r, l) �si

(G, ·, r1, l1) pentru care:

1. e ∈ Q ⊆ H;

2. Q este intersec�tie a unui num�ar �nit de subgrupoizi primitivi cu diviziuni

conjuga�ti cu H din (G,+, r, l);
3. Dac�a H este mul�time ��nchis�a, atunci Q este de asemenea ��nchis�a;

4. Dac�a H este Gδ mul�time, atunci Q este de asemenea Gδ mul�time;

5. Dac�a H este mul�time deschis�a, atunci Q este de asemenea deschis�a;

6. Dac�a H este subgrupoid primitiv normal cu diviziuni, atunci Q este
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subgrupoid normal primitiv cu diviziuni al lui (G,+, r, l) �si (G, ·, r1, l1).
�In paragraful 2.5 a fost cercetat�a Problema 2 pentru cazul AG-grupoizilor

topologici �si Problema 4.
Grupoidul (G, ·) se nume�ste grupoid Abel-Grassmann sau AG-grupoid dac�a

este satisf�acut�a legea invers�a la st�anga (a·b)·c = (c·b)·a pentru orice a, b, c ∈ G.

Teorema 2.32. Dac�a (G,+) este AG-grupoid �si e ∈ G este (1, p)-zero,
atunci �ecare (n, 1)-izotop omogen (G, ·) al grupoidului topologic (G,+) este

AG-grupoid cu (1, np)-unitate e ��n (G, ·) �si a + bc = b · (a + c), pentru orice

a, b, c ∈ G �si n, p ∈ N .

Corolar 2.33. Dac�a (G,+) este AG-grupoid �si e este element zero de st�anga,

atunci orice (1, 1)-izotop omogen (G, ·) al grupoidului topologic (G,+) este AG-
grupoid cu unitate de st�anga e ��n (G, ·) �si are loc egalitatea a+ bc = b · (a+ c),
pentru orice a, b, c ∈ G.

Teorema 2.34. Dac�a (G, ·) este grupoid multiplicativ, e ∈ G �si au loc

urm�atoarele condi�tii:

1. xe = x pentru orice x ∈ G;
2. x2 = x · x = e pentru orice x ∈ G;
3. xy · z = xz · y pentru orice x, y, z ∈ G;
4. pentru orice a, b ∈ G exist�a un punct unic y ∈ G astfel ��nc�at ya = b, atunci
e este (2, 1)-unitate ��n G.

Teorema 2.35. Dac�a (G, ·) grupoid multiplicativ, e ∈ G �si au loc urm�atoarele

condi�tii:

1. xe = x pentru orice x ∈ G;
2. x2 = x · x = e pentru orice x ∈ G;
3. x · zt = t · zx pentru orice x, t, z ∈ G;
4. pentru orice a, b ∈ G exist�a un punct unic y ∈ G astfel ��nc�at ya = b, atunci
e este (2, 1)-unitate ��n G.

Teorema 2.37. Dac�a (G, ·) este grupoid multiplicativ, e ∈ G �si au loc

urm�atoarele condi�tii:

1. xe = x pentru orice x ∈ G;
2. x2 = x · x = e pentru orice x ∈ G;
3. xy · uv = vy · ux pentru orice x, y, u, v ∈ G;
4. dac�a xa = ya atunci x = y, pentru orice x, y, a ∈ G atunci G este quasigrup

paramedial cu (2, 1)-unitate e.
Men�tion�am faptul c�a Teoremele 2.34, 2.35 �si 2.37 solu�tioneaz�a Problema 4.
�In paragraful 2.6 au fost cercetate unele propriet�a�ti topologice ale buclei

topologice paramediale de dreapta, astfel solu�tion�and Problema 5.
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Lema 2.40. Fie P submul�time a buclei topologice paramediale de dreapta (G, ·)
�si e ∈ P . Dac�a P1 = P ∩ eP , atunci:
1. eP1 = P1;

2. Dac�a P deschis�a, atunci P1 este deschis�a de asemenea;

3. Dac�a P este ��nchis�a, atunci P1 este ��nchis�a de asemenea;

4. Dac�a P este compact�a, atunci P1 este compact�a de asemenea.

Propozi�tia 2.41. Fie (G, ·) bucl�a paramedial�a de dreapta. Atunci aplica�tia

f : G→ G, prin urmare f(x) = ex, este aplica�tie involutiv�a, adic�a f = f−1.

Teorema 2.42. Fie (G, ·) bucl�a topologic�a paramedial�a de dreapta cu unitatea

x2 = e. Dac�a P este submul�time compact�a deschis�a astfel ��nc�at e ∈ P , atunci
P con�tine o subbucl�a compact�a deschis�a paramedial�a de dreapta (Q, ·) ��n (G, ·).

Teorema 2.43. Fie (G, ·) quasigrup topologic paramedial cu (2, 1)-unitate e �si
x2 = e pentru orice x ∈ G. Dac�a P este o submul�time compact�a deschis�a din

(G, ·) astfel ��nc�at e ∈ P , atunci P con�tine un subquasigrup paramedial compact

deschis (Q, ·) cu (2, 1)-unitate e.
�In paragraful 2.7 a fost cercetat�a Problema 6.

Teorema 2.51. Fie (G, ·) grupoid topologic paramedial �si e, e1 �si e2 sunt

elemente ��n G pentru care:

1. ee1 = e1 �si e2e = e2;
2. Aplica�tiile x → e1x �si x → xe2 sunt omeomor�sme a lui G peste el

��nsu�si;

3. Aplica�tia x→ xe este surjectiv�a.

Dac�a exist�a ��n G opera�tia binar�a {◦} astfel ��nc�at (e1x)◦ (ye2) = yx, atunci
(G, ◦) este semigrup topologic comutativ cu e1e2 unitate.

Teorema 2.52. Fie (G, ·) grupoid topologic paramedial care satisface condi-

�tiilor urm�atoare:

1. Con�tine elementul idempotent e;
2. Aplica�tiile x→ xe �si x→ ex sunt omeomor�sme a lui G peste el ��nsu�si;

3. �In G exist�a opera�tia binar�a {◦} astfel ��nc�at (ex) ◦ (ye) = yx.
Atunci (G, ◦) este semigrup topologic comutativ ce con�tine unitatea e. Mai

mult ca at�at, aplica�tiile x → xe �si x → ex sunt antiomomor�sme ��n (G, ◦) �si
xe · e = e · ex.

Teorema 2.55. Dac�a (G,+) este grupoid topologic paramedial, �si e ∈ G este

(k, p)-zero element, atunci �ecare (n,m)-izotop omogen (G, ·) al grupoidului

topologic (G,+), este paramedial, cu e (mk, np)-unitate ��n (G, ·) pentru orice

n,m, p, k ∈ N .
�In al treilea Capitol - Metode de construc�tii a unor structuri al-
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gebrice �si problema omomor�smelor continui deschise pentru cazul

n-grupoizilor topologici cu diviziuni - sunt re�ectate rezultatele publicate
��n lucr�arile: [16], [19], [20], [21], [24], [25], [27], [42], [43], [44], [47], [48]. Acestea
��nglobeaz�a rezultatele despre omomor�smele continui a n-grupoizilor topolo-
gici cu diviziuni continui: Teoremele 3.5, 3.7; produsul direct de grupoizi cu
unit�a�ti multiple: Teoremele 3.9, 3.12; metodele de ob�tinere a quasigrupurilor
neasociative mediale �si paramediale: Teoremele 3.14, 3.16, 3.18, 3.21; quasi-
grupuri paramediale cu m�asura Haar: Teoremele 3.25, 3.27, 3.28; conexiunea
dintre distributivitate �si paramedialitate: Teoremele 3.36, 3.37.

�In paragraful 3.1 s-au cercetat condi�tiile pentru ca omomor�smele continui
a n-grupoizilor topologici cu diviziuni continui s�a �e deschise, astfel solu�tion�and
Problema 7.

De�ni�tia 3.1. Mul�timea nevid�a A se nume�ste n-grupoid relativ de opera�tia

n-ar�a notat�a cu ω, dac�a pentru orice elemente ordonate a1, ..., an ∈ A este

de�nit un unic element ω(a1, ..., an) ∈ A.

De�ni�tia 3.2. n-gropoidul A se nume�ste n-grupoid cu diviziuni ori nD-

grupoid, dac�a ecua�tia ω(a1, ..., ai−1, x, ai+1, ..., an) = b are solu�tii nu necesar

unice pentru orice a1, ..., an, b ∈ A �si 1 ≤ i ≤ n.
Dac�a ��n n-grupoidul (A,ω) cu topologie, opera�tia n-ar�a ω este continu�a, atunci

A se nume�ste n-grupoid topologic.

De�ni�tia 3.3. Diviziunea ��n nD-grupoidul G este i-continu�a, dac�a pentru

orice a1, a2, ..., ai, ..., an, b ∈ G pentru care ω(a1, a2, ..., ai, ..., an) = b �si pentru
orice vecin�atate Oi ∋ ai exist�a vecin�at�a�tile O1 ∋ a1, O2 ∋ a2, ..., On ∋ an,
Ob ∋ b, astfel ��nc�at pentru orice a

′
1 ∈ O1, a

′
2 ∈ O2, ..., a

′
n ∈ On, b

′ ∈ Ob exist�a

a
′
i ∈ Oi pentru care ω(a

′
1, ..., a

′
i, ..., a

′
n) = b

′
.

De�ni�tia 3.4. Dac�a ��n grupoidul topologic G diviziunea este i-continu�a pentru

orice i = 1, n, atunci vom spune c�a G este n-grupoid cu diviziuni continui.
Aplica�tia h : X → Y a spa�tiului topologic X pe spa�tiului topologic Y se

nume�ste aproape deschis�a dac�a Inth(U) ̸= ∅ pentru orice submul�time deschis�a
�si nevid�a U din X.

Aplica�tia f : A → B a mul�timii A ��n mul�timea B se nume�ste aplica�tie cu

preimaginea �nit�a dac�a mul�timea f−1(y) este �nit�a pentru orice y ∈ B.

Teorema 3.5. Fie G �si G1 n-grupoizi topologici cu diviziuni continui, atunci

orice omomor�sm continuu aproape deschis h : G→ G1 este deschis.

Teorema 3.7. Fie G �si G1 n-grupoizi topologici cu diviziuni continui. Fie G
spa�tiu local compact �si Lindel�of, G1 este spa�tiu Baire �si pentru orice a1, ..., ai−1,
ai+1, ..., b ∈ G1 mul�timea solu�tiilor ω(a1, ..., ai−1, x, ai+1, ..., an) = b este �nit�a.
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Atunci orice omomor�sm continuu g : G→ G1 este deschis.
�In paragraful 3.2 a fost cercetat�a Problema 8.

De�ni�tia 3.8. Produsul direct Q1 ×Q2 × ...×Qn al grupoizilor Q1, Q2, ...,
Qn ��n raport cu opera�tiile ◦1, ◦2, ..., ◦n, reprezint�a mul�timea ordonat�a din n-
elemente (q1, q2, ..., qn) unde qi ∈ Qi, ��mpreun�a cu opera�tia de�nit�a astfel:

(q1, q2, ..., qn) ⋆ (h1, h2, ..., hn) = (q1 ◦1 h1, q2 ◦2 h2, ..., qn ◦n hn).

Vom nota cel mai mic multiplu comun dintre a �si b astfel: c(a, b).

Teorema 3.9. Fie (Q1, ·) un grupoid cu (n,m)-unitate �si (Q2, ◦) un grupoid

cu (k, l)-unitate. Atunci produsul direct G = Q1 × Q2 este un grupoid cu

(c(n, k), c(m, l))-unitate. Mai mult ca at�at:

1. Dac�a (Q1, ·) �si (Q2, ◦) sunt grupoizi mediali, atunci G este de asemenea

medial;

2. Dac�a (Q1, ·) �si (Q2, ◦) sunt grupoizi paramediali, atunci G este de asemenea

paramedial;

3. Dac�a (Q1, ·) �si (Q2, ◦) sunt grupoizi bicomutativi, atunci G este de asemenea

bicomutativ.

Teorema 3.12. Fie (Q1, ·) grupoid cu n unit�a�ti multiple (k1, l1), (k2, l2)...,
..., (kn, ln) �si (Q, ◦) grupoid cu t unit�a�ti multiple (m1, r1), (m2, r2), ..., (mt, rt).
Atunci produsul direct al acestor doi grupoizi G = Q1×Q2 posed�a n× t unit�a�ti
multiple de tipul:

1. tip de unit�a�ti 2. tip de unit�a�ti ... n. tip de unit�a�ti

1.(c(k1,m1), c(l1, r1)) 1.(c(k2,m1), c(l2, r1)) ...1.(c(kn,m1), c(ln, r1))
2.(c(k1,m2), c(l1, r2)) 2.(c(k2,m2), c(l2, r2)) ... 2.(c(kn,m2), c(ln, r2))
............................... ....................................... .................................
t.(c(k1,mt), c(l1, rt)) t.(c(k2,mt), c(l2, rt)) ... t.(c(kn,mt), c(ln, rt))

�In paragraful 3.3 am cercetat punctul 1 din Problema 9.

Teorema 3.14. Fie (G,+) grup comutativ. Mul�timea G×G cu opera�tia

(x1, y1) ◦ (x2, y2) = (x2 + y2 − x1, x1 + y1 − y2)

este quasigrup neasociativ, paramedial �si nemedial.

Exemplul 3.15 re�ect�a modul de ob�tinere a unui quasigrup neasociativ, pa-
ramedial �si nemedial, dintr-un grup comutativ, conform opera�tiei din Teorema
3.14.

Teorema 3.16. Fie (G,+) grup comutativ. Mul�timea G×G cu opera�tia

(x1, y1) ◦ (x2, y2) = (−x2 − y2 + x1,−x1 − y1 + y2)
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este quasigrup neasociativ, paramedial �si nemedial.

Exemplul 3.17 re�ect�a modul de ob�tinere a unui quasigrup neasociativ, pa-
ramedial �si nemedial, dintr-un grup comutativ, conform opera�tiei din Teorema
3.16.

�In paragraful 3.4 am solu�tionat punctul doi �si trei din Problema 9.
Grupoidul (G, ·) se nume�steAD-grupoid dac�a este satisf�acut�a legea a·(bc) =

= c · (ba) pentru orice a, b, c ∈ G.

Teorema 3.18. Fie (G,+) grup comutativ. Mul�timea G×G cu opera�tia

(x1, y1) ◦ (x2, y2) = (−x1 − y1 + y2,−x2 − y2 + x1)

este quasigrup neasociativ, neparamedial, medial, AG-quasigrup �si AD-quasi-

grup.
�In paragraful 3.5 este cercetat�a existen�ta m�asurii Haar pe quasigrupurile

paramediale.
Not�am cu B(X) familia tuturor submul�timilor Borel din spa�tiul X. Va-

loarea real�a, nenegativ�a a func�tiei µ de�nit�a pe familia B(X) a submul�timi-
lor din spa�tiul X se nume�ste m�asur�a Radon pe X dac�a posed�a urm�atoarele
propriet�a�ti:

- µ(H) = sup{µ(F ) : F ⊆ H,F este submul�time compact�a din H} pentru
orice H ∈ B(X);

- pentru orice punct x ∈ X exist�a o submul�time deschis�a Vx astfel ��nc�at
x ∈ Vx �si µ(Vx) <∞.

De�ni�tia 3.23. Fie (A, ·) quasigrup topologic cu diviziunile (r, l). M�asura

Radon µ pe A se nume�ste:

- m�asur�a Haar invariant�a de st�anga, dac�a µ(U) > 0 �si µ(xH) = µ(H)
pentru orice mul�time nevid�a deschis�a U ⊆ A, punct x ∈ A �si mul�time Borel

H ∈ B(A);
-m�asur�a Haar invariant�a de dreapta, dac�a µ(U) > 0 �si µ(Hx) = µ(H)

pentru orice mul�time nevid�a deschis�a U ⊆ A, punct x ∈ A �si mul�time Borel

H ∈ B(A);
- m�asur�a Haar invariant�a, dac�a µ(U) > 0 �si

µ(xH) = µ(Hx) = µ(l(x,H)) = µ(r(H,x)) = µ(H)

pentru orice mul�time nevid�a deschis�a U ⊆ A, punct x ∈ A �si mul�time Borel

H ∈ B(A).

De�ni�tia 3.24. Vom spune c�a pe quasigrupul topologic (A, ·) exist�a o unic�a

m�asur�a Haar invariant�a de st�anga (de dreapta), dac�a pentru orice dou�a

18



m�asuri Haar invariante de st�anga (de dreapta) µ1, µ2 pe A exist�a o constant�a

c > 0 astfel ��nc�at µ2 (H) = c · µ1 (H) pentru orice mul�time Borel H ∈ B(A).

Teorema 3.25. Fie (G, ·) quasigrup paramedial local compact. Atunci:

1. Exist�a grupul topologic comutativ (G,+) �si φ,ψ : G→ G sunt automor-

�sme ��n (G,+), b ∈ G,φ2 = ψ2 �si (G,+, φ, ψ, 0, b);
2. Dac�a pe grupul topologic Abelian (G,+) consider�am m�asura Haar in-

variant�a µG, atunci pe (G, ·) m�asura Haar invariant�a de st�anga (de dreapta)

este unic�a;

3. Dac�a µ este m�asur�a Haar invariant�a de st�anga(de dreapta) pe (G, ·),
atunci µ este m�asur�a Haar invariant�a de st�anga(de dreapta) pe (G,+) de ase-

menea;

4. Pe (G, ·) exist�a o m�asur�a Haar invariant�a de dreapta dac�a �si numai

dac�a µG(φ(H)) = µG(H) pentru orice H ∈ B(A);
5. Dac�a n < +∞, �si pe G exist�a o (n, +∞)-unitate, atunci pe (G, ·)

m�asura µG este unica m�asur�a Haar invariant�a de dreapta;

6. Dac�a m < +∞, �si pe G exist�a o (+∞,m)-unitate, atunci pe (G, ·)
m�asura µG este unica m�asur�a Haar invariant�a de st�anga;

7. Dac�a n,m < +∞, �si pe G exist�a o (n, m)-unitate, atunci pe (G, ·)
m�asura µG este unica m�asur�a Haar invariant�a.

Teorema 3.27 Fie (G,+) quasigrup topologic paramedial �si (G, ·) (n,m)-
izotop omogen al lui (G,+). Atunci:

1. Pe (G,+) exist�a m�asura Haar invariant�a de st�anga (dreapta) dac�a �si

numai dac�a pe (G, ·) exist�a m�asura Haar invariant�a de st�anga (dreapta);

2. Dac�a pe (G,+) m�asura Haar invariant�a de st�anga (dreapta) este unic�a,

atunci pe (G, ·) m�asura Haar invariant�a de st�anga (dreapta) este de asemenea

unic�a.

Teorema 3.28 Quasigrupul paramedial compact G con�tine o unic�a m�asur�a

Haar invariant�a µ pentru care µ(G) = 1.
Teoremele 3.25, 3.27 �si 3.28 au fost demonstrate ��n [14] pentru quasigrupuri

topologice mediale.

CONCLUZII GENERALE �SI RECOMAND�ARI

Cercet�arile��n domeniul algebrei topologice au fost ini�tiate��n a doua jum�ata-
te a secolului XIX-lea. Algebra topologic�a, ca ramur�a a matematicii moderne,
se a��a la frontiera dintre topologia general�a �si algebra abstract�a. Metodele ela-
borate �si rezultatele ob�tinute ��n acest domeniu de mare interes �stiin�ti�c sunt cu
succes implementate nu numai ��n matematica teoretic�a dar �si ��n matematica
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aplicat�a �si sisteme informa�tionale.
Men�tion�am c�a problema principal�a a algebrei topologice const�a ��n studierea

concordan�tei dintre propriet�a�tile algebrice �si topologice ale E-algebrelor topolo-
gice G din clasa V (E, i, J). Aceast�a problem�a are un aspect larg �si poate �
solu�tionat�a efectiv numai pentru anumite clase de algebre topologice, care se
reprezint�a prin �xarea opera�tiilor algebrice �si identit�a�tilor algebrice.

�In acest aspect cecet�arile fundamentale au fost efectuate pentru grupuri
topologice, inele �si module topologice. Dar aceast�a problem�a este insu�cient
cercetat�a pentru grupoizi topologici. Clasa de grupoizi topologici con�tine �si
clasa de grupuri topologice �si clasa de quasigrupuri topologice.

�Ins�a cercet�arile diferitor clase de grupoizi topologici cu diviziuni au fost mo-
deste, nec�at��nd la rolul lor ��n multe cercet�ari aplicative. Rezultatele ob�tinute
��n lucrarea respectiv�a sunt nemijlocit legate de solu�tionarea Problemelor 1-9
formulate mai sus.

Rezultatele principale ale lucr�arii sunt noi. Au fost rezolvate probleme con-
crete, ori unele aspecte ale problemelor formulate de M.M.Cioban �si L.L.Chiriac.
Cercet�arile realizate ��n aceast�a lucrare se refer�a la obiectivele propuse pentru
investiga�tie �si permit s�a formul�am urm�atoarele concluzii:

1. A fost formulat�a problema �stiin�ti�c�a important�a solu�tionat�a: Elaborarea
unor metode de cercetare a grupoizilor topologici cu diviziuni, ceea ce a con-

dus la determinarea corela�tiilor dintre propriet�a�tile algebrice �si topologice ale

grupoizilor cu unit�a�ti multiple �si diviziuni continui.
�In prezenta lucrare autorul �si-a adus contribu�tia personal�a la cercetarea

grupoizilor topologici cu diviziuni �si determinarea in�uen�tei structurilor de
grupoid asupra propriet�a�tilor topologice ale grupoizilor topologici �si aplica�tiile
lor.

2. Au fost elaborate concepte �si metode e�ciente de cercetare a diverselor
clase de grupoizi topologici:
- metoda n-grupoizilor topologici cu diviziuni �si a omomor�smelor continui;
- metoda de cercetare a (n,m)-izotopilor omogeni ai grupoizilor topologici;
- metoda de cercetare a subgrupoidului primitiv cu diviziuni al grupoidului
topologic primitiv cu diviziuni;
- metoda de cercetare a buclelor topologice paramediale de dreapta;
- metoda de construc�tie a quasigrupurilor mediale, neasociative �si nepara-
mediale;
- metoda de construc�tie a quasigrupurilor paramediale, neasociative �si mediale.

3. Aplic�and metoda n-grupoizilor topologici cu diviziuni �si a omomor-
�smelor continui s-a reu�sit de elaborat o construc�tie general�a care permite
stabilirea condi�tiilor pentru ca omomor�smele continui a n-grupoizilor topo-
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logici cu diviziuni continuii s�a �e deschise. A�rma�tiile ob�tinute generalizeaz�a
unele din rezultatele ob�tinute de L.Chiriac, care a determinat condi�tiile pentru
care omomor�smele grupoizilor topologici cu diviziune continu�a sunt deschise.

Problema omomor�smelor deschise a fost solu�tionat�a de L.Pontryagin pen-
tru o clas�a destul de larg�a de grupuri topologice. M.Cioban a determinat
condi�tiile pentru ca omomor�smele algebrelor topologice cu signatura continu�a
s�a �e deschise.

4. A fost dezvoltat conceptul de (n,m)-unitate introdus de M.Cioban �si
L.Chiriac. �In cercet�arile realizate sunt studia�ti (n,m)-izotopii omogeni ai gru-
poidului topologic care posed�a anumite propriet�a�ti algebrice. Sunt determinate
condi�tiile pentru care propriet�a�tile algebrice respective se p�astreaz�a la grupoizii
(n,m)-omogeni. Au fost stabilite condi�tiile pentru care grupoidul multiplicativ
(G, ◦) este quasigrup paramedial cu (2, 1)-unitate. Metodologia propus�a pen-
tru cercetare poate � utilizat�a �si la studierea n-grupoizilor cu unit�a�ti multiple.

5. A fost elaborat�a o metod�a de cercetare a subgrupoidului primitiv cu
diviziuni al grupoidului topologic primitiv cu diviziuni. Cercet�arile realizate
au condus la determinarea condi�tiilor pentru care exist�a un astfel de subgru-
poid primitiv cu diviziuni care p�astreaz�a un �sir de propriet�a�ti topologice ale
grupoidului topologic primitiv cu diviziuni.

6. A fost elaborat�a o metod�a care permite solu�tionarea problemei pentru
care o submul�time compact�a deschis�a dintr-o bucl�a topologic�a paramedial�a de
dreapta con�tine o subbucl�a compact�a deschis�a paramedial�a de dreapta. Prob-
lema submul�timii compacte deschise dintr-un grup topologic care s�a con�tin�a
un subgrup compact deschis a fost rezolvat�a de L.Pontryagin.

7. A fost elaborat�a o metod�a general�a de construc�tie a quasigrupurilor me-
diale, neasociative �si neparamediale �si a quasigrupurilor paramediale, neasocia-
tive �si nemediale. �In acest scop s-au utilizat grupurile comutative �si produse
carteziene speciale. Metoda respectiv�a permite s�a se ob�tin�a din orice grup
comutativ un quasigrup neasociativ medial ori paramedial.

Lu�and ��n considera�tie rolul grupoizilor topologici cu unit�a�ti multiple ��n al-
gebra abstract�a, topologie, algebra topologic�a, teoria automatelor putem con-
sidera c�a teoria �si conceptele elaborate pot � aplicate e�cient ��n cercet�arile din
domeniile men�tionate, c��t �si ��n alte direc�tii de cercetare.

Se recomand�a ca rezultatele ob�tinute, construc�tiile �si metodele elaborate
sa �e aplicate:
- la examinarea propriet�a�tilor topologice ale diverselor clase de grupoizi cu
unit�a�ti multiple;
- la investigarea structurilor algebrice �si topologice ale diferitor clase de algebre
topologice;
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- la cercetarea propriet�a�tilor topologice �si algebrice ale n-grupoizilor topologici
cu unit�a�ti multiple;
- la studierea anumitor clase de automate;
- la elaborarea cursurilor op�tionale pentru masteranzi �si doctoranzi.

Obiective de perspectiv�a. �In perspectiv�a:
- se vor studia mai profund conceptul de unitate multipl�a pentru diverse clase
de grupoizi topologici;
- se vor studia propriet�a�tile topologice ale spa�tiilor care admit anumite structuri
algebrice;
- se va studia rolul grupoizilor topologici ��n diverse sisteme informa�tionale;
- se va elabora un curs op�tional pentru masteranzi, doctoranzi ��n domeniul
grupoizilor topologici cu unit�a�ti multiple;
- se va continua studierea grupoizilor topologici cu diviziuni continui ��n vederea
determin�arii concordan�tei dintre axiomele de separare;
- se vor determina condi�tiile pentru ca un grupoid compact s�a �e grupoid
compact diadic;
- se vor determina condi�tiile pentru ca un grupoid topologic cu diviziuni ce
satisface primei axiome de numerabilitate s�a �e metrizabil.
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ADNOTARE
la teza de doctor "Cercetarea grupoizilor topologici cu unit�a�ti multip-
le", prezentat�a de c�atre Natalia Josu pentru ob�tinerea titlului de doctor ��n
�stiin�te matematice la specialitatea 111.04-Geometrie �si Topologie. Teza a fost
elaborat�a la Universitatea de Stat din Tiraspol, Chi�sin�au, anul 2015.

Structura tezei: teza este scris�a ��n limba rom�an�a �si const�a din introdu-
cere, 3 capitole, concluzii generale �si recomad�ari, glosar, 177 titluri bibliogra-
�ce, 110 pagini text de baz�a. Rezultatele ob�tinute sunt publicate ��n 35 lucr�ari
�stiin�ti�ce.

Cuvinte cheie: grupoid topologic, unitate multipl�a, quasigrup topolo-
gic, grupoid medial, grupoid paramedial, izotop omogen, bucl�a topologic�a de
dreapta, produs cartezian special, n-grupoizi topologici cu diviziuni continui.

Domeniul de studiu al tezei: in�uen�ta structurilor algebrice asupra
prop riet�a�tilor topologice ale grupoizilor topologici cu unit�a�ti multiple �si divi-
ziuni continui.

Scopul �si obiectivele lucr�arii rezid�a ��n: des�av�ar�sirea metodelor de
studiere a grupoizilor topologici ce posed�a anumite propriet�a�ti algebrice; ela-
borarea metodelor de cercetare a grupoizilor topologici cu unit�a�ti multiple;
determinarea condi�tiilor pentru care omomor�smele continui a n-grupoizilor
topologici cu diviziune continu�a sunt deschise; solu�tionarea problemei pentru
care o submul�time compact�a deschis�a dintr-o bucl�a topologic�a paramedial�a
de dreapta con�tine o subbucl�a compact�a deschis�a paramedial�a de dreapta;
determinarea condi�tiilor pentru care (n,m)-izotopul omogen al unui grupoid
topologic cu proprietatea algebric�a P posed�a aceea�si proprietate; identi�carea
condi�tiilor pentru care pe mul�timea G ×G poate � de�nit�a o opera�tie binar�a
astfel ��nc�at noua structur�a algebric�a ob�tinut�a este quasigrup neasociativ cu
propriet�a�ti algebrice speciale.

Noutatea �si originalitatea �stiin�ti�c�a: rezultatele principale sunt noi.
Eviden�tiem urm�atoarele: au fost determinate condi�tiile pentru ca omomor�s-
mele continui a n-grupoizilor topologici cu diviziuni continui s�a �e deschise;
au fost analizate propriet�a�tile algebrice ale (n,m)-izotopilor omogeni ai gru-
poizilor topologici; au fost determinate unele propriet�a�ti ale subgrupoidului
primitiv cu diviziuni al grupoidului topologic primitiv cu diviziuni; au fost de-
terminate condi�tiile pentru care o submul�time compact�a deschis�a dintr-o bucl�a
topologic�a paramedial�a de dreapta con�tine o subbucl�a compact�a deschis�a pa-
ramedial�a de dreapta; au fost determinate condi�tiile pentru care pe mul�timea
G×G poate � de�nit�a o opera�tie binar�a astfel ��nc�at noua structur�a algebric�a
ob�tinut�a este quasigrup neasociativ cu propriet�a�ti algebrice speciale.

Problema �stiin�ti�c�a important�a solu�tionat�a const�a��n elaborarea unor
metode de cercetare a grupoizilor topologici cu diviziuni, ceea ce a condus la
determinarea corela�tiilor dintre propriet�a�tile algebrice �si topologice ale grupoi-
zilor cu unit�a�ti multiple �si diviziuni continui.

Semni�ca�tia teoretic�a �si valoarea aplicativ�a a lucr�arii: au fost ela-
borate concep�tii, metode �si construc�tii noi care au contribuit la rezolvarea
obiectivelor propuse.

Metodologia aplicat�a, concep�tiile �si metodele elaborate ��n lucrare au permis
solu�tionarea unor probleme concrete ori a unor aspecte ale lor formulate de
M.M.Cioban �si L.L.Chiriac. Aparatul matematic aplicat a condus la rezolvarea
unor probleme ce au conexiune cu algebra topologic�a.

Implementarea rezultatelor �stiin�ti�ce: rezultatele lucr�arii pot � imple-
mentate ��n teoria grupoizilor �si quasigrupurilor topologice, teoria automatelor,
la elaborarea unor cursuri speciale pentru masteranzi �si doctoranzi.
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АННОТАЦИЯ  
диссертации "Исследования топологических группоиды с многократными 
единицами" представлено Наталием Жосу на соискание степени доктора  
математических наук, специальность 111.04 - Геометрия и Топология. Диссертация была 
разработана в Тираспольском Государственном Университете, в Кишиневе, в 2015 году.  

Структура работы: диссертация написана на румынском языке и состоит из 
введения, 3 глав, общих выводов и рекомендации, списка цитированных источников из 
177 названий, 110 страниц основного текста. По теме диссертации опубликованы 35 
научных работ. 

Ключевые слова: топологический группоид, многократная единица, 
топологические квазигруппы, медиальный и парамедиальный группоид, однородный 
изотоп, правая топологическая лупа, специальное декартовoe произведение, n-
топологические группоиды с непрерывной делением.  

Область исследования: влияния  алгебраических структур на топологических 
свойствах топологических группоидов с многократными единицами и непрерывным 
делением.  

Цели и задачи исследования: совершенствование методами изучения 
топологических групоидов обладающих определенными алгебраическими свойствами; 
разработка методов исследования топологические группоиды  с многократными 
единицами; определения условий, при которых непрерывный гомоморфизм n – 
топологических группоидов с делением открыты; решения задач  при которой открытое 
правое парамедиальное компактное подмножество  содержит  открытое правое 
парамедиальное компактное подлупа; определения условий, при которых (n,m)-
однородной изотоп топологического группоида с алгебраической свойством  Р обладает 
таким же свойством; определение условиях для котрых над множеством GG  может 
быть определена бинарная операция, так что полученная новая алгебраическая структура 
является неассоциативная квазигруппа со специальными алгебраическими свойствами . 

Научная новизна и оригинальность: oсновные результаты работы являются 
новыми. Выделяем следующие: были определены условия открытости для непрерывного 
гомоморфизмах топологических n-группоидов с непрерывным делением; были изученны 
алгебраические свойства  mn, -однородных изотопов топологического группоида; были 

определены некоторые свойства примитивного подгруппоида с делением топологического 
группоида с делением; были определены условия  при которых открытое компактное 
подмножество правой парамедиальной  топологической лупой содержит открытое правое 
парамедиальное компактное подлупой; были определены условия, при которых на 
множестве GG  может быть определена бинарная операция, так что новая полученная 
алгебраическая структура является неассоциативная квазигруппа со специальными  
алгебраическими свойствами. 

Важная научная решенная проблема: заключается в разработке методов 
исследования топологических группоидов с делением, которые привели к определению 
корреляции между алгебраическими и топологическими свойствами группоидов с 
многократными единицами и непрерывным делением. 

Теоретическая и прикладная значимость: разработаны новые концепций, 
методы и конструкциями которые способствуют достижению целей и задач исследования.  

Применяемой методологии, концепций и методов, разработанных в  работе 
позволили найти решение конкретных проблем или некоторые аспекты проблем, 
сформулированных M.MЧобаном и Л.Л.Кирияк.  Математические средства, 
разработанные и применяемые привели к решению проблем из различных областях 
современной математики, связанных с топологической алгеброй.  

Внедрение научных результатов: результаты этой работы могут быть 
использованы в теории топологических группоидов квазигрупп, теории автоматов и в 
разработке факультативных курсов.  

 



SUMMARY
of the thesis "Research of topological groupoids with multiple identi-
ties" presented by Natalia Josu for the competition of Ph. Doctor degree in
Mathematical Sciences, speciality 111.04-Geometry and Topology. The thesis
was elaborated in Chisinau, Tiraspol State University, in 2015.

Thesis structure: the thesis is written in Romanian and contains intro-
duction, 3 chapter, conclusions, glossary, 177 references, 110 pages of basic
text. The main result of the thesis was published in 35 scienti�c works.

Key words: topological groupoid, multiple identities, topological quasi-
group, medial groupoid, paramedial groupoid, homogenous isotope, right topo-
logical loop, special cartesian product, n-topological groupoid with continuous
divisions.

Field of study of the thesis: the in�uence of the algebraic structures on
the topological properties of the topological groupoids with multiple identities
and continuous divisions .

Thesis aim and objectives: mastering the studying methods of the
topological groupoids with some algebraic properties; elaborating research me-
thods regarding topological groupoids with multiple identities; establishing
the conditions for the continuous homomorphisms of the n-topological gro-
upoids with continuous divisions to be open; solving the problem for which
one open compact subset from right paramedial topological loop contain one
open compact paramedial right subloop; establishing the conditions for which
(n,m)-homogenous isotope of topological groupoids with algebraic property P
has the same property; determining the conditions for which on the set G×G
can be de�ning one binary operation such that the new algebraic structure
becomes non associative quasigroup with special algebraic properties.

Scienti�c innovation and originality: there have been determined the
conditions for the continuous homomorphisms of the n-topological groupoids
with continous divisions to be open; there have been analyzed the algebraic
properties of (n,m)-homogenous isotope of topological groupoids; there have
been established some properties of primitive subgroupoid with divisions of
topological primitive groupoid with divisions; there have been determined the
conditions for which one open compact subset from right paramedial topologi-
cal loop contain one open compact paramedial right subloop; there have been
established for which on the set G × G can be de�ning one binary operation
such that the new algebraic structure becomes non associative quasigroup with
special algebraic properties.

The important scienti�c problem solved: that was solved consists
in the development of several research methods for topological groupoids with
divisions, which led to the determination of correlations between the properties
of algebraic and topological groupoids with multiple identities and continuos
divisions.

The theoretical signi�cance and applicative value of the thesis:
there have been elaborated the new concepts, methods and new constructions
which contributed to achieving goals and objectives of the research. The basic
research of the work are new.

The methodology applied, the concepts and methods developed in work
allowed to �nd the solution of concrete problems or some aspects of the problem
formulated by M.M.Choban and L.L.Chiriac. Mathematical tools developed
and applied led to solving problems in topological algebras.

The implementation of the scienti�c results: the results from this
work can be used in the theory of topological groupoids and quasigroups, theory
of automata and in elaborating optional courses.
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