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ADNOTARE
la teza de doctor "Cercetarea grupoizilor topologici cu unitati multiple", prezentata
de catre Josu Natalia pentru obtinerea titlului de doctor in gtiinte matematice la specialitatea
111.04-Geometrie si Topologie. Teza a fost elaborata la Universitatea de Stat din Tiraspol,
Chiginau, anul 2015.

Structura tezei: teza este scrisa in limba roméana si consta din introducere, 3 capitole,
concluzii generale si recomadari, glosar, 177 titluri bibliografice, 110 pagini text de baza.
Rezultatele obtinute sunt publicate in 35 lucrari stiintifice.

Cuvinte cheie: grupoid topologic, unitate multipla, quasigrup topologic, grupoid me-
dial, grupoid paramedial, izotop omogen, bucld topologicad de dreapta, produs cartezian
special, n-grupoizi topologici cu diviziuni continui.

Domeniul de studiu al tezei: influenta structurilor algebrice asupra proprietatilor
topologice ale grupoizilor topologici cu unitati multiple si diviziuni continui.

Scopul si obiectivele lucrarii rezida in: desavarsirea metodelor de studiere a grupo-
izilor topologici ce posedd anumite proprietiti algebrice; elaborarea metodelor de cercetare
a grupoizilor topologici cu unitati multiple; determinarea conditiilor pentru care omomor-
fismele continui a n-grupoizilor topologici cu diviziuni continui sunt deschise; solutionarea
problemei pentru care o submultime compacta deschisa dintr-o bucla topologica parame-
diala de dreapta contine o subbucld compacta deschisa paramediald de dreapta; determina-
rea conditiilor pentru care (n, m)-izotopul omogen al unui grupoid topologic cu proprietatea
algebrica P poseda aceeasi proprietate; identificarea conditiilor pentru care pe multimea
G x GG poate fi definita o operatie binara astfel incat noua structura algebrica obtinuta este
quasigrup neasociativ cu proprietati algebrice speciale.

Noutatea si originalitatea stiintifica: rezultatele principale sunt noi. Evidentiem
urmatoarele: au fost determinate conditiile pentru ca omomorfismele continui a n-grupoizilor
topologici cu diviziuni continui sd fie deschise; au fost analizate proprietitile algebrice ale
(n, m)-izotopilor omogeni ai grupoizilor topologici; au fost determinate unele proprietiti ale
subgrupoidului primitiv cu diviziuni al grupoidului topologic primitiv cu diviziuni; au fost
determinate conditiile pentru care o submultime compacta deschisa dintr-o bucla topologica
paramediala de dreapta contine o subbucla compacta deschisd paramediald de dreapta; au
fost determinate conditiile pentru care pe multimea G X G poate fi definitd o operatie bi-
nara astfel incat noua structura algebrica obtinuta este quasigrup neasociativ cu proprietati
algebrice speciale.

Problema gtiintificd importanta solutionata consta in elaborarea unor metode de
cercetare a grupoizilor topologici cu diviziuni, ceea ce a condus la determinarea corelatiilor
dintre proprietatile algebrice si topologice ale grupoizilor cu unitati multiple si diviziuni
continui.

Semnificatia teoretica gi valoarea aplicativa a lucrarii: au fost elaborate conceptii,
metode i constructii noi care au contribuit la rezolvarea obiectivelor propuse.

Metodologia aplicata, conceptiile si metodele elaborate in lucrare au permis solutionarea
unor probleme concrete ori a unor aspecte ale lor formulate de M.M.Cioban si L.L.Chiriac.

Aparatul matematic aplicat a condus la rezolvarea unor probleme ce au conexiune cu
algebra topologica.

Implementarea rezultatelor gtiintifice: rezultatele lucrarii pot fi implementate in
teoria grupoizilor gi quasigrupurilor topologice, teoria automatelor, la elaborarea unor cursuri
speciale pentru masteranzi si doctoranzi.



AHHOTALUNA
aucceptauun - ""MccnegoBaHMA  TOMOMIOTMYECKUX  rpynnouibl € MHOFOKpaTHbIMU
eaMHMUamMn'  npefactasneHo  Hataimem  >Kocy Ha  cOMCKaHWe  CTEMeHW  AOKTopa
MaTeMaTUyeCcKnxX Hayk, crieuuanbHocTb 111.04 - MeomeTpusa u Tononorus. AuccepTayms bbina
paspaboTaHa B TupacnonbCKom [rocyaapcTBeHHOM YHuBepcuTeTe, B KnwinHese, B 2015 rogy.

CTpykTypa paboTbl: AMCCepTauus HamnmcaHa Ha PYMbIHCKOM Si3blKe M COCTOMT W3
BBefeHus, 3 rna., 06LMX BbIBOLOB U PEKOMEHAUMKM, CNUCKA LUTUPOBAHHbLIX UCTOYHWUKOB M3
177 Has3BaHuiA, 110 cTpaHWUL, OCHOBHOrO TekcTa. 1o Teme AamccepTauum ony61MKoBaHbl 35
Hay4HbIX paborT.

KnioueBble  cfoBa:  TOMONOTMYECKWUIA  rpynnoug,  MHOFOKpaTHas  eAauHuua,
TOMONOrMYECKMEe KBA3UIPynmbl, MeAuasbHbIA W napameguabHbIA rpynnovg, OLHOPOAHbIN
n30Ton, npaBas TOMONMOTMYecKas Jfyna, ChneuuaibHOe [eKapToBoe MNpou3BefeHue, n-
TONOMOrNYeCKMe rpynnonabl C HeNPepbIBHOM LeNleHNeM.

O6nacTb UCCNefoBaHUA: BNUAHUSA  anrebpanyecknx CTPYKTYP Ha TOMOMOTMYECKNX
CBOMCTBax TOMOJIONMYECKMX TPYMNOMAOB C MHOrOKPaTHbIMWA eAvHULAMU U HerpepbiBHLIM
LeNeHneEM.

Lenn w  3agayunm  wvccnefoBaHWA:  COBEPLUEHCTBOBaHME  METOJaMM  U3YyYeHUs
TOMONOrMYECKMX rpyrnongoB obnafatownx orpeaeneHHbIMU anrebpanyeckMm CBOMCTBaMU;
paspaboTka MeTOLOB MWCCNef0BaHUA TOMOMOrMYecKne rpynnongbl C MHOrOKpaTHbIMU
efUHMLAMK; ONpefeneHns YCnoBuiA, NpPU  KOTOPbIX HEMNpepbiBHbIA romMomMoppu3M n —
TONOMOMMYECKMX FPYNMOVAOB C AeNeHNeM OTKPbIThI; PeLleHns 3afa4y npy KOTOPON OTKPbITOe
npasoe napaMegnanibHoe KOMMNAKTHOE MOAMHOXECTBO COOEPXUT  OTKPbITOE npaBoe
napamegnanbHoe KOMMAaKTHOE MNog/iyna; OnpeAeneHns  yCioBuin, Mpu  KOTopbIX (n,m)-
OAHOPOAHOM M30TON TOMO/IOMMYECKOro rpynnovga ¢ anrebpanyeckoli ceoictsom P obnagaet
TakKUM >Ke CBOWCTBOM; OMpejeneHne YCnoBUaxX NS KOTPbIX Hag MHOXeCTBOM Gx G MOXeT
ObITb OnpefesneHa GMHapHasa onepaums, Tak YTO MOyYeHHas HOBas asirebpanyeckas CTpyKTypa
AB/NAETCA HeaccoLMaTMBHas KBasurpynna co cneynansHbIMy anirebpanyecKMmn CBOCTBaMM .

Hay4Has HOBM3Ha W OPUIMHa/IbHOCTL: OCHOBHble pe3y/nbTaTbl PaboTbl ABASKOTCA
HOBbIMW. Bblgensem cnefyrowive: Obinn onpeseneHbl YCI0BUS OTKPLITOCTU A5 HEMPEPbIBHOMO
rOMOMOpP(U3Max TOMONIOMMYECKUX N-TPYMNOVAOB C HEMPepbIBHbIM [efleHNeM; ObiN U3YYeHHbI
anrebpanyeckrie CBOMCTBa (n, m)-o,u,Hopo,u,Hblx M30TOMOB TOMOJIOTMYECKOrO rpynmnounaa; 6oiim

onpeseneHbl HeKOTOpble CBOMCTBA MPUMUTUBHOMO MOAIPYnnounaa ¢ AeneHrem Tononornyeckoro
rpynnovga c feneHunem; 6blin onpefenieHbl YC0BUA NPU KOTOPbIX OTKPbITOE KOMMaKTHOe
MOAMHOXeCTBO

npasoii  napamefnanbHOM TOMOMOTNYECKOW  /IyrOl  COAEPXXWUT  OTKPbITOE  MpaBoe
napameguanbHOe KOMMaKTHOe MOoAynoi; 6blin onpefenieHbl YCNOBUA, MpU KOTOPbIX Ha
MHOXecTBe GxG MOXeT ObITb OnpefeneHa 6MHapHas onepauus, Tak 4YTO HOBasd NoOyYeHHas
a/irebpanyeckas CTPyKTypa SBNSETCA HeaccouMaTMBHas KBasurpynna co crneuuaibHbIMKU
anrebpavyecKumm CBOMCTBaMM.

BaHasa Hay4dHaa pelleHHas npobsema: 3akni4yaeTcs B pa3paboTKe MeTOLOoB
nccnefoBaHNs TOMOMIOMMYECKUX TPYNMOUAOB C LefleHVeM, KOTOpble NPUBEN K OMpefeneHunto
Koppensauum Mexay anrebpamyeckumy M TOMOMOTMYECKMMU  CBOWCTBaMM FpynmnovaoBs c
MHOTIOKPaTHbIMU eAVHNLAMUN U HEMPEPbLIBHLIM AeNeHNEM.

TeopeTuyeckass W MpUKIagHas 3Ha4YMMOCTb: pa3paboTaHbl HOBble KOHLENLMA,
METOZbl Y KOHCTPYKLMAMU KOTOpPbIE CMIOCOBCTBYHOT JOCTUMXKEHMIO LieNeid 1 3a4a4 UCCnefoBaHus.

MpYMeHseMOM MEeTOA0M0OMMKN, KOHLENUMA M MeToAoB, pa3paboTaHHbIX B paboTe
MO3BOMIMIN HaNTW peLUeHNEe KOHKPETHbIX MpPo6AeM WM HEKOTOpble acnekTbl Npob6nem,
chopmynupoBaHHbix M. M YobaHom u J1. J1. Kupuak.  MaremaTuyeckne CpeacTsa,
paspaboTaHHble W MPUYMEHSEMble MPUBEIN K PELUeHU0 MNPo6sieM M3 pas3/iMyHbIX 06/1acTsX
COBPEMEHHOI MaTeMaTMKM, CBA3aHHbIX C TOMO0rMYECKOo anrebpoin.

BHegpeHve Hay4HbIX pe3y/ibTaToB: pe3ynbTaTbl 3TOM  paboTbl  MOryT ObITh
MCNOMNb30BaHbl B TEOPWM TOMOMOTMYECKMUX TPYMMOWMA0B KBasUrpynn, TeOpuy aBTOMATOB M B
pa3paboTke (paKynbTaTUBHbLIX KypPCOB.



SUMMARY
of the thesis ” Research of topological groupoids with multiple identities” presented
by Josu Natalia for the competition of Ph. Doctor degree in Mathematical Sciences, specia-
lity 111.04-Geometry and Topology. The thesis was elaborated in Chisinau, Tiraspol State
University, in 2015.

Thesis structure: the thesis is written in Romanian and contains introduction, 3 chap-
ter, conclusions, glossary, 177 references, 110 pages of basic text. The main result of the
thesis was published in 35 scientific works.

Key words: topological groupoid, multiple identities, topological quasigroup, medial
groupoid, paramedial groupoid, homogenous isotope, right topological loop, special cartesian
product, n-topological groupoid with continuous divisions.

Field of study of the thesis: the influence of the algebraic structures on the topological
properties of the topological groupoids with multiple identities and continuous divisions.

Thesis aim and objectives: mastering the studying methods of the topological grou-
poids with some algebraic properties; elaborating research methods regarding topological
groupoids with multiple identities; establishing the conditions for the continuous homomor-
phisms of the n-topological groupoids with continuous divisions to be open; solving the
problem for which one open compact subset from right paramedial topological loop contain
one open compact paramedial right subloop; establishing the conditions for which (n,m)-
homogenous isotope of topological groupoids with algebraic property P has the same pro-
perty; determining the conditions for which on the set G x G can be defining one binary
operation such that the new algebraic structure becomes non associative quasigroup with
special algebraic properties.

Scientific innovation and originality: there have been determined the conditions for
the continuous homomorphisms of the n-topological groupoids with continous divisions to
be open; there have been analyzed the algebraic properties of (n, m)-homogenous isotope of
topological groupoids; there have been established some properties of primitive subgroupoid
with divisions of topological primitive groupoid with divisions; there have been determined
the conditions for which one open compact subset from right paramedial topological loop
contain one open compact paramedial right subloop; there have been established for which
on the set G x GG can be defining one binary operation such that the new algebraic structure
becomes non associative quasigroup with special algebraic properties.

The important scientific problem solved: that was solved consists in the develop-
ment of several research methods for topological groupoids with divisions, which led to the
determination of correlations between the properties of algebraic and topological groupoids
with multiple identities and continuos divisions.

The theoretical significance and applicative value of the thesis: there have been
elaborated the new concepts, methods and new constructions which contributed to achieving
goals and objectives of the research. The basic research of the work are new.

The methodology applied, the concepts and methods developed in work allowed to find
the solution of concrete problems or some aspects of the problem formulated by M.M.Choban
and L.L.Chiriac. Mathematical tools developed and applied led to solving problems in
topological algebras.

The implementation of the scientific results: the results from this work can be
used in the theory of topological groupoids and quasigroups, theory of automata and in
elaborating optional courses.



INTRODUCERE

Actualitatea temei si importanta problemei abordate. Cercetarile in domeniul
algebrei topologice au fost initiate in a doua jumatate a secolului al XIX-lea. Algebra
topologica, ca ramura a matematicii moderne, se afla la frontiera dintre topologia generala
si algebra abstracta. O contributie semnificativa la dezvoltarea teoriei respective au adu-
s-0 renumitii matematicieni S.Lie, D.Hilbert, J.H.Poincaré, F.Klein, E.J .Cartan, G.Boole,
A.N.Whitehead, etc.

De exemplu, matematicianul englez A.N.Whitehead, in cartea sa” A Treatise on Universal
Algebra”, publicata in anul 1898, pentru a introduce notiunea de algebra universala, mai
intai, formuleazd notiunea de operatie. In asa mod, aplicatia f : A" — A se numeste
operatie n-ara pe A, pentru n > 0. Astfel, Whitehead defineste algebra universala ca un
sistem (A, .S), unde A este o multime nevida iar S o familie de operatii.

Notiunea de algebra universala a creat premisele privind constituirea unui punct de vedere
comun asupra cercetarii gi dezvoltarii teoriilor mai multor structuri algebrice care erau, in
perioada respectiva, in ascensiune: teoria grupurilor, teoria algebrelor booleene, etc.

Teoria grupurilor, considerata cea mai veche ramura a algebrei moderne, igi are inceputul
in lucrarile lui J.L.Lagrange, P.Ruffini, E.Galua si N.H.Abel publicate la inceputul secolului
XIX. Grupurile cercetate de matematicienii respectivi au fost in principal grupuri finite:
grupuri de radacini ale polinoamelor ori grupuri de permutari.

Interesul pentru grupuri inifinite a aparut din topologie si geometrie, fiind stimulate de
lucrarile lui F.Klein, H.Poincaré si altii.

Terminologia de semigrup, dupa cum sustine L.E.Dickson in 1905 in monografia ”On
Semigroup and the General Isomorphism Between Infinite Goups”, a fost utilizata pentru
prima data de Monsieur ’Abbé J.A. de Séguier in cartea sa ”Eléments de la théorie des
groupes abstraites”, publicata la Paris in anul 1904. Iar O.Y.Schmidt utilizeaza cu succes
semigrupurile in celebra sa lucrare ” Abstract Group Theory”. Studii consistente pe teoria
semigrupurilor se fac in lucrarile lui A.K.Suschkewitsch incepind cu publicatiile din 1928, in
monografiile matematicienilor D.Rees si D.Dubreil publicate in anii 1940 si respectiv 1941.

Teoria semigrupurilor topologice a fost dezvoltata in lucrarile [1]-[3].

Paralel cu teoria grupurilor abstracte se dezvolta si teoria grupurilor topologice. Astfel,
L.E.I.Brauer si O.Schreier in lucrarile publicate in anii 1909 si respectiv 1926, introduc si

dezvolta notiunea de grup topologic in sens modern. Ceva mai tarziu, in anii 1944-1945,



A.A Markov introduce notiunea de grup topologic liber.

Aceste idei inovatoare contribuie enorm la constituirea gi dezvoltarea teoriei grupuri-
lor topologice, in mod deosebit, in prima jumatate a secolului XX, datorita lucrarilor lui
L.S.Pontryagin [4], A.A.Markov [5], A.D.Alexandrov, A.Weil, C.Chevalley, M.I.Graev [6]-
[8], T.Nakayama [9], J. von Neumann, van Kampen, S.H.Kakutani [10], etc. Tot aici pot fi
mentionate gi rezultatele obtinute mai recent de matematicienii din Moldova, academicianul
V.Arnautov [11], academicianul M.Cioban [12], M.I.Ursu, P.Chircu, etc. In felul acesta teo-
ria grupurilor topologice a stat la temelia algebrelor topologice universale si au directionat
cercetarile in acest domeniu.

Ideiile generate in cadrul teoriei quasigrupurilor si buclelor, care a inceput sa se dezvolte
dinamic incepind cu anii 30 ai secolului trecut, au influentat benefic cercetarile algebrelor to-
pologice universale. Evidentiem in acest sens lucrarile lui R.H.Bruck [13]-[15], H.O.Pflugfel-
der [16], R.Moufang, V.D.Belousov [17], [18], T.Kepka [19]-[21], A.S.Basarab [22], [23],
I.A.Florea [24], A.M.Ceban [25], P.V.Gorincioi [26], G.B.Belyavskaya [27], [28] etc.

O contributie speciala privind dezvoltarea teoriei quasigrupurilor au avut-o si generatia
matematicienilor formati dupa anii 70 ai secolului tecut, printre care mentionam F.M.So-
khatsky [29], V.Scerbacov [30]-[34], A.W.Dudek [35]-[38], V.Izbag [39], [40], P.Sarbu [41]-
[43], V.Ursu [44], [45] etc.

Definim cateva structuri algebrice de baza in termeni de algebra universala. Terminologia
de algebra universala va fi simplificata deseori la cea de algebra.

Astfel, un grupoid este o algebra universala (G, o) cu o singura operatie binara ” o ”.

Un semigrup este o algebra universala (G, o) cu o singura operatie binara ” o” asociativa.

Un monoid este o algebra universala (G, o, €) cu o singura operatie binara ” o” asociativa,
iar e este o operatie nulara care satisface e o a = a o e = a pentru pentru orice a € G.
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Un grup este o algebra (G,0,,e) unde ” o” este o operatie binara asociativa, e este o

operatie nulara cu proprietatea eoa = aoe = a, iar 7"’

este o operatie unara pe multimea
G, pentru care are loc @’ o a = aod’ = e, pentru orice a € G, iar e se numeste unitatea
grupului.

Grupotidul topologic G este grupoidul echipat cu topologia Hausdorff pentru care aplicatia
(a,b) — a o b, este continua.

Grupoidul G se numeste grupoid primitiv cu diviziuni, daca exista doua operatii binare

l:GxG — G,r: GxG — G, astfel incat [(a,b)-a = bsi a-r(a,b) = b pentru orice a,b € G.

Astfel, grupoidul primitiv cu diviziuni este algebra universala cu trei operatii binare.



Daca in grupoidul topologic GG, diviziunile [ i r sunt continui, atunci putem spune ca G
este grupoid topologic primitiv cu diviziuni continus.
Grupoidul (G, o) se numeste quasigrup, daca fiecare din ecuatiile aox = b gi yoa = b au
solutii unice pentru orice elemente a,b € G. In quasigrupul G diviziunile [ si r sunt unice.
Daca operatia multiplicativa din quasigrupul (G, o) este continua, atunci G' se numeste
quasigrup topologic.
Daca in quasigrupul semitopologic G, diviziunile [ i  sunt continui, atunci G' se numeste
quasigrup topologic.
Consideram grupoidul (G, +). Pentru fiecare doua elemente a,b € (G,+) si n > 2 avem:
1(a,b,+) = (a,b,+)l =a+b,
n(a,b,+) =a+ (n —1)(a,b,+),
(a,b,+)n = (a,b,+)(n—1)+b

Daca operatia binara (+) este fixata pe multimea G, atunci vom folosi notatiile n(a, b)

si (a,b)n in loc de n(a, b, +) si (a,b, +)n.

Fie (G, +) grupoid, n > 1 i m > 1. Elementul e al grupoidului (G, +) se numeste (n, m)-
zero in GG, daca:
l.e+e=e;

2. n(e,x) = z, pentru orice z € (G, +);
3. (z,e)m = z, pentru orice z € (G, +).

Daca in definitia data au loc conditiile 1 gi 2, vom spune ca e se numesgte (n, 00)-zero.
Daca se indeplinesc conditiile 1 si 3, vom spune ca e se numeste (0o, m)-zero. Clar ca e este
(n,m)-zero, daca e este in acelagi timp (n, 00) §i (oo, m)-zero, pentru orice z € (G, +).

In grupoidul multiplicativ (G,-) elementul e se numeste (n,m)-unitate. Notiunea de
(n, m)-unitate (unitate multipla) a fost introdusa in [46].

Exemplu 1. Fie (G,+) grup comutativ cu elementul zero 0. Consideram pe G o noud
operatie binard: x-y = y—x. Atunci (G,-) este un quasigrup medial, unde 0 este (1,2)-zero.

Exemplu 2. Fie (G,4) grup comutativ cu elementul zero 0. Consideram pe G o noud
operatie binard: -y = x—y. Atunci (G,-) este un quasigrup medial, unde 0 este (2, 1)-zero.

Descrierea situatiei in domeniul de cercetare si identificarea problemelor de
cercetare. Fixam signatura continua F si —1 < i < 3.5. Fie J o multime de identitati.
Notam prin V(E, 7, J) clasa E-algebrelor topologice care sunt T;-spatii ce satisfac identitatile

J. Academicianul M.Cioban in lucrarea sa ” Algebra topologica, probleme”, 2006, a formulat
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urmatoarea problema fundamentala:

Problema 1. De studiat concordanta dintre proprietatile algebrice gi topologice ale
E-algebrelor topologice G din clasa V(E, i, J).

Problema 1 in sensul ei general este foarte importanta. In aceast’ directie sunt ilustrative
urmatoarele exemple:

1. Fie R",n > 1, spatiu Euclidian n-dimensional i S"™' = {z € R" : || = 1}-sfera
unitate. Atunci pe S™ exista structuri de grupoid topologic numai pentru m € {0, 1,3, 7}.
Acest rezultat important a fost demonstrat de I.M.James in anii 1957-1958.

2. Pe orice spatiu A in raport cu operatia binara aditiva (+), cu zero si fara divizori ai
lui zero, definita de egalitatea x + y = y exista o structura de semigrup topologic cu unitate
de dreapta. In situatia data orice element din A va fi unitate de dreapta.

Din acest punct de vedere putem afirma ca grupoizi topologici cu anumite identitati nu
exista pentru toate spatiile si identitatile influenteaza direct asupra proprietatilor topologice.

Dupa cum s-a mentionat problema principala a algebrei topologice consta in studierea
concordantei dintre proprietatile algebrice si topolologice ale E-algebrelor topologice G din
clasa V(FE,i,J). Aceasta problema are un aspect larg si poate fi solutionata efectiv nu-
mai pentru anumite clase de algebre topologice, care se reprezinta prin fixarea operatiilor
algebrice gi identitatilor algebrice.

In acest aspect cecetarile fundamentale au fost efectuate pentru grupuri topologice, inele
si module topologice. Dar aceasta problema este insuficient cercetata pentru grupoizi to-
pologici. Clasa de grupoizi topologici contine si clasa de grupuri topologice si clasa de
quasigrupuri topologice.

Mentionam ca clasa de grupoizi topologici este foarte larga. De exemplu, pentru grupoizii
topologici nu se poate nimic afirma despre structura lor topologica. Orice spatiu admite
structura de semigrup topologic. De exemplu, fie G un spatiu topologic nevid. Operatia
x -y = y transforma G in semigrup topologic. Pe GG poate fi orice topologie. Daca X este
un spatiu topologic, e ¢ X §i G = X U {e}, atunci operatia = - y = y pentru z,y € X si
e-x =x-e = x pentru orice x € G, transforma G in semigrup topologic cu unitate, daca e
este un punct izolat in G. Atunci X este subspatiu deschis i inchis in semigrupul topologic.

Cerinta de a avea o structura de grupoid topologic cu unitate nu este simpla. De exemplu,
pe sfera obisnuita aga structura nu exista.

Daca pe dreapta reala R cu topologia generata de baza {(a, +00),a € R} fixam operatia

de adunare, atunci obtinem un 7j-grupoid topologic cu diviziuni, care nu este T}-spatiu.
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Prin urmare sunt necesare anumite restrictii asupra grupoizilor pentru a cerceta concor-
danta dintre proprietatile algebrice si topologice ale acestora. De exemplu, grupoizi cu
unitati multiple, grupoizi cu diviziuni continui etc.

Astfel, luand in consideratie Problema 1 si argumentele expuse mai sus putem formula
urmatoarea problema de cercetare.

Problema de cercetare: FElaborarea unor noi metode de cercetare a grupoizilor topolo-
gici cu diviziuni ce vor conduce la determinarea corelatitlor dintre proprietatile algebrice i
topologice ale grupoizilor cu unitati multiple si diviziuni continua.

Urmatoarele probleme sunt conectate la problema de cercetare formulata mai sus.

Problema 2. Fie (G, +) grupoid topologic cu proprietatea algebrica P gi e este element
(k, p)-zero. In ce conditii (n, m)-izotopul omogen (G, -), al grupodului topologic (G,+),
poseda proprietatea algebrica P? Care este tipul unitatii multiple in grupoidul topologic
(G,-)?

Problema 3. Fie H subgrupoid primitiv cu diviziuni al grupoidului topologic primitiv
cu diviziuni (G, +,7,1l) sie € H. In ce conditii exista un astfel de subgrupoid primitiv cu
diviziuni @ al grupoidului topologic primitiv cu diviziuni (G, +, 7, 1) astfel, incat e € Q C H?

Problema 4. Sa se stabileasca in ce conditii grupoidul multiplicativ (G, -) este quasigrup
paramedial cu (2, 1)-unitate?

Problema 5. Fie (G,-) bucla topologica paramediala de dreapta. In ce conditii o
submultime compacta deschisa P din G contine o subbucla compacta deschisa paramediala
de dreapta (Q,0) C (G, -)?

Problema 6. Fie (G,-) este grupoid topologic paramedial. In ce conditii poate fi
introdusa pe G o operatie binara (o) astfel incat (G, o) sa fie semigrup topologic comutativ
cu unitate?

Problema 7. Fie G si G n-grupoizi topologici cu diviziuni continui. In ce conditii orice
omomorfism continuu f : G — G este deschis?

Problema 8. Fie (Qq,-) grupoid cu n unitati multiple (k1,0),..., (kn, 1) §i (Q2,0)
grupoid cu ¢ unitati multiple (mq,7), ..., (my, 7). Sa se detemine tipul unitatilor multiple
din grupoidul produs @) X Q.

Problema 9. Fie (G, +) grup comutativ. In ce conditii pe multimea G x G poate fi
definita operatia binara (o) astfel incat:

1. (G x G, o) este quasigrup neasociativ, paramedial gi nemedial?

2. (G x G, 0) este quasigrup neasociativ, medial si neparamedial?
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3. (G x G, 0) este quasigrup neasociativ, medial cu unitate de stanga?

Scopul si obiectivele lucrarii rezida in studierea sistemelor topologo-algebrice
si aplicatiile lor. In particular:

- desavarsirea metodelor de studiere a grupoizilor topologici ce poseda anumite proprietati
algebrice;

- elaborarea metodelor de cercetare a grupoizilor topologici cu unitati multiple;

- determinarea conditiilor pentru care omomorfismele continui a n-grupoizilor topologici
cu diviziuni continui sunt deschise;

- solutionarea problemei pentru care o submultime compacta deschisa dintr-o bucla topo-
logica paramediala de dreapta contine o subbucla compacta deschisa paramediala de dreapta;

- determinarea conditiilor pentru care (n,m)-izotopul omogen al unui grupoid topologic
cu proprietatea algebrica P poseda aceeasi proprietate;

- identificarea conditiilor pentru care pe multimea G x G poate fi definita o operatie
binara astfel incat noua structura algebrica obtinuta este quasigrup neasociativ cu proprietati
algebrice speciale.

Noutatea si originalitatea stiintifica: rezultatele principale sunt noi. Evidentiem
urmatoarele: au fost determinate conditiile pentru ca omomorfismele continui a n-grupoizilor
topologici cu diviziuni continui sa fie deschise; au fost analizate proprietatile algebrice ale
(n, m)-izotopilor omogeni ai grupoizilor topologici; au fost determinate unele proprietati ale
subgrupoidului primitiv cu diviziuni al grupoidului topologic primitiv cu diviziuni; au fost
determinate conditiile pentru care o submultime compacta deschisa dintr-o bucla topologica
paramediala de dreapta contine o subbucla compacta deschisa paramediala de dreapta; au
fost determinate conditiile pentru care pe multimea G x G poate fi definita o operatie bi-
nara astfel incat noua structura algebrica obtinuta este quasigrup neasociativ cu proprietati
algebrice speciale.

Problema stiintifica importanta solutionata consta in elaborarea unor metode de
cercetare a grupoizilor topologici cu diviziuni, ceea ce a condus la determinarea corelatiilor
dintre proprietatile algebrice si topologice ale grupoizilor cu unitati multiple si diviziuni
continui.

Semnificatia teoretica. Au fost elaborate conceptii, metode si constructii noi care au
contribuit la rezolvarea obiectivelor propuse.

Valoarea aplicativa a lucrarii. Metodologia aplicata, conceptiile i metodele elaborate

in lucrare au permis solutionarea unor probleme concrete ori a unor aspecte ale lor formulate
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de M.M.Cioban si L.L.Chiriac.

Aparatul matematic aplicat a condus la rezolvarea unor probleme ce au conexiune cu
algebra topologica.

Rezultatele stiintifice principale inaintate spre sustinere.

- metoda de cercetare a conditiilor pentru care omomorfismele continui a n-grupoizilor
topologici cu diviziuni sunt deschise;

- metoda de studiere a proprietatilor algebrice ale (n, m)-izotopilor omogeni ai grupoizilor
topologici;

- metoda de cercetare a proprietatilor subgrupoidului primitiv cu diviziuni al grupoidului
topologic primitiv cu diviziuni;

- metoda de determinare a conditiilor pentru care o submultime compacta deschisa dintr-o
bucla topologica paramediala de dreapta contine o subbucla compacta deschisa paramediala
de dreapta;

- metoda de constructie a quasigrupurilor mediale, neasociative si neparamediale;

- metoda de constructie a quasigrupurilor paramediale, neasociative gi nemediale.

Implementarea rezultatelor stiintifice. Rezultatele lucrarii pot fi implementate in
teoria grupoizilor si quasigrupurilor topologice, teoria automatelor, la elaborarea unor cursuri
speciale pentru masteranzi si doctoranzi.

Aprobarea rezultatelor stiintifice. Rezultatele tezei au fost expuse in cadrul urma-
toarelor foruri stiintifice:

1. Mathematics and Information Technologies: Research and Education, MITRE, 2015,
Chisinau, 2-5 iulie.

2. Proceedings of the Third Conference of Mathematical Society of Moldova IMCS-50,
Chisinau, 2014, 19-23 august.

3. The 22" Conference on Applied and Industrial Mathematics, CAIM, 2014, Bacau,
Romania, 18-21 septembrie.

4. The 21" Conference on Applied and Industrial Mathematics, CAIM, 2013, Bucuresti,
19-22 septembrie.

5. The 20" Conference on Applied and Industrial Mathematics dedicated to Academician
Mitrofan M.Cioban, CAIM, 2012, Chisinau, 22-25 august.

6. Mathematics and Information Technologies: Research and Education. Dedicated to
the 65" anniversary of the Moldova State University, MITRE, 2011, Chisinau, 22-25 august.

7. The 19" edition of the annual Conference on Applied and Industrial Mathematics,
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CAIM, 2011, Iasi, 22-25 septembrie.

8. Actual problems of mathematics and informatics. Scientific conference dedicated to
the 80" anniversary of the foundation of the Tiraspol State University and of the Faculty
of Physics, Mathematics and Information Technologies, Chisinau, 2010, 24-25 septembrie.

9. The 18" Conference on Applied and Industrial Mathematics, CAIM 2010, Iasi,
Romania, 14-17 octombrie.

10. Mahematics and Information Technologies: Research and Education, MITRE, 2009,
Chisinau, 8-9 octombrie.

11. The 17** Conference on Applied and Industrial Mathematics, CAIM, 2009, Constan-
ta, 17-20 septembrie.

12. Conferinta stiintifica Republicana ”Matematica - probleme actuale cu aplicatii”,
Chisginau, 2009, 8 aprilie.

13. Mathematics and Information Technologies: Research and Education, MITRE, 2008,
Chiginau, 1-4 octombrie.

14. The 16" Conference on Applied and Industrial Mathematics, CAIM, 2008, Oradea,
9-11 octombrie.

15. 6" Congress of Romanian Mathematicians, Bucuresti, 2007, Romania, 28 iunie - 4
iulie.

16. The XIV'™ Conference on Applied and Industrial Mathematics, dedicated to the
60" anniversary of the foundation of the Faculty of Mathematics and Computer Science of
Moldova State University, Satellite Conference of ICM, Chisinau, 2006, 17-19 august.

17. Conferinta a 2-a a Societatii Matematice din RM, consacrata aniversarii a 40-cea de
la fondarea Institutului de Matematica si Informatica al ASM, Chiginau, 2004, 17-19 august.

18. Sedinta speciala a seminarului stiintific consacrata profesorului Valentin Belousov,
Institutul de Matematica si Informatica al Academiei de Stiinte a Moldovei, Chisinau, 2008-
2014.

Sumarul compartimentelor tezei. Teza contine adnotari, introducere, trei capitole,
indice al notiunilor, bibliografia, concluzii generale si recomandari.

In introducere se argumenteaza actualitatea tezei, scopul gi obiectivele, problemele de
cercetare si se prezinta sinteza continutului lucrarii.

In primul Capitol - Analiza situatiei in domeniul grupoizilor topologici cu
structuri suplimentare - se face o analiza a publicatiilor in domeniul cercetarii, se efec-

tueaza o trecere in revista a unor elemente introductive din literatura de specialitate, sunt
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prezentate rezultate cunoscute care sunt importante in urmatoarele capitole.

Cel de al doilea capitol - Studiul grupoizilor topologici cu diviziuni si unitati
multiple - debuteaza cu un paragraf in care se introduce conceptul de unitate multipla.
Acest concept este esential pentru teza de fata. Celelalte doua paragrafe sunt consacrate
notiunii de izotop omogen si studierii unor proprietati a (n, m)-izotopilor omogeni: Teore-
mele 2.14, 2.15, 2.19. In continuare se cerceteazd grupoizii topologici primitivi cu diviziuni:
Lema 2.23, Teorema 2.25; (n,m)-izotopii omogeni in AG-grupoizii topologici cu unitati
multiple: Teorema 2.32, Corolarul 2.33; unele proprietati ale buclei topologice paramediale
de dreapta: Lema 2.40, Teorema 2.42; conexiunea dintre paramedialitate si asociativitate:
Teoremele 2.51, 2.52; unele proprietati ale grupoizilor topologici paramediali: Teoremele
2.53, 2.54, 2.55. Rezultatele acestui capitol au fost publicate in [47]-[62].

In al treilea capitol - Metode de constructii a unor structuri algebrice si prob-
lema omomorfismelor continui deschise pentru cazul n-grupoizilor topologici cu
diviziuni - sunt reflectate rezultatele publicate in lucrarile: [63]-[81]. Acestea inglobeaza
rezultatele despre omomorfismele continui a n-grupoizilor topologici cu diviziuni continui:
Teoremele 3.5, 3.7; produsul direct de grupoizi cu unitati multiple: Teoremele 3.9, 3.12;
metodele de obtinere a quasigrupurilor neasociative mediale gi paramediale: Teoremele 3.14,
3.16, 3.18, 3.21; quasigrupuri paramediale cu masura Haar: Teoremele 3.25, 3.27, 3.28;
conexiunea dintre distributivitate gi paramedialitate: Teoremele 3.36, 3.37.

In finalul tezei este prezentata o lista de referinte bibliografice, sunt expuse concluziile
generale si recomandarile, indice al notiunilor utilizate in lucrare.

Ag dori sa multumesc in mod deosebit conducatorului stiintific, domnului L.L.Chiriac,
doctor habilitat in stiinte fizico-matematice, profesor universitar si consultantului stiintific,
domnului M.M.Cioban, academician al Academiei de Stiinte a Republicii Moldova, doctor
habilitat in stiinte fizico-matematice, profesor universitar pentru rabdarea, indrumarea si
sprijinul constant acordat in elaborarea prezentei teze de doctorat.

De asemenea exprim cele mai sincere multumiri profesorilor Facultatii Fizica Matematica
si Tehnologii Informationale din cadrul Universitatii de Stat din Tiraspol pentru contributia

deosebita de-a lungul anilor in formarea mea ca profesor.

16



1. ANALIZA SITUATIEI IN DOMENIUL
GRUPOIZILOR TOPOLOGICI CU STRUCTURI
SUPLIMENTARE

In acest capitol se efectueazi o analizi a conceptelor algebrice si topologice fundamentale.
Sunt examinate constructiile algebrico-topologice de baza. Se face o sinteza a situatiei in

domeniul cercetarii.

1.1. Analiza notiunilor algebrice de baza
Multimi si aplicatii

Daca A este o multime si fiecarui element o € A i se asociaza un obiect x,, atunci A se
numeste mulfime de indici, iar B = {x, : @ € A} se numeste multime indezrata.
O multime elementele careia sunt multimi se numeste familie de multima.

Fie A si B doua multimi nu neaparat distincte. Multimea notata A x B si definita astfel:
Ax B={(z,y)lre Asiy € B}

si se numeste produs cartezian al multimilor A si B. In caz general, daca n este un numar
natural, n > 3 i Ay, As, ..., A,, sunt multimi, nu neaparat distincte, atunci produsul cartezian

al acestor multimi se noteaza cu A; X Ay X ... X A, sau [[ 4,7 = 1..n si se defineste astfel:
Al X AQ X ... X An = HAZ = {(1]1,1’2, ,$n)|l’z € Ai,\V/i, 1< < TL}

Se spune ca f este aplicatie, functie, corespondenta functionald a multimii A in multimea
B si se noteaza f : A — B, daca fiecarui element x € A i se asociaza un singur element
b= f(a) € B.

Fie data aplicatia f : A — B. Functia f se numeste:
- surjectie, aplicatie pe, daca pentru fiecare element b € B exista preimaginea a € A, astfel
incat b = f(a);
- injectie, daca pentru orice xq,x9 € A, x1 # x9 rezulta f(xq1) # f(x2);

- bijectie, aplicatie bijectiva, aplicatie biunivoca, daca f este simultan injectie gi surjectie.
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Notiune de grupoid

Numim operatie binara, lege de compozifie pe o multime nevida M orice aplicatie de tipul

w:Mx M — M.

Definitia 1.1. O multime nevida G se numeste grupoid cu operatia binarda notatd prin {-},

daca pentru orice pereche ordonata de elemenete (a,b) € G, se defineste in mod unic produsul

ab e G.

Definitia 1.2. Grupoidul (G,-) se numeste AD-grupoid dacd este satisfacuta legea a-(bc) =

= c- (ba) pentru orice a,b,c € G.

Definitia 1.3. Grupoidul (G,-) se numeste grupoid Abel-Grassmann sau AG-grupoid daca

elementele lui satisfac legea inversa la stanga, adica (a-b)-c = (c-b)-a pentru orice a,b,c € G.

Definitia 1.4. Grupoidul (G,-) se numeste bicomutativ daca este satisfacuta legea xy - zt =

=tz - yx pentru orice x,y,z,t € G.

Definitia 1.5. Grupoidul (G,-) se numeste grupoid cu diviziuni, daca pentru fiecare elemente

a,b € G ecuatiile ar = b si ya = b au solufii, nu necesar unice.

Definitia 1.6. Grupoidul (G,-) se numeste reductibil sau cancelativ, dacd din egalitatea

xy = wv rezulta echivalenta egalitatilor r = u g1y = v.

Definitia 1.7. Grupoidul (G,-) se numeste grupoid primitiv cu diviziuni, dacd exista doud
operatii binare | : GXx G — G, r: GXxG — G, astfel incat l(a,b)-a =0, a-r(a,b) = b pentru

orice a,b € G.

Astfel grupoidul primitiv cu diviziuni este o algebra universala cu trei operatii binare.

Definitia 1.8. Grupoidul (N, o) se numeste subgrupoid al grupoidului (G,-) dacd sunt indep-
linite urmatoarele conditii:

1. NCG;

2. xoy=x-y,Vr,y €G.

Un grupoid (G, -) se numeste finit daca multimea ce-1 formeaza este finita. In acest caz

numarul de elemente se numeste ordinul grupoidului si se noteaza |G|.
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Tabla Cayley a unui grupoid

Tabla Cayley a grupoidului finit (G,-), numita si tabla Cayley a operatiei (-), este un
tabel cu n linii §i n coloane, unde n = |G|. Liniile si coloanele sunt etichetate intr-un
mod arbitrar fiecare de cite unul dintre cele n elemente ale lui G, astfel incat pentru orice
x,y € G, elementul din tabel aflat la intersectia liniei de eticheta = cu coloana de eticheta
y sa fie elementul = - y. Din cele de mai sus se observa ca elementele grupoidului G pot fi
ordonate in n! moduri distincte, de unde rezulta ca tabela Cayley a fiecarui grupoid (G, -)

poate fi scrisa in (n!)? moduri.
Morfisme, izomorfisme si izotopisme de grupoizi

Fie (M,-) si (N, o) doi grupoizi. Aplicatia f : M — N se numeste morfism, omomorfism,
homomorfism al grupoidului (M, -) in grupoidul (N, o) daca este satisfacuta conditia f(z-y) =
— f(2)o f(y), Y2,y € M.

Un morfism bijectiv se numeste izomorfism.

Un morfism (respectiv izomorfism) de tipul f : M — M se numeste endomorfism (auto-

morfism) al grupoidului M.

Propozitia 1.9. Fie (M,x), (N,o) gi (P,-) trei grupoizi. Sunt adevarate urmatoarele
afirmatii:

1. Functia identica 1y : M — M este un automorfism al lui (M, *);

2. Daca f: M — N si g: N — P sunt morfisme de grupoizi atunci functia go f : M — P
de asemenea este un morfism de grupoizi;

3. Dacd f : M — N este un izomorfism de grupoizi atunci si functia inversa f~1: N — M

de asemenea este un izomorfism.

Propozitia 1.10. Fie (M, x) si (N,o) doi grupoizi si aplicatia f : M — N un morfism
surjectiv(in particular un izomorfism). Au loc urmatoarele afirmatii:

1. Daca operatia (%) este comutativa(respectiv asociativa) atunci gi operatia (o) este comu-
tativa(respectiv asociativa);

2. Daca e este element unitate pentru (M, ) atunci f(e) este element unitate pentru (N, o);
3. Daca a € M gi translatia la stanga v, : M — M (respectiv translatia la dreapta d, :
M — M ) definita de a este surjectiva atunci si translatia la stanga vy : N — N (respectiv
translatia la dreapta 67y : N — N ) definita de f(a) este surjectivd.

Fie (M,-) ¢i (N,o0) doi grupoizi. Se numeste omotopism, homotopism al grupoidului
(M,-) in grupoidul (N, o) orice triplet ordonat («, ,7) care satisface urmatoarea conditie

a(z) o Bly) =~(z-y), Yo,y € M.
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Tripletul de permutari (o, 3, ) se numeste izotopie; a-substitutie de stanga (permutarea
elementelor dupa coloane); S-substitutie de dreapta (permutarea elementelor dupa linii); -
substitutie principala (permutarea elementelor in interiorul grupoidului). Daca a = 8 = v,
atunci izotopismul se transforma in izomorfism. Izotopia de tipul (T' = «a, 8,1) se numesgte
principala. Prin izotopism al grupoidului (M, -) pe (N, o) se intelege un omotopism («, 3,7)
in care cele trei componente («, 3,7) sunt bijectii ale lui M pe N.

Grupoidul (M, -) se numeste izotop cu (N, o) (sau al lui (IV,0)), si se noteaza N = M7
sau N = M7 dacs existd macar un izotopism (o, 3,7) al grupoidului (M, -) pe (N, o).

Quasigrupuri si bucle

Definitia 1.11. Grupoid (Q,-) se numeste quasigrup dacd pentru orice a,b € Q, fiecare din

ecuatiile a - x =b i y-a = b au solutii unice in Q).
Elementul e € GG se numeste unitate daca ex = re = x pentru fiecare x € X.

Definitia 1.12. Quasigrupul (G,-) se numeste medial daca este satisfacuta legea xy - zt =

= xz -yt pentru orice x,y,2,t € G.

Definitia 1.13. Quasigrupul (G, -) se numeste paramedial daca este satisfacuta legea xy-zt =

=ty - zx pentru orice x,y,z,t € G.

Definitia 1.14. Quasigrupul (G,-) se numeste hexagonal daca el este idempotent, medial gi
semisimetric, adica, au loc egalitatile v - x = x, vy -2t = xz-yt, v - zx = xrz - = 2z penlru

orice x,y,x,t € G.

Quasigrupul cu element neutru se numeste bucla .

Definitia 1.15. Daca quasigrupul medial (paramedial) (G, -) contine elementul e astfel incat
e-xr = xz(x-e = x) pentru orice x din G, atunci e se numeste element unitate de stinga

(dreapta) in G si (G,-) se numeste bucld mediala (paramediald) de stinga (dreapta).

Notiune de grup

Definitia 1.16. Multimea nevida G impreund cu operatia (-) se numeste grup, dacd pentru
orice pereche ordonata de elemenete (a,b) € G sunt satisfacute aziomele:

Al. Inchiderii. Oricare ar fi a,b € G si rezultatul operatiei a - b de asemenea este din G.
A2. Asociativitatii. Oricare ar fi a,b,c € G are loc egalitatea (ab)c = a(bc).

A3. Elementului neutru. Ezista un element (e € G), astfel incat oricare ar fi a € G are loc
ea = ae = a.

A4. Elementului invers. Oricare ar fi a € G exista astfel de element b € G, astfel incat
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ab = ba = e, unde e este neutru.
Daca in plus este satisfacuta si axioma
A5, Comutativitatii. Oricare ar fi a,b € G are loc egalitatea ab = ba, atunci grupul (G, -) se

numeste grup abelian sau grup comutativ.

Aplicatia f : G; — G9 se numeste monomorfism daca omomorfismul aplicatiei date
este injectiv; epimorfism daca aplicatia f este surjectiva; izomorfism daca aplicatia f este
bijectiva.

Rezultate suplimentare la teoria grupurilor pot fi gasite in [82]-[84].

1.2. Examinarea rezultatelor si constructiilor algebrice

Teoria quasigrupurilor si buclelor incepe sa se dezvolte la inceputul anilor 20-30 ai seco-
lului XX. Pentru prima data termenul de quasigrup a aparut in lucrarea lui R.Mufang [85]
in 1935. In continuare ne vom referi la unele rezultate care tin de quasigrupurile mediale si
paramediale. In 1937 A.K.Suschkewitsch defineste quasigrupurile mediale (abeliene).

Din clasa quasigrupurilor, izotope clasei grupurilor, prezinta interes clasa quasigrupurilor
liniare. Dupa V.D.Belousov, quasigrupul (@), -) se numeste liniar peste grupul (@, +) daca

(@, ) poate fi reprezentat sub forma

Ty = or +q+ Yy

unde ¢, € Aut(Q,+), g-un element fixat din Q [86].

Drept caz particular al quasigrupurilor liniare sunt considerate quasigrupurile mediale,
adica quasigrupurile ce satisfac legea (ab - c¢d) = (ac - bd). Conform Teoremei lui Bruck-
Toyoda, quasigrupurile mediale sunt liniare peste grupul abelian si automorfismele , 1) co-
muteaza. Aceste quasigrupuri au fost cercetate de multi algebraisti cum ar fi: K.Toyoda
[87], D.S.Murdoch [88], R.H.Bruck [15], J.Jezec si T.Kepka [19], P.Nemec, T .Kepka [20],

[21], V.A.Scerbacov [31], [89], ele joaca un rol important in teoria quasigrupurilor.

Teorema 1.17. (Teorema Toyoda [17], [16], [87]) Orice quasigrup medial (Q,-) poate fi
reprezentat sub forma x -y = px + Yy + a, pentru orice x,y € Q, unde (Q,+) este grup
abelian, ¢, sunt automorfisme in (Q,+) astfel incit pyp =y si a element fizxat din Q.

Teorema 1.18. (Teorema Kepka-Némec [20]) Orice quasigrup paramedial (Q,-) poate fi
reprezentat sub forma x -y = @x + Yy + g, pentru orice x,y € Q, unde (Q,+) este grup
abelian, v, sunt automorfisme in (Q,+) astfel incit o = Y1 si g element fixat din Q.
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Teorema 1.19. (/32], [33]) Orice quasigrup medial finit (Q,-) este izomorf cu produsul direct

al quasigrupurilor mediale unipotent—solubile (Q1,0) si (Q2,*), unde (Q2,*) este izotop al

Y

quasigrupului medial, distributiv (Qq,*) de tipul (e,e,7), v € Aut(Q2,*), adica, (Q,-) =
(Q1,0) x (Q2,%).

Teorema 1.20. [31] Antiendomorfismul s al quasigrupului paramedial (Q,-) este permu-
tare identica a mulfimiii Q@ daca si numai daca (Q,-) este quasigrup medial, distributiv gi
comutativ de tipul x -y = px + @y pentru orice r,y € Q, unde (Q,+) este grup abelian,
v € Aut(Q,+).

Teorema 1.21. [31] Daca antiendomorfismul s a quasigrupului paramedial (Q,-) de tipul
x -y = @r+ Yy + g este permutare identica a multimii @), atunci

1. aplicatia ¢ + 1 este automorfism in (Q,+);

2. quasigrupul (Q,o) de tipul zoy = sz -y) = (¢ +¥) Lox + (p + ¥) by este
quasigrup medial, distributiv;

3. aplicatia s este antiautomorfism in (Q, o).

In continuare vom defini unele proprietati ale AG-grupoizilor [3].

Teorema 1.22. (/90], Teorema 2.2) Daca in AG-grupoidul G exista unitate de stinga e,

atuncit ea este unica.

Teorema 1.23. (/90], Teorema 2.3) Daca AG-grupoidul G posedd unitate de dreapta e,

atunci e este de asemenea si unitate de stanga si deci este unitate in G.

Teorema 1.24. (/90], Teorema 2.4) AG-grupoidul G cu unitate de dreapta e este semigrup

comutativ cu unitate.

Teorema 1.25. [91] Daca G este AG-grupoid cu unitate de stanga e, atuncia-(bc) = b-(ac)

pentru orice a,b,c € G.
Definitia 1.26. [92] AG-grupoidul G se numeste AG**-grupoid dacd este satisfacuta legea
a- (bc) =b- (ac) pentru orice a,b,c € G.

Conform Teoremei 1.25, orice AG-grupoid cu unitate de stanga este AG**-grupoid.
Propozitia 1.27. [92] Daca G este AG**-grupoid, atunci are loc

(ab) - (ed) = (db) - (ca)

pentru orice a,b,c,d € G.

T.Kepka [93] a studiat intensiv quasigrupurile mediale. Lucrearea [19] a lui J.Jezec si
T.Kepka este dedicata studiului grupoizilor mediali.

In [94] sunt studiati grupoizii paramediali simpli zeropotenti. In [95] T.Kepka demon-

streaza cum poate fi scufundat un grupoid cancelativ paramedial in quasigrup paramedial.
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1.3. Studiul notiunilor topologice fundamentale

Definitia 1.28. O familie 7 de submultimi ale multimii X se numeste topologie sau structura
topologica pe multimea X daca:

1. X ey

2. 0er;

3. reuniunea unui numar finit sau infinit de mulfimi din T este o mulfime din T, adica
U{U, : a € A} € T pentru orice familie {U, : o« € A} C 7;

4. intersectia unui numar finit de multimi din T este o multime din 7, adica UNV € 1

pentru orice familie U,V € 1.

Perechea (X, 7) se numesgte spatiu topologic, daca X este o multime si 7 este o topologie
pe multimea X. Elementele din X se numesc puncte ale spatiului topologic. Elementele din
T se numesc mulfimi deschise ale spatiului topologic. Complementarele multimilor deschise
se numesc multimi inchise.

Pe orice multime X pot fi construite mai multe topologii. Printre acestea exista doua
topologii extreme: 7., = {A : A - submultime a multimii X} si 7, = {0, X }.

Orice alta topologie 7 pe X este intermediara, adica Ty, C 7 C Trae-

Perechea (X, 7,,:n) este spatiu topologic si se numeste spafiu topologic antidiscret.

Perechea (X, Tqe) este spatiu topologic gi se numeste spatiu topologic discret.
Definitia 1.29. Perechea (E,d) se numeste spatiu metric, unde E este o mulfime si pentru
orice doua elemente x,y € E este dat un numar d(x,y), care satisface conditiile:

1. d(z,y) = 0 daca si numai daca x = y;

2. d(z,y) = d(y, ),
3. d(z,y) +d(y, z) > d(z, z).

Numarul d(z,y) se numeste distanta dintre punctele = gi y iar functia d : E x E — R
se numeste metrica pe multimea F.

Multimea U C X se numeste d-deschisd sau deschisa in spatiul metric (X, d), daca,
pentru orice punct z € U, exista un € > 0, incat B(x,e) C U.

Totalitatea multimilor d-deschise se noteaza prin 7(d).
Teorema 1.30. Familia 7(d) este o topologie pe multimea X .
Corolarul 1.31. Orice spatiu metric este si spatiu topologic.

Definitia 1.32. Spatiul topologic (X, T) se numeste spatiu metrizabil, daca ezista o metrica

d pe X pentru care T = 7(d).
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Baza spatiului topologic

Fie (X, 7) un spatiu topologic. Se numeste vecindtate a punctului x € X orice multime
deschisa ce contine punctul z. Vecinatatile punctului x se noteaza cu O,, V., U, O;x, Vix, U;x.
Din aceasta definitie rezulta, ca submultimea nevida U C X este vecinatate a fiecarui punct
al ei atunci gi numai atunci, cind aceasta multime U este deschisa, adica atunci cind U € 7.

Intersectia tuturor multimilor inchise X ce contin multimea A, A C X, se numeste
inchiderea mulfimii A gi se noteaza cu [A]x sau [A].

Orice vecinatate a caruiva punct este o multime deschisa ce contine acest punct.

Punctul z € X se numeste punct izolat in (X, 7) daca multimea {X} este vecinatate a

punctului z.

Definitia 1.33. Familia B de submultimi deschise ale spatiului topologic (X, T) se numeste
baza a topologier T, daca pentru fiecare x € X si orice vecinatate a acestur punct U, exista

un element B, din 8, care satisface conditia: x € B, C U,.

Teorema 1.34. Familia 8 de multimi deschise ale spatiului topologic (X, T) formeaza o baza
a topologiei T atunci si numai atunci, cind fiecare element din T este o reuniune de elemente
din B.

Definitia 1.35. Sistemul de multimi deschise B8 formeaza o baza in punctul xqg € X, daca

pentru orice vecinatate Oy, a puntului o in X exista o multime U € B astfel incat xo € U C
Oy, -
Daca in orice punct al spatiului exista baza numarabila, atunci se spune ca spatiul satis-

face prima azioma de numarabilitate.

Teorema 1.36. Orice spatiu metric satisface prima axiomd de numdarabilitate.

Prin | A| se noteaza puterea multimii A.
Despre spatiile, topologia carora poseda baza numarabila, se spune ca satisfac a doua

axioma de numarabilitate.
Axiomele de separare

Azioma Ty: Spatiul topologic (X, 7) se numeste Ty-spatiu, daca pentru orice doud puncte
diferite x,y € X exista o multime deschisa U € 7 care contine doar unul din punctele x, y.

Azioma Ty: Spatiul topologic (X, 7) se numeste T7-spatiu, daca pentru orice doua ele-
mente diferite z,y € X exista doua multimi deschise U,V € 7 astfel incat x € U,y € V si
r¢Viyé¢U.
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Axioma Ty: Spatiul topologic (X, 7) se numeste Ty-spatiu sau spativ Hausdorff, daca
pentru orice doua elemente diferite z,y € X exista doua multimi deschise U,V astfel incat
relUyeVsiUnV =0.

Azioma Ts: Spatiul topologic (X, 7) se numeste T3-spatiu, daca pentru orice punct z € X
si orice multime inchisa F' C X, astfel incat = ¢ F, exista doua multimi deschise U,V € 7
pentru carex € U, F CVsiUNV = 0.

Axioma Ty: Spatiul topologic X se numeste T} -spatiu, daca pentru orice multimi inchise
Fi,F, ¢ X, unde Iy N Fy, = (), exista doud multimi deschise U,V € 7, astfel incat F} C
UF,CVgUnV =1(.

Spatiul (X, 7) se numeste regulat, daca el este T}-spatiu si T3-spatiu.

Spatiul (X, 7) se numeste normal, daca el este Ti-spatiu si Ty-spatiu.

Azxioma T3%: Spatiul topologic (X, 7) se numeste T3%—5pa§iu sau spatiu Tthonoff, sau
spatiu complet requlat, daca X este Ti-spatiu si pentru orice punct x € X si orice multime
inchisa F' C X, astfel incat z ¢ F, exista o functie continua f : X — [0, 1], pentru care
f(z)=0si f(y) =1 pentruy € F.

Deci, orice spatiu normal este un spatiu complet regulat. Orice spatiu complet regulat
este regulat.

Notiunea de Ty-spatiu a fost introdusa de matematicianul A.N.Kolmogorov (1935), T}-
spatiu de matematicianul maghiar F.Riesz (1907), Ty-spatiu de matematicianul F.Hausdorff
(1914), Ts-spatiu de L.Vietoris (1921) si notiunea de Ty-spatiu de H.Tietze, P.S.Alexandroff,
P.S.Urisohn (1923).

Subspatii topologice

Fixam spatiul topologic (X, 7) si submultimea Y C X. Atunci pe Y se poate de construit
o topologie care se numeste urma topologiei T §i care se noteaza 7 | Y ={UNY : U € 7}.

Perechea (Y, 7 | V) este spatiu topologic si se numeste subspatiu al spatiului topologic
(X, 7).

Trecerea la subspatii ne permite sa construim noi spatii topologice.

Aderenta unei multimi

Definitia 1.37. Fie L C X sz € X. Punctul x se numeste punct de acumulare sau punct
de aderenta, sau i se mai spune punct aderent al multimit L, daca orice vecinatate V,, a

punctului x intersecteaza multimea L.
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Vom nota totalitatea punctelor de acumulare prin clL sau clx L. clx L se numeste aderenta

multimii L sau inchiderea multimii L.

Teorema 1.38. Aderenta multimilor satisface urmatoarele conditii:
- cl(0) = 0;

- L CcdL;

-c(LUH)=clLUclH;

-cl(cl(L)) =clL.

Daca L C X gi clxL = X, atunci L se numeste mulfime densa in X.
Numarul cardinal d(X) = min{|L| : L este o multime densa in X} se numeste densitatea

spatiului X .
Aplicatii continue
Fie doua spatii topologice (X, 7) si (Y, 7).

Definitia 1.39. Aplicatia f : X — Y se numeste continua in punctul xo € X, daca pentru
orice vecinatate Oy a punctului f(xg) in'Y existd o vecindtate Oy, a punctului zo in X
astfel incat f(Oy,) C Of(z0).

Daca aplicatia f este continua in orice punct din X, atunci f se numeste aplicatie con-

tinua.

Teorema 1.40. Pentru aplicatia f : X — Y urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

- [ este o aplicatie continud;

- dacd multimea F este inchisd in Y, multimea f~'(F) este inchisi in X (preimaginea
multimii inchise este o mulfime inchisa);

- dacd multimea U este deschisd in'Y, multimea f~(U) este deschisd in X (preimaginea
mulfimii deschise este o mulfime deschisa);

- flelx L) Cely f(L) pentru L C X;

-clx f7YH) C f(cly(H)) pentru H C X.

Definitia 1.41. Fie X 1Y spatii topologice. Aplicatia f : X — 'Y se numeste omeomorfism
sau homeomorfism, daca:

1. f este o aplicatie continua;

2. [ este bijectiva;

3. f~1 este o aplicatie continud.
In acest caz spatiile topologice X si Y se numesc spatii omeomorfe.

Definitia 1.42. Daca f : X — Y este omeomorfism, atunci f se numeste transformare

topologica a spatiului topologic X .
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Teorema 1.43. Fie (X, 7) un spatiu topologic si fie f : X — Y o aplicatie a mulfimii X
pe multimea Y. Atunci (Y, f) ={U C Y : f~1(U) € 7} este o topologie pe multimea Y si

aplicatia f este continud.

Teorema 1.44. Topologia T(Y, f) construita in Teorema 1.43 se numeste factor topologie
sau topologie - cat pe multimea Y .
Daca pentru aplicatia f : X — Y a spatiilor topologice (X, 1) si (Y, 1) avem 7y = 7(Y, f)

atunci aplicatia f se numeste aplicatie factor sau aplicatie-cat.
Mai multe proprietati care tin de constructii topologice sunt examinate in [83], [96]-[105].
Spatii compacte

Fixam spatiul topologic (X, 7).

Definitia 1.45. Se numeste acoperire a mulfimii X o familie v = {U, : a € A} de
submultimi ale multimii X pentru care X = U{U, : a € A}. Acoperirea v se numegte

deschisa, daca elementele ei U, sunt multimi deschise.

Definitia 1.46. Acoperirea v, a multimii X se numeste subacoperire a acoperirii y a ace-

leeast multimi X, daca v, C 7.

Definitia 1.47. Spatiul topologic (X,T) se numeste spatiu compact, daca orice acoperire

deschisa a sa confine o subacoperire finita.
Definitia 1.48. Orice subspatiu inchis al unui spativ compact este un spatiu compact.

Teorema 1.49. Imaginea unui spativ compact prin orice aplicatie continud este un spatiu

compact.

Definitia 1.50. Spatiul topologic X se numeste numarabil compact, daca din orice acoperire

numarabila deschisa a sa se poate extrage o subacoperire finitd.

Orice spatiu compact este si numarabil compact.

Definitia 1.51. Spatiul topologic X se numeste spatiu pseudocompact, daca X este complet

requlat st fiecare functie de variabila reala continua pe X este marginita.

Profesorul A.V.Arhangel’skii examineaza mai multe proprietati a spatiilor compacte in
lucrarile [106], [107].
Spatii paracompacte si local compacte

Definitia 1.52. Spatiul topologic (X, T) se numeste paracompact daca satisface conditiile:
1. (X, 7) este spatiu Hausdorff;

2. Orice acoperire deschisa a spatiului X admite o rafinare deschisa local finita.
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Definitia 1.53. Spatiul topologic X se numeste spatiu Lindelof daca X este requlat i din

fiecare acoperire deschisa a spatiului X poate fi extrasa o subacoperire numarabild.

Clasa spatiilor paracompacte contine spatiile compacte, spatiile metrizabile gi spatiile

Lindelof.

Definitia 1.54. Spatiul topologic X se numeste local compact daca pentru orice punct x € X

exista o vecinatate U astfel incat (U] este subspativ compact in X .
Orice spatiul local compact este spatiu Tihonov.
Spatii conexe

Definitia 1.55. Spatiul topologic (X, T) se numeste conex, daca nu exista doud multimi

deschise si nevide U,V pentru care X =U UV, sar UNV = 0.
Definitia 1.56. Multimea A C X se numeste conexa, daca este subspatiu conex.

Definitia 1.57. Consideram (X, 1) spatiu topologic. Multimea C(z) =U{AC X :x € A/A

este o mulfime conexd} se numeste componentd conexd a punctului x in spafiul X.

Definitia 1.58. Spatiul X se numeste liniar conex, daca pentru orice doua puncte a,b € X

existd o aplicatie continua f :[0,1] — X la care f(0) =a gi f(1) = 0.
Orice spatiu liniar conex este conex.
Produsul spatiilor topologice

Fie {(Xa,Ta) : @ € A} o familie de spatii topologice. Pe produsul cartezian X =
=J[{Xa : @ € A} construim topologia 7 generata de baza 8 = {[[{V.:a € A}V, € 74 sl
p e A:Vz# Xp este o multime finita}.

Spatiul (X, 7) se numeste produsul spatiilor topologice {(X,,7) : « € A}. Produsul
spatiilor topologice a fost introdus de Tihonov in anul 1930. Produsul unui numar finit de
spatii topologice a fost cercetat de E.Steinitz (1908) si de M.Fréchet (1910). A.N.Tihonov a

demonstrat, ca produsul oricarui numar de spatii compacte este un spatiu compact.
Teorema 1.59. Produsul a T;-spatii, unde i = {0,1,2,3, 3%}, este un T;-spatiu.

Remarca 1.60. Produsul a doua Ty-spatii nu intotdeauna este Ty-spatiu.
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Notiune de grup topologic

Definitia 1.61. Grup topologic se numeste multimea G, inzestrata cu structura de spatiu
topologic si structura de grup astfel incat se indeplinesc urmatoarele axiome:
1. Operatia (), adica aplicatia G x G — G : (x,y) — zy in grupul G este continud,

2. Aplicatia v : G — G,v(a) = a™t, este continud.
In limbajul vecinatatilor definim grupul topologic in felul urmator:

Definitia 1.62. Grup topologic se numeste multimea G, inzestrata cu structura de spatiu
topologic si structura de grup astfel incat se indeplinesc urmatoarele axiome:

1. pentru orice pereche (a,b) € G x G gi orice vecinatate W a elementului ab vor exista
astfel de vecinatati U > a, a elementului a stV 3 b, a elementului b, astfel incat UV C W;

1

2. pentru orice element a € G $i orice vecinatate V' a elementulur a™, va exista estfel de

vecindtate U a elementului a, astfel incat U™ C V.

In lucriirile [11]-[110] au fost cercetate si obtinute rezultate interesante care in de grupuri
topologice, inele topologice si module topologice.
O serie de proprietati importante despre grupurile topologce au fost stabilite in lucrarile

[97], [111]-[125].
Proprietati topologice definite pe structura de grup

Fie a € G careva element fixat al grupului topologic G.

Aplicatia L, : G — G, L,(g9) = ag,g € G se numeste translatie de stanga a grupului G
peste elementul a.

Aplicatia R, : G — G, R,(g9) = ga, g € G se numeste translatie de dreapta a grupului G
peste elementul a.

Aplicatia I, : G — G, 1,(g9) = aga™, g € G se numeste automorfism intern a grupului G
peste elementul a.

Notdm ¢ : G — G,v¢(a) = a™ L.

Teorema 1.63. Aplicatiile L,, R,, 1., 1 sunt omeomorfisme ale spatiului topologic G.

Grupoid topologic

Definitia 1.64. Daca grupoidul G este inzestrat cu structura de spatiu topologic $i operatia

multiplicativa (a,b) — a - b este continud, atunci (G,-) se numeste grupoid topologic.
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Definitia 1.65. Daca in grupoidul topologic (G, -), diviziunile primitive | i r sunt continui,

atunci vom spune ca (G, -) este grupoid topologic primitiv cu diviziuni continui.

Definitia 1.66. Daca operatia multiplicativa din quasigrupul (G, -) este continud atunci G

se numeste quasigrup semitopologic.

Definitia 1.67. Daca in quasigrupul semitopologic (G,-), diviziunile | i r sunt continui,

atunci G se numeste quasigrup topologic.

1.4. Analiza rezultatelor si constructiilor topologo-algebrice

Izotopi omogeni

Definitia 1.68. Fie (G, +) grupoid topologic. Grupoidul (G,-) se numeste izotop omogen al
grupoidului topologic (G, +) daca exista doud automorfisme topologice p, ¢ : (G, +) — (G, +)
astfel incat: x -y = p(x) + Y (y) pentru orice x,y € G.

Pentru orice aplicatie f : X — X vom nota f!(z) = f(z) i f***(z) = = f(f"(x)) pentru

orice n > 1.

Definitia 1.69. Fie n,m < co. Grupoidul (G,-) se numeste (n,m)-izotop omogen al gru-
poidului topologic (G,+) daca exista doud automorfisme topologice p,v : (G,+) — (G,+)
astfel incat:

1. x -y =p(x) +Y(y) pentru orice x,y € G;

2. 0P = hyp;

3. Dacan < oo, atunci ¢"(x) = x pentru orice x € G;

4. Daca m < oo, atunci ™ (x) = x pentru orice x € G.

Definitia 1.70. Fie (G,+) grupoid topologic. Grupoidul (G,-) se numeste izotop al grupoi-
dului (G, +), dacd exista doua omeomorfisme topologice @, : (G,+) — (G, +) astfel incat
z-y = p(x)+ Y(y), pentru orice z,y € G.

Conform Definitiei 1.70 putem spune ca izotopul (G, ) este generat de omeomorfismele

¢, ale grupoidului topologic (G, +). Vom nota izotopul dat prin (G,-) = g(G, +, ¢, ¥).

Teorema 1.71. Fie (G,+) grupoid topologic, ¢,v : G — G doua automorfisme si (G,-) =
=g (G7 +7 @, ¢) Atuncz
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1. <G7 +) - (Gv E ¢_17¢_1);'
2. (G,-) este grupoid topologic;
3. Daca (G, +) este grupoid reductibil, atunci (G, -) este de asemenea grupoid reductibil;

4. Daca (G,+) este grupoid cu diviziuni, atunci (G,-) este de asemenea grupoid cu divi-

Ziuni;

5. Daca (G, +) este grupoid topologic primitiv cu diviziuni, atunci (G,-) este de asemenea

grupoid topologic primitiv cu diviziuni;

6. Daca (G,+) este quasigrup topologic, atunci (G, -) este de asemenea quasigrup topolo-
gic;

7. Daca n,m,p,k € N si (G,-) este un (n,m)-izotop omogen al grupoidului (G,+) si e

este (k,p)-zero element in (G,+), atunci e este (mk,np)-unitate in (G, -).

Teorema 1.72. Fie (G,:) = g(G,+,p, ) izotop al grupoidului topologic primitiv (G,+)
cu diviziunile {r,l} , v, doud automorfisme topologice in (G,+), si a este o congruentd pe

grupoidul (G, +,1,r). Atunci:

1. Daca (G,-) este izotop omogen, atunci exista o multime numarabila de congruente
{Bn:n € N} in grupoidul (G,+), conjugata cu «, astfel incat o € {f, :n € N} si
B =n0{B,:n € N} este o congruenta comund a grupoizilor (G,+) si (G,-).

2. Daca (G, ) este un (n,m) - izotop omogen al grupoidului (G, +), sin,m < 400, atunci
exista o mutime finita de congruente {f; : i < n-m} in grupoidul (G,+), conjugata cu
a, astfel incat 5= NA{B; : 1 < n-m} este o congruenta comunda a grupoizilor (G,+) si

(G’ )

Demonstratie. Fie Z = {0, + 1,42, ...} multimea numerelor intregi. Daca n = 0, atunci

-n

¢©°(z) = = pentru orice x € G. Daci n € Z sin < 0, atunci " = (¢')"". Notdm prin

{hy, : n € Z} multimea tuturor automorfismelor

{Fr o™ o o™ o . ot o™ :n € N}

{kl,ml, ey kmmn < Z}
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Daca 1) = ¥, atunci
{hy:nez}={¢oy™: k,meZ}.

Pentru fiecare n € N definim congruenta f,, (z) = h, (« (z)) pentru orice x € G.

Notam 8 = N{f : k € N}. Atunci ¢ (8 (z)) = ¢ (8 (x)) = f(z) pentru fiecare = € G.
Prin urmare 8 este o congruenta comuna a grupoizilor (G,+) si (G,-). Presupunem ca
automorfismele ¢ and 1) satisfac Definitiei 1.69 si (G, -) este (n, m)-izotop in grupoidul (G, +).

In acest caz avem

Spkl . wa 3 (,OkQ X ng .. Spkn . qu _ <@k1+...+kn) X (qu—...—i—qn)

Astfel
{hx : k€ N} = {gpi%/ﬂ :izl,...,n;jzl,...,m}:{hk:k:gn-m}

si multimea {f3, : n € N} este finita gi contine numai mult de n - m elemente distincte.

Teorema este demonstrata.

Remarca 1.73. Fie a si f douda congruente conjugate in grupoidul topologic G. Atunci:

1. Multimile o (z) sunt Gs-multimi daca si numai daca multimile 5 (z) sunt Gs-multimi
n G.

2. Mulimile o (z) sunt inchise in G daca si numai dacda multimile B (x) sunt inchise in
G.

3. Multimile o () sunt deschise in G daca i numai daca mulfimile B (x) sunt deschise

n G.

Remarca 1.74. Fie {5, :n € N' C N} o familie de congruente in grupoidul topologic G si
B=0{B,:ne€ N} Atunci:

1. Daca multimile B, (x) sunt Gs-mulfimi in G, atunci multimile 5 (x) sunt de asemenea

Gs-multimi in G.

2. Daca multimea N' este finita si mulfimile 5, (x) sunt deschise, atunci mulfimile 3 (x)

sunt de asemenea multimi deschise in G.

Unele proprietati a quasigrupurilor omogene au fost examinate in [55], [126] - [129].
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Proprietati generale a quasigrupurilor topologice mediale

Fie (G,-) quasigrup topologic. In baza Teoremei Toyoda [87] existd pe G, o operatie
binara (+4), doua elemente 0, ¢ € G si doud automorfisme topologice ¢, v : (G, +) — (G, +)
astfel incat (G,+) grup topologic comutativ, 0 este element zero in (G, +) si quasigrupul
(G,-) =g (G,+,¢,1,0,c) este izotop omogen in (G, +). In particular, oy = Y.

In [27], [28] G.B. Belyavskaya a demonstrat o generalizare a Teoremei Toyoda [87].

Teorema 1.75. Fie (G,+) quasigrup topologic, 0 € G,0+ 0 = 0,¢,v% doud automorfisme
in (G,+) 5 (G,") = (G, +,9,v). Atunci:

1. {0} este subquasigrup al quasigrupului (G,+) si (G, ).

2. Daca n < 400, atunci 0 este (n,o0)-unitate in (G,-) dacd i numai daca " (x) = x

pentru orice x € G.

3. Daca m < +oo, atunci 0 este (0o, m)-unitate in (G,-) dacd i numai daca Y™ (x) = x

pentru orice x € G.

4. Daca n,m < 400, atunci 0 este (n, m)-unitate in (G,-) dacd si numai daca ™ () =

= " (x) = x pentru orice x € G.

Demonstratie. Fie n < +oo. Daca ¢"(x) = x pentru fiecare x € G, atunci conform
Teoremei avem ca 0 este (n,+o00)-unitate in (G, -).

Fie 0 este (n,oc0)-unitate in (G, ). Din relatia, ¢ (0) =9 (0) =0si 2 -y = p(x) + ¥ (y).
Atunci (2,0)k = ©¥(z) si (0,2)k = ¢"(x) pentru orice k € N. Deoarece (z,0)n =
obtinem ca ¢"(z) = .

Teorema este demonstrata.

Consideram pe G relatia de echivalentd . Notam prin G/a multimea claselor de
echivalenta o (z) §i 7, : G — G/« este proiectie naturala. Pe G/a consideram topolo-
gia cat. Aplicatia 7, este continua. Daca « este o congruenta in (G,-) (sau in (G,+)),
atunci aplicatia m, este deschisa.

Relatia de echivalenta o din G se numegte compacta daca multimile « (z) sunt compacte.

Teorema 1.76. Fie (G,+) grup topologic comutativ, O element zero in (G,+), c € G, ¢ i
Y doua automorfisme topologice in grupul (G,+) si (G,-) = g (G, +,¢,1,0,¢). Daca spatiul

G contine o submulfime compacta nevida numarabila F, atunci pentru orice submulfime
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deschisa U din G care contine elementul O exista o relatie de echivalenta compacta ay pe G

astfel incat:
1. ay (0) CU.
2. ay este congruenta in (G, -).
3. ay este congruentd in (G,+).
4. Aplicatia 7y = 74, : G = G/ay este o aplicatie deschisa perfecta.
5. Spatiul G /ay este metrizabil.

Demonstratie. Consideram ca 0 € F C U. Fie {U, : n € N} o secventa fixa in submulti-
mea deschisa GG astfel incat pentru orice multime deschisa V' ce contine F' exista n € N astfel
incat F' C U, C V. Consideram ca F' C U, si U,+1 C U, pentru orice n € N.

Atunci exista secventa {V,, : n € N} in multimile deschise din G astfel incat:

Vo1 + Vo1 CV, CU,, cdeVu1 CV, sV, =—V, pentru orice n € N,

- © (Voy1) Up(Vyg1) €V, pentru orice n € N.

Fie H = N{V,,:n € N}. Din relatia data, H este subgrupoid compact si proiectia sa
naturala 7 : G — G/H este deschisa si perfecta. Fie a(x) =  + H pentru orice = € G.

Atunci « este o congruenta in (G, +). Presupunem ca zaz si yav. Atunci

vy = ¢@)+¢ @y +e
20 = ()P +e
p(r)—p(z) € H ¢(y)—¢(v) el
Astfel
(z-y) = (zv) =
=(p(z)+ v (y) = (p(2) + ¢ (v) =
=(p@)—p () + Wy —¢(v)) € H
Prin urmare « este de asemenea o congruenta in (G, -).
Este clar ca spatiul G/H este metrizabil.

Teorema este demonstrata.
Corolarul 1.77. Quasigrupul topologic medial numarabil de speta 1 este metrizabil.

Spatiul X se numeste paracompact p-spatiu daca exista o aplicatie perfecta g : X — Y

pe un spatiu metrizabil Y [107].

34



Corolarul 1.78. Daca quasigrupul topologic medial contine o submultime compacta nevida
numarabila atunci quasigrupul dat este spatiu paracompact p-spatiu st admite un omomorfism

deschis perfect pe quasigrupul medial metrizabil.

Corolarul 1.79. Quasigrupul medial local compact este paracompact si admite un omomor-

fism deschis perfect pe quasigrupul medial local compact metrizabil.

Rezultate interesante, care tin de algebra topologica au fost obtinute de academicianul
M.Cioban si discipolii sai in [130]-[153].

Unele proprietati a quasigrupurilor mediale gi distributive au fost cercetate in [24], [35],
[36], [154]-[160].

In continuare vom examina unele dintre cele mai recente lucriri care se refers la prop-
rietatile grupoizilor topologici cu diviziuni.

Quasigrupul (@, -) se numeste I M-quasigrup daca sunt satisfacute relatiile de idempoten-
ta aa = a si medialitate ab - cd = ac - bd.

In articolul [161] se studiaza quasigrupurile pentagonale, care in principiu sunt M-
quasigrupuri cu o proprietate suplimentara. In acest sens s-a demonstrat ci pentru orice
quasigrup pentagonal (@, -) exista un grup Abelian (@), +) cu automorfismul ¢ astfel incat
o' =303 +4p®* —2p+1=0sia-b=a+ (b — a) pentru orice a,b € Q.

De asemenea a fost demonstrat ca: daca (Q,-) este quasigrup pentagonal i operatia
binara * : @ X Q — @ este definita astfel a xb = b - (ba - a)a, atunci (Q, *) este quasigrup
pentagonal.

In articolul [162] s-a demonstrat ca in I P-bucla topologica local compacta, a carei topo-
logie este indusa de o uniformitate invarianta de stanga, exista cel putin o masura Haar de
stanga. De asemenea s-a aratat existenta unei masuri Haar de dreapta in fiecare I P-bucla
topologica local compacta, a carei topologie este indusa de o uniformitate invarianta de
dreapta, care rezulta din existenta unei masuri Haar de stanga regulare, din considerentele
ca I P-bucla topologica G* este duala pentru GG. Se accentueaza faptul ca masura Haar nu
este unica deoarece pentru orice masura Haar m si orice numar pozitiv ¢ produsul c¢-m este
de asemenea o masura Haar.

In [163] s-a examinat o metods de decompozitie a grupoidului Abel-Grassmann. In
acest context s-a demonstrat ca daca S este un AG*-grupoid atunci S/p este izomorf cu
S/o pentru n,m > 2, unde p,o sunt relatii de congruenta. Mai mult ca atat, S/n este o

semilatice separativa omomorfica imaginii unui AG-grupoid S cu unitate de stanga unde n
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este o relatie de congruenta.

In [164], autorii Hofmann K.H. gi Martin J.R. a fost definit conceptul de bucla topologica
de stanga care este o generalizare a notiunii de bucla topologica.

Bucla topologica de stanga este definita ca o multime X cu operatia multiplicativa
(z,y) — xy si unitate de dreapta e, adica xe = x, pentru orice x € X, astfel Incat pentru
orice a,b € X, ecuatia ax = b are solutie unica pentru .

Aplicand acest concept au fost studiate unele spatii topologice. In particular s-a examinat
corelatia dintre bucla topologica de stanga si H-spatiu. Pentru spatiile compacte s-a aratat
la fel legatura cu structura buclei topologice de stanga.

In lucrarea [165] s-a facut o trecere in revista a teoriei quasigrupurilor distributive. Au
fost examinate rezultate, obtinute de diferiti matematicieni si in diferite perioade de timp,
care se refera la izotopia buclelor, reprezentarea liniara a quasigrupurilor, reprezentarea

omogena a quasigrupurilor.

1.5. Concluzii la Capitolul 1

Cercetarile in domeniul algebrei topologice au fost initiate in a doua jumatate a secolului
XIX-lea. Algebra topologica, ca ramura a matematicii moderne, se afla la frontiera dintre
topologia generala si algebra abstracta. Metodele elaborate si rezultatele obtinute in acest
domeniu de mare interes stiintific sunt cu succes implementate nu numai in matematica
teoretica dar i in matematica aplicata si sisteme informationale.

Dupa cum s-a mentionat problema principala a algebrei topologice consta in studierea
concordantei dintre proprietatile algebrice si topolologice ale E-algebrelor topologice G' din
clasa V(E,i,J). Aceasta problema are un aspect larg si poate fi solutionata efectiv nu-
mai pentru anumite clase de algebre topologice, care se reprezinta prin fixarea operatiilor
algebrice si identitatilor algebrice.

In acest aspect cecetarile fundamentale au fost efectuate pentru grupuri topologice, inele
si module topologice. Dar aceasta problema este insuficient cercetata pentru grupoizi to-
pologici. Clasa de grupoizi topologici contine si clasa de grupuri topologice si clasa de
quasigrupuri topologice.

Un interes stiintific special il reprezinta directiile de cercetare in teoria grupoizilor to-
pologici care este determinata atat de cercetarile structurilor algebrice precum semigrupuri,

monoizi, grupuri §i quasigrupuri cat si de investigatiile si rezultatele in topologia generala.
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Mentionam ca clasa de grupoizi topologici este foarte larga. Prin urmare sunt necesare
anumite restrictii asupra grupoizilor pentru a cerceta concordanta dintre proprietatile al-
gebrice si topologice ale acestora. De exemplu, grupoizi cu unitati multiple, grupoizi cu
diviziuni continui etc.

Astfel, studierea concordantei dintre proprietatile algebrice si topologice ale grupoidului
topologic de un anumit tip este o problema centrala in teoria sistemelor topologo-algerbrice.
Aceste aspecte nu au fost studiate in ultimii ani. Din acest punct de vedere este actuala
urmatoare problema de cercetare.

Problema de cercetare: FElaborarea unor noi metode de cercetare a grupoizilor topolo-
gici cu diviziuni ce vor conduce la determinarea corelafiilor dintre proprietatile algebrice si
topologice ale grupoizilor cu unitati multiple si diviziuni continua.

Pentru a rezolva problema respectiva este necesar efectuarea cercetarilor care tin de:

- elaborarea metodelor de cercetare a conditiilor pentru care omomorfismele continui a
n-grupoizilor topologici cu diviziuni sunt deschise;

- elaborarea metodelor de studiere a proprietatilor algebrice a (n, m)-izotopilor omogeni
ai grupoizilor topologici;

- dezvoltarea metodelor de cercetare a proprietatilor subgrupoidului primitiv cu diviziuni
al grupoidului topologic primitiv cu diviziuni;

- elaborarea metodelor de determinare a conditiilor pentru care o submultime compacta
deschisa dintr-o bucla topologica paramediala de dreapta contine o subbucla compacta des-
chisa paramediala de dreapta;

- elaborarea metodelor de constructie a quasigrupurilor mediale, neasociative si nepara-
mediale;

- elaborarea metodelor de constructie a quasigrupurilor paramediale, neasociative si ne-

mediale.
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2. STUDIUL GRUPOIZILOR TOPOLOGICI CU
DIVIZIUNI SI UNITATI MULTIPLE

In acest capitol s-au studiat grupoizii topologici care au proprietati asemanatoare buclelor
topologice.

Astfel, s-au examinat unele proprietati ale izotopilor (n, m)-omogeni ai grupoizilor topo-
logici mediali. De asemenea s-au cercetat grupoizii topologici primitivi cu diviziuni, relatia
dintre paramedialitate i asociativitate.

In paragraful 2.1 s-a definit notiunea de unitate multipli introdusi in [46]. Acest concept
a facilitat studiul grupoizilor topologici cu (n, m)-unitati. De asemenea au fost descrise un
sir de exemple de grupoizi ce contin (n, m)-unitati.

Modul de constructie a quasigrupurilor mediale, cu (n,m)-unitati, prin utilizarea izoto-
piilor in grupurile topologice a fost redat in paragraful 2.2.

Rezultatele indicate in paragraful 2.3 se refera la rezultatele obtinute de M.Cioban si
L.Chiriac [152] si rezultatele obtinute in lucrarile [46, 55, 166, 167, 168]. Vom demonstra ca,
daca (G, +) este grupoid topologic medial si e este element (k, p)-zero, atunci orice (n,m)-
izotop omogen (G, -) al lui (G, +) este medial, cu (mk, np)-unitatea e in (G, -). Vom prezenta
cateva proprietati interesante a clasei de quasigrupuri (n,m)-omogene.

K.Sigmon, continuind cercetarile Profesorului A.D.Wallace, a aratat ca ori de cate ori un
grupoid topologic medial contine un element idempotent bijectiv, acesta poate fi obtinut din
careva semigrup topologic comutativ [169].

In paragraful 2.4 au fost cercetati grupoizii topologici primitivi cu diviziuni utilizand
urmatoarea Teorema de baza:

Teorema A. Fie (G,+) grupoid topologic, v,v : (G,+) — (G,+) este omeomorfism i
(G,) = g(G,+,9,v). Atunci:

1. (G, 4) =g(G, o7 971

2. (G, ") este grupoid topologic,

3. Daca (G,+) este grupoid reductibil, atunci (G,-) este de asemenea grupoid reductibil;

4. Daca (G,+) este grupoid cu diviziuni, atunci (G,-) este de asemenea grupoid cu
diviziuni;

5. Daca (G, +) este grupoid topologic primitiv cu diviziuni, atunci (G, -) este de asemenea

grupoid topologic primitiv cu diviziuni;
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6. Daca (G,+) este quasigrup topologic, atunci (G,-) este de asemenea quasigrup topo-
logic;

7. Daca n,m,p,k € N si (G, ) este (n,m)-izotop omogen al grupoidului (G,+) si e este
(k,p)-zero in (G,+), atunci e este (mk,np)-unitate in (G, ).

Paragraful 2.5 include studiul (n,m)-izotopilor omogeni in AG-grupoizii topologici cu
unitati multiple si unele proprietati a quasigrupurilor topologice paramediale. Vom demon-
stra ca, daca (G,+) este AG-grupoid topologic si e este (1,p)-zero element, atunci orice
(n, 1)-izotop omogen (G, -) al lui (G, +) este AG-grupoid, cu (1, np)-unitatea e in (G, -).

In paragraful 2.6 se va demonstra ca: daca P este multime compacta deschisa cu unitate
de dreapta a buclei paramediale de dreapta (G, atunci P contine o subbucla paramediala com-
pacta deschisa cu unitate de dreapta (). Acest rezultat a fost obtinut de catre L.S.Pontryagin
pentru grupuri topologice in Teorema 16 din [4] si de catre L.L.Chiriac pentru quasigrupuri
mediale topologice cu unitate de stanga in [170].

Rezultatele din [56, 171] despre conexiunea dintre paramedialitate si asociativitate s-au
descris in paragrraful 2.7.

Unele proprietati ale grupoizilor topologici paramediali, [59, 61|, au fost scoase in evidenta
in paragraful 2.8.

In paragraful 2.9 s-a redat modul de obtinere a celor doua quasigrupuri paramediale,

nemediale si neizomorfe.

2.1. Conceptul de unitate multipla. Exemple

Definitia 2.1. Elementul e se numeste idempotent daca ee = e. Daca aplicatiile x — xe i

x — ex sunt omeomorfisme atunci e mai este numit bijectiv.
Consideram grupoidul (G, +). Pentru fiecare doua elemente a,b € (G, +) avem:

1(a,b,+) = (a,b,+)1 = a -+,
n(a,b,+) =a+ (n —1)(a,b,+),
(a,b,4)n = (a,b,+)(n —1)+b

pentru orice n > 2.
Daca operatia binara (4) este fixatd pe multimea G, atunci vom folosi notatiile n(a, b)

gi (a,b)n in loc de n(a,b,+) si (a,b, +)n.
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Definitia 2.2. Fie (G,+) grupoid, n > 1 gi m > 1. Elementul e al grupoidului (G,+) se
numeste (n, m)-zero in G, daca:

1. e+e=e;

2. n(e,x) =z, pentru orice x € G;

3. (x,e)m = x, pentru orice x € G.

Daca in definitia 2.2 au loc conditiile 1 gi 2, vom spune ca e se numeste (n,00)-zero,
daca se indeplinesc conditiile 1 si 3, vom spune ca e se numeste (0o, m)-zero. Clar ca e este
(n,m)-zero, daca e este In acelagi timp (n, 00) §i (oo, m)-zero, pentru orice = € G.

Fie (G, ) grupoid multiplicativ. Atunci elementul e se numeste (n, m)-unitate. Notiunea

de (n, m)-unitate a fost introdusa de catre M. Cioban si L. Chiriac in [46].

Exemplul 2.3. Fie G = {1,2,3,4,5,6,7,8,9} grupoid. Definim operalia binard in felul

urmator {-}.

Tabelul 2.1. Exemplu de quasigrup hexagonal necomutativ

(Ol z1]28|4]5|6|7]8]9
1186|2943 7]5
21412953 7/6|1]8
31705886119 4]2
J 16118 4]29|5]3]7
519141207 5|3]8|6]1
63| 7| 5/1|8]6|2]|9]y
7861942753
gl2lols|s|7|5|1]8]6
9158706118 4]2]9

Atunci (G, -) este quasigrup hexagonal necomutativ gi fiecare element din (G, -) este (6,6)-

unitate.
Quasigrupurile haxagonale au fost studiate in [172].

Exemplul 2.4. Fie (G,-) grupoid paramedial, e € G gi ex = x pentru orice x € G. Atunci
(G, ) este grupoid paramedial si e este (1,2)-unitate in G. fntr—adevdr, daca x € G, atunci

Tre-€e=%Tre-exr =ece-er —=e-er—=€e-r—=2a.
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Exemplul 2.5. Fie (G,-) grupoid paramedial, e € G $i xe = x pentru orice x € G. Atunci
(G,-) este grupoid paramedial cu (2,1)-unitate e in G. Intr-adevdr, dacd © € G, atunci

€E-Er =ee-er =re-ee =rxre-e =T =2xT.

2.2. Izotopi omogeni

Definitia 2.6. Fie (G,+) grupoid topologic. Grupoidul (G,-) se numeste izotop omogen al
grupoidului topologic (G,+) daca exista doud automorfisme topologice p, ¢ : (G, +) — (G, +)
astfel incit: x -y = o(z) + Y (y) pentru orice z,y € G.

Pentru orice aplicatie f : X — X vom nota f!(z) = f(x) si f"*(z) = f(f"(z)) pentru

orice n > 1.

Definitia 2.7. Fie n,m < oo. Grupoidul (G,-) se numeste (n,m)-izotop omogen al gru-
poidului topologic (G, +) daca exista douda automorfisme topologice v, : (G,+) — (G,+)
astfel incit:

1. -y =p(x) +¥(y) pentru orice r,y € G;

2. 0P = thyp;

3. Daca n < oo, atunci " (x) = x pentru orice x € G;

4. Daca m < oo, atunci ™ (x) = x pentru orice x € G.

Definitia 2.8. Fie (G,+) grupoid topologic. Grupoidul (G,-) se numeste izotop al grupoi-
dului (G,+), daca exista doua omeomorfisme topologice @, : (G,+) — (G,+) astfel incdt
-y =@(x)+1Y(y), pentru orice x,y € G.

Conform conditiilor din Definitia 2.8 putem spune ca izotopul (G,-) este generat de

omeomorfismele ¢, 1 ale grupoidului topologic (G, +). Vom nota izotopul dat prin (G,-) =
= g<G7 +7 (p7 ,l/})'

Exemplul 2.9. Fie (G,+) grup topologic aditiv, comutativ cu elementul zero.

1. Consideram relatiile (x) = x, ¥(z) = —x gi legea x -y = x —y. Atunci (G,-) =
= g(G,+, p, ) este quasigrup topologic medial cu (2,1)-unitate in (G,-), care coincide cu
elementul zero din (G,+).

2. Consideram relatiile p(z) = —x, Y(x) = z gi legea v -y = y — x. Atunci (G,-) =
= g(G,+, p, ) este quasigrup topologic medial cu (1,2)-unitate in (G,-), care coincide cu

elementul zero din (G,+).
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Exemplul 2.10. Notam cu Z, = Z/pZ = {0,1,...,p — 1} grupul ciclic Abelian de ordinul
p. Fie grupul comutativ (G,+) = (Z7,+), egalitatile p(x) = 3x, ¥(x) = 4z i legea © -y =
=3z +4y. Atunci (G,-) = = g(G,+, ¢, V) este quasigrup medial cu (3,6)-unitate in (G, ),

care coincide cu elementul zero din (G,+).

Exemplul 2.11. Fie grupul comutativ (G,+) = (Zs,+), p(x) = 2z,¢(x) = 3z i legea
-y =2x+3y. Atunci (G,-) = g(G,+, ¢, 1) este quasigrup medial i elementul 0 din (G,+)
este (4,4)-unitate in (G, -).

Exemplul 2.12. Fie grupul Abelian (G,+) = (Zs,+), p(z) = 4z, ¥(x) = 2z si legea
x-y =4dx + 2y. Atunci (G,-) = g(G,+, ¢, V) este quasigrup medial $i fiecare element din
(G,-) este (4,2)-unitate in (G, -).

Exemplul 2.13. Consideram grupul comutativ (G, +) = (Z3,+), ¢(x) = —z, Y(x) = x gi
r-y=y—x. Atunci (G, ) = g(G,+,p,¢) este quasigrup medial cu (1,2)-unitate in (G, ).

2.3. Unele proprietati ale (n, m)-izotopilor omogeni

In acest paragraf vom solutiona Problema 2 in cazul grupoizilor topologici mediali cu

unitati multiple.

Teorema 2.14. [59] Daca (G, +) este grupoid topologic medial, gi e este (k,p)-zero element,
atunci fiecare (n,m)-izotop omogen (G,-) al grupoidului topologic (G,+), este medial, cu
(mk,np)-unitate e in (G,-) si are loc relatia (z-y) + (u-v) = (x +u) - (y + v) pentru orice
x,y,u,v € G sin,m,p,k € N.

Demonstratie. Faptul ca fiecare grupoid topologic (G,-) este (n,m)-izotop omogen al
grupoidului topologic (G, +), cu e, (nk, mp)-unitate se demonstreaza pe baza algoritmului
din [152]. Fie (G, -) (n, m)-izotop omogen al grupoidului (G, +) si e este (k, p)-zero in (G, +).
Mentionam ca ¢"(e) = 1"(e) = e pentru orice r € N. Daca k < +o0, atunci in (G, +) are
loc rk(e,z,+) = x pentru orice x € G §i pentru orice r € N. Fie m < 400 si v™(z) = x
pentru orice € G. In acest caz 1(e, z,-) = 1(e,9(z), +) si r(e, z,-) = r(e, ¥ (z),+) pentru

orice r > 1. Mai mult ca atat,
mk(e,x,-) = mk(e, ™ (x), +) = mk(e,z,+) = z.

Analog obtinem ca
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(e,z, )np = (e, " (x),+)np = (e, x,+)np = =.

In asa mod am aritat ci e este (mk, np)-unitate in (G, -).

Vom demonstra ca (n, m)-izotopul omogen (G, -) al grupoidului topologic medial (G, +)

este grupoid topologic medial, adica are loc legea zy - 2t = xz - yt. Intr-adevir

zy - 2t = p(ay) + ¢ (2t) = () + ¥(y)) + P(p(2) + ¥(t) =
= lp(p() + o )] + [ (e (2) + V(¢ (#)] =
= [p(p(@)) + ()] + [p(¥(y)) + (¥ ()] =
= lp(p()) + (¥ (2)] + [(e(y)) + (¥ ()] =
= @(p(x) +9(2)) + ¥(e(y) + ¢ (1) = p(zz) + P(yt) = 22 -yt

Utilizind [169] vom demonstra ca (z-y)+ (u-v) = (z+u)-(y+v). Fiex-y = ¢o(z)+1(y)
siu-v=p(u)+1P(v). Atunci

(@ -y) + (u-v) = [p(x) + P (y)] + [p(u) + P (v)] =
= lp(x) + ()] + [P(y) + )] = p(@ +u) + ¥y +v) = (z +u) - (y +v).

In acest caz obtinem (x-y)+ (u-v)=(z+u) (y+v).

Teorema este demonstrata.

Corolarul 2.15. [59] Daca (G, +) este grupoid topologic medial, atunci fiecare izotop omogen
(G, ) al grupoidul topologic (G, +), unde g = Yy este medial i are loc relatia (z-y)+(u-v) =
= (@ +u)-(y+v).

Definitia 2.16. Quasigrupul topologic (G,-) se numeste:
- omogen, daca (G,-) este izotop omogen al grupului topologic (G, +).

- (n,m)-omogen, daca (G,-) este (n,m)-izotop omogen al grupului topologic (G,+).

Vom nota prin:

- T clasa quasigrupurilor mediale.

- () clasa quasigrupurilor omogene.

- Q(n,m) clasa quasigrupurilor (n,m)-omogene.
Consideram: Clasa M(n,m) =T NQ(n,m).

Clasa M(1,1) coincide cu clasa grupurilor topologice abeliene.
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Exemplul 2.17. Fie (G,-) quasigrup medial, e € G si ex = x gi xx = e pentru orice x € G.
Atunci (G,-) € M(1,2) si (G,-) este quasigrup topologic medial si e este (1,2)-unitate in
(G,).

Exemplul 2.18. Fie (G,-) quasigrup medial, e € G gi xe = x i xx = e pentru fiecare x € G.
Atunci (G,-) € M(2,1) si (G,-) este quasigrup topologic medial si e este (2,1)-unitate in
(G7 )

Teorema 2.19. [59] Fie Q(n,m) clasa quasigrupurilor (n,m)-omogene. Atunci:
1. Pentru fiecare G € Q(n,m) exista (n, m)-unitate e € G cu proprietatile:
l.le-e=e;

1.2n(e,x) = z;

1.3 (z,e)m = x;

1.4ex-e=c¢e-xe.

2. Dacd ¢(z) = ex si p"(x) =n(e,x) =z, atunci ¢ () = (n — 1)(e, z);

3. Dacd o= (z) = (n —1)(e,x) si o"(x) = nle,x) = x, atunci (n — 1)(e,ex) = x;
4. Dacd ¢(x) = xe si Y™ (x) = (z,e)m = z, atunci v~ (z) = (x,e)(m — 1);
5. Daca v~ (z) = (z,e)(m — 1) si v"™(z) = (z,e)m = z, atunci (ve,e)(m —1) =

= X.

Demonstratie. 1. Fie (G, +) grup topologic si ¢, 9 : G — G sunt automorfisme topologice
ale acestui grup, astfel incat ¢"(x) = ™ (x) = x, ¢ - = - p, pentru fiecare x € G si
(G,) = = g(G,+,p,v). Fie e - element (n,m)-zero in (G,+). Conform Teoremei 3 din
[152], e este (n,m)-unitate in (G,-). De unde, e-e = e, n(e,z) = x si (x,e)m = x. Astfel
afirmatiile 1.1, 1.2 si 1.3 sunt demonstrate. Usor observam ca ¢(x) = ex si ¢(z) = ze. Din
egalitatea i) = 1 avem i = p(xe) = e - ze si P = Y(ex) = ex - e. Mai mult ca atat
e-xe = exr - e. Afirmatia 1 este demonstrata.

2. Vom arati cd: daca ¢(x) = ex si p"(z) = n(e,z) = x, atunci o' (z) = (n — 1)(e, z).
Avem p(x) = ex. De aici (¢~ (z)) = e- ¢ ' (z). Dar p(p~!(x)) = z. Mai mult ca atat

e 1(x) = 2. Deoarece n(e,x) = z. Atunci
e (¢~ () = nle, ). (2.1)
Din definitia unitatii multiple avem
e-(n—1)(e,z) =n(e,x). (2.2)
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Din (2.1) si (2.2) obtinem p~!(z) = (n — 1)(e, z). Afirmatia 2 este demonstrata.
3. Vom demonstra ca: dacd ¢~ '(z) = (n — 1)(e,z) si p"(z) = n(e,r) = z atunci

(n—1)(e,ex) = x. Fie (n — 1)(e,ex) = t. Atunci
e-(n—1)(e ex) =et. (2.3)
Din definitia unitatii multiple avem
e-(n—1)- (e ex) =n(e ex) = ex. (2.4)

Din (2.3) si (2.4) rezulta ex = et si t = x. De aici (n — 1)(e,ex) = z. Afirmatia 3 este
demonstrata.

4. Analog proprietatii 2 vom demonstra ca: daca ¥(z) = ze si v (z) = (z,e)m,
atunci ¥ (z) = (z,e)(m — 1). Avem ¢ (z) = xe. De aici " '(¢(x)) = v !(z) - e. Dar
Y~ ((x)) = x. Atunci ¢p~1(x) - e = x. Deoarece (x,e)m = x obtinem

V() e = (z,e)m. (2.5)
Din definitia unitatii multiple obtinem

(x,e)(m —1) = (x,e)m. (2.6)

Din (2.5) si (2.6) obtinem ¥ ~!(z) = (x,e)(m — 1). Afirmatia 4 este demonstrata.
5. Similar proprietatii 3 vom demonstra ca: daca ¢¥~!(z) = (z,e)(m — 1) gi ¥™(x) =
= (z,e)m = z, atunci (ze,e)(m — 1) = z.

Fie (ze,e)(m — 1) = t. Atunci
(ze,e)(m — 1)e = te. (2.7)
Din definitia unitatii multiple avem
(xe,e)(m — 1)e = (xe,e)m = xe. (2.8)

Din (2.7) si (2.8) avem te = ze de unde t = x. De aici (ze,e)(m — 1) = x.
Afirmatia 5 este demonstrata.

Teorema este demonstrata.
Corolarul 2.20. [59] Clasa Q(n,m) de (n,m)-quasigrupuri omogene formeazd o varietate.
Corolarul 2.21. [59] Clasa M (n,m) de quasigrupi mediale topologice cu (n, m)-unitati for-

meaza o varietate.
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2.4. Grupoizi topologici primitivi cu diviziuni

In acest paragraf vom utiliza urmitoarea Teoremi de bazi din [152].

Teorema A. Fie (G,+) grupoid topologic, v,v : (G,+) — (G,4+) este omeomorfism i
(G,) = g(G,+,9,v). Atunci:

1 (G +) = g(G, - 97t o),

2. (G, ") este grupoid topologic,

3. Daca (G,+) este grupoid reductibil, atunci (G,-) este de asemenea grupoid reductibil;

4. Daca (G,+) este grupoid cu diviziuni, atunci (G,-) este de asemenea grupoid cu
diviziunai;

5. Daca (G, +) este grupoid topologic primitiv cu diviziuni, atunci (G, -) este de asemenea
grupoid topologic primitiv cu diviziuni;

6. Daca (G,+) este quasigrup topologic, atunci (G,-) este de asemenea quasigrup topo-
logic;

7. Dacan,m,p,k € N gi (G,-) este (n,m)-izotop omogen al grupoidului (G,+) si e este
(k,p)-zero in (G,+), atunci e este (mk,np)-unitate in (G, ).

Consideram grupoidul topologic (G,+). Daca « este o operatie binara in G, atunci
a(z) = {y € G : zay} pentru fiecare x € G.
Relatia de echivalenta a din G se numesgte relatie de congruenta in (G, +) daca din (zay) si

(uaw) are loc:
x + y)a (u+ v) pentru orice x,y,u,v € G.

Daca (G, +) este grupoid primitiv cu diviziunile [ si 7, atunci putem considera ca relatiile
(I(z,y)a(l(u,v)) si (r(z,y))a(r(u,v)) demonstreaza zou si you.

Fie grupoidul topologic primitiv (G,4+,r,1) cu diviziunile r,l si (k,p)-zero, grupoidul
(G,:) = g(G,+,p,v) este (n,m)-izotop omogen. Atunci, in baza Teoremei A, e este
(mk, np)-unitate in grupoidul topologic primitiv (G, ).

Definitia 2.22. Subgrupoidul primitiv cu diviziuni H a grupoidului primitiv cu diviziuni
(G, +,1,1) se numeste subgrupoid normal primitiv cu diwviziuni, daca e € H si H = G(«a)

pentru careva congruentd .
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Lema 2.23. [59] Fie « este o relatie de congruentd in grupoidul topologic primitiv cu divi-
ziunt (G, +,1,1). Atunci exista un subgrupoid unic normal primitiv cu diviziunea G(ar), care

se numeste subgrupoid primitiv cu diviziuni definit de congruenta o astfel incat e € G.

Multimea G(«) = a(e) = {y € G : eay} este subgrupoid primitiv cu diviziuni.

Lema este demonstrata.

Definitia 2.24. Subgrupoizii primitivi cu diviziuni (Hy,+,7,1) si (Ha, +,7,1) ai grupoidului
topologic primitiv cu diwviziuni (G,4+,r,1) se numesc conjugati, daca Hy = h(Hy) pentru

careva automorfism topologic h : G — G.

Multimea G este o submultime a spatiului topologic care este intersectia unui numar

numarabil de multimi deschise.

Teorema 2.25. [59] Fie H subgrupoid primitiv cu diviziuni al grupoidului topologic cu di-
viziuni (G,4+,r,1) si e € H. Atunci exista astfel de subgrupoid primitiv cu diviziuni Q a
grupoizilor topologici primitivi cu diviziuni (G,+,r,1) si (G,-,r1,l1) pentru care:

l.eec@QCH.

2. @ este intersectie a unui numar finit de subgrupoizi primitivi cu diviziuni conjugati
cu H din (G,+,1,1).

3. Daca H este multime inchisa, atunci () este de asemenea inchisa.

4. Daca H este Gs multime, atunci Q) este de asemenea G5 multime.

5. Daca H este multime deschisa, atunci () este de asemenea deschisa.

6. Daca H este subgrupoid primitiv normal cu diviziuni, atunci Q) este subgrupoid normal

primitiv cu diviziuni o lui (G, +,r,1) si (G,-,r1,0).
Demonstratie. Notam
{hp:p<n-m}={p oy i<n,j<m} H,=h,(H)

siQ=n{H,:p<n-m}.

Consideram ca hy(z) = z pentru fiecare r € H. Fixam i < n si j < n. Fie h, = ¢' o .
Este clar ca h, este automorfism in (G, +,1, 7). Astfel H, = h,(H) este subgrupoid primitiv
cu diviziuni a lui (G, 4, 7, 1) conjugat cu H in (G, +,r,1). Mai mult ca atat () este subgrupoid
primitiv cu diviziuni in (G, +,r,[). Afirmatiile 1-5 sunt demonstrate.

In prima parte am demonstrat ca @) este subgrupoid primitiv cu diviziuni in (G, -, r1, ;).

Fie z,y,b € Q. Atunci zy = ¢(x) + 1¥(y) si ¢(x),¥(x) € H; pentru orice i. Astfel xy € Q.
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Daca ax = b, atunci a = l;(x,b) € H; pentru fiecare i gi a € (). Similar, daca za = b, atunci
a =ri(x,b) € H; pentru orice i gi a € (). De aici @) este subgrupoid primitiv cu diviziuni in
(G, 11, 11).

Fie a congruenta in (G, +,r,l). Atunci, in baza Lemei 2.23, exista un unic subgrupoid
normal primitiv cu diviziuni H = G(«) si e € H. Deoarece h, este automorfism topologic
in (G, +r,1), atunci H, = h,(H) este subgrupoid normal primitiv cu diviziuni in (G, +,7,1()
conjugat cu subgrupoidul normal primitiv cu diviziuni H. Mai mult ca atat @ este sub-
grupoid normal primitiv cu diviziuni in (G, +,7,1) si @ este subgrupoid normal primitiv cu
diviziuni in (G, -, 71,0;). Afirmatia 6 este demonstrata.

Teorema este demonstrata.

2.5. AG-grupoizi topologici si quasigrupuri paramediale cu unitati
multiple

In acest paragraf vom studia unele proprietati ale (n,m)-izotopilor omogeni ai AG-
grupoizilor topologici si quasigrupurilor paramediale topologice cu (n,m)-unitati. De ase-
menea vom cerceta unele proprietati ale grupoizilor paramediali cu unitati multiple. Vom
exinde afirmatiile cunoscute despre teoria grupurilor topologice, asupra clasei de quasigrupuri
topologice (n, m)-omogene.

In paragraful respectiv vom solutiona Problema 2 pentru cazul AG-grupoizilor topologici.
La fel se vor stabili conditiile in care grupoidul multiplicativ (G, -) este quasigrup paramedial

cu (2, 1)-unitate, (Problema 4).
Exemplul 2.26. Fie G = {1,2,3,4,5}. Definim operalia binard {-} in felul urmdator.

Tabelul 2.2. Exemplu de AG-quasigrup necommutativ, hexagonal, medial

11128415
111]514]3)2
2132|154
3154|321
Jl2l1]5]4]3
51418215

Atunci (G, ) este AG-quasigrup necommutativ, hexagonal, medial si fiecare element din

(G, ) este (2,4)-unitate in G.
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Exemplul 2.27. Fie (R,+) grup topologic Abelian a numerelor reale.

1. Daca o(x) = bz, ¥(z) = x si v -y = dbr +y, atunci (R,-) = g(R,+,p,1) este
quasigrup medial si local compact. In baza Teoremei 7 din [152], pe (R,-) exista masurd
Haar invarianta la stanga.

2. Daca ¢(x) = bz, Y(z) = Te si v -y = dbx + Ty, atunci (R,-) = g(R,+,p, ) este
quasigrup medial si local compact. In baza Teoremei 7 din [152] pe (R,-) nu existd nici o

masura Haar invarianta la stanga sau la dreapta.

Exemplul 2.28. Notam prin Z, = Z/pZ = {0,1, ...,p—1} grupul ciclic Abelian de ordinul p.
Consideram grupul comutativ (G, +) = = (Z7,+), p(z) = 3z, Y(x) =4x si x -y = 3z + 4y.
Atunci (G,-) = g(G,+,p,¥) este quasigrup medial, paramedial si bicomutativ cu (3,6)-

unitate in (G, -), care coincide cu elementul zero in (G,+).

Exemplul 2.29. Consideram grupul comutativ (G,+) = (Zs,+), ¢(x) = 3x,¥(x) = 2x §i
-y = 3x+2y. Atunci (G,-) = g(G, +, ¢, ) este quasigrup medial, paramedial si bicomutativ
si elementul zero din (G, +) este (4,4)-unitate in (G, -).

Exemplul 2.30. Consideram grupul comutativ (G,+) = (Z7,+), ¢(x) = 2x, (x) = bz §i
-y = 2x+5y. Atunci (G,-) = g(G, +, ¢, ) este quasigrup medial, paramedial i bicomutativ
si elementul zero din (G,+) este (6,3)-unitate in (G, -).

Exemplul 2.31. Consideram grupul comutativ (G,+) = (Z7,+), ¢(z) = 3z, ¥(x) = bz si
x-y =3z +by. Atunci (G,-) = g(G,+,p, ) este quasigrup medial §i hexagonal i fiecare
element din (G,-) este (6,6)-unitate.

Teorema 2.32. [53] Daca (G,+) este AG-grupoid si e € G este (1,p)-zero, atunci fiecare
(n, 1)-izotop omogen (G, -) al grupoidului topologic (G, +) este AG-grupoid cu (1,np)-unitate
ein (G,-) sia+bc=>b-(a+c), pentru orice a,b,c € G gin,p € N.

Demonstratie. Vom demonstra ca e este (1,np)-unitate in (G, ) dupa metoda descrisa
in [152]. Fie (G,-) (n,1)-izotop omogen al grupoidului (G,+) si e este (1, p)-zero element
in (G,4). Vom mentiona ca ¢%(e) = ¥?(e) = e pentru orice ¢ € N. Atunci in (G, +) are
loc egalitatea ¢ - 1(e, z,+) = x pentru fiecare © € G si pentru orice ¢ € N. Deoarece pentru

(n, m)-izotopul omogen (G, -) avem m = 1, vom obtine ¢)(xz) = x pentru orice x € G. Atunci

1(e,x, ) = 1(e,¢(x), +)
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Q(ev Z, ) = Q(ev Q/ﬂ(x)v +)

pentru fiecare ¢ > 1. Mai mult ca atat

Analog obtinem ca
(e,z, )np = (e, " (x),+)np = (e, x, +)np = x.

Deci, e este (1,np)-unitate in (G, -). Medialitatea in AG-grupoidul topologic (G, +) rezulta
din [46]. Intr-adevar,

(z+y)++t)=(z+t)+y)+tz=((y+t)+2)+z=(x+2)+ (y+1)

Deoarece e este (1, p)-zero in (G, +), prin urmare e este element zero de stanga si e +x = x

pentru orice © € (G,+). In acest caz pentru fiecare AG-grupoid (G, +) cu (1, p)-zero avem
r+(z+t)=(e+a)+(z+t)=(e+2)+(x+1t) =2+ (x+1).

Vom demonstra ca (n, 1)-izotopul omogen (G, -) al grupoidului topologic (G,+) este AG-
grupoid si x - (2t) = z - (zt). Deoarece (G, -) este (n, 1)-izotop omogen al grupoidului (G, +),

atunci ¢ (x) = x. Deci,

x-zt = @(x) +(2t) =
= @(@) + 2t = () + (p(2) + ¥(t) = p(2) + (p(r) + (1) =
=p(z) +at = p(z) + P(at) = 2z - at.

Mai mult ca atat in grupoidul (G,-) are loc egalitatea x - 2t = z - xt. Vom arata ca

a+be="b-(a+c). Intr-adevir,

a+be= (ea) + (bc) = (p(e) +(a)) + ((b) +1(c)) =
= (p(e) + (b)) + (¥(a) +¥(c)) = ple +b) +(a+c) =
=) +v(a+c)=b-(a+c).

Teorema este demonstrata.

Astfel, Teorema 2.32 solutioneaza Problema 2 pentru cazul AG-grupoizilor topologici.
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Corolarul 2.33. /53] Daca (G, +) este AG-grupoid si e este element zero de stanga, atunci
orice (1,1)-izotop omogen (G,-) a grupoidului topologic (G,+) este AG-grupoid cu unitate

de stanga e in (G,-) si are loc egalitatea a +bc =b - (a + ¢), pentru orice a,b,c € G.
Unele proprietati ale quasigrupurilor paramediale

Teorema 2.34. [53] Daca (G,-) este grupoid multiplicativ, e € G si au loc urmdatoarele
conditii:

1. xe = x pentru orice v € G;

2. 22 =x-x = e pentru orice x € G;

3. xy-z=uxz-y pentru orice x,y,z € G;

4. pentru orice a,b € G exista un punct unic y € G astfel incat ya = b, atunci e este

(2, 1)-unitate in G.

Demonstratie. Fie z € G. Alegem y € G astfel incat y - ex = z. Din conditia 2 a
Teoremei date avem ca:
(y-ex) - z=x-x=e. (2.9)
Din conditia 3 a Teoremei
(y-ex) -z =yz-er. (2.10)
Astfel, din (2.9) si (2.10) vom obtine
yx - ex = e. (2.11)
Este clar ca
exr - exr = e. (2.12)
Luand in consideratie relatiile (2.11) si (2.12) rezulta
YT - ex = ex - er.

Deci, yr = ex i y = e. Mai mul ca atat y - (e-z) = e- (ex) = x si e este (2, 1)-unitate in G.

Teorema este demonstrata.

Teorema 2.35. [53] Daca (G,-) grupoid multiplicativ, e € G §i au loc urmatoarele conditii:
1. xe = x pentru orice v € G;

2. 2% =z -1 = e pentru orice v € G;

3. x-zt=t-zx pentru orice x,t,z € G;

4. pentru orice a,b € G exista un punct unic y € G astfel incat ya = b, atunci e este

(2,1)-unitate in G.
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Demonstratie. Fie v € G. Alegem y € G astfel incat y - ex = z. Din conditia 2 a
Teoremei date avem ca:

r-(y-exr)=z-z=ec (2.13)

Din conditia 3 a Teoremei obtinem
x-(y-ex)=ex-yr. (2.14)
Astfel, din (2.13) si (2.14) vom obtine
er - yxr = e. (2.15)

Este clar ca

er - ex = e. (2.16)

Luand in consideratie relatiile (2.15) si (2.16) rezulta
exr - yxr = ex - ex.

De unde yz = ex gi y = e. Mai mul ca atat e(ex) =y - (e-x) = x si e este (2, 1)-unitate in
(G7 )

Teorema este demonstrata.

Remarca 2.36. Demonstratiile Teoremelor 2.34 si 2.35 se bazeaza pe o metoda generala.
Profesorul 1. Burdujan a observat o cale mai usoara pentru demonstratia Teoremei 2.35 st

anume e - ex = x - ee = xe = x, de unde avem ca e este (2,1)-unitate in (G, -).

Teorema 2.37. [53] Daca (G,-) este grupoid multiplicativ, e € G si au loc urmatoarele
conditii:

1. xe = x pentru fiecare x € G;

2. x> = x - x = e pentru fiecare v € G

3. xy - uv = vy - ux pentru orice r,y,u,v € G;

4. dacd xa = ya atunci x =y, pentru orice x,y,a € G atunci (G, -) este quasigrup paramedial

si e este (2,1)-unitate.
Demonstratie. Daca x € GG, atunci

e-er=ee-exr =Te-ee =Te-€ =0T € =1. (2.17)
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Astfel e este (2, 1)-unitate. Consideram ecuatia za = b. Atunci

ra-e=b-e
za - ee = be
ea - ex = be

(ea - ex) - be = be - be

Astfel (ea - ex) - (be) = e. Conform conditiei (3) din Teorema curenta avem
(e-ex)-(b-ea)=ce. (2.18)
Luand in consideratie relatia (2.17) e - ex = z, identitatea (2.18) o scriem in felul urmator
x-(b-ea)=ce. (2.19)
Conform conditiei (2) din Teorema curenta avem
(b-ea)-(b-ea)=e. (2.20)
Din (2.19) si (2.20) avem x = b - ea. Deoarece xa = b, putem verifica ca
(b-ea)-a=(b-ea)-(ae) = (e-ea)-(ab) =a-ab=ae-ab=be-aa = be-e=0b.

Astfel, elementul x = b - ea este unica solutie a ecuatiei xa = b.

Acum consideram ecuatia ay = b. In acest caz
e-b=e-ay=-ece-ay=vye-ae=1y-a.
Astfel ya = eb i conform solutiei ecuatiei za = b
y=ceb-ea=ab-ee=ab-e=ab.

Deci, y = ab este solutie unica pentru ecuatia ay = b.

Teorema este demonstrata.

Remarca 2.38. Mentionam faptul ca afirmatiile 2.31 —2.37 care se refera la obiectele algeb-

rice examinate sunt juste pentru orice topologie.

Corolarul 2.39. /53] Daca (G,-) este quasigrup paramedial cu e (2,1)-unitate, atunci

solutiile ecuatitlor xa = b si ay = b sunt respectiv x = b-ea $1y = ab pentru orice a,b € G.
Mentionam faptul ca Teoremele 2.34, 2.35 si 2.37 solutioneaza Problema 4.
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2.6. Unele proprietati topologice ale buclei topologice paramedi-

ale de dreapta

In acest paragraf se vor stabili conditiile in care o submultime compacta deschisa contine
o subbucla compacta deschisa paramediala de dreapta, (Problema 5).

In continuare vom examina urmatoarea lema:

Lema 2.40. /53] Fie P submultime a buclei topologice paramediale de dreapta (G,-) sie € P.
Daca P, = PN eP, atunci:

1. eP, = Py;

2. Daca P deschisa, atunct Py este de asemenea deschisa,

3. Daca P este inchisa, atunci Py este de asemenea inchisa,

4. Daca P este compacta, atunci Py este de asemenea compactda.

Demonstratie. Aplicatia f: G — G, unde f(x) = ex, este omeomorfism si P, = P NeP.
Din aceste considerente afirmatiile 2, 3 si 4 sunt adevarate. Pentru fiecare + € G avem
e-ex = x. Mai mult ca atat eP, = ePN(e-eP) = ePNP = P;. Acest fapt se poate demonstra
utilizand paramedialitatea eP; = ePN(e-eP) = ePN(ee-eP) = ePN(Pe-ee) = ePN(Pe) =
=ePNP=P.

Lema este demonstrata.

Propozitia 2.41. [53] Fie (G,-) bucla paramediald de dreapta. Atunci functia f : G — G,

unde f(x) = ex, este aplicatie involutivd, adicd f = f~'.

Demonstratie. Este cunoscut ca f este o aplicatie reciproc biunivoca. Solutia ecuatiei

ay = b este y = ab. Prin urmare a - ab = b pentru fiecare y € G. In particular e - ex = z si

f(f(z)) = z. Deci, f = f.
Propozitia este demonstrata.

Urmeaza demonstratia rezultatului principal:

Teorema 2.42. [53] Fie (G, ) bucld topologicd paramediald de dreapta cu unitatea x* = e.
Daca P este submultime compacta deschisa astfel incat e € P, atunci P contine o subbucla

compactd deschisa paramediala de dreapta (Q,-) in (G, ).
Demonstratie. In baza Lemei 2.40 considersm cd eP = P. Notdm

Q={¢geG:qPUPqC P}.
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Vom demonstra ca @) este subbucla paramediala compacta deschisa de dreapta. In conti-
nuare vom arata ca ) este multime deschisa. Fie ¢ € ), un punct fixat gi = un punct arbitrar
din P. Deoarece xq € P si P este multime deschisa, atunci exista astfel de vecinatati U, > x
si Vi, 2 q, astfel incat U,V, C P. In acest caz avem P = Uf; U,,. Deoarece multimea
P este compacta putem extrage un numar finit de submultimi U,,, U,,, ..., U,, astfel incat
P=U", U, Notam V =, V,,. Atunci PV C P. Considerdm gz € P. In mod analog
demonstram ca exista asa vecinatate W 3 ¢ astfel incat WP C P. Notam VW = U. In
acest caz UP C P si PU C P. Prin urmare pentru orice multime deschisa U 3 ¢ avem ca
U C Q. Rezulta ca multimea @) este deschisa.

In continuare vom arita ci multimea () este si inchisa. Fie ca p ¢ Q. Atunci pentru
careva element g € P vom avea ca pg ¢ P ori gp ¢ P. Fie pg ¢ P. Atunci exista aga multime
deschisa U astfel incat p € U i Ug C G\ P. In consecintd U N Q = ) si ¢ nu este punct de
limita a multimii (). Rezulta ca multimea @) este inchisa.

Vom arata ca Q C P. Fie ¢ € G. Atunci g € ¢P N Pq. Deoarece ¢P U Pq C P, atunci
rezultd ¢ ¢ € P. In aga mod () C P. Conform conditiei Teoremei e PUPe = PUP = P C P.
Astfel am aratat ca e € Q.

In continuare vom demonstra ci @ este bucla paramediala de dreapta. Fixam a,b € Q.
Atunci

P-ab=Pe-ab=be-aP=b-aP=b-PCP

ab-P=ab-eP=Pb-eca=P-eca=Pe-ea=ae-eP=a-PCP.

Prin urmare a,b € @ si @ este subgrupoid in GG. Daca a,b € () atunci pentru ecuatia xa = b
avem solutia z = b - (ea) € Q. Intr-adevir, deoarece e,a € Q avem ea € Q §i b-ea € Q.
Pentru ecuatia ay = b avem solutia y = ab care apartine de asemenea multimii (@, -). Deci,
(@, -) este subbucla paramediala de dreapta in (G").

Teorema este demonstrata.

Teorema 2.43. [55] Fie (G,-) quasigrup topologic paramedial cu (2,1)-unitate e $i 2> = e
pentru orice x € G. Daca P este o submulfime compacta deschisa din G astfel incat e € P,

atunci P contine un subquasigrup paramedial compact deschis (Q,-) cu (2, 1)-unitate e.

Demonstratie. Demonstratia Teoremei 2.43 se bazeaza pe demonstratiile din Teorema

2.35, Lema 2.40 si Teorema 2.37.
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Unele remarci asupra quasigrupurilor mediale

Ideiile utilizate in demonstratiile Teoremelor 2.37, 2.42 si Lemei 2.40 pot fi aplicate pentru

bucle topologice mediale de dreapta. In acest sens putem mentiona urmatoarele remarci.

Remarca 2.44. [53] Daca (G,-) este bucla mediald de dreapta, atunci aplicatia f : G — G,
unde f(x) = ex, este automorfism involutiv, adica f = f~' si f(x-y) = f(z)- f(y) pentru

orice x,y € G.

Remarca 2.45. [53] Dacd (G, -) este bucld mediald de dreapta, e € G si x* = e pentru orice

x € G, atunci e este (2,1)-unitate.

Remarca 2.46. [53] Fie (G,-) bucld mediald de dreapta si x* = e pentru orice x € G.
Operatia relativa x oy = ex - ey din G satisface urmatoarele proprietati:

1. (G, o) este quasigrup medial.

2. eox = x pentru orice v € (3.

3. H={x € G:ex=uza} este grup comutativ si subbucla a buclelor (G,-) si (G, o).

b}

Exemplul 2.47. Fie (G,+) grup comutativ cu elementul 0. Definim in G operatia ™ -7 in
felul wrmator: x-y = x —y pentru orice x,y € G. Atunci (G, -) este bucla mediala de dreapta

si elementul 0 din (G,+) este (2,1)-unitate in (G,-).

2.7. Conexiunea dintre paramedialitate si asociativitate

Definitia 2.48. Grupoidul topologic (G,-) se numeste izotop al grupoidului topologic para-
medial (G, 0) daca exista perechea f,g de omomorfisme in (G,o) peste el insugi astfel incadt

r-y=f(zr)og(y) si ff=gg pentru orice z,y € G.

Definitia 2.49. Grupoidul topologic (G,o) se numeste radical daca aplicatia s : G — G

definitd prin s () = x o x este omeomorfism.

Daci (G, o) este paramedial si radical atunci s, i prin urmare s~!, este omomorfism in

(G, o).

Definitia 2.50. Grupoidul topologic (G,-), in care operatia {-} este definita prin x -y =

=sHx)os™ (y) = st (youx), se numeste izotop radical al lui (G, o).
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Izotopul radical (G, -) al lui (G, o) este idempotent deoarece
v -r=s5"(rox)=s5"(s(x)) =1

pentru orice x € G.

In paragraful dat vom examina Problema 6.

Teorema 2.51. [59] Fie (G,-) grupoid topologic paramedial si e,e; §i ex sunt elemente in
G pentru care:

1. ee; = €1 §i ege = €3]

2. Aplicatiile x — eyx si x — weg sunt omeomorfisme a lui G peste el insusi;

3. Aplicatia x — we este surjectiva.

Daca exista in G operatia binara {o} astfel incat (e1x) o (yes) = yx, atunci (G, o) este

semigrup topologic comutativ cu ejes unitate.

Demonstratie. Deoarece x — ejx si * — wes sunt omeomorfisme, este clar ca operatia
{o} este continua.

Folosind surjectivitatea si faptul ca
(e1€2) o (ye2) = yea si (e17) o (e1€2) = €17

putem spune ca ejes este unitate in (G, 0). Observam ca
TEp €y = T+ €2 = €€1 * € = €1 * €2T.

Se poate observa ca

xey -zt = (eg - zt) o (wey - ey) = (eeq - zt) o (xeq - €3) =

= (tey - ze) o (zey - ea) = [(e1 - ze) o (tey - ex)] o (zey - €3);

tey - zx = (ey - zx) o (tey - ex) = (eey - zx) o (teg - eg) =

= (wey - ze) o (tey - eg) = [(e1 - ze) o (xey - ea)] o (tey - e3) .
Din definitia paramedialitatii avem:
[(e1-ze) o (tey - eg)] o (zey - ea) = [(e1 - ze) o (xey - eg)] o (teg - e2).
Notam z = ey si deoarece ese = €5 si €165 este unitate obtinem ca
[e1eg 0 (teg - e9)] o (xeq - eg) = [e1e9 0 (xeq - €9)] o (teg - e2)
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(teg - e9) o (e - eg) = (zey - eg) o (teg - e3) .

Deoarece, (G, o) este grupoid topologic comutativ atunci asociativitatea rezulta imediat.

Intr-adevar
[(teg - ex) o (e1 - ze)| o (zey - ) = (tey - ez) o [(eg - ze) o (xeq - €3)].
Teorema este demonstrata.

Teorema 2.52. [56] Fie (G, -) grupoidul topologic paramedial care satisface conditiilor urmd-
toare:

1. Contine elementul idempotent e;

2. Aplicatiile x — xe si x — ex sunt omeomorfisme a lut G peste el insusi;

3. In G eistd operatia binard {o} astfel incdt (ex) o (ye) = ya.
Atunci (G, 0) este semigrup topologic comutativ ce contine unitatea e. Mai mult ca atat,

aplicatiile v — we gi x — ex sunt antiomomorfisme in (G,0) si xe-e =e-ex.

Demonstratie. Prima parte a Teoremei 2.52 se demonstreaza utilizind Teorema 2.51 cu

e =e1 = es. Intr-adevir
Te-e =xe-ee=ee-er =e-exr.
Deoarece
(exoye)e=yr-e=yr-ec=ex-ey= (e-ey)o(er-e) = (ye-e)o(ex-e).
obtinem ca x — ze este un antiomomorfism in (G, o). Similar
elexoye) =e-yr=-ee-yr =xe-ye = (e-ye)o (ze-e) = (e-ye) o (e-ex).

Prin urmare, obtinem ca x — ex este un antiomomorfism in (G, o).

Teorema este demonstrata.

2.8. Unele proprietati ale grupoizilor topologici paramediali

Teorema 2.53. [59] Daca (G, 0) este grupoid topologic cu unitatea e si (G,-) este grupoid

topologic comutativ, idempotent si are loc relatia

(zoy)-(z01) = (ty) o (22),
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atunci (G, o) este semigrup radical comutativ.

Demonstratie. Daca definim ¢ : G — G prin ¢ (x) = ex atunci t este un antiomomorfism

in (G, o). Intr-adeviir pentru orice z, y € G avem

t(xoy)=e(roy)=(ece)(roy) = (ye)o (re) = (ey) o (ex) = t(y) o t(x).
In particular, avem ci

t(s(2)) = t(x 0 ) = t(a) o t(x) = s(t(2));

unde s : G — G se defineste prin s (z) = z o z.

De asemenea pentru fiecare z,y € G, si pentru fiecare unitate e din (G, o) avem

vy =(eox)-(ecoy)=(eox)-(yoe) = (ex)o(ye) =

= (ex)o(ey) =t(x)ot(y)=t(yox).

De aici t (s (z)) =t(xox) =z = x.

Urmeaza ca t este aplicatie continua inversa pentru s astfel incat (G, o) este radical.
Deoarece (G, -) este comutativ i z oy = s(xy) = s(yz) = y o x atunci operatia {o} este
comutativd. Deoarece xy = t(yox) si t = s~ atunci (G, ) este izotop radical in (G, o).
Urmeaza sa demonstram ca {o} este asociativa.

Deoarece t este bijectiva si

tlxoy)oz]l=z-(roy)=(coz)-(voy) = (yz)o (ve) =

= (yz)o(ex)=t(zoy)ot(zx)=t(xo(zoy)) =t(xro(yoz)).

De unde, concludem ca (G, o) este semigrup radical comutativ.

Teorema este demonstrata.

Propozitia 2.54. [61] Fie (G, 0) este grupoid topologic asociativ i comutativ. Daca exista
doua automorfisme topologice v, : (G,0) — (G, o) astfel incat:

Loz-y=p(x)or(z);

2. pp =P,

atunci (G, -) este grupoid topologic paramedial.
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Demonstratie. La demonstratia propozitiei date vom folosi asociativitate gi comutativi-

tatea in felul urmator: (ab)-c = a - (be) = a - (cb) = (ac) - b. Deci, (ab) - ¢ = (ac) - b.

zy - 2t = p(zy) o ¥(zt) = plp(z) o Y(y)] o Y[p(2) o Y(t)] =
= [pe() 0 e (y)] © [ep(2) 0 (1)) = () © (Vp(2) 0 Yib(t))] 0 o (y) =
= [(pp(x) 0 Pp(2)) o i(t)] o i (y) = [Li(t) o (pp(x) o Yi(z))] o i (y) =
= [o(t) o i (y)] - [pp(x) 0 hep(2)] = Wip(t) o ¥ (y)] - [Yp(2) o ()]

In mod analog demonstram ca:

ty - zx = @(ty) o P(zz) = [p(t) o Y(y)] o Y[p(z) o Y(x)] =
= [pp(t) o e (y)] o [hep(2) 0 Pip(w)]

deoarece pp = Y1 avem ca xt - zt =ty - zx.

Propozitia este demonstrata.

Teorema 2.55. [64] Daca (G,+) este grupoid topologic paramedial, si e € G este (k,p)-
zero element, atunci fiecare (n, m)-izotop omogen (G,-) al grupoidului topologic (G,+), este

paramedial, cu e (mk,np)-unitate in (G,-) pentru orice n,m,p,k € N.

Demonstratie. Fie e (k,p)-zero element in (G, +) si (G, -) este (n, m)-izotop omogen al
grupoidului topologic (G, +). Vom demonstra ca e este (mk, np)-unitate in (G, -). Mentio-
nam ca ¢"(e) = ¢"(e) = e pentru orice r € N. Daca k < +o0, atunci in (G, +) are loc
rk(e,z,+) = x pentru orice x € G si pentru orice r € N. Fie m < +oo si ¥ (x) = x pentru
orice z € G. In acest caz 1(e,x,-) = 1(e,¢(z), +) si r(e, z,-) = r(e,"(x), +) pentru orice

r > 1. Mai mult ca atat,
mk(e,x,-) = mk(e, ™ (x), +) = mk(e,z,+) = z.
Analog obtinem ca
(e,x, )np = (e, " (z), +)np = (e, z, +)np = .

In asa mod am aritat ci e este (mk, np)-unitate in (G, -).

Vom demonstra ca (n, m)-izotopul omogen (G,-) al grupoidului topologic paramedial
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(G, +) este grupoid topologic paramedial si zy - yt = ty - zx. Intr-adevar,

zy - 2t = @(wy) +Y(2t) = p(@(x) +P(y)) + V(w(z) + (1))

= [p(p(z)) + oW (y)] + [W(p(2)) + ¥(¥(1)] =
= [(@) + ()] + [¥(p(2) + (p(x))] =
= [p(p(t)) + p(W(y)] + [¥(p(2)) + Y (P(x))] =

= @) + () + v(p(2) + ¥(2)) = et -y) +P(z - x) =ty - 2.

Astfel, (G, -) este grupoid topologic paramedial cu e (mk, np)-unitate.

Teorema este demonstrata.

Propozitia 2.56. [56] Fie (G,o) grupoid topologic medial. Dacd exista doud antiautomor-
fisme topologice f,g : (G,0) — (G,0) astfel incat: = -y = f(x)og(x) si fg = gf atunci
(G, -) este grupoid topologic paramedial.

Demonstratie. Fie x,y,z,t € G. Avem

(zy)(2t) = f(wy) o g(zt) = f[f(y) - g(x)] o g[f(t) - 9(2)] =

Similar

(ty) - (zx) = f(ty)og(zx) = f[f(y)-g®)]oglf (x)-g(2)] =
=[f(f(y)of(g(t))]

O
=)
—~
s
—

8
N~—
SN~—

o
s
—~
Q
~—

I\
~—
=

I

=[f(f(W)og(f(@)]eolf(g(t)og(g(2))].

In baza faptului ca fg = gf putem afirma ca zy - 2t = ty - xz.

Propozitia este demonstrata.
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2.9. Exemple de quasigrupuri paramediale

Vom prezenta exemple de construire a quasigrupurilor paramediale utilizind substitutiile

a, 3,7.

Exemplul 2.57. Fie (G,-) un grup Kelly. Definim operatia binara (-) in felul urmator:

Tabelul 2.3. Grupul Kelly

11203y
11112]3)|4
2120143
3184112
41413121
Consideram substitutiile (o, 5,7):
Cagul T o — 1 2 3 4 = 1 2 3 4 o 1 2 3 4
1 3 2 4 34 21 34 1 2
11284 11284 112814
11123y 11123y 11904121
221433234213212437
3131412 31211143 31413812
41413121 41413121 4121|834

Tabelul 2.4. Primul quasigrup paramedial, nemedial

SRS R ESEES

| Lo |

1
1
3
2
4

3
4
2
3
1

DN [ ™~ | N | Lo | &~

Qo

Astfel, obtinem primul quasigrup paramedial care nu este medial. Intr-adevir (2:3)-(1-4) #

£(2-1)-(3-4).

Ezxaminam substitutiile:

Cazul IT o =

1 2 3 4
2 3 41

1 2 3 4
1 2 3 4



11234 112134 112|384
1111234 1121143 1121|384
ololslylal@lelalslzlelBlelslslelm
31314112 31413121 3141312
414321 4111234 4112|413
Tabelul 2.5. Al doilea quasigrup paramedial, nemedial

112|134

112|134

Tl2|s] 4|21

3141312

411121413

Astfel, am obtinut al doilea quasigrup paramedial care nu este medial. Intr-adevir (1-3)-
(2-4)#(1-2)-(3-4).
Conform Teoremei 3.42 putem mentiona ca exista 11 quasigrupuri paramediale, neizo-

morfe de ordinul 4 si doar doua dintre ele sunt paramediale, nemediale, neizomorfe.
Exemplul 2.58. Fie (G,-) un grup abelian. Definim operatia binard in felul uwrmator:

Tabelul 2.6. Exemplu de grup abelian utilizat la constructia quasigrupului

bicomutativ

112|3|

11]23);

2121341

3134112

NIFAVIE

Consideram substitutiile (o, B,7), unde

123 4 123 4 123 4
. 4324’5: 1321) V1243
11234 1] 2] 3]y 12|34
11123y 114123 1132 1]y4
olol sl 2@l el sl zlelBlelels]s]s
9213 4]1]2 312|341 3114132
Jl4l1]2]3 Jl1]2] 3]y Jlilalel 1




Tabelul 2.7. Exemplu de quasigrup bicomutativ

1 31y
4 1138
211]3|4
1 /|2
3 2 1

1
2
3
4

Astfel obtinem un quasigrup bicomutativ.

Conform Teoremei 3.43 putem afirma ca exista 11 quasigrupuri neizomorfe bicomutative

de ordinul 4.

2.10. Concluzii la Capitolul 2

In acest capitol au fost studiati (n, m)-izotopii omogeni ai grupoizilor topologici cu unitati
multiple, quasigrupurile paramediale cu unitati multiple, proprietatile grupoizilor primitivi
cu diviziuni, buclele topologice paramediale de dreapta, conexiunea dintre paramedialitate
si asociativitate.

In contextul respectiv punctam urmatoarele concluzii:

- a fost dezvoltata metoda de cercetare a (n, m)-izotopilor omogeni ai grupoizilor topologici;
- a fost elaborata metoda de cercetare a subgrupoidului primitiv cu diviziuni al grupoidului
topologic primitiv cu diviziuni;

- a fost dezvoltata metoda de cercetare a buclelor topologice paramediale de dreapta.

Utilizand metodele respective au fost obtinute urmatoarele rezultate:

- a fost dezvoltat conceptul de (n,m)-unitate, care a facilitat studierea (n,m)-izotopilor
omogeni ai grupoidului topologic care poseda anumite proprietati algebrice. Au fost de-
terminate conditiile pentru care proprietatile algebrice respective se pastreaza la grupoizii
(n, m)-omogeni;

- au fost stabilite conditiile pentru care grupoidul multiplicativ (G, o) este quasigrup para-
medial cu (2, 1)-unitate;

- au fost determinate conditiile pentru care exista un subgrupoid primitiv cu diviziuni care
pastreaza un sir de proprietati topologice ale grupoidului topologic primitiv cu diviziuni;

- au fost stabilite conditiile pentru care o submultime compacta deschisa dintr-o bucla topolo-

gica paramediala de dreapta contine o subbucla compacta deschisa paramediala de dreapta;
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- au fost determinate conditiile pentru care un grupoid topologic paramedial poate fi ”trans-
format” in semigrup topologic comutativ.
Metodologia de cercetare propusa in Capitolul 2 poate fi utilizata la:
- introducerea conceptului de unitate multipla pentru n-grupoizi topologici;
- studierea in profunzime a conexiunilor dintre bicomutativitate si asociativitate;
- stabilirea conditiilor pentru care grupoidul multiplicativ (G, o) este quasigrup bicomutativ
cu un anumit tip de (n, m)-unitate;
- studierea proprietatilor clasei de (n,m)-grupoizi topologici paramediali;
- stabilirea conditiilor pentru care o submultime compacta deschisa dintr-o bucla topologica

bicomutativa contine o subbucla compacta deschisa bicomutativa.
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3. METODE DE CONSTRUCTII A UNOR
STRUCTURI ALGEBRICE SI PROBLEMA
OMOMORFISMELOR CONTINUI DESCHISE
PENTRU CAZUL n-GRUPOIZILOR
TOPOLOGICI CU DIVIZIUNI

In paragraful 3.1 au fost cercetate conditiile pentru care omomorfismele continui a n-
grupoizilor topologici cu diviziuni continui sa fie deschise, [74].

In paragraful 3.2 au fost examinate tipul unitatilor multiple din produsul grupoizilor @),
cu n unitati multiple gi Qo cu ¢ unitati multiple, [64].

In paragrafele 3.3 si 3.4 au fost descrise metodele de construire a quasigrupurilor mediale,
neparamediale gi paramediale, nemediale utilizand produse directe speciale ale grupurilor
comutative, [81], [75].

Existenta masurii Haar pe quasigrupurile paramediale a fost demonstrata in paragraful
3.5, [64], [76].

In paragraful 3.6 a fost descrisa relatia dintre paramedialitate si distributivitate, [77].

In paragraful 3.7 au fost elaborate unele aplicatii ale calculatorului la studierea pro-

prietatilor quasigrupurilor neizomorfe finite, [78], [79].
3.1. Determinarea conditiilor pentru care omomorfismele continui
a n-grupoizilor topologici cu diviziuni continui sa fie deschise

In paragraful 3.1 am solutionat Problema 7. In acest context am demonstrat Teore-

mele 3.5 si 3.7.

Definitia 3.1. Multimea nevida A se numeste n-grupoid relativ de operatia n-arda notata
cu w, daca pentru orice elemente ordonate ai,...,a, € A este definit un unic element

w(ag,...,a,) € A.

Definitia 3.2. n-gropoidul A se numeste n-grupoid cu diviziuni ori nD-grupoid, daca ecuatia
w(ay, ..., @i—1,T, 011, ...,a,) = b are solutii nu necesar unice pentru orice ai, ...,a,,b € A §i
1<i<n.

Daca in n-grupoidul (A, w) cu topologie, operatia n-ara w este continud, atunci A se numegte

n-grupoid topologic.
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Definitia 3.3. Dwiziunea in nD-grupoidul G este i-continua, daca pentru orice ai,as, ...,

Ajy ..oy, b € G pentru care w(ay, as, ..., a;, ...,a,) = b §i pentru orice vecinatate O; > a;
. 9 - [T A A . !/

exista vecinatatile Oy 2 ay, Oz 2 ag ..., Op 2 ay, Oy 2 b, astfel incat pentru orice a; € Oy,

’

/ ’ / . v / ’ ’ /
ay € Oy, ...,a, € O,,b € Oy exista a;, € O; pentru care w(ay, ..., a;,....,a,) =b.

Definitia 3.4. Daca in grupoidul topologic (G,-) diviziunea este i-continud pentru orice

i = 1,n, atunci vom spune ca G este n-grupoid cu diviziuni continui.

Aplicatia h : X — Y a spatiului topologic X pe spatiului topologic Y se numeste aproape
deschisd daca Inth(U) # () pentru orice submultime deschisa si nevida U din X.
Aplicatia f : A — B a multimii A in multimea B se numeste aplicatie cu preimaginea

finitd dacd multimea f~!(y) este finitd pentru orice y € B.

Teorema 3.5. [74] Fie G si Gy n-grupoizi topologici cu diviziuni continui, atunci orice

omomorfism continuu aproape deschis h : G — Gy este deschis.

Demonstratie. Fie ay € Uy, ay € Us, ..., a, € U, si multimile U;,7 = 1..n sunt deschise in
G. Atunci exista un asa punct ¢ € G si asa multimi deschise Vi, V5, ..., V,, si W in G astfel
incat a; € V; CU;, c € W si w(Vi, Vo, ..., W,y ..., V,,) C U si pentrun orice z; € U; siy; € U
exista z € W; astfel incat w(xy, ..., 2, ..., z,) = y;. Notam
Hy, = Inth(V})
Hy = Inth(V3)

/ /

Fixam 2} € V; si y’ € W; pentru care h(z}) € H; si w(x}, ...y, ..., x),) = a;. Atunci

si

h(a;) = w(h(z)), ... h(y), ..., h(x))) € w(Hy, ..., h(Y), ..., H,) C
w(h(V1), ooy B(Y), ooy (V) C Mw( Vi, ooy s ooy Vi) C W(U3).

Deci, h(a;) € Inth(U;) si multimile h(U;) sunt deschise.

Teorema este demonstrata.
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Lema 3.6. Fie f: X — Y aplicatie continua deschisa, reciproc biunivoca a spatiul V', care
este Ty- spatiu, peste Spatiul Y cu proprietatea Baire. Daca mullimea F' este total densa in

X atunci f(F) este total densd in'Y .

Demonstratie. Fie F multime total densa in X si U = Intf(F) # (. Putem spune ca
M, ={zx € U : y!(z) = n}. Atunci U{M; : i < n} este multine inchisd in U pentru
fiecare n € N. Subspatiul U posedi proprietatea Baire. Prin urmare IntM; # () pentru
fiecare k € N. Fixdm y € IntMy. Fie f~(y) = {x1, ..., 7 }. Atunci exista astfel de multimi
deschise O, ...,O,, In X in asa fel ca sunt indeplinite urmatoarele conditii:

1. z; € Oy

2. 0,,N0,, =0;

3. f(Oy,) C IntM,;

Putem spune c& V, = N{f(Oy,) : i = 1,2,...,n} si W,, = O,, N f~1(V,). Atunci aplicatia

[ | Wy, : Wy, =V, este omomorfism pentru orice ¢ < n. Fie
FF=Fn(W,, U..UW,)

Evident ca f(F)) = V. De unde avem ca Int(F; N W,,) = 0 pentru fiecare i < n. Mai mult
ca atat f(F) este total densa in Y.

Lema este demonstrata.

Teorema 3.7. [7}] Fie G si G1 n-grupoizi topologici cu diviziuni continui. Fie G spatiu
local compact si Lindelof, G este spatiu Baire si pentru orice ay, ...,a;_1,0i11,...,0 € Gy
mulfimea solutiilor w(ay, ..., a;_1,%,a;11,...,a,) = b este finita. Atunci orice omomorfism

continuu g : G — G este deschis.

Demonstratie. Consideram ecuatia w(a,...,a,c, a,...,a) = a pe G. Fixam o vecinatate
U > a. Deoarece G este grupoid topologic, atunci exista aga vecinatati V' a punctului a
si W a punctului ¢, astfel incat w(V,...,V, W,V ... V) C U. Deoarece G este n-grupoid
cu diviziuni continui, pentru orice x € V si y € U exista un punct z € W astfel incat
w(x,...,z,z,x,...,x) =y. Vom arata ca pentru orice vecinatate U a punctului a, exista asa
vecindtate U’ a punctului g(a) astfel incat g(U) D U'. Translatiile de tipul L, : G — G,
unde L,(x) = ax sunt aplicatii deschise. Familia de submultimi {L,, (V) : a € G} formeaza
o acoperire deschisa a multimii G. Deoarece GG este spatiu Lindelof, putem gasi o acoperire
numarabila {L,, (V) :n € N}. Notam F = V. Familia de submultimi {F}, F}, ...} unde

/

F

" = g(Lo,(F)) este o acoperire numarabild inchisa a multimii G;. Din Lema 3.6, avem
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ca H = Int(g(F,)) # 0 pentru oarecare ig < n. Din Teorema 3.5 urmeaza ca g(U) este
multime deschisa.
Deci, omomorfismul g : G — (G este deschis.

Teorema este demonstrata.

3.2. Produs direct de grupoizi cu unitati multiple

In paragraful curent vom examina tipul unitatilor multiple din produsul grupoizilor (),

cu n unitati multiple gi @2 cu t unitati multiple.
Initial vom reaminti definitia produsului direct dintre un numar finit de grupoizi.

Definitia 3.8. Produsul direct ()1 X Q3 X ... X Q, al grupoizilor QQ1,Q2, ..., Q, in raport
cu operatiile oy, 09, ..., 0,, reprezinta mulfimea ordonata din n-elemente (q1,qa, ..., qn) unde

q; € Q;, tmpreuna cu operatia definita astfel:

(q1:G2, -y @n) * (P1, By oos hy) = (1 01 By g2 02 hay oo G O D).
Vom nota cel mai mic multiplu comun dintre a si b astfel: ¢(a,b).

Teorema 3.9. [64] Fie (Q1,-) un grupoid cu (n,m)-unitate si (Q2,0) un grupoid cu (k,1)-
unitate. Atunci produsul direct G = Q1 X Q2 este un grupoid cu (c(n, k), c(m,l))-unitate.
Mai mult ca atat:

1. daca (Q1,-) st (Qa,0) sunt grupoizi mediali, atunci G este de asemenea medial;

2. daca (Q1.) $i (Q2,0) sunt grupoizi paramediali, atunci G este de asemenea paramedial;

3. daca (Qy,-) si (Qa,0) sunt grupoizi bicomutativi, atunci G este de asemenea bicomutativ.

Demonstratie. Fie elementul e; (n, m)-unitate pentru grupoidul (@1, -) si elementul ey
este (k,l)-unitate pentru grupoidul (Qs, o). In acest caz au loc urmatoarele relatii in (Q1,-):
1. e1 - e =eq;

2. n(e1,x) = z in raport cu operatia (-);

3. (xz,e1)m = x.

In mod similar in grupoidul (@, o) au loc relatiile respective:

1. eg 069 = e9;

2. k(ez, ) = x In raport cu operatia (o);

3. (z,e9)l = .

Vom demonstra ca (eq, e2) este (¢(n, k), c(m,l))-unitate pentru grupoidul

G = Q1 x Q. Intr-adevir,
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1.(e1,€e2)(e1,e2) = (€1 - €1,€9 0 €3) = (€1, €3)-este unitate;

2.[(x,y), (er, e2)]e(n, k) = [(x - e1,y 0 e2)(er, €2)](c(n, k) — 1) =
= [((z,e1) - €1, (y, e2) 0 €2)(en, €2)](c(n, k) —2) = ... =
= [((z,e1) - (c(n, k) = 1), (y, e2) 0 (c(n, k) = 1))(er, €2) =
= [(z,e1) - c(n, k), (y, €2) o c(n, k)] = (2, y);

3.c(m,1)|(e1, e2), (z,y)] = (c(m, 1) = 1)[(er, e2)(e1 - 7, €2 0y)] =
= (c(m,1) = 2)[(e1, e2)(e - (e1,7), €20 (e2,9))] = ... =
= (en, e)[((c(m, 1) = 1) - (e1, 2)), (c(m, 1) = 1) o (e2,y)] =
= [(c(m, 1) - (e1, 2)), (e(m, 1) o (e2,9))] = (z,y)-
In aga mod am demonstrat ci (eq, e5) este (¢(n, k), ¢(m, ))-unitate in grupoidul G' = Q; X Qs.
Demonstratia afirmatiilor 1-3 din Teorema 3.9 se bazeaza pe bine cunoscuta Teorema

Birkhoff [173].

Teorema este demonstrata.

Corolarul 3.10. /6] Daca (Q1,-) si (Qq,0) sunt grupoizi cu (1,m)-unitate i respectiv

(n, 1)-unitate, atunci produsul direct G = Q1 X Qo este grupoid cu (n, m)-unitate.

Demonstratie. Demonstratia corolarului dat rezulta din Teorema 3.9.

Avem ca pentru grupoidul (@1, ) elementul e; este (1, m)-unitate si respectiv elementul
ey este (n, 1)-unitate pentru grupoidul (@2, o). Vom utiliza relatiile din Teorema 3.9. Atunci
pentru grupoidul produs G = ()1 X Q)5 au loc relatiile:

1.(e1,e9) * (e1,e2) = (e1 - €1, e 0 €3) = (eq, e3)-este unitate;
2.((z,y), (er,e2))m = ((x - €1,y 0 €2) * (€1, €2))(m — 1) =

(((z-e1)-er, (yoe)) *(e1,€2))(m = 2) = ... = ((w,e1)(m — 1), (y 0 €2)) * (€1, €2) =

= ((mael)mﬂ (y © 62)) = ((x>€1)m7 y) = (xay)i

3.n((er,€2), (2,y)) = (n = D((er, e2) ¥ (e1- 7, e209)) =
= (n=2)((er,e2) * ((e1 - 7),e20 (e 0y))) = .. = (en, €2) * ((e1 - 2), (n = 1)(e2,9)) =
= ((e1-2),nles,9)) = (2,y).

In asa mod am demonstrat ci (ey, e;) este (n, m)-unitate in grupoidul G = Q; x Qs.

Corolarul este demonstrat.
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Exemplul 3.11. Fie Q1 = {1,2,3}. Definim operatia binara {-} astfel:

Tabelul 3.1. Exemplu de quasigrup unde 1 este (2, 1)-unitate

212
3|38

2|3
11132
113
211

Atunci (Qq,-) este quasigrup si 1 este (2,1)-unitate.
Fie Qo = {1,2,3,4}. Definim operatia binara {o} astfel:

Tabelul 3.2. Exemplu de quasigrup unde 1 este (3, 3)-unitate

ol 1]2]3|4
111]3)4]2
2038|1]2|4
3141213
Jl2l 431

Atunci (Qq,0) este quasigrup si 1 este (3,3)-unitate. Vom examina produsul direct al

quasigrupurilor Q1 si Q2, notat astfel G = Q1 X Q.
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Tabelul 3.3. Exemplu de quasigrup unde 1 este (6,3)-unitate

| 11208456 7]8]9|10|11]12
11342 9|it|12]100 5] 7|86
2181241191012 75|68
31412 1|s8|12/100 9118|657
Jl el 481 |10|12]11|9]6|8|7]5
515|786 18|41 2|9]|11|12]10
6| 756|831 2| 4|11]9]|10]|12
718165 7|4 21| 8|12l10] 9] 11
816|875 24|58 1|10]12]11|9
919|120 5| 7|86 1]3 2
1119101275683 1] 2|4
1112100 9|11 8|6 | 5| 7| 4] 2|1]3
121012/ 1119 6|8| 7|52 4| 3] 1

In acest caz G = Q1x Q2 este quasigrup si 1 este (6, 3)-unitate. Menfionam cd quasigrupul

produs G contine doud subquasigrupuri $i anume: G = {1,5,9} st Gy = {1,2,3,4}.

Teorema 3.12. [64] Fie (Q1,-) grupoid cu n unitati multiple (ki,l1), (k2,1s), ..., (kn, 1) §i
(Q,0) grupoid cu t unitati multiple (mqy,71), (Mo, 79), ..., (My,14). Atunci produsul direct al

acestor doi grupoizi este: G = Q1 X Qo cu n X t unitati multiple de tipul:

1. tip de unitati 2. tip de unitats n. tip de unitat
L.(c(k1,mq), c(ly,11)) 1.(c(k2,my), c(l, 1)) v L(e(kn,my), e(ln, 1))
2.(c(k1,ma), c(ly,12)) 2.(c(ka,ma), c(la,12)) e 2.(c(kn,ma), c(ly,T2))
t.(clkr,me), c(liyre))  t(c(ke,my), c(la, 1)) t.(c(kn, my), c(ln,7t))

Demonstratie. Fie grupoidul (Qq,-) cu n unitagi multiple (kq, 1), (ko,l2), ..., (kn, 1) s
grupoidul (@1, 0) cu ¢ unitati multiple (mq,7), (ma,72), ..., (M4, 7¢). Vom examina (ky,[;)-
unitatea din (Q1,-) cu toate unitatile multiple din (@2, o). Conform Teoremei 3.9 obtinem
primul tip de unitati:

L.(c(k1,my),c(ly,m))  2.(c(ki,ma),c(ly,r2)) ... t.(c(ki,my),c(ly,ry)).

Conform Teoremei 3.9 pentru unitate (ko,l3) din (Qq,-) si toate unitatile multiple din

(Q2,0) si obtinem al doilea tip de unitati:
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L.(c(kg,my),c(la,r1))  2.(c(kayma), c(lo,re)) ... t.(c(ko,my),c(la,r)).

Continuind acest proces examinam, in final, unitatea (k,,{,,) din (Q1, -) cu toate unitatile
multiple din (Q,0) i obtinem al n-lea tip de unitati:

L(e(kn,ma), c(ln,m))  2.(c(kn,ma),c(ly,r2)) .o t(e(kn,my), c(ln, 1))

Astfel am obtinut ca in quasigrupul produsul G = ()1 x Q9 exista n * ¢ unitati multiple.

Teorema este demonstrata.
Exemplul 3.13. Fie Q = {1,2,3,4}. Definim operatia binara {-} astfel.

Tabelul 3.4. Exemplu de quasigrup cu 3 unitati multiple: 1 este (2, 3)-unitate, 3
este (3,2)-unitate si 4 este (3,3)-unitate

1123
11112413
213814121
3141132
4121314

Obtinem quasigrupul (Q1,-) cu 8 unitafi multiple: 1 este (2,3)-unitate, 3 este (3,2)-
unitate gi 4 este (3,3)-unitate.
Fie Q = {1,2,3,4}. Definim operatia binard {o} astfel:

Tabelul 3.5. Exemplu de quasigrup cu 2 unitati multiple: 1 este (2,2)-unitate si
3 este (3,2)-unitate

ol 1]2|3|4
111243
2038|1]2|4
3124131
Sl 1]2

Obtinem quasigrupul (Qz, o) cu 2 unitati multiple: 1 este (2,2)-unitate gi 3 este (3, 2)-unitate.
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Produsul direct al quasigrupurilor Q1 si Qo este G = Q1 X Q5.

Tabelul 3.6. Exemplu de quasigrup cu 6 unitati multiple

| 112845678 9|10|11|12|15]14]|15|16
112l 4856|8715 14|16|15] 9|10 12|11
21812 4| 75| 6| 8|15(16]14|16|11| 9] 10] 12
sl el 418|168 7|5 |14|16]15|15]10|12|11] 9
Sl 41812 s8| 7|5 6|16|15(13|14| 12|11 9] 10
519100121113 14| 16|15\ 5|6 8| 7| 1|2 4] 3
6 | 11| 9101215181416\ 7| 56| 8| 3| 1] 2|4
71012 11] 914161518 6| 8| 7|5 2| 4| 3] 1
8 12|11 9101615158 14| 8| 7| 5| 6| 4| 8]| 1] 2
9 18141615 1] 2| 4| 8| 9|1o|12|11]5|6]| 8] 7
10150181416 38| 1| 2| 4|11 9|10/ 12] 7| 5|6 | 8
1114116 15| 13| 2 sl 101211 96| 8| 7|5
1211615013124 4| 8| 1| 212|121 9|10 8| 7| 5|6
1356879101211 1] 2| 4| 3]|13|14] 16|15
Yyl 7| 56| 8|11l 9|10]12| 8| 1|2]| 4|15 15| 14|16
1506|875 10|12|11] 9| 2 31 1|14|16|15]| 13
1618|765 612\11| 9104 3|1]|2]|16|15|13|14

In acest caz G este quasigrup cu 6 unitati multiple: 1 este (2,6)-unitate, 3 este (6,6)-
unitate, 9 este (6,2)-unitate, 11 este (3,2)-unitate, 13 este (6,6)-unitate si 15 este (3,6)-
unitate. Quasigrupul G contine 4 subquasigrupuri G; = {1,2,3,4}, G = {9,10,11,12},
Gs = {13,14,15,16} si G4 = {1,5,9,13}.

3.3. Metode de constructie a quasigrupurilor paramediale si ne-

mediale

In acest paragraf vom determina in ce conditii pe multimea G x G poate fi definiti o
operatie binara, astfel incat noua structura este quasigrup neasociativ, paramedial si neme-
dial, (subpunctul 1 din Problema 9).

Vom examina produse directe speciale prin intermediul carora putem obtine exemple de

quasigrupuri: paramediale gi nemediale, mediale gi neparamediale.
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Teorema 3.14. [81] Fie (G,+) grup comutativ. Mulfimea G X G cu operatia

(z1,91) 0 (w2,92) = (22 + 92 — 21,21 + Y1 — Y2)
este quasigrup neasociativ, paramedial $1 nemedial.
Demonstratie. Vom demonstra ca (G x G, o) este:
1. Quasigrup;
2. Quasigrup neasociativ;

3. Quasigrup paramedial;

4. Quasigrup nemedial.

1. Pentru a demonstra ca grupoidul (G x G, o) este quasigrup, este necesar sa aratam
ca ecuatiile ar = b si ya = b au solutii unice in grupoidul dat.
Fie ecuatia ya = b. Fie y = (y1,92), a = (a1,az2) si b = (b, bs). Deoarece ya = b putem

scrie

(y1,y2) © (a1,a1) = (b1, ba). (3.1)

Conform conditiei Teoremei 3.14 avem ca

(yh Ya) © (ah Gl) = (al +as—y1,01 + Y2 — a2)‘ (3-2)

Din (3.1) si (3.2) obtinem ca

ay + as — Yy = by (3.3)
si
Y1+ Y2 —az = b (3.4)
Din (3.3) avem ca
Y1 =ar+az—by. (3.5)

Substituim in (3.4) expresia obtinuta pentru y; si obtinem
Yo = b1+ ba — ay. (3.6)

Deci, Y1 :a1+a2—bl §i Y2 :bl —CL1+b2.
Vom arata ca orice alta solutie coincide cu y; si yo. Presupunem ca y] si y5 este o alta

solutie a ecuatiei ya = b. Atunci

(41, 95) © (a1, a1) = (b1, by). (3.7)
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Conform conditiei Teoremei 3.14 avem ca

(Y1, ys) © (a1, a1) = (a1 + as — Y1, Yi + ys — a2).
Din (3.7) si (3.8) obtinem ca
a; + as —yy = by

Y1+ Yy — az = by.

Din (3.9) avem ca

inCLl—FCLQ—bl.

Substituim in (3.10) expresia obtinuta pentru ¥, si obtinem
yé:bl—al—bg.

Deci, y; = a1 + ag — by si yh = by — ay + bs.

Din (3.5) si (3.11) am obtinut ca y; = y;. Din (3.6) si (3.12) avem ca y, = v5.

Din cele de mai sus am obtinut ca ecuatia ya = b are o singura solutie.

(3.10)

(3.11)

(3.12)

In mod analog proceddm cu ecuatia az = b. Fie z = (x1,22), a = (a1, az) si b= (b1,bs).

Deoarece ax = b putem scrie

(a1, az) o (x1,22) = (b, ba).
Conform conditiei Teoremei 3.14 avem ca
(ay,a9) o (x1,29) = (21 + 3 — Gy, a1 + ag — Ta).
Din (3.13) si (3.14) obtinem ca

T1+ T2 —a; =b

G,l—l—(lz—.CEQ:bQ.

Din (3.16) avem ca

$2:a1+a2—b2.
Substituim in (3.15) expresia obtinuta pentru xs si obtinem
ry = —ag + bz + bl.
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Deci, I = —(12+b2+b1 §1 To = a1 + a9 —bl.

Vom arata ca orice alta solutie coincide cu x; §i x5. Presupunem ca 2 si o, este o alta

solutie a ecuatiei ax = b. Asa deci,

(a1, a2) o (', 25) = (by, b2).

Conform conditiei Teoremei 3.14 avem ca
(a1, as) o (2, %) = (2] + xh, — a1, a1 + ag — 25).
Din (3.19) si (3.20) obtinem ca
T+l —a; =b
si
a + ag — xh = by.

Din (3.22) avem ca

/
Ty = a1 + ag — bs.

Substituim in (3.21) expresia obtinuta pentru z/, si obtinem
ZL’ll = —a9 + b2 + bl.

Deci, ] = —ag + by + by si 2, = a1 + as — by.
Din (3.18) si (3.24) avem ca x5 = x4. Din (3.17) si (3.23) avem ca x; = 2.
Din cele de mai sus am obtinut ca ecuatia ax = b are o singura solutie.

Deci, grupoidul (G x G, o) este quasigrup.

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

2. Vom arata ca in (G x G, o) nu se indeplinegte legea asociativa, adica nu are loc relatia

(ab)e = a(bc). Notam a = (x1,41),b = (v2,92),¢ = (3,y3). Deci, ((z1,41) o (z2,92)) ©

(x3,y3) = (x1,y1) © ((wa,y2) o (x3,y3)). Aplicind legea din Teorema 3.14 pentru ((x1,y;) o

(22, yz)) o (z3,y3) avem:
((-Tl,yl) © (1’2>y2)) © (333, 3/3) = («’752 + Y2 — 21,71 + Y1 — y2) o (353, y3) =
= @3+ ys—To— Yo+ T1, Lo+ Yo —T1+T1+ Y1 — Yo — Y3) =

= (z34+ys — T2 — Yo+ 21, T2 + Y1 — Y3).
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In mod analog procedim cu (x1, 1) o (22, 2) o (x3,y3)) si obtinem

(z1,91) © ((x2,42) © (x3,¥3)) = (z1,y1) © (T3 + Y3 — T2, Ta + Y2 — Y3) =

=(T3+ys —To+Ta+ Yo — Y3 — 21,01 + Y1 — T — Yo+ Y3) =
= (T3 + Y2 — T1,T1 + Y1 — T2 — Y2 + Y3). (3.26)

Din (3.25) si (3.26) observam ca nu se indeplineste legea asociativa.

3. Demonstram ca (G X G, o) este paramedial, adica are loc legea xy - 2t = = ty - zx.

Notam = = (21,41),y = (T2, 42), 2 = (23,Y3),t = (24, ya), atunci ((z1,y1) - (x2,92)) - ((3,93) -
(4,94)) = ((x4,94) - (x2,92)) - ((x3,93) - (1,41)). Aplicam legea din Teorema 3.14 pentru

((x1,11) - (22, 42)) - ((x3,y3) - (74,y4)) si obtinem
((w1,91) © (w2, 92)) © ((23,y3) © (T4, y4)) =

= (To+ys—x1, 1+ Y1 —Y2) 0 (Tg + ys — T3, 3 + Y3 — Ys) =
=(xg+y—x3+a3+ys—ys— oty —z1), Tty —v1+T1+y1 — Yo — (T3 +ys — ) =
= (4 +ys — (v2+yo — 1), 22 +y1 — (T3 + Y3 — ya))- (3.27)

In mod similar procedsm cu ((z4,y4) - (€2, 42)) - (3, y3) - (x1,71)) si avem

(($4ay4) © ($2>y2)) o ((l’g,yg) © ('rla yl)) =

= (T2t Y2 — Ty, T+ ys —Y2) o (T1 + Y1 — T3, T3+ Y3 — Y1) =
=(@mi+y—23+x3+ys—y1 — (X2t ye—24), Totyo—Ta+Tatys— Yo — (T3 +ys— 1)) =
= (T +ys —To— Yo+ T4, T2 FYs — T3 —Ys + Y1) =
= (zst+ys — (2 +y2— 1), 22+ Y1 — (T3 + Y3 — ya))- (3.28)

Din (3.27) si (3.28) observam ca quasigrupul (G x G, o) este paramedial.

4. Demonstram ca (G x G, o) nu este medial, adica nu are loc legea
xy -zt = xz - yt. Notdm z = (xlayl)ay = ('x2>y2)a z = ($3>y3),t = (x47y4)> atunci ((xlayl) :

(22,92)) - ((w3,93) - (24,94)) = ((x1,01) - (23,93)) - ((22,92) - (24, 94)). Aplicdm legea din
Teorema 3.14 pentru ((z1,v1) - (x2,92)) - (23, y3) - (x4,94)) obtinem

((71,91) 0 (72,92)) © ((23,y3) © (T4,Y4)) =
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= (xo+ Yo — @1, 21+ Y1 —Y2) 0 (T4 +Ys — T3, T3+ Y3 — Yu) =
=@ty —x3+a3+ys—ys— (o +ye—z1),Tot e —v1+T1+y1 — Yo — (T3 +Ys — ) =
= (4 +ys — (v2 +yo — 1), 02 +y1 — (T3 + Y3 — va))- (3.29)

In mod similar procedim cu ((z1,y1) - (23,y3)) - (2, y2) - (x4, y4)) i avem
((z1,91) 0 (3, 93)) © (22, 42) © (24, 94)) =
= (@3t ys — 21,21+ y1 —Ys) o (Ba+ys — T2, T2+ Y2 — Yu) =
= (Tatys—To+Totyr—ya— (@3 +ys — 1), T3+ yYs — 21+ 21+ Y1 —ys — (2t Y2 —v)) =

= (vs+ys— (w2 +y2 —21), 02 +y1 — (T3 + Y3 — Ya)). (3.30)

Din (3.29) si (3.30) observam ca nu are loc legea medialitatii in (G x G, o).

Teorema este demonstrata.
Exemplul 3.15. Fie G = {0,1}. Definim operatia ” +7 in felul urmdator:

Tabelul 3.7. Exemplu de grup comutativ utilizat la constructia quasigrupului

paramedial
(+) 0|1
0 |0]1
1 |1]0

(G,+) este grup comutativ. Examinam (G x G,0), unde” o” este definita astfel:
(z1, 1) © (%2, y2) = (T2 + Y2 — 21,1 + Y1 — ¥2)
Obtinem

Tabelul 3.8. Exemplu de quasigrup paramedial, neasociativ si nemedial

(+)|o]1|2]3
0 |0|3]2|1
1 l1]2)3]0
2 | 3lo]1]2
3 |2l1/0]3

Astfel (G x G, o) este quasigrup paramedial, neasociativ i nemedial.
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Teorema 3.16. [75] Fie (G,+) grup comutativ. Mulfimea G X G cu operatia

(z1,91) © (T2, 2) = (=22 — Y2 + 21, =21 — Y1 + 12)
este quasigrup neasociativ, paramedial si nemedial.

Demonstratie. Vom demonstra ca (G x G, o) este:
1. Quasigrup;
2. Quasigrup neasociativ;
3. Quasigrup paramedial;
4. Quasigrup nemedial.

1. Pentru a demonstra ca grupoidul (G x G, o) este quasigrup, este necesar sa aratam
ca ecuatiile axr = b si ya = b au solutii unice in grupoidul dat.

Fie ecuatia ya = b. Fie y = (y1,92), a = (a1,az2) si b = (b, bs). Deoarece ya = b putem
scrie

(y1,92) © (a1, a1) = (br, ba). (3.31)

Conform conditiei Teoremei 3.16 avem ca

(y1,92) 0 (a1,a1) = (—a1 — as + y1, —y1 — Yo + a2). (3.32)

Din (3.31) si (3.32) obtinem ca

—a; —ay +y1 = b (3.33)
si

—y1 — Y2 +az = by. (3.34)
Din (3.33) avem ca

Y1 =ar +ax + by (3.35)

Substituim in (3.34) expresia obtinuta pentru y; si obtinem
Yo = —by —a; — b (3.36)

Deci, Y1 = aq + a9 + b1 §1 Y2 = —bl — a; — bg.
Vom arata ca orice alta solutie coincide cu y; si yo. Presupunem ca y] si y5 este o alta

solutie a ecuatiei ya = b. Atunci

(Y1, Ys) 0 (a1,a1) = (b1, b2). (3.37)
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Conform conditiei Teoremei 3.16 avem ca

(W1, 95) © (a1, a1) = (—a1 — az + ¥y, 4 — y5 + az).

Din (3.37) si (3.38) obtinem ca

—ay —ay+y) =b
si

—y1 — Y3+ az = ba.
Din (3.39) avem ca

Yy = a1+ az + by.
Substituim in (3.40) expresia obtinuta pentru y; si obtinem

/

y2 = —b1 — aq —bg.

Deci, y; = a1 + as + by si yh = —by — ay — bs.

Din (3.35) si (3.41) am obtinut ca y; = y;. Din (3.36) si (3.42) avem ca yo = y).

Din cele de mai sus am obtinut ca ecuatia ya = b are o singura solutie.

(3.38)

(3.39)

(3.40)

(3.41)

(3.42)

In mod analog procedim cu ecuatia ax = b. Fie & = (x1,22), a = (a1, a2) si b = (b1, by).

Deoarece ax = b putem scrie
(ay,as) o (x1,22) = (by,bs).
Conform conditiei Teoremei 3.16 avem ca
(ay,a9) o (x1,29) = (—1 — To + a1, —a1 — Ay + Ta).

Din (3.43) si (3.44) obtinem ca

—$1—$2+a1:b1

—Qa1 — Qg + Ty = bg.

Din (3.46) avem ca

$2:a1+(12+b2.

Substituim in (3.45) expresia obtinuta pentru xs i obtinem

T :—(Ig—bQ—bl.
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Deci, Tr1 = —Q9 — bg — b1 §1 To = a1 + ag + bg.
Vom arata ca orice alta solutie coincide cu x; §i x5. Presupunem ca 2 si o, este o alta

solutie a ecuatiei ax = b. Asa deci,
(a1,az) o (27, 25) = (b1, bs). (3.49)
Conform conditiei Teoremei 3.16 avem ca
(a1,az) o (2], 25) = (—x] — xy + a1, —ay — as + x3). (3.50)

Din (3.49) si (3.50) obtinem ca

—z) — x5 +a; = by (3.51)
si

—ay — ag + Ty = by. (3.52)
Din (3.52) avem ca

Th = ay + as + by. (3.53)

Substituim in (3.51) expresia obtinuta pentru x4 si obtinem
fL’,l = —a9 — bg - bl. (354)

Deci, o) = —ay — by — by si @), = a; + as + bs.
Din (3.47) si (3.53) avem ca zo = z4. Din (3.48) si (3.54) avem ca z; = .
Din cele de mai sus am obtinut ca ecuatia ax = b are o singura solutie.

Deci, grupoidul (G x G, o) este quasigrup.

2. Vom arata ca in (G x GG, 0) nu se indeplinegte legea asociativa, adica (ab)c = a(bc).
Notam a = (z1,91),b = (22,92), ¢ = (3, y3). Deci,
((z1,91) © (72, 92)) © (23, ¥3) = (¥1,y1) © (22, y2) © (73, ¥3)). Aplicind legea din Teorema 3.16

pentru ((x1,41) o (x2,42)) o (x3,y3) avem
((551, Y1) o (mz,?b)) © (933>y3) = (—932 — Yo+ X1, —T1 — Y1 +Y2) O (-Tsa ys3) =

=(—23—ys—To—Yo+T1, T2+ —T1+ 21+ — Yo+ ys) =
= (—23 —ys — @2 — Y2 + T1, T2 + Y1 + Y3). (3.55)

In mod analog procedim cu (x1,11) o (w2, y2) o (x3,y3)) si obtinem

(z1,71) © ((x2,y2) © (23,93)) = (1,1) © (—%3 — Y3 + T2, =T — Y2 + y3) =
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=(T3+ys —To+T2+ys —Ys — T3, —T1 — Y1 — Ta — Yo + Y3) =
= (x3+ys — a3, —T1 — Y1 — T2 — Y2 + Y3). (3.56)

Din (3.55) si (3.56) observam ca nu se indeplinegte legea asociativa.

3. Demonstram ca (G x G, o) este paramedial, adica are loc legea xy - 2t = = ty - zx.
Notam z = (z1,41),y = (22,42), 2 = (23,y3), T = (¥4, y4), atunci ((z1,y1) - (v2,y2)) - (23, 93) -
(24,91)) = ((x4,y4) - (x2,92)) - ((3,y3) - (x1,91)). Aplicim legea din Teorema 3.16 pentru
((z1,91) - (22, 92)) - ((3,y3) - (¥4,94)) si obtinem

((w1,91) 0 (72,92)) © ((23,y3) © (T4,Y4)) =

=((—r2—y2+ a1, —21 — Y1 + 1)) o ((—24 — ya + 3, —23 — Y3 +ys)) =
=(@s+y—x3+r3+ys—ys— (Ta+yo— 1), 20+ — 1+ 21+ 11 — Yo — (T3 + Y3 —ya)) =
=(za+ys— (2+y2—x1), 22+ y1 — (T3 + Y3 — ya)). (3.57)

In mod similar procedim cu ((z4,y4) - (22,92)) - (3, y3) - (x1, 1)) i avem
((z4,4) © (22,2)) © ((23,93) 0 (x1,31)) =

=((—r2 = Y2+ 24, T4 —Ys +y2)) o (=21 — Y1 + 23, —23 —Ys +y1)) =
=@ +yr—2s+r3+ys—y1 — (Ta+ Yo —T4), To+ Yo —Ta+Ta+Ys—Yo— (T3 +ys — 1)) =
=(za+ys— (m2+y2—x1), 22+ y1 — (T3 + Y3 — ya)). (3.58)

Din (3.57) si (3.58) observam ca quasigrupul (G x G, o) este paramedial.

4. Demonstram ca (G x G, 0) nu este medial, adica nu are loc legea zy - 2t = xz - yt.

Notam x = ($1,yl)7y = (IQ,?/Q), z = (‘T?ny?))at = ($4,y4)a atunci (($1,y1) : ($2ay2)) : ((903af93)'
(24,91)) = ((x1,11) - (x3,93)) - ((x2,y2) - (T4,94)). Aplicim legea din Teorema 3.16 pentru
((z1,y1) - (x2,92)) - ((z3,y3) - (x4, v4)) si obtinem

((z1,91) © (%2, 92)) © (w3, y3) © (24, Y1) =
=((—z2 =+ a1, —v1 — Y1 +y2)) o ((—24 —ya + 3, —T3 — Y3 + ys)) =
=@y tys—r3+r3+Ys —Ys— (ot Y2 — 1), Loty — 1+ Ty — Yo — (T3 + Yz —ya)) =
= (4 +ys — (v2+yo — 1), 22 +y1 — (T3 + Y3 — ya))- (3.59)
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In mod similar procedsm cu ((z1,v1) - (€3, y3)) - (2, y2) - (24, 4)) si avem

((z1,91) © (3,93)) © (2, 92) © (T4, y4)) =
= (s —ys+ a1, —21 — Y1+ y3)) 0 (=4 — ya + T2, —22 — Y2 + 4u)) =
=@ty —otTotyp—ya— (T3 +ys — 1), T3+ Y — T+ 1ty —ys — (@2 + Y2 — ) =
= (T4 +yo — (w3 +ys — 1), 23 + y1 — (T2 + Y2 — Ya))- (3.60)

Din (3.59) si (3.60) observam ca nu are loc legea medialitatii in (G x G, o).

Teorema este demonstrata.

Exemplul 3.17. Fie (G,+) grup abelian de ordinul 3.

Tabelul 3.9. Exemplu de grup abelian de ordinul 3 utilizat la constructia

quasigrupului paramedial

(+)|o]1]2
0 [0|1]2
1 [1)2]0
2 1201

Ezxaminam (G x G,0), unde” o” este definita astfel:

(z1,71) © (T2,y2) = (=22 — Yo + 21, —21 — Y1 + Y2)
Obtinem

Tabelul 3.10. Exemplu de quasigrup paramedial, neasociativ si nemedial

) |ol1]2/5/4|5/6|7]8
0 |o|7/5/6|4]2|3]1]8
112|648 |3|1|5]0|7
2 1188|750l 4]2]|6
g 15|07 2|6|4|8]3|1
41426l 1|83 7]5]0
5 1sl118lol7]5|6|4|2
6 |7|5/0412/6|1]8]|3
7161423180 7|5
8 |8|3l1|s5lo]7 2|64

Deci, (G x G,0) este quasigrup paramedial, neasociativ si nemedial.
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3.4. Metode de constructie a quasigrupurilor mediale si nepara-

mediale

In acest paragraf vom determina in ce conditii pe multimea G x G poate fi definita

operatia binara, astfel incat noua structura este quasigrup neasociativ, medial i neparame-

dial, (subpunctul 2 din Problema 9).

Teorema 3.18. [75] Fie (G, +) grup comutativ. Multimea G x G cu operatia

(1,71) 0 (952792) =(—21 — Y1 + Y2, — T2 — Y2 + 1)

este quasigrup neasociativ, neparamedial, medial, AG-quasigrup, AD-quasigrup.

Demonstratie. Vom demonstra ca (G x G, o) este:
Quasigrup;

Quasigrup neasociativ;

Quasigrup medial;

AG-quasigrup;

AD-quasigrup;

A AN e I

Quasigrup neparamedial.

1. Pentru a demonstra ca grupoidul (G x G, o) este quasigrup, este necesar sa aratam

ca ecuatiile ar = b si ya = b au solutii unice in grupoidul dat.

Fie ecuatia ya = b. Fie y = (y1,92), a = (a1,az2) si b = (b1, bs). Deoarece ya = b putem

scrie
(y1,92) © (a1, a1) = (b1, ba).
Conform conditiei Teoremei 3.18 avem ca

(yla y2) o (al, 02) = (—y1 — Y2+ ag,—a1 — as + yl)'

Din (3.61) si (3.62) obtinem ca

—y1 — Y2 +az = by

—ay — ag + yp = bo.

Din (3.64) avem ca

Y1 = a; + ag + bs.
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Substituim in (3.63) expresia obtinuta pentru y; si obtinem
Yo = —by — a1 — by (3.66)

Deci, Y1 = ay + as + bz §1 Yg = —bg —Qa] — bl.
Vom arata ca orice alta solutie coincide cu y; si yo. Presupunem ca v} si vy, este o alta
" 3 1S Yo

solutie a ecuatiei ya = b. Atunci
(41, 95) © (a1, a1) = (b1, ba). (3.67)
Conform conditiei Teoremei 3.18 avem ca
(91,95) © (a1, a2) = (=91 — ¥ + a2, —a1 — az + yy). (3.68)

Din (3.67) si (3.68) obtinem ca

—y1 — Yy +az =Dy (3.69)
si

—ay — as + Yy = bo. (3.70)
Din (3.70) avem ca

Y1 = a1 + az + by. (3.71)

Substituim in (3.69) expresia obtinuta pentru ¥ si obtinem
Yo = —ay — by — bi. (3.72)

Deci, y; = a1 + as + by si yh = —by — by — ay.
Din (3.65) si (3.71) am obtinut ca y; = y;. Din (3.66) si (3.72) avem ca yo = y.

Din cele de mai sus am obtinut ca ecuatia ya = b are o singura solutie.

In mod analog procedim cu ecuatia az = b. Fie & = (x1,22), a = (a1, az) si b = (b1, b).

Deoarece ax = b putem scrie
(a1, as) o (w1, 22) = (by, b). (3.73)
Conform conditiei Teoremei 3.18 avem ca
(ay1,a9) o (x1,29) = (—ay — ag + To, —x1 — T2 + a1). (3.74)

Din (3.73) si (3.74) obtinem ca
—a1 — Qg + Ty = b1 (375)
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-] — Ty +a = bg. (376)

Din (3.755) avem ca
To = a1 + ag + bl. (377)

Substituim in (3.76) expresia obtinuta pentru xs si obtinem
r1 = —ag9 — bg - bl. (378)

Deci, Ir1 = —Qag — bg — b1 §1 To = a1 + a9 +b1
Vom arata ca orice alta solutie coincide cu x; si xo. Presupunem ca 2 si 2, este o alta

solutie a ecuatiei ax = b. Asa deci,
(a1, a2) o (2}, 25) = (b1, b2). (3.79)
Conform conditiei Teoremei 3.18 avem ca
(a1,a) o (x7,25) = (—a; — as + xhy, —xy — b + aq). (3.80)

Din (3.79) si (3.80) obtinem ca

si

2, — 2t a4 = by, (3.82)
Din (3.81) avem ca

l'/2 =a; + ag + bl. (383)

Substituim in (3.82) expresia obtinuta pentru z/, si obtinem
.T,l = —bQ - bl — Q9. (384)

Deci, ) = —ay — by — by si @, = a; + as + by.
Din (3.77) si (3.83) avem ca z3 = z5. Din (3.78) si (3.84) avem ca x; = 2. Din cele de
mai sus am obtinut ca ecuatia ax = b are o singura solutie.

Deci, grupoidul (G x G, o) este quasigrup.

2. Vom arata ca in (G x G, 0) nu se indeplinegte legea asociativa, adica (ab)c = a(bc).

Notam a = (x1,y1),b = (22,¥2),c = (x3,y3). Deci,
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((x1,11) o (22, 92)) o (x3,y3) = (x1,y1) © ((x2,92) © (x3,y3)). Aplicind legea din Teorema 3.18

pentru ((x1,41) o (x2,y2)) o (x3,y3) avem
((w1,91) 0 (2,92)) © (¥3,¥3) = (=21 — Y1 + Yo, =2 — Y2 + 1) 0 (73, y3) =
=@ty —ytrty—T+ys,—T3—Ys— 11— Y1+ o) =

=W+ 22+ Y3, —T3—Ys — 1 — Y1 + Ya2). (3.85)

In mod analog procedsm cu (x1,11) o (22, 12) o (3,y3)) si obtinem

(z1,71) © ((x2,y2) © (23,93)) = (1,91) © (—%2 — Yo + Y3, —T3 — Y3 + 22) =

=(—21—Yy1 — 23— Ys+ T2, To+ Yo —Ys — T3+ Ys — T4+ 1) =
= (=1 —y1 — 23 — Y3, Y2 + T3 + T1). (3.86)

Din (3.85) si (3.86) observam ca nu se indeplineste legea asociativa.

3. Demonstram ca (G x G,o) este medial, adica are loc legea xy - 2t = = zz - yt.

Notam = = (21,41),y = (T2, 42), 2 = (23,Y3),t = (24, ya), atunci ((z1,y1) - (x2,92)) - ((3,93) -
(24,y1)) = ((z1,91) - (z3,93)) - ((x2,y2) - (z4,97)). Aplicam legea din Teorema 3.18 pentru

((x1,11) - (22, 42)) - ((x3,y3) - (74,y4)) si obtinem
((71,91) 0 (72,92)) © ((23,y3) © (T4, Y4)) =

=((—r1—y1+y2,—T2o—yo+x1)) o ((—23 — Y3+ Ya, —Ta — Ya + 13)) =
=@ +y—yetrot+yp—v1— (s +ys—23), 23+ Ys—Ys+Ta+ys— 23— (T1+y1 —Ya)) =
= (r3+y1 — (T4 +ya — 22), 04 +ys — (01 + Y1 — ¥2)). (3.87)

In mod similar procedim cu ((z1,41) - (23,y3)) - (T2, y2) - (x4, y4)) i avem

((71,91) o (73,93)) © (72, y2) © (T4, Y4)) =

=((—z1—y1+ys,—x3—ys+x1)) o ((—22 — Yo+ Ya, =24 — Ys + x3)) =
=(r1+mpm—ystast+ys—ao1— (T4+ys—22), o+ Yo —Ysa+ T4+ ys — 2 — (T1+ 91 — y3)) =
(w3 4+y1 — (T4 +ya — 22), 24 + y3 — (21 + 11 — ¥2)). (3.88)

Din (3.87) si (3.88) observam ca quasigrupul (G x G, o) este medial.
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4. Demonstram ca (G x G, o) este AG-grupoid, adica are loc legea (zy)z = (zy)z. Notam

T = (z1,41),y = (T2, ¥2), 2 = (23, y3), atunci ((z1, y1) - (2, 92)) - (3, y3) = ((x3,¥3) " (T2, 92)) -
(1,71). Aplicam legea din Teorema 3.18 pentru ((x1,41) - (22, y2)) - (z3,y3) si obtinem

((l‘hyl) : (962,192)) : (36371/3) = (—56’1 — Y1+ Y2, —T2 — Y2+ xl) © (90373/3) =

=@ty —ptrotye—T1+ys, —T3—ys—T1 — Y1 + ) =
=+ 22+ Y3, T3 — Y3 — T1 — Y1 + Ya2). (3.89)
In mod similar procedam cu
((z3,93) - (12,92)) - (v1,1) si avem

((553, Y3) © ($2,y2)) © (1’1>y1) = (—1’3 —Ys+t Y2, —x2— Y2+ 1’3) o (331, Y1) =

=(r3+ys— Yo+ oo+ yo— T3+ Y1, —T1— Y1 — T3 — Y3+ Yo) =
= (y3 + 22+ Y1, =21 — Y1 — T3 — Y3 + Ya). (3.90)

Din (3.89) si (3.90) observam ca quasigrupul (G x G, o) este AG-grupoid.

5. Demonstram ca (G x G, o) este AD-grupoid, adica are loc legea x(yz) = z(yx). Notam

= (21,41),y = (T2,92), 2 = (z3,¥3), atunci (z1,y1) - (22, y2) - (73,y3)) = (23, 3) - (22, y2) -
(x1,y1)). Aplicam legea din Teorema 3.18 pentru (z1,41) - ((x2,y2) - (x3,y3)) si obtinem

(z1,91) © ((x2,y2) © (23,93)) = (1,1) © (—T2 — Yo + Y3, —T3 — Y3 + 22) =

= (=21 —y1 — 23 — Y3 + T2,y + T3 + 11). (3.91)
In mod similar procedam cu
(3537@/3) ) ((532,3/2) : (371,%)) gl avem

(23,y3) © ((x2,y2) © (x1,y1)) = (z3,y3) © (—Z2 — Y2 + Y1, —T1 — Y1 + X2) =

=(—z3—ys—T1 — P + T2, To+ Yo — Y +T1 + Y1 — T2+ T3) =
= (-1 —y1 — 3 — Y3 + T2, Yo + 1 + 3). (3.92)

Din (3.91) si (3.92) observam ca quasigrupul (G x G, o) este AD-grupoid.

6. Demonstram ca (G x G, o) nu este paramedial, adica nu are loc legea xy - 2t = ty - zx.

Notam x = (x17y1)7y = (96‘27y2), z = (x3,y3),t = (9547?/4)7 atunci ((xlayl) ) ($2ay2>> : (($3793)‘
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(24,91)) = (x4, y4) - (x2,92)) - ((x3,y3) - (x1,91)). Aplicam legea din Teorema 3.18 pentru

(1, 91) - (22,92)) - ((23,93) - (¥4, y4)) si obtinem
((z1,91) © (w2, 92)) © (w3, y3) © (T4, Y1) =
= (=22 =yt o, 21 — 1 +4p)) © ((—a —ya+ 23, —73 — ys + 1)) =
=@ tys—w3+r3tys—ys— (T2t yp—21), Lot Yo —T1 + T+ Y1 — Yo — (T3 + Y3 —Ya)) =

= (vs+ys— (v2+y2 —21), 22 +y1 — (T3 + Y3 — 1a)). (3.93)

In mod similar procedsm cu (24, v4) - (22, y2)) - (3, y3) - (21,91)) si avem

((4,y4) o (z2,y2)) o ((w3,93) 0 (T1,51)) =

= ((—954 — Y4+ Y2, —T2 —y2+a:4)) o ((—953 —Ys+ Y, —T1— Y1 +333)) =
=@y +ys—yotrot+yp—va— (1 —+23), 23+ ys—h +T1+y1 — 23— (Ta+ys— o)) =
= (X2 +ys — (x1 + 31 — 23), 01 + Y3 — (T4 + ya — Y2)). (3.94)

Din (3.93) si (3.94) observam ca quasigrupul (G x G, o) nu este paramedial.

Teorema este demonstrata.

Exemplul 3.19. Fie (G,+) grup abelian de ordinul 3.

Tabelul 3.11. Exemplu de grup abelian de ordinul 3 utilizat la constructia

quasigrupului medial

(+)|0o|1]2
0 |0]1]2
111120
2 1 2|0]1

Ezxaminam (G X G,0), unde” o” este definita astfel:

(1,71) © (x2,y2) = (=21 — Y1 + Yo, —T2 — Y2 + 1)
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Obtinem

Tabelul 3.12. Exemplu de quasigrup medial, neparamedial, AG-quasigrup si
AD-quasigrup

(+)|o|1)2|3]4|5|6|7|8
0 0|5 702 416|138
1162048113705
2 |38 1|5[7|0]4]|6]2
g3 | 7lo|5]6|2(4]8|1]3
414162 8|8l1]|5]7]|0
5 11)s|8lols5|7]24]|6
6 |5|7/0046|2|3|8]|1
724016138 |0|5]7
8 |8|1|3|7|0|5|6|2]|4

In asa mod (G x G, o) este quasigrup medial, neparamedial, AG-quasigrup i AD-quasigrup.
Exemplul 3.20. Fie (G,+) grup abelian de ordinul 4.

Tabelul 3.13. Exemplu de grup abelian de ordinul 4 utilizat la constructia

quasigrupului medial

+)|ol1]2|3
0 |0|1|2]3
1111230
2 | 2|3]0]|1
slol1]2

Examinam (G x G,0), unde” o” este definita astfel:

(1,71) © (x2,y2) = (=21 — Y1 + Yo, —T2 — Y2 + 1)
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Obtinem:

Tabelul 3.14. Exemplu de quasigrup medial, neparamedial, AG-quasigrup si
AD-quasigrup

—
_.l_

~—
S
~
[\S]
NS
(]

6
0| 711013 3| 6| 9|12 2| 5| 8|15 1| 4 |11] 14
5

1208161 9]15] 2 81 14| 1| 4 |11]13] 0| 7|10
81150 2| 511|124 1| 410013 0| 7| 9|12] 3] 6
jl11 14\ 1| 710013 0] 6| 9|12]38]| 5| 8|15 2
1300 71001286915 2|5 8|14 1 11

1502 51114 1| 410013 0] 7
51 8115] 2 1114 1 10013 0| 61| 9]12] 3

Sl |||t ]w ||~
o
~
oo
o
()

8
4 7
1] 411l 0| 7| 10|13] 3
9112, 3| 6| 8|15| 2|5 11|14 1|4
5 4
1 0

101300 7

6| 9|12| 3 8|15 2 1l 1| 7] 10]13] 0
w25 8|15 4|11 14 711013 3| 6| 9] 12
11y 1| 41218 0] 7100120 86| 9|15 2|58
12 70100180 6| 9123|5815 2|4 |11|14] 2
13131691235 815 1|4 |11|14] 01| 7]|10]| 183
yl1s| el 58|14 1] 4111130 710012 3|6/ 9

15 | 11|14 1 | 4 | 1013 0| 7| 9 12| 83| 6| 8 |15| 2| 5

In asa mod (G x G, 0) este quasigrup medial, neparamedial, AG-quasigrup si AD-quasigrup.
Teorema 3.21. Fie (G,+) grup comutativ. Multimea G X G cu operatia

(x1,91) 0 (¥2,92) = (21 + Y1 + T2 + Y1, Y1 + y2)
este bucla mediala de stanga.

Demonstratie. Vom demonstra ca (G x G, o) este:
1. Quasigrup;
2. Quasigrup neasociativ;
3. Quasigrup medial;

4. Quasigrup cu unitate de stanga.
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Fie ecuatia ya = b. Fie y = (y1,v2), a = (a1,a2) si b = (b1, by). Deoarece ya = b putem
scrie
(Y1,92) o (a1, a1) = (b1, ba). (3.95)
Conform conditiei Teoremei 3.21 avem ca

(Y1,92) o (a1, a2) = (y1 + y2 + a1 + Yo, az + Y2). (3.96)

Din (3.95) si (3.96) obtinem ca

1ty tarty=0b (3.97)
s
as + Yo = bQ. (398)
Din (3.98) avem ca
Y2 = by — as. (3.99)

Substituim in (3.97) expresia obtinuta pentru ys si obtinem
Y1 =br —a; — 2(by — ay). (3.100)

Deci, y1 = b1 — a1 — 2(ba — a2) si yo = by — as.
Vom arata ca orice alta solutie coincide cu y; si yo. Presupunem ca y] si y5 este o alta

solutie a ecuatiei ya = b. Atunci
(41, 45) 0 (a1, a1) = (b1, ba). (3.101)
Conform conditiei Teoremei 3.21 avem ca
(Y1, 42) © (a1, a2) = (4 + o + a1 + o, a2 + 45)- (3.102)

Din (3.101) si (3.102) obtinem ca

Y1+ s+ ar +yh = by (3.103)
si
as + 1y = by. (3.104)
Din (3.104) avem ca
Yy = by — ag. (3.105)

93



Substituim in (3.103) expresia obtinuta pentru y} si obtinem
yi = b1 —a; — 2<b2 - CLQ). (3106)

Deci y; = b1 — ay — 2(ba — a2) §i yy = by — as.
Din (3.99) si (3.105) am obtinut ca y2 = y4. Din (3.100) si (3.106) avem ca y; = y;.

Din cele de mai sus am obtinut ca ecuatia ya = b are o singura solutie.

In mod analog procedim cu ecuatia ax = b. Fie z = (z1,22), a = (a1, az) si b = (b1, b).

Deoarece ax = b putem scrie
(a1, a2) o (z1,m2) = (b1, ba). (3.107)
Conform conditiei Teoremei 3.21 avem ca
(a1, as) o (x1,22) = (a1 + as + 1 + ag, as + 2). (3.108)

Din (3.107) si (3.108) obtinem ca

a1 +as+x1+ay=b (3.109)
si
as + x9 = by. (3.110)
Din (3.109) avem ca
1 = by — a; — 2as. (3.111)
Din (3.110) avem ca
Ty = by — ao. (3.112)

Deci x1 = by — a1 — 2as si o = by — ao.
Vom arata ca orice alta solutie coincide cu x; si xo. Presupunem ca 2 si 2, este o alta

solutie a ecuatiei ax = b. Asa deci
(a1, a2) o (2}, 23) = (b1, b2). (3.113)
Conform conditiei Teoremei 3.21 avem ca
(a1, a9) o (2, 25) = (a1 + az + 2} + ag, az + 7). (3.114)
Din (3.113) si (3.114) obtinem ca
ap +as + ) +as = by (3.115)
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as + 4 = b. (3.116)

Din (3.115) avem ca
Ty =b1 — 2ay — ay. (3.117)

Din (3.116) avem ca
xhy = by — as. (3.118)

Deci, 2] = by — a1 — 2as si @), = by — as.
Din (3.111) si (3.117) avem ca x; = «). Din (3.112) si (3.118) avem ca zy = ).
Din cele de mai sus am obtinut ca ecuatia ax = b are o singura solutie.

Deci, grupoidul (G x G, o) este quasigrup.

2. Vom arata ca in (G x G, 0) nu se indeplinegte legea asociativa, adica (ab)c = a(bc).

Notam a = (z1,91),b = (22,42), ¢ = (23,y3). Deci, ((z1,41) © (x2,92)) © (z3,y3) = (w1, 1) ©
((x2,y2) o (23,y3)). Aplicind legea din Teorema 3.21 pentru ((x1,y1)o (z2,92)) o (z3,y3) avem

((z1,71) o (x2,y2)) © (z3,y3) = (x1 + y1 + T2 + Y1, 01 + y2) 0 (x3,y3) =

=@ty +xet+yi+yi+ye+a3+yr+y2, 01+ Y2+ ys) =
= (21 +4y1 + 22+ 22 + 23, Y5 + Y1 + Y2). (3.119)

In mod analog procedim cu (z1, 1) o (2, y2) o (23,y3)) si obtinem

(@1,91) © ((z2,y2) © (x3,3)) = (21, 91) © (T2 + Y2 + T3 + Y2, y3 + Y2) =

=@ +p+traty+trs+y+y,y+ys+uy =
= (21 + xo + 23+ 2y1 + 2Yo, Y2 + Y3 + Y1). (3.120)

Din (3.119) si (3.120) observam ca nu se indeplinegte legea asociativa.

3. Demonstram ca (G x G,o) este medial, adica are loc legea xy - 2t = = zz - yt.

Notam = = (21,41),y = (T2, 92), 2 = (3,Y3),t = (24, ya), atunci ((z1,y1) - (x2,92)) - ((3,93) -
(x4,94)) = ((x1,91) - (x3,93)) - ((x2,92) - (24,y7)). Aplicam legea din Teorema 3.21 pentru

((x1,11) - (z2,42)) - ((x3,y3) - (74,y4)) si obtinem
((w1,91) © (72, 92)) © ((23,y3) © (T4, Y4)) =
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=((m+y+za+y,y2+vy1))o((zs+ys+xs+ys,ya+ys3)) =
=@ +za+2h+n+ v +rs+2ys+ s+ Yo, F Y +ys +ys) =
= (@1 4+ 22 + 4y + 2y2 + 23 + 2y3 + T4, Y1 + Y2 + Y3 + Ya)- (3.121)

In mod similar procedsm cu ((z1,41) - (€3, y3)) - (2, 92) - (24, 1)) si avem

((w1,91) o (73,93)) © (72, y2) © (T4,y4)) =

= (@1 +y1+ a3+ Y,y +ys)o (Ta+ Y2+ 24+ Yo, Yo +ys) =
=@ +2n+as+yp+ys+ra+20+za+y+Ys, v Fys + Y +ya) =
= (21 +4y1 + 23+ 2y + 22+ 2y + 24, Y1 + Y3 + Y2 + Ya). (3.122)

Din (3.121) si (3.122) observam ca quasigrupul (G x G, o) este medial.

4. Demonstram existenta unitatii de stanga, adica are loc ex = x. Notam x = (x1, x2),
e = (e,e), atunci (e, e) - (x1,22) = (x1,22). Aplicam legea din Teorema 3.21 pentru (e, e) -
(21, 22) ¢l obtinem
(e;€) - (z1,m2) = (et etz +eetar)=
=(et+z1+ee+xs) =(e+x1,e+39) = (21, 22). (3.123)
Deci, exista unitate de stanga.
5. Demonstram inexistenta unitatii de dreapta, adica xe # z. Utilizam notatiile z =
= (z1,72), e = (e,e), atunci (x1,22) - (e,€) # (x1,72). Aplicam legea din Teorema 3.21

pentru (z1, ) - (e, €) si obtinem
(x1,22) - (e,€) = (x1 + 22+ e+ 29,20+ €) =

= (21 + 229, 29) # (21, 22). (3.124)

Deci, nu exista unitate de dreapta.

Teorema este demonstrata.
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Exemplul 3.22. Fie (G,+) grup abelian de ordinul 3.

Tabelul 3.15. Exemplu de grup abelian de ordinul 3 utilizat la constructia unei

bucle neasociative, mediale de stanga

(+)|0]|1]2
0 |0]1]2
111120
2 1 2|0]1

Ezxaminam mulfimea (G X G,0), unde ” o” este definita astfel:

(x1,91) © (T2,y2) = (w1 +y1 + 22 + Y1, 01 + ¥2).
Obtinem

Tabelul 3.16. Exemplu de bucla neasociativa, mediala de stanga

()| ol1)12|3]4|5|6|7]8
0 |ol1]|23/4]15|6|7]8
1 |7lsl6l1|2]0l4|5]3
2 | 503|886 7]2| 0|1
3 13141506780 1]2
Jol1l2lol 4535|786
5 1816|7120 1]5|3]4
6 |6|78|0|1]235|4]5
7141508786 1]2]0
8 |2lol1]5/35|4]8|6|7

Deci, (G x G, o) este bucla neasociativa, mediald de stanga.

3.5. Quasigrupuri topologice paramediale cu masura Haar

Notam cu B(X) familia tuturor submultimilor Borel din spatiul X. Valoarea reala,
nenegativa a functiei p definita pe familia B(X) a submultimilor din spatiul X se numeste
masura Radon pe X daca poseda urmatoarele proprietati:

- w(H) = sup{u(F) : F C H, F este submultime compacta din H} pentru orice H €
B(X);
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- pentru orice punct x € X exista o submultime deschisa V, astfel incat z € V, si

(V) < oo.

Definitia 3.23. Fie (A,-) este quasigrup topologic cu diviziunile (r,l). Masura Radon u pe
A se numeste:

- masura Haar invarianta de stanga, daca p(U) > 0 si p(xH) = p(H) pentru orice
mulfime nevida deschisa U C A, punct x € A si multime Borel H € B(A);

- masura Haar invarianta de dreapta, daca p(U) > 0 si u(Hz) = p(H) pentru orice
multime nevida deschisa U C A, punct x € A gi mulfime Borel H € B(A);

- masura Haar invarianta, daca p(U) > 0 gi

p(eH) = p(Hz) = p(l(z, H)) = p(r(H, z)) = p(H)
pentru orice multime nevida deschisa U C A, punct x € A gi multime Borel H € B(A).

Definitia 3.24. Vom spune ca pe quasigrupul topologic (A,-) existd o unica masurd
Haar invarianta de stanga (de dreapta), daca pentru orice doud masuri Haar inva-
riante de stanga (de dreapta) uy, pe pe A exista o constantda ¢ > 0 astfel incat ps (H) =

¢ (H) pentru orice multime Borel H € B(A).

Daca (G, +) este grup comutativ local compact, atunci pe G exista o unica masura
invarianta Haar ug [174]. Consideram pe grupul topologic Abelian (G, +) masura invarianta

pe. Utilizind metoda demonstratiei din [174] vom demonstra urmatoarele teoreme.

Teorema 3.25. [64] Fie (G,-) quasigrup paramedial local compact. Atunci:

1. Ezista grupul topologic comutativ (G,+) si p,¢ : G — G sunt automorfisme in
(G,+),b€ G, p*> =192 51 (G, +,p,1,0,b);

2. Daca pe grupul topologic Abelian (G,+) consideram masura Haar invariantd pg,
atunci pe (G,-) masura Haar invarianta de stanga (de dreapta) este unicd;

3. Daca p este masurda Haar invarianta de stanga(de dreapta) pe (G,-), atunci p este
masurd Haar invarianta de stanga(de dreapta) pe (G,+) de asemenea;

4. Pe (G,-) exista o masura Haar invarianta de dreapta dacd si numai dacd pe(e(H)) =
= pc(H) pentru orice H € B(A);

5. Daca n < +oo, gi pe G exista o (n, +00)-unitate, atunci pe (G,-) masura pg este
unica masura Haar invarianta de dreapta;

6. Daca m < +oo, si pe G exista o (+00, m)-unitate, atunci pe (G,-) masura pg este

unica masura Haar invarianta de stanga;
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7. Daca n,m < oo, gi pe G exista o (n, m)-unitate, atunci pe (G,-) masura pug este

unica masura Haar invarianta.

Demonstratie. Fie p masura Haar invariantd de dreapta pe (G,-). Deoarece x -y =
o(z) + 1 (y) + b pentru orice z,y € G, atunci Hx = @(H) + ¢ (H) + b. Astfel 1 este masura
Haar invarianta pe (G, +) si exista o constanta ¢ > 0 astfel incat u(H) = ¢ ug(H). Astfel,
ie este masura Haar invarianta de dreapta in (G, ). Afirmatiile 1, 2 gi 3 sunt demonstrate.
Fie h automorfism topologic al lui (G, +). Atunci un(H) = pe(h(H)) este masura Haar
invarianta in (G, +) si exista o constanta ¢, > 0 astfel incat p,(H) = pe(h(H)) = cp- pe(H)
pentru fiecare submultime Borel H € B(G). In particular. pug(h*(H)) = ¢ ug(H) pentru
fiecare k € N. Daca n < +oo gi 0 este (n,+oo)-unitate, atunci ¢"(x) = x pentru orice
r € Gsicy =1 Astfel, ¢, = 1, ug(H) = pe(h(H)) si po este masura Haar invarianta de
dreapta in (G, ). Afirmatiile 4, 5 gi 6 sunt demonstrate.

Teorema este demonstrata.

Corolarul 3.26. [76] Fie (G,-) quasigrup paramedial. Atunci exista grupul Abelian (G, +),
elementul ¢ € Q si grupul automorfismelor «, 3, astfel incat x -y = a(x) + B(y) + q pentru

orice x,y € Q si are loc relatia ace = Bf.
Corolarul dat a fost demonstrat in [95, 20, 157].

Teorema 3.27. [64] Fie (G, +) quasigrup topologic paramedial si (G, +) (n, m)-izotop omogen
a lui (G,+). Atunci:

1. Pe (G, +) exista masura Haar invarianta de stinga (dreapta) daca si numai dacd pe
(G,-) exista masura Haar invariantd de stanga (dreapta);

2. Daca pe (G,+) masura Haar invarianta de stanga (dreapta) este unica, atunci pe

(G, ) masura Haar invarianta de stanga (dreapta) este de asemenea unica.

Teorema 3.28. Quasigrupul paramedial compact G contine o unica masura Haar invarianta

w pentru care p(G) = 1.

Teoremele 3.25, 3.27 si 3.28 au fost demonstrate in [152] pentru quasigrupuri topologice

mediale.

Exemplul 3.29. Fie (R,+) grup topologic Abelian a numerelor reale.
1. Daca p(x) =x, Y(z) =x six-y=x+vy, atunci (R,-) = g(R,+, p, ) este quasigrup
paramedial, comutativ i local compact. In baza Teoremei 3.25, pe (R, -) exista masura Haar

mvarianta la stanga st masura Haar invarianta la dreapta.
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2. Daca p(x) = Tz, Y(x) = Tx si x -y = Tx + Ty, atunci (R, ) = g(R,+,¢,) este
quasigrup paramedial, comutativ i local compact. In baza Teoremei 3.25 pe (R, ) nu exista

nict o masura Haar tnvarianta la stanga sau la dreapta.

Exemplul 3.30. Notam prin Z, = Z/pZ = {0, 1, ....p — 1} grupul ciclic Abelian de ordinul
p. Consideram grupul comutativ (G, +) = (Z7,+), p(z) =4z, Y(z) =3z si x -y = 4o + 3y.
Atunci (G,-) = g(G,+,p, ) este quasigrup medial, paramedial si bicomutativ cu (3,6)-

unitate in (G, -), care coincide cu elementul zero in (G,+).

Exemplul 3.31. Consideram grupul comutativ (G,+) = (Z7,4), ¢(x) = bx,¥(x) = 3z gi
-y =bxr+3y. Atunci (G,-) = g(G, 4+, ¢,v) este quasigrup medial csi hexagonal, si fiecare
element este din (G, -) este (6,6)-unitate.

Exemplul 3.32. Consideram grupul comutativ (G,+) = (Zs,+), p(z) = z, ¢(x) = 4z gi
r-y =x+4y. Atunci (G,-) = g(G,+, ¢, ) este quasigrup medial, paramedial si bicomutativ

cu (2,1)-unitate in (G,-), care coincide cu elementul zero in (G, +).

Exemplul 3.33. Fie (R,+) grupul topologic comutativ al numerelor reale, a > 0, b > 0,
o(x) =azx, Y(y) =bxr siz-y = p(x)+1(y). Atunci (R,-) este quasigrup medial, comutativ,
local compact. Daca H = [c,d], atunci 0- H = [ac,ad] si H -0 = [bc, bd]. Astfel:

- pe (G, ) exista masura Haar invarianta de dreapta dacd i numai dacd a = 1;

- pe (G, ) exista masura Haar invariantd de stanga dacd si numai daca b = 1;

-dacia # 1 gi b# 1, atunci pe (G, ) nu ezxista nici o masurda Haar invarianta de stanga

ori de dreapta.

Exemplul 3.34. Fie (R,+) grupul topologic Abelian al numerelor reale.

1. Daca p(x) =z, P(x) = 2x six-y = v+2y atunci (R,-) = g(R, +, ¢, 1) este quasigrup
medial, comutativ, local compact. In virtutea Teoremei 7 din [152] exista o unica masurd
Haar invarianta de dreapta pe (R, ).

2. Fie p(x) =3z, Y(z) =z six-y = 3zv+y. Atunci (R, ) = g(R,+, v, 1) este quasigrup
medial, comutativ, local compact. Pe (R,-) ezista o unica masurd Haar invariantd de stanga.

3. Dacd p(x) =z, Y(x) =x+T7 six-y=x+y+T7 atunci (R,-) = g(R,+,¢,)
este quasigrup medial, comutativ, local compact si (R,-) nu confine (n,m)-unitate. Dar in
virtutea Teoremei 7 din [152] pe (R,-) ezistd o unica masurd Haar invariantd.

4. Fie p(x) =3z, ¥(x) =2z six -y = 3x + 2y. Atunci (R,-) = g(R,+,p, ) este qua-
sigrup medial, comutativ, local compact. Pe (R,-) nu existd nici o masura Haar invariantd

de stanga sau de dreapta.
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Exemplul 3.35. Fie (R,+) grup topologic Abelian al numerelor reale.

1. Daca p(z) = 5z, ¥(x) = x si x-y = dr+y, atunci (R, ) = g(R,+, p, 1) este quasigrup
medial comutativ local compact. In baza Teoremei 7 din [152], pe (R,-) exista masura Haar
mvarianta de stanga.

2. Daca ¢(x) = bz, Y(z) = Te si v -y = dbx + Ty, atunci (R,-) = g(R,+,p, ) este
quasigrup medial comutativ local si pe (R,-) in baza Teoremei 7 din [152], nu ezistd nici o

masura Haar invarianta de stanga sau de dreapta.

3.6. Grupoizi distributivi si paramedialitatea

Fie (G, -) grupoid topologic distributiv cu un element idempotent.
Fie f aplicatia x — xe si g este aplicatia x — ex. Este clar ca pentru aplicatiile f si g

are loc ff = gg.

Definim pe G operatia binara (o) in felul urmator:

(ex) o (ye) = yz.

Atunci (G, o) este grupoid topologic cu unitatea e. Notam faptul ca orice element din
grupoidul distributiv (G, ), care contine un element idempotent si injectiv e este la fel

idempotent. Astfel, pentru x € G avem ca:
r-e=x-ee=uxe-xe=(zx)-e.

Deoarece e este injectiv din ultima relatie rezulta ca x = x - x.

Fie A o submultime din G. Multimea A se numeste e-inchisa daca:

1. z,y € Aimplica z -y € A;

2. xe,ex din A implica x € A;

Daca B este o submultime din GG atunci prin B® vom nota intersectiile tuturor submultimi-
lor e-inchise din G care contin B.

Reformulam Teorema 2.54 in felul urmator:

Teorema 3.36. [77] Daca grupoidul topologic paramedial (G, ) confine elementul idempotent
bijectiv, e si operatia (o) este definita pe G conform relatiei vy = ey o xe, atunci (G, o) este

semigrup comutativ ce contine unitatea e.

Teorema 3.37. Fie (M,-) grupoid distributiv cu un element idempotent injectiv e si a,b

doua elemente din M. Atunci:
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1. Daca ae - eb = be - ea, atunci ({e,a,b}e, ) este un subgrupoid paramedial din M.
2. Daca e este idempotent bijectiv, atunci ({e,a,b}¢ o) unde operatia (o) este definita

definita astfel ex o ye = yx, este semigrup comutativ cu unitatea e.

Demonstratie. Conform conditiei Teoremei 3.37 multimea {e, a,b} este o submultime
paramediala din M. Dupa Lema Zorn {e,a,b} se contine intr-o submultime paramediala
maximala G din M. Este clar ca G se contine in G¢. Vom demonstra ca G = G°. Este

suficient de aratat ca G este e-inchisa.
Daca x,y € (G, atunci trebuie sa demonstram ca x -y € G.

Fie u,v,w € G. Atunci

(xy - u) - (vt) = (zu-yu) - (vt) = (xu - vt) - (yu - vt) =

= (tu-vz) - (tu-vy) = (tu) - (v -vy) = (tu) - (v- zY).

In mod similar avem ca:

(u-zy) - (vt) = (uz - uy) - (vt) = (ux - vt) - (uy - vt) =

= (tx -vu) - (ty - vu) = (tx - ty) - (vu) = (t - zy) - (vu).

Similar avem ca:

(vu) - (zy - t) = (vu) - (xt - yt) = (vu - xt) - (vu - yt) =

= (tu-av) - (tu-yv) = (tu) - (zv - yv) = tu - (xy - v).

Rezulta ca zy € G.
Fie xe € G i ex € G. Vom arata ca z € G.

Fie y,u,v € G. Deoarece e € G gi GG este paramedial putem scrie ca:

(ze - ye) - (ue - ve) = (ve - ye) - (ue - xe)
(zy-e) - (uv-e) = (vy-e)- (uz-e)
(xy - uwv) - e = (vy - uzx) - e.

In mod similar avem ca:
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(ex - ey) - (eu-ev) = (ev-ey) - (eu - ex)

(e-zy)-(e-uv) = (e-vy) - (e-ux)
e (zy-uv) =e- (vy - ux).

Deoarece e este injectiv, avem ca
TY - UV = VY + UL,

Conditia de paramedialitate pentru z in alta pozitie se verifica la fel.

Rezulta ca = € G imediat ce ze € (G, deoarece G este submultime paramediala.

Similar se arata ca x € G imediat ce ex € G. Astfel G este e-inchisa si G = G°.

Deoarece {e,a,b}® se contine in G¢ gi G¢ este paramediala atunci ({e,a,b}¢,-) este sub-
grupoid paramedial in M.

Daca e este idempotent bijectiv, atunci definim (o) pe {e, a, b} astfel (ex) o (ye) = yz.
Conditiile Teoremei 3.37 se indeplinesc si rezulta ca ({e, a,b}¢, o) este semigrup comutativ
cu unitatea e.

Teorema este demonstrata.

3.7. Unele aplicatii ale calculatorului la studierea proprietatilor

quasigrupurilor neizomorfe finite

In aceasti sectiune sunt prezentate unele aplicatii ale informaticii la solutionarea unor
probleme concrete care tin de structurile algebrice. Au fost examinate urmatoarele probleme:

Problema A. Cdate quasigrupuri neizomorfe de ordinul 3, 4, 5 si 6 exista?

Problema B. Sa se calculeze numarul de quasigrupuri neizomorfe de ordinul 3, 4, 5,
6 si 7 care indeplinesc condifia de: bucla, medialitate, paramedialitate, comutativitate, bico-
mutativitate si distributivitate?

Teoremele 3.38 - 3.44 au fost publicate in [78].

Pentru solutionarea problemelor respective au fost elaborati algoritmi, implementati la

calculator, prin intermediul carora am obtinut urmatoarele rezultate:

Teorema 3.38. Exista exact:
- 5 quasigrupuri neizomorfe de ordinul 3;

- 35 quasigrupuri neizomorfe de ordinul /;
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- 1411 quasigrupuri neizomorfe de ordinul 5,

- 1130531 quasigrupuri neizomorfe de ordinul 6.

Teorema 3.39. Ezista exact:
- 8 quasigrupuri comutative neizomorfe de ordinul 3;
- 7 quasigrupuri comutative neizomorfe de ordinul 4;
- 11 quasigrupur: comutative neizomorfe de ordinul 5;
- 491 quasigrupurt comutative neizomorfe de ordinul 6;

- 6381 quasigrupuri comutative neizomorfe de ordinul 7.

Teorema 3.40. Exista exact:
- 1 bucla neizomorfa de ordinul 3;
- 2 bucle neizomorfe de ordinul 4;
- 6 bucle neizomorfe de ordinul 5;
- 109 bucle neizomorfe de ordinul 6;

- 23746 bucle neizomorfe de ordinul 7.

Teorema 3.41. Exista exact:
- 5 quasigrupuri mediale neizomorfe de ordinul 3;
- 18 quasigrupurt mediale neizomorfe de ordinul 4;
- 19 quasigrupuri mediale neizomorfe de ordinul 5;
- 5 quasigrupuri mediale neizomorfe de ordinul 6;

- 41 quasigrupuri mediale neizomorfe de ordinul 7.

Teorema 3.42. Exista exact:
- & quasigrupuri paramediale neizomorfe de ordinul 3;
- 11 quasigrupuri paramediale neizomorfe de ordinul 4;
- 9 quasigrupuri paramediale neizomorfe de ordinul 5;
- & quasigrupuri paramediale neizomorfe de ordinul 6;

- 13 quasigrupuri paramediale neizomorfe de ordinul 7.

Teorema 3.43. Exista exact:
- 0 quasigrupuri bicomutative neizomorfe de ordinul 3;
- 11 quasigrupuri bicomutative neizomorfe de ordinul 4;
- 17 quasigrupuri bicomutative neizomorfe de ordinul 5;

- 2 quasigrupuri bicomutative neizomorfe, nemediale si neparamediale de ordinul 6;
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- 8 quasigrupuri bicomutative neizomorfe, nemediale $i neparamediale de ordinul 7.

Teorema 3.44. Exista exact:
- 1 quasigrup distributiv neizomorf de ordinul 3;
- 1 quasigrup distributiv neizomorf de ordinul 4;
- 8 quasigrupuri distributive neizomorfe de ordinul 5;
- 0 quasigrupuri distributive neizomorfe de ordinul 6;

- 5 quasigrupuri distributive neizomorfe de ordinul 7.

Unele aplicatii ale algebrelor universale si automatelor au fost examinate in [175], [176],

[177).

3.8. Concluzii la Capitolul 3

In capitolul 3 au fost cercetate omomorfismele continui a n-grupoizilor topologici cu
diviziuni continui, produsul direct de grupoizi cu unitati multiple, metodele de obtinere
a quasigrupurilor neasociative mediale si paramediale, conexiunea dintre distributivitate si
paramedialitate.

In contextul subiectelor examinate punctam urmatoarele concluzii:

- a fost elaborata metoda n-grupoizilor topologici cu diviziuni si a omomorfismelor con-
tinui;

- a fost elaborata o metoda de constructie a grupoizilor cu unitati multiple de un anumit
tip;

- a fost elaborata metoda de constructie a quasigrupurilor mediale, neasociative si nepa-
ramediale;

- a fost elaborata metoda de constructie a quasigrupurilor paramediale, neasociative si
nemediale.

Utilizind metodele respective au fost obtinute urmatoarele rezultate:

- au fost stabilite conditiile pentru ca omomorfismele continui a n-grupoizilor topologici
cu diviziuni continui sa fie deschise. Problema omomorfismelor deschise a fost solutionata
de L.Pontryagin pentru o clasa destul de larga de grupuri topologice.

- a fost demonstrat cum se pot construi grupoizi cu unitati multiple de un anumit tip;

- a fost demonstrat cum se pot construi quasigrupuri mediale, neasociative gi neparame-

diale utilizand produse directe speciale ale grupurilor comutative;

105



- a fost demonstrat cum se pot construi quasigrupurilor paramediale, neasociative si
nemediale utilizand produse directe speciale ale grupurilor comutative;

Metodologia de cercetare propusa in Capitolul 3 poate fi utilizata la:

- elaborarea metodelor de constructie a quasigrupurilor topologice mediale neasociative
cu anumite proprietati algebrico-topologice;
- elaborarea metodelor de constructie a quasigrupurilor topologice paramediale neasociative
cu anumite proprietati algebrico-topologice;
- stabilirea conditiilor pentru ca omomorfismele continui a n-grupoizilor topologici de un

anumit tip sa fie deschise.
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CONCLUZII GENERALE SI RECOMANDARI

Cercetarile in domeniul algebrei topologice au fost initiate in a doua jumatate a secolului
XIX-lea. Algebra topologica, ca ramura a matematicii moderne, se afla la frontiera dintre
topologia generala gi algebra abstracta. Metodele elaborate si rezultatele obtinute in acest
domeniu de mare interes stiintific sunt cu succes implementate nu numai in matematica
teoretica dar si in matematica aplicata si sisteme informationale.

Mentionam ca problema principala a algebrei topologice consta in studierea concordaniei
dintre proprietatile algebrice i topologice ale E-algebrelor topologice G din clasa V(E, i, J).
Aceasta problema are un aspect larg si poate fi solutionata efectiv numai pentru anumite
clase de algebre topologice, care se reprezinta prin fixarea operatiilor algebrice si identitatilor
algebrice.

In acest aspect cecetarile fundamentale au fost efectuate pentru grupuri topologice, inele
si module topologice. Dar aceasta problema este insuficient cercetata pentru grupoizi to-
pologici. Clasa de grupoizi topologici contine si clasa de grupuri topologice si clasa de
quasigrupuri topologice.

Insi cercetirile diferitor clase de grupoizi topologici cu diviziuni au fost modeste, necatind
la rolul lor in multe cercetari aplicative. Rezultatele obtinute in lucrarea respectiva sunt
nemijlocit legate de solutionarea Problemelor 1-9 formulate mai sus.

Rezultatele principale ale lucrarii sunt noi. Au fost rezolvate probleme concrete, ori
unele aspecte ale problemelor formulate de M.M.Cioban si L.L.Chiriac. Cercetarile realizate
in aceasta lucrare se refera la obiectivele propuse pentru investigatie si permit sa formulam
urmatoarele concluzii:

1. A fost formulata problema stiintifica importanta solutionata: FElaborarea unor metode
de cercetare a grupoizilor topologici cu diviziuni, ceea ce a condus la determinarea corelatiilor
dintre proprietatile algebrice si topologice ale grupoizilor cu unitati multiple si diviziuni con-
tinus.

In prezenta lucrare autorul gi-a adus contributia personala la cercetarea grupoizilor to-
pologici cu diviziuni si determinarea influentei structurilor de grupoid asupra proprietatilor
topologice ale grupoizilor topologici si aplicatiile lor.

2. Au fost elaborate concepte si metode eficiente de cercetare a diverselor clase de grupoizi
topologici:

- metoda n-grupoizilor topologici cu diviziuni gi a omomorfismelor continui;
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- metoda de cercetare a (n, m)-izotopilor omogeni ai grupoizilor topologici;

- metoda de cercetare a subgrupoidului primitiv cu diviziuni al grupoidului topologic primitiv
cu diviziuni;

- metoda de cercetare a buclelor topologice paramediale de dreapta;

- metoda de constructie a quasigrupurilor mediale, neasociative si neparamediale;

- metoda de constructie a quasigrupurilor paramediale, neasociative si mediale.

3. Aplicand metoda n-grupoizilor topologici cu diviziuni si a omomorfismelor conti-
nui s-a reusit de elaborat o constructie generala care permite stabilirea conditiilor pentru
ca omomorfismele continui a n-grupoizilor topologici cu diviziuni continui sa fie deschise.
Afirmatiile obtinute generalizeaza unele din rezultatele obtinute de L.Chiriac, care a determi-
nat conditiile pentru care omomorfismele grupoizilor topologici cu diviziune continua sunt
deschise. Problema omomorfismelor deschise a fost solutionata de L.Pontryagin pentru o
clasa destul de larga de grupuri topologice. M.Cioban a determinat conditiile pentru ca
omomorfismele algebrelor topologice cu signatura continua sa fie deschise.

4. A fost dezvoltat conceptul de (n, m)-unitate introdus de M.Cioban si L.Chiriac. In cer-
cetarile realizate sunt studiati (n,m)-izotopii omogeni ai grupoidului topologic care poseda
anumite proprietati algebrice. Sunt determinate conditiile pentru care proprietatile alge-
brice respective se pastreaza la grupoizii (n, m)-omogeni. Au fost stabilite conditiile pentru
care grupoidul multiplicativ (G, o) este quasigrup paramedial cu (2, 1)-unitate. Metodologia
propusa pentru cercetare poate fi utilizata si la studierea n-grupoizilor cu unitati multiple.

5. A fost elaborata o metoda de cercetare a subgrupoidului primitiv cu diviziuni al
grupoidului topologic primitiv cu diviziuni. Cercetarile realizate au condus la determinarea
conditiilor pentru care exista un astfel de subgrupoid primitiv cu diviziuni care pastreaza un
sir de proprietati topologice ale grupoidului topologic primitiv cu diviziuni.

6. A fost elaborata o metoda care permite solutionarea problemei pentru care o submulti-
me compacta deschisa dintr-o bucla topologica paramediala de dreapta contine o subbucla
compacta deschisa paramediala de dreapta. Problema submultimii compacte deschise dintr-
un grup topologic care sa contina un subgrup compact deschis a fost rezolvata de L.Pontrya-
gin.

7. A fost elaborata o metoda generala de constructie a quasigrupurilor mediale, nea-
sociative si neparamediale si a quasigrupurilor paramediale, neasociative si nemediale. In
acest scop s-au utilizat grupurile comutative si produse carteziene speciale. Metoda res-

pectiva permite sa se obtina din orice grup comutativ un quasigrup neasociativ medial ori
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paramedial.

Luind in consideratie rolul grupoizilor topologici cu unitati multiple in algebra abstracta,
topologie, algebra topologica, teoria automatelor putem considera ca teoria si conceptele
elaborate pot fi aplicate eficient in cercetarile din domeniile mentionate, cit si in alte directii
de cercetare.

Se recomanda ca rezultatele obtinute, constructiile si metodele elaborate sa fie aplicate:
- la examinarea proprietatilor topologice ale diverselor clase de grupoizi cu unitati multiple;
- la investigarea structurilor algebrice si topologice ale diferitor clase de algebre topologice;
- la cercetarea proprietatilor topologice si algebrice ale n-grupoizilor topologici cu unitati
multiple;

- la studierea anumitor clase de automate;
- la elaborarea cursurilor optionale pentru masteranzi si doctoranzi.

Obiective de perspectiva. In perspectiva:

- se vor studia mai profund conceptul de unitate multipla pentru diverse clase de grupoizi
topologici;

- se vor studia proprietatile topologice ale spatiilor care admit anumite structuri algebrice;
- se va studia rolul grupoizilor topologici in diverse sisteme informationale;

- se va elabora un curs optional pentru masteranzi, doctoranzi in domeniul grupozilor topo-
logici cu unitati multiple;

- se va continua studierea grupoizilor topologici cu diviziuni continui in vederea determinarii
concordantei dintre axiomele de separare;

- se vor determina conditiile pentru ca un grupoid compact sa fie grupoid compact diadic;
- se vor determina conditiile pentru ca un grupoid topologic cu diviziuni ce satisface primei

axiome de numerabilitate sa fie metrizabil.
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