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REPERE CONCEPTUALE ALE CERCETARII

Descrierea situatiei in domeniul de cercetare si identificarea problemelor de cerc-
etare. Se considera sistemul de ecuatii diferentiale in plan

it = Pz,y), y = Qz,9), (1.1)
unde P si (Q sunt polinoame de x si y cu coeficienti reali si max (deg(P),deg(Q)) = n.
Vom numi astfel de sisteme polinomiale de gradul n.

Existenta unor curbe algebrice invariante a fost un element relevant in studiul integra-
bilitatii sistemelor polinomiale in plan. Una dintre primele publicatii in aceasta directie a
fost lucrarea lui Darboux (1878) in care existenta curbelor invariante a jucat un rol impor-
tant in vederea determinarii integralelor prime ale acestor sisteme. O prezentare moderna a
acestel teorii putem gasi in 24, 27].

Existenta unui numar suficient de drepte invariante ale sistemului (1.1) de asemenea
poate fi utilizata la integrarea sistemului (1.1). Au fost scrise multe publicatii dedicate
acestor clase de sisteme in cazul generic, precum gi in cazurile particulare, adica pentru
n = 2,3,4, s.a.m.d. Sistemele de ecuatii diferentiale polinomiale cu drepte invariante in
cazul generic au fost investigate de Popa, Sibirski, Kooij, Sokulski, Zhang Xi Kang, Dai Guo
Ren, Artes, Llibre, Dolov, Kruglov s.a. Mai multi autori au avut ca obiect de studiu cele
mai simple clase de sisteme (1.1) (n < 3), si anume Popa, Sibirski, Schlomiuk, Vulpe si alti
autori.

In teza sunt abordate sistemele de ecuatii diferentiale cubice (n = 3). Mulfimea sis-
temelor diferentiale cubice (CS) este descrisd de un numéar mare de parametri, in total 20,
de aceea examinarea lor incepe cu studiul unor subclase din CS. Noi suntem cointeresati °
in studiul familiei de sisteme cubice care poseda drepte invariante (ISLs). In lucrarea [1]
s-a ardtat cd numarul maxim de drepte invariante (incluzédnd dreapta de la infinit i mul-
tiplicitatile dreptelor) pentru un sistem diferential polinomial cu infinitul nedegenerat de
gradul m este 3m. Cu alte cuvinte, numéarul maxim de drepte invariante (incluzénd dreapta
de la infinit Z = 0) pentru un sistem cubic este cel mult 9. Clasificarea completa a sistemelor
din CS ce poseda un numar maxim de drepte invariante a fost efectuata de Llibre si Vulpe
in [25]. Aici autorii au introdus notiunea de configuratie de drepte invariante ale sistemelor
din CS si au detectat pentru aceste sisteme existenta a 23 configuratii. Mai mult decat
atat, in aceastd lucrare au fost construite conditiile afin-invariante necesare si suficiente de
realizare ale fiecarei configuratii obtinute utilizdnd teoria invariantilor algebrici a ecuatiilor

diferentiale. O noud clasd de sisteme omisa in [25]| a fost construitd de autorul tezei in [8].
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In teza curenti s-a continuat studiul sistemelor cubice care a fost initiata in [25], si anume,
in lucrare se examineaza familia de sisteme cubice cu drepte invariante de multiplicitate totald
opt, considerandu-se printre ele si dreapta de la infinit (vom nota aceasta familie de sisteme
cu CSLg). Rezultatele obtinute au fost prezentate in [4-22].

Unele sisteme cubice cu drepte invariante, de asemenea, au fost investigate de Lyubimova
[26], Suba, Putuntica, Repesco [29,30] si de alti matematicieni (Llibre, Mahdi, Vulpe, Cozma,
Chan Guo Wei). Lyubimova a considerat sistemele cubice din CSLg cu 7 ILs afine, toate
reale si distincte, si a construit in acest caz 4 configuratii. Suba impreuna cu elevii sai,
utilixdnd notiunea de multiplicitate paraleld, au depistat 17 configuratii de IlLs care au coincis
cu cele obtinute in clasificarea noastra in cazul sistemelor cubice cu patru puncte singulare
la infinit (ISPs). Insa, spre deosebire de lucrarile lor, in tezd pentru fiecare configuratie
detectata au fost construite si conditiile necesare si suficiente de realizare a ei, exprimata
prin polinoame invariante in raport cu grupul de transformari afine si rescalarea timpului.
Mentionam ca, polinoamele date au fost construite aplicind teoria invariantilor ecuatiilor
diferentiale, fondata de C. Sibirschi gi dezvoltata de discipolii sai (Lunchevici, Marinciuc,
Gasinschi—Chirnitchi, Dang Dini Bic, Tacu, Vulpe, Popa, Boularas Driss, Baltag, Calin,

Daniliuc si altii).

Scopul si obiectivele tezei de doctor. Scopul principal al tezei este de a efectua clasifi-
carea completa a sistemelor diferentiale cubice cu drepte invariante de multiplicitate totala
8. Aceasta clasificare presupune realizarea urmatorilor obiective principale:

1. depistarea tuturor configuratiilor de drepte invariante pentru familia de sisteme diferen-
tiale de ecuatii polinomiale cubice ce poseda drepte invariante de multiplicitate totala 8;

2. construirea conditiilor necesare si suficiente afin invariante de realizare ale fiecarei

configuratii depistate.

Metodologia cercetarii stiintifice. Cercetarile care se efectueaza in aceasta lucrare se
bazeaza pe metodele teoriei calitative a ecuatiilor diferentiale, teoriei invariantilor a ecuatiilor

diferentiale, teoriei bifurcatiilor a sistemelor dinamice si algebrei computationale.

Noutatea si originalitatea stiintifici. In lucrare, pentru familia de sisteme cubice, pentru
prima data au fost construite toate configuratiile posibile de drepte invariante de multiplic-
itate totala opt. Multimea configuratiilor obtinute contine, in calitate de cazuri particulare,

toate configuratiile depistate de alti autori in cazul unor clase speciale de sisteme cubice din



CSLg(vezi [26], [29,30]). Aditional, in contrast cu alte lucrari, au fost determinate conditiile
necesare si suficiente de realizarea ale fiecarei configuratii obtinute in teza pentru aceste
sisteme. De asemenea, a fost completata clasificarea matematicienilor Llibre si Vulpe cu o

noua clasa de sisteme cubice care poseda drepte invariante de multiplicitate totala 9.

Problema stiintifica importanta solutionata consta in clasificarea completa a familiei
de sisteme cubice cu drepte invariante de multiplicitate totala opt in raport cu configuratiile
acestor drepte; aceasta clasificare este un element foarte util in vederea clasificarii topologice

complete ale acestei familii de sisteme gi in vederea studiului integrabilitatii acestor sisteme.

Semnificatia teoretica si valoarea aplicativa a lucrarii. Rezultatele ce tin de sistemele
cubice cu drepte invariante de multiplicitate totala opt, obtinute in teza, reprezinta un pas

semnificativ in algebra teoriei sistemelor cubice.

Rezultatele principale inaintate spre sustinere:

(a) toate configuratiile possibile de drepte invariante (51 la numar) pentru sistemele de
ecuatii diferentiale cubice care poseda drepte invariante de multiplicitate totald opt;

(b) conditiile necesare si sufficiente afin invariante de realizare ale fiecirei configuratii
construite;

(c) formele canonice ale familiei de sisteme cubice cu drepte invariante de multiplicitate
totala opt dupa modulul grupului afin si rescalarea timpului;

(d) formele canonice perturbate care caracterizeaza vecinatitile sistemelor cubice din
CSLg;

(e) o noua clasa de sisteme cubice care are drepte invariante de multiplicitate totald noua

si care completeaza clasificarea efectuata de Llibre gi Vulpe in [25].

Implementarea rezultatelor stiintifice. Rezultatele stiintifice obtinute in teza pot fi
implementate in studiul mai profund a sistemelor cubice din CSLg, si anume:

- configuratiile de drepte invariante si formele canonice pot fi un element foarte util in
vederea clasificarii topologice a sistemelor in acest caz;

- drept baza in vederea determinarii integralelor prime ale sistemelor studiate;

- conditiile necesare si suficiente afin-invariante, exprimate prin pominoame invariante
cosntruite in tezd, pot fi aplicate oricarui sistem cubic in vederea cunoasterii daca acest
sistem apartine sau nu clasei CSLg si in caz afirmativ, de a specifica configuratia de drepte

specifica sistemului.



- in vederea investigarii ulterioare a sistemelor cubice cu drepte invariante de multiplici-
tate mai mica decat 8;

- in studiul diverselor modele matematice care descriu diferite procese din fizica, chimie,
medicing g.a.m.d;

- drept suport pentru perfectarea cursurilor speciale universitare si post-universitare.

Aprobarea rezultatelor stiintifice. Rezultatele obtinute in aceasta lucrare au fost ex-
aminate si aprobate in cadrul diferitor seminare stiintifice: “Teoria calitativa a ecuatiilor
diferentiale 7, U.S.M., 2015; “Algebra si Ecuatii diferentiale”, U.S.T., 2013, 2014; Departa-
mentul de Ecuatii Diferentiale si Analiza Sistemelor al Universitatii de Stat din Belorus,
Minsk, 2013; Departmentul de Matematica al Universitatii Normale din Shanghai din China
(Shanghai Normal University), 2015.

Elaborarile legate de tema tezei de doctor au fost de asemenea prezentate in cadrul
multor forumuri stiintifice: International Conference of Young Researchers, X-th Edition,
Chiginau, 2012; Conference on Applied and Industrial Mathematics (CAIM), Chigindu:
U.S.T., 2012, 2014, 2015; International Conference “Mathematics and Information Tech-
nologies: Research and Education” (MITRE), Chigindgu: U.S.M., 2013-2015; Conferinta
Stiintifica Internationala a doctoranzilor “Tendinte Contemporane ale Dezvoltarii Stiintei:
Viziuni ale Tinerilor Cercetatori”, Chisinau: ASM, 2014, 2015; The Third Conference of
Mathematical Society of Moldova (IMCS-50), Chisinau: ASM, 2014; Conferinta Stiintifica
Internationala cu participare internationala “Probleme actuale ale stiintelor exacte si ale

naturii”, Chiginau: U.S.T., 2015.

Publicatiile la tema tezei. Rezultatele obtinute in teza sunt oglindite in 19 lucrari
stiintifice: 3 preprinturi, 6 articole in reviste recenzate (dintre care 4 sunt reviste cotate

ISI), 10 teze la forumurile gtiintifice; 6 publicatii sunt de un singur autor.

Cuvintele-cheie: sistem differential cubic, polinom afin invariant, dreapta invarianta, mul-

tiplicitatea unei curbei algebrice, configuratia dreptelor invariante, sistem perturbat.

Volumul si structura tezei. Teza de doctor este scisa in limba engleza , contine 154 pagini
(text de baza) si este structurata in felul urméator: introducere, 4 capitole, conlcuzii generale

si recomandari, bibliografia care contine 140 referinte, 28 figuri.



CONTINUTUL TEZEI DE DOCTOR

In Introducere are loc revelarea situatiei curente a problemei de cercetare, principalelor
motive pentru efecuarea cercetarilor propuse, scopului si obiectivelor tezei, importantei si
avantajelor investigatiilor stiintifice efectuate, noutatii si originalitatii stiintifice, problemei
stiintifice importante solutionate, rezultateleor stiintifice care urmeaza sa fie inaintate spre
sustinere, precum gi aprobarea rezultatelor stiintifice obtinute.

Capitolul 1 contine o trecere in revista a celor mai importante rezultate referitor la
scopul si obiectivele tezei de doctor. In prima parte a acestui capitol au fost examinate
sistemele cubice cu drepte invariante. Mai exact, s-a discutat despre teoria calitativa a
ecuatiilor diferentiale gi importanta de a studia configuratiile de drepte invariante, care pot
servi un element util in vederea completarii intregului disc Poincaré cu traiectoriile solutiilor
sistemelor in discutie. Cu alte cuvinte, lucrarea noastra partial a fost motivata de prob-
lema de clasificare topologica a sistemelor diferentiale cubice. Al doilea paragraf urmaéreste
problema integrabilitatii sistemelor diferentiale (1.1). Avand toate formele canonice pentru
sistemele cubice din CSLLg, construite in teza, problema integrabilitatii ar putea fi rezolvata si
aceasta de asemenea a motivat cercetarile noastre. Ultimul paragraf este dedicat conceptului
de invariant si utilizarea invariantilor in problema de clasificare. Aici noi am revizuit pe scurt
teoria clasicd a invariantilor si analogul sau pentru teoria cAmpurilor vectoriale polinomiale
dezvoltata de scoala Sibirskii si noile progrese de activitate comuna a scolii Chiginau, scoalii
Barcelona si Schlomiuk.

In Capitolul 2 mai intai sunt aduse unele definitii si rezultate preliminare necesare in
aceasta lucrare. Acest compartiment este dedicat unor aspecte ce tin de teoria invariantilor
si, pe langa unele polinoame invariante construite anterior in [25], se expun 52 de polinoame
invariante noi construite care, de facto, sunt C'T'—comitant;i.

Consideram sistemul cubic de ecuatii diferentiale:

(S) @ =po+pi(z.y) +pa(r,y) +p3(2,y), §=q+a(@y)+aely) +aly). Q)
k e
Fie f, g € Rla, z,y]si (f,9)® = Xy _o(=1)"(}) 8x’?_hf8yh axhaajk—h'

Rla, x, y] se numesgte transvectant de ordinul k al polinoamelor f gi g.

Polinomul (f, g)® €

Pentru de a defini polinoamele invariante necesare, in primul rand, se construiesc urmatorii

comitanti de gradul doi in raport cu coeficientii sistemului initial:



S1=(Co,C)V,  Sy=(C1,C0)?,  Si5=(Cy,Dy)"Y, Sy = (Da, D)V,
Sa=(Co,Co)",  Sg=(Cr, Do)V, Sig=(Co,Co)Y Sy = (Cy, Cy),
S3=(Co, D)V, Sio=(C1,C3)", S =(Cy,C5)®, Spy=(Cy,C5)W,
Si=(Co,C)V . Si=(C1,C5)?,  Sig=(Co,C5)®,  Sos = (Cs, Dy),
S5 =(Co, D3)V',  S1a=(C1,D3)V,  Sig=(Cs,D5)",  Sys=(Cs,D5)?,
So=(C1,C1)?,  Si3=(C1,D3)®,  Sa=(Cs,D5)®, Sy = (D5, D3)?

Sr=(C,C)V,  Siu=(Cs,C0)?, Sy = (Da, O,

Sunt utilizate i urméatoarele polinoame invariante, care au fost construite in [25] pentru a
caracteriza familia de sisteme cubice cu numarul maxim (adica 9) de drepte invariante:
Di(a) = 653, —[(Cs, S23)D]”, Dala,x,y) =—Sas, Ds(a,x,y)=(Sas, Sa3) —6C5(Cs, Saz) ™,
Dy(a) = (Cs, D)W, Vi(a,7,y) = So3+2D2, Vy(a,z,y) = Sa, Vs(a,z,y) = 6S95— 3553 —
203, Vi(a, 2,y) = Cs [(Cy, $)Y + 36(Ds, 820)? |, Lila,w,y) = 905 (S + 245y7) —
12D; (S0 + 8S2) — 12 (S, D3)® — 3 (Sas, C3)? — 16 (Sig, Cs) + 12 (5550 + 24559, Cs)1V |
Lo(a,,y) = 32(13 Sig + 33 Sar, D)™ 4+ 84(9 Siy — 2 Sug, D)V — 448 (Sis, o) +
8D5 (1255 + 35515 — 73550) — 56 (S17, C5) @ — 63 (Sa3, C1)P + 756D5515 — 1944D; Sa6 +
112 (Sy7, Do) — 378 (S, C1)Y + 9C (48557 — 35S54) , Us(a) = Say — 4y, Us(a, x,y) =
6(Sa3 — 3525, Sa6) (V) — 3.593(Sa4 — 8Sa7) —245% +2C3(Cs, Saz) W +24D3( D3, Sos) M) +24 D2 Sy,
Polinoamele invariante de mai sus s-au dovedit a nu fi suficiente pentru caracterizarea
sistemelor cubice ce poseda 8 drepte invariante, considerandu-se si dreapta de la infinit,
precum si multiplicitatile tuturor dreptelor. Astfel, in tezd au fost construite urmatoarele

polinoame invariante noi:

Vi(a,2,y) = 6T1(9A5—TAg)+2T (4T 16— Ti7) —3T5(3A1+5A5)+3 ATy +36T2—3T ),
Ve(a,z,y) = 6D2+ Sy +6Ss5, Le(a) =245 — 1944,  Lr(a,z,y) = (Tho, Tio)?,
Ki(a,2,y) = (3223T2Tvu0 + 27T18T3Thao — 82972 Thar, Tuss) ' /2, Ka(a, 2, y) = T,
Ks(a,z,y) = Z1Z273, Kula,z,y) =Tz — 2711,

Ks(a,,y) = 45Ty — TyTig + 2T5Tis + 12T + 45T5; — 45T + 30T,

Ke(a,z,y) = ATiTs(2663T14 — 81617T}5) + 6Tx(178Tss + T0Ths + 555Th) +

18T4(30T5Ty — 48811111 — 119T%;) + 5T5(25T136 + 16T'137) —
15T1 (25T140—1]_T141) —]_65T142, IC7(a) = A1 + 3A2,

’Cg(a,l‘, y) == 10A4T1—3T2T15+4T36—8T37, ’Cg(a,l‘, y) == 3T1(11T15—8T14)—T23+5T24,



Nl(aaxay)

N4((l, z, y)

N5(a,x,y)

N6(aa z, y)

N7<CL, z, y)

Ng((l, z, y)

Ng((l, z, y)

N10<a7 z, y)

N11<a’7 z, y)

N12(CL, z, y)

ng((l, z, y)

N14(CL, z, y)

N15((l, z, y)

N16<a’7 z, y)

N18<a’7 z, y)

Siz, No(a,z,y) =Ty, Ns(a,x,y) = CyDs+ 3Sis,

—S%, —2D32(3S14 — 8S15) — 12D3(S14, C1)Y +

+Dy(—48D3Sy + 16(Sy7, C1)W),

36Dy D3(Ss — Sg) 4+ D1(108D2Ds — 54D3( Sy, — 8515)) +
+2814(S14 — 22515) — 8D32(3S14 + Si5) — 9D5(S14, C1)Y — 16D3,
40D3(15Ss — 4S3) — 480D3D3Sy — 20D D3(Syy — 4S15) +
+160D2S)5 — 35D5(S14, Cy ) + 8((Sas, C2) D, Co) Y,
18C3y D5 (9D D3 — S14) — 2C,D3(8D3 — 3S14 — 74S15) —
—4320)D3599,4857(8 Dy D3 + S17) + 6S10(12D3 + 151515) —
—51810S14 — 162D, D551 + 864D3(S16, Co) Y,

—32D3S5—108D; D3S10+108C3D; Sy, —18C; D3S11 — 27510511 +
+4CyD3(9Dy D3 + 4517) + 1085450,

115%, — 16D, D5(16D3 + 19514 — 1525,5) — 8D3(7S14 + 32515) —
—2592D3% 85,5 4 88D (S, Cy) WY,

—24D D3 +4D3 + S14 — 8515,

S?, + D1[16D3Ds — 8D5(S14 — 8S15)] — 2D3(5S514 — 8S15) +
+8Ds(S14, Co) W,

—160D4 — 16200255+ D1 (1080 D3 D3 —135D5(S14— 20545 )) —
—5D2(395),—325)5)+85Dy(S14, Co) D +81((Sas, Co) M, Co) Y +58
2(136D3Sy — 126 D3 D3Sy + 60D D3S7 + 63S510511) —
—18C3D(S14 — 28515) — 12C, D5(7S11 — 20S15) — 192C5 D5 S5 +
+4CyD3(21 Dy D5 + 17S17) 4 3C5 (S, Co)W,

—6D1 D3 — 15512 + 2514 + 4S5,

216D D4(6351; —104D3 —136S15) +4536 D356 +4096 D +
12052, +992D5(S14, Cy) D —135D3[28(Sy7, Co) D 45(S14, C1) V],
2C, D3 + 3540, Ni7(a,z,y) = 6D, D3 — 2D2 — (C5,C1) P,

2D3 — 6D, DyDs — 12D3S5 + 3D3 S5,



W9<a7 z, y)
WlO(a'a x, y)
Wll(a'a x, y)

W12 (CL, z, y)

unde

C1Dy(18D? — Sg)+C(4D3 — 12D Dy D5 — 18 D3S5+9D3Sg) +6Cy D Sg+
+2(9D5 D38, —4D3 S5 +12D1 D38, —9C5 D1 S5 —9D3( Sy, Co)M),

3D; — 8D, D3D3 — 8D32Ss — 16Dy D3Sy1 + 16D D3.Sy,

2D D2Dy — 4D2Sg 4+ DyD3Ss + Dy(Sas, C1) W,

Tg, N23((l,$, y) = Tg, N24(a, 90,?/) = 213174 — 11136,
5T5Ts — Ty Ths, Nog = T35 — 480TsTx — 40T Ty — 15T5Ts,
9Ty Ty (2T3 — 5Toy — 80Th5) + 144T5(Thz + 5Ty + 15Th6) —
—9(T% — 5T3, — 33Ty Tys), Nag(a,x,y) =Tz + Ty,
20,D3 — 3C3D,,

6C3(S1a + 6511) — 9C (Saz + Sas) — 8(S1s, Co) M) — C3D3,
12D,C3 — Sy, Wyla,z,y) = —27S4 + 457,

3D2C, 4 4D1Sy — 3(S4, Co) WY,

2Cy Dy + 35Sy, Wy(a,x,y) = (Sio, D2)W,

4C5(27D1 D3 —8D32)+2C5(20815 —4S14+39515) +18C1 (382, — Dy D3) +
+54D3(3S, — S7) — 288C5Sy+54(S7, C35) Y —567(S,, C3)V +135C, D2,
3S5D32 + 453D3 — 6D, Dy Sy,

18D?Cy + 1555Cy — 6D,01 Dy + 4CyD3 + 27D, Sy — 6C1.Sy,

9Cy D — 6D5(C1 Dy — Sy) + 4CyD3(D3 + Siq — 2S15) —
—12C3D3[5D581, — 4D5S15 — 7(S4, Co) V],

—480T6T3 + 91135 — 4015174 — 1515175,

Zy = 201D3D35—9Cy(Sa5+2D3)+4C5(9D; Dy+ S14) —3Cs3(6D1 Dy +5S55) +36 D5,

Zy = 12D1S17 + 2D5(3S1; — 2514) + 6Ds5(Ss — 6S5) — 9(Sa5, Co) WV,

Zy = 48D3C3+12D?(C1D3—CyDy)+36D1(CoS17—C386) —16D359, — 165514+

+200D2<3511 + 2514) + 3D3<8D251 + 30058 — 20156) - 95458

—216C5(S5, Co) M) + 604 (DySs — 4(Sa, Co) V) + 54D, Do(Sy + DsC).

Polinoamele
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Ay = Su/288, Ay = Su/T2, Ag = (T2D1 A5 + (Sas, D2)'") /24,

(2

Ay = [9D1(S2—28845)+4(981, —2514, D3) P +8(3515— Sag— 45, Do) "] /27/3°,
As = (S23,Cs)W/27/3°,  Ag = (Sas, Ds)? /27/3°
sunt invarianti afini, in timp ce polinoamele
Ty = Cs, To= D3, Ty= Sy/18, Ty= So5/6, Ts= Ses/72,
Ts = [3C1(D3 — 9Ts + 18Ty) — 2C5(2D2D3 — Si7 + 2519 — 6521) +
+2C5(2D5 — Siy + 8515)] /2% /32,
Ty = [5Dy(D2+ 27Ty — 18Ty) + 20Dy + 12(Si6, D) — 8D3517] /5/2° /3,
Ty = [9Dy(9Ts—18T,— D2)+2Dy(DyDs—3S517—S19—955 ) +18(S15, ) —
—6C5(2S550 — 3592) 4+ 18C1Sa6 + 2D3514] /2 /3%,
Ty = [(D2—9Ts+ 18Ty, Cy)® — 6(D? — 9T; + 18Ty, D) — 12(Sss, Co) Y
+12D5 S5 + 432(A; — 5A5)Co] /27 /3%,
Tis = [27(T3,C2)® — 18(Th, C2)® + 48D3S55 — 216(Ty, D2)) + 36 DySa6 —
—1296C5A; — 734405 Ay + (D3, Co) ] /27 /3%,
Ty = [(8S19+ 951, Ds)") — Dy(85 + 35ns) + 18D; 56 + 1296C; A,) /21/3%,
Tis = 8(9S10 + 2551, Do) +3(9Ty — 18T, — D2, C1)® — 4(Sy7, Co)?
+4(S14 — 17815, Ds)'Y — 8(S1a + Sis, C5) @ + 43204 (54, + 114,) +
+36D1556 — 4D5(S1s + 45922)] /2°/3%,

Ty = (Ts,C5)"Y, Toy = (To, C)® /6, Toy = (Tu, Ds)'" /6,

T = (To,Cs)V /4, Ty = (Tiy,Cs)", oy = (Ts, C5)? /24,

Ty = (T, Ds)V/6, Ty = (To,D:)P /12, Tyr = (T, C5)" /12,

Ts = (To,D3)V /12, Tag = (To, C5) P /2432, Ty = (Tus, C5)'V /2,

Tiu = ((Sas, Cs)M, Dy)? /572033,

Try = [27Co(9T5 — 18Ty — D3)* + Cy ( — 6220817, C5 — 3(9T3 — 18Ty — D3) x

X (2D D3 — Si7 + 2519 — 6521)) + 20736T11C + Co(9T5 — 18Ty — D3) x
X (8D3+54D; Dy —275); +27S12— 4514+ 32515) —54C3(9T3 — 18Ty — D3) X
x (2D Dy — Sg + 2Sy) — 54D (973 — 18Ty — D3)S16 —

—576T5(2D2Dy — Si7 + 2519 — 6591)] /28/3%, Tizy = (Tru, C3)W,
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Tiss = (Tr,C3)?/24, Tigr = (Tou, D3) /6, Taao = (Twa, Ds)P /12,

T = (T74’C3)(3)/36’ Tz = ((T74,03)(2),03)(1)/72

sunt elementele bazei polinomiale a T-comitantilor pana la gradul 6 pentru sistemele (1.1),
construite de Tu. Calin [23].

Consideram operatorul diferential £ = x - Lo — y - Ly [3| ce actioneazi pe Rla, x, y], unde

L, =3a 0 +2a 0 +a 0 +la 0 +2a 0 +a 0 +3b 0 +2b 0 +
1= 00a . 105 — 8a 017 — Dar, 3 027 — Dy g - 205, o 00 37— Obro 105 Dby

b 4 + = b g + = b 0 +b 9 L, = 3a J +2a J +a 4 + = 1 a g +

201 35118 02 77— 35182 1A 8b281 20 77— 35308 2 = ;0 0&01 015, 02 07— 207 Dty

- 3b 2b b b b b )
alla . + ap2 Daags + 3000 77— Obor + 2001 Dby + 010 by + —020 75— By, + <011 1o + 0p2 Db

8(111

Cu ajutorul acestui operator si invariantului afin yo =Resultant, (p3(a, z,v), ¢3(a, 2, y)) /y°

1.
se construiesc urmatoarele polinoame: p;(a,z,y) = ,—'E(l)(,uo), i=1,..,9, unde £ (1) =
i!
L(L (1g)) si LO(119) = o Aceste polinoame sunt responsabile de multiplicitatea totala
a punctelor singulare finite ale unui sistem cubic [2,3]. Mai mult decat atat, u;(a,z,y) =0,

pentru fiecare i = 0, ...9, daca gi numai daca acest sistem este degenerat.

In acest capitol de asemenea se descrie schema demonstratiilor teoremelor de baz.

Fie L(z,y) = Ux + Vy+ W = 0 o dreapta invariantda a unui sistem cubic (S). Conform
definitiei dreptei invariante avem UP(z,y)+VQ(z,y) = (Uz+Vy+W)(Az?+2Bxy+Cy*+
Dx+ FEy+F). Aceasta identitate produce urméatoarele 10 relatii: Eq; = (azo— A)U 4+ b3V =
0, Egs = (3az1 — 2B)U + (3bsy — A)V =0, Eqs = (3a15 — C)U + (3b1a — 2B)V = 0, Eqy =
apsU + (bos — C)V =0, Eqs = (a0 — D)U 4+ bygV — AW =0, Eqs = (2a11 — E)U + (2b11 —
D)V —2BW =0, Eq; = apeU + (bpo — E)V —CW =0, Eqs = (a10— F)U + b;oV — DW =
0, Eqo = apU + (byy — F)V — EW =0, Equo = aglU + byV — FW = 0.

In conformitate cu [28], vom numi configuratie de drepte invariante a sistemului
(1.1), o multime de drepte invariante ale sistemului, fiecare dreapta dotatd cu propria sa
multiplicitate, si impreuna cu toate punctele singulare reale ale acestui sistem aflate pe
aceste drepte invariante, fiecare punct considerat cu propria sa multiplicitate.

Un sistem cubic din CSLg formeazd o configuratie de tipul (3,2,1,1) dacd existd un
triplet si o pereche de drepte invariante paralele gi in plus inca doua drepte, fiecare multime
de drepte orientata diferit una fata de alta. In acelagi mod sunt definite configuratiile de tipul
(3,3,1), (3,2,2) si (2,2,2,1). Aceste patru tipuri de configuratii acopera toate posibilitatile
de configuratii formate din 8 drepte invariante. Mentionam ca, in toate aceste configuratii,

nu este indicata dreapta de la infinit.
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In conformitate cu [25, Lemma 5|, intreaga familie de sisteme cubice a fost divizata in
noud subfamilii in functie de numarul punctelor singulare de la infinit (finite sau infinite) a
sistemelor (.9), care sunt determinate de factorii liniari ai polinomului Cs(z,y) = yps(x,y) —
zq3(z,y). Pentru fiecare subfamilie demostratia teoremelor de baza a decurs dupa urmatorii
pasi:

(i) se construiesc omogenitatile cubice (Ps,Q3) ale sistemelor care satisfac conditiile
necesare de a avea un numar dat de triplete sau/gi perechi de drepte invariante in directia
respectiva, furnizate de Teorema 1.2 a tezei de doctor;

(ii) fixand in sistem pértile cubice & = P, Y= Q3, se atageazd toti celdlati termeni (adica
patratici, lineari gi constanti) si in continuare, utilizand ecuatiile Fq; — Fqjo se determina
acesti termeni, pentru a avea numarul necesar de drepte invariante in configuratia data;
cu alte cuvinte, in etapa a doua se construiesc formele canonice ale sistemelor cu drepte
invariante in configuratia respectiva;

(iii) pentru sistemele cubice, construite la etapa precedentd, se construiesc conditiile
necesare si suficiente afin invariante de realizare ale configuratiilor respective;

(iv) in cazul existentei dreptelor invariante multiple ce se afla intr-o potentiala configuratjie,
se construiesc sistemele perturbate corespunzatoare, ce poseda 8 drepte invariante distincte

(considerandu-se si dreapta de la infinit).

In sectiunea 2.2 a acestui capitol, in functic de configuratii de drepte invariante, se
enuntd si se demonstreaza teorema de clasificare Teorema A (Main Theorem A) a sistemelor
cubice din CSLLg care au patru ISPs. Aceasta clasificare, obtinuta dupa modulul grupului
de transformaéri afine reale si scalarea timpului, este efectuata cu polinoame afin invariante
(invarianti gi comitanti). Pentru aceasta familie de sisteme, de asemenea, se construiesc
sistemele canonice asociate configuratiilor.

Teorema A. Fie un sistem cubic nedegenerat (Z?:o wz #0) ce poseda drepte invariante de
multiplicitate totala opt, considerdand dreapta de la infinit cu multiplicitatatea ei, si fie ca

acest sistem are patru puncte distincte la infinit. Atunci:

1. Sistemul posedd doar una dintre cele 17 configuratii posibile Config. 8.1 — Config.
8.17 de drepte invariante, prezentate in Figura 2.1;

II. Acest sistem posedd configuratia specifica Config. 8.7 (j € {1,2,...,17} daca si
numai dacd condititle corespunzdtoare aduse mai jos sunt satisfacute. Mai mult decdt atdt,
cu ajutorul unei transformari afine si rescalarii timpului, sistemul poate fi adus la forma

canonica asociatda configuratien:
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1) Patru puncte singulare la infinit, reale si distincte < Dy >0, Dy >0, D3 > 0:

Ay) Configuratia de tipul (3,3,1) © Vi =Vo=L1 =Ly =K, =0, Ky #0;
o Config. 8.1 & K3>0:12=uz(z+1)(z—a), y=yly+1)(y—a), 0<a##1;
e Config. 8.2 < K;3<0:i=uz[(z+a)’+1], y=y|[(y+a)®*+1], a#0;
o Config. 8.3 & K3=0: 2=2*(1+2), y=9*(1+vy);

Ay) Configuration of type (3,2,1,1) & Vs=Us=K4; =K5=Kg=0, Dy #0:
t=x(xr—1)(x+r), r>0,

o Config. 8.4 <= L1#0siK;>0: { (
y=1yy— [(1—rx+ry+r}

(

D

= — (z+ <0,
o Config. 8.5 o L,40sik, <0. 42— @ Dl@dr), r
y=yy 1—rx+ry+r}

) Conﬁg 8.6 & ‘Cl:O jj‘:rx?” y:(r_l)xy +y,T§£0,

As) Configuratia de tipul (2,2,2,1) < Vs =Ky =K;=Kg=0, Dy #0:
= (2= 1)(rz+2y+ry), r(r* —1) #0,

o Config. 8.7 & Ko>0: {y:(y2_1)(3;+2m—|—y),(7’—|—2)(27’+1)7§0;

= (22+1)(rz+2y+ry), r(r* —1) # 0,

o Config. 88 & Kg<0: ¢
v = (y*+1)(z+2rz+y), (r+2)(2r+1) #0;

T =2*(rz+2y+ry), r(r* —1) #0,

o Config. 89 & Kog=0: ¢
y=v*(r+2re+y), (r+2)2r+1)#0;

2) Douda puncte singulare la infinit reale si doud compleze < Dy <0 :

Ay) Configuratia de tipul (3,3,1) <V =Vo=L1 =Ly =K1 =0, Ky #0;
&= (1=r*)z/4+2* —y* +2° = 3ay?,

e Config. 810 & K3>0:
y = (1—=r?)y/442zy+3z*y—y*,r*#0,1/9, 1;

b= (14+7r?)z/d+ 2% —y? + 23 — 3zy?,

e Config. 8.11 & K3<0:
y=(14+r?)y/d+2zy+ 32y —y*, r#0;

b =x/4+ 2% —y? + 23 — a1,

e Config. 812 & K3=0:4
Y =y/4+ 2xy + 327y — y*;

As) Configuratia de tipul (3,2,1,1) & Vs=Us =K, =K5=Ks=0, Dy #0:
i=14+r)z[(x+7r)?2+1], r#£0,
o Config. 818 & L1 #0: ¢y=1+7)2y+2r(1+rHay —ra’
+ria?y — ray? — vy
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= (1 +7?%)2%, 0,
e Config. 8.1, < L;=0: v=(1+re r#
Y = —ra® + i’y — ray® — 3
Ag) Configuratia de tipul (2,2,2,1) < Vs =Ky =K;=Kg=0, Dy #0:
(i = z(x—1)(1+r*—2z+2ry), r#£0,
o Config. 8.15 & Kog>0: ¢y=—(1+r)y+ 3+ rHzy —ra’
—32%y — 2ry® + ray? —
(i =21+ %) (ry = = 1), v £0,
e Config. 816 & Ky<0: Cy=r(r?+3)rv+(1—r?)y—ra®
—32%y + ray? — y3;

&= —22%(x —ry), r #0,
e Config. 817 & Kg=0: ( v
= —2ry? —ra’ — 3x%y + ray? — y>;

III. Acest sistem nu poate avea drepte invariante (considerdand si dreapta de la infinit) in
configurafia de tipul (3,2,2) si nici 4 singularitati infinite, toate compleze.

Remarca 2.3. Pe discurile Poincaré dreptele invariante reale (complexe) sunt reprezentate
prin linii continuie (intrerupte). Daca dreapta invariantd are multiplicitatea k > 1, atunci
numarul k apare langa dreapta data gi aceasta dreapta este mai ingrogata. Punctele singulare
reale situate pe drepte invariante vor fi reprezentate impreuna cu multiplicitatea sa, care va
fi indicata in paranteze rotunde. Vom nota cu (a,b) numérul maxim de puncte singulare
a (respectiv b) infinite (respectiv finite), care pot fi obtinute prin perturbarea punctelor

multiple.

Capitolul 3 este dedicat sistemelor cubice din CSLg cu 3 ISPs sau un singur punct.
Astfel, sunt enungte si demonstrate doud teoreme, si anume: Teorema B (in cazul sistemelor
cu 3 ISPs) si Teorema C (in cazul sistemelor cu un punct singular de la infinit). Se de-
tecteaza toate configuratiile posibile de drepte invariante pentru aceste subfamilii de sisteme
cubice si pentru fiecare dintre aceste configuratii se construiesc criteriile afin invariante de
realizare, precum si formele canonice asociate configuratiei . Aici, pentru prima data, apare
multiplicitatea, aga numita, “neparaleld” a dreptei. Pentru a demonstra ca o dreapta mul-
tipla intr-adevar are mutiplicitatea data, se construiesc sistemele perturbate corespunzatoare

formelor canonice, asociate configuratiilor de drepte invariante.

Teorema B. Daca un sistem cubic nedegenerat (Z?:o u? #0) poseda drepte invariante de
mutiplicitate totala 8, considerdnd dreapta de la infinit cu multiplicitatea ei, $i, in plus, acest

sistem are trei puncte singulare la infinit, adicd au loc conditiile: Dy = 0, D3 # 0, atunci:
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Config. 8.1 Config. 8.2 Config. 8.4
(1) ) (1)
o) 4 (1) (), @ (1) (1)
(1)
M NO w 5 - o) (&)
Config. 8.5 Config. 8.6 Config. 8.8

Config. 8.10 Config. 8.11 Config. 8.12
o)

R
&L\t

Config. 8.1/ Config. 8.15 Config. 8.16

Config. 8.17

Fig. 2.1. Configuratii de drepte invariante ale sistemelor din CSLLg cu 4 ISPs

1. Toate punctele singulare ale acetui sistem sunt reale si sistemul poate avea una dintre
cele 5 configuratii prezentate in Figura 3.1, specificate impreund cu condifiile afin invariante
de realizare ale lor. Mai mult decdt atdat, cu ajutorul unei transformart afine si rescalarii tim-
pului, sistemul poate fi adus la una dintre formele canonice de mai jos, atasate configuratiilor;

II. Sistemul nu poate avea configuratii (potentiale) de drepte invariante de multiplicitate
totald opt de tipul (3,3,1) si (3,2,2), dar poate avea:

B1) Configuratia de tipul (3,2,1,1) © Vi =Vs =K, =K5=Ks =0;

T =x(2® — 9z — 2y — ¥?),

o Config. 818 < K;#0, L, #0: { 9
y=—y*(9+y);
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e Config. 819 & K;#0,L,=0: {
o Config. 8.20 & 170, Ji=(1-2)2(l+y),
V5:£6:O

Bsy) Configurattia de tipul (2,2,2,1) < V3 =K;=Ky=Ks=0, L;#0;

= (22 = 1)(z + ),

o Config. 8.21 & Kq>0:-
1 ’ {yzzx@ﬁ—l);

&= (1+a2%)(z +y),

e Config. 8.22 & Kg<O0:

Config. 818 Config. 8.19 Config. 8.20

(2.2) (2.2)

)

(1)

Config. 8.21 Config. 8.22

Fig. 3.1. Configuratii de drepte invariante din CSLg cu 3 ISPs

Teorema C. Fie un sistem nedegenerat (Z?:o u? #0) care are drepte invariante de multi-
plicitate totala 8 (incluzand dreapta de la infinit $i multiplicitatea ei) si fie cd acest sistem
are exact un punct singular la infinit, determinat de un factor real de gradul patru a poli-
nomului Cs(x,y), adica au loc conditiile Dy = Dy = D3 = 0. Atunci sistemul poseda
configuratia specifica Config. 8.5 (j € {48,...,51}) (vezi Figura 3.2) daca i numai dacd
condifiile corespunzdatoare specificate mai jos sunt satisfacute. Mai mult decdt atdt, cu aju-
torul unei transformari afine si rescalarii timpului, el poate fi adus la forma canonicd core-

spunzatoare, asociatd configuratiei:

Config. 8.48 < ! ? » ! ? & ree
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(Vi =Ly =Nog =W, =W, = ——
Config. 8.49 < ! ? % ' ? ] & {x v

_:N16:W5:O7 W6§£O

g=y—a—a%

V) = Lo = Ny = Wy = Wy — b — 2(1 + ),
Config. 8.50 < | +_ 2 3= T ] N &7 #(1 +2)

| =Wy =Wio=0, Nozg #0 y=y+ay—a%

V= K= K = Ky = K =

=231+ ),
C’onﬁg 8.51 & =Ny = IC6 =Wy =Wy = 0, = . ( )
y=—1-3z+z’y—a>.
VI #0

(8,4) (8,4) (84 (8,4)

)
7 5 3
(&) )

Config. 8.48 Config. 8.49 Config. 8.50 Config. 8.51

w

Fig. 3.2. Configuratii de drepte invariante din CSLg cu 1 ISP

In Capitolul 4 se enuntd si se demonstreazi teorema de clasificare pentru sistemele
cubice din CSLLg care contin doud puncte singulare de la infinit. Se construiesc toate
configuratiile posibile de drepte invariante si conditiile necesare si suficiente, afin invariante,
de realizare ale fiecarei configuratii depistate. Pentru fiecare forma canonica construita,

asociata configuratiei respective, se construiesc sistemele perturbate.

Teorema D. Fie un sistem cubic nedegenerat (E?ZO u? #0) ce poseda drepte invariante de
multiplicitate totala 8, enumerdndu-se si dreapta de la infinit cu multiplicitatea ei. Aditional,
fie ca acest system are doud puncte singulare distincte de la inifint, adica au loc condifiile
Dy =D3 =0 g1 Dy # 0. Atunci:

1. Sistemul nu poate avea puncte singulare de la infinit determinate de doi factori de

gradul doi ai polinomului Cs(x,y);

II. Acest sistem are singularitafi infinite determinate de un factor triplu si unul simplu
al polinomului Cs(x,y) (adica Dy = D3 =Dy =0 si Dy # 0) si posedd exact 25 configurafii
posibile de drepte invariante Config. 8.23 — Config. 8.47, prezentate in Figura 4.1;

I1I. Sistemul are configuratia specifica Config. 8.5 (j € {23,24,...,47}) de drepte invari-
ante daca si numai dacd conditiile de mazi jos, specificate lingd configuratie, sunt satisfacute.
Mai mult decadt atdat, prin aplicarea uneti transformari afine si rescalarii timpului, acest sistem

poate fi adus la forma canonica, asociata configuratiei:
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Config. 8.283 < NoN3 # 0,V =V3 =K5 =N, =Ny =N;=Ng=N; =0:
= (r—1)z(l +x),
y=1x—y+x*+ 3xy;

Config. 8.24 - 8.27 < Ny #0,N3 =0, V1=V3=K5=N;=Ny=Ng=Ng=0, Ny # 0:
Config. 8.24 < Ny <0 (r <0);
&= z(r + 2z + 2?), Config. 8.25 < Ny>0,N;1>0 (0<r<1);
g = (r+2z)y, r(9r — 8) # 0; Config. 8.26 < Nyg=0 (r=1);
Config. 8.27 < Nip <0 (r > 1);

Config. 8.28 - 8.30 < Ny # 0, Ny =0, V, =Vs=Ks =Ny = Ns= Ny = N5 =0, Ny5 £0:
Config. 8.28 < N5 <0 (r <0);

Config. 8.29<< N14,<0,Ni5>0 (0<r<1);
y=2y(z—r),r(r—1) #0; Config. 8.30 < Ny >0 (r>1);

t=x(r—2zx+2?%),(9r—8)# 0

Conﬁg 8.31, 8.32 & N2:N3:O, V1:V3ZIC5:N1:N17:N18:O,N10N167&02
&= x(r+a?), {C’onﬁg. 8.31 & Ny <0 (r=-1);

y=x—2ry, re{-1,1} Config. 8.334 Nyp >0, (r=1);

Config. 8.33 & No=N3= 0,V =V3=K5 =N; = Nyg = N1z = Nig =0, Ny # 0:

T =23,

y=1+w;

Config. 8.34 - 8.38 < Ny=N3=0,V=V3=K5=N;=N13=0N19=0, N1g#0:
(C'onﬁg. 8.34 < Ny <0 (r<0);

Config. 8.35 < Ny >0,Ny; >0 (0 <r <1/4);
Config. 8.36 < Noy=0 (r =1/4);

Config. 8.87 < Nyy <0 (r > 1/4);

| Config. 8.38 < Nop =0 (r=0);

T =a(r+z+2?),

y=1+ry, (9r—2)#0;

COnﬁg 839, 840 ~ Vl = Ll = £2 = N22 = N23 = N24 = 0, V3IC6 7£ 0:
& =x(r+a+a?), {Conﬁg. 8.89 & g <0 (r<1/4);

y = (r+ 2z + 32%)y; Config. 8.40 < pug >0 (r > 1/4);

Config. 8.41-8.43 < Vi =Ly =Ly = Noy= Nog=Kg=0, V3Noy #0:
Config. 8.41 < pug <0 (r <0);
Config. 8.42 < ug =0 (r=0);
Config. 8.43 < e >0 (r > 0);

T =xz(r + %),

g =1+ry+3a%y;
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o Config. 8.44 - 847 < Vs =Uy =Ky =K5=Kg= Noy= Nos= Nog= No7 =0,
V1Vs3 # O:
Config. 844 < g <0 (=2<r<-—1);
g=z(l+z)r+2+(r+1)zl, Config. 8.45 & g >0, Nag <0 (r < —2);
J=[r+2+ @+2r)z+ra?y; |Config. 846 < pe>0,Nag >0 (r>—1);
Config. 847 < pe =0 (r=-1).

In capitolul 2 de asemenea a fost depistatd o nouid clasa de sisteme cubice cu drepte
invariante de multiplicitate totald 9, care s-a dovedit a fi omisa din lista configuratiilor
obtinute de J.Llibre gi N.Vulpe in clasificarea lor efectuata in [25, 2006]. Clasa data este
descrisa de sistemul (Sg): & = 2(2+432)(4+3x)/9, ¢ =2(4+9z)y/9 si poseda urméatoarele
drepte invariante: « = 0 (tripld), = —2/3 (dubld), x = —4/3 and y = 0 (ambele simple) si
dreapta de la infinit: Z = 0 (dubli). In Figura 4.16 este reprezentati configuratia de drepte

invariante ce corespunde systemului (Sy).

CONCLUZII GENERALE SI RECOMANDARI

Teza de doctor este dedicata problemei clasificarii unei familii de sisteme cubice care poseda
drepte invariante in raport cu configuratiile acestor drepte. In studiul calitativ al ecuatiilor
diferentiale aceasta problema, care este foarte dificila chiar si in cazul simplist al sistemelor
diferentiale patratice, este partial motivata de problema clasificarii topologice a tuturor
portretelot fazice ale sistemelor cubice.

In general, sistemele diferentiale cubice sunt mai greu de studiat in comparatie cu cele
patratice din cauza fenomenelor care pot avea loc in aceasta clasa, insa care nu se intalnesc
in acea patratica. De exemplu, prezenta in comun a ciclurilor limita si singularitatilor care
sunt centre este un fenomen care are loc la sisteme cubice, dar nu apare in familia patratica.
In plus, sistemele cubice formeazi o familie de sisteme care depinde de 20 parametri, in timp
ce familia de sisteme diferentiale patratice depinde doar de 12 parametri.

In aceasts lucrare se considersi CSLg familia de sisteme cubice cu drepte invariante de
multiplicitate totald opt (considerandu-se dreapta de la infinit). Studiul acestor sisteme s-a
bazat pe unele concepte, precum: dreapta invarianta, multiplicitatea dreptelor (punctelor
singulare, finite si infinite), cat si configuratia de drepte invariante.

Un alt aspect al valorii teoretice si practice a tezei de doctor este ca avand toate formele
canonice ale sistemelor din CSILg, construite in lucrare, problema integrabilitatii a unor astfel
de sisteme ar putea fi rezolvata. Desigur, ne dam seama ca, la prima vedere, clasa CSLg
este una foarte specifica, mai mult decat atat cazurile de sisteme integrabile sunt rare, dar
dupa cum a spus Arnold in [1, p.405] 7 ... aceste cazuri integrabile ne permit sa colectdm o

14

cantitate mare de informatii despre miscarea in sistemele mult mai importante ...
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Fig. 4.1. Configuratii de drepte invariante pentru sistemele din CSLg cu 2 ISPs

Problema stiintifica importantd solufionatd consta in clasificarea completa a familiei de

sisteme cubice cu drepte invariante de multiplicitate totala opt in raport cu configuratiile
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Fig. 4.16. Configuratia de ILs ce corespunde sistemului (59)

acestor drepte; aceasta clasificare este un element foarte util in vederea clasificarii topologice

complete ale acestei familii de sisteme si in vederea studiului integrabilitatii acestor sisteme.

Noutatea si originalitatea stiinfifica a cercetarilor din teza consta in faptul ca aici pentru
prima data au fost construite toate configuratiile posibile de drepte invariante pentru sis-
temele din CSLg si rezultatele obtinute sunt reflectate in lucrarile [8-26]. Acestd multime de
configuratii obtinute contine, in calitate de cazuri particulare, toate configuratiile construite
de alti autori (vezi [26], [29,30]). De fapt, cercetarile efectuate in teza sunt o continuare a
studiului sistemelor cubice ce posedd un numéar maxim de drepte invariante (adica 9) initiat
in [25]. Pentru aceasta familie de sisteme au fost depistate 23 configuratii distincte, insa
autorul tezei a detectat o noua configuratie de drepte invariante care s-a dovedit a fi omisa
in clasificarea efectuata in [25] si deci, a completat aceasta clasificare. Prin urmare, pentru
sistemele din CSILg s-au obtinut 51 configuratii diferite de drepte invariante. Mai exact, au
fost detectate 17 (respectiv 5; 25; 4) configuratii distincte pentru subfamiliile de sisteme cu
patru (repectiv trei; doud; unul) puncte singulare distincte de la infinit, reale sau/si com-
plexe. In acelagi timp au fost construite 33 forme canonice ale sistemelor din CSLg, dintre
care 19 depind de un singur paramentru si 14 sunt cu coeficienti constanti.

De asemenea, pentru a caracteriza vecinidtatea sistemelor din CSlLg, au fost construit formele

canonice perturbate.

Avantajul elaborarilor noastre este ca aceasta clasificare a sistemelor din CSLg este data
prin polinoame invariante in raport cu actiunea grupului de transformari afine i rescalarea
timpului. Toate aceste configuratii de drepte se disting prin intermediul a 52 polinoame
invariante, care au fost construite de autorul lucrarii, pe langa cele 20 polinoame care au
fost preluate din [25]. Este demn de mentionat ci s-a efectuat un lucru imens deoarece acest
proces de consrtuire a polinoamelor invariante necesita timp si este anevoios. Invariantii
si comitantii algebrici permit verificarea pentru orice sistem cubic cu infinitul nedegenerat
daca are sau nu drepte invariante de multiplicitate totala opt si sd precizeze configuratia
de drepte invariante, inzestrata cu punctele singulare reale ale sistemului. Important este

faptul ca toate calculele pot fi puse in aplicare pe claculator.

De rand cu investigarea complexa realizata asupra problemei clasificarii sistemelor din

CSLg, aportul autorului se concretizeaza si in o serie de concluzii gi recomandari cu o valoare
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teoreica si practica deosebita, si anume:

Concluzii generale:

1) In cadrul acestui studiu a fost cercetat# intreaga familie de sisteme cubice, care poseda
drepte invariante de multiplicitate totala 8. S-a aratat ca sistemele din aceasta familie, pe
care am notat-o prin CSLg, depind de cel mult un parametru. Pentru a obtine rezultate
globale sau generale, s-a folosit teoria invarianttilor a sistemelor diferentiale polinomiale,
dezvoltata de Sibirschi si gcoala sa. Aceastd metodad ne-a permis sa unim intr-o diagrama
globala unica diagramele de bifurcatie ale mai multor forme normale necesare in studiul

acestel familii.

2) Rezultatul global mentionat mai sus este o diagrama de bifurcare in spatiul parametrilor
de dimensiunea 20 a sistemelor diferentiale cubice. Acest lucru ne furnizeaza un algoritm de
a decide daca un sistem cubic apartine sau nu acestei familii si in cazul afirmativ ne permite
sa determinam eficient configuratia sa specifica de drepte invariante. S-a demonstrat in teza

ca aceasta familie de sisteme poseda 51 configuratii posibile de drepte invariante.

3) Teza de asemenea ne conduce la urmatoarele rezultate globale noi:
(i) un sistem din CSLg poseda la infinit cel putin un punct singular real;
(ii) un sistem cubic din CSLLg nu poate avea puncte singulare reale la infinit definite prin

doi factori dubli ai polinomului Cs(x,y) = yPs(z,y) — 2Q(z,y).

Rezultatele stiintifice obtinute in teza pot fi aplicate in studiul mai adanc al sistemelor
cubice care poseda drepte invariante de multiplicitate totala opt, enumerandu-se si dreapta
de la infinit. Se propun urmaéitoarele recomandari:

1. configuratiile de drepte invariante si formele canonice depistate pot fi utilizate la clasi-
ficarea topologica a sistemelor din aceasta clasa;

2. formele canonice construite ale sistemelor din CSLLg pot servi drept baza pentru de-
terminarea integralelor prime ale acestor sisteme;

3. clasificarea sistemelor din CSLg, efectuata in teza, poate fi folosita pentru investigarea
ulterioara a sistemelor cu drepte invariante de multiplicitate totala mai mica decat §;

4. rezultatele din teza pot fi aplicate in studiul diverselor modele matematice care descriu
diferite procese din fizica , chimie, medicina s.a.m.d.

5. investigatiile prezentate in teza pot fi implementate in calitate de suport pentru per-

fectarea cursurilor speciale universitare si post-universitare.
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C.Z.U: 517.925
ADNOTARE

Bujac Cristina, “Sisteme diferentiale cubice cu drepte invariante de multiplicitate
totald opt”, doctor in stiinte matematice, Chisinau, 2016.

Lucrarea este scrisa in limba engleza, contine 154 pagini text de baza gi are urmatoarea
structurd: introducere, 4 capitole, concluzii generale si recomandari, bibliografia (care in-
clude 140 titluri). Rezultatele obtinute sunt publicate in 19 lucrari stiintifice.

Cuvintele cheie: sistem differential cubic, polinom afin invariant, dreapta invariantd, mul-

tiplicitatea curbei algebrice, configuratie de drepte invariante, sistem perturbat.

Domeniul de studiu al tezei: teoria calitativa a sistemelor dinamice, teoria invariantilor
algebrici a ecuatiilor diferentiale.

Scopul si obiectivele lucrarii: de a efectua clasificarea completa a familiei de sisteme
cubice cu drepte invariante de multiplicitate totald 8; aceasta clasificare presupune deter-
minarea tuturor configuratiilor de drepte invariante posibile pentru aceasta familie de sisteme
cubice si construirea conditiilor necesare si suficiente afin invariante pentru realizarea fiecarei
dintre configuratiile depistate.

Noutatea si originalitatea stiintifici. In lucrare au fost construite pentru prima dats
toate configuratiile posibile de drepte invariante de multiplicitate totala opt ale familiei de
sisteme diferentiale cubice. Aceasta multime de configuratii contine toate configuratiile de-
pistate de alti autori pentru unele clase speciale de sisteme cubice. Aditional, s-au determinat
conditiile necesare si suficiente afin-invariante pentru realizarea fiecareia dintre configuratiile
construite. De asemenea a fost completata clasificarea realizata de Llibre si Vulpe depistand
o noua clasa de sisteme cubice cu drepte invariante de multiplicitate totala noua.
Problema stiintificd importanta solutionata consti in clasificarea completa a familiei
de sisteme cubice cu drepte invariante de multiplicitate totala opt in raport cu configuratiile
acestor drepte; aceasta clasificare este un element foarte util in vederea clasificarii topologice
complete ale acestei familii de sisteme si in vederea studiului integrabilitatii acestor sisteme.
Semnificatia teoretica si valoarea aplicativa a lucrarii. Rezultatele ce tin de sis-
temele cubice cu drepte invariante de multiplicitate totala opt obtinute in teza reprezinta
un pas important in studiul algebro-geometric al familiei de sisteme cubice diferentiale bi-
dimensionale.

Implementarea rezultatelor stiintifice: (i) drept baza pentru determinarea integralelor
prime ale acestor sisteme; (i) pentru investigarea ulterioara a sistemelor cubice cu drepte
invariante de multiplicitate mai mica decéat 8; (%ii) in studiul diverselor modele matematice
care descriu diferite procese din fizica , chimie, medicina g.a.m.d.; (iv) in calitate de suport

pentru perfectarea cursurilor speciale universitare si post-universitare.

27



VIIK 517.925
AHHOTAIINSI

Bujac Cristina, ¢“ Kyboudeckue nuddepeHiinajabHble CUCTEMbl C MHBAPUAHTHBIMU
OpSIMBIMIA CYMMAapHOIl KPATHOCTH BOCEMB’, CTEIleHb JOKTOPAa MaTeMaTUYIECKUX
HayK, Chisinau, 2016.

Pabora nammcana Ha anrmiickom sizbike. OHa COCTOWT M3 BBeJEHUsI, 4-X TJIaB, OOIINUX
BBIBOJIOB M pekoMmeH tanmit, 140 MCTOYHUKOB JUTEpaTyphbl, 154 CTpaHUIT OCHOBHOTO TEKCTA.
[Tonrydennbie pe3ysibTaThl OIyOJIMKOBAHBI B 19 Hay4HBIX padoTax.

KuimroueBbie ciioBa: kyOutueckast Juddepennuaibias cucreMa, ah@UHHO-MHBAPUAHTHBIN
[IOJIMHOM, WHBapUAHTHAs IPsiMasi, KPATHOCTD MPIMOil, KOH(MDUTIYpaIus HHBAPUAHTHBIX IIPsi-
MBIX, BOBMYIIECHHBIE CHCTEMBI.

Iless u 3agaum auccepTanum: MOCTPOUTD IMOJIHYIO KJIACCH(PUKAIIUIO CeMERCTBA ILIOCKUX
KyOuueckux cucreM juddepeHiuaibHbIX yPaBHEHU B COOTBETCTBUU C KOHMUI'YDPAIUSIMU
MHBAPUAHTHBIX MPAMBIX 00IEeil KpATHOCTU BOCEMb, & UMEHHO: OIPEJIETUTDh BCE BO3MOXKHDIE
Takue KOH(PUTYPAIUA U IIOCTPOUTDH HEOOXOMMbIE U JIOCTATOYHbIE a(pOUHHO-THBAPUAHTHBIE
YCJIOBUS JII PeaIn3aIiuy KazKJI0ro u3 00HAPYKEHHBIX KOH(MUTYPAITHII.

Ob6aacTy uccienoBanms: KauecTBennas Teopusi JMHAMUYECKUX CUCTEM, T€OPUs UHBa-
puanToB uddepeHInaIbHbIX yPABHEHMIA.

Hayunass HOBU3HA 1 OPUTUHAJIBHOCTB. B juccepraliiy BriepBbie TOCTPOCHBI BCE BOZMOXK-
Hble KOH(MUTYPAIUA MHBAPUAHTHDBIX IPAMBIX CYMMapPHON KPATHOCTH BOCEMb JIJII CEMbH TLJIOC-
KUX KyOmdeckux cucreM juddepeHuajibHbX ypaBueHuil. 1ot nabop KoHduryparuii co-
JIEPYKUT BCE KOHPUTYPAIUU, IPYTUMEA aBTOPAMU JIJIsi YACTHBIX KJIACCOB KYOMYECKUX CUCTEM.
Kpome Toro, Mbl onpejiesnim HeoOXoUMbIE U JIOCTATOYHBIE YCJIOBUS JIJI PDEAJIUBAINH KaZK-
JION M3 TOJIyYeHHBbIX KoHurypanuii. JlonoyHuTe/15H0 00HAPYKUJIM HOBBIH KJ1acC KyOudec-
KX CHCTEM C MHBAPUAHTHBIMU IPAMBIMUA CYMMAPHOW KPaTHOCTH 9, TeM caMbIM JIOIOJIHA
kiaccuduranuio Llibre u Vulpe.

OcHoBHas penieHHasi Hay4YHasl 33J[a9a COCTOUT B IOJTHON KJIACCUMDUKAIMY JTBYMEPHBIX
KyOmdIecKux cucteM JuddepeHnuaibHbIX YPaBHEHUN B COOTBETCTBUY C UX KOH(MUTYPAITUAMU
MHBAPUAHTHBIX IIPSAMBIX 00IIEil KpATHOCTH 8, OCHOBAHHOM Ha TPUMEHEHUN TEOPUU MHBAPUAH-
TOB PP epeHInaIbHbIX YPaBHEHUN. DTa KaaccuduKalius reHepupyer MoJIe3nyio 0as3y /st
JlaJIbHEIIell MOTHON TOOJIOTMYeCKON KIacCuMUKAINN JJAHHOI'O CEMENCTBA CUCTEM.
TeopeTruveckoe m nmpakTudeckoe 3HaveHne pabotwl. [lojyuennsie B jjannoit pabore
pPe3y/ILTATHI, Kacalolmuecsd KyOMYeCKMX CHCTEM C WHBAPUAHTHBIMH IPAMBIMUA CYMMapHOM
KPaTHOCTBIO &8, TPEJCTAB/IAIOT CODOI BayKHBIN IMar B KJIACCU(MUKAIIMU BCErO MHOYKECTBA
KyOU1IecKuxX CUCTEM.

Peanuzanus Hay4qHBIX pe3yJbTaToB. PesyibrarThl MOIYT OBITH IPUMEHEHBL: (1) B Kadec-
TBE OCHOBBI JIJIsl OINpEJIe/IeHNsI TIePBBIX HHTErPAJOB TaKUX CHUCTeM; (i) JJIs JasbHEeHInx
ucceoBanuit 6osiee o0MUX KyOMIECKUX CHCTEM C MHBAPUAHTHLIMH IPSIMBIMU CYMMapHO
KPaTHOCTBIO MeHee 4eM 8; (7ii) B M3yUYeHNN HEKOTOPBIX MATEMATHICCKUX MOJIEJICH, OIIChIBa~
IONUX [POIECChl B (DU3UKE, XUMUU, MEJUIMHE U T.JI.; (1) jijis pa3spaboTKU CIelrabHbIX

KYyPCOB B CHUCTEME BBICIIIETO 0OPa30BaHUs.
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C.Z.U: 517.925
ANNOTATION

Bujac Cristina, “ Cubic differential systems with invariant lines of total multi-

plicity eight ”, Doctor degree in Mathematics, Chisinau, 2016.
The language of the Thesis is English. It comprises 154 base pages and has the following

structure: Introduction, 4 Chapters, General Conclusions and Recommendations, Bibliogra-

phy with 140 References. Research outcomes were reflected in 19 scientific publications.

Keywords: cubic differential system, affine invariant polynomial, invariant straight line,

multiplicity of a line, configuration of invariant straight lines, perturbed system.

Field of study: Qualitative Theory of Dynamical Systems, Invariant Theory of Differential

Equations.

The purpose and objectives: to give a full classification for the family of cubic systems
with invariant straight lines of total multiplicity eight; this classifications supposes the de-
tection of all possible configurations of invariant lines for this family and the construction of

affine invariant criteria for the realization of each one of the detected configurations.

Novelty and scientific originality. In our Thesis for the first time there are constructed
all the possible configurations of invariant lines of total multiplicity eight for cubic systems.
Our set of configurations contains as particular cases all the configurations detected by
other authors in special cases. Additionally we give necessary and sufficient conditions for
the realization of each one of the corresponding configurations. Moreover we completed the
classification of Llibre and Vulpe detecting a new class of cubic systems with invariant lines

of total multiplicity nine.

The main scientific problem which is solved in this Thesis consists in classifying the
whole family of cubic differential systems possessing invariant lines of total multiplicity eight
according to configurations of these lines; this classification is very helpful for obtaining the
complete topological classification of this family and is useful for the study of integrability

of these systems.

The significance of theoretical and practical values of the work. The obtained
in this thesis results concerning cubic systems with invariant lines of total multiplicity eight

represent an important step in algebraic and geometric studies of cubic differential systems.

Implementation of the scientific results. They could be applied: (i) as a basis for
determining of the first integrals of such systems; (ii) for further investigations of cubic
systems with invariant lines of total multiplicity less then 8; (%ii) in the study of some
mathematical models which describe processes in physics, chemistry, medicine and so on;

(iv) as a support for teaching courses in higher education.
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