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ADNOTARE

la teza de doctor ,,Grafuri tranzitiv orientabile”,
inaintatd de catre Grigoriu Nicolae pentru obtinerea titlului de doctor in stiinte matematice la

specialitatea 112.03 — Cibernetica Matematica si Cercetari Operationale

Teza a fost elaborata la Universitatea de Stat din Moldova, Chisindau in anul 2016.

Structura tezei: Teza este scrisd in limba roméana si contine introducere, trei capitole,
concluzii generale si recomandari, bibliografie ce cuprinde 119 de titluri. Lucrarea contine 113
pagini text de baza. Rezultatele obtinute sunt publicate in 14 lucrari stiintifice.

Cuvintele cheie: graf tranzitiv orientabil, subgraf stabil, lant netriangulat, graf factor,
orientare tranzitiva, graf de comparabilitate.

Domeniul de studiu al tezei: Teoria grafurilor

Scopul si obiectivele lucrarii. Caracterizarea structurald a grafurilor tranzitiv orientabile si
elaborarea in baza acesteia a algoritmilor de construire a orientdrilor tranzitive pentru grafurile
neorientate cu restrictii asupra muchiilor. Obiective: determinarea rolului lanturilor netriangulate
in construirea orientarilor tranzitive a grafurilor; examinarea proprietatilor subgrafurilor B-stabile
si rolul acestora la construirea grafurilor factor; studierea sirului complet de grafuri factor pentru
descrierea problemei orientarilor tranzitive ale unui graf neorientat; determinarea formulei
recurente de calcul a numarului de orientari tranzitive ale grafului; elaborarea algoritmilor pentru
construirea orientarilor tranzitive cu restrictii asupra muchiilor orientabile.

Noutatea si originalitatea stiintifica constd in studierea unei clase noi de grafuri stabile si
construirea in baza proprietdtilor acestora a sirului complet de grafuri factor, folosit la solutionarea
problemei orientarii tranzitive a grafurilor neorientate, precum si la solutionarea problemei de
enumerare a acestor orientdri prin deducerea unei formule recurente.

Problema stiintifici importanti solutionatd consta in determinarea unei clase de
subgrafuri stabile folosite la studierea problemei de orientare tranzitiva si caracterizarea structurala
a grafurilor tranzitiv orientabile, care au condus la obtinerea unei metode eficiente pentru
construirea orientarilor tranzitive si calcularea numarului acestor orientari.

Semnificatia teoreticd este determinatd de obtinerea unei caracterizari structurale a
grafurilor tranzitiv orientabile. Se propune o metoda eficienta de studiere a orientarilor tranzitive
in baza unui sir complet de grafuri factor.

Valoare aplicativa. Se propun algoritmi de construire a orientdrilor tranzitive ale unui graf
neorientat ce completeaza aspectul aplicativ al problemei studiate la solutionarea problemelor
practice: testarea codului sursa al programelor, decompozitia retelelor Petri, etc.

Implementarea rezultatelor stiintifice. Rezultatele obtinute pot servi pentru initierea unor
cercetari in domeniu pentru studentii si masteranzii universitatilor, pot servi drept suport pentru
unele cursuri optionale, pentru solutionarea problemelor practice. Algoritmii elaborati sunt
realizati sub formd de programe 1n limbajul Javascript.



AHHOTAIIUA

JUCCEPTALIMOHHON paboThI “Tpanzumueno opuenmupyemsie zpaghut”’, IpeACTaBICHHOM
aBTopoM Huxomnae I'puropuy Ha corickanue y4€HOM CTETIEHU KaHIuAaTa MaTeMaTHUYECKUX HayK

o crienuanbHocTd 112.03 — MaremaTtuueckas Kubepueruka u Mccnenoanne Onepanunii

Huccepranus BeinonneHa B MonaasckoM ['ocynapctBenHoM YHuBepcutere, Kummués, 2016.

Ctpykrypa padorsi: [{iccepranys HanmyucaHa Ha PyMBIHCKOM SI3BIKE M COJIEPXKHUT BBEACHUE,
TPU TJIaBBI, 3aKIIOYEHHE C PEKOMEHJAIMSIMH, CIHCOK IUTUPOBAHHOW JuTeparypbl u3 119
HanMeHoBaHui. Pabora comepkut 113 cTpanuil ocHOBHOTO Tekcra. [lomydeHHBIE pe3ylbTaThl
ormyonuKoBaHbl B 14 Hay4HBIX paboTax.

KiwueBble c¢JI0Ba: TPaH3UTUBHO OpHUEHTHpPYEeMbId rpad, cTaOwibHBIM moarpad,
HETPUAHTYJIMPOBAHHAS 1IETIb, Tpad (GakTop, TpaH3UTHBHASL OPUEHTAIHS, Tpad CPaBHEHUS.

Obaacth uccaenopanus: Teopus rpados.

Heas ucciaenoBanus. CTpyKTypHast XapaKTEPUCTHKA TPAH3UTHBHO OPUEHTUPYEMBIX rpadoB
U pa3zpaboTKa aJrOPUTMOB JJIsl MIOCTPOSHUS TPAH3UTHUBHOW OPUEHTALMN C OTPaHUYEHUSMHU IO
nyram rpada; ompeselieHUs POJIU HEeTPUAHTYIMPOBAHHBIX IIETIel B MOCTPOCHUH TPAH3UTUBHBIX
OpHUEHTAaINi; u3ydyeHnue cBorCTB b-cTtabunpHbix moarpadoB ans nmoctpoeHus rpados daktop,
M3Yy4eHHEe TOTHOTrOo psiaa rpadoB GakTop A ONMUCAHUS MPOOIEMbl TPAH3UTUBHBIX OPHEHTALIUN
HEOPUEHTHUPOBAHHOTO rpada; onpeneiaeHus] peKypcUBHOW (opMyIbl Ui MojcueTa KOJINYECTBO
TPaH3UTUBHBIX OpUEHTALUN rpada.

Hayuynast HOBM3Ha U OPMTHHAJBHOCTDH BBIPA)KAaeTCS B TOM, YTO ObUI ONMMCAH HOBBIN Kjacc
CTaOUIIBHBIX MOArpadoOB U MOCTPOEHUE MOJHOTO psja rpadoB GakTop Ha OCHOBE MX CBOMCTB,
MCIIOJIb3YEMBIN JIJIS1 pelIeHUs 3aJjaul TPAH3UTUBHON OpHUEHTAllMN HEOPUEHTHUPOBAHHBIX rpados,
B TOM 4MCI€ M U1 pelIeHUs MpoOJieMbl MOjACYEeTa 3TUX OpHEHTAlMi uepe3 AeIyKIHU
PEKYpPCUBHOM (pOpMYIIBL.

Pemiennasi BaxkHasi HAy4YHasi 3aJa4a cocmoum 6 OINpeJIeIeHUs] HOBOTO Kiacca CTaOMIIbHBIX
noarpadoB, UCHOJB3YEMBIX IS TPAH3UTUBHOM  OpPUEHTALMM M CTPYKTypUpyeMoit
XapaKTepUCTHUKU TPAaH3UTUBHO OPUEHTUPYEMBIX TpadoB Komopoe npugeno K TOIyUYEHUIO
3¢ (HEeKTUBHOTO METO/A JIIs TIOCTPOSHUS TPAH3UTUBHBIX OPUEHTALIUN U MOJCUeTa UX KOJINYECTBO.

Teopernyeckassi HEHHOCTh  PadOTBI  ONpENEISIETCS  IMOJIYYEHUEM  CTPYKTYPHOU
XapaKTepUCTUKU TPAH3UTUBHO OpHUEHTHPYeMBbIX rpadoB. [Ipeanaraercs 3 peKTUBHBIIN METO IS
U3y4eHHs TPAH3UTUBHBIX OPUEHTAIMN Ha OCHOBE MOJIHOTO psiia TpadoB pakTop.

IIpakTHyeckass HeHHOCTHb padoThl. [IpeqnaraoTcss anropuTMbl HOCTPOEHUSI TPAH3UTHUBHBIX
OpHUEHTAINI HEOPHEHTUPOBAHHOTO Ipada, KOTOPhIE TOMOTHSIIOT MPAKTUIECKYIO YACTh U3y4aeMO
33/1a4ud PEUIEHUEM MPAKTHYECKUX 3a/layu: aHaJl3 MCXOJHOT0 KOJa MPOrpaMM, JEKOMIO3ULUS
cereit [letpu, u ap.

BHeapeHune Hay4HbIX pe3yJbTaToB. [ToTydeHHBIC pe3yIIbTaThl MOTYT JIEUb B OCHOBY BBIOOpa
TEM JUIs OOYUYCHHUS CTYAEHTOB. Pa3paboTaHHbIe aJrOpUTMbI PeaM30BaHbl B BHE MPOrPaMM Ha
pOTrpaMMHOM si3bIKe Javascript.



ANNOTATION

of the thesis “Transitively orientable graphs”
submitted by Nicolae Grigoriu in partial fulfillment of the requirements for degree of PhD in

Mathematics, specialty 112.03 — Mathematical Cybernetics and Operational Research

The thesis has been elaborated in Chisinau, Moldova State University, in 2016.

Thesis structure: The thesis is written in Romanian language and contains an introduction,
three chapters, general conclusions and recommendations, a bibliography of 119 titles, 113 pages
of main text. Obtained results were published in 14 scientific papers.

Keywords: transitively orientable graph, stable subgraph, non-triangulated chain, graph
factor, transitive orientation, comparability graph.

The field of study: Graph theory

The aim of the research. Structural characterization of the transitively orientable graphs
and elaboration of the algorithms for the transitive orientation construction based on these
characterizations. Objectives: definition of the non-triangulates chains role in construction of the
transitive orientations, examination of the B-stabile subgraph properties and their role in
construction of the graphs factor, study of the complete sequence of the graphs factor for the
transitive orientation problem, definition of a recurrence formula for calculation of the number of
transitive orientations in a graph.

The scientific novelty and originality is reflected in the following: there was described a
new class of the stable subgraphs and based on their properties there was defined the complete
sequence of graphs factor, that are used for the solution of the transitive orientation of undirected
graphs, as well for the problem of the counting the number of transitive orientations of a graph.

Important scientific problem solved in the research consists in definition of a new class
of stable subgraphs used for the study of the transitive orientation problem and structural
characterization of the transitive orientable graphs, which leads to the obtaining of an efficient
method for construction of transitive orientations of the graph and counting number of them.

The theoretical significance of the work is defined by the results which describe the
structural characterization of transitive orientable subgraphs. It is proposed an efficient method of
study of the transitive orientations based on a complete sequence of graphs factor.

The applicative value of the paper. There are proposed algorithms for construction of
transitive orientations of an undirected graph, which completes the practical aspect of the studied
problem for the solution of practical problems: testing of the source code of the programs,
decomposition of the Petri nets, etc.

The implementation of the scientific results: The results might provide a basis for
selecting the themes for students. The developed algorithms are implemented as a software in
Javascript programming language.



LISTA ABREVIERILOR

SS — subgraf stabil;

LN — lant netriangulat;

SSM - subgraf stabil minimal;

SSCM - subgraf stabil complet maximal;

SSVM - subgraf stabil vid maximal,

A-SBS — subgraf B-stabil generat de multimea de varfuri A;

TRO — orientare tranzitiva.



INTRODUCERE

Actualitatea si importanta temei de cercetare este determinata de rolul grafurilor tranzitiv
orientabile la solutionarea problemelor teoretico-aplicative din diverse domenii. Deja sunt bine
cunoscute unele rezultate ce tin de analiza existentei instructiunilor de iesire in codul sursi al
programelor [113], decompozitia retelelor Petri [108], analiza grafurilor moleculare [4], etc.
Rezultatele obtinute la moment genereaza la randul sau mai multe probleme care necesita studii
suplimentare pentru obtinerea unei caracterizari a grafurilor tranzitiv orientabile pentru problemele
legate de orientarea speciala a muchiilor acestora. E de mentionat faptul ca grafurile tranzitiv
orientabile servesc drept model eficient pentru solutionarea in timp polinomial a unor probleme
importante care in caz general sunt NP-complete. De exemplu, pe clasa de grafuri mentionata se
rezolva in mod eficient problema determinarii clicii maximale ponderate [94], determinarea
numarului de stabilitate interna al unui graf neorientat [40], precum si unele variatii ale problemei

de colorare a grafurilor [40], [9], [28], [32], [64].

De asemenea, este stiut cd problema de sortare inca ramane a fi o problemd actuala in
combinatoricd si informaticd. Sortarea multimilor partial ordonate este un domeniu cu multe
rezultate valoroase ce au multe aplicatii in diverse domenii ale matematicii si informaticii. Este
stiut faptul cad multimile partial ordonate pot fi reprezentate prin clasa grafurilor tranzitiv
orientabile. Astfel, reorientarea arcelor intr-un graf tranzitiv orientabil duce la sortarea elementelor

multimii partial ordonate ce este reprezentata prin graful tranzitiv orientabil.

In prezent sunt cunoscute rezultate legate de studierea grafurilor tranzitiv orientabile,
obtinute de catre Ghouila-Houri A. [38], Gilmore P.C., Hoffman A. J. [39], Golumbic M.C. [41],
Shevrin L.N., Filipov N.D. [119], Wolk E.S. [109], s.a. La baza acestor cercetari stau asa structuri
ca subgraf stabil [116], clase de implicatii [42], cu ajutorul carora sunt obtinute un sir de proprietati
speciale care permit construirea unor orientari tranzitive ale grafului. Totusi, in baza rezultatelor
cunoscute nu putem obtine raspunsuri la o serie de probleme importante: existd oare o caracterizare
structurald a grafurilor tranzitiv orientabile; obtinerea unei formule simple de calcul a unei orientari

tranzitive; determinarea conditiilor de existenta a orientarilor tranzitive partiale ale unui graf, etc.
Scopul si obiectivele lucrarii.

Realizarea prezentei teze a pretins implicit atingerea urmatorului scop: caracterizarea
structurald a grafurilor tranzitiv orientabile; obtinerea formulei pentru determinarea numarului de
orientari tranzitive intr-un graf; elaborarea 1n baza structurilor obtinute a algoritmilor de construire

a orientdrilor tranzitive pentru grafurile neorientate cu restrictii asupra muchiilor.



In conformitate cu scopul enuntat au fost stabilite urmatoarele obiective ale cercetirii:

e determinarea rolului lanturilor netriangulate in construirea orientarilor tranzitive ale
grafurilor;

e cxaminarea proprietdtilor subgrafurilor B-stabile si rolul acestora la construirea
grafurilor factor;

e studierea sirului complet de grafuri factor pentru descrierea problemei orientarilor
tranzitive ale unui graf neorientat;

e determinarea formulei recurente de calculare a numarului de orientéri tranzitive ale
grafului;

e claborarea algoritmilor pentru construirea orientarilor tranzitive cu restrictii asupra
muchiilor orientabile;

e propunerea algoritmilor pentru editarea unei orientdri tranzitive cu restrictii impuse
arcelor In orientarea existenta;

e implementarea algoritmilor elaborati.

Suportul metodologic al cercetdrilor include unele notiuni si metode din teoria grafurilor,
metode de optimizare, teoria algoritmilor, etc. Aceste notiuni sunt descrise in majoritatea surselor

bibliografice. Totusi pot fi remarcate lucrarile: [7], [59], [115].

Noutatea stiintifica a rezultatelor obtinute. Gradul de noutate privind cercetarile efectuate

in lucrare 1l constituie urmatoarele rezultate:

e a fost studiata o nouad clasa de subgrafuri stabile, utile pentru solutionarea problemei
orientarii tranzitive a grafurilor neorientate;

e au fost descrise proprietatile lanturilor netriangulate in raport cu clasa subgrafurilor
stabile intr-un graf tranzitiv orientabil;

e 1in baza clasei de subgrafuri stabile au fost formulate conditiile necesare si suficiente
pentru ca un graf sa fie tranzitiv orientabil,

e in baza sirului complet de grafuri factor a fost dedusa formula recurenta de calcul a
numarului de orientari tranzitive;

e afostelaboratd o serie de algoritmi 1n baza structurilor mentionate pentru construirea
unei orientari tranzitive cu restrictii asupra muchiilor orientabile;

e au fost elaborati algoritmi pentru modificarea unei orientari tranzitive prin inversarea

unei multimi de arce.
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Problema stiintifici importanta solutionata consta in determinarea unei clase de
subgrafuri stabile folosite la studierea problemei de orientare tranzitiva si caracterizarea structurala
a grafurilor tranzitiv orientabile, care au condus la obtinerea unei metode eficiente pentru

construirea orientarilor tranzitive si calcularea numarului acestor orientari.

Importanta teoretici. Este determinatd de obtinerea unei caracterizari structurale a
grafurilor tranzitiv orientabile. Se propune o metoda eficientd de studiere a orientarilor tranzitive
in baza unui sir complet de grafuri factor. Rezultatele obtinute pot servi pentru initierea unor
cercetdri in domeniu pentru studenti si masteranzii universitatilor pot servi drept suport pentru

unele cursuri optionale pentru solutionarea problemelor practice.

Valoarea aplicativa a lucrarii. Rezultatele propuse au valoare stiintifica datorita gradelor
lor de noutate si originalitate. Subgrafurile descrise in lucrare si algoritmii propusi au importanta
deosebita nu doar din punct de vedere teoretic, dar si aplicativ cum ar fi analiza si optimizarea
codului sursa a programelor de calculator, dirijarea sistemului de transport, analiza grafurilor

moleculare.

Aprobarea rezultatelor stiintifice. Rezultatele stiintifice de baza, obtinute de catre autor si

reflectate in prezenta lucrare, au fost prezentate sub forma de:

a)  Teze la conferinte stiintifice de rang international:

e The Conference “Mathematics & Information Technologies: Research and
Education” (MITRE — 2013), August 18-22, 2013, Chisinau, Republic of
Moldova, (Minimal stable subgraphs in undirected graphs. [48]);

o  Conferinta stiintifica internationala a doctoranzilor ,, Tendinte contemporane ale
dezvoltarii stiintei: viziuni ale tinerilor cercetatori.”, 10 martie 2015 Chisinau,
(Subgrafurile B-stabile in orientarea tranzitiva a grafurilor. [53]);

o The Conference “Mathematics & Information Technologies: Research and
Education” (MITRE — 2015), July 2-5, 2015, Chisinau, Republic of Moldova,
(Number of transitive orientations in an undirected graph. [49]);

e The 23" conference on applied and industrial mathematics (CAIM-2015),
September 17-20, 2015, Suceava, Romania. (Transitive orientation of graph using
B-stable subgraphs. [54])
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b)

d)

Teze la conferinte stiintifice de rang national:

Conferinta interuniversitara. ,, Educatie prin cercetare — garant al performantei
invatamantului superior”, Chiginau, 3-4 mai 2012, (Lanturi netriangulate si
multimi stabile intr-un graf neorientat. [17]);

The 20th conference on applied and industrial mathematics dedicated to
academician Mitrofan M. Ciobanu, Chisinau, 22-25 august 2012, (Stable
subgraphs and non-triangulated chains. [51]);

Conferinta Stiintifica ,, Integrare prin Cercetare si Inovare”, Chisinau 10-11

noiembrie 2015, (Asupra numarului de orientari tranzitive intr-un graf. [45])

Comunicari la seminare stiintifice:

Seminarul de cercetare al grupului ,, Analiza si Optimizare” din cadrul Facultatii
de Matematica si Informatica, Universitatea Babes-Bolyai, Cluj-Napoca, 29
noiembrie 2012, (Grafuri tranzitiv orientabile.);

Seminarul stiintific ,, Probleme Actuale de Matematica si Informatica” in cadrul
laboratorului “Modelare Matematica si Optimizare” de pe langa Universitatea
de Stat din Moldova, Facultatea de Matematica si Informaticd, conducator acad.
P. Soltan, 20 martie 2013, (Grafuri tranzitiv orientabile).

Seminarul stiintific ,, Probleme Actuale de Matematica si Informatica” in cadrul
laboratorului “Modelare Matematica si Optimizare” de pe langa Universitatea
de Stat din Moldova, Facultatea de Matematica si Informaticad, conducator acad.
P. Soltan, 5 noiembrie 2014, (B-Stabilitatea si orientarea tranzitiva a grafurilor).
Seminarul stiintific ,, Probleme Actuale de Matematica si Informatica” in cadrul
laboratorului “Modelare Matematica si Optimizare” de pe langa Universitatea
de Stat din Moldova, Facultatea de Matematica si Informaticad, conducator acad.
P. Soltan, 8 aprilie 2015, (Subgrafuri B-stabile in orientarea tranzitiva a
grafurilor).

Comuniciri in cadrul scolilor doctorale de vara:

,, Doctoral Intensive Summer School on Evolutionary Computing in Optimisation
and Data Mining (ECODAM)”, Romania, lasi, 17-24 iunie 2012, (Comunicare:
Transitive orientations on undirected graphs.);

,,Summer School Marktoberdorf 2013 Software Systems Safety, Germany,
Marktoberdorf, July 30 to August 11, 2013, (Comunicare: Algotihmic approach

of transitively orientable graphs);
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e)  Articole stiintifice publicate in reviste de specialitate din tara si de peste hotare,
precum si in analele (proceedings) ale conferintelor:

o  Conferinta stiintifica internationala ‘“Modelarea Matematicd, Optimizare §i
Tehnologii Informationale”, Editia a Ill-a, Academia de Transporturi,
Informatica si Comunicatii, Chisinau, 19-23 martie, 2012, (Subgrafuri stabile
intr-un graf neorientat [52]);

e, Doctoral Intensive Summer School on Evolutionary Computing in Optimisation
and Data Mining (ECODAM)”, Romdnia, lasi, 17-24 iunie 2012, (Transitive
orientations on undirected graphs. [18]);

o  Conferinta stiintifica internationald “Modelare Matematica, Optimizare §i
Tehnologii Informationale”, Editia a [V-a, Academia de Transporturi,
Informatica si Comunicatii, Chisinau, 25-28 martie 2014, (Orientarea tranzitiva a
grafurilor ce nu contin subgrafuri stabile minimale [50]);

e The third conference of mathematical society of the Republic of Moldova:
dedicated to the 50th anniversary of the foundation of the Institute of Mathematics
and Computer Science - IMCS-50, Chisinau, August 19-23, 2014, (B-stable
subgraphs in undirected graphs [46]);

e Computer Science Journal of Moldova (Construction of a transitive orientation
using B-stable subgraphs [47]), Vol. 23, Nr. 1(67), 2015;

e Studia Universitatis Moldaviae, Revista stiintifica a Universitatii de Stat din
Moldova, Seria ,,Stiinte exacte si economice” (Clase de Subgrafuri Stabile in
Orientarea Tranzitiva a Grafurilor [16]), Nr. 2(82), 2015

e Studia Universitatis Babes-Bolyai, Informatica, (Algorithmic Approach in
Reorientation of Comparability Graphs [15]), Vol. LX, Nr. 2, 2015;

In total la tema tezei au fost publicate 14 lucrari stiintifice dintre care 7 articole(3 in reviste

stiintifice diferite si 4 fara coautori), 7 teze ale comunicarilor la conferinte.

Sumarul compartimentelor tezei. Teza este structurata in trei capitole, in care se ofera o
caracterizare structurala a grafurilor tranzitiv orientabile, exprimatd prin prisma clase de subgrafuri
stabile, ce conduc la solutionarea mai multor probleme cu caracter teoretico-aplicativ. Pe langa
cele trei capitole mentionate, lucrarea contine concluzii generale si recomandari, introducere,
adnotarile in limbile romana, rusa si engleza, precum si o listd bibliografica ce cuprinde 119 titluri,

doua anexe si CV-ul autorului.
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In introducere, sunt formulate scopul si obiectivele tezei, se argumenteaza actualitatea temei
de cercetare. Se formuleaza problema stiintificd cu mentionarea importantei teoretice si a valorii
aplicative a lucrarii. Este data o analizd succintd a publicatiilor la tema tezei. Se Incheie acest

compartiment cu o sinteza a continutului lucrarii.

Primul capitol al tezei poarta un caracter introductiv si are drept scop examinarea situatiei
in domeniul de studiu cu cercetarea ulterioara a principalelor structuri folosite pentru descrierea
grafurilor tranzitiv orientabile. In acest capitol se descriu succint evolutia si metodele de cercetare
caracteristice teoriei grafurilor, in mod special a clasei de grafuri tranzitiv orientabile, utile la
solutionarea problemelor teoretico-aplicative. Sunt analizate primele rezultate ce tin de studierea
grafurilor tranzitiv orientabile obtinute de Shevrin L.N. si Filipov N.D. bazate pe multimile partial
ordonate [119]. Se apeleaza in mod special la rezultatele lui Wolk E.S. [109] care descriu
orientarile tranzitive ale arborilor. Este analizat aportul si altor matematicieni la dezvoltarea
directiei mentionate de cercetare. Se examineaza principalele structuri cu ajutorul cdrora sunt
caracterizate grafurile tranzitiv orientabile. Aceste structuri reprezinta clase de implicatii [41] si
subgrafuri stabile [116]. Sunt descrise proprietatile de baza ale subgrafurilor stabile cunoscute in
literatura de specialitate care urmeaza a fi utilizate in lucrare. Proprietdtile mentionate urmeaza a
fi generalizate in capitolul 2 al tezei. Este argumentatd valoarea aplicativa a grafurilor tranzitiv
orientabile prin solutionarea unor probleme practice. La sfarsitul capitolului sunt mentionate mai
multe probleme deschise legate de studierea grafurilor tranzitiv orientabile si solutionate in
capitolele ce urmeaza. Sunt formulate: problema de cercetare, directiile de solutionare ale ei,

scopul, obiectivele pentru atingerea scopului propus si metodologiile utilizate in teza.

Partea centrala a tezei o constituie Capitolul al doilea, in care este descrisa caracterizarea
structurala a grafurilor tranzitiv orientabile. Pentru caracterizarea structurala se folosesc rezultate
ce tin de studierea proprietatilor unor notiuni importante, precum ar fi subgrafurile B-stabile,
grafurile factor, lanturile netriangulate. Aceste notiuni stau la baza studierii si caracterizarii
grafurilor tranzitiv orientabile. Este determinata relatia dintre lant netriangulat si subgraful stabil.
In special se demonstreaza ci multimea tuturor varfurilor unui subgraf stabil minimal poate fi
acoperita cu un lant netriangulat, chestiune importanta pentru cercetdrile fundamentale mentionate.
Rolul lanturilor netriangulate in construirea orientarilor tranzitive ale grafurilor este reflectat prin
examinarea conditiilor necesare si suficiente pentru ca un graf si fie tranzitiv orientabil. In calitate
de subclasa a grafurilor stabile sunt examinate subgrafurile B-stabile. Este mentionat rolul acestora
la construirea sirului complet de grafuri factor, care reprezintda momentul central in procesul de

construire a tuturor orientarilor tranzitive ale unui graf. Se demonstreaza ca intr-un graf toate
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sirurile complete de grafuri factor au aceeasi lungime. Aceasta proprietate permite determinarea
formulei recurente de calcul a numarului de orientdri tranzitive ale grafului neorientat. Sunt
examinate diverse metode de construire a orientarilor tranzitive pentru clase speciale de grafuri,
cum ar fi: grafurile complete, grafurile neorientate ce nu contin subgrafuri stabile, etc. Se
examineaza problema construirii orientarii tranzitive a grafului in baza sirului complet de grafuri

factor, cu indicarea complexitatii acesteia.

In cel de-al treilea Capitol sunt examinate metode de solutionare a problemelor ce tin de
construirea orientdrii tranzitive cu restrictii speciale asupra multimii de muchii a grafurilor
neorientate. Si anume: construirea orientarii tranzitive in conditiile cand este predeterminata
orientarea unei submultimi de muchii. Dat fiind faptul cd multimile partial ordonate pot fi
reprezentate prin grafuri tranzitiv orientabile, acest rezultat poate fi aplicat la sortarea a multimilor
mentionate prin fixarea pozitiei itemilor. Acest rezultat permite sortarea multimilor de arce date in
timp eficient, O (pkA), unde p este multimea arcelor fixate, k — lungimea sirului complet de grafuri
factor, iar A — gradul maximal al grafului. In acest capitol sunt examinati algoritmi de solutionare
a problemei de reconstruire a unei orientdri tranzitive in dependenta de conditiile initiale impuse
asupra arcelor. Este descris algoritmul de reconstruire a orientarii tranzitive prin reorientarea unui
numar minim de arce precum si algoritmi pentru reconstruirea unei orientari tranzitive in conditiile
cand se impune inversarea orientarilor unor arce fixate. Revenind la reprezentarea multimilor
partial ordonate, schimbarea partiald a orientarii in graf semnificd rearanjarea itemilor in multime
cu pastrarea proprietatilor initiale. Acest fapt indica la aceea ca pentru a obtine o noua ordonare
partiala a multimii este necesar de parcurs doar o parte din itemi. Este cunoscut faptul ca multimile
partial ordonate pot fi reprezentate cu ajutorul grafurilor tranzitiv orientabile. Prin construirea si
reconstruirea orientdrilor tranzitive unui graf, se obtine de fapt o sortare a multimii date, in timpul

O(pkA), acest rezultat ofera un avantaj numeric important.

In compartimentul Concluzii generale si recomandari sunt expuse concluziile generale ale
autorului asupra rezultatelor obtinute in cadrul tezei. Sunt, de asemenea, expuse impactul si
valoarea elaborarilor acestor rezultate in dezvoltarea domeniului dat. Se prezinta recomandarile

autorului Tn forma de sugestii privind cercetarile de perspectiva.

In Anexa 1 este prezentat codul sursi a procedurilor Potential si SBS pentru determinarea
unui subgraf B-stabil implementat in limbajul Javascript. Aceste proceduri sunt descrise detaliat

in paragraful 2.2.

In Anexa 2 este prezentat codul sursa implementat in limbajul Javascript al algoritmilor de

construire si reconstruire a unei orientdri tranzitive prezentate in capitolul 3.
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1. EVOLUTIA CERCETARILOR iIN DOMENIUL STUDIERII GRAFURILOR
TRANZITIV ORIENTABILE SI ASPECTELE APLICATIVE ALE ACESTORA

In primul capitol se prezinti descrierea in ordine cronologici a cercetirilor legate de
studierea grafurilor tranzitiv orientabile care isi au originea in cercetarile matematicienilor Wolk
E.S. [109], Ghuila-Houri A. [38], Gilmore P.C. si Hoffman A.J. [39], Shverin L.N. si Filipov N.D.
[119]. Sunt descrise rezultatele principale ce tin de studierea diferitor aspecte de cercetare ale
grafurilor tranzitiv orientabile in legdturd cu necesitatea de solutionare a unor probleme atat de

ordin teoretic cat si de ordin practic.

Se analizeaza aportul diferitor matematicieni la dezvoltarea directiei mentionate de cercetare
si se accentueaza momente importante nesolutionate la moment si utile pentru diverse aplicatii.
Dezvoltarea directiei de cercetare legata de grafurile tranzitiv orientabile a avut loc datorita

folosirii diferitor structuri matematice, fapt mentionat in acest capitol.

La sfarsitul capitolului sunt mentionate mai multe probleme deschise legate de studierea

grafurilor tranzitiv orientabile si solutionate in capitolele urmatoare.

1.1.  Rolul grafurilor in solutionarea problemelor teoretico-aplicative

Teoria grafurilor reprezintd un domeniu al matematicii moderne ce ofera metode eficiente
pentru solutionarea diverselor probleme teoretico-aplicative. Insasi graful s-a dovedit a fi un model
ce descrie adecvat multe procese din diverse domenii de activitate (transport, economie [91],
servicii urbane, genetica [111], sisteme electrice [75] etc), ceea ce simplifica esential solutionarea

problemelor prin aplicarea rezultatelor teoretice cunoscute din teoria grafurilor.
Problema secventei polimorfismului uninucleotidic

In biochimia computationala sunt multe situatii in care este necesar de a solutiona conflictele
dintre catenele de ADN prin excluderea unor secvente de gene. In asemenea cazuri poate fi
construit graful de conflicte, unde fiecare secventa de gene este reprezentatd printr-un varf, iar
doua varfuri sunt adiacente daca intre secventele corespunzatoare exista conflict. Problema consta
in extragerea a cit mai putine secvente pentru a rezolva conflictul [70]. In termenii teoriei
grafurilor aceastd problema constd in determinarea acoperii minimale cu varfuri (in caz general
aceasta problema este NP-completd). Reamintim ca, intr-un graf ¢ = (X; U) o multime de varfuri
C c X se numeste acoperire de varfuri, daca orice muchie din U este incidenta cu cel putin un varf
din C. Polimorfismul uninucleotidic (abreviat din engleza SNP) este o variatie in secventa ADN-

ului genomic ce intereseaza un singur nucleotid - A, T, C sau G - observata la doi indivizi diferiti
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al unei specii sau pe cei doi cromozomi omologi ai unui individ. Frecventa acestui tip de
polimorfism este de aproximativ o variatie pentru 1000 perechi de baze. SNP si variatiile
numarului de copii reprezintd tipurile cele mai importante de variatie intalnite in genomul uman.
Problema secventei SNP poate fi definita in modul urmator: o secventa SNP este tripletul (S, F, R),
unde S = {s4, Sy, ..., S, } este o multime de n polimorfisme uninucleotidice, F = {f3, f5, ..., fm} €Ste
o multime din m fragmente si R este relatia R: S X F — {0, A, B} care indica daca un element din
multimea de polimorfisme s; € S nu poate fi regasit in fragmentul de genom f; € F (indicat prin
0) sau daca se regdseste, atunci obtine valoarea A sau B. Doud elemente s; si s; sunt in conflict
dacd exista doua fragmente fj si f; astfel incat exact trei relatii din R(s;, fi), R(si, 1), R(Sj, fx),
R(sj, fi) au acelasi element nenul si exact una are valoarea opusa nenuld. Problema constd in
eliminarea a cat mai putine elemente din multimea S, astfel ca sd nu existe conflictele intre
elementele din S. Dupa cum a fost mentionat, poate fi construit graful conflictelor pentru
secventele de polimorfisme uninucleotidice, unde doud varfuri sunt adiacente dacd intre
elementele s; si s; existd conflict. In baza acestui graf se rezolvi problema de acoperire minimala

cu varfuri.
Retelele de telefonie mobila GSM

Este cunoscut faptul ca reteaua GSM este celulard, astfel incat toata suprafata de acoperire
este divizata in hexagoane. Fiecare celuld hexagonald are un turn de comunicare ce uneste toate
telefoanele mobile din celuld. Toate telefoanele mobile se conecteaza la reteaua GSM cautand
celulele din vecinatatea lor. Problema de diferentiere a celulelor in interpretarea teoriei grafurilor
se reduce la colorarea grafului ce reprezinta reteaua GSM: Anume din aceste considerente retelele
GSM opereaza doar cu patru diapazoane de frecvente [87]. Conceptul este urmatorul: avand o
harta in plan sau pe o suprafata sferica, conform teoremei celor patru culori [1] regiunile hartii pot
fi oricand colorate cu cel mult patru culori astfel incat doud regiuni invecinate sd nu aibd aceeasi
culoare. Graful corespunzator hartii poate fi construit prin marcarea fiecarei regiuni cu un varf iar
doua varfuri sunt adiacente daca regiunile respective sunt invecinate. Coloarea grafului implica si

colorarea hartii asociate lui.
Clasificarea amprentelor digitale

In ultimii ani identificarea persoanelor cu ajutorul sistemelor automatizate pentru
recunoasterea amprentelor digitale are o crestere a importantei in multe aplicatii, cum ar fi
identificarea raufacatorilor in urma amprentelor depistate de la locul crimei. Timpul de identificare

depinde Tn mod direct de numarul de amprente ce se contin in baza de date, deoarece identificarea
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se face prin compararea amprentei cautate cu fiecare din cele prezente in baza de date. Deoarece
in realitate numarul de amprente 1n bazele de date reale este foarte mare, procesul de identificare
este foarte anevoios. De exemplu, daca o baza de date contine 200 de milioane de amprente (cum
ar fi cazul agentiei FBI) si compararea a doua amprente dureaza 0,2 secunde, atunci timpul mediu
pentru identificarea persoanei cu amprentele cautate este de aproximativ 246 de zile. Pentru a
reduce timpul de cdutare este important ca fiecare amprentd sa fie clasatd in una din cele cinci
categorii propuse de E. Henry, astfel limitdnd cautarea doar in cadrul clasei respective. Avand
exemplul de mai sus si asumand cd toate amprentele sunt uniform distribuite in cele cinci clase,
atunci timpul necesar pentru identificare poate fi redus la 49 de zile.

Cu parere de rau, sunt o serie de factori ce complica incadrarea unor amprente intr-o anumita
clasd. Acesti factori pot fi calitatea nesatisfacdtoare a imaginii amprentei, existenta amprentelor
ambigue care nu pot fi bine clasificate chiar si de experti. In caz particular, problema ambiguitatii
amprentelor apare din cauza variatiei largi a elementelor dintr-o clasa si a putinelor elemente dintre
clase. In unele cazuri amprentele care nu pot fi atribuite unei singure clase chiar si de experti sunt
incadrate in toate clasele in care se pare ca pot fi incadrate, astfel de amprente se numesc amprente
cu referinte incrucisate. Sunt utilizate citeva metode de clasificare a amprentelor, metode
structurale s1 metode bazate pe grafuri. Clasificarea amprentelor bazate pe grafuri poate fi atinsa
prin mai multe cai, de la construirea grafurilor relationale pentru potrivirea inexactd, pana la
grafurile aciclice pozitional bazate pe retele neuronale recursive [73].

Una din metodele naturale de reprezentare structuralda a partitionarii imaginii amprentei
digitale este utilizarea grafurilor relationale. Astfel, fiecare nod corespunde unei regiuni a imaginii
amprentei obtinutd in urma aplicarii algoritmului de segmentare, iar doua varfuri sunt adiacente
daca regiunile corespunzatoare sunt invecinate. Pentru compararea grafurilor relationale se
foloseste graful pentru corectarea erorii de potrivire. Aceastd metoda genereazd o valoare a
disimilaritatii dintre graful introdus si un graf prototip. Valoarea obtinutd se numeste distanta de
editare. Fie G; si Gp grafurile introdus si prototip respectiv. Fie T (G, Fp) multimea tuturor
secventelor operatiilor de editare a grafului G, pentru a obtine Gp. Fie S = (04,04,...,0,) €
T(G,,Gp) o secventd a operatiilor de editare (04,0, ...,0,). Fie C(0;) € R* U {0} o valoare
nenegativa numita costul asociat operatiei o;. Deci, problema de clasificare a amprentelor digitale
poate fi redusi la determinarea secventei de operatii S* cu costul minim. In acest scop se
construieste arborele de cautare care contine toate operatiile de editare din multimea T (G, Fp).
Fiecare lant ce porneste de la radacina arborelui reprezinta o secventa a operatiilor de editare. Deci,
determinarea secventei minime S* se reduce la determinarea celui mai scurt drum. Aceasta

problema poate fi usor solutionata aplicand algoritmul Dijkstra.
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Algoritmica grafurilor de mult timp este parte integrala a vizualizarii computerizate.
Aplicarea algoritmilor mentionati permite segmentarea si gruparea formelor, fapt ce permite
abstractizarea eficientd a imaginilor. Aceste abstractizari in mod natural sunt reprezentate cu

ajutorul grafurilor, care mai apoi sunt indexate si potrivite pentru pastrarea modelului grafic [34].

Pornind de la primul articol publicat de catre L. Euler [35] aparut in anul 1758. Pe parcursul
secolelor teoria grafurilor a cunoscut o dezvoltare impundtoare prin aparitia unui sir de manuale si
monografii care au intrat in patrimoniul de aur al matematicii: C. Berge [9], F. Harary [58], O. Ore
[85], N. Christofides [23], C. Marshall [27], R. Wilson [106], A.A. Zakov [116], etc. Evolutia
teoriei grafurilor a fost marcata de rezultatele lui A. F. Mobius, care in 1840 a dat ideea de graf
complet si graf bipartit. Conceptul de arbore (graf complet fara cicluri) a fost descris pentru prima
datd de catre Gustav Kirchhoff in 1845, ale cérui rezultate teoretice au fost aplicate in estimarea
curentului in circuite sau retele electrice. In 1852 Thomas Gutherie a formulat vestita problemi a
celor patru culori. Cu toate acestea problema data a putut fi solutionata abia peste un secol de catre
Kenneth Appel si Wolfgang Haken. Anume aceastd perioadd din istoria matematicii fiind
consideratd nasterea teoriei grafurilor. In lucrari strans legate de domeniul chimiei, Sylvester
pentru prima data, in 1878 introduce notiunea de graf facand analogie dintre invarianti cuantici si
covarianti din algebra si diagrame moleculare. Ca si bazd a multor lucrdri in compartimentul ce
tine de algoritmica grafurilor au constituit rezultatele lui, Kruskal D, renumit prin construirea
algoritmului pentru determinarea invelitoarei convexe din graf, Dijsktra E., matematician ale carui
rezultate au avut un aport deosebit in dezvoltarea teoretica si practica a teoriei grafurilor, in special

prin elaborarea vestitului algoritm pentru determinarea celui mai scurt lant intr-un graf.

Trecerea in revista a rezultatelor remarcabile din teoria grafurilor ar fi incompleta fara
evidentierea contributiei aduse teoriei grafurilor de catre cercetatorii sovietici si cei din actuala
Federatie Rusa. In Uniunea Sovietica studierea teoriei grafurilor a inceput la sfarsitul anilor *60 ai
secolului XX prin lucrarile lui benos B. B. [112], EBcturneer B.A. [113], Emenuyes B.A. [114],
3pikoB A. A. [116], s.a. Numeroase rezultate au fost obtinute in lucrarile 3b1xkoB A. A. si discipolii

sai ce tin de grafurile Berge, si alte structuri din teoria grafurilor.

De asemenea este important de mentionat rezultatele matematicienilor din Romania,
Moldovan G. [80], Rosu A. [89] Toadere T. [99], Tomescu I. [101], s.a. De remarcat faptul ca
multe din rezultate in teoria grafurilor au fost obtinute prin colaborarea matematicienilor din

Romania si Republica Moldova [100].

In mod special, este necesar de mentionat ci pe parcursul ultimilor 50 de ani in Republica

Moldova s-a format un grup de specialisti care au obtinut rezultate stiintifice importante care au
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contribuit in mod esential la dezvoltarea teoriei grafurilor si in special la dezvoltarea aspectului
algoritmic al acestei teorii. Aici, in primul rand este necesar de mentionat rezultatele obtinute de
catre academicianul Petru Soltan in legatura cu aplicarea metodei teoriei grafurilor la solutionarea
unor probleme aplicative importante. Astfel, au fost puse bazele teoriei d-convexitatii in grafurile
neorientate [21], [117], solutionarea problemelor de amplasare a centrelor de deservire [20], [118].
Rezultate importante au fost obtinute si de catre discipolii domnului academician P. Soltan prin
studierea unor clase de grafuri cu proprietati metrice speciale (S. Cataranciuc), studierea problemei
Weber pe grafuri (A. Postaru), examinarea multimilor stelare in diferite spatii metrice (O. Topala).
Contributii la dezvoltarea domeniului teoriei grafurilor au adus si V. Cepoi, A. Niculita, C.

Prisacaru, D. Zambitchi, s.a.

1.2.  Grafurile de comparabilitate a multimilor partial ordonate

Un aport important Tn dezvoltarea teoriei grafurilor a avut matematicianul francez Claude
Berge, printr-o serie de lucrari: [7], [10], s.a. Printre multitudinea de rezultate pot fi mentionate si
grafurile perfecte [8]. Grafurile perfecte au avut un impact major in dezvoltarea teoriei grafurilor
in ultimii patruzeci de ani. Aceasta a dus la definirea si studierea a multor clase de grafuri. Aceasta
clasa de grafuri a fost descrisa ulterior de citre alti matematicieni, precum: Chudnovsky M. [24],
[25], Golumbic M. C. [40], Laszl6 L. [71], 3eikoB A. A. [115] s.a.

Amintim ca un graf se numeste perfect daca numarul cromatic si densitatea coincid pentru
orice subgraf indus al grafului [13], [26]. Din anii 1960, anii cand a fost introdusa notiunea de graf
perfect, multe clase de grafuri s-au dovedit a fi parte din aceasta clasa. Intre timp, cercetirile in
acest domeniu pot fi divizate in doud compartimente. Primul compartiment tinea de demonstratia
teoremei grafului perfect, demonstratia conjuncturii grafului tare perfect, studierea grafurilor
imperfecte, si alte aspecte ale grafurilor perfecte. Al doilea compartiment tinea de studierea
proprietatilor matematice si algoritmice a unor clase speciale de grafuri perfecte: grafuri de
comparabilitate, numite si grafuri tranzitiv orientabile, grafuri triangulate, grafuri intervale, etc.
Multe din aceste grafuri pot fi exprimate destul de natural prin elementele lumii reale. Cum ar fi,
optimizarea spatiului in memoria calculatorului, analiza structurilor genetice, sincronizarea
proceselor paralele, s.a. Din categoria grafurilor perfecte fac parte mai multe clase de grafuri:

e Grafurile bipartite

e Graf al muchiilor

e Graf trapezoidal

e Grafuri tranzitiv orientabile

e s.a. [44]
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Grafurile perfecte sunt importante prin aceea ca multe probleme care sunt NP- complete pe
grafuri arbitrare, cum ar fi colorarea grafului sau determinarea clicii maximale au o complexitate
liniara pe grafurile perfecte [61], [66], [74], [79], [105].

Dupa cum a fost mentionat mai sus, grafurile tranzitiv orientabile, cunoscute si sub
denumirea de grafuri de comparabilitate, au fost studiate din perspectiva clasei grafurilor perfecte.
Primele rezultate ce tin de caracterizarea grafurilor tranzitiv orientabile au fost elaborate in [119]
de catre L. N. Shevrin si N. D. Filipov folosind aparatul algebric. Astfel grafurile tranzitiv
orientabile fiind descrise sub forma de structuri partial ordonate. O ordonare partiala consta dintr-
o multime X si o relatie binard < care este tranzitiva (aceasta insemnd ca x <y, y < z implica
x < z) [3]. In acest context, E.S. Wolk initiind ciclul de cercetari in domeniu a examinat grafurile
de comparabilitate a multimilor partial ordonate, care sunt arbori [109]. Astfel, au fost formulate
conditiile necesare si suficiente pentru ca un graf G care este arbore sa fie si graf tranzitiv
orientabil. A fost introdusa notiunea de proprietate diagonala a unui graf G = (X; U), si anume ca
pentru orice patru elemente {x;, x,, x3, x4} din X cu proprietatea x; < x, < x3 < x, implica x; <
X3 Sau x, < x,. Deci, conform rezultatelor lui E.S. Wolk conditia necesara si suficienta pentru ca
un arbore sa fie tranzitiv orientabil, este ca acest arbore si posede proprietatea diagonald. In
continuarea rezultatelor obtinute A. Ghouila-Houri are o tentativa reusita de a caracteriza grafurile
tranzitiv orientabile finite [38], iar P.C. Gilmore si A.J. Hoffman obtin caracterizarea grafurilor
infinite cu proprietatea de comparabilitate. Totusi, fiecare din aceste clase de grafuri au fost
caracterizate in cazul unor conditii speciale. Pe de alta parte L. N. Shevrin si N. D. Filipov reusesc
s obtind o caracterizare generald a grafurilor tranzitiv orientabile, si anume formuleaza conditiile
necesare si suficiente cu ajutorul notiunilor de subgraf stabil si lant netriangulat in modul urmator:
pentru ca un graf sa fie partial ordonat este necesar si suficient ca orice ciclu netriangulat al sau sa

fie de lungime para.

In urma studierii multimilor partial ordonate in contextul grafurilor tranzitiv orientabile, a
fost observat ca pentru multe grafuri de comparabilitate multimile asociate pot fi ordonate doar in

doua moduri. Aceasta proprietate a dus la determinarea clasei de multimi unic partial ordonabile.

Fie Hy un graf cu n varfuri: Xy, = {x1, x5, ..., x5} si fie Hy, Hy, ..., H,, n grafuri distincte.
Graful compus H = Hy[H4, H,, ..., Hy] este format in modul urmator: pentru toti indici 1 < i,j <
n, inlocuim varful x; cu graful H;. Daca orice varf din H; este adiacent cu fiecare varf al grafului
H;, atunci varfurile x; si x; sunt adiacente [59]. In mod formal avand grafurile H; = (X;, U;), putem

defini graful compus H = (X, U) in modul urmator:
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U= U U; U {[xyl|x € X;,y € X; &[x;x;] € Up}}.

iz1
Graful H, se va numi factor extern, iar grafurile Hy, ..., H, se vor numi factori interni. [102]
Daca G = Gy[Gy, ..., G,] este graf compus din n grafuri distincte G;, atunci G este tranzitiv
orientabil daca si numai dacad G; unde 1 < i < n, sunt tranzitiv orientabile [41]. lar graful G se va
numi decompozabil dacad acesta poate fi exprimat sub forma netriviala a unor subgrafuri induse;

in caz contrar graful se va numi nedecompozabil.

Evident ca orice graf poseda decompozitiile triviale: G = K;[G] si G = G[K;, ..., K1 ]. Altfel
spus, un graf G = (X, U) este decompozabil, daca exista o partitic de submultimi nevide de varfuri

distincte doua cate doua X = X; UX, U ..UX,, unde 1 < r < |X|, astfel incat
G = Gg|Gx,, Gy, ..., Gx, |

pentru orice multime reprezentativa R = {x4, X5, ..., X,-}, X; € X;. O astfel de partitie induce
o decompozitie proprie a grafului G. Din cele de mai sus, poate fi observat ca: daca G =

Gr [GXl, G,y e GXr] este decompozitia proprie a grafului tranzitiv orientabil G, atunci orientarea

tranzitiva G poate fi definita astfel: G= GT{[GX 0 Gxy s GXrJ.

Exista o legatura stransa intre decompozitia grafului si lanturile netriangulate ale acestui
graf. Un lant netriangulat poate fi definit in intregime pe un factor intern sau doar pe muchiile
externe ale grafului. Fie G = Gy[Gy, ..., G,] este decompozitia a n grafuri distincte G; = (X;, Uy),
i =0,1,...,n. [40] Daca U, este multimea de muchii a unui lant netriangulat din graful G, atunci

doar una din urmatoarele relatii are loc:

1. U, € U;, pentru exact un indice j > 1, sau

2. UynU;=@,pentruvj = 1.

Graf tranzitiv orientabil G se va numi graf unic partial ordonabil, daca acesta contine exact
doua orientdri tranzitive, una fiind opusa celeilalte. Daca G este un graf tranzitiv orientabil conex,
atunci G este graf unic partial ordonabil si orice multime stabild proprie din G este o multime
stabila interior, iar pentru orice decompozitie proprie a grafului G, orice factor intern este o
multime stabild interior (cu alte cuvinte, toate muchiile sunt externe). [103] In contextul celor
mentionate, un graf G contine multimi stabile, daca si numai daca este decompozabil. lar daca G

este un graf nedecompozabil, atunci G este graf unic partial ordonabil.
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In contextul grafurilor unic partial ordonabile a fost descris comportamentul asimptotic al
acestei clase de grafuri, si anume ca aproape toate grafurile de comparabilitate sunt unic partial
ordonabile. [78] Fie G (n) numarul grafurilor tranzitiv orientabile, iar Gypo (n) numarul de grafuri

unic partial ordonabile, atunci rezultatul mentionat mai sus poate fi descris de urmatoarea formula:

Gypo(n)

lim =1

oo G(n)
Multe cercetari au fost efectuate pentru a elabora noi algoritmi de determinare a conditiilor
necesare si suficiente pentru ca un graf sa fie tranzitiv orientabil, sau determinarea numarului
orientarilor tranzitive intr-un graf, de asemenea au fost obtinute o seric de rezultate pentru a
construi o orientare tranzitiva in timp polinomial. Aceastd directie de cercetare a fost dezvoltata
intensiv in ultimii 20 de ani de catre Berge C, Ghouila-Houri, A., Golumbic M.C., McConnell, R.,
Mohring, R., Olariu, S. s.a. in lucrarile, [77], [86], [29], [65], [60], [84], [110], [33]. In Republica
Moldova rezultate importante in studierea grafurilor tranzitiv orientabile au obtinut 3s1k0B A. A.
[116], [115] si Cataranciuc S. [19], [14]

La momentul actual sunt cunoscuti doi algoritmi care solutioneazd problema unui graf
tranzitiv orientabil. Primul algoritm fiind descris de Golumbic M.C. [40], care calculeazda G —
decompozitia in mod recursiv. In asa mod se formeazi o partitie a grafului in asa numitele clase
de implicatii care determina o orientare tranzitiva. Acest algoritm solutioneaza problema in timpul
O(n-m). Orientarea finala este tranzitivd dacd algoritmul finiseazd procedura de G —
decompozitie cu succes. Al doilea algoritm care ruleazi in timpul 0(n?) a fost descris de Spinrad

[97]. Acest algoritm construieste o orientare tranzitiva, daca o asemenea orientare in genere exista.

Existd o diferentd fundamentala dintre acesti algoritmi. Primul algoritm determind o
orientare tranzitivd atunci cand pentru orice muchie poate fi aplicatd procedura de G —
decompozitie, pe cand algoritmul al doilea in orice situatie returneaza o orientare a unui graf.
Aceasta orientare este tranzitiva, daca in genere exista o astfel de orientare 1n acest graf, dar acest

lucru trebuie verificat in mod separat.

1.3.  Clase de implicatii si orientarea tranzitiva a grafurilor

Datorita aplicabilitdtii grafurilor tranzitiv orientabile acestea se intalnesc in lucrdrile mai
multor matematicieni [29], [33], [65], [77], [84], [86], [115] etc. Prezinta un oarecare interes
rezultatele recente obtinute de catre M.C. Golumbic in legaturd cu necesitatea solutionarii unor
probleme practice, pe care acesta le mentioneaza in lucrarea [40], si care la randul sau au contribuit

la dezvoltarea aspectului teoretic al acestei directii de cercetare. In cercetirile lui Golumbic se
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pune accent pe niste structuri speciale numite multiplexe. Pentru a formula rezultatele respective
sunt necesare niste notiuni speciale, unele dintre care sunt cunoscute in literatura de specialitate,

iar altele sunt introduse de catre Golumbic.

Relatia I' pe multimea de muchii ale grafului ¢ = (X; U) este definita in modul urmator:
[xy]T[x'y'],undex = x"siyy' € U,sauy = y'sixx’ € U. Vom spune ca muchia [xy] forteaza
direct muchia [x'y']. Inchiderea reflexiv tranzitiva I'* a relatiei I' formeaza o clasa de echivalenta
pe multimea de muchii U, deci, imparte multimea U in partitii numite clase de implicatii ale
grafului G. Muchiile [xy] si [zw] fac parte din aceeasi clasd de implicatii, daca si numai daca
existd o secventd de muchii [xy] = [xoVolT[X1 V11T ... T[xxyi] = [zw], unde k = 0. Aceasta
secventd este numita lant-I' de la muchia [xy] pana la [zw]. Fie F(G) o multime de clase de
implicatii din G. Vom defini £(G) = {A|A € T(G)}, unde A = A U A7 1, este inchiderea simetrica

a multimii A. Elementele multimii F(G) sunt numite clase de culori ale grafului G.

X1

X2

Fig. 1.1. Clasele de implicatii

Exemplu 1.1. Graful din figura 1.1 contine opt clase de implicatii:
Ay = {[x1, 2]} Az = {[x3, x4}, Az = {[x1, %3], [0, X4], [x1, X5},
Ay = {[x2, x3], [x2, 4], [%2, x5]}-
AT = {2 13 A2 = {[xa %3]} A3 = {[x, 2], x4, X4, [, %113,
A7t = {[xs, 2], [xa, x2], x5, 221

In cazul cand G posedai orientarea tranzitivi G, iar A este o clasi de implicatii, atunci una din
relatiile urmatoare este adevarati: G N A = Asau G N A = A~1; dar in ambele cazuri AN A = @.
Insa nu orice reuniune arbitrara a claselor de implicatii G = U; 4;, ce satisface conditiilor: G N

G=0siGNG = Ug, formeaza o orientare tranzitiva. Daca A este o clasa de implicatii a unui

graf neorientat G = (X; U), atunci are loc una din relatiile:
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1L. A=A =4
2. AnA™1 =@, Asi A™1 genereaza orientdri tranzitive, si sunt unicele orientiri tranzitive
ale inchiderii 4.

Precum s-a adeverit, studierea grafurilor tranzitiv orientabile a condus la obtinerea unor
rezultate neasteptate, la prima vedere. Astfel, a fost obtinuta legatura dintre aceasta cu problema
colorarii unui graf neorientat. S-a demonstrat [94] ca orice clasa de culori a unui graf neorientat G
are exact doua orientdri tranzitive, una fiind opusa celeilalte, sau nu contine nici o orientare
tranzitiva. Daca in graful G exista o clasd de culori ce nu contine nici o orientare tranzitiva, atunci

graful nu mai este tranzitiv orientabil.

Vom mentiona ca in lucrarile [38], [119], [66] usor putem deduce legatura dintre problema

studiata in prezenta lucrare si problema de ordonare liniara a elementelor unei multimi.

Exemplu 1.2. O orientare tranzitiva a unui graf ordoneaza partial toate varfurile acestuia.
Considerand o orientare tranzitiva a unui graf complet K, cu n varfuri, obtinem ca fiecare pereche
de varfuri din K,, este comparabila, deci aceasta ordonare partiala este de fapt o ordonare liniara
(ordonare totald) a varfurilor grafului. In schimb, orice ordonare liniard a vérfurilor grafului K,
produce o orientare tranzitiva prin orientarea muchiilor de la varfurile cu indice mai mic, catre

varfuri cu indice mai mare. Astfel, 7(K,,) = numarul de ordonari liniare a n + 1 elemente = n!.

Precum s-a mentionat, M.C. Golumbic a reusit sd obtina rezultate interesante legate de
orientarea tranzitiva a grafurilor definind notiunea de clasi de implicatii si multiplexe. In baza
proprietatilor multiplexului au fost obtinute rezultate ce conduc intr-un final la stabilirea formulei
de calcul a orientdrilor tranzitive intr-un graf, care insa, spre regret, sunt greu de aplicat in practica
si nu pot conduce la obtinerea unui algoritm polinomial.

Fie G = (X; U) este un graf neorientat. Un subgraf complet S = (Xs; Us), unde |Xs| = r +
1, se va numi simplex de ordinul r daca fiecare muchie [x, y] € X apartine unei clase de culori
diferite din G. De exemplu, orice muchie din G reprezinta un simplex de ordinul 1. Un simplex va
fi maximal, daca acesta nu se contine intr-un simplex mai mare.

Un multiplex definit de simplexul S de ordinul r, poate fi definit ca subgraful partial M =
Xy Uy), unde Uy = {[x,y] € Ul|[x, y]IT*[a, b] pentru o anumita muchie [a, b] € Us}, sau
notarea alternativa U, = U 4, unde U A este reuniunea tuturor claselor de culori A € F(G) ce

. .. . A - 1 .
satisface conditia cda A NS # @. Astfel M este reuniunea a cr(r+1) clase de culori reprezentate

de muchiile simplexului S. Un multiplex este maximal daca acesta nu se contine intr-un multiplex

mai mare al grafului G.
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Un izomorfism intre simplexele S; = (X5 ; Us,) si S, = (X, ; Uy, ) al unui graf neorientat
este o bijectie f:Xs — Xg, astfel incat [xy][[f(x)F(y)] pentru orice pereche de varfuri
distincte din x,y € X5, . Daca T = (Xr; Ur) este un simplex care genereazd un multiplex M, iar
S = (Xs; Us) un alt simplex care se contine in M. Atunci S este izomorf cu subsimplexul T.
Simplexele care genereaza acelasi multiplex sunt izomorfe. Fie S = (Xs; Ug) un multiplex al unui
graf neorientat G = (X; U) care genereaza un multiplex M = (Xj; Uy). Urmatoarea lema arata
cum poate fi construit un simplex. Daca G contine triunghi tricolor cu varfurile x, y, z astfel incat
[xy] € Uy dar muchia [yz] € Uy, atunci putem adauga varful x simplexului S astfel incat sa

obtinem un simplex nou T = (X; Ur) care contine pe S, unde:
Xr=XsU{x}

Daca S este un simplex ce se contine In multiplexul M, atunci existd un simplex S,, care
genereazi M astfel incat S € S,,. In consecinta dacd M, si M, sunt multiplexe astfel incat M; S

M,, atunci se verifica relatiile:

1. Orice simplex care genereaza M, se contine in simplexul care genereaza My,

2. Orice simplex care genereaza M, contine un subsimplex care genereaza M,.

Relatia dintre un multiplex maximal M si un simplex maximal S este ca M este multiplex
maximal, dacd si numai daci S este simplex maximal. In asa caz poate fi construit multiplexul
maximal prin cautarea locala pe muchii. Se alege o muchie in mod aleatoriu si Se construiesc
simplexe mai mari care contin predecesorul, pana cand simplexul obtinut va fi maximal. Acesta la
randul sdu va genera un multiplex maximal. Multimea de simplexe pe de altd parte formeaza o
partitiec pe multimea de muchii a grafului G. Daca M, si M, sunt multiplexe maximale ale unui
graf neorientat G, atunci, sau M; N M, = @, sau M; = M,. Legéatura dintre clasele de implicatii si
multiplex este ca: dacd A este o clasa de implicatii a unui graf neorientat G = (X; U), astfel incat

A = A, atunci A este un multiplex maximal de ordinul 1 [95].

Unsimplex de ordinul r are (r + 1)! orientari tranzitive, asa cum a fost prezentat la inceputul
paragrafului curent. Mai mult, orientarea tranzitiva a unui simplex extinde Tn mod unic orientarea
tranzitivd a multiplexului generat de acesta, cu exceptia cazului cand multiplexul insasi formeaza
o clasa de implicatii si astfel nu este tranzitiv orientabil. Invers, orientarea tranzitivd a unui
multiplex restrictioneaza la o orientare tranzitiva unicd a oricarui simplex care se contine in el.

Daca M este un multiplex de ordinul r si este tranzitiv orientabil, atunci t(M) = (r + 1)!.
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Partitia unui graf neorientat G = (X; U) in multiplexe maximale U = M; + M, + --- + M, se va

referi la M —decompozitie. Aceasta este unica, pana la ordinul multiplexului M;. Dupa

investigarea orientarii tranzitive a multiplexelor, putem trece la determinarea orientarii tranzitive

a tuturor muchiilor din U.

X5Xe XgXs
o————0

G thd

Fig. 1.2. Graful tranzitiv orientabil G impreuna cu graful bipartit

Gqtq a@sociat lui.

Urmatorul rezultat aratd corespondenta biunivoca dintre orientdrile tranzitive ale

multiplexelor M; si ale muchiilor din U;. Daca G = (X; U) este un graf neorientat, si U = M; +

M, + .-+ M, unde M; este multiplex maximal al multimii de muchii U, atunci urmatoarele

afirmatii sunt echivalente:

1.

Daca UT; este orientarea tranzitiva a grafului G, atunci UT;nMi este orientarea

tranzitiva a multiplexului M;;

Daca Uy, Upm,, -, Uy, sunt orientdri tranzitive ale multiplexelor My, M,, ..., M

k
respectiv, atunci Uy, + Uy, + -+ Uy, este orientarea tranzitiva a lui G;

t(G) = t(M)t(My) ... t(My);

Daca G este un graf tranzitiv orientabil si r; este ordinul multiplexului M;, atunci

numirul de orientri tranzitive al grafului G este t(G) = [1%,(r + 1)!.

Fie ¢ = (X;U) un graf neorientat. Din graful G poate fi construit graful G, dupa

urmatoarea procedura: X, Gata = UluvleugtXuw X} $i @) existd o muchie intre varfurile x,,, si x,,,

incaz caw =v si [uz] € Ug, sau u = z si [vw] & Ug, b) existd o muchie [xy,, X, ] in UGgea
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pentru orice muchie [uv] € Ug; C) dacd in Ggeq existd muchia [xyy, X, ], atunci si muchia

[Xww» X1y ] @partine multimii Ut gea-

X1
X X X XeX Xc X
x3x2 ‘ 1 6 6 5 E 4 .X'4_x3
X2
X3 X6
XoX3 L - @- X3Xy
X1 X XgXo X5Xg X4 X5
X X
4 5 Hqtd
H

Fig. 1.3. Graf ce nu este tranzitiv orientabil H impreund cu graful Hgeq
asociat lui, unde Hg.q Nu este bipartit.

Folosind procedura descrisda mai sus de construire a grafului special G4, ce va mai inainte,
mai exact in anul 1962, matematicianul Ghouila-Houri Alain incercand sa studieze unele aspecte
ale grafurilor tranzitiv orientabile a obtinut un rezultat prin care se spune ca un graf arbitrar G este
tranzitiv orientabil daca si numai daciG,., este bipartit (a se vedea lucrarea [38]). Acest rezultat
poat fi privit ca o caracterizare a grafurilor tranzitiv orientabile care practic nu se intilneste in
lucrarile aparute mai tarziu ale altor matematicieni [29], [33], [39], [42] datoritd faptului ca
problema orientarii tranzitive se reduce la o problema nu mai simple ce consta in verificarea daca
un graf este bipartit. Din aceste considerente cercetarile in domeniul respectiv au continuat in
lucrarile matematicienilor Pinar Heggernes, Federico Mancini, Charis Papadopoulos [60], Michael
Jean [65], Rolf H Mohring [77]. Totusi rezultatul obtinut de Ghouila-Houri a permis ulterior
solutionarea problemei de recunoastere daci un graf neorientat G este tranzitiv orientabil. In mod
special, aceasta se examineaza in lucrarea Iui Golumbic [41]. Din rezultatele respective usor se
deduce un algoritm care in timp O (Am) determina daca graful G este tranzitiv orientabil (m este
numarul de muchii ale grafului G, iar A — gradul maxim al varfurilor din G). Rezultatul merita
atentie deoarece, evident, nu orice graf este tranzitiv orientabil. Drept exemplu putem aduce graful
H din figura 1.3. Precum usor se vericd Hg.q nu este bipartit si prin urmare graful initial H nu este
tranzitiv orientabil.

1.4.  Aplicatii ale grafurilor tranzitiv orientabile

Dupa cum a fost mentionat in sectiunile precedente grafurile tranzitiv orientabile reprezinta

o subclasad a grafurilor perfecte si au proprietati unice. Dacd un graf apartine clasei de grafuri
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tranzitiv orientabile, atunci o serie de probleme teoretice (colorarea grafurilor, determinarea clicii
maximale ponderate, determinarea numarului de stabilitate internd) pot fi solutionate in timp
polinomial. Aceste probleme la randul lor pot duce la solutionarea unor probleme practice
importante. De asemenea, cu ajutorul modelelor grafurilor tranzitiv orientabile pot fi solutionate

multe probleme practice, cum ar fi:
Decompozitia retelelor Petri

O retea Petri este o forma populara a reprezentdrii grafice si specifice a unui sistem
concurent. Aceasta este efectiva in analiza, proiectarea, verificarea logicii binare a controllerelor.
Un pas important in proiectarea si analiza unui controller este decompozitia acestuia. O retea Petri
initiald este impartitd in module paralele separate (SMC). Fiecare componenta reprezintd un sub-
proces independent care ulterior este marcat secvential. Cu parere de rau, intregul proces de
decompozitie al unei retele Petri necesita un timp exponential. Aplicarea grafurilor tranzitiv

orientabile in acest proces, poate reduce timpul de decompozitie al retelei pani la O (n?).

t4, A 4

Fig. 1.4. Retea Petri PN;
Reamintim ca o retea Petri este un cuadruplu de forma PN = (P, T, F, M,), unde P este o
multime finita de pozitii, T — o multime finita de tranzitii, F € (P X T) U (T X P) — 0 multime de
arce, My, — marcajul initial. Starea a unei retele Petri se numeste marcaj daca aceasta poate fi

reprezentatd ca distributie a jetoanelor in reteaua de pozitii. Dacd o pozitie contine unul sau mai
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multe jetoane, atunci aceasta se numeste pozitie marcata. Un marcaj poate fi schimbat prin executia
unei tranzitii. O tranzitie t poate fi executata, daca orice pozitie de intrare a acesteia p: (p,t) € F
contine un jeton. Executia unei tranzitii are loc prin extragerea unui jeton din pozitia initialad si
adaugarea acestuia in pozitia finala p’: (t,p’) € F. Reteaua extinsa de libera alegere (EFC) este 0
retea Petri pentru care orice doud tranzitii au o pozitie de intrare comuna, si au multimi egale de
pozitii de intrare: Vp € P: (t;,t, ET,p Eety,p Eot,) = (o t; =et,). O componenta a starii de
masind (SMC) a unei retele Petri PN poate fi definitd ca o subretea PN’ generata de pozitiile din
PN astfel incat toate tranzitiile de intrare si iesire din PN’ si arcele de conexiune apartin PN’, si
fiecare tranzitie a subretelei are un arc de intrare si un arc de iesire. Mai mult PN’ contine exact
un singur jeton in marcajul initial. Dupa cum a fost mentionat retelele Petri pot fi reprezentate prin
graful de concurentd. Un graf de concurenta G, = (X; U) al unei retele Petri PN este un graf
neorientat care reprezinta relatia structurala de concurentd a retelei. Multimea de varfuri X
corespunde pozitiilor din PN. Doua varfuri sunt adiacente, daca pozitiile corespunzétoare sunt

marcate simultan cu unul din marcajele retelei.
Metoda pentru decompozitia retelei EFC poate fi descrisd in urmatorii pasi:

1. Determinarea grafului concurential G, pentru o retea Petri initialda PN. Aceasta structura
reprezintd relatia structural concurentiala a retelei. Pentru n pozitii ale retelei EFC, determinarea
grafului G, se efectueaza in timpul O(n3) [69]. Pentru reteaua PN; din figura 1.4 graful de
comparabilitate G- din figura 1.5 contine sase varfuri care se refera la pozitiile retelei si sapte

muchii care reprezinta relatiile structurale de concurenta.

a

Fig. 1.5. Graful de concurenta a retelei PN, §i orientarea tranzitivd a sa.

2. Recunoasterea daca graful de concurenta face parte din clasa grafurilor tranzitiv orientabile
este punctul cheie a metodei. Daca graful de concurenta a retelei Petri este si graf tranzitiv
orientabil atunci acesta poate fi descompus cu aplicarea metodei mentionate, in caz contrar sunt

alesi alti algoritmi pentru descompunerea retelei. Recunoasterea grafului tranzitiv orientabil intr-
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un graf de concurenti poate fi efectuati in timpul O(n?), unde n este numirul de pozitii in retea
[41]. Daca graful de concurenta este si tranzitiv orientabil atunci poate fi aplicatd metoda de
colorare a grafurilor, unde solutia optimald poate fi obtinuta in timp polinomial.

3. Fiecare culoare a grafului de concurenta reprezinté la un singur SMC [94]. Daca un modul
SMC nu contine o pozitie specifica, atunci este addugata o pozitie neoperationald. Avand exemplul
din figura 1.4 graful de concurenta a retelei PN; poate fi colorat cu 3 culori: S; = {a,c}, S, =
{b,d}, S3 ={e, f}. Deoarece modulul S, nu formeaza o stare de masind adecvata, atunci sunt
adaugate doud pozitii neoperationale ¢’, f'. Reteaua descompusa in modulele SMC S; = {a, c},

S, =1{b,c’',d, f'}, S3 = {e, f} este prezentata in figura 1.6.

ty ty T

4. Fig. 1.6. Descompunerea retelei Petri PN
Deoarece fiecare pas in parte poate fi executat in timp polinomial, prin urmare, intregul
proces de descompunere poate fi efectuat in timp polinomial. Deoarece cel mai costisitor pas este
descompunerea grafului de concurentd 0(n®), rezultd cd timpul necesar pentru descompunerea
retelei Petri este de O(n3). Deoarece mai mult de 94% din grafurile concurentiale ce caracterizeazi
retelele EFC sunt grafuri tranzitiv orientabile, rezultd ca majoritatea retelelor Petri de tipul EFC

pot fi optimal descompuse 1n timp polinomial.

Gestionarea fisierelor de inregistrare pentru procesoarele stream
Pentru accesarea rapidd a informatiei din memoria interna a calculatorului, procesoarele

moderne utilizeaza memoria cache a procesorului. Aceastd metoda s-a dovedit a fi eficienta in
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dezvoltarea performantei lucrului calculatorului, totusi existd o serie de probleme care nu pot fi
solutionate prin aceasta metoda. Complexitatea arhitecturii memoriei cache duce la supraincalzirea
procesorului si marirea suprafetei acestuia. Latenta nedefinitd de accesare a memoriei cache nu
garanteazd performanta dorita in timp real.

Spre deosebire de memoria cache a procesului, memoria administrata pe chip are avantaje
in suprafata, pret, si viteza de accesare [2]. Aceastd metoda este pe larg raspanditd in sisteme
incorporate, arhitecturi stream (cunoscute ca si fisiere de inregistrare a fluxului sau memorie
locald), procesoare a cartelelor video. Cat tine de constructia super calculatoarelor memoria
administratd pe chip este foarte des utilizata, in special in accelerarea procesoarelor. Astfel de
metode sunt folosite la dezvoltarea arhitecturilor Merrimac [31], Cyclops64 [30], Grape-DR [72],
Roadrunner si super calculatoarele din seria Tianhe printre care si Tianhe-2 (cel mai rapid super
calculator potrivit site-ului www.top500.org, lista realizata in iunie 2015).

Procesoarele stream reprezinta o alternativa promitatoare procesoarelor traditionale pentru a
atinge performante inalte in aplicatii stream. In modelul de programare stream pentru procesoare
un program este descompus intr-o secventi de nuclee ce opereaza cu fluxuri de date. In timpul
executiei unui nucleu pe un procesor stream toate fluxurile accesate sunt conectate prin memorie
interna a procesorului, numita fisier de inregistrare a fluxului (SRF). Optimizarea administrarii
memoriei este cruciala in dezvoltarea performantei inalte a aplicatiilor. Este cunoscut ca fluxurile
in aplicatiile stream pot fi reprezentate prin grafuri de interferenta. In aplicatiile stream grafurile
de interferentd au proprietate de tranzitivitate, fie ca sunt grafuri tranzitiv orientabile, fie ca pot fi
descompuse in multimi de subgrafuri tranzitiv orientabile. Aceasta proprietate a grafurilor de
interferenta in aplicatiile stream permite optimizarea alocarii memoriei in SRF.

Procesoarele stream, asa ca Imagine, Raw, Cell, Merrimac si cele grafice reprezinta o
alternativa promititoare ce tine de atingerea performantelor mari in aplicatii media. In plus
programarea stream poate fi usor implementata in rezultate de cercetare stiintifica. Tehnologia
compilatoarelor pentru limbajele stream si arhitecturile respective sunt inca la nivel incipient.
Fisierele pentru inregistrarea fluxului sunt introduse pentru a capta raspandirea producerii si
raspandirii locale, precum si pentru reducerea traficului de memorie din afara procesului. Spre
deosebire de registrele conventionale, fisierele pentru inregistrarea fluxului nu pot fi ocolite, cu
alte cuvinte, datele de intrare si iesire din nucleu sunt pastrate in fisierele SRF atunci cand nucleul
este in proces de executie. Daca informatia cu care opereaza nucleul este prea mare pentru a
memora SRF, atunci se aplica procedura de segmentare a datelor astfel incat nucleul sa fie solicitat
pentru fiecare segment doar o singurd datd. O metoda alternativa de administrare a datelor de

prelucrare a procesorului este de a tampona o parte din fluxuri sau divizarea fluxurilor pana cand
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capacitatea SRF depaseste mirimea datelor. In prezent datele sunt prelucrate prin intermediul SRF
in dependentd de ordinea patrunderii informatiei, aceastd metoda nu este optimald pentru volum
mare de date.

Dupa cum a fost mentionat mai sus fluxurile de date ce sunt prelucrate de o secventa de
nuclee pot fi prezentate prin grafuri ponderate de interferentd. Observatia de baza este ca in multe
aplicatii media grafurile de interferentd formeaza grafuri tranzitiv orientabile. Procesul de
compilare a unei aplicatii poate fi prezentat prin colorarea grafului de interferentd. Dupa cum insa
este cunoscut, grafurile tranzitiv orientabile pot fi colorate in timp polinomial.

Modelul de programare stream este de tipul StreamC/KernelC. Ideea centrald a acestei
paradigme este de a diviza aplicatia in nuclee si fluxuri. Ca rezultat aplicatia este impartita in doua
programe, programul stream ce ruleaza pe unitatea centrald, iar programul nucleu ruleaza pe
procesorul stream. Programul stream are rolul de a specifica cursul fluxurilor intre nuclee si
initiaza executia acestora. Programul nucleu executd aceste nuclee pe rand. Un program stream
consta dintr-0 secventa de cicluri astfel incat fiecare ciclu include o secventa de nuclee ce opereaza
pe fluxuri. In compilatoarele stream toate ciclurile sunt separate in procesul de alocare de memorie
in SRF. Alocarea fluxurilor de memorie pe ciclu in fisierele SRF este o reprezentare clasica a
grafurilor de interferentd. Toate fluxurile accesate pe ciclu sunt numite diapazoane ce urmeaza a
fi plasate in SRF. Daca doud diapazoane se suprapun, atunci pentru ele trebuie de alocat unitati de
memorie separatd in SRF. Dupa ce toate diapazoanele au fost definite, poate fi construit graful de
interferentd, unde varfurile reprezinta diapazoanele, iar marimea acestora este ponderea lor, iar
doua varfuri ale grafului sunt adiacente daca diapazoanele se suprapun. Dupa cum a fost mentionat
anterior, procesul de alocare a memorie in SRF poate fi reprezentat prin colorarea grafului de
interferentd. In cele mai multe cazuri s-a dovedit ci aceste grafuri de interferentd sunt si grafuri
tranzitiv orientabile. Astfel, este cunoscut faptul ca, colorarea unui graf tranzitiv orientabil poate
fi efectuata in timp polinomial. Problema optimizarii de alocare a memoriei in SRF tine de
minimizarea spatiului total ocupat de fluxuri. Deci, o colorare corecta a grafului de interferenta
asociat modelului ofera o alocare optima de memorie in SRF.

Revenind la modelul de lucru al proceselor stream, un ciclu reprezintd un program ce consta
dintr-o serie de nuclee, fiecare din ele produce fluxuri intermediare care sunt consumate de
urmatoarea secventa de nuclee. Astfel, toate diapazoanele din fiecare flux nu acopera mai mult de
doud nuclee. In asa caz graful de interferenta este graf tranzitiv orientabil. De exemplu, in figura
1.7 este prezentat graful de interferenta pentru o serie de trei nuclee, unde nici un domeniu de
memorie nu necesitd mai mult de doud nuclee pentru accesare.

Varful x, ce reprezintd un flux, este parte din nucleul 1 si 2. Varfurile x¢, x;, xg Sunt active
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pentru nucleul 2 si 3. Celelalte varfuri sunt active doar pentru nucleele din care fac parte.

Load(..., x1);
Kernel(’1’, x4, x3);
Load(...,x3);
Load(...,x,);
Load(...,xs);

Kernel("2’, x5, X3, X4, X5, Xg, X7, Xg);

Load(...,xy);

Kernel(’3’ X Xeo. Xo.Xa.Xan)

Fig. 1.7. Program stream si graful de interferentd asociat

In baza exemplului mentionat poate fi formulati problema de optimizare. Fie G, graful de
interferentd ce contine N; nuclee, astfel incat fiecare domeniu activ din G; nu este parte
componentd a mai mult de doud nuclee. Prin construirea partitiei de domenii active pot fi formate

2N multimi:
Kli KlZ’ KZ’ K23i K3l e K(NCG—l)NCG’ KNCG' KNCGI (11)

Unde, K; constd din fluxurile accesate dar care sunt active doar in nucleul i, iar K;;q1) reprezinta
toate fluxurile active in nucleele i si i @ 1. Operatia i @ c poate fi definita ca (i + ¢ — 1)%N; +
1, |arlec=(l—c—1)%NCG+1

In baza exemplului din figura 1.7 toate fluxurile accesate intr-un nucleu formeazi clici
maximale in fluxul grafului de interferentd. Mai mult, fluxurile din nucleul K;g1); U K; U Kjigi)

formeaza clica maximald pentru orice nucleu i.

'\fz X10

Xg

Xs X7 X3 X9

Fig. 1.8. Clicile maximale induse de nucleele din figura 1.7.
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In baza celor mentionate mai sus este demonstrat faptul ca daci N, este numdr par, atunci
graful G este tranzitiv orientabil. De asemenea, daca Ky..; = @, atunci G, este graf tranzitiv
orientabil. Daca nu sunt respectate nici una din conditiile mentionate pentru amplasarea
informatiei, atunci se mai face o iteratie de obtinere a mai multor nuclee in graf. Aceastd operatie
se repeta pana cand va fi satisfacuta cel putin o conditie. Aceasta operatie este executata la nivel

de procesor, astfel ca ciclul mentionat nu influenteaza performanta de lucru a procesorului.

In procesul de amplasare a informatiei daca graful de interferenta G este tranzitiv orientabil,
iar G este un subgraf indus, atunci G’ are cel mult opt orientari tranzitive. In baza partitiilor de
domenii active este cunoscut urmatorul rezultat: daca intr-un graf tranzitiv orientabil G toate

multimile din partitia (1.1) sunt nevide, atunci graful G admite exact doua orientari tranzitive.

Din cele mentionate, poate fi concluzionat ca o colorare a grafului de interferenta G duce la
amplasarea optima a informatiei 1n fisierul de Inregistrare a fluxului SRF. Dacd acest graf este

tranzitiv orientabil atunci procesul dat poate fi efectuat in timp polinomial.
Analiza codului sursa a programelor

Multe probleme de analiza programelor, optimizarea, translarea, verificarea corectitudinii,
testarea programelor pot fi simplificate prin reprezentarea sub forma de grafuri. La baza modelelor
mentionate stau asa numitele grafuri de control al fluxurilor. Un graf orientat G = (X;U) se

numeste graf de control al fluxurilor sau graf de trecere, daca indeplineste urmatoarele conditii:

Graful G nu contine arce paralele;
In multimea de varfuri X poate fi identificat un varf s numit intrarea grafului;
In multimea de varfuri X poate fi identificat un varf ¢t numit iesirea din graf:

Pentru orice varf x € X \ {s} poate fi construit un lant de forma [s, ..., x];

a & w0 npoE

Pentru orice varf x € X \ {s} poate fi construit un lant de forma [x, ..., t].

N
Poate fi considerat si cazul cand graful G are mai multe varfuri de iesire, atunci poate fi

introdus un varf fictiv care este unit cu arce de la fiecare varf de iesire.

De exemplu, in figura 1.9 este dat pseudocodul algoritmului de sortare prin metoda bulelor.

Graful de trecere redus, asociat acestui program este ilustrat in figura 1.10

Construirea grafului de trecere pentru un program concret se face prin reguli simple, cu un
grad de detaliere cerut initial. In cel mai simplu caz, solutia problemei analizate consti in
reprezentarea fiecarui operator (Sau a unei comenzi, sau orice alt bloc de cod ce poate fi prezentat

ca o componenta independentd a limbajului). Doua varfuri sunt adiacente daca intre operatorii
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respectivi existd transmitere de control. Mai exact, operatorul care transmite unitatea de control
este varful initial al arcului, iar operatorul care primeste controlul este varful final al arcului. in
asemenea caz dimensiunea grafului creste foarte mult din cauza ca in graf se formeaza lanturi lungi
de varfuri ce corespund secventei liniare de cod. Aceste secvente de cod pot fi substituite printr-

un singur varf.

1. Procedura Sortare(A4, N)

2. Begin

3 For i: = 2 step S; until N do:

4 Begin

5. If A(i) = A(i — 1) then goto Next:
6 j=1i

7 Loop: If j < 1 then goto Next:

8 If A(j) = A(j — 1) then goto Next:
9. temp = A(j)

10. A(H)=AG—-1)

11. A(j—1) =temp

12. j=j—-1

13. Goto Loop

14. Next: null

15.  End

16. End.

Fig. 1.9. Pseudo codul algoritmului de sortare prin metoda bulelor.

In cazul cand este necesar si determinim daci intre doua varfuri dintr-un graf exista lant
atunci apare problema de construire a inchiderii tranzitive a grafului orientat. In termenii de analiza
a programelor, se verifica daca un graf nu are cicluri infinite si are instructiuni de iesire. Reamintim
ca inchiderea tranzitiva a unui graf G = (X; U) este graful orientat G* ce contine aceeasi multime
de varfuri X, iar doud varfuri x; si x; sunt adiacente in G* dacd in G varfurile x; si x; pot fi unite

printr-un lant.

Matricea de adiacenta A(G™) a inchiderii tranzitive G* este echivalentd cu matricea de
atingere R(G) a grafului G. Construirea matricei de atingere R(G) necesitd timpul 0(n3) [36].
Daca insa graful G este tranzitiv orientat atunci matricea atingerii coincide cu matricea de
adiacenta, deoarece inchiderea tranzitiva a grafului coincide cu insasi graful G, deci determinarea
matricei de atingere necesitd timpul O(n + m). Analizarea unui program la prezenta ciclurilor
infinite in cazul cand acesta poate fi reprezentat printr-un graf tranzitiv orientabil necesitd resurse

mai putine, anume aceastd diferenta de timp prezintd interes de a studia aceasta clasa de grafuri.
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Fig. 1.10. Graful de trecere al algoritmului de sortare prin
metoda bulelor.

Grafurile tranzitiv orientabile sunt grafuri perfecte

Dupa cum a fost mentionat mai sus solutionarea problemelor practice care pot fi reprezentate
cu ajutorul grafurilor tranzitiv orientabile poate fi efectuatd in timp polinomial. Aceasta se
datoreaza faptului ca o serie de probleme teoretice implementate asupra grafurilor tranzitiv
orientabile pot fi solutionate in timp polinomial. Printre problemele teoretice care pot fi solutionate
in timp polinomial sunt colorarea optima a grafului, determinarea clicii maximale ponderate,

determinarea numarului de stabilitate interna.

Pe multimea de varfuri a unui graf orientat fara cicluri G = X; U ) se defineste o ordonare
partiala stricta, notatd x < y, daca si numai dacd in U existd un lant simplu ce uneste varfurile x
si y. Functia de inaltime h se defineste in modul urmator: h(v) = 0 daca gradul de iesire al varfului
v este 0, h(v) = 1 + max{h(w)|[v,w] € U;}. Numarul h(v) poate fi calculat in timp linear
aplicand algoritmul de cautare in adancime. Pentru grafurile tranzitiv orientabile functia h oferad o
colorare corectd a grafului, deoarece pentru orice doud varfuri x si y dacd [x,y] € Ug, atunci
h(x) < h(y), dar, pentru aceasta nu este necesari o colorare minimali. In cazul cand functia h
defineste o colorare optima atunci graful G este tranzitiv orientabil.

Daca (X, <) este o multime partial ordonata, atunci multimea strict ordonatd X se numeste

”

lant. Submultimea de varfuri din X ce nu contine elemente comparabile cu operatia , =" se
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numeste antilant. O diagrama Hasse este o reprezentare compacta a ordondrii tranzitive. Pentru
multimile partial ordonate (X U ) diagrama Hasse se defineste in modul urmator (X, 17), unde V ¢
U si [x,y] € U daci si numai dacd [x,y] € V si nu existd nici un varf z € X astfel incat [x, z] € V
si [z,y] € V. In baza celor mentionate poate fi formulat urmatorul rezultat, numarul de lanturi
necesar pentru a forma o partitie pe multimea partial ordonata (X, <) este egal cu cardinalul
antilantului din multimea X. Acest rezultat poate fi aplicat la calcularea complexitatii pentru
determinarea colorarii optime a grafului tranzitiv orientabil si determinarea clicii maximale.
Aceste operatii pot fi efectuate in timpul O(m + n), unde m este cardinalul multimii de muchii a
grafului G, iar n este cardinalul multimii de varfuri a grafului G.

Determinarea clicii maximale ponderate

Multe problemele practice pot fi reduse la determinarea clicii maximale ponderate, in caz
general este cunoscut faptul ca aceasta problema este NP-completa, totusi daca graful asociat este
tranzitiv orientabil aceasta poate fi solutionatd in timpul O(m + n), unde m este cardinalul
multimii de muchii a grafului G, iar n este cardinalul multimii de varfuri a grafului G.

Problema determinarii clicii maximale poate fi formulata in urméatorul mod. Fie dat un graf
neorientat G = (X; U), fiecarui varf x; i se atribuie o pondere p(x;). Sa se determine clica grafului

G cu suma maxima a ponderilor varfurilor.

Fig. 1.11. Graf tranzitiv orientat.

Ideea algoritmului constd in construirea unei orientiri tranzitive a grafului G. In graful
orientat G se construiesc drumurile elementare d[x, y] ce leaga varfurile x,y € X;. Prin P(d[x,y])
se noteaza suma ponderilor varfurilor drumului d[x, y]. Numarul P(d[x, y]) se numeste ponderea
drumului d[x, y]. Pentru un varf arbitrar v € X se introduce un parametru suplimentar W (v) =

max{P(d[v, z])}. Deci, pentru orice varf x € X; se calculeaza valoarea W (x), iar in drumul
Z
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d[x, z] cu ponderea maxima se atribuie un indice succesorului varfului x.
In graful din figura 1.11 este prezentatd o orientare tranzitivi impreuna cu ponderile
varfurilor. Aplicand algoritmul pentru determinarea clicii maximale ponderate asupra grafului dat,

se obtine clica maximala determinatd de multimea de varfuri {x,, x5, x4} cu valoarea 14.
Calcularea numarului de stabilitate interna a(G)

Ca si problema determindrii clicii maximale ponderate, calcularea numarului de stabilitate
interna a(G) este o problema NP-completa in cazul general al grafurilor. Daca in graful G este

tranzitiv orientabil, atunci a(G) se determina in timp polinomial.

Graful G se transforma intr-o retea de transport prin adaugarea varfului sursa s si varfului
destinatie t si respectiv a arcelor [s, x] si [y, t]. Atribuind fiecarui varf limita de jos 1, se calculeaza
fluxul minimal. Aceastd problema se rezolva in timp polinomial. Valoarea fluxului obtinut va fi
k(G), unde k(G) este numarul de acoperire cu clici. Deoarece graful G este tranzitiv orientabil,
dupa cum a fost mentionat mai sus, G este si graf perfect. Conform definitiei grafurilor perfecte,
rezultd ca k(G) = a(G).

O importanta deosebita in estimarea timpului de lucru al unui algoritm 1il reprezintd si
reprezentarea grafului in memoria calculatorului. Cele mai des utilizate reprezentari sunt sub
forma de matrice de adiacenta, matrice de incidentd, datoritd simplitdtii acestora. Totusi, sunt multe
probleme in care este necesara o reprezentare mai eficientd, cum ar fi reprezentarea grafului sub

forma de lista de adiacenta a varfurilor,

Lista varfurilor adiacente. Este formata din n liste, unde lista cu ordinul i contine indicele
varfurilor adiacente varfului x;. Memorarea se realizeaza intr-o matrice astfel incat linia i contine
varfurile adiacente cu varful x;. Pentru fiecare varf x; se memoreaza de asemenea si numarul de
varfuri din lista. O alta varianta a listei varfurilor adiacente este aceea de a folosi listele liniare
memorate static sau dinamic.

In exemplele prezentate in aceastd lucrare vom folosi in deosebi reprezentarea geometrica a
grafurilor, iar pentru prelucrarea datelor in algoritmii descrisi vom folosi reprezentarea sub forma
de liste de adiacentd. Reprezentarea sub forma de listd de adiacentd a fost aleasd anume din
considerentul ca operatiile de cautare in adancime ofera un timp rezonabil pentru grafurile cu o
reprezentare de acest tip.

1.5.  Concluzii la capitolul 1

In baza celor expuse, putem constata ca necesitatea solutionarii problemei de ordin teoretico-

aplicativ a condus la aparitia unei clase speciale de grafuri numite grafuri tranzitiv orientabile.
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Studierea proprietatilor acestora a imbogatit teoria generald a grafurilor si a permis solutionarea
unor probleme practice. Astfel a devenit posibilad solutionarea unor cazuri speciale a problemelor
de utilizare a managementului fisierelor de inregistrare pentru procesoarele stream, decompozitia
retelelor Petri, analiza codului sursa a programelor.

in primul capitol sunt descrise in ordine cronologicd principalele rezultate cu referire la
grafurile tranzitiv orientabile si este mentionat aportul mai multor matematicieni la dezvoltarea
cercetarilor legate de studierea structurilor descrise in lucrare. In mod special se mentioneaza rolul
pe care l-au avut in dezvoltarea teoriei respective matematicienii, Ghouila-Houri A., Gilmore P.C.,
Hoffman A. J., Golumbic M.C., Shevrin L.N., Filipov N.D., Wolk E.S. Fiecare din ei a studiat
diferite aspecte ale clasei de grafuri tranzitiv orientabile.

Wolk E.S a facut o caracterizare abstracta a grafurilor tranzitiv orientabile care sunt arbori.
Totodatd, Shevrin L.N. si Filipov N.D. au oferit descrierea clasei repective de grafuri prin
intermediul unor structuri abstracte. In lucrarile lui Ghouila-Houri A. au fost formulate conditiile
necesare si suficiente pentru ca un graf sa fie tranzitiv orientabil. Iar Gilmore P.C. si Hoffman A.
J. au descris grafurile tranzitiv orientabile prin intermediul multimilor partial ordonate. R H.
Mohring a demonstrat ca aproape toate grafurile tranzitiv orientabile au doar doud orientari
tranzitive opuse una alteia. In sfarsit Golumbic M.C. a caracterizat grafurile tranzitiv orientabile
prin intermediul claselor de implicatii. Cu ajutorul acestor structuri a fost posibila elaborarea unui
algoritm pentru construirea unei singure orientari tranzitive.

In prezenta lucrare se continui studierea grafurilor tranzitiv orientabile prin elaborarea si
studierea metodelor de construire a orientdrilor tranzitive, chestiune neintalnitd la alti autori si
importanti pentru unele probleme, cum ar fi: sortarea multimilor partial ordonate. In baza
metodelor mentionate se elaboreaza algoritmi de construire a orientarilor tranzitive cu analiza
eficientii acestora si estimarea vitezei de lucru.

Pe langa examinarea problemei de baza au fost obtinute si o serie de rezultate auxiliare,
importante pentru solutionarea in ansamblu a grafurilor: determinarea formulei recurente de calcul
a numarului de orientari tranzitive, caracterizarea clasei de grafuri factor pentru construirea
orientdrilor tranzitive ale grafului, obtinerea unor proprietati speciale pentru subgrafurile stabile
pentru determinarea sirului de grafuri factor.

Realizarea prezentei teze a pretins implicit atingerea urmatorului scop: caracterizarea
structurald a grafurilor tranzitiv orientabile; obtinerea formulei pentru determinarea numarului de
orientari tranzitive intr-un graf; elaborarea in baza structurilor obtinute a algoritmilor de construire
a orientarilor tranzitive pentru grafurile neorientate cu restrictii asupra muchiilor.

In conformitate cu scopul enuntat au fost stabilite urmatoarele obiective ale cercetirii:
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- determinarea rolului lanturilor netriangulate in construirea orientarilor tranzitive ale
grafurilor;

- examinarea proprietatilor subgrafurilor B-stabile si rolul acestora la construirea grafurilor
factor;

- studierea sirului complet de grafuri factor pentru descrierea problemei orientarilor tranzitive
ale unui graf neorientat;

- determinarea formulei recurente de calcul a numarului de orientari tranzitive ale grafului;

- eclaborarea algoritmilor pentru construirea orientdrilor tranzitive cu restrictii asupra
muchiilor orientabile;

- propunerea algoritmilor pentru editarea unei orientdri tranzitive cu restrictii impuse arcelor
in orientarea existenta;

- implementarea algoritmilor elaborati.

Totusi, precum s-a adeverit au mai ramas probleme neclarificate pana la urma, care urmeaza
a fi studiate in cercetirile ulterioare. In baza analizei situatiei in domeniul studierii grafurilor
tranzitiv orientabile si aplicarii acestora la solutionarea problemelor teoretic-aplicative putem face
urmatoarele concluzii.

1. Examinarea grafurilor tranzitiv orientabile a condus la obtinerea unor rezultate importante
pentru solutionarea diverselor probleme atat de ordin teoretic, cat si de ordin aplicativ care
stimuleazd interesul pentru continuarea cercetarilor cu scopul extinderii acestora asupra
solutionarii unor probleme complexe.

2. Rezultatele obtinute la moment de catre alti autori permit solutionarea partiald a
problemei orientarii tranzitive pentru grafurile neorientate, din care insd nu rezultd mecanismul
construirii tuturor orientdrilor tranzitive si legatura dintre diferite orientari.

3. Din cercetarile cunoscute la moment nu se cunoaste mecanismul gésirii solutiei orientarii
tranzitive a grafului n conditiile restrictiei asupra orientdrilor unor arce.

4. Apare necesitatea studierii suplimentare a grafurilor tranzitiv orientabile cu scopul
determinarii caracterizarii structurale ale acestora si determinarii unei formule recurente de calcul
a orientarilor tranzitive.

5. Apare necesitatea elaborarii si implementarii unor algoritmi cu referire la grafurile

tranzitiv orientabile, aplicabili pentru solutionarea eficientad a problemelor practice.
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2. ORIENTAREA TRANZITIVA A GRAFURILOR NEORIENTATE

In capitolul doi sunt expuse principalele rezultate care conduc la solutionarea problemei
orientarii tranzitive a grafurilor. Studiul respectiv este generat, in mare parte, de importanta unor
probleme practice, solutionarea carora se reduce la examinarea modelelor matematice reprezentate
prin grafuri tranzitive. In mod special printre aceste probleme pot fi mentionate: decompozitia
retelelor Petri, optimizarea managementului fisierelor de inregistrare pentru procesoarele stream,

analiza codului sursa a programelor, etc.

Solutionarea problemei orientarii tranzitive a unui graf neorientat se obtine prin utilizarea
proprietatilor speciale ale unor structuri examinate in acest capitol: subgrafurile B-stabile, graful

factor, lanturile netriangulate ale unui graf neorientat, etc.

Lanturilor netriangulate le revine un rol aparte in studierea problemei mentionate. Aceasta
structura apare la studierea proprietatilor subgrafurilor stabile minimale, folosite la elaborarea
metodelor de construire a orientirilor tranzitive. In legitura cu studierea lanturilor netriangulate
au fost obtinute un sir de rezultate, expuse in sectiunea 2.1, printre care se evidentiaza rezultatul
formulat in teorema 2.1 ce contine conditiile de existentd a unui lant netriangulat ce trece prin toate

muchiile unui graf neorientat.

Construirea orientarilor tranzitive ale grafului neorientat se bazeaza pe generarea unui sir
finit de grafuri factor. ,,Caramizile” principale la construirea unui graf factor sunt subgrafurile
stabile (minimale, complete maximale, vide maximale). Prin teorema 2.5 este obtinuta
caracterizarea subgrafurilor stabile minimale: un subgraf generat de o multime de varfuri Xp € X,
este stabil minimal daca si numai daca in graful G existd lant netriangulat ce contine doar varfurile
din Xr. Subgrafurile stabile studiate in sectiunea 2.2 se includ in clasa subgrafurilor B-stabile ale

unui graf neorientat, caracterizate prin teorema 2.7.

Cu ajutorul structurilor mentionate, pentru un graf stabil se construieste sirul complet de
grafuri factor, in baza carora se deduce formula recurentd de calculare a orientarilor tranzitive ale

unui graf neorientat (a se vedea formula 2.13).

Rezultatele teoretice descrise in capitolul doi stau la baza elaborarii metodelor de orientare
a grafului sau a unei parti a acestora: construirea orientdrii tranzitive a unui subgraf stabil minimal
(descrierea algoritmului cu analiza complexitatii este in sectiunea 2.3); construirea orientarii
tranzitive a subgrafului stabil complet maximal (descrierea algoritmului cu analiza complexitatii
este in sectiunea 2.4), etc.

Rezultatele obtinute in acest capitol servesc drept suport pentru unele cercetari aditionale,

descrise in capitolul urmator al tezei.
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2.1.  Subgrafuri stabile si lanturi netriangulate

Elementele de baza in procesul de studiere a grafurilor tranzitiv orientabile sunt lanturile
netriangulate si subgrafurile stabile. In paragraful ce urmeaza vor fi expuse principalele proprietati
ale acestor structuri, care vor fi utilizate in caracterizarea grafurilor tranzitiv orientabile.
Rezultatele de baza in care sunt descrise subgrafurile stabile sunt formulate in lemele 2.1 — 2.4 si
au fost publicate in lucrarile [17] si [52]. Proprietatile lanturilor netriangulate si relatia dintre
lanturile netriangulate si subgrafurile stabile au fost formulate in lemele 2.3 — 2.6 si teoremele 2.1

— 2.3 publicate in lucrarile [16], [18], [51].

Fie G = (X; U) un graf neorientat si F < X o submultime arbitrara de varfuri a acestui graf.

Vom nota prin G (F) subgraful grafului G, generat de F.

De rand cu notatia X ~ Y de adiacenta a varfurilor x,y e X, in cele ce urmeaza vom mai

folosi urmatoarele notatii:

x ~ F — varful X este adiacent cu toate varfurile din F.

x + F — varful x nu este adiacent cu nici unul din varfurile din F.

Definitia 2.1. [115] Subgraful G(F) se numeste subgraf stabil al grafului G, daca pentru
Vx € X \ F are loc una dintre urmatoarele relatii:

x~Fsaux + F.

Multimea F se numeste multime stabila. In prezenta lucrare se studiaza subgrafurile stabile
proprii ale grafului G, adica subgrafurile generate de submultimea de varfuri X € X;; ce respecta

urmatoarea conditie:

2<|Xpl <n—1.

Pentru simplitatea expunerii ulterioare, si din considerente de comoditate, astfel de

subgrafuri le vom numi subgrafuri stabile, omitand cuvantul proprii.

Usor ne putem convinge ca nu orice graf contine subgrafuri stabile proprii. Drept exemplu
poate servi graful din figura 2.1 a). In cazul grafului din figura 2.1 b), in calitate de subgraf stabil

poate fi considerat subgraful generat de submultimea de varfuri A = {x,, x3, x4 }.
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Fig. 2.1. Graf neorientat ce nu contine subgraf stabil (cazul a)) si graf

neorientat in care astfel de graf exista (cazul b)).

In continuare vor fi examinate o serie de proprietati ale subgrafurilor stabile, necesare pentru

solutionarea problemei orientdrii tranzitive ale unui graf neorientat.

Lema 2.1. Daca G(A) si G(B) sunt subgrafuri stabile ale grafului G, atunci intersectia lor

G (A n B) de asemenea este un subgraf stabil.

Demonstratie: Deoarece G(A) N G(B) = G(A N B), pentru a demonstra afirmatia lemei

este suficient de demonstrat cd pentru Vx € X \ (4 N B) are loc una din relatiile:
x~(AnB)saux +~ (ANB).

Fie x un varf arbitrar ce nu apartine intersectiei A N B, ceea ce este echivalent cu afirmatia:
x € X\ Asau x € X\ B. Vom examina cazul cand varful x € X \ A. (Cel de-al doilea caz se
examineazd in mod similar).

Conform definitiei 2.1, deoarece G (A4) este subgraf stabil, rezulta ca pentru orice varf x €
X \ A are loc una din relatiile: x~A sau x +~ A. Aceasta, la randul sau implica urmatoarele:

x~(ANnB)saux ~ (ANB),

ceea ce si demonstreaza afirmatia lemei.

Spre deosebire de intersectia subgrafurilor stabile, reuniunea acestora nu totdeauna
genereaza un subgraf stabil. Sa examinam graful din figura 2.2. Subgrafurile generate de multimile
de varfuri A = {x1, x,} si B = {x;, x,} sunt subgrafuri stabile, pe cind reuniunea lor nu mai poseda

aceasta proprietate.
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Fig. 2.2. Graf cu subgrafuri stabile, generate de multimile A = {x1,x,} si
B = {x¢,x7}.
Lema 2.2. Daca G(A) si G(B) sunt subgrafuri stabile ale unui graf neorientat G si AN B +

@, atunci reuniunea lor G(A U B) de asemenea este un subgraf stabil.

Demonstratie: Fie G(A) si G(B) doua subgrafuri stabile ale grafului G = (X;U),ANB #

@, si z - unul dintre varfurile ce apartine intersectiei A N B. Vom cerceta doua cazuri:

a) Fie x un varf arbitrar din X\ A. Deoarece G(A) si G(B) sunt subgrafuri stabile, obtinem
urmatorul sir de implicatii:
x~A = x~z=z~B=>x~AUB
Sau

xX+*A=>x+z=>z+B=>x+AUB
b) Fie x un varf arbitrar din X\B. Cazul acesta este identic cazului a).
Prin urmare subgraful G(A U B) este stabil.

Lema 2.3. Pentru orice doua subgrafuri stabile G(A) si G(B) ale unui graf neorientat G =

(X; U) ce respecta conditia A N B # @ sunt adevarate afirmatiile:

a) daca existd doua varfuri x € A si y € B care sunt adiacente, Se respecta cel putin una din
conditiile x € A\ Bsauy € B\ 4, atunci A~B.
b) Daca G (A) si G(B) sunt grafuri conexe pentru care exista doua varfuri adiacente x,y €

AN B, atunci A~B.
Demonstratie: Sa analizam fiecare caz in parte.

a) Fiex € Asiy € B. Fara a pierde din generalitate consideram ca x € A \ B. Deoarecey €
B si [x,y] € Ug, conditia ca B este multime stabila implicd faptul ca x~B. Deoarece x~B in
particular [x,w] € U, unde w € B \ A si w # y. Din aceste considerente si din faptul ca A este

multime stabila obtinem ca w~A. Deci, obtinem ca A~B.
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b) Fie s € A\ B incét [s, x] € U;. Deoarece G(A) si G(B) sunt grafuri conexe rezulta ca

s~B. Situatie similara se obtine daca alegem un varf t € B \ A. Astfel, obtinem ca A~B.

Consecintia: Daca G(A) si G(B) sunt subgrafuri stabile conexe si AN B # @, atunci

multimile A si B sunt adiacente A~B.

Definitia 2.2. Vom numi diferenta a doua subgrafuri stabile G(A) si G(B), notata prin

G (A)\G(B), subgraful generat de multimea de varfuri A\B.

Lema 2.4. Daca G(A) si G(B) sunt subgrafuri stabile ale uni graf 6 = (X;U) si AN B + @,
atunci diferenta lor G(A)\G(B) = G(A\B) de asemenea este un subgraf stabil.

Demonstratia acestei leme se face in mod analog cu demonstratia lemei 2. 3.
Notiam prin G (A4) subgraful G\G (4) si il vom numi subgraf complementar lui G (4).

Observam, ca graful in care orice subgraf este stabil este graful complet K,,, sau graful vid
0,,. Ba mai mult: pentru orice doua submultimi de varfuri din K,, sau 0,, subgrafurile G(A N B),

G(A U B), G(A) sunt subgrafuri stabile.
Definitia 2.3. Subgraful stabil ce contine un subgraf oarecare G(A) al grafului G se numeste
inchidere stabila a lui G(A) si se noteaza prin S(A).
Evident, daca G (A) este subgraf stabil, atunci inchiderea stabila S(A) a acestuia coincide cu
insusi subgraful G (A).
Pot fi mentionate cateva proprietati simple ale inchiderii stabile:
P1. S(S(4)) =S(4)
Demonstratie: Conform definitiei inchiderii stabile, S(A) genereaza un subgraf. La randul
sau S(A) este subgraf stabil, deci inchiderea stabila va fi insasi subgraful stabil S(A).
P2. Daca A € B, atunci S(4) € S(B)
Demonstratie: Deoarece ASB = ACSS(B) = S(A) € S(S(B)), conform celor

demonstrate mai sus, rezulta ca: S(4) € S(B).

P3. DacaANB # @, atunci S(A) US(B) = S(AUB)

Demonstratie:

ACAUB = S(A) S S(AUB)

BSAUB=S®B)cs@Aup) " SWUSBESUAUE) 2.1)
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Deoarece S(A) si S(B) sunt stabile, si A N B # @, conform proprietatii P2 a subgrafurilor
stabile rezulta ca S(A) U S(B) este subgrafstabil. E clarca A U B € S(A) U S(B), de unde rezulta:

S(AUB) € S(A) US(B) (2.2)

Din (2.1) si (2.2) rezulta S(4) U S(B) = S(A U B).

Afirmatia 2.1. Daca graful G = (X; U) nu contine subgrafuri stabile proprii, atunci G este

graf conex.

Demonstratie: Presupunem ca G nu contine subgrafuri stabile, dar nu este conex. Atunci in
G existd o submultime de varfuri care genereaza o componentd conexa. Si dacd G nu contine
subgrafuri stabile, atunci pentru orice submultime de varfuri afirmatia: A € X,Vx € X\A: x ~
A sau x + A este falsa. Dar pentru submultimea de varfuri care genereaza o componenta conexa

este adevarata urmatoarea relatia: x + A.
Afirmatia 2.2. /ntr-un graf complet K,, existi 2™~ — 3 subgrafuri stabile proprii.

Demonstratie: Deoarece K, este graf complet, este clar ca orice submultime de varfuri din
el genereazad subgraf stabil. Dacd vom lua pe rand numarul tuturor subgrafurilor formate din 2
varfuri, atunci avem C? subgrafuri stabile formate din 2 varfuri, numarul subgrafurilor formate din
3 varfuri va fi CZ, continuand logica pani la n — 1 obtinem relatia: v = Y1} C ceea ce este egal

cu2n-1 -3,

In cele ce urmeaza vom introduce notiunea de lant netriangulat, aceastd structura poate fi

folosita in descrierea subgrafurilor stabile si respectiv, in caracterizarea orientdrilor tranzitive.

Definitia 2.4. [115] Consecutivitatea de varfuri |l = [xl, Xg, wee) xp] pentru care in graful G =
(X; U) nu exista muchii de tipul: [x;, x; 12| se va numi lant netriangulat.

Definitia 2.5. [119] Lantul netriangulat inchis p = [xl, Xp, wee) xp,xl] pentru care in graful
G = (X; U) nu existd muchii de tipul [x;, x;1,] 5i [x2, x,, | se numeste ciclu netriangulat.

De exemplu, in figura 2.3 [; = [xq, X3, X5, X5, Xg, X7, X4] NU este netriangulat deoarece

varfurile x5 si x5 sunt adiacente (precum si varfurile x, si x¢ sunt varfuri adiacente). Totodata,

l2 = [xl,X3, Xg,X3,X7, x3,x6] este netl‘langu|at
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Fig. 2.3. Graf cu lant netriangulat [x,, X3, X4, X3, X2, X3, Xg ]

Lema 2.5. Daca a~b atunci S({a, b}) coincide cu multimea tuturor varfurilor x din G

pentru care existd lant netriangulat | = [a, b, ..., x].

Demonstratie: Demonstratia afirmatiei date este echivalentd cu demonstratia urmatoarelor

doua afirmatii descrise mai jos:

1. Dacd x € X;, x # a, b, astfel incat In G exista lant netriangulat

[a = ylfb =Y Y3 Vi Vit - Yp-1.Yp = X] (23)

atunci x € S({a, b}). Mai mult ca atat y; € S({a, b}),i = 3,p

2. Daca x € X, x # a, b astfel incat orice lant netriangulat este de tipul (2.3),

atunci varful x ¢ S({a, b}).
Sa demonstram afirmatia 1:

Fie in G exista lantul netriangulat (2.3). Evident a, b € S({a, b}). Presupunem ca existd 2 <

i < p astfel incét y;,y,, ..., ;i € S{a, b}), iar y; .1 € S({a, b}).

Deoarece S({a, b}) genereaza un subgraf stabil si [y;, ¥;41] € U rezultd ca y; ., ~S({a, b}).

Prin urmare y;,1~V;_1, ceea ce inseamna ca lantul (2.3) nu este netriangulat.
Contradictia obtinuta demonstreaza afirmatia 1.
Sa demonstram afirmatia 2:

Presupunem cd x € S({a, b}). Fie un varf z # a, b, x ,z € S({a, b}), atunci pentru z are loc

unul din urmatoarele patru cazuri:

a) z~a,b
b) z~+a,b
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C) z~a, z+b

d z~+a, z~b

Dar cazurile ¢) si d) nu pot fi adevarate in conditiile afirmatiei de mai sus, deoarece in
asemenea situatie va putea fi construit lantul netriangulat de forma:[b, a, z, a, x] pentru cazul c),

sau [a, b, z, b, x] pentru cazul d).

Deci pot avea loc doar cazurile a) si b). Dar din definitia inchiderii stabile si din conditiile
afirmatiei 2 rezulta ca z € S({a, b}), deci presupunerea ca x € S({a, b}) este gresita, fapt ce

demonstreaza a doua afirmatie.

Tinand cont de cele doua afirmatii demonstrate, rezulta ca S({a, b}) coincide cu multimea

tuturor varfurilor grafului G pentru care exista lant netriangulat de forma (2.3).

Lema 2.6. Daca in garful G exista lant netriangulat ce contine toate muchiile grafului,

atunci in acest graf putem construi si un ciclu netriangulat ce contine toate muchiile din G.

Demonstratia lemei devine evidenta daca observam ca avand lantul netriangulat mentionat

ce porneste dintr-un anumit varf z, parcurgandu-l consecutiv in ordine inversa, ajungem in z.

Teorema 2.1. Daca G = (X;U) eSte un graf neorientat conex ce nu contine cicluri de

lungimea 3, atunci pentru G exista lant netriangulat ce trece prin toate muchiile sale.

Demonstratie: Aplicim inductia matematica in raport cu numarul de varfuri n ale garfului
G. Usor ne convingem ca pentru orice graf cu numarul de varfuri n = 1, 2, 3,4 afirmatia teoremei

este adevarata. In cele ce urmeaza vom analiza cazul cand n > 5.

Presupunem cd afirmatia este adevarata pentru orice graf conex cu n < k varfuri, unde k >
4. Sa studiem un graf conex arbitrar cu n = k + 1 varfuri. Alegem un varf oarecare x, fie
deg(x) =p si I'(x) = {yl,yz, ...,yp}. Admitem ca in graful obtinut G —x obtinem t —1

componente conexe: Gy, Gy, ..., G;.
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Fig. 2.4. Lant netriangulat construit in baza a t — 1 componente conexe
ale grafului G.
Notam prin X; — multimea de varfuri ale componentei conexe G; si consideram
|X; N T'(x)| = ;. Deoarece graful G nu contine triunghiuri, atunci y; + y; pentru Vi, j = 1,p,i#
j. Conform inductiei matematice si lemei 2.6 pentru fiecare componentd conexad exista lant

netriangulat ce contine toate muchiile grafului. Atunci putem construi lantul:

X, Y1 Cl' Y1, X, Y2, X, oy X, }711,x, yll+1' CZ' y11+1,X, yll+2'x' '"'yll+lzix' e

X Vi +lp++lp_1+1 Cll+lz+---+lp_1+1: Yitlpt oty + U X Vit tly_ g 420 X s X, Yp-

Unde y,, C,, y, este lantul netriangulat din componenta conexi i ce porneste din varful y;,
trece prin toate muchiile ciclului netriangulat C; si ultimul varf din lant ramane a fi y;. Lantul
descris in demonstratie poate fi ilustrat in exemplul din figura 2.4.

Consecinti: Intr-un graf neorientat G = (X; U) ce posedi proprietitile:

a) G nu contine subgrafuri proprii stabile;
b) Orice ciclu din G este netriangulat si are lungime para

exista lant netriangulat ce trece prin toate varfurile din G.

Definitia 2.6. Dacd pentru muchiile [a, b] si [c,d] exista lant netriangulat |a, b, ..., c, d],

atunci vom spune ca muchia [a, b] este legata triangulat de muchia [c, d].

Definim pe multimea de muchii a grafului G = (X; U) o relatia binard t. Vom spune ca doua

muchii [a, b] si [c, d] se afla in relatia 7, daca [a, b] este legata triangulat de [c, d].
Mentiondm ca relatia 7 este o relatie de echivalentd, adica verificd urmatoarele proprietati:

Reflexivitate: wru pentru orice muchie u = [a, b] din G.
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Simetrie: utv = vtu, pentru oricare doua muchii u = [a, b] si v = [c, d]. Deoarece u este
legata triangulat de v, adica exista lantul netriangulat [a, b, ..., ¢, d], este evident ca la schimbarea

ordinii de numerotare a muchiilor vom obtine un lant netriangulat [d, c, ..., a, b].

Tranzitivitate: utv& vtt = utt, pentru oricare trei muchii u = [a,b],v = [c,d] si t =
[e, f]. Deoarece exista lant netriangulat din muchia u pana in muchia v, si din muchia v pana in
muchia t, putem construi lantul netriangulat ce este reuniunea lanturilor din muchia u pana in

muchia v, si din muchia v pana in muchia t, astfel [ab, ..., cd, ..., ef] este lant netriangulat.

Lema 2.7. Daca varfurile a,b,c sunt adiacente 2 cdte 2 si S({a,b}) = S({b,c}) =
S({a,c}), atunci [a, b]z[b, c].

Demonstratie: Este suficient sa aratdm cd daca sunt satisfacute conditiile lemei, atunci
muchiile [a, b] si [b, c] apartin aceluiasi lant netriangulat. Din conditiile lemei rezulta ca exista
lantul netriangulat [a, b, x1, %3, .., Xp, c]. Fie x; primul varf al lantului netriangulat care nu este
adiacent cu c¢. Daca i este numar impar, atunci consecutivitatea: [a,b, Xy,
vy XiyXi_1,C, Xi_3,C, .., X1, C, b, c] formeaza lant netriangulat. Daca insa i este numar par, atunci
consecutivitatea: [a, b, x4, ..., Xj, Xi_1, C, Xi—3,C, ..., X1, C, @, c| formeaza lant netriangulat. Atunci
disjunctia [a, b]z[b, c] V [a, blt[a,c] este adevarata. Din aceasta si din faptul ca T este relatie de

echivalenta rezulta expresia [a, b]t[a, c] V [a, c]t[b, c] este adevarata.

Teorema 2.2. Daca G nu contine subgrafuri proprii conexe stabile, atunci oricare doua

muchii ale sale sunt legate printr-un lant netriangulat.

Demonstratie: Deoarece graful G nu contine subgrafuri conexe stabile rezultd ca G este
conex. Ba mai mult, S([a, b]) = S([c,d]) = G. Fie x; un varf care este adiacent fie cu a, sau cu
b, sau cu muchia [a, b], deoarece G este conex, atunci S([a, b]) = S(a,x,) = S(b, x,), atunci
conform lemei 2.6 rezultd ca exista lant [a, b, ..., x;] netriangulat. Fie un alt varf x, care este
adiacent cu x; si cu varful precedent lui, iarasi aplicand conditiile lemei obtinem un nou lant
netriangulat. Deoarece 7 este relatie de echivalentd, in particular tranzitiva, rezultd ca

[a, b]t[x4, x5]. Continuand procesul pana la muchia [c, d], obtinem [a, b]t[c, d].

Teorema 2.3. Pentru orice subgraf conex G(A) al unui graf neorientat, inchiderea stabila

este egala cu reuniunea inchiderilor stabile ale tuturor muchiilor [x, y] din G(A).

Demonstratie: Fie G (A) un subgraf conex al unui graf neorientat G = (X; U) determinat de
submultimea de varfuri [xl, X2, eens xp] = A. Alegem o muchie arbitrara [xl-l,xl-z] din A. Conform

lemei 2.5 putem construi inchiderea stabild a varfurilor x;_, x;,. Deoarece G (A) este conex rezulta
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ca varful x;, este adiacent cu un anumit varf x;, # x; , ceea ce inseamna ca putem construi
inchiderea stabila si pentru muchia [xl-z,xiS]. Conform proprietatii P3 a inchiderii stabile este
adevdratd relatia: ({x;,,x;,}) U S({xi,, x:,}) = S({xi,, xi,,%;,}). Continuam operatia anterioard
pand includem toate varfurile din G(A) obtinem inchiderea stabila S(A). Deoarece se studiaza doar

grafurile finite, procedura descrisa este finita.
2.2.  Subgrafuri B-stabile

Determinarea orientarilor tranzitive ale unui graf neorientat se bazeaza pe existenta unui sir
de grafuri factor, la construirea cdrora un rol decisiv revine subgrafurilor speciale, numite
subgrafuri B-stabile. Clasa subgrafurilor B-stabile contine la randul sau, subgrafuri cu diverse
structuri pe care le vom examina in continuare. Rezultatele mentionate in paragraful dat au fost

publicate in diverse lucrari: [16], [46], [48].

Definitia 2.7. Subgraful stabil vid Q se numeste maximal daca acesta nu se contine intr-un

oarecare alt subgraf stabil vid din graful ¢ = (X; U).

Definitia 2.8. Subgraful stabil propriu conex M se numeste subgraf stabil minimal daca nu

este complet si nu contine alte subgrafuri stabile din graful G = (X; U).
Observatia 2.1. Daca M este subgraf stabil minimal, atunci |X,,| = 4.

In cazul |X,,| = 2, subgraful M genereazi un subgraf complet. Daci |X,,| = 3 in M, atunci
existd subgraf propriu stabil vid sau subgraf complet, ceea ce vine in contradictie cu notiunea de

subgraf stabil minimal.

Definitia 2.9. Subgraful stabil complet H se numeste maximal, daca acesta nu se contine in

alt subgraf stabil complet din G.

Definitia 2.10. Subgraful stabil F se numeste subgraf B-stabil daca pentru orice subgraf
stabil M din G = (X; U) are loc una din relatiile:

FCMsauFNM=0@.

De exemplu, in figura 2.5 subgraful stabil determinat de multimea de varfuri {xs, x4} este
subgraf B-stabil, pe cand, subgraful determinat de multimea de varfuri {x,, x5, x4} nu poseda
aceasta proprietate, deoarece In G existd subgraful stabil determinat de multimea de varfuri

{x1,x3, X5, X6} ce contine o submultime formata din varful {x3}.
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Xg X6
Fig. 2.5. Graf ce contine subgraf B-stabil, generat de multimea
de varfuri {xs, x¢}.
Fie F un careva subgraf stabil din G = (X; U).

Observatia 2.2. Daca F # M pentru orice subgraf stabil M din G si se verifica relatia F N

M = @, atunci F este subgraf B-stabil.
Observatia 2.3. Graful complet K, n > 2 nu contine subgrafuri B-stabile.

Deoarece in orice graf complet K,, unde n > 2 pot fi alese cel putin doua subgrafuri stabile
astfel incat intersectia lor nu este vida, rezultd cad nici un subgraf al grafului K,, nu satisface

conditiile notiunii de subgraf B-stabil.

Lema 2.8. Daca graful neorientat G = (X; U) contine subgrafuri stabile, atunci G contine

cel putin un subgraf B-stabil.

Demonstratie: Fie F un subgraf stabil al grafului G = (X; U). Daca in G nu mai exista alte
subgrafuri stabile, in afara de F, atunci sunt respectate toate conditiile pentru ca F sa fie subgraf
B-stabil. Presupunem ca existd un alt subgraf stabil M, astfel incat F # M. Sunt posibile

urmatoarele cazuri:
1. XpNXy=0;
2. XpNXy # 0.
Vom analiza fiecare caz in parte:
1. Fie Xg N Xy = @. Atunci, conform definitiei 2.10, F este subgraf B-stabil in graful G.

2. Fie Xp n Xy, # @. Conform lemei 2.1, subgraful generat de multimea de varfuri Xz N
Xy genereazd un subgraf stabil. Sa examinam acest subgraf. Daca acesta nu contine subgraf stabil

atunci el va fi subgraful B-stabil ciutat. In caz contrar analizim subgraful obtinut la intersectia
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celorlalte subgrafuri pana vom obtine subgraful B-stabil cautat. Deoarece se examineaza grafuri

finite, procedura mentionatd va conduce la obtinerea rezultatului cautat.
Din cele examinate rezulta ca afirmatia lemei este adevarata.

Vom nota prin S; multimea tuturor subgrafurilor stabile ale grafului G = (X; U), iar prin
B — multimea subgrafurilor B-stabile a grafului G. Evident, in baza definitiilor 2.1 si 2.10 rezulta
relatia B; S S;. Usor ne putem convinge ca intr-un graf G exista subgraf stabil, care insa nu este
si B-stabil. De exemplu, in grafurile complete K, orice multime din doua varfuri genereaza subgraf

stabil, dar K, nu contine subgrafuri B-stabile.
Fie F un subgraf stabil vid maximal al grafului G, atunci este adevarata urmatoarea afirmatie.
Afirmatia 2.3. Subgraful stabil vid maximal F al grafului G este subgraf B-stabil.

Demonstratia afirmatiei se obtine usor, daca tinem cont de definitiile notiunilor 2.1 si 2.10,
precum si de faptul ca intersectia unui subgraf stabil vid maximal cu un alt subgraf stabil este vida.

Aceasta din urma si inseamna ca orice subgraf stabil vid maximal este B-stabil.
Lema 2.9. Orice subgraf stabil minimal este si subgraf B-stabil.

Demonstratie: Fie M un subgraf stabil minimal. Presupunem contrariul. Fie H un subgraf
stabil astfel incat Xy N Xy = A si A este o multime nevida. Presupunem ca x € A4, iar y un varf
din multimea X, \ A si z € Xy \ A. Sunt posibile doua cazuri: a) z » x si b) z~x. Vom analiza

fiecare caz in parte.

Daca z + x, atunci din faptul ca x € Xy, rezulta z » y. Conform definitiei subgrafului stabil
minimal M este conex. Deoarece x € X, N Xy, in particular x apartine multimii Xy si z + x,

obtinem ca x + Xy. Deci H nu este subgraf stabil. Contradictie cu presupunerea initiala.

Daca insd z ~ x si H este subgraf stabil, atunci z~y. Totusi, conform definitiei subgrafului
stabil minimal, M nu este subgraf complet. Deci, exista un varf v in multimea X, incat v + x. Dar
aceastd conditie reproduce situatia a). Si in acest caz obtinem contradictie cu faptul cd H este
subgraf stabil. Deci, intersectia multimilor X,; si Xy este o multime vida. Deoarece M nu contine

subgrafuri proprii stabile si X,; N Xy = @ rezulta cd M este subgraf B-stabil.

Afirmatia 2.4. Daca F este un subgraf stabil al grafului neorientat G, atunci pentru orice

virfx € Xg \ Xp si orice varf'y € Xg, adiacent lui x, este adevarata relatia:

deg(x) = deg(y).
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Deoarece subgraful F este stabil, iar x € X; \ Xy este adiacent multimii X, rezulta ca Xp < I'(x).

Acest fapt demonstreaza afirmatia de mai sus.

Observatia 2.4. Daca F este subgraf B-stabil atunci:

deg(x) > deg(y).

Observatia 2.5. Daca F este un subgraf stabil vid maximal, iar x, y € X atunci:

FGx) =T).
Observatia 2.6. Daca subgraful B-stabil F este un subgraf complet maximal atunci
) U i} =T(x) u {x},
unde 1 <i,j < |Xg|.

Rezultatele descrise mai sus permit elaborarea unui algoritm eficient de complexitate
polinomiald in raport cu numarul de varfuri n, pentru determinarea subgrafurilor stabile intr-un
graf neorientat. Cautarea subgrafului B-stabil se face prin aplicarea algoritmului de parcurgere in
adancime a grafului G. Cu fiecare nivel in jos vom construi un subgraf potential candidat la titlul
de subgraf B-stabil. Astfel, vom utiliza procedura recursiva POTENTIAL(x,y). Avand graful G
sub forma de lista de adiacente a varfurilor sortate in ordine descrescdtoare, se aleg primele doua
varfuri adiacente. Se parcurge vecinatatea fiecarui varf si se analizeaza daca vecindtatile varfurilor
parcurse coincid pentru a determina daca varfurile fac parte din acelasi subgraf stabil. De asemenea
fiecarui varf procesat i se va atribui o clasa numitd procesat ce va avea valorile booleene TRUE
sau FALSE. Daca unui varf x pe parcursul ruldrii procedurii POTENTIAL i se atribuie clasa
procesat TRUE atunci acesta nu mai este considerat in urmatoarele etape de rulare a procedurii.
In rezultat se returneaza subgraful stabil obtinut reprezentat in forma de lista de adiacenti a

varfurilor.
Date de intrare: Doua varfuri arbitrare x,y € X;.

Date de iesire: Multimea de varfuri ce defineste un subgraf B-stabil potential.

Procedura POTENTIAL(x,y)
Pentru fiecare z ¢ I'(x):
Daca T'(z) =T(x):
E «— z;
Daca E # @:
E—y
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Pentru fiecare z € T'(y):
Daca procesat(z) = FALSE &T'(z) U {z} € T'(x) U {x}:
procesat(z) «— TRUE;
P — z
POTENTIAL(x, z);
Daca E = @:
Returneaza P;

Returneaza E,

Deoarece in procedura POTENTIAL(x,y) sunt doua cicluri, ce sunt parcurse in ordine
consecutiva, care parcurg multimea de adiacentd a unui singur varf, usor se observa ca timpul de

lucru al procedurii este O (A). In caz general procedura data necesita timpul O (n).

In cele ce urmeaza va fi descris algoritmul de prelucrare a subgrafurilor potentiale B-stabile
prin procedura recursivd SBS(G). Aceastd procedura are la baza algoritmul de parcurgere in
adancime a grafului. In baza fiecarui varf al grafului reprezentat sub forma de lista de adiacenta
sortata dupa gradul fiecarui varf descrescator se construieste subgraful potential B-stabil. Pentru
fiecare subgraf potential se verificd daca acesta nu se include in alt subgraf potential B-stabil, in

caz afirmativ se returneazd primul subgraf obtinut sub forma de listd de adiacenta a varfurilor.
Date de intrare: Graful G sub forma de lista de adiacenta.
Date de iesire: Subgraful B-stabil F sau graful G daca G nu contine subgraf stabil.

Procedura SBS(G)
Daca G nu este complet:
P — G;
SORT(P);
Pentru fiecare x € Xp:
procesat(x) < TRUE;
E — @;
G < POTENTIAL(x, x):
Daca G # P:
SBS(G);

Returneaza G;
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Teorema 2.4. Algoritmul pentru determinarea unui subgraf B-stabil al unui graf neorientat
G = (X; U) necesita in timpul O(nA), unde n este numarul de varfuri in X, iar A este gradul

maximal al grafului G.

Demonstratie: Procedura SBS(G) parcurge consecutiv toate varfurile grafului G sortat in
ordine descrescdtoare dupd gradul varfurilor. Astfel, la fiecare iteratie se apeleaza procedura
POTENTIAL(x,x) care poate fi executata in timpul O(A). Deci, obtinem ca in total procedura
SBS(G) determina un subgraf B-stabil in timpul O (nA).

Observatia 2.7. Deoarece intr-un graf arbitrar G = (X; U), |X;| = n, are loc relatia A(G) <

n — 1, obtinem ci algoritmul descris are complexitate polinomiald, de gradul doi 0(nA) = 0(n?).

Observatia 2.8. Pentru grafurile k-regulate algoritmul descris mai sus are o complexitate
liniard in raport cu n, 0 (kn) = 0(n).

Fie Xp = {x;, x;,, ...,xip} o multime de varfuri a grafului neorientat G = (X;U), daca
varfurile Xi, unde 1 <i < |Xg|,iar1 <j < psip < |Xg| pot fi ordonate astfel incat sa formeze

un lant netriangulat, atunci spunem ca multimea X poate fi acoperitd cu un lant netriangulat.

Teorema 2.5. Un subgraf F al grafului neorientat G = (X; U), generat de multimea de
varfuri Xp = {Xi, Xy, .., X1, }, €ste stabil minimal, dacd si numai daca multimea Xy poate fi

acoperita cu un lant netriangulat.

Demonstratie: Necesitatea. Conform definitiei subgrafului stabil minimal, subgraful F nu
contine alte subgrafuri proprii stabile. In baza celor demonstrate in teorema 2.1 (a se vedea

consecinta 1), rezulta cd multimea Xy poate fi acoperitd cu un lant netriangulat.

Suficienta. Fie F = (Xp; Ur) un subgraf astfel incat multimea de varfuri X poate fi acoperita
cu un lant netriangulat. Trebuie sd demonstram ca F este subgraf stabil minimal. Conform
propozitiei 5.10 din [40] rezulta ca F este subgraf stabil. Sa demonstram ca F nu este complet si
nu contine alte subgrafuri stabile. Deoarece X poate fi acoperita cu un lant netriangulat, usor poate

fi observat ca F nu este subgraf complet.

Sa demonstram acum ca F nu contine alt subgraf stabil. Presupunem contrariul. Fie M este
un subgraf propriu stabil al lui F. Conform teoremei 2.1, in M existd un lant netriangulat care
parcurge toate varfurile subgrafului. In asemenea caz, lantul netriangulat ce acopera subgraful F
capata urmatoarea forma: lp = [xil,xiz, woer Xigy Xiy vy Xp] unde s < p, xi; € Xy, 1<j<s, iar

s = |Xy|. Din faptul cd M este subgraf stabil si din structura lantului netriangulat [ rezulta ca
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varful x; este adiacent cu toate varfurile Xi; € Xu, unde1 <j <s,1<i<p,liars = |Xy|. Deci
in lantul [ obtinem un ciclu de lungimea trei format din varfurile x;___, x;, x;. Astfel, lantul ce

acoperd multimea de vérfuri a subgrafului F nu este triangulat. In baza contradictiei obtinute

rezulta ca F nu contine subgrafuri proprii stabile. Deci, F este subgraf stabil minimal.

Rezultatele obtinute in paragraful dat ne oferd baza teoretica necesara pentru a formula
conditiile necesare si suficiente pentru construirea unei orientari tranzitive, precum si pentru a

elabora un algoritm cu ajutorul caruia putem determina numarul de orientari tranzitive.

2.3.  Construirea orientarilor tranzitive

In baza rezultatelor obtinute in paragrafele anterioare, in cele ce urmeaza vor fi prezentate
proprietatile si conditiile necesare pentru orientarea tranzitiva a unui graf neorientat, In special
poate fi evidentiata teorema 2.6 [47] prin care se mentioneaza ca in orice orientare tranzitiva a unui
graf toate arcele adiacente unui subgraf B-stabil sunt orientate intr-o singura directie, fie spre
subgraful B-stabil, fie de la subgraf. Un rol important il are teorema 2.7 [53] prin care se
argumenteaza ca orientarea oricarui subgraf B-stabil se face in mod independent de orientarea
intregului graf G. In baza rezultatelor teoretice mentionate in lucrare, au fost formulati algoritmi
pentru construirea orientarii tranzitive pentru diferite tipuri de subgrafuri B-stabile. Rezultatele
obtinute au fost publicate intr-un sir de lucrari: [18], [47], [50], [53], [54].

Lema 2.10. Daca Q este un subgraf stabil vid maximal al grafului ¢ = (X; U), iar z € X; \
Xq un varf adiacent multimii Xy, atunci in orice orientare tranzitiva G = Xe; TG) a grafului G se
respectd una din conditiile:
1. [z,x] € U_G) Vx € Xo;
2. [x,z] € U_G> Vx € X,.
Demonstratie: Fie G o orientare tranzitivd a grafului G, si un varf z € X; \ X,, adiacent

multimii X, pentru care exista varfurile x,y € X, astfel incét [x, z], [z, y] € U

Deoarece G este o orientare tranzitiva in asemenea caz rezultd cd [x, y] € Ug. Deci varfurile
x sl y sunt adiacente in graful G. Contradictie cu faptul ca Q este subgraf vid. Prin urmare
presupunerea cd, intr-o orientare tranzitivd muchiile ce unesc un varf oarecare x cu toate varfurile

din Q pot fi orientate 1n directii diferite fata de subgraful stabil vid maximal, este falsa.
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Lema 2.11. Daca M este un subgraf stabil minimal al unui graf neorientat G = (X; U), iar
x € X¢ \ Xy un varf adiacent multimii X,;, atunci in orice orientare tranzitiva G = X¢; I_J)G) se

respecta una din conditiile:

1. [x,y] € Ug, pentru orice varf y € Xy,

2. [y,x] € Ug, , pentru orice varf y € X,,.

Demonstratie: Presupunem contrariul. Fie in subgraful stabil M sunt douda submultimi
nevide de varfuri: A= {le ) X, ...,x]-s} $i B = {Xi,) Xicys e » Xk, J unde s +t = | Xy si Xj, * Xk,
1< v<s, 1< wc< t. Presupunem ca au loc relatiile [xjv,z] € U_G) sl [z,x,] € m, unde
varful z € X; \ X este adiacent cu toate varfurile din multimea X,,. Acest caz este posibil doar
atunci cand varfurile x; si x;,, sunt adiacente, deoarece in caz contrar orientarea G nu va fi

tranzitiva.

Deoarece A genereaza un subgraf al grafului stabil M, rezulta ca pentru el se verificd una din

urmatoarele doua relatii:

Dy~ % (2.4)
2) y * X,
pentru orice varfy € Xg\ M, 1 < v< s.

Din faptul ca varfurile x; si x;, sunt adiacente rezulta cd, pentru subgraful generat de
multimea de varfuri A si un varf y din multimea X;\Xp este adevarata una din afirmatiile din
relatia (2.4) pentru orice indice v, 1 < v < s. In asemenea caz obtinem ca subgraful generat de

multimea A S X, este stabil. Deci, subgraful M contine un alt subgraf stabil A. Contradictie cu

faptul ca M este subgraf stabil minimal.

Rezultatele formulate in lema 2.10 si 2.11 au loc si in cazul general, cdnd avem un subgraf

B-stabil al grafului neorientat G = (X; U).

Teorema 2.6. Daca F este un subgraf B-stabil al unui graf neorientat G = (X; U), iar x €

S
X¢ \ Xp un varf adiacent multimii Xg, atunci in orice orientare tranzitiva G se respectd una din

urmatoarele doua conditii:

1. [xvy] EU_G),VyEXF;
2. [y:X] EU_G),V.'VEXF
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Demonstratie: Presupunem contrariul, fie varfurile y,z € Xy astfel Incat in orientarea

tranzitiva G are loc relatia
[y,x] € Ug &[x, ] € U;. (2.5)

In asemenea caz obtinem ci [y, z] € l—lz, deci existd muchia [y, z] in U;. Putem observa ca
pentru orice varf t € X; \ Xp, t # x, pentru care [t,x] € U; implicd existenta muchiilor

[t,w],Vw € X. Conform observatiei 2.3 graful G nu este complet, vom presupune ca pentru un

varf s € X, existav € X, unde v # s, iar [v, s] € U_G)
Sunt posibile urmatoarele situatii:

a) S€ Xp, vE Xp;
b) s€ Xp, v & Xg;
C) s& Xp,vE Xg;
d s¢ Xp,vé Xg.

Sa o analizam pe fiecare in parte:

a) Deoarece s € Xprezultd ca [x,s] € Ug. Atunci, conform relatiei (2.5) in graful G se verifica

cel putin una din conditiile [z, s] € U sau [y, s] € U;. Fara a pierde din generalitate presupunem
[z,s] € Ug. (2.6)

Daca v = y, datorita faptului ca orice varft € X; \ X adiacent cu x este adiacent si cu orice
varf din X, inclusiv z, rezultd ca multimea de varfuri {x, z} genereaza subgraf stabil. Acest fapt

contrazice presupunerea ca F este subgraf B-stabil.

Daca insa v # y, atunci conform relatiei (2.5) si (2.6) obtinem ca [v,x] € Ug, ceea ce
implica faptul ca [v, z] € \U;. Aceasta la rindul sdu aratd ca multimea {x, z} genereaza sugraf

stabil. Ceea ce de asemenea contrazice ca F este subgraf B-stabil.

b) Daca x € X; si [v,s] € Ug, unde s € Xg, deoarece se respecta relatia (2.5) rezulta ca
[v,x] € Ug;.Daca insa existd un varf w € X; \ X; adiacent cu multimea X, atunci usor se
observa cd multimea de varfuri Xz \ {y,s} U {x,w} formeaza subgraf stabil. Este evident ca
intersectia acestei multimi de varfuri Xy este o multime nevida, ceea ce contrazice presupunerea
ca F este subgraf B-stabil.

¢) Cazul cand s € X, iar v € X este identic cu b), prin schimbarea notatiilor varfurilor s si v.

d) Deoarece s,v € X; \ X, iar [s,v] € Ug, sunt posibile urmatoarele cazuri:

l. s~u,Vue€ Xp;
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2. s~+u,Vue€ Xg.
1. Dacd s ~ u,Vu € X, atunci din relatia (2.5) obtinem ci [y, s] € U, &[s, x] € Uy. Astfel,
orice varf adiacent cu s va fi adiacent si cu u, Vu € X.
2. Dacainsa s + u,Vu € X atunci, conform (2.5), putem observa ca [s,u] € Ug, unde u €
'(w),Vw € Xp.
Deoarece [v,s] & U, putem aplica aceeasi procedura si asupra varfului v. Analizdnd aceste

e vy

Contradictiile obtinute demonstreaza afirmatia lemei.

Fie G = (X; U) un graf tranzitiv orientabil si F un subgraf din G. Construim o orientare
tranzitivd G = (X; U) a grafului G. Notdm prin F = (X;; Uy) subgraful orientat din G, determinat
de F. Evident, are loc egalitatea: Uz = Ug 7Y Uz, unde Uy /7 reprezintd multimea tuturor arcelor

din orientarea G ce nu apartin subgrafului F.Vom spune ca F este un subgraf independent tranzitiv

orientabil in G, daca pentru orice orientare tranzitivd F* a lui F, multimea de arce Uz s Up-

determind o orientare tranzitivi G* a grafului G. In cele ce urmeazi, subgraful independent

tranzitiv orientabil se va numi ITO-subgraf. Din cele spuse rezultd ca, dacd intr-o0 orientare

tranzitiva G a grafului neorientat G = (X; U) efectudm o alta orientare tranzitiva G a subgrafului
independent tranzitiv orientabil F, atunci in rezultat obtinem o noua orientare a grafului G, care

este, de asemenea, orientare tranzitiva.

Teorema 2.7. Subgraful F al grafului tranzitiv orientabil G = (X; U) este B-stabil daca si

numai daca F este ITO-subgraf al lui G.

Demonstratie: Necesitatea. Fie F un subgraf B-stabil. Sa demonstrdm ca F este ITO-
subgraf. Conform teoremei 2.5, dacad x € X; \ X si x~Xp, atunci in orice orientare tranzitiva a

grafului G are loc una din urmatoarele doua relatii:
a) [x,y] € Uy, pentru orice varf y € Xz;
b) [y, x] € U, pentru orice varf y € Xp.

. - . . - - . . o e ~ = . o . 0w
Din aceasta situatie rezultd cd schimbarea directiei arcelor in U determina o orientare tranzitiva

noud a grafului G, fara a forta schimbarea orientérii arcelor in U é/i Deci, F este ITO-subgraf.

Suficienta. Fie F este ITO-subgraf. Sa demonstram ca F este B-stabil. Deoarece F este ITO-

subgraf rezulta ca in orice orientare tranzitiva are loc una din urmatoarele relatii:
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a) [xy] € Uy, pentru orice varf y € Xz;
b) [y, x] € Ug., pentru orice varf y € X.

unde x € X; \ Xr. Astfel, observam ca y ~ x. Deci, subgraful F este stabil. Fie M un subgraf

stabil din G, incat X, N Xz # @. Deoarece F este ITO-subgraf, rezulta ca orientarea subgrafului

obtinut la intersectia X,; N Xr nu influenteaza orientarea F. Aceasta este posibil doar daca F € M.

Prin urmare, obtinem ca F este subgraf B-stabil.
Fie x un varf arbitrar al unui graf orientat, notim prin g* (x) numarul de arce ce pornesc din x.

Lema 2.12. Pentru orice orientare tranzitiva a grafului complet K,,, varfurile acestuia pot

fi renotate astfel incdt este adevarata relatia:
gt (xy,) > g% (xi,) > > g% (x;). (2.7)
Demonstratie: Presupunem contrariul. Fie existd o orientare tranzitiva E{ a grafului K,
astfel incat g* (xi].) = g*(x;,). Deoarece graful K,, este complet, fara a pierde din generalitate
presupunem cd in K, existd arcul [xij,xik] € Uy, . Deoarece, conform presupunerii g* (xl-j) =
g+(xik) rezultd ca existd un varf x;_astfel incét [xl-k,xis] € U—K,: si [xl-s,xij] € U—K,: Dar atunci
obtinem ca orientarea E{ nu este tranzitiva. Contradictia obtinutd demonstreaza afirmatia lemei.
Consecinta 1. In orice orientare tranzitivi a grafului complet K,, este adevdiratd relatia:
gt(xy,)=n—-1,9"(x;,) =n—2,..,9%(x;,) = 0. (2.8)

Consecinta 2. Daca F este subgraf stabil complet maximal, atunci conform lemei 2.12 este

adevarata relatia (2.8).

Observatia 2.9. Daca un subgraf B-stabil F al grafului neorientat G este complet maximal,

atunci conform teoremei 2.6 este adevarata relatia (2.7).
Lema 2.13. Daca G = (X; U) este un graf tranzitiv orientabil, atunci orice ciclu de lungime
impara din G genereaza cel putin un triunghi.

Demonstratie: Presupunem ca pentru un anumit ciclu de lungime impard G, nu genereaza
triunghi. Fie [xl,xz, ...,xp] acest ciclu de lungime impara. Deoarece in el nu sunt triunghiuri,
orientarea tranzitiva trebuie construitd in asa mod incat pentru fiecare varf x; al lui ciclului, arcele

incidente fie sunt indreptate spre varful x;, fie de la varful x;. Dar urmand aceasta procedura ne
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vom confrunta cu situatia cdnd muchia [xl, xp] oricum nu 0 vom orienta, orientarea obtinuta nu

va fi tranzitiva. Este necesar ca sa existe cel putin o coarda pentru fiecare ciclu de lungime impara.

Lema 2.14. Daca F este un subgraf B-stabil al unui graf neorientat G = (X; U), atunci doar

una din urmadtoare afirmatii este adevarata:

1) F este subgraf stabil complet maximal;
2) F este subgraf stabil vid maximal;

3) F este subgraf stabil minimal.

Demonstratie: Presupunem ca F este subgraf complet. Conform definitiei 2.10, intersectia
multimii Xz cu multimea de varfuri a unui subgraf M al lui G, astfel incat Xz # X, este vida.
Rezulta ca F nu poate fi subgraf propriu stabil al altui subgraf complet. Deci, daca F este subgraf

complet, atunci conform definitiei 2.9 acesta este un subgraf stabil complet maximal.

Acelasi principiu 1l vom aplica si in cazul cand subgraful F este vid. Obtinem ca F este
subgraf stabil vid maximal. Fie subgraful F este conex, nu este complet si nu contine subgrafuri

stabile. Conform definitiei 2.8 observam ca F este subgraf stabil minimal.

Afirmatia inversa lemei demonstrate nu este adevarata. Subgraful stabil complet maximal F
determinat de varfurile {x,, x3,x,} nu este B-stabil, deoarece existd un alt subgraf stabil care

contine varfuri din Xg.

x5 x6
Fig. 2.6. Graf ce contine subgraf stabil complet maximal determinat de
multimea de varfuri {x,, X3, x4} care nu este si subgraf B-stabil.

Lema 2.15. Daca graful G este tranzitiv orientabil, si nu contine subgrafuri stabile, atunci

el contine exact doua orientari tranzitive opuse una alteia.

Demonstratie: Deoarece graful G este tranzitiv orientabil rezulta ca el contine cel putin doua

orientdri tranzitive opuse una alteia. S& demonstram cé el contine cel mult doua orientdri tranzitive.
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Deoarece G nu contine subgraf stabil, este evident ca G nu contine nici subgraf B-stabil.
Conform teoremei 2.5 avem ca orientarea subgrafurilor B-stabile se face in mod independent de
orientarea grafurilor care le contine. Putem face concluzia ca in G nu exista subgraf care ar genera

S
o orientare tranzitiva independentd de G. Astfel, orice inversare a orientarii unui arc din G duce la

- <
inversarea orientarii tuturor arcelor din G. Ceea ce duce la construirea orientarii G.

Urmatoarea teorema completeaza rezultatele din [40], si serveste drept suport pentru

caracterizarea grafurilor tranzitiv orientabile.

Fie G un graf tranzitiv orientabil, iar G = X; ﬁc) o0 orientare a muchiilor din G. Vom nota
prin F= (XF;U_F)) 0 orientare tranzitiva a unui subgraf stabil minimal F din G, iar prin F=

o« . . - . . . e
(Xr; Ugp) orientarea obtinuta prin inversarea tuturor arcelor din a Ug.

Orice graf G poate fi divizat doar in trei tipuri de subgrafuri: subgraf stabil vid maximal,
subgraf stabil complet maximal si subgraf stabil minimal. Astfel, subgraful stabil vid maximal nu
influenteaza numarul de orientari tranzitive al grafului G, iar subgraf stabil complet maximal este
tranzitiv orientabil, rezultd ca proprietatea de orientare tranzitiva este legata doar de subgrafurile
stabile minimale. In asemenea caz, observam ci teorema 2.7 contureazi conditiile necesare si

suficiente pentru ca un graf sa fie tranzitiv orientabil.

Pornind de la rezultatele obtinute si generalizand rezultatul teoremei 5.4 din [40] si in baza
teoremei 2.5, putem elabora algoritmul pentru construirea unei orientari tranzitive a unui subgraf

stabil minimal daca acesta este tranzitiv orientabil.

Fie G = (X; U) un graf neorientat cu multimea de varfuri X; = {xq, x5, ..., X, }. Algoritmul
prezentat este recursiv, de aceea va fi descris sub forma de pseudocod. In algoritmul de mai jos va

fi utilizata functia procesat(i, j) descrisa in modul urmator:

( 0, daca [xl-,xj] & U;
1, daca [xi, xj] apartine orientarii tranzitive Ug
procesat(xi,xj) = . ) e R
-1, daca [xi, xj] apartine orientarii tranzitive Ug

nedefinita, daca [xl-,xj] € Ug, dar inca nu a fost procesata

iar |procesat(i, j)| reprezinta valoarea absoluta a functiei procesat(i, j). Graful G este prezentat
ca listd de adiacenta, astfel incat fiecarui varf i1 este atribuit un sir de indici care arata varfurile
adiacente. Vom nota prin deg(x;) gradul varfului x;. Astfel, |U;| = X, deg(x;). Conform

teoremei 2.5 orice subgraf stabil minimal poate fi acoperit cu un lant netriangulat. Multimea de
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varfuri a subgrafului stabil minimal se parcurge in ordinea formarii unui lant netriangulat, la fiecare

pas muchia obtinuta se orienteaza in asa mod ca s fie obtinutd o orientare tranzitiva.
Algoritmul de construire a unei orientari tranzitive a subgrafului stabil minimal

Date de intrare: Subgraful F = (Xg; Ur) sub forma de lista de adiacenta sortata crescator

dupa gradul fiecarui varf, de asemenea se indica indicele primei muchii in lista de adiacenta.

Date de iesire: O orientare tranzitiva a subgrafului F daca graful este tranzitiv orientabil,

daca F nu este tranzitiv orientabil, atunci se returneaza un indice BLOCAJ cu valoarea 1.

Procedura OrientareSSMin(x;, x;)
pentru orice x,, € T'(x;) astfel incat [x,, & T(x;) V |procesat(x;, xp)| # 1]
daca procesat(x;, x,,) este nedefinita:
proceast(x;, X,;,) < 1;
procesat(x,, x;) «— —1;
OrientareSSMin(x;, X,;,);
altfel
daca procesat(x;, x,,) = —1:
procesat(x;, x,) «— 1;
BLOCA] < 1;
OrientareSSMin(x;, X,,);
pentru orice x,, € I'(x;) astfel incat [x,, & T'(x;) V |[procesat(x;, xp,)| <> 1]:
dacd procesat(xm,, x;) este nedefinita:
procesat(xm,xj) — 1;
procesat(xj,xm) — -1

OrientareSSM in(xm, xj) ;

altfel
daca procesat(xm,xj) =—1:
procesat(xm,xj) — 1;
BLOCA] «— 1;
OrientareSSMin(xm, xj);
STOP.

Teorema 2.8. Orientarea tranzitiva a unui subgraf stabil minimal poate fi construita in

timpul 0(A), unde A este gradul maximal al grafului G.
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Demonstratie: Un factor crucial in analiza timpului de lucru al algoritmului de mai sus il
reprezintd timpul necesar pentru a accesa valoarea din functia procesat(x;, x;). In caz general
timpul necesar pentru a determina valoarea procesat(x;, x;) este de O(ged(x;)) prin parcurgerea
multimii ['(x;). Dar daca indicele temporar in recursie este in vecindtatea varfului x;, atunci timpul
pentru stabilirea valorii procesat(x;, x;) este o valoarea constantd. Vom considera prima iteratie
a procedurii OrientareSSMin(x;, x;). Deoarece procedura se imparte in doua cicluri, iar valoarea
functiei procesat(x;, x;) se calculeaz in timp constant, rezultd ca timpul executiei procedurii este

de O(deg(x;) + deg(x;)).

Deci, in caz general timpul necesar pentru a construi o orientare tranzitiva a unui subgraf

stabil minimal este O(A), unde A este gradul maximal al grafului G.

Este cunoscut faptul ca orice graf tranzitiv orientabil este graf de comparabilitate [88], deci
in asa caz orice graf complet K, este tranzitiv orientabil [41], si se cunoaste ca T(Kp) = p!l. Inasa

caz avem ca numarul de orientari tranzitive ale unui subgraf stabil complet maximal H este | Xy|!.

In baza lemei 2.10 poate fi elaborat un algoritm de construire a unei orientiri tranzitive a
unui subgraf B-stabil complet maximal. Lema 2.12 ofera suportul teoretic pentru orientarea
subgrafului complet maximal. Pentru obtinerea unei orientdri tranzitive este necesar sa se
construiascd o permutare a varfurilor subgrafului stabil complet maximal. Pentru economisirea
timpului de procesare si a memoriei, subgraful B-stabil cercetat va fi prezentat sub forma de
matrice de adiacentd. Se parcurge doar partea superioara a diagonalei principale a matricei de
adiacenta, si toate celulele obtinute la intersectia liniei si coloanei matricei vor primi valoarea 1.

Pentru obtinerea orientarii opuse putem atribui valoarea -1.
Algoritmul de construire a orientarii tranzitive a subgrafului stabil complet maximal.

Date de intrare: Subgraful B-stabil complet F reprezentat in forma de matrice de adiacenta

sortata dupa indicele varfurilor.

Date de iesire: O orientare tranzitiva Fa subgrafului F.
Procedura K, TRO(F)

F=¢
Fori=1ton—1step 1do:
Forj:==1i+ 1tonstep1do:

[xi, %] € Up;
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EndFor;

EndFor;

Returneaza F;

Teorema 2.9. Construirea unei orientari tranzitive a unui subgraf stabil complet maximal
F poate fi efectuata in timpul O (nA), unde n este numarul de varfuri ale subgrafului F, iar A este

gradul maximal al subgrafului.

Demonstratie: Algoritmul dat parcurge consecutiv toate varfurile subgrafului F. Astfel, la
fiecare iteratie se orienteazd toate muchiile de forma [x;x;], unde x; € I'(x;). Aceastd operatie
poate fi executatd in timpul O(A). Deci, obtinem ca in total algoritmul construieste o orientare

tranzitiva in timpul O (nA).

Observatia 2.10. Conform lemei 2.10, acest algoritm garanteaza construirea unei orientdri
tranzitive. Pentru a obtine o alta orientare tranzitiva este necesar sa alegem o alta permutare a

varfurilor subgrafului B-stabil F.

2.4. Numirul de orientari tranzitive

Determinarea numarului de orientari tranzitive ale unui graf are un rol important in studierea
clasei de grafuri tranzitiv orientabile. In paragraful dat va fi descrisd o clasa speciala de grafuri
numitd grafuri factor. Grafurile factor reprezinta ideea principald in procesul de determinare a
numadrului de orientdri tranzitive precum si construirea unei astfel de orientdri. O importanta
deosebita in procesul de construire a numdrului de orientari tranzitive il are lema 2.23, prin care
se mentioneazd ca intr-un graf neorientat, toate sirurile complete de grafuri factor au aceeasi
lungime. In cele ce urmeaza in lema 2.26 este descrisa formula pentru determinarea numarului de
orientiri tranzitive intr-un graf. In baza rezultatelor teoretice din acest paragraf, precum si cele din
sectiunile anterioare este formulat algoritmul pentru construirea orientdrii tranzitive a unui graf.

Rezultatele obtinute au fost publicate in [18], [45], [47], [49], [50], [54].
Lema 2.16. Daca graful G este tranzitiv orientat, atunci si graful G este tranzitiv orientat

Demonstratie: Fie graful G = (X; 17) este tranzitiv orientat, si graful G = (x; 17) care se
obtine la schimbarea orientarii tuturor arcelor din G. Presupunem ca G nu este tranzitiv. Aceasta
inseamna ca exista varfurile x, y, z € X astfel incét [x, y] € U & [y, z] € U, dar [x,y] & . Atunci

in G am avea: [z,y] € U &y, x] € U, dar [z,x] ¢ U. Aceasta contrazice faptul ca G este tranzitiv.

Ceea ce demonstreaza lema.

67



Consecinta 1: Daca G = (X; U) este un graf tranzitiv orientabil, atunci pentru el exista cel

putin doua orientari tranzitive.

Consecinta 2: Daca G = (X; U) este un graf tranzitiv orientabil, atunci numdarul tuturor

orientarilor tranzitive ale lui G este par.

Demonstratie: Fie G; = (X;; Ug) o orientare tranzitiva a grafului G. Vom nota prin G,
orientarea tranzitiva obtinutd prin inversarea tuturor arcelor din G, iar prin G, o alta orientare

tranzitiva astfel incat 5; * 5: Demonstratia consecintei este echivalentd cu demonstratia
urmatoarelor doua afirmatii:

1. Daca G_2 = GT atunci G_Z) = (G_l;

2. Daca G_Z') este o orientare tranzitiva obtinutd prin inversarea unei submultimi de arce din
67, si G_z’) = GT atunci FZ’ = GT

Sa demonstram fiecare afirmatie in parte:

1. Presupunem contrariul, fie ca exista o orientare tranzitiva G? astfel incat G_z) = 6_3), unde
G? * G_l) s 6_3) * (G_l Deoarece orientarile G_Z) s 6_3) sunt egale, atunci si invesele lor tot sunt egale.
Deci, are loc relatia: (G_z = (G_3 Dar din presupunerea afirmatiei (G_z = G_{ rezultd ca (G_3 = G_{ La
inversarea tuturor arcelor in orientdrile (G_3 si a obtinem ca F3 = a Fapt ce contrazice

presupunerea afirmatiei. Demonstratia afirmatiei respective ne permite sa facem concluzia ca

inversarea tuturor arcelor intr-o orientare tranzitiva genereaza doar o singura orientare.
. — . e n R (—, — — —_— e d — A
2. Fie G5 o orientare tranzitiva astfel incat G, = Gz, unde Gz # G, si Gz # G,. In baza

e — A .. .. R e
afirmatiei de mai sus este adevarat ca G, = G3. In baza presupunerii afirmatiei rezultd ca G; = G;.

Contradictia obtinutd demonstreaza afirmatia 2.
In baza afirmatiilor 1 si 2 consecinta este demonstrata.

Existd clase de grafuri care admit cel mult doud orientari tranzitive. Adica pentru astfel de

grafuri sau nu exista orientari tranzitive, sau daca acestea existd, atunci ele sunt doar doua.

Lema 2.17. Pentru orice graf bipartit exista exact doud orientari tranzitive.

Demonstratie: Pentru a demonstra lema data este necesar sa aratam ca pentru orice graf

bipartit existd 2 orientari tranzitive, si ca exista doar doud astfel de orientari.
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a) Fie graful bipartit G = (X;,X,,U). Din definitia grafului bipartit dacd vom orienta
muchiile din submultimea de varfuri X; spre submultimea X,, atunci vom obtine o
orientare tranzitiva. Deci graful G este tranzitiv orientabil.

b) Din a) si din lema 2.15 rezultd ca pentru graful G existd cel putin doua orientari
tranzitive. Mai exact, putem construi orientare tranzitiva orientand toate muchiile din
multimea de varfuri X; spre submultimea X, sau invers, adica din submultimea X, spre
X;.

€) Presupunem ca exista o alta orientarea diferitd de cele descrise in b), adica orientand
muchiile grafului astfel incat pentru un anumit varf x € X; (sau x € X,) sa aiba loc
relatia: g(x)* = k & g(x)~™ = g(x) — k. Dar in asemenea caz apare necesitatea de a
construi un lant de lungimea 3, dar in grafurile bipartite acest lucru este imposibil.

In conformitate cu cele aritate mai sus, putem face concluzia ca intr-un graf bipartit pentru

orice varf x toate muchiile fie sunt orientate spre el, sau de la el.

Consecinta: Orice graf ce nu contine cicluri de lungime impara admite exact doua orientari

tranzitive opuse una alteia.

Demonstratie: Fie graful G = (X; U) nu contine cicluri de lungime impara. Atunci graful G
sau este arbore, sau contine cicluri de lungime para. Deoarece orice arbore poate fi prezentat ca si
un graf bipartit, atunci conform teoremei 2.5, G admite exact doud orientari tranzitive. Daca insa
graful G admite cicluri doar de lungime para, orientand muchiile in asa mod ca pentru orice varf
x € G toate muchiile sa fie orientate sau spre el, sau de la el. Deoarece graful nu admite cicluri de
lungime impard, atunci o astfel de orientare este tranzitiva. O altfel de orientare pentru grafurile
ce admit cicluri de lungime pard nu este posibila, deoarece in caz contrar ar fi necesara aparitia

ciclurilor de lungimea 3, fapt care ar contrazice afirmatia.

O problema importantd tine de modul de orientare tranzitiva a anumitor clase de grafuri, cum
ar fi orientarea tranzitiva a arborilor. Poate fi mentionat faptul ca orientarea tranzitiva a unui arbore

poate fi determinatd in mod univoc de orientarea unei muchii suspendate [x, y] € U, si anume:

a) Daca z este un varf al arborelui T, ce se afla la o distanta para de la x, atunci toate
muchiile incidente lui z, in orientarea tranzitiva a arborelui T vor primi orientare opusa
fata de muchia [x,y] € U.

b) Daca insa z se afla la o distanta impara de la x, atunci toate muchiile incidente lui z in

orientarea tranzitiva a arborelui T vor primi aceeasi orientare ca si muchia [x,y] € U
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Orientarea tranzitiva a ciclurilor de lungime para poate fi construitd in mod univoc pornind
de la ideea ca in aceste cicluri nu exista cicluri de lungimea 3, adica pentru oricare trei varfuri
X1, X2, X3 € C, astfel incat [xq, x,] € C,&[x5, x3] € C,, nu are loc implicatia [x4, x,3] & C,. Pentru

a exclude situatia data, orientarile muchiilor se fac Tn asa mod ca sd satisfaca una din relatiile:

1L g™ =0&gx)™ =gk,
2. g)*=gx)&gx)~=0.

Fie F un subgraf B-stabil al grafului G = (X; U). Vom nota prin G /F graful ce se obtine din
G, dupa urmatoarele reguli:
1. subgraful stabil F se inlocuieste printr-un varf x';

2. toate muchiile [x, z], Vx € Xp, z € X \ XF se inlocuiesc cu muchia [x’, z].
Graful G /F se va numi graf factor corespunzator subgrafului B-stabil F.

Vom nota prin G° graful G, iar prin G = G°/F,. Daci acest graf factor mai contine un
subgraf B-stabil, atunci continuam operatia descrisa mai sus pana cand obtinem un alt graf factor
ce nu contine subgrafuri B-stabile. Conform celor descrise pentru un graf arbitrar ¢ = (X; U),

obtinem sirul de grafuri factor neorientate:
G°=G,G' = G°/F,,G* = G'/F,,...,Gk = G*"1 JF,_, (2.10)
cu proprietatile:
1. F; este subgraf B-stabil in graful G!, unde 0 < i < k — 1;
2. ultimul graf G* = G*~1/F,_, nu contine subgrafuri B-stabile.

Vom numi sirul (2.10) construit conform regulilor descrise mai sus, sir complet de grafuri
factor al grafului G. Mentionam ca sirul dat contine k + 1 grafuri neorientate. Obtinerea unui sir
complet de grafuri factor este un proces iterativ. Reprezentarea schematica de construire a sirului

este reprezentata in figura 2.7.

BIOIORS

Fig. 2.7. Reprezentarea schematica a procesului iterativ de obtinere a

sirului complet de grafuri factor.
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Este evident ca intr-un graf pot exista mai multe subgrafuri B-stabile care nu se intersecteaza.
In graful din figura 2.8 varfurile x3, x4 si x5, x genereaza subgrafurile B-stabile {x3, x,} — SBS si

{xs, x¢} — SBS intersectia carora este vida.

X3 X4

X X

Fig. 2.8. Graf cu subgrafuri B-stabile {x3, x4} — SBS si {xs,x¢} — SBS,

intersectia carora este vida.

Pentru a determina numarul de orientari tranzitive este necesar sa aplicam operatia de
factorizare asupra fiecarui graf factor atat timp cat graful factor va contine subgraf stabil. Astfel,
vom obtine un sir de grafuri factor. In mod natural apar intrebarile: 1) care din aceste subgrafuri
trebuie de ales pentru a obtine un graf factor; 2) in ce mod alegerea unui subgraf influenteaza
numirul de orientiri tranzitive. In lemele prezentate mai jos ne propunem si dam raspuns la aceste

intrebari.
Lema 2.18. Daca
G°=G,G' = G°/A,, G? = G' /Ay, ...,G* = G*1 /A, _, (2.11)
G°=G,G' = G°/By, G = G' /By, ...,Gt = Gt~ /B,_, (2.12)
sunt doua siruri complete de grafuri factor ale grafului G, atunci are loc egalitatea k = t.

Demonstratie: Pentru a demonstra afirmatia lemei este suficient sa ardtam ca indiferent de
tipul de subgrafuri B-stabile, numarul de iteratii in procesul de construire a sirului complet de

grafuri factor este acelasi.

Conform teoremei 2.7 putem spune ca subgraful B-stabil A nu influenteaza operatia de
factorizare aplicat asupra subgrafului B-stabil B. Daca in graful G aplicam operatia de factorizare
asupra subgrafului A, rezulta ca in graful factor rezultant G /A neaparat va exista si subgraful B.
Aceeasi logica este valabila si atunci cand aplicam operatia de factorizare asupra subgrafului B.
Indiferent cum alegem un subgraf B-stabil care urmeaza a fi factorizat, neaparat celelalte

subgrafuri B-stabile vor fi in sirul de grafuri factor.
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Urmatorul lucru necesar pentru a demonstra afirmatia data este sa aratdm ca intre grafurile
G/A si G/B exista o aplicatie bijectiva. Cu alte cuvinte, trebuie sa aratam cd factorizarea unui

subgraf B-stabil A nu genereazi alte subgrafuri B-stabile By, By, ..., B, ce nu pot fi obtinute la

factorizarea subgrafului B-stabil B.

X2
X4
X123
X5 X

Xs6

X123
X
X3 X156 456
X1
X1

X3 X456

X1
X234
A 23
XZ x3
X5 X

Fig. 2.9 Procedura de construire a sirului complet de grafuri factor (in

mod neunivoc) pentru un graf neorientat G.

Deoarece in urma operatiei de factorizare in graful factor obtinut apare un varf nou, acesta
la rdndul sau poate fi implicat In factorizarea unui subgraf B-stabil. Acest fapt indicd la aceea ca
orice subgraf B-stabil obtinut la o anumita etapa de construire a sirului de grafuri factor poate fi
obtinut la o alta etapa de construire a sirului, in dependenta de ce subgraf B-stabil a fost ales pentru
factorizare. Putem spune cd in constructia sirului de grafuri factor poate fi schimbatd ordinea
aparitiei grafurilor nu si a numarului lor. Astfel, lungimea tuturor sirurilor complete de grafuri
factor este aceeasi, independent de alegerea subgrafului stabil la orice iteratie pentru construirea

urmatorului graf factor.
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Consecinta: Numarul de orientari tranzitive ale unui graf neorientat nu depinde de modul

de alegere a subgrafului B-stabil.

Vom ilustra lema 2.18 printr-un exemplu. In graful din figura 2.9 multimea de varfuri
{x,, x5} si {xs, x¢} generecaza subgrafuri B-stabile. Prin aplicarea procedeului de factorizare asupra
subgrafurilor date obtinem grafurile factor {xy,x,3, X4, X5, X6} — SBS si  respectiv
{x1, X2, X3, X4, X5} — SBS. Dupa cum poate fi observat, subgraful care nu a fost factorizat la
primul pas este prezent in graful factor obtinut. Aplicand operatia de factorizare, obtinem acelasi
graf factor determinat de multimea de varfuri {x;, X,3, X4, Xs¢ }. In acest graf exista subgrafurile B-
stabile: {x;,x,3} — SBS si {x4, x5} — SBS. Aplicand aceeasi operatie asupra acestui graf factor,
ajungem la un caz similar descris mai sus. In final obtinem graful factor determinat de multimea

de varfuri {x;,3, X456} asupra caruia nu mai poate fi aplicata operatia de factorizare.

Este cunoscut faptul ca un graf poate avea mau multe orientari tranzitive. Prin utilizarea
sirului complet de grafuri factor poate fi descrisd metoda de construire a unei orientari tranzitive
specifice sau metoda de trecere de la o orientare tranzitiva la alta. Prin orientarea muchiilor unui
subgraf B-stabil dintr-un graf factor poate fi obtinuta o orientare tranzitiva, iar prin schimbarea
orientarii tranzitive a unui subgraf asupra cdruia poate fi aplicata operatia de factorizare determina
o orientare tranzitivi noud. in asemenea caz, fiecare sir complet de grafuri factor, genereaza mai
multe orientdri tranzitive, iar toate sirurile complete de grafuri factor permit construirea tuturor

orientdrilor tranzitive ale unui graf neorientat.

Urmatoarele rezultate se vor referi la determinarea numarului de orientari tranzitive cu

ajutorul operatiei de factorizare.

Lema 2.19. Daca G = (X; U) este un graf tranzitiv orientabil si F un subgraf stabil vid
maximal din G, iar G /F graful factor corespunzator, atunci numarul de orientari tranzitive ale

grafului G este egal nu numarul de orientari tranzitive ale grafului G /F.

Demonstratie: Pentru a demonstra lema este suficient sa ardtdm ca orice orientare tranzitiva

a lui G determina o orientare tranzitiva in G /F, si invers.

Necesitatea. Fie G = (X¢ ;U—G)) o orientare tranzitiva a grafului G. Notam prin zp varful

grafului G/F ce corespunde subgrafului stabil F. Vom orienta muchiile din G/F. Fie [x,y] o

muchie arbitrard din G/F. Daca x,y # zg, atunci orientare muchiei [x,y] o pastram ca si in G.

Dacainsa y = zp, atunci conform lemei 2.10, orientarea muchiei [x, zg] va coincide cu orientarea

.
oricarui arc [x, t], t € Xy din orientarea tranzitiva G.
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Sa demonstram ca orientarea obtinutd a grafului G /F este la fel tranzitiva.

Fie varfurile a,b,c € X¢/p, astfel incit in orientarea grafului G/F construitd conform
operatiei de mai sus, exista arcele [a, b] si [b, c]. Daca a,b,c # zp, atunci rezulta ca arcele sunt
orientate in aceeasi directie precum in G, deci rezultd ca exista si arcul [a, c]. Fie a = z, atunci
din F luam un varf arbitrar x, obtinem ca arcul [x, b] apartine orientarii tranzitive G. Obtinem ca
exista si arcul [x, c]. Conform modelului descris mai sus ajungem la concluzia ca exista si arcul
[a, c]. Aceeasi operatie o aplicam si in cazul cand b = zp sau ¢ = z;. Obtinem ca orientarea

grafului G /F obtinuta dupa modalitatea descrisd mai sus este tranzitiva.

. o oo o, = A . - . e W -
Faptul ca orientarii tranzitive G 1i corespunde o singura orientare tranzitiva a grafului G /F

rezultd din operatia descrisd mai sus.

Suficienta. Fie o orientare tranzitiva G /F a grafului factor G /F. Sa demonstram ca pornind

de la aceasta, putem obtine o orientare tranzitiva a grafului G si doar una singura.

Fie zp varful grafului G/Q ce corespunde subgrafului stabil F. Luam o muchie arbitrara

[x,y] din G/F. Daca x,y # zp, atunci orientam muchia [x,y] din G in aceeasi directie ca si

orientarea arcului din G /F. Daca insd y = zg, atunci y in G substituie varfurile {yy, y,, ...,y } din

F, p = |Xp| si conform lemei 2.10 orientarea arcului [x,y;], i=1,p in G va coincide cu

orientarea [x,y] din G/F.

Usor se verifica faptul ca orientarea tranzitiva a grafului G, obtinuta dupa operatia descrisa

mai sus, este tranzitiva.

Faptul ca unei orientari tranzitive G /F a grafului G /F ii corespunde doar o singura orientare

tranzitiva in G rezulta din operatia descrisa mai sus de construire a orientarii tranzitive a lui G.
Vom nota prin t(G) numarul de orientdri tranzitive ale grafului G.

Lema 2.20. Pentru graful G, asupra caruia nu poate fi aplicata operatia de factorizare, este

adevarata una din relatiile:

1. 7(G) =0;
2. 1(G) =2;
3. 7(6) = |Xg]!.
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Demonstratie: Daca graful G nu este tranzitiv orientabil atunci evident 7(G) = 0. Daca insa
G este tranzitiv orientabil si pentru el nu poate fi aplicata operatia de factorizare, atunci are loc una

din urmatoarele afirmatii:

1. G nu contine subgrafuri proprii stabile;

2. G este graf complet.
Fie graful tranzitiv orientabil G nu contine subgrafuri proprii stabile. Conform lemei 2.15,
obtinem 7(G) = 2.

Fie G este graf complet. Cunoastem ca graful complet nu contine subgrafuri B-stabile. Prin
urmare, asupra lui nu poate fi aplicata operatia de factorizare. Conform [41], numarul de orientari

tranzitive ale grafului complet cu n varfuri este n!.
Din cele examinate, rezulta corectitudinea afirmatiei lemei 2.20.

Cunoastem ca subgrafurile stabile vide maximale nu influenteazad numarul de orientari
tranzitive (a se vedea lema 2.19). Formal vom considera ca orice subgraf vid maximal Q genereaza

o orientare tranzitiva (vom scrie 7(Q) = 1).

In cele ce urmeazi vom descrie formula recurenti pentru determinarea numirului de
orientdri tranzitive intr-un graf neorientat. Fie G° = G,G' = G°/F,,G* = G*/F,, ...,GP*1 =

G? /E, sirul complet de grafuri factor astfel incat se verifica relatiile:

a) GP*! nu contine subgrafuri B-stabile;

b) F; este un subgraf B-stabil in G*, 0 < i < p.

Conform teoremei 2.7, orientarea tranzitivd a unui subgraf B-stabil nu influenteaza
orientarea tranzitiva a intregului graf. Aceasta este valabild si In cazul determinarii numarului de
orientari tranzitive. Acesta poate fi calculat prin inmultirea numarului de orientari tranzitive a

tuturor subgrafurilor B-stabile din sirul complet de grafuri factor.
Tinand cont de rezultatele formulate in lemele 2.19 si 2.20 este adevaratd urmatoarea

Lema 2.21. Numarul de orientari tranzitive ale unui graf neorientat G se calculeaza in mod

recurent prin formula:
7(G) = 1(GP™) ITE_, = (F). (2.13)

Conform teoremei 2.5 orientarea tranzitiva a subgrafurilor B-stabile se face in mod

independent de orientarea intregului graf, rezultd ca numarul de orientari ale grafului factor obtinut
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se Inmulteste cu numarul de orientari tranzitive ale subgrafului asupra cédruia a fost aplicata

operatia de factorizare.

In continuare vom descrie algoritmul de construire a sirului complet de grafuri factor si de
calculare a numarului de orientari tranzitive intr-un graf neorientat G. Pentru determinarea
numarului de orientari tranzitive in mod iterativ se construieste sirul complet de grafuri factor.
Deoarece lungimea tuturor sirurilor este identica, pentru construirea unui graf factor se alege
primul subgraf B-stabil obtinut in procesul de factorizare. La fiecare subgraf B-stabil determinat,
in dependenta de tipul acestuia, se calculeaza numarul de orientari tranzitive. Daca un subgraf B-
stabil nu este tranzitiv orientabil, atunci algoritmul returneaza valoarea 0. Algoritmul ruleaza pana

cand subgraful B-stabil coincide cu ultimul graf factor, ceea ce indica lipsa subgrafurilor B-stabile.

Algoritmul de construire a sirului complet de grafuri factor si determinarea numérului

de orientari tranzitive ale unui graf neorientat:
Date de intrare: Graful neorientat G.

Date de iesire: Numarul de orientari tranzitive 7(G), dacd t(G) = 0, atunci graful G nu este

tranzitiv orientabil.
Procedura t_TRO(G)
7(G) = 1,i == 0,G/Fy = G,F, = 0;
While F; <> G/F; then:
i=i+1;
F; = SBS(G/F);
7(G): = 1(G) - 1(F));
if T(G) = 0 then:
Return — Graful G nu este tranzitiv orientabil,
EndIf;
Se determina graful factor G /F;;
EndWhile;

Teorema 2.10. Sirul complet de grafuri factor si calcularea numdarului de orientari
tranzitive ale unui graf neorientat G se face in timp O(npA), unde n este numarul de varfuri al

grafului G, p - lungimea sirului complet de grafuri factor, iar A - gradul maxim al grafului G.
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Demonstratie: Pasul 2 poate fi executat in timpul O (nA) conform procedurii BSB descrisa
in paragraful precedent. La randul sau, pasul 7 presupune parcurgerea tuturor varfurilor grafului.
Prin urmare acest pas este realizat in timp O(n). Vom nota prin p lungimea sirului complet de

grafuri factor a grafului G. Atunci, observam ca algoritmul de mai sus se executa in p pasi. Astfel,
timpul de prelucrare total fiind O (npA). In caz general numarul p nu depaseste % JarA(G) <n —

1. Deci, algoritmul pentru determinarea numarului de orientiri tranzitive necesita timpul 0 (n?).

Cunoscand sirul complet de grafuri factor, cu un efort nu prea mare putem construi o
oarecare orientare tranzitiva a grafului G. Pentru aceasta, se parcurge sirul complet de grafuri factor
in ordine inversa si la fiecare iteratie subgrafului B-stabil vizat i se atribuie o orientare tranzitiva,

dupa algoritmii descrisi 1n sectiunea 2.3. Algoritmul ruleaza pana cand se ajunge la graful G.
Algoritmul de construire a unei orientari tranzitive
Date de intrare: Sirul complet de grafuri factor:
G°=G,G' = G°/F,,G* = G'/Fy, ...,GP = GP™1 [F,_,.
Date de iesire: O orientare tranzitiva G a grafului G.
Procedura TRO(GY, ..., GP)
i:=p;
While i > 0 do:
Se obtine orientarea tranzitivi a grafului factor G*/F;;
i=i-1;
Se construieste orientarea tranzitiva a subgrafului B-stabil F;;
EndWhile;
Se returneaza orientarea tranzitiva a grafului G, = G,

Teorema 2.11. Construirea unei orientari tranzitive arbitrare a unui graf neorientat G
necesita timp 0 (npA), unde A este gradul maxim al grafului G, p este lungimea sirului complet

de grafuri factor al grafului G, iar n — numarul de varfuri al grafului G.

Demonstratie: Deoarece algoritmul precedent oferd construirea subgrafurilor stabile, la
fiecare iteratie, rezulta ca algoritmul curent presupune parcurgerea subgrafurilor stabile, de rand

cu orientarea lor. In baza teoremelor 2.8 si 2.9 orientarea unui subgraf stabil se efectueazi in timpul
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0(nA). Parcurgerea sirului complet de grafuri factor se efectueaza in timpul O(p). Deci, timpul

total de construire a unei orientari tranzitive arbitrare este de O(npA). Avand estimarile pentru
p S% si pentru A(G) < n —1, obtinem ca timpul necesar pentru construirea unei orientari

tranzitive este de 0(n®).

In baza unui sir complet de grafului factor exemplificat in figura 2.9, vom ilustra algoritmul
pentru construirea unei orientdri tranzitive. Dupa cum este descris in algoritm, vom parcurge sirul
in ordine inversa pana cand vom obtine orientarea tranzitiva a intregului graf G. Fie sirul complet
de grafuri factor: G°=G,G'! =G°/F,, G?> = G'/F,,G® = G? /F,,G* = G3/F;,G® = G*/F,
determinat se subgrafurile B-stabile G! = {x,,x3} —SBS, G? = {x5,x;} —SBS, G3=
{x1,x,3} — SBS. Graful factor G* este un graf complet determinat de multimea de varfuri
{x123, X456} asupra caruia nu mai poate fi aplicata operatia de factorizare. Pornind de la acest sir
de grafuri, putem construi o orientare tranzitiva. In graful factor G*/F, vom orienta muchia
[x156, X234] de la varful x;5¢ catre varful x,3,4, aceasta orientare se alege in mod arbitrar. Urmarind
ordinea inversa a sirului de grafuri factor, putem construi orientarea tranzitiva G3—ﬂ‘§ avand ca
bazi orientarea tranzitiva a grafului factor G*/F,. Continuand operatia de construire a orientirii
tranzitive pentru fiecare graf factor si sirul complet de grafuri factor obtinut mai sus, obtinem la
ultimul pas o orientare tranzitiva pentru graful neorientat G. Conform lemei 2.18, sirul complet de
grafuri factor putea fi diferit. Totusi acest sir are aceeasi lungime, mai mult, numarul de orientari

tranzitive a grafului G ramane acelasi. Atunci, 7(G) = 8.

X1
123

X5,

TN o

X5,

X123

X456

X23

Fig. 2.10. Procesul de construire a orientarii tranzitive pentru

graful ¢ = (X; U).
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2.5.  Concluzii la capitolul 2

Capitolul doi contine un sir de rezultate importante ce tin de studierea proprietatilor
grafurilor tranzitiv orientabile. Cunoasterea acestor proprietati au condus la extinderea rezultatelor
obtinute de catre alti matematicieni in legaturd cu studierea problemei construirii orientarii
tranzitive a unui graf neorientat. in particular, a fost obtinuti metoda prin care pot fi generate toate
orientarile tranzitive ale unui graf neorientat, datorita careia devine clara procedura de trecere de
la o orientare la alta, chestiune care lipseste in cercetdrile lui Golumbic M. C, care in fond
examineaza construirea doar a unei orientari cu conditii predeterminate. A fost obtinuta o formula
recurenta, pentru calcularea numarului orientarilor tranzitive. Totodatd, mentiondm ca rezultatele
obtinute de Shevrin L.N. si Filipov N.D, orientate spre descrierea multimilor partial ordonate prin

intermediul grafurilor tranzitive au fost generalizate.

In baza celor descrise in capitolul 2, pot fi mentionate principalele rezultate ce tin de

problema studierii orientarilor tranzitive ale garfurilor neorientate:

- au fost studiate proprietdti noi importante ale lanturilor netriangulate care, la randul sau,
au permis extinderea rezultatelor ce tin de studierea subgrafurilor stabile;

- a fost studiatd o clasa speciala de subgrafuri stabile, subgrafurile B-stabile, folosite la
construirea unui sir de grafuri factor, necesar solutionarii problemei orientdrii tranzitive;

- a fost elaboratda metoda de construire a sirului complet de grafuri factor cu studierea
preventiva a proprietatilor grafurilor tranzitiv orientabile;

- a fost obtinutd formula recurenta de calcul a numarului de orientari tranzitive a grafului

neorientat.
Tindnd cont de rezultatele obtinute in capitolul doi deducem urmdtoarele concluzii:

1. prin extinderea proprietdtilor lanturilor netriangulate si a subgrafurilor stabile a
devenit posibild caracterizarea orientdrilor tranzitive ale grafului neorientat si
elaborarea metodei respective de trecere de la o orientare tranzitiva la alta orientare
tranzitiva a grafului;

2. solutionarea definitiva a problemei orientarii tranzitive a grafului neorientat a fost
obtinuta prin examinarea unor probleme adiacente bazate pe cunoasterea
proprietatilor subgrafurilor B-stabile, a celor stabile complete maximale, vide
maximale si minimale;

3. obtinerea tuturor orientdrilor tranzitive ale unui graf neorientat a devenit posibild in

baza generarii sirului complet de grafuri factor;
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4. studierea proprietatilor sirului complet de grafuri factor a condus la deducerea
formulei recurente pentru determinarea numarului de orientari tranzitive ale grafului;
5. cunoasterea rezultatelor teoretice ce tin de studierea proprietatilor lanturilor
netriangulate, a subgrafurilor stabile, precum si a unei structuri speciale, numite graf
factor, a permis elaborarea unor algoritmi ce vizeaza problema orientarii tranzitive a
grafurilor neorientate cu examinarea complexitatii acestora: algoritmul de orientare
a subgrafurilor stabile minimale si complete maximale, algoritmul de determinare a
subgrafurilor B-stabile, algoritmul de construire a sirului complet de grafuri factor si

algoritmul de construire a orientdrii tranzitive a grafului neorientat.
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3. GENERALIZARI ALE PROBLEMEI ORIENTARII TRANZITIVE A GRAFULUI

In acest capitol se examineaza cateva probleme ce tin de orientarea tranzitiva a grafurilor,
care pot fi considerate drept generalizari ale problemei examinate in capitolul precedent.
Cunoastem cd deseori problemele practice se modeleaza cu ajutorul unor grafuri neorientate si,
precum a fost mentionat in capitolul intai, solutionarea propriu zisd a problemei poate fi redusa la
problema construirii orientirii tranzitive a modelului respectiv. In aceastd situatie poate fi
mentionat ca in unele cazuri modelul matematic care descrie un anumit proces se reprezinta printr-
un graf mixt, adicd un graf in care unele muchii sunt deja orientate (sunt arce). Desigur, prezinta

interes solutionarea problemei orientarii tranzitive a unor astfel de grafuri.

O alta problema din cele expuse 1n capitolul precedent ar fi problema reorientarii arcelor
unui graf tranzitiv orientat. Cu alte cuvinte s-ar cere de examinat conditiile in care schimbarea
orientarilor unor arce ale grafului tranzitiv orientat conduce la obtinerea unui graf nou, care de

asemenea este tranzitiv orientat. Aceasta problema se examineaza in doud aspecte:

a) determinarea submultimii minimale de arce, reorientarea carora pastreaza
proprietatea grafului de a fi tranzitiv orientat;
b) determinarea conditiilor in care reorientarea arcelor unei submultimi oarecare de arce

ale grafului nu schimba orientarea tranzitiva in ansamblu a grafului.

Pentru problemele enuntate se face studiul teoretic respectiv, in baza caruia se elaboreaza

algoritmi de solutionare cu estimarea complexitatii acestora.

3.1.  Reorientarea unei multimi minimale de arce intr-o orientare tranzitiva a grafului

Vom incepe cu examinarea problemei de reorientare a unei submultimi de arce ale unui graf
tranzitiv orientat si vom determina conditiile in care aceasta reorientare conduce la obtinerea unui
graf nou care ramane tranzitiv orientat. Conform lemei 2.16, orice graf tranzitiv orientabil contine
cel putin doua orientari tranzitive opuse una alteia. Astfel, schimbarea directiei arcelor unui graf
tranzitiv orientat va oferi o noua orientare tranzitiva. Totusi, dacd graful G are mai mult de doud
orientdri tranzitive, o altd orientare poate fi obtinutd prin reorientarea partiald a unui numar mai
mic de arce. Sa determinam conditiile in care in graful tranzitiv orientat G existd o multime
minimala de arce E C l_fG, reorientarea cdrora pastreaza proprietatea grafului de a fi tranzitiv

orientat.

Conform teoremei 2.7, orice subgraf B-stabil al unui graf neorientat este ITO-subgraf. De

aici usor deducem ca daca intr-un graf tranzitiv orientat G reorientim toate arcele unui subgraf B-
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stabil, atunci in rezultat se obtine din nou un graf tranzitiv orientat. De asemenea, conform
teoremei 2.6, daca x este un varf adiacent cu toate varfurile unui subgraf B-stabil, atunci in orice
orientare tranzitiva arcele sunt indreptate sau spre x, sau de la x. Deci, alternarea directiei arcelor

adiacente unui subgraf B-stabil va permite construirea unei orientari tranzitive noi.

x
1 X, X,

X3 X4

a) b)

Fig. 3.1. Diagrama Hasse si orientarea tranzitiva asociatd multimii

partial ordonate.

Fie G = (X; U) un graf neorientat care este tranzitiv orientabil. Sa admitem ca pentru acest

S
graf existd mai mult decat doua orientari tranzitive. Vom nota prin G una dintre orientarile

tranzitive ale grafului. In legdtura cu problema examinata in acest paragraf este necesar mai intai

. - "~ . = . = - -
de a raspunde la intrebarea: Existd oare in orientarea G o submultime de arce E # Ug; laschimbarea
orientdrii cdrora obtinem un graf nou care rimane tranzitiv orientat? Raspuns la aceastd intrebare

ne da urmatoarea

Teorema 3.1. Dacd G este o orientare tranzitivi a unui graf neorientat G = (X;U) ce
admite mai mult de doua orientari tranzitive atunci exista o submultime de arce E # U_G), E+¢
incdt in rezultat schimbarii orientdrilor arcelor din E obtinem o nouad orientare tranzitiva a
grafului G.

Demonstratie: Daca G admite mai mult de doua orientari tranzitive, atunci conform lemei
2.8 rezulta ca in graful G exista subgraf un B-stabil F. Conform teoremei 2.7 rezulta ca orientarea
tranzitivd a lui F se face in mod independent de orientarea tranzitiva a intregului graf. Fie Fo
orientare tranzitivi astfel incat F c G , atunci inversarea arcelor din F genereaza o orientare noud
care este de asemenea tranzitiva.

Pe de alta parte daca F este subgraf B-stabil atunci conform teoremei 2.6 in orientarca

tranzitivd G putem inversa directia arcelor adiacente subgrafului F.
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In baza alternativelor mentionate rezultd demonstratia teoremei.

Observatia 3.1. Daca graful neorientat G = (X;U) are exact doua orientari tranzitive

atunci problema examinata prin teorema 3.1 nu are solutii.

Luand 1n considerare teorema demonstratd vom examina doar grafurile neorientate ce contin
mai mult decat doud orientdri tranzitive. In acest context are sens determinarea submultimii

minime de arce la reorientarea carora se pastreaza orientarea tranzitiva a grafului.

Se cunoaste ca problema reorientdrii tranzitive a unui graf tranzitiv orientat poate fi
formulata in termenii multimilor partial ordonate [93]. Tinand cont de faptul ca multimea de
varfuri a unui graf tranzitiv orientat poate fi reprezentatd ca o multime partial ordonata, rezulta ca
solutionarea problemei formulate mai sus este legatd de determinarea unei submultimi de varfuri
ce poate fi reordonata astfel incat sa obtinem o noud multime partial ordonata a multimii de varfuri

ale grafului. Pentru a explica cele spuse vom examina urmatorul exemplu:

X1 X4 X1

X3 XZ

a) b)

Fig. 3.2. Orientarea tranzitivd noud obtinutd prin inversarea arcului

[x1,%5] si diagrama Hasse asociatd ei.

Fie data multimea partial ordonata {x;, x,, x3, x,} reprezentata prin diagrama Hasse in figura
3.1 a) si graful tranzitiv orientat din figura 3.1 b). In graful orientat reprezentat in figura 3.1 b)
putem inversa arcul [xq, x,], astfel incat sa obtinem o orientare tranzitiva noud (reprezentata in
figura 3.2 a). Pentru orientarea tranzitiva obtinuta se determind o multime partial ordonatd noua,

reprezentata in figura 3.2 b).

Problema 3.1. Fie G = (X; U) un graf tranzitiv orientabil, iar G o orientare tranzitiva a sa.
Sa se determine multimea minimald de arce E c UT; a caror directie trebuie inversata, incat
orientarea obtinutd G' = (Xg; UT;,) sa fie la fel tranzitiva. UT;, = (UT; \ E_G)) U FG, unde (E_G se obtine

din E; prin inversarea directiei tuturor arcelor.
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Definitia 3.1. Daca F = (Xr; Ur) este un subgraf B-stabil al grafului tranzitiv orientabil G,

atunci multimea de muchii U se va numi factor intern determinat de subgraful F.
Factorul intern determinat de subgraful B-stabil F se va nota prin I.

Observatia 3.2. Daca F este un subgraf stabil vid maximal, atunci factorul intern determinat

de F este o multime vida.

Observatia 3.3. Daca graful tranzitiv orientabil G = (X; U) nu contine subgraf B-stabil,

atunci multimea de muchii U determina factorul intern al grafului G.

Definitia 3.2. Daca F este un subgraf B-stabil al grafului tranzitiv orientabil G, iar x € X; \
Xp este un varf adiacent multimii Xg, atunci, multimea de muchii {[x,y]|Vy € Xz} se va numi

factor extern determinat de subgraful F.
Factorul extern determinat de subgraful B-stabil F se va nota prin Ep.

De exemplu, in figura 3.3 muchia subgrafului B-stabil F determinat de multimea de varfuri
{x1,x,} formeaza un factor intern. lar muchiile {[x;, x3], [x2, x3]} determind un factor extern

determinat de subgraful B-stabil F.

X4

Fig. 3.3. Factor intern {[x;, x, ]} determinat de subgraful B-stabil F si

factorul extern {[xq, x3], [x5, x3]}.

Factorul extern al unui subgraf B-stabil nu se determina in mod univoc. Pentru subgraful din
figura 3.3 multimea de muchii {[x;, x,], [x,, x4]} de asemenea formeazd un factor extern

determinat de subgraful B-stabil F.

Definitia 3.3. Multimea tuturor factorilor externi determinati de subgraful B-stabil F al
grafului tranzitiv orientabil G se numeste familie completa de factori externi corespunzdtori

subgrafului B-stabil F.
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Familia completa de factori externi ce corespund subgrafului B-stabil F se va nota prin Eg.

Astfel & = {[x,y] € Ug|x € X5 \ Xp, ¥ € Xp}.

Daca My este un factor (intern sau extern) determinat de subgraful B-stabil F al grafului

tranzitiv orientabil G = (X; U), atunci prin |Mg| vom nota numarul de muchii al factorului M.

Definitia 3.4. Factorul M* se va numi minim, daca pentru orice alt factor M din graful

tranzitiv orientabil G are loc relatia 0 < |[M*| < |M]|.

Din definitiile 3.1 si 3.2 problema reconstruirii orientdrii tranzitive poate fi formulata
utilizand notiunile de factor intern si factor extern in modul urmator: Sa se determine factorul
minimal al grafului tranzitiv orientabil G, astfel incdt toate arcele dintr-un subgraf tranzitiv
orientat ce corespund factorului minimal pot fi inversate, astfel incdt sa fie pdstrata proprietatea

de tranzitivitate a orientarii noi obtinute.

Fie G° = G,G' = G°/F,,G? = G'/F,, ...,G* = G*™1 /F,_, sirul complet de grafuri factor
al grafului tranzitiv orientabil G, determinate de subgrafurile B-stabile Fy, F;, F,, ..., Fj_; respectiv.

Este adevarata urmatoarea

Teorema 3.2. Daca Er, este factor extern determinat de subgraful B-stabil F;, atunci exista

factorul intern I, astfel incdt Ep, < [, 0<i=< k—-2,i+1<j<k-1.

Demonstratie: Fie xp varful obtinut dupa operatia de factorizare a grafului G'/F;, iar
[xF,, xs] muchia obtinuta in rezultatul substituirii factorului extern Ey, cu vérful xp,. Dacé varful
Xp, nu apartine altui subgraf B-stabil, atunci acesta va fi parte a grafului factor obtinut la ultimul
pas al operatiei de factorizare G*~1/F,_,. Conform observatiei 3.2, muchia [xF,, xs] apartine
multimi Ug /p, - In caz contrar, muchia apartine unui alt subgraf B-stabil F;, ceea ce insemna cd ea

este parte a unui factor intern [ Fj- Din cele mentionate rezultd ca afirmatia lemei este adevarata.

Din proprietatea subgrafului B-stabil de a fi independent tranzitiv orientabil, rezulta ca intr-
0 Orientarea tranzitiva toate arcele subgrafului care determina un factor intern pot fi reorientate,
astfel incat orientarea noud a intregului graf sa fie la fel tranzitiva. Daca in sirul complet de grafuri
factor un varf al subgrafului B-stabil reprezinta un alt subgraf B-stabil factorizat la un pas anterior,
atunci schimbarea orientdrii tranzitive a lui la fel genereaza o orientare tranzitiva noua. Totodata,
poate fi observat, ca orice muchie adiacenta unui astfel de varf intr-un graf factor precedent
reprezinti un factor extern. Intr-o orientare tranzitiva directia unei astfel de muchii determini

orientarea Intregului subgraf B-stabil din care aceasta face parte. In asemenea caz vom spune ca
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muchia [x;,x;] influenteaza orientarea tranzitivd a subgrafului F. Din cele mentionate este

adevarata urmatoarea

Lema 3.1. Daca Ef, C I, atunci factorul extern Ey, influenteaza orientarea tranzitiva a

factorului intern Ig;.

Demonstratie: Fie xp varful obtinut dupa operatia de factorizare a grafului G'/F;, iar

[xF,, Xs] muchia obtinuta in rezultatul comasarii factorului extern Ep,.

Deoarece multimea de varfuri a factorului intern I, formeaza un subgraf B-stabil nevid,
conform teoremei 2.7, orientarea I r; se face in mod independent de orientarea intregului graf. in
asemenea caz, orientarea fiecarei muchii din interiorul subgrafului F; influenteazd orientarea
intregului subgraf, inclusiv si muchia [xf, xs]. Din cele mentionate mai sus, pentru reconstruirea

unei orientari tranzitive este suficient sa inversam arcele unui subgraf B-stabil din G.

Lema 3.2. Daca subgraful B-stabil F = (X; Ur) este un subgraf stabil complet maximal,

atunci in orice orientare tranzitiva G poate fi ales exact un arc [xi,xj] € Uy inversarea caruia
genereazd o orientare tranzitiva noud G'.

Demonstratie: Conform teoremei 2.7, orice subgraf B-stabil al unui graf neorientat este
ITO-subgraf. Prin urmare, orice orientare tranzitivd a subgrafului F genercaza o orientare
tranzitivd a intregului graf. Pentru a obtine o orientare tranzitiva noua intr-un graf complet,
conform lemei 2.12, este necesar sd gasim un arc, inversarea cdruia permite ca in subgraful
tranzitiv orientat F sa fie satisficuta relatia 2.7. Pentru aceasta este suficient sa alegem varful x; €

Xp, al carui grad de iesire este 0 si varful xj € Xp, al carui grad de iesire este 1. Deoarece F este
subgraf complet, rezulta ca [xl-,xj] € Up. Prin inversarea directiei arcului dat, relatia 2.7 va fi
adevarata, ceea ce garanteaza o orientare tranzitiva noud a subgrafului B-stabil F. Prin urmare,
aceasta garanteaza si orientarea tranzitiva noud a intregului graf. Din cele demonstrate rezulta
afirmatia lemei.

Observatia 3.4. Daca F este subgraf stabil minimal, atunci pentru a obtine o orientare
tranzitivda noud este necesar ca sd fie inversate toate arcele din U.

Usor poate fi observat ca intr-un graf exista subgrafuri stabile minimale F tranzitiv

orientabile, astfel incat |Er| < |I| si invers |Iz| < |Eg|. Cu alte cuvinte, intr-un graf pot fi alese

subgrafuri stabile minimale astfel incat multimea de muchii adiacente subgrafului sa fie mai mica
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decat numarul de muchii din F. Totodata exista subgrafuri stabile minimale pentru care numarul

de muchii este mai mic decit numarul de muchii adiacente.

Definitia 3.5. Daca F; este un subgraf B-stabil iar G /F; graful factor determinat de F;, atunci

varful xg; € X¢ r, se numeste varf factor.

Lema 3.3. Daca subgraful stabil F contine varf factor, atunci F nu contine factor minim.

Demonstratie: Fie x,, un varf factor al subgrafului F. Prin aplicarea procedurii inverse
operatiei de factorizare obtinem un subgraf stabil M, astfel incat M c F. Deci are loc relatia Uy, C
Ur. In asemenea caz cardinalul factorului intern al subgrafului F creste datorita aparitiei varfurilor
noi ale subgrafului M. Deoarece F este subgraf stabil, rezulta ca si cardinalul factorilor externi
creste tot din aceleasi considerente. Rezultd cad in F existd un subgraf stabil cardinalul factorilor

caruia este mai mic, deci F nu contine factori minimi.

In baza rezultatelor obtinute putem descrie un algoritm ce garanteaza reorientarea minimala
a orientarii tranzitive a unui graf. Mai intai se parcurge sirul de grafuri factor pana cand este
depistat un factor minimal. Daca factorul depistat nu contine varfuri factor, atunci se reorienteaza
arcele factorului dat. Dupa reorientarea factorului ales, se aplica procedura inversa operatiei de

factorizare pana cand se ajunge la graful initial cu o orientare tranzitiva noua.

Algoritmul de reorientare tranzitiva minimala a grafului
Date de intrare: Sirul de grafuri factor G /F,, G/Fj, ..., G/ Fy, orientarea tranzitiva G.
Date de iesire: Orientarea tranzitiva G +Go0
Procedura MinReverseTro(G°, ..., G*)
i=0F=006 =0
While F; contine varf factor || Up, = @ do:

i;=i4+1;

Se obtine subgraful B-stabil F;;
EndWhile;
While i > 0 do:

¢ =GJF,

If F; — graf complet do:
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Se inverseaza arcul [x;, x;] unde g* (x;) = 1si g*(x;) = 0;
Elself F; — subgraf stabil minimal do:

Se inverseaza arcele din F:;
Endlf;

EndWhile;

—

Se returneaza G';

Teorema 3.3. Timpul necesar pentru reconstruirea unei orientari tranzitive al unui graf
tranzitiv orientabil G este O(pA), unde p este lungimea sirului complet de grafuri factor, iar A este

gradul maxim al grafului G.

Demonstratie: In cazul cand la pasul p se determina un factor intern obtinem sirul complet
de grafuri factor. In caz general, un factor intern poate fi depistat la pasul 1 sau 2. In asemenea caz

se va lua 1n considerare doar timpul necesar pentru reorientarea arcelor factorului intern.

Conform observatiei 3.1 reconstruirea orientarii tranzitive are loc doar daca F este subgraf
stabil minimal sau subgraf stabil complet maximal. Deci, putem spune ca reconstruirea orientarii

tranzitive a grafului G se reduce la reconstruirea orientarii tranzitive a subgrafului F. Daca F este

subgraf stabil minimal, atunci este necesar de a inversa orientarea tuturor arcelor din Ug, conform
lemei 2.15. Daca insa F este subgraf stabil complet maximal, atunci schimband ordinea
numerotarii oricdror doua varfuri din X, vom obtine o orientare tranzitivd noud, conform

observatiei 2.8. Din cele mentionate rezulta afirmatia teoremei.

In baza algoritmului prezentat mai sus vom analiza un exemplu de reconstruire a unei

orientari tranzitive.

Fie G un graf tranzitiv orientabil, iar G o orientare tranzitivi a sa, prezentata in figura 3.2.

X4

Xs
Fig. 3.4. Orientarea tranzitiva G.
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In graful de din figura 3.4, varfurile {x;, x3} genereazi un subgraf B-stabil. Deoarece X B =
{x1,x3} genereaza un subgraf stabil vid maximal, rezultd c¢d Ir, = @. Deci, nu putem decat si

aplicim operatia de factorizare. In figura 3.5 este prezentat graful factorul obtinut.

X4

X5

Fig. 3.5. Orientarea tranzitivi a grafului factor G* /F;.

Din graful G'/F, multimea de varfuri X, = {x;3, x,} genereaza un alt subgraf B-stabil care

este un subgraf stabil complet maximal. Deci, prin inversarea directiei unui singur arc (in cazul

dat, este unicul) obtinem o orientare noud G1/F,’ prezentata in figura 3.6.

Xa

X5

Fig. 3.6. Orientarea tranzitiva G* /F,".
Aplicand operatia inversa operatiei de factorizare asupra grafului G!/F;’, obtinem acelasi

graf G cu o alta orientare tranzitiva G'.

In paragraful dat am analizat metoda de reorientare a unei orientari tranzitive date. Orientarea
tranzitiva obtinutd nu implica conditii specifice asupra sa. In continuare vom analiza cazurile cand

orientarea tranzitiva reconstruitd trebuie sa indeplineascd anumite conditii, fie asupra unui arc dar,

.
sau a unei multimi de arce date in G.
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X5

Fig. 3.7. Orientarea tranzitiva reconstruita G' a grafului G.

3.2.  Reorientarea tranzitivi a grafului fortata de un arc apriori dat

In paragraful precedent a fost examinati problema determinirii submultimii minime de arce
M* a unui graf orientat tranzitiv G ce poseda proprietatea: schimbarea orientarilor tuturor arcelor

- —_— . . . o, . . .
din M* conduce la obtinerea unui graf nou care de asemenea este orientat tranzitiv. Din anumite

considerente de ordin practic prezinta interes cand |M *| = 1. Cu alte cuvinte ne-ar interesa situatia

cand schimbarea orientarii unui singur arc pastreaza proprietatea orientarii tranzitive a grafului.

Fie [x;,, x;,, o Xy, = X, ] UN ciclu oarecare al grafului neorientat G = (X; U). Orice muchie

[xij, xi].+2] unde 1 < j < p — 2, se numeste t-coarda a ciclului respectiv.

Teorema 3.4. Daca [x,y] € U este un arc al orientarii tranzitive G ce apartine unui ciclu
fara t-coarde atunci schimbarea orientarii arcului [x,y] conduce la obtinerea unui graf care nu

mai este orientat tranzitiv.
Demonstratie: Fie ¢ = [x; ,x;,, ..., Xi, = X; ] un ciclu orientat tranzitiv. Daca ¢ nu contine
t-coarde atunci rezultd cd subgraful determinat de varfurile x; , x;,, ..., Xi, = X;, nu contine cicluri

de lungimea 3. Prin urmare ¢ este un ciclu elementar, deci genereaza un subgraf bipartit. In baza
demonstratiei din lema 2.17 intr-o orientare tranzitiva unui arc forteaza directia celorlalte arce.

Prin urmare schimbarea directiei unui arc nu genereaza o orientare tranzitiva in graf.
Din cele mentionate mai sus constatdm ca intr-o orientare tranzitiva a grafului existad arce
reorientarea carora nu pastreaza proprietatea de orientare tranzitiva. Totodata, ar putea exista o
. —_— . . o oo - ~ - . .
submultime de arce M* schimbarea orientarii carora impreuna cu [x, y] conduce la obtinerea unei
. . o . PR . . o e . —_— . -
orientdri tranzitive noi. In acest caz schimbarea orientarii arcelor din M* este impusd de arcul

[x,¥]. Vom nota aceastd multime prin W([x, yD.
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Observatia 3.5. Problema propusa in acest paragraf nu tine de construirea unui algoritm
optim de schimbare a orientarii tranzitive, ci de Yeconstruirea unei orientdri tranzitive ce
indeplineste anumite conditii impuse asupra arcelor unei orientdri tranzitive existente, prin

inversarea unui numar minim de arce.

De exemplu, fie data orientarea tranzitiva G aunui graf G, in figura 3.6.

X1

Fig. 3.8. Orientarea tranzitiva G

Sa se reconstruiasca o orientare tranzitiva noud G', in care arcul [xs.x,]| € U, va fi inversat.

Este evident ca orientarea poate fi reconstruitd prin redirectionarea tuturor arcelor din U;. Dar
acest lucru nu 1n toate cazurile este eficient. Astfel, este necesar de a gasi acele arce care sunt

dependente de orientarea arcului initial dat. Cu alte cuvinte, trebuie sa determindm multimea de

arce din U; ce vor fi inversate in orientarea tranzitiva noua G'. Avand exemplul de mai sus si
conditia mentionatd, putem reconstrui orientarea tranzitiva necesara. Astfel, orientarea nou

obtinuta este prezentata in figura 3.7.

A

xz x3

Fig. 3.9. Orientarea tranzitiva G'

In continuare vom da o definitie strictd a problemei de reconstruire a unei orientdri tranzitive

ce impune anumite conditii asupra unui arc dat.

Fie [x, ¥o] un arc al unui graf tranzitiv orientat G = X; (70). In caz general la schimbarea

orientdrii acestui arc se obtine un graf nou care ar putea si sa nu fie tranzitiv orientat. Pentru ca

91



acesta sa satisfaca proprietatea de tranzitivitate, este necesar de schimbat orientarea inca a unei

anumite submultimi de arce E+ ﬁG.

In baza rezultatelor expuse in capitolul doi o astfel de multime totdeauna existi. De exemplu,

e suficient sa reorientam si toate celelalte arce ramase din graf. Vom numi multimea E° multime

satelit a arcului [xg, yo]-

Problema 3.2. Sa se determine multimea satelit minimald a arcului [xg, yo] intr-un graf

tranzitiv orientat G = X; l_fG) la reorientarea arcelor careia graful orientat obtinut va pastra

proprietatea de tranzitivitate.

Din cele expuse mai sus, rezulta ca schimbarea orientarilor arcelor multimii satelit a unui arc
fixat conduce la obtinerea unei orientdri noi a grafului, in care arcul dat initial este de orientare

inversa.

Ca si in paragraful precedent, vom folosi notiunea de factor intern si, respectiv, factor extern

determinat de un subgraf B-stabil F din G.

Fie ca [x,y,] este arcul initial dat care forteaza construirea unei orientdri tranzitive noi,

atunci sunt adevarate urmatoarele:

Teorema 3.5. Daca arcul initial dat [xy, yo| apartine unui factor intern I determinat de un
subgraf B-stabil F, atunci pentru construirea unei orientari tranzitive noi in sirul complet de

grafuri factor se orienteaza toate arcele din graful care nu contine varfuri factor.

Demonstratie: Conform teoremei 2.7 orientarea subgrafului B-stabil F se face in mod
independent de orientarea intregului graf G. Astfel, obtinem ca orientarea arcului [xg, V]
influenteaza doar orientarea subgrafului F. Daca Ur # @ rezulta ca F poate fi sau subgraf stabil
minimal, sau subgraf stabil complet maximal.

Daca F este subgraf stabil minimal, atunci conform lemei 2.18 reorientarea arcului [x, o]
din U—G) va duce la inversarea directiei tuturor arcelor din U—F)

Daca insa F este subgraf stabil complet maximal, atunci vom aplica aceleasi procedura ca si

cea descrisa in paragraful precedent. Vom reordona multimea de varfuri din Xz prin schimbarea

cu locurile a varfurilor x, CU y,.

Teorema 3.6. Daca arcul initial dat [x,, yo] apartine unui factor extern Ep, determinat de

subgraful B-stabil F;, atunci inversarea arcelor din factorul extern Er,, unde j < i determinat de
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subgraful B-stabil F; adiacente subgraful B-stabil F; care nu contine varfuri factor genereaza o

orientarea tranzitiva.

Demonstratie: Dupa cum a fost mentionat in teorema 3.2, daca [x,, yo] apartine unui factor
extern Eg, atunci in sirul complet de grafuri factor G° = G, G = G°/F,, G? = G'/F,, ...,G* =
G*=1 JF,_,, arcul [x,, y,] apartine unui factor intern Ir,. Conform teoremei 2.6 in orice orientare
tranzitiva orientarea tuturor arcelor dintr-un factor extern coincide. Deci reorientarea arcului
[x0, Vo] implica reorientarea tuturor arcelor din Er. Din cele mentionate mai sus, daca F este un
subgraf B-stabil, iar x; varful asociat lui in graful factor obtinut in urma operatiei de factorizare,
atunci toate arcele de forma [x, y], unde x € Xy, iar y € X \ Xp, vor avea aceeasi directie. Deci,
arcul [xg,y] va avea orientarea mentionatd anterior. Daca in graful factor obtinut G t/F; arcul
[xF,, ¥] apartine tot unui factor extern, atunci in operatia de factorizare atribuim aceeasi directie ca
si arcului corespunzator. Dacd Insa [xp,, y] apartine unui factor intern, atunci aplicdm procedura

descrisa in cazul 1 descris mai sus.

Observatia 3.6. Daca arcul initial dat [xq, Yo| nu apartine nici unui factor intern §i nici
unui factor extern atunci orientarea tranzitiva obtinuta prin inversarea acestuia poate fi obtinuta

daca consideram intreg graful ca si factor intern si aplicam metoda descrisa in teorema 3.5.

Conform teoremei 3.2 un factor extern determinat de un subgraf B-stabil F in sirul de grafuri
factor va fi neaparat parte a unui factor intern. Deci, daca arcul [x, y,] apartine unui factor extern
in unul din grafurile factor, atunci poate fi aplicata procedura din cazul 2. Daca insa arcul [x,, V]
nu apartine nici unui factor extern, atunci conform observatiei 3.2, [xg,Yo] apartine factorului

intern G /F,. Astfel poate fi aplicata procedura descrisa in cazul 1.

In baza rezultatelor expuse mai sus putem elabora un algoritm de reconstruire a orientarii

tranzitive fortata de un arc dat.

Date de intrare: Graful G, orientarea tranzitiva G, arcul [x0, Yol

Date de iesire: Orientarea tranzitiva G'.
Pasl.i:=1.

Pas 2. Se determind orientarea tranzitiva F, a subgrafului B-stabil F;

Pas 3. Daca [xg, Yol € Tﬂ: Se construieste ﬁ, Se trece la Pas 6.

Pas4.i: =i+ 1.
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Pas 5.Se determina G'/F,, se trece la Pas 2.
Pas 6. Dacda i <> 0: Se determind G'/F,'.

Pas 7. Daca i = 0: STOP, se returneaza ?

Pas 8. i := i — 1: Se trece la Pas 6.

Teorema 3.7. Timpul necesar pentru reorientarea tranzitiva a unui graf G fortata de un arc
apriori dat este de 0(kA), unde k este numarul de grafuri factor, iar A este gradul maximal al

grafului G.

Demonstratie: In caz general procedura descrisa in algoritmul de mai sus parcurge sirul
complet de grafuri factor care are lungimea k. Pentru reinversarea arcelor subgrafului B-stabil care
nu contine varfuri factor in caz general este necesar timpul O(A). Pornind de la graful factor
arcurile caruia au fost inversate se parcurge sirul pana la graful initial, aceasta procedura necesita

timpul O (k). Prin urmare timpul total este de O(kA).

X1

Fig. 3.10. Orientarea tranzitiva G

In figura 3.8 este prezentati orientarea tranzitiva dati de arcul [xs,x,]. Acest arc fiind

inversat in orientarea din figura 3.6.

3.3.  Reorientarea tranzitiva a grafului fortata de o multime de arce apriori data

Vom generaliza problema reorientarii tranzitive a unui graf fortatd de un arc apriori dat (a se

vedea problema 3.2). Si anume, vom construi reorientarea tranzitiva fortatd de o multime de arce
Eg € Ug, 1 < [Eg| < |Ugl.

Sa examinam pentru inceput un graf tranzitiv orientabil G (a se vedea figura 3.11.a) si o
orientare tranzitivi a acesteia G (a se vedea figura 3.11.b). Fixam multimea Fé =
{[x3,x,], [x1,%x4]}. Usor observam ca reorientarea doar a arcelor multimii E_G) nu ne asigura

obtinerea unei orientdri tranzitive a grafului. Pentru aceasta, pe langa arcele multimii E; este
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necesar de reorientat, probabil, si alte arce din graf. In cazul nostru, suplimentar se vor orienta
arcele {[x1, x,], [xs, X251, [xe) 21, [Xs5, X4], [*6, X4]}. In rezultat se obtine graful din figura 3.11.c.

Vom spune cé orientarea tranzitiva din figura 3.11.c reprezintd reorientarea arcelor grafului din

figura 3.11.b fortata de multimea F&

X1 X1 X1

a) b) c)

Fig. 3.11. Graful tranzitiv orientabil(cazul a)) cu orientarea tranzitiva G
a acestuia(cazul b)) si reorientarea fortatda(cazul c)).
Vom nota prin E, c U, E; N E = @ multimea de arce ce trebuie reorientate concomitent cu
reorientarea arcelor din E pentru a obtine din nou o orientare tranzitiva a grafului. Vom numi

multimea de arce E_(; atasament al multimii E. Evident, in cazul E_O) = @ obtinem problema

examinata in paragraful 3.1.

Lema 3.4. Pentru orice multime de arce E C U; a unei orientari tranzitive G astfel incat

- - —
|E | > 1 inversarea directiei arcelor multimii E U E, genereaza o noua orientare tranzitiva.

Demonstratie: Fie [x,y] un arc arbitrar din E. Aplicand algoritmul din paragraful 3.2.

obtinem o orientare tranzitivd. Arcele care au fost fortate pentru a obtine noua orientare se adauga
la una din cele doud multimi, fie E, fie ET). Aplicand metoda descrisa in algoritmul din paragraful
3.2. pentru toate arcele din E pana cand va fi epuizatd multimea E obtinem orientarea tranzitiva

care este diferitd de G.
Teorema 3.8. Atasamentul multimii E se determind in mod univoc.

Demonstratie: Fie G o orientare tranzitiva iar E, atasamentul multimii E. Vom nota prin

E;,. multimea de arce care apartine unui factor intern. Daca F este subgraf stabil minimal este

necesar sd inversam toate arcele din I, ceea ce presupune inversarea tuturor arcelor din E;,. Daca
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F este subgraf stabil complet atunci inversarea arcelor din E;, necesita inversarea arcelor multimii
Eo;, pentru ca sa fie obtinuta o orientare tranzitiva, unde E, I Astfel Ey; . se obtine in mod univoc

conform lemei 2.12.

Fie Eg, este multimea de arce care apartine unui factor extern. Aplicand operatia de

factorizare asupra G si asupra Eg, obtinem un arc astfel inversarea arcului obtinut in graful factor
duce la inversarea tuturor arcelor din Er. Usor poate fi verificat ca aceastad operatie se face in mod

univoc. Daca insa arcul [x, y] nu apartine nici unui factor extern si nici unui factor intern aplicand

operatia de factorizare asupra G si asupra E atunci In baza observatiei 3.6 la un pas finit se va
stabili apartenenta acesteia la unui din factorii externi sau interni. In baza celor mentionate teorema

este demonstrata.

In cele ce urmeaza vom da o definire strictd a problemei de mai sus.

Problema 3.3. Fie G = (X; U) un graf tranzitiv orientabil, iar G = (XG;TG) 0 orientare

tranzitiva a sa, si E; € Ug, unde 2 < |EG| < |Ug;|. Sa se determine o orientare tranzitivd noua

G = (XG;U_g), astfel Incat (E_G C U_g1 unde (E_G = {[x, y]I[y, x] € E_G)}

. — . . . . —— -
Deoarece multimea E; se obtine prin inversarea arcelor din E;, putem usor observa cd

orientarea nou obtinuta va fi la fel tranzitiva. Deci, In continuare vom prezenta pasii necesari pentru

a obtine noua orientare tranzitiva ce contine arcele din Ej.

In aceste conditii putem aplica algoritmul de reconstruire a orientdrii tranzitive cu unele
modificari ce tin de multimea de arce E;. Deoarece pentru reconstruirea orientarii vom folosi
. —— - . o . . - . . .. -
multimea E;, este necesar sa aplicam si operatia de factorizare si asupra multimii date. Astfel, daca

un arc din multimea E; este determinat de un varf ce apartine unui subgraf B-stabil asupra céaruia
a fost aplicata operatia de factorizare, atunci acest varf al arcului se substituie cu varful obtinut la
factorizare. Daca intreg arcul apartine unui subgraf ce este factorizat, atunci acest arc se substituie

cu varful obtinut la factorizare.

De exemplu, n figura 3.12 este prezentat sirul complet de grafuri factor al grafului G.
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X156
X3 X4 X3 X4
_—
M
Xs X6 Xs56
G G/F, G/F,

Fig. 3.12. Sirul complet de grafuri factor al orientarii G.

Fie multimea E; = {[x3, x1], [x3, %41, [X6, X5, [X4, X¢]}, atunci dupa aplicarea operatiei de
factorizare asupra orientirii G obtinem multimea m= {[x3, 1], [x3, X4], X556, [X4, X561
Repetand aceeasi operatie asupra orientarii Gl_/ﬂ: obtinem multimea m = {[x3, X156],
[x3,%4], X156, [%4, X156]}. Daca asupra orientari Gz—/FZ> nu mai poate fi aplicata operatia de

factorizare, atunci multimea E gz, poate fi folositd pentru reconstruirea noii orientri tranzitive.

In urma celor mentionate putem elabora un algoritm de reconstruire a orientarii tranzitive,

. e . . . ™ - . -
avand o multime de arce date E;. Acest algoritm va fi divizat in doud etape. La prima etapd va fi
obtinuta orientarea asupra careia nu mai poate fi aplicata operatia de factorizare, dar si multimea

de arce corespunzdtoare ei. La etapa a doua va fi obtinuta orientarea tranzitiva reconstruita.

Reorientarea tranzitiva a grafului fortata de o multime de arce apriori data

Date de intrare: Orientarea tranzitiva G, multimea de arce Eg.

Date de iesire: Orientarea tranzitiva G'.

Etapa |

Pas1.i:=1,G°/Fy =G, Egkp, = Eq.
Pas 2. Se determina subgraful B-stabil F;.
Pas 3. Se construieste G'/F,.

Pas 4. Se construieste Eg:/p,.
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Pas 5. Daca G'/F, = G*"1/F,_,: STOP
Pas6.i:=1i+ 1.

Pas 7. Se trece la Pas 2.

Etapaall-a

Pas1.i:=k.
Pas 2. Se construieste Egu/p,.

Pas 3. Se construieste (G‘—/Fl
Pas 4. Dacai < 0: STOP
Pas5.i=1i—1.

Pas 6. Se trece la Pas 2.

Teorema 3.9. Timpul necesar pentru reorientarea tranzitiva a grafului fortata de o multime
de arce apriori data este O(kpA), unde k este numarul de grafuri factor, p — numarul de muchii
in multimea E iar A este gradul maximal al grafului.

Demonstratie: In caz general procedura descrisi in algoritmul de mai sus parcurge sirul
complet de grafuri factor care are lungimea k. Pentru reinversarea arcelor subgrafului B-stabil care
nu contine varfuri factor in caz general este necesar timpul O (A). Pentru determinarea multimii E;

se aplicd operatia de factorizare asupra multimii E. Aceastd procedura necesitd timpul O(p).
Pornind de la graful factor arcurile caruia au fost inversate se parcurge sirul pand la graful initial,

aceasta procedura necesita timpul O (k). Prin urmare timpul total este de O (kpA).

In cele ce urmeazi vom analiza lucrul algoritmului in baza exemplului din figura 3.9.
Deoarece in figura 3.11 este reprodus sirul de grafuri factor. Acest sir este rezultatul lucrului din
etapa | a algoritmului. Vom reproduce doar etapa a Il-a.

Pornind de la orientarea G2/F, obtinem multimea de arce Eg2/r, = {[x3,X156], [X3,X4],
X156 [X4,X156]}. Inversand orientarea tuturor arcelor din Es2/r,, obtinem multimea Egz/p, =

{[x156, %3], [X4, %3], X156, [X156,X4]}. Din aceastd multime putem reconstrui orientarea G2 /F,’

reprezentatd in figura 3.13.
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X156

x3 X4_

Fig. 3.13. Orientarea tranzitiva G? |F,’

Avand orientarea G2 /F,’, putem trece la urmatoarea iteratie. Vom construi multimea de arce
Eg2/r, = {[x1,x3], [X4, X3], X56, [Xs56, X4]}. Usor poate fi observat ca multimea de arce [xq, x3] si

[xs6, 4] apartine familiei de factori externi Eg,. Acest lucru presupune reorientarea tuturor arcelor

din Eg,. Astfel, obtinem orientarea G'/F;’ prezentata in figura 3.14.

X1

Xs56

Fig. 3.14. Orientarea tranzitiva G* /F,'.

Aplicand aceeasi procedurd descrisd mai sus, cu usurintd putem reproduce orientarea

tranzitivi G°/F,’ = G’ din figura 3.15.

Xg X6

—

Fig. 3.15. Orientarea tranzitiva G'.
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Problema reconstruirii unei orientari tranzitive, utilizand clasa subgrafurilor stabile, poate fi
solutionata In timp polinomial. Acelasi rezultat poate fi obtinut prin utilizarea claselor de implicatii
prin reorientarea doar a unui singur arc. La momentul de fatd nu sunt cunoscuti algoritmi in baza

claselor de implicatii. pentru reconstruirea orientarii tranzitive fortatd de o multime de arce.

3.4. Construirea unei orientiri tranzitive avand un arc dat

Deoarece orice graf tranzitiv orientabil poate avea cel putin doud orientdri tranzitive, de

De exemplu, in figura 3.16 este dat graful tranzitiv orientabil G. Se cere de a construi 0

orientare tranzitiva luand, in considerare faptul ca muchia [x,, x5] din U trebuie sa formeze arcul

[x5, x,] in orientarea tranzitiva G.

X5 Xe

Fig. 3.16. Graf tranzitiv orientabil

Avand exemplul din figura 3.16 si conditia mentionata, putem construi orientarea tranzitiva

reprezentata in figura 3.17 mai jos.

Usor poate fi observat ca graful din figura 3.14 poseda doar doua orientari tranzitive. Astfel,
este limpede ca orientarea arcului [xs,x,] determina orientarea intregului graf. Totusi, daca un
graf G contine mai mult decat doua orientari tranzitive rezulta ca orientarea unor arce influenteaza

doar subgraful B-stabil din care face parte.

X5 X6

xl x2 X3 X4

Fig. 3.17. Orientarea tranzitiva a grafului G.
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In paragraful ce urmeaza, ne propunem sa elaboram un algoritm de construire a unei orientari

Din cele mentionate mai sus, putem formula problema data in modul urmator:

Fie dat graful tranzitiv orientabil G, si muchia [x,y] € U;. Sa se construiascd o orientare

tranzitivd G = (X4; Ug) stiind ca muchia [x, y] din U trebuie sa formeze arcul [x, y] din U.

Pentru solutionarea problemei mentionate, vom folosi notiunile de factor intern si factor
extern din paragraful 3.1. Luand in considerare acest fapt, putem observa ca sunt posibile trei

cazuri.

1. Arcul initial [x, y] apartine unui factor intern;
2. Arcul initial [x, y] apartine unui factor extern;

3. Arcul initial nu apartine nici factorului intern si nici factorului extern.
In cele ce urmeaza vom analiza fiecare caz in parte:
1. Fie ca arcul initial [x, y] apartine unui factor intern I.

Conform teoremei 2.7, orientarea factorului intern nu influenteaza orientarea tranzitiva a
intregului graf. Deci, problema construirii unei orientdri tranzitive a grafului G in cazul dat se
reduce la construirea unei orientari tranzitive a factorului intern Ir. Conform observatiei 3.1,
multimea de varfuri a subgrafului B-stabil F, ce formeaza un factor intern, poate fi sau subgraf

stabil minimal sau subgraf stabil complet maximal.

Daca F este un subgraf stabil minimal, atunci pentru construirea orientarii tranzitive avand
arcul [x, y], putem aplica procedura OrientareSSMin din paragraful 2.3, daca alegem in calitate

de arc initial [x, y].

In cazul construirii unei orientari tranzitive pentru un subgraf stabil complet maximal este
posibil ca directia arcului [x, y] s apartind mai multor astfel de orientari. Deoarece nu sunt puse
alte restrictii asupra muchiilor din graful G si respectiv din subgraful B-stabil F, vom modifica
algoritmul de construire a unei orientari tranzitive a grafului complet, descris in paragraful 2.3 prin

reordonarea varfurilor in multimea Xr = {x; , x;,, ..., x;, }, astfel incét in sirul vérfurilor ordonate

varful x sa fie primul, iar y al doilea.

Avand metoda de orientare a factorului intern, orientarea Intregului graf se face aplicand

aceeasi operatie de factorizare ca si pentru construirea unei orientari tranzitive arbitrare.

2. Vom analiza cazul cand arcul initial [x, y] apartine unui factor extern E.
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Conform teoremei 3.1, este cunoscut faptul ca factorul extern in sirul de grafuri factor este
si factor intern pentru un graf factor. Totusi, la fiecare pas al operatiei de factorizare este necesar
de luat in considerare faptul ca muchiile factorilor externi se comaseaza in una singura. Astfel,
orientarea arcului din factorul extern factorizat trebuie sa corespunda orientarii arcului in graful

factor obtinut.

Fig. 3.18. Factor extern al grafului G determinat de multimea de muchii

{[xZ' x4»]' [X3, X4]}.

De exemplu, in figura 3.18 muchia [x,, x,] apartine factorului extern determinat de multimea
Er = {[x3, x4], [x3,x4]}. Astfel, dupa aplicarea operatiei de factorizare, factorul extern Ep va

corespunde muchiei [x,3, x,] din graful factor din figura 3.19.

X1

X4

Fig. 3.19. Graf factor ce contine un factor extern.

Daca muchia obtinutd in graful factor rezultant la fel apartine unui factor extern, atunci se
aplica operatia descrisa mai sus. Daca 1nsd muchia apartine unui factor intern atunci se aplica

operatia descrisa in punctul 1.
3. Arcul nu apartine nici factorului intern si nici factorului extern.

Este evident faptul cd sunt posibile cazurile cand arcul initial dat nu apartine nici unui factor
intern si nici extern. De exemplu, in graful din figura 3.18, arcul [xq, x,] nu apartine factorului
intern determinat de subgraful B-stabil F, unde X = {x,, xs}. Dar acest arc nu apartine nici

factorilor externi determinati de multimea Ep, = {[x3, x4], [x3, Xs]} 51 Eg, = {[x2, x4], [x2, x5]}.
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X4 Xs

Fig. 3.20. Graf tranzitiv orientabil.
Din teorema 3.1 rezulta ca situatia 3 descrisa mai sus se reduce la una din situatiile 1 sau 2.

Din rezultatele descrise anterior putem elabora un algoritm cu ajutorul caruia vom construi

o orientare tranzitiva avand un arc initial dat. Algoritmul dat se imparte in doua etape:

I. Determinarea sirului de grafuri factor;

I1. Construirea orientarii tranzitive.
Algoritm de construire a unei orientari tranzitive avand un arc dat

Date de intrare: Graful G, arcul [x, y]

Date de iesire: Orientarea tranzitiva G

Etapa I: Determinarea sirului de grafuri factor

Pasl.i:==1

Pas 2. Se determina subgraful B-stabil F;

Pas 3. Daca muchia [x,y] € U F;: Se construieste orientarea tranzitiva U_F:
Pas 4. Se construieste G'/F;

Pas 5. Se construieste Ey,

Pas 6. Daca muchia [x, y] € Ep,: Se construieste arcul corespunzitor in G'/F;
Pas 7. Dacd G'/F; = G~ /F;_,: STOP

Pas 8.1 : =i+ 1. Se trece la Pas 2.

Etapa a Il1-a: Construirea orientdrii tranzitive

Pasl.i=k

Pas 2. Daca existd arc in Ug r,: Se construieste orientarea corespunzatoare arcului [x, y]

_—
Pas 3. Se construieste o orientare tranzitiva G'/F,

Pas4.i:=i—1
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Pas 5. Dacai = 0: STOP

Pas 6. Se trece la Pas 2.

Teorema 3.10. Construirea unei orientdari tranzitive a unui graf neorientat G poate fi
efectuata in timpul O (nA), unde n este numarul de varfuri al grafului G, iar A este gradul maximal

al grafului.

Demonstratie: La pasul 2 din etapa I se determina subgraful B-stabil F;. Aceasta operatie
poate fi executata utilizdind procedura SBS descrisd in sectiunea 2.2 si necesitd timpul O(A).
Construirea orientarii tranzitive a subgrafului B-stabil F; necesita resursele O (A). Celelalte operatii
se realizeaza in timp constant, fapt ce nu influenteaza valoarea teoreticad. Deoarece algoritmul
ruleazd de n ori rezultd ca prima etapd necesitda timpul de O(nA). A doua etapa reprezinta
parcurgerea inversa a sirului grafului factor si orientarea consecutiva a fiecarui factor. Astfel,
timpul de lucru este la fel de O (nA). Deci timpul de lucru total al algoritmului de construire a unei

orientdri tranzitive avand un arc dat este de O(nA).m

In exemplul ce urmeaza vom reprezenta lucrul schematic al algoritmului descris mai sus. Fie
graful ¢ = (X; U), unde multimea X; = {x4, X3, X3, X4, X5, X} €Ste datd in figura 3.19 si arcul

initial este [x,, x3].

X4, xS

Fig. 3.21. Graf tranzitiv orientabil impreund cu arcul dat.

Observiam ca arcul [x,, x3] apartine factorului extern Erp = {[x4, X3], [xs, x3]}. In asemenea

caz factorizam graful G si construim arcul corespunzator [x4s, x3] din G /F; dat in figura 3.18.
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X45

Fig. 3.22. Graf factor G!/F;.

In noul graf factor obtinut, arcul [x,s,x3] la fel apartine unui factor extern Ep, =

{[x1, x3], [x45, x3]}. Vom aplica iarasi operatia de factorizare si vom construi arcul [x4zq, X3] in

graful factor G2/F, dat in figura 3.23.

X451

xz _X3

Fig. 3.23. Graf factor G2 /F,

Observam ca graful din figura 3.21 este complet. Putem construi o orientare tranzitiva avand

arcul deja dat. In figura 3.23 estre construiti o astfel de orientare.

X451

xz > _X3

Fig.3.24. Orientarea tranzitivd a grafului G? | F,

Vom trece la etapa a Il-a a algoritmului. Revenim la graful factor G2/F; cu orientarea

tranzitiva corespunzatoare.
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X45

Fig. 3.25. Orientarea tranzitivi a grafului G1 /F;.

In figura 2.26 este construitd orientarea tranzitiva a grafului G ce este determinati de

orientarea arcului [xg4, x3].

Xy X3

x4 x5

Fig. 3.26. Orientarea tranzitiva a grafului G.

Din cele expuse mai sus putem face concluzia ca, elaborarea unei orientari tranzitive
specifice unui arc dat necesita aceleasi resurse ca si construirea unei orientdri tranzitive arbitrare.
Acelasi rezultat poate fi obtinut prin utilizarea algoritmului descris in [40] cu ajutorul claselor de
implicatii. Totusi algoritmul descris 1n acest paragraf oferd posibilitatea de a fi generalizat. Prin

generalizare se are in vedere construirea unei orientdri tranzitive data de o multime de arce.

In paragraful urmator vom analiza cazul cand se cere construirea unei orientari tranzitive

avand o multime de arce.

3.5.  Construirea unei orientari tranzitive avind o multime de arce date

In paragraful precedent am analizat cazul cind in calitate de conditii initiale pentru

construirea unei orientari tranzitive a fost dat un arc. In cele ce urmeaza vom analiza cazul cand

conditiile initiale vor fi date de doud sau mai multe arce. Vom nota prin A; multimea de arce, care
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induc o orientare tranzitiva. In mod formal multimea E poate fi reprezentata in felul urmator

—

E ={[x,y] € U_G)|5 = (X¢; U_G))}, iar G este o orientare tranzitiva. Usor se observa ca E c Ug.

Este evident ca nu orice multime de arce A este submultime a Ug, unde G = (Xg; Ug) este
o orientare tranzitiva. In continuare vom stabili unele conditii impuse multimii A, astfel incat
relatia A; € Ug; sa fie adevarata.

Lema 3.5. Daca arcele {[x,y],[y,z], [z, x]} S E atunci aceasta multime nu genereazd o

orientare tranzitiva.

Fie F un subgraf B-stabil al grafului tranzitiv orientabil G, iar I este un factor intern

determinat de subgraful F, atunci este adevarata urmatoarea observatie.

Lema 3.6. Daca [x,y] si [s, t] sunt doua arce care apartin factorului intern I determinat
de subgraful B-stabil F, atunci orientarea tranzitiva generata de arcul [x,y] coincide cu

orientarea tranzitiva generata de arcul [s, t].
Lema de mai sus poate fi usor demonstrata aplicand teorema 2.5.

Lema 3.7. Daca F este un subgraf B-stabil al grafului tranzitiv orientabil G, iar E este un

factor extern determinat de subgraful F, atunci toate arcele din Ep au aceeasi directie.

Deoarece conform observatiei 3.1 in calitate de factor intern pot fi doar subgrafuri stabile

minimale si subgrafuri stabile complete maximale, rezultd ca pentru a construi o orientare

tranzitiva avand multimea A; vom verifica daca nu sunt incélcate conditiile mentionate in lemele

3.5-3.7.

Din cele mentionate putem formaliza un algoritm de construire a unei orientari tranzitive,

avand o multime de arce date A;.

Ca si algoritmul din paragraful precedent, acest algoritm il vom diviza in doui etape. In

prima etapa vom construi sirul de grafuri factor. Aceasta operatie va fi aplicata si asupra multimii

_— a o - . 0w
Ag, dupa cum este descris in sectiunea 3.3. In a doua etapa va fi construita orientarea tranzitiva

prin parcurgerea in directie inversa a sirului de grafuri factor.

Algoritm de construire a orientarii tranzitive avind o multime de arce date
Date de intrare: Graful tranzitiv orientabil G, multimea de arce A_(,f

Date de iesire: Orientarea tranzitiva G
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Etapa |

Pasl.i:=1

Pas 2. Daca A—G: nu respecta conditia de tranzitivitate: STOP — Nu poate fi construita o

orientare tranzitiva cu conditiile date
Pas 3. Agor, = Ag
Pas 4. Se determina subgraful B-stabil F;
Pas 5. Se determina graful factor G'/F;
Pas 6. Se determind multimea m
Pas 7. Daca G'/F; = G'='/F;_,: STOP — Trec la Etapa a ll-a
Pas8.i:=i+ 1. Trec la Pas 2.
Etapaall-a
Pasl.i:==k
Pas 2. p; = [Ag/r,| J =1

Pas 3. Daca arcul u;; € Agyp, genereaza o alta orientare tranzitiva: STOP — Nu poate fi

construita o orientare tranzitiva cu conditiile date
Pas 4. Se construieste orientarea tranzitiva TM indusa de arcul U,
Pas 5. Daca j = p;: Trecem la Pas 7
Pas 6. j :=j + 1: Trecem la Pas 3

Pas 7. Se orienteaza muchiile care nu sunt dependente de Ag:/p,

Pas 8. Daca i = 0: STOP — Se returneaza G°/F,
Pas9.i:=1i—1:TreclaPas?2

Deoarece algoritmul curent este o modificare a algoritmului prezentat in paragraful 2.4,
timpul necesar pentru construirea orientdrii tranzitive, avand o multime de arce data, este
dependent doar de marimea multimii asociate. Usor poate fi observat ca timpul de lucru al
algoritmul este de O (tnA), unde t este numarul de arce din E, n este numarul de varfuri al grafului

G, iar A este gradul maxim al grafului G.
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X1

X2 X3

Fig. 3.27. Graf tranzitiv orientabil G

In continuare vom analiza un exemplu in baza algoritmului prezentat mai sus. Fie G un graf
tranzitiv orientabil prezentat in figura 3.27. Sa se construiasca o orientare tranzitiva G, astfel incat
multimea de arce A; = {[x3,x;], [x2, xs], [xs, X¢]} s respecte urmdtoarea conditie: A, S Ug.

Dupa cum este mentionat in etapa I a algoritmului se construieste sirul de grafuri factor,
pornind cu graful G pana cand poate fi aplicata operatia de factorizare. De asemenea etapa data
presupune crearea sirului de multimi rzm care corespund fiecdrui graf factor obtinut. in
continuare vom prezenta graful factor obtinut la ultimul pas asupra caruia nu mai poate fi aplicata

operatia de factorizare prezentatd fin figura 3.28, precum si multimea Ags/p, =

{[x234, X1], [X234, X56], X56}-

X234 X56

Fig. 3.28. Graf factor G3/F;.

Avand graful G3/F; si multimea Agsp, putem initia etapa a I1-a a algoritmului. Astfel, prima

e —

iteratie oferd orientarea tranzitiva G3/F;.

109



X1

»
>

X234 Xs56

Fig. 3.29. Orientarea tranzitiva G2/ F;

Urmand operatia inversa operatiei de factorizare si aplicand orientarea arcelor in

_— -
conformitate cu multimea A, obtinem orientarea tranzitiva G.

In acest paragraf am analizat procedura de construire a unei orientari tranzitive pornind de
la unele restrictii impuse arcelor care trebuie sa faca parte din aceasta orientare. In urma analizei
eficacitatii algoritmului, am véazut ca acesta reduce din timpul de prelucrare, insa In multe situatii
concrete este necesar de a construi o orientare tranzitivai anume avand conditii stricte impuse

arcelor din orientarea tranzitiva dorita.

Fig. 3.30. Orientarea tranzitiva G.

3.6.  Concluzii la capitolul 3

In capitolul 3 au fost obtinute rezultate ce tin de extinderea problemei examinate in capitolul
anterior prin studierea grafurilor mixte cu construirea ulterioara a orientarii tranzitive a acestora,
precum si examinarea conditiilor de reorientare partiald a unui graf tranzitiv orientat, astfel incét
graful nou obtinut s posede aceeasi proprietate. Rezultatele ce tin de studierea grafurilor mixte
sunt importante prin faptul cd anume astfel de structuri matematice se folosesc in calitate de model
la solutionarea unor probleme practice. Rezultatele obtinute se incadreaza in schema generald a
cercetarilor efectuate n capitolul doi si se finalizeaza cu descrierea unor metode eficiente pentru

construirea orientdrilor tranzitive In grafurile mixte.
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In acelasi timp, au fost obtinute rezultate cu privire la problema reorientrii arcelor unui graf

tranzitiv orientat. Aceste rezultate pot conduce la elaborarea unei alte metode de generare a tuturor

orientarilor tranzitive a unui graf neorientat, chestiune ce poate fi studiata separat in afara acestei

lucrdri. Si 1n acest caz rezultatele teoretice obtinute au stat la baza elaborarii unor metode de

reorientare a arcelor grafului tranzitiv orientat. Printre rezultatele importante ale capitolului trei

putem mentiona:

a fost descrisd dependenta dintre factorul intern si factorul extern determinate de un

subgraf B-stabil al grafului neorientat;

- a fost descrisa metoda de reorientare tranzitiva a grafului orientat;

- au fost determinate conditiile in care schimbarea orientarii unui singur arc pastreaza

proprietatea grafului de a fi graf tranzitiv orientat;

- a fost elaborat algoritmul pentru determinarea multimii satelit a unui arc dat cu

examinarea complexitatii acestuia;

- a fost elaborat algoritmul de construire a multimii satelit a unei multimi apriori date.

Tinand cont de rezultatele obtinute 1n capitolul 3 deducem urmatoarele concluzii:

1.

rezultatele teoretice obtinute cu privire la proprietatile factorului intern si a factorului
extern determinat de un subgraf B-stabil, au servit drept imbold pentru solutionarea
problemei determindrii multimii minimale de arce intr-o orientare tranzitivd a
grafului, schimbarea orientarii cdrora conduce la obtinerea unui graf nou cu aceeasi
proprietate. Rezultatele teoretice obtinute au permis elaborarea unui algoritm de o
complexitate polinomial;

rezultatele cunoscute cu privire la orientarea tranzitiva a grafurilor au fost extinse
asupra grafurilor mixte, chestiune importanta prin faptul ca astfel de grafuri au
multiple aplicatii la rezolvarea problemelor practice, cum ar fi gestionarea fisierelor
de Inregistrare pentru procesoarele stream;

rezultatele teoretice cu privire la solutionarea problemei de construire a orientarii
tranzitive a grafului au permis elaborarea unor algoritmi eficienti pentru reorientarea
arcelor grafului: algoritmul reorientarii tranzitive a grafului impusa de schimbarea
orientarii unei submultimi de arce, algoritmul de determinare a multimii minimale

de arce reorientarea carora pastreaza proprietatea de a fi tranzitiv orientat.
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CONCLUZII GENERALE SI RECOMANDARI

Studiul realizat in prezenta lucrare conduce la urmatoarele concluzii si recomandari.

Concluzii generale asupra rezultatelor obtinute: Problema examinata in teza de doctor
,Grafuri tranzitiv orientabile” face parte de directia de cercetare din matematica ce tine de
elaborarea modelelor si metodelor corespunzitoare pentru solutionarea problemelor teoretico-
aplicative din diverse domenii. Rezultatele teoretice obtinute in legatura cu studierea orientarilor
tranzitive ale grafurilor neorientate, precum si aplicatiile acestora la studierea unor probleme de

ordin aplicativ, conduc la urmatoarele concluzii:

1. au fost formulate problemele de caracterizare structurald a grafurilor tranzitiv orientabile,
Cce au permis obtinerea solutiei de construire a tuturor orientarilor tranzitive intr-un graf.
Acest rezultat este important din punct de vedere teoretic prin faptul ca permite o
vizualizare integrald a orientarilor tranzitive a unui graf;

2. caracterizarea grafurilor tranzitiv orientabile a devenit posibild datorita unor proprietati
noi demonstrate ale lanturilor netriangulate si ale subgrafurilor stabile. in mod special,
cunoasterea proprietatilor subgrafurilor B-stabile si a sirului complet de grafuri factor a
permis caracterizarea completd a tuturor orientarilor tranzitive, precum si obtinerea unei
formule recurente de calculare a numarului de orientdri tranzitive;

3. elaborarea metodelor si algoritmilor eficienti ce vizeaza problema orientarii tranzitive a
grafurilor neorientate a devenit posibila datorita rezultatelor teoretice ce tin de studierea
proprietatilor lanturilor netriangulate si a subgrafurilor stabile;

4. cunoasterea mecanismului de obtinere a tuturor orientdrilor tranzitive ale unui graf
neorientat a permis solutionarea unor cazuri speciale de orientare sau reorientare
tranzitiva a grafului determinatd de o multime de arce apriori datd;

5. rezultatele teoretice obtinute si metodele generate de acestea cu privire la orientarea
tranzitiva a grafurilor pot servi drept bazd pentru solutionarea unor probleme importante
cu caracter teoretico-aplicativ, cum ar fi decompozitia retelelor Petri, analiza codului
sursa a programelor;

6. rezultatele obtinute pot servi drept punct de reper pentru studierea problemei orientarii

tranzitive mixte, ceea ce constituie extinderea cercetarii in domeniul vizat in lucrare.

Teza contine si 0 componentd practica, algoritmii propusi au fost realizati sub forma de
biblioteca, scrisa in limbajul javascript care a fost implementata intr-un modul, realizat in limbajul

PHP al platformei Drupal.
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Rezultatele prezentate in lucrare pot servi ca suport pentru continuarea cercetarilor din
domeniul teoriei grafurilor, cum ar fi colorarea grafurilor, problema determinarii multimii stabile
interior, precum si solutionarea cazurilor din diverse probleme ale lumii reale, cum ar fi:
gestionarea memoriei cache in procesoarele de tip stream, decompozitia retelelor Petri, analiza

codului sursa a programelor, etc.

Avantajele si valoarea elaborarilor propuse: Rezultatele prezentate constau in largirea
ariei de cercetare si aplicare a grafurilor perfecte, in special a grafurilor tranzitiv orientabile prin
definirea a noi clase de subgrafuri stabile, precum si prin formalizarea metodelor de construire a
au o valoare stiintifica importanta datoritd gradelor lor de noutate si originalitate. Rezultatele
obtinute pot fi utilizate in diverse domenii si pot avea aplicatii practice in sortarea multimilor
partial ordonate, gestionarea memoriei cache in procesoarele de tip stream, decompozitia retelelor

Petri.

Recomandari: In calitate de recomandari am putea mentiona necesitatea dezvoltarii

urmadtoarelor directii de cercetare:

e in contextul rezultatelor obtinute meritd interes studierea cazului grafurilor infinite;

e rezultatele prezentate in lucrare pot servi ca suport pentru continuarea cercetarilor cu
privire la orientarea tranzitiva mixtd a grafurilor, chestiune ce nu se regaseste la
solutionarea unor probleme practice;

e rezultatele obtinute pot fi aplicate pentru solutionarea problemelor actuale ce pot fi
modelate cu ajutorul grafurilor tranzitiv orientabile.

e rezultatele tezei pot servi drept suport pentru un curs optional la masterat.
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ANEXE

Anexa 1. Implementarea algoritmilor elaborati in limbajul Javascript

/**
* Declare global variables for recursive usage.

*/

var processed = [],
emptyGraph,
potential = [],
stableGraph,
factorVertices = [];

function convertToAdjList (links) {
var list = [];
links.forEach (function (link) {
var s = link.source.index;
var t = link.target.index;
if (!list[s]) {
list([s] = [1:
}
list[s].push(t);

if (!list([t]) {
list[t] = [1;
}
list[t].push(s);
) ;
return list;

}

/7('*
* Get B-Stable Subgraph
*/

function SBS (graph) {
if (!isKn(graph)) {

potential = sortDesc(graph);
potential.forEach (function (node) {
emptyGraph = [];
Potential (node, node);
if (stableGraph.length != potential.length) {

potential = SBS(stableGraph);
}
if (!list[s]) {
list[s] = [1;
}
list[s].push(t);

if (!list[t]) {
list[t] = [];
}
list[t] .push(s);
1)
return list;
1) ;
}
return stableGraph;

}

/**
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* Get potential B-stable subgraph.
*/
function Potential (x, y, graph) {
var notGamma = notGamma (x, graph);
notGamma. forEach (function (z) {
if (Gamma (x, graph) .length == Gamma (z, graph).length) {
emptyGraph.push(z) ;
}
1)
if (emptyGraph.length == 0) {
emptyGraph.push (y) ;
}
var gamma = Gamma (y, graph);
gamma . forEach (function (z) {
if (processed.indexOf (z) =
graph) .length) {
processed.push(z) ;
stableGraph.push(z);
Potential (x, z, stableGraph);

= -1 && Gamma (z, graph).length <= Gamma (%,

1) ;
}

/**
* Check if graph is complete
* @param graph as adjacency list.
*

* @returns boolean

*/
function isKn (graph) {
var isKn = true;
graph.forEach (function (adjacency) {
if (adjacency.length != graph.length -1) {

isKn = false;
}
)

return isKn;

}

/**
* Check if graph is empty
* @param graph as adjacency list.

* @returns boolean
*/
function isEmpty (graph) {
graph.forEach (function (adjacency) {
if (adjacency.length != graph.length -1) {
isKn = false;
}
})
return isKn;
}
var isEmpty = true;
graph.forEach (function (adjacenty) {
if (adjacenty.length == 0) {
isEmpty = false;
}
)
return isEmpty;
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/**

* Sort graph based on adjacency of vertexes in descending order.

* @param graph
* @returns sorted graph
*/
function sortDesc (graph) {
var swapped;
do {
swapped = false;
for (var i = 0; i < graph.length - 1; i++) {
if (graph[i].length < graph[i + 1].length) {

var temp graph(il;
graph[i] = graph[i + 11;
graph[i + 1] = temp;

swapped = true;
}
}
} while (swapped):;
return graph;

}
/**

* Get adjacency list of a vertex.
* @param x
* @param graph
* @returns array of adjacent vertices.
*/
function Gamma (x, graph) {
var gamma = [];
if (graph([x]) {
gamma = graph[x];
}
return gamma;
}

*

/

Get vertices that are not adjacent to x.

@param x
@param graph
@returns array of not adjacent vertices.

% % % % %

*/
function notGamma (x, graph) {

var notGamma = [];

graph.forEach (function (node) {
if (graph([x].indexOf (node) == -1) {

notGamma.push (node) ;

}

1)

return notGamma;

}
function factorize(F, G) {
factorVertices.push({id: G.length + 1, label: F.join()});

var factorVertex;

F.forEach (function (vertex) {

G.splice (G.indexOf (vertex), 1);
G.forEach (function (node) {
node.splice (node.indexOf (vertex), 1);
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factorVertex = node;
1) ;
node.push (G.length + 1);
1)
factorVertex.push(G.length + 1);
G.push (factorVertex) ;

return G;

—

%

Get type of the B-stable subgraph
@param F B-stable subgraph

@returns graph type as numbers
0 - Empty subgraph
1 - Complete subgraph
2 - Minimal stable subgraph

S T

*/
function TypeOfSubGraph (F) {
if (isEmpty (F)) {
return 0;
}
else if (isKn(F)) {
return 1;
}
else {
return 2;
}
}

function KnTRO (F) {

}

(function (%) {
Drupal.behaviors.d3 graph = {
attach: function () {
// set up SVG for D3

var width = 960,
height = 500,
colors = d3.scale.categorylO();

var svg = d3.select ('.graph-canvas')
.attr ('width', width)
.attr ('height', height);

var gid = Drupal.settings.graph.gid;
//var vertexes = Drupal.settings.graph.nodes;

//var edges = Drupal.settings.graph.links;,

// set up initial nodes and links

// - nodes are known by 'id', not by index in array.

// - reflexive edges are indicated on the node (as a bold black
circle).

// = links are always source < target,; edge directions are set by

"left' and 'right'.
var nodes = [

{id: 1, reflexive: false},

{id: 2, reflexive: false},
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{id: 3, reflexive: false},
{id: 4, reflexive: false},
{id: 5, reflexive: false}
1,
lastNodeId = 5,
links = [
{source: nodes[0], target: nodes[l], left: false,
{source: nodes[0], target: nodes[2], left: false,
{source: nodes[0], target: nodes[3], left: false,
{source: nodes[0], target: nodes[4], left: false,
{source: nodes[4], target: nodes[l], left: false,
{source: nodes[4], target: nodes[2], left: false,
{source: nodes[4], target: nodes[3], left: false,
{source: nodes[1l], target: nodes[2], left: false,
17
// 1init D3 force layout
var force = d3.layout.force ()
.nodes (nodes)
.links (1inks)
.size ([width, height])
.linkDistance (150)
.friction (0)
.gravity (0)
.charge (-100)
.on('"tick', tick);
// define arrow markers for graph links
svg.append ('svg:defs') .append('svg:marker')
.attr('id', 'end-arrow')
.attr('viewBox', 'O -5 10 10'")
.attr ('refX', 0)
.attr ('markerWidth', 3)
.attr ('markerHeight', 3)
.attr('orient', 'auto')
.append('svg:path')
.attr('d', 'MO,-5L10,0L0,5")
.attr('£i11', '#000'");
svg.append ('svg:defs') .append('svg:marker')
.attr('id', 'start-arrow')
.attr('viewBox', 'O -5 10 10'")
.attr ('refX', 4)
.attr ('markerWidth', 3)
.attr ('markerHeight', 3)
.attr('orient', 'auto')
.append('svg:path')
.attr('d', 'M10,-5L0,0L10,5")
.attr('£ill', '#000'");

// line displayed when dragging new nodes

var drag line = svg.append('svg:path')
.attr('elass', 'link dragline hidden')
.attr('d', 'MO,0LO,0'");

// handles to link and node element groups
var path = svg.append('svg:g') .selectAll('path'),
circle = svg.append('svg:g') .selectAll('g');

// mouse event vars
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var selected node = null,
selected link null,
mousedown link = null,
mousedown node = null,
mouseup node = null;

function resetMouseVars() {
mousedown node = null;
mouseup node = null;
mousedown link = null;

}

// update force layout (called automatically each iteration)
function tick() {
// draw directed edges with proper padding from node centers
path.attr('d', function(d) ({
var deltaX = d.target.x - d.source.x,
deltaY = d.target.y - d.source.y,
dist = Math.sgrt (deltaX * deltaX + deltaY * deltayY),
normX = deltaX / dist,
normY = deltaY / dist,
sourcePadding = d.left 2 17 : 12,
targetPadding = d.right ? 17 : 12,

sourceX = d.source.x + (sourcePadding * normX),
sourceY = d.source.y + (sourcePadding * normY),
targetX = d.target.x - (targetPadding * normX),
targetY = d.target.y - (targetPadding * normY);
return 'M' + sourceX + ',' 4+ sourceY + 'L' + targetX + ',' +

targetY;
1)

circle.attr ('transform', function(d) {
return 'translate(' + d.x + ',' + d.y + ")';
1)
}

// update graph (called when needed)
function restart() {

// path (link) group

path = path.data(links);

// update existing links
path.classed('selected', function(d) { return d === selected link; })
.style ('marker-start', function(d) { return d.left ? 'url (#start-

arrow)' : ''; })
.style ('marker-end', function(d) { return d.right ? 'url (#end-
arrow)' : ''; });
// add new links
path.enter () .append('svg:path')
.attr('eclass', 'link')
.classed('selected', function(d) { return d === selected link; })
.style ('marker-start', function(d) { return d.left ? 'url (#start-
arrow)' : '"'; 1)
.style ('marker-end', function(d) { return d.right ? 'url (#end-
arrow)' : '"'; 1)

.on ('mousedown', function(d) {
if (d3.event.ctrlKey) return;

// select 1link
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mousedown_ link = d;

if (mousedown link === selected link) selected link = null;
else selected link = mousedown link;

selected node = null;

restart () ;

1)

// remove old links
path.exit () .remove () ;

// circle (node) group

// NB: the function arg is crucial here! nodes are known by id, not
by index!

circle = circle.data(nodes, function(d) { return d.id; }):;

// update existing nodes (reflexive & selected visual states)
circle.selectAll ('circle')

.style('fill', function(d) { return (d === selected node) ?
d3.rgb(colors(d.id)) .brighter () .toString() : colors(d.id); })
.classed('reflexive', function(d) { return d.reflexive; });

// add new nodes
var g = circle.enter () .append('svg:g');

g.append ('svg:circle')

.attr('class', 'node')

.attr('e', 12)

.style('fill', function(d) { return (d === selected node) ?
d3.rgb(colors(d.id)) .brighter () .toString() : colors(d.id); })

.style('stroke', function(d) { return
d3.rgb(colors(d.id)) .darker () .toString(); })

.classed('reflexive', function(d) { return d.reflexive; })

.on ('mouseover', function(d) {
if (!mousedown node || d === mousedown node) return;
// enlarge target node
d3.select (this) .attr ('transform', 'scale(l.1l)');

})

.on ('mouseout', function(d) {
if (!mousedown node || d === mousedown node) return;
// unenlarge target node
d3.select (this) .attr ('transform', '');

1)

.on ('mousedown', function(d) {
if (d3.event.ctrlKey) return;

// select node

mousedown node = d;

if(mousedowninode === selected node) selected node = null;
else selected node = mousedown node;

selected link = null;

// reposition drag line

drag line
.style ('marker-end', 'url (#end-arrow)"')
.classed('hidden', false)

.attr('d', 'M' + mousedown node.x + ',' + mousedown node.y +
'L' + mousedown node.x + ',' + mousedown node.y);

restart () ;

})
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.on('mouseup’', function(d) {
if (!mousedown node) return;

// needed by FF

drag line
.classed('hidden', true)
.style('marker-end', '');

// check for drag-to-self
mouseup node = d;
if (mouseup node === mousedown node) { resetMouseVars(); return; }

// unenlarge target node
d3.select (this) .attr ('transform', '');

// add link to graph (update if exists)

// NB: links are strictly source < target; arrows separately
specified by booleans

var source, target, direction;

if (mousedown node.id < mouseup node.id) {

source = mousedown node;
target = mouseup node;
direction = 'right';
} else {
source = mouseup node;
target = mousedown node;
direction = 'left';
}
var link;
link = links.filter (function (1) {
return (l.source === source && l.target === target);
}) (0]
if(link) {
link[direction] = true;
} else {
link = {source: source, target: target, left: false, right:
false};
link[direction] = true;

links.push(link);
}

// select new link
selected link = link;
selected node = null;

restart () ;

1)

// show node IDs
g.append('svg:text')
attr('x', 0)
.attr('y', 4)
.attr('eclass', 'id')
.text (function(d) { return d.id; });

// remove old nodes
circle.exit () .remove () ;

// set the graph in motion
force.start () ;
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}

function mousedown () {
// prevent I-bar on drag
//d3.event.preventDefault () ;

// because :ractive only works in WebKit?
svg.classed('active', true);

if (d3.event.ctrlKey || mousedown node || mousedown link) return;

// insert new node at point
var point = d3.mouse (this),

node = {id: ++lastNodeld, reflexive: false};
node.x = point[0];
node.y = point[1l];

nodes.push (node) ;

restart();

}

function mousemove () {
if (!mousedown node) return;

// update drag line

drag line.attr('d', 'M' + mousedown node.x + ',' + mousedown node.y +
d3.mouse (this) [0] + ',' + d3.mouse (this) [1]);

restart();
}
function mouseup () {

if (mousedown node) {
// hide drag line
drag line
.classed('hidden', true)
.style('marker-end', '');

}

// because :active only works in WebKit?
svg.classed('active', false);

// clear mouse event vars
resetMouseVars () ;

}

function splicelLinksForNode (node) {

var toSplice = links.filter (function(1l) {

return (l.source === node || l.target === node);

1)

toSplice.map (function (1) {
links.splice(links.indexOf (1), 1);
1)
}

// only respond once per keydown
var lastKeyDown = -1;

function keydown() {
d3.event.preventDefault () ;
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if (lastKeyDown !== -1) return;
lastKeybDown = d3.event.keyCode;

// ctrl

if (d3.event.keyCode === 17) ({
circle.call (force.drag);
svg.classed('ctrl', true);

}

if (!selected node && !selected link) return;
switch (d3.event.keyCode) ({
case 8: // backspace
case 46: // delete
if (selected node) {
nodes.splice (nodes.indexOf (selected node), 1);
spliceLinksForNode (selected node);
} else if(selected link) {
links.splice(links.indexOf (selected link), 1);
}
selected link = null;
selected node null;
restart();
break;
case 66: // B
if (selected link) {
// set link direction to both left and right
selected link.left = true;
selected link.right = true;
}
restart();
break;
case 76: // L
if (selected link) {
// set link direction to left only
selected link.left = true;
selected link.right = false;
}
restart();
break;
case 82: // R
if (selected node) |
// toggle node reflexivity
selected node.reflexive = !selected node.reflexive;
} else if(selected link) {
// set 1link direction to right only
selected link.left = false;
selected link.right = true;
}
restart () ;
break;

}

function keyup() {

lastKeyDown = -1;

// ctrl

if (d3.event.keyCode === 17) {
circle

.on ('mousedown.drag', null)
.on ('touchstart.drag', null);
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svg.classed('ctrl', false);

}

// app starts here
svg.on ('mousedown', mousedown)
.on ('mousemove', mousemove)
.on ('mouseup', mouseup);
d3.select (window)
.on ('keydown', keydown)
.on('keyup', keyup);
restart();

//Actions on save button submit event
jQuery ('#edit-save') .on('click', function() {
var graph title = jQuery ('#edit-title').val();
//Pass graph to the § POST variable for MySql insert
jQuery.ajax ({
type: 'POST',
url: 'graph-ajax-operations',
data: {'nodes': nodes, 'links': links, 'gid': gid, 'graph':
graph title, 'operation': 'save'},
success: function (data) {
console. log (data) ;
alert (Drupal.t ('Save operation executed.'));
b
error: function (XMLHttpRequest, textStatus, errorThrown) {
console.log(errorThrown) ;
}
1)
return false;

1) ;

// Perform tro calculations on form calculate button click.

S ('#edit-calculate').on('elick', function() {
var list = convertToAdjList(links);
var BSS = SBS(list);
return false;

1)

}
bi
}) (jQuery) ;
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Anexa 2. Codul sursa pentru reprezentarea grafica a algoritmilor propusi

/**
* @file graph.module

* Implements functions for the connection of the server with the js
library

*/

/**
* Implements hook menu ()
* @return array menu items

*/
function graph menu() {

Sitems|['graph'] = array (
'title' => 'Transitively orientable graph',
'page callback' => 'drupal get form',
'page arguments' => array('graph form'),
'access arguments' => array('access content'),
'type' => MENU CALLBACK,

)7

Sitems['graph/%'] = array(

'title' => 'Transitively orientable graph'’,
'page callback' => 'drupal get form',
'page arguments' => array('graph form', 1),
'access arguments' => array('access content'),
'type' => MENU CALLBACK,
) ;
//Basic ajax callback
Sitems|['graph-ajax-operations'] = array (
'title' => 'AJAX processing of graph operations’',
'page callback' => 'graph ajax operations',
'access callback' => TRUE,
'type' => MENU CALLBACK,
) ;
$items|['graphs'] = array(
'title' => 'Graphs',
'page callback' => 'graph gallery',
'access arguments' => array('access content'),
'type' => MENU CALLBACK,
)
return $items;

}

/**
* Implements hook library()
* @return array libraries

*/
function graph library() {
$libraries['d3'] = array(

'title' => 'D3',
'website' => 'http://d3js.org/’,
'version' => '3.5.3',
'Js' => array (
drupal get path('module', 'graph') . '/js/d3.min.js' => array(),
)
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) ;

return S$libraries;

}

/**
* Implements hook theme
*
* Theme of the form using the graph-canvas template
*
* @return array rendered array of the theme function
*/

function graph theme () {

return array (
'graph form' => array (
'arguments' => array('form' => NULL),
'template' => 'graph-canvas',
'render element' => 'form',

) &

/**
* Form construction
*
* @param array Sform form variables
* @param array &sform state state of the form variables
* @return array custom form elements
*/
function graph form(Sform, &S$Sform state, $gid = NULL) {
Svertexes = array/();

$links = array/();
if (Sgid != NULL) {
while (Srow = Sresult->fetchAssoc())

Srow['left'] = (Srow['to_left'] ==
unset (Srow['to_left']);
$row['right'] = (Srow['to_right'] == 1) ? TRUE : FALSE;
unset (Srow['to_right']);
Srow['source'] = Svertexes[Srow['source']l];
Srow|['target'] Svertexes[$Srow|['target']];
Slinks[] = Srow;

{
1) ? TRUE : FALSE;

}

//Select graph by its ID

$result graph = db_select('graph', 'g')
->fields('g', array('title'))
->condition('gid', $gid, '='")
->execute ()
->fetchAssoc () ;

//Select all vertexes by graph ID
$query = db select ('vertex', 'v');
Squery->addField('v', 'wvid', 'id'");
Squery->fields ('v', array('reflexive', 'label', 'weight',
|y|, lpx|, lpy'))
->condition('gid', $gid, '=');
Sresult = Squery->execute();
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while (Srow

= Sresult->fetchAssoc()) {
Svertexes[] =

array (
'id' => (int)Srow['id'],
'reflexive' => (Srow['reflexive'] == 1) ? TRUE

'index' => (int)Srow['label'],
'weight' => (int)S$row['weight'],
'x' => (float)Srow['x'],

=> (float)Srow(['y'],

> (float)Srow['px'],

> (float)Srow['py'l,

lyl
lpxl
|pyl
) ;
}

//Select all links/edges by the graph ID
$query = db select('links', 'l');

FALSE,

Squery->fields ('l', array('source', 'target', 'to_right',

FALSE;

'to_left'));

Squery->condition('gid', $gid, '=');

Sresult = Squery->execute();

while (Srow = Sresult->fetchAssoc()) {
Srow['left'] = (Srow['to_left'] == 1) ? TRUE : FALSE;
unset (Srow['to left']);
$row['right'] = (Srow['to_right'] == 1) ? TRUE
unset (Srow['to right']);
Srow['source'] = Svertexes[Srow['source']l];
Srow['target'] = Svertexes|[$row['target']];
Slinks[] = Srow;

}

}

$result graph = db_select('graph', 'g')
->fields('g', array('title'))
->condition('gid', $gid, '='")
->execute ()

->fetchAssoc () ;

Sform['title'] = array(

) ;

"#type' => 'textfield',

'#title' => t ('Graph name'),

'#required' => TRUE,

"#size' => 12,

'#value' => ($gid != NULL) ? Sresult graph['title']

Sform['save'] = array (

) ;

"#type' => 'submit',
'#value' => t('Save'),

t('Graph'),

//attach d3 libraries and custom functionality to the page
Sform['#attached'] ['library'][] = array('graph', 'd3')

Sgraph = array (

) ;

'gid' => $gid,
'nodes' => Svertexes,
'links' => $links,

//Attach graph operations and pass variable from php to js
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Sform['#attached']['Js'] = array(
drupal get path('module', 'graph') . '/js/d3.graph op.js' =>
array (),

array (
// Pass PHP variables to Drupal.settings.
'data' => array('graph' => S$graph),
'type' => 'setting',

)
) ;

Svertexes[] = array (
'gid' => $gid,
'vid' => Snode['id'],
'reflexive' => ($Snode['reflexive'] === 'true') ? 1 : 0,
'label' => S$node['index'],
'weight' => Snode|['weight'],
'x' => Snode['x'],
'y' => Snode['y'],
'px' => S$node['px'],
'py' => Snode['py'l],

) ;

Sform['#attached']['css'] = array(

drupal get path('module', 'graph') . '/css/graph.css',
) 7
return S$form;

}

/**
* Graph AJAX operations.
*/
function graph ajax operations(&Sform, &Sform state) {
if ($_POST) ({
$nodes = $ POST['nodes'];
$links $ POST['links'];
$graph = $ POST['graph'];
$gid = $_POST['gid'];

if (Sgid == NULL) ({
//Save graph title and image
db insert('graph')->fields (array (
'title' => S$graph,
// "image' => (Svalues['image']) ? Simage . Svalues/['image']
Simage . 'graph.png'
) ) —>execute () ;

//Extract graph id for vertexes saving
$result = db_select('graph', 'g')
->fields('g', array('gid'))
->orderBy('gid', 'DESC')
->range (0, 1)
->execute ()
->fetchAssoc () ;
$Sgid = Sresult['gid'];
}
else {
//There could be added new links and nodes in a graph, so it 1is
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neccessary to
//delete all of them in order to save them again after graph

altering
Sdeleted_vertexes = db delete('vertex')
->condition('gid', $gid)
->execute () ;
Sdelteed_links = db delete('links"')
->condition('gid', $gid)
->execute () ;

}

//Insert vertexes into the 'vertex' table
Svertexes = array/();
foreach (Snodes as S$node) {
Svertexes[] = array (
'gid' => $gid,
'vid' => S$node['id'],
'reflexive' => (Snode['reflexive'] === 'true') 2 1 : O,
'label' => Snode['index'],
'weight' => $node['weight'],
'x' => Snode['x'],
'y' => Snodel'y'],
'px' => Snode['px'],
'py' => Snode['py'l,
)i
}

Squery = db insert ('vertex')->fields(array('gid', 'vid',
'reflexive', 'label', 'weight', 'x', 'y', 'px', 'py')):;
foreach ($Svertexes as Srecord) {
Squery->values (Srecord) ;

}

Squery->execute () ;

//Insert links into the 'links' table
Sedges = array /() ;
foreach ($links as $link) {
Sedges|[] = array (
'gid' => $gid,

'source' => S$link['source']['id'],

'target' => $Slink['target']['id'],

'to_left' => ($link['left'] === 'true') 2 1 : O,
'to_right' => ($1ink['right'] === 'true') 2 1 : O,

) &
}

$query = db insert('links')->fields(array('gid', 'source',
'target', 'to_left', 'to_right'));
foreach (Sedges as S$edge) {
Squery->values (Sedge) ;
}

Squery->execute () ;

print json encode (array('nodes' => Snodes, 'links' => S$links,
'graph' => S$graph));
}

exit();
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function graph gallery () {
//Select all graphs from database
$result = db select('graph', 'g')

->fields('g")
->execute () ;
Soutput = '';
while (Srow = S$result->fetchAssoc()) {
Soutput .= '<div class='"graph-data'"><div class='"graph-
$IOW['gid'] URLBS

image"></div>"'
. '<a href="graph/'

'</a></div>"';
}
return Soutput;

}
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