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REPERELE CONCEPTUALE ALE CERCET ĂRII 

 

Actualitatea temei. 

Teoria inelelor şi a grupurilor topologice a început să se dezvolte activ în anii 40 ai 

secolului trecut. Cercetări în domeniul inelelor şi grupurilor topologice au fost efectuate de L.C. 

Pontryagin, L.A. Skornyakov, V.A. Andrunachevici, V.I. Arnautov, M.I. Vodincear, A.V. 

Mihalev, S.T. GlavaŃkii, M.I. Ursul, şi mulŃi alŃii. În acest domeniu al algebrei topologice a fost 

obŃinut un şir de rezultate fundamentale, care sunt reflectate în lucrările [5], [6], [8], [9], [12], 

[15], [16], [21]. 

O clasă importantă a inelelor topologice o constitue inelele a căror topologie este dată de o 

pseudonormă. În lucrările [5], [21] sunt considerate: criterii de pseudonormare a inelelor, 

corpurilor, modulelor şi spaŃiilor vectoriale topologice; definirea pseudonormei pe un factorinel. 

În lucrările [6], [21] sunt considerate probleme ce Ńin: de completarea inelelor topologice şi, în 

particular, a inelelor pseudonormate; de produse directe de inele topologice. 

Cea mai studiată clasă de inele pseudonormate este clasa inelelor normate şi a inelelor 

Banach. În acest domeniu au efectuat cercetări I.M. Gel’fand, D.A Raikov, G.E. Şilov, M.A. 

Naimark, A.Ya. Helemskii, Ch.E. Rickart, şi alŃii. Rezultatele acestor cercetări sunt reflectate în 

lucrările [11], [14], [17], [23]. 

În anii 50 ai secolului XX a luat naştere teoria generală a radicalilor inelelor discrete, cau în 

anii 50-60 a generat fi elaborarea teoriei radicalilor inelelor topologice. Fondatorul teoriei 

radicalilor inelelor discrete este A.G. Kuroş. În lucrarea [13] A.G. Kuroş a pus baza cercetării 

rodnice ulterioare în teoria radicalilor inelelor discrete şi topologice. Cercetări în domeniul 

teoriei radicalilor inelelor discrete şi topologice au fost efectuatuate de mulŃi matematicieni, în 

particular, de către A.G. Kuroş, V.A. Andrunachevici, Yu.M. Reabuhin, V.I. Arnautov, M.I. 

Vodincear, S.T. GlavaŃkii şi A.V. Mihalev. Rezultatele cercetărilor în teoria radicalilor inelelor 

discrete sunt reflectate în lucrarea  [1], iar a cercetărilor în teoria radicalilor inelelor topologice 

sunt reflectate în lucrările [2], [3], [4], [22]. 

În algebra modernă şi în teoria radicalilor frecvent se aplică următoarea teoremă de 

izomorfism (a doua teoremă de izomorfism). 

Fie R  un inel şi B  un subinel al lui R . Dacă N  este un ideal al inelului R , atunci factor-

inelele (((( ))))B B N∩∩∩∩  şi (((( ))))B N N++++  sunt izomorfe. 

Pentru inelele topologice şi pentru inelele pseudonormate teorema de izomorfism nu 

întotdeauna are loc ([18, teorema 1]). De aceea e necesar de stabilit condiŃii în care teoreme 
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analoage cu teorema de izomorfism să aibă loc şi pentru inelele topologice şi inelele 

pseudonormate. 

Analoagele teoremei de izomorfism pentru grupuri şi inele topologice au fost studiate de 

V.I. Arnautov în lucrările [3], [18], [19], [20]. Au fost obŃinute analoage ale teoremei de 

izomorfism în cazurile când: B  este ideal al inelului topologic; B  este subinel accesibil al inelu-

lui topologic; B  este ideal unilateral al inelului topologic. De asemenea, au fost studiate analo-

agele teoremei de izomorfism pentru grupuri topologice. Aceste teoreme se aplică în studiul 

radicalilor şi pseudoradicalilor inelelor topologice, cum poate fi văzut în lucrările [2], [3], [7], 

[10], [22]. 

Pentru construcŃia teoriei generale a radicalilor inelelor pseudonormate e necesar să avem 

analoage ale teoremei de izomorfism pentru inelele pseudonormate, precum şi teoria izomorfis-

melor şi omomorfismelor inelelor pseudonormate. Analoagele teoremei de izomorfism pentru 

inele pseudonormate anterior nu au fost studiate; teoria generală a radicalilor şi teoria izo-

morfismelor şi omomorfismelor pentru inele pseudonormate anterior nu beneficiaseră de o 

cercetare profundă. 

În urma analizei cercetărilor în domeniul teoriei generale a radicalilor inelelor topologice şi 

a studiului stării lucrurilor în domeniul izomorfismelor şi omomorfismelor, a fost formulată 

problema de cercetare. 

Problemă de cercetare: Determinarea şi studiul claselor de izomorfisme a inelelor 

pseudonormate, pentru care au loc analoage ale celei de a doua teoreme de izomorfism, cea ce 

conduce la studiul construcŃiilor cu inele pseudonormate, care păstrează astfel de izomorfisme. 

SoluŃionarea problemei de cercetare formulate va permite ulterior construirea teoriei gener-

ale a radicalilor pentru inele pseudonormate. 

Scopul şi obiectivele lucrării constau în studiul izomorfismelor speciale de inele 

pseudonormate şi construirea teoriei generale a lor. În particular: 

– determinarea claselor de izomorfisme speciale ale inelelor pseudonormate pentru care 

există analoage ale celei de a doua teoreme de izomorfism; 

– studiul proprietăŃilor izomorfismelor speciale ale inelelor pseudonormate; 

– studiul construcŃiilor cu inele pseudonormate care păstrează izomorfismele speciale. 

Metodologia cercetării ştiin Ńifice. ConstrucŃiile şi metodele de demonstraŃie se bazează pe 

metodele teoriei inelelor şi modulelor; pe aplicarea noŃiunilor de inel pseudonormat, 

omomorfism izometric, izomorfism topologic, divizor topologic al lui zero, completat al inelului 

pseudonormat, limită după o mulŃime filtrantă; pe metodele analizei funcŃionale; pe aplicarea 

inegalităŃilor lui Hölder, Minkowski şi Jensen. 
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Noutatea şi originalitatea ştiin Ńifică: 

– au fost definite conceptele de izomorfism semiizometric (semiizometric la stânga, 

semiizometric la dreapta) pentru inelele pseudonormate; 

– au fost elaborate criterii de izomorfism semiizometric (semiizometric la stânga, 

semiizometric la dreapta); 

– au fost stabilite unele proprietăŃi ale izomorfismului semiizometric (semiizometric la 

stânga, semiizometric la dreapta); 

– au fost demonstrate teoremele despre păstrarea izomorfismului semiizometric 

(semiizometric la stânga, semiizometric la dreapta) pentru unele construcŃii cu inele pseudonor-

mate. 

Problema ştiin Ńifică importantă soluŃionată constă în determinarea claselor de 

izomorfisme ale inelelor pseudonormate pentru care există analoage ale celei de a doua teoreme 

de izomorfism şi studiul proprietăŃilor lor, ceea ce a condus la investigarea construcŃiilor cu inele 

pseudonormate care păstrează aceste izomorfisme. 

SemnificaŃia teoretică şi valoarea aplicativă a lucrării constă în elaborarea metodelor de 

cercetare a izomorfismelor de inele pseudonormate privind semiizometricitatea 

(semiizometricitatea la stânga, semiizometricitatea la dreapta), în determinarea de condiŃii 

suficiente  pentru păstrarea izomorfismului semiizometric (semiizometric la stânga, 

semiizometric la dreapta) la trecerea la unele construcŃii cu inele pseudonormate, ceea ce va 

permite folosirea ulterioară a lor în teoria inelelor pseudonormate şi modulelor peste ele, în teoria 

algebrelor Banach, precum şi la elaborarea teoriei generale a radicalilor pentru inele pseudonor-

mate. 

Rezultatele ştiin Ńifice principale înaintate spre susŃinere: 

– metoda demonstraŃiei criteriului izomorfismului semiizometric unilateral; 

– metoda demonstraŃiei criteriului izomorfismului semiizometric bilateral; 

– metoda cercetării condiŃiei necesare şi suficiente, în care izomorfismul de inele 

pseudonormate este o superpoziŃie de izomorfisme semiizometrice; 

– metoda determinării condiŃiilor, în care izomorfismul semiizometric (semiizometric la 

stânga, semiizometric la dreapta) de inele pseudonormate poare fi prelungit până la un 

izomorfism semiizometric (semiizometric la stânga, semiizometric la dreapta) al completatelor 

inelelor în cauză; 

– metoda cercetării condiŃiilor, în care izomorfismul de inele al sumei directe de inele 

pseudonormate este un izomorfism semiizometric (semiizometric la stânga, semiizometric la 

dreapta); 
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– metoda cercetării condiŃiilor, în care izomorfismul de inele al inelului de matrice peste 

un inel pseudonormat este un izomorfism semiizometric (semiizometric la stânga, semiizometric 

la dreapta). 

Implimentarea rezultatelor ştiin Ńifice: 

– rezultatele şi metodele dezvoltate în teză pot fi aplicate în investigaŃiile ulterioare ale 

izomorfismelor şi omomorfismelor de inele pseudonormate şi de inele Banach; 

– rezultatele din teză pot fi aplicate în construirea teoriei generale a radicalilor pentru 

inelele pseudonormate; 

– rezultatele din teză pot servi drept support pentru teme de masterat şi pot constitui 

conŃinutul unor cursuri speciale pentru studenŃii şi masteranzii de la specialitătile matematice. 

Aprobarea rezultatelor ştiin Ńifice. 

Rezultatele tezei au fost prezentate la următoarele conferinŃe şi seminare ştiinŃifice: 

• Second Conference of the Mathematical Society of the Republic of Moldova, dedicated to 

the 40 anniversary of the foundation of the Institute of Mathematics and Computer Science 

of ASM (Chisinau, 2004); 

• IV Международная научно-практическая конференция “Математическое моделиро-

вание в образовании, науке и производстве” (Тирасполь, 2005); 

• 5th Intermational Algebraic Conference in Ukraine (Odessa, 2005); 

• Intermational Conference on Radicals, ICOR-2006 (Kyiv, 2006); 

• The XIV-th Conference on Applied and Industrial Mathematics (Chisinau, 2006); 

• 6th Intermational Algebraic Conference in Ukraine (Kamyanets-Podilsky, 2007); 

• International Conference Algebraic Systems and their Applications in Differential Egua-

tions and other domains of mathematics deducated to Vladimir A. Andrunachievici (1917-

1997), Constantin S. Sibirschi (1928-1990) (Chisinau, 2007); 

• 7th Intermational Algebraic Conference in Ukraine (Kharkov, 2009); 

• The 20-th Conference on Applied and Industrial Mathematics deducated to academician 

Mitrofan M. Ciobanu (Chisinau, 2012); 

• VIII Международная научно-практическая конференция “Математическое модели-

рование в образовании, науке и производстве” (Тирасполь, 2013). 

PublicaŃiile la tema tezei. 

Rezultatele principale ale tezei au fost publicate în 15 lucrări ştiinŃifice: 5 articole ([24], 

[25], [30], [35], [38]) şi 10 comunicări la conferinŃe ([26], [27], [28], [29], [31], [32], [33], [34], 

[36], [37]). 
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Volumul şi structura tezei. 

Teza este scrisă în limba rusă şi constă din introducere, trei capitole, concluzii generale şi 

recomandări, lista literaturii citate. Lucrarea are 127 de pagini şi conŃine 85 de referinŃe biblio-

grafice, incluzând şi lucrările în care sunt publicate rezultatele acestei teze. 

Cuvinte cheie: inel pseudonormat, ideal, factorinel, subinel, ideal unilateral, subinel 

accesibil, omomorfism izometric, izomorfism semiizometric. 

 

CONłINUTUL TEZEI 

 

În Introducere se argumentează actualitatea temei de cercetare, se formulează scopul şi 

obiectivele lucrării, se descrie metodologia cercetării ştiinŃifice, noutatea ştiinŃifică şi 

originalitatea, se formulează problema ştiinŃifică, se consideră semnificaŃia teoretică şi valoarea 

aplicativă a lucrării, se formulează principale rezultate ştiinŃifice prezentate spre susŃinere, se 

consideră implimentarea şi aprobarea rezultatelor ştiinŃifice. Succint este descrisă structura tezei. 

În primul capitol al tezei se consideră izvoarele cercetării inelelor cu structuri 

suplementare, se discută condiŃiile dezvoltării teoriei generale a radicalilor în sisteme algebrice, 

se face o trecere în revistă a lucrărilor ştiinŃifice în domeniul cercetării omomorfismelor şi 

izomorfismelor inelelor topologice, se consideră noŃiunile şi teoremele de bază ale teoriei 

inelelor pseudonormate, precum şi inegalităŃile de bază, folosite în teză. În baza analizei 

cercetărilor în domeniul inelelor topologice şi teoriei generale a radicalilor pentru inele 

topologice sunt formulate scopul şi problemele lucrării date. 

In capitolul doi se studiază analoagele teoremei de izomorfism pentru inelele 

pseudonormate. În paragraful 2.1 se consideră problema veridicităŃii teoremei de izomorfism 

pentru inele pseudonormate. Este demonstrată teorema următoare. 

2.1. Teoremă. Fie (((( ))))R,ξξξξ  şi (((( ))))R,ξξξξ  două inele pseudonormate şi R Rϕϕϕϕ →→→→:  un izomor-

fism de inele. Inegalitatea (((( ))))(((( )))) (((( ))))r rξ ϕ ξξ ϕ ξξ ϕ ξξ ϕ ξ≤≤≤≤  are loc pentru orice r R∈∈∈∈  atunci şi numai atunci, 

când există un inel pseudonormat (((( ))))ˆR̂,ξξξξ  şi un omomorfism ˆˆ : R Rϕϕϕϕ →→→→  astfel încât: 

1) R  este un subinel al inelului R̂ , 
R

ξ̂ ξξ ξξ ξξ ξ====  şi 
R

ϕ̂ ϕϕ ϕϕ ϕϕ ϕ==== ; 

2) (((( )))) (((( ))))ˆˆˆ : R, R,ϕ ξ ξϕ ξ ξϕ ξ ξϕ ξ ξ→→→→  este un omomorfism izometric. 

După cum se vede din teorema 2.1, teorema de izomorfism pentru inelele pseudonormate 

în caz general nu are loc. De aceea, e nevoie de impus asupra subinelului restricŃii suplimentare. 
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În paragraful 2.2 se consideră problema veridicităŃii teoremei de izomorfism pentru inelele 

pseudonormate cu condiŃia că subinelul să fie ideal unilateral. Sunt definite noŃiunile următoare. 

2.5. DefiniŃie. Un izomorfism de inele pseudonormate (((( )))) (((( ))))R, R,ϕ ξ ξϕ ξ ξϕ ξ ξϕ ξ ξ→→→→:  se numeşte 

semiizometric la stânga (la dreapta) dacă există un inel psudonormat (((( ))))ˆR̂,ξξξξ  astfel încât (((( ))))R,ξξξξ  

este ideal stâng (drept) al inelului (((( ))))ˆR̂,ξξξξ  şi izomorfismul ϕϕϕϕ  poate fi prelungit până la un 

omomorfism izometric (((( )))) (((( ))))ˆˆˆ R, R,ϕ ξ ξϕ ξ ξϕ ξ ξϕ ξ ξ→→→→: . 

Teoremele următoarele arată că cerinŃa suplimentară ca subinelul să fie ideal unilateral ne 

conduce la analoagele teoremei de izomorfism pentru inelele pseudonormate. 

2.6. Teoremă. Fie (((( ))))R,ξξξξ  şi (((( ))))R,ξξξξ  două inele pseudonormate şi R Rϕϕϕϕ →→→→:  un 

izomorfism de inele. Atunci următoarele afirmaŃii sunt echivalente: 

1. (((( )))) (((( ))))R, R,ϕ ξ ξϕ ξ ξϕ ξ ξϕ ξ ξ→→→→:  este izomorfism semiizometric la stânga; 

2. (((( )))) (((( ))))(((( )))) (((( ))))b a b aξ ξ ϕ ξξ ξ ϕ ξξ ξ ϕ ξξ ξ ϕ ξ⋅ ≤ ⋅⋅ ≤ ⋅⋅ ≤ ⋅⋅ ≤ ⋅  şi (((( ))))(((( )))) (((( ))))b bξ ϕ ξξ ϕ ξξ ϕ ξξ ϕ ξ≤≤≤≤  pentru orice a,b R∈∈∈∈ ; 

3. există un inel pseudonormat (((( ))))R,ξξξξɶɶɶɶɶɶɶɶ  şi un omomorfism R Rϕϕϕϕ →→→→ɶɶɶɶɶɶɶɶ :  astefel încât: 

a) R  este ideal stâng al inelului Rɶɶɶɶ , 
R

ξ ξξ ξξ ξξ ξ====ɶɶɶɶ  şi 
R

ϕ ϕϕ ϕϕ ϕϕ ϕ====ɶɶɶɶ ; 

b) omomorfismul (((( )))) (((( ))))R, R,ϕ ξ ξϕ ξ ξϕ ξ ξϕ ξ ξ→→→→ɶɶɶɶɶɶɶɶɶɶɶɶ :  este un omomorfism izometric de inele 

pseudonormate; 

c) (((( ))))2
ker 0ϕϕϕϕ ====ɶɶɶɶ . 

2.7. Teoremă. Fie (((( ))))R,ξξξξ  şi (((( ))))R,ξξξξ  două inele pseudonormate şi R Rϕϕϕϕ →→→→:  un 

izomorfism de inele. Atunci următoarele afirmaŃii sunt echivalente: 

1. izomorfismul (((( )))) (((( ))))R, R,ϕ ξ ξϕ ξ ξϕ ξ ξϕ ξ ξ→→→→:  este un izomorfism semiizometric la dreapta; 

2. 
(((( ))))

(((( )))) (((( ))))(((( )))) (((( ))))b a
a a

b

ξξξξ
ξ ϕ ξξ ϕ ξξ ϕ ξξ ϕ ξ

ξξξξ
⋅⋅⋅⋅

≤ ≤≤ ≤≤ ≤≤ ≤  pentru orice {{{{ }}}}a,b R 0∈∈∈∈ \ ; 

3. există un inel pseudonormat (((( ))))R,ξξξξɶɶɶɶɶɶɶɶ  şi un omomorfism R Rϕϕϕϕ →→→→ɶɶɶɶɶɶɶɶ :  astfel încât: 

a) R  este ideal drept al inelului Rɶɶɶɶ ,  
R

ξ ξξ ξξ ξξ ξ====ɶɶɶɶ  şi 
R

ϕ ϕϕ ϕϕ ϕϕ ϕ====ɶɶɶɶ ; 

b) omomorfismul (((( )))) (((( ))))R, R,ϕ ξ ξϕ ξ ξϕ ξ ξϕ ξ ξ→→→→ɶɶɶɶɶɶɶɶɶɶɶɶ :  este un omomorfism izometric de inele; 

c) (((( ))))2
ker 0ϕϕϕϕ ====ɶɶɶɶ . 
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În paragraful 2.2 este considerată legătura dintre noŃiunile de izomorfism semiizometric 

unilateral, izomorfism topologic şi izomorfism izometric. 

2.10. Corolar. Fie (((( ))))R,ξξξξ  şi (((( ))))R,ξξξξ  două inele pseudonormate şi R Rϕϕϕϕ →→→→:  un izo-

morfism de inele. Dacă (((( )))) (((( )))): R, R,ϕ ξ ξϕ ξ ξϕ ξ ξϕ ξ ξ→→→→  este un izomorfism semiizometric la stânga (la 

dreapta) şi inelul (((( ))))R,ξξξξ  admite un element, care nu este divizor generalizat al lui zero la dreapta 

(la stânga), atunci inelele (((( ))))R,ξξξξ  şi (((( ))))R,ξξξξ  sunt topologic izomorfe. 

2.11. Corolar. Dacă (((( ))))R,ξξξξ  este un inel pseudonormat cu unitate e şi (((( ))))e 1ξξξξ ==== , atunci 

fiecare izomorfism semiizometric la stânga (la dreapta) al său este izometric. 

2.12. Corolar. Dacă (((( ))))R,ξξξξ  este un inel normat, atunci fiecare izomorfism semiizometric la 

stânga (la dreapta) al său este izometric. 

În paragraful 2.3 se consideră problema veridicităŃii teoremei de izomorfism pentru inelele 

pseudonormate cu condiŃia că subinelul este ideal bilateral. Se introduce următoarea noŃiune. 

2.14. DefiniŃie. Un izomorfism de inele pseudonormate (((( )))) (((( ))))R, R,ϕ ξ ξϕ ξ ξϕ ξ ξϕ ξ ξ→→→→:  se numeşte 

semiizometric, dacă există un inel pseudonormat (((( ))))ˆR̂,ξξξξ  astfel încât (((( ))))R,ξξξξ  este un ideal al 

inelului (((( ))))ˆR̂,ξξξξ  şi izomorfismul  ϕϕϕϕ  poate fi prelungit până la un omomorfism izometric 

(((( )))) (((( ))))ˆˆˆ R, R,ϕ ξ ξϕ ξ ξϕ ξ ξϕ ξ ξ→→→→: . 

Următoarea teoremă arată că cerinŃa suplimentară ca subinelul să fie ideal bilateral ne 

conduce la o altă analogă a teoremei de izomorfism pentru inelele pseudonormate. 

2.15. Teoremă. Fie (((( ))))R,ξξξξ  şi (((( ))))R,ξξξξ  două inele pseudonormate şi  R Rϕϕϕϕ →→→→:  un izo-

morfism de inele. Atunci următoarele afirmaŃii sunt echivalente: 

1. (((( )))) (((( ))))R, R,ϕ ξ ξϕ ξ ξϕ ξ ξϕ ξ ξ→→→→:  este izomorfism semiizometric; 

2. 
(((( ))))

(((( )))) (((( ))))(((( )))) (((( ))))a b
a a

b

ξξξξ
ξ ϕ ξξ ϕ ξξ ϕ ξξ ϕ ξ

ξξξξ
⋅⋅⋅⋅

≤ ≤≤ ≤≤ ≤≤ ≤  şi 
(((( ))))

(((( )))) (((( ))))(((( )))) (((( ))))b a
a a

b

ξξξξ
ξ ϕ ξξ ϕ ξξ ϕ ξξ ϕ ξ

ξξξξ
⋅⋅⋅⋅

≤ ≤≤ ≤≤ ≤≤ ≤  pentru orice 

{{{{ }}}}a,b R 0∈∈∈∈ \ ; 

3. există un inel pseudonormat (((( ))))R,ξξξξɶɶɶɶɶɶɶɶ  şi un omomorfism R Rϕϕϕϕ →→→→ɶɶɶɶɶɶɶɶ :  astfel încât: 

a) R  este ideal al inelului Rɶɶɶɶ , 
R

ξ ξξ ξξ ξξ ξ====ɶɶɶɶ  şi 
R

ϕ ϕϕ ϕϕ ϕϕ ϕ====ɶɶɶɶ ; 

b) (((( ))))(((( )))) (((( )))){{{{ }}}}r min r a a ker fξ ϕ ξξ ϕ ξξ ϕ ξξ ϕ ξ= + ∈= + ∈= + ∈= + ∈ɶ ɶɶ ɶɶ ɶɶ ɶ  pentru fiecare r R∈∈∈∈ . 
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În demonstraŃiile teoremelor 2.6 şi 2.15 se utilizează diferite constfucŃii pentru inelul 

pseudonormat, pe care se prelungeşte izomorfismul iniŃial ϕϕϕϕ . În baza teoremelor 2.6 şi 2.15 se 

consideră legătura dintre noŃiunule de izomorfism semiizometric unilateral şi bilateral. 

2.16. Corolar. Fie (((( ))))R,ξξξξ  şi (((( ))))R,ξξξξ  două inele pseudonormate şi R Rϕϕϕϕ →→→→:  un 

izomorfism de inele. Dacă (((( )))) (((( )))): R, R,ϕ ξ ξϕ ξ ξϕ ξ ξϕ ξ ξ→→→→  este izomorfism semiizometric la stânga şi 

izomorfism semiizometric la dreapta de inele, atunci (((( )))) (((( )))): R, R,ϕ ξ ξϕ ξ ξϕ ξ ξϕ ξ ξ→→→→  este un izomorfism 

semiizometric. 

Teoremă 2.3 a paragrafului furnizează încă o analoagă a teoremei de izomorfism pentru 

inelele pseudonormate. 

2.22. Teoremă. Fie (((( ))))R,ξξξξ  şi (((( ))))R,ξξξξ  două inele pseudonormate şi R Rϕϕϕϕ →→→→:  un 

izomorfism de inele. Atunci următoarele afirmaŃii sunt echivalente: 

1. (((( )))) (((( ))))(((( ))))a aξ ξ ϕξ ξ ϕξ ξ ϕξ ξ ϕ≥≥≥≥  şi (((( )))) (((( ))))(((( )))) (((( ))))(((( ))))a b a bξ ξ ϕ ξ ϕξ ξ ϕ ξ ϕξ ξ ϕ ξ ϕξ ξ ϕ ξ ϕ⋅ ≤ ⋅⋅ ≤ ⋅⋅ ≤ ⋅⋅ ≤ ⋅  pentru orice a,b R∈∈∈∈ ; 

2. există un inel pseudonormat (((( ))))ˆR̂ ,ξξξξ  şi un omomorfism ˆˆ R Rϕϕϕϕ →→→→:  astfel încât sunt 

îndeplinite următoarele condiŃii: 

a) R  este ideal în ̂R , 
R

ξ̂ ξξ ξξ ξξ ξ====  şi 
R

ϕ̂ ϕϕ ϕϕ ϕϕ ϕ==== ; 

b) (((( ))))(((( )))) (((( )))){{{{ }}}}ˆ ˆr min r a a kerξ ϕ ξ ϕξ ϕ ξ ϕξ ϕ ξ ϕξ ϕ ξ ϕ= + ∈= + ∈= + ∈= + ∈  pentru fiecare r R∈∈∈∈ , i.e. pentru orice r R∈∈∈∈  

există un element r
ˆa kerϕϕϕϕ∈∈∈∈  astfel încât (((( ))))(((( )))) (((( ))))r

ˆr r aξ ϕ ξξ ϕ ξξ ϕ ξξ ϕ ξ= += += += + ; 

c) anulatorul inelului R̂  conŃine ˆkerϕϕϕϕ , i.e. {{{{ }}}}ˆ ˆ ˆˆker a R a R R a 0ϕϕϕϕ ⊆ ∈ ⋅ = ⋅ =⊆ ∈ ⋅ = ⋅ =⊆ ∈ ⋅ = ⋅ =⊆ ∈ ⋅ = ⋅ = . În 

particular, (((( ))))2ˆker 0ϕϕϕϕ ==== . 

În paragraful 2.4 se consideră problema veridicităŃii teoremei de izomorfism pentru inelele 

pseudonormate cu condiŃia că subinelul este un subinel accesibil. A fost demonstrată teorema. 

2.25. Teoremă. Fie (((( ))))R,ξξξξ  şi (((( ))))R,ξξξξ  un inel pseudonormat şi R Rϕϕϕϕ →→→→:  un izomorfism 

de inele. Atunci următoarele afirmaŃii sunt echivalente: 

1. există un inel pseudonormat (((( ))))ˆR̂ ,ξξξξ  şi un omomorfism ˆˆ R Rϕϕϕϕ →→→→:  astfel încât:  

a) R  este un subinel accesibil de treaptă  nu mai înaltă de n  al inelului R̂ , 
R

ξ̂ ξξ ξξ ξξ ξ====  şi 

R
ϕ̂ ϕϕ ϕϕ ϕϕ ϕ==== ;  
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b) omomorfismul (((( )))) (((( ))))ˆˆˆ R, R,ϕ ξ ξϕ ξ ξϕ ξ ξϕ ξ ξ→→→→:  este un omomorfism izometric de inele 

pseudonormate; 

2. izomorfismul (((( )))) (((( ))))R, R,ϕ ξ ξϕ ξ ξϕ ξ ξϕ ξ ξ→→→→:  este o superpoziŃie a n  izomorfisme 

semiizometrice, i.e. există inelele pseudonormate  

(((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( ))))0 0 1 1 2 2 n nR, R , , R , , R , , , R , R,ξ ξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξ ξ= == == == =…………  

şi izomorfismele semiizometrice (((( )))) (((( ))))i i i i 1 i 1: R , R ,ϕ ξ ξϕ ξ ξϕ ξ ξϕ ξ ξ+ ++ ++ ++ +→→→→ , unde i 0 ,1,2, ,n 1= −= −= −= −………… , 

astfel încât n 1 n 2 0ϕ ϕ ϕ ϕϕ ϕ ϕ ϕϕ ϕ ϕ ϕϕ ϕ ϕ ϕ− −− −− −− −==== …………� � �� � �� � �� � � . 

În paragraful 2.4 se consideră de asemenea analoaga teoremei de izomorfism pentru inelele 

asociative, nilpotente şi pseudonormate. 

2.27. Teoremă. Fie (((( ))))R,ξξξξ  şi (((( ))))R,ξξξξ  două  inele asociative pseudonormate,  R Rϕϕϕϕ →→→→:  un  

izomorfism de inele şi nR 0==== . Atunci următoarele afirmaŃii sunt echivalente: 

1. (((( ))))(((( )))) (((( ))))r rξ ϕ ξξ ϕ ξξ ϕ ξξ ϕ ξ≤≤≤≤  pentru orice r R∈∈∈∈ ; 

2. există inelele pseudonormate (((( )))) (((( )))) (((( ))))0 0 1 1 n nR , , R , , , R ,ξ ξ ξξ ξ ξξ ξ ξξ ξ ξ…………  şi izomorfismele 

i i i 1: R Rϕϕϕϕ ++++→→→→ , i 0 ,1,2, ,n 1= −= −= −= −………… , astfel încât sunt îndeplinite condiŃiile:  

а) (((( )))) (((( ))))0 0R, R ,ξ ξξ ξξ ξξ ξ====  şi (((( )))) (((( ))))n nR, R ,ξ ξξ ξξ ξξ ξ==== ; 

b) (((( )))) (((( ))))i i i i 1 i 1: R , R ,ϕ ξ ξϕ ξ ξϕ ξ ξϕ ξ ξ+ ++ ++ ++ +→→→→  un izomorfism semiizometric, i 0 ,1, ,n 1= −= −= −= −………… ; 

c) n 1 n 2 1 0ϕ ϕ ϕ ϕ ϕϕ ϕ ϕ ϕ ϕϕ ϕ ϕ ϕ ϕϕ ϕ ϕ ϕ ϕ− −− −− −− −==== � �…� �� �…� �� �…� �� �…� � ; 

3. există un inel neasociativ pseudonormat (((( ))))ˆR̂ ,ξξξξ  şi un omomorfism ˆˆ R Rϕϕϕϕ →→→→:  astfel 

încât:  

a) R  este un subinel accesibil de treaptă n  al inelului R̂ , 
R

ξ̂ ξξ ξξ ξξ ξ====  şi 
R

ϕ̂ ϕϕ ϕϕ ϕϕ ϕ==== ;  

b) omomorfismul (((( )))) (((( ))))ˆˆˆ R, R,ϕ ξ ξϕ ξ ξϕ ξ ξϕ ξ ξ→→→→:  este un omomorfism izometric de inele 

pseudonormate. 

În capitolul trei  se studiază construcŃiile cu inele pseudonormate, care păstrează 

izomorfismele semiizometrice unilaterale şi bilaterale. 

În paragraful 3.1 se consideră problema păstrării izomorfismelor semiizometrice 

(semiizometrice la stânga, semiizometrice la dreapta)  în trecerea la subinelele şi factorinelele 

inelelor pseudonormate. Au fost demonstrate teoremele următoare. 
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3.1. Teoremă. Fie (((( ))))R,ξξξξ  şi (((( ))))R,ξξξξ  două inele pseudonormate, A  un subinel al inelului R  

şi : R Rϕϕϕϕ →→→→  un izomorfism de inele. Atunci sunt adevărate afirmaŃiile: 

I. Dacă (((( )))) (((( )))): R, R,ϕ ξ ξϕ ξ ξϕ ξ ξϕ ξ ξ→→→→  este un izomorfism semiizometric la stânga, atunci 

izomorfismul (((( )))) (((( )))) (((( ))))(((( ))))A A A
A, A ,

ϕϕϕϕ
ϕ ξ ϕ ξϕ ξ ϕ ξϕ ξ ϕ ξϕ ξ ϕ ξ→→→→:  de asemenea este semiizometric la 

stânga; 

II.  Dacă (((( )))) (((( )))): R, R,ϕ ξ ξϕ ξ ξϕ ξ ξϕ ξ ξ→→→→  este un izomorfism semiizometric la dreapta, atunci 

izomorfismul (((( )))) (((( )))) (((( ))))(((( ))))A A A
A, A ,

ϕϕϕϕ
ϕ ξ ϕ ξϕ ξ ϕ ξϕ ξ ϕ ξϕ ξ ϕ ξ→→→→:  de asemenea este semiizometric la 

dreapta; 

III.  Dacă (((( )))) (((( )))): R, R,ϕ ξ ξϕ ξ ξϕ ξ ξϕ ξ ξ→→→→  este un izomorfism semiizometric de inele pseudonormate, 

atunci (((( )))) (((( )))) (((( ))))(((( ))))A A A
A, A ,

ϕϕϕϕ
ϕ ξ ϕ ξϕ ξ ϕ ξϕ ξ ϕ ξϕ ξ ϕ ξ→→→→:  de asemenea este un izomorfism semiizometric. 

3.2. Teoremă. Fie (((( ))))R,ξξξξ  şi (((( ))))R,ξξξξ  două inele pseudonormate. Fie J  un ideal închis în 

(((( ))))R,ξξξξ , : R Rϕϕϕϕ →→→→  un izomorfism de inele, (((( )))) (((( )))) (((( ))))1 ˆˆR, J R,ξ ϕ ξξ ϕ ξξ ϕ ξξ ϕ ξ−−−− ====  şi (((( )))) (((( ))))R, J R,ξ ξξ ξξ ξξ ξ==== ɶɶɶɶɶɶɶɶ  

factorinele ale inelelor (((( ))))R,ξξξξ  şi (((( ))))R,ξξξξ , respectiv, şi R̂ RΦΦΦΦ →→→→ ɶɶɶɶ:  aplicaŃia definită prin formula 

(((( ))))(((( )))) (((( ))))1r J r JΦ ϕ ϕΦ ϕ ϕΦ ϕ ϕΦ ϕ ϕ−−−−+ = ++ = ++ = ++ = + . 

Atunci sunt adevărate următoarele afirmaŃii: 

I. Dacă (((( )))) (((( )))): R, R,ϕ ξ ξϕ ξ ξϕ ξ ξϕ ξ ξ→→→→  este un izomorfism semiizometric la stânga, atunci izo-

morfismul (((( )))) (((( ))))ˆR̂, R,Φ ξ ξΦ ξ ξΦ ξ ξΦ ξ ξ→→→→ ɶɶɶɶɶɶɶɶ:  de asemenea este semiizometric la stânga; 

II.  Dacă (((( )))) (((( )))): R, R,ϕ ξ ξϕ ξ ξϕ ξ ξϕ ξ ξ→→→→  este un izomorfism semiizometric la dreapta, atunci izo-

morfismul (((( )))) (((( ))))ˆR̂, R,Φ ξ ξΦ ξ ξΦ ξ ξΦ ξ ξ→→→→ ɶɶɶɶɶɶɶɶ:  de asemenea este semiizometric la dreapta; 

III.  Dacă (((( )))) (((( )))): R, R,ϕ ξ ξϕ ξ ξϕ ξ ξϕ ξ ξ→→→→  este un izomorfism semiizometric de inele pseudonormate, 

atunci (((( )))) (((( ))))ˆR̂, R,Φ ξ ξΦ ξ ξΦ ξ ξΦ ξ ξ→→→→ ɶɶɶɶɶɶɶɶ:  de asemenea este un izomorfism semiizometric. 

În paragraful 3.2 se consideră problema păstrării izomorfismelor semiizometrice 

(semiizometrice la stânga, semiizometrice la dreapta) la trecerea la completatul inelelor 

pseudonormate. Se demonstrează următoarea teoremă. 
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3.4. Teoremă. Fie (((( ))))R,ξξξξ  şi (((( ))))R,ξξξξ  două inele pseudonormate, fie (((( ))))R,ξξξξɶɶɶɶɶɶɶɶ  şi (((( ))))R,ξξξξɶɶɶɶɶɶɶɶ   

completatele inelelor (((( ))))R,ξξξξ  şi (((( ))))R,ξξξξ , respectiv, şi fie : R Rϕϕϕϕ →→→→  un izomorfism de inele. 

Atunci sunt  adevărate următoarele afirmaŃii: 

I. Dacă (((( )))) (((( )))): R, R,ϕ ξ ξϕ ξ ξϕ ξ ξϕ ξ ξ→→→→  este un izomorfism semiizometric la stânga şi inelul 

pseudonormat  (((( ))))R,ξξξξ  admite un element, care nu este divisor generalizat drept al lui 

zero, atunci izomorfismul ϕϕϕϕ  poate fi prelungit până la un izomorfism semiizometric la 

stânga (((( )))) (((( )))): R, R,ϕ ξ ξϕ ξ ξϕ ξ ξϕ ξ ξ→→→→ ɶɶɶɶɶɶɶɶɶɶɶɶɶɶɶɶɶɶɶɶ ; 

II.  Dacă (((( )))) (((( )))): R, R,ϕ ξ ξϕ ξ ξϕ ξ ξϕ ξ ξ→→→→  este un izomorfism semiizometric la dreapta şi inelul 

pseudonormat  (((( ))))R,ξξξξ  admite un element, care nu este divisor generalizat stâng al lui 

zero, atunci izomorfismul ϕϕϕϕ  poate fi prelungit până la un izomorfism semiizometric la 

dreapta (((( )))) (((( )))): R, R,ϕ ξ ξϕ ξ ξϕ ξ ξϕ ξ ξ→→→→ ɶɶɶɶɶɶɶɶɶɶɶɶɶɶɶɶɶɶɶɶ ; 

III.  Dacă (((( )))) (((( )))): R, R,ϕ ξ ξϕ ξ ξϕ ξ ξϕ ξ ξ→→→→  este un izomorfism semiizometric de inele pseudonormate şi 

inelul pseudonormat  (((( ))))R,ξξξξ  admite un element, care nu este divisor generalizat al lui 

zero, atunci izomorfismul ϕϕϕϕ  poate fi prelungit până la un izomorfism semiizometric 

(((( )))) (((( )))): R, R,ϕ ξ ξϕ ξ ξϕ ξ ξϕ ξ ξ→→→→ ɶɶɶɶɶɶɶɶɶɶɶɶɶɶɶɶɶɶɶɶ . 

În paragraful 3.3 se consideră problema păstrării izomorfismului semiizometric 

(semiizometric la stânga, semiizometric la dreapta) la trecerea la limită după un parametrul unei 

familii de pseudonorme. Este demonstrată teorema următoare. 

3.7. Teoremă. Fie R  şi R  două inele, : R Rϕϕϕϕ →→→→  un izomorfism de inele şi ΓΓΓΓ  o mulŃime 

filtrantă, verificând condiŃiile: 

1) în inelul R  este dată o familie de pseudonorme {{{{ }}}}γγγγξ γ Γξ γ Γξ γ Γξ γ Γ∈∈∈∈  astfel încât pentru orice 

r R∈∈∈∈  există limita (((( ))))lim rγγγγγ Γγ Γγ Γγ Γ
ξξξξ

∈∈∈∈
 în raport cu mulŃimea filtrantă ΓΓΓΓ ; 

2) în inelul R  dată o funcŃie ξξξξ  astfel încât (((( )))) (((( ))))r lim rγγγγγ Γγ Γγ Γγ Γ
ξ ξξ ξξ ξξ ξ

∈∈∈∈
====  pentru orice r R∈∈∈∈ ; 
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3) în inelul R  este dată o familie de pseudonorme {{{{ }}}}γγγγξ γ Γξ γ Γξ γ Γξ γ Γ∈∈∈∈  astfel încât pentru orice 

r R∈∈∈∈  există limita (((( ))))lim rγγγγγ Γγ Γγ Γγ Γ
ξξξξ

∈∈∈∈
 în raport cu mulŃimea filtrantă ΓΓΓΓ , şi (((( ))))lim r 0γγγγγ Γγ Γγ Γγ Γ

ξξξξ
∈∈∈∈

≠≠≠≠  pentru 

fiecare r 0≠≠≠≠ ; 

4) în inelul R  este dată o funcŃie ξξξξ  astfel încât (((( )))) (((( ))))r lim rγγγγγ Γγ Γγ Γγ Γ
ξ ξξ ξξ ξξ ξ

∈∈∈∈
====  pentru orice r R∈∈∈∈ . 

Atunci sunt adevărate următoarele afirmaŃii: 

I. Dacă (((( )))) (((( )))): R, R,γ γγ γγ γγ γϕ ξ ξϕ ξ ξϕ ξ ξϕ ξ ξ→→→→  este un izomorfism semiizometric la stânga pentru fiecare  

γ Γγ Γγ Γγ Γ∈∈∈∈ , atunci izomorfismul (((( )))) (((( )))): R, R,ϕ ξ ξϕ ξ ξϕ ξ ξϕ ξ ξ→→→→  de asemenea este semiizometric la 

stânga; 

II.  Dacă (((( )))) (((( )))): R, R,γ γγ γγ γγ γϕ ξ ξϕ ξ ξϕ ξ ξϕ ξ ξ→→→→  este un izomorfism semiizometric la dreapta pentru fiecare  

γ Γγ Γγ Γγ Γ∈∈∈∈ , atunci izomorfismul (((( )))) (((( )))): R, R,ϕ ξ ξϕ ξ ξϕ ξ ξϕ ξ ξ→→→→  de asemenea este semiizometric la 

dreapta; 

III.  Dacă (((( )))) (((( )))): R, R,γ γγ γγ γγ γϕ ξ ξϕ ξ ξϕ ξ ξϕ ξ ξ→→→→  este un izomorfism semiizometric pentru fiecare  γ Γγ Γγ Γγ Γ∈∈∈∈ , 

atunci (((( )))) (((( )))): R, R,ϕ ξ ξϕ ξ ξϕ ξ ξϕ ξ ξ→→→→  de asemenea este un izomorfism semiizometric de inele 

pseudonormate. 

În paragraful 3.4 se consideră problema păstrării izomorfismului semiizometric 

(semiizometric la stânga, semiizometric la dreapta) la trecerea la supremumul după parametrul 

unei familii de pseudonorme. Este demonstrată teorema următoare. 

3.11. Teoremă. Fie R  şi R  două inele, : R Rϕϕϕϕ →→→→  un izomorfism de inele şi ΓΓΓΓ  o 

mulŃime oarecare, verificând condiŃiile: 

1) în inelul R  este dată o familie de pseudonorme {{{{ }}}}γγγγξ γ Γξ γ Γξ γ Γξ γ Γ∈∈∈∈  astfel încât pentru orice  

r R∈∈∈∈  mulŃimea (((( )))){{{{ }}}}rγγγγξ γ Γξ γ Γξ γ Γξ γ Γ∈∈∈∈  este mărginită superior; 

2) în inelul R  este dată o funcŃie ξξξξ  astfel încât (((( )))) (((( ))))r sup rγγγγ
γ Γγ Γγ Γγ Γ

ξ ξξ ξξ ξξ ξ
∈∈∈∈

====  pentru orice r R∈∈∈∈ ; 

3) în inelul R  este dată o familie de pseudonorme {{{{ }}}}γγγγξ γ Γξ γ Γξ γ Γξ γ Γ∈∈∈∈ ; 

4) în inelul R  este dată o funcŃie ξξξξ  astfel încât (((( )))) (((( ))))r sup rγγγγ
γ Γγ Γγ Γγ Γ

ξ ξξ ξξ ξξ ξ
∈∈∈∈

====  pentru orice r R∈∈∈∈ . 

Atunci sunt adevărate următoarele afirmaŃii: 
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I. Dacă (((( )))) (((( )))): R, R,γ γγ γγ γγ γϕ ξ ξϕ ξ ξϕ ξ ξϕ ξ ξ→→→→  este un izomorfism semiizometric la stânga pentru fiecare 

γ Γγ Γγ Γγ Γ∈∈∈∈ , atunci izomorfismul (((( )))) (((( )))): R, R,ϕ ξ ξϕ ξ ξϕ ξ ξϕ ξ ξ→→→→  de asemenea este semiizometric la 

stânga; 

II.  Dacă (((( )))) (((( )))): R, R,γ γγ γγ γγ γϕ ξ ξϕ ξ ξϕ ξ ξϕ ξ ξ→→→→  este un izomorfism semiizometric la dreapta pentru fiecare 

γ Γγ Γγ Γγ Γ∈∈∈∈ , atunci izomorfismul (((( )))) (((( )))): R, R,ϕ ξ ξϕ ξ ξϕ ξ ξϕ ξ ξ→→→→  de asemenea este semiizometric la 

dreapta; 

III.  Dacă (((( )))) (((( )))): R, R,γ γγ γγ γγ γϕ ξ ξϕ ξ ξϕ ξ ξϕ ξ ξ→→→→  este un izomorfism semiizometric pentru fiecare γ Γγ Γγ Γγ Γ∈∈∈∈ , 

atunci (((( )))) (((( )))): R, R,ϕ ξ ξϕ ξ ξϕ ξ ξϕ ξ ξ→→→→  de asemenea este un izomorfism semiizometric de inele 

pseudonormate. 

În paragraful 3.5 se consideră problema păstrării izomorfismului semiizometric 

(semiizometric la stânga, semiizometric la dreapta) la trecerea la suma directă de inele 

pseudonormate . Este demonstrată teorema următoare. 

3.15. Teoremă. Fie (((( ))))k kR ,ξξξξ  şi (((( ))))k kR ,ξξξξ , k 1,2, ,n==== ………… , inele pseudonormate; 

k k kR Rϕϕϕϕ →→→→: , k 1,2, ,n==== ………… , izomorfisme de inele; 
n

k
k 1

R R
====

= ⊕= ⊕= ⊕= ⊕  şi 
n

k
k 1

R R
====

= ⊕= ⊕= ⊕= ⊕  sume directe de 

inele; R RΦΦΦΦ →→→→:  izomorfismul definit prin formula 

(((( ))))(((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( ))))(((( ))))1 2 n 1 1 2 2 n nr ,r , ,r r , r , , rΦ ϕ ϕ ϕΦ ϕ ϕ ϕΦ ϕ ϕ ϕΦ ϕ ϕ ϕ====… …… …… …… … ; 

γγγγζζζζ  şi γγγγζζζζ  pseudonorme pe inelele R  şi R , respectiv, unde (((( )))) (((( ))))(((( ))))
1n

k k
k 1

r r
γγγγ

γγγγ

γγγγζ ξζ ξζ ξζ ξ
====

    
====     
    
∑∑∑∑  pentru 

1 γγγγ≤ < ∞≤ < ∞≤ < ∞≤ < ∞ , (((( )))) (((( )))){{{{ }}}}k kr max r 1 k nζ ξζ ξζ ξζ ξ∞∞∞∞ = ≤ ≤= ≤ ≤= ≤ ≤= ≤ ≤  pentru γγγγ = ∞= ∞= ∞= ∞ , (((( )))) (((( ))))(((( ))))
1n

k k
k 1

r r
γγγγ

γγγγ

γγγγζ ξζ ξζ ξζ ξ
====

    
====     
    
∑∑∑∑  pentru 

1 γγγγ≤ < ∞≤ < ∞≤ < ∞≤ < ∞ , (((( )))) (((( )))){{{{ }}}}k kr max r 1 k nζ ξζ ξζ ξζ ξ∞∞∞∞ = ≤ ≤= ≤ ≤= ≤ ≤= ≤ ≤  pentru γγγγ = ∞= ∞= ∞= ∞ . Atunci sunt adevărate următoarele 

afirmaŃii: 

I. dacă (((( )))) (((( ))))k k k k kR , R ,ϕ ξ ξϕ ξ ξϕ ξ ξϕ ξ ξ→→→→:  este un izomorfism semiizometric la stânga pentru orice  

k 1,2, ,n==== ………… , atunci (((( )))) (((( ))))R, R,γ γγ γγ γγ γΦ ζ ζΦ ζ ζΦ ζ ζΦ ζ ζ→→→→:  de asemenea este un izomorfism 

semiizometric la stânga pentru orice 1 γ γγ γγ γγ γ≤ ≤ ≤ ∞≤ ≤ ≤ ∞≤ ≤ ≤ ∞≤ ≤ ≤ ∞ ; 
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II.  dacă (((( )))) (((( ))))k k k k kR , R ,ϕ ξ ξϕ ξ ξϕ ξ ξϕ ξ ξ→→→→:  este un izomorfism semiizometric la dreapta pentru orice 

k 1,2, ,n==== ………… , atunci (((( )))) (((( ))))R, R,γ γγ γγ γγ γΦ ζ ζΦ ζ ζΦ ζ ζΦ ζ ζ→→→→:  de asemenea este un izomorfism 

semiizometric la dreapta pentru orice 1 γ γγ γγ γγ γ≤ ≤ ≤ ∞≤ ≤ ≤ ∞≤ ≤ ≤ ∞≤ ≤ ≤ ∞ ; 

III.  dacă (((( )))) (((( ))))k k k k kR , R ,ϕ ξ ξϕ ξ ξϕ ξ ξϕ ξ ξ→→→→:  este un izomorfism semiizometric pentru orice  

k 1,2, ,n==== ………… , atunci (((( )))) (((( ))))R, R,γ γγ γγ γγ γΦ ζ ζΦ ζ ζΦ ζ ζΦ ζ ζ→→→→:  de asemenea este un izomorfism 

semiizometric pentru orice 1 γ γγ γγ γγ γ≤ ≤ ≤ ∞≤ ≤ ≤ ∞≤ ≤ ≤ ∞≤ ≤ ≤ ∞ . 

Corolarul 3.16 al teoremei 3.15 permite studierea conexiunii dintre diferitele construcŃii ale 

pseudonormei pe inelul dat. 

3.16. Corolar. Fie R  şi R  două inele şi : R Rϕϕϕϕ →→→→  izomorfism de inele, verificând 

următoarele condiŃii: 

1) în inelul R  sunt date pseudonormele {{{{ }}}}k k 1,2, ,nξξξξ ==== ………… ; 

2) în inelul R  sunt date funcŃiile {{{{ }}}}1γγγγζ γζ γζ γζ γ≤ ≤ ∞≤ ≤ ∞≤ ≤ ∞≤ ≤ ∞ astfel încât (((( )))) (((( ))))(((( ))))
1n

k
k 1

r r
γγγγ

γγγγ
γγγγζ ξζ ξζ ξζ ξ

====

    
====     
    
∑∑∑∑ , 

1 γγγγ≤ < ∞≤ < ∞≤ < ∞≤ < ∞ , (((( )))) (((( )))){{{{ }}}}kr max r 1 k nζ ξζ ξζ ξζ ξ∞∞∞∞ = ≤ ≤= ≤ ≤= ≤ ≤= ≤ ≤  pentru orice r R∈∈∈∈ ; 

3) în inelul R  sunt date pseudonormele {{{{ }}}}k k 1,2, ,nξξξξ ==== ………… ; 

4) în inelul R  sunt date funcŃiile {{{{ }}}}1γγγγζ γζ γζ γζ γ≤ ≤ ∞≤ ≤ ∞≤ ≤ ∞≤ ≤ ∞  astfel încât (((( )))) (((( ))))(((( ))))
1n

k
k 1

r r
γγγγ

γγγγ
γγγγζ ξζ ξζ ξζ ξ

====

    
====     
    
∑∑∑∑ , 

1 γγγγ≤ < ∞≤ < ∞≤ < ∞≤ < ∞ , (((( )))) (((( )))){{{{ }}}}kr max r 1 k nζ ξζ ξζ ξζ ξ∞∞∞∞ = ≤ ≤= ≤ ≤= ≤ ≤= ≤ ≤  pentru orice r R∈∈∈∈ . 

Atunci sunt adevărate următoarele afirmaŃii: 

I. Dacă (((( )))) (((( ))))k kR, R,ϕ ξ ξϕ ξ ξϕ ξ ξϕ ξ ξ→→→→:  este un izomorfism semiizometric la stânga pentru orice  

k 1,2, ,n==== ………… , atunci aplicaŃia (((( )))) (((( ))))R, R,γ γγ γγ γγ γϕ ζ ζϕ ζ ζϕ ζ ζϕ ζ ζ→→→→:  de asemenea este un izomorfism 

semiizometric la stânga pentru orice 1 γ γγ γγ γγ γ≤ ≤ ≤ ∞≤ ≤ ≤ ∞≤ ≤ ≤ ∞≤ ≤ ≤ ∞ ; 

II.  Dacă (((( )))) (((( ))))k kR, R,ϕ ξ ξϕ ξ ξϕ ξ ξϕ ξ ξ→→→→:  este un izomorfism semiizometric la dreapta pentru orice  

k 1,2, ,n==== ………… , atunci aplicaŃia (((( )))) (((( ))))R, R,γ γγ γγ γγ γϕ ζ ζϕ ζ ζϕ ζ ζϕ ζ ζ→→→→:  de asemenea este un izomorfism 

semiizometric la dreapta pentru orice 1 γ γγ γγ γγ γ≤ ≤ ≤ ∞≤ ≤ ≤ ∞≤ ≤ ≤ ∞≤ ≤ ≤ ∞ ; 
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III.  Dacă (((( )))) (((( ))))k kR, R,ϕ ξ ξϕ ξ ξϕ ξ ξϕ ξ ξ→→→→:  este un izomorfism semiizometric pentru orice  

k 1,2, ,n==== ………… , atunci aplicaŃia (((( )))) (((( ))))R, R,γ γγ γγ γγ γϕ ζ ζϕ ζ ζϕ ζ ζϕ ζ ζ→→→→:  de asemenea este un izomorfism 

semiizometric pentru orice 1 γ γγ γγ γγ γ≤ ≤ ≤ ∞≤ ≤ ≤ ∞≤ ≤ ≤ ∞≤ ≤ ≤ ∞ . 

În paragraful 3.6 se consideră următoarea construcŃie a pseudonormei pe inelul de matrice: 

(((( )))) (((( ))))(((( ))))
1

n n

, , ij
i 1 j 1

A a

γγγγ γγγγ
σσσσσσσσ

ξ γ σξ γ σξ γ σξ γ ση ξη ξη ξη ξ
= == == == =

    
        ====         
        

    

∑ ∑∑ ∑∑ ∑∑ ∑ . 

Se demonstrează condiŃii suficiente pentru corectitudinii construcŃiei date. 

3.17. Teoremă. Fie (((( ))))R,ξξξξ  un inel pseudonormat şi nR  inelul de matrice de ordinul n n××××  

peste inelul R  cu operaŃiile naturale de adunare şi înmulŃire. Atunci funcŃiile , ,ξ γ σξ γ σξ γ σξ γ σηηηη  sunt 

pseudonorme pe inelul de matrice nR  oricare ar fi γγγγ  şi σσσσ  astfel încât 1 ,γ σγ σγ σγ σ≤ ≤ ∞≤ ≤ ∞≤ ≤ ∞≤ ≤ ∞  şi 

1 1
1

γ σγ σγ σγ σ
+ ≥+ ≥+ ≥+ ≥ . 

Sunt aduse contraexemple probând imposibilitatea folosirii construcŃiei date pentru inelele 

de matrice reale, dacă nu sunt îndeplinite aceste condiŃii. 

De asemenea, în paragraful 3.6 este considerată proplema păstrării izomorfismului 

semiizometric  (semiizometric la stânga, semiizometric la dreapta) în inelul de matrice. Este 

demonstrată teorema următoare. 

3.19. Teoremă. Fie (((( ))))R,ξξξξ şi (((( ))))R,ξξξξ  două inele pseudonormate, nR  inelul de matrice peste 

inelul R , nR  inelul de matrice peste inelul R , : R Rϕϕϕϕ →→→→  un izomorfism de inele şi  

n n: R RΦΦΦΦ →→→→  izomorfismul definit prin formula 

(((( )))) (((( ))))(((( ))))n

ij
i , j 1

A aΦ ϕΦ ϕΦ ϕΦ ϕ
====

==== . 

Dacă , ,ξ γ σξ γ σξ γ σξ γ ση ηη ηη ηη η====  este o pseudonormă pe inelul nR iar , ,ξ γ σξ γ σξ γ σξ γ ση ηη ηη ηη η====  este o pseudonormă pe inelul nR , 

unde 1 , , ,γ σ γ σγ σ γ σγ σ γ σγ σ γ σ≤ ≤ ∞≤ ≤ ∞≤ ≤ ∞≤ ≤ ∞ , 
1 1

1
γ σγ σγ σγ σ

+ ≥+ ≥+ ≥+ ≥ , 
1 1

1
γ σγ σγ σγ σ

+ ≥+ ≥+ ≥+ ≥ , atunci sunt adevărate afirmaŃiile: 

I. dacă γ γγ γγ γγ γ==== , σ σσ σσ σσ σ≥≥≥≥  şi (((( )))) (((( )))): R, R,ϕ ξ ξϕ ξ ξϕ ξ ξϕ ξ ξ→→→→  este un izomorfism semiizometric la stânga, 

atunci (((( )))) (((( ))))n n: R , R ,Φ η ηΦ η ηΦ η ηΦ η η→→→→  este un izomorfism semiizometric la stânga; 
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II.  dacă σ σσ σσ σσ σ==== , γ γγ γγ γγ γ≥≥≥≥  şi (((( )))) (((( )))): R, R,ϕ ξ ξϕ ξ ξϕ ξ ξϕ ξ ξ→→→→  este un izomorfism semiizometric la dreapta, 

atunci (((( )))) (((( ))))n n: R , R ,Φ η ηΦ η ηΦ η ηΦ η η→→→→  este un izomorfism semiizometric la dreapta; 

III.  dacă γ γγ γγ γγ γ==== , σ σσ σσ σσ σ====  şi (((( )))) (((( )))): R, R,ϕ ξ ξϕ ξ ξϕ ξ ξϕ ξ ξ→→→→  este un izomorfism semiizometric, atunci 

(((( )))) (((( ))))n n: R , R ,Φ η ηΦ η ηΦ η ηΦ η η→→→→  este un izomorfism semiizometric. 

 

CONCLUZII GENERALE ŞI RECOMAND ĂRI 

 

Concluzii generale. 

În algebra modernă şi, în particular, în teoria radicalilor pentru inele teoremele de 

izomorfism se aplică extrem de des. În cazul inelelor pseudonormate cea de a doua teoremă de 

izomorfism nu are loc. De aceea, apare necesitatea de a identifica anumite tipuri de 

omomorfisme şi izomorfisme pentru care analoage ale teoremei menŃionate să poată fi stabilite. 

În lucrarea de faŃă sunt considerate izomorfismele semiizometrice (semiizometrice la stânga, 

semiizometrice la dreapta) de inele pseudonormate, analoagele celei de a doua teoreme de 

izomorfism pentru inelele pseudonormate, proprietăŃile acestor izomorfisme şi construcŃiile cu 

inele pseudonormate care păstrează aceste izomorfisme. 

Problema ştiin Ńifică importantă soluŃionată constă în determinarea claselor de 

izomorfisme ale inelelor pseudonormate pentru care există analoage ale celei de a doua teoreme 

de izomorfism şi studiul proprietăŃilor lor, ceea ce a condus la investigarea construcŃiilor cu inele 

pseudonormate care păstrează aceste izomorfisme. 

Astfel, în lucrare: 

1. A fost studiată clasa izomorfismelor de inele pseudonormate, care sunt restricŃii de 

omomorfisme izometrice la diferite subinele. A fost demonstrat că a doua teoremă de 

izomorfism pentru inelele pseudonormate nu are loc în cazul izomorfismului izometric (Teorema 

2.1). 

2. A fost studiată clasa izomorfismelor de inele pseudonormate, care sunt restricŃii de 

omomorfisme izometrice la ideale unilaterale. Au fost demonstrate analoage ale celei de a doua 

teoreme de izomorfism pentru inelele pseudonormate în cazul izomorfismului semiizometric 

unilateral (Teorema 2.6, Teorema 2.7). 

3. A fost studiată clasa izomorfismelor de inele pseudonormate, care sunt restricŃii de 

omomorfisme izometrice la ideale bilaterale. Au fost demonstrate analoage ale celei de a doua 
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teoreme de izomorfism pentru inelele pseudonormate în cazul izomorfismului semiizometric 

bilateral (Teorema 2.15, Teorema 2.22). 

4. A fost studiată clasa izomorfismelor de inele pseudonormate, care sunt restricŃii de 

omomorfisme izometrice la subinele accesibile. Au fost demonstrate analoage ale celei de a doua 

teoreme de izomorfism pentru inelele pseudonormate în cazul superpoziŃiei de izomorfisme 

semiizometrice (Teorema 2.25, Teorema 2.27). 

5. A fost stabilită interconexiunea dintre izomorfismul semiizometric unilateral, 

izomorfismul semiizometric bilateral, izomorfismul izometric şi izomorfismul topologic de inele 

pseudonormate (Corolarele 2.10 – 2.12, 2.16 – 2.19). 

6. A fost arătat că izomorfismul semiizometric (semiizometric la stânga, semiizometric la 

dreapta) este păstrat la trecerea la subinele de inele  pseudonormate (Teorema 3.1). 

7. Au fost obŃinute condiŃii suficiente de păstrare a izomorfismului semiizometric 

(semiizometric  la stânga, semiizometric la dreapta) la trecerea la factorinele de inele 

pseudonormate (Teorema 3.2). 

8. Au fost obŃinute condiŃii suficiente de păstrare a izomorfismului semiizometric 

(semiizometric la stânga, semiizometric la dreapta) la trecerea la completatul de inele 

pseudonormate (Teorema 3.4). 

9. Au fost obŃinute condiŃii suficiente de păstrare a izomorfismului semiizometric 

(semiizometric la stânga, semiizometric la dreapta) la trecerea la limita sau supremumul unei 

familii de pseudonorme (Teorema 3.7, Teorema 3.11). 

10. Au fost obŃinute condiŃii suficiente de păstrare a izomorfismului semiizometric 

(semiizometric la stânga, semiizometric la dreapta) la trecerea la suma directă finită de inele 

pseudonormate şi la trecerea la alte pseudonorme în inele (Teorema 3.15, Corolarul 3.16). 

11. Au fost studiate unele construcŃii de pseudonorme în inelele de matrice şi determinate 

condiŃii suficiente pentru corectitudinea acestor construcŃii (Teorema 3.17, Remarca 3.18). 

12. Au fost obŃinute condiŃii suficiente de păstrare a izomorfismului semiizometric 

(semiizometric la stânga, semiizometric la dreapta) la trecerea la inelul de matrice peste un inel 

pseudonormat (Teorema 3.19). 

ContribuŃia personală a autorului constă în elaborarea construcŃiei pseudonormei în inele de 

matrice, în elaborarea construcŃiei pseudonormelor subinelelor în demonstraŃia teoremei despre 

superpoziŃia izomorfismelor semiizometrice a inelelor pseudonormate nilpotente, în demonstraŃia 

tuturor teoremelor şi propoziŃiilor din paragrafele 3.2 – 3.6. 
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Recomandări: 

1. Rezultatele tezei pot servi drept support pentru teme de masterat şi pot constitui conŃinutul  

unor cursuri speciale pentru studenŃii şi masteranzii de la specialitătile matematice. 

2. Rezultatele tezei pot fi aplicate la construirea teoriei generale a radicalilor pentru inelele 

pseudonormate. 

3. Cercetarea poate fi prelungită în următoarele direcŃii: 

– studiul comportamentului izomorfismului semiizometric (semiizometric la stânga, 

semiizometric la dreapta) în alte construcŃii cu inele pseudonormate (produse 

semidirecte, produse Tikhonov, limite inverse); 

– studiul comportamentului izomorfismului semiizometric (semiizometric la stânga, 

semiizometric la dreapta) în inele pseudonormate cu proprietăŃi suplimentare; 

– aplicarea izomorfismelor semiizometrice (semiizometrice la stânga, semiizometrice la 

dreapta) în teoria inelelor Banach; 

– aplicarea în teoria inelelor Banach a construcŃiei pseudonormei, elaborată pentru inelul 

de matrice. 
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ADNOTARE 
la teză de doctor a dnei Alioşcenco Svetlana 

“Izomorfismul semiizometric al inelelor pseudonormate şi propriet ăŃile lui” 
 

Teza este înaintată pentru obŃinerea gradului de doctor în ştiinŃe matematice, la speciali-
tatea 111.03 – Logică matematică, algebră şi teoria numerelor. Teza a fost elaborată la Universi-
tatea de Stat din Tiraspol, Chişinău, în anul 2016. 

Structura tezei. Teză este scrisă în limba rusă şi constă din introducere, trei capitole, con-
cluzii generale şi recomandări, bibliografie din 85 titluri, 127 pagini de text de bază. Rezultatele 
obŃinute sunt publicate în 15 lucrări ştiinŃifice. 

Cuvinte-cheie: inel pseudonormat, ideal, inel factor, subinel, ideal unilateral, subinel 
accesibil, omomorfism izometric, izomorfism semiizometric. 

Domeniul de studiu al tezei: studiul proprietăŃilor omomorfismelor şi izomorfismelor de 
inele pseudonormate şi aplicaŃiile lor. 

Scopul şi obiectivele lucrării:  
– determinarea claselor de izomorfisme speciale ale inelelor pseudonormate pentru care 

există analoage ale celei de a doua teoreme de izomorfism; 
– studiul proprietăŃilor izomorfismelor speciale ale inelelor pseudonormate; 
– studiul construcŃiilor cu inele pseudonormate care păstrează izomorfismele speciale. 
Noutatea şi originalitatea ştiin Ńifică: 
– au fost definite conceptele de izomorfism semiizometric (semiizometric la stânga, 

semiizometric la dreapta) pentru inelele pseudonormate; 
– au fost elaborate criterii de izomorfism semiizometric (semiizometric la stânga, 

semiizometric la dreapta); 
– au fost stabilite unele proprietăŃi ale izomorfismului semiizometric (semiizometric la 

stânga, semiizometric la dreapta); 
– au fost demonstrate teoremele despre păstrarea izomorfismului semiizometric 

(semiizometric la stânga, semiizometric la dreapta) pentru unele construcŃii cu inele pseudonor-
mate. 

Problema ştiin Ńifică importantă soluŃionată constă în determinarea claselor de 
izomorfisme ale inelelor pseudonormate pentru care există analoage ale celei de a doua teoreme 
de izomorfism şi studiul proprietăŃilor lor, ceea ce a condus la investigarea construcŃiilor cu inele 
pseudonormate care păstrează aceste izomorfisme. 

SemnificaŃia teoretică şi valoarea aplicativă a lucrării  constă în elaborarea unor metode 
de cercetare a izomorfismelor de inele pseudonormate privind semiizometricitatea 
(semiizometricitatea la stânga, semiizometricitatea la dreapta), stabilirea unor condiŃii suficiente 
de păstrare a izomorfismului semiizometric (semiizometric la stânga, semiizometric la dreapta) 
pentru unele construcŃii cu inele pseudonormate. 

Implementarea rezultatelor ştiin Ńifice: 
– rezultatele şi metodele dezvoltate în teză pot fi aplicate în investigaŃiile ulterioare ale 

izomorfismelor şi omomorfismelor de inele pseudonormate şi de inele Banach; 
– rezultatele din teză pot fi aplicate în construirea teoriei generale a radicalilor pentru 

inelele pseudonormate; 
– rezultatele din teză pot servi drept support pentru teme de masterat şi pot constitui 

conŃinutul unor cursuri speciale pentru studenŃii şi masteranzii de la specialitătile matematice. 
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АННОТАЦИЯ 
на диссертацию Алещенко Светланы 

«Полуизометрический изоморфизм псевдонормированных колец и его свойства» 
 

Диссертация представлена на соискание ученой степени доктора математических на-
ук, специальность 111.03 – Математическая логика, алгебра и теория чисел. Диссертация 
разработана в Тираспольском Государственном Университете, г. Кишинев, в 2016 году. 

Структура диссертации. Диссертация написана на русском языке и состоит из вве-
дения, трех глав, общих выводов и рекомендаций, списка цитируемой литературы из 85 
наименований, 127 страниц основного текста. По теме диссертации опубликовано 15 на-
учных работ. 

Ключевые слова: псевдонормированное кольцо, идеал, факторкольцо, подкольцо, 
односторонний идеал, достижимое подкольцо, изометрический гомоморфизм, полуизо-
метрический изоморфизм. 

Область исследования: изучение свойств гомоморфизмов и изоморфизмов псевдо-
нормированных колец и их приложения. 

Цель и задачи исследования: 
– определение классов специальных изоморфизмов псевдонормированных колец, 

для которых имеют место аналоги второй теоремы об изоморфизме; 
– исследование свойств специальных изоморфизмов псевдонормированных колец; 
– исследование конструкций псевдонормированных колец, сохраняющих специ-

альные изоморфизмы. 
Научная новизна и оригинальность: 
– были определены понятия полуизометрического изоморфизма (полуизометриче-

ского слева, полуизометрического справа) псевдонормированных колец; 
– были доказаны критерии полуизометрического изоморфизма (полуизометриче-

ского слева, полуизометрического справа); 
– были установлены некоторые свойства полуизометрического изоморфизма (по-

луизометрического слева, полуизометрического справа); 
– были доказаны теоремы о сохранении полуизометрического изоморфизма (полу-

изометрического слева, полуизометрического справа) для некоторых конструкций псев-
донормированных колец. 

Решенная важная научная проблема заключается в определении и изучении клас-
сов изоморфизмов псевдонормированных колец, для которых имеют место аналоги вто-
рой теоремы об изоморфизме, что приведет к исследованию конструкций псевдонормиро-
ванных колец, сохраняющих такие изоморфизмы. 

Теоретическое значение и практическая ценность работы состоит в разработке 
методов исследования изоморфизмов псевдонормированных колец на полуизометрич-
ность (полуизометричность слева, полуизометричность справа), установлении достаточ-
ных условий сохранения полуизометрического изоморфизма (полуизометрического слева, 
полуизометрического справа) для некоторых конструкций псевдонормированных колец. 

Внедрение научных результатов: 
– результаты и методы, разработанные в диссертации, могут быть применены в 

дальнейших исследованиях изоморфизмов и гомоморфизмов псевдонормированных и ба-
наховых колец; 

– результаты диссертации могут быть применены при построении общей теории 
радикалов псевдонормированных колец; 

– результаты диссертации могут служить пособием для студентов при выполнении 
магистерских диссертаций и могут составлять содержание некоторых спецкурсов для сту-
дентов математических специальностей бакалавриата и магистратуры. 
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ANNOTATION 
of PHD thesis by Aleschenko Svetlana 

“A semi-isometric isomorphism of pseudonormed rings and its properties” 
 

This thesis is submitted to obtain a doctoral degree in Mathematics, specialty 111.03 – 
Mathematical logic, algebra and numbers theory. It was elaborated at Tiraspol State University, 
in Chisinau, 2016. 

Thesis structure: the thesis is written in Russian and consists of an introduction, three 
chapters, general conclusions and recommendations, bibliography of 85 titles, 127 pages of main 
text. The obtained results are published in 15 scientific papers. 

Keywords: pseudonormed ring, ideal, quotient ring, subring, one-sided ideal, accessible 
subring, isometric homomorphism, semi-isometric isomorphism. 

Field of study of the thesis: belongs to study of properties of homomorphisms and iso-
morphisms of pseudonormed rings and their applications. 

Thesis aim and objectives: 
– determination of classes of special isomorphisms of pseudonormed rings for which 

analogues of the second isomorphism theorem hold; 
– study of properties of special isomorphisms of pseudonormed rings; 
– study of constructions of pseudonormed rings which are preserving special isomor-

phisms. 
Scientific novelty and originality: 
– were definited concepts of a semi-isometric isomorphism (semi-isometric isomorphism 

on the left, semi-isometric isomorphism on the right) of pseudonormed rings; 
– were proved criterions of a semi-isometric isomorphism (semi-isometric isomorphism 

on the left, semi-isometric isomorphism on the right); 
– were established some properties of a semi-isometric isomorphism (semi-isometric 

isomorphism on the left, semi-isometric isomorphism on the right); 
– were proved theorems about preservation of a semi-isometric isomorphism (semi-

isometric isomorphism on the left, semi-isometric isomorphism on the right) for some 
constructions of pseudonormed rings. 

The important scientific solved problem consists of determination of classes of special 
isomorphisms of pseudonormed rings for which analogues of the second isomorphism theorem 
hold and study of their properties which led to study of constructions of pseudonormed rings 
which are preserving these isomorphisms. 

The theoretical significance and applicative value of the thesis consists in development 
of research methods for isomorphisms of pseudonormed rings on semi-isometry (semi-isometry 
on the left, semi-isometry on the right), establishment of sufficient conditions of preservation of 
semi-isometric isomorphism (semi-isometric isomorphism on the left, semi-isometric 
isomorphism on the right) for some constructions of pseudonormed rings. 

The implementation of the scientific results: 
– the results and methods which are developed in the thesis can be applied for further in-

vestigations of isomorphisms and homomorphisms of pseudonormed rings and Banach rings; 
– the results of the thesis can be applied to the construction of the general theory of radi-

cals of pseudonormed rings; 
– the results of the thesis can serve as support for master thesis and can be used as 

content for some special courses of undergraduate and graduate programs for students of 
mathematical specialties. 
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