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REPERE CONCEPTUALE ALE CERCETARII

Actualitatea si importanta temei de cercetare este determinatd de necesitatea examinarii

complexitatii problemei de acoperire a unui graf neorientat cu un numar p>2 de multimi

d-convexe, studiatd partial de catre D. Artigas, S. Dantas, M. C. Dourado si J. L. Szwarcfiter in
lucrarile [7], [8], [9], precum si de rolul acesteia la solutionarea problemelor cu caracter practic.

Problema acoperirii grafului cu multimi d-convexe reprezinta o variatie a problemei clasice de
acoperire a unei multimi de elemente, cunoscute, in special, datoritd rolului acesteia in dezvoltarea
teoriei complexitatii algoritmilor, solutiondrii problemelor de optimizare discreta si multiplelor
aplicatii practice, mentionate de catre mai multi matematicieni (a se vedea, de exemplu, lucrarea
[3]). In literatura de specialitate, se acorda o atentie sporitd problemelor de acoperire a unui graf.
Printre acestea se regdsesc: problema acoperirii de pondere minima cu varfuri a grafului, acoperirea
cu muchii, determinarea multimii de varfuri extern stabile etc. De reguld, aceste probleme sunt
NP-dificile. Astfel de probleme raman a fi dificile, chiar si in cazul unor clase particulare de grafuri.
De exemplu, este NP-dificila si problema neponderatd de acoperire cu varfuri a grafului in cazul
unui graf planar 3-regulat [15], chiar daca la prima vedere s-ar parea ca aceasta ar fi o problema mai
simpld. Din aceste considerente, prezintd interes studierea unor variatii speciale ale problemei de
acoperire.

Pornind de la unele probleme teoretico-aplicative D. Artigas a formulat si partial a studiat
problema acoperirii grafului cu p multimi d-convexe. In lucrarea [7] el a demonstrat ¢ problema
acoperiri grafului cu p>3 multimi d-convexe arbitrare este NP-completa. Pentru cazul p=2
problema nu a fost examinata de catre autor, fiind declarata “deschisa”. Ca un caz special al
problemei de acoperire, D. Artigas a studiat si problema divizarii grafului in multimi d-convexe. A

fost demonstrat ca si in acest caz problema este NP-completd pentru orice numar p > 2 de multimi

d-convexe [8]. Din cauza complexititii problemeli, S-a incercat examinarea acesteia pe unele clase
de grafuri, care sunt folosite la solutionarea problemelor practice. In particular, a fost examinat
cazul grafurilor triangulate, co-grafurilor, grafurilor ce reprezinta puterea ciclului etc.

Mai recent au continuat cercetarile cu scopul elaborarii unor algoritmi polinomiali pentru
solutionarea problemei de acoperire/divizare cu multimi d-convexe a unor clase de grafuri
neorientate, chestiune importantd in cazul prelucrarii volumelor mari de informatie Ia
calculator. In aceastd ordine de idei, R. Glantz si H. Meyerhenke au aritat ci pentru grafurile
planare exista algoritm de complexitate cubicd, care determind existenta divizarii in doud multimi
d-convexe [16]. In lucrarea [17] matematicienii L. N. Grippo, M. Matamala, M. D. Safe si M. J.

Stein au demonstrat ca toate divizarile in p>2 multimi d-convexe ale grafului bipartit pot fi

determinate in timp polinomial.



Rezultatele obtinute in ultimii 10-20 de ani se refera la un aspect important al problemei
clasice de acoperire a unei multimi de elemente cu o familie specialda de submultimi, si anume
acoperirea unei structuri discrete cu multimi d-convexe. Aceste rezultate sunt importante din punct
de vedere teoretic, constituind o completare valoroasda a rezultatelor clasice cunoscute si sunt
actuale prin faptul cd conduc la elaborarea unor metode si algoritmi pentru rezolvarea problemelor
practice: [8], [16], [17]. Totodata, este necesar de mentionat ca prin cercetarile sale D. Artigas, R.
Glantz, L. N. Grippo, S. Dantas, H. Meyerhenke, M. Matamala s. a. au generat, la randul sau, o
acestora. Printre astfel de probleme pot fi mentionate: cercetarea complexitatii problemei de
acoperire cu doud multimi d-convexe; determinarea complexitatii problemei de acoperire cu p > 2
multimi d-convexe cu restrictii speciale (cazul multimilor d-convexe netriviale); descrierea
grafurilor neorientate cu un numar prestabilit de multimi d-convexe, ce formeaza o acoperire a
acestora; determinarea conditiilor de existentd a acoperirii si divizarii in multimi d-convexe
netriviale pentru unele clase de grafuri etc. Aceste probleme, impreuna cu unele variatii, constituie

obiectul de studiu al lucrarii in cauza.

Scopul si obiectivele lucrarii. Scopul urmarit prin realizarea tezei consta in studierea si
solutionarea problemei de acoperire a unui graf neorientat cu multimi d-convexe.

In conformitate cu scopul enuntat au fost stabilite urmatoarele obiective ale cercetirii:

e cxaminarea complexitatii problemei de acoperire a grafului cu un numar p>2 de
multimi d-convexe;

e stabilirea conditiilor de existentd a unei familii de multimi d-convexe, ce formeaza o
acoperire a grafului neorientat;

e solutionarea problemei de acoperire a grafului cu multimi d-convexe netriviale;

e claborarea algoritmilor pentru problema de acoperire/divizare a grafului cu multimi
d-convexe;

e estimarea numarului de acoperire d-convexa minima/maxima.

Suportul metodologic al cercetarilor include unele notiuni si metode caracteristice teoriei
grafurilor, teoriei convexitatii, metodelor de optimizare, teoriei algoritmilor, teoriei complexitatii
etc, care sunt bine cunoscute in literatura de specialitate (a se vedea [1], [2], [10], [13], [15]), si la

care autorul apeleaza periodic.

Noutatea stiintifici a rezultatelor obtinute. Toate rezultatele de ordin teoretic prezente in
teza de doctor sunt noi si au fost publicate in reviste recenzate. in baza acestora au fot elaborati
algoritmi eficienti, ce pot fi aplicati la solutionarea problemelor practice. Gradul de noutate se

exprima prin:



e determinarea conditiilor de existentd a grafurilor conexe neorientate cu numarul
prestabilit de acoperire/divizare d-convexa minima,;

e demonstrarea faptului ca problema acoperirii cu douda multimi d-convexe este
NP-completa, ceea ce, impreund cu rezultatele deja cunoscute de D. Artigas, permite sa
consideram problema de acoperire cu multimi d-convexe drept o problema NP-completa
in caz general,

e determinarea relatiilor dintre (2,t)-acoperirile si (2,nt)-acoperirile d-convexe si
determinarea unor clase de grafuri, pentru care exista astfel de acoperiri;

e demonstrarea NP-completitudinii problemei de existentd a divizarii grafului in multimi
d-convexe netriviale;

e elaborarea unui algoritm polinomial pentru verificarea existentei acoperirii cu multimi
d-convexe netriviale a unui graf neorientat;

e demonstrarea NP-completitudinii problemei de acoperire/divizare a unui graf neorientat
cu numar dat p >2 de multimi d-convexe netriviale;

e solutionarea problemei de acoperire cu douda multimi d-convexe netriviale in cazul
grafurilor triangulate, grafurilor ce reprezinta puterea ciclului si grafurilor cactus;

e deducerea formulelor recurente de calcul ale numarului maxim de multimi d-convexe
netriviale, care acopera sau divizeaza un arbore;

e stabilirea conditiilor de existentd ale numarului p>2 de multimi d-convexe netriviale,
care acopera/divizeaza un arbore;

e estimarea caracteristicelor numerice ale unor clase speciale de grafuri, obtinute prin
realizarea operatiilor definite pe grafuri neorientate (numarul de acoperire d-convexa
minima, numarul de acoperire d-convexa netriviala minima);

e claborarea algoritmilor polinomiali pentru recunoasterea grafurilor cu structura speciala.

Problema stiintifici importanti solutionata consta in demonstrarea NP-completitudinii
problemei de acoperire/divizare a unui graf neorientat cu multimi d-convexe, ceea ce a condus la
necesitatea studierii conditiilor de existentd a pP=>2 multimi d-convexe, ce formeaza
acoperire/divizare unor clase de grafuri pentru implementarea ulterioard in construirea metodelor si

algoritmilor eficienti de solutionare a problemelor aplicative.

Importanta teoretici este determinatd de obtinerea rezultatelor ce tin de stabilirea
NP-completitudinii problemei de acoperire a unui graf cu doua multimi d-convexe, prin care se
completeazd rezultatele obtinute de catre alti matematicieni. S-a demonstrat ca problema acoperirii

grafului cu p=2 multimi d-convexe, atit in caz general cat si in cazul multimilor d-convexe

netriviale, este o problema NP-completa.



Valoarea aplicativi a lucririi constd in posibilitatea utilizarii rezultatelor obtinute la
studierea multimilor d-convexe pe structuri discrete, elaborarea algoritmilor pentru problemele de
acoperire/divizare a unui graf cu multimi d-convexe, ce pot fi folosite la solutionarea problemelor
practice, de exemplu probleme de clusterizare a elementelor unei multimi pe care sunt definite

relatii binare.

Aprobarea rezultatelor stiintifice. Rezultatele stiintifice de baza, obtinute de catre autor si
reflectate in prezenta lucrare, au fost prezentate la conferinte stiintifice de rang national si
international, au fost publicate articole in reviste recenzate: a) Teze la conferinte stiintifice de
rang international: Convex covers of undirected graphs. The 22" conference on applied and
industrial mathematics (CAIM-2014), September 18-21, 2014, Bacau, Romania [19];
NP-completeness of graph convex cover problems. The Conference “Mathematics & Information
Technologies: Research and Education” (MITRE — 2015), July 2-5, 2015, Chisinau, Republic of
Moldova [25]; Nontrivial convex 2-covers of simple connected graphs. The 23™ conference on
applied and industrial mathematics (CAIM-2015), September 17-20, 2015, Suceava, Romania [24];
Minimum convex covers of some graph operations. A XX-a Conferinta Anuald a Societatii de
Stiinte Matematice din Romania Dedicata celei de-a 80-a aniversari a Prof. Univ. Emerit Dr. loan
A. RUS, Mai 19-22, 2016, Baia Mare, Romania [29]; Nontirivial convex partition of a tree. The
Conference “Mathematics & Information Technologies: Research and Education” (MITRE — 2016),
June 23-26, 2016, Chisinau, Republic of Moldova [22]; Nontrivial convex cover of a tree. The 24"
conference on applied and industrial mathematics (CAIM-2016), September 15-18, 2016, Craiova,
Romania [23]; b) Teze la conferinte stiintifice de rang national: 2-acoperirile convexe in grafuri
neorientate. Conferinta Stiintifica ,,Integrare prin Cercetare si Inovare”, Universitatea de Stat din
Moldova, Chisinau, 10-11 noiembrie 2015 [26]; c) Articole stiintifice publicate in reviste de
Specialitate din tara si de peste hotare, precum si in analele (proceedings) conferintelor:
Convex graph covers. Computer Science Journal of Moldova, Vol. 23, Nr. 3(69), 2015 [28]; Covers
of graphs by two convex sets. Studia Universitatis Babes-Bolyai, Informatica, VVol. LXI, Nr. 1, 2016
[20]; Minimum convex cover of special nonoriented graphs. Studia Universitatis Moldaviae,
Revista stiintifica a Universitatii de Stat din Moldova, Seria ,,Stiinte exacte si economice”, Nr.
2(92), 2016 [21]; Nontrivial convex covers of trees. Buletinul Academiei de Stiinte a Republicii
Moldova, Matematica, Nr. 3(82), 2016 [30]; Acoperirea unui graf neorientat cu multimi convexe
netriviale. Analele conferintei stiintifice internationale “Modelare Matematica, Optimizare si
Tehnologii Informationale”: (Proceedings), Editia a V-a, Academia de Transporturi, Informatica si
Comunicatii, Chisindu, 22-25 martie 2016 [27].



Publicatii la tema tezei. In total la tema tezei au fost publicate 12 lucrari stiintifice (a se
vedea [19] — [30]), printre care: 4 articole in reviste stiintifice recenzate (a se vedea [20], [21], [28],
[30]); 8 publicatii de un singur autor (a se vedea [19] — [26]), printre care 2 articole in reviste

stiintifice recenzate (a se vedea [20], [21]).

Volumul si structura tezei. Teza este scrisa in limba romana si contine introducere, trei
capitole, concluzii generale si recomandari, adnotari in limbile romana, rusa si engleza, bibliografie
ce cuprinde 115 de titluri si trei anexe. Volumul total al tezei este de 149 de pagini, dintre care 122

pagini text de baza.

Cuvinte cheie: Graf neorientat, d-convexitate, multime d-convexa, segment metric,
invelitoare d-convexd, problema de optimizare, acoperire d-convexa, divizare d-convexa,

NP-completitudine, arbore, algoritm.

CONTINUTUL TEZEI

In Introducere, sunt formulate scopul si obiectivele tezei, se argumenteazi actualitatea si
importanta temei de cercetare. Se formuleazd problema stiintificd cu mentionarea importantei
teoretice si a valorii aplicative a lucrarii. Este datd o analiza succinta a publicatiilor la tema tezei. Se

incheie acest compartiment cu o sinteza a continutului lucrarii.

Primul capitol al tezei poartda un caracter introductiv si are drept scop examinarea situatiei
actuale in domeniul temei de cercetare. In acest capitol se descriu etapele - cheie de dezvoltare a
structurilor matematice discrete si se analizeazd pe scurt unele dintre ele, in special grafurile,
hipergrafurile si matroizii, care servesc drept modele matematic pentru rezolvarea problemelor
practice. Se examineaza complexitatea unor algoritmi pentru solutionarea problemelor clasice pe
aceste structuri matematice si se mentioneaza rolul acestora in optimizarea discretd, determinat in
mod special de faptul ca structurile discrete oferd posibilitatea solutiondrii eficiente a diverselor

probleme de ordin teoretico-aplicativ.

Un rol important in solutionarea problemelor de optimizare pe structuri discrete il joaca
multimile convexe. Un model al convexitatii, util la solutionarea problemelor practice, il reprezinta
d-convexitatea, introdusa initial prin anii 20 ai secolului trecut de catre K. Menger [18] si
redescoperita apoi de catre P. Soltan prin anii ’60, in legatura cu realizarea unor proiecte aplicative
importante pentru economia Republicii Moldova [4], [5]. Acest tip de convexitate se aplica in cazul
problemelor de amplasare a centrelor de prestare a unor servicii, frecvent intalnite in organizarea

structurilor social-economice, a problemelor de divizare a unor domenii in subdomenii ce apar la



trasarea schemelor integrale si deasemenea. Din punct de vedere teoretic d-convexitatea a contribuit
la dezvoltarea si a altor ramuri ale matematicii moderne [1].

In mod special, se analizeaza starea curenti ce tine de solutionarea problemei de acoperire a
grafurilor neorientate cu multimi d-convexe in prisma rezultatelor obtinute de catre matematicienii:
D. Artigas [7], R. Glantz [16], L. N. Grippo [17]. Se examineaza cazul special al problemei de
acoperire, cand multimile folosite sunt disjuncte. In acest caz obtinem asa numita problema de
divizare a grafului in multimi d-convexe. Se argumenteazd valoarea aplicativa a problemei de
acoperire a grafurilor neorientate cu multimi d-convexe.

In incheierea capitolului sunt formulate citeva probleme nerezolvate la moment si care
constituie obiectul de studiu in capitolele ulterioare. Deasemenca, se formuleaza problema de
cercetare, se mentioneaza caile de solutionare ale acesteia, se stabileste scopul si obiectivele

cercetarii.

In Capitolul doi sunt expuse rezultatele de bazi, obtinute de catre autor cu referite la
solutionarea problemei de acoperire a grafului neorientat cu multimi d-convexe impreuna cu unele
variatii ale acesteia. Problema in cauza a fost formulata, si partial rezolvata, de catre D. Artigas [7]
si reprezinta, de fapt, un caz special al problemei generale de acoperire a unei multimi de elemente

cu o familie de submultimi de pondere minima [3].

VVom nota prin G =(X;U) un graf neorientat cu multimea de varfuri X, |X| =n, si multimea

de muchii U, |U| =m. Pentru a indica multimea de varfuri si multimea de muchii a grafului G vom
mai folosi si notatiile X(G), U(G).

Daca asupra multimilor d-convexe nu se impun careva restrictii speciale, atunci pentru orice
graf neorientat existd acoperire d-convexa. Cazul trivial ar fi atunci cand graful se acoperd cu n
multimi si fiecare dintre aceste multimi este formata dintr-un singur varf. Desigur, prezinta interes
studierea cazului cand graful se acopera cu un numar minim de multimi d-convexe.

In paragraful 2.1 sunt examinate grafurile neorientate pentru care existid acoperire cu un

numar minim prestabilit p>2 de multimi d-convexe. Problema devine mai interesantd cand

multimile d-convexe sunt netriviale. In acest caz putem vorbi despre acoperirea cu un numér minim
si numar maxim de multimi d-convexe netriviale. Sunt studiate grafurile pentru care exista
acoperire cu un numar minim prestabilit si cu un numar maxim prestabilit de multimi d-convexe
netriviale.

In legitura cu examinarea multimilor d-convexe pentru solutionarea problemei enuntate, vom
folosi un sir de notiuni clasice, printre care si notiunile de segment metric, invelitoare d-convexa,

definite in lucrarea [1].



Definitia 2.4. [7] Familia de multimi, notata prin 2(G), formeaza o acoperire d-convexdi a
grafului G daca sunt satisfacute urmatoarele conditii:

a) fiecare multime din P(G) este d-convexa in G;

b) X :UYE?(G)Y ;
Y« UMD(G)‘Z#Y Z , pentru orice Y € 2(G).

Daca [2(G)|= p, atunci vom spune ca 2(G) este 0 p-acoperire d-convexa a grafului G si o
vom nota prin 2,(G) [7]. In mai multe probleme cu caracter teoretico-aplicativ se foloseste un caz
special al acoperirii d-convexe si anume, divizarea d-convexa a grafului. Daca pe langa proprietatile
a) — ¢) multimile familiei 2,(G) sunt si disjuncte doud céte doua, atunci vom spune cid 2, (G)
formeaza o p-divizare d-convexd a grafului G [9].

Conform definitiei multimii d-convexe intr-un graf neorientat, aceasta poate fi formata si
dintr-un singur varf, din doud varfuri sau poate coincide cu multimea tuturor varfurilor din graf.
Astfel de multimi sunt in orice graf neorientat si se mai numesc multimi d-convexe triviale.
Multimea d-convexa A a grafului G =(X;U) se numeste netriviald daci 3<|A|<|X|-1. In cazul
cand elementele familiei 2(G) sunt multimi d-convexe netriviale, spunem cad 2(G) formeaza

acoperire/divizare d-convexdi netriviala a grafului G.

Definitia 2.7. [7] Cel mai mic numar intreg p =2, pentru care existda p-acoperire d-convexa
a grafului G se numeste numar de acoperire d-convexd minimd a acestui graf si se noteaza prin
o™ (G). Respectiv, cel mai mic numdr intreg P =2, pentru care exista p-divizare d-convexd a
grafului G se numeste numar de divizare d-convexd minimd a acestui graf §i se noteazd prin

o™ (G).

In mod similar in teza se defineste:

" (G) — numarul de acoperire d-convexi netriviali minimd a grafului G;

™" (G)— numdrul de divizare d-convexd netriviald minimd a grafului G;

P (G)— numarul de acoperire d-convexa netriviald maxima a grafului G;

O (G)— numarul de divizare d-convexd netriviala maxima a grafului G;

Deoarece orice divizare d-convexa a unui graf netrivial G reprezinta totodata si o acoperire a

acestui graf cu multimi d-convexe, este adevarata relatia:

2" (G)<6"(G)



Desigur, orice divizare d-convexa netriviala a grafului G reprezinta o acoperire a acestui graf
cu multimi d-convexe netriviale. Prin urmare, daca G poate fi divizat in multimi d-convexe

netriviale, atunci au loc inegalitatile:
2) o™ (G) <" (G) < p[™ (G),
b) 6™ (G) < 9" (G) < 97 (G),

Q) ¢"(@) <™ (G). " (G) <O (G). ¢ (G) = O (G).

C

In cazul cand G nu poate fi divizat in multimi d-convexe netriviale, dar poate fi acoperit cu
multimi d-convexe netriviale, are loc doar inegalitatea a).

In lucrarea se demonstreaza existenta grafului G cu numarul de acoperire minima prestabilit:

Teorema 2.1. Pentru orice doua numere p,n e N, care satisfac conditia 2< p<n-2, exista

un graf conex neorientat G = (X;U) cu parametrii [X|=n si " (G)=p.

c

Un interes special in lucrarea revine studierii problemei de acoperire a grafului cu multimi
d-convexe netriviale. Evident, trebuie studiat cazul grafurilor cu numarul de varfuri n>4. Printr-o
verificare simpld ne convingem cd daca n=4, atunci graful G poate fi acoperit doar cu doua
multimi d-convexe netriviale daca si numai daca G nu este un ciclu de lungimea 4. Daca n>5,

atunci prin Teoremele 2.3 s 2.4 se demonstreaza:

a) ¢""(G)<n-2;

cn

b) pentru orice doua numere p,neN, 2< p<n-3, exista graf conex neorientat G cu n

varfuri, incat ™" (G)=p.

cn

In cazul multimilor d-convexe netriviale, de rand cu acoperirea d-convexa minima Se
examineazd cealaltd variantd extremd — acoperirea grafului cu un numar maxim de multimi

d-convexe netriviale. Prin Lema 2.7 se demonstreaza ca pentru oricare doua numere p,ne N,
2< p<n-2, totdeauna putem construi un graf G = (X;U), pentru care |X|: nsi g (G)=p.

in paragraful 2.1 al tezei sunt expuse si rezultate pentru problema divizarii grafului in multimi
d-convexe arbitrare si netriviale.
Rezultatele enuntate mai sus au permis sd fie examinata problema acoperirii unui graf

neorientat cu p =2 multimi d-convexe. Astfel in paragraful 2.2 a fost demonstrata

Teorema 2.5. Problema acoperirii unui graf cu 2 multimi d-convexe este NP-completa.

Acest rezultat completeaza rezultatul obtinut de catre D. Artigas cu referire la problema
studiatd si permite sd declardm incheiata studierea problemei de acoperire a grafului cu multimi

d-convexe: Problema acoperirii grafului cu p > 2 multimi d-convexe este NP-completa.
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Pornind de la rezultatul obtinut, in teza de doctor se mai demonstreaza NP-completitudinea
problemelor:

a) 2-divizare d-convexa (cazul general);

b) 2-divizare d-convexa netriviala,

C) 2-acoperire d-convexa netriviala.

Pornind de la rezultatele obtinute in legatura cu studierea problemei p-acoperirii d-convexe a

unui graf pentru cazul p =2, in paragraful 2.3 se studiaza cazul acoperirii grafului cu doud multimi
d-convexe, dintre care cel putin una este netriviala.

Notam prin 2,,(G) ={S,,S,.} acoperirea lui G=(X;U) cu doua multimi d-convexe, dintre
care S, este triviala si S, netriviald. O astfel de acoperire se va numi (2,t)-acoperire d-convexa a
grafului. In cazul cand acoperirea este formati din doud multimi d-convexe netriviale vom spune ci
avem o (2,nt)-acoperirea d-convexa 7, ,(G)={S,,S,}. Usor ne convingem ca in cazul n=4
pentru graful conex G exista (2,nt)-acoperire d-convexa daca si numai daca G #C, .

Fie G=(X;U) un graf conex neorientat cu n>5 varfuri. Reamintim ca un varf x din G se

numeste simplicial daca vecinatatea lui formeaza o clica in G [10].

Lema 2.9. Pentru orice graf conex neorientat G=(X;U), |X|25, sunt echivalente
afirmatiile:

1) G contine un varf'simplicial Xe X ;

2) in G exista familia 2, (G) ={S, ={x} S, = X \{x}};

3) in G exista familia 2, (G) ={S, ={x,y : x~ y},S,, = X \{X}}.

Definim o clasa speciala de grafuri conexe neorientate 7 careia ii corespund toate grafurile
G =(X;U), ce satisfac urmatoarele conditii:

1) X ={a,b,,b,, %, X,,.... X, }m>1;

2) U ={{a,b}{a,b,},{b, x}.{b,, x. }.{x, x; }:1<i, j <m}.

Observdm ca pentu orice graf G=(X;U)e7, |X|>5, exista exact doud (2,t)-acoperiri
d-convexe: 2},(G) ={{ab 30, X X0 %, 33 B (G) ={{a. b3, X, %0 X, 1

Teorema 2.6. Pentru orice graf G =(X;U) € 7 nu exista (2,nt)-acoperire d-convexa.

Notam prin 4 familia de grafuri conexe neorientate cu n>5 varfuri, care nu apartin familiei
7 si pentru care exista cel putin doua (2,t)-acoperiri d-convexe, iar prin # familia de grafuri

conexe neorientate cu n>5 varfuri pentru care exista exact o singura (2,t)-acoperire d-convexa.
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Teorema 2.7. Pentru orice graf G =(X;U) € 4 existd o (2,nt)-acoperire d-convexd.

Evidentiem o subclasa de grafuri #' a clasei # , grafurile careia poseda proprietatile:

1) ANB=O, unde A=T(x)\{y}, B=T(y)\{x} si {x,y} este multimea triviali a
(2,t)-acoperirii d-convexe;

2) pentru orice varf a e A, exista un varf be B, a~Db, si invers;

3) d—conv(AUB)=S,,, unde S,, este multimea netriviala a (2,t)-acoperirii d-convexe;

nt?

4) S, #AUB, ceea ce implica existenta varfurilor ac A, beB si ceC, pentru care
d(a,b)=2si ce(a,b), unde C=S,\(AUB).

Notdm #"=#\%#".

Teorema 2.8. Pentru orice graf G =(X;U) e #" exista o (2,nt)-acoperire d-convexad.

In baza rezultatelor teoretice mentionate in lucrare, au fost formulati algoritmi pentru

verificarea apartenentei unui graf la o clasd de grafuri: 7, 4, #', #'". S-a demonstrat ca

complexitatea acestor algoritmi este polinomiali. In legatura cu problema examinati este necesar de
raspuns la intrebarea: Pentru un graf G, care apartine clasei #', exista 0 (2,nt)-acoperire d-convexa?

Raspuns la aceasta intrebare ne da Teorema 2.11.
Teorema 2.11. Problema (2,nt)-acoperirii a grafului din clasa #' este NP-completa.

Pornind de la rezultatele obtinute de catre D. Artigas [7], [8], cele obtinute de care autor si
expuse mai sus, precum si rolul multimilor d-convexe netriviale in studierea problemei de
acoperire, in paragraful 2.4 se studiaza cazul acoperirii/divizarii grafului in multimi d-convexe
netriviale.

Din cele demonstrate in teoremele 2.12 si 2.13, precum si consecintele 2.9 si 2.12, deducem
doua rezultate importatne ce vin sa le completeze pe cele cunoscute in literatura de specialitate:

a) Problema p-divizarii d-convexe netriviale este NP-completa pentru orice p>2;
b) Problema p-acoperirii d-convexe netriviale este NP-completa pentru orice p>2.

Nu orice graf poate fi divizat sau acoperit cu multimi d-convexe netriviale. Din aceste
considerente, prezinta interes problema verificarii daca un graf G poate fi acoperit sau divizat in
multimi d-convexe netriviale, adica exista un p>2 pentru care existd o p-acoperire/p-divizare a
grafului G in multimi d-convexe netriviale.

Observam mai intai ca daca un graf poate fi acoperit cu multimi d-convexe netriviale, atunci
orice varf al acestuia apartine cel putin unei multimi d-convexe netriviale. Evident, este adevarata si
afirmatia reciprocd, ceea ce nu putem afirma despre cazul divizarii grafului in multimi d-convexe

netriviale. Pentru construirea unei acoperiri cu multimi d-convexe netriviale se propune
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Algoritmul 2.3.

Input: Graf G =(X;U).

Output: Acoperire cu multimi d-convexe netriviale 2(G) sau nimic.
1. 2G)«IJ, M«

2: forevery xe X do

3: if x¢ M then

4. flag <0

5: forevery y,ze X \{x},y#z do
6: S «d-conv({x,y,z})

7 if S= X then

8: P(G) «—2(G)U{s}
9: M« MUS

10: flag <1

11: break

12: if flag =0 then

13: stop: nu exista nici 0 multimea d-convexa netriviala, care

contine varful x.

14: for every S € 2(G) do
15: if S gUYEp(G)MY then

16: 2(G) <« 2(G) \{S}
17: return 2(G)

Teorema 2.14. Algoritmul 2.3 determind in timp O(n*m) daca un graf G = (X;U) poate fi

acoperit cu multimi d-convexe netriviale.

Pentru problema generala de existenta a unei divizari in multimi d-convexe netriviale intr-un

graf neorientat (problema DMCN) este adevarata
Teorema 2.15. Problema DMCN este NP-completa.

Rezultatele obtinute in capitolul doi completeaza in mod reusit cele obtinute de catre alti
matematicieni in domeniul solutiondrii problemei de acoperire a grafului cu multimi d-convexe si
servesc drept suport pentru unele cercetari aditionale, descrise in capitolul trei al tezei.

In Capitolul trei este examinati problema de acoperire/divizare cu multimi d-convexe
arbitrare/netriviale pentru diferite clase de grafuri. In capitolul precedent s-a demonstrat ca atat

problema centrala de acoperire a unui graf cu multimi d-convexe, precum si unele variatii ale
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acesteia sunt NP-complete. Din aceste considerente meritd atentie necesitatea studierii acestor
probleme pe unele clase de grafuri, care se regésesc la solutionarea problemelor practice, cu scopul
obtinerii rezultatelor teoretice ce ar conduce la elaborarea unor algoritmi polinomiali de solutionare
a problemei de acoperire/divizare.

in paragraful 3.1 sunt stabilite conditiile de existentd a acoperirii cu doud multimi d-convexe
netriviale pentru grafurile triangulate, grafurile ce reprezinta puterea ciclului si grafurile cactus.
Aceste grafuri prezinta interes din considerente ca apar deseori in calitate de model matematic la
solutionarea problemelor practice. De exemplu, este bine cunoscut ca pe grafurile triangulate multe
probleme combinatoriale dificile se rezolva simplu, cum ar fi problema colorarii sau problema clicii
maximale, iar grafurile cactus joacd un rol important la solutionarea problemelor genomicii

comparative.

Teorema 3.1. Pentru orice graf triangulat conex cu n>4 varfuri exista o 2-acoperire

d-convexa netriviala.
Graful ce formeaza puterea ciclului, notat prin C*, 1<k ngJ este un graf pentru care
X(CK)=X(C,) si UCK) ={{u,,u;}:u,,u; € X(CH),de (U, u;) <K}

Teorema 3.2. Pentru orice graf C* existd 0 2-acoperire d-convexd netriviald dacd si numai

daci n>4,C* #C,,si n<2k+2 sau n=0,1,2(mod 2k).

Reamintim ca graful cactus este un graf in care oricare doud cicluri au cel mult un varf
comun.

Teorema 3.3. Pentru orice graf cactus conex G cu Nn>4 vdrfuri exista 0 2-acoperire

d-convexa netrivialda daca si numai daca n=4 si G#C,.

in paragraful 3.2 sunt expuse rezultatele obtinute in cazul studierii problemei de acoperire a
arborilor cu multimi d-convexe netriviale. Studierea arborilor este justificata prin faptul ca deseori
sistemele optime informationale, fizice, biologice etc., se descriu printr-un arbore, iar algoritmii
elaborati Tn acest caz sunt de o complexitate mica (deseori chiar de o complexitate liniard).

Varful x al grafului G se numeste rezident in 2(G) daca x apartine doar unei singure multimi

din 2(G).

Lema 3.6. Daca G este un arbore cu n>4 vdrfuri atunci exista o acoperire d-convexd

netriviala maxima P(p w (G), astfel incdt orice multime S e?’(pmax (G) contine cel putin un virf
cn cn

rezident x € S, pentru care exista un lant L=[X,y,2], y,2€S.
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Fie diam(G) > 4, atunci definim multimea N(G) = X (G)\(C(G)UU, ., T(¥))-

Multimea N(G) este vida daca si numai daca orice varf neterminal al arborelui G este
adiacent cu cel putin un varf terminal din G, dar in acest caz are loc egalitatea ¢ (G) = p, unde
p = C(G)|. Consideram in continuare N(G) = <. Fie x un varf din N(G), care este si un varf de
articulatie al arborelui G. Dupa eliminarea varfului x din G se obtin |I'(X)| componente conexe

G), yeTI'(x). Pentru fiecare varf y e I'(x), se formeaza o familie de subarbori:

7/y(G) *Gy UU

zel' ()\{y} X '
unde *G; se obtine in urma adaugarii lui x la G), astfel incat x sa fie adiacent cu Y. In final,
obtinem familia de familii de subarbori:

%G) =, % ©G).

Este obtinuta formula de calcul a numarului de acoperire d-convexa netriviala maxima a unui

yel'(x)

arbore.

Teorema 3.4. Daca G este un arbore, atunci:

max{|c G)| MaX, .y { w(G)e%(G){ Z P (H }H’ daca diam(G)26 si N(G)#Q

He?! (G)
P (G) = D, daca 3<diam(G)<5 sa
diam(G)>6 si N(G )
p-1, dacd diam(G)=
0, daca OSdlam(G)Sl.

Este important sd mentiondm ca pentru orice arbore cu Nn =>4 varfuri totdeauna exista
p-acoperire d-convexa netriviala, 2< p < g™ (G).
In paragraful 3.3 se examineazi problema divizirii unui arbore in multimi d-convexe

netriviale. In termenii multimilor terminale netriviale sunt obtinute mai multe rezultate, in baza
carora se determind formula recurentd de calcul a numarului maxim de multimi terminale netriviale
ce divizeazi un arbore si se descrie un algoritm de complexitatea O(n®) pentru solutionarea
problemei de divizare in multimi d-convexe netriviale.

VVom defini doua clase speciale de arbori # si &.

Clasei # 1i corespund arborii G, care satisfac conditiile:
1) X(G)={X, ¥, X, Xos-es Xs Vi) Youeems Vi }» PENLIU care k,k'>2;

2) UG) ={{x yBU: Lo x Uy v
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Clasei & 1i corespund arborii construiti dupa cum urmeaza:

1) Selectam numerele k>0, k'>2, k, > 2 si pentru orice i, 2<i<k’, selectam k; >1.
2) Dacad k>1, atunci se definesc multimile X ={x,}U U:(:l{xi} si U= U:(Zl{{xo,xi}}, altfel

X={x}siU=0.
3) Obtinem X (G) =X UU:,U" 043} U(©) =U U, {06 X BUU,, UL 633

Usor ne convingem ca diametrul arborilor ce fac parte din familia # este 3, iar a celor din &

este 4. Mai mult, orice arbore din familiile # si & contine cel putin cate 6 varfuri.

Teorema 3.7. Pentru un arbore G exista o 2-divizare d-convexa netriviala dacd si numai
daca este satisfacuta una din conditiile:

a) diam(G) >5;

b) Ge #4;

c) Ge?.

in mod similar cu Teorema 3.5, pentru cazul divizarii in multimi d-convexe netriviale este
adevarata

Teorema 3.8. Pentru orice arbore G cu n>6 vdrfuri totdeauna exista o p-divizare

d-convexa netriviald, 2< p < 0:(G).

Consecinta 3.5. Pentru un arbore G cu n>6 vdrfuri exista o p-divizare d-convexa netriviala
pentru orice p, 2< p < O:*(G), daca si numai daca este satisfacutd una din conditiile:

a) diam(G) >5;

b) Ge #;

c) Ge?.

Fie C(G) multimea varfurilor terminale ale arborelui G, iar x un varf, pentru care are loc una
din relatiile:

a) IF(X)NC(G) = 2;

b) exista un varf y e I'(x), astfel incat I'(y) ={x,z} si zeC(G).

Definim multimea

S, ={}U{ve X(G):veT (X)NC(G)}U{v,,v, € X(G):I'(v,) ={x,v,},v, e C(G)},

pe care 0 vom numi multime terminald netriviala a arborelui G. Remarcam ca S, formeaza o

multime d-convexa netriviala a lui G. Prin $(G) vom nota familia multimilor terminale netriviale

ale arborelui G. Pentru determinarea tuturor multimilor terminale netriviale se propune
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Algoritmul 3.2.

Input: Un arbore conex neorientat G = (X;U).
Output: Familia de multimi terminale netriviale $(G).
1: 5(G)«J, C(G)«Y

2: forevery xe X do

3: if IT(X)|=1 then C(G) «— C(G) U{x}

4: for every xe X\C(G) do

5: flag =0

6: for every yeI'(x) do

7: if I'(y) ={x,z} and ze C(G) then flag =1

8: if IT(x)NC(G)|=2 then flag =1

9: if flag =1 then

10: S, ={¢U{ve X(G):veT' (x)NC(G)}U
Wy, v, € X(G):T'(v,) ={x,v,},v, €C(G)}

11: S(G) <« s(G)U{S,}

12: return s(G)

Teorema 3.9. Algoritmul 3.2 determind in timp O(N*) familia de multimi terminale netriviale

S(G) aunui arbore conex neorientat G.

Fie £(G) familia de subarbori, care se obtine dupa eliminarea din G a multimilor terminale

netriviale din familia 5(G) . Este adevarata

Teorema 3.10. Daca G este un arbore, atunci:
{|s(c-;)| £ e (G, daca |X(G)=3;

0:7(G) = 5
0, daca 0<|X(G)<2.

In baza acestei teoreme se propune o procedurd recursivd de complexitate polinomiald
Max68(G), care determind numarul €, (G).

Max8(G)

Input: Un arbore conex neorientat G = (X;U).

Output: Numarul de divizare d-convexa netriviala maxima 6, (G).

1: if 0<|X(G)|<2 thenreturn 0
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2: apply Algoritm 3.2: cu ajutorul Algoritmului 3.2 se determina familia $(G)
3: forevery Ses(G) do

4: X « X\S

5: forevery {x,y}eU do

6: if Xxg X or yg X then U «U\{{x,y}}.
7. E(G)«Y

8: for every componenti conexa G'e G do

9: EQG)«—EG)U{G?

10: for every G'e £(G) do

11: apply Maxé(G")

12: return 05> (G) 4 5(G) [+ 0™ (G"

G'eg(G) ~on
Teorema 3.11. Procedura Max@(G) determind in timp O(N®) numdrul de divizare

d-convexa netriviald maxima 65 (G) a arborelui G.

min min

Se finalizeaza acest capitol cu unele estimdri ale numerelor ¢ (G) si ¢ (G) pentru clase
speciale de grafuri. Multimile d-convexe pentru clasele speciale de grafuri obtinute din operatiile
fundamentale au fost studiate de mai multi matematicieni (a se vedea lucrarile [6], [11], [12]).
Pentru a indica o muchie cu extremitatile X si y vom folosi notatia Xxy.

Suma grafurilor G si H, notata prin G+H, este un graf cu multimea de varfuri
X(G+H)=XG)UX(H) siUG+H)=UG)UUH)U{xy:xe X(G),y € X(H)}.

Teorema 3.13. Pentru graful conex G cu n varfuri si graful complet K. cu m varfuri sunt

adevarate afirmatiile:

1) o™ (G+K, ) =2, dacd G este graf complet;

C

2) o™ (G+K_)=2,dacd G este graf complet si Nn+m>4;

cn

3) " (G +Ky) = 9" (G+K,) =" (G), daca diam(G) =2;

C C

4) oI (G+K,) =" (G+K,) < ¢ (G), dacd diam(G) = 3.

C C

Teorema 3.15. Pentru doua grafuri conexe necomplete G si H este adevarata relatia:

OG+H)=p™ (G+H) =0 (G+H)=max{d(G),0(H)}.

c

Produsul cartezian al grafurilor G si H , notat prin Gx H , este un graf cu multimea de varfuri

X(G)x X (H), in care varfurile (g,,h,) si (g,,h,) sunt adiacente dacd si numai daca g, =g, sl

hh, eU(H),sau h =h, si 9,0, €U(G).
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Teorema 3.20. Pentru doua grafuri conexe necomplete G si H este adevarata relatia:
9" (GxH) = gy" (GxH) =min{p;™ (G), o™ (H)}.

Produsul lexicografic al grafurilor G si H , notat prin GoH, este un graf cu multimea de
varfuri X(GeH)=X(G)xX(H), in care varfurile (g,,h,) si (9,,h,) sunt adiacente daca si

numai dacd 9,9, eU(G) sau g, =g, si hh, eU(H).

Teorema 3.23. Pentru doua grafuri conexe necomplete G si H este adevarata relatia:

P"(GoH) =" (GoH)=0(GoH) =0(G)o(H).

La sfarsitul lucrdrii sunt trei anexe ce contin codurile sursd in limbajul C# a algoritmilor
pentru:
e construirea structurilor speciale ce reprezinta acoperirile si divizarile d-convexe ale unui
graf neorientat, necesare pentru implementarea algoritmilor din anexele 2 si 3;
e construire unei acoperiri d-convexe netriviale si recunoasterea grafurilor cu structura

speciala 7, 7, #', #", studiate in paragraful 2.3 si 2.4;

e determinarea numarului de acoperire/divizare d-convexa maximd a unui arbore,

examinate in paragraful 3.2 si 3.3.

CONCLUZII GENERALE SI RECOMANDARI

Cercetarile efectuate in cadrul tezei ,,Acoperirea cu multimi d-convexe a grafurilor
neorientate” corespund in intregime scopului si obiectivelor expuse in introducerea lucrarii. Tinand
cont de importanta problemei studiate, mentionata si de catre alti matematicieni (D. Artigas [7], [8],
R. Glantz [16], A. V. Eremeev [3] etc.), in baza rezultatelor personale obtinute de catre autor in
capitolul 2 si 3, putem deduce urmatoarele concluzii generale si recomandari.

Concluzii generale asupra rezultatelor obtinute:

1. In baza rezultatelor obtinute in teza de doctor a fost solutionatid o problema stiintifica
importanta care consta in demonstrarea NP-completitudinii  problemei de
acoperire/divizare a unui graf neorientat cu multimi d-convexe, ceea ce a condus la

necesitatea studierii conditiilor de existentd a p>2 multimi d-convexe, ce formeaza

acoperire/divizare unor clase de grafuri pentru implementarea ulterioard in construirea
metodelor si algoritmilor eficienti de solutionare a problemelor aplicative.

2. Problema examinata in teza de doctor ,,Acoperirea cu multimi d-convexe a grafurilor
neorientate” reprezinta o problema combinatoriala de optimizare pe structuri discrete

pentru care au fost obtinute rezultate teoretice importante cu privire la complexitatea
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acesteia, precum si algoritmi eficienti de solutionare de complexitate polinomiala in cazul
unor variatii a problemei studiate [20], [27], [28], [30].

. Examinarea problemei de acoperire a grafului cu multimi d-convexe, formulata de catre D.
Artigas si partial rezolvata de catre acesta, si obtinerea rezultatelor fundamentale,
prezentate in capitolul 2, permit sa considerdim cd problema in cauzad este solutionata
integral cu referire la complexitatea acesteia [25], [28].

. Rezultatele obtinute in legatura cu studierea multimilor d-convexe netriviale au condus la
obtinerea unor rezultate importante cu privire la acoperirea grafului cu astfel de multimi,
ceea ce reprezinta o problema mai fireasca din punct de vedere aplicativ [27], [28], [30].

. Rezultatele cu privire la acoperirea si divizarea cu multimi d-convexe netriviale a
grafurilor din anumite clase, au permis elaborarea unor metode eficiente de complexitate
polinomiala de solutionare, chestiune importanta, deoarece ambele variatii ale problemei
generale de acoperire s-au dovedit a fi si ele NP-complete [27], [30].

. Examinarea (2,t)-acoperirii si (2,nt)-acoperirii a grafurilor neorientate, precum si corelatiei
dintre aceste doua tipuri de probleme, a condus la depistarea unor clase de grafuri pentru
care exista algoritmi polinomiali de solutionare a problemei de acoperire [20], [24].

. ldeile folosite la demonstrarea formulei recurente pentru calcularea numarului maxim de
multimi d-convexe netriviale, ce formeaza o acoperire/divizare a unui arbore au permis
elaborarea metodelor si algoritmilor eficienti de solutionare a problemelor mentionate pe
arbori [22], [23], [30].

. Estimarile obtinute pentru numarul de acoperire/divizare d-convexa poartd un caracter
teoretic si completeaza intr-un mod reusit rezultatele obtinute in legdtura cu studierea
problemei de acoperire grafurilor cu multimi d-convexe de catre alti matematicieni (D.
Artigas, S. Dantas, R. Glantz, L. N. Grippo etc.) [21], [28], [29].

. Algoritmi elaborati in baza rezultatelor teoretice obtinute pot conduce la o solutionare mai
eficienta in timp a problemelor aplicative (clusterizarea elementelor unei multimi,

proiectarea circuitelor integrate, amplasarea punctelor de deservire etc.) [27], [30].

Algoritmii elaborati si examinati in prezenta lucrare au fost realizati sub forma de biblioteca de

algoritmi implementata in limbajul C#.

Avantajele si valoarea elaborarilor propuse: Cercetarile efectuate reprezintd o extindere a

cunostintelor teoretice, ce tin de acoperirea grafurilor neorientate cu multimi d-convexe. Elaborérile

propuse au o valoare stiintificd importantd datoritd gradului Inalt de noutate si originalitate.

Rezultatele obtinute pot fi utilizate in diverse domenii si pot avea aplicatii practice in diferite

probleme de clusterizare pe grafuri.
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Recomandairi: Luand 1n consideratie importanta teoretico-aplicativa a problemei abordate,
precum si complexitatea solutiondrii acesteia, ar fi interesantd continuarea cercetdrilor sub

urmatoarele aspecte:

e Deoarece problemele de acoperire si divizare ale grafului in multimi d-convexe sunt
NP-complete, ar prezenta interes elaborarea unor metode si algoritmi aproximativi sau
euristici, care ar permite obtinerea unor solutii satisfacatoare ale problemelor studiate.

e Rezultatele obtinute in legatura cu problema studiatd ar putea fi extinse pentru unele
structuri matematice mai generale, cum ar fi hipergrafurile si complexele de relatii multi-
are.

e Rezultatele prezentate in teza de doctor se referd la cazul grafurilor neorientate finite.
Pentru a reda o completitudine integra problemei de acoperire ar fi potrivit de studiat si
cazul grafurilor infinite. De exemplu, ar prezenta interes intrebarea: care ar putea fi
structura grafurilor neorientate infinite ce pot fi acoperite cu p=12,... multimi
d-convexe.

e Rezultatele obtinute se incadreaza in tematica unor discipline optionale predate
studentilor din cadrul universitatilor, ceea ce permite sd considerdm ca aceste rezultate
pot servi drept suport pentru o disciplind optionald in cadrul studiilor de licentd sau

master.
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ADNOTARE

la teza de doctor ,,Acoperirea cu multimi d-convexe a grafurilor neorientate”,
inaintata de catre Buzatu Radu pentru obtinerea titlului de doctor In stiinte matematice la
specialitatea 112.03 — Cibernetica Matematica si Cercetari Operationale

Teza a fost elaborata la Universitatea de Stat din Moldova, Chisinau, anul 2017.

Structura tezei. Teza este scrisa in limba romana si contine introducere, trei capitole,
concluzii generale si recomandari, bibliografie ce cuprinde 115 de titluri. Lucrarea contine 122
pagini text de baza. Rezultatele obtinute sunt publicate In 12 lucrari stiintifice.

Cuvinte cheie: Graf neorientat, d-convexitate, multime d-convexa, segment metric,
invelitoare d-convexd, problema de optimizare, acoperire d-convexa, divizare d-convexa,
NP-completitudine, arbore, algoritm.

Domeniul de studiu al tezei: Teoria grafurilor

Scopul si obiectivele lucrarii. Scopul urmadrit prin realizarea tezei consta in studierea si
solutionarea problemei de acoperire a unui graf neorientat cu multimi d-convexe. Pentru atingerea
scopului sunt fixate urmatoarele obiective: examinarea complexitatii problemei de acoperire a
grafului cu un numar p>2 de multimi d-convexe; stabilirea conditiilor de existenta a unei familii

de multimi d-convexe, ce formeaza o acoperire a grafului neorientat; solutionarea problemei de
acoperire a grafului cu multimi d-convexe netriviale; elaborarea algoritmilor pentru problema de
acoperire/divizare a grafului cu multimi d-convexe; estimarea numarului de acoperire d-convexa
minimd/maxima.

Noutatea si originalitatea stiintifica consta in obtinerea rezultatelor noi de ordin teoretico-
aplicativ, gratie carora au fost completate si generalizate cele cunoscute in literatura de specialitate
cu referire la problema acoperiri grafului cu multimi d-convexe, si demonstrarea ca problema in
cauza, Impreuna cu unele variatii, este o problema NP-completa.

Problema stiintifica importanta solutionata consta in demonstrarea NP-completitudinii
problemei de acoperire/divizare a unui graf neorientat cu multimi d-convexe, ceea ce a condus la
necesitatea studierii conditiilor de existentd a pP=>2 multimi d-convexe, ce formeaza

acoperire/divizare unor clase de grafuri pentru implementarea ulterioara in construirea metodelor si
algoritmilor eficienti de solutionare a problemelor aplicative.

Semnificatia teoreticd este determinatd de obtinerea rezultatelor ce tin de stabilirea
NP-completitudinii problemei de acoperire a unui graf cu doua multimi d-convexe, prin care se
completeazd rezultatele obtinute de catre alti matematicieni. S-a demonstrat cd problema acoperirii
grafului cu p>2 multimi d-convexe, atit in caz general cét si in cazul multimilor d-convexe

netriviale, este o problema NP-completa.

Valoare aplicativa constd in posibilitatea utilizarii rezultatelor obtinute la studierea
multimilor d-convexe pe structuri discrete, elaborarea algoritmilor pentru problemele de
acoperire/divizare a unui graf cu multimi d-convexe, ce pot fi folosite la solutionarea problemelor
practice, de exemplu probleme de clusterizare a elementelor unei multimi pe care sunt definite
relatii binare.

Implementarea rezultatelor stiintifice. Rezultatele obtinute pot servi drept suport pentru
unele cursuri optionale, ce tin de solutionarea problemelor de optimizare pe structuri discrete,
pentru studentii si masteranzii universitdtilor. Algoritmii elaborati sunt realizati sub forma de
biblioteca de algoritmi implementata in limbajul C#.

24



AHHOTALIUAS

JHMCCEPTAMOHHOM paboThl “IloKpvimue neopuenmuposannvix 2pagoe d-evinyxavimu
MHOIICcecmeamu’ , IpeJICTaBICHHON aBTOpoM by3aty Pany Ha conckanue yuéHol cTeneHn
KaHAW1aTa MaTeMaTHYeCKUX HayK 1o crenuaibHocTH 112.03 — MaTtematndeckas Kubepuerrka u
Uccnenoanune Onepanmii

Huccepranus BeinosnHeHa B Monnasckom I'ocynusepcurere, Kummnés, 2017 rox.

CrpykTypa padorbl: [luccepraiys HanMcaHa Ha PyMBIHCKOM SI3bIKE€ M COAEP)KUT BBEICHUE, TPU
[JIaBBl, 3aKIIOYEHHE C PEKOMEHAALUSMH, CIHCOK LUTHPYEMOHM IUTeparypsl, cocrosmmii u3 115
HauMmeHoBaHui. Pabota comepxxut 122 crpanuibl ocHOBHOTO Tekcrta. [lomyueHHble pe3yabTaThl ObUIH
ory0MKoBaHbI B 12 Hay4dHBIX paboTax.

KiroueBble cioBa: HeopuentupoBanHbid rpad, 0-BBITyKIOCTh, O-BBIIYKIOE MHOKECTBO,
MeTpuYecKuil oTpe3ok, J-Beimykiiasi 00O0JIOYKa, ONTHMH3ALMOHHAs 3ajada, O-BBIIYKIIOE IOKPBITHE,
d-Beimykiioe paszouenue, NP-Cl10KHOCTb, 1€pEeBO, aITOPUTM.

O6aacts uccaenoanusi: Teopus rpagos.

Heas ucciaenopanus. Llenp kaHIuAaTCKONW IUCCEPTALMN COCTOUT B U3YyUYCHHUHU 33]a4l MOKPBITUS
HEOPUCHTUPOBAHHOTO rpada O-BBITYKIBIMH MHOXECTBAaMHU. JIOCTHIKCHUS IIOCTaBICHHOW U
BKJIIOYaeT B ce0s CleQyIoUMe AacleKTbl: MCCIEJOBAaHUE CIOXKHOCTH  3aJaud  HOKPBITUS
HCOPUCHTUPOBaHHOTO rpada P=2 d-BBINyKIBIMH MHOXXECTBAMH; OIPEICICHUE  YCIOBUIl

CYILECTBOBAHUS ceMeicTBa (-BBIMYKIIBIX MHOXKECTB, KOTOPHIC MOKPHIBAIOT HEOPHEHTUPOBAHHBII rad;
paspeleHne 3a1adu MOKPBITHs IpadoB HETPUBUAIBHBIMU (-BBIMYKIBIMA MHOXKECTBAMH; pa3paboTKa
AJITOPUTMOB ISl 3a/1a4d TOKpbITUsi/pazoueHne Tpada d-BBIMYKIBIMH MHOKECTBAMH; BBIYHMCIICHHE
MaKCI/IMaHBHOFO/MI/IHI/IMaﬂBHOFO qucia d-BBIHYKJ'IOFO IMOKPBITHA.

Hayuynasi HOBM3HA W OPUTHHAJBHOCTH BBIPAXKACTCS B IMOJNYYEHHH TEOPETUKO-TIPHKIIATHBIX
pe3ysbTaToB, Ojaromaps KOTOPbIM OBbUIM JIOMOJHEHbI W OOOOINEHBI M3BECTHBIC PE3YJIbTaTHI,
OTHOCAIIHECA K 3aaayuc IOKPBITHUA I‘pa(l)OB d-BBIHYKJ'IBIMI/I MHOXECTBaAaMHU, MU B JO0Ka3aTCJIbCTBEC
NP-noaHOTHI HCcneyeMoi 3a1a4u U pa3IMyHbIX €€ Bapualui.

Pemiénnasi BaskHasi HayuyHasi 3agada cocmoum 6 Ookazamenbcmge NP-TIOTHOTHI 3agauu
MOKPBITHsA/pa30reHNsl HEOPUESHTUPOBAHHOTO rpada 0-BBITYKIBIMA MHOXECTBAMU, KOMOPOE NPUBEno K
Heobx00uMoCmu u3y4eHus: yCIOBUN CyHIeCTBOBaHHs [P =2 O-BIMIYKIBIX MHOXECTB, 00pa3yrommx

MOKpBITHE/pa3OHeHnEe HEKOTOPBIX KIIACCOB IpadoB 0Jis NOCAEOYIOWe20 UCNONb308aHUS 6 Pa3padOTKe
METOAOB 1 3((HEKTUBHBIX AITOPUTMOB PEIICHUS MPUKIIAIHBIX 3a/1a4.

TeopeTnyeckasi MEeHHOCTh PadOTHI 3aKJIIOYACTCS B TIOJIYYCHHH PE3yJbTAaTOB CBS3aHHBIX C
NP-noHOTON 3amaun HMOKPBITHS rpada aByMs O-BBIMYKIBIMH MHOXECTBAMH, KOTOPBIE JIOMOJIHSIOT
p€3YJ'II>TaTBI, nonyquHHe )IpyrI/IMI/I MaTCMaTUuKaMM. }10K33aHO, yTO 3ajJa4a HOKpBITI/ISI Fpa(l)OB
d-BBIMYKJIBIME MHOXECTBAaMH B OOIIEM Cilydae M B ClIydae HETPUBHUAIBHBIX (-BBIMYKIIBIX MHOKECTB
seistercss NP-ionnoii.

IMpakTHyekasi HEHHOCTh PaGOTHI 3aKJIFOYACTCS B BO3MOXKHOCTH HCIOJIB30BaHUS MOJYYCHHBIX
pE3yabTaTOB IS U3ydeHHs O-BBIMYKIBIX MHOXECTB Ha JHCKPETHBIX CTPYKTYpax U B IOJYYCHHH
aHFOpI/ITMOB JId 3a1a4u HOKpI)ITI/ISI/pa36I/IeHI/I$I rpa(ba Ha d'BI)IHYKHI)IMC MHOXKECTBA, KOTOpre MOI‘YT
OBITh HCIIOJIB30BAHBI [UIS PEIICHUS HCCICAyeMOW 3a7adyd Ha TPAKTHKE, HAIpUMEp Ui 3aJaqd
KJIACTEPU3AIIUU DJIEMEHTOB MHOXKECTBA Ha KOTOPOM OIPEICIICHbI OMHAPHBIC OTHOIICHHMS.

BHenpenune Hay4yHbIX pe3yabTaToB. [lomydeHHBIE pe3ynbTaThl MOTYT OBITH UCTIOIB30BaHBI TIPU
pa3paboTKe CIIEIKYpPCOB, CBS3aHHBIX C pEIICHHEM ONTHMHU3AIMOHHBIX 3a7ad Ha JHUCKPETHBIX
CTPYKTypax, JJIs CTyJCHTOB YHUBEpCHTETOB. IIpencTaBieHHbIC B pabOTe aJrOPUTMBbI pEaM30BaHbI B
BHJIe OMOIMOTEKHN aJITOPUTMOB, HAIMMCAHHOW Ha s3bIke CH#.
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ANNOTATION

of the thesis “Covers of undirected graphs by convex sets”
submitted by Buzatu Radu in partial fulfillment of the requirements for degree of PhD in
Mathematics, specialty 112.03 — Mathematical Cybernetics and Operational Research

The thesis has been elaborated in Moldova State University, Chisinau, 2017.

Thesis structure: The thesis is written in romanian language and contains an introduction,
three chapters, general conclusions and recommendations, a bibliography of 115 titles, 122 pages of
main text. The obtained results were published in 12 scientific papers.

Keywords: undirected graph, d-convexity, d-convex set, metric segment, d-convex hull,
optimization problem, d-convex cover, d-convex partition, NP-completeness, tree, algorithm.

The field of study: Graph theory

The aim of the research. The purpose of this PhD thesis is to study the problem of covering
undirected graphs by d-convex sets. To achieve the purpose the following objectives are fixed:
studying complexity of the problem of covering graphs by p=>2 d-convex sets; establishing

conditions of existence of a d-convex set family covering an undirected graph; solving the problem
of graph covering by nontrivial d-convex sets; developing algorithms for the problem of graph
cover/partition by d-convex sets; determining the minimum/maximum d-convex cover number.

The scientific novelty and originality is reflected in obtaining theoretical and applied results
which have supplemented and generalized known results related to graph cover by d-convex sets
and in proving of NP-completness of the graph d-convex cover problem and some of its variations.

Important scientific problem solved in the research consists in proving of
NP-completeness of nonoriented graph cover/partition by d-convex sets, which leads to the need to
study conditions for existence of p>2 d-convex sets family, that cover/partition some graph

classes for further implementation of methods and efficient algorithms for solving applied
problems.

The theoretical significance of the research is determined by results associated with
NP-completeness of graphs cover by two d-convex sets problem, which complements results in the
field of study, obtained by other mathematicians. Also, it has been proven that the problems of
general graphs cover by d-convex sets problem and graphs cover by nontrivial d-convex sets
problem are NP-complete.

The applicative value of the paper consists in possibility of using obtained results for
studying d-convex sets on discrete structures and in obtaining of algorithms for graphs
cover/partition by d-convex sets problem, which can solve the investigated problem for practical
applications, for example, for the task of clustering elements of a set with a binary relation defined
over its elements.

The implementation of the scientific results. The results can be used in development of
specialized courses for university students related to optimization problems on discrete structures.
The developed algorithms are implemented as a library, written in C# programming language.
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