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ADNOTARE

la teza de doctor ,,Acoperirea cu multimi d-convexe a grafurilor neorientate”,
inaintata de catre Buzatu Radu pentru obtinerea titlului de doctor in stiinte matematice la
specialitatea 112.03 — Cibernetica Matematica si Cercetari Operationale

Teza a fost elaborata la Universitatea de Stat din Moldova, Chisindu, anul 2017.

Structura tezei. Teza este scrisa in limba romana si contine introducere, trei capitole,
concluzii generale si recomandari, bibliografie ce cuprinde 115 de titluri. Lucrarea contine 122
pagini text de baza. Rezultatele obtinute sunt publicate in 12 lucrari stiintifice.

Cuvinte cheie: Graf neorientat, d-convexitate, multime d-convexd, segment metric,
invelitoare d-convexa, problema de optimizare, acoperire d-convexd, divizare d-convexa,
NP-completitudine, arbore, algoritm.

Domeniul de studiu al tezei: Teoria grafurilor

Scopul si obiectivele lucrarii. Scopul urmarit prin realizarea tezei constad in studierea si
solutionarea problemei de acoperire a unui graf neorientat cu multimi d-convexe. Pentru
atingerea scopului sunt fixate urmatoarele obiective: examinarea complexitatii problemei de
acoperire a grafului cu un numar p>2 de multimi d-convexe; stabilirea conditiilor de existenta

a unei familii de multimi d-convexe, ce formeaza o acoperire a grafului neorientat; solutionarea
problemei de acoperire a grafului cu multimi d-convexe netriviale; elaborarea algoritmilor pentru
problema de acoperire/divizare a grafului cu multimi d-convexe; estimarea numdrului de
acoperire d-convexa minima/maxima.

Noutatea si originalitatea stiintificA constd In obtinerea rezultatelor noi de ordin
teoretico-aplicativ, gratie carora au fost completate si generalizate cele cunoscute in literatura de
specialitate cu referire la problema acoperiri grafului cu multimi d-convexe, si demonstrarea ca
problema in cauza, impreund cu unele variatii, este o problema NP-completa.

Problema stiintificad importanta solutionata consta in demonstrarea NP-completitudinii
problemei de acoperire/divizare a unui graf neorientat cu multimi d-convexe, ceea ce a condus la
necesitatea studierii conditiilor de existenta a p>2 multimi d-convexe, ce formeaza

acoperire/divizare unor clase de grafuri pentru implementarea ulterioara in construirea
metodelor si algoritmilor eficienti de solutionare a problemelor aplicative.

Semnificatia teoretica este determinata de obtinerea rezultatelor ce tin de stabilirea
NP-completitudinii problemei de acoperire a unui graf cu doua multimi d-convexe, prin care se
completeazd rezultatele obtinute de catre alti matematicieni. S-a demonstrat cd problema
acoperirii grafului cu p>2 multimi d-convexe, atdt in caz general cat si in cazul multimilor

d-convexe netriviale, este o problema NP-completa.

Valoare aplicativa constd In posibilitatea utilizarii rezultatelor obtinute la studierea
multimilor d-convexe pe structuri discrete, elaborarea algoritmilor pentru problemele de
acoperire/divizare a unui graf cu multimi d-convexe, ce pot fi folosite la solutionarea
problemelor practice, de exemplu probleme de clusterizare a elementelor unei multimi pe care
sunt definite relatii binare.

Implementarea rezultatelor stiintifice. Rezultatele obtinute pot servi drept suport pentru
unele cursuri optionale, ce tin de solutionarea problemelor de optimizare pe structuri discrete,
pentru studentii si masteranzii universitatilor. Algoritmii elaborati sunt realizati sub forma de
biblioteca de algoritmi implementata in limbajul C#.



AHHOTANUA

JUCCePTaMOHHON paboThl “Ilokpvimue neopuenmuposannvix zpaghos d-evinykivimu
MHOMcecmeamu’”, IpeficTaBlieHHON aBTopoM by3ary Pany Ha corckanue yu€Hoi creneHu
KaH/u1aTa MaTeMaTHYeCKUX HayK 1o crenuanbHocTH 112.03 — MaTtematndeckas Kubepuervka u
HccnenoBanne Onepannii
Huccepranus BeinonHeHa B Monnasckom I'ocynusepcurere, Kunmnés, 2017 roa.
CTpykTypa pa6orthl: /uccepraiusi HalvMcaHa Ha PyMBIHCKOM SI3BIKE M COJICPIKUT BBEICHUE,

TpPHU IJ1aBbl, 3aKJIIOUYEHUE C PEKOMEHAUAMHU, CIUCOK LIUTUPYEMOM JIUTEpaTypbl, cocToAmmi u3 115
HanMeHoBaHuil. Paborta conmepxur 122 cTpaHuIbl OCHOBHOTO Tekcra. [lomyueHHbIE pe3ysbTaThl
ObLIH OIyOJIMKOBaHbI B 12 Hay4HBIX paboTax.

KmroueBbie cioBa: HeopuentupoBanHblii rpad), 0-BBITYKIOCTb, O-BBIMYKIOE MHOXKECTBO,
METpUUEeCKUil 0Tpe3oK, d-BelmyKiiasi 000JI0YKa, ONTHMHU3AMUOHHAs 3a/a4a, d-BBIMYKIOe MOKPHITHE,
d-Beimykiioe pazouenue, NP-ClI0KHOCTb, 1€PEBO, aITOPUTM.

Obaacthb ucciaenopanusi: Teopus rpados.

Hear wucciaepoBanus. llenp KaHAMOATCKONW AHMCCEPTALMM COCTOMT B M3YUYEHUM 3aa4M
HOKPBITHS HEOPHEHTUPOBAHHOTO rpada d-BBITyKIBIMH MHOXECTBaMH. J[OCTH)KEHHMS ITOCTaBICHHOM
LeIU BKJIIOYaeT B ce0s CleQyIolUe AacleKTbl: HCCIEJA0BaHME CIOKHOCTH 3aJaud IOKPBITUS
HEOPHEHTUPOBAaHHOTO rpada P=2 d-BRIIYKIBIMH MHOXXECTBAMH; OIPEICICHUE YCIOBUIA

CyII€CTBOBaHUA ceMelcTBa d-BI)IHYKJH)IX MHOXCCTB, KOTOPBIC ITOKPBLIBAIOT HCOpHCHTHpOBaHHBIﬁ
rady; paspelieHHe 3agayd TMOKPHITUS TpadoB HETPUBUAIBHBIMU O-BBIMYKIBIMH MHOXKECTBAMH;
pa3paboTKa ajqrOpuTMOB Ul 3aja4d MOKpbITUs/pa3OueHue rpada J-BeIMYKIBIME MHOXECTBAMU,
BBIYHCIICHHE MaKCUMAaJIbHOTO/MUHUMAIILHOTO YHCIIA O-BBITYKIIOTO TIOKPBITHSL.

Hay4ynasi HOBH3HA M OPUTHHAJIBHOCTb BHIPAXKACTCS B MOJYYCHUH TEOPETUKO-TIPUKIIATHBIX
pe3yJIbTaToB, OJlarogapsi KOTOPbIM OBbLIM JIOTIOJHEHBI M O0OOINEHBI HW3BECTHBIC PE3yJIbTAThI,
OTHOCSIIMECS K 3a7ade TOKPHITUS rpadoB O-BBITYKIBIMH MHOXECTBAMH, U B JIOKAa3aTEIIbCTBE
NP-1oHOTHI UCCIIeyeMOi 3a1a4H U Pa3IMYHBIX €€ BapHallHid.

Pemiénnasi BaxkHasi Hay4yHasi 3agada cocmoum 6 Ookazamenvcmee NP-TIOTHOTHI 3amadn
HOKPBITHs/pa30reHks] HEOPUEHTUPOBAHHOTO rpada J-BhIMYKIBIMH MHOXKXECTBAMHU, KOMOPOE NPUBELO
K HeobXxoo0umocmu uzyyenust yCIOBUHA CylecTBOBaHHs [P > 2 0-BBIMTYKIIBIX MHOXECTB, 00Pa3yrOIIUX

NOKpbITHE/pa3OrueHre HEKOTOPBIX KIACCOB rpadoB 0/ NOCIe0YIowe20 UCNOIb308aHUsL 6 Pa3paboTKe
METO/I0B ¥ 3P PEKTUBHBIX AITOPUTMOB PELICHHUS TIPUKIIATHBIX 3a/1a4.

TeopeTnueckasi eHHOCTh PadOTHI 3aKJIFOYACTCS B IMOJYUYCHHUU PE3YJIbTaTOB CBS3aHHBIX C
NP-monHOTO# 3amaun MOKPITUS Tpada AByMs d-BBIMYKIBIMA MHOKECTBAMH, KOTOPBIC JOMOIHSIOT
pe3yJIbTaThl, MOJyYEHHBbIC APYTMMH MaTeMmaTthkamu. Jloka3aHo, 4TO 3ajada TOKpHITHS Trpados
d-BBIMYKJIBIME MHOKECTBAMH B OOIIIEM Cllydae M B Cllydae HETPUBHAIbHBIX (-BBIMYKIBIX MHOXCCTB
spisieTcs: NP-miostHOR.

IIpakTHYeckasi IMEHHOCTh PadOTHl 3aKIOYACTCS B BO3MOXHOCTH  HCIIOJIH30BaHUS
HOJYYEHHBIX PE3yJIbTATOB I M3ydeHHUs! d-BBIMYKJIBIX MHOXECTB Ha JUCKPETHBIX CTPYKTypax U B
NOJYYCHUU AJITOPUTMOB ISl 3a/laud TMOKPBITHs/pa3oueHusi rpada Ha Jd-BBIMYKJIbIC MHOXECTBA,
KOTOpBIC MOTYT OBITh HMCITOJIb30BAHBI JJIsS PEIICHUS HCCICAyeMOW 3a/Ja4yd Ha MPaKTHKE, HaIpuMep
JUTSL 3371a49¥ KJIACTEPHU3AIIUU 3JICMEHTOB MHOXECTBA Ha KOTOPOM OTIPE/ICICHbI OMHAPHBIC OTHOIICHHSI.

BHenpenue Hay4HBIX pe3yabTaToB. [lomydeHHBIE pe3yJbTaThl MOTYT OBITh HCIIOJIb30BaHBI
npu pa3pabOTKe CIENKYPCOB, CBA3aHHBIX C PEHICHHEM ONTHMH3AI[MOHHBIX 3a7ad Ha JHUCKPETHBIX
CTPYKTYpax, JUisl CTYJCHTOB YHHUBEpCUTETOB. [IpecraBieHHbIe B paboTe aJITOPUTMBI PEaTH30BaHbI B
BHJIe OMOJIMOTEKN aJTOPUTMOB, HAMMMCAHHOMW Ha si3bIKe CH.



ANNOTATION

of the thesis “Covers of undirected graphs by convex sets”
submitted by Buzatu Radu in partial fulfillment of the requirements for degree of PhD in
Mathematics, specialty 112.03 — Mathematical Cybernetics and Operational Research

The thesis has been elaborated in Moldova State University, Chisinau, 2017.

Thesis structure: The thesis is written in romanian language and contains an introduction,
three chapters, general conclusions and recommendations, a bibliography of 115 titles, 122 pages
of main text. The obtained results were published in 12 scientific papers.

Keywords: undirected graph, d-convexity, d-convex set, metric segment, d-convex hull,
optimization problem, d-convex cover, d-convex partition, NP-completeness, tree, algorithm.

The field of study: Graph theory

The aim of the research. The purpose of this PhD thesis is to study the problem of
covering undirected graphs by d-convex sets. To achieve the purpose the following objectives
are fixed: studying complexity of the problem of covering graphs by p=>2 d-convex sets;

establishing conditions of existence of a d-convex set family covering an undirected graph;
solving the problem of graph covering by nontrivial d-convex sets; developing algorithms for the
problem of graph cover/partition by d-convex sets; determining the minimum/maximum
d-convex cover number.

The scientific novelty and originality is reflected in obtaining theoretical and applied
results which have supplemented and generalized known results related to graph cover by
d-convex sets and in proving of NP-completness of the graph d-convex cover problem and some
of its variations.

Important scientific problem solved in the research consists in proving of
NP-completeness of nonoriented graph cover/partition by d-convex sets, which leads to the need
to study conditions for existence of p>2 d-convex sets family, that cover/partition some graph

classes for further implementation of methods and efficient algorithms for solving applied
problems.

The theoretical significance of the research is determined by results associated with
NP-completeness of graphs cover by two d-convex sets problem, which complements results in
the field of study, obtained by other mathematicians. Also, it has been proven that the problems
of general graphs cover by d-convex sets problem and graphs cover by nontrivial d-convex sets
problem are NP-complete.

The applicative value of the paper consists in possibility of using obtained results for
studying d-convex sets on discrete structures and in obtaining of algorithms for graphs
cover/partition by d-convex sets problem, which can solve the investigated problem for practical
applications, for example, for the task of clustering elements of a set with a binary relation
defined over its elements.

The implementation of the scientific results. The results can be used in development of
specialized courses for university students related to optimization problems on discrete
structures. The developed algorithms are implemented as a library, written in C# programming
language.



INTRODUCERE

Actualitatea si importanta temei de cercetare este determinata de necesitatea examinarii

complexitatii problemei de acoperire a unui graf neorientat cu un numar p>2 de multimi

d-convexe, studiata partial de catre D. Artigas, S. Dantas, M. C. Dourado si J. L. Szwarcfiter in
lucrarile [30], [31], [32], precum si de rolul acesteia la solutionarea problemelor cu caracter
practic.

Problema acoperirii grafului cu multimi d-convexe reprezinta o variatie a problemei clasice
de acoperire a unei multimi de elemente, cunoscute, in special, datorita rolului acesteia in
dezvoltarea teoriei complexitatii algoritmilor, solutionarea problemelor de optimizare discretd si
multiplelor aplicatii practice, mentionate de cdtre mai multi matematicieni (a se vedea, de
exemplu, lucrarea [15]). In literatura de specialitate, se acorda o atentie sporita problemelor de
acoperire a unui graf. Printre acestea se regdsesc: problema acoperirii de pondere minima cu
varfuri a grafului, acoperirea cu muchii, determinarea multimii de varfuri intern stabile etc. De
regula, aceste probleme sunt NP-dificile. Astfel de probleme raman a fi dificile, chiar si in cazul
unor clase particulare de grafuri. De exemplu, este NP-dificila si problema neponderatd de
acoperire cu varfuri a grafului in cazul unui graf planar 3-regulat, chiar daca la prima vedere s-ar
parea ca aceasta ar fi o problema mai simpla [74]. Din aceste considerente, prezinta interes
studierea unor variatii speciale ale problemei de acoperire.

Pornind de la unele probleme teoretico-aplicative D. Artigas a formulat si partial a studiat
problema acoperirii grafului cu p multimi d-convexe. in lucrarea [30] el a demonstrat ci

problema acoperiri grafului cu p >3 multimi d-convexe arbitrare este NP-completa. Pentru
cazul p=2 problema nu a fost examinata de catre autor, fiind declaratd “deschisa”. Ca un caz

special al problemei de acoperire, D. Artigas a studiat si problema divizarii grafului in multimi
d-convexe. A fost demonstrat ca si in acest caz problema este NP-completd pentru orice numar

p>2 de multimi d-convexe [31]. Din cauza complexitatii problemei, s-a incercat examinarea

acesteia pe unele clase de grafuri, care sunt folosite la solutionarea problemelor practice. in
particular, a fost examinat cazul grafurilor triangulate, co-grafurilor, grafurilor ce reprezinta
puterea ciclului etc.

Mai recent au continuat cercetarile cu scopul elabordrii unor algoritmi polinomiali
pentru solutionarea problemei de acoperire/divizare cu multimi d-convexe a unor clase de
grafuri neorientate, chestiune importanta in cazul prelucrarii volumelor mari de informatie
la calculator. In aceasti ordine de idei, R. Glantz si H. Meyerhenke au aritat ci pentru

grafurile planare exista algoritm de complexitate cubicd, care determina existenta divizarii in



doua multimi d-convexe [76]. In lucrarea [77] matematicienii L. N. Grippo, M. Matamala, M. D.

Safe si M. J. Stein au demonstrat ca toate divizarile in p >2 multimi d-convexe ale grafului

bipartit pot fi determinate in timp polinomial.

Rezultatele obtinute in ultimii 10-20 de ani se referda la un aspect important al problemei
clasice de acoperire a unei multimi de elemente cu o familie speciala de submultimi, si anume
acoperirea unei structuri discrete cu multimi d-convexe. Aceste rezultate sunt importante din
punct de vedere teoretic, constituind o completare valoroasa a rezultatelor clasice cunoscute si
sunt actuale prin faptul cd conduc la elaborarea unor metode si algoritmi pentru rezolvarea
problemelor practice [31], [76], [77]. Totodata, este necesar de mentionat ca prin cercetarile sale
D. Artigas, R. Glantz, L. N. Grippo, S. Dantas, H. Meyerhenke, M. Matamala s. a. au generat,
aplicative ale acestora. Printre astfel de probleme pot fi mentionate: cercetarea complexitatii
problemei de acoperire cu doud multimi d-convexe; determinarea complexitatii problemei de
acoperire cu p=>2 multimi d-convexe cu restrictii speciale (cazul multimilor d-convexe
netriviale); descrierea grafurilor neorientate cu un numar prestabilit de multimi d-convexe, ce
formeaza o acoperire a acestora; determinarea conditiilor de existenta a acoperirii si divizarii in
multimi d-convexe netriviale pentru unele clase de grafuri etc. Aceste probleme, impreuna cu

unele variatii, constituie obiectul de studiu al lucrarii in cauza.

Scopul si obiectivele lucrarii. Scopul urmarit prin realizarea tezei constd in studierea si
solutionarea problemei de acoperire a unui graf neorientat cu multimi d-convexe.

In conformitate cu scopul enuntat au fost stabilite urmitoarele obiective ale cercetirii:

e cxaminarea complexitatii problemei de acoperire a grafului cu un numar p>2 de
multimi d-convexe;

e stabilirea conditiilor de existenta a unei familii de multimi d-convexe, ce formeaza o
acoperire a grafului neorientat;

e solutionarea problemei de acoperire a grafului cu multimi d-convexe netriviale;

e claborarea algoritmilor pentru problema de acoperire/divizare a grafului cu multimi
d-convexe;

e estimarea numarului de acoperire d-convexa minima/maxima.

Suportul metodologic al cercetarilor include unele notiuni si metode caracteristice teoriei
grafurilor, teoriei convexitatii, metodelor de optimizare, teoriei algoritmilor, teoriei complexitatii
etc, care sunt bine cunoscute in literatura de specialitate (a se vedea [13], [14], [35], [60], [74]),

si la care autorul apeleaza periodic.



Noutatea stiintifica a rezultatelor obtinute. Toate rezultatele de ordin teoretic prezentate

in teza de doctor sunt noi si au fost publicate in reviste recenzate. In baza acestora au fot

elaborati algoritmi eficienti, ce pot fi aplicati la solutionarea problemelor practice. Gradul de

noutate se exprima prin:

determinarea conditiilor de existentd a grafurilor conexe neorientate cu numarul
prestabilit de acoperire/divizare d-convexa minima;

demonstrarea faptului ca problema acoperirii cu doud multimi d-convexe este
NP-completd, ceea ce, impreund cu rezultatele deja cunoscute de D. Artigas, permite
sa consideram problema de acoperire cu multimi d-convexe drept o problema
NP-completa in caz general;

determinarea relatiilor dintre (2,t)-acoperirile si (2,nt)-acoperirile d-convexe si
determinarea unor clase de grafuri, pentru care exista astfel de acoperiri;

demonstrarea NP-completitudinii problemei de existenta a divizarii grafului in multimi
d-convexe netriviale;

elaborarea unui algoritm polinomial pentru verificarea existentei acoperirii cu multimi
d-convexe netriviale a unui graf neorientat;

demonstrarea NP-completitudinii problemei de acoperire/divizare a unui graf
neorientat cu numar dat p >2 de multimi d-convexe netriviale;

solutionarea problemei de acoperire cu douda multimi d-convexe netriviale in cazul
grafurilor triangulate, grafurilor ce reprezinta puterea ciclului si grafurilor cactus;
deducerea formulelor recurente de calcul ale numarului maxim de multimi d-convexe
netriviale, care acopera sau divizeaza un arbore;

stabilirea conditiilor de existenta ale numarului p =2 de multimi d-convexe netriviale,
care acopera/divizeaza un arbore;

estimarea caracteristicelor numerice ale unor clase speciale de grafuri, obtinute prin
realizarea operatiilor definite pe grafuri neorientate (numarul de acoperire d-convexa
minima, numarul de acoperire d-convexa netriviala minima);

elaborarea algoritmilor polinomiali pentru recunoasterea grafurilor cu structura

speciala.

Problema stiintifica importanta solutionata consta in demonstrarea NP-completitudinii

problemei de acoperire/divizare a unui graf neorientat cu multimi d-convexe, ceea ce a condus la

necesitatea studierii conditiilor de existenta a p>2 multimi d-convexe, ce formeaza
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acoperire/divizare unor clase de grafuri pentru implementarea ulterioara in construirea

metodelor si algoritmilor eficienti de solutionare a problemelor aplicative.

Importanta teoretica este determinatd de obtinerea rezultatelor ce tin de stabilirea
NP-completitudinii problemei de acoperire a unui graf cu doua multimi d-convexe, prin care se
completeaza rezultatele obtinute de catre alti matematicieni. S-a demonstrat ca problema

acoperirii grafului cu p>2 multimi d-convexe, atdt in caz general cat si in cazul multimilor

d-convexe netriviale, este o problema NP-completa.

Valoarea aplicativa a lucrarii constd in posibilitatea utilizdrii rezultatelor obtinute la
studierea multimilor d-convexe pe structuri discrete, elaborarea algoritmilor pentru problemele
de acoperire/divizare a unui graf cu multimi d-convexe, ce pot fi folosite la solutionarea
problemelor practice, de exemplu probleme de clusterizare a elementelor unei multimi pe care
sunt definite relatii binare.

Aprobarea rezultatelor stiintifice. Rezultatele stiintifice de baza, obtinute de cétre autor
si reflectate in prezenta lucrare, au fost prezentate la conferinte stiintifice de rang national si

international, au fost publicate articole in reviste recenzate:

a) Teze la conferinte stiintifice de rang international:

e  Convex covers of undirected graphs. The 22" conference on applied and industrial
mathematics (CAIM-2014), September 18-21, 2014, Bacau, Romania [40];

e NP-completeness of graph convex cover problems. The Conference ‘“Mathematics
& Information Technologies: Research and Education” (MITRE — 2015), July 2-5,
2015, Chisinau, Republic of Moldova [45];

e Nontrivial convex 2-covers of simple connected graphs. The 23 conference on
applied and industrial mathematics (CAIM-2015), September 17-20, 2015,
Suceava, Romania [44];

e Minimum convex covers of some graph operations. A XX-a Conferinta Anuala a
Societatii de Stiinte Matematice din Romania Dedicata celei de-a 80-a aniversari a
Prof. Univ. Emerit Dr. loan A. RUS, Mai 19-22, 2016, Baia Mare, Romania [48];

e Nontirivial convex partition of a tree. The Conference “Mathematics &
Information Technologies: Research and Education” (MITRE — 2016), June 23-26,
2016, Chisinau, Republic of Moldova [42];

e Nontrivial convex cover of a tree. The 24™ conference on applied and industrial
mathematics (CAIM-2016), September 15-18, 2016, Craiova, Romania [43];
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b) Teze la conferinte stiintifice de rang national:

e  2-acoperirile convexe in grafuri neorientate. Conferinta Stiintifica ,,Integrare prin
Cercetare si Inovare”, Universitatea de Stat din Moldova, Chisinau, 10-11
noiembrie 2015 [1];

C) Articole stiintifice publicate in reviste de specialitate din tara si de peste hotare,
precum si in analele (proceedings) conferintelor:

e Convex graph covers. Computer Science Journal of Moldova, Vol. 23, Nr. 3 (69),
2015 [47];

e Covers of graphs by two convex sets. Studia Universitatis Babes-Bolyali,
Informatica, Vol. LXI, Nr. 1, 2016 [41];

e Minimum convex cover of special nonoriented graphs. Studia Universitatis
Moldaviae, Revista stiintificd a Universitatii de Stat din Moldova, Seria ,,Stiinte
exacte si economice”, Nr. 2 (92), 2016 [46];

e Nontrivial convex covers of trees. Buletinul Academiei de Stiinte a Republicii
Moldova, Matematica, Nr. 3 (82), 2016 [49];

®  Acoperirea unui graf neorientat cu multimi convexe netriviale. Analele conferintei
stiintifice internationale “Modelare Matematica, Optimizare si Tehnologii
Informationale”: (Proceedings), Editia a V-a, Academia de Transporturi,

Informatica si Comunicatii, Chisinau, 22-25 martie 2016 [2].

In total la tema tezei au fost publicate 12 lucrari stiintifice, dintre care 5 articole (4 in

reviste stiintifice recenzate si 2 fara coautori), 7 teze ale comunicarilor la conferinte.

Sumarul compartimentelor tezei. Teza este structuratd in trei capitole, in care se
demonstreaza NP-completitudinea problemelor de acoperire/divizare a grafului neorientate cu
multimi d-convexe arbitrare/netriviale si se determind solutia acestor probleme pentru o serie de
clase de grafuri: arbori, grafuri triangulate, grafuri ce reprezinta puterea ciclului, grafuri cactus
etc., ceea ce conduce la solutionarea mai multor probleme cu caracter teoretico-aplicativ. Pe
langa cele trei capitole mentionate, lucrarea contine concluzii generale si recomandari,
introducere, adnotarile Tn limbile romana, rusd si engleza, precum si o listd bibliograficd ce

cuprinde 115 titluri, trei anexe si CV-ul autorului.

In introducere, sunt formulate scopul si obiectivele tezei, se argumenteaza actualitatea si
importanta temei de cercetare. Se formuleaza problema stiintificdA cu mentionarea importantei
teoretice si a valorii aplicative a lucrarii. Este data o analiza succinta a publicatiilor la tema tezei.

Se incheie acest compartiment cu o sinteza a continutului lucrarii.
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Primul capitol al tezei poartd un caracter introductiv si are drept scop examinarea situatiei
actuale in domeniul temei de cercetare. In acest capitol se descriu etapele - cheie de dezvoltare a
structurilor matematice discrete si se analizeazd pe scurt unele dintre ele, in special grafurile,
hipergrafurile si matroizii, care servesc drept modele matematic pentru rezolvarea problemelor
practice. Se examineaza complexitatea unor algoritmi pentru solutionarea problemelor clasice pe
aceste structuri matematice si se mentioneaza rolul acestora in optimizarea discreta, determinat
in mod special de faptul cd structurile discrete ofera posibilitatea solutionarii eficiente a

diverselor probleme de ordin teoretico-aplicativ.

Un rol important in solutionarea problemelor de optimizare pe structuri discrete il joaca
multimile convexe. Un model al convexitatii, util la solutionarea problemelor practice, il
reprezintd d-convexitatea, introdusa initial prin anii *20 ai secolului trecut de catre K. Menger
[111] si redescoperita apoi de catre P. Soltan prin anii 60, in legatura cu realizarea unor proiecte
aplicative importante pentru economia Republicii Moldova [23], [26]. Acest tip de convexitate
se aplica in cazul problemelor de amplasare a centrelor de prestare a unor servicii, frecvent
intalnite in organizarea structurilor social-economice, a problemelor de divizare a unor domenii
in subdomenii speciale ce apar la trasarea schemelor integrale. Din punct de vedere teoretic,
d-convexitatea a contribuit la dezvoltarea si a altor ramuri ale matematicii moderne [13].

In mod special, se analizeazi starea curenti ce tine de solutionarea problemei de acoperire
a grafurilor neorientate cu multimi d-convexe in prisma rezultatelor obtinute de catre
matematicienii: D. Artigas [30], R. Glantz [76], L. N. Grippo [77]. Se examineaza cazul special
al problemei de acoperire, cand multimile folosite sunt disjuncte. In acest caz obtinem asa
numita problema de divizare a grafului in multimi d-convexe. Se argumenteazd valoarea

aplicativa a problemei de acoperire a grafurilor neorientate cu multimi d-convexe.

In incheierea capitolului sunt formulate cateva probleme nerezolvate la moment si care
constituie obiectul de studiu in capitolele ulterioare. De asemenea, se formuleaza problema de
cercetare, se mentioneaza cdile de solutionare ale acesteia, se stabileste scopul si obiectivele

cercetarii.

Partea centrala a tezei o constituie Capitolul al doilea, in care sunt prezentate un sir de
rezultate ce tin de studierea existentei grafurilor neorientate conexe cu anumite caracteristici
numerice prestabilite, cum ar fi numarul de acoperire/divizare d-convexa minima si numarul de
acoperire/divizare d-convexa netriviala minima/maxima.

Totodata, sunt descrise rezultate importante, referitoare la NP-completitudinea problemei

de acoperire cu doud multimi d-convexe si a problemelor de acoperire/divizare cu multimi

13



d-convexe netriviale. Aceste rezultate au condus la extinderea si completarea rezultatelor
obtinute de catre alti matematicieni. Mai mult, se demonstreaza cd si problema verificarii
divizarii unui graf in multimi d-convexe netriviale este NP-completa, si se elaboreaza algoritm
care in timp polinomial verifica daca un graf poate fi acoperit cu multimi d-convexe netriviale.

Din cauza NP-completitudinii problemei de acoperire a grafurilor neorientate cu doua
multimi d-convexe, au fost examinate doua tipuri de 2-acoperiri d-convexe cu caracteristici
speciale. Este vorba de (2,t)-acoperirile si (2,nt)-acoperirile d-convexe. S-a determinat relatia
dintre (2,t)-acoperirile si (2,nt)-acoperirile d-convexe si s-au evidentiat mai multe clase de
grafuri, pentru care se elaboreaza algoritmi polinomiali de recunostere, care pot fi acoperite cu
(2,t)-acoperire si cu (2,nt)-acoperire d-convexa, si o clasd pentru care exisd o singurd
(2,t)-acoperire iar determinarea existentei (2,nt)-acoperirii raimane o problema NP-completa.

In cel de-al treilea Capitol este examinatd problema de acoperire/divizare cu multimi
d-convexe arbitrare/netriviale pentru diferite clase de grafuri. In particular, se stabilesc conditiile
de existenta a acoperirii cu douda multimi d-convexe netriviale pentru grafurile triangulate,
grafurile ce reprezintd puterea ciclului si grafurile cactus.

De asemenea, sunt stabilite conditiile de existentd a p-acoperirii si p-divizarii d-convexe
netriviale a arborelui neorientat, pentru orice numar p > 2. Se demonstreaza unele proprietati ale
multimilor terminale netriviale si se mentioneaza rolul acestora in elaborarea algoritmului
polinomial de determinare a numarului de divizare d-convexa netriviala maxima a unui arbore.

Totodata, in acest capitol sunt demonstrate unele rezultate, ce tin de estimarea numarului
de acoperire d-convexd minima si a numarului de acoperire d-convexa netriviald minima pe
diferite grafuri speciale, ce se obtin in rezultatul aplicarii unor operatii binare: suma, produsul

cartezian, produsul lexicographic, coroana grafului.

In compartimentul Concluzii generale si recomand:iri sunt expuse concluziile generale
ale autorului asupra rezultatelor obtinute in cadrul tezei. Sunt, de asemenea, expuse impactul si
valoarea acestor rezultate in dezvoltarea domeniului dat. Sunt prezentate recomandarile autorului

in formd de sugestii privind cercetarile de perspectiva.

In Anexa 1 este prezentat codul sursa pentru construirea structurilor in limbajul C#, care

reprezintd acoperirea grafului neorientat cu multimi d-convexe.

In Anexa 2 este prezentat codul sursa al algoritmilor 2.1, 2.2 si 2.3 pentru construirea unei

acoperiri d-convexe netriviale si pentru recunoasterea grafurilor cu structura speciala 7, 7, #',

#" . Acesti algoritmi sunt descrisi in paragraful 2.3 si 2.4.
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In Anexa 3 este prezentat codul sursi al procedurilor Maxgp(G) si Max&(G) pentru

determinarea numarului de acoperire d-convexa maxima si numarului de divizare d-convexa

maxima a unui arbore. Aceste proceduri sunt descrise detaliat in paragraful 3.2 si 3.3.
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1. EVOLUTIA CERCETARILOR IN SOLUTIONAREA PROBLEMEI DE
ACOPERIRE PE STRUCTURI DISCRETE

Necesitatea solutionarii unor probleme importante de ordin teoretico-aplicativ a condus la
aparitia unor structuri matematice discrete care s-au dovedit a fi suficient de comode pentru
descrierea unor procese fizice destul de complicate. Dezvoltand baza teoretica a unei directii noi
de cercetare, determinate de studierea proprietatilor acestor structuri, de catre mai multi
matematicieni (P. Soltan [23], C. Berge [35], D. Artigas [30] etc.) au fost obtinute rezultate ce au
stat la baza elaborarii metodelor si algoritmilor corespunzatori pentru rezolvarea problemelor
aplicative.

Caracterul discret al realitatii inconjuratoare (teoria atomo-moleculara, fizica cuantica si
statistica etc.) a influentat semnificativ dezvoltarea matematicii discrete. Rolul decisiv in
dezvoltarea rapida a matematicii discrete in a doua jumatate a secolului XX se asociaza cu
revolutia digitala in domeniul telecomunicatiilor si a informaticii. Matematica discretd a devenit
baza pentru proiectarea si punerea in aplicare a mai multor sisteme informatice si dispozitive
electronice digitale. Aceasta a initiat dezvoltarea in cadrul ciberneticii a mai multor
compartimente a matematicii discrete: teoria complexitatii, teoria automatelor etc. O contributie
semnificativa In domeniul matematicii discrete a fost adusa de: L. Euler, G. Boole, A. Poincare,
D. Hilbert, E. L. Post, A. Turing, J. V Neumann, A. A. Lyapunov etc.

Un rol aparte in dezvoltarea structurilor discrete revine convexitatii sau, mai bine zis, unui
caz special al convexitdtii — notiunii de d-convexitate. Anume in termenii notiunii de
d-convexitate isi gasesc solutia mai multe probleme practice. De exemplu, solutia problemei de
amplasare a unor centre de servicii intr-o retea cubica este totdeauna o multime d-convexa (cazul
medianei) [6].

Luand in consideratie cele mentionate mai sus cu privire la rolul structurilor discrete si a
teoriei convexitatii n cercetarile teoretico-aplicative, in primul capitol se dd o analiza evolutiva a
structurilor reprezentate prin grafuri, hipergrafuri, matroizi. Se face recurs la o serie de probleme
practice, care au influentat aparitia rezultatelor teoretice importante. Totodata, sunt clasificate
rezultatele ce tin de dezvoltarea d-convexitatii pe grafuri si aportul a mai multor matematicieni in
aplicarea d-convexitatii pentru examinarea si solutionarea problemelor practice in termenii
multimilor d-convexe: K. Menger [111], J. de Grood [78], A. Alexandrov si V. Zalgaller [9], F.
Toranzos [115], E. Soetens [100], P. Soltan, Ch. Prisacaru [26] etc.

Orice metodd de solutionare a problemelor aplicative, de reguld, duce la elaborarea

algoritmului respectiv si realizarea acestuia la calculator. Desigur, la aceastd etapa, apare
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problema eficientei algoritmului (este oare algoritmul de complexitate liniara, polinomiala,
exponentiala etc.) — chestiune importanta in procesul de examinare si obtinere a solutiei finale a
unei probleme concrete. Aspecte legate de notiune de complexitate a problemei de optimizare
sunt descrise in paragraful trei al primului capitol.

Problema de acoperire a unui graf neorientat cu multimi d-convexe, care constituie esenta
cercetarilor efectuate si expuse in aceastd lucrare, tine de dezvoltarea notiunii de convexitate pe
structuri discrete si aplicarea acesteia la solutionarea problemelor aplicative. Problema in cauza
reprezintd un caz special al problemei clasice de acoperire a unei multimi de elemente cu o
familie speciald de submultimi si, in varianta expusa in teza, a fost formulata de D. Artigas in
lucrarea [30]. In ultimul paragraf al acestui capitol se examineaza situatia la moment in legitura
cu problema in cauza, se mentioneaza o serie de probleme nerezolvate de catre predecesori si

sunt numite problemele rezolvate in capitolele ce urmeaza.

1.1.  Rolul structurilor discrete la solutionarea problemelor teoretico-aplicative

De reguld, orice proces fizic cu caracter discret de actiune, orice problema ce se
formuleaza pe o multime numerabila de elemente, orice problema de tip combinatorial etc.,
poate fi modelatd cu ajutorul unei structuri discrete, care permite in cele din urma elaborarea
metodelor eficiente de solutionare. Studierea proprietatilor acestor structuri tine de dezvoltarea
unei directii speciale ale matematicii moderne — matematica discretd. La randul sau, dezvoltarea
matematicii discrete are loc sub influenta necesitatii solutionarii problemelor aplicative. Astfel,
existd o legdtura directd intre dezvoltarea propriu-zisd a matematicii discrete si necesitatea
explicarii/solutionarii unor fenomene din lumea inconjurdtoare, a unor probleme de ordin
combinatorial definite pe o multime discretd de elemente, a unor probleme de optimizare.

Problema clasica de acoperire a unei multimi de elemente ponderate cu o familie de
submultimi de pondere minima, pe parcursul anilor s-a regasit in multiple variatii si generalizari,
reiesind din necesitatea Solutionarii problemelor practice. Un caz special al acestei probleme il
reprezintd cazul acoperirii unei structuri cu multimi d-convexe, determinat de faptul ca multimile
d-convexe joaca un rol important la solutionarea problemelor concrete. Aici putem mentiona
problema divizarii unui domeniu rectangular in subdomenii d-convexe — (problema care a aparut
prin anii *60 la uzina de computere din or. Minsk in legatura cu optimizarea procesului de trasare
a placilor integrale), problema clusterizarii convexe a elementelor unei multimi etc.

Desigur, solutionarea problemei de acoperire cu multimi d-convexe, la fel ca si multiple

alte probleme de optimizare, isi poate gasi solutie si implementare reusitd sub forma de
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algoritmi, doar daca este dezvoltata teoria modelelor matematice pe care se examineaza
problema.

Solutionarea problemei in varianta propusa de D. Artigas [30], precum si a diverselor
variatii ale acesteia, descrise in prezentd lucrare, este posibila doar dacd cunoastem rezultatele, ce
tin de studierea proprietdtilor structurilor discrete, reprezentate prin grafuri, hipergrafuri,
matroizi, complexe de relatii multi-are etc. Pornind de la solutionarea problemei pe grafuri
neorientate problema poate fi generalizata si solutionatd pentru cazul structurilor matematice
complexe (hipergrafuri, complexe de relatii multi-are etc.). Din aceste considerente, obtinerea, la
timp respectiv, a unor rezultate teoretice, ce tin de proprietatile structurilor discrete, in caz
general, precum si a unor clase speciale ale acestor structuri sunt primordiale pentru dezvoltarea
teoretica a directiei de cercetare si elaborarea metodelor eficiente de solutionare a problemei de

acoperire.

Grafuri

Grafurile s-au dovedit a fi un model eficient pentru solutionarea problemei de acoperire a
unei structuri matematice cu multimi d-convexe in varianta formulata de D. Artigas, chiar daca
dansul nu a reusit sa giseasca raspuns la unele intrebari speciale legate de problema studiata (de
exemplu, a ramas deschisd intrebarea cu privire la complexitatea problemei de acoperire a

grafului cu p-multimi d-convexe in cazul p=2). In capitol urmitor (capitolul 2) se arati ci,

folosind unele rezultate cunoscute cu privire la studierea proprietatilor speciale ale grafurilor, se
obtin rezultate teoretice noi care permit solutionarea problemelor generate de citre D. Artigas,
precum si a problemelor adiacente acesteia.

Studierea grafurilor, ca structura matematica eficienta pentru modelarea diverselor procese
cu caracter discret, a fost generatd de incercarea matematicienilor de a rezolva anumite probleme
practice. In secolul XX au inceput si apard numeroase probleme legate de grafuri in fizica,
chimie, biologie, inginerie electrica, economie, sociologie etc., dar, de asemenea si in domeniile
matematice, cum ar fi topologia, algebra, teoria probabilitatilor, teoria numerelor. In 1936, la
Leipzig a aparut prima carte de teoria grafurilor, al carui autor este matematicianul maghiar
D. Konig. In aceasta lucrare Kénig a sistematizat toate rezultatele, cunoscute la acel moment,
prin care a determinat, in mare masura, caracterul aplicativ al noii teorii.

Teoria grafurilor a trecut printr-o faza de dezvoltare semnificativa in secolul XX, in special
la sfarsitul anilor *40 - inceputul anilor *60, datorita dezvoltarii ciberneticii si informaticii. Odata
cu dezvoltarea tehnologiei informatice si studierea sistemelor cibernetice complexe, interesul

fata de aceasta directie de cercetare a crescut, iar problemele teoriei grafurilor au devenit mult
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mai variate, cu un caracter aplicativ pronuntat. In plus, utilizarea calculatoarelor a permis
solutionarea problemelor practice asociate cu un volum mare de date.

Parinte al teoriei moderne a grafurilor este considerat C. Berge, datoritd expunerii
sistematizate a acestei directii de cercetare Tn monografia [35] si dezvoltarii ulterioare a teoriei in
lucrarile [34], [36]. Pana in zilele de astdzi sunt frecvent folosite rezultatele obtinute de catre
C. Berge cu privire la sistemul de cicluri fundamentale intr-un graf neorientat, studierea
caracteristicii Euler si a diverselor generalizari ale acesteia, dezvoltarea notiunii de metrica pe
grafuri, care se folosesc la probleme ce tin de dirijarea informatiei incomplete, determinarea
locurilor optimale de amplasare a centrelor de deservire etc. Rezultate semnificative ce tin de
fundamentarea teoriei grafurilor, iar mai apoi si a hipergrafurilor, se regasesc in multitudinea de
publicatii aparute pe parcursul ultimilor 40-50 ani ai secolului XX. Promotori fideli ai acestei
directii sunt considerati: F. Harary [83], O. Ore [90], N. Christofides [59], A. A. Zakov [17], V.
Emelicev [14], T. Toadere [8], P. Soltan [7], [23] etc.

Necesitatea solutionarii unor probleme de parcurgere au condus la introducerea notiunilor
de lant, ciclu si a diverselor generalizari ale acestora (a se vedea F. Harary [83]). Rezultatele
obtinute 1n legdtura cu studierea proprietatilor acestor notiuni, in special celor ce tin de studierea
sistemului de cicluri fundamentale, se regasesc la solutionarea multiplelor probleme teoretico-
aplicative, in particular si la studierea problemei de acoperire-divizare a grafului in multimi
d-convexe cu unele variatii speciale ale acesteia.

Intr-un graf neorientat G=(X;U) o0 succesiune de varfuri z=[X,X,,...,X,X.,] se
numeste lanf, daca {x,X,}t€U pentru Vi =1k. In acest caz se spune ca lanful & uneste
varfurile X si X,,. Se considera cd o muchie u; ={x_,x} din G apartine lanfului x, dacd si
numai dacd x, si X, sunt varfuri vecine in 4, adici pe{l2,...k} si I=p+1 (sau invers).
Varfurile X, si X,,, Se numesc extremitafi ale lantului g, iar numarul k - lungimea lui. Daca

X, = X,,; atunci uz se numeste ciclu.

Notiunea de lant este fundamentald la introducerea d-convexitatii intr-un graf neorientat,
iar rezultatele respective au stat la baza studierii proprietatilor multimilor d-convexe [3], [6],
[93], folosite in capitolele ce urmeaza la examinarea problemei de acoperire.

Definirea notiunii de multime d-convexa are la baza notiune de lant minim (o submultime
de varfuri A din G=(X;U) se numeste d-convexa dacd impreuna cu oricare varfuri X,y e A
aceastd multime contine si toate varfurile ce apartin tuturor lanturilor de lungime minima cu

extremitatile in X si y [13]). Determinarea lanturilor minime este o parte componentd a
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solutiondrii oricarei probleme metrice pe grafuri. in prezent sunt cunoscute mai multe metode de
construire a acestor lanturi, si intr-o variantd modificatd se regdseste in algoritmii prezentati in
lucrare pentru studierea unor aspecte speciale ale problemei de acoperire/divizare a grafului cu
multimi d-convexe (a se vedea programele din anexe).

Matematicianul D. W. Deijkstra [63] a elaborat algoritmul, care, pentru grafurile
neorientate ponderate nenegative, determina drumurile minime de la un varf la toate celelalte cu

complexitatea O(nlogn) . Plus la aceasta, algoritmul Belman-Ford, elaborat de R. Belman [33]

si R. Ford [71], determina drumurile minime de la un varf la toate celelalte, in cazul cand

ponderea muchiilor poate fi negativa, iar complexitatea acestui algoritm este O(mn).

Un caz aparte, studiat in capitolul trei al prezentei lucrari, il constituie problema acoperirii
pentru cazul grafului neorientat conex, ce nu contine cicluri — arbore. Este de mentionat ca in
cazul arborilor se rezolva in mod eficient numeroase probleme de optimizare discretd. Ba mai
mult, chiar in cazul unor probleme NP-complete in caz general, solutionarea acestora pe arbori
se face in timp liniar in raport cu volumul de date initiale. Construirea unor arbori speciali pe
grafuri a fost examinatd de mai multi matematicieni In legatura cu necesitatea solutionarii unor
probleme metrice. Sunt remarcabile rezultate ce tin de determinarea arborelui Steiner [62],
determinarea circuitelor Kirchkoff intr-o schema electrica [99] etc.

Legata de construirea unui arbore special este si urmatoarea problema de optimizare. Din
orice graf conex G putem obtine un arbore, eleminand iterativ cate o muchie care apartine unui
ciclu simplu. Arborele obtinut se numeste arbore partial al grafului G. In cazul grafului ponderat

G =(X;U), fiecarei muchii ueU i se poate asocia un cost @(u) si atunci apare problema

determindri multimii de muchii T cU care uneste toate varfurile X si minimizeaza functia:

o(T) = Za)(u).

ueT

Cu alte cuvinte, se cere de determinat arborele partial de cost minim. Exista doi algoritmi bine
cunoscuti care rezolva eficient problema data: algoritmul lui Kruskal [88], de complexitate
O(mlogm) si algoritmul lui Prim [94], de complexitate O(m+nlogn). Aceiasi algoritmi sunt
utili si in cazul unei variatii speciale a problemei de acoperire a grafului neorientat cu multimi
d-convexe: acoperirea multimii de varfuri cu o familie de multimi d-convexe de pondere
minimd. De asemenea poate fi analizatd si problema divizarii multimii de varfuri a grafului cu
ajutorul unei familii de submultimi de varfuri de pondere minima. Impreuna cu cele mentionate
mai sus, solutia acestei variante a problemei de acoperire se deduce din rezultate obtinute in

capitolul 3.
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Hipergrafuri

Solutionarea oricarei probleme de optimizare pentru cazul unui graf neorientat lasd o
amprenta de nesatisfactie, daca aceasta nu este examinata in careva varianta generalizata pentru
structuri discrete mai sofisticate cum ar fi, de exemplu hipergrafurile [36] sau complexe de relatii
multi-are [5].

Hipergrafurile reprezintd o structurd matematica discretd complexa care este mai potrivitd
pentru modelarea si solutionarea problemelor legate de studierea unor procese de o structura
abstracta dificila. De exemplu, ar fi cazul unor probleme de optimizare definite pe o multime de
obiecte, 1n cazul cand aceste obiecte se grupeaza in careva submultimi (clustere) si ne intereseaza
diverse situatii legate de interactiunea dintre ele. Totodatd, problema acoperirii se generalizeaza
usor pentru cazul hipergrafului, Insd metodele de solutionare devin mai complexe. Se considera
ca primele rezultate care au constituit fundamentele teoriei hipergrafurilor apartin
matematicianului D. K. Ray-Chaudhuri [97]. De asemenea, la dezvoltarea acestei teorii au
contribuit C. Berge [34], [36], V. I. Voloshin [106] si altii.

Fie X ={X,X,,..,X,} o multime finitd de elemente si familia #=U, U,,..,U ) de

submultimi din X, ce poseda proprietatile:

NU, #0,i=12,...,m,

2) U, =X.

In literatura de specialitate, hipergaf se considera perechea (X;%), care se noteazi
# = (X;7) [36]. Precum se poate de observat, hipergraful reprezinta o structura matematica cu
un grad de abstractizare ridicat, iar graful poate fi privit doar ca un caz particular al unui
hipergraf. Ca si in cazul grafului elementele multimii X se numesc varfuri, iar submultimile
U,U,,...,U_ < X muchii (hipermuchii) ale hipergafului.

Cu toate ca hipergraful reprezintd o generalizare a notiunii de graf, generalizarea unor
proprietdti ale grafurilor nu este totdeauna o chestiune triviala, chiar daca proprietatile

respective, la prima vedere, sunt destul de simple. De exemplu, daca notam prin 2(X) multimea
hipermuchiilor din #, ce contin varful x (cardinalul acestei multimi |%(X)| se numeste grad al
varfului x), atunci precum se arata in lucrarea [106], are loc egalitatea:

2 7001 = 22 V1,

care difera de relatia cu referire la suma gradelor varfurilor grafului, cunoscutd din teoria

grafurilor.
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Hipergrafurile se folosesc la studierea unor probleme de optimizare, in particular a
problemelor de programare liniara. In cazul programarii liniare este dezvoltata bine teoria
dualitatii. Perechea de probleme duale se reprezinta prin hipergrafuri perechi (unul dintre ei este
dualul celuilalt) pentru studierea unor proprietati speciale ale solutiilor problemei liniare directe

si celei duale. Fie A(%) matricea de incidenta a unui hipergraf % . In conformitate cu [34], #*
este hipergraful dual al hipergrafului %, daca
AF*) =N (%),
unde A’ (%) este matricea transpusa a matricei A(%).
O succesiune de elemente x=[x,U;,%,U,,.... %, U, %], in care x sunt varfuri,
1<i<k+1, iar U; - hipermuchii, 1< j<k, ale hipergrafului %, ce respectd proprietatea
{x., X, y€U,, pentru orice t, 1<t <Kk, este un hiperlant in #, cu extremitatile in X, si X, , [34],

[36]. Acest hiperlant este o generalizare a notiunii de lant, cunoscutd din teoria grafurilor, insa
oferd un grad mai mare de libertate in sensul parcurgerii elementelor hipergafului % . in mod
firesc se definesc notiunile de Aiperiant simplu, hiperciclu, hiperciclu simplu, care constituie
“caramizile”, cu ajutorul carora pot fi construite iterativ multimile d-convexe.

In lucrarea [95] se propune un algoritm, care determini drumuri minime pentru
hipergrafurile ponderate si cele neponderate in timp O(n®). Algoritmul respectiv poate fi folosit
la elaborarea metodelor de construire a multimilor d-convexe in hipergrafuri, iar aceasta, la
randul sau poate conduce la necesitatea examinarii problemei acoperirii si problemei divizarii in
multimi d-convexe a hipergrafurilor.

Ca si in cazul grafurilor, in hipergrafuri un rol important revine hiperarborilor, care se
definesc in mod similar cu arbori in grafuri. Matematicienii I. Tomescu si M. Zimand [101] au
demonstrat ca problema determinarii existentei a hiperarborelui partial al unui hipergraf

k-uniform, k >3, este NP-completa.

Matroizi

Teoria matroizilor este impresionanta prin faptul ca ea reprezinta o abstractie a notiunilor
principale din domeniul algebrei liniare si a teoriei grafurilor. Notiunea de matroid a fost
introdusa in 1935 de catre H. Whitney in lucrarea [109]. O figura proeminenta in domeniul
teoriei matroizilor este W. T. Tutte, care a publicat in anii 50 ai secolului trecut cateva lucrari
fundamentale: [103], [104].

Prima lucrare fundamentald care a sistematizat rezultatele de baza din teoria matroizilor

este cea a lui D. Welsh [108].
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Perechea M =(X;%), unde X este multimea finita de elemente iar 7 familia de

submultimi a multimii X, formeaza un matroid daca si numai daca:
) %n+0,
2) daca Ae si Bc A, atunci Be#;
3) daca A Be7 si |A>|B

, atunci existd un element x € A\B, incat BU{x}e 7.

In conformitate cu terminologia stabilitd in teoria matroizilor (a se vedea lucrarile [104],
[108]), elementele familiei 7 se numesc multimi independente, iar submultimile din X ce nu
apartin lui % — multimi dependente ale matroidului. Usor se observa ca orice baza din M este
multime independenta maximald. Multimea dependentd minimald se numeste ciclu al
matroidului M [104]. Luand in consideratie cele spuse mai sus usor ne dam seama ca un graf
neorientat poate fi reprezentat printr-un matroid. Daca graful G este arbore, atunci matroidul
poate fi definit astfel incat acesta sa nu contind multimi dependente.

Fie Ac X o multime de elemente ale matroidului M =(X;%). Cardinalul submultimii
independente maximale al acestei multimi se numeste rang si se noteaza r(A). Cu alte cuvinte

are loc egalitatea:

r(A)=max{Y|:Y cAY ez|.

Respectiv, numarul r =r(M) =r(X) se numeste rang al matroidului. Sa enumeram cateva
relatii bine cunoscute, ce tin de estimarea rangului unui matroid:

1) 0<r(A)<|A], pentru orice Ac X ;

2) r(A) <r(B), pentru oricare doua multimi ABc X,AcB;

3) r(AUB)+r(ANB)<r(A)+r(B), pentru oricare doud multimi A,Bc X .

Chiar daca matroizii reprezintd o structurd matematica foarte abstractd care este perceputa
mai greu decat grafurile, acestia deseori oferd o posibilitate de rezolvare elegantd a unor
probleme practice. In unele cazuri, algoritmi cunoscuti lucreazi mai “frumos” pe matroizi.
Astfel, daca modelul matematic al unei probleme de cercetare este reprezentat print-un matroid,
atunci solutia optimd a problemei poate fi determinatd aplicand algoritmul Greedy. Esenta
aplicarii acestui algoritm o putem urmari prin urmatorul exemplu.

Fie X ={X,%,,...,X,} o multime finita de elemente pe care este definitd functia

@: X > R", si familia de submultimi din X, notata prin 7. Examinam problema: si se

determine multimea A e 7, pentru care:

go(A):max{go(Y):Y e%},

23



unde ¢(Y) :Zer @(y) . Numarul ¢(X) se numeste ponderea elementului xe X, iar ¢(Y) se

numeste ponderea multimii Y € % .
Fara a pierde din generalitate consideram ca ¢(X) > @(X,) >...2@(x,) . Fie initial A= .
La A se adauga cate un element X € X , pentru care are loc relatia:
AU{}ex.

Din [91] se stie ca daca M =(X;%) este un matroid, atunci pentru orice functie a

ponderilor @: X — R" algoritmul Greedy determind multimea Ae? de pondere maxima.
Solutia obtinutd cu ajutorul algoritmului Greedy este optimald, iar complexitatea algoritmului
este liniara, daca nu se ia in calcul procedura de sortate a elementelor din X.

Exemple de matroizi ce apar sub forma de model matematic la solutionarea unor probleme
la diferiti autori sunt:

1) Fie X o multime finitd, kK un numar natural si 7% familia de submultimi din X cu

cardinalul mai mic sau egal cu k, atunci M = (X; %) este un matroid.

2) Fie X o multime finita de puncte intr-un spatiu afin, iar % familia submultimilor afin

independente ale lui X, atunci M = (X;#) este un matroid.

3) Fie G=(X;U) este un graf neorientat si fie familia de submultimi de muchii:

20 ={W U :W nu contine cicluri},
atunci M = (U; ) este un matroid.

Metionam si o structura matematica mai recenta, propusa de S. Cataranciuc [5], care se
numeste complex generalizat de relatii multi-are. Ea acopera un sir de notiuni clasice, cum ar fi
grafurile, hipergrafurile, matroizii, complexe de simplexe (informatia ampla despre care poate fi
gasitd in lucrarile [10], [11]) si serveste drept model eficient pentru solutionarea unor probleme

teoretice si practice [4], [56].

1.2. Convexitatea generalizata si d-convexitatea in grafurile neorientate

Problema solutionata in teza de doctor tine nemijlocit de studierea multimilor d-convexe si
folosirea proprietatilor acestora la solutionarea problemei de acoperire. Notiunea de convexitate
a cunoscut o dezvoltare semnificativa incepand cu anii *50 ai secolului trecut, in special, datorita
rolului avansat al acesteia la solutionarea problemelor de programare liniara, programare
neliniard, teoria dirijarii optimale a proceselor etc. Astdzi este incontestabil rolul multimilor
convexe la solutionarea problemelor de optimizare pe structuri discrete, in special pe grafuri si
hipergrafuri. Aceasta situatie indeamnd cercetdtorii la investigatii teoretice fundamentale in

domeniul convexitatii.
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Fie X o multime nevida de elemente, iar P(X) - familia tuturor submultimilor multimii X.
In conformitate cu cele mentionate in lucrarea [24], familia de submultimi G < P(X), ce
poseda proprietatile:

1) X eG;

2) dacd A,A €G,atunci ANA G,
se numeste convexitate in X. Perechea (X;G) se numeste spatiu convex, iar elementele din G se
numesc multimi convexe.

In lucrarea [61] sunt examinate mai multe tipuri de convexitati, cu indicarea posibilelor
aplicatii la solutionarea problemelor de optimizare. Desigur din punct de vedere al problemei
generale de acoperire, fiecare tip de convexitate merita atentie, dat fiind faptul ca diverse
probleme aplicative se pot reduce la acoperirea unei structuri matematice (nu numaidecat
discrete) cu multimi convexe de diferite tipuri. Din punct de vedere teoretico-aplicativ se
evidentiaza trei tipuri de convexitate, avantajele carora la solutionarea problemelor teoretico-
aplicative au fost mentionate in mod special in lucrarile matematicienilor L. Danzer, B.
Griinbaum, V. Klee [61], J. W. Ellis [70], P. M. Gruber, J. M. Wills [79], J. Schmidt [112],
[113], M. Van de Vel [105], V. P. Soltan [24], [25] etc. Aceste tipuri de convexitate au fost
dezvoltate pornind de la necesitatea studierii proprietatilor solutiilor problemelor de programare
liniara, a problemei calcularii medianilor in diverse structuri, inclusiv pe grafuri, a problemei de
divizare a unui domeniu geometric in subdomenii speciale etc. Aceste convexitati Se
caracterizeaza prin proprietatile sale specifice:

1) Convexitatea liniard, afind si conica

Fie X un spatiu si A - o submultime din X. Multimea A se numeste liniar-convexa, afina si

respectiv con-convexd, daca pentru oricare puncte X, X,,..., X, din A elementul

apartine multimii A, unde:

a) A este orice numar real, 1<i<n (cazul convexitatii liniare);
b) z::lﬂ,, =1, pentru orice i, 1<i<n (cazul convexitatii afine);

c) A =0, pentruoricei, 1<i<n (cazul convexitatii conice).

Familia tuturor multimilor liniar-convexe, afine si con-convexe din X formeaza o

convexitate liniara, afind si respectiv conica in X.
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2) H-convexitatea
Fie E" spatiul euclidian n-dimensional, iar H este o submultime a sferei unitate cu
dimensiunea n—1, S"* ={xecE" :||X||=1}. Daca o submultime de elemente AcE", A#=E",
poate fi reprezentata ca intersectie a Unor semispatii inchise de tipul
{xeE": fx<A,feH, 1R},

atunci A se numeste H-convexa. Familia tuturor multimilor H-convexe din E" reprezintd o
H-convexitate. Aceasta convexitate a fost studiata in lucrarile [12], [13], si a contribuit esential la
dezvoltarea teoriei axiomatice a convexitatii spatiului liniar n-dimensional si la studierea unor
aspecte ale geometriei combinatorice a multimilor convexe.

3) Convexitatea metricd

Fie (X;d) un spatiu metric si A o submultime a acestui spatiu. Daca pentru oricare doua
elemente X,y € A are loc relatia

{zeX:d(x,2)+d(z,y)=d(x,y)}< A,

atunci multimea A este convexa. Sa enumeram cateva tipuri de convexitati metrice:
a) convexitatea Euclidiana in (R";d,), unde d,(x,y) = Z:ill(xi —-v.)?;
b) convexitatea Manhatten in (R";d,), unde d,(x,y) = Zin:1|xi -vil;

Cc) convexitatea Cebasevin (R";d ), unde d_(X,y)=max,..,

X = Vi
Aplicatia g: P(X) — P(X), care satisface relatiile:
1) Ac gA, pentruorice Ac X ;
2) ggA=gA, pentru orice Ac X ;
3) gAc gB, pentru oricare doua submultimi A si B din X, incat Ac B,
se numeste invelitoare convexa.
Intre notiunile de convexitate si invelitoare convexi exista o relatie stransa. In primul rand,
orice convexitate G in X defineste o invelitoare convexa g conform relatiei:
gA=(¥BeG:AcB}, AcX,
si invers, orice invelitoare convexa g din X defineste o convexitate G in aceastd multime in

modul urmator:
G={Ac X:gA=A}.
Mai mult, orice convexitate G in X determind in mod univoc o invelitoare convexa

g:P(X)—>P(X) siinvers [3].
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Pentru orice submultime Ac X se poate indica un sir de submultimi B, B, B, c...,
incat A=B,, care conduce la construirea invelitoarei convexe gA. Prin urmare, construirea
invelitoarei convexe QA poate fi privitd ca un proces iterativ, in cazul in care sunt cunoscute
regulile de trecere de la submultimea B, la B,,;, i >1.
Aplicatia p:P(X)— P(X) care satisface relatiile:

1) Ac pA, pentruorice Ac X;
2) pAc pB, pentru oricare doua submultimi A si B din X, incat Ac B,

se numeste invelitoare convexa segventiala.
Din [24] cunoastem ca orice invelitoare convexa segventiala determind o convexitate:
G, ={Ac X:pA=A}
Pentru orice numar ¢ >0, aeN se defineste compozitia p“ a invelitoarei convexe
segventiale in modul urmator:
p’A=A
p“A=p(p“ A)
Se demonstreaza cu usurinta ca daca p:2(X) —>2(X) este o invelitoare convexa segventiala,
atunci compozitia p“ este de asemenea o invelitoare convexa segventiala (a se vedea [24]).

Tot in lucrarea [24] se arata ca pentru orice invelitoare convexa segventiala p in X exista un
numir ordinar minim A>0, incdt compozitia p* este o invelitoare convexd in X, care
corespunde convexitatii

G, ={Ac X:pA=A}.

Rezultatele expuse in capitolele ce urmeaza se refera la convexitatea metrica, unde metrica
d(x,y) reprezinta lungimea lantului minim ce uneste varfurile x si y ale grafului (Daca x si y
corespund diferitor componente convexe din graf, atunci se considera d(x,y)=o0). Aceasta
convexitate este o convexitate segventiala finit determinata si inductiva. Cu alte cuvinte, este o
convexitate determinata de aplicatia p:2(X) — 2(X) ce poseda proprietatile:

1) Ac pA, pentru orice Ac X si pAc pB, pentru oricare douad submultimi A si B din X,
AcB;

2) pA=U{pB:B < A|B|<x}, pentru orice Ac X ;

3) reuniunea oricarei familii de submultimi convexe liniar ordonate este de asemenea o

multime convexa.
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Conditiile 1) si 2) inseamna ca convexitatea este finit determinata (acest tip de convexitate
a fost examenat in lucrarile [70], [113], [114]), iar conditia 3) ca convexitatea este inductiva.
Legatura dintre convexitatile finit determinate si cele inductive a fost examinatd de catre J.
Schmidt in [112], care a aratat ca convexitatea G in X este finit determinata daca si numai daca
ea este inductiva.

Se cunoaste din [81] cda o invelitoare convexa segventiala p:2(X)—>2(X) finit
determinatd in X satisface conditiile:

1) compozitia p" este de asemenea o invelitoare convexd segventiald finit determinata
pentru orice n=12,...;

2) compozitia p”=U{p":n=12,..} este o invelitoare convexd segventiald finit
determind, care corespunde convexitatii

G, ={Ac X:pA=A}.

Este important ca d-convexitatea definitd pe un graf neorientat poseda proprietatile
mentionate mai sus, ceea ce inseamna ca ea corespunde teoriei axiomatice a convexitdtii $i, prin
urmare, la examinarea problemelor extremale cu implicarea multimilor d-convexe pot fi folosite

rezultatele clasice cunoscute pentru convexitatea generalizata.

d-Convexitatea

Incepand cu anii 70 in Republica Moldova s-a format un grup de specialisti sub
conducerea academicianului Petru Soltan in colaborare cu discipolii si colegii sai, care au obtinut
rezultate stiintifice importante ce au contribuit in mod esential la dezvoltarea d-convexitatii si in
general a teoriei grafurilor.

Pentru prima data multimile d-convexe au fost examinate de catre Menger [111]. Ulterior,
acestea au fost studiate de catre a J. de Grood [78], A. Alexandrov si V. Zalgaller [9], F.
Toranzos [115], E. Soetens [100], P. Soltan si C. Prisacaru [26]. d-Convexitatea s-a dovedit a fi
un model reusit al convexitatii, cu ajutorul careia au fost solutionate unele probleme importante
cu caracter practic (a se vedea lucrarile [6], [22], [23]).

Fie (X;d) un spatiu metric. Pentru orice doua puncte X,y e X se defineste segmentul
metric ca multimea de puncte:
(x,y)={ze X :d(x,2)+d(z,y) =d(x, y)}.
Multimea Ac X se numeste d-convexa, daca pentru orice doua puncte X,y € A are loc
relatia <X, y> c A. Intersectia oricarei familii de multimi d-convexe este o multime d-convexa, de

unde rezultd ca pentru orice multime A existd o multime d-convexa minimala din X, care contine
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A. Multimea data se numeste invelitoare d-convexa a lui A si se noteaza prin d —convA. Tinand
cont de cele spuse mai sus si de definitia multimii d-convexe se constata relatia:

d —convA={d —convB: B = A,|B| < =},

pentru orice submultime Ac X .
Notiunea de d-convexitatea in grafurile neorientate pentru prima data a fost studiata in
lucrarea [26] de catre P. Soltan si C. Prisacaru.

Fie G =(X;U) un graf neorientat. Lungimea celui mai scurt lant ce uneste doua varfuri
X,y € X, se numeste distanta dintre aceste doud varfuri si se noteaza prin d(Xx,y). Sunt
adevdrate proprietatile:

1) d(x,y) >0, pentru Vx,y € X si d(x,y) =0 daca si numai daca X=Y;

2) d(x,y)=d(y,x), pentru Vx,y € X ;

3) d(x,y) <d(x,z)+d(z,y) € X, pentru oricare trei varfuri X,y,z e X .

Prin urmare, pentru orice graf conex neorientat distanta d(x,y) defineste o metrica pe
multimea de varfui X si astfel perechea (X,d) formeaza spatiul metric discret.

Un varf X se numeste d-extremal in multimea Ac X daca pentru orice doud varfuri

y,z € A\{z} are loc relatia X ¢ (y, Z>. Multimea tuturor varfurilor d-extremale ale multimii A se

noteaza prin d —extA. In acelasi timp, un varf x e X se numeste simplicial daci vecinitatea lui
formeaza un subgraf complet. Se stie din [24] ca un varf x al grafului G este d-extremal daca si
numai daca el este simplicial.

Mentionam o clasa de grafuri pentru care existd multe aplicatii teoretico-aplicative. Un
graf se numeste triangulat daca orice ciclu de lungime mai mare si egal cu 4 contine o coarda.
Orice graf triangulat contine cel putin un varf simplicial, mai mult orice graf triangulat diferit de
graf complet contine cel putin doud varfuri simpliciale neadiacente [64].

Sa enumeram cateva rezultate importante din [25], legate de multimea varfurilor
d-extremale, care impreuna cu grafurile triangulate se regasesc in capitolul 3 al tezei, in legatura
cu studierea problemei de acoperire a grafurilor cu multimi d-convexe.

Pentru un graf G = (X;U) urmatoarele conditii sunt echivalente:

1) d —extA =, pentru orice multime nevida Ac X ;
2) d —extA =, pentru orice multime d-convexa nevida Ac X ;
3) G este un graf triangulat.

Pentru un graf arbitrar G =(X;U) analogul metric al teoremei lui Krein-Milman despre

puncte extremale ale unui compact se interpreteaza prin echivalenta afirmatiilor:
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1) A=d —conv(d —extA), pentru orice multime d-convexd Ac X ;
2) A= U{(x, y)ixyed —extA}, pentru orice multime d-convexd Ac X ;

3) G este un graf triangulat si nu contine subgrafuri W din figura 1.1.
In ultimul capitol al lucririi, un caz aparte reprezinti studierea problemei de acoperire a
arborilor cu multimi d-convexe. Aici sunt importante proprietatile metrice ale acestei clase de

grafuri. Conform [24], daca G =(X;U) este un arbore atunci pentru orice multime Ac X au
loc relatiile:
diam(d —convA) = diamA,
A=U{(x,y):x,y ed —extA}.
si d—extG coincide cu toate varfurile terminale, reamintim c& un varf x se numeste terminal

daca |[(x)| =1 (a se vedea [34]).

Fig. 1.1. Graful W

O alta clasa de grafuri, care prezinta interes din punct de vedere al d-convexitatii, este clasa

de grafuri d-convex simple. Un graf neorientat G =(X;U) se numeste d-convex simplu daca el
nu contine multimi d-convexe Ac X, astfel incat 2 < |A| < |X| [24].

Pentru orice graf neorientat G = (X;U) sunt echivalente afirmatiile [3]:

1) Orice submultime Ac X, care nu genereaza in G un subgraf complet, nu este
d-convexa;

2) d —conv({x, y}) = X , pentru orice doua varfuri neadiacente X,y € X ;

3) d —conv({x, y}) = X , pentru orice douad varfuri X,y € X aflate la distanta doi in G.

Primele incercdri de a studia grafurile d-convex simple au fost facute de S. Rao si S.
Hebbare [96], care au caracterizat grafurile d-convex simple planare si finite. Mai tarziu, 0O
caracterizare analogicd a fost obtinuta pentru clasa de grafuri planare infinite. V. Chepoi [27] a
obtinut urmatorul rezultat: graful planar, diferit de graful cubului 3-dimensional Q, (figura 1.2 a),
este d-convex simplu dacd si numai daca el nu contine multimi d-convexe formate din trei

varfuri.
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Os: F:

a) b)

Fig. 1.2. Grafurile Q, si F;.

Varful y se numeste copia varfului x in graful G, daci T'(x) =T'(y). In lucrarea [3] s-a
demonstrat ca graful planar G =(X;U), |X| >5, diferit de graful octaedru F, (figura 1.2 b), este

d-convex simplu daca si numai daca contine varfuri de grad mai mare decat doi, fiecare avand o
singura copie.

Grafurile d-convex simple poseda un sir de proprietati importante [3], [18], [19], in baza
carora au fost obtinute rezultate cu privire la structura acestora [20], [21]. Anume datorita acestor
structuri mai multe probleme practice (probleme de amplasare a centrelor de deservire, probleme
de clusterizare etc.) se rezolva in timp polinomial, in unele cazuri chiar in timp liniar. Rezultatele
ce tin de proprietatile grafurilor d-convex simple s-au dovedit a fi utile si in cazul problemei de

acoperire d-convexe, regasindu-se in capitolul 2 (paragraful 2.1).

Caracteristici numerice ale grafurilor legate de multimi d-convexe

In legitura cu studierea multimilor convexe mai multi matematicieni folosesc diferite
caracteristici numerice, in special pentru elaborarea unor algoritmi. Una dintre aceste
caracteristici este numarul geodezic g(G), care reprezinta cardinalul multimii geodezice minime
a grafului G [84]. Pentru un numar intreg pozitiv k, M. C. Dourado, F. Protti si J. L. Szwarcfiter
au demonstrat ca problema verificarii corectitudinii inegalitatii g(G) <k pe grafurile bipartite si
grafurile triangulate este NP-completa [66], [67]. De asemenea, M. C. Dourado si F. Protti in
lucrarea [67] au aratat ca pentru co-grafuri problema data se rezolva in timp liniar.

O alta caracteristica numerica intdlnita in cercetarile mai multor matematicieni este
numarul de invelire. Numarul de invelire, notat prin h(G), este egal cu cardinalul multimii de
invelire minime a grafului G, unde multimea de invelire este submultimea de varfuri S a grafului
G care satisface egalitatea d —convS =X . M. C. Dourado si J. G. Gimbel au demonstrat ca

problema determinarii daca pentru un numar intreg pozitiv K se indeplineste relatia h(G) <k, in

caz general, este NP-completa, iar pentru co-grafuri ea poate fi solutionatda in timp polinomial
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[65]. A continuat cercetarea J. Araujo [29], care a stabilit ca problema data ramane NP-completa
pentru grafurile bipartite, dar se rezolva in timp polinomial pentru grafurile cactus.

Numarul de convexitate al grafului G, notat prin con(G), este egal cu cardinalul multimii
d-convexe proprii maxime a lui G. Fie numarul clicii maxime se noteaza prin @(G). Se verifica
cu usurinta ca pentru orice graf neorientat sunt satisfacute relatiile:

2<w(G)<con(G)<n-1.
Constatam ca con(G) =n—1, daca si numai daca graful G contine cel putin un varf simplicial. J.

G. Gimbel [75] a demonstrat ca problema determinarii daca pentru un numar intreg pozitiv k se

indeplineste relatia con(G) >k este NP-completi. in continuare, M. C. Dourado si F. Protti [68]

au aratat ca aceasta problema pentru grafurile bipartite ramane a fi NP-completa, iar pentru
co-grafuri exista algoritm liniar de solutionare. Numarul de convexitate precum si existenta
grafurilor cu numarul de convexitate prestabilit se examineaza si in lucrarile [53], [58], [75].

Un interes special reprezintd caracterizarea multimilor d-convexe pe clase speciale de
grafuri, obtinute din operatiile binare pe grafuri, cum ar fi suma, produsul cartezian, produsul
lexicografic, coroana. Prin intermediul acestor operatii, in capitolul 3 sunt obtinute mai multe
rezultate cu privire la solutionarea problemei de acoperire.

Definitia sumei, produsului cartezian si a produsului lexicografic sunt percepute in
conformitate cu monografia [80]. Coroana grafurilor pentru prima datd a fost definitda de R.
Frucht si F. Harary [73]. Multimile d-convexe si numarul geodezic a coroanei grafurilor au fost
studiate partial de I. G. Yero [110] si F. P. Jamil [85].

Unul dintre primele rezultate referitoare la stabilirea numarului de convexitate pentru
suma grafurilor a fost obtinut de J. R. Calder in [51]. Numarul de invelire si numarul geodezic
pentru suma grafurilor au fost examinate de S. R. Canoy si G. B. Cagaanan in [53].

In lucrarile lui B. Bresar [38] si S. R. Canoy [54] sunt prezentate rezultate referitoare la
caracterizarea multimilor d-convexe pentru produsul cartezian al grafurilor. Tot in aceste lucrari
se estimeaza numarul de convexitate si numarul geodezic pentru produsul cartezian al grafurilor,
lar G. B. Cagaanan si S. R. Canoy determina numarul de invelire al produsului dat [50].
Totodata, F. H. Wang [107] si T. Jiang [86] s-au ocupat de determinarea numarului geodezic
pentru produsul cartezian al unor clase simple de grafuri, cum ar fi: graful complet, graful ciclu,
graful lant.

Produsul lexicografic este examinat de S. R. Canoy [52], [54]. In special, S. R. Canoy
studiazd numarul de convexitate si numarul de invelire al produsului lexicografic, iar in

cercetarile lui B. BreSar se estimeaza numarul geodezic al produsului lexicografic [39].

32



in capitolul 2 se definesc cateva caracteristici numerice, ce tin de acoperire/divizare a
grafului cu multimi d-convexe, si se examineaza in caz general si pentru diferite clase de grafuri

speciale in capitolul 3.

1.3.  Estimarea complexititii problemelor combinatoriale

Vorbind despre probleme de optimizare pe structuri discrete, la care se referd si problema
studiata 1n prezenta teza de doctor, nu putem ocoli cu vederea un aspect important al acesteia, ce
constd in determinarea efortului depus pentru obtinerea solutiei finale. Aceasta, folosind
terminologia de specialitate, inseamna a determina complexitatea problemei studiate, chestiune
importantd pentru problemele combinatoriale de dimensiuni mari, chiar daca pentru solutionarea
lor se folosesc cele mai performante calculatoare. Uneori, folosind cele mai reusite idei ale
teoriei algoritmilor, obtinem algoritmul de solutionare a problemei cercetate, care necesitd un
interval de timp mult prea mare de realizare la calculator. De studierea diferitor aspecte legate de
complexitatea problemelor au fost preocupati mai multi matematicieni, iar bazele acestei directii
de studiu, precum se considera, au fost puse de catre A. Turing [102], creatorul unui dispozitiv
abstract, cunoscut astazi ca masina Turing, considerata drept model de calculator generic.

Daca teoria algoritmilor ofera instrumente pentru elaborarea unui algoritm de determinare
a solutiei problemei, atunci teoria complexitdtii depisteaza limitele de solutionare a problemei
cercetate, adica ofera demonstratii ca anumite lucruri nu pot fi faicute. De exemplu, din teoria
complexitatii algoritmilor se cunoaste ca timpul necesar pentru sortarea a n numere reale este
de cel putin nlogn si este imposibil de elaborat un algoritm de sortare mai rapid, daca nu se
cunoste informatia suplimentara despre valorile supuse sortarii.

Complexitatea unui algoritm se masoara asimptotic. Cu alte cuvinte, se determina limita
superioara a timpului de executie al acestuia, ceea ce inseamna ca se masoara numarul de
operatii executate in functie de volumul de date de intrare, cand volumul datelor de intrare creste
nelimitat. Pentru aceasta se foloseste notatia O(g(n)), care desemneaza marginea asimptotica
superioara a unei functii g(n), ce descrie comportarea algoritmului in cazul cel mai defavorabil,
unde n este cantitatea datelor de intrare.

Existd probleme care se solutioneaza in timp liniar, logaritmic sau chiar constant, nsa
timpul de solutionare a majoritatii problemelor combinatoriale este considerabil mai mare.

Printre problemele de optimizare de tip discret cele mai “bune” sunt considerate

problemele de complexitate polinomialad, care formeaza clasa de probleme P. Pentru acestea,

timpul de solutionare se exprima prin O(n*), unde k este o constanti.
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In general teoria complexititii opereaza cu probleme de decizie. Aceste sunt probleme
care, pentru un set de date de intrare, dau raspuns “da” sau “nu”. Dar majoritatea problemelor
reale sunt probleme de optimizare in care se cere determinarea solutiei optime pentru problema
respectiva. Intre o problemi de optimizare si o problema de decizie existi o relatie stransa. Prin
impunerea restrictiilor parametrului de optimizare, problema de optimizare se transforma in
problema de decizie. De exemplu, problemei determindrii drumului minim pe un graf intre doua
varfuri X si y i corespunde problema decizionald, pentru care se da si un numar intreg K si se cere
de determinat daca exisd un lant de lungime mai mica sau egala cu k, care uneste X si y. Este clar
ca o problema de decizie este “mai simpld” sau nu “mai putin de dificila” decat problema de
optimizare corespunzdtoate. Prin urmare dacd problema de decizie este dificild, rezultd ca si
problema de optimizare este la fel dificila.

Atat problema de acoperire a grafului neorientat cu multimi d-convexe, cat si problema
divizarii acestuia in multimi d-convexe, examinate in prezenta lucrare, se formuleaza drept
probleme de decizie, complexitatea carora este studiata in capitolul 2.

Exista o clasa larga de probleme de decizie cu multiple aplicatii practice numita clasa
problemelor NP (nondeterminist-polinomiale). In termeni algoritmici, non-determinarea este
exprimatd astfel: o problema apartine clasei NP, daca, fiind datd o solutie presupusa, verificarea
dacd aceasta solutie este sau nu valida se poate face in timp polinomial in raport cu dimensiunea
datelor de intrare. De exemplu, daca in cazul problemei satisfiabilitatii (fiind datd o formula
booleana, exista oare 0 atribuire de valori a variabilelor care o compun, care face formula
adevarata?), se da o formuld booleana si o serie de valori a variabilelor care o compun, atunci
putem scrie un algoritm simplu si eficient care evalueaza formula booleana.

Este clar ca toate problemele de decizie din clasa P apartin si clasei NP, adica verificarea
corectitudinii unei ipotetice solutii cere timp polinomial. Pe de alta parte nu se stie daca toate
probleme din NP apartin clasei P.

Pornind de la cercetirile efectuate de catre D. Artigas, S. Dantas, M. C. Dourado, este
important de determinat daca problema acoperirii/divizarii grafului cu multimi d-convexe este
din clasa P sau nu, chestiune importanta, legata de necesitatea elaborarii unor algoritmi de
solutionare la calculator. Diferite aspecte legate de studierea complexitatii problemei de
acoperire/divizare a grafului si a unor variatii ale acesteia sunt studiate in capitolele 2 si 3.
Precum se demonstreaza in aceste capitole, majoritatea problemelor examinate in teza sunt
NP-complete.

O problema se numeste NP-completd, dacd ea apartine clasei NP si este tot asa de

complicatd ca oricare alta problema din NP. Pentru a demonstra apartenenta unei probleme la
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clasa NP-completa se foloseste reducerea polinomiala intre probleme. Se spune ca problema L,
despre care se cunoste ca este NP-completa, se reduce polinomial la problema L, (se noteaza
L, <, L), daca fiecare instantd a problemei L, se transforma in timp polinomial intr-0 instantd a
problemei L, [74]. De mentionat cd nu orice instanta a L, este neaparat rezultatul transformarii
unei instante din L, prin urmare reducerea polinomiald este o functie nu neaparat surjectiva.
Reducerea pastreaza proprietatea cd fiecare instantd din L, pentru care solutia este “da” este
transformata intr-o instanta din problema L, pentru care solutia este tot “da”. Atunci cand doua
probleme L, si L, se reduc polinomial reciproc una la cealalta, adica L, <, L, si L, < L, se

spune ca cele doua probleme sant echivalente.

Demonstrarea apartenentei problemei acoperirii grafului cu multimi d-convexe clasei
NP-complete se face prin reducere la aceasta a problemei de satisfiabilitate, problemei divizarii
in clici si a problemei divizarii in triunghiuri (a se vedea demonstrarea Teoremelor 2.5, 2.12,
2.13, 2.15).

Problema L apartine clasei de probleme NP-complete daca sunt satisfacute relatiile [60]:

1) LeNP;

2) L'<, L pentru orice L'e NP.

Daca are loc doar relatia 2), atunci se spune ca problema L este NP-dificila.

Daca ar exista o problema NP-completa care se solutioneaza in timp polinomial, atunci am
avea P =NP. Echivalent, daca cel putin o problema din clasa NP nu se solutioneazd in timp
polinomial, atunci nici o problema NP-completd nu se solutioneaza in timp polinomial [60].
Actualmente nu se cunoaste daca are loc egalitatea P = NP .

Pe langa clasa NP existd o clasd de probleme complementare co—NP . Cu alte cuvinte,

problema L apartine clasei co— NP daci are loc relatia L e NP . Totodatd nu se cunoaste daca
NP =co—NP.

Rezultate remarcabile cu referire la teoria complexitdtii algoritmilor, folosite in mod
indirect in capitolele 2 si 3, au fost descrise de catre T. H. Cormen , M. R . Garey si C. H.
Papadimitriou in lucrarile [60], [74], [92].

In legitura cu studierea complexititii problemelor de decizie in anul 1971 S. Cook a
demonstrat o teorema fundamentald prin care se afirma ca toate problemele din clasa NP sunt
polinomial reductibile la problema de satisfiabilitate, adica problema de satisfiabilitate este

NP-competi. In anul 1972 R. Karp in lucrarea [87] a publicat 21 de probleme NP-complete prin
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reducere polinomiala a problemei de satisfiabilitate. Aceste probleme sunt considerate astazi
probleme clasice si sunt cu succes folosite la examinarea complexitatii problemelor
combinatoriale noi. Printre aceste se numdrd problema colorarii grafului, problema ciclului
hamiltonian, problema divizarii in clici, problema rucsacului etc. Unele dintre ele sunt folosite de

catre autor la demonstrarea complexitatii problemelor examinate.

1.4.  Originea problemei de acoperire d-convexi a grafurilor neorientate

Pentru un graf neorientat G = (X;U) familia de multimi, notati prin 2,(G), formeazi o

p-acoperire d-Convexd daci fiecare multime din 7,(G) este d-convexa in G, X =| J

Yep, (G)

2,G)=psiYa UZE%(G)‘Z#Y Z , pentru orice Y €?,(G). Daci multimile familiei 2,(G) sunt

disjuncte doud céte doud, atunci se spune ca 2,(G) formeaza o p-divizare d-convexa a grafului

neorientat G.

Problema determinarii unei p-acoperiri d-convexe a grafului neorientat G, 1<p< X |, a
fost pentru prima data formulata si partial rezolvata de D. Artigas, S. Dantas, M. C. Dourado si J.
Sxwarcfiter in lucrarea [30], iar problema de divizare in multimi d-convexe a grafului G a fost
formulata ca problema determinarii daca pentru un numar intreg p, 1< p < X |, graful G poate fi
divizat in p multimi d-convexe disjuncte.

Pentru studierea problemei de acoperire, D. Artigas a introdus doua caracteristici numerice
legate de acoperirea grafului G cu multimi d-convexe: numarul de acoperire d-convexa minima

min

@."(G) este egal cu un numar intreg minim p > 2, pentru care exista o p-acoperire d-convexa
in G si numdrul de divizare d-convexd minima O™ (G) este un numir intreg minim p>2,

pentru care exista o p-divizare d-convexa in G.

Se verifica cu usurinta ca pentru orice graf G este satisfacuta relatia:
(Dgnin (G) < ecmin (G) .
De exemplu, pentru un graf bipartit complet K, are loc egalitatea o (Kyg) = o (Ko) =0 -

Pe de altd parte, exista grafuri pentru care are loc inegalitatea stricti @™ (G) <™ (G). Acestea

[
au fost studiate in lucrarea [30].
D. Artigas, S. Dantas, M. C. Dourado si J. Sxwarcfiter au redus problema divizarii in clici,

despre care se cunoaste ca este NP-completa, pentru orice p >3 [30], la problema de acoperire

cu multimi d-convexe si la problema de divizare in multimi d-convexe. Astfel, s-a demonstrat ca

ambele probleme sunt NP-complete pentru cazul p>3. In lucrarea [31] aceiasi autori au
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demonstrat ci problema de divizare a grafului in doua multimi d-convexe este NP-completa. in
acelasi timp, problema 2-acoperirii a fost declarata deschisa.

Din cauza ca ambele probleme in caz general sunt NP-complete, prezinta interes studierea
acestor probleme pentru diferite clase de grafuri. In lucrarile [30] si [31] s-a demonstrat ci pentru

grafurile triangulate exista p-acoperire si p-divizare d-convexi pentru orice p, 1< p<| X |. In
aceleasi lucriri se aratd ca pentru grafurile ce formeaza puterea ciclului C* existd p-acoperire si
p-divizare d-convexa daca si numai dacd p>2 sau n<2k+2 sau n=0,1,2(mod 2k) . Totodata,

s-a stabilit ca pentru grafurile neconexe formate din componentele conexe G,,G,,...,G, exisa 0
p-acoperire si p-divizare d-convexd dacd si numai dacd existd p,-acoperire si respectiv
.. - . A K ]
p,-divizare d-convexd a grafului G, astfel incat Zi:1 p, > p, unde p, < p, pentru orice p,,

1<i<k. Din [31] se mai stie cd in timp liniar se verifica dacd un co-graf poate fi divizat in p
multimi d-convexe.

De problema p-divizarii in multimi d-convexe s-au ocupat si alti autori. R. Glantz si H.
Meyerhenke au aratat ca problema 2-divizarii d-convexe pentru grafurile planare se rezolva in
timp cubic [76]. L. N. Grippo, M. Matamala, M. D. Safe si M. J. Stein au demonstrat ca toate
p-divizarile d-convexe ale grafului bipartit pot fi determinate in timp polinomial [77].

Desigur, problema acoperirii s-a studiat si pentru alte tipuri de convexitati. De exemplu, C.
C. Centeno, S. Dantas, M. C. Dourado, D. Rautenbach, J. L. Szwarcfiter [57] s-au ocupat de

problema divizarii grafului in multimi P, -convexe. Ei au demonstrat cd problema generald de
divizare a grafului in multimi P,-convexe este NP-completa si au analizat problema data pentru

diferite clase de grafuri. Probabil prima lucrare care tine de domeniul divizarii varfurilor grafului
in multimi convexe este [16], unde in calitate de convexitate este consideratd asa numita
convexitatea tuturor drumurilor.

In general, problema divizarii multimii de varfuri a unui graf in submultimi cu proprietiti
speciale este o problema bine cunoscuta, pentru care existd numeroase aplicatii practice: calculul
paralel, proiectarea circuitelor integrate, analiza cluster, analiza imaginilor etc. Pentru informatii
detaliate despre diferite aplicatii poate fi consultatd monografia [37].

Problema acoperirii grafurilor neorientate cu multimi d-convexe poartd un caracter
teoretico-aplicativ prin faptul ca:

a) rezultatele obtinute completeaza in mod reusit cele cunoscute din teoria convexitatii pe

structuri discrete si pot fi folosite la examinarea unor probleme adiacente de ordin

teoretic;

37



b) mai multe probleme de ordin practic pot fi reduse la problema studiata in teza de doctor
sau la unele variatii ale acesteia. Intr-o forma simplificati, vom aduce ca exemple doui

astfel de probleme.

Analiza retelei sociale

Fie datd o retea sociala alcatuitd dintr-o multime de persoane X ={X,X,,..,X,} (0
comunitate de oameni dintr-o localitate, o retea web sociala: facebook, linkedin etc.), astfel incat
membrii retelei sociale sunt conectati intre ei prin intermediul relatiei de prietenie. In aceste
conditii este necesar sd se determine o divizare a membrilor retelei sociale in p, 2< p<n-1,
comunitati de persoane strans legate intre ele, unde p este un numar intreg, iar o comunitate S se
considera strans legatd dacd pentru oricare doud persoane X, y din S toate persoanele de pe
lanturile de cunostintd de lungime minima, prin intermediul cérora sunt cunoscute X si y, fac
parte din S.

Pentru rezolvarea acestei probleme se construieste un graf G =(X;U) cu multimea de
varfuri X ={X,, X,,..., X, }. in acest graf doua varfuri X, si X 1<i,j<n, i# j, se considera
adiacente dacd persoanele X; si x; se cunosc direct. Observam cd definitia comunitatii de
persoane strans legate corespunde cu definitia multimii d-convexe in graf. Prin urmare, daca
graful G poate fi divizat in p multimi d-convexe atunci retea sociala poate fi divizatd in p
comunitati.

impirtirea retelei de centre comerciale intre agenti economici

Fie multimea X reprezintd centre comerciale, iar multimea U reprezintd drumuri directe

dintre aceste centre comerciale si fiecdrui drum {X,y;}eU 1i corespunde lungimea
w(X,Y;)=0. Fie p>2 numarul de agenti economici. Se cere de determinat daca existd o

divizare a retelei de centre comerciale intre p agenti economici, astfel incat la fiecare agent
economic sa fie in deservire cel putin un punct comercial si orice punct comercial x, ce se afla pe

drumurile de lungime minima dintre oricare doua puncte comerciale y,z € X;, 1<i< p, apartine
multimii  X,, unde X, este multimea punctelor comerciale aflate in deservirea agentului

economic i.

Pentru rezolvarea acestei probleme se construieste un graf ponderat G=(X;U), cu
multimile X si U si cu ponderile w(x;,y;) >0 pentru {X,y;}€U . Observim cid multimea de

puncte comerciale X;, deservite de agentul economici i, 1<i < p, corespunde definitiei multimii
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d-convexe in graf. Prin urmare daca graful G poate fi divizat in p multimi d-convexe atunci retea

de drumuri poate fel impartita intre p agenti economici.

In legaturda cu problema acoperiri grafurilor cu multimi d-convexe prezintd interes
studierea acoperirilor cu multimi d-convexe cu proprietati speciale. In particular, ne intereseaza
cazul cand multimile d-convexe sunt netriviale, adica contin cel putin trei elemente si nu mai

mult de n—1 elemente, unde n este numarul varfurilor grafului analizat.

1.5.  Concluzii la capitolul 1

Capitolul 1 contine o analiza succintd in domeniul dezvoltarii structurilor matematice
discrete si folosirii acestora la solutionarea problemelor teoretico-aplicative, in special pentru
problema acoperirii grafurilor neorientate cu multimi d-convexe. Se examineaza situatia la
moment 1n legdtura cu problema studiatd, se mentioneaza o serie de probleme nerezolvate de
catre predecesori si sunt numite problemele rezolvate in capitolele ce urmeaza.

In baza analizei situatiei actuale in domeniul acoperirii grafurilor neorientate cu

multimi d-convexe facem urmatoarele concluzii:

1. Problema acoperirii grafului cu multimi d-convexe se pozitioneaza drept una dintre
problemele combinatoriale importante din punct de vedere teoretic datorita rezultatelor
deja obtinute de catre alti matematicieni (D. Artigas [30], [31], R. Glantz [76], L. N.
Grippo [77] etc.), cu posibilitatea extinderii acestora si examindrii unor variatii
importante, utile pentru solutionarea problemelor practice;

2. Deoarece problema p-acoperirii d-convexe s-a dovedit a fi NP-completa in cazul
p>3 (D. Artigas [30]), pentru completitudinea rezultatelor in acest domeniul este
important de studiat si cazul p=2;

3. Deoarece acoperirea grafului cu multimi d-convexe isi gaseste aplicatii la solutionarea
unor probleme practice importante, cum ar fi problema clusterizarii elementelor unei
multimi, problema proiectdrii circuitelor integrate, problema amplasérii punctelor de
deservire, prezintd interes studierea unor varietdti si cazuri speciale a problemei in
cauza, pentru care existd algoritmi polinomiali de solutionare;

4. Meritd atentie examinarea problemei de acoperire a grafului neorientat cu multimi
d-convexe netriviale, chestiune mai fireasca din punct de vedere practic in comparatie
cu cazul general, cand multimile d-convexe sunt arbitrare;

5. Este necesar de examinat problema divizarii unui graf neorientat in multimi d-convexe
ca un caz special al problemei de acoperire cu studierea ulterioard a complexitatii

acesteia;
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6. Vorbind despre problema de acoperire ca problema de optimizare apare necesitatea
estimarii unor caracteristici numerice privind numarul de acoperire/divizare minima cu
multimi d-convexe pentru diferite clase de grafuri;

7. Dat fiind faptul ca in caz general problema acoperirii grafului cu multimi d-convexe
este NP-completa devine importanta studierea unor cazuri speciale ale problemei cu
elaborarea ulterioara a algoritmilor polinomiali (atat in cazul acoperirii cat si in cazul

divizarii grafului in multimi d-convexe).
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2. ACOPERIREA GRAFURILOR CU MULTIMI d-CONVEXE

Capitolul 2 contine rezultatele de baza, obtinute de catre autor cu referite la solutionarea
problemei de acoperire a grafului neorientat cu multimi d-convexe impreuna cu unele variatii ale
acesteia. Problema in cauza a fost formulatd, si partial rezolvata, de catre D. Artigas [30] si
reprezintd, de fapt, un caz special al problemei generale de acoperire a unei multimi de elemente
cu o familie de submultimi de pondere minima [15].

Daca asupra multimilor d-convexe nu se impun careva restrictii speciale, atunci pentru
orice graf neorientat exista acoperire d-convexa. Cazul trivial ar fi atunci cand graful se acopera
cu n multimi s1 fiecare dintre aceste multimi este formata dintr-un singur varf. Desigur, prezinta
interes studierea cazului cand graful se acopera cu un numar minim de multimi d-convexe.

Studiul incepe cu examinarea grafurilor neorientate pentru care existd acoperire cu un

numar minim prestabilit p>2 de multimi d-convexe. Problema devine mai interesantd cand

multimile d-convexe sunt netriviale. In acest caz putem vorbi despre acoperirea cu un numdr
minim s$i numdr maxim de multimi d-convexe. Sunt studiate grafurile pentru care exista
acoperire cu un numar minim prestabilit si cu un numar maxim prestabilit de multimi d-convexe
netriviale.

In contextul celor spuse, capitolul 2 contine rezultate si pentru probleme similare in cazul
divizarii grafului in multimi d-convexe.

Ideile folosite la demonstrarea rezultatelor cu privire la acoperire/divizare d-convexa
minimd $i maxima au condus in cele din urma, la obtinerea unui rezultat important, care
completeazd cele obtinute de catre alti matematicieni si anume, s-a demonstrat cad problema
acoperirii unui graf neorientat cu doua multimi d-convexe este NP-completd, ceea ce ne permite

sa declardam rezolvatd integral problema acoperirii grafului cu p>2 multimi d-convexe,

formulata de D. Artigas [30] .

Pornind de la cele mentionate, In continuare in capitolul 2 sunt expuse un sir de rezultate
noi cu privire la solutionarea problemelor adiacente problemei de acoperire: a fost examinata
problema (2,t)-acoperirii si (2,nt)-acoperirii d-convexe.

Ca un caz special este examinata si problema divizarii grafului in multimi d-convexe
netriviale care, precum se demonstreaza in lucrare, este de asemenea NP-completa.

Rezultatele obtinute in acest capitol completeaza in mod reusit cele obtinute de catre alti
matematicieni in domeniul solutionarii problemei de acoperire a grafului cu multimi d-convexe,
sunt publicate in lucrarile [1], [2], [40], [41], [44], [45], [47] si servesc drept suport pentru unele

cercetdri aditionale, descrise 1n capitolul urmator al tezei.
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2.1.  Acoperiri d-convexe si caracteristici numerice

Vom nota prin G=(X;U) un graf neorientat cu multimea de varfuri X, |X|=n, si
multimea de muchii U, |U| =m. Pentru a indica multimea de varfuri si multimea de muchii a
grafului G vom mai folosi si notatiile X (G), U(G).

Reamintim cateva notiuni, cunoscute in literatura de specialitate si necesare In examinarile

ce urmeaza. Fie X si y doua varfuri ale grafului G = (X;U).

Definitia 2.1. [13] Multimea <X,y>={ZeX:d(X,Z)+d(Z,y)=d(X,y)} se numeste
segment metric.

Definitia 2.2. [13] Multimea Ac X se numeste d-convexa, daca pentru oricare doud

varfuri X,y € A are loc relatia <X, y> cA.

Definitia 2.3. [13] Multimea d-convexa minimala a grafului G care contine submultimea

de varfuri Ac X se numeste invelitoarea d-convexa a lui A si se noteaza prin d —conv(A).

Definitia 2.4. [30] Familia de multimi, notata prin 2(G), formeaza o acoperire
d-convexa a grafului G daca sunt satisfacute urmatoarele conditii:

a) fiecare multime din P(G) este d-convexd in G;

b) X =UY€P(G)Y ;

OYa UZEp(G)’MZ , pentru orice Y € 2(G).

Daci [2(G)| = p, atunci vom spune cd 2(G) este o p-acoperire d-convexd a grafului G si
0 vom nota prin 2,(G) [30]. Unele rezultate ce tin de studierea p-acoperirilor d-convexe au fost
obtinute de catre D. Artigas [30], care a demonstrate NP-completitudinea acestei probleme
pentru cazul p >3 si a dedus conditiile de existentd a p-acoperirii d-convexe pentru unele clase
de grafuri. In mai multe probleme cu caracter teoretico-aplicativ se foloseste un caz special al
acoperirii d-convexe si anume, divizarea d-convexa a grafului. Daca pe langa proprietatile a) — )
multimile familiei 2,(G) sunt si disjuncte doud cite doud, atunci vom spune cid 72, (G)
formeaza o p-divizare d-convexa a grafului G [32].

D. Artigas in lucrarea [31] a demonstrat ca problema p-divizarii in multimi d-convexe este

NP-completi pentru orice p>2. In acelasi timp, problema 2-acoperirii unui graf cu multimi

d-convexe a fost declarata deschisa.
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In cele ce urmeaza sunt expuse un sir de rezultate noi cu privire la solutionarea problemei
de acoperire a unui graf neorientat cu multimi d-convexe (caz general). De asemenea, se

studiaza, in mod firesc, cazul acoperirii grafului cu multimi d-convexe netriviale.

Definitia 2.5. O multime d-convexa A+ a unui graf neorientat G se numeste trivialda

daci A=X sau |Ale{l,2}. Daca 3<|A|<|X|-1, atunci A se numeste mulfime d-convexda

netriviald.

Definitia 2.6. Daca elementele familiei 2(G) sunt multimi d-convexe netriviale, atunci

2(G) o vom numi acoperire/divizare d-convexa netriviala a grafului G.

Ne putem convinge cu usurintd ca nu orice graf poate fi acoperit sau divizat in multimi
d-convexe netriviale. Drept exemplu poate servi graful din figura 2.1 a), care nu poate fi divizat
si acoperit cu multimi d-convexe netriviale. in cazul grafului din figura 2.1 b), in calitate de

acoperire d-convexa netriviald, care este si divizare d-convexa netrivialda, poate servi familia

2 (G) ={{x, X, X, 1 {Xs, %55 X 13-

Xy X 2 .\'3 X 1 Xy .'\'3

X4 X5 Xy Xs Xs
a) b)

Fig. 2.1. Graf neorientat pentru care nu exista acoperire d-convexd
netriviald (cazul a)) si graf, care poate fi acoperit si divizat in multimi
d-convexe netriviale (cazul b)).

Pentru studierea problemei de acoperire a grafului neorientat cu multimi d-convexe vom
introduce niste caracteristici numerice, utile la obtinerea rezultatelor ce tin de solutionarea

problemei studiate.
Definitia 2.7. [30] Cel mai mic numar intreg p=>2, pentru care exista p-acoperire
d-convexa a grafului G se numeste numdr de acoperire d-convexd minimd a acestui graf si Se

noteaza prin ™"

""" (G). Respectiv, cel mai mic numar intreg P =2, pentru care exista p-divizare

d-convexa a grafului G se numeste numdar de divizare d-convexd minimd a acestui graf si Se

noteaza prin ™ (G).

In mod similar se definesc:

43



min

@ (G) - numarul de acoperire d-convexa netriviala minima a grafului G;
™" (G) - numdrul de divizare d-convexd netriviald minimd a grafului G;
P (G) - numarul de acoperire d-convexa netriviala maxima a grafului G;
a7 (G) - numarul de divizare d-convexa netriviala maxima a grafului G;

Familiile respective de multimi d-convexe le vom nota prin: p@mm G), 2w (G), P{p an (G,
P (G)s P (G), By (G) -

Deoarece orice divizare d-convexa a unui graf netrivial G reprezinta totodata si o acoperire

a acestui graf cu multimi d-convexe, este adevarata relatia:
o (G) <™ (G)

Similar, orice divizare d-convexa netriviala a grafului G reprezinta o acoperire a acestui
graf cu multimi d-convexe netriviale. Prin urmare, daca G poate fi divizat in multimi d-convexe
netriviale, atunci au loc inegalitdtile:

2) ¢ (G) <" (G) <™ (G),

b) 4" (G) < 65" (G) <63 (G).

¢) &"(G) <O (G), P (G) <" (G), 9™ (G)265™(G).

Daca G nu poate fi divizat in multimi d-convexe netriviale, dar poate fi acoperit cu multimi

d-convexe netriviale, atunci are loc doar inegalitatea a).

Definitia 2.8. Varful x al grafului G se va numi rezident in 2(G) daca x apartine doar

unei singure multimi din P(G).

Conform definitiei acoperirii d-convexe a grafului neorientat, fiecare multime din 2(G)
contine cel putin un varf rezident in 2(G). Daca familia de multimi 2(G) reprezinta o divizare
d-convexa a grafului G, atunci toate varfurile din fiecare multime a familiei 2(G) sunt rezidente
in 2(G).

Pentru orice numar ne N, n>2, putem defini grafuri conexe cu n varfuri pentru care
exista 2-acoperire d-convexa sau 2-divizare d-convexa (sau ambele). De exemplu, pentru graful
lant cu n>2 varfuri exista 2-acoperire d-convexa si 2-divizare d-convexa. Orice graf, care poate
fi acoperit cu cel putin doud multimi d-convexe netriviale, contine cel putin n>4 varfuri,
deoarece fiecare multime a acoperirii d-convexe netriviale contine cel putin trei elemente, unul

dintre care este rezident in acoperirea respectiva. Similar, orice graf, care poate fi divizat in cel
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putin doua multimi d-convexe netriviale, contine cel putin n>6 varfuri, deoarece toate
multimile netriviale d-convexe sunt disjuncte doua cate doua in divizarile respective.
Mentiondm ca pentru orice graf conex neorientat G cu n>1 varfuri existd o p-acoperire

d-convexa pentru p=1si p=n. Aceste acoperiri sunt acoperiri triviale.

Lema 2.1. Pentru orice graf conex neorientat G cu n vdrfuri, 2<n<4, si orice humar

intreg p, 1< p<n, exista 0 p-acoperire si 0 p-divizare d-convexa.

Demonstratie: Analizdm corectitudinea afirmatiei lemei In dependentd de numarul n.
Pentru n=2 existd un singur graf conex, format din doua varfuri adiacente. Evident, pentru
acest graf existd acoperire/divizare formata dintr-o multime sau din doua multimi d-convexe.
Pentru n=3 existda doua grafuri conexe (graful lant, graful ce reprezinta un triunghi), si in
ambele cazuri se verifica corectitudinea lemei. Toate grafurile conexe formate din n=4 varfuri

sunt prezentate in figura 2.2. Printr-o simpla verificare ne convingem ca si in acest caz afirmatia
.A M
o I I

Fig. 2.2. Toate grafurile conexe cu 4 vdrfuri.

lemei raméane adevarata.

C,

Consecinta 2.1. Daca G este un graf conex neorientat cu n varfuri, 2<n<4, atunci au

loc egalitatile: @™ (G)=0""(G)=2.

C

Fie «(G) numarul minim de muchii ce acopera graful G. Aici se are in vedere acoperirea

clasica a unui graf cu muchii.

Lema 2.2. Pentru orice graf conex neorientat G cu n>4 vdrfuri si orice numar intreg p,

a(G) < p<n, exista 0 p-acoperire d-convexa.

Demonstratie: Se cunoaste ca pentru orice graf conex neorientat G existd acoperire

minima de muchii P. Aceasta acoperire consta din «(G) muchii, iar extremitatile fiecarei muchii

reprezintd, de fapt, o multime d-convexa formata din doua varfuri adiacente. Asadar, multimea
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de muchii P genereaza o acoperire d-convexa 2, (G), fiecare multime a careia este

determinata de o muchie din P.

Dacd 2,,(G) contine 0 multime S ={X, y}, care nu se intersecteaza cu nici una dintre

celelalte multimi, atunci prin inlocuirea ei cu doud multimi disjuncte {x} si {y} se obtine
acoperirea d-convexa 2, .., (G) -

Fie cd 2,,(G) nu contine o astfel de multime S, dar contine multimi d-convexe formate

din doua varfuri. Alegem in mod arbitrar o multime S' din 2, ., (G), exact un varf al careia nu

(G)

este rezident in G. Fie cd X € S' este un varf, ce nu este rezidentin 2, ., (G). Prin eliminarea lui

©)
X din toate multimile care il contin si adaugarea ulterioara a multimii {X} la 2, ;,(G) se obtine
acoperirea d-convexa 2, ., ., (G).

Daca 2

)2(G) mai are multimi de cardinalul doi, atunci repetim una din operatiile
descrise mai sus pand cand se obtine acoperirea d-convexd 2,(G), fiecare multime a careia

consta dintr-un varf. Tindnd cont de toate cele spuse, rezulta ca afirmatia lemei este adevarata.

Consecinta 2.2. Pentru un graf conex neorientat G cu n>4 vdrfuri si orice numar intreg

p, a(G) < p <n, exista 0 p-divizare d-convexa.

Demonstratie: Precum s-a mentionat in Lema 2.2, acoperirea minima de muchii P
genereaza o acoperire d-convexd 2, (G), fiecare multime a careia corespunde unei muchii din

familia P.

Atat timp cat 2, (G) contine o multime S ={X, Yy}, pentru care varful x nu este rezident

in 2,,(G), elimindm X din multimea S. Astfel, se obtine acoperirea d-convexd in care orice
doua multimi sunt disjuncte. In acest mod, se obtine o «(G)-divizare d-convexi a grafului G.

Folosind prima operatie, descrisa in Lema 2.2, ne convingem ca pentru orice graf conex

neorientat G cu n>4 si orice numar intreg p, @(G) < p <n, exista o p-divizare d-convexa. Prin

urmare, afirmatia consecintei este adevarata.

Consecinta 2.3. Daca G este un graf conex neorientat cu N>4 varfuri, atunci au loc
inegalitatile:

(pcmi” (G) < Hcmi" (G)<a(G).

Consecinta 2.3 rezultd nemijlocit din Lema 2.2, Consecinta 2.2 si din definitia numerelor

2" (G) si /" (G).
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In continuare, sunt studiate unele proprietiti ale acoperirilor/divizarilor d-convexe

arbitrare/netriviale minime ale grafurilor conexe neorientate.

Lema 2.3. Daca o™

c

(G) > 3, atunci pentru oricare doua multimi A,B e 2 i (G), A#B,
exista a treia mulfime C €2 (G)\{A, B}, ce poseda proprietatea: exista trei varfuri ae A,

beB, ce C\{AUB}, astfel incdt ¢ e<a,b> .

Demonstratie: Presupunem contrariul. Fie ca exista multimile A,B e?q) . (G), A=B,

incat pentru oricare doua varfuri a€ A si b e B are loc relatia <a, b) < AUB. Aceasta inseamna

ca pentru multimile A si B are loc egalitatea:
d —conv(AUB)=AUB.

Prin urmare, putem uni multimile A si B intr-0 singura multime d-convexa. Ceea ce vine in

contradictie cu numiarul @™ (G).

Lema 2.4. Dacid o™

. (G) = 3, atunci pentru orice multime Ae 2 (G) exista multimile

B,Ce ?%min (G)\{A}, B=C, si exista varfurile ac AA{BUC}, beB, ceC, astfel incdt
ae(b,c).

Demonstratie: Fie Ae P%mm (G) . Presupunem ca afirmatia lemei nu este adevarata, adica
pentru oricare doud multimi B,C e ?%mm (G)\{A}, B=C, si oricare doua varfuri be B, ceC,

are loc egalitatea AN((b,c)\(BUC))=@. Aceasta, la randul sau, implica relatia:

a- Conv(UsEﬁwg«.n (G)\{A}Sj B USG”%m'“ @

de unde obtinem 2-acoperirea d-convexa a grafului G:

?2 (G) = p(pé“in (G) = {USG?’%M,H (G)\{A}S’ A} .

Prin urmare, ¢""(G)=2. Aceasta vine in contradictic cu conditia @™ (G)>3, ceea ce

demonstreaza afirmatia lemei.
Consecinta 2.4. Daca ¢I""(G) >3, atunci pentru oricare doud multimi A,B €2 (G),
A=B, exista a treia multime C €2 (G)\{A, B}, ce poseda proprietatea: exista trei varfuri

ae A,beB, ceC\{AUB}, astfel incatc e (a,b).
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Consecinta 2.5. Dacd ¢I"(G)>3, atunci pentru oricare mulfime Ae 2 o (G) exista
multimile B,C e P{Pmn (G)\{A}, B=C, si exista varfurile ac AA{BUC}, beB, ceC, astfel
incdat a e <b, C> .

Corectitudinea Consecitelor 2.4 si 2.5 rezulta din faptul ca acoperirea d-convexa netriviala
reprezintd un caz particular al acoperirii d-convexe cu multimi arbitrare.

Fie f(G) numarul de stabilitate internd a grafului G.

Lema 2.5. Daca G =(X;U) este un graf conex neorientat si S o familie de submultimi din
X, ce respecta conditiile:

a) |S|=2;

b) fiecare multime Y € S formeaza o clica in G,

c) X \UYESY nu formeaza clica in G;

d) YNZ = pentru oricare doua multimi Y,Z €S ;

e) pentru orice multime Y €S si orice varf y €Y are loc egalitatea

r(y) =(Y \{yhu(x\{J,.Z).

atunci sunt adevarate afirmatiile:

a) ¢ 2pG), 6" 2 B@G);

b) @I > B(G), dacd existd familia 2 i G);

c) O™ > B(G), daca existd familia B G);

d) fiecare multime d-convexa din G formeaza o clicad.

Demonstratie: Alegem doud multimi Y,Z €S, Y #Z, si patru varfuri distincte a, b, y si
Z, incat a,be X \UCGSC, yeY, zeZ si a+b. Evident, varfurile y si z nu sunt adiacente.

Conform conditiei e) rezulta ca UCGSC c <a,b> si X \UCGSC c <y, Z>. Aceasta, la randul sau,

implica relatiile:

UCeS Ccd- conv(X \UCes C);

X \Uc€s Ccd- ConV(UcEs C)'

Atunci, tindnd cont de definitia notiunii de multime d-convexa si invelitoare d-convexa,

deducem:
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d _CO”V(UCESC)Q d —conv(x \UCes C)z X .

Prin urmare, nu exista nici o multime d-convexa proprie care ar contine varfurile a, b sau y, z,
ceea ce inseamna ca orice multime d-convexa formeaza o clica in G.

Fie ca M este o multime interior stabild maxima a grafului G. Conform conditiei €), M se

contine complet in UCESC sau in X \UCeSC. Daca M gUCESC, atunci fiecare element al

multimii M apartine exact unei multimi din S.
Din cele spuse rezultd ca orice acoperire d-convexda a grafului G contine cel putin
|M |= A(G) multimi. In final obtinem inegalitatile:
o™ (G)= B(G),
6" (G)= S(G).

min

Mai mult, daca exista familia 2 (G), atunci ¢"(G) > B(G). De asemenea, daca exista familia
2. (G), atunci 47" (G)= B(G).

Teorema 2.1. Pentru orice doua numere p,neN, 2<p<n-2, exista un graf conex

neorientat G = (X;U) cu parametrii [X|=n si o™ (G)=p.

Demonstratie: Daca p=2, atunci poate fi luat graful lant G cu n varfuri pentru care are
loc egalitatea o™ (G) = 2.

Daca p >3, atunci construim un graf G =(X;U) dupa cum urmeaza:

1. Definim multimea X, ={X;,X,,..,X,} formatd din p varfuri neadiacente, ceea ce
inseamnd cd X, este 0 multime interior stabild a grafului G, care urmeaza a fi construit.

2. Dacd p<n-2, atunci definim multimea X,=X,UZ, unde Z={z,z,,..,z, ,,},

astfel incat Z U{x} formeazi o clica in G. In caz contrar, X, =X, si Z=.

3. In final, obtinem X = X, U{y,,y,}, unde T'(y,) =T(y,) = X,.

Graful obtinut G este prezentat in figura 2.3. Se verificd cu usurinta ca |X|=n.

Deoarece X, este 0 multime interior stabild in G, din structura grafului G rezulta ca
numarul de stabilitate interna este S(G) = X, |= p. Familia de multimi S ={{y,}.{y,}} satisface
conditiile Lemei 2.5. Prin urmare, ™" (G) > p si multimile d-convexe formeaza clici in G.

Ramane de aratat ca pentru G exista o p-acoperire d-convexa. Se verificd ca pentru G

exista p-acoperire d-convexd 2, (G), care constd din clicile {x, y,}UZ, {X,,y,}, {x}, {x.}, -
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min

{x,}. Deoarece ¢ " (G)= p, rezultd ca ,(G) reprezintd o acoperire d-convexa minima a

grafului G. Asadar, ™ (G)=p.

Cc
Cum toate multimile din familia 2,(G) sunt disjuncte, se deduce Consecinta 2.6.
Consecinta 2.6. Pentru orice doua numere p,ne N, 2<p<n-2, exista un graf conex

neorientat G = (X;U) cu parametrii |X|=n si &/ (G)=p.

'TP . Xg X

Va2 Vi

Fig. 2.3. Graf conex neorientat G = (X;U), cu parametrii [X|=n

sip™(G)=p,2<p<n-2, p=>3.

n
Teorema 2.2. Pentru orice doua numere p,neN, 2< pﬁng, exista un graf conex
neorientat G = (X;U) cu parametrii |X|=n si 67" (G) = p.

Demonstratie: Construim un graf G =(X;U) dupa cum urmeaza:

1. Definim multimea de véarfuri X, ={X;, X ,,X,1,%, s+ Xp1, X, 2, astfel incat X, ~ X ,,
pentru orice i, 1<i< p.

2. Dacd 3p<n, atunci definim multimea X, =X,UZ, unde Z ={z,7,,..,, 5.}, astfel
incat Z U{x,,, %, ,} formeazi o clicd in G. In caz contrar, X, =X, si Z=0.

3. In final, obtinem X = X,UY , unde Y ={y,,V,,..., Yo}, astfel incat T'(y;) = X,, pentru
orice i, 1<i<p.

Graful construit G este prezentat in figura 2.4. Se verificd cu usurinta ca |X|=n.

Deoarece Y este 0 multime interior stabild in G, din structura grafului G rezulta ca numarul

de stabilitate internd este B(G)=|Y |= p. Familia de multimi S ={{y,}.{y,}.-...{y,}} satisface

conditiile Lemei 2.5, de unde rezulta ca daca exista o divizare d-convexa netriviala a grafului G,

atunci " (G) > p. Mai mult, orice multime d-convexd formeaza o clicd in G. Se verifica ca

existd o p-divizare d-convexd netriviald 2, (G), care constd din clicile {X;,X,,, ¥,}UZ,
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{Xo1: %52, Yok oo {Xp1:X,2: Yo} Tindnd cont de relatia 67" (G) = p, se deduce ca familia
?,(G) reprezintd o divizare d-convexd netriviald minimd a grafului G, ceea ce inseamnd ca
O (G)=p.

Fie C, graful ciclu cu patru varfuri.

Lema 2.6. Daca G este un graf conex neorientat cu 4 vdrfuri, atunci pentru G exista

2-acoperire d-convexa netriviala daca si numai daca G #C,.

Demonstratie: In figura 2.2 sunt prezentate toate grafurile conexe netriviale cu 4 varfuri.

Printr-o simpla verificare ne convingem ca graful C, nu poate fi acoperit cu multimi d-convexe

netriviale si pentru celelalte grafuri conexe cu 4 varfuri existd 0 2-acoperire d-convexa

netriviald. Prin urmare, afirmatia lemei este demonstrata.

Fig. 2.4. Graf conex neorientat G = (X;U), cu parametrii |X|=n

si 05" (G)=p, 2< pSEJ-

Consecinta 2.7. Daca G este un graf conex neorientat cu 4 vdrfuri, atunci ¢i"(G) =2

daca §i numai daca G #C,.

Teorema 2.3. Daca G este un graf conex neorientat cu n>5 vdrfuri, atunci are loc

min

relatia: 5" (G)<n-2.

Demonstratie: Nu exista nici o p-acoperire d-convexa netriviald a grafului G, pentru care
p=n sau p=n-1, deoarece fiecare multime d-convexa contine cel putin trei elemente, unul
dintre care trebuie sa fie rezident.

Vom demonstra corectitudinea relatiei @"(G) <n—2. Admitem ca pentru G are loc

cn

egalitatea " (G) =n—2. Deoarece n>5, se obtine " (G) >3. Fie 2. (G) o acoperire

cn

d-convexa netriviald minima a grafului G. Din cele mentionate mai sus rezultd ca fiecare
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multime din p{pmin (G) contine cate trei varfuri, unul dintre care este rezident in ?{p wn (G) .
Totodata, existd doud varfuri X,y e X, care se contin In toate multimile familiei 2 o (G).

Mentionam ca X este adiacent cu y, deoarece in caz contrar d-convexitatea multimilor din familia
p@mm (G) implica relatia:
F(x)=T(y) = X \{x, y},

care, la randul sau, implica d—conv({x,y})=X. Daca exista doua varfuri adiacente
a,be X \{x,y}, atunci tindnd cont de faptul ca multimile {a,x,y} si {b,x,y} sunt
d-convexe rezulta ca multimea {a,b, X, y} tot este d-convexa. Prin urmare, se obtine contradictie
cu afirmatia Consecintei 2.4, ceea ce Tnseamna cd teorema este demonstrata.

Teorema 2.4. Pentru orice doua numere p,neN, 2<p<n-3, exista un graf conex

neorientat G = (X;U) cu parametrii [X|=n si ¢7"(G)=p.

cn

Demonstratie: Construim un graf G =(X;U) dupa cum urmeaza:

1. Definim multimea X, ={X;,X,,..,X,} formatd din p varfuri neadiacente, ceea ce
inseamnd ca X, este 0 multime interior stabild a grafului G, care urmeaza a fi construit.

2. Daca p<n-3, atunci definim multimea X,=X,UZ, unde Z={z,,2,,..,2, , ,},
astfel incat Z U{x} formeazi o clica in G pentru orice x € X,. In caz contrar, X, =X, si Z=0.

3. In final, obtinem X =X,UY, unde Y ={y,,v,,Y.}, astfel incat I'(y,)= X, U{y,},
L(y,) = X, Udyn va}s T(ya) = X, Uy, )

Graful construit G este prezentat in figura 2.5. Se poate verifica cu usurinta ca |X|=n.

Deoarece X, este 0 multime interior stabild in G, din structura grafului G rezultd ca
numdrul de stabilitate internd este B(G) =| X, |= p. Familia de multimi S ={{x },{x,},...{x,}}
satisface conditiile Lemei 2.5 si dacd exista o acoperire d-convexa netriviala a lui G, atunci
eI (G) > p. Mai mult, orice multime d-convexa formeazi o clici in G.

Se verifica ca pentru G existd o p-divizare d-convexa netriviald 2, (G), care este alcdtuitd
din clicile {x,,,Y.YUZ, {%., ¥, Y.}, {%, Y1, Yo} -0 {X,. Y1, ¥,}- Deoarece P (G)>p, se

deduce cd 2,(G) formeaza o acoperire d-convexa netriviala minimd a grafului G. Prin urmare,

obtinem @ (G) =p.

cn
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Definitia 2.9. [3] Un graf conex neorientat G =(X;U) se numeste d-convex simplu daca

G nu contine multimi d-convexe netriviale.

Fig. 2.5. Graf conex neorientat G = (X;U), cu parametrii |X|=n
sipM(G)=p,2<p<n-3.

Avand in vedere Lema 2.2 si Definitia 2.9, obtinem urmatoarea consecinta:

Consecinta 2.8. Pentru graful d-convex simplu cu n>4 vdrfuri exista 0 p-acoperire

d-convexa daca si numai daca a(G)< p<n.

Lema 2.7. Pentru orice douda numere p,neN, 2<p<n-2, exista un graf conex
neorientat G = (X;U) cu parametrii |[X|=n si o7 (G)=p.

Demonstratie: Un astfel de graf G =(X;U) poate fi construit dupa cum urmeaza:

1. Daci n—p=2, atunci luam graful lant G'=[x,y,z]. In caz contrar, luim un graf
d-convex simplu G'=(X"U") cu | X'|=n— p+1 varfuri si alegem doua varfuri adiacente x si y
din X".

2. Definim multimea de varfuri X; ={x,X,,...,X,,} si obtinem X = X'UX,, astfel incat
X~ X pentruoricei, 1<i< p-1.

Graful construit G este prezentat in figura 2.6 a). Se verifica cu usurinta ca |X|=n. Daca
G' este graful lant, atunci lema este corecta. Sa analizam cazul cand G' este un graf d-convex
simplu. Evident, |X '|24. Presupunem ca varful x este adiacent cu toate varfurile multimii
X'\{x}. Deoarece graful stea cu cel putin 4 varfuri nu este d-convex simplu, exista doua varfuri
adiacente v,ue X\{x}. Cu alte cuvinte, multimea {X,u,v} formeazd un triunghi, adicd o
multime d-convexa netriviald in G', ceea ce vine in contradictie cu definitia grafului d-convex
simplu. Prin urmare, exista cel putin un varf ve X', astfel incat d(x,v)>2, iar in G multimea
d-convexa netriviald minimala care contine v este X '. Mai raman neacoperite varfurile multimii

X,;. Multimile X', {x,x v} {5, %y}, ... {X,,, Xy} formeazid o p-acoperire d-convexa

p-17
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netriviala 2 (G), astfel incat orice varf al multimii X, este rezident in 2, (G) . Rezulta ca familia

?,(G) formeaza o acoperire d-convexa netriviald maxima.

Lema 2.8. Pentru orice doua numere p,neN, 2< ps{%J, exista un graf conex
neorientat G = (X;U) cu parametrii |X|=n si 97" (G)=p.

Demonstratie: Un astfel de graf G = (X;U) poate fi construit dupa cum urmeaza:

1. Daca n=3p, atunci luim graful lant G'=[x,vy,z]. In caz contrar, luim un graf
d-convex simplu G'=(X;U") cu |X|=n—3p+3 varfuri si alegem doud varfuri adiacente X si
y din multimea X'.

2. Definim p-1 lanturi L, =[x, Y;,z], astfel incat x ~ z;, pentru orice i, 1<i< p-1.

Graful obtinut G este prezentat in figura 2.6 b). Se verifica cu usurintd ca |X| =n. Daca
G' este graful lant, atunci lema este demonstrati. In cazul cand G' este un graf d-convex

simplu, avand in vedere constructia lui G, dupa cum s-a mentionat in Lema 2.7, exista cel putin

un varf ve X', astfel incat d(x,v) >2, iar in G multimea d-convexa netriviala minimald care

contine varful v este X '. Mai raman neacoperite varfurile multimii M = U X(L) . Rezulta

I<i<p-1
ca p-divizare d-convexd netriviald, formata din multimile X', {x,v;,z2}, {%,¥,.Z,}, ..,

{Xp11 Ypa1 2,4} este maxima in graful G.

a)

Fig. 2.6. Graf conex neorientat G = (X;U) cu parametrii |X|=n si g5 (G) = p,

2< p<n-2 (cazul a)), si graf conex neorientat G = (X;U) cu parametrii |X| =n,

0™ (G)=p, 2< p SEJ (cazul b)).
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2.2.  Cazul acoperirii grafului neorientat cu p =2 multimi d-convexe

In cele ce urmeaza vom examina complexitatea problemei de 2-acoperire d-convexi. Se
stie cd problema p-divizarii d-convexe este NP-completa pentru orice p=>2 [31]. Pe de alta
parte, problema p-acoperii d-convexe este NP-completa pentru orice p>3 [30], si nu se stie
daci problema 2-acoperirii d-convexe este NP-completa sau se solutioneaz in timp rezonabil. in
cele ce urmeaza vom demonstra ca problema 2-acoperirii d-convexe este NP-completd. Vom
reduce problema 1-IN-3 SAT [98], despre care se cunoaste ca este NP-completa, la problema

2-acoperirii d-convexe. Vom formula ambele probleme.

Problema 2.1. (Problema 2-acoperirii d-convexe) Fie G =(X;U) un graf neorientat. Sa

se determine daca exista doua multimi d-convexe in G, astfel incat aceste multimi acoperd
multimea X.

Problema 2.2. (Problema 1-IN-3 SAT) Fie V ={v,,v,,...,v.} 0 multime de variabile si
C ={ci1¢p,. ¢, } O colectie de clauze asupra variabilelor V, unde fiecare clauza ¢ € € satisface
egalitatea |c| =3 si nu contine literali cu negatie. Sa se determine daca exista 0 atribuire de

valori a variabilelor din V, astfel incat orice clauza din @ sa contind exact un literal cu

valoarea “adevarat”.

Vom spune ca ¢ este satisfiabila daca exista o atribuire de valori a variabilelor din V,
astfel incat ¢ este satisfiabila si orice clauzd din ¢ contine exact o variabila cu valoarea

“adevarat”.
Teorema 2.5. Problema 2-acoperirii d-convexe este NP-completa.

Demonstratie: Mentionam ca problema 2-acoperirii d-convexe apartine clasei NP,
deoarece in timp polinomial se verificd d-convexitatea unei multimi [65]. Urmeaza sa reducem
problema 1-IN-3 SAT la problema 2-acoperirii d-convexe. Intai de toate, vom determina
structura grafului particular G=(X;U), care corespunde unei instante arbitrare a problemei
1-IN-3 SAT. Dupa aceastd, vom arata ca ¢ este satisfiabila daca si numai daca pentru G exista 0
2-acoperire d-convexa. Vom demonstra ca orice 2-acoperire d-convexa a grafului G defineste o
atribuire de valori a variabilelor din V, astfel incat ¢ este satisfiabila. Pe de alta parte, vom
demonstra ca orice atribuire de valori a variabilelor din multimea V, pentru care ¢ este
satisfiabila, defineste o 2-acoperire d-convexa a grafului G.

Construim un graf G =(X;U) dupa cum urmeaza:
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Multimea de varfuri X este alcatuita din urmatoarele multimi:

) 7={ey e by Y ={F Y0 Yo Yo YV Vs, Z2={t,2,,2,,25,2,,2.};

b) F={f |1<j<m}, T ={t;[1<j<m};

c) L={lj|1<j<m, 1<i<3}, Z={¢|1<j<m, 1<i<3}, Q={qj|1<j<m, 1<i<3}.
Obtinem X =7UYUZUFUTULUQUZ.

Fiecare variabilda v, eV corespunde varfului « €%, 1<i<n. Fiecarei clauze ¢ el

H Al A s 129¢3 4 ,2 ,3 A1 2 3
1< j<m, ii corespund unsprezece varfuri: f,,17,17,17,¢;,¢7,¢,q;,07,0;.t; .

orice

IR R R RS R |
Multimea de muchii U satisface conditiile:

a) 7UQ formeaza o clica in G;

b) T(f)=27UQUF U{y,, y,} si I'(t) =2UQUT U{z,,2,};

c) I'(ys) = F U{Ys, Vo3 si I'(z5) =T U{z;, 2,};

d) T'(y) =I(Y,) ={¥s Vu} i I'(2) =T'(z,) ={z;, 2, };

e) fiecarei clauze ¢; = V,,V,,V.}, 1< j <m, ii corespund optsprezece muchii:

e 0 b0 och A1 T 1A R0 £ 16 UG G 1 616 07146 03}
,{e},lf},{e}, If},{éjz, I}},{Zf, |.3},{ej3, I}},{ZJ.B, 17}

Fara a pierde din generalitate, excludem cazul trivial |¢| =1. Vom considera |¢]|> 2.

Daca pentru G =(X;U) exista 0 2-acoperire d-convexd, atunci ¢ este satisfiabila.

Fie 2(G)={S,,S,} o 2-acoperire d-convexa a grafului G. Se observa cu usurintd ca pentru
I, j €{1,2} se obtine d —conv({y,,z;}) =X .

Fieca y,,y,€S;, 2,2,€S,, S, ={Ys V.. Vs, FYUF si S, ={z;,2,,2,,(}UT .

Mentiondm in continuare cateva proprietati importante.

Proprietatea 1: §,(S, =@ si S,NS, =J.

Se verifica ca S, < d—conv({y,,y,}) si S, =cd—conv({z,z,}), ceea ce implica relatiile

S,cS;siS,cS,.

Mai mult, pentru orice u e{f}UF obtinem:

d —conv({u,t}UT) < d —conv({f }UF US,) = d —conv(S,US,) =d —conv(S,US,) =X .

Carezultat, u¢ S, pentru orice ue{f}UF.

De asemena, pentru orice u e{t}UT obtinem:
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d —conv({u, f}UF) <cd —conv({t}UT US,) = d —conv(S,US,) =d —conv(S,US,) =X .
Carezultat, ug S, pentru orice u e{t}UT . In final, avem S, NS, =@ si S,NS, =T.

Proprietatea 2: Multimile 7,L,Q si < sunt univoc interdependente.

Daca varful | apartine multimii S,, atunci 7°(/})N% < S, si varfurile ¢ apartin multimii
S, pentru orice k, 1<k <3, k#i. Daca vérful ¢ apartine multimii S,, atunci I'(«)(Lc S, si
pentru orice |7, care apartine multimii 7"(«)( L, varfurile e;‘ apartin multimii S, , pentru orice k,
1<k <3, k=a. Varful 4 apartine multimii S, daca si numai daca q} apartine multimii S, .
Daca varful é} face parte din multimea S, , atunci L' ={|;‘ 1<k <3 k=i}cS; si F(l}‘)ﬂ?/ se

contine in S, , pentru orice I;‘ el'.

Fig. 2.7. 2-acoperire d-convexa a grafului G, care corespunde problemei particulare

L-IN-3 SAT (V,€) = ({V1, V2, Vi, Vo {{V1: V2, Va3 V20 Vi, Vo 1)) -

Proprietatea 3: Exact un varf din L, :{I}, IJ.Z, If’} apartine multimii S, si exact un varf din
£, ={¢,,¢,¢} apartine multimii S, , pentru orice j, 1< j<m.

1|_2|3

015,17} apartine multimii S, pentru orice j, 1< j<m. In caz

Exact un varf din L, ={l
contrar, daca cel putin doud vérfuri diferite I} si I? din L; apartin multimii S,, atunci si f,
apartine multimii S,. Tinand cont de proprietatea 1, se obtine contradictie. Daca nici un varf din
L; nu apartine multimii S, atunci L, = S,, £ ={¢.¢;,6}<S; si t; apartine multimii S, . Avand
in vedere proprietatea 1, se obtine contradictie. Prin analogie, se demonstreaza ca exact un varf

din £, ={¢,¢},¢} apartine multimii S, pentru orice j, 1< j<m.
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Vom asocia multimea 2 cu V si L cu ¢, astfel incat orice 2-acoperire d-convexa a

grafului G sa reprezinte o astfel de atribuire de valori a variabilelor V, incat variabila v, contine
valoarea “adevarat” daca si numai dacd «, €S, .

Din proprietatile 1, 2 si 3 rezulta cd dacd in G exista o 2-acoperire d-convexa

?,(G)={S;,S.}, atunci ¢ este satisfiabila. Totodata, din cele mentionate mai sus, putem afirma ca
multimile S, si S, sunt netriviale si disjuncte.
Daca ¢ este satisfiabila, atunci pentru G = (X;U) exista 0 2-acoperire d-convexa.

Fie ca exista o astfel de atribuirea a variabilelor V cu valorile “adevarat” si “fals”, incat ¢

este satisfiabila. Vom construi pentru graful G o familie de acoperire 2,(G)={S;,S,} dupa cum

urmeaza:

1. Definim multimea S, ={z,,7,,2,,2,,z,,t}UT ;

2. Pentru orice variabila v; din V cu valoarea “adevarat” adaugam varful « si multimea
L'=T(4)(L la S, sipentruorice I € L' adaugam varfurile q? si 4’ la S, , astfel incat éjk.’ ~I;
si g =4

3. Definim multimea S; = X \S,.

Se verifica ca 2-acoperirea d-convexa obtinutd 2,(G) satisface proprietatile 1, 2 si 3. Prin
urmare, daca ¢ este satisfiabila, atunci pentru G =(X;U) exista o 2-acoperire d-convexa. De

asemenea, observam ca multimile S, si S, sunt netriviale si disjuncte.

I V4

I ¢
I} (A
l; ¢
/! 1
1; ;
L ¢

Fig. 2.8. Muchiile dintre multimile de varfuri L si £ .

In figura 2.7 este prezentat un graf G, care corespunde instantei particulare
Vv, @) = {v,, vy, V5, vV, 1. {4V, vy, V14V, V5, v, 1)) a problemei 1-IN-3 SAT. Multimile QU2 U{f} si

QUZU{t} genereaza clici in G. Varfurile “albe” apartin multimii S, iar varfurile “negre”
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apartin multimii S,. Varfurile “albe” din multimea 2 reprezintd variabilele multimii V cu

valoarea “adevarat”. Toate muchiile dintre multimile L si £ sunt reprezentate in figura 2.8.

Consecinta 2.9. Problemele 2-divizarii d-convexe, 2-divizarii d-convexe netriviale si

2-acoperirii d-convexe netriviale sunt NP-complete.

Demonstratie: Din constructia grafului particular G din Teorema 2.5, care corespunde
instantei arbitrare a problemei 1-IN-3 SAT, rezultd cd G poate fi acoperit cu doud multimi
d-convexe care, implicit, sunt netriviale si disjuncte. Prin urmare, orice 2-acoperire d-convexa a
grafului G este si 0 2-divizare d-convexa. De asemenea, orice 2-acoperire d-convexa a grafului G

este si 0 2-acoperire d-convexa netriviala.

Din faptul ca problema p-acoperirii d-convexe este NP-completa, pentru orice p >3, se

deduce urmatoarea consecinta.

Consecinta 2.10. Problema p-acoperirii d-convexe este NP-completd, pentru orice p>2.

2.3.  Problema de (2,t)-acoperire si (2,nt)-acoperire d-convexa

Din cele examinate mai sus cunoastem ca problema generala de 2-acoperire d-convexa este
NP-completd. Se stie cd d-convexitatea unei multimi se verifica in timp polinomial [65]. Prin
urmare, poate fi usor verificat daca pentru un graf existd 2-acoperire d-convexa, in care o
multime este triviald. Vom examina daca orice 2-acoperire d-convexa a grafului G, in care o
multime este triviala si cealalta netriviala, implica existenta 2-acoperirii d-convexe netriviale in
graful G.

Intai de toate, vom formula cateva definitii importante de care vom avea nevoie in cele ce

urmeaza.

Definitia 2.10. [24] Varful x al grafului neorientat G il vom numi simplicial daca

vecindtatea Ui formeaza o clica in G.
Definitia 2.11. 2-acoperirea d-convexd, notatid prin 2,,(G)={S,,S,}, 0 vom numi

(2,t)-acoperirea d-convexa a grafului G daca multimea S, este triviald.

Definitia 2.12. 2-acoperirea d-convexa, notata prin 2,,(G)={S;,S,}, 0 vom numi

(2,nt)-acoperirea d-convexa a grafului G daca multimile S, si S, sunt netriviale.

Familia tuturor (2,t)-acoperirilor d-convexe ale grafului G o vom nota prin

2,(G) ={7,(G), B’ (G).... 7 (G)}.
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Se verifica cd pentru orice graf conex neorientat cu N=2 sau n=3 varfuri existd o
(2,t)-acoperire d-convexa si nu existd nici o (2,nt)-acoperire d-convexa. Pentru cazul n=4 este

adevarata urmatoarea consecinta, corectitudinea careia rezulta din Lema 2.6:

Consecinta 2.11. Daca G este un graf conex neorientat cu 4 vdrfuri, atunci pentru G
exista 0 (2,nt)-acoperire d-convexa daca si numai daca G #C,.

in cele ce urmeaza, vom analiza cazul n>5.

Lema 2.9. Pentru orice graf conex neorientat G=(X;U), |X|25, sunt echivalente

afirmatiile:

1) G contine un varf simplicial X € X ;

2) in G exista familia 2, (G) ={S, ={x}, S, = X \{X}};

3) in G exista familia 2, (G) ={S, ={x,y : x~ y},S,, = X \{X}}.

Demonstratie: Deoarece X € X este un varf simplicial in G, rezulta ca orice doua varfuri

y,zeI'(X) sunt adiacente, in rezultat au loc relatiile d—conv(Z'(X))=1I(X) si
d —conv(X \{x}) = X \{x}. Prin urmare, pentru G exista o (2,t)-acoperire d-convexa:
2, (G) ={5, ={x} S, = X \{x}}.
Deci, are loc implicatia 1) = 2).
Fie ca exista familia de acoperire 2, (G) ={S, ={x}, S = X \{x}}. Graful G este conex,

ceea ce implica existenta cel putin unui varf y adiacent cu x, pentru care are loc egalitatea

d —conv({x, y}) ={X, y}. Rezulta ca pentru G exista o (2,t)-acoperire d-convexa:
2. (G) ={S, ={x,y:x~ y}S, = X \{x}}.

Astfel, se obtine implicatia 2)=3).

Admitem cad exista familia de acoperire 2, (G)={S, ={x,y:x~y}S, =X \{x}}.
Deoarece S, este o multime d-convexa, ['(X) formeaza o clicd in G, ceea ce inseamna ca X este
un varf simplicial. Asadar, are loc implicatia 3)=1).

Lema 2.10. Pentru orice graf conex neorientat G =(X;U), |X| >5, care contine un virf
simplicial, exista o (2,nt)-acoperire d-convexa.

Demonstratie: Fie X un varf simplicial. Sunt posibile urmatoarele doud cazuri: |F(x)| =1si

IC(x)| > 2. Vom analiza fiecare caz in parte.
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Fie ca T'(x)={y}, ceea ce inseamnd ci |[(x)|=1. Deoarece graful G este conex si
n—1>3, existd un varf z diferit de x si adiacent cu y, pentru care are loc relatia (X,z) ={Xx, y,z}
si rezultd egalitatea d—conv({x,y,z})={x,y,z}. Aceasta implica existenta (2,nt)-acoperirii
d-convexe netriviale:

P (G) ={S, ={x, v, 2}, S, = X\{x}}.

Fie acum T'(x)>2. Selectam doua varfuri y,zeI'(x). Cum X este un varf simplicial,
multimea {X,y,z} formeaza un triunghi in G. Prin urmare, au loc relatiile
d—conv({x,y,z}) ={x,y,z} si d—conv(I'(x))=I"(x), care implicd existenta (2,nt)-acoperirii

d-convexe netriviale 2,  (G) ={S, ={X,y,z},S, = X \{X}}.

Lema 2.11. Pentru orice graf conex neorientat G =(X;U), |X|25, care nu contine
varfuri simpliciale, sunt echivalente afirmatiile:

1) in G exista doua varfuri adiacente X,y e X, astfel incdt mulgimile A=I"(x)\{y} si
B =I"(y) \{x} formeaza clici in G si are loc inegalitatea d(a,b) <2, pentru oricare doua varfuri
acAsibeB;

2) in G exista familia 2,,(G) ={S, ={X,y: X~ y} S, = X \{X, y}}.

Demonstratie: Combinand absenta varfurilor simpliciale in graful G cu afirmatia Lemei
2.9, se deduce ca pentru G nu exista nici o (2,t)-acoperire d-convexa, in care multimea
d-convexa trivialda este formata dintr-un element sau din doua elemente, astfel incat multimea
triviala se intersecteaza Ccu cea netriviala.

Fie x,y € X sunt doua varfuri care satisfac afirmatia 1). Atunci sunt adevérate relatiile:
d —conv({x, y}) ={x, ¥} si {x, y}(1d —conv(AUB) =,
care implica existenta (2,t)-acoperirii d-convexe:
2 (G) ={S, ={x, y:x~ ¥}, S, = X \{X, y}}.
Prin urmare, avem 1)=2).

Presupunem cd 2, (G)={S, ={x,y:x~y}LS,=X\{X,y}} este o (2t)-acoperire
d-convexa a grafului G. Conform conditiilor lemei, graful G nu contine nici un varf simplicial.
Dat fiind faptul ca varfurile x si y sunt adiacente si S, = X \{X, y} este o multimi d-convexa,
multimile A=T(x)\{y}, B=I(y)\{X} genereaza doua clici in G. Totodata, daca existd doua

varfuri ae A si b e B, pentru care are loc relatia d(a,b) >2, atunci{x, y}c <a,b> cS,, ceea ce
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contrazice d-convexitatea multimii S . Astfel, pentru orice doua varfuri a< A si be B avem
inegalitatea d(a,b) <2. Asadar, se obtine implicatia 2 =1.

Lema 2.12. Daca pentru un graf conex neorientat G = (X;U), |X|>5, care nu contine
varfuri simpliciale, familia é,t (G) contine doua (2,t)-acoperiri d-convexe pentru care
intersectia multimilor triviale este vida, atunci exista o (2,nt)-acoperire d-convexd a grafului G.

Demonstratie: Afirmatia lemei devine evidentd indatd ce se observa ca multimile
d-convexe netriviale ale (2,t)-acoperirilor mentionate formeaza, la randul sau, o (2,nt)-acoperire

d-convexa a grafului G.

Lema 2.13. Daca pentru un graf conex neorientat G =(X;U),|X|>5, care nu conine
varfuri simpliciale, are loc relatia ‘ét (G)‘ =k >2 si intersectia multimilor triviale S!, 1<i<Kk,
a oricaror doua (2,t)-acoperiri d-convexe nu este vida, atunci doar una din urmdtoarele
afirmatii este adevarata:

1) ‘ét (G)‘ =3 si multimea S'US?US; genereaza un triunghi in G;

k

s:

i=1l

2) INs'|=1.

Demonstratie: Tindnd cont de lipsa varfurilor simpliciale si de Lema 2.9, deducem ca nu
exista (2,t)-acoperire d-convexa a grafului G, pentru care multimea d-Convexa triviala consta

dintr-un varf sau doua varfuri, astfel incat multimea triviala se intersecteaza CuU cea netriviala.
Fie ca ‘ét (G)‘ = 2. In baza definitiei familiei 7321 (G) si din faptul ca G nu contine varfuri
simplicile, rezulta corectitudinea afirmatiei 2).

Fie ca ‘é’t(G)‘=3. Daca ‘StlﬂSfﬂSf‘:l, atunci afirmatia 2) este satisfacutd. Altfel,

multimea S/ US?US? genereaza un triunghi in G.

Fie ca ‘é't(G)‘ZA Evident, in cazul de fata se obtine ‘ﬂ;st‘ =1 si prin urmare se

indeplineste afirmatia 2).
Lema 2.14. Daca un graf conex neorientat G =(X;U), |X|>5, care nu contine vérfuri
simpliciale, satisface relatia 2,(G)={A (G)={S,,Sy}:1<i<3}, astfel incat reuniunea

S; USZUS? genereaza in G un triunghi, atunci exista 0 (2,nt)-acoperire d-convexa a grafului G.
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Demonstratie: Notim S =SUS?US}. Usor ne putem convinge ci existi urmitoarele
(2,nt)-acoperiri d-convexe:
pzl,nt ©)=1{5, Srln}’pzz,m ©)={5, Sr?t}' pzs,nt ©)={5, Sr?t )

ceea ce demonstreaza lema.

Lema 2.15. Pentru orice graf conex neorientat G=(X;U),|X|>5, care nu conine
varfuri simpliciale §i pentru care are loc relatia:
2,.(G)={7,(G) ={S; ={a,b},S, }:1<i<k,k =3},

existd 0 (2,nt)-acoperire d-convexad.

Demonstratie: Conform conditiei lemei avem ‘ét (G)‘ >3, ﬂ:;lSti ={a} si [['(a)\{b}]>2,

pentru orice i, 1<i<k. Multimile S|, 1<i<k, sunt netriviale, deoarece |X|>5. Combinand

absenta varfurilor simpliciale in G cu afirmatia Lemei 2.9, obtinem ca graful G nu contine
(2,t)-acoperire d-convexa, pentru care multimea d-convexa triviald este formata dintr-un element
sau doua elemente, astfel incat multimea triviald se intersecteazd cu multimea netriviala.

Varfurile b, si b; sunt adiacente, 1<i, j<k, i j, deoarece a¢S,, 1<i<k. Prin urmare,

K ai .o FEPSTUIN o N .« kK Qi <
UHStI genereazd o clica netriviala Tn G. Totodata, aceasta inseamna ca UHStI formeaza o

multime d-convexa netriviala. In final, prezentim o (2,nt)-acoperire d-convexa posibili a

grafului G:
2..(G)={{a,b,b,},S.}.

Fig. 2.9. Familia de grafuri 7.

In cele ce urmeaza, vom avea nevoie de o clasa de grafuri conexe neorientate 7 . Clasei 7

ii corespund toate grafurile G =(X;U), care satisfac urmatoarele conditii:

1) X ={a,b,,b,, %, %,,....x, }m>1;
2) U ={{a.b}{ab}.{o, x}. b, x 306, x }11<i, j<mp.
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Familia 7 este prezentata in figura 2.9. Se observa ca pentru orice graf G=(X;U)e?Z,

| X |=5, exista exact doua (2,t)-acoperiri d-convexe:

7.G) ={{ab}. {0, % %, %, 31 2 (G) ={{a. b1 4B, %, %0 X 3}

Teorema 2.6. Pentru orice graf G =(X;U) € 7 nu exista (2,nt)-acoperire d-convexd.

Demonstratie: Conform definitiei familiei de grafuri 77, pentru orice graf G=(X;U) din
7 are loc inegalitatea |X| >4 . Se observa ca daca |X| =4, atunci G=C,. Din Consecinta 2.11 se
cunoaste ca pentru C, nu exista nici o (2,nt)-acoperire d-convexa.

Riaméne de analizat cazul |X|>5. Presupunem ci existd o (2,nt)-acoperire d-convexa a
grafului G, atunci in (2,nt)-acoperirea data cel putin o multime d-convexa netriviala contine
varfurile b, si b, sau a si x, unde xe X \{a,b,,b,}. Se verifica cu usurinta ca pentru orice graf G
din familia 7 au loc urmatoarele relatii:

{b.,b,} = (a,x), pentru orice xe X \{a,b,b,},
si d—conv({b,b}) =X,
ceea ce contrazice existenta (2,nt)-acoperirii d-convexe a grafului G. Prin urmare, teorema este

demonstrata.

Lema 2.16. Pentru orice graf conex neorientat G=(X;U),|X|>5,G¢Z, care nu
contine varfuri simpliciale si pentru care are loc relatia:
2.(G)={Z,(G) ={S; ={a,n},5,}. A (G) ={S/ ={a.b,},S:}},
exista o (2,nt)-acoperire d-convexa.
Demonstratie: Presupunem b, ~b,, atunci multimea {a,b,,b,} este d-convexa netriviala,
si exista (2,nt)-acoperirile d-convexe ale grafului G:
2.(G)={{ab,b},5,} si & (G)={{ab,b},S:}.

Acum, presupunem ci b, #b,. Definim multimile A=7"(a)\{h} si B=1'(b)\{a}. Se
verifica nemijlocit ci AB<S;,. Daca S} #d—conv(AUB), atunci existd (2,nt)-acoperirea
d-convexa 2, ,(G) ={{a,b}Ud —conv(AUB),S,}.

Fie cd S, =d—conv(AUB). Totodatd, presupunem ca |A|22. In baza Lemei 2.11

putem afirma ca AU{a} formeaza o clica in G si prin urmare AlU{a} este o multime d-convexa
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2

netriviald. Din conditiile lemei, rezulta ca b,eA si b eS;,

cee ce implicd existenta
(2,nt)-acoperirii d-convexe:
7, (G) ={AU{a},S3}.

In cele ce urmeazi presupunem ci A={b,}. Din Lema 2.11, se obtine B >1. Urmeazi
sa analizam doua cazuri.

Fie ca S}, = AUB. Atunci, combinand d-convexitatea multimii S; cu afirmatia Lemei
2.11, obtinem existenta varfului x € B, care satisface egalitatea d(b,,x) =2, astfel incat exista
un varf y e <X,b2>, y¢ AUB si yed—conv(AUB), ceea ce implica existenta (2,nt)-acoperirii
d-convexe 2,,,(G) ={S, ={a,b,,x}.S, =S;.}.

Fie ca S}, = AUB. Atunci, deoarece n>5 si |A /=1, rezulta ci |B|>2. Daca b, ~ x
pentru orice varf xe B, atunci GeZ, iar conform Teoremei 2.6, pentru acest graf nu exista
(2,nt)-acoperire d-convexa. In caz contrar, pentru G exista o (2,nt)-acoperire d-convexa:

2, () ={S, =d —conv({b,.b,}). S, = BU{}}.
Asadar, lema este demonstrata.

Remarcam ca pentru oricare graf conex neorientat, care contine varfuri simpliciale, exista
cel putin doua (2,t)-acoperiri d-convexe diferite. Aceasta rezulta nemijlocit din afirmatia Lemei
2.9.

Sa definim cateva familii de grafuri, de care vom avea nevoie in cercetarile ulterioare.

Notam prin # familia grafurilor conexe neorientate cu n>5 varfuri, care nu apartin familiei 7

si pentru care exista cel putin doua (2,t)-acoperiri d-convexe.
Notam prin # familia grafurilor conexe neorientate cu n>5 varfuri pentru care exista

exact o singura (2,t)-acoperire d-convexa.

Teorema 2.7. Pentru orice graf G =(X;U) € 4 existd o (2,nt)-acoperire d-convexd.

Demonstratie: Corectitudinea teoremei rezulta din Lemele 2.9 - 2.16 si din Teorema 2.6.

Fie #' 0 subclasa a clasei # , grafurile careia poseda proprietatile:

1) ANB=J, unde A=T(x)\{y}, B=T(Y)\{x} si {x,y} este multimea triviald a
(2,t)-acoperirii d-convexe;

2) pentru orice varf a € A, exista un varf be B, a~b, si invers;

3) d—conv(AUB)=S,,, unde S este multimea netriviala a (2,t)-acoperirii d-convexe;
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4) S, # AUB, ceea ce implica existenta varfurilor a€ A, beB si ceC, pentru care
d(a,b)=2 si ce(a,b), unde C=S,\(AUB).
Notam #"=#\#".

Teorema 2.8. Pentru orice graf G =(X;U) e #" exista o (2,nt)-acoperire d-convexa.

Demonstratie: Fie 2, (G)={S, ={y,x},S,} o (2,t)-acoperire d-convexd a grafului G.
Fixam doua multimi A=I"(x)\{y} si B=17"(y)\{x}. Deoarece graful G nu apartine clasei #",
rezulta ca cel putin una din proprietatile familiei %' nu este indeplinita.

Daca AN B =, atunci exista o (2,nt)-acoperire d-convexa:
2 (G)=1{S, ={y, % 7},S, =S},
unde ze A(B.

Fie ca proprietatea 1) este satisficuti. In caz contrar, din cele spuse mai sus, rezulti ca
pentru G exista 0 (2,nt)-acoperire d-convexa. Daca exista un varf a e A, pentru care nu exista

nici un varf b € B, astfel incat a ~ b, atunci se obtine o (2,nt)-acoperire d-convexa:
P (G)={5,={y.x.a},S, =S5,}.
De asemenea, daca existd un varf b e B, pentru care nu exista nici un varf ae A, astfel incat

a~Db, atunci exista o (2,nt)-acoperire d-convexa:
2 (G)={5, ={y,x,b},S, =S}
Daca d —conv(AUB) = S,,, atunci exista o (2,nt)-acoperire d-convexa:
2,0 (G) ={S, ={x,y}Ud —conv(AUB),S, =S}

Admitem ca S, = AUB. Daca |A| >2 si |B|>2, atunci exista o (2,nt)-acoperire d-convexa

a grafului G:
P (G)={S, ={x}UA'S, ={y}UB}.
Daca |A|=1, atunci |B|Z 2. Consideram ca proprietitile 1) si 2) sunt satisfacute. In caz

contrar, in baza celor spuse mai sus, pentru G existd 0 (2,nt)-acoperire d-convexa. Fie ca

A={v}. Tinand cont de proprietatea 2), varful v este adiacent cu toate varfurile din B, ceea ce

implica apartenenta G e%. Conform definitiei, %" este familia de grafuri pentru care exista
exact o singura (2,t)-acoperire d-convexa, dar orice graf care apartine familiei 7, contine exact

doua (2,t)-acoperiri d-convexe. Astfel, se obtine o contradictie. Similar, daca presupunem |B| = 1
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si A>2, atunci obtinem o contradictie din nou. Prin urmare rezultd ca afirmatia teoremei este

adevarata.

in continuare, prezentam cativa algoritmi care determina apartenenta grafului G la una din
clasele de grafuri: 7, 7, #', #".

Algoritmul ce urmeaza determina daca G apartine familiei 7.

Algoritm 2.1.

Input: Graf conex neorientat G =(X;U).

Output: DA: G apartine familiei 7, sau NU: G nu apartine familiei 7.

1: if Os|X|33 then return NU

2: if [X|=4 then

3: if G=C, then return DA
4: flag <0, x«0

5. forevery ve X do

6: if |°(x)|=2 then

7 flag « flag +1

8: X<V

9: if flag #1 then return NU

10: if y ~z then return NU : unde I'(x) ={y, 2}
11: for every S e{X \{x,z}, X \{x, y}} do

12: for every v,ueS do

13: if v+u then return NU

14: return DA

Teorema 2.9. Algoritmul 2.1 determind in timp O(N?) dacia G apartine familiei 7.
Demonstratie: Corectitudinea algoritmului rezulta din constructia grafurilor, care fac parte din
familia 7. Evident, pasii 1) - 4), 9), 10) si 14) se executa in timp constant. Pasii 5) — 8)
determind dacd in G existd doar un singur varf, vecinatatea caruia constd din doud elemente,
pentru aceasta este nevoi de timp O(n). Pasii 11) — 13) verifica in timp O(n*) daca multimile
analizate formeaza clici in G. In baza celor mentionate, rezulti ci complexitatea intregului

algoritm este O(n?).
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Urmatorul algoritm, determina daca G apartine la una din familiile: 7, %', #".

Algoritm 2.2.

Input: Graf conex neorientat G =(X;U).

Output: DA 7: G apartine familiei 7, sau DA#': G apartine familiei #', sau DA#": G

apartine familiei #", sau NU: G nu apartine la nici o familie.
1. if Algoritm 2.1 returneaza DA then return NU
2: if 0<|X|<4 then return NU

. forevery xe X do

flag <1

3

4

5: forevery y,zeI'(x), y#2z do
6 if y+z then flag <— 0
5

if flag =1 then return DAY/
8: 2,(G)« v
9: forevery {x,y}eU do
10: S «<d—conv(X \{x,y})

11: if S, =X \{X,y} then
12; 7,.(G) <{{x y}.S .}
13: 2.(G) < 3,G)U{Z,(G)}

14:if |, (G)|=0 then return NU
15: if |, (G)| = 2 then return DA/

16: A<~T () \{y}, B < T(Y)\{x}: unde 2 (G) ={7,,(G) ={S, ={x, ¥} S, = X \{x, y}}}
17:if A(\B = then return DA#"
18: for every ac A do

19: if ['(a)(\B= then return DA#"

20: for every be B do
21: if T(b) VA= then return DA#"

22: S «d—conv(AUB)
23:if S#S,, then return DA%"
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24:if AUB=S,, then return DA%"

25: return DA%’

Teorema 2.10. Algoritmul 2.2 determind in timp O(nM*) dacd un graf G apartine unei
familii: 7, #', #".

Demonstratie: Corectitudinea algoritmului rezulta din definitia claselor de grafuri: 7, %'
si #". Intrucat complexitatea Algoritmului 2.1 este O(n®), rezulta ca complexitatea pasului 1)
este O(n?).

Varful xe X se numeste simplicial daca si numai daca I'(x) genereaza o clica in graf, dar

pentru a determina dacd o submultime formeaza o clicd necesita timp O(n?). In consecinta,
pentru a verifica daci existd cel putin un varf simplicial este nevoie de timp O(n®). Astfel,
complexitatea pasilor 3) - 7) este O(n®). Invelitoarea d-convexi a submultimii S < X se
construieste in timp O(|d —conv(S)|m) [65]. Deoarece |d —conv(S)| poate atinge valoarea lui n,
rezultd ca complexitatea pasului 22) este O(nm). Existenta familiei 2,,(G) se verifica prin
aplicarea algoritmului de construire invelitoarei d-convexe a multimilor X \{X,y}, pentru
oricare doua varfuri adiacente X,y € X. Cum |d —conv(X \{x, y})| poate atinge valoarea lui n,

rezultd ca complexitatea pasilor 9) - 13) este O(nm?).

Se verifica ca pasii 2), 8), 14), 15), si 25) se executa in timp constant, pasii 16), 17), 23) si
24) se executa in timp O(n), dar pasii 18) - 21) necesitd pentru executie timp O(n’). Astfel,
complexitatea intregului algoritm este O(nm?).

Lema 2.17. Daca pentru un graf G=(X;U)e#’', pentru care exista 0 (2,t)-acoperire
d-convexa #,,(G)={S, ={X,y}.S, = X \{X, y}}, exista si o (2,nt)-acoperire d-convexd, atunci
existd 0 (2,nt)-acoperire d-convexa 2,,(G)={S,,S,}, astfel incdt se indeplineste doar una din
urmatoarele afirmatii:

a) x,ye$S,; si S, =X \{x,y};

b) xeS,, xeS, si yeS,,yes,.

Demonstratie: Fie 2, (G)={S;,S;} o (2,nt)-acoperire d-convexa a grafului G.

Presupunem ca X,y e S;. Atunci, din faptul ci S, este 0 multime d-convexa netriviald, se deduce

69



S, =S, si S,=S,. Prin urmare, se indeplineste afirmatia a). In caz contrar, se indeplineste
afirmatia b).
Lema 2.18. Se determind in timp O(n°m) daca pentru un graf G=(X;U)e#" existd 0

(2,nt)-acoperire d-convexa, care satisface afirmatia a) din Lema 2.17. Pentru aceasta este

suficient de verificat daca exista un vdrf ze AUB, astfel incdt S., «d—conv({x,y,z}), unde
2,(G)={S, ={x,y}.S,=X\{X,y}} este o (2t)-acoperire d-convexa si A=T(x)\{y},
B=I(y)\{x}.

Demonstratie: Conform definitiei familiei %', graful G nu contine varfuri simpliciale si
|X|=5. Fie 2,(G)={5.,S;=S,} 0 (2,nt)-acoperire d-convexa a grafului G, pentru care
X,y € Sll . In aceste conditii, exista un varf ze AUB, care satisface d —conv({x,y,z}) < S;. Prin
urmare, pentru G exista 0 (2,nt)-acoperire d-convexa:

2. (G)={S} =d —conv({x,y,2}),S; =S, }.
Este suficient de determinat daca exista un astfel de varf ze AUB, pentru care are loc relatia
S, @ d—conv({x,y,z}). Pentru aceasta se construieste invelitoare d-convexa a multimii de varfuri

{x,y,z}, pentru orice varf ze AUB. Daci cel putin pentru un astfel de varf se indeplineste

relatia mentionatd, atunci existd 0 (2,nt)-acoperire d-convexa a grafului G, care satisface
afirmatia a) din Lema 2.17.
Reamintim ca construirea invelitoarei d-convexe a unei submultimi S < X de varfuri se

realizeaza in timp O(d —conv(S)|m) [65]. Pentru a determina daca exista o (2,nt)-acoperire

d-convexa a grafului G, care satisface afirmatia a) din Lema 2.17, este necesar de construit

invelitoarea d-convexa de cel mult |AUB| ori. Asadar, complexitatea finald este O(n’m).

Lema 2.19. Daca pentru un graf G=(X;U)e#', pentru care exista o (2,t)-acoperire
2.(G) ={S, ={x, ¥}, S, = X \{X, y}}, nu exista nici o (2,nt)-acoperire d-convexd, care satisface
conditia @) din Lema 2.17, dar existd o (2,nt)-acoperire d-convexa 2,,(G)={S,,S,}, care
satisface conditia b) din Lema 2.17, ceea ce insemna ca X€S,,XeS, si yeS,,yeS,, atunci sunt

adevarate afirmatiile:

) (FN\DH S, T\DHNS, =D,
b) (FOGN\LD) =S, (NS, =2
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Demonstratie: Admitem ca (I'(x)\{y}NS, = sau (I'(x)\{y}) « S,, ceea ce inseamna
ca (F(x)\{PHNS, #J. Atunci xeS, si din cauzd cd xe$S, si yeS,, familia 2,,(G) nu
satisface conditia b) din Lema 2.17 si se obtine o contradictie. Prin analogie, daca admitem ca

TCWM\EPNS, = sau (I'(y)\{x}) « S,, obtinem contradictie.

Am demonstrat ca pentru orice graf din familiile 7 si #" existd 0 (2,nt)-acoperire
d-convexa si pentru nici un graf din familia 7 nu exista (2,nt)-acoperire d-convexa. De
asemenea, am ardtat ca se verifica in timp polinomial apartenenta unui graf la una din familiei de
grafuri: 7, 7, #', #".

Apare intrebarea, daca pentru un graf G, care apartine clasei #', exista 0 (2,nt)-acoperire

d-convexa.

Problema 2.3. ((2,nt)-acoperire a grafului din clasa #') Fie dat un graf neorientat

G =(X;U), care apartine clasei #'. Sa se determine daca exista 0 (2,nt)-acoperire a lui G.

In cele ce urmeaza vom demonstra ci problema (2,nt)-acoperirii grafului din clasa %' este
NP-completd. Vom reduce problema NP-completa 1-IN-3 3 SAT la problema (2,nt)-acoperirii

grafului din clasa #'.
Teorema 2.11. Problema (2,nt)-acoperirii a grafului din clasa #' este NP-completa.

Demonstratie: Teorema se demonstreaza in mod analog cu Teorema 2.5. Mentiondm ca
problema de (2,nt)-acoperire a grafului din clasa #' apartine clasei NP, deoarece in timp
polinomial se verifica d-convexitatea multimii [65]. Urmeaza sa reducem problema 1-IN-3 SAT
la problema (2,nt)-acoperirii d-convexe a grafului din clasa #'. Mai intai, vom determina
constructia grafului particular G = (X;U) € #', care corespunde instantei arbitrare a problemei
1-IN-3 SAT. Vom arata ca ¢ este satisfiabila daca si numai daca pentru G exista o
(2,nt)-acoperire d-convexa.

Construim un graf G =(X;U) dupa cum urmeaza:

Multimea de varfuri X consta din:

a) varfurile y si z;

b) Y ={¥i. ¥, Y3, Yu. Y ={f. Y5, You Y7 Yeu Yol s

Z2={z2,2,,2,,2,}, 2'={t,2;,2,2,,2, 2, };

c) multimile F, T, L, Q si 7,.Z se definesc similar ca in Teorema 2.5.
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Se obtine multimea de varfuri X ={y,zZ}UYUYUZUZ'UFUTULUQUZU<.
Fiecare variabila v, €V corespunde varfului ¢ €7, 1<i<n. Fiecarei clauze ¢ | € C,1<j<m,

ii corespund unsprezece varfuri, mentionate in Teorema 2.5.

Multimea de muchii U satisface conditiile:

a)y~z,Y,~z sl z,~Yy pentru 1<k <4,

b) 7UQ, Y U{y} si ZU{z} formeazi clici in G;

) I(f)=2UQUFUY U{y,, y,} si

rt)=2UQUTUZ U{z,,2,};

d) I'(Ys) = FUY U{ys, ¥23, T(¥s) =Y ULE, ¥, Ve You 230 T(Y,) =Y ULEL s, Voo Voo 2} s

[(z)=TUZU{z,.2,}, T'(z;) =ZU{t, 25, 25, 25, v, }, T'(z,) =ZU{t, 25, 25, 25, ¥, };

e) fiecarei clauze ¢; = V.,V,,V.}, 1< j<m, ii corespund optsprezece muchii, mentionate
in Teorema 2.5.

Fara a pierde din generalitate, nu vom analiza cazul trivial |€|=1. In cele ce urmeazi vom

considera ca |é| >2.

Pentru inceput, vom arita ca graful obtinut G =(X;U) face parte din familia #. Se

observa ca graful G nu contine varfuri simpliciale. Din constructia lui G rezulta ca acest graf are
exact o pereche de varfuri adiacente y si z, care satisfac conditiile Lemei 2.11. Prin urmare,

pentru G exista o0 singura (2,t)-acoperire d-convexa:
2.G)={S ={y.2}.S, =X \{y,7}}.
Asadar, G apartine familiei # .
Sa aratam ca G apartine familiei #'. Prin urmare, toate proprietatile care caracterizeaza

familia de grafuri #' trebuie sa fie satisfacute. Fie ca A=T(y)\{z} si B=T(2)\{y}. Se
observa ca proprietatile 1), 2) si 4) sunt satisfacute. Cum {y;, Y, 2, z,} = d —conv(AUB),
d —conv({Vs, Y,, 25, 2,}) =S,,, proprietatea 3) se indeplineste, Ceea ce implica apartenenta

grafului G la familia #".

Sa aratam ca graful G nu contine (2,nt)-acoperire d-convexa, care satisface afirmatia a) din

Lemei 2.17. Din constructia grafului G, obtinem S, cd-—conv({y,z,x}) pentru orice varf

X e AUB. Prin urmare, avand in vedere Lema 2.18, rezultd ci G nu contine (2,nt)-acoperire

d-convexa, care satisface afirmatia a) din Lemei 2.17. In consecintd, daca pentru G existi 0
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(2,nt)-acoperire d-convexa, atunci este satisfacuta afirmatia b) a Lemei 2.17 si este satisfacuta

Lema 2.19.

: z
AT L [T i
\)/' O O «; g, @ ; . ' \\)
(X F ! r %
M 1 ol S N
SN ool || woto—sot N/
V3 ,‘{ ;’/ e o £ﬁ \‘( },“
.\‘4’2 ( -® o qi:O— g ’ :
. > £ q; O f;” ;
]23 Oy ¢l @ ¢

Fig. 2.10. (2,nt)-acoperire a grafului G, ce corespunde problemei particulare 1-IN-3 SAT

(V ) é) = ({V1’V21V3’V4}’{{V11V21V3}’{V21V31V4}}) -

Daca pentru G = (X;U) exista o (2,nt)-acoperire d-convexa, atunci ¢ este satisfiabila.

Fie 2(G)={S;,S,} o (2,nt)-acoperire d-convexa a grafului G, astfel incat yeS,, y ¢S,
si ze$S,, z¢S;. Deoarece d—conv({y;,z,;})=S, =X \{y,z}, pentru oricare i, j {8,9}, fie
cd Vg, Y9 €S, Z,,2,€S, 51 S,=YUY'UF, §,=2UZ'UT.

Mentionam cateva proprietati importante, care se dimonstreaza similar ca in Teorema 2.5.

Proprietatea 1: S$,(1S,=@ si S,NS, =J.

Proprietatea 2: Multimile 7,L,Q si < sunt univoc interdependente.

LIz

5 f} apartine multimii S, si exact un varf din

Proprietatea 3: Exact un varf din L; ={l
£, ={¢;,,6,6} apartine multimii S, pentru orice j, 1< j<m.

Asociem multimea 7 cu V si L cu ¢, astfel incat (2,nt)-acoperirea d-convexa a grafului G
sa reprezinte 0 atribuire de valori a variabilelor din V, in care variabila v; are valoarea “adevarat”

dacd si numai dacd « €S,. Din proprietatile 1, 2 si 3 rezultd cd dacd pentru G exista 0
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(2,nt)-acoperire d-convexa 2,(G)={S,,S,;}, atunci ¢ este satisfiabild. Totodata, se observa ca
multimile S, si S; sunt netriviale si disjuncte.
Daca ¢ este satisfiabila, atunci pentru G = (X;U) exista o (2,nt)-acoperire d-convexa.

A

Fie cd exista o astfel de atribuirea a variabilelor din V cu valorile “adevarat” si “fals”, incat

¢ este satisfiabila. Vom construi pentru graful G o (2,nt)-acoperirea d-convexa 2,(G)={S,,S,}

dupa cum urmeaza:

1. Definim multimea S, =ZUZ 'UT U{z}.

2. Pentru orice variabild v; din V cu valoarea “adevdrat” adaugam .« si multimea
L'=I(«4)NL la S, sipentru orice |7 € L' addugam qj’ si é? la S, , incat e? ~ 17 i q’j’ ~z§’.

3. Definim multimea S; = X \S,.

Se verifica ca (2,nt)-acoperirea d-convexa obtinutad 2,(G) satisface proprietatile 1, 2 si 3.

Prin urmare, daca ¢ este satisfiabila, atunci pentru G exista o (2,nt)-acoperire d-convexa. Se
observa ca multimile S, si S; sunt netriviale si disjuncte.

In figura 2.10 este prezentat graful G, care corespunde instantei particulare
v, &) = ({v,,v,, V5, v, 1. {{,, vy, Vo 1,4V, V5, v, }}) a problemei 1-IN-3 SAT. Multimile QU7 U{f},
QU7 UL}, YU{y} si ZU{z} genereaza clici in G. Varfurile “albe” apartin multimii S, , iar
varfurile “negre” apartin multimii S,. Varfurile “albe” ale multimii 7 reprezintd variabilele

multimii V cu valoarea “adevarat”. Toate muchiile dintre multimile de varfuri L si £ sunt

reprezentate in figura 2.8, iar muchiile dintre multimile Y si Z sunt reprezentate in figura 2.11.

)] Z
.1'1.\ /O-:l
[ N O
Y2 =
- -O_
V3 =3

O
Ya =4

Fig. 2.11. Muchiile dintre multimile de varfuri Y si Z.

2.4.  Problema de acoperire/divizare d-convexa netriviala
Vom examina complexitatea problemelor de acoperire si divizare d-convexa netriviala.

Definim urmatoarele trei probleme.
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Problema 2.4. (p-acoperire d-convexa netriviala) Fie dat un graf neorientat G =(X;U)
sl un numar intreg p=>2. Sa se determine daca exista p multimi d-convexe netriviale, care

acopera multimea X.

Problema 2.5. (p-divizare d-convexa netriviald) Fie dat un graf neorientat G =(X;U) si
un numar intreg P=>2. Sa se determine daca exista p multimi d-convexe netriviale, care

divizeaza multimea X.

Problema 2.6. (p-divizare in clici) Fie dat un graf neorientat G =(X;U) si un numar

intreg P =3. Sa se determine daca exista p clici in G, care divizeaza multimea X.

Problema p-divizarii in clici este NP-completa [87]. Vom reduce aceasta problema la

problemele p-acoperirii si p-divizarii d-convexe netriviale.

Teorema 2.12. Problema p-divizarii d-convexe netriviale este NP-completa pentru orice

p>3.

Demonstratie: Problema p-divizarii d-convexe netriviale apartine clasei NP, deoarece in
timp polinomial se verifica d-convexitatea unei multimi [65].

Fie G=(X;U) un graf al problemei de p-divizare in clici. Fara a pierde din generalitate,
consideram ci G nu este complet. Incepem cu construirea unui graf particular G'=(X 5U") al
problemei p-divizarii d-convexe netriviale in baza grafului G prin adaugarea a doua multimi de
varfuri Y ={y,, ¥,,..., Y} si Z={z,,2,,...,2,} la multimea X, astfel incét sd se formeze multimea
X'=XUYUZ si sé fie adevarate egalitatile T'(y.) =X U{z,} si T'(z,) = X U{y.}, pentru orice
I, 1<i<p.

In figura 2.12 b) este ilustrat graful G', obtinut din graf particular G din figura 2.12 a).

Graful G' satisface conditiile Lemei 2.5, de unde rezultd ca orice multime d-convexa

proprie a lui G formeaza o clica.

a)

Fig. 2.12. Graful G' (cazul b)) obtinut din graful G (cazul a)).
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Fie 7,(G) o p-divizare in clici a grafului G, p>3. Prin adaugarea vérfurilor X, si y; la
multimea X; €,(G) pentru orice i, 1<i< p, obtinem o p-divizare in clici netriviale a lui G".
Asadar, se obtine o p-divizare d-convexa netriviala a grafului G'.

Pe de alta parte, fie 2

(G') o p-divizare d-convexa netriviald a lui G', p>3. Fiecare

multime d-convexi din 2,(G’) contine cel putin un varf, care apartine multimii X. Prin urmare,
rezultd cd prin eliminarea multimii {X;, y;} din X; €2, (G"), pentru orice i, 1<i< p, obtinem o
p-divizare in clici a grafului G.

Teorema 2.13. Problema p-acoperirii d-convexe netriviale este NP-completa pentru orice

p>3.

Demonstratie: Problema p-acoperirii d-convexe netriviale apartine clasei NP, deoarece in
timp polinomial se verifica d-convexitatea unei multimi [65].

Construim graful particular G'=(X";U") al problemei p-acoperirii d-convexe netriviale
din graful general G=(X;U) al problemei p-divizarii in clici, folosind procedeul descris in
Teorema 2.12. Cum s-a mentionat in teorema de mai sus, orice multime d-convexa proprie a

grafului G' formeazid o clicd. Fie Z,(G') o p-acoperire d-convexd netriviald a grafului G'.
Obtinem familia de multimi 2 ={X,,X,,.., X}, pentru care X, = X, \{x,y.}, unde
X; €?,(GY), 1<i<p, p>3. Familia 72 poate sa nu formeze o divizare in clici a lui G. Prin
eliminarea multimilor din 2, care se contin in reuniunea celorlalte multimi si prin eliminarea
ulterioara a varfurilor repetitive se obtine familia de clici 2,(G), k < p, care divizeaza graful G.

Se observa ca daca un graf poate fi divizat in q clici si cel putin o clica C nu este formata dintr-
un singur varf, atunci in urma divizarii clicii C in doua clici disjuncte se obtine o divizare in
g+1 clici a grafului G. Prin urmare, pentru G exista o p-divizare in clici.

Totodata, cunoastem din Teorema 2.12 ca orice p-divizare in clici a grafului G, p>3,
implicd existenta p-divizarii d-convexe netriviale a lui G'. Din faptul ca orice p-divizare
d-convexa netriviala este si p-acoperire d-convexa netriviala, rezulta ca orice p-divizare in clici a

lui G, p>3, implica existenta p-acoperirii d-convexe netriviale a grafului G'.

Combinand Teoremele 2.12 si 2.13 cu Consecinta 2.9. obtinem urmaétorul rezultat.
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Consecinta 2.12. Problemele p-acoperirii si p-divizarii d-convexe netriviale sunt

NP-complete pentru orice p>2.

Dupa cum am mentionat la inceputul capitolului, nu orice graf poate fi divizat sau acoperit
cu multimi d-convexe netriviale. Din aceste considerente, prezintd interes problema verificarii
daca un graf G poate fi acoperit sau divizat in multimi d-convexe netriviale, adica exista un
p > 2 pentru care existd o p-acoperire/p-divizare a grafului G in multimi d-convexe netriviale.

Observam mai intdi ca daca un graf poate fi acoperit cu multimi d-convexe netriviale,
atunci orice varf al acestuia apartine cel putin unei multimi d-convexe netriviale. Evident, este
adevaratd si afirmatia reciproca, ceea ce nu putem afirma despre cazul divizarii in multimi
d-convexe netriviale. Pentru construirea unei acoperiri cu multimi d-convexe netriviale putem

folosi Algoritmul 2.3.
Algoritm 2.3.
Input: Graf G =(X;U).
Output: Acoperire cu multimi d-convexe netriviale 2(G) sau nimic.
1. PG)« I, M«

2: forevery xe X do

3: if x¢M then

4: flag < 0

5: forevery y,ze X \{x},y#z do
6: S «d-conv({x,y,z})

7 if S= X then

8: P(G) «2(G)U{S}
9: M<«MUS

10: flag <1

11: break

12: if flag =0 then

13: stop: nu exista nici 0 multimea d-convexa netriviala, care

contine varful x.

14: for every Se?(G) do
15: if S gUYeP(G)Y#.SY then

16: 2(G) « 2(G) \{S}
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17: return 2(G)

Teorema 2.14. Algoritmul 2.3 determind in timp O(n*m) daca un graf G = (X;U) poate

fi acoperit cu multimi d-convexe netriviale.

Demonstratie. Corectitudinea algoritmului rezultd din observatia de mai sus. Evident,
pasii 1 si 17 se executa in timp constant. Pasii 2 - 13 determina pentru fiecare varf x e X daca
existd o multime d-convexa netriviald S < X, care il contine. Pentru aceasta este suficient de
construit invelitoare d-convexa a tuturor multimilor formate din trei varfuri unul dintre care este
X, deoarece daca o astfel de multime exista, atunci exista cel putin doua varfuri diferite
y,ze X,y #X,Z#X, pentru care d—conv({x,y,z})< S si rezultd d—conv({x,y,z})= X . Se
cunoaste din [65] ca complexitatea construirii invelitoarei d-convexe a unei submultimi Y < X
este O(/d —conv(Y)jm). Cum |d —conv(Y )| poate atinge valoarea lui n, complexitatea construirii
invelitoarei d-convexe a unei multimi este O(nm) . Prin urmare, complexitatea pasilor 2) - 13)
este O(n*m).

Pasii 14) - 16) exclud toate multimile care se contin in reuniunea celorlalte multimi
d-convexe netriviale. Astfel, se obtine o acoperire a grafului G cu multimi d-convexe netriviale.

Familia 2(G) contine cel mult Nn—2 multimi, iar fiecare multime consta din cel mult n—1
varfuri. Prin urmare, reuniunea multimilor din pasul 15) nu necesita mai mult de O(n?) timp.
Astfel, complexitatea pasilor 14) - 16) este O(n®).

In rezultat, complexitatea finala a algoritmului este O(n*m).

Problema 2.7. (Divizare in multimi d-convexe netriviale (DMCN)) Fie dat un graf

G =(X;U). Sa se determine daca exista o divizare a multimii X in multimi d-convexe netriviale.

Vom demonstra ca problema DMCN este NP-completa. Vom reduce problema divizarii in
triunghiuri, despre care se stie ca este NP-completa [74], la problema DMCN. Reamintim

problema divizarii in triunghiuri.

Problema 2.8. (Divizare in triunghiuri) Fie dat un graf neorientat G = (X;U), |X|=3q,
unde qe N. Sa se determine daca G poate fi divizat in q triunghiuri, adica in q multimi

Xy Xyyeoy Xy, astlel incar X; ={x;,y;,z;} si muchiile {x;, v, },{x;,z,}.{Vi,z:} apartin multimii

U, pentru 1<i<(.

Teorema 2.15. Problema DMCN este NP-completa.
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Demonstratie: Problema data apartine clasei NP, deoarece in timp polinomial se verifica
daci o submultime de varfuri a unui graf este d-convexi [65]. In continuare, reducem problema
divizarii in triunghiuri la problema DMCN. Fie G =(X;U) un graf al problemei divizarii in
triunghiuri. M. Morandini [89] a demonstrat cd problema divizarii in triunghiuri ramane
NP-completa chiar si pentru cazul grafurilor tripartite. Mentiondm ca grafurile tripartite nu
contin clici cu n>4 varfuri. Vom considera cd G nu contine clici cu n>4 varfuri. Construim
un graf nou G'=(X";U"):

1) X'=XU{a,b,c,d,e, f};
2) U'=U U{{a,c} {a,d}.{b,c}.{b,d} {c.e}.{d, f}}U
U{{a, x}{b,x}| x e X}.

a) b)
Fig. 2.13. Graful G'(cazul b)), pentru care existd o divizare in multimi d-convexe

netriviale, obtinut din graful G (cazul a)), care poate fi divizat in triunghiuri.

In figura 2.13 b) este prezentat graful G', pentru care existi o familie de divizare in 4

multimi d-convexe netriviale:
;74(6 I) ={{X1’ X21Xs}’{X3’ Xy Xe}’{aa C, e,},{b,d, f}},

obtinut dintr-un graf particular G in figura 2.13 a), care poate fi divizat in doud triunghiuri
X %o, X} 81 {Xg0 Xy, %o}

Urmeaza sa demonstram ca pentru G existd o divizare in triunghiuri dacd si numai daca
pentru G' existd o divizare in multimi d-convexe netriviale.

Fie pentru G existd o divizare in g triunghiuri X;, X,,..., X, . Fiecare triunghi reprezinta o
clica din trei varfuri in G. Prin urmare, multimile X, 1<i<q, sunt d-convexe netriviale in G".
Multimea de varfuri {a,b,c,d,e, f} ramane neacoperita cu multimi d-convexe netriviale, astfel

incat sa se formeze o divizare d-convexd netriviald a grafului G'. Se verificd cu usurinta

egalitatile:
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d —conv,. ({a,c,e}) ={a,c,e},
d —convg.({b,d, f})={b,d, f}.
Prin urmare, familia de multimi {a,c,e},{b,d, f}, X, X,,..., Xq formeaza o divizare a grafului
G' in g+ 2 multimi d-convexe netriviale.
Fie ca 2(G') reprezintda o divizare a grafului G' in multimi d-convexe netriviale si
S e?2(G') este o multime d-convexa netrivialda. Sa demonstram mai intai unele proprietati ale

acestel multimi:

1) {a,b}« S. Presupunem contrariul, atunci {a,b} = S. Conform structurii grafului G',
obtinem:
d —conv,. ({a,b}) = X U{a,b,c,d},
ceea ce implica relatia:
X\d —convg,. ({a,b}) ={e, f}.
Mentionam ca multimea {e, f} nu este d-convexa netriviala. Prin urmare, 2(G') nu formeaza o

divizare d-convexa in G'. Am obtinut 0 contradictie.

2) {c,d}z S. Presupunem contrariul, atunci {c,d}< S . In baza constructiei grafului G',
avem {a,b} = d —conv.. ({c,d}). Astfel, nu e satisfacutd proprietatea 1). Se obtine contradictie.

3) {e,f}z S. In caz contrar, avem {e, f} <= S. Constructia grafului G' implica relatia
{a,b,c,d}=d —conv,.({e, f}). Se obtine o contradictie.

4) {x,y}z S, pentru orice xe X si ye{c,d}. Presupunem contrariul, atunci exista
xe X si ye{c,d}, pentru care {X,y}<=S. Din structura grafului G', obtinem relatia
{a,b} = d —conv, ({X,y}), care implica o contradictie.

5) {x,y} S, pentru orice doud varfuri neadiacente X,y e X. In caz contrar, existi o
pereche de varfuri neadiacente x,ye X, pentru care {x,y}cS. In acest caz, avem
{a,b} = d —conv,.({x,y}) . Prin urmare, se obtine o contradictie.

Vom analiza familia 2(G"). Fie S, ={a,c,e}, S, ={b,d, f}, S,={b,c,e}, S,={a,d, f}.
Intai de toate, atragem atentia la faptul ci P(G') contine strict o pereche de multimi din
urmatoarele doua: S,,S, sau S,,S,. Afirmatia devine evidentd deodatd ce ne convingem in

corectitudinea proprietatilor 1), 2), 3), 4), 5) si in conditia ca fiecare varf din X' apartine strict

unei singure multimi d-convexe netriviale. Se observa ca varfurile a si b sunt deja acoperite.
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Rezulta ca varfurile multimii X = X"\{a,b,c,d,e, f} trebuie sa fie divizate in multimi d-convexe
netriviale, care sd formeze clici, Incat sa fie respectata proprietatea 5).

Dupa cum am mentionat mai sus, G nu contine clici cu n >4 varfuri. Aceasta inseamna ca
orice multime d-convexa netriviala S € 2(G'), S < X, satisface relatia |S| =3, adica formeaza

un triunghi, deoarece in caz contrar nu se respecta proprietatea 5). Concluzionam cd multimea
X poate fi divizata in multimi d-convexe netriviale daca si numai daca ea poate fi divizata in
triunghiuri.

Conform presupunerii, 2(G') este o divizare a lui G' in multimi d-convexe netriviale. in
consecintd, eliminand elementele S,,S, sau S;,S, din 2(G'), se obtine familia 2,(G), care

reprezintd divizarea grafului G in q triunghiuri.

2.5. Concluzii la capitolul 2

Rezultatele obtinute in capitolul 2 completeazd in mod esential rezultatele cunoscute la
moment in domeniul solutionarii problemei acoperirii grafurilor neorientate cu multimi
d-convexe si se referd la: a) studierea grafurilor cu numar prestabilit de acoperire/divizare
minimd/maximad cu multimi d-convexe; b) demonstrarea NP-completitudinii problemei

p-acoperirii cu p =2 multimi d-convexe, care completeaza rezultatele obtinute anterior de catre

D. Artigas in lucrarea [30]; c) demonstrarea NP-completitudinii problemei acoperirii/divizarii cu

p>2 multimi d-convexe netriviale; d) elaborarea algoritmului polinomial de verificare a

existentei acoperirii unui graf cu multimi d-convexe netriviale si demonstrarea
NP-completitudinii problemei verificarii existentei divizarii unui graf in multimi d-convexe
netriviale; e) determinarea relatiilor dintre problema (2,t)-acoperirii si (2,nt)-acoperirii

d-convexe.

Tindnd cont de studiul efectuat in capitolul 2 deducem urmatoarele concluzii:

1. Rezultatele obtinute in legatura cu determinarea conditiilor de existenta a acoperirii cu
un numdr minim predeterminat si un numdr maxim predeterminat de multimi
d-convexe au permis solutionarea problemei formulate de D. Artigas, si anume s-a
demonstrat ca problema acoperirii grafului cu p>2 multimi d-convexe este
NP-completa,

2. Au fost obtinute rezultate noi ce tin de acoperirea/divizarea grafului cu multimi
d-convexe netriviale, chestiunea mai fireasca din punct de vedere aplicarii a problemei
de acoperire la solutionarea problemelor practice (clusterizarea elementelor unei

multimi, proiectarea circuitelor integrate, amplasarea punctelor de deservire etc.);
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3. A fost studiata corelatia dintre (2,t)-acoperire si (2,nt)-acoperire d-convexa, care a
condus la depistarea unor clase de grafuri pentru care s-au elaborat algoritmi
polinomiali de recunoastere;

4. Rezultatele teoretice cu privire la problema acoperirii grafului cu multimi d-convexe
netriviale au permis elaborarea algoritmului polinomial care verifica daca un graf
poate fi acoperit cu multimi d-convex netriviale. La randul sdu, a fost demonstrata
NP-completitudinea problemei de verificare a existentei divizarii unui graf in multimi

d-convexe netriviale.
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3. PROBLEMA DE ACOPERIRE CONVEXA PENTRU CLASE SPECIALE DE
GRAFURI

In capitolul precedent s-a demonstrat ca atat problema centrald de acoperire a unui graf cu
multimi d-convexe, precum si unele variatii ale acesteia sunt NP-complete. Din aceste
considerent merita atentie necesitatea studierii acestor probleme pe unele clase de grafuri, care se
regdsesc la solutionarea problemelor practice. Anume in acest context sunt organizate cercetarile
in capitolul ce urmeaza.

Printre clasele de grafuri studiate se enumera grafurile triangulate, grafurile ce formeaza
puterea ciclului, grafurile cactus, arborii. Pentru aceste clase de grafuri se examineaza atat
problema acoperirii cat si problema divizarii cu multimi d-convexe. Sunt consistente rezultatele
obtinute in cazul studierii arborelui. In termenii multimilor terminale netriviale sunt obtinute
pentru arbori mai multe rezultate, in baza cédrora se determind formula recurentd de calcul a
numdrului maxim de multimi terminale netriviale ce divizeaza un arbore si se descrie un
algoritm de complexitatea O(n®) pentru solutionarea problemei de divizare in multimi
d-convexe netriviale.

Rezultatele cercetarilor prezentate in acest capitol, impreund cu cele din capitolul
precedent acopera in intregime problemele enuntate in primul capitol. Rezultatele din acest
capitol sunt publicate in lucrarile [41], [42], [43], [46], [48], [49] si pot fi aplicate nemijlocit la

solutionarea multor probleme practice.

3.1.  Acoperirea grafurilor cu doud multimi d-convexe netriviale
Reamintim ca graful triangulat este un graf in care orice ciclu de lungime cel putin patru

contine o coarda.

Teorema 3.1. Pentru orice graf triangulat conex cu n>4 vdrfuri exista o 2-acoperire

d-convexa netriviala.

Demonstratie: Din [64] cunoastem cd orice graf triangulat contine cel putin un varf

simplicial. Se verifica ca graful ciclu C, nu este triangulat. Prin urmare, din Lemele 2.6 si 2.10

rezultd ca pentru orice graf conex triangulat cu n>4 varfuri exista o 2-acoperire d-convexa

netriviala.
Din Teorema 3.1 rezultd urmatoarea consecinta.

Consecinta 3.1. Pentru orice arbore si graf complet cu n>4 vdrfuri exista 0 2-acoperire

d-convexa netriviala.
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. . . n
Graful ce formeaza puterea ciclului, notat prin C*, 1<k SLEJ, este un graf pentru care

X(Cy)=X(C,) si U(CY) ={{u,,u;}:u;,u; € X(Cy),dc (u;,u;) <K}
Lema 3.1. [31] Dacd n=0,1,2(mod2Kk), atunci submultimea S c X(CX) formati din

n . . . . -
[E—I varfuri consecutive ale grafului C este d-convexa.

Lema 3.2. [31] Dacd S < X(CX) este o multime d-convexd, care nu induce un subgraf

complet in C{, n>2k+2 si n#0,1,2(mod 2k), atunci [S|< B—l

Fig. 3.1. 2-acoperire d-convexd netriviala a grafului (362 :
Teorema 3.2. Pentru orice graf C exista 0 2-acoperire d-convexd netriviald dacd si

numai daca n>4, C: #C,,si N<2k+2 sau n=0,1,2(mod 2k).

Demonstratie: Pentru n<3 nu existd 2-acoperire d-convexa netriviali a grafului C¥.

Prin urmare, ramane de analizat cazul n>4.

Admitem cd n=4. Tinand cont de definitia grafului ce formeaza puterea ciclului, se obtine

relatia 1<k <2. Dacd k =1, atunci C; =C, si in baza Lemei 2.6 putem afirma ci in cazul de
fatd pentru C* nu existd 2-acoperire d-convexi netriviali. Pe de alti parte, daci k =2, atunci
CZ =K, si tinand cont de Consecinta 3.1, rezulti ci existd o 2-acoperire d-convexa netriviald a
grafului C;.

VVom analiza cazul n>5. Daca n<2k+2, atunci se verificd cu usurintd ca oricare K+1

varfuri consecutive ale grafului C: formeaza o clica, adica o multime d-convexa netriviala, ceea
ce inseamnd cad pentru C: existd o 2-acoperire d-convexad netriviala. Pe de alta parte,

Lema 3.1 implici existenta 2-acoperirii d-convexe netriviale a grafului C‘ pentru cazul
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n=0,1,2(mod2k). Totodatd, din Lema 3.2 rezultd ca daca n>2k+2 si n=0,1,2(mod2k),

atunci nu exista 2-acoperire d-convexd netriviala a grafului C¥. Prin urmare, teorema este
demonstrata.

In figura 3.1 este ilustratd o 2-acoperire d-convexa netriviala a grafului C62 , care consta din
multimile {x,, X,, X} si {X,, X, X}

In continuare, se examineaza problema 2-acoperirii d-convexe netriviale in cazul grafului

cactus. Reamintim ca graful cactus este un graf, pentru care orice doua cicluri au cel mult un varf

comun.

Teorema 3.3. Pentru orice graf cactus conex G cu N>4 varfuri exista 0 2-acoperire

d-convexa netriviald daca si numai daca G #C,.

Demonstratie: Fie ca n=4. Avand in vedere Lema 2.6, obtinem cd pentru un graf cactus
cu n=4 varfuri exista o 2-acoperire d-convexa netriviala daca si numai daca acest graf este

diferitde C,.

Analizam cazul n>5. Daca G contine un varf simplicial, atunci in baza Lemei 2.10 se
deduce existeta 2-acoperirii d-convexe netriviale a grafului G. Admitem ca in G nu exista varfuri

simpliciale. Daca G este un ciclu C,, atunci din Teorema 3.2 rezulta ca pentru G exista o

n?o

2-acoperire d-convexa netriviald. In caz contrar, constructia grafului cactus implicd existenta

unui varf de articulatie v, eliminarea céruia separa graful G in k >2 componente conexe G,, G,,

..., G . Deoarece G nu contine varfuri simpliciale, rezultd ca | X(G,) [> 2 pentru orice i, 1<i<Kk.

In final, obtinem o 2-acoperire d-convexa netriviala:

26) = {(UU X @)MUX @)

Fig. 3.2. 2-acoperire d-convexa netriviala a grafului cactus.

De exemplu, pentru graful cactus G din figura 3.2 existd o acoperire cu doud multimi

d-convexe netriviale: {X;, X,, X5, X,, X5, X5, X, } s {X;, X5, X9, Xy0, X1} -
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Teorema 3.4. Pentru orice graf neconex G cu n>4 vdrfuri exista 0 2-acoperire
d-convexa netriviald.

Demonstratie: Fie G un graf neconex care constd din k>2 componente conexe G,
1<i<k.

Dacda k>4, atunci usor ne putem convinge ca pentru G existda o 2-acoperire d-convexa
netriviala:

2@ -{U,xG)U., X6}

Daca k =3, atunci din conditia n>4 rezulta ca cel putin o componentd conexa, fie G,
contine nu mai putin de doud varfuri. Prin urmare, putem construi 0 2-acoperire d-convexa
netriviala:

A(G) ={X(G)UX(G,), X(G)UX(G)}.
Fie ca k=2. Analizam doua cazuri. Dacd n=4 si fiecare componentd conexa consta

exact din doua varfuri adiacente, atunci exista 0 2-acoperire d-convexa netriviala:

pz (G) = {{X}U X (Gz)’{y}U X (Gz)} )
unde X(G,) ={x, v}.
Daca n>4 si 0 singura componentd conexa, fie G,, constd dintr-un varf, atunci se aleg doud
varfuri adiacente X si y din G, si se obtine o 2-acoperire d-convexa netriviala:

2(G) = {x YU X(G), X (G,)}.

Daca n>5 si ambele componente conexe contin cel putin cate 2 varfuri si 0 componenta conexa
G, contine nu mai putin de 3 varfuri, atunci se alege un varf x din G, si se obtine o 2-acoperire
d-convexa netriviala:

AG)={JUX(G,). X(G)}.

3.2.  Acoperirea unui arbore cu multimi d-convexe netriviale
In cele ce urmeaza vom examina acoperirea unui arbore conex cu multimi d-convexe
netriviale. Reamintim ca varful terminal al unui arbore G este un varf care este adiacent doar cu

un singur varf din G.

Observatia 3.1. Daca G este un graf stea cu p=>2 vdarfuri terminale, atunci
@ (G)=p-1.

Lema 3.3. Pentru orice arbore G cu diam(G) >3 exista 0 acoperire d-convexa netriviala.
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Demonstratie: Orice arbore G cu diam(G) >3 contine cel putin 4 varfuri. Prin urmare, in
baza Consecintei 3.1 putem afirma ca pentru un arbore G cu diam(G) >3 exista o acoperire

d-convexa netriviala.

Lema 3.4. Daca G este un arbore cu diam(G) >3, atunci exista o acoperire d-convexd

netriviald maximad pwéﬂ“ (G), astfel incat orice varf terminal al arborelui G este rezident in
P%n;ax (G) si oricare doua varfuri terminale nu apartin aceleiasi multimi din P%n;ax (G).
Demonstratie: Din Lema 3.3 cunoastem ca pentru G existd 0 acoperire d-convexa
netriviala. Fie P%rgax (G) o acoperire d-convexa netriviala maxima a grafului G, pentru care exista
cel putin un varf terminal X, care nu este rezident in pwcmn“ (G) . Deoarece x este un varf terminal in

G si are loc relatia diam(G) >3, rezulta ca exista un varf y, y~ x, care este adiacent cu

multimea de varfuri neterminale S si cu multimea de varfuri terminale S', astfel incat nici o
multime nu este vida.
Consideram doua cazuri.

1) Admitem ca S contine un varf z, care nu este rezident in P%,ﬁax (G). Inlocuim varful x cu
Z in orice multime din P%nnm (G), care contine X. Adaugam multimea d-convexa netriviala
{x,y,z} la familia modificata P%mnax (G). Prin urmare, se obtine o noud acoperire d-convexa
netriviala 2(G), in care varful X este rezident si are loc inegalitatea:
2(G)|> ‘%gzax (G)‘ .

Astfel, se obtine o contradictie.

2) Admitem ca toate varfurile multimii S sunt rezidente in P{pm (G). Atunci, selectam un

varf ze S si multimea Z care 1l contine. Apoi, inlocuim varful X cu z in toate multimile ale

familiei 2 (G)\{Z}, ce contin X, si addugam varfurile x si y la Z. Astfel, se obtine o noua
acoperire d-convexa netriviala 2(G), in care varful x este rezident si pentru care are loc
egalitatea |P(G)|=‘p¢)max (G)‘. Totodata, daca acum in S' se contine cel putin incd un varf

nerezident in 2(G), atunci tinand cont de cazul 1), obtinem contradictie.

Prin urmare, exista 0 acoperire d-convexa netriviald maxima Pw w (G), astfel incat orice

varf terminal al arborelui G este rezident in P(pmax (G).
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Presupunem ca exista cel putin doua varfuri terminale X si y, care apartin la aceiasi multime
Sdin 2 G).
Urmeaza sd analizam doua cazuri.

1) Admitem ca |S| > 4. In acest caz, prin inlocuirea multimii S in P o (G) cu doua multimi

d-convexe netriviale S'=S\{x} si S"=S\{y}, se obtine o noud acoperire d-convexa netriviala

2(G), in care varfurile x si y apartin multimilor diferite si se respecta inegalitatea

|?(G)| > ‘?{pmax (G)‘ . Deci, am obtinut o contradictie.

£

2) Admitem ca [S|=3. Cu alte cuvinte, S={x,y,z} si T(x)=T(y)={z}.
Este clar ca T'(z)\{Xx, y} contine cel putin un varf neterminal h. Daca h nu este rezident in

2 (G), atunci inlocuim multimea S cu douda multimi d-convexe netriviale {x,z,h}
si {y,z,h}. Prin urmare, am obtinut o noud acoperire d-convexa netriviala 2(G), in care x
sl y apartin diferitor multimi si are loc relatia |?(G)|>‘?¢max (G)‘. In rezultat, am obtinut o

contradictie.

Dacd toate varfurile neterminale ale multimii I'(z)\{x,y} sunt rezidente in 2, (G),

atunci selectam o multime H, care contine un varf h. Apoi, eliminadm varful X din multimea S si il
adaugim la H. In acelasi timp, addugam h la S si z la H . In consecinti, obtinem o noui acoperire

d-convexa netriviala 2(G), in care X si y apartin diferitor multimi si se respectd egalitatea
2(G) = \%x (G)‘ .
Rezultd ca oricare doua varfuri terminale nu apartin aceleiasi multimi din pwcmn“ (G).
Consecinta 3.2. Daca G este un arbore cu 3<diam(G) <5 si cu p varfuri terminale,
atunci ¢ (G)=p.

Consecinta 3.3. Daca G este un arbore cu diam(G) >3 si cu p vdrfuri terminale, astfel

incat orice varf neterminal este adiacent cu cel putin un varf terminal al arborelui G, atunci
2% (G)=p.
Fie C(G) multimea de varfuri terminale a arborelui G, iar M_(G) multimea de varfuri x

ale lui G, pentru care distanta de la x la toate varfurile lui C(G) este mai mare sau egala cu 3 si

existd cel putin un varf ¢c € C(G), pentru care d(c,x) =3, atunci urmatoarea lema este adevarata.
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Lema 3.5. Daca G este un arbore cu diam(G)>6 si M_(G) =<, atunci:

P (G)2[C(G)[+IM (G)].

Demonstratie: Lema 3.4 implica relatia ¢ (G)>C(G)|. Vom arita in continuare
corectitudinea inegalitatii ¢, (G) 2| C(G)|+|M,(G)|. Definim o familie de multimi 2(G) =4,
care va acoperi graful G. Pentru fiecare ¢ € C(G) selectam cel mai apropiat varf X e M_(G) si
un lant L=[X,X,X,,...,%.,C], unde k>2. Multimea S,={X,X,,...,X,C} este d-convexa
netriviald, de unde rezulta ca o putem adauga la familia 2(G), astfel incat varful ¢ sa fie rezident
in 2(G). Totodata, pentru fiecare x € M (G) alegem asa un varf terminal ¢ € C(G), pentru care
d(x,c) =3 si din lantul obtinut L, care respectd conditia k =2, formam o multime d-convexa
netriviala S, ={X,X;,X,} si o addugam la 2(G), in care varful x va fi rezident. Dacd mai raman
varfuri neacoperite, atunci selectam un varf'y din cele neacoperite de familia 2(G), astfel incat y
sa fie adiacent cu un varf al multimii S €?2(G) si il addugam la S. Pentru celelalte varfuri

neacoperite repetam operatia. Astfel, se obtine o acoperire d-convexa netriviala 2(G), care
satisface egalitatea [2(G)| =|C(G)|+|M,(G)|. Prin urmare, obtinem:
P (G)2C(G)[+|M (G)] .
Lema 3.6. Daca G este un arbore cu n>4 vdrfuri atunci exista o acoperire d-convexd
netriviala maxima P%mnax (G), astfel incdt orice multime S ep%"n,ax (G) contine cel putin un varf
rezident x € S, pentru care exista un lant L=[X,y,2], y,z€S.

Demonstratie: Daca 2 <diam(G) <5, atunci tinand cont de Observatia 3.1 si Consecinta
3.2, ne convingem in corectitudinea lemei. Daca diam(G) > 6, atunci conform Lemei 3.4 exista

0 acoperire d-convexa netriviald maxima p%nn]ax (G), pentru care orice varf terminal al arborelui G
este rezident in 2 (G) si oricare doud varfuri terminale nu apartin aceleiasi multimi din
?@max (G). Evident, pentru orice varf terminal x € C(G), care este rezident in p%mnax (G), si
multimea S € P{p o (G), care 1l contine, existd un lant L =[x, Y, z], astfel incat y,zeS.

Definim o familie de multimi 2(G)=& si 0 multime de varfuri D=¢J. Daca exista o

multime AeP{pmax (G), care contine un varf terminal a, si pentru care existd o altd multime
cn

Be?P,. (G), incat ANB#, |A\B|>2 sau [B\ A/>2, atunci notam prin B, B, multimea de
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varfuri rezidente in acoperirea 2 (G). Selectam un varf b e B,, pentru care distanta d(b,a)

este maxima. Notam prin B, toate varfurile b' ale multimii B, pentru care lantul, ce uneste
varfurile b' si a contine varful b. Evident, multimea B, contine si varful b. Definim doua
multimi:

A'=AU(B\B,) si B'=(AU{b})\{a}.
Din constructia arborelui rezulta ca multimile A' si B' sunt d-convexe netriviale si pentru
varfurile a si b exista lanturile [a,c,d] si [b,c',d], astfel incat c,d e A" si c',d'eB". Prin

urmare, inlocuim multimile A si B din familia P o (G) cu multimile A" si B'. Dacad mai exista
multimile A din familia 2 (G), care satisfac conditiile mentionate mai sus, atunci repetam

procedura descrisa. In caz contrar, definim familia de multimi #, ce consti din elementele

familiei P o (G), care contin cite un varf terminal. Selectim o multime Ae# si definim
familia de multimi #&,, care este alcatuitda din multimile familiei p%rgax (G), ce se intersecteaza cu
A. Fie D, = AUUBE?A B. Adaugam varfurile multimii D, la D. Multimea A si toate multimile
din &, elimindm din P%rgax (G) sidin #, si le adaugam la familia 2(G). Daca # =, atunci

alegem o multime din # si repetam procedura descrisd mai sus. In caz contrar, elimindm din G

varfurile multimii D si muchiile incidente cu varfurile acestei multimi. Daca X (G) =, atunci
din cauzad ca familia 2(G) formeazd o acoperire d-convexa netriviala a grafului G, are loc

egalitatea:
P (©)=[P@)),
din care rezulta corectitudinea lemei.

Daca X(G)=O, se obtin k>1 subarbori G,G,,...,G,. Se observa ca |X(Gi)|23,
1<i<k, si nici o multime din 2(G) nu se intersecteaza cu nici o multime din familia 2'(G),
obtinuta din pq,gax (G) dupa implementarea actiunilor descrise anterior. Prin urmare, se obtine
relatia:

P'(G)|+[P(G)|= 2™ (G).-
Daca 2<diam(G;) <5 pentru fiecare subarbore G,, 1<i<k, atunci lema este demonstrata,
altfel pentru fiecare G,, pentru care diam(G,)>6, conform Lemei 3.4, exista 0 acoperire

d-convexa netriviald maxima p{pm (G,), astfel incat orice varf terminal al arborelui G, este
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rezident in P%mnax (G,) si oricare doua varfuri terminale nu apartin aceleiasi multimi din P%n;ax G).
Prin urmare, pentru G, definim familia 2(G)=< si o completim recursiv in baza
rationamentelor descrise in demonstratie.

Din cele spuse, obtinem ZT:l|p(Gi)|+|P(G)| or(G) .

In final, adiugim toate multimile din fiecare familia 2(G,) la familia 2(G). Evident,

familia 2(G) satisface conditiile lemei, ceea ce insemna ca lema este demonstrata.

Fie ca diam(G) >4, atunci definim multimea:

N(G) =X BN\ (CO)UU, ., T)):

Multimea N(G) este vida daca si numai daca orice varf neterminal al arborelui G este
adiacent cu cel putin un varf terminal din G, dar in acest caz conform Consecintei 3.3 se obtine
@ (G)=p,unde p=C(G)|. Vom considera N(G) = <. Fie X un varf din N(G), care este si
un varf de articulatie al arborelui G. Dupa eliminarea varfului X din G se obtin |I'(X)|

componente conexe G, y eI'(x). Pentru fiecare y e '(x), se formeaza o familie de subarbori:

7 (G)=*G, Ul J

ze 1“(X)\{y}
unde *G’ se obtine in urma adaugarii lui x la G, astfel incat x si fie adiacent cu y. In final,
obtinem familia de familii de subarbori:

2.G)=J

Teorema 3.4. Daca G este un arbore, atunci:

maX{IC@)l,maxxEN(G){ - { > ol }H daci diam(G)26 si N(G)#,

7. (G).

yel'(x)

He?! (G
o™ (G) = 0 daca 3<diam(G)<5 sau
’ diam(G)>6 si N(G)=
p-1, dacd diam(G)=2,
0, daca 0<diam(G)<1.

Demonstratie: Daca G constd dintr-un varf sau doua varfuri adiacente, atunci

P (G)=0. iIn cazul cand diam(G)=2, G este un graf stea si din Observatia 3.1 rezulta
egalitatea ¢, (G)=p-1. Daca 3<diam(G)<5 sau diam(G)>6 si N(G)=<, atunci

conform Consecintei 3.2 si 3.3, se obtine ¢, (G) = p
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In caz contrar, daci diam(G)>6 si N(G)=J, atunci avand in vedere Lema 3.6,

obtinem:

max {|C(G)| ! maXXEN(G) {maxw} (G)e%, (G) {

> %”3”(%}}}
He?! (G)

Prezentam o procedura recursiva Max@(G), care determina numarul ¢ (G), pentru un

arbore G. Remarcam ca corectitudinea procedurii Max@(G) rezulta nemijlocit din Teorema 3.4.

Maxg(G)

Input: Un arbore conex neorientat G =(X;U).

Output: Numarul de acoperire d-convexa netriviald maxima ¢, (G).

1:

e =
(N =)

12:
13:

14:

15:

if 0<|X(G)|<2 then return 0
C(G)«IJ,S«U
for every xe X do
if |I'(X)|=1 then
C(G) «C(G)U{x}
S « SUPGUT(x)
N(G) « X(G)\S
if 0<diam(G) <1 then return0
if diam(G) =2 then return |C(G)|-1

: for every xe N(G) do

ACIRIY
for every yeI'(x) do
%(G) «7,(G) U7/ (G)

return max {|C(G)| »MaX,on (a) {maXWXY(G)eWX(G) {

. if 3<diam(G) <5 or diam(G)>6 and N(G) = then return |C(G)|

> coéﬂax(H)}H
He?! (G)

In cele ce urmeaza prezentdm schematic un exemplu de determinare a numarului ¢ (G)

pentru arborele G din figura 3.3. Diametrul arborelui G este diam(G)=8>6, iar multimea

varfurilor terminale este C(G) ={X,, X,, X3, X5, X3, Xi5: Xi: X7, Xia}» |[C(G)[=9.
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Pentru G avem N(G) = X (G)\(C(G)UUyGC(G)F(y)) ={X;, X5, %o}
In total sunt trei familii de familii de subarbori:
7, (G)={7,"(G),%,°(G)},
7,(G)={7(G). % (G)},
7,,(G)={%2(G).%,4(G). % (G)}
Vom examina fiecare familia de familii pe rand. Incepem cu 7, (G), care consta din
familii de subarbori:
7, (©)={"Cy .61}, % (G)={Gy "Gy .
Diametrul fiecarui subarbore H al acestor familii este diam(H) <5, in rezultat se obtin
urmatoarele numere: @™ (*GZ ) =5, po* (G;: ) =4, o (*GXX: ) =6, go~ (GXX: ) =6.
Determinam sumele:

ZHEW>;7(G)¢CmnaX(H) =P (*GZ )+(Pcmnax (G;: ) =5+6=11,
ZHeq/xgg(G)(pcmnax(H) = O (GZ )+(Pcmnax (*GXX; ) =4+6=10.

Alegem valoarea maxima: max{zHew (G)%n;ax(H),zHew (G)(p:;ax(H)} =max{11,10} =11.
X8 8

Fig. 3.3. Arborele G si doi subarbori *G;: ,GXX: )

Familia 7, (G) consté din doud familii de subarbori:
% (G)={*G? .G |, %,°(G) ={G},*G} }.
Diametrul fiecarui subarbore H din aceste familii este diam(H) <5, prin urmare, se obtin
numerele: @™ (*G;‘: ) =5, pp (G;‘: ) =5, oo™ (*Gxxg10 ) =6, oo (GE“ ) =5,
Determinam sumele:

D earo P ()= (G} )+ ¢ (G ) =5+5=10,
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Do) P (M) =07 (G )+ o0 ("Gl ) =5+6 =11.

Alegem valoarea maxima: max{ZHEw % (H), ZHEW % (H)}:max{lo,ll}:ll.
Familia 7, (G) contine trei familii de subarbori:
2:(0)=["6%, 61,6z}, 2(6) = (G, "G, 62|, (G) =[G, 62 G .
Diametrul fiecarui subarbore H al acestei familii este diam(H)<5. In rezultat se obtin
numerele: @™ (*G? )=5, @i (G2 )=5, o™ (*Gp)=1, @i (G)=0, of™(*G})=5,
on (G ) =4
Determindm sumele:
Do P (H) = (G )+ o (G ) + o (G ) =5+ 0+4=9,
Do (H) =00 (G )+ o™ (61 )+ (G2 ) =5+1+4=10,

D ieae) P () =0 (Gl )+ (Gl )+ ™ ("Gl ) =5+0+5=10.

maX{ZHe’#XQ (G)(pcn " (H), ZHE?/XH(G) P (H), Z:He’ﬂ“(G)(p‘m (H)} = max{9,10,10}=10.
in final, obtinem @™ (G) = max {|C(G)|, max{11,11,10}} = max{9,11} =11.

Teorema 3.5. Pentru orice arbore G cu n>4 varfuri totdeauna existd o p-acoperire
d-convexa netriviald, 2< p <@ (G) .

Demonstratie: Avand in vedere Consecinta 3.1, fie ?(p w (G) 0 acoperire d-convexa
maxima a unui arbore G cu n >4 varfuri.

Daca ¢, (G)=2, atunci teorema este demonstratd. Vom analiza cazul ¢ (G)=>3.
Descriem o procedura care demonstreaza corectitudinea teoremei date. Selectaim douda multimi
X, si X, din 2 (G), astfel incat x, € X; si X, € X,, X ~X,. Deoarece reuniunea multimilor
X, si X, genereaza o multime d-convexa netriviala in G, rezulta ca prin excluderea multimilor
X, si X, din familia 2, (G) si adaugarea ulterioard a multimii X, U X, la 2 (G) se obtine o
noud familie 2(G), care acopera graful G cu p=¢g, (G)—1 multimi d-convexe netriviale.

Daci p=2, atunci teorema este demonstrati. In caz contrar, dacd p >3, atunci repetim de
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p —2 ori procedura descrisa mai sus si obtinem o 2-acoperire d-convexa netriviald a arborelui G.
Prin urmare, teorema este demonstrata.
In figura 3.4 este ilustrat procesul generirii p-acoperirilor d-convexe netriviale ale

arborelui G, 2< p<@r®(G), incepand cu p =@ (G).

2(G)
Fig. 3.4. p-acoperirile d-convexe netriviale ale unui arbore G, pentru orice p,

2<p<pr™(G)=4.

zzpmax(G):{{xl,xz,xa},{xS,x4,x5},{x6,x7,x8},{x6,x8,xg}} este o0 acoperire d-convexa
netriviald maxima a arborelui G si ¢} (G)=4. Prin reuniunea multimilor {x;,X,, X} si

{Xs, X5, %}, se obtine acoperirea 2 (G) ={{X, X,, X },{X;, X;, X },{Xs, X7, X5, X, }}, formata din trei
multimi d-convexe netriviale care, la randul sau, genereaza o 2-acoperire d-convexa netriviala
2 (G) ={{x, X, X 1. X5, X410 X5, X5, %74 Xg4 X 1} 12 reuniunea multimilor {x,, X,, X} si {X;, X, X, X, }-
3.3. Divizarea unui arbore in multimi d-convexe netriviale

In cele ce urmeazi vom examina problema divizarii unui arbore in multimi d-convexe
netriviale. Mai intai de toate, vom defini doua clase de arbori # si &.

Clasei # 1i corespund arborii G, care satisfac conditiile:

1) X(G) ={X, ¥, X\, Xy o0 X Yi» Yor-oe Vi }» PENLrU care k,k'>2;

2) UG) ={{x yUU o x Bul iy v B
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Clasei # 1ii corespund arborii construiti dupa cum urmeaza:

1) Selectam numerele k>0, k'>2, k, > 2 si pentru orice i, 2<i<k’, selectam k; >1.
2) Daca k>1, atunci se definesc multimile X ={x,}U U;{Xi} si U =Uik=1{{xo,xi}},
altfel X ={x,}siU=9.

3) Obtinem X (G) =X UUJ:,U" 43 U©) =U U, {0 XU, UL 63

Usor ne putem convinge ca diametrul arborilor ce fac parte din familia # este 3, iar a
celor din & este 4. Mai mult, orice arbore din familiile # si & contine cel putin cate 6 varfuri.
In figura 3.5 a) este reprezentati familia de arbori , iar in figura 3.5 b) este reprezentata

familia 2.

a) b)

Fig. 3.5. Familia de arbori # (cazul a)) si familia de arbori Z (cazul b)).

Urmatorul algoritm determina daca un arbore G apartine sau nu familiilor # sau & .
Algoritm 3.1.
Input: Un arbore conex neorientat G =(X;U).
Output: DA #: G apartine familiei 4, sau DA#& : G apartine familiei £, sau NU: G nu
apartine nici unei familii.
1: if 0<|X(G)|<5 then return NU
if 0<diam(G)<2 or diam(G) >5 then return NU
if diam(G) =4 then goto step 9
flag=0
for every xe X do

if I'(x) >3 then flag « flag +1

e A T S

if flag =2 then return DA #

96



8: else return NU

9: forevery x,y,ze X, Xy, y#2, X2z do
10: if d(x,z)=d(y,z)=diam(G) and T'(x) \I'(y) # < then return DAZ
11: return NU

Teorema 3.6. Algoritmul 3.1 determind in timp O(n*) dacd un arbore conex neorientat G
apartine familiei 4 sau familiei & .

Demonstratie: Corectitudinea algoritmului rezultd din constructia grafurilor din familiile
A4 si &. Evident, pasii 1, 4, 7, 8 si 11 se executd in timp constant. Pasii 2 si 3 determina
diametrul arborelui G si daca pentru aceasta se foloseste algoritmul Floyd—Warshall [72], atunci
complexitatea de executie a pasilor 2 si 3 este O(n?). In pasii 5 si 6 se executd doar o singura
parcurgere a varfurilor arborelui G, prin urmare timpul necesar pentru implementarea este O(n).
Dupa executia pasilor 2 si 3 devin cunoscute toate perechile de varfuri distanta dinte care este
egali cu diametrul arborelui G, ceea ce implica ca pasii 9 si 10 se executd in timp O(n®). In baza
celor mentionate putem afirma ci complexitatea finald a algoritmului este O(n®).

Fie L=[X,X,,...,X] un lant intr-un arbore G, k>2. Prin R _(X) vom nota multimea de
varfuri ve X (G), pentru care exista un lant L'=[X,...,v] in G, astfel incat L' nu contine varfuri
din L, cu exceptia varfului x, care apartine lui L.

Teorema 3.7. Pentru un arbore G exista o 2-divizare d-convexa netriviala daca si numai
daca este satisfacuta una din conditiile:

a) diam(G) >5;

b) Ge#;

c) Ge?.

Demonstratie: Orice graf, care poate fi divizat in doud multimi d-convexe netriviale,
contine cel putin N> 6 varfuri.
VVom analiza 2-divizare d-convexa netriviala a arborelui G in dependenta de diametrul lui.

Presupunem cid diam(G)=2. In acest caz G reprezintd un graf stea, dar se verificd

nemijlocit ca nici un graf stea nu poate fi divizat in 2 multimi d-convexe netriviale.

Presupunem acum ca diam(G)=3. Selectam doua varfuri Xx,Xx'e X(G), pentru care
existd un lant L=[X,y,z,x7]. Evident, lungimea lantului L este egala cu diametrul lui G si nu

existd un alt lant care uneste varfurile X si X'. Rezulta ca x si x' sunt doud varfuri terminale in
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G, adica, I'(x)={y} si I'(x')={z}. Conditia n>6 implicd existenta incd cel putin a doua
varfuri diferite de X, y, z si X'. Fie ve X(G) este diferit de X, y, z, X' si ve R_(y), astfel incat
d(v,y)=2, sau veR (z) si d(v,z)>2. Atunci, se obtine o contradictie, deoarece
d(y,x")=d(x,z) =2 si lungimea lanturilor L* =[x",z,y,...,v] si L* =[X,V,z,...,v] este mai mare
decat 3. In consecintd, toate varfurile arborelui G, diferite de x, y, z, X' sunt adiacente cu y sau cu
z. In acelasi timp, daca T'(y) ={x,z} sau I'(z) ={y,x'}, atunci se verifica ca pentru G nu existi
nici o 2-divizare d-convexa netriviala. in caz contrar, existd o 2-divizare d-convexa netriviala:
7 (G) ={{x YYUR.(V).{z, x3TUR_(2)}.
Cu alte cuvinte, in cazul diam(G) =3 arborele G poate fi divizat in doua multimi d-convexe

netriviale daca si numai daca G € #.

Presupunem ca diam(G) =4. Selectam doua varfuri x,x'e X(G), pentru care exista un
lant L=[X,y,2z,h,x". Desigur, lungimea lantului L este egala cu diam(G) si varfurile x si X'
sunt terminale. Conditia n>6 implica existenta cel putin a unui varf v ,diferitde x, y, z, h si x".
Daca v este adiacent cu y sau cu h atunci pentru G exista o 2-divizare d-convexa netriviala:

2 (G) ={{x, YYUR _(y),{z,h,xIUR_(z) UR_(h)} sau
2(G) ={{x, v, ZUR_(Y)UR (2),{n,x TUR_(h)}, respectiv.

Admitem ca nu exista varfuri diferite de X, y, z, h si X', care sa fie adiacente cu y sau cu h.

Rezultd ca existd varfurile z' diferite de y, h si adiacente cu z. Dacd |I['(z')| =1 sau |I'(z')|=2,

pentru orice astfel de varfuri z', atunci se observa ca pentru G nu exista 2-divizare d-convexa

netriviala. Admitem ca sunt cel putin doua varfuri z" si z" diferite de z si adiacente cu z', ceea

ce insemna ca |I'(z)[>3. Atunci, exista un lant L=[z"z',z,y,X]. Cum anterior a fost
demonstrat, in aceste conditii, pentru G exista o 2-divizare d-convexa netriviala. Generalizand

toate cele spuse, putem afirma ca in cazul diam(G) =4 exista o 2-divizare d-convexa netriviala
a arborelui G daca si numa daca Ge#.

Presupunem ca diam(G) >5. Exista doua varfuri terminale x si X' in G, astfel incat
d(x,x") =diam(G). Fie L=[x,x%x%,...,x*,xT, k=4, un lant in G, care uneste varfurile X si
X'. Evident, L contine cel putin 6 varfuri. Mai mult, lantul L este unic. Prin urmare, lanturile
[x,x,,x*] si [¥%..,x*,x] genereazi o divizare a grafului G in douid multimi d-convexe

netriviale:

2(6) = {0aULL R 0O UULR 00}
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Teorema 3.8. Pentru orice arbore G cu N>6 vdrfuri, care poate fi divizat in multimi

d-convexe netriviale, exista p-divizare d-convexa netriviala, 2< p <0,;™(G).

Demonstratie: Pentru arborele, care poate fi divizat in multimi d-convexe netriviale,

existd o divizare d-convexa netriviald maxima 2, (G). Daca 6 (G) =2, atunci teorema este

demonstratd. Daca 6, (G)>3, atunci repetim de 6, (G)—2 ori procedura descrisd in
demonstratia Teoremei 3.5, astfel se genereaza p-divizarile d-convexe netriviale,

2< p <7 (G). Prin urmare, afirmatia teoremei este satisfacuta.

Consecinta 3.4. Pentru orice arbore G cu n>6 varfuri, care poate fi divizat in mulfimi
d-convexe netriviale, exista o 2-divizare d-convexa netriviala.

Consecinta 3.5. Pentru un arbore G cu n>6 vdrfuri exista o p-divizare d-convexa
netriviala pentru orice p, 2<p<0;"(G), daca si numai dacd este satisfacutd una din
conditiile:

a) diam(G) =5;

by Ge #;

c) Ge?.

Fig. 3.6. Familia 5(G) a unui arbore G.

Fie C(G) multimea varfurilor terminale ale arborelui G, iar x un varf, care satisface una
din conditiile:

a) [IF(X)NC(G) = 2;

b) exista un varf y e I'(x), astfel incat I'(y) ={x,z} si zeC(G).

Definim multimea

S, =G U{ve X(G):veT'(X)NC(G)}U{v,,v, € X(G):I'(v,) ={x,v,},v, €C(G)},
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pe care 0 vom numi multimea terminala netriviala a arborelui G. Remarcdm ca S, formeazd o

multime d-convexd netriviald a lui G. Vom spune ca un varf z al arborelui G corespunde
multimii S, , dacd z se contine in S, .

Prin 5(G) vom nota familia multimilor terminale netriviale ale arborelui G. De exemplu
pentru arborele G din figura 3.6 se obtine familia S(G) ={S, ={x,%,, %}, S, ={X, X5, X0, X1}
les :{X15’ Xi6s X7, X18}’ wa :{X191 X201 X21}a sze :{Xze’ Xa71 Xag) ng}}-

Lema 3.7. Multimile terminale netriviale din S(G) Sunt disjuncte douda cdte doud.

Demonstratie: Presupunem contrariul. Atunci exista cel putin doud multimi terminale

netriviale diferite S _si S, , care se intersecteazi. In baza definitiei multimilor terminale

y 2
netriviale rezultd cd X =Y si prin urmare S, =S, . Contradictie obtinuta demonstreaza afirmatia
lemei.

Lema 3.8. Familia 5(G) este unica in G.

Demonstratie: Corectitudinea lemei rezulta din definitia multimii terminale netriviale si

din Lema 3.7.

Lema 3.9. Orice multime terminala netriviala din S(G) apartine exact unei singure

multimi din p@c”n‘” (G), astfel incat oricare doua multimi terminale netriviale nu apartin aceleiasi
multimi din pggax (G).
Demonstratie: Tinand cont de definitia multimilor terminale netriviale si definitia divizarii
d-convexe, rezulta ca orice multime din S(G) apartine exact unei singure multimi din pﬁc?“ (G).
Presupunem ca existd o multime C e pﬁcmn“ (G), in care se contin cel putin doud multimi
terminale netriviale ale arborelui G. Fie 5. este familia multimilor terminale netriviale, ce fac

parte din C si k=|sS.[>2. Din Lemele 3.7 si 3.8, cunoastem cd S(G) este unica si toate

multimile terminale netriviale sunt disjuncte douad cate doua. Putem diviza C in multimi

d-convexe netriviale disjuncte S;, S,, ..., S,, astfel incat fiecare multime sd contind exact o
multime terminald netriviala din S.. Daca unele varfuri din C raman neacoperite cu multimile
S, S,, ..., S, atunci din aceste varfuri selectam un varf x, astfel incat x sa fie adiacent cu un

varf yeS,Se{S,,S,,...,S,}, si il adaugam la S. In cazul in care mai ramén varfuri neacoperite,
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repetdm operatia. Deoarece k>2, obtinem o noud divizare d-convexad netriviala 2(G) care

satisface inegalitatea [2(G)| =

2 o (G)‘. Contradictie obtinutd demonstreaza corectitudinea
lemei.

Lema 3.10. Pentru orice arbore G cu 2<diam(G)<4 exista cel putin o multime
terminala netriviala.

Demonstratie: In baza definitiei multimii terminale netriviale putem afirma ci orice
arbore G, diametrul caruia este diam(G)=2, contine exact o multime terminald netriviala
S, = X(G). Se verificd cu usurintd cd pentru un arbore Ge# existd exact doud multimi
terminale netriviale si pentru un arbore G € & exista cel putin doua multimi terminale netriviale.
In mod similar, se verifica ca pentru un arbore G cu diam(G) =3, care nu apartine familiei 4,
sau cu diam(G)=4, care nu face parte din &, exista exact o singura multime terminala

netriviald S, = X (G) . Prin urmare, lema este demonstrata.

X

Lema 3.11. Pentru orice arbore G cu diam(G) >5 exista cel putin douda multimi terminale

netriviale.

Demonstratie: Fie G un arbore cu diam(G) >5. Fie atunci X si y doua varfuri, astfel incat
d(x,y) =diam(G). Admitem ca X nu corespunde nici unei multimi terminale netriviale din G.
Din definitia multimii terminale netriviale rezulta ca X este adiacent cu varful z care, la rindul
sau, este adiacent cu cel putin doua varfuri diferite de X, toate neterminale. Fie z,, z,, ..., Z,,
k >2, varfurile diferite de x si adiacente cu z. Deoarece G este un arbore, lantul ce leaga
varfurile X si y contine exact un varf z'e€{z,z,,...,z,}. Din faptul ca z;, z,, .., z, nu sunt
varfuri terminale, pentru orice 2"e€{z,2,,...,Z, }\{z'} existd un alt varf z* diferit de z, astfel
incat z* este adiacent cu z". Intrucat, pentru orice doud varfuri in G existd doar un singur lant
ce le uneste, pentru z* se obtine d(z*,y) >diam(G). Astfel, are loc 0 contradictie. Din aceleasi

considerente, se obtine o contradictie dacd se presupune cd y nu corespunde nici unei multimi

terminale netriviale. Dat fiind faptul ca diam(G)>5, varfurile x si y corespund multimilor
terminale netriviale diferite. Prin urmare, pentru un arbore G cu diam(G) >5 exista cel putin

doua multimi terminale netriviale.

In cele ce urmeaza propunem un algoritm, care determind toate multimile terminale

netriviale ale arborelui G.
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Algoritm 3.2.

Input: Un arbore conex neorientat G =(X;U).
Output: Familia de multimi terminale netriviale S(G).
1: 5(G)« I, C(G)«Y
2: forevery xe X do
3: if |T(x)|=1 then C(G) «— C(G)U{x}
: for every xe X\C(G) do
flag=0
for every yeI'(x) do

4
5
6
7. if I'(y)={x,z} and zeC(G) then flag =1
8 if |IT(X)NC(G)[>2 then flag =1

9

if flag =1 then
10: S, ={¢U{ve X(G):veT' (x)NC(G)}U
Hv,,v, e X(G):T'(v,) ={x,v,},v, €eC(G)}
11: 5(G) « s(G)UL{S,}

12: return s(G)

Teorema 3.9. Algoritmul 3.2 determina in timp O(N°) familia de multimi terminale

netriviale $(G) a unui arbore conex neorientat G.

Demonstratie: Corectitudinea algoritmului rezultd din Lemele 3.7, 3.8, 3.10 s1 3.11. Este
evident cd pasii 1 si 12 se executd in timp constant iar pasii 2 si 3 au nevoie de o singura
parcurgere a varfurilor grafului G, de unde rezulta ca complexitatea executiei acestor pasi este
O(n). In pasii 4 - 11 se executd doud cicluri imbricate, ceea ce inseamni ci complexitatea

pasilor 4 - 11 este O(n%). Asadar, complexitatea finali a algoritmului pentru determinarea

familiei de multimi terminale netriviale este O(n?).

Fie £(G) familia de subarbori, care se obtine dupa eliminarea din G multimilor terminale

netriviale din familia s(G).

Teorema 3.10. Daca G este un arbore, atunci:

{IS(G)I+ZG.€2(G)9C“S“(G ), dacd |X(G)|=3;

O (G)= .
0, daca 0<|X(G)|<2.
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Demonstratie: Tinand cont de Lema 3.9, se observa ca prin eliminare din G a multimilor

terminale netriviale care apartin familiei $(G), de fapt, se sterg multimile d-convexe netriviale

minimale, care contin multimile terminale netriviale respective. Mai mult, dupa efectuarea

acestor eliminari se obtine familia de subarbori £(G), dintre care unii pot contine, la randul sau,
multimile terminale netriviale.
Daca 0<|X(G)|<2, atunci evident 67> (G)=0. In caz contrat, daca |X (G)| >3, atunci

tinand cont de Lemele 3.7, 3.8, 3.10 si 3.11, se obtine:

0> (G) 4 S(G) |+, O (G).

G'e£(G) “¢Cn

Propunem o procedura recursiva Maxé@(G), care determina numarul de divizare d-convexa
netriviald maxima &, (G) pentru un arbore G si vom demonstra cd procedura Maxd(G) se
executa In timp polinomial.

Maxé(G)

Input: Un arbore conex neorientat G =(X;U).

Output: Numarul de divizare d-convexa netriviala maxima 6, (G).

1: if 0<|X(G)|<2 thenreturn 0
apply Algoritm 3.2: cu ajutorul Algoritmului 3.2 se determina familia $(G)

for every S € 5(G) do

X« X\S
for every {x,y}eU do

if xg X or yg X then U «—U\{{x, y}}.
EG)«Y
for every componenti conexa G'e G do
E(G)«E(G)U{G?}
10: for every G'e £(G) do

11: apply Maxé@(G")
12: return 65>(G) 5 5(G) |+ O™ (G

G'eg(G) ¢n

Teorema 3.11. Procedura Max@(G) determing in timp O(n®) numdrul de divizare

d-convexa netriviald maxima 6, (G) a arborelui G.
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Demonstratie: Tinand cont de Teorema 3.10, putem afirma ca procedura Max@(G)
returneaza numarul 6, (G). Conform Teoremei 3.10, timpul de executie al procedurii

Maxd(G) in caz general este:
Kk
T(n)=_T(n)+0O(n*),
i=1

unde >* n <n—6si k>1.

In cel mai rau caz, orice arbore examinat contine exact doud multimi terminale netriviale,
astfel incat fiecare din ele consta din trei elemente, dupa eliminarea carora din G ramane un

singur subarbore. In acest caz timpul de executie este:
T(n)=T(n-6)+0(n%).
Folosind progresia aritmetica, obtinem T(n)=0(n*). Asadar, complexitatea finald a procedurii

Max&(G) este O(n®).

Fig. 3.7. Familia de subarbori £(G) ={G',G"}, obtinutd dupa eliminarea din graful G,
reprezentat in figura 3.5, multimilor terminale netriviale din $(G).

In exemplul ce urmeazia vom reprezenta schematic determinarea numarului 67 (G)
pentru un arbore G, in baza procedurii Maxé(G). Fie G un arbore din figura 3.6, pentru care
familia de multimi terminare netriviale este:

S(G)={S,, ={x. % %} Sy, ={Xe: X5, X100 X3} Sy, ={Xi51 X4 X7, X5}
Sy, ={Xq, xzo,x21},SXZG ={Xo5, Xo7, X1 Xo0 } } -

Dupa eliminarea multimilor, ce apartin familiei S(G), din graful G se obtine familia de

subarbori £(G) ={G',G"} reprezentata in figura 3.7, careia ii corespund urmatoarele familii de

multimi terminale netriviale:
sS(GY) :{Sx6 :{XA’X51X67X7}’ lez ={X15, X3, X1u 3},
s(G) =15, =X(G}
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Dupa eliminarea multimilor, care apartin familiei S(G'), din graful G', si @ multimilor, ce
apartin familiei S(G") din graful G", se obtin grafurile nule. Astfel, se determina numerele
(G4 5(G" =1, 65*(G) = S(G) =2 si |s(G)|=5. Prin urmare avem:

0.7 (G) 54 5(G) | +05 (G +0;(G") =8.
Consecinta 3.6. Se determind in timp O(n°) dacd pentru un arbore G cu N>=6 vdrfuri

L o v Lo . n
exista o p-divizare d-convexa netriviala pentru orice p, 1< p < [EJ .

3.4. Acoperirea d-convexa minima pentru grafuri speciale

Intr-o serie de lucrari s-au examinat multimile d-convexe si diferite caracteristici numerice,
legate de multimi d-convexe pentru clase speciale de grafuri obtinute din operatiile fundamentale
pe grafuri: [28], [55], [54], [55]. Prezinta interes studierea acoperirilor d-convexe si determinarea
numerelor ™ (G) si @l"(G) pentru clase speciale de grafuri, obtinute din operatiile binare pe
grafuri neorientate, cum ar fi suma grafurilor, coroana grafurilor, produsul cartezian si produsul

lexicografic.

Vom nota prin G[S] subgraful grafului G =(X;U) indus de multimea de varfuri S < X .

Pentru a indica o muchie cu extremitatile x si y vom mai folosi notatia Xy. Reamintim ca un varf

adiacent cu toate celelalte varfuri ale grafului se numeste varf universal.
Ps i X(G*H) — X(G), ps((g,h))=g, este proiectia pe G si p, : X(G*H)—> X(H),
p, ((9,h)) =h, proiectia pe graful H, unde prin simbolul * se noteazd operatia produsul

cartezian sau produsul lexicografic.
Definitia 3.1. [35] Numarul minim de clici care acopera un graf G se numeste numdrul de
acoperire cu clici si se noteaza prin 6(G) .

Familia de clici ce acopera graful G si corespunde numarului 6(G) se va nota prin 2,(G).

Definitia 3.2. [54] Multimea nevida S — X se numeste nonconexa in graf G =(X;U)
daca pentru oricare pereche de virfuri X,y € X(G)\S, care respecta egalitatea d(X,y) =2,
are loc relatia:

reNr(y)Ns=9.
Fie P(G) familia de multimi d-convexe, reuniunea carora este egald cu X (G). Notam prin

P(P(G)) acoperire d-convexa a grafului G, care constd din multimile, ce apartin familiei P(G).
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Urmeaza cateva afirmatii de care vom avea nevoie in cele ce urmeaza, corectitudinea

carora poate fi verificata cu usurinta:

Afirmatia 3.1. Daca G este un graf conex neorientat cu n>2 vdarfuri, atunci pentru

orice virf x € X(G) exista o multime d-convexa S < X (G), astfel incdt X€ S si |S| =2.

Afirmatia 3.2. Daca G este un graf conex neorientat cu n>3 vdrfuri, atunci existda

familia 2 i (G), astfel incdt pentru orice multime S e 2 (G) are loc inegalitatea |S|> 2.

Afirmatia 3.3. Daca G este un graf conex neorientat cu n>3 vdrfuri, atunci existd

familia 2,(G), astfel incat pentru orice multime S €2,(G) are loc inegalitatea [S|> 2.

Lema 3.12. Daca G este un graf conex neorientat cu n >3 vdrfuri, care contine un varf

universal x, atunci pentru orice vdrf g € X(G) exista o multime d-convexa S < X(G), astfel

incdt X,g €S si |S|=3.

Demonstratie: Fie x un varf universal al grafuluiG=(X;U), ceea ce Inseamna ca
['(x) = X \{x}. Presupunem ca G[I'(x)] este un graf neconex, prin urmare exista k>2
componente conexe G,[I'(x)], G,[['(X)], ..., G, [I'(x)] ale grafului G[I"(x)]. Pentru oricare doua
varfuri x, € X(G[I'(X)]) si x, € X(G;[T(X)]), i# j, 1<i, j<k, se obtine o multime d-convexa
netriviala {X, X, X, }.

Presupunem acum ci G[I'(X)] formeazi un graf conex. In acest caz pentru orice varf'y al
multimii X (G)\{x} existd cel putin un varf adiacent z e X(G)\{x}, pentru care multimea
{Xx,y, z} este d-convexa netriviala.

Consecinta 3.7. Daca G este un graf conex neorientat cu n >4 vdarfuri, care contine un
varf universal, atunci existda o acoperire d-convexa netriviala a lui G.

Consecinta 3.8. Daca G este un graf conex neorientat cu n >4 vdrfuri, care contine un

varf universal, atunci are loc egalitatea ™" (G) = pI""(G).

c

Demonstratie: Presupunem ci relatia ¢ (G)=¢l"(G) nu este satisficuti, ceea ce
insemnd ca @™ (G) <@ (G). Fie x un varf universal al grafului G si P i (G) o acoperire

c cn

d-convexa minima, care satisface Afirmatia 3.2. Inlocuim fiecare multime S e P{pmm (G), |S| =2,

cu o multime d-convexa netriviala S, dupa cum este descris mai jos.

nt?
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Dacd x¢ S, atunci S, =SU{X}. Se observa ca S formeaza un triunghi in G, adica S,
este 0 multime d-convexa netriviala. Fie ca S={x,y}. Daca |['(y)|=1, atunci S, =SU{z},
unde varful z este adiacent cu x si diferit de y, dar daca |I'(y) > 2, atunci z este diferit de X, si
adiacent cu y. In ambele cazuri multimea S este d-convexi netriviali. Efectuind toate

inlocuirile, elimindm multimile ce se contin in reuniunea celorlalte si obtinem 0 acoperire

d-convexa netriviala 2(G). Usor ne putem convinge ca pentru familia obtinuta 2(G) are loc

inegalitatea |P(G)| S‘%mm (G)‘, care implica relatia @™ (G) < @™ (G). Am obtinut contradictie,

C

prin urmare este demonstrata corectitudinea consecintei.

Suma grafurilor

Suma grafurilor G si H, notatd prin G+H, este un graf cu multimea de varfuri
X(G+H)=X(G)+X(H) si UG+H)=UG)UUH)U{xy:xe X(G),y e X(H)}.

Teorema 3.12. [54] Daca G este un graf conex neorientat, K un graf complet cu m
varfuri si C=S,US, o submultime proprie a multimii X(G+K_), S, < X(G), S, < X(K,),
atunci C este d-convexa in G+K,, daca si numai daca cel putin una din afirmatiile este
satisfacuta.

a) S, formeaza o clica in G,

b) S, = X(G)\S si S, =X(K,,), pentru o multime nonconexa S din G.

Lema 3.13. Daca G este un graf conex neorientat cu n varfuri, diam(G) =2, K_ este un
graf complet cu m vérfuri si C=S,US, este o submultime d-convexa proprie a multimii
X(G+K,), S, < X(G), S, X(K,), atunci S, este d-convexd in G.

Demonstratie: Tinand cont de Teorema 3.12, vom considera doud cazuri. Daca multimea
S, formeaza o clica in G, atunci evident S, este o multime d-convexa. Daca S, nu formeaza
clica in G, atunci S, < X(G)\S si S,=X(K,,), pentru o multime nonconexa S din G. Sa
presupunem ca S, nu este o multime d-convexa in G. Fie ca x si y doua varfuri ale multimii S, ,
astfel Incat exista un varf z € <X, y) o+ care nu apartine multimii S, . Din conditia diam(G) =2, se
obtine d(x,y)=2, zel'y(X)NT;(Y), ceea ce inseamna ca z € S, . Asadar, contradictie obtinuta

demonstreaza lema.
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Teorema 3.13. Pentru graful conex G cu n vdrfuri si graful complet K cu m vdrfuri sunt
adevarate afirmatiile:

1) o™ (G+K,_)=2,dacd G este graf complet;

c

2) q)mi” (G+K,)=2,daca G este graf complet si n+m=>4;

cn

3) o™ (G+K,)=0n"(G+K,) =9 (G), daci diam(G) =2;

C Cc

4) (Dmin (G + Km) = (pcmnin (G + Km) < (pmin (G) , daca diam(G) > 3.

C C

Demonstratie: 1) Presupunem ca G =K, . Atunci, avand in vedere definitia sumei
grafurilor, rezulta ca graful G+ K este un graf complet. Grafurile G si K, contin cel putin
cate un varf, prin urmare se obtine egalitatea:

o™ (G+K, )=2.

2) Presupunem G =K si n+m=>4. Cum anterior a fost mentionat, graful G+K este
complet. Deoarece n+m=>4 si fiecare multime d-convexa netriviala consta din cel putin trei
elemente, se obtine relatia:

oo (G +K,) =2
3) Presupunem ca diametrul grafului G este diam(G)=2. Fie C o multime d-convexa

proprie a multimii X(G+K,), care satisface conditiile Teoremei 3.12. Din Lema 3.13 rezulta ca

X(G)NC formeazia o multime d-convexda in G. Fie 2 i (G+K,,) o acoperire d-convexa

{X(G)N S}, care

minima a grafului G+ K . Se obtine o familie de multimi P(G) = USG%in k)

nu contine multimea X(G), ceea ce inseamnd ci are loc relatia |P(P(G))| <P"(G+K,) si
rezulta inegalitatea:
" (G) <@ (G+K,).

Tindnd cont de Afirmatia 3.2, fie ?%mm (G) o acoperire d-convexa minima a grafului G,
pentru care orice multime S ep%mm (G) satisface inegalitatea |S| > 2. Prin urmare, se obtine o
acoperire d-convexa netriviala 2(G+K_,) a grafului G+K_ , prin addugarea multimii X (K, )
laY,, Y e 2 i (G) pentru orice i, 1<i <@ (G). Evident, pentru familia 2(G +K_ ) se respecti
conditia |p(G + Km)| =" (G) si au loc relatiile:

M (G+K,) <oi"(G+K,) < g™ (G),
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de unde se obtine @™ (G+K_ )=¢""(G+K,)=¢™(G).

C
4) Presupunem acum ca diametrul grafului G este diam(G)>3. Cum s-a mentionat mai
sus, orice acoperire d-convexd minima a grafului G, care corespunde Afirmatiei 3.2, genereaza o

acoperire d-convexa netriviala a grafului G+K_, ceea ce implicd corectitudinea relatiei

m?>

PM"(G+K )< @™ (G). Se observi ci exista grafurile conexe M, diam(M) >3, pentru care are

loc inegalitatea stricta ™" (M + K,) <o "(M).

cn

X X Xg Xg  Xip
Fig. 3.8. Suma grafurilor M si K, X (K,) ={k},@" (M +K,) <™ (M).

De exemplu, pentru graful reprezentat in figura 3.8, obtinut din suma grafurilor M si K,,

X (K,) ={k}, exista acoperirea d-convexa netriviald minima:
2o (M K ={{x, %, %5, K36, X5 X0, K3 DX, %6, K3 (X4 %6, K3
dar acoperirea d-convexa minima a grafului M este:
2o (M) ={06, X3 0%, % 1% X 3 1% %o %} 1% 3

cu alte cuvinte p"(M +K)) =4, " (M) =6 si ¢I"(M +K)) <@™(M).

Pe de alta parte, cunoastem ca orice acoperire d-convexa netriviald reprezinta un caz

particular al acoperirii d-convexe arbitrare. Deoarece orice varf ke X(K,) este universal in
G+K,,, conform Consecintei 3.8 obtinem @™ (G+K_)=¢""(G+K_).Prin urmare, rezulti
relatiile:

P (G +K,) = ol (G+K,) < 9" (G)

c

Teorema 3.14. [54] Daca G si H sunt doud grafuri conexe necomplete, atunci
submultimea proprie C=S,US, a multimii X(G+H), S cX(G), S,cX(H), este

d-convexa in G+H daca si numai daca S, si S, formeaza clici in G si respectiv in H.

Teorema 3.15. Pentru doua grafuri conexe necomplete G si H este adevarata relatia:

OG+H)=p"(G+H)=¢""(G+H)=max{dG),o0(H)}.

c
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Demonstratie: Din Teorema 3.14 se stie ca orice multime d-convexa a grafului G+H

formeazd o clica. Aceasta inseamnd ca orice acoperire d-convexd a sumei G+H este o

acoperire cu clici. Astfel, avem ¢@™(G+H)=0(G+H). Fie Pwmm(G+H) 0 acoperire

d-convexa minima a grafului G+H . Tinand cont de Teorema 3.14, se obtine o familie de

multimi = , care nu contine multimea st toate multimile
Itimi P(G) {X(G)NS} ti Iti X(G) si Itimil

S€P in (G+H)
P
careia formeaza clici in G. Prin urmare, se obtine inegalitatea |P(P(G))| <@™(G+H), care la

randul sau, implici relatia O(G)<@™(G+H). Prin analogie, se demonstreazi ca

P(P(H))|< @™ (G+H) pentru familia de multimi P(H)=|J,_,

in (G+H
€ wcmln( )

{X(H)NS}, de unde

rezulta O(H) < @™ (G +H). Astfel, are loc inegalitatea:

C

max{f(G),0(H)}< o™ (G +H).

Tinand cont de Afirmatia 3.3, consideram acoperirile minime cu clici 2,(G) si 2,(H) ale
grafurilor G si respectiv H, astfel incat orice multime din 2,(G) si 2,(H) consta din cel putin
doud elemente. Daca 8(G) > @(H), atunci construim acoperirea cu clici netriviale 2(G+H), se
are 1n vedere ca fiecare clicd contine nu mai putin de 3 varfuri, astfel incat se satisface egalitatea
|P(G + H)| =6(G) . Deoarece orice multime d-convexa din G+ H este o clica, putem uni X, cu
Y,,unde X, €2,(G) si Y, €?,(H), pentru orice i, 1<i<H(H), si apoi unim multimea X; cu Y,
pentru orice i, O(H)+1<i<6(G). Din aceleasi considerente, daca 8(G) <&(H), atunci poate fi
construitd acoperirea cu clici netriviale 2(G+H), pentru care |¢(G +H )| =6(H). Prin urmare,
au loc relatiile:

PM™ (G +H) < gi™(G+H) <max{d(G), 0(H)}.
In final, obtinem:

OG+H)=p™(G+H) =9 (G+H)=max{d(G),0(H)}.

Cc
Coroana grafurilor
Coroana grafurilor G si H, notata prin G® H , este un graf care se obtine, luand o copie a
grafului G si n copii ale grafului H, |X(G)| =n, si apoi unind prin intermediul muchiilor varful i
al grafului G cu toate varfurile copiei i a grafului H.
Vom considera o versiune generalizata a coroanei grafurilor. Fie G un graf conex cu n

varfuri si fie H,,Hy ,...H, , {9,,9,,-.,9, 3= X(G), grafuri conexe. Atunci vom nota prin
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(G{9,,9,,- 9 HD(H, ,H, ,....H, ) graful care se obtine, ludnd o copie a lui G si unind prin
intermediul muchiilor varful g; cu toate varfurile grafului H/ , pentru orice i, 1<i<k. Daca
H, =Hg, =---=H, =H, atunci vom folosi notatia (G{9,,9,,..,9,})®H . Daca k=n,

coroana grafurilor (G;{9,,9,,....9,})@®H se vanotaprin G&H.

Teorema 3.16. [55] Daca G este un graf conex  neorientat  §i
Hy . Hg o Hy {90,959 3= X(G), sunt k copii ale grafului neorientat H, atunci
multimea nevida C < X(G® H) este d-convexd in G®H daca si numai daca este satisfacuta

una din conditiile:

a) C este d-convexa in G;

b) Cinduce un subgraf complet in H pentruun varf g €{9,,9,,--» 9.}
C) G[C]=(G[S];{Sl,Sz,...,sl})@(H;,H;,...,H;), multimea S este d-convexa in G,
{s,8,,.-.»5}r<S, {s,S,,-,5}<={9,, 95, .-, 9, } s1 multimea X (s, + H;) este d-convexa

in s, +H, , pentruorice i=12,..,1.

Teorema 3.17. Pentru doua grafuri conexe G cu n varfuri, H cu m varfuri si orice

submultime de varfuri {9, 9,,..., 9,y < X(G) sunt adevarate afirmatiile:

l) Q)min (G @ H) =2 ,daca n =1 §I H este graf COmpIEt;

c

2) oM™ (G®H) =2, daca n=1, H este graf complet si m>3;

cn

3) @"(GOH) =" (GOH) =" (H), dacd n =1 si diam(H)=2;

C C

4) P"MGOH)=gM™(GO®H)<@™(H), dacd n=1 si diam(H)>3;

C C

5) ¢)min ((G’{91, Uyreeer gk})@ H) = 2, daca n>?2 ;

c

6) pi" ((G{9,,9,- 9 H®H)=2,daca n>2 si k*m+n=>4.

cn

Demonstratie: Presupunem ci n=1. In aceste conditii avem G®H =K, +H si in
rezultat obtinem:
A" (GOH) =" (K, +H).
In consecinta, corectitudinea afirmatiilor 1) - 4) rezultd nemijlocit din Teorema 3.13.
5) Presupunem n>2. Usor se verifica ca multimile X(H,) si X(G) UU:(:2 X(H,)

satisfac conditiile Teoremei 3.16 si prin urmare aceste douda multimi formeaza o 2-acoperire
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d-convexa a  grafului GH{9,,9,,-+9,H)D®H, ceea ce implica egalitatea

2" (Gi{9,,9,,-, 9, )@ H) =2.

6) Si presupunem ci N>2 si k*m+n>4. In aceste conditii, multimea
X((G{9,,9,,-.9, 1) ®H) contine cel putin 4 elemente. Tinand cont de Teorema 3.16, vom
arata existenta 2-acoperirii d-convexe netriviale a grafului (G;{9,,9,,....9,})@®H pentru doua
cazuri:

a) Daca m=1, atunci alegem g'eI'(g)\ X(H,) pentru un varf g €{g,,9,,...,9,}, care
genereaza o 2-acoperirea d-convexa netriviala:

2,(Gi{01 920+ N @ H) = {9, 9 HUXH ). X @),y o g gm0 X Har)):
b) Dacd m=>2, atunci alegem heH, pentru un varf ge{9,,9,,...,9,} si obtinem o

2-acoperire d-convexa netriviala:

2, (Gi{01 920 N @ H) = KU X H)ABUX G,y o oyg X(He)

Produsul cartezian al grafurilor

Produsul cartezian al grafurilor G si H , notat prin GxH , este un graf cu multimea de
varfuri X(G)xX(H), in care varfurile (g,,h,) si (9,,h,) sunt adiacente dacd si numai daca
g,=9, si hh, eU(H),sau h =h, si 9,9, €U(G).

Teorema 3.18. [54] Daca G si H sunt doua grafuri conexe neorientate, atunci multimea
C <= X(GxH) este d-convexa in GxH daca si numai daca p,(C) este d-convexa in G,

p, (C) este d-convexa in H si C = p;(C)x p,(C).

Teorema 3.19. Pentru graful conex G cu n varfuri si graful complet K cu m varfuri, care

satisfac relatia N+mM > 3, sunt adevarate afirmatiile:
1) oM™ (GxK_)=¢M™(G), dacd m=1;
2) oM (GxK_ ) =9I (G), daci m=1si n>4;
3) o™ (GxK_)=2,daci m>2;

4) o (GxK,)=2,daci m>2 sin>3,sau m>3 si n>2,sau m>4,

Demonstratie: 1) Presupunem m = 1. Se observa ci in acest caz G =GxK,. Intrucat

n+m> 3, este clar ci are loc egalitatea ™" (GxK_ ) =g (G).

c
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Presupunem in continuare cd N>4. Se observa cu usurintd cd pentru GxK, existd 0

acoperire d-convexa netriviala dacd si numai daca pentru G existd o acoperire d-convexa

netriviala. In consecinti, obtinem:
P (GxK,)=07"(G).
Astfel, afirmatiile 1) si 2) sunt indeplinite.
3) Presupunem cd m>2. Alegem doua varfuri diferite k,k, € X(K,) si obtinem doua

multimi:

C, ={(9.K): g € X(G),k & X (K,) \{k,}} si

C, ={(9.k):9 € X(G),k e X (K ) \{k, }}
Cum K, este graf complet, ambele multimi C, si C, satisfac conditia Teoremei 3.18, de unde
rezultd cd multimile C, si C, formeaza o 2-acoperire d-convexd a grafului GxK_ si prin
Urmare este adevarata egalitatea:

M (GxK_)=2.
De asemenea, daca n>3, atunci C, si C, formeaza o 2-acoperire d-convexa netriviald a
grafului Gx K si se obtine:
oM (GxK, )=2.

In mod similar, se verifici ci daci m>3 si N>2 sau daci m>4, atunci @I"(GxK_)=2.

cn

Afirmatiile 3) si 4) sunt satisfacute.
Lema 3.14. Daca G si H sunt doua grafuri conexe necomplete, atunci |P(G)|:1 sau

IP(G)\{X(G)}{=2, pentruP(G) = J,_, P (O).

Demonstratie: Fie pwmi" (GxH) o acoperire d-convexa minima a grafului GxH . Evident,
este posibil cazul |P(G)| =1. Admitem ca |P(G) \{X (G)}| =1. Din cele presupuse, rezultd ca
pentru S € P(G)\{X(G)} exista multimea S'e 2 o (GxH), astfel incat p,(S)=S. Daca

{X(G)}« P(G), atunci obtinem o contradictie, deoarece X(G)\S =, ceea ce insemna ca

graful GxH nu este acoperit in intregime cu multimi d-convexe. In cele ce urmeazi

presupunem ca {X(G)}e P(G). Din definitia acoperirii d-convexe, rezulta ca orice multime din

2 in (GxH) contine cel putin un varf rezident. In consecinti, existai he X(H), pentru care

existd un varf (g,h) al grafului GxH, ce apartine multimii S' si nu face parte din
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S"e 2 i (GxH), ps(S")=X(G). Avand in vedere Teorema 3.18, pentru varful h, mentionat

mai sus, si pentru ge X(G)\S, varfurile (g,h) raman neacoperite in graful GxH.

Contradictie obtinuta demonstreaza corectitudinea lemei.
Consecinta 3.9. Daca G si H sunt doua grafuri conexe necomplete, atunci |P(H)| =1 sau

IP(H)\{X(H)}>2, pentru P(H)={J ey P (O}

Teorema 3.20. Pentru doua grafuri conexe necomplete G si H este adevarata relatia:
@ (Gx H) = 93" (Gx H) = min{p™ (G), ¢ (H)}.
Demonstratie: Mentionam ca |X (G)| >3 si |X (H)| > 3. Conform Afirmatiei 3.2, existd o
acoperire d-convexa minima pwc”“” (G), astfel incat fiecare multime din pwé“‘“ (G) contine cel putin

doua elemente. Prin urmare, tinand cont de Teorema 3.18, obtinem 0 acoperire d-convexa

netriviala P2(GxH) a grafului rezultant GxH, care consti din multimile

C, ={(9,h):geS,,he X(H)}, S €2 (G), 1<i<@™(G). Se observi ci are loc egalitatea
[P(GxH)|=¢™(G), care implica relatia PM"(GxH)< @™ (G). Din aceleasi considerente,

daca p(pmm (H) este o acoperire d-convexa minima a grafului H, atunci se obtine o acoperire

d-convexa netrivialda 2(GxH), astfel incat

P(GxH)|:gocmi"(H) si @I (GxH)< @™ (H). Prin

c
urmare:

" (GxH) < gl (G x H) <min{g™ (G), " (H)}.

Fie ?%mm (GxH) o acoperire d-convexa minima a grafului GxH . Avand in vedere
Teorema 3.18, obtinem urmatoarele familii de multimi:
PO =Uscs . PO} 1 PHI=Uy, e {Pu O
Evident, egalitatile |P(G)| =1 si |P(H )| =1 nu se realizeazi concomitent. In baza Lemei 3.14 si

a Consecintei 3.9, vom analiza trei cazuri:

In cazul |P(G)|=1 se obtine |[P(H)\{X(H)}=2. In consecintd, pentru acoperirea
d-convexa 2(P(H)) a grafului G are loc relatia |P(P(H))| <@™(GxH), de unde rezulta
P (H) <™ (GxH). Daca presupunem ci |P(H )| =1, atunci, din aceleasi considerente, avem
P(P@G))|<eM™(GxH) si ¢M™(G)<@™(GxH). Analog, se¢ demonstreazd ci daca

c
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IPG){X(G)}=2 si |P(H)\{X(H)}>2, atunci au loc relatiile @™ (G)<@™(GxH) si
P™(H) <™ (GxH). Combinand aceste trei cazuri, obtinem:

min{e™ (G), ™" (H)}< o™ (G x H).
in final, avem:

P (GxH) =i (Gx H) =min{p™ (G),¢™ (H)}.

Produsul lexicografic al grafurilor

Produsul lexicografic al grafurilor G si H , notat prin Go H, este un graf cu multimea de
varfuri X(GeoH) = X(G)x X(H), in care varfurile (g,,h;) si (g,,h,) sunt adiacente daca si
numai daca 9,9, eU(G) sau g, =9, si hh, eU(H).

Teorema 3.21. [28] Daca C este o submultime proprie a produsului lexicografic conex
GoH, unde G si H contin cel putin cdte doua varfuri si daca C induce un subgraf necomplet al
grafului GoH, atunci C formeaza o multime d-convexa daca si numai dacd urmdtoarele
afirmatii sunt satisfacute:

1) p.(C) este o multime d-convexa in G;

2) {9}x X(H) = C pentru orice varf nesimplicial g € p;(C);

3) H este un graf complet.

Consecinta 3.10. Daca C este o submultime proprie a produsului lexicografic conex
GoH, unde G si H contin cel putin cdte doua varfuri si H este un graf necomplet, atunci C
formeaza o multime d-convexa daca si numai daca ea induce un subgraf complet in GoH si

urmatoarele afirmatii sunt satisfacute:

1) p.(C) induce un subgraf complet in G,
2) p, (C°) induce un subgraf complet in H pentru orice g € p(C), unde

C® ={(g,h) eC: pentru oricehe H}.

Demonstratie: Deoarece graful H este necomplet, din Teorema 3.21 rezulta ca multimea C
induce un subgraf complet in GoH . Din constructia grafului GeH si din Teorema 3.21 se

obtine cd p;(C) induce un subgraf complet in G. Din aceleasi considerente, pentru oricare varf
ge ps(C) multimea respectiva p,(C?) induce un subgraf complet in H, unde

C? ={(g,h) eC: pentru orice he H}.
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Teorema 3.22. Pentru graful conex G cu n varfuri si graful complet K, cu m varfuri, care

satisfac relatia N+m > 3, sunt adevarate afirmatiile:
1) @™ (GoK, =™ (K, oG)=2, daci G este graf complet;

c

2) oM™ (GoK )= (K, oG) =2, daci G este graf complet si n+m=>5, sau n=2 si

m=2;

3) ™ (GoK, )= (K, oG) =9 (G), dacd G nu este graf complet si m=1;

c

4) oM™ (GoK, )=l (K, oG) =" (G), daci G nu este graf complet, n>4 si m=1;

cn

5) ¢ (GoK,)=pI"(GoK,)=2, dacd G nu este graf complet, contine un varf simplicial
sim>2;
6) " (GoK_)=¢"(GoK_)=¢™(G), dacd G nu este graf complet, nu contine vérfuri

simpliciale si m>2;

7) @™ (K oG)=¢"" (K oG)=6(G), daci G nu este graf complet si m>2.

C
Demonstratie: 1) Presupunem ca G este un graf complet. Atunci, se observa ca grafurile
GoK,, si K, oG sunt complete si prin urmare obtinem:
P (GoK,) =" (K, 2G) =2.
Admitem ca N+m=5, sau n=2 si m=2. Grafurile obtinute GoK_ si K oG sunt complete si

contin cel putin cate 4 varfuri, ceea ce inseama ca ele pot fi acoperite cu 2 multimi d-convexe

netriviale, prin urmare au loc relatiile:
P (GoK,) =" (K, 2G) =2.
3) Presupunem ca G nu este complet. Daca m=1, atunci grafurile GoK_ si K oG sunt
identice cu G, ceea ce implica:
P (GoK,) =" (K, °G)=¢"(G).
Din aceleasi considerente, daca se indeplineste conditia n >4, atunci este adevarata si afirmatia

4), cu alte cuvinte avem:
P (GoK,) =95" (K, °G) =" (G).
Admitem ca m>2. Daca G contine un varf simplicial g', atunci alegem doua varfuri diferite
k,,k, € X(K, ), care genereazd doud multimi d-convexe netriviale:
C,=(XG){g I X (K ) U{(g" k) :k e X(K,)\{k}} si
C, =(X(G)\{g I X(K, ) U{(g", k) 1k e X(K;) \{k,}}.
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Usor ne putem convinge ca multimile C, si C, satisfac conditia Teoremei 3.21, ceea ce
inseamnd cd ele formeaza o 2-acoperire d-convexa netriviald a grafului GeoK_. Astfel,
urmatoarele egalitati sunt satisfacute:

o (GoK,) =" (GoK,)=2.
Prin urmare, afirmatia 5) este indeplinita.

Analizam cazul cand graful G nu contine varfuri simpliciale. Se stie din Teorema 3.21 ca

proiectia pg(C) trebuie sa fie d-convexa in G pentru oricare multime d-convexd C din GoK .

Fie P{pmm (GoK_) o acoperire d-convexia minimi a grafului GoK_. In baza familiei

2 (GoK,,), obtinem familia de multimi P(G) = US . {p;(S)}. Deoarece graful G nu

€  in (GoKp)
contine varfuri simpliciale, rezulta cd X(G) nu se include in P(G). Prin urmare, are loc
inegalitatea |2(P(G))| < o™ (G K,,), care implici relatia:
2" (G)< g™ (GoK,).

Fie chmm (G) o acoperire d-convexd minima a grafului G. Atunci, multimile
S, =C,x X(K,,) formeaza o acoperire d-convexa in GoK_, unde C, € 2 (G), 1<i<g™(G),
si prin urmare se obtine inegalitatea @ (GoK_ )<@™(G), care implica
M (GoK_)=¢™(G). Avand in vedere Afirmatia 3.2, obtinem:

oM (GoK,)=90"(G-K,)=¢"(G).

Deci, afirmatia 6) este satisfacuta.

Tinand cont de Consecinta 3.10, Afirmatiile 3.2 si 3.3, in mod similar se demonstreaza ca:
o (K, °G) =" (K, °G) = 0(G).
Astfel, afirmatia 7) este satisfacuta.

Teorema 3.23. Pentru doua grafuri conexe necomplete G si H este adevarata relatia:

P"(GoH) =" (GoH)=0(G-H) =0(G)o(H).

Demonstratie: Din Consecinta 3.10 rezultd ca orice multime d-convexa din GoH

formeazi o clica. Prin urmare, se obtine @™

(GeH)=6(G-H) si se verifica cu usurinta ca
O(G-H)=6(G)4(H) . Tinand cont de Afirmatiile 3.2 si 3.3, avem @™ (GoH)=¢"(GoH).
Asadar, obtinem:

P"(GoH) =" (GoH)=0(G-H) =0(G)o(H).
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3.5. Concluzii la capitolul 3

Tinand cont de faptul ca problema acoperirii grafurilor cu multimi d-convexe, precum si
unele variatii ale acesteia, examinate in capitolul 2, sunt NP-complete, in capitolul 3 au fost
studiate problemele respective pe unele clase de grafuri cu scopul obtinerii rezultatelor teoretice
care au condus la elaborarea unor algoritmi polinomiali de solutionare a problemei de
acoperire/divizare.

In legitura cu studierea problemei de acoperire cu multimi d-convexe a unor clase de
grafuri, in capitolul trei au fost obtinute urmatoarele rezultate de baza: a) au fost stabilite
conditiile de existentd a acoperirii d-convexe netriviale pentru grafurile triangulate, grafurile
cactus si grafurile ce formeaza puterea ciclului; b) au fost determinate conditiile de existenta a

acoperirii unui arbore cu p > 2 multimi d-convexe netriviale. Rezultate similare au fost obtinute

si pentru problema divizarii arborelui in multimi d-convexe netriviale; c) a fost elaborat algoritm

polinomial de determinare a p-divizarii d-convexe netriviale a unui arbore pentru p>2; d) a

fost examinatd estimarea numarului de acoperire d-convexd minima in cazul diferitor operatii
binare definite pe grafurile neorientate. Aceste rezultate poarta mai mult un caracter teoretic si au
menirea de a completa rezultatele precedente cu referite la studierea problemei in cauza.

In baza cercetirilor efectuate in capitolul 3 si a rezultatelor obtinute putem face
urmdtoarele concluzii:

1. Rezultatele obtinute cu privire la studierea problemei de acoperire cu multimi
d-convexe in cazul grafurilor triangulate, grafurilor cactus, grafurilor ce formeaza
puterea ciclului sunt importante din punct de vedere teoretic, reprezintand un suport
pentru elaborarea algoritmilor polinomiali de solutionare a problemelor practice;

2. Cercetarile legate de estimarea numarului maxim de acoperire d-convexa netriviald a
unui arbore au permis stabilirea conditiilor de existentd a acoperirilor d-convexe
netriviale pentru arbori;

3. Rezultatele ce tin de studierea multimilor terminale netriviale a unui arbore se folosesc
pentru estimarea numarului maxim de divizare d-convexa netriviala a unui arbore si
pot servi la solutionarea problemelor de optimizare pe arbori in cazul divizarii
d-convexe netriviale;

4. Obtinerea algoritmului recursiv de complexitatea polinomiald in cazul problemei de
divizare a arborelui in multimi d-convexe netriviale stimuleaza interesul si pentru alte

clase de grafuri cu structura arborescenta pentru care ar exista algoritmi similari;
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5. Cercetarile legate de estimare numarului de acoperire d-convexa minima in cazul unor
operatii binare pe grafuri poartd un caracter teoretic si au menirea de a completa teoria
generala legatd de studierea problemei de acoperire a unui graf arbitrar cu multimi

d-convexe.
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CONCLUZII GENERALE SI RECOMANDARI

Cercetarile efectuate in cadrul tezei ,,Acoperirea cu multimi d-convexe a grafurilor

neorientate” corespund in intregime scopului si obiectivelor expuse in introducerea lucrarii.

Tindnd cont de importanta problemei studiate, mentionata si de catre alti matematicieni (D.

Artigas [30], [31], R. Glantz [76], A. V. Eremeev [15] etc.), in baza rezultatelor personale

obtinute de catre autor in capitolul 2 si 3, putem deduce urmatoarele concluzii generale si

recomandari.

Concluzii generale asupra rezultatelor obtinute:

1.

In baza rezultatelor obtinute in teza de doctor a fost solutionati o problema stiintifica
importantd care consta in demonstrarea NP-completitudinii problemei de
acoperire/divizare a unui graf neorientat cu multimi d-convexe, ceea ce a condus la

necesitatea studierii conditiilor de existentd a p>2 multimi d-convexe, ce formeaza

acoperire/divizare unor clase de grafuri pentru implementarea ulterioard in construirea
metodelor si algoritmilor eficienti de solutionare a problemelor aplicative.

Problema examinatad in teza de doctor ,,Acoperirea cu multimi d-convexe a grafurilor
neorientate” reprezintd o problema combinatoriala de optimizare pe structuri discrete
pentru care au fost obtinute rezultate teoretice importante cu privire la complexitatea
acesteia, precum si algoritmi eficienti de solutionare de complexitate polinomiald in
cazul unor variatii a problemei studiate [2], [41], [47], [49].

Examinarea problemei de acoperire a grafului cu multimi d-convexe, formulata de catre
D. Artigas si partial rezolvata de catre acesta, si obtinerea rezultatelor fundamentale,
prezentate in capitolul 2, permit sd consideram ca problema in cauza este solutionata
integral cu referire la complexitatea acesteia [45], [47].

Rezultatele obtinute in legatura cu studierea multimilor d-convexe netriviale au condus
la obtinerea unor rezultate importante cu privire la acoperirea grafului cu astfel de
multimi, ceea ce reprezintd o problema mai fireasca din punct de vedere aplicativ [2],
[47], [49].

Rezultatele cu privire la acoperirea si divizarea cu multimi d-convexe netriviale a
grafurilor din anumite clase, au permis elaborarea unor metode eficiente de
complexitate polinomiala de solutionare, chestiune importanta, deoarece ambele variatii
ale problemei generale de acoperire s-au dovedit a fi si ele NP-complete [2], [49].
Examinarea (2,t)-acoperirii si (2,nt)-acoperirii a grafurilor neorientate, precum si

corelatiei dintre aceste doud tipuri de probleme, a condus la depistarea unor clase de
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grafuri pentru care exista algoritmi polinomiali de solutionare a problemei de acoperire
[41], [44].

7. Ideile folosite la demonstrarea formulei recurente pentru calcularea numarului maxim
de multimi d-convexe netriviale, ce formeazda o acoperire/divizare a unui arbore au
permis elaborarea metodelor si algoritmilor eficienti de solutionare a problemelor
mentionate pe arbori [42], [43], [49].

8. Estimarile obtinute pentru numarul de acoperire/divizare d-convexa poartd un caracter
teoretic si completeaza intr-un mod reusit rezultatele obtinute in legatura cu studierea
problemei de acoperire grafurilor cu multimi d-convexe de catre alti matematicieni (D.
Artigas, S. Dantas, R. Glantz, L. N. Grippo etc.) [46], [47], [48].

9. Algoritmi elaborati in baza rezultatelor teoretice obtinute pot conduce la o solutionare
mai eficienta in timp a problemelor aplicative (clusterizarea elementelor unei multimi,

proiectarea circuitelor integrate, amplasarea punctelor de deservire etc.) [2], [49].

Algoritmii elaborati si examinati in prezenta lucrare au fost realizati sub forma de biblioteca
de algoritmi implementata in limbajul C#.

Avantajele si valoarea elaborarilor propuse: Cercetarile efectuate reprezintd o extindere
a cunostintelor teoretice, ce tin de acoperirea grafurilor neorientate cu multimi d-convexe.
Elaborarile propuse au o valoare stiintificdA importantd datoritd gradului 1nalt de noutate si
originalitate. Rezultatele obtinute pot fi utilizate in diverse domenii si pot avea aplicatii practice

in diferite probleme de clusterizare pe grafuri.

Recomandiri: Luand in consideratie importanta teoretico-aplicativa a problemei abordate,
precum si complexitatea solutiondrii acesteia, ar fi interesantd continuarea cercetarilor sub

urmatoarele aspecte:

e Deoarece problemele de acoperire si divizare ale grafului in multimi d-convexe sunt
NP-complete, ar prezenta interes elaborarea unor metode si algoritmi aproximativi sau
euristici, care ar permite obtinerea unor solutii satisfacatoare ale problemelor studiate.

e Rezultatele obtinute in legdtura cu problema studiata ar putea fi extinse pentru unele
structuri matematice mai generale, cum ar fi hipergrafurile si complexele de relatii
multi-are.

e Rezultatele prezentate in teza de doctor se referd la cazul grafurilor neorientate finite.
Pentru a reda o completitudine integra problemei de acoperire ar fi potrivit de studiat

si cazul grafurilor infinite. De exemplu, ar prezenta interes intrebarea: care ar putea fi
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structura grafurilor neorientate infinite ce pot fi acoperite cu p=12,... multimi
d-convexe.

Rezultatele obtinute se Incadreazd in tematica unor discipline optionale predate
studentilor din cadrul universitdtilor, ceea ce permite s considerdm cd aceste rezultate

pot servi drept suport pentru o disciplind optionald in cadrul studiilor de licenta sau

master.
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ANEXE

Anexa 1. Construirea structurilor in limbajul C# pentru reprezentarea acoperirii grafului

neorientat cu multimi d-convexe

// Limbajul C#

using System;

using System.Collections.Generic;
using System.Ling;

using System.Text;

using System.Threading.Tasks;

namespace Algorithms

{
// multime
public class Set : HashSet<int>, IEquatable<Set>

{
public Set() : base() { }
public Set(IEnumerable<int> set) : base(set) { }

public Set(Set set) : this(set.AsEnumerable()) { }

public Set Intersect(Set set)

{
Set localset = new Set(this);
localset.IntersectWith(set);
return localset;
}
public Set Union(Set set)
{
Set localset = new Set(this);
localset.UnionWith(set);
return localset;
}
public Set Except(Set set)
{
Set localset = new Set(this);
localset.ExceptWith(set);
return localset;
}
public bool Equals(Set set)
{
if (set == null)
return false;
else return GetHashCode().Equals(set.GetHashCode());
}
public override bool Equals(object obj)
{
if (obj is Set)
return Equals((Set)obj);
else return false;
}
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public override int GetHashCode()

{
return ToString().GetHashCode();
}
public override string ToString()
{
List<int> vector = new List<int>(this);
vector.Sort();
string str = "Set: ";
if (vector.Count == 0)
return str + ".";
for (int i = @; i < vector.Count - 1; i++)
str += vector[i] + ", ";
str += vector[vector.Count - 1] + ".";
return str;
}

}

// acoperire d-convexa
public class ConvexCover : HashSet<Set>, IEquatable<ConvexCover>

{
public Graph graph;

public ConvexCover(Graph graph)
: base()

{
}

this.graph = graph;

public ConvexCover(ConvexCover convexCover)
: this(convexCover.graph)

{
foreach (var set in convexCover)
Add(new Set(set));
}
public void AddSet(Set set)
{
Add(set);
}
public void RemoveSet(Set set)
{
Remove(set);
}

// verifica daca fiecare multime nu se contine in reuniune celorlalte
public bool IsEverySetIsNotContainedInUnionOfOtherSets()

{

foreach (var setl in this)

{
Set localSet = new Set();
foreach (var set2 in this)
if (!setl.Equals(set2))
localSet = localSet.Union(set2);
if (localSet.IsSupersetOf(setl))
return false;
}

return true;
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// verifica daca reuniunea multimilor formeaza o multime de varfuri a grafului
public bool IsUnionEqualsAllVertices()
{
Set localSet = new Set();
foreach (var set in this)
localSet = localSet.Union(set);
if (graph.GetAllVertices().Equals(localSet))
return true;
else return false;

}

// verifica d-convxitatea fiecarei multimi
public bool IsEverySetConvex()

{
foreach (var set in this)
if (!graph.IsConvex(set))
return false;
return true;
}

// verifica daca o familie de multimi se reduce la o acoperire d-convexa
public bool IsReducibleToConvexCover()
{
ConvexCover convexCover = new ConvexCover(this);
Set allVertices = graph.GetAllVertices();
Set localSet = new Set();
if (convexCover.Contains(allVertices))
convexCover.RemoveSet(allVertices);
if (!convexCover.IsEverySetConvex())
return false;
if (!convexCover.IsUnionEqualsAllVertices())
return false;
return true;

}

// reduce o familie de multimi la o acoperire d-convexa
public void ReduceToConvexCover()
{
if (IsReducibleToConvexCover())
{
Set allVertices = graph.GetAllVertices();
if (Contains(allVertices))
RemoveSet(allVertices);

while (!IsEverySetIsNotContainedInUnionOfOtherSets())
{

Set setToRemove = new Set();

int flag = 0;

foreach (var setl in this)

{
Set localSet = new Set();
foreach (var set2 in this)
if (!setl.Equals(set2))
localSet = localSet.Union(set2);
if (localSet.IsSupersetOf(setl))
{
setToRemove = setl;
flag = 1;
break;
¥
}

if (flag == 1)
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Remove(setToRemove);

}

// verifica daca familie de multimi formeaza o acoperire d-convexa
public bool IsConvexCover()
{
if (!IsEverySetConvex())
return false;
if (!IsUnionEqualsAllVertices())
return false;
if (!IsEverySetIsNotContainedInUnionOfOtherSets())
return false;
else return true;

}

// verifica daca familie de multimi formeaza o divizare d-convexa
public bool IsConvexPartition()
{
if (!IsConvexCover())
return false;
foreach (var setl in this)
foreach (var set2 in this)
if (!setl.Equals(set2))
if (setl.Intersect(set2).Count >= 1)
return false;
return true;

}

// verifica netrivialitatea fiecarei multimi
public bool IsEverySetNontrivial()

{
foreach (var set in this)
if (set.Count <= 2)
return false;
return true;
}

// verifica daca se obtine o acoperire d-convexa netriviala
public bool IsNontrivialConvexCover()

{
}

return IsConvexCover() && IsEverySetNontrivial();

// verifica daca se obtine o divizare d-convexa netriviala
public bool IsnontrivialConvexPartition()

{

return IsConvexPartition() && IsEverySetNontrivial();
}
public bool Equals(ConvexCover convCov)
{

if (convCov == null)

return false;

else return GetHashCode().Equals(convCov.GetHashCode());

}

public override bool Equals(object obj)
{

if (obj is ConvexCover)
return Equals((ConvexCover)obj);
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else return false;

}

public override int GetHashCode()
{

string str = H

List<int> vector = new List<int>();

foreach (var set in this)
vector.Add(set.GetHashCode());

vector.Sort();

foreach (var code in vector)
str += code + " ";

str = graph.GetHashCode().ToString() + ":" + str;

return str.GetHashCode();

}

public override string ToString()

{

string str = "Convex Cover: ";
List<Set> listSets = new List<Set>(this);
if (listSets.Count == @)
return str + ".";
for (int i = @; i < listSets.Count - 1; i++)
str += listSets[i] + "; ";
str += listSets[listSets.Count - 1] + ".";

return str;
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Anexa 2. Construirea acoperirii d-convexe netriviale si recunoasterea unor clase de grafuri

cu structura speciala

// familii de grafuri
public enum GraphType

{
FGraph, JGraph, HPrimGraph, HPrimPrimGraph, OtherGraph
}
// graf
public class Graph : Dictionary<int, Set>
{

public Graph() : base() { }

public Graph(Set vertices)

: this()
{
foreach (var x in vertices)
Add(x, new Set());
}
public Graph(Graph graf)
: this()
{
foreach (var x in graf.Keys)
Add(x, new Set(graf[x]));
}
public void AddVertex(int vertex)
{
this.Add(vertex, new Set());
}
public void RemoveVertex(int vertex)
{
foreach (var x in this[vertex])
this[x].Remove(vertex);
this.Remove(vertex);
}
public void AddVertices(Set vertices)
{
foreach (var x in vertices)
this.AddVertex(x);
}
public void RemoveVertices(Set vertices)
{
foreach (var x in vertices)
this.RemoveVertex(x);
}
public bool ContainsVertex(int vertex)
{
return Keys.Contains(vertex);
}
public void AddEdge(int from, int to)
{
this[from].Add(to);
this[to].Add(from);
}
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public void RemoveEdge(int from, int to)

{

this[from].Remove(to);
this[to].Remove(from);

}

public bool IsEdge(int from, int to)

if (this[from].Contains(to))
return true;
return false;

}

public void AddNeighbors(int vertex, Set neighbors)
{

foreach (var vertexLoc in neighbors)
AddEdge(vertex, vertexLoc);

}

public Set GetNeighbors(int vertex)
¢ return new Set(this[vertex]);

}

public Set GetAllVertices()

{ return new Set(Keys);

}

// determina subgraf indus
public Graph GetInducedSubGraph(Set vertices)
{
Graph localGraf = new Graph(vertices);
foreach (var x in vertices)
localGraf[x] = this[x].Intersect(vertices);
return localGraf;}

// determina diametrul grafului
public int GetDiameter()
{

int diameter = 0;

int distance;

foreach (var x in Keys)

foreach (var y in Keys)

{
if (x I=y)

distance = GetDistance(x, y);
if (diameter < distance)
diameter = distance;

}
¥

return diameter;

}

// determina distanta dintre doua varfuri
public int GetDistance(int from, int to)

{

int distance;
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MetricSegment(from, to, out distance);
return distance;

}

// determina segment metric si distanta dintre doua varfuri
public Set MetricSegment(int x, int y, out int distance)
{
Set visitedVertices = new Set();
List<Set> stages = new List<Set> { new Set() { x } };
Set metricSegment = new Set { x, y };
int current = 9;
while (!stages[current].Contains(y))
{
visitedVertices = visitedVertices.Union(stages[current]);
Set tempSet = new Set();
foreach (var vertex in stages[current])
tempSet =
tempSet.Union(GetNeighbors(vertex).Except(visitedVertices));
stages.Add(tempSet);
current++;
}
distance = current;
stages[current] = new Set {y };
while (current >= 2)
{
Set tempSet = new Set();
foreach (var vertex in stages[current])
tempSet=tempSet.Union(GetNeighbors(vertex).Intersect(stages[current -
11));
stages[current - 1] = tempSet;
metricSegment = metricSegment.Union(tempSet);
current--;

}

return metricSegment;

}

// genereaza o acoperire d-convexa netriviala
public ConvexCover GetNontrivialConvexCover()
{
Set vertices = GetAllVertices();
Set localSet = new Set();
ConvexCover convexCover = new ConvexCover(this);
foreach (var x in vertices)

{
if (!localSet.Contains(x))
{
int flag = 0;
foreach (var y in vertices)
foreach (var z in vertices)
if (y =28 y !=x & z = x)
{
Set convexSet = ConvexHull(new Set() { x, ¥, z });
if (!convexSet.Equals(vertices))
{
convexCover.Add(convexSet);
localSet = localSet.Union(convexSet);
flag = 1;
}
}
if (flag == 0)
return null;
}
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}

convexCover.ReduceToConvexCover();
return convexCover;

}

// verifica daca un graf poate fi acoperit cu multimi d-convexe netriviale
public bool HasNontrivialConvexCover()
{
ConvexCover convexCover = GetNontrivialConvexCover();
if (convexCover == null)
return false;
if (convexCover.Count >= 2)
return true;
else return false;

}

// verifica daca un graf apartine familiei F
public bool IsFGraph()
{
if (Keys.Count <= 3)
return false;
if (Keys.Count == 4)
foreach (var vertex in Keys)
if (this[vertex].Count != 2)
return false;
int flag = 0;
int bivertex = 0;
foreach (var vertex in Keys)
if (this[vertex].Count == 2)
{
flag++;
bivertex = vertex;
b
if (flag !'= 1)
return false;
if (this[this[bivertex].First()].Contains(this[bivertex].Last()))
return false;
Set localSetl = GetAllVertices();
Set localSet2 = GetAllVertices();
localSetl.Remove(this[bivertex].First());
localSetl.Remove(bivertex);
localSet2.Remove(this[bivertex].Last());
localSet2.Remove(bivertex);
if (IsCliqueSubGraph(localSetl) && IsCliqueSubGraph(localSet2))
return true;
else return false;

}

// determina tipul grafului
public GraphType GetGraphType()
{
if (IsFGraph())
return GraphType.FGraph;
Set vertices = GetAllVertices();
if (vertices.Count <= 4)
return GraphType.OtherGraph;
foreach (var vertex in vertices)
if (IsCliqueSubGraph(GetNeighbors(vertex)))
return GraphType.JGraph;
HashSet<ConvexCover> setConvexCovers = new HashSet<ConvexCover>();
Set setT = new Set();
Set setNt = new Set();
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}

foreach (var x in vertices)
foreach (var y in vertices)

{
if (x = y)
{
setT = new Set() { x, y };
setNt = vertices.Except(setT);
if (IsConvex(setNt))
setConvexCovers.Add(new ConvexCover(this) { setT, setNt });
}
}
if (setConvexCovers.Count == 9)

return GraphType.OtherGraph;
if (setConvexCovers.Count >= 2)
return GraphType.JGraph;
int x1 = setT.First();
int yl1 = setT.Last();
Set aSet = GetNeighbors(x1);
aSet.Remove(yl);
Set bSet = GetNeighbors(yl);
bSet.Remove(x1);
if (aSet.Intersect(bSet).Count >= 1)
return GraphType.HPrimPrimGraph;
foreach (var vertex in aSet)
if (GetNeighbors(vertex).Intersect(bSet).Count == @)
return GraphType.HPrimPrimGraph;
foreach (var vertex in bSet)
if (GetNeighbors(vertex).Intersect(aSet).Count == 0)
return GraphType.HPrimPrimGraph;
if (!ConvexHull(aSet.Union(bSet)).Equals(setNt))
return GraphType.HPrimPrimGraph;
if (aSet.Union(bSet).Equals(setNt))
return GraphType.HPrimPrimGraph;
return GraphType.HPrimGraph;

// verifica daca un graf apartine familiei HPrim si respecta conditia a)
public bool IsHPrinCaseA()

{

if (GetGraphType() != GraphType.HPrimGraph)
return false;

Set vertices = GetAllVertices();

Set setT = new Set();

Set setNt = new Set();

foreach (var x in vertices)

{
int flag = 0;
foreach (var y in vertices)
{
setT = new Set() { x, y };
setNt = vertices.Except(setT);
if (IsConvex(setNt))
{
flag = 1;
break;
}
}
if (flag == 1)
break;
}

foreach (var vertex in setNt)

if (!ConvexHull(setT.Union(new Set() { vertex })).Equals(vertices))
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return true;
return false;

}

// verifica daca un graf este conex
public bool IsConnectedGraph()

{
if (TraverseBFS().Equals(GetAllVertices()))
return true;
else return false;
}

// verifica daca multimea de varfuri formeaza o clica
public bool IsCliqueSubGraph(Set set)

{

foreach (var x in set)

foreach (var y in set)
if (x I=y)
if (!Iskdge(x, y))
return false;

return true;

}

// determina componentele conexe ale grafului
public List<Graph> GetConnectedComponents()
{
Graph localGraph = new Graph(this);
List<Graph> connectedComponents = new List<Graph>();
do
{
Set localSet = localGraph.TraverseBFS();
connectedComponents.Add(localGraph.GetInducedSubGraph(localSet));
localGraph.RemoveVertices(localSet);

while (localGraph.GetAllVertices().Count >= 1);
return connectedComponents; }

// parcurgerea in latime
public Set TraverseBFS()
{
Queue<int> queue = new Queue<int>();
Set set = new Set();
queue.Enqueue(Keys.First());
while (queue.Count > 0)
{
int tempVertex = queue.Dequeue();
set.Add(tempVertex);
Set tempSet = this[tempVertex].Except(set);
foreach (var vertex in tempSet)
queue.Enqueue(vertex);
}

return set;

}

// parcurgerea in adancime

public Set TraverseDFS()

{
Stack<int> stack = new Stack<int>();
Set set = new Set();
stack.Push(Keys.First());
while (stack.Count > 0)

{
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}

int tempVertex = stack.Pop();

set.Add(tempVertex);

Set tempSet = this[tempVertex].Except(set);

foreach (var vertex in tempSet)
stack.Push(vertex);

}

return set;

// determina invelitoarea d-convexa
public Set ConvexHull(Set set)

{

}

Set localSetl;

Set localSet2 = new Set(set);

int dist;

do

{
localSetl = new Set(localSet2);
foreach (var x in localSetl)

foreach (var y in localSetl)
if (x = y)

localSet2 = localSet2.Union(MetricSegment(x, y, out dist));

}
while (!localSet2.Equals(localSetl));

return localSet2;

// verifica d-convexitatea multimii
public bool IsConvex(Set set)

{

}

if (set.Equals(ConvexHull(set)))
return true;
else return false;

public override string ToString()

{

string str = "Graph: ";
List<int> vertices = new List<int>(Keys);
vertices.Sort();
if (vertices.Count == @)
return str + ".";
for (int i = @; i < vertices.Count - 1; i++)
str += vertices[i] + "- "

+ this[vertices[i]] + "; ";

str += vertices[vertices.Count-1]+"- "+this[vertices[vertices.Count-1]]+".

return str;
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Anexa 3. Determinarea numirului de acoperire/divizare d-convexa netriviala maxima a

unui arbore

// familii de arbori
public enum TreeGraphType

{
ATreeGraph, BTreeGraph, OtherTreeGraph
}
// arbore
public class TreeGraph : Graph
{

public TreeGraph() : base() { }

public TreeGraph(Set vertexSet)

: this()
{
foreach (var vertex in vertexSet)
Add(vertex, new Set());
}
public TreeGraph(Graph graf)
: this()
{
foreach (var vertex in graf.Keys)
Add(vertex, new Set(graf[vertex]));
}

// determina varfurile terminale
public Set GetTerminalVertices()

{
Set terminalSet = new Set();
foreach (var vertex in GetAllVertices())
if (GetNeighbors(vertex).Count <= 1)
terminalSet.Add(vertex);
return terminalSet;
}

// verifica daca un graf este un arbore
public bool IsTreeGraph()
{
TreeGraph localGraph = new TreeGraph(this);
Set terminalVertices = localGraph.GetTerminalVertices();
while (terminalVertices.Count >= 1)
{
localGraph.RemoveVertices(terminalVertices);
terminalVertices = localGraph.GetTerminalVertices();

if (localGraph.GetAllVertices().Count >= 1)
return false;
else return true; }

// determina tipul arborelui
public TreeGraphType GetTreeGraphType()
{
Set vertices = GetAllVertices();
if (vertices.Count <= 5)
return TreeGraphType.OtherTreeGraph;
int diam = GetDiameter();
if (diam <= 2 || diam >= 5)
return TreeGraphType.OtherTreeGraph;
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if (diam == 3)

{
int flag = 0;
foreach (var vertex in vertices)
if (GetNeighbors(vertex).Count >= 3)
flag++;
if (flag == 2)
return TreeGraphType.ATreeGraph;
else return TreeGraphType.OtherTreeGraph;
}
else
{
foreach (var x in vertices)
foreach (var y in vertices)
foreach (var z in vertices)
if (x 1=y && x 1=z && y = z)
if (GetDistance(x, z)==diam && GetDistance(y, z) == diam)
if (GetNeighbors(x).Intersect(GetNeighbors(y)).Count == 1)
return TreeGraphType.BTreeGraph;
return TreeGraphType.OtherTreeGraph;
}

}

// determina numdrul de acoperire d-convexa netriviala maxima
public int GetMaxConvexCoverNumber()
{
Set vertices = GetAllVertices();
Set terminalVertices = GetTerminalVertices();
Set neigborsOfTermianVertices = new Set();
int diam = GetDiameter();
if (diam <= 1)
return 0;
if (diam == 2)
return terminalVertices.Count - 1;
foreach (var vertex in terminalVertices)
neigborsOfTermianVertices =
neigborsOfTermianVertices.Union(GetNeighbors(vertex));
Set articulationVertices =
vertices.Except(terminalVertices.Union(neigborsOfTermianVertices));
if ((diam >= 3 && diam <= 5)||(diam >= 6 && articulationVertices.Count == 0))
return terminalVertices.Count;
int maxConvexCoverNumber = 0;
foreach (var vertexArtic in articulationVertices)
{
TreeGraph treeGraph = new TreeGraph(this);
Set neigborsOfVertexArtic = GetNeighbors(vertexArtic);
treeGraph.RemoveVertex(vertexArtic);
List<Graph> connectedComponents = treeGraph.GetConnectedComponents();
int maxLocall = 9;
foreach (var vertex in neigborsOfVertexArtic)
{
Graph localGraph = new Graph();
foreach (var graph in connectedComponents)

{
if (graph.ContainsVertex(vertex))
{
graph.AddVertex(vertexArtic);
graph.AddEdge(vertex, vertexArtic);
localGraph = graph;
break;
}
}
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int maxLocal2 = 0;
foreach (var graph in connectedComponents)
maxLocal2 += (new TreeGraph(graph)).GetMaxConvexCoverNumber();
if (maxLocall < maxLocal2)
maxLocall = maxLocal2;
localGraph.RemoveEdge(vertex, vertexArtic);
localGraph.RemoveVertex(vertexArtic);
}
if (maxConvexCoverNumber < maxLocall)
maxConvexCoverNumber = maxLocall;
}
if (maxConvexCoverNumber > terminalVertices.Count)
return maxConvexCoverNumber;
else return terminalVertices.Count;

}

// determina multimile terminale netriviale
public HashSet<Set> GetTerminalSets()
{
HashSet<Set> terminalSets = new HashSet<Set>();
Set terminalVertices = GetTerminalVertices();
Set vertices = GetAllVertices().Except(terminalVertices);
foreach (var vertexl in vertices)
{
int flag = ©0;
Set neigbors = GetNeighbors(vertexl);
Set neigborsV = neigbors.Intersect(terminalVertices);
if (neigborsV.Count >= 2)
flag = 1;
Set neigborsIAll = new Set();
foreach (var vertex2 in neigbors.Except(terminalVertices))

{
Set neigborsVertex2 = GetNeighbors(vertex2);
Set neigborsI = neigborsVertex2.Intersect(terminalVertices);
if (neigborsVertex2.Count == 2 && neigborsI.Count == 1)
{
neigborsIAll = neigborsIAll.Union(neigborsI);
neigborsIAll.Add(vertex2);
flag = 1;
}
}

if (flag == 1)
terminalSets.Add(neigborsV.Union(neigborsIAll).Union(new Set() {
vertexl }));
}

return terminalSets;

}

// determina numarul de dvizare d-convexa netriviala maxima
public int GetMaxConvexPartitionNumer()
{
if (GetAllVertices().Count <= 2)
return 0;
HashSet<Set> terminalSets = GetTerminalSets();
TreeGraph localTree = new TreeGraph(this);
foreach (var terminalSet in terminalSets)
localTree.RemoveVertices(terminalSet);
int maxConvexPartitionNumber = terminalSets.Count;
if (localTree.GetAllVertices().Count == 9)
return maxConvexPartitionNumber;
List<Graph> connectedComponents = localTree.GetConnectedComponents();
foreach (var connectedGraph in connectedComponents)
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maxConvexPartitionNumber += (new
TreeGraph(connectedGraph)).GetMaxConvexPartitionNumer();
return maxConvexPartitionNumber;

}
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