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REPERELE CONCEPTUALE ALE CERCETARII

In tezd, din punct de vedere al teoriei calitative a sistemelor dinamice, sunt studiate
sistemele cubice de ecuatii diferentiale cu drepte invariante multiple.

Actualitatea temei. Teoria ecuatiilor diferentiale este un domeniu fundamental al
matematicii. Necesitatea dezvoltarii acestei teorii se explicd prin faptul ca majoritatea
fenomenelor si proceselor din lumea inconjuratoare se modeleazia cu ajutorul ecuatiilor
diferentiale.

La inceput atentia cercetatorilor era indreptata spre aflarea solutiei generale a ecuatiilor
si exprimarea acesteia prin functii elementare. Dar, cu timpul, s-a dovedit ca clasa ecuatiilor
diferentiale integrabile in cuadraturi este foarte ingusta. Astfel, la finele secolului 19 gi
inceputul secolului 20, in lucrarile clasice ale lui H. Poincaré gi A. M. Lyapunov ia nagtere
teoria calitativa a ecuatiilor difrentiale ce constd in determinarea comportarii traiectoriilor
fara a recurge nemijlocit la integrarea ecuatiilor.

Studiul calitativ al sistemelor diferentiale & = P(z,y), ¥ = Q(x,y) de gradul n, unde
P(z,y) si Q(x,y) sunt polinoame cu coeficienti reali in x si y, iar n = max(deg P, degQ), este
pe departe de a fi terminat. In particular, investigarea sistemelor diferentiale polinomiale cu
drepte invariante, desi acestea formeaza cea mai simpla clasa in multimea curbelor algebrice
invariante, nu este completa.

In continuare, vom enumera unele rezultate si directii de cercetare recente in studiul
sistemelor diferentiale cubice (n = 3) cu drepte invariante, care au tangentd cu problemele
abordate in lucrarea de fata.

Astfel, la investigarea sistemelor diferentiale cubice cu curbe algebrice invariante si, in
particular, cu drepte invariante, si-au adus aportul J. Artes, B. Griinbaum, J. Llibre, C.
Christopher, J. Pereira, T. Druzhkova, J. H. Grace, A. Young, R. Lyubimova, M. Popa,
C. Sibirschi, D. Schlomiuk, N. Vulpe, J. Sokulski, Zhang Xiang, R. Kooij, D. Cozma,
A. Suba, V. Putuntica, V. Repesco, C. Bujac s.a.

Se gtie, ca un sistem cubic nedegenerat de ecuatii diferentiale are in partea finita a
planului fazic cel mult opt drepte invariante. Cercetarea calitativa a sistemelor cubice cu
exact gsapte si a celor cu exact opt drepte invariante reale gi distincte a fost efectuata de
citre R. Lyubimova [11]. In lucrarea lui J. Llibre si N. Vulpe [10] la investigarea sistemelor
cubice cu drepte invariante s-a tinut cont de multiplicitatea acestora, precum si de dreapta

de la infinit. Studiul complet al sistemelor cubice cu drepte invariante afine de multiplicitate



paraleld totald egala cu sapte a fost efectuat de catre A.Suba, V.Repesco si V. Putuntica
(|17], [18], iar al sistemelor cu drepte invariante de multiplicitate totala opt, tinandu-se cont
si de dreapta de la infinit - de citre N. Vulpe si C. Bujac ([8], [7], [3], [5]). Formele canonice
si portretele fazice pentru sistemele cubice cu sase drepte invariante reale de doud si trei
directii au fost obtinute de V. Putuntica si A. Suba in [14, 15|, iar pentru sistemele cubice
cu infinitul degenerat si care poseda drepte invariante de multiplicitate paralela totala egala
cu cinci sau cu gase au fost aduse de A. Subd si V. Repegco ([16]).

In lucrarea de fatd sunt studiate sistemele cubice ce posedi drepte invariante de multiplici-
tate maximala. La calcularea numarului de drepte invariante si a multiplicitatilor lor se ia
in vedere gi linia de la infinit.

Scopul si obiectivele lucrarii. Scopul principal al lucrarii consta in clasificarea sisteme-
lor cubice de ecuatii diferentiale ce poseda drepte invariante de multiplicitate maximala.

Realizarea acestui scop a fost insotitda de urmatoarele obiective:

— determinarea multiplicitatii maximale a unei drepte invariante reale pentru sistemul
cubic;

— determinarea multiplicitatii maximale a dreptei invariante de la infinit pentru sistemul
cubic;

— clasificarea sistemelor cubice cu doua drepte invariante de multiplicitate maximali;

— clasificarea sistemelor cubice cu trei drepte invariante de multiplicitate maximali;

Metodologia cercetirii stiintifice. In lucrare au fost aplicate metodele teoriei calitative
a ecuatiilor diferentiale si metodele algebrei computationale.

Noutatea si originalitatea gtiintifica. Pana-n prezent, din punct de vedere calitativ,
au fost studiate sistemele cubice de ecuatii diferentiale cu sapte si cu opt drepte invariante
[10], [11], [3], [7], [8]-

In aceastd lucrare au fost cercetate sistemele cubice cu infinitul nedegenerat ce posedi
cel mult trei drepte invariante multiple, tindndu-se cont si de dreapta de la infinit. A
fost efectuata clasificarea sistemelor cubice cu cel mult trei drepte invariante distincte de
multiplicitate maximala si construite sistemele cubice perturbate corespunzitoare formelor
canonice.

Problema stiintifica importanta solutionata consta in clasificarea sistemelor cubice
de ecuatii diferentiale cu una (cea de la infinit), cu doud gi cu trei drepte invariante de

multiplicitate maximald si construirea in cazul sistemelor cubice cu drepte invariante reale



a sistemelor perturbate corespunzitoare formelor canonice.

Semnificatia teoretici. In aceasti tezd pentru prima datd s-a pus si s-a rezolvat
problema de determinare in clasa sistemelor diferentiale cubice a multiplicitatii maximale a
unei drepte invariante afine, a dreptei de la infinit, a stabilirii consecutivitatilor maximale
de multiplicitati, ceea ce reprezinta pentru viitor un pas important in studiul calitativ al
sistemelor cubice ce poseda drepte invariante.

Valoarea aplicativd a lucrarii. Aceastd lucrare poartd un caracter teoretic, insd ea
are gi largi perspective aplicative. Rezultatele obtinute pot fi incluse in programele cursurilor
optionale tinute studentilor si masteranzilor facultiatilor de matematica si fizica. La fel, ele
se vor lua in calcul in studiul de mai departe al sistemelor cubice. Ultimele sisteme servesc
drept modele matematice: al evolutiei in timp a interactiunii dintre specii in biologie; de
cuplare a undelor in fizica lazerului; de migcare a electronilor, ionilor gi neutronilor in fizica
plasmei; a instabilitatii convective in problema Benard din hidrodinamica g.a.

Rezultatele stiintifice principale inaintate spre sustinere:

— estimatia multiplicitatii algebrice maximale a unei drepte invariante afine pentru siste-
mele polinomiale de gradul n;

— calcularea multiplicitatii maximale a unei drepte invariante in familia sistemelor cubice;

— determinarea multiplicitatii maximale a dreptei de la infinit in clasa sistemelor cubice;

— clasificarea sistemelor cubice cu doua drepte invariante de multiplicitate maximala;

— clasificarea sistemelor cubice cu trei drepte invariante de multiplicitate maximala.

Implementarea rezultatelor stiintifice. Rezultatele obtinute in tezad pot fi aplicate:

- in investigatiile ulterioare ale sistemelor diferentiale cubice ce poseda drepte invariante;

- in studiul diferitor modele matematice ce descriu unele procese din fizica, chimie,
medicina g.a.;

- drept suport pentru teme de masterat si pot constitui continutul unor cursuri optionale
pentru studentii si masteranzii de la specialitatile matematice.

Aprobarea rezultatelor stiintifice. Rezultatele principale ale lucrarii au fost prezenta-
te in cadrul multor forumuri stiintifice: The 20** Conference on Applied and Industrial
Mathematics (CAIM) 2012 (Chiginiu), 2013 (Bucuresti), 2015 (Suceava), 2016 (Craiova);
The X* International Conference of Young Researchers, 2012, Chisinau; International Confe-
rence: Mathematics and Information Technologies: Research and Education (MITRE), 2013,
2015, 2016 (Chiginau); The 9" International Conference on Applied Mathematics (ICAM),



2013, Baia-Mare, Romania; Conferinta stiintifica Internationala a doctoranzilor Tendinte
contemporane ale dezvoltarii gtiintei: viziuni ale tinerilor cercetatori, 2014, 2015 (Chisinau);
IV International Hahn Conference, 2014, Chernivtsi, Ukraine; Third Conference of Mathema-
tical Society of Moldova IMCS-50, 2014, Chiginau; Conferinta gtiintifica nationala cu partici-
pare internationali: Inviitimantul superior din Republica Moldova la 85 ani, 24-25 septembrie
2015, Chiginau; The International Scientific Conference: Differential-Functional Equations
and their Application, September 28-30, 2016, Chernivtsi, Ukraine; si in cadrul seminarelor:
seminarul "Ecuatii Diferentiale gi Algebre” din cadrul Universitatii de Stat din Tiraspol (cu
sediul la Chiginau) (2012-2017); seminarul din cadrul catedrei Ecuatii Diferentiale, Facultatea
Matematica gi Mecanica, Universitatea de Stat din Belarus, Minsk, 2014, 2016.

Publicatii la tema tezei. Rezultatele principale ale tezei au fost publicate in 17 lucrari:
2 articole gtiintifice [25, 34] (un articol fard coautor), o lucrare in materialele Conferintei
IMCS-50 (]22]) si 14 teze ale comunicarilor la conferinte gtiintifice [28, 29, 19, 20, 30, 21, 31,
23, 24, 32, 33, 26, 27, 35| (7 fara coautor).

Volumul sgi structura tezei. Lucrarea este formata din introducere, trei capitole si
bibliografie din 95 titluri. Volumul total este de 149 pagini (137 pagini de text de bazi).

Cuvinte-cheie. Sistem cubic de ecuatii diferentiale, dreapta invariantd, multiplicitatea

unei curbe algebrice invariante, sistem perturbat, integrabilitate Darboux.
CONTINUTUL TEZEI

In Introducere se descrie actualitatea si importanta problemei abordate, scopul si
obiectivele tezei, noutatea stiintifica a rezultatelor obtinute, importanta teoretica si valoarea
aplicativa a lucrarii, aprobarea rezultatelor si sumarul compartimentelor tezei.

In primul capitol sunt enuntate rezultatele clasice si recente ce {in de teoria calitativa
a ecuatiilor diferentiale. Se face o analizd comparativa a situatiei existente in domeniu:
se discutad despre estimatia numaéarului de drepte invariante pentru sistemele diferentiale
polinomiale; sunt analizate sistemele diferentiale polinomiale cu curbe algebrice invariante;
este evidentiat rolul curbelor algebrice in studiul integrabilitatii sistemelor diferentiale polino-
miale si sunt descrise tipurile de multiplicitati a curbelor invariante. Se formuleaza problema
de cercetare gi directiile de solutionare a ei.

In capitolul 2 al tezei cu titlul “Sisteme cubice cu doud drepte invariante de multiplicitate

maximala” a fost determinatd multiplicitatea maximala a unei drepte invariante afine si



multiplicitatea maximald a dreptei invariante de la infinit, a fost efectuata clasificarea sisteme-
lor cubice cu doud drepte invariante distincte (inclusiv dreapta de la infinit) de multiplicitate
totald maximala.

Consideram sistemul diferential polinomial

i=P(z,y), 7=0Q(y), (1)

si campul vectorial
X=P(ry) 5+ Q00 5 )
- ) y ax ) y ay
asociat acestui sistem.
Notdm cu n gradul sistemului diferential (1), adicd n = max{deg(P),deg(Q)}. Daca
n =2 (n =3), atunci sistemul (1) se numegte patratic (cubic). Vom examina sistemul (1) in
presupunerile:

deg(GCD(P,Q)) =0, yPu(z,y) - 2Qn(z,y) #0. (3)

Definitia 1. O curba algebrica f = 0, f € Clz,y], se numeste curba algebricd invariantd
pentru sistemul (1), dacd existd un asa polinom Ky € Clx,y] tncdt Y(x,y) € R? are loc

identitatea
X(f) = f(z,y)Kp(z,y).

Definitia 2. /9] Vom spune cd o curba algebrica invarianta f =0 de gradul d a sistemului

(1) are multiplicitatea algebrica egala cu m, dacd m este cel mai mare numar natural astfel

ca f™ divide Eq(X), unde

U1 (%) (%)

Ey(X) = det X(vy) X(vg) ... X(v)

\ X (u) XN(0y) o XY ()

iar vy, vs, ...,y este 0 bazd a spafiului vectorial al polinoamelor de gradul d: Cgy[x,y].

In cazul dreptelor invariante, adici d = 1, putem lua vy = 1, vy = 2, v3 = y sl atunci
Bi(X) = PX(Q) - Q- X(P).

Notam cu L(P, Q) multimea dreptelor invariante afine ale sistemului {(1),(3)};
mq (1) - multiplicitatea algebricd a dreptei [ € L(P,Q);
M,(n) = mazx{my(l)|l € L(P,Q), max{deg(P),deg(Q)} =n}.
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Teorema 1. In clasa sistemelor polinomiale diferentiale {(1),(3)} de gradul n > 2 au loc

inegalitatile 3n —2 < My(n) <3n-1.

Ipoteza 1. In clasa sistemelor polinomiale diferentiale {(1),(3)} de gradul n > 2 are loc

egalitatea M,(n) = 3n - 2.
In sectiunea 2.2 a tezei se arata ca aceasta ipoteza este justa pentru n =2, 3.

Teorema 2. Multiplicitatea algebrica a unei drepte invariante plane pentru sistemele afine
nu este mai mare ca doi. Orice sistem afin care admite o dreaptd invariantd afing de

multiplicitatea algebrica m =2 poate fi scris sub forma
T=ux, y=a+x+y, ac{0;1}.

Teorema 3. Multiplicitatea algebrica a unei drepte invariante afine pentru sistemele patrati-
ce nedegenerate nu poate fi mai mare ca patru. Orice sistem pdatratic care admite o dreaptd
movarianta afing de multiplicitatea algebrica patru, prin intermediul unei transformari afine

nedegenerate de coordonate $i rescalarea timpului, poate fi scris sub forma

i =22 y=1+2zy.

Teorema 4. In clasa sistemelor cubice diferentiale multiplicitatea algebrica mazimald a unei
drepte invariante reale este egala cu 7. Prin intermediul unei transformari afine de coordonate
st rescalarea limpului orice sistem cubic care are o dreaptd invariantd de multiplicitatea

algebrica 7 poate fi scris sub forma
T = a3, y=1+3x%y. (4)

In sectiunea 2.3 a tezei sunt determinate multiplicitatea infinitezimali, integrabila si
geometrica a unei drepte invariante afine pentru sistemele cubice care, de fapt, sunt echivalen-
te, aga cum se aratd in [9].

O curba algebricd invarianta f = 0 are multiplicitatea infinitezimald m in raport cu
campul vectorial X, dacd m este cel mai mare ordin al tuturor curbelor invariante algebrice
generalizate nedegenerate F' construite in baza f =0 (vezi [9]). Pentru sistemul (4) ce poseda
dreapta invariantd f = x, in caz particular, putem lua polinomul F = z+ (1+z)e(1+€)+(1+
r+y)e3(1+e+e+¢€3) de ordinul m = 7 si cofactorul lui Ly = 22 — ze + €2 + 2zyed — yet — 226,

Conform [9], se spune ci curba algebrica invariantd f = 0 a caAmpului vectorial X are

multiplicitatea integrabila egald cu m, dacd m este cel mai mare numar astfel ca exista m—1



factori exponentiali de forma exp(g;/f7),j=1,....,m -1, unde deg(g;) < j - deg(f) si fiecare
g; nu este un multiplu a lui f.

Pentru sistemul (4) cu f = x avem gase factori exponentiali: g; = go = 1, g3 = 14322y, g4 =
1+4x2%y, g5=1+52%y, g¢=1+ 622y + 3x%y%.

Privitor la multiplicitatea geometrica, autorii lucrarii [9] afirm&, cd o curbd algebrica
invarianta are multiplicitatea geometrica m, daca existd aga mici perturbatii ale campului
vectorial incat noile cAmpuri poseda exact m curbe algebrice invariante distincte ce bifurca
din curba f =0.

Multiplicitatea geometrica maximala a unei drepte invariante reale pentru clasa sistemelor
cubice este deasemenea egald cu 7.

Urmatorul sistem cubic perturbat

& =x(x - 3€)(x - 3e + 6€3), g =1+ 322y — 12xye — 3€? + Yye2+
+12zye® — 1221263 — 6e* — 18ye? + 24y2e* + 86 — 244%€5 + 1693¢6.

admite sapte drepte invariante afine distincte:

li =2, lg =x2-3¢, I3 =0-3c+66, Iy =x—¢€—-26—4ye®, l5 = x — e+ 4e> — 4ye>,
le =1 —4de+4e —dye3, l; = x — 2 + 263 — 2ye3.

Daca € — 0, atunci (5) tinde catre sistemul (4), iar dreptele [;, i = 2,...,7 converg spre
dreapta [; care este invariantd pentru ambele sisteme diferentiale.

In sectiunea 2.4 este determinat® multiplicitatea maximald a dreptei de la infinit pentru

sistemele polinomiale de grad mai mic ca patru.

Teorema 5. Multiplicitatea algebrica a dreptei de la infinit a oricarui sistem diferential afin
cu infinitul nedegenerat nu depdseste trei, iar sistemele pentru care aceastd multiplicitate
este eqgala cu trei, cu exactitatea unei transformari afine si rescalarea timpulus, pot fi scrise
sub forma

r=1 y=ux.

Teorema 6. Multiplicitatea algebrica a drepter de la infinit a oricarui sistem diferential
pdatratic cu infinitul nedegenerat nu depdseste cinci, tar sistemele pentru care aceastd multipli-
citate este egald cu cinci, cu exactitatea unei transformari afine si rescalarea timpului, pot fi

scrise sub forma



Teorema 7. Multiplicitatea algebricd a drepter de la infinit pentru sistemul cubic de ecuafii
diferentiale nu este mai mare ca sapte. Prin intermediul unei transformdri afine de coordonate
st rescalarea timpului orice sistem cubic de ecuatii diferentiale care are dreapta de la infinit

de multiplicitatea sapte poate fi scris sub una dintre urmatoarele douda forme:
=1, U =azr+ 23,
T =-x, U =2y + a2

Definitia 3. Vom spune cd consecutivitatea din k numere (i1, flo, ..., ftg-1; floo ), Unde fi; €
N* j=1,...,k=100, pj > pj,7 =1,...,k =1, formeaza in clasa sistemelor cubice o
consecutivitate de multiplicitats o dreptelor invariante, daca existd un asa sistem cubic ce
are k—1 drepte afine invariante ly, ..., 11 de multiplicitatile u, ..., pur_1 respectiv, iar dreapta

de la infinit are multiplicitatea egald cu fioo-

Definitia 4. Consecutivitatea (11, f2, .-, fi-1; floo) 0 vOM numi mazximald dupd componenta
7,7 €{1,2,....k=1,00}, dacd (fur, fhay ooy fj—1, fj + 1y fljaty ooy fi-1; Hoo ) DU eSte pentru clasa de
sisteme diferentiale cubice o consecutivitate de multiplicitatt a dreptelor invariante.

Consecutivitatea datd o vom nota cu m;(fi1, flo, ..., fk-1; oo ). Consecutivitatile de tipul
M (o1 2, oy k=13 o) le vom  numi  partial mazimale, iar dacd consecutivitatea
(1, b2y ooy k13 fhoo ) €SEe mazimald dupd toate argumentele, atunci vom spune cd ea este

total mazimala (pe scurt, mazimald) gi 0 vom nota cu m(p1, flo, - s [bk—1; foo )-

In sectiunea 2.5 este efectuatd clasificarea sistemelor cubice cu douid drepte invariante
distincte (inclusiv dreapta de la infinit) de multiplicitate totald maximald. Se cerceteazi
multiplicitatea dreptelor invariante atat din punct de vedere algebric, cat si geometric,
urmarindu-se scopul de a arata ca multiplicitatile date coincid si in cazul unui ansamblu

de curbe algebrice invariante.

Teorema 8. Cu ajutorul unei transformari afine de coordonate si rescalarea timpului, orice
sistem cubic ce admite doud drepte invariante, inclusiv dreapta invarianta de la infinit, si are
consecutivitatea (partial) maximala de multiplicitati meo (ji1; floo) (M(p1; oo ) ) poate fi scris
sub una dintre urmdtoarele forme:

1) m(7;1) T = a3, y =1+ 3x%y;

2) Meo(6;1) T =13, y=1+ax+3x%y,a %0
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3) m(5;4) i =a3, y=1;

4) m(4;5) T=u, =3 +y;

5) Meo(3;5) T=u, y=a3+a%+y;

6) Meo(2;5) =z, y=x3+ax?+bx+y,b#0;
7) m(1;7) T =, ¥ =x3+2y.

Aceste sisteme au o singura dreapta invariantd afind, sunt Darboux integrabile si au

respectiv, urmatoarele integrale prime:
1) F(z,y) = (1 +52%y)/(52°);

)

) F(x,y) = (202%y + bax + 4)/(202°);
) Flz,y) = 22%y +1)/(202);

) F(zy) =2y -2%)/z;
)
)
)

Tt o= W N

F(z,y) = (2y - 22° - 2%) [ (27);
F(SE, y) _ x2be(12(x+2a)f2y)/x;

F(x,y) = 22(x3 + 5y) /5.

=}

7

In capitolul 3, “Sisteme cubice cu trei drepte invariante de multiplicitate maximald”,
este efectuatd clasificarea sistemelor cubice ce au trei drepte invariante (inclusiv dreapta de

la infinit) de multiplicitate maximalid. Au fost cercetate urmitoarele clase de sisteme cubice:

CSIU;(T) - cu exact doud dreapte invariante afine reale paralele distincte;
(CS]L;&) - cu exact doud dreapte invariante afine reale concurente;
(CSL’;(C) - cu exact doua dreapte invariante afine pur imaginare;

CSL;‘?C) - cu exact doud dreapte invariante afine relativ complexe.

Pentru fiecare clasa de sisteme cubice, enumerate mai sus, sunt aduse formele canonice,
iar in cazul dreptelor reale si perturbarile sistemelor respective, necesare pentru evaluarea

multiplicitatii geometrice.

Teorema 9. Cu ajutorul unei transformar: afine de coordonate si rescalarea timpului orice
ststem cubic din clasa (CS]Lg(T) ce admite consecutivitatea (partial) mazimald de multiplicitats

(Moo (1115 123 foo ) ) M1, f2; fheo ) POate fi scris sub una dintre urmatoarele 13 forme:

m(4,3;1) 1) t=x(x-1)2, g=a3+y(z-1)>2%
Meo(4,2;1) 2) t=x?(x-1), y=axd+32%y-2xy+ 1.
m(4,1;3) 3) t=x(rx-1), y=-3+y(x-1).

Moo (3,3;1) 4) t=x(x-1)% y=ard3+22+y(x-1)2, a+-1.
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m(3,2;2)

m(3,1;4)

Meo(2,2;3)

Mo (2,1;4)
Moo(1,1;4)

5.1)  d=2%(x-1), y=az®+zy+1;

52) d=wx(x-1)2, y=-22-2zy+y;

5.3) d=a(zx-1), y=22+y(z®2+ax-1).

6) t=x?(x-1),y=1

7.1)  i=x(x-1), y=a+2xy+ax-vy;

72) d=x(x-1)% y=x+y.

8) t=-x(x-1), y=23+zy+y+a

9.1) d=xz(x-1)(ax+y), §y=>bb%0;

9.2) d=x(x-1), y=23-zy+by+a, (b+1)(la|+|b]) #0.

Pentru sistemele din teorema 9, cu exceptia sistemului 9.1), au fost construite integralele

prime F(z,y) (factorii integranti p(x,y)) de tip Darboux:

9.2)

F(z,y) = exp((z -y +zy)/(x(z - 1)))/(x - 1);

F(x,y) = exp((1+622-3(4+a)x3+2(2-3y))/(3z3(z-1))) (- 1+
Lfz)4);

F(z,y) = (z - 1exp((2? +y)/x);

F(x,y) = exp((z + ax -y + xy)/(z(z - 1)))/(x - 1)%
F(z,y) =21 -z)* exp(((zy +a+1)/(z - 1)));

p(r,y) = 1/(2?(x - Dexp(1/(z - 1)));

pe,y) =1/(a?(x - 1)%exp(x));

F(z,y) = vexp((zy - 1)/z) /(1 - z);

F(z,y) = ze(1-z)t=/exp(((z(a+1) +y)/(x(x - 1)))));
p(z,y) = exp(1/(z - 1))/ (2?(x - 1));

F(x,y) = z%exp((6a — 323 + 22* + 6y(z — 1)?)/(62));

p(z,y) = (z - 1)~z

Teorema 10. Cu ajutorul unei transformari afine de coordonate si rescalarea timpului orice

sistem cubic din clasa (CS]L;Z) ce admite consecutivitatea (partial) mazimald de multiplicitats

(Moo (01, 42} fhoo ) M1, f2; peo ) POate fi scris sub una dintre urmatoarele 14 forme:

m(3,3;1)
m(3,2;2)

m(3,1;3)

1) r=x% y=y(@®+ay+by?), b+0;

t=ax3, y=9>a%0;

)

2.2) t=x(az®+y), y=y% a=0;
) t=a(ax+by), y=y, a0
)

t=xz(ay+b), y=y(x®+ay+0b), b=0;

12



m(2,2;3) 4) t=x, y=y(l+bxy), b+O0;
Meo(2,1;3) 5.1 t=z?(a+br+cy), Y=y, c(a®+b?)=+0;
t=x, y=y(l+ax+br?+cry), a(b®+c?)+0;

)
)

5.3)  d=z(l+ax+bx?+cry), Y=y, c(a®+b?)=0;
) d=xz(l+ay), y=y(l+br+ay+cx?), abc#0;
)

Moo (1,1;3) 6.1 =z, y=yla+br+cy+dz?+exy+ fy?),
(a2 +2+ f2)(d?+e2+ f2)(a®>+0? +d?)((a-1)2 + 2 + f2?)
((a-1)2+02+d)((a-1)2+(c*d - bece + b2 f)?) + 0;
6.2) gd=x(a+by), y=y(c+dr+ey+a?),
a(c?+e2)((a-c)?+(b-e€)?) +0;
6.3) t=x(a+by+cry+y?), y=-y(d+ex+cx?+cxy),
ad(c?+e?+(a+d)?)((a+d)*+ (be—e)?) £0;
6.4) d=x(a+by+cry+dy?), y=ay(l+bzx+ca?+dry),
aa(c? +d?*)(a-a) #0.
Sistemele 1), 2.1), 2.2), 3.1), 3.2), 4), 5.2), 6.3) din teorema 10 sunt Darboux integrabile

i au respectiv urmatoarele integrale prime F'(x,y) (factori integranti u(z,y)):
1) p(z,y) = exp((ay — 2°)%/(2bx>y?)) [y?.

F(z,y) = (y - 2a2?)/(2ax?y);
F(x,y) = (2ax%y + y?)/z2.
p(x,y) = 1/ (zy*exp((1 +bry)?/(2a2?)));
p(x,y) = exp((2® - ay)?/(2b2?)) [y*.

4) F(z,y) = =(2+bxy)/(2y).

5.2)  p=exp((z(2a+bx))/2)/y*

6.3)  F(x,y) = 2%exp((cx +y)?/2 + ex + by);
Teorema 11. In clasa sistemelor cubice{ (1),(3)} multiplicitatea algebricd mazimald a unei
drepte invariante complexe este eqgald cu trei. Prin intermediul unei transformari afine de
coordonate si rescalarea timpului orice sistem cubic care are o dreaptd invarianta complexd
de multiplicitatea algebrica trei poate fi scris sub una dintre urmatoarele doud forme:
i=2x(x2+1),  y=y(322-1); (6)
i =a(a?=3y%), §=y(322-y?). (7)

Teorema 12. In clasa CSJL’Q’(C) (CSL;%’C)) multiplicitatea algebricd mazimald a unei drepte

mwvariante complexe este egald cu doi.
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Teorema 13. Cu ajutorul unei transformari afine de coordonate si rescalarea timpului orice

sistem cubic din clasa CSLE, | ce admite consecutivitatea (partial) mazimald de multiplicitati

2(c)
(Moo (111, 123 foo ) ) M1, fi2; fheo ) poate fi scris sub una dintre urmdatoarele 3 forme:
m(2,2;3) 1) t=x2+1, y=x3+2xy+a;
Meo(1,1;4) 21)  z=22+1, gy=x3-zy+ay+b;

22)  i=(22+1)(ax+y), y=b, b#0.

Pentru sistemele 1) si 2.1) din teorema 13 a fost obtinutd urmatoarea integrala prima si

respectiv, factorul integrant:

1) F(x,y) = (22 + Dexp(((1 +ax - 2y) /(1 + 2?)) + aarctgr);
21) ) = (1) ((x i) 4 i)y

Teorema 14. Cu ajutorul unei transformari afine de coordonate si rescalarea timpului orice
sistem cubic din clasa (CSL;{’C)
(Moo (1115 125 foo ) ) M1, fi2; fheo ) poate fi scris sub una dintre urmdatoarele 5 forme:

m(2,2;1) 1.1) & =2dzy +ax®+ (b+2)x?y + cxy? + 3,

ce admite consecutivitatea (partial) mazimald de multiplicitati

Y = —dx? + dy? — 23 + ax?y + bxy? + cy?;
1.2) & =2dzy+ax®+ (20 + 3)x%y + (3a — 2¢)xy? + >,
y=—-da?+dy? - (b+2)x> + ca?y + bxy? + (2a — ¢)y>;
1.3) &= fr+dz?+exy+ard+ (b+2)x2y + caxy? + 3,
y = fy+dry+ey? — a3+ ax?y + bry? + cy3, f £ 0.
Meo(1,1;3) 2.1)  d=cx+dy+ (a2+y?)(ax+y+D),
y=-dr+cy— (22 +y?)(a’r+ay-e), +d?*+0;
22) d=crx+dy+(2®2+y?)(ax+y+Db),
y=-dr+cy+e(z®>+y?)(ax+y+b), d=0.

Sistemele 1.1), 2.1) din teorema 14 au respectiv urmitoarele integrale prime:

1.1) F(x,y)=((a=c)zy+ (b+ 1)y? - 2dz)[(z? + y?)+
+(a+ c)arctg(y/z) +In(z? + y?);
2.1) F=y?+2by+2carctg(y/z) +din(z? +y?) + x(a’x + 2ay — 2¢);

CONCLUZII GENERALE SI RECOMANDARI

In lucrare, din punct de vedere al teoriei calitative a ecuatiilor diferentiale, au fost

studiate sistemele cubice de ecuatii diferentiale cu drepte invariante multiple. Pentru a facilita
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efectuarea acestui studiu a fost introdusa notiunea de consecutivitate mazimala (partial
mazximala) de multiplicitati a dreptelor invariante.

Problema stiintifica importanta solutionata consta in clasificarea sistemelor cubice
de ecuatii diferentiale cu una (cea de la infinit), cu doud gi cu trei drepte invariante de
multiplicitate maximala si construirea in cazul dreptelor invariante reale a sistemelor cubice
perturbate corespunzitoare formelor canonice.

Rezultatele cercetérilor elaborate ne permit de a efectua urmatoarele concluzii i recoman-
dari:

Concluzii generale:

1. In teza de fatd pentru prima datil s-a pus si s-a rezolvat problema de determinare in
clasa sistemelor cubice a multiplicitdtii maximale a unei drepte invariante afine si a dreptei
invariante de la infinit, ceea ce reprezinta pentru viitor un pas important in studiul calitativ
al sistemelor cubice cu drepte invariante ([28]-[30], [19], [20], [22],[25], [27]);

2. Estimatia multiplicitatii algebrice maximale a unei drepte invariante afine pentru clasa
sistemelor diferentiale polinomiale de gradul n poartd un caracter teoretic si poate servi
drept punct de reper pentru calcularea multiplicitatii maximale pentru sistemele diferentiale
polinomiale de grad mai mare ca trei ([25]);

3. Clasificarea sistemelor cubice cu doua si cu trei drepte invariante de multiplicitate
maximala reprezinta o continuare a studiului sistemelor cubice cu drepte invariante, efectuat
anterior ([21], [23], [24], [26],[27], [31]-[35]);

4. Problema de determinare a echivalentei dintre notiunile de multiplicitate algebrica
si cea geometrica pe un ansamblu de curbe algebrice invariante a fost rezolvata in cazul
sistemelor cubice cu doua drepte invariante reale, iar pentru dreptele invariante complexe
problema data raméne deschisa.

Recomandari:

Rezultatele obtinute si metodele elaborate pot fi folosite:

- la studierea sistemelor diferentiale polinomiale cu drepte invariante de multiplicitate
totald egald cu 5, 6, 7,

- la studierea ulterioara a sistemelor diferentiale polinomiale cu curbe algebrice invariante;

- la investigarea diferitor modele matematice din fizica, chimie, biologie s. a.;

- in programele cursurilor optionale a facultatilor universitare cu profil real.
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C.Z.U: 517.925

ADNOTARE

Vacarag Olga, “Sisteme cubice de ecuatii diferentiale cu doua si trei drepte
invariante de multiplicitate maximala”, tezd de doctor in stiinte matematice,
Chiginau, 2017.

Teza consta din introducere, 3 capitole, concluzii generale si recomandari, bibliografie din
95 titluri, 137 pagini de text de baza. La tema tezei sunt publicate 17 lucrari stiintifice.

Cuvinte-cheie: sistem cubic de ecuatii diferentiale, dreapta invarianta, multiplicitatea
unei curbe algebrice invariante, sistem perturbat, integrabilitate Darboux.

Domeniul de studiu al tezei: teoria calitativa a ecuatiilor diferentiale. Obiectul de
studiu al lucrarii este sistemul cubic de ecuatii diferentile cu coeficienti reali.

Scopul gi obiectivele lucrarii: determinarea multiplicitatii maximale a unei drepte
invariante pentru sistemele diferentiale polinomiale; clasificarea sistemelor cubice cu una,
cu doud si cu trei drepte invariante de multiplicitate maximala; studierea problemei de
integrabilitate Darboux pentru sistemele obtinute.

Noutatea si originalitatea stiintifica constd in studiul sistemelor cubice de ecuatii
diferentiale cu infinitul nedegenerat ce posedd cel mult trei drepte invariante (enumerand
si dreapta de la infinit) multiple, precum gi in determinarea multiplicititii maximale a unei
drepte invariante pentru sistemele cubice si estimarea multiplicitatii algebrice maximale a
unei drepte invariante pentru sistemele polinomiale de gradul n, n > 2.

Problema stiintificd importanta solutionata consta in clasificarea sistemelor cubice
de ecuatii diferentiale cu una (cea de la infinit), cu doud gi cu trei drepte invariante de
multiplicitate maximala si construirea in cazul sistemelor cubice cu drepte invariante reale
a sistemelor perturbate corespunzitoare formelor canonice.

Semnificatia teoretica: rezultatele obtinute in tezad sunt noi si reprezinta o continuare
a studiului sistemelor cubice cu drepte invariante.

Implementarea rezultatelor gtiintifice: rezultatele tezei pot fi folosite: in investigatiile
ulterioare ale sistemelor cubice cu curbe algebrice invariante, in calitate de suport pentru
perfectarea cursurilor optionale universitare si post-universitare, in studiul diverselor modele

matematice ce descriu unele fenomene din fizica, chimie, biologie, economie . a.
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VIK 517.925 AHHOTAIINA

Ha auccepranuio Bakapamt Oubra “Kybnueckue nuddepeHiinanbHbie CUCTE-
MBI C JIByMd W TPEMS WHBAPMAHTHBIMHU TPAMBIMU MAaKCUMAaJbHONW KpaTHOCTH,
Kumunes, 2017.

Juccepranug mpesicTaBieHa Ha COUCKaHUE YUEHOM CTeleH! JAOKTOpa MaTeMaTHIeCKHX
HayK 1o crnenuaabHocTu 111.02 — nudpdepennuaibuble ypapaerus. OHa COCTOUT U3 BBejIe-
HU, 3-X IJ1aB, OOIIUX BBIBOJOB M pPeKoMeH iannit, 95 ncTouyHnKoB jiureparypsl, 137 crpanuis

OCHOBHOTO TekcTa. [lojyuennbie pe3yabTarsl onybJIMKOBaHbI B 17 HaydHBIX paboTax.

KuarougeBsbie ciioBa: KyOndeckast cucreMa quddepeHnuanbHbIX YPaBHeHN, THBAPUAHT-
Hasg NpAMasg, KPATHOCTL ajiredpamvyecKoil MHBAPUAHTHON KPHUBOIl, BO3MYINEHHAS CUCTEMA,

uHrerpupyemoctsb /lapoy.

Ob6JtacTh ucc/ie0BaHUsd: KaueCcTBeHHAs TeopHs auddepeHInaTbHIX YpaBHeHuil. O0b-
eKT HCCieioBannd — Kybudeckad cucreMa JuddepeHinajibHblX ypaBHEeHUH ¢ JIeHCTBUTEIb-

HBIMHU KO3(hdUIueHTaMMI.

Lenp mcciiemoBaHus: olipejie/ieHre MAKCUMAJbHOW KPATHOCTH OJIHOW MHBAPUAHTHOM
npaMoil JijIg HOJTUHOMHUAJABHBIX JAuppepeHnuanbbiX CUCTEeM; KaacCupuKanmsa KyOndecKux
CHCTEM C OJHOMU, ABYMs M TpeMsd WHBAPHAHTHBIMH IPIMBIMU MaKCHMAJbHON KPATHOCTH; HC-

cae0BaHUe MPoOIeMbl HHTerpupyeMocTs JlapOy J7s MOJTyYeHHBIX CHCTEM.

Hayuynasg HOBM3HA U OPUTUHAJIBHOCTh: COCTOUT B HCCJIEI0OBAHNH KyOUIECKUX CUCTEM
JuddepeHnuaabHbIX YpaBHEHUN ¢ HEBBIPOKICHHON OECKOHEYHOCTBIO MMeIonux He OoJee
TpexX KPATHbIX WHBAPHAHTHBIX MPSIMBIX (CUUTAs M MPSIMYIO Ha GECKOHEYHOCTH), & TAKXKe B
oIrpesieJIeHUN MaKCUMAJJbHON KPATHOCTH MHBAPUAHTHON HPAMOM /1 KyOMYeCKUX CHCTEM U
OIleHKe MAKCHMAJIbHON ajredpamdecKoil KpaTHOCTH MHBAPUAHTHONW IPSIMOM /11 HOJINHOMIE-

aJbHBIX CUCTEM TOPSIIAKA 1, N > 2.
T'maBHag perreHHasdg 3aJadva: COCTOUT B KJaACCUPUKAINN KyOMYECKUX CUCTEM C O/I-

HOIL/'I, ABYMA U TpeMd UHBaPpHaHTHBIMHA IIPAMBIMHA MAaKCHAMAaJIbHON KpaTHOCTU U IIOCTPOCHUU B
cJjly4dae Ky6I/I‘{€CKI/IX CucCTeM C ,ZLGIU/ICTBI/ITeﬂbeIMI/I IIPpAMBIMU BO3MYIIECHHBIX CUCTEM COOTBET-

CTBYIOINIUX KAHOHUYECKUM (hOPMaM.
TeopeTrundeckas 3HAYMMOCTD: MOJYUIEHHBIE PE3YJIbTATHI ABISIOTCI HOBBIMU W TIPE-

CTaBJISAIOT COOOIl MIPOTOIZKEHNE NCCAeTOBAHNS KYOMIECKAX CHCTEM.
BHenpeHue HayYHBIX PE3YJIbTATOB: PE3YIbTATH HACTOLAIIEH pabOTHI MOTYT OBITDH HC-

MOJIb30BAHBI B UCCJIE/IOBAHUN KYOMIECKHX CUCTEM C MHBAPUAHTHBIMU ajredpandecKuMu Kpu-
BBIMH, B pa3paboTke (paKyIbTaTHBHBIX KypcoB B BY3ax a Takke IOCT-YHHBEPCUTETCKUX

KypCOB, B U3YyHCHHUU PA3JIUYIHBIX MaTE€MaTHYIECKUX MO,ZLeﬂeﬁ.
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ANNOTATION

Vacarag Olga, “Cubic systems of differential equations with two and three
invariant straight lines of maximal multiplicity”, doctoral thesis in mathematical
sciences, Chisinau, 2017.

Thesis consists of an introduction, 3 chapters, general conclusions and recommendations,
bibliography of 95 titles, 137 pages of basic text. Obtained results are published in 17 scientific
papers.

Keywords: cubic differential system, invariant straight line, multiplicity of an algebraic
invariant curve, perturbed system, Darboux integrability.

Field of study: qualitative theory of differential equations. The subject of study is the
cubic system of differential equations with real coefficients.

The purpose and objectives: establishing the maximal multiplicity of an invariant
straight line for differential polynomial systems; to give a classification of cubic systems with
one, with two and with three invariant straight lines of maximal multiplicity; studying the
problem of Darboux integrability for the obtained systems.

Scientific novelty and originality consists in the study of cubic systems of differential
equations with non-degenerate infinity, having at most three multiple invariant straight lines
(including the line at infinity) and in the establishing the maximal multiplicity of an invariant
straight line for cubic systems and in the estimating the maximal algebraic multiplicity of
an invariant straight line for polynomial systems of degree n, n > 2.

The important scientific problem solved consists in the classification of cubic
systems with one (the line at infinity), with two and with three invariant straight lines
of maximal multiplicity and the construction of the perturbed cubic systems corresponding
to the canonical forms in the case of the real invariant straight lines.

The theoretical significance: the obtained results in this thesis are new and are a
continuation of the study of the cubic systems with invariant straight lines.

Implementation of the scientific results: the results of this thesis can be used: in
the further investigations of cubic systems with invariant algebraic curves, as a support for
teaching optional courses in higher education, in the study of some mathematical models

which describe processes in physics, chemistry, biology, economy and others.
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