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C.Z.U: 517.925

ADNOTARE

Vacarag Olga, “Sisteme cubice de ecuatii diferentiale cu doua si trei drepte
invariante de multiplicitate maximald”, tezd de doctor in stiinte matematice,
Chiginau, 2017.

Teza consta din introducere, 3 capitole, concluzii generale gi recomandari, bibliografie din
95 titluri, 137 pagini de text de baza. La tema tezei sunt publicate 17 lucrari stiintifice.

Cuvinte-cheie: sistem cubic de ecuatii diferentiale, dreapta invarianta, multiplicitatea
unei curbe algebrice invariante, sistem perturbat, integrabilitate Darboux.

Domeniul de studiu al tezei: teoria calitativa a ecuatiilor diferentiale. Obiectul de
studiu al lucrarii este sistemul cubic de ecuatii diferentiale cu coeficienti reali.

Scopul gi obiectivele lucrarii: determinarea multiplicitatii maximale a unei drepte
invariante pentru sistemele diferentiale polinomiale; clasificarea sistemelor cubice cu una,
cu doud si cu trei drepte invariante de multiplicitate maximala; studierea problemei de
integrabilitate Darboux pentru sistemele obtinute.

Noutatea si originalitatea stiintifica constd in studiul sistemelor cubice de ecuatii
diferentiale cu infinitul nedegenerat ce posedd cel mult trei drepte invariante (enumerand
i dreapta de la infinit) multiple, precum gi in determinarea multiplicititii maximale a unei
drepte invariante pentru sistemele cubice si estimarea multiplicitatii algebrice maximale a
unei drepte invariante pentru sistemele polinomiale de gradul n, n > 2.

Problema stiintificd importanta solutionata consta in clasificarea sistemelor cubice
de ecuatii diferentiale cu una (cea de la infinit), cu doud si cu trei drepte invariante de
multiplicitate maximala si construirea in cazul sistemelor cubice cu drepte invariante reale
a sistemelor perturbate corespunzitoare formelor canonice.

Semnificatia teoretica: rezultatele obtinute in tezd sunt noi si reprezintd o continuare
a studiului sistemelor cubice cu drepte invariante.

Implementarea rezultatelor stiintifice: rezultatele tezei pot fi folosite: in investigatiile
ulterioare ale sistemelor cubice cu curbe algebrice invariante, in calitate de suport pentru
perfectarea cursurilor optionale universitare si post-universitare, in studiul diverselor modele

matematice ce descriu unele fenomene din fizica, chimie, biologie, economie g. a.
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C.Z.U: 517.925

ANNOTATION

Vacarag Olga, “Cubic systems of differential equations with two and three
invariant straight lines of maximal multiplicity”, doctoral thesis in mathematical
sciences, Chisinau, 2017.

Thesis consists of an introduction, 3 chapters, general conclusions and recommendations,
bibliography of 95 titles, 137 pages of basic text. Obtained results are published in 17 scientific
papers.

Keywords: cubic differential system, invariant straight line, multiplicity of an algebraic
invariant curve, perturbed system, Darboux integrability.

Field of study: qualitative theory of differential equations. The subject of study is the
cubic system of differential equations with real coefficients.

The purpose and objectives: establishing the maximal multiplicity of an invariant
straight line for differential polynomial systems; to give a classification of cubic systems with
one, with two and with three invariant straight lines of maximal multiplicity; studying the
problem of Darboux integrability for the obtained systems.

Scientific novelty and originality consists in the study of cubic systems of differential
equations with non-degenerate infinity, having at most three multiple invariant straight lines
(including the line at infinity) and in the establishing the maximal multiplicity of an invariant
straight line for cubic systems and in the estimating the maximal algebraic multiplicity of
an invariant straight line for polynomial systems of degree n, n > 2.

The important scientific problem solved consists in the classification of cubic
systems with one (the line at infinity), with two and with three invariant straight lines
of maximal multiplicity and the construction of the perturbed cubic systems corresponding
to the canonical forms in the case of the real invariant straight lines.

The theoretical significance: the obtained results in this thesis are new and are a
continuation of the study of the cubic systems with invariant straight lines.

Implementation of the scientific results: the results of this thesis can be used: in
the further investigations of cubic systems with invariant algebraic curves, as a support for
teaching optional courses in higher education, in the study of some mathematical models

which describe processes in physics, chemistry, biology, economy and others.



INTRODUCERE

Teza de fatd tine de teoria calitativi a ecuatiilor diferentiale. In ea sunt studiate sistemele
cubice de ecuatii diferentiale ce poseda drepte invariante multiple.

Actualitatea gi importanta problemei abordate. Teoria ecuatiilor diferentiale este
un domeniu fundamental al matematicii ce are numeroase aplicatii in diverse domenii ale
stiintei gi tehnicii, precum: mecanica, astronomie, termodinamica, optica, chimie, biologie
etc. Anume prin faptul, ca majoritatea fenomenelor si proceselor din lumea inconjuratoare
se modeleaza cu ajutorul ecuatiilor diferentiale, se explicd necesitatea dezvoltarii teoriei
acestora. Drept exemplu ne pot servi sistemele diferentiale de tip Lotka-Voltera caracterizate
prin existenta a cel putin doua drepte invariante gi care descriu evolutia in timp a interactiunii
dintre specii, a desfagurarii unor reactii chimice s.a.

La inceput atentia cercetatorilor era indreptata spre aflarea solutiei generale a ecuatiilor
si exprimarea acesteia prin functii elementare. Dar, cu timpul, s-a dovedit ca clasa ecuatiilor
diferentiale integrabile in cuadraturi este foarte ingusta. Astfel, la finele secolului 19 gi
inceputul secolului 20, in lucrarile clasice ale lui H. Poincaré si A. M. Lyapunov ia nastere
teoria calitativa a ecuatiilor difrentiale ce constd in determinarea comportarii traiectoriilor
fara a recurge nemijlocit la integrarea ecuatiilor.

Problemele de baza ale teoriei calitative a sistemelor diferentiale sunt legate de determina-
rea comportarii curbelor integrale in vecinatatea punctelor singulare, de delimitare a centrului
de focar, de existenta, numarul si pozitia reciproca a ciclurilor limitd, de construire a
integralelor prime.

Clasificarea punctelor singulare si studierea comportarii traiectoriilor in vecinatatea lor a
fost efectuata de H. Poincaré, A. Lyapunov, I. Bendixon, M. Frommer, H. Dulac. Metodele
elaborate de acesti matematicieni au fost in continuare dezvoltate de A. Andronov, E.
Leontovich, I. Gordon gi A. Mayer in [1]. Mai tarziu, la imbunatatirea lor gi-au adus aportul
si alti cercetatori, printre care J. Argemi, H. Forster, S. Lefschtz, F. Takens, V. Arnold, L.
Pontryagin, N. Bautin, F. Dumortier, A. Andreev, A. Bruno s.a.

Problema centrului si a focarului pentru sistemele pétratice si cubice este abordata in
lucrarile lui H. Dulac, W. Kapteyn, M. Frommer, N. Saharnicov, I. Kukles, C. Sibirschi, A.
Sadovskii, K. Malkin, I. Shirov, D. Boularas, N. Vulpe, D. Cozma, A. Suba, H. Zoladek, R.
Kooij si altii.

Existenta, numarul si pozitia reciproca a ciclurilor limita ale sistemelor diferentiale polino-



miale sunt investigate in lucrarile lui N. Bautin, L. Cherkas, W. Coppel, W.van Horssen,
J. Reyn, F. Dumortier, R. Roussarie, C. Rousseau, V. Gaiko, L. Gilevici, V. Amelkin, N.
Lukasgevici, A. Sadovskii, A. Zegeling, R. Kooij, Suo Guagilan, Sun Jifang, Ye Yanqgian,
A. Grini gi altii.

O metoda importanta de integrare a sistemelor diferentiale polinomiale este metoda
Darboux, care consté in constructia integralei prime prin folosirea curbelor algebrice invariante.
Metoda Darboux este dezvoltatd in lucrarile lui J. Chavarriga, J. Llibre ([42]), J. Sotomayor,
C. Christopher, J. Pereira, D. Schlomiuk, R. Kooij. In aceste lucriiri la formarea integralei
prime, pe langa curbele algebrice invariante, se iau in consideratie functiile exponentiale
invariante si punctele singulare independente.

De problema clasificarii topologice a sistemelor diferentiale cubice si a constructiei portrete-
lor de fazd corespunzitoare s-au ocupat W. Buchel, A. Berlinski, J. Reyn, R. Kooij, P. de
Jager, J. Artes in [3]|, J. Llibre, T. Date, N. Vulpe, D. Schlomiuk, D.Cozma, A. Suba,
V. Putuntica, A. Cima, B. Colla in [22] i altii.

La investigarea sistemelor diferentiale cubice cu curbe algebrice invariante si, in parti-
cular, cu drepte invariante, si-au adus aportul J. Artes, B. Griinbaum, J. Llibre, C. Chris-
topher, J. Pereira, T. Druzhkova, J. H. Grace, A. Young, R. Lyubimova, M. Popa, C. Sibirschi,
D. Schlomiuk, N. Vulpe, J. Sokulski, Zhang Xiang, R. Kooij, D. Cozma, A. Suba, V. Putuntica,
V. Repesco, C. Bujac etc.

Se gtie, ca un sistem cubic nedegenerat de ecuatii diferentiale are in partea finitd a
planului fazic cel mult opt drepte invariante. Cercetarea calitativa a sistemelor cubice cu
exact gsapte si a celor cu exact opt drepte invariante reale gi distincte a fost efectuata de
citre R. Lyubimova [44]. In lucrarea lui J. Llibre si N. Vulpe [41] la investigarea sistemelor
cubice cu drepte invariante s-a tinut cont de multiplicitatea acestora, precum si de dreapta
de la infinit. Studiul complet al sistemelor cubice cu drepte invariante afine de multiplicitate
paraleld totald egala cu sapte a fost efectuat de catre A.Suba, V.Repesco si V. Putuntica
([71], |72], iar al sistemelor cu drepte invariante de multiplicitate totala opt, tinandu-se cont si
de dreapta de la infinit - de ciitre N. Vulpe si C. Bujac ([12], [11], [7], [9]). Formele canonice
si portretele fazice pentru sistemele cubice cu sase drepte invariante reale de doua si trei
directii au fost obtinute de V. Putuntica si A. Suba in [51, 52|, iar pentru sistemele cubice
cu infinitul degenerat si care poseda drepte invariante de multiplicitate paraleld totala egala

cu cinci sau cu gase au fost aduse de A. Subd si V. Repegco ([55]).

10



In lucrarea de fatd sunt studiate sistemele cubice ce posedi drepte invariante de multiplici-
tate sumara maximala. La calcularea numarului de drepte invariante si a multiplicitatilor
lor se ia in vedere si linia de la infinit.

Scopul si obiectivele lucrarii. Scopul principal al lucrarii consta in clasificarea sisteme-
lor cubice de ecuatii diferentiale ce poseda drepte invariante de multiplicitate maximala.

Realizarea acestui scop a fost insotitda de urmatoarele obiective:

— determinarea multiplicitatii maximale a unei drepte invariante reale pentru sistemul
cubic;

— determinarea multiplicitatii maximale a dreptei invariante de la infinit pentru sistemul
cubic;

— clasificarea sistemelor cubice cu doua drepte invariante de multiplicitate maximali;

— clasificarea sistemelor cubice cu trei drepte invariante de multiplicitate maximali;

Metodologia cercetirii stiintifice. In lucrare au fost aplicate metodele teoriei calitative
a ecuatiilor diferentiale si metodele algebrei computationale.

Noutatea si originalitatea gtiintifica. Pana-n prezent, din punct de vedere calitativ,
au fost studiate sistemele cubice de ecuatii diferentiale cu sapte si cu opt drepte invariante
[41], [44], [7], [11]; [12].

In aceastd lucrare au fost cercetate sistemele cubice cu infinitul nedegenerat ce posedi
cel mult trei drepte invariante multiple, tindndu-se cont si de dreapta de la infinit. A fost
efectuata clasificarea afina a sistemelor cubice cu cel mult trei drepte invariante distincte de
multiplicitate maximala si construite sistemele cubice perturbate corespunzitoare formelor
canonice.

In lucrare au fost obtinute urmatoarele rezultate:

— a fost estimata multiplicitatea algebricd maximala a unei drepte invariante afine pentru
sistemele polinomiale de gradul n;

— a fost determinata multiplicitatea maximala a unei drepte invariante afine i a dreptei
invariante de la infinit pentru sistemul cubic;

— a fost efectuata clasificarea sistemelor cubice cu doua drepte invariante de multiplicitate
maximala;

— a fost efectuata clasificarea sistemelor cubice cu trei drepte invariante de multiplicitate
maximald.

Problema stiintifica importanta solutionata consta in clasificarea sistemelor cubice

11



de ecuatii diferentiale cu una (cea de la infinit), cu doud gi cu trei drepte invariante de
multiplicitate maximala si construirea in cazul sistemelor cubice cu drepte invariante reale
a sistemelor perturbate corespunzitoare formelor canonice.

Semnificatia teoretici. In aceasti tezi pentru prima dati s-a pus si s-a rezolvat
problema de determinare in clasa sistemelor diferentiale cubice a multiplicitatii maximale a
unei drepte invariante afine, a dreptei de la infinit, a stabilirii consecutivitatilor maximale
de multiplicitati, ceea ce reprezinta pentru viitor un pas important in studiul calitativ al
sistemelor cubice ce poseda drepte invariante.

Valoarea aplicativa a lucrarii. Aceasta lucrare poartd un caracter teoretic, insa ea
are gi largi perspective aplicative. Rezultatele obtinute pot fi incluse in programele cursurilor
optionale tinute studentilor si masteranzilor facultiatilor de matematica si fizica. La fel, ele
se vor lua in calcul in studiul de mai departe al sistemelor cubice. Ultimele sisteme servesc
drept modele matematice: al evolutiei in timp a interactiunii dintre specii in biologie; de
cuplare a undelor in fizica lazerului; de migcare a electronilor, ionilor si neutronilor in fizica
plasmei; a instabilitatii convective in problema Benard din hidrodinamica s.a.

Rezultatele stiintifice principale inaintate spre sustinere:

— estimatia multiplicitatii algebrice maximale a unei drepte invariante afine pentru sisteme-
le polinomiale de gradul n;

— multiplicitatea maximala a unei drepte invariante reale pentru sistemul cubic;

— multiplicitatea maximala a dreptei invariante de la infinit pentru sistemul cubic;

— clasificarea sistemelor cubice cu doud drepte invariante de multiplicitate maximala;

— clasificarea sistemelor cubice cu trei drepte invariante de multiplicitate maximal&;

Implementarea rezultatelor stiintifice.

Rezultatele obtinute in teza pot fi aplicate:

- in investigatiile ulterioare ale sistemelor diferentiale cubice ce poseda drepte invariante;

- in studiul diferitor modele matematice ce descriu unele procese din fizica, chimie,
medicina g.a.;

- drept suport pentru teme de masterat gi pot constitui continutul unor cursuri optionale
pentru studentii si masteranzii de la specialitatile matematice.

Aprobarea rezultatelor gtiintifice. Rezultatele principale ale lucrarii au fost raportate
si aprobate la:

— The 20" Conference on Applied and Industrial Mathematics (CAIM), August 22-25,

12



2012, Chiginau;

— The X* International Conference of Young Researchers, November 23, 2012, Chisinau;

— International Conference: Mathematics and Information Technologies: Research and
Education (MITRE), August 18-22, 2013, Chiginiu;

— The 215 Conference on Applied and Industrial Mathematics (CAIM), September 19-22,
2013, Bucuresti, Romania;

— The 9" International Conference on Applied Mathematics (ICAM), September 25-28,
2013, Baia-Mare, Romania;

— Conferinta stiintifica Internationald a doctoranzilor Tendinte contemporane ale dezvol-
tarii stiintei: viziuni ale tinerilor cercetatori, 10 martie, 2014, Chisinau;

— IV International Hahn Conference, June 30 -July 5, 2014, Chernivtsi, Ukraine;

— Third Conference of Mathematical Society of Moldova IMCS-50, August 19-23, 2014,
Chiginau;

— Conferinta gtiintifica Internationald a doctoranzilor: Tendinte contemporane ale dezvol-
tarii gtiintei: viziuni ale tinerilor cercetdtori, 10 martie, 2015, Chiginau;

— International Conference: Mathematics and Information Technologies: Research and
Education (MITRE), July 2-5, 2015, Chisiniu;

— Conference on Applied and Industrial Mathematics (CAIM), 17-20 September, 2015,
Suceava, Romania;

— Conferinta stiintifici nationald cu participare internationald. Invitamantul superior
din Republica Moldova la 85 ani, 24-25 septembrie 2015, Chisinau;

— International Conference: Mathematics and Information Technologies: Research and
Education (MITRE), June 24-26, 2016, Chisinau;

— Conference on Applied and Industrial Mathematics (CAIM), September 15-18, 2016,
Craiova, Romania;

— The International Scientific Conference: Differential-Functional Equations and their
Application, September 28-30, 2016, Chernivtsi, Ukraine;

— seminarul "Ecuatii Diferentiale gi Algebre” din cadrul Universititii de Stat din Tiraspol
(cu sediul la Chigindu) (2012-2017);

— seminarul din cadrul catedrei Ecuatii Diferentiale, Facultatea Matematica si Mecanica,
Universitatea de Stat din Belarus, Minsk, 2014, 2016.

Publicatii. Rezultatele principale ale tezei au fost publicate in 17 lucrari: 2 articole
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stiintifice |79, 89| (un articol fard coautor), o lucrare in materialele Conferintei IMCS-50
(|76]) si 14 teze ale comunicarilor la conferinte stiintifice |83, 84, 73, 74, 85, 75, 86, 77, 78,
87, 88, 80, 81, 90| (7 fard coautor).

Sumarul compartimentelor tezei:

In primul capitol, format din patru sectiuni, sunt enuntate rezultatele clasice si recente
ce tin de teoria calitativa a ecuatiilor diferentiale. Se face o analiza comparativa a situatiei
existente in domeniu, se formuleaza problema de cercetare si directiile de solutionare a ei.

In capitolul II, format din cinci sectiuni, pentru sistemele polinomiale de gradul n
este obtinuta o estimatie a multiplicitatii algebrice maximale a unei drepte invariante afine.
In clasa sistemelor polinomiale de grad mai mic ca patru este determinatd multiplicitatea
maximala atidt a unei drepte invariante afine, cadt si a dreaptei invariante de la infinit.
Folosind grupul afin de transformari al planului de faze si rescalarea timpului este efectuata
clasificarea sistemelor cubice cu doud drepte invariante distincte (inclusiv dreapta de la
infinit) de multiplicitate totald maximali, iar in capitolul III, format din trei sectiuni, este
efectuata clasificarea sistemelor cubice ce poseda trei drepte invariante (inclusiv dreapta de
la infinit) de multiplicitate maximald. Pentru aceasta clasi de sisteme cubice sunt aduse
formele canonice, iar in cazul dreptelor reale si perturbarile sistemelor respective, necesare
pentru multiplicitatea geometrica.

In final, sunt expuse concluziile generale si recomandari.
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1. ANALIZA SITUATIEI IN DOMENIUL SISTEMELOR DIFERENTIALE
POLINOMIALE CU DREPTE INVARIANTE

In acest compartiment sunt descrise rezulatele clasice gi recente ale teoriei calitative
a ecuatiilor diferentiale folosite in aceasta teza. Se face o analizd comparativa a situatiei

existente in domeniu, se formuleaza problema de cercetare si directiile de solutionare a ei.

1.1. Estimatia numadirului de drepte invariante pentru sistemele diferenti-

ale polinomiale

In prezent, sistemele de ecuatii diferentiale polinomiale sunt supuse unui studiu intens de
catre mai multi cercetatori, avand drept motivatie interesul aplicativ, deoarece aceste sisteme
servesc ca modele matematice: al evolutiei in timp a interactiunii dintre specii in biologie; de
cuplare a undelor in fizica lazerului; de miscare a electronilor, ionilor si neutronilor in fizica
plasmei; a instabilitatii in problema Benard din hidrodinamica; a interactiunii gazelor din
mediile subterane etc.

Studiul calitativ al sistemelor diferentiale & = P(z,y), ¥ = Q(x,y) de gradul n, unde
P(z,y) si Q(x,y) sunt polinoame cu coeficienti reali in x i y, iar n = max(degP,degQ), este
pe departe de a fi terminat. In particular, investigarea sistemelor diferentiale polinomiale cu
drepte invariante, desi acestea formeaza cea mai simpla clasa in multimea curbelor algebrice
invariante, nu este completa.

Un sistem diferential polinomial poate avea ori un numar infinit, finit sau vid de drepte
invariante. In lucrara de fati vom examina doar sistemele ce posedit un numér finit de drepte
invariante.

In clasa sistemelor diferentiale polinomiale de gradul n numirul maximal de drepte
invariante (de directii al dreptelor invariante) il vom nota cu a(n) (5(n)).

In anii 1980 matematicienii care se ocupau de studierea sistemelor polinomiale de ecuatii
diferentiale au inaintat o ipoteza referitoare la estimatia numarului de drepte invariante
(vezi, de exemplu, [92], [95]). Conform acestei ipoteze pentru sistemele polinomiale de ecuatii

diferentiale de gradul n numéarul maxim posibil de drepte invariante «(n) pentru n numér
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par este egal cu 2n + 1, iar pentru n - impar este egal cu 2n + 2.

In 1993 Zhang Xikang in lucrarea [92] demonstreaza ipoteza in cazurile n = 3 si n = 4.
Cu toate acestea, in demonstratiile Dumnealui s-a comis o neexactitate, considerand ca
f(n) <n+ 1. Eroarea a fost corectata in 1998 (vezi [93]).

De problema existentei dreptelor invariante pentru sistemele polinomiale s-a ocupat si J.
Sokulski, demonstrand si el in 1996 cd pentru n = 4 numéarul maxim de drepte invariante
reale distincte este 9 (vezi [63]), adicd ipoteza este justa.

In [4] J. C. Artés, B. Griinbaum si J. Llibre au aritat ci ipoteza anuntatd mai sus nu
este justa pentru n > 4. Mai exact, au demonstrat cid «(5) = 14 si au adus contraexemple
pentru n € {6,7,...,20}. Mai mult ca atat, pentru dreptele invariante afine au demonstrat,
cd daca n este numar par, atunci 2n + 1 < a(n) < 3n -1, iar daci n este impar, atunci
2n+2<a(n)<3n-1.

Intr-o altd lucrare ([2]) J. C. Artés, si J. Llibre au stabilit intre numirul maxim de drepte
invariate «(n) si numarul maxim de directii 5(n) al dreptelor invariante o relatie, datd de
egalitatea 5(n) = a(n—1)+1. Tinand cont cd a(2) =5 si a(3) = 8, inca odatd ne convingem,
cd inegalitatea 5(n) <mn+ 1, folosita de Zhang Xikang in cercetdrile sale, nu este justa.

Numarul maxim de drepte invariante, incluzdnd dreapta de la infinit si multiplicitatile
lor, pentru sistemele diferentiale polinomiale de gradul n este 3n. Numarul dat este atins,
daca se iau in consideratie dreptele invariante reale si complexe ale sistemului polinomial.
Acest fapt ni-l demonstreazd gi exemplul profesorului J. Llibre (comunicare privatd): & =
x™ g = y", n > 2. Sistemul dat posedd dreptele invariante afine: x = 0, y = 0, fiecare de
multiplicitatea n, dreapta z —y = 0 si dreptele complexe z—d;4 =0, j = 1,n -2, unde J; sunt
radacinile de ordinul n din unu si distincte de 1.

Agadar, tindndu-se cont de dreapta de la infinit, in clasa sistemelor cubice de ecuatii
diferentiale ce poseda un numar finit de drepte invariante, numarul maxim al acestora este
egal cu noua. Clasificarea completa a sistemelor cubice ce posedd un numar maxim de drepte
invariante, adicd noui, a fost efectuatd de J. Llibre gi N. Vulpe in [41].

Infinitul pentru sistemele cubice reprezintd o dreaptd invariantd nesingulard in cazul
cand expresia Cs(x,y) = yPs(z,y) - Qs(x,y) # 0. In cazul cand Cs(x,y) = 0 infinitul
este degenerat, adicd consta doar din puncte singulare. Conform [70], sistemele cubice cu
infinitul degenerat posedi cel mult sase drepte invariante. In [55] a fost efectuati clasificarea

sistemelor cubice cu infinitul degenerat ce au drepte invariante de multiplicitate paralela
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totala sase.

Mentionam, ca in teza de fata sunt investigate sistemele cubice cu infinitul nedegenerat
care admit drepte invariante de multiplicitate maximala.

Matematicianul chinez Dai Guoren in [31], deasemenea, a cercetat sistemele polinomiale
cu drepte invariante. El a estimat numarul de drepte invariante ce au pantele diferite pentru
n > 3, precum si numarul celor paralele in cazul n > 2.

Estimatia numarului de drepte invariante a sistemelor polinomiale diferentiale care verifica
anumite conditii este o problema actuala. Recent, matematicienii rugi V.B. Tlyachev, A.D.
Ushkho si D.S. Ushkho au ardtat ca campul vectorial polinomial de gradul n, n > 3, ce poseda
un fascicol din n+1 drepte invariante gi un n—tuplu de drepte reciproc paralele nu poate avea
mai mult de 2n + 1 (2n + 2) drepte invariante afine, daci n este par (impar), adici pentru

aceastd clasa de cAmpuri vectoriale are loc ipoteza, enuntatd mai sus (vezi [82]).

1.2. Curbe algebrice invariante in studiul sistemelor diferentiale polinomiale

Studiul sistemelor polinomiale de ecuatii diferentiale a inceput sa ia amploare dupa
publicarea lucrarilor clasice ale lui Darboux gi ale lui Poincaré, insa pana-n prezent un
numar mare de probleme incd nu-gi cunosc rezolvarea. Una dintre acestea este problema
ciclurilor limitd (partea a doua a problemei a 16-a a lui Hilbert). De fapt, in teoria calitativa
a sistemelor diferentiale polinomiale reale bidimensionale se considera ca fiind principale
urmatoarele trei probleme: problema determindrii integralelor prime, a ciclurilor limita si
problema deosebirii centrului de focar.

Metoda lui Darboux de construire pentru sistemele diferentiale polinomiale a integralelor
prime cu ajutorul curbelor algebrice invariante a fost inalt apreciata de H. Poincaré si a
suscitat interesul si a altor matematicieni. Ea igi géseste dezvoltarea in lucrarile autorilor
J. Chavarriga, J. Llibre, J. Sotomayor, C. Christopher, J. Pereira, D. Schlomiuk, A. Suba,
D. Cozma s.a. In aceste lucriri la formarea integralei prime, pe langd curbele algebrice
invariante, se iau in vedere gi factorii exponentiali, punctele singulare independente si marimile
Lyapunov.

De la Poincaré incoace mai multi cercetatori au abordat diverse probleme ce tin de
studiul calitativ al sistemelor polinomiale de ecuatii diferentiale ce posedd curbe algebrice
invariante, in particular, drepte invariante. In cele ce urmeazi vom elucida unele studii si

rezultate referitoare la sistemele date ce au drepte invariante si vom face referinte la lucrarile
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in care au fost realizate. Mentionam, ca sistemele diferentiale cubice vor fi supuse unei analize
mai detaliate, deoarece acestea sunt obiectul de studiu al tezei de fata si, desigur, vom descrie
rezultatele, obtinute pana-n prezent. La fel, comparativ cu ale noastre, vom expune directiile
de cercetare, abordate de catre alti autori.

FEristenta dreptelor invariante. Determinarea conditiile de existenta a dreptelor invariante
a constituit una dintre preocupirile matematicienilor din tara noastra. Astfel, M. Popa si
C. Sibirschi, in [48], [49] pentru unele sisteme polinomiale de ecuatii diferentiale au stabilit
conditiile centroafin-invariante de existentd a dreptelor invariante omogene, iar conditiile
de existentd a dreptelor invariante neomogene au fost stabilite in [50] si [61]. In [50] se
presupunea ca sistemele patratice examinate au cel putin un punct singular de tip focar
sau centru (focar slab(weak focus) sau focar fin (fine focus)). Pentru sistemele cubice cu
focar slab in lucrarile [26], [27], autori A. Subd si D. Cozma, sunt determinate conditiile de
existenta a patru drepte invariante neomogene.

Drepte invariante st cicluri limitd. La determinarea pentru sistemele polinomiale de
ecuatii diferentiale a existentei si a numarului maxim de cicluri limita mai multi cercetatori
au tinut cont gi de faptul daca aceste sisteme au sau nu curbe algebrice invariante. Astfel,
pentru sistemul patratic ce posedd doud drepte invariante reale in [5] a fost demonstrat ci nu
are cicluri limita, iar in cazul a doua drepte invariante complexe conjugate sistemul patratic
poate avea cel mult un ciclu limita (vezi [65]). Deasemenea, nu mai mult de un ciclu limita
poate avea sistemul pétratic cu o dreaptd invariantd(vezi [18],[19],[56]).

Referitor la sistemele cubice, putem evidentia urmétoarele rezultate. Sistemul cubic ce
posedd cinci drepte invariante reale nu are cicluri limita (|30]). Cel mult un ciclu limita
poate avea sistemul cubic cu patru drepte invariante reale sau cu doua reale si doua complexe
conjugate ([37],[38]). Doud cicluri limita poate avea sistemul cubic cu patru drepte invariante
complexe conjugate ([38], exemple cu mai multe cicluri nu se cunosc). In cazul sistemului
cubic cu patru drepte invariante neomogene (la general vorbind, cu coeficienti complecsi)
ciclitatea centrului (0,0) nu este mai mare ca unu (|27]).

Problema existentei ciclurilor limita pentru sistemul diferential polinomial de gradul n
ce au n + 1 drepte invariante a fost studiatd in [39]. Pentru o clasa de sisteme cubice ce
posedi o dreapta invariantd in [94] a fost stabilitd unicitatea ciclului limita. In [66] se arati
cd sistemul polinomial cu cel putin (n - 1)(n + 1)/2 drepte invariante n-are cicluri limita

(avand in vedere estimatia a(n) < 3n -1, acest rezultat este valabil doar pentru n <5).
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Centre si drepte invariante. Unele probleme de bazi ale teoriei calitative a sistemelor
diferentiale polinomiale {in de determinarea comportarii curbelor integrale in vecinatatea
punctelor singulare izolate. Printre aceste probleme se evidentiaza problema deosebirii centru-
lui de focar. Se gtie, ca daca radacinile ecuatiei caracteristice asociate punctului singular
0(0,0) sunt imaginare, atunci acesta poate fi de tip centru sau de tip focar (punct singular
de speta a doua). Problema deosebirii centrului de focar, numita pe scurt problema centrului,
constd in determinarea conditiilor asupra coeficientilor membrilor din partea dreapta a
sistemului diferential polinomial ce asigurd ca punctul singular este de tip centru. Pentru
sistemul pitratic problema centrului a fost pentru prima data rezolvata de H. Dulac [34], iar
pentru sistemul cubic simetric — de C. Sibirschi [62].

In caz general, adicd cand membrii din dreapta ai sistemului cubic contin neliniarititi de
gradul doi si de gradul trei, problema centrului nu este pana-n prezent complet rezolvata desi
aceasta problema este supusa unui studiu intens in mai multe centre siintifice din diferite
tari si il sunt consacrate un numar impunator de lucréri.

In R. Moldova au fost elaborate urmitoarele metode de investigare a problemei centrului:
metoda academicianului C.S. Sibirschi de determinare a conditiilor invariante de existenta a
centrului; metoda utilizata de membrul corespondent A.S.M. N. Vulpe la efectuarea clasificarii
topologice centroafin-invariante a sistemelor diferentiale ce poseda centru; metoda profesorului
M. Popa de determinare a numarului de elemente ale bazei idealului Bautin prin aplicarea
algeberelor Lie; metoda profesorilor A. Suba gi D. Cozma de determinare a cuplurilor centrice
(|68 s. a.).

A. Subi ¢i D. Cozma au dedicat un numar mare de lucrari (|27], |28], [29], [68], [69])
cercetdrii problemei centrului pentru sistemul diferential cubic cu drepte invariante. In aceste
lucrari problema centrului a fost complet rezolvata pentru sistemele cubice cu cel putin trei
drepte invariante.

Pentru sistemele cubice cu doua drepte invariante omogene si o conica invariantd, precum
si pentru sistemele cubice cu doua drepte paralele invariante si o conica invarianta problema
centrului a fost rezolvatid in [24] (a se vedea si lucrarea de totalizare [25]).

Clasificarea si studiul calitativ al sistemelor diferentiale cu drepte invariante. Studiul
calitativ al sistemelor patratice care poseda drepte invariante de multiplicitate totala mai
mare sau egali cu trei a fost efectuat de D. Schlomiuk si N. Vulpe. In articolele [58],

[60] autorii au construit toate configuratiile posibile a dreptelor invariante de o anumita
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multiplicitate. Mai mult decat atat, aplicand teoria invariantilor algebrici au determinat
conditiile necesare si suficiente pentru realizarea fiecireia dintre configuratiile construite.

Investigarea calitativa a sistemelor cubice cu exact sapte gi cu exact opt drepte invariante
reale distincte a fost realizatd de ciitre R. Lyubimova in [44] si [45].

Clasificarea tuturor sistemelor cubice cu un numar maximal de drepte invariante, conside-
randu-se si multiplicititile lor, a fost efectuatd de J. Llibre si N. Vulpe in [41]. In aceasta
lucrare autorii au determinat 23 de configuratii de drepte invariante. Mai mult decat atat,
utilizand teoria invariantilor algebrici a ecuatiilor diferentiale au determinat conditiile afin-
invariante necesare si suficiente de realizare ale fiecarei configuratii obtinute. O clasa noua de
sisteme cubice omisd in [41] a fost depistatd si construita in [8]. Integralele prime si portretele
fazice ale sistemelor ce posedd un numéir maxim de drepte invariante au fost aduse in [10].

Studiul calitativ al sistemelor cubice de ecuatii invariante cu sase si cu sapte drepte
invariante reale a fost realizat de V. Putunticd impreund cu A. Subd ([51], [52], [53]). La
investigarea acestor clase de sisteme cubice s-a tinut cont de numaérul de directii al dreptelor
invariante. De studiul si clasificarea sistemelor cubice cu drepte invariante de multiplicitate
paraleld totala egala cu sapte s-au ocupat A. Suba, V. Repesco si V. Putunticd (|71], [72]).
V. Repesco si A. Subd au studiat gi sistemele cubice cu infinitul degenerat ce poseda drepte
invariante a caror multiplicitate paralela este egala cu cinci sau cu sase.

Clasificarea completd a sistemelor cubice cu drepte invariante de multiplicitate totala
egald cu opt a fost datd de C. Bujac si N. Vulpe ([7], [9], [11], [12], [13], [14]). Aceastd
clasificare contine 51 de configuratii de drepte invariante, pentru care au fost determinate
conditiile necesare si suficiente de realizare ale lor, au fost construite formele canonice, precum
i perturbdrile formelor canonice. 17 dintre aceste configuratii (clasa sistemelor cubice cu
patru puncte singulare la infinit) coincid cu cele date de A. Subd si discipolii sii, care au
tinut cont doar de multiplicitatea paraleld a dreptelor invariante.

In aceastd tezd sunt studiate sistemele cubice cu drepte invariante multiple. Mai exact,
in clasa sistemelor cubice cu infinitul nedegenerat este:

— determinata multiplicitatea maximala a unei drepte invariante afine si a dreptei de la
infinit;

— efectuata clasificarea sistemelor cubice cu doua si cu trei drepte invariante (enumerand
si dreapta de la infinit) de multiplicitate maximali.

Pentru realizarea acestor obiective se introduce notiunea de consecutivitate maximala de
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multiplicitati a dreptelor invariante (m(p1, ..., fiy ooy fn; oo ) )-

1.3. Rolul curbelor algebrice invariante in studiul integrabilitatii sistemelor

diferentiale polinomiale

Existenta curbelor algebrice invariante joaca un rol important in determinarea integralelor
prime ale sistemelor polinomiale diferentiale.

In 1878, Darboux a publicat lucrarea [32] despre integrabilitatea ecuatiilor diferentiale
polinomiale de ordinul intai in care a introdus pentru aceste ecuatii notiunea de curba
algebrica invarianta. Aceastd notiune poate fi usor adaptatd pentru sistemele diferentiale
polinomiale & = P(z,y), ¥ = Q(z,y). Conform [32], o curba algebricd f(x,y) = 0, unde f
este un polinom din C[z,y], este o curba algebricd invariantd pentru sistemul diferential,
daca existd un aga polinom K (x,y) € C[z,y], numit cofactorul curbei invariante f(x,y) =0,
incat are loc identitatea X(f) = fK. Cu X s-a notat campul vectorial X = (P, Q) asociat
sistemului polinomial. Darboux a aratat, ca integrabilitatea sistemelor polinomiale poate fi
obtinuta prin folosirea curbelor algebrice invariante. Ideea lui consta in construirea pentru

sistemul diferential polinomial a integralei prime (a factorului integrant) de forma (numita

a;
i

si forma Darboux) IBI , unde f; sunt polinoamele ce definesc curbele algebrice invariante
ale sistemului dat, Ziialr ; nigte numere complexe oarecare. In particular, el a demonstrat,
ca daca un sistem polinomial diferential de gradul n are p curbe algebrice invariante f; = 0,
cofactorii carora K verifica pentru niste numere oarecare «; € C, nu toate egale cu zero, si
p€{0,1}, relatia

iaiKZ— +pdiv(P,Q) =0,

i=0
atunci sistemul are integrald primé (p = 0) sau factor integrant (p = 1) de forma Darboux.
Cu div(P, Q) s-a notat divergenta sistemului. Mai mult ca atat, el a aritat, cd daca sistemul

posedd cel putin p > n(n + 1)/2 curbe algebrice invariante, atunci acest sistem are factor

p
integrant de forma p = [] £, iar dacd p > [n(n + 1)/2] + 1, atunci sistemul polinomial are
i1

integrald prima de forma F' = lg[ff‘ (vezi [32]). Se mai gtie, ca in cazul p > [n(n+1)/2] +2
sistemul are integrald prima r;Zilonalé, adicd constantele o; sunt numere intregi (vezi [35]).

In ultimii ani teoria Darboux de integrabilitate a fost dezvoltatsi, actualizatd si extinsi
asupra sistemelor de ordin mai mare ca doi. Astfel, o completare a acestei teorii poate
fi considerat faptul, ca impreuna cu curbele algebrice invariante, se mai iau in vedere gi

multiplicitatile acestora. Curbele invariante multiple genereaza unele functii exponentiale
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exp(g;/h;), numite factori exponentiali, ce fac parte din componenta integralei prime (sau a
factorului integrant): ﬁ i 121 exp(g;j/h;). Functiile exp(g;/h;) satisfac unei ecuatii similare
celei din cazul polinolz;rleloflfi ce definesc curbele algebrice invariante f; = 0 (vezi [20]).
In astfel de situatii se vorbeste despre integrabilitatea Darboux generalizati sau in sens
generalizat.

O alta directie de dezvoltarea a teoriei Darboux consta in faptul, cd pe langa curbele
algebrice invariante, se examineaza gi alte elemente sau proprietati ale sistemului diferential
care conduc la integrabilitatea Darboux. De exemplu, in [15] se iau in consideratie punctele
singulare independente, iar in [67] - mirimile Lyapunov.

Se cunoagte, cd dacd un sistem cubic (n = 3) de ecuatii diferentiale admite 6 drepte
invariante distincte, atunci, in caz general, sistemul dat are factor integrant format din aceste
drepte, iar daca sistemul cubic poseda cel putin 7 drepte invariante distincte, atunci sistemul
are integrala prima de tip Darboux. De aici urmeaza, ca sistemele cubice ce poseda un numar
maxim de drepte invariante, formele canonice ale cdrora au fost construite in [41] si [8], sunt
integrabile. Sistemele cubice cu drepte invariante de multiplicitate totala opt, studiate in [9],
deasemenea sunt integrabile. Pentru o subclasa a acestor sisteme, si anume, a acelor sisteme
cubice cu drepte invariante afine de multiplicitate paraleld sapte, problema integrabilitatii
a fost rezolvatd mai inainte in [71], [72]. Mai mult ca atét, s-a adeverit cd formele canonice
ale sistemele cubice cu drepte invariante afine de multiplicitate paralela sapte sunt afin-
echivalente cu cele din clasa sistemelor cubice cu opt drepte invarinte, incluzand dreapta de
la infinit, ce au la infinit patru puncte singulare distincte.

In teza de fata este efectuati clasificarea sistemelor cubice cu cel mult trei drepte invariante
(enumerandu-se si dreapta de la infinit) de multiplicitate maximala. Se arata, ci sistemele
cubice ce posedd o dreapti invariantd afind de multiplicitate maximald (m = 7), sistemele
cubice pentru care dreapta de la infinit e de multiplicitate maximala (m, = 7), ct si sistemele
cubice cu doud drepte invariante dinstincte de multiplicitate maximald (m(7;1), m(6;1),

m(5;4), m(4;5), m(3;5),m(2;5), m(1;7)) sunt integrabile.

1.4. DMultiplicitatea curbelor algebrice invariante pentru sistemele diferen-

tiale polinomiale

Pe parcursul a mai multi ani diferiti cercetitori s-au straduit sd defineasca notiunea de

multiplicitate a unei curbe algebrice invariante. Astfel, in literatura de specialitate intalnim
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mai multe tipuri de multiplicitati: geometrica, algebrica, infinitezimala, integrabila, holono-
micd (vezi [21], [57]).

Cu toate ca legatura dintre solutiile algebrice care se contopesc si existenta factorilor
exponentiali a fost utilizatd de mai multi autori, la inceput, nu exista o teorie generala
in acest sens. In special, cazul in care mai multe curbe fuzioneazi si formeazi factori
exponentiali a fost in mare parte ignorat. Dificultatea constd in faptul, cd avand dat un
camp vectorial polinomial, nu este evident, dacd o curba algebricd este multipla sau nu, si
nici ce multiplicitate sa i se atribuie.

H. Zoladek [1992] a dat o definitie in termeni de multiplicitate locala in fiecare punct
critic. Din pacate, definitia nu este suficient de puternicd pentru a garanta ca curbele date
pot fi efectiv produse prin bifurcare. Aceastd definitie ar fi cel mai aprope de multiplicitatea
holonomicéa, dar numai luata in considerare la nivel local.

D. Schlomiuk [1997] definegte notiunea de multiplicitate geometricd a unei curbe invarian-
te, respectand o anumita familie de cAmpuri vetoriale. Cu toate acestea, nu este dat nici un
mijloc eficient de calculare a acestei multiplicitati in afara de inspectarea familiei insagi.

O versiune simplificatd a lantului de ecuatii care stau la baza definitiei multiplicitatii
infinitezimale a fost luatd in considerare de Grébner si Knapp [1967].

C. Christopher, J.Llibre si J.V. Pereira au consacrat o lucrare multiplicitatii curbelor
algebrice invariante. In acesti lucrare ([21]) autorii au introdus o definitie concretd a multipli-
citatii curbelor algebrice invariante, numitd multiplicitate infinitezimala, care este efectiv
calculabila gi au ardtat ca, avand in vedere unele ipoteze, existd o echivalenta intre aceasta
definitie si alte definitii, aduse in lucrarea datd (multiplicitatea integrabila, algebrica, geomet-
ricd, holonomica).

In [21] se considers multiplicitatea infinetizimala ca fiind principald. Definitia acestei
multiplicitati exprima faptul, ca existenta unei curbe multiple implicd nu doar curba, dar si
unele informatii infinitezimale despre aceasta. Fie € o marime algebrica pentru care ¥ = 0
(sau putem considera cd ¢ apartine inelului C(g)/(g¥)). Se spune cd o curbd algebrica
invarianta f = 0 are multiplicitatea infinitezimala k, daca existd asa polinoame fo = f, fi1,...,
fr-1, de grad nu mai mare ca gradul polinomului f, astfel incat F = fo+ef; +... + 1 fi_;
satisface relatia X(F) = FLp in Clx,y,c]/(e¥), unde X este campul vectorial,
Ly € Clxz,y,e]/(F).

Multiplicitatea integrabild este definitd prin intermediul factorilor exponentiali asociati
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unei curbe invariante f = 0. Conform [21], se spune, cd o curba invarianta f = 0 are multiplicita-
tea integrabild k, daca aceastd curba genereaza k-1 factori exponentiali de forma exp(g;/f7),
unde j=1,...., k-1, deg(g;) < jdeg(f), si fiecare g; nu este multiplu pentru f. Acesti factori
exponentiali pot fi folositi la constructia integralei prime sau a factorului integrant de tip
Darboux.

In [21] multiplicitatea algebrica este datd cu ajutorul curbelor extactice care au fost
indroduse de Pereira in 2001. O caracteristicd importanta a acestor curbe consta in faptul,
ca ele pot fi calculate direct din determinantul unei matrici. Se spune ca curba algebrica
invarianta f = 0 are multiplicitatea algebrica egala cu k, daca k este cel mai mare numar
natuaral astfel ci f* divide determinantul dat si, prin urmare, multiplicitatea algebricd este
efectiv calculabil.

Din punct de vedere geometric, autorii lucrarii [21] afirm, ca o curba are multiplicitatea
geometrica k, dacd exista aga mici perturbatii ale campului vectorial incat noile campuri
posedd exact k curbe algebrice invariante dictincte ce bifurca din curba f = 0.

In aceastd lucrare se aratd in mod special cd existd o echivalentit naturald intre punctul
de vedere algebric si punctul de vedere geometric, referitor la multiplicitatea unei curbe
invariante. Mai mult decat atat, din punct de vedere algebric, este datd o metoda eficienta
de calculare a multiplicitatii unei anumite curbe.

Este important de mentionat faptul, cd autorii articolului gtiintific [21] si-au concentrat
atentia doar asupra multiplicitatii unei singure curbe invariante ireductibile, insa, in teza
de fata se studiaza sistemele cubice cu mai multe drepte invariante multiple. Din aceste
considerente, se cerceteaza multiplicitatea dreptelor invariante atat din punct de vedere
algebric, cat si geometric, urmarindu-se scopul de a arata ca multiplicitatile date coincid si
in cazul unui ansamblu de curbe algebrice invariante. Mai mult decat atat, se aplica definitia
multiplicitiatii geometrice, data de D. Schlomiuk, respectand clasa sistemelor cubice de ecuatii
diferentiale.

De studiul sistemelor cubice cu drepte invariante de multiplicitate totala noua gi respectiv
opt s-au ocupat N. Vulpe, J. Llibre si C. Bujac. In lucrarilor lor s-a tinut cont de multiplicitatea
geometrica data de D. Schlomiuk.

In lucririle cercetitorilor A. Subii, V. Putuntici si V. Repesco intalnim notiunea de
multiplicitate paraleld. Ei considerid ca o dreaptd invariantd f(x,y) = 0 are multiplicitatea

paralela 1 < k < 3, dacd exisd un asa polinom R(z,y) € C[z,y] incat are loc identitatea

24



X(f) = [*R(x,y).

In articolele [71], [72] au fost studiate sistemele cubice cu drepte invariante de multiplicitate
paraleld totald egald cu sapte, iar in [55] se investigheazd sistemele cubice cu infinitul
degenerat ce poseda drepte invariante de multiplicitate paralela totala egala cu sase.

In aceastd tezi, dacd nu se va specifica aparte, prin multiplicitatea unei drepte invariante
se va considera multiplicitatea ei algebrica. Tinand cont de lucrarea [21], in care s-a demonstrat,
cd in unele ipoteze generice, existd o echivalenta intre tipurile de multiplicitati, totusi, pentru
sistemul cubic vom determina mai intai multiplicitatea algebrica maximala a unei drepte

invariante afine, apoi i multiplicitatile ei infinitezimale, integrabile §i geometrice.

1.5. Concluzii la capitolul intai

In primul capitol sunt descrise principalele rezultate cu referire la sistemele diferentiale
polinomiale ce poseda drepte invariante si este mentionat aportul mai multor matematicieni
la dezvoltarea teoriei calitative a ecuatiilor diferentiale. In baza analizei situatiei in domeniul
studierii sistemelor polinomiale diferentiale putem mentiona, ca cercetarea acestor sisteme
este cu atat mai dificild cu cat numarul de drepte invariante este mai mic.

In prezenta lucrare se continui investigarea sistemelor cubice cu drepte invariante prin
folosirea diverselor notiuni de multiplicitiati a acestor drepte.

Realizarea prezentei teze a pretins atingerea urmatorului scop: clasificarea sistemelor
cubice de ecuatii diferentiale ce poseda drepte invariante de multiplicitate maximala.

In conformitate cu scopul enuntat au fost stabilite urmitoarele obiective ale cercetarii:

— determinarea multiplicitatii maximale a unei drepte invariante reale pentru sistemul
cubic;

— determinarea multiplicititii maximale a dreptei invariante de la infinit pentru sistemul
cubic;

— clasificarea sistemelor cubice cu doua drepte invariante de multiplicitate maximala;

— clasificarea sistemelor cubice cu trei drepte invariante de multiplicitate maximala.

Totusi, precum s-a adeverit si in teza de fatd, pe langa altele, o problema neclarificata
ramane a fi problema determinéarii echivalentei pe un ansamblu de curbe algebrice dintre
notiunile de multiplicitate algebricd si cea geometrica si se cere a fi studiatd in cercetarile

ulterioare.
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2. SISTEME CUBICE CU DOUA DREPTE INVARIANTE DE
MULTIPLICITATE MAXIMALA

2.1. Estimatia in clasa sistemele diferentiale polinomiale de gradul n

a multiplicitatii algebrice maximale a unei drepte invariante afine

Consideram sistemul diferential polinomial

d d
d_fzp(x,y% d_i=Q(:r,y)7 GCD(P,Q) =1 (2.1)
si campul vectorial
X=P(r.y) 2 +Q () (2.2)
= N ax Y ay :

asociat acestul sistem.
Notdm cu n gradul sistemului diferential (2.1), adicd n = max {deg (P),deg(Q)}. Daca
n =2 (n=3), atunci sistemul (2.1) se numesgte patratic (cubic).

Fie P(Z’,y) = éopk(m’y)7 Q(x,y) = kg:()@k(may)a unde Pk(xay) = Z ajlxjyl7 Qk(x7y) =

J+l=k
> byxdy'. Vom examina sistemul (2.1) in presupunerile ci
j+l=k
deg(GCD(P,Q)) =0 (2.3)
si

Conditia (2.3) inseamna cd membrii din partea dreapta a sistemului (2.1) n-au factori comuni
de grad mai mare ca zero, iar (2.4) inseamni ca infinitul pentru (2.1) nu este degenerat, adica

nu constd numai din puncte singulare.

Definitia 2.1.1. O curba algebrica f =0, f € Clx,y], se numegte curba algebricd invarian-
ta pentru sistemul (2.1), dacd existd un asa polinom Ky € Clx,y| tncdt V(z,y) € R? are loc

identitatea

X(f) = f(z,y) Ky (2, y). (2.5)
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In particular, o dreaptd [ = az+by+c =0, a,b,c€ C, (a,b) % (0,0), se numeste invariantd
pentru sistemul (2.1), daca existd un aga polinom K; € C[z,y] incat are loc identitatea
aP(z,y) +bQ(x,y) = (ax + by + c) K (x,y).

Definitia 2.1.2. Vom spune cd o curba algebricd invarianta f = 0 de gradul d a sistemului

(2.1) are multiplicitatea algebrica egald cu m, daca m este cel mai mare numar natural astfel

ca fm divide Eq(X), unde

U1 (%) Vg

Ey(X) = det X(v1) X(vg) . X(vp) | (2.6)

Xl_l(Ul) Xl_l(vg) XZ_I(UZ)
iar vy, Vg, ...,y este o bazd a spatiului vectorial al polinoamelor de gradul d: Cgy[x,y].

In cazul dreptelor invariante, adicit d = 1, putem lua vy = 1, vy = , v3 = y i atunci
E(X) = P-X(Q)-Q-X(P). (2.7)
Polinomul E4(X) are in z §i y gradul (vezi [46])
id(m 1)(d+2)[8+3(d+3)(n—-1)]. (2.8)

In cazul sistemelor cubice (n = 3) si a dreptelor invariante (d = 1) avem deg(E (X)) = 8.
Notam cu L(P, Q) multimea dreptelor invariante afine ale sistemului {(2.1), (2.3), (2.4) };

mq (1) multiplicitatea algebrica a dreptei [ € L(P,Q);
Mo(n) = maz{ma (Dl € L(P,Q), max{dea(P), deg(Q)} = n}.

Se cunoagte cd M,(n) <3n-1 [4].
Apare problema determinarii multiplicitatii maximale a unei drepte afine invariante

pentru sistemele diferentiale polinomiale.

Teorema 2.1.1. In clasa sistemelor polinomiale diferentiale {(2.1),(2.3),(2.4) } de gradul

n>2 au loc inegalitatile 3n —2 < M,(n) <3n - 1.

Demonstratie. Pentru sistemul
T =an, y=1+na"1y. (2.9)

dreapta x = 0 este invariantd si F1(X) =n(n-1)yx3"2. O
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Sistemul (2.9) este Darboux integrabil si are integrala prima

F = (1 +(2n - 1)x”_1y) /x2”‘1,

Ipoteza 2.1.1. In clasa sistemelor polinomiale diferentiale {(2.1),(2.3),(2.4)} de gradul

n>2 are loc egalitatea M,(n) =3n—2.

2.2. Multiplicitatea algebrica maximala a unei drepte afine in clasa sistemelor

polinomiale de grad mai mic ca patru

2.2.1. Cazul sistemelor afine

In clasa sistemelor de forma

T = agy + a0 + ap1y, Y = boo + biox + b1y (2.10)

vom determina multiplicitatea algebrica maximala m a unei drepte invariante afine.
Fara a restrange generalitatea, putem considera ca aceasta dreaptd coincide cu axa de

coordonate Oy, adica x = 0. Atunci,
ago = agr = 0. (2.11)
Pentru {(2.10), (2.11)} avem
E1(X) = ~a107(boo(a10 = bor) = borbio® + boi (@10 = bo1)y)-
Vom cere de la E;(X) ca si se divida la 22. Pentru aceasta este necesar ca:
boo(a10 = bo1) =0, bo1(a1o —bo1) = 0. (2.12)

Tinand cont de (2.11) si de conditia GCD(P,Q) = 1, adica ajo(|boo| + |bo1|) # 0, din (2.12)

obtinem bg; = ayg. Astfel, E1(X) = a2 bioz?, si sistemul (2.10) ia forma
T = ajpr, y = bOO + bloill' + ay, a10b10 # 0. (213)

Daca in sistemul (2.13) by = 0, atunci el are o infinitate de drepte invariante.

5 1 1 bao boo
Transformarea nedegenerata de coordonate x — ;-z,y » -y (v > 2z, y > 2y),

T
aio

daca byg =0 (bgo # 0) si rescalarea timpului ¢ = = reduce (2.13) la forma:
T =z, y=a+xz+y, ac{0;1}. (2.14)

Din cele expuse mai sus urmeaza
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Teorema 2.2.1. Multiplicitatea algebrica a unet drepte invariante plane pentru sistemele
afine nu este mai mare ca doi. Orice sistem afin care admite o dreaptd invariantd afind de

multiplicitatea algebrica m =2 poate fi scris sub forma (2.14).

2.2.2. Cazul sistemelor patratice

Consideram sistemul patratic nedegenerat de ecuatii diferentiale

. 2 2
T = agp + A0 + Qo1Y + A20T” + A117Y + Ap2Y~,

(2.15)
Y = boo + b1oT + b1y + baow? + by wy + bogy?
si fie ca pentru el dreapta x = 0 este invariantd, adica
Qpp = Qo1 = Ap2 = 0. (216)
Pentru {(2.15), (2.16)} expresia F;(X) arata astfel:
Ey(X) = 2(Ai(y) + As(y)z + As(y)2? + Aa(y)z® + As(y)z*), (2.17)

unde

Al(y) = —(boo +bo1y + b02y2)(a%0 +ai1boo — aipbor + (2a10(a11 - 502))9 + (an(an - 502))y2);
Aa(y) = =3a10a20boo + a20boobo1 — 2a11boob10 + a10bo1b10 + @10boob11 + (=3a11a20boo — 3ai0aso:
bo1 + a20631 + 2a20b00bo2 — a11b01b10 + 2a10bo2b10 — a11boob11 + 2@10501511)3/ + (—36111@201701—
—3a10a20b02 + 3a20bo1bo2 + 3G10502bl1)y2 + (—3a11a2ob02 + 26L20b32 + a11bo2bn)y3§

A3(y) = —2a§0600 — a10a20b10 + az0bo1big - allb%o + ag0boobi1 + aipbiobir + Q%Obm = 2a11boo
bao + a10bo1b20 + (—26150501 — ay1a20b10 + 2a20b02b10 — a10a20b11 + 2a20001b11 — a11b10b11 + aip
b% + 2a10a11b20 — a11bo1020 + 2a10502b20)y + (—2(1%0502 — ay1a20b11 + 3a20bp2011 + (lflbzo)yg;
Au(y) = —aéobm + agob1ob11 + arpa0bag + a20b01b20 — 2a11b10b20 + a10b11b20 + (—a§0b11 + Q20°
bfl + ay1a20b20 + 2a20bo2b20 — allbllbzo)y;

As(y) = bag(azbir — a11bap).

Conditia GCD(P,Q) =1 de nedegenerare a sistemului (2.15) si identitatea in raport cu
y: A1(y) =0 ne conduc la relatiile:

a3y + a11bgo — a1obor = 0, 2a19( a1y = boz) = 0, (2.18)

ar(ain —boz) = 0,|boo| + |box| + |bo2| # 0.
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Sistemul de relatii (2.18) se realizeaza doar atunci cand are loc cel putin una dintre urmatoarele

trei serii de conditii:

a1 = ag = 0,az #0, (2.19)
a1 = bz = 0,bo1 = ayo,a10 # 0, (2.20)
a
boz = a11,boo = —10(501 - alo)- (2-21)
a11

Vom examina aparte fiecare dintre conditiile (2.19)-(2.21).

1. Conditiile (2.19). In aceste conditii avem

As(y) = azo(bor + 2b02y) (boo + bo1y + boay?).

Deoarece asg(boo + b1y + bo2y?) # 0, identitatea Ay(y) = 0 are loc, dacd by = bgy = 0, de
unde As(y) = —agoboo(2az0 — b11). La randul sau, identitatea As(y) = 0 se realizeazd, daca

bi1 = 2aq. Astfel se vine la sistemul
T = CLQ()(L’Q, y = bgo + wa + bgo(L’Q + 2@20.Z‘y, CLQ()bOO * 0, (222)

pentru care Ey(X) = aZ,x*(bio + 2boox + 2a20y) $1 As(y) = a3q(bro + 2a0y) # 0. Prin urmare,
multiplicitatea algebricd a dreptel invariante x = 0 a sistemului (2.22) este exact egald cu
patru. Transformarea de coordonate v — z,y — 21’;—0% + %’x + %y si rescalarea timpului £ = aTTo
reduce (2.22) la sistemul

i =22 7 =1+ 2xy. (2.23)

2. Conditiile (2.20). Identitatea

Az(y) = —a10(2a20b00 — a10b10 = boob11 + 2Cllo((lzo - bll)y) =0

are loc, daca

ag0b
b11 = a9, blO = 20 00. (224)

@10

Deoarece E1 (X) = b20x3(a10 + Cl20£L‘)(26L10 + agol’) §1 Ag(y) = 20,%0(720 * O, Concludem, ca in
cazul dat, multiplicitatea algebrica a dreptei invariante x = 0 nu poate fi mai mare decat trei.
3. C’ondz;fzzle (221) Avem AQ(y) = —ﬁ(a10+(111y)(—301%00/20—#4@10@20()01—agobgl—2a10a11b10

+a11b01b10 + (I%Obu - a10b01b11 + 2(110(111 (a20 - bll)y + a%l(ago - bll)yQ) §1 ca identitatea Ag(y) =0

are loc daca se verifica cel putin una dintre urméatoarele doua serii de conditii:

bi1 = ago, bo1 = 2a40, (2-25)
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a
bi1 = a9, b1 = ﬂ(501 - ayp). (2.26)
a1

In conditiile (2.25) (respectiv, (2.26)) avem ci As(y) = ﬁ(a%o(allbgg —a3y) +a11bio(2a10a20 —
(111610)) + 2a10a11620y + a%1b20y2 (respectiv, Ag(y) = bgo(alo + any)(?)aw - b01 + any)). Atat
in cazul (2.25), cat si in cazul (2.26), identitatea A3(y) =0 ne conduce la un sistem pitratic

degenerat. Astfel, s-a demonstrat

Teorema 2.2.2. Multiplicitatea algebrica a unei drepte invariante afine pentru sistemele
patratice nedegenerate nu poate fi mai mare ca patru. Orice sistem pdtratic care admite o
dreaptd invarianta afing de multiplicitatea algebricd patru, prin intermediul unei transformdari

afine nedegenerate de coordonate i rescalarea timpului, poate fi scris sub forma (2.23).

2.2.3. Cazul sistemelor cubice

Consideram sistemul cubic diferential

.I.'=P0+P1(l’,y)+P2(Jf,y)+P3(l’,y) Ep(xvy)a

(2.27)
y = QO + Ql(x>y) + Q2(x7 y) + QS('ZE, y) = Q(gjv y)a
unde Pp(z,y) = ¥ ayriy', Qu(z,y) = ¥ by’
J+l=k J+l=k
Presupunem ca
yP3(x7y)_$Q3(x7y) #O’ GOD(P7Q) = 17 (228)

adicd la infinit sistemul (2.27) are cel mult patru puncte singulare distincte gi membrii din
partea dreaptd a sistemului (2.27) nu au divizori comuni de grad mai mare decat 0.
Fie cd sistemul (2.27) are o dreaptd invariantd reald . Cu ajutorul unei transformari afine

putem face ca dreapta [ si fie descrisd de ecuatia x = 0. Atunci, (2.27) ia forma:

s 2 2
T =x(ay + a0t + anny + azor? + an xy + appy?), (2.29)

y = boo + blox + b01y + bgol’Q + blll’y + b02y2 + b30$3 + b21x2y + b12$y2 + bogyg.

Pentru (2.29) determinantul £ (X) reprezinta un polinom de gradul 8 in z si y si-1 vom scrie

sub forma:

Ei(X)= z(A1(y) + As(y)x + As(y)x? + Ay(y)x3 + As(y)zt+
+Ag(y)x® + A7 (y) 28 + Ag(y)x™).

(2.30)
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Multiplicitatea algebrica m, (1) a dreptei invariante x = 0 a sistemului (2.29) este cel mult

egald cu doi, dacd are loc identitatea A;(y) =0. Avem A;(y) = —A11(y) - A12(y), unde

An(y)
Al?(y)

boo + bo1y + bo2y? + bosy?,

2 2,2 2
aip + a11boo — a10bo1 + 2a10a11Y + 2a12b00Y — 2a10bo2y + a3 y* + 2a10a12Yy*+

2 2 2 2 .4 4
+a12001Y° — a11b02y” — 3a10bosy® + 2&11@123/3 - 2@11bo3y3 +ay” — a12b03y*.

Conditiile (2.28) nu permit ca polinomul Ay;(y) sa fie identic egal cu zero.

Fie A15(y) =0, adica

a%o + allbOO - alObOI = 07 all(CLlQ - b03) = 0’
a10a11 + a12boo — a10boz = 0, ar2(a12 = bos) =0, (2.31)

2 _
aj, + 2a0a12 + a12b01 — a11bo2 — 3a10boz = 0.

Sistemul de egalitdti (2.31) este compatibil, daci i numai dacd, are loc cel putin una dintre

urmatoarele patru serii de conditii:

aip = a1 = a2 =0; (2.32)

a1 = a1z = bog = bo3 = 0, bo1 = ayo, ao # 0; (2.33)

ayz = boz = 0, by = a10(bor — aro) /a1, boz = ayi; (2.34)

boo = Cllo(bo2 - CL11)/CL12, bo1 = aip + CL11(bo2 - all)/a127 bos = aia. (2-35)

Astfel, are loc

Lema 2.2.1. Multiplicitatea algebrica a dreptei invariante x = 0 a sistemului {(2.29),

(2.28) } nu este mai mica ca doi atunci gi numai atunci, cand are loc cel putin una dintre

seriile de conditii (2.32), (2.33), (2.34), (2.35).

Multiplicitatea algebrica a dreptei invariante x = 0 este mai mare decat doi, daca are loc
identitatea As(y) = 0. Punand in polinomul A,(y) fiecare dintre seriile de conditii (2.32)-

(2.35), avem respectiv:

As(y) = —A11(y) - (a21boo — az0bor — 2a20bo2y — (a21bo2 + 3a20bos )y? — 2a21bo3y?); (2.36)

_ 2 2
AQ(y) = —2a;10a20b00 — a21b00 + aloblo + a1pboob11 + 2(110(—61106120 - 2a21boo + a10b11

(2.37)
+b00b12)y + 3@%0(1)12 - agl)yQ;
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_ 2 3 2 2
Az(y) = (alo + a11y)(3a10azoan —ajpaa1 + 2G10G11b10 —4aypazaiibor + 261106121'
2 2 2 2
bo1 - a11b10b01 + a20a11501 - a10a21501 - a10a1lb11 + a10a11bo1011 + 2a10a11(—a20a11+ (2 38)
, .
+2a10021 — 2a21bo1 + a11b11 — a1obi2 + bo1b12)y — afy (agoair + aipa21 + 2a91bo1 — a11-

b1 — 2@10[)12 - b01b12)y2 + 2&?1(612 - a21)3/33

Ag(y) = (alo tany+ a12y2)(azoa§’1 - a1oa§1a21 + 2a10a20011a12 + a%1a12b10 + GmG%g'
bio — a10a11a12b11 — 22003, bo2 + 2410011021602 — 2410020012002 — a11a12b10b02 + A10G12-
b11bg2 + G20@11532 - amambgg + 26112(6620@%1 +2a10011021 — A10020Q12 + 11012010 + Q10
a12b11 — 220011002 — 2a10a21b02 — a12b10bp2 + Clzobgg — a10a11b12 + Cllobozblz)y + ape: (2-39)
(361%1@21 = 3a20a11a12 — 3A10021 012 — a%gbm +2a11a12011 — 4ar1a21bo2 + 2a20a12b02-
—a12011bp2 + ambég - a%1b12 +3a10a12b12 + 61111702512)92 + G%Q(bw - a21)(2<l11+
+a12y)y?).
Tinand cont de (2.28), in fiecare dintre cazurile (2.36)-(2.39), identitatea As(y) = 0 ne da

urmatoarele serii de conditii:

(2.36) =
ago = agr =0, azg # 0; (2.40)
g1 = bo1 = boz = boz = 0, ago # 0; (2.41)
boo = az0bo1/az1, boz = bos = 0; (2.42)

(2.37) =
bio = Cl2oboo/(110, bi1 = ag + a21b00/a10: bi2 = as; (2-43)

(2.38) =
bo1 = 2a10, b1 = ago + ayoasi/ai1, bia = as; (2.44)
bio = ago(bo1 = a10)/a11, bi1 = aso + az1(bor = aro)/a11, biz = asi; (2.45)

(2.39) =

_ 2 2 _
a0 = —(2af; = 3ar1boz + biy) [a12, bia = asn,
_ 2
bio = (2%1&21 = 3agpa11a12 + 2a20a12b02~ (2-46)
2 2 .
~3a11a21bp2 + a21b02 +2a11a12011 — a12b11b02)/a127

bio = (120(502 - 011)/012, b1 = ago + a21(b()2 - all)/Cle, b2 = ag. (2-47)

Lema 2.2.2. Multiplicitatea algebrica a dreptei invariante x = 0 a sistemului {(2.29),
(2.28) } nu este mai mica ca trei atunci $i numai atunci, cdnd are loc cel putin una dintre

seriile de condifi:
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2.1) (2.32), (2.40); 2.2) (2.32), (2.41); 2.3)(2.32), (242); 2.4) (2.33), (2.43);
2.5) (2.34), (2.44); 2.6) (2.34), (2.45); 2.7)(2.35), (2.46); 2.8)(2.35), (2.47).

Dreapta invarianta x = 0 are multiplicitatea algebrica m, > 4, daca in fiecare dintre
cazurile 2.1)-2.8) are loc identitatea As(y) =0. Tinand cont de (2.28) avem:
21) = Ag(y) = ago(b01 + 2b02y + 3b03y2) . All(y) =0 >

bOl = bgg = bog = 0, boo * 0; (248)
2.2) = A3(y) = —axboo(2a20 — b11 = 2b12y) =0 =
bi1 = 2a0, b1z = 0, bgo # 0; (2.49)

2.3) = A3(y) = —A11(y)(2a3,—a30bo1 +a21b10—A20b11+2020 (2021 ~b12) y+a21 (2a21-b12)y?) = 0

bio = (asobo1 + asobi1 — 2a3y)/as1, bia = 2a21, by # 0; (2.50)

2.4) = Ag(y) = —a10(3as0boo — 2a10b20 — booba1 + 3a10(ase — ba1)y) =0 =
bao = Cl:aoboo/cho, ba1 = aso; (2-51)

_ 2 2 3 3 2 2 3 7,2
25) = Ag(y) = —(a10a20a11 + 2&106111@30 —Qa70a20021 — 2@10@20@11610 + aloanaglblo + allblo -
2 2 3 2 2
Gloanbzo - a10a11b21)/a11 - 2a10(3a10a11a30 — 10020021 + G11G21b10 — a11b20 - 2a10a11621)y/a11 -

2 2 3
(6a10a11a30 — 1020021 + a11a21b10 — aano - 5(110(1111721)?/2 + 26111(521 - aso)y =0 =
bio = Gloazo/CLn, by = a10a30/a117 ba1 = aso; (2-52)

2.6) = As(y) = (a10 + auy)((4a§0aao —Saipazobor + @305(2)1 +3a10a11b20 — a11b1b2o — 6@0521 +

a10bo1ba1) — ar1(2a10as0 + azobor — a11bag — 3a1obar )y + 242, (aze — b2y )y?)/a;n =0 =
bao = Gso(b(n - aw)/an, ba1 = aso; (2-53)

27) = Ag(y) = —(2(1,11 - bog + Cl,lgy)(Bo + Bly + Bgy2 + B3y3 + B4y4)/a‘112, unde

By = 6af,a3, — bat,azoais — 11asad,azars + Ha.a2 al, — 3a3,a2,bag + 10a3,ag aiobyy —
9agoa?,atybiy + 4a2 a3,bl — 19a3, a2 by + 1843 azoaizboz + 24asga? aziarzbes — 6a3,a11a35bo2 +
8&%1a%2b20b02—2]_@%1@21@12()11()024-10@20&11CL%2bllbgg—4CL11a%2b%1bog+220€1a%lb(2)2—24a%1a30a12b32—
17&20&11&21&12632 + 2&%()&%25(2)2 - 7a11a%2620b32 + 14&11(121(112[)11632 - 3&20&%28711632 + Q%Qb%b?u -
11&11@%1[932 + 14&11&30@12[)32 + 4a20a21a12b82 + 2&%2[)20[?82 - 3&21@12[)11[)32 + 2&%#}%2 - 3@30&12[)32 +

4 3 2 2 3 4
2a11a12b21 - 7a11a12b02b21 + 9a11a12b02b21 - 5a11a12602b21 + a12b02b217
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By =2a2,(7a3,a30—a0a?, a1 + a3 a11a12+3a3 a19ba +2a2, a1 b1 —3aspar;arabyy +2a11a12b%, -
18@%16130502 +a20a11021bo2 — 511012020002 — 31121011002 + 20012011002 — a12b%1b02 + 15@11%0%2 +
2@12()20[)(2)2 + a21b11b32 — 4&30(782 — 4a?1621 + 10@%117021721 - 8@11()(2)2()21 + 2b82b21)

Bg = a12(3a11a21 12a11a30a12 - 5&20@116L216L12 + 2@2()@12 3(111&12b20 + 4&11&21&12b11
36120@121911 + a12b11 5a11a21b02 + 18a11aspa12bo2 + 4azpasziaizboe + 26112520502 — 3az1ai2b11bp2 +
2@21b02 6@30&12()02 + 9CL116L12b21 - 13a11a12b02b21 + 4@12()02()21)

Bs = 2a11a12(a30 - 521)7 By = a12(a30 - 521)-

In acest caz identitatea As(y) = 0 are loc, daca se indeplineste cel putin una dintre

urmatoarele trei serii de conditii:

Qo0 = b1 — a21(502 - a11)/a12, b20 = aao(bm - G11)/a12, boy = aso; (2-54)
aso = b11/2, boa = 3a11/2, bay = aso; (2.55)
aso = b1 — ainas [(2a12), boz = 3a11/2, bay = aso; (2.56)

_ 2\( 3 2 2 2
28) = Ag(y) = (aw +a11Y + a2y )(allago + 3@10@11@30@12 + a11a12b20 + 2a10a121)20 - 2&11&30b02 -
2 2
3a10azoaizboz — ai11a12b20bp2 + CL116L3obog — a10a11012b21 + a19a12b02b21 + a12(3a11a30 —3aipazpaiz +
2 2 2_,.3
3a11a12b20 —5a11a30bo2 — 2a12b20b02 + 23003, + 31012021 )y —aTe (3a11 —bo2 ) (aso—b21)y? —ajy(ase—

b )y?) a3, =0 =

bar = azo, bao = aso(boz — a11)/a12; (2.57)
b21 = asop, bog = 3@11/2, 10 = a%l/(4a12). (258)

Lema 2.2.3. Multiplicitatea algebrica a dreptei invariante v = 0 a sistemului {(2.29),
(2.28) } nu este mai mica ca patru atunci gi numai atunci, cand are loc cel putin una dintre
seruile de condifin:

2.9) (2.32), (2.40), (2.48); 2.10) (2.32), (2.41), (2.49); 2.11) (2.32), (2.42), (2.50),

2.12) (2.33), (2.43), (2.51); 2.13) (2.34), (2.44), (2.52); 2.14) (2.34), (2.45), (2.53);

2.15) (2.35), (2.46), (2.54); 2.16) (2.35), (2.46), (2.55); 2.17) (2.35), (2.46), (2.56);

2.18) (2.35), (2.47), (2.57); 2.19) (2.35), (2.47), (2.58).

In fiecare dintre cazurile 2.10)-2.15), 2.18), identitatea A4(y) = 0 si conditiile (2.28) nu

); 2
sunt compatibile. In cazurile 2.9), 2.16), 2.17) si 2.19) avem respectiv implicatiile:

29) = A4(y) = Gsoboo(bn + 2b12y) =0 >
b1y = b1 = 0; (2.59)

35



2.16) = A4(y) = (a1 +2a12y)(—a3 a3, — 2a3,aspaz1a12 + 4a? a1 a3,bog + 402 a3 a19b11 +

+ 2a%1a30a%2b11 - 4&11&?2620[)11 - 5@11@21&%#}%1 + 20,?2[??1 + a?la%2b302(112(a%1a%1 - 2&%1@30&21&12 +
4a11agla%2b20—2a11a§1a12b11+2a11a30a%2b11—4a§2b20b11 +a21a%2b%1+3a%1a%2bgo)y+12a11a‘112b30y2+
8atybs0y®)/(16aj,) =0 =

b3o = 0,011 = M; (2-60)
Q12

2-17) = A4(y) = (all + 2a12y)2(2af1a30a21 — 4ayaz ai2bz — 2a11a30012011 + 4a%2b20b11 +
a%lalgbgo + 4@11@%263()3; + 4a§’2b30y2)/(16a§2) =0 > (260)7
2.19) = Ay(y) = (a1 + 2a12y)%(a3,a30a21 — 2a20011A30012 — 2a11021012b20 + dag0aTybag +

(1%1(112530 + 4a11a%2630y + 40?217303/2)/(16@%2) =0 =

11021
bso =0 = —. 2.61
30 » @20 21, ( )

Usor se aratd, cd conditiile {2.16), (2.60)}, {2.17), (2.60) } si {2.19), (2.61) } sunt echivalente.

Lema 2.2.4. Multiplicitatea algebrica a dreptei invariante x = 0 a sistemului {(2.29),
(2.28) } nu este mai mica ca cinci atunci si numai atunci, cand are loc cel pugin una dintre
seritle de conditiu:

2.20) (2.32), (2.40), (2.48), (2.59); 2.21) (2.35), (2.46), (2.55), (2.60).

In cazul 2.20) avem As(y) = —azoboo(3asg —ba1) =0 =
boy = 3aso, (2.62)
iar in cazul 2.21) polinomul As(y) are forma:
As(y) = —(a11a30 — 2a12b20)? (a1 + 2a12y) [/ (4a2,) # 0.

Lema 2.2.5. Multiplicitatea algebrica m, a dreptei invariante x = 0 a sistemului { (2.29),

(2.28) } nu este mai mica ca sase, daca $i numai dacd, are loc cel putin una dintre seriile de

conditii: (2.32), (2.40), (2.48), (2.59), (2.62).

In conditiile Lemei 2.2.5 avem: Ag(y) = a2,bio=0 =
blO = 0 (263)
= A;(y) =2a2,(bao + 3asoy) # 0, m, =7 si sistemul cubic (2.29) aratd astfel:

T = a30x3, y = boo + 6201'2 + bgol’g + 3(1,301‘2?/, agoboo +0. (264)
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Prin intermediul transformarii de coordonate: © — z,y - —(2bgyg + 3bzox — 6booy)/(6asg) si

rescalarea timpului ¢ = 7/ago sistemul (2.64) poate fi scris sub forma:
T =3, y=1+3x%y. (2.65)

Astfel, s-a demonstrat urmatoarea teorema.

Teorema 2.2.3. In clasa sistemelor cubice diferentiale {(2.29),(2.28)} multiplicitatea
algebrica maximala a unei drepte invariante reale este egald cu 7. Prin intermediul une:
transformart afine de coordonate $i rescalarea timpului orice sistem cubic care are o dreaptd

invarianta de multiplicitatea algebrica 7 poate fi scris sub forma (2.65).

2.3. Multiplicitatea infinitezimald, integrabild si geometricA maximala a unei

drepte afine pentru sistemele cubice

2.3.1. Multiplicitatea infinitezimala

Definitia 2.3.1. [21] Fie f = 0 o curbd algebricd invarianta de gradul d a cdmpulus

vectorial X de gradul n. Se spune ca
F=fo+ fie+...+ frae" eClx,y,e]/(e") (2.66)

defineste o curba algebrica invarianta generalizata de ordinul k in baza f = 0, daca polinoamele

fo=1f, o, fro1 € Clx,y] au gradul nu mai mare ca d gi F verificd ecualia
X(F)=FLp (2.67)
pentru un polinom oarecare
Lp=Lo+Lie+...+ Ly " eClx,y,e]/(c") (2.68)

de grad cel mult n—1 in x s$i y. Ly se numeste cofactorul curbei F.

Definitia 2.3.2. [21] O curba algebrica invariantd generalizata F in baza f = 0 se
numegste nedegeneratd, daca polinomul f, din definitia 2.3.1 nu este multiplu ol lui f. Altfel,

spunem cd curba este degenerata.

Definitia 2.3.3. [21] Se spune cd curba algebricd invariantd f = 0 are multiplicitatea
infinitezimald m in raport cu cdmpul vectorial X, dacd m este cel mai mare ordin al tuturor

curbelor invariante algebrice generalizate nedegenerate bazate pe f = 0.
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Conform teoremei despre echivalenta tipurilor de multiplicitate din [21], multiplicitatea
infinitezimala este echivalenta cu multiplicitatea algebrica, prin urmare multiplicitatea infini-
tezimala a unei drepte invariante afine pentru sistemele cubice nu poate fi mai mare ca sapte.
Orice sistem cubic care admite o dreapta invarianta afind de multiplicitatea infinitezimala
egald cu sapte poate fi scris sub forma (2.65).

Pentru acest sistem curba algebrica invariantd generalizatd nedegenerata F' de ordinul

m =T si cofactorul ei Ly sunt descrise respectiv de urmitoarele polinoame f; si L;,(i = 0,6):
fo=x,

Ji=zon + 7,

J2 = xag + 7,

fa=wag+yy} + s,

fa=zas+y(=20097 + 37772) + 71,

f5 = xas + y(3a2+3 — 20973 — 6a1viy2 + 3175 + 37373) + 55

fo = zag +y(—4a3~y3 + 6oy — 20373 + 972y, — 6y v2 — 611173 + 5 — 6o Y33 + 6717273 +
3174) + 76,

Lo = 22,

Ly = -z,

Ly = xaqy + 77 — 272,

L3 = —vaiy + vagys — 20177 + 20y} + wonys + 27172 — 273,

Ly = zady - 2zaqany + xagyr + 30393 = 20073 — 6ryany; — yyt — xadye + zagye — dagyrys +
61y 7y +75 + Ty + 27173 — T4,

Ls = —zafy + 3zatasy; — xadyr — 2zaqasyy + wayyr — 4advyE + 6agany? — 203793 + 12zyadys -
6ryasy? + dyaryi + zadye — 2zaranys + Tagye + 6039170 — 4oy — 18xyanyiye — dyyive —
200173 + 61y s — Ty + oy — dainys + 63y P ys + 29273 + T Ys + 27174 — T,

Lg = zady1—4xadagyr +3xar a3y +3xad agys — 20 ey — 200 ayyy +xasy +5atyi— 1203 gy i+
30377 + 6aragn] - 20477 - 20zyaty} + 24zyanany} - bryasy - 10yaing + dyasy) - 29797 -
T2 +3T0E QY — TAZYs — 2T Qg2 + Tye — 81V + 120 o y1 Y2 — Aoy 2 + 36y oy ye —
18zyanyiye + 16yanyiye +3ai73 — 20075 — 18xyari s — 6y7i73 + 2275 + xaiys — 2xa agys +
Torgys + 6057173 — daayivs — 18xyan iy — 4yyiys — danyeys + 120y y1v2 s + 73 — TG s + Ty —
Ao yya + 62y Ya + 2727 + 215 + 27195 — 6,
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unde o, 75, i = 1,6, sunt parametri oarecare si care pot fi alesi astfel ca F si-si pastreze
ordinul si si nu degenereze. In caz particular, putem lua F =z + (1 +z)e(1 +€) + (1 +z +

y)e3(1 + e+ €2+ €3) pentru care Ly = 22 — xe + €2 + 2xyed — yet — 220,

2.3.2. Multiplicitatea integrabila

Definitia 2.3.4. Fie f,g € Clx,y]. Vom spune cie = exp(g/f) este un factor exponential
al campului vectorial X de gradul n, daca X(e)/e reprezinta un polinom de grad nu mai mare

ca n—1. Acest polinom se numeste cofactorul factorului exponential e $i se noteazd cu L,.

Definitia 2.3.5. [21] Se spune ca curba algebricd invarianta f =0 a cdmpului vectorial
X are multiplicitatea integrabild egala cu m, daca m este cel mai mare numar astfel ca exista
m —1 factorii exponentiali de forma exp(g;/f7),7=1,....,m—1, unde deg(g;) < j-deg(f) si
fiecare g; nu este un multiplu a lui f.

Notiunile de multiplicitate algebricd si integrabild sunt echivalente (vezi [21]). Astfel,
multiplicitatea integrabild a unei drepte invariante afine pentru sistemele cubice nu poate fi
mai mare ca sapte. Orice sistem cubic care admite o dreapta invarianta reald de multiplicitatea
integrabila egald cu sapte poate fi scris sub forma (2.65).

Pentru sistemul (2.65) avem cd f = x si factorii exponentiali exp(g;/27),j =1,...,6, unde
g1 =T + 7,
g2 = %(—1’20[% + 2020 - 2zay; — Y2+ 220),
g3 = (233 = 33 o + 3xPay + 3a2ady — 3x2anyy + 3w yi + 95 + 322y} - 3a2 e — 3z e +
31%73),
g1 = (2ot +4rtaday - 2040l — drtan ag +Aatay — 4B ey + 83 gy — dadagy — 6x2a2yE +
AP} —dwon ) — 1223y} =y —da?yyy +adaire—drd an e + 81 cn Y1 ya+4a e + 1223y 17 va-
22293 — dadanyy — datyiys + 42 m),
g5 = %(ﬁa? —5rPadan+5rParad+ 5P adaz —brd agas — b’ ayay +5rdas +hrtalty — 15zt adagy +
Sartadyy + 10ztagasyr — brtayyr + 1023a3+? — 15230 any? + 5adasy? + 1022023 + 30xtyad~s -
5209y} — 15z yanyd + brayyi + 20@3ya v + 47 + 52y — brtadyy + 102ty anye — Srtasys -
1523027192+ 1023 9y1 72— 15221 Y2 Yo — 4B atyan Y2 Yo = 5ayine — 20a3yy3ye + 5ad a3 + b2y 3 +
1521yy173 +5at aiys—5at axys + 1023 11y +50297 75+ 1520y 13- 537273 -5t an v =By ya +
5x*s),
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g6 = g (—28a8+625at - 9180203 + 22503 - 628 a3 + 12200 s —3a8 0 + 62502 ay — 628y —
625a1 a5 +6286— 6>}y + 2405 ad any — 18Py adyy — 18z a2 azyy +122° vz yy + 1225y gy —
62251 — 15zt e + 36z atanyi - 92t a2?y? — 18z g y? + 6t agy? — 202333 — 6025y a3 +
243 i+ 7200y anyi-623 a3y —1810yasyi—1522 a2y -60x yad v +622 any i +24x yagyi -
6za17; - 30x3yany? — 9 — 622y78 - 31y~ + 62°aiye — 182 aigys + 62530 + 120° iz ye —
62° g2 +241 By 79 — 36ty oY1 Yo + 122 sy Y2 + 3623 a2 2 Yo + 10825 yady2ye — 1813 gy 3 ya —
54T Yoy e +24x% 1 Y3y +96 Tty Ve +62y 12 +3023yyive—9rt a2y + 62t ey - 1823 vy 1 2 -
5Axdyanyys — 92422 — 362tyyiy2 + 22373 + 625yys — 6xPadys + 12250109y — 62°azys —
18zt afy1ys + 120 aemys — 18z%anys — BdaPyanyiys — 6277773 — 24ty rivs + 120 aryays +
122319273 + 3625y 717273 — 393 + 62°ai vy — 625 gy + 1200 r 1y + 62397y, + 1825y ys —
6247274 — 62°1 75 — 6249175 + 62°76); i, i = 1,4, 4,7 = 1,6, - parametri.

In caz particular, putem considera: ¢ = go = 1, g3 = 1+ 32%y, g4 = 1+ 42%y, g5 =

1+52%y, g¢=1+6x2y+ 3xty>.

2.3.3. Multiplicitatea geometrica

Definitia 2.3.6. Vom spune ca curba algebricd invariantd f =0 de gradul d a campulus
vectorial X are multiplicitatea geometrica slaba egald cu m, dacd m este cel mat mare numdr
pentru care eristd un aga gir de cdmpuri vectoriale (X;);s0 de grad total mdrginit si care
converge catre hX pentru un polinom oarecare h ce nu este divizibil prin f, astfel incdt
fiecare X, are m curbe algebrice invariante distincte f.1 =0, ..., fr., =0 de grad nu mai mare

ca d ce tind catre f =0 cdnd r tinde spre infinit.

Definitia 2.3.7. Daca in definitia 2.3.6 campurile vectoriale (X;)i0 $i X sunt de acelagi
grad st h =1, atunci se va spune ca curba algebrica f =0 are multiplicitatea geometrica egala

cu m.

Remarca 2.3.1. Conform [21] notiunile de multiplicitate algebrica, infinitezimald, integ-

rabila $1 geometrica slaba a unei curbe algebrice invariante sunt echivalente.

Bineinteles, multiplicitatea geometrica a unei curbe algebrice nu depaseste multiplicitatea
ei geometrici slabi. In clasa sistemelor cubice, suntem de pérerea, ci multiplicitatea geome-
tricd a unei drepte invariante coincide cu multiplicitatea ei geometrica slaba. In cazul m = 7

aceasta afirmatie ne-o confirma exemplul ce urmeaza.
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Exemplul 2.3.1. Consideram sistemul

& =x(x —3€)(x - 3e + 6€3),
¥ =1+ 322y - 12zye — 3€2 + Yye? + 12xye3 — 12xy2 €3~ (2.69)
—6e* — 18ye? + 2412t + 8¢5 — 2412¢6 + 16y3¢S.

Acest sistem admite urmitoarele sapte drepte invariante afine distincte:

i =2, lo=2-3€, I3 =2-3e+66, I, =x—¢-23—4yed, l5 = x — €+ 4e3 — dye3,
le =x—4de+4e® —4dyed, l; =1 -2+ 263 - 2ye3.

Daci € - 0, atunci (2.69) tinde citre sistemul (2.65), iar dreptele [;, i = 2,...,7 converg

spre dreapta [ care este invarianta pentru ambele sisteme diferentiale.

2.4. Multiplicitatea maximala a dreptei de la infinit pentru sistemele

polinomiale de grad mai mic ca patru

2.4.1. Cazul sistemelor afine

Consideram sistemul afin de ecuatii diferentiale (2.10) si dreapta de la infinit Z = 0.

Mentionam, ca dreapta de la infinit este invariantd pentru orice sistem polinomial de
ecuatii diferentiale. Definitia multiplicitatii algebrice se aplicd acestei drepte doar in cazul
cand ea nu constd numai din puncte singulare.

In continuare, vom determina pentru (2.10) multiplicitatea algebricd a dreptei de la

infinit. Pentru aceasta consideram sistemul omogenizat

T = CLO()Z + 10T + o1y, (2 70)

Y =booZ + broz + bory,
corespunzator sistemului (2.10). Pentru (2.70) E;(X) reprezinta un polinom de gradul 2 in
raport cu variabilele x, y, Z. El arata astfel:

E1(X) = Ao(z,y) + Ai(z,y)Z + As(x,y) Z2, (2.71)

unde
_ _ 2 2 _
Ao(f& y) = Ap1 - Aoz, Ao1 = biox? — arozy + bo12y — aniy?, Aoz = a10bor — ao1bio,
_ 2
Ay (357 y) = (—a10b00 +a10boobo1 + agoai10b10 —2a01boob1o + aoobmblo)l’ + (—001G10boo —apoa10bo1 —

2
ap1boobor + Goobm + 2a00a01b10)y,
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AQ(% y) = —agoa10boo — a01b(2)0 + agoboobor + a?)obm-

Notam cu j., multiplicitatea algebricd a dreptei de la infinit Z = 0. Daca Z* divide
E1(X), atunci Z = 0 are multiplicitatea o, egald cu k + 1.

Daca in Ag(z,y) factorul Ag; este identic zero, adicd byg = agr = by — a0 = 0, atunci
infinitul pentru sistemul (2.10) este degenerat, i.e. consta numai din puncte singulare.

Fie Aga =0 si Aoy # 0. Sunt posibile urmitoarele trei cazuri:

1) ao1 = aio =0, [bio| + [bo:| # 0;

2) ao = bip =0, ag #0;

3) a0 # 0, bor = ap1bro/aso-

In cazul 1) avem A;(z,y) = agobor(biox + byry). Egalitatea cu zero a lui agy nu este
permisd de conditia GCD(P,Q) = 1. Fie ago # 0 §i bp; = 0. Atunci sistemul (2.10) aratd astfel

T = agg, 1 = boy+b1px siin rezultatul aplicarii unei transformari afine, poate fi scris sub forma
t=1, y=u=x. (2.72)

Pentru (2.72) avem Ay =0, A; =0, Ay =1 i, prin urmare, fi., = 3.
In conditiile cazului 2) sistemul (2.10) arata astfel: & = agy + ag1y, ¥ = boo + o1y, si usor
poate fi adus la forma:

T = Yy, y = boo + bOly- (273)

Bineinteles, byy # 0. Atunci, pentru (2.73) A; = 0, daci si numai daci, bg; = 0. Rescaland
axele de coordonate gi schimbandu-le cu locurile, de la (2.73) se trece la sistemul (2.72).

In cazul 3) putem considera agy = 0 §i ajp = 1. Sistemul (2.10) are forma & =z + ap1y, ¥ =
boo + bio(x + agry), de unde se vede ca byg # 0. Cerinta A; = —boo(1 + ap1b10)(x + agry) = 0
implicd 1 + agibyp = 0. Punand byg = —1/ag; si efectuand in ultimul sistem transformarea
X = (—ap1boo + x + ap1y)/(ao1boo), Y = —y/boo, il reducem la sistemul (2.72).

Din cele expuse mai sus urmeaza

Teorema 2.4.1. Multiplicitatea algebrica a dreptei de la infinit a oricdrui sistem diferen-
tial afin cu infinitul nedegenerat nu depdseste trei, iar sistemele pentru care aceastd multiplici-
tate este egald cu trei, cu exactitatea unei transformari afine si rescalarea timpului, pot fi

serise sub forma (2.72).
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2.4.2. Cazul sistemelor patratice

Consideram sistemul patratic de ecuatii diferentiale (2.15) si sistemul omogenizat cores-

punzator
T = CL00Z2 + CL10.TZ + CLOlyZ + CL20[E2 +ap;xry + aong, (2 74)
y = b00Z2 + meZ + b()lyZ + bQol’Q + blll’y + b02y2.
Fara a restrange generalitatea, putem considera
[b2o] + [b11] + [boz| # 0. (2.75)

In aceastd sectiune vom arita ci in conditiile {(2.3), (2.4)} mutiplicitatea algebrici maximal
a dreptei de la infinit (Z = 0) pentru sistemul (2.15) nu depéseste cinci i ca fiecare sistem
patratic ce realizeaza pentru Z = 0 multiplicitatea cinci, ficand abstractie de o transformare

afina si rescalarea timpului, poate fi scris sub forma
=1, g =a°. (2.76)

Pentru a realiza cele propuse, calculam E;(X) (vezi (2.7)) care in cazul sistemului (2.74)

reprezintd un polinom de gradul cinci in raport cu z, y, Z. Scriem E;(X) astfel:

El(X) = Ao(ﬂf,y) +A1($7y)Z +A2(l’,y)Z2+

(2.77)
A3(x7y)23 + A4(l’,y)Z4 + A5(ZE, y)Z57

unde Aj;, (i = 0,5) sunt polinoame de z si y.

In (2.77) Ao(z,y) = A1 (z,y) Age(z,y), unde Ay (z,y) = —baoa® +agx?y — by 2%y +ayxy® -
bozny + a02y3, A02($, y) = (011b20 - (120511)372 - 2(a20b02 - aozbzo)xy - (anoz - a02b11)y2-

Daca Ap1(z,y) =0, atunci sistemul (2.15) are infinitul degenerat, caz ce nu se examineaza
de noi.

Tinand cont de (2.75), identitatea Ag2(x,y) = 0 se realizeaza doar in cazurile:

1) ap2 = ago = boz = b = 0, by1 #0;

2) a1 = ap2bi1/boz, azo = by = 0;

3) a1 = agbi1/bao, Aoz = azoboz/bao.

In 1) ( 2), 3)) putem considera by; = 1 (respectiv: bgy = 1 si by = 1).

In conditiile 1) avem A;(x,y) = zy(a102? — a11brox? + agra11y® — a3 bo1y?). Din A;(z,y) =0
rezultd ca ajg = ay; =0 sau ajg = a;1bg, ag1 = a11bor.

Dacd ajp = a1; = 0, atunci As(z,y) = y(aga?® — anbioz? + aZyy?) si Ay = 0 implica

deg(GCD(P,Q)) >0 ceea ce contrazice conditiei (2.3).
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Fie aip = aiibio, ao = a11bor, a1 # 0. In acest caz Ai(z,y) = 0 si As(x,y) = (ago —
a11boo)xy(x + a1y), de unde As(x,y) =0 = ago = a11bgo. Realizarea ultimei egalitati nu este
permisd de cerinta (2.3).

Presupunem cd avem conditiile 2), adicd agg = bag = boa — 1 = a11 — ageby; = 0, atunci
Al(xay) = y(b11$ + y)(x(@lo - Clozblo)(bnﬂﬂ + 2y) + (Cl01 — agaa1p — p2b01 + G%gblo + aprap2bin —
agaborbin)y?).

Identitatea A;(z,y) =0 ne d& a9 = ag2bio i (ao1 — ap2bor ) (1 + agabiy) = 0.

Daca ag; = agabor, atunci As(x,y) = (ago — ao2boo)y(b11x + y)(b112 + 2y + ageb11y) $i ago =
ag2boo implicad deg(GCD(P,Q)) > 0.

Fie 1+agsbyy = 0, de unde agy = —1/by1. In aceste conditii avem ¢ Ay(x, ) = —y(b112(bo1byo—
boob11 + ap1b10b11 — aoob%)(bnﬂf + 23/) + (501510 —boob11 — b(2)1511 +ag1biobi1 — aoob% - 2a01501b%1 -
a2 b3,)y?)[b%,. Din Ay(z,y) = 0 rezulta ca boy = —agobi1, bo1 = —ap1b11 §i deg(GCD(P,Q)) > 0.

In final, vom examina sistemul (2.74) in conditiile 3), adicd by = 1, ay; = asbi1, agz =
a20bo2-

Avem Ay (z,y) = —(22 + biizy + boay?) ((ao1 — aroago — a20bor + adybio — aiobi + asobiohi )z? +
2(@%01)01 — ap1a20 — a10bo2 + G20502510)$y + (‘%1502 +a10a20b02 + 20001 bo2 — agobmblo — ap1a20b11 +
azobo1b11)y?).

Identitatea A;(z,y) = 0 ne da ag; = apaso + abo1 — a3gbio — a10b11 — azebiobir) §i (a0 -
asobio) (a3, + boa + asbi1) = 0.

Daci ajg = agobio, atunci As(z,y) = (ago — az0boo)(2a20 + b1 + 2booy + axebriy)(x? +
biizy + boay?). Egalitatea cu zero a primului factor a lui As(x,y) ne conduce la inegalitatea
deg(GCD(P,Q)) > 0.

Fie ago — agoboo # 0 §i 2a20x + b1 + 2bgoy + agebi1y = 0, adicd byy = —2agg $i boa = —ag0bi1/2.
In aceste conditii As(z,y) = (ago — az0boo ) (bor + az0bi0)(z — agy)?.

Daca by = —agobio, atunci Ay(z,y) = 2(ago — as0boo)? (2 — asgy) # 0 si sistemul (2.15) arata

astfel:
T = ago + b1 + a20x? — a3pbioy — 2a35,xY + asyy?, (2.78)
¥ = boo + biox + 2% — axbioy — 2a01y + adyy>.
Transformarea X = (bio + 22 — 2as0y)/(2a), Y = =(4boobio — b3, + 8bgox — 202z — Baspbeoy +
2a20b3,y — 8ay) [ (8a?), unde « = agy — aspboo, reduce sistemul obtinut la sistemul (2.76).
A ramas de examinat cazul cand ay — agbip # 0 $i bog = —a3, — azbii.

In cazul dat avem Ax(x,y) = (2 + agoy + b11y) ((2aoagn — 2a2,boo + agobi1 — agoboobir +

bo1 8 — agobi0B = bigb11 5 + ﬁ2)$2 - 2(2%0@%0 - 2a%oboo +agoaz0bi1 — agoboobu +agobo1 B - G%Obwﬁ -
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as0b10b118 = ag0 5% - 51152)37?/ + (2a00a§0 - 26610500 + (100(130511 - G%Oboobll + (1305015 - a§06105 -
G%Obwbnﬂ + Cl%oﬂQ + 2a0b11 3% + b%lﬁQ)yQ), unde 8 = aig — axbio.

Tindnd cont ca  # 0, identitatea As(z,y) = 0 are loc atunci si numai atunci, cand
bo1 = —as0b10— 3, b11 = —2as. Polinomul A3(x,y) aratd astfel As(z,y) = 5(—z+ay)((—2ag +
2a20boo + b10S)x + (2ag0azo — 2a3,b0o — azobio — 26%)y). Usor se aratd cad Az(xz,y) #0.

Agadar, s-a demonstrat

Teorema 2.4.2. Multiplicitatea algebrica a dreptei de la infinit a oricdrui sistem diferen-
tial patratic cu infinitul nedegenerat nu depaseste cinci, tar sistemele pentru care aceastd
multiplicitate este egald cu cinci, cu exactitatea unes transformari afine si rescalarea timpulus,

pot fi scrise sub forma (2.76).

2.4.3. Cazul sistemelor cubice

In sectiunea de fatd pentru sistemul cubic {(2.27), (2.28)} vom determina multiplicitatea

algebricd maximala a dreptei de la infinit Z = 0. Pentru aceasta omogenizam (2.27):

T = POZ3 + Pl(x7y)22 + PQ(Iay)Z+ P3(Iay)a
Y =QoZ%+ Qi(x,y) 2% + Qa(x,y)Z + Qs(x,y).

Férd a restrange generalitatea putem considera in (2.79) b = 1.

(2.79)

Pentru sistemul (2.79) E;(X) este un polinom de gradul 8 in raport cu variabilele x, y si

Z. Scriem F;(X) sub forma:

El(X) = AO('Ta y) + A1($,y)Z + A2(1’7y)Z2 + AS('Ta y)Z3+

(2.80)
A4(I7y)Z4 + A5($,y)Z5 + Aﬁ(xuy)ZG + A7(.§L’,y)Z7 + A8(x7y)287

unde A;(z,y), i = 0,...,7, sunt polinoame de z si y. In particular, polinomul Ay(x,y) arata
astfel:

Ao(x,y) = —Ao1(x,y)Aga(z,y), unde Agi(z,y) = —x* + (asg — ba1 )23y + (ag1 — bia)x?y? +
(a12=bo3)zy? +aosy*, Ao2(x,y) = (asoba1 — a2 )x* +2(asebi2 —a12) 2y + (3asebos + az1b12 — 12021 —
3a03)0?y* + 2(a21boz — agsba1 )y + (a12bos — aosbi2)y*.

Deoarece Ag; # 0, cerem ca Agy si fie identic zero, i.e. Agy = 0. Aceasta are loc daci
a1 = agoba1, aiz = azobia, o3 = azobos.

In virtutea acestor conditii avem A (x,y) = —A11(x,y)Aa(z,y), unde

All(l’, y) = .733 + bgl.IQy + blgl’yQ + bogyg ¢ 0,
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Ap(z,y) = (a11 — axasy — agebiy + agobzo — agoby + (130520521)5134 +2( a2 — arnaso — asobos +
a§0611 — agobig + a30b20512)$3y + (3a§0b02 = 3asap2a30 + ao2ba1 — aiiasobey + a§0611b21 — azobo2bo1 —
ai1b12 + agoasobiz — G§Ob20512 + asobi1b12 — 3agbos + 3(130520[)03)xzy2 - 2(%2@30521 - G§0502b21 +
a11bo3 —azpazobos + agobzobos —Cl?,obnboza)xy3 + (agobmbm —ap2asobi2 — ag2bos + ar1asobos —Cl%obn bos +
(130502503)94-

Identitatea Ajs(x,y) = 0 se realizeazd doar in unul dintre cazurile:

1) a0 = azobo, a11 = azobi1, ap2 = asoboy;

2) a11 = Q0030 + azpbi1 — Cl§0520 + agobar — azobaoboi, aps = azoa;%,o + azoboz + a1z — agonO -
a3obaobia + asoasobar — agobmbzl, boz = —aso(aéo +big + azobm), g0 # azpbap-

In conditiile 1) avem Ay(z,y) = —A11(x,y) A (z,y), unde

Aoy = (ag — 2a10a30 — azobor + 2a3,b10 — a10ba1 + azobiobar ) + (3a3ybor — 3ag1asy — 2a1obia +
2a30b10b12 — aipazobar + aﬁobmbzl)x?’y + (36130503510 = 3a1pbog — aog1b12 + azobo1biz — 2ap1azpbar +
2a§0b01b21)xy2 + (a10a30bo3 — 2a01bos + 2a30bo1bo3 — a§0503b10 — agrazpbig + G§0501512)y3-

Identitatea As;(x,y) = 0 ne conduce la urmétoarele doud serii de conditii:
a10 = azobio, ao1 = azobot; (2.81)

a1 = 2a10a30 + azobor — 2a3b1o + arobar — asobiobar, (2.82)

b1z = —azo(3aso + 2ba1), bos = a3y (2aso + ba1), aro # asobio-

In cazul conditiilor (2.81) As(z,y) = aAy (x,y)As (z,y), unde o = agy—asoboo, Asi(z,y) =
(3asg + bay)x? + 2(b12 + azebar )xy + (3bos + azob12)y?).

Daca « = 0, atunci deg(GCD(P,Q)) > 0 (vezi (2.28)). Fie o # 0 si Az1(x,y) = 0, adica
bo1 = —3aso, b1z = 3a3,, bos = —a3y. Atunci, A4(z,y) = adii(z,y)((bir + 2asobag)x + (2bg2 +
asob11)y).

Identitatea Ayq(x,y) = 0 are loc, daca byy = —2asobag §1 boz = aZgbao- In aceste conditii
As(x,y) = aAr1(z,y)(bor + asobio) =0 = bor = —asebio = As(z,y) = 3a2(asey — )% £ 0.

Astlel, By (z,y) = a2 Z%(3x2-6asory+3a3,y®+2bar Z —2a30b20y Z +b10Z2) si deci multiplici-
tatea algebrica a dreptei de la infinit, in acest caz, este egald cu sapte. Sistemul cubic (2.27)

ia forma:

s 2 2
€T = agobgo + o+ agoblox — a3obloy + (l30b201}2 — 2a30b20xy + agobgon + (1305(]3—
2 3 4 :
3az0r%y + 3a3,xy? — azey®, Y = boo + brox — azebioy + bagr? — 2a30baxy+ (2.83)

2 2 3 2 2 2 3 23
azoba0y” + x° = 3azoxr?y + 3a3,TY* — azyy°.
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Prin intermediul transformarii X = (byg + 3z — 3azoy)/(3c0), Y = =((27boo — Ib1obao + 203, )x —
(27azoboo — 9azobiobao + 2az0b3, + 27a)y)/(27a*) sistemul (2.83) poate fi scris sub forma

X=1  Y=aX+X5 (2.84)

unde a = (3byo - b3,)/(3a?).

In cazul conditiilor (2.82) As(z,y) = Ay (z,y)Asi(z,y), unde

A31(I71/) = (3%@30 - 3G§Oboo + agbar — azobooba1 + b118 — azobao B — b2ob215)1132 - 2(3%@%0 -
3a3yboo + agasobar — a3yboobar — bo2 8 — 2a2,b208 — asobaoba1 B)xy + (3agad, — 3adybeo + apaiyba —
a§0600621 + azobo23 + 261305115 + boaba1 B + 0305115215)y27 B = aip — asobio # 0.

Identitatea As;(x,y) = 0 se realizeaza, dacd by = (-3agasg + 3a§0b00 — agbay + asoboobay +
asobao 3 + 5205215)/5 si bog = —aso(—3apasy + 3G§Oboo — apbay + azoboobar + 2azobao 3 + b205215)/5-

Astfel avem Ay(x,y) = Agi(x,y)Asp(x,y)/F, unde

Ap = (=2 + azoy) (z + 2a30y + bay) #0,

Agp(z,y) = (Badaso — 6agadyboo + 3as,b3, + adbar — 2agazoboobar + a3bZoba1 — 3apasobaoS +
3a§0b00b206 — agbaoba1 B + asoboobaobai B — bo1f% + 2a30b108* + bigha1 3% — 253)$2 - 2(3a(2)a§0 -
6apasyboo + 3azyb3, + adasobar — 2a0a2,boobar + a3yb2yba1 — 3aga3ybao S+ 3a3,boobao S — apazobaoban 5+
agoboobzobzlﬁ — azobo1 % + 2a§061052 + a30b1oba1 B2 + 4azo 33 + 2091 %)y + (3613@%0 - 6a0a§0600 +
3a3,bg,+ada3ybar —2a0ad,boobar +asybagba1 —3aoadybaoS+3as,boobaoS—aoaZ,baobai B+ad,boobaobar S-
azobo1 8% + 2a3,b105? + azgbioba1 B2 — 8a3, 82 — Bazoba1 B2 — 203, 5% )y?.

Din Ag(z,y) = 0 obtinem by = —asgbip — 25 si bay = —3aze. Atunci As(x,y) = B(3ag -
3azoboo — b2 ) An1(z, y).

Identitatea As(x,y) = 0, la randul siu, ne di agy = (3asoboo+b200)/3. In conditiile obtinute,
avem Ag(z,y) = 26%(x — azoy) ((b3y — 3bio)x + (98 — aso(b3y — 3b10))y)/3 # 0 si E1(X) =
Z832(3x = 3agoy + b2 Z) (20351 — 6bigx + 6asebioy — 2as0b3qy — 9o Z + biobZ + 18y3)/9. Prin
urmare, m,(Z =0) =7, iar sistemul cubic (2.27) ia forma

& = (3azoboo + bao S + 3(asobio + B)x — 3ase(asobio + 38)y + 3asebapr? — 6a3,bary
+3a3,baoy? + 3azex® — 9ad,x?y + 9a63xy? — 3a3,y?)/3, (2.85)
U = boo + b1ox — (asobio + 20)y + bagr? — 2a30b0xy + adybay? + 3 — 3azex?y
+3aZ,xy? — adyyB.
Transformarea de coordonate X = (by + 3z — 3azoy)/3, Y = (9boo — biobao + 2(3b1o — b3y)x +

2(azob3y — 3asobio — 96)y)/18 si rescalarea timpului ¢ = -7/, reduce (2.85) la sistemul
X=-X, Y=20vy+X> (2.86)
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In cazul 2) avem Ay(z,y) = —Ag (2,y) Ase(z, y), unde

Agy (x,y) = (22 + agory + by zy + adyy? + biay? + asebxy?) # 0,

Ao (x,y) = (am — 2a10a30 — asobor + 2a?2,0b10 — a10ba1 + azobipbar — bi1y + azobapy + baoba1y —
)t = 2(2ag1a30 — a10a3, — 2a30bo1 + a3ybio + a10b12 — azoebiobiz + boay — asobi1y — biabaoy + asey? +
bo172) 23y + (3ag1ad, + 3ar0ad, — 3a3,bor — 3adybio — ap1bia + Bajpasebiz + azoborbiz — Sadybiobia -
2a01a30b21 + da10a3bar + 2a30bo1bar — dad biobar + 3asoboay + bi1bi2y — 3adybaoy — dasebizbagy —
boab21y + asobi1ba1y - 36@05201?217 - 3a§072 — 21272 —4dagoba1y? - 53172)90292 + 2(%1@%0 - 2a10a§g -
azobo1+2a3yb1o+ao1azob1a—2a10a3)b12—a3ybo1biz+2a3,b10b12+2a01 a3 ba1 —2a10a35,b21 —2a3,bo1 ba1 +
2a3,b10b21 — a3pbi1y — asobi1bizy + aspbagy + aZgbi2bagy + asoboabary — adgbi1bary + adybagbary —
a3yy? — asobiay? — 2a30ban7? = biabay? — aseb3 ) xy? + (a10al, — 2a01a3, + 2a3,bor — aSybio —
ap1a3obia + ar0aigbia + alpboibiz — adgbiobiz — 2a01a3,bar + a10a3gbor + 2a30b01b21 — afobiobar —
adoboay + agobi1y + azobiibiay — agbozbary + a3obiibary — agey? — 2a3,b12y? — b1y7% — 2a35bary? -
2a3oblzb2172 - Cl%ob%172)y4, 7 = ago — asobap.

Identitata Ag(z,y) = 0 are loc, dacd agy = 2a10a30 + asobor — 203,010 + a10ba1 — asobiobar +
b117y — azoba0y — baoba1y + 72, boz = —agzobin — a3ybeo — 3azey — b1y, b1z = —azo(3aze +2ba1 ). Tinand
cont de aceste conditii, polinomul Az(z,y) arata astfel Az(z,y) = A (z,y)As1(x,y), unde

A31(J77 y) = (—3a0a30 + 3G§Oboo —aipbi1 + azobiobi1 + a10asobao — a§0b10b20 — apba1 + aspboobar +
a10b20b21 — azobr0b20b21 = 3a10Y —bo1Y +5azobioY +bi1baoy — azob3yy +brobary —b3gbary +2b207% ) w3 +
(9aga3, — 9a3,boo + 3aipazebir — 3aZ,b1ob11 — 3a10a3ybao + 3a3,b10bao + 3agazobar — 3a2,boobar —
3a10a30b20b21 + 3aZb10baoba1 — 3a10a307y + 3asobo1y — 3a3bioY — 3azobi1bagy + 3ad b3y y —daiobary +
a30b10b217 +3az0b3,b217y — 201172 + 2a30b2072 + 4bagba1 V2 — 43 ) 22y + (9a3,boo — Yapad, — 3aipad,bi1 +
3a3,b1ob11+3a10a35,b20—3a3,b10b20—3a0a2 b1 +3a3boob21+3a10a3b20ba1 —3a3,b10baoba1 —3a10ad, Y-
3a3,bo1y +9ad,bioy + 3a3b11b207y — 3a3, by — daioasobay + Ta3gbiobary — 3a3ybagbary — 2a10b3,y +
2a30b1003, 77 + azob117? + 2a3baoy? = b11b21y? + 2a30ba0ba17? + 202003, 7% — Tazey® — 5byry3)xy? +
(Bapasy—3a3yboo +a10a3yb11 — adybiobi1 — a10a3,b20 + a3ybiobao + apadybar — azoboobar — a10aibaobar +
azob1obaobar + 9a10 A3,y + adybory — 11adbioy — adybi1baoy + azebayy + 8aioaiybary — 9ad biobary +
a%obgobm + 2@10(1301)%17 - 261%05105%17 + a§0b1172 - 6a§0b2072 + asobi1ba17? - 6a§0b20b2172 -
2a30b20b3,7? — Ta3yy® — Tasobav® — 2b5,7°)y>.

Dacd Aszi(z,y) = 0, atunci by = —aqg, b1 = —2(asebao + ), ba1 = —3aze §i As(z,y) =
Aot (x,y) A (x,y), unde

A41(x,y) = (a%o — 2aipazobio + a%ob%() + 2a07y — 2a30booy — 2a10b20y + 2a30b10b207y — bioy? +

b%o’yQ)l‘Q - 2(&%0(130 — 2&10&%0610 + agobfo + 2&0&30’}/— 2a§0b007 — 20,10(1,30()20’)/ + 2&%0[)10[)20’}/ - 3&10’}/2 +
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2a30b1077% +azob3yy? +2b2073 )2y + (a3 a3, — 2a10a3,b10 + sy b3, + 2a0a3,y —2a3,booy — 2a10a30baoy +
2a3,b10baoy —6a10a307y2 +5a2,b107y2 +a3gb3y v +4azobagy3 +374)y2. Usor se aratid cd Ay (z,y) #0,
si deci, m{Z =0} =5.

Astfel, a fost demonstratd urmitoarea teorema.

Teorema 2.4.3. Multiplicitatea algebrica a drepter de la infinit pentru sistemul cubic de
ecuatii diferentiale nu este mai mare ca sapte. Prin intermediul unei transformart afine de
coordonate si rescalarea timpului orice sistem cubic de ecuatii diferentiale care are dreapta

de la infinit de multiplicitatea sapte poate fi scris sub forma (2.84) sau (2.86).

Urmatoarele doua exemple arata ca in clasa sistemelor cubice multiplicitatea geometrica

maximala a dreptei de la infinit este deasemenea egald cu sapte.

Exemplul 2.4.1. Sistemul cubic

X=1-4e+e(a-3+14e? —4ae?) X + 2e2(1 - Te2) X?

+e(1—4e? +4e) X3,
(2.87)

Y =aX+X3-4ae2X - e(3-14€2)Y +4e2(1 - 7e2) XY
—263(1-7€2)Y?2 - 42 X3 + 1265 X2Y — 1266 XY 2 + 4€7Y3

are sase drepte invariante afine [;, j=1,2,...,6:
li-ly-l3=1-4e?+€e(a-3+14€® —4ae?) X +2e¢2(1 - Te2) X2 + e(1 — 4€? + 4e*) X3,
li=1-eX +e%Y, l5=1-2eX +2€?Y, lg=-1+4e® - 263X + 2¢Y.
Daca € — 0, atunci (2.87) tinde la sistemul (2.84) si dreptele invariante {;, j = 1,...,6 tind

spre infinit.

Exemplul 2.4.2. Sistemul cubic

X = X(-1+3eX)(1-3€eX +6e3X),
Y =2V + X3 - 6e(1 - €2) XY - 1263Y2 — €2(3 + 6€2 — 8¢4) X3 (2.88)
+24e*(1 - €2) XY? + 16e8Y3

are sapte drepte invariante afine:
=X, la=-1+3eX, I3=1-3eX +663X, l4=1-4eX +4e3X - 4€e3Y,
ls=1-€eX +463X —4e3Y, lg=1-2eX +263X -263Y, l;=-1+eX +2e3X +4€3Y.
Daca e — 0, sistemul (2.88) converge spre sistemul (2.86) si dreptele invariante lo,l3, ..., l7
tind spre infinit, adica pentru sistemul (2.86) dreapta de la infinit are multiplicitatea geomet-

rica egala cu gapte.
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2.5. Clasificarea sistemelor cubice cu doui drepte invariante de multiplicitate

totald maximala

Definitia 2.5.1. Vom spune ca consecutivitatea din k numere (fi1, fo, .-, fk—1; foo ), Unde
i € N* g =1, k=1,00, pj>pj1,j=1,....,k=1, formeaza in clasa sistemelor cubice
o consecutivitate de multiplicitate a dreptelor invariante, dacd exista un asa sistem cubic ce
are k-1 drepte afine invariante ly, ..., ly_1 de multiplicitatile py, ..., px_1 respectiv, iar dreapta
de la infinit are multiplicitatea egald cu fioo.

Definitia 2.5.2. Consecutivitatea (pi1, fio, ..., flk-1; ftoo ) 0 VOM nUMi mazimald dupd com-
ponenta j,je{1,2,....k—1,00}, dacd (p1, fta, ., fhj—1, b5 + 1, i1, oy flm1; fhoo ) MU €StE pENETU
clasa de sisteme diferentiale cubice o consecutivitate de multiplicitati o dreptelor invariante.
Consecutivitatea datd o vom nota cu m;(fi1, fa, ..., [k-1; fhoo ). Consecutivitatile de tipul
M (fa, 2, ooy k-1 hoo)  le vom  numi  partial mazimale, dar dacd consecutivitatea
(1, b2y ooy fi—1; fhoo ) €Ste mazimald dupd toate argumentele, atunci vom spune cd ea este

total mazimala (pe scurt, mazimald) si 0 vom nota cu m(p1, fho, - s fok—1; foo )-

Dupéa cum rezultd din sectiunile 2.2.3 si 2.4.3, in clasa sistemelor diferentiale cubice
{(2.29), (2.28)} cu o dreapta invariantd afind avem m(7;1) si m(1;7) (vezi teoremele 2.2.3,
2.4.3). Mentiondm, ca m(7;1) este realizati de sistemul (2.65), iar m(1;7) de sistemul (2.86).

Sistemele (2.65), (2.86) sunt Darboux integrabile gi au urmétoarele integrale prime:

F(z,y) = (1+52%)/(52");
F(z,y) = 2*(2® + 5y) /5.

In aceastd sectiune, pentru sistemele diferentiale cubice {(2.29),(2.28)} cu o dreapta
invarianta afind, vom determina toate consecutivitatile partial maximale de tipul Mmoo (141} fioo )-

Fara a restrange generalitatea, putem considera ca dreapta invarianta afina este descrisa
de ecuatia z = 0. Aceasta ne permite si apelam la lemele 2.2.1-2.2.5. Fixand p; € {2, ...,6},
vom determina p., astfel ca consecutivitatea (pu1; i) sa fie partial maximald dupa compo-
nenta oo.

1. py = 6 (lema 2.2.5). Multiplicitatea algebrica. Daci pentru sistemul (2.29) au loc
conditiile (2.32), (2.40), (2.48), (2.59) si (2.62), atunci el arati astfel

T = CL30£L’3, y = bgo + blol' + b20$2 + bgol’g + 3@3051323/ (289)
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si are dreapta invarianta z = 0 de multiplicitatea algebricd nu mai mica ca sase. Conform
conditiei (2.28), asoboo # 0 si din egalitatea E1(X) = aZ,2%(bio + 2byox + 3bzpx? + Gagoxy) se
observa ca multiplicitatea dreptei invariante x = 0 este egald exact cu sase, daca agpbig # 0.

Fie ca azoboobio # 0, atunci pentru sistemul omogenizat
T = a30x3, y = b00Z3 + blOIEZQ + bQQJSQZ + bgoﬂfg + 3a30:172y,

polinomul E;(X) = a2,25(3bsox? + 6asgzy + 2ba0xZ + b19Z2) nu este divizibil prin Z. Deci,
dreapta de la infinit are multiplicitatea exact egald cu unu.
Notdm a = byo/bgo. Transformarea afind de coordonate X =z, Y = (2byg+3bsox+6asoy)/(6bgo)

gi rescalarea timpului 7 = agot, reduce (2.89) la sistemul de forma:
t=23 y=1+ax+32%, az0. (2.90)

Egalitatea £ (X) = 25(a + 6zy) ne spune ci sistemul (2.90) n-are drepte invariante afine
distincte de x = 0. Sistemul (2.90) este Darboux integrabil i are integrala prima
F(x,y) = (202%y + 5az + 4)/(2025).
Multiplicitatea geometricd. Vom ardta ci in cazul sistemului (2.90) multiplicitatile algebrice
si geometrice ale dreptei invariante x = 0 sunt egale.
Perturbam sistemul (2.90) astfel:
& =x(aip + agor + 22) = P(z,y),

(2.91)
§=1+ax+ 322y + bo1y + bi1xy + booy? + braxy? + bosy® = Q(x, y).

Sistemul perturbat (2.91) are un triplet de drepte invariante paralele [, 15,13, unde [; = z gi

ly-1l3 = ajp + aser + x2. Vom mai cere de la el ca si mai admitd un asemenea triplet:
ls=x—-€y—di,ls=x-€6y—dslg=x—€e1y—ds. (2.92)
Invarianta dreptelor (2.92) este asigurata de identitatea cu zero in raport cu x §i y a expresiei
P(x,y) -aQ(z,y) = li-15 s, (2.93)

de unde urmeaza egalititile
didyds—€; =0, ajp—dydo—dids—dads—biper = 0, (bo1—dida—dids—dads)er = 0, ago+dy+da+ds =
O, (bn + 2d1 + 2d2 + 2d3)€1 = O, El(bOQ - d1€1 - d2€1 — d3€1) = O, 61(612 + 361) = O, El(bog - 6%) = O

Sistemul de egalitati obtinut este compatibil daca, de exemplu,
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€1 = didads; bog = (d1d2d3)2; big = =3didads; aig = didy + dids + dadz + bipdidads; by =
dldg + d1d3 + dgdg; aoo = —d1 — d2 - d37 b11 = —2d1 - 2d2 - 2d3, b02 = d%dgdg + dld%dg + dldzdg,
Tinadnd cont de aceasta gi punand d; = €, dy = —€, d3 = 2¢, sistemul (2.91) se reduce la

sistemul
T = x(x? - 2ex — 2a€3 — €2),
(2.94)
y=1+ax+3x%y — ey — dexy — 4e*y? + 663 xy? + 4eby3,
ce poseda dreptele invariante: [1 = z, ly-l3 = 22— 2ex—2ae3— €2, Iy = x +263y +¢, 5 = v +263y — ¢,
lg = x+2e3y+2¢. Daci € — 0, atunci (2.94) tinde citre sistemul (2.90), iar dreptele l;,i =2, .., 6,

- catre dreapta x = 0.

Astfel, a fost demonstratda urmitoarea teorema.

Teorema 2.5.1. Cu ajutorul unei transformari afine si rescalarea timpului orice sistem
diferential cubic ce posedd o dreaptd invariantd afind de multipicitatea strict egald cu sase
poate fi scris sub forma (2.90). Aceste sisteme au o singurd dreaptd invarianta afind, sunt
Darbouz integrabile $i avem Mmoo, (6;1).

2. py = 5 (lema 2.2.4). Multiplicitatea algebricd. In conditiile 2.20): (2.32), (2.40), (2.48),
(2.59), sistemul {(2.29),(2.28)} are forma

T =asr3,  §=boo+biox + bagx? + bspx® + borx2y, agzobgo # 0. (2.95)

Pentru (295) Aj(y) = O,j = m §1 A5(y) = a3gboo(b21—3&30) (VeZi (3126)) Daca b21—3a30 F O,
atunci dreapta invariantd = = 0 a sistemului (2.95) are multiplicitatea algebricd exact egala
cu cinci.

Consideram sistemul omogenizat
T = CL30I3, y = bQQZ3 + b1013Z2 + bgol’QZ + bgol’g + bgll’zy, agobgo * O, (296)

corespunzitor sistemului (2.95). Calculam E;(X) si-1 scriem sub forma (2.80). Astfel avem:
Ao(x,y) = asobar ™ (bsor — azey + ba1y). Polinomul Ag(z,y) este identic zero, daca by = asg si
bso = 0 sau daca by; = 0. Daca by = agp si by = 0, atunci sistemul cubic (2.95) are infinitul
degenerat. Dacd by = 0, atunci: A;(z,y) = —a3ybaor” =0 = byg = 0 = As(x,y) = —2a3,b1ox® =

0= bio=0= Az(x,y) = -3a3,boox® # 0, oo = 4. Sistemul cubic (2.95) obtine forma
T = (l30l‘3, y = boo + b30$3. (297)
Transformarea X =x,Y = (=bsox + azy)/boo, T = aset, reduce (2.97) la urmitorul sistem

=23 g=1 (2.98)



Sistemul obtinut este Darboux integrabil si are integrala prima:

F(z,y) = 202y +1)/(22?).
in conditiile 2.21) ((2.35), (2.46), (2.55); (2.60)) avem sistemul cubic

& =z(a?, + 2a11a012 + 4ajya1y + 4azearnx? + dag arary + 4a2,y?) [ (4ass),
v = (a3, + 203 a1 + 642, a1y + 8a2,boox? + 8ayiag a1y + 12a11a3,y? (2.99)
+8a30a3,x2y + Bagal,xy? + 8al,y?) [ (8a2,).
Pentru acest sistem polinomial E)(X) arata astfel Fy(X) = —2°(a11a30 — 2a12b90)?(a11 +
anx + 2a19y)/(4a,). Prin urmare, daci ajiazg — 2a12bag # 0, atunci dreapta invarianta z =0
a sistemului (2.99) are multiplicitatea algebrica exact egald cu cinci.

In cazul sistemului (2.99) pentru dreapta de la infinit avem: Ay(z,y) = A(z,y) = 0,
Ay(x,y) = —x®((ar1a30 — 2a12b20)%(anx + 2a12y))/(4a?,) # 0, adic ea are multiplicitatea 3,
l.e. floo = 3.

Multiplicitatea geometrica. Multiplicitatea geometricd a dreptei de la infinit a sistemului

(2.98) este egald cu patru. Aceastd afirmatie este confirmatd de urmatorul exemplu.

Exemplul 2.5.1. [{1] Sistemul

& = x(x + 3¢)(x + 6e),
v =(1-2€e%y)(1 + 4e%y) (1 - 8€y)

are dreptele invariante: [y =z, lo =z + 3¢, [3 =2 +6¢, Iy =1+ 83y + 2, l5 = x — 83y + 4e,

(2.100)

lg =1-2€%y, l;=1+4€e%y, lg=1-8€%y. Dacid ¢ —» 0, atunci sistemul (2.100) tinde la (2.98)
sili 5>, lers — o0

Are loc

Teorema 2.5.2. Cu ajutorul unei transformari afine si rescalarea timpului orice sistem
diferential cubic ce posedd o dreapta invarianta afing de multipicitate strict egald cu cinci st
pentru care dreapta de la infinit are multiplicitatea patru poate fi scris sub forma (2.98).
Aceste sisteme au o singurd dreaptd invariantd afind, sunt Darboux integrabile si avem
m(5;4).

3. py = 4 (lema 2.2.3). Multiplicitatea algebricd. In cazul 2.9) ((2.32), (2.40), (2.48))
sistemul {(2.29), (2.28)} arata astfel

T = agox®, Y =bog + b1z + bagx? + by xy + baox3 + boy 2%y + biaxy?, asebgo # 0. (2.101)

Pentru (2101) Aj(y) = O, j = 1,_3, A4(y) = agoboo(bll + 2b12y) Daca (b117b12) F O, atunci

multiplicitatea algebrica a dreptei x = 0 este exact egala cu patru.
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Presupunem ci (by1, b12) # 0 i consideram sistemul omogenizat asociat sistemului (2.101).
Pentru acest sistem avem Ag(x,y) = azox®(borx + 2b12y) (b3ox? + (boy — asg)xy + bioy?). Daca
b1 = bia = 0, atunci Aj(z,y) = azoxb((b11bso — asobao)r — 2a30b11y) # 0 $i fieo = 2, iar daca
bso = bo1 —agp = b12 = 0, atunci Ag(z,y) =0, Ai(z,y) =0, As(z,y) = azor((bpb11 — azobio)T +
b11y) # 0 5 peo = 3.

In conditiile 2.10) ((2.32), (2.41), (2.49)) sistemul cubic {(2.29),(2.28)} are forma

T = ZEZ(CLQO + a30fL’), y = boo + blol' + bgo[[‘z + bgo[[‘g + 2@20$y + b21$2y, Cbgoboo +0. (2102)

Pentru (2.102): A;j(y) = 0, j = 1,3, As(y) = aso(asobio + boobar — 3azoboo + 2a3,y) # 0 si
mq(x = 0) = 4, iar pentru sistemul omogenizat asociat sistemului (2.102) avem Ay(z,y) =
azoba1 27 (bgox — azoy + ba1y). Dacd bsox — azoy + beyy = 0, atunci infinitul pentru (2.102) este
degenerat, ceea ce este contrar conditiei (2.28). Daca agp = 0, atunci A (z,y) = agobg1 2% (bsox+
bo1y) =0 = by =0 = As(x,y) = 3a3,b302% # 0 = pieo = 3. Fie byy = 0 §i az # 0. Prin urmare,
Aq(x,y) = —azox8(azoboor — 3as0bsor + daspazoy) # 0 = fie = 2.

Este ugor de aratat, ci in cazurile 2.11), 2.15), 2.16), 2.17), 2.18) si 2.19) multiplicitatea
dreptei de la infinit pentru sistemul {(2.29),(2.28)} este egald cu unu, deoarece Ay(x,y) # 0.

In cazul 2.12) ((2.33), (2.43), (2.51)) avem urmdtorul sistem

& = x(ap + agx + azor? + ag1xy), Y = (a10boo + azeboo® + a3yy + azoboor? (2.103)
+(6L106L20 + a2lboo)l’y + a19bsox3 + arpazor?y + a10a21xy2)/a10
si polinoamele A;(y) =0, j = 1,2,3; As(y) = 3a3,bs0. Dacd bgy = 0, atunci infinitul este
degenerat. Daca bzy # 0, atunci A4(y) # 0 i mg(x =0) =4.
Pentru sistemul omogenizat asociat sistemului (2.103) avem Ag(z,y) =

— b3S ((ag1bso —a3q) 2% —2az0a xy — a3, y?). Deoarece bso # 0, identitatea Ag(x,y) = 0 implica
azo = az = 0. Astfel Ag(x,y) =0, Ai(z,y) = 0 si Aa(z,y) = 2a3,b302% = 0 = ag = 0 =
As(x,y) =0, As(x,y) = 0, Ag(x,y) = 3a2,bz0x* # 0 = e = 5. Sistemul cubic (2.103) are
forma

T =a10T, Y = boo + a10Y + bgolL’S, ag 0. (2104)
Transformarea X =z, Y = (boo + a10y)/bso, T = a10t, reduce (2.104) la sistemul
i=xz, y=y+a’ (2.105)

Acest sistem are o singura dreapta invarianta afind x = 0, este Darboux integrabil gi are
integrala prima F(z,y) = (2y — 23)/x. Mentiondm, ca sistemul (2.105) a fost examinat in

[41].
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In conditiile cazului 2.13) ((2.34), (2.44), (2.52)) avem sistemul

. _ . _ 2
& = x(a10 + a0 + azox? + a11y + anxy), Y= (aiy+ a10a20% + 2410011y + a10a307> (2.106)
+(agoary + aypagr )Ty + a2, y? + a11bzord + ar1azgr?y + ayjrasxy?)/a
20011 10021 )2Y 11Y 11930 11a30X°Y 1121 LY 115

Ai(y) =0, 7=1,2,3, si Ay(y) = 2bso(aip + any)?. Daca bsy # 0, atunci dreapta invarianta
x = 0 are multiplicitatea algebrica exact egala cu patru.

Pentru sistemul omogenizat asociat sistemului (2.106) polinomul Ay(z,y) =
—b3028(—a3yx? + agbsor? — 2azpaxy — a3,y*) este identic egal cu zero dacd asy = ag; = 0.
Atunci, Ay (x,y) = —a;1b3yz” # 0 i, prin urmare, e = 2.

In utimul caz 2.14) ((2.34), (2.45), (2.53)) sistemul cubic are forma

& =x(a1p + a0 + a1y + azer? + an ry),
Y= (—G%O +ajobor + 020(501 - a1o)$ +ayibory + a3o(501 - Cl1o)$2 (2~107)

2,9 2 2
+(CL20G11 —a1p21 + a21501)$y +ajyc+ a11b3023 + a11a3022y + a11a2, 1Y )/011

si pentru el A;(y) =0, j=1,3, Ay(y) = bzo(aio + a1y)(4aso — bor + 2a11y). Fie bsy # 0, atunci
Ay(y) #0, deci multiplicitatea algebricd a dreptei invariante = = 0 este exact egald cu patru.
Pentru sistemul omogenizat asociat sistemului (2.107) avem: Ag(z,y) = —bsozb(-ad,x? +
a21b302? - 2az0a210Y — a3,y?) = azo = axn =0 = Ay (2,y) = —a11b3027 # 0 = e = 2.
Multiplicitatea geometrica. Urmatorul exemplu aratd cd multiplicitatea geometrica a
dreptei invariante afine « = 0 a sistemului (2.105) este egald cu patru si dreapta de la infinit

are multiplicitatea egala cu cinci.

Exemplul 2.5.2. [/1] Sistemul
T=x-4e2x3, y=y+a3-3e2x?y - 9etay? — 9eby3, (2.108)

poseda opt drepte invariante afine: [} = x, log = v +3€%y, Iy = v + €2y, 56 = 2ex £ 1,
l7,8 =€x + 3€3y + ]., §1 (2108)—> (2105), 11,273,4 - X, l5,6,7,8 —> 00, daca € - 0.

Astfel, are loc

Teorema 2.5.3. Cu ajutorul unei transformari afine si rescalarea timpului orice sistem
diferential cubic ce poseda o dreaptd invariantd afina de multipicitatea strict egald cu patru
st pentru care dreapta de la infinit are multiplicitatea cinci poate fi scris sub forma (2.105).
Aceste sisteme au o singurd dreaptd invarianta afind, sunt Darboux integrabile si avem

m(4;5).
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4.y = 3 (lema 2.2.2). Multiplicitatea algebricd. In cazul 2.1) ((2.32), (2.40)) sistemul
cubic {(2.29),(2.28)} are forma:

& =az0x®, = Dboo + bio® + bory + box? + bi1wY + booy? (2.109)
+b3023 + bo1 22y + braxy? + bosy>, asg = 0.
Pentru acest sistem A;(y) = 0, As(y) = 0 si A3(y) = aso(bor + 2bo2y + 3bo3y?)(boo + bory +
boay? + bosy?). Daca (boi, bo2,boz) # 0, atunci pentru (2.109) dreapta invarianta x = 0 are
multiplicitatea algebricd egald cu trei. In aceste conditii vom stabili multiplicitatea maximal
a dreptei de la infinit. Pentru sistemul omogenizat asociat sistemului (2.109) avem Ay (z,y) =
—a3023 (ba1 22+ 20122y +3bo3y? ) (—bsox3 + (az0 —ba1 )22y —b1axy? —bosy?) (vezi (2.80)). Identitatea
Ao(z,y) = 0 are loc daca bzg = bya = bog = 0, bay = azp sau bay = by = bog = 0. Daca b3y =
bio = boz = 0, bay = asp, atunci pentru sistemul cubic (2.29) infinitul este degenerat. Fie
bo1 = b1z = bog = 0. Tinand cont de conditiile (2.28) si egalititile by; = byy = bog = 0, obtinem
Ar(z,y) = —asox°((asob — b11b30)2* +2(asobi1 — bo2bso ) vy + 3asebozy?) = 0 = by = b1y = boz = 0
si As(x,y) = —az0z5((2a30b10 — bo1b30)x + 3azpbo1y) # 0. Prin urmare, ., = 3.
In cazul 2.2) ((2.32), (2.41)) avem sistemul

= 22(ag + aspx),
(020 + a0) (2.110)
y. = boo + blox + 6201’2 + bnl’y + b30$3 + bgll'Qy + blgfL‘yZ, aoq 74 0.
Pentru (2110) Al(y) = Ag(y) =0 §1 Ag(y) = —a20b00(2a20 - b11 - 2b12y) Daca a20b00(|b11 -
2as0| + |b12|) # 0, adicd Az(y) # 0, atunci dreapta invariantd = = 0 a sistemului (2.110) are
multiplicitatea algebrica exact egala cu trei. Pentru sistemul omogenizat asociat sistemului

(2.110) polinomul Ag(z,y) = azox®(barz + 2b12y) (bsox? + (ba1 — azg)xy + b12y?) este identic egal

cu zero daca are loc una dintre urmatoarele trei serii de conditii:

asop = O, (2111)
621 = b12 = 0, aso * 0, (2112)
bgo = b12 =0, bgl = asp, asg * 0. (2113)

Fie ca are loc (2.111). In acest caz: {(2.28), Ai(x,y) = agox*(barz + 2b12y) (bsoz? + boyzy +
biay?) = 0} = bip = boy = 0, agobso # 0 = Az(7,y) = aso(ago + b11)b3p2® = 0 = by = —ay =
As(x,y) = adgxt (=boopx + 2a20y) # 0, fieo = 4.

Presupunem ca se realizeaza conditiile (2.112), atunci A;(z,y) = —azox®((asobzo — a20b30 —
b11b30)x + 2a30b11y) = 0 = b1y = 0, bag = agobso/aze = As(z,y) = —2a3,b1pa® =0 = by = 0 =

Az(2,y) = —3a3pboor® # 0, floo = 4.
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In conditiile (2.113) sistemul (2.110) are infinitul degenerat.
In cazul 2.3) ((2.32), (2.42)) avem sistemul
@ =x*(ag + azr + azny), Y= (abor +a2bio® + asibyr? + az by’ +

(2.114)
+a91001Y + 210117y + a9y bay 2%y + G21512$Z/2)/@21

§1 polinoamele: Al (y) = Ag(y) =0 §1 Ag(y) = —b01(a20 + agly)(Qa%O = (lgob(n + aglblo - CLQ()bH +

2&20(2@21 - blg)y + a21(2a21 - b12)y2)/a21. Daca

boy % 0 (2.115)

$i (|2a21 —bia| + 1202, — asobor + as1bio — axbi1]) # 0, atunci dreapta invariantd = = 0 a sistemului
(2.114) are multiplicitatea algebrica exact egala cu trei. Pentru sistemul omogenizat corespun-
zdtor sistemului (2.114) polinomul Ag(z,y) arata astfel: Ag(x,y) = Ao (x,y)Ae(z,y), unde
Am(%fy) = 934(—5301?2 + (Clso - bzl)l"y + (6121 - b1z)y2) $i Aoz(if,y) = (Cl21b3o - Cl:aobzl)ﬂ?2 -
2a30b121y — a91b12y%. Daca Agi(z,y) = 0, atunci infinitul pentru (2.114) este degenerat. Fie
Ap1(z,y) 20 §1 Aga(z,y) =0, atunci bzg = agobar/az si bia = 0. In aceste conditii Ai(x,y) =
$4(a30$+a21y)((a30a21520—a20a30521 +a21520521—a30b11521—GQObgl)wz+2a30a21511$y+a31511y2)-
Dacd A;(x,y) = 0, atunci by; = asgg + bay = 0 sau byy = asgbar — as1beg = 0. In ambele cazuri
identitatea As(z,y) = 0 contrazice (2.115).
In cazul 2.4) ((2.33), (2.43)) sistemul {(2.29), (2.28)} ia forma

W 2 Y — 2 2
T = l’(aw + Qo0 + A3p0T” + (lzll'y), Y= (aloboo + Ggoboo.% + ajoy + Cll(]bQ().I' (2 116)

+(a10a20 + a21b00)TY + a10b307° + A10b217%Y + ar0a217Y?) [ aro.
Pentru (2.116): A1(y) =0, A2(y) = 0si A3(y) = —a10(3az0boo—2a10b20—booba1 +3a10(azo—b21)y).
Multiplicitatea algebrica a dreptei invariante z = 0 este egala cu trei, daca are loc urmatoarea
inegalitate: |asg — ba1| + |3azoboo — 2a10b20 — boob21| # 0. Tindnd cont de aceastd inegalitate, vom
calcula multiplicitatea maximali a dreptei de la infinit Z = 0. Identitatea Ay(x,y) =0, unde
Ao(x,y) = 2°(bsox + (ba1 — a30)y)((azobar — aa1bs)z? + 2as1a30zy + a3 y?) are loc, daca se

realizeaza una dintre urmatoarele serii de conditii:

bso = 0, ba1 = aso; (2.117)
asp = ag = 0; (2.118)
ao1 = O, boy = 0,asp # 0. (2119)
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In conditiile (2.117) sistemul cubic are infinitul degenerat. Daci au loc egalitatile (2.118),
atunci A1(z,y) = ag0ba128(bzox + bayy). Identitatea Ai(x,y) = 0 are loc, daca azy = 0 sau
bo1 = 0, a0 # 0. Daci agy = 0 atunci As(z,y) = a0ba1 2 (bsox +ba1y) =0 = boy =0 = As(x,y) =
0, Ay(z,y) = 3a3 bsoxr* #0 (vezi (2.28)) = fico = 5.

Tn acest caz sistemul {(2.29),(2.28)} arata astfel

T = ai g, y = b()o + apy + bQ[)ZEQ + b30$3, a10b20b30 + 0. (2120)

Transformarea afind X = bgox/bag, Y = b2, (boo + a10y))/b3, si rescalarea timpului 7 = ajot

reduc (2.120) la urmatorul sistem
X=X, Y=V+X?2+X3 (2.121)

Acest sistem este Darboux integrabil gi are urmitoarea integrala prima
F(X,Y) = (2Y - 2X2 - X3)/(2X).
Daca byy =0, ag0 # 0, atunci Ay (x,y) = 2a3,b302% # 0 = 1o = 3.
Daca au loc conditiile (2.119), atunci Ay (z,y) = —az0x%((asobao — 2a20b30)x + 2az0a30y) = 0
= a9y = 0,by0 =0 = Ay(x,y) = 3a10a302°(bsor — azoy) # 0, fleo = 3.

In cazurile 2.5) si 2.6) avem repectiv sistemele:

. _ . _ 2
T = ZL'(CLlO + Q90T + G11Y + CL30(L’2 + aglmy), Y = (alO + aublox + 2(110(111y + a11b20$2 (2 122)

2,9 2 2 )
+(a20a11 + Gloazl)ﬂﬁy +ajy* + a11b30x? + ay1bo1 2%y + ar1ag xy )/a11>

T = I(alg + a9 + a1y + CL30{L‘2 + aQIxy), y = ((b01 - alo)(alo + Qoo + CLQll’y) (2 123)
2 2,2 2 2 '
+a11bo1y + a11bax® + arraxry + aj Y + a11b30x? + a11bo1 2%y + arrag xy )/an-

Pentru aceste sisteme A;(y) =0, As(y) =0, iar Az(y) aratd respectiv astfel:
As(y) = ~(Bo + Biy + Bay® + Byy®) [aiy,

As(y) = —(a10 + any) (B) + Biy + Byy®) [,

unde BO = a%oagoan - a?oagoagl + 2&?06L116L30 - 2&10@20@%18710 + a%oanaglblo + a?lbfo - a%oa%lbgg -
a:{’oanbm, B, = 26110(111(3(110(111(130 = 10020021 + a11a21b10 — aflbm - 2@10G11b21),
By = a%1(6a10a11a30 — A10G20G21 + a11a21b19 — aflbm - 561106111521); Bz = 2a‘111(a30 - b21);
B{ = —4a3,as0 + baioaszobor — azob3; — 3a10a11b20 + a11bo1b2g + atgba1 — a10bo1ban,
B{ = 011(26110@30 +agobo1 — ai1bzo - 36%10521)7 Bé = 26@1(@30 - b21)-
Pentru (2.122) ((2.123)) dreapta invarianta x = 0 are multiplicitatea algebricad exact egala

cu trei, daca |Bo| + |By| + |Ba| + |Bs| #0 (| Byl +|B1| +|Bj| #0).
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Pentru ambele sisteme omogenizate corespunzitoare sistemelor (2.122) si (2.123) avem
Ao(,y) = 25 (bsox + (b1 — as0)y) ((asobar — anbso)a? + 2aspagizy + a2,y?). In conditiile (2.28)
identitatea Ag(z,y) = 0 are loc, dacd ag; = by = 0,a30 # 0 sau ag; = agp = 0. Aceste relatii
dau respectiv: A (z,y) = —2°(a3baox? — 2a20a30b302% + a11b3x? + 2as0a3,xy — 4ariasebsory +
3a11a§0y2) # 0, foo =2 8l Al(%y) = (&20521 - allbgo)xﬁ(bz’)oﬂﬂ + b21y) =0 = by = Cl20521/6111,
As(z,y) = by a3 (asow +ai1y) (23022 — a11baoz? + arober 22 + dagpar zy +2a3,y?) Jarr # 0, fieo = 3.

In fiecare dintre cazurile 2.7) si 2.8) multiplicitatea algebrici a dreptei de la infinit a
sistemului cubic {(2.29), (2.28)} este egald cu unu, deoarece Ay(x,y) # 0.

Multiplicitatea geometrica. Consideram sistemul cubic de ecuatii diferentiale

X=X1+e)(1+e+2xe2)(1+4Xe?),

V=Y +X2+X34+e((2+€)(Y + X2+ X3) = 2¢(1 + €)XY
+16e3(1+€)Y?2 +4e(1 +€)(-3 - 3e +2e2) X2Y
+16€3(3 + 6€ + 2¢2) X Y2 - 64e>(1 +2¢)Y3).

(2.124)

Acest sistem are sapte drepte invariante :

lh =X, lo=X-4€Y, I3 = (1+e)X -4e?Y, 1y = 1+4e2X, 5 = 1+¢€+ 22X,
lg=(1+€)(1+2eX) -8, l7=(1+¢€)(1-2eX)+8e(1+2)Y.

Daca € — 0, atunci sistemul (2.124) converge catre sistemul (2.121), dreptele Iy, [3 tind
catre dreapta invarianta [y, iar dreptele ly, 5, lg, 7 tind spre infinit.

Astfel, are loc

Teorema 2.5.4. Cu ajutorul unei transformari afine gi rescalarea timpului orice sistem
diferential cubic ce poseda o dreapta invartantd afind de multipicitatea strict egald cu trev si
pentru care dreapta de la infinit are multiplicitatea cinci poate fi scris sub forma (2.121).
Aceste sisteme au o singurd dreaptd invariantd afind, sunt Darboux integrabile si avem
Moo (3;5).

5. p1 =2 (lema 2.2.1).

In conditiile (2.32) sistemul cubic (2.29) arata astfel

& = 22(ag + azex + as1y), Y =Dboo + biox + bory + bogx? + by Y (2.125)
+bo2y? + b3ox® + +bo1 22y + braxy? + bozy>.
Pentru (2.125): Ai(y) =0, A2(y) = (boo + bo1y + boay? + bosy®) (az0bor — as1boo + 2a20bo2y +
(a21bo2 + 3aspbos3)y? + 2a21bp3y?). Prin urmare, dreapta invarianta = = 0 a lui (2.125) are

multiplicitatea algebrica exact egala cu doi, daca
(|b00| + |b01| + |b02| + |b03|)(|a20b01 - a21b00| + |a20602| + |a21b02 + 3@20b03| + |a21b03|) +0. (2126)
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Pentru sistemul omogenizat corespunzator sistemului (2.125) polinomul Ag(z,y) are
forma Ag(x,y) = x2A1(x,y)Ag2(z,y), unde Agi(z,y) = bzox® — ager?y + bo1x%y — as xy? +
broxy? + bozy®, Ao = azobo1® — aa1bsox® + 2a30b122%y + 3azobosry? + azbiowy? + 2a91bo3y?.
Daca Api(x,y) = 0, atunci sistemul cubic (2.125) are infinitul degenerat. Fie Ay (z,y) # 0
si Ag2(z,y) = 0. Identitatea Aga(x,y) = 0 are loc daca se realizeaza cel putin una dintre

urmatoarele trei serii de conditii:

asp = ag =0, (2.127)
Ao = b21 = blg = 603 = 0, asog * 0, (2128)
630 = a30b21/a21, blg = bog =0. (2129)

In conditiile (2.127) avem { A (2, y) = ag22Aoi (2, y) (ba122+2b152y+3besy?) = 0, (2.28)} =
b1 = bi2 = bp3 = 0,a9 # 0 = AQ(CU,y) = a20$2A01($,y)((a20 + bll)f + 2502?/) = by1 = —ag, boz =
0, as0bso = 0 = Asz(x,y) = agx*((borbso — axobao)x + 2a3,y) £ 0, peo = 4.

In cazul (2.128): Ay(z,y) = —asox’(asobaor? — agobsox? — b1y bsox? + 2asobi Yy — 2bgabsozy +
3agobo2y?) = 0 = bog = by = 0,b = aggbso/aszy = Aax(z,y) = —az0z°(2a30b10x — bo1bsox +
3azobo1y). Tindnd cont de inegalitatea (2.126), polinomul Ay(z,y) nu este identic zero, prin
urmare, fle = 3.

Presupunem ci au loc egalititile (2.129), atunci identitatea A;(x,y) = —23(asor + a21y) -
((@30@21520 — ag0a30b21 + 21020021 — asob11b21 — agobél)x?’ + 2a30(a21b11 - b02521)$2y + 021(a21b11 +

3azoboz — boaba1 )xy? + 2a2,boay?) Jas: = 0 ne da urmitoarele doud serii de conditii:

b11 = b02 = O, b21 = —asp, (2130)
b20 = agobzl/agl, b11 = b02 =0. (2131)
in COIldiEiﬂe (2130) avem {AQ(ZE, y) = —IS((G%O(Igo + a§0a21b10 + agob(n + 2@20(130(121620 +

a2, b30) 23 +2az0a21 (a91b10+2as0bo1 ) w2y +ad, (ag1bio+5asobor ) ry? +2a3,b01y>) Jas = 0, (2.28)} =
bio = bo1 = 0,b = —aopase/as1,bog # 0 = Az(x,y) = —2bgor>(asox + a21y)? # 0, e = 4, iar
in conditiile (2.131): {As(x,y) = —z3(asoxr + an1y)((2as0a21b10 + a21b19b21 — asoboibay)x? +
az (ag1bio + 3asobor)xy + 2a2,bo1y?)/azr = 0, (2.28)} = byg = bo1 = 0,bgp + 0 = Az(x,y) =
—boox>(asox + a1y) (3azex + bo1x + 2a21y) £ 0, fieo = 4.

In conditiile (2.33) din lema 2.2.1 sistemul cubic (2.29) are forma

& = x(aio + g + azor® + az1xy), Y= boo + bioT + a1y + baox? + bi1zy (2.132)

+b30$3 + b21$2y + b12l’y2, aio * 0.
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Pentru acest sistem: A;(y) =0, iar Ay(y) = By + Byy + Bay?, unde By = —2a;19a20boo — a21b3, +
G%Obm +aioboobr1, By = —2(110(6110&20 +2a91boo — a1pbi1 — boob12)> By = —3a%0(a21 - b12)- Dreapta
invariantd = = 0 a sistemului (2.132) are multiplicitatea exact egald cu doi, dacd are loc
inegalitatea |Bo| + |By| + | Bs| # 0.

In continuare, consideram sistemul omogenizat corespunzitor sistemului (2.132). Avem:
Ao(x,y) = 24 Ap1 (z,y) Aoz (z,y), unde Ag (x,y) = bgox?+(ba1—ase)xy+(bra—a2 )y?, Age(z,y) =
(azoba1 — ao1bsg)x? + 2a30b122y + as1biay?. Dacd Agi(z,y) = 0, atunci pentru (2.132) infinitul
este degenerat. Identitatea Ag(x,y) = 0 are loc dacd se realizeazd cel putin una dintre

urmatoarele trei serii de conditii (2.127), (2.133), (2.134):
Q91 = by = byg = O, aso * 0, (2133)
bgo = agobgl/agl, b12 =0. (2134)

Fie cd au loc egalitatile (2.127). Atunci A;(x,y) = agox*(borx + 2b12y) (bzox? + boxy +
b1oy?) = 0 = byy = b1z = 0,a90 # 0 sau agg = 0. Dacd by = byy = 0,a90 # 0, avem {As(x,y) =
asobso(azo+b11)2® =0, (2.28)} = byy = —asy = Aso(z,y) = —azx* (a0baor —3a10bsoxr —2a3,y) #
0, ftoo =4.

Daci ago = 0 atunci: As(z,y) = a1023(ba1x +2b12y) (b3ox? + ba1xy +b12y?) =0 = byg = ey =0
= {Ag(z,y) = arobi1bsox® = 0, (2.28)} = by = 0,b30 # 0 = Ay(x,y) = 3a2,bs0x* # 0, fico = 5.
Sistemul cubic {(2.132), (2.28)} ia forma

T = a10, y =bgg + biox + ajpy + bggl’Z + bggl’B, a19bsg # 0. (2135)

Transformarea afind X = M@", Y =y + boo/aio si rescalarea timpului 7 = ajot reduc
(2.135) la sistemul
t=x, y=y+ar+br?+a3, a#0, (2.136)
unde a = blo/\g/m, b = bQO/m. Acest sistem are: a) o singurd dreaptd invarianta
afind: = 0; b) factor integrant de forma Darboux: p(z,y) = 1/22; si ¢) integrala prima:
F(x,y) = p2be(a® (z+2a)-2y) [z
In conditiile (2.133) avem: Ai(z,y) = —a3ox%((asobo — agobso — b11bso)x + 2azpb11y) = 0 =
bi1 = 0,ba0 = asobso/aze = As(x,y) = —azox®((2az0b10 — 3a10b30)T + 3a10a30y) # 0, fieo = 3, iar
in conditiile (2.134):
Ar(z,y) = 2*(asox + a21y) ((asobi1bar — (aso + ba1) (a21b20 — asobar) )12 + 2a30a21b11 7y
+a%1b11y2)/a21 =0 =011 =0,by = a20b21/a21 = A2(flf,y) = —x3(a30$ + a21y)((2a30a21blo—

2 \,.2 2 _ 9.
3aipasobar + a1 b19ba; — Globgl)x + a21(3a10a30 + ag1b19 - alobzl)iﬁy + 26110&21@/2)/@21 ¢ 0, u=3;
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Sau

_ _ _ 2 2 3 2 2 72
b1 =0,ba1 = —azo = Az(x,y) = —2°((a3pa3y + 2a10a3, + a3pa21bio + 2a20az0a21b20 + a3, b))

+2a30a21(3a10a30 + aglblo)IQy + a%1(6a10a30 + aglblo)l’yz + 2a10a§’1y3)/a21 ¢ 07 o= 3.
In conditiile (2.34) din lema 2.2.1 sistemul cubic (2.29) ia forma

. _ . _ 2

T = I’(alo + Q90T + G11Y + a30x2 + (lgll'y), Y= (a10b01 - alO + anblgx (2 137)
2 2,2 2 2 '

+a11001Y + a11b20x? + ay by xy + aj, Yy + a11b3023 + a11b21 2%y + a11b122y?) fary .

Pentru acest sistem: A;(y) = 0, As(y) = —(a19 + a11y)(Bo + B1y + Bay? + Bsy?)/a3,, unde
By = a3yag1 —3atyaz0a11 —2a10a3; bio+4aioasaibor —2a3,as1bor + a3, biobor —ag0a11b3; +a10a21 b3, +
(1%0@11511 — a10a11bo1b11, By = 2a10a11(a20a11 = 2a10a21 + 2021001 — a11b11 + a1z + 501512), By =
a?, (agpa11+a19a91+2a21bo1—a11b11—2a10b12—bo1b12), B3 = 2a3, (a21-b12). Multiplicitatea dreptei
invariante x = 0 este exact egald cu doi, dacd are loc inegalitatea |By| + |By| + |Ba| + | B3| # 0.

Pentru sistemul omogenizat corespunzator sistemului (2.137) avem: Ag(z,y) = x* A1 (2, )
Agz(z,y), unde Ag (x,y) = bgor? + (ba1 —ago)xy + (b12 — aa1)y?, Ao2(z,y) = (azobar —az1bsg)x? +
2a30b121y + a1 b1oy?, si {Ao(x,y) =0, (2.28)} = Apge(z,y) =0 = (2.127), (2.133) sau (2.134).

In conditiile (2.127) avem A, (z,y) = 23 Aoy (x, y) ((a20ba1—a11b30 ) 22+ 2a20b122y+a11b12y?) =
0= b12=0,b3 = azobm/an = AQ(»’U, Z/) = 521563(@2056 +any)((a§o +agobi1 — a11b20 Jr&10521)$2 +
dayyagry + 2a2,y%) /a1 #0, e = 3. Mentiondm, cd conditia (2.28) impune by # 0.

In fiecare dintre cazurile (2.133) si (2.134) avem respectiv

Al(l’,y) = —x5((a§0b20—a20a30b30—agobnbgo+a11b§0)x2+2a30(a30b11—2a11b30)xy+3a11a§0y2) #

0;

Ay(z,y) = —2(asow + a2ly)((a30a%1b20 — a20a30021b21 + a%1620621 — azpag1b11ba1 + a11a3ob%1 -
2021031 )23 +2a30a91 (a21b11—2a11b21 )22y +a, (3ar1az0+az br1—2a11b91 ) xy?+2a11a3,y3) [a3, # 0.
Prin urmare, in ambele cazuri multiplicitatea dreptei de la infinit este egala cu doi.

In ultimul caz (2.35) din lema 2.2.1 avem sistemul cubic

& = x(a10 + a0 + a11y + az0T? + a1 Y + a12y?),
¥ = (a10(boz — a11) + a12b10x + (ar0a12 + a11boz — a3, )y + a12baoz? + arobixy (2.138)
+a12b02y? + A12b3023 + 1202122y + a12b122Y? + a%2y3)/a12
pentru care A;(y) =0, iar As(y) = —(a19 + a11y + a12y?)(Bo + B1y + Bay? + Bsy? + Byy*)/a2,,
unde By = aloa%am - a20ai)’1 - 2ajpag0a11a12 — a%1a12b10 - alOa%leo +a10a11a12b11 + 2a20a%1b02 -
26110@11@21b02+2G10G20G12502+a11&12510502—a10a12b11502—G20a11532+G10@21532, B, = —26112(@20@%1

2
+2a10a11G21 — Q10020012 + A11012010 + A10a12011 — 202011002 — 2a10a21b92 — a12b10bo2 + a20b02 -
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a10a11b12 + aroboabiz), Ba = —a12(3a3 a9 — 3axa11a12 — 3a10a21a12 — a3.b1g + 2a11a12b11 —
4011a21b02+26120@12502—alzbnbm+G2lbgg—a%1512+3a10a12512+(111502512), Bs = 26111@%2(@21—1912);
By = a3,(az — bia). Fie As(y) # 0. Atunci multiplicitatea algebricd a dreptei invariante z = 0
a sistemului (2.138) este exact egalid cu doi.

Pentru sistemul omogenizat corespunzator sistemului (2.138) polinomul Agy(z,y) are
forma: Ao(z,y) = 22A01(x,y) Ag2(x,y), unde Agy = (azobar — asbso)x* + 2(asobia — a12b30) x3y +
(3agoaia — a12ba1 + asbi2)x?y? + 2a91a192y> + a2,y* # 0 51 (2.28) = Agg = byox? + (bay — azp)zy +
(b12 — a91)y? # 0. Prin urmare, dreapta de la infinit are multiplicitatea egald cu unu.

Multiplicitatea geometrica

Pentru sistemul (2.136) vom construi un sistem diferential perturbat, mai exact, un sistem
diferential ce sa depinda de un parametru oarecare €, astfel incat acest sistem sa admita sapte
drepte afine invariante distincte, doua dintre care cdnd € — 0 sa tinda la dreapta invarianta
x =0, iar celelalte cinci sa tinda spre dreapta invarianta de la infinit.

Efectuénd prima transformare Poincaré: = 1,y = % in sistemul (2.136), obtinem sistemul:

z)

% =—z3, 1(11_1; =1+ bz + az?. Pentru comoditate vom renota z = x,u = y $i vom rescrie sistemul
transformat:

T =-239=1+bx+ax? (2.139)
Pentru acest sistem dreapta afina x = 0 are multiplicitatea egald cu cinci, iar dreapta de la
infinit are multiplicitatea egald cu doi. Perturbdm sistemul (2.139) astfel:
t=-x(x-A)(z+A),y=(1+bx+ax®+ By+ Fy?)(ey+1). (2.140)
Sistemul perturbat (2.140) are dreptele invariante:
lh=x;lb=ey+1L;l3=0x-A;ly=x+ A.

Se gtie, cd dacd pentru curba algebricd invariantd f(z,y) = 0 avem descompunerea in
factori ireductibili: fi,..., fs, atunci f;(z,y) = 0,7 = 1,...;s, la fel, sunt curbe algebrice
invariante. Deaceea, dreptele 5 si lg ce tind catre x = 0 le vom cauta, presupunand ca
ele sunt factori ai conicii invariante f(x,y) = 0. Fie f = cog + c107 + co1y + C2022 + c112Y + Co2y?,
unde oo =1 8i cgg # 0. Pentru ca f sa se descompuna in factori liniari trebuie ca invariantul
I3 = =3, Cap + Co1C10C11 — Co2C3 + AC00CoaCan — Cooc?; i fie egal cu zero. Fie K (z,y) = doo+ dioz +

do1y + doox® + dy1xy + doay? cofactorul conicii f(z,y) = 0. Cerem ca expresia
of of
P(z,y) 7=+ Qz,y) - - [K(z,y)
ox Jy
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sa fie identic egala cu zero in raport cu x si y. Egaland cu zero coeficientii de pe langa aceleagi
puteri ale lui z gi y, obtinem urmatorul sistem de ecuatii:

co1 — Coodoo = 0, begr + A%cig + 11 — crodoo — Coodio, Beor + 2¢o2 — cordoo — coodor + cor€ = 0,
2A2% + acoy + beyy — doog — c1odio — coodao = 0, 2bcgs + A%cyy + Beyy — ci1doo — c1odor — cordio — coodin +
begre+cyie = 0, 2Begy—coadoo—Cordor —Coodoz +co1 '+ Begr€+2cgz€ = 0, —cio+acy; —dig—ciodao = 0,
2acop—dor —cr1dro—ciodi1—cordaotacoie+berie = 0, —ci1dor —crodoz—coadio—Cco1dr1 +C11 F'+2bcoae+
BCHE = 0, —002d01 - Coldog + 2002F+ 2BC()2€+ COlFE = 0, 2 +d20 = 07 —C11— d11 - Clldgo +acp€ = O,
—doz = c11d11 = Coadag + 2acoze = 0, —c11dog — coadry + 11 Fe =0, coa(doe —2F€) = 0.

Acest sistem are solutia:

A =be/(3+2ae), B =2¢eu, F = ey,
coo = €/(1 + ae), c1g = 2be/(3 + 2ac),
co1 =22/ (1 +ae),c11 =0, coo = 3u/(1 + ae), (2.141)
doo = 2€p, d1g = 2be/ (3 + 2ae),
dor = 4€p, dyo = =2, dyy = 0, dpz = 2€*pu,
unde g = (9 + 12ae — b%e + 4a?e? — ab?e?) /(3 + 2ac)?.
Aceasta solutie ne conduce la sistemul:

& = —x(3x — be + 2axe)(3x + be + 2axe)[9,  y=(1+ye)((3+2ae)?(1+bx + azx?)+
+€(9 + 12ae — b%e + 4ae? — ab®e?) (2y + €y?)) /9,

(2.142)

pentru care conica f = €(3 + 2ae)? + (1 + ae)(3 + 2ae)(2bex + (3 + 2ae)x?) + €2(9 + 12ae — b2%e +
4a?e? — ab®e?)(2 + ey)y este invariantd. Deoarece pentru conica datd avem I3 = 0, rezulti
ca ea reprezintd produsul a doi factori de gradul intai in raport cu z si y. Efectuand in
sistemul (2.142) transformarea inversa primei transformari Poincaré: x — %, Yy — %, obtinem

urmatorul sistem diferential:
& = x(3 + 2ae — bxe) (3 + 2ae + bxe) /9,
v = (22ye(3 + 2a€) (9 + 6ae — b%€) + y2e2(3x + ye) (9+
12ae — b%e + 4a?€® — ab®e?) + (3 + 2ae)?(ax + bz? + 23+

brye + y(1 + ae)))/9.

(2.143)

Acest sistem admite dreptele invariante:
Iy =x, Iy = +ye, I3 = 3+ 2ac — bre; Iy = 3 + 2ae + bxe, si conica invariantd reductibili:
g(x,y) = x2e(3+2a€)?+(1+ace)(3+2ae) (3+2ae+2bxe) +ye? (2x+ye) (9+12ac—b2e+4a’ e —ab’e?),

unde g =I5 -lg
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Dacia € — 0, atunci (2.143) tinde la sistemul initial (2.136), iar dreapta [y tinde catre
dreapta l; = x, iar l3,14, (5, [ tind spre dreapta invarianta de la infinit.

Are loc

Teorema 2.5.5. Cu ajutorul unei transformari afine si rescalarea timpului orice sistem
diferential cubic ce poseda o dreapta invariantd afind de multipicitatea strict egald cu doi st
pentru care dreapta de la infinit are multiplicitatea cinci poate fi scris sub forma (2.136).
Aceste sisteme au o singurd dreaptd invariantd afind, sunt Darboux integrabile si avem

Meo(2;5).

2.6. Concluzii la capitolul doi

In capitolul doi au fost supuse cercetirii sistemele cubice de ecuatii diferentiale cu cel
mult doud drepte invariante de multiplicitate maximala.

In urma acestei cercetiri au fost obtinute urmatoarele rezultate:

— a fost determinata multiplicitatea algebricd maximala a unei drepte invariante afine
pentru clasa sistemelor de ecuatii diferentiale afine, patratice gi cubice;

— pentru sistemele cubice au fost determinate si multiplicitatile infinitezimala, integrabila
si geometrica maximala a unei drepte invariante afine, care de fapt sunt egale cu multiplicita-
tea algebrica maximala,;

— pentru clasa sistemelor diferentiale polinomiale de gradul n a fost data o estimatie a
multiplicitatii algebrice maximale a unei drepte invariante afine;

— a fost determinata multiplicitatea maximala a dreptei invariante de la infinit pentru
sistemele diferentiale afine, patratice si cubice;

— au fost clasificate sistemele cubice cu doud drepte invariante, inclusiv dreapta invarianta
de la infinit de multiplicitate maximald in sapte clase: (m(7;1), m(6;1), m(5;4), m(4;5),
m(3;5), m(2;5), m(1;7));

— au fost construite integralele prime Darboux sau factorul integrant Darboux pentru
sistemele obtinute.

Sistemele cubice cu multiplicitatea dreptelor inavariante m(5; 4) si m(4;5) au fost studiate
i de Llibre J. i Vulpe N. in [41], cele cu multiplicitatile: m(7;1), m(3;5), m(1;7) au fost
depistate, mai tarziu, si de C. Bujac in [9], insa in teza de fati s-a aplicat o metodologie de
cercetare diferita de cea utilizata de autorii mentionati mai sus.

Tindnd cont de rezultatele obtinute in capitolul doi deducem urmatoarele concluzii:
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1. pentru sistemele cubice de ecuatii diferentiale multiplicitatea maximald a unei drepte
invariante afine este egala cu multiplicitatea maximala a dreptei invariante de la infinit,
ambele fiind egale cu sapte.

2. obtinerea estimatiei multiplicitatii algebrice maximale a unei drepte invariante afine
a devenit posibilda in urma determinarii multiplicitatii algebrice maximale a unei drepte
invariante afine pentru sistemele diferentiale de gradul intai, patratice si cubice;

3. cunoagterea rezultatelor teoretice ce tin de studiul sistemelor cubice cu drepte invariante
a permis efectuarea clasificarii sistemelor cubice cu doua drepte invariante de multiplicitate
maximala;

4. pentru sistemele cubice cu doua drepte invariante, inclusiv dreapta invariantd de la
infinit, micgorarea multiplicitatii unei drepte invariante afine nu implica cresterea proportionald
a multiplicitatii maximale a dreptei de la infinit.

Rezultatele expuse in acest capitol au fost publicate in [73]-[76], [79], [83]-[87].
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3. SISTEME CUBICE CU TREI DREPTE INVARIANTE DE
MULTIPLICITATE MAXIMALA

3.1. Sistemele cubice ce poseda trei drepte invariante de multiplicitatea maximala

dintre care dreptele afine sunt reale gi paralele

In aceasti sectiune este efectuata clasificarea sistemelor cubice cu trei drepte invariante
distincte, inclusiv dreapta de la infinit, de multiplicitate maximali si toate consecutivitatile
partial maximale de tipul m;(juy, fio; fiee), j = 1,3, in presupunerea cd sistemele cubice
examinate au exact doud dreapte invariante afine reale paralele distincte, nu sunt degenerate
si infinitul nu consta numai din puncte singulare. Vom nota aceasta clasa de sisteme cubice

p
cu CSL2 )"

Teorema 3.1.1. Cu ajutorul unei transformari afine de coordonate si rescalarea timpului

orice  sistem  cubic din clasa CSLZZJ(T) de  multiplicitate  (partial)  mazimald

(Moo (1115 123 foo ) ) M1, f2; fheo ) Poate fi scris sub una dintre urmatoarele 13 forme:

m(4,3;1) 1
Moo (4,2;1) 2
m(4,1;3) 3
Moo (3,3;1) 4
m(3,2;2) 5.1)  d=2%(x-1), y=ax®+zy+1;

) t=x(x-1)2, g=a3+y(z-1)>2%

) t=x(x-1), y=axd+3z%y—2zy+ 1.
) r=x(x-1), y=-23+y(zx-1).

)

t=x(x-1)% g=ar’3+22+y(x-1)2, a+ -1

52) d=wx(x-1)2, y=-22-2zy+y;
5.3) d=ax(x-1), y=22+y(a®2+2x-1).

m(3,1;4) 6) t=x*(x-1), y=1

Meo(2,2;3) 7.1)  i=xz(x-1), y=a+2xy+ax-vy;
72)  t=x(x-1)2 y=x+y.

Meo(2,1;4) 8) t=-z(x-1), y=a3+zy+y+a.

Meo(1,1;4) 9.1) d=xz(x-1)(ax+y), §y=bb%0;

9.2) g=x(x-1), y=23-z2y+by+a, (b+1)(|a|+|b]) #0.
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3.1.1. Multiplicitatile algebrice maximale a doua drepte invariante afine reale

si paralele

Scopul acestei subsectiuni este de a determina pentru sistemele cubice cu doua drepte
invariante reale gi paralele multiplicitatile algebrice posibile ale acestor drepte.

Consideram sistemul cubic de ecuatii diferentiale

j}=P0+P1(I,y)+P2(l’,y)+P3(l’,y) EP(Q},y))

(3.1)
y = QO + Ql(l‘yy) + QZ(%Q) + Q3(Iay) = Q(xvy)v
unde Pk; = Z a”ﬂy] §1 Qk = Z bl][lflyj, aij7bij € R, k= m
i+j=k i+j=k
Presupunem ca
yPg(x,y)—ng(m,y) ¢O7 GCD(P>Q) = 17 (32)

adica la infinit sistemul (3.1) are cel mult patru puncte singulare distincte si partile drepte
ale sistemului (3.1) nu au factori comuni de grad mai mare decét zero.

Fie sistemul (3.1) are doui drepte invariante reale paralele [y, l5. Prin intermediul unei
transformari afine putem face ca dreptele [; si [; sa fie descrise de ecuatiile z = 0 gi z = 1.

Prin urmare, (3.1) ia forma

& =x(1-x)(ai + ar0x + agx + a11y), Y =boo + brox + bory+ (3.3)
+boox? + b11 2y + boay? + b3gx + o122y + biaxy? + bosy3.
Vom nota cu pqy multiplicitatea dreptei x = 0, cu uo multiplicitatea dreptei x =1 §i cu fioo
multiplicitatea dreptei de la infinit.
Aplicand definitia 2.1.2, mai intdi, vom determina multiplicitatea algebricd maximala
a dreptei x = 0, apoi multiplicitatea algebricd maximala a dreptei x = 1 si, in final, vom
determina multiplicitatea algebrica maximala a dreptei de la infinit Z = 0.
Multiplicitatea algebrica maximala a dreptei x = 0.
Vom examina determinantul F;(X) din definitia 2.1.2. Pentru (3.3) el reprezintd un

polinom de gradul 8 in raport cu x si y. Pentru a determina multiplicitatea algebrica

maximald a dreptei x =0, vom scrie E;(X) sub forma:

B (X) = 2(A1(y) + Aa(y)z + Az(y)a? + Aa(y)2® + As(y)z?

(3.4)
+Ag(y)2® + A7 (y)ab + Ag(y)xT).

Avem A;(y) = —A11(y) - A12(y), unde Ay1(y) = bosy® +boay? +bory +boo §1 A12(y) = —2a11bosy> +

(a%l - CL11b02 - 3@10b03)y2 + 2@10(@11 - bog)y + a%o + CLHbOO - alobgl. Dreapta invarianta x = 0 are
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multiplicitatea p; > 2, atunci cdnd A;(y) = 0. Tinand cont de conditia (3.2), A1;(y) nu poate
fi identic zero, adica |boo| + |bo1| + |boz| + |bos| # 0. Prin urmare, A;2(y) trebuie sa fie identic
egal cu zero. Identitatea A2(y) =0 are loc atunci cand se realizeazd una dintre urmétoarele

trei serii de conditii:

aio = any = 0; (3.5)
a1y = bo2 = bz = 0,bo1 = ap, a1 # 0; (3.6)
bos = 0, bo2 = a11, boo = a10(bor — a10) /a1, arn # 0. (3.7)

Lema 3.1.1. Multiplicitatea algebrica a dreptei invariante x = 0 pentru sistemul cubic
{(3.3), (3.2)} nu este mai mica ca doi atunci si numai atunci, cand are loc cel pufin una

dintre urmdatoarele trei serii de conditii: (3.5), (3.6), (3.7).

Multiplicitatea p; a dreptei x = 0 este mai mare ca doi, i.e. y; > 3, atunci cand are loc
identitatea A,(y) = 0. In fiecare dintre conditiile (3.5)-(3.7) polinomul A,(y) arati respectiv
astfel:

Az (y) = az0(3bosy” + 2boay + bo1) - A11(y);

As(y) = a10(3aiobiay® + 2(boobiz — @100 + a1ob11)y — 2a20boo + arobio + boobi1);

As(y) = (an1y+a10) (263, (@11 +b12)y? +a11 (ar0a11 —ar1a90+2a11bo1 +ar1b11 +2a10b12+bo1b12) Y -
2a10(2a10a11 + a11020 — 2a11bo1 — a11011 + arobi2 — borbra)y + afy + 3aTyaz — 2a3,bo1 — 4aioazebor +
Cllobgl + a20b(2)1 +2a10011010 — a11bo1b10 — G%Obn + &10501511)/611-

Tinand cont de conditia (3.2), in fiecare dintre cazurile (3.5)-(3.7), identitatea As(y) =0

ne conduce la urmétoarele patru serii de conditii:

(3.5) =
bo1 = boz = boz = 0, a0 # 0; (3.8)

(3.6) =
biz = 0,b11 = a0, bro = aoboo/a10; (3.9)

(3.7) =
bi2 = —a1,b11 = azo — a0, bor = 2a10; (3.10)
bia = —a11,b11 = aig + ag — boy, bio = az(bor — a10)/ar1. (3.11)

Lema 3.1.2. Multiplicitatea algebrica a dreptei invariante x = 0 pentru sistemul cubic

{(3.3), (3.2)} nu este mai mica ca trei atunci $i numai atunci, cind are loc cel pulin una
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dintre urmadatoarele patru serii de conditii: 1) (3.5), (3.8); 2) (3.6), (3.9); 3) (3.7), (3.10);
4) (3.7), (3.11).

Dreapta invarianta = = 0 are multiplicitatea p; > 4, daca in fiecare dintre cazurile 1)-4) din
lema 3.1.2 are loc identitatea As(y) = 0. In conformitate cu conditia (3.2), avem urmatoarele
implicatii:

1) = Az(y) = ag0boo(2b12y — 2a99 + b11) =0 =
b1z = 0,b11 = 2az; (3.12)
2) = A3(y) = a10(3a10(ao + azo + ba1)y + 3a1oboo + 3az0boo + 2a10b20 + boob21) =0 =
bar = (@10 + ago), bao = ~boo (@10 + azo)/aio; (3.13)

_ 3 2 2
3) = Ag(y) = (2@11(6L10 + Q9o + bgl)ys + a11(6a10 + 5@10@20 + allblo + CLHbQO + 5@10b21)y2 +

2 4 3 2 .2 2
2a10a11(3&10+2a10a20+a11blo+anbzo+2a10b21)y+2a10+a10a20—a10a20+a10a11b10+2a10a11a20b10—

2 72 2 3 _
ai biy + ajyaiibyg + afyba)/a1 =0 =
b21 = —a10 — 20, bQO = —alo(alo + ago)/alh blO = a10a20/a11; (314)

_ 2 2
4) = A3(y) = (a10+any)(2a3; (a0 +azo+ba1)y* +an (2a10 +2a10a20 +a10bo1 +ag0bor +aq1bao +
3a10521)y - 4a§0 - 46@)@20 + 50@0501 +9a10a20b01 — Cl1ob(2)1 - a2ob(2)1 +3a10a11b20 — a11bo1b20 — G%Obm +

aobo1ba1) /a1 =0 =
bar = —(a10 + ago), bao = —(aio0 + azo) (bo1 — a1o)- (3.15)

Lema 3.1.3. Multiplicitatea algebrica a dreptei invariante x = 0 pentru sistemul cubic

{(3.3), (3.2)} nu este mai mica ca patru atunci $i numai atunci, cand are loc cel putin una
dintre urmdatoarele patru serii de condifii: 1) (3.5), (3.8), (3.12); 2) (3.6), (3.9), (3.13);
3) (3.7), (3.10),(3.14); 4) (3.7), (3.11), (3.15).

In fiecare dintre cazurile 1)-4) din lema 3.1.3 A4(y) # 0:
Ay(y) = azo(2a30y + 3azboo + azobio + boobar) # 0;
Au(y) = 3aiobao #0;
Ay(y) = 2bso(ar1y + axo)* # 0;

Ay(y) = bso(any + aip)(2a11y + 4aro — boy) # 0.

Agadar, s-a demostrat
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Lema 3.1.4. In (CS]L};(T) multiplicitatea algebrica maximala a uneia dinire dreptele inva-

riante afine nu este mai mare ca patru.

Multiplicitatea algebricd maximala a dreptei x = 1.
Pentru a determina multiplicitatea algebricd maximald s a dreptei x = 1 vom reprezenta

polinomul E;(X) din definitia 2.1.2 astfel:

Ey(X) = (2= 1)(Bi(y) + Ba(y) (2 = 1) + Bs(y) (z = 1) + Ba(y)(z - 1)*+

(3.16)
Bs(y)(z - 1)*+ Bs(y)(z = 1)° + Br(y)(z - 1)° + Bs(y)(z - 1)7),
unde B;(y), j =1,...,8, sunt polinoame cu coeficienti reali in raport cu variabila y.
In conditiile lemei 3.1.3 i in conformitate cu (3.2) avem:
1) = Bi(y) = —as0(3ag0 + ba1 ) ((2a20 + ba1)y + boo + b1g + bag + b3p) =0 =
b21 = —36L20 (317)
= By(y) = —a3q(4agy — big — 2bag — 3b3o) # 0, p2 = 2;
2) = Bi(y) = —(2a10 + a)*b30 = 0 =
ago = —2a10 (318)

= By(y) =0, Bs(y) = —2a3,b30 # 0, uz = 3.

3), 4) = Bi(y) = —bso(a3,y? + 2a11(2a10 + aso)y + 4a3, + darpaso + a3y — a11bso) # 0, po = 1.

Lema 3.1.5. Pentru sistemul cubic {(3.3), (3.2)} dreptele invariante x =0 gi v = 1 au
multiplicitatile py =4 si pg =2 atunci $i numai atunci, cdnd are loc seria de conditii {(3.5),
(3.8), (3.12), (3.17) }.

Lema 3.1.6. Pentru sistemul cubic {(3.3), (3.2)} dreptele invariante x =0 gi x =1 au

multiplicitatile iy =4 $i pg = 3 atunci $i numai atunci, cand are loc seria de conditii {(3.6),

(3.9), (3.13), (3.18) }.

3.1.2. Clasificarea sistemelor cubice diferentiale ce poseda doui drepte invarian-
te afine reale paralele si pentru care dreapta de la infinit are multiplicitatea

algebrica maximala

In aceasta sectiune pentru sistemul {(3.3),(3.2)}¢ CSLS(T) vom determina consecutivitatile

(partial) maximale de tipul (Mo (21, fi2; foo ) M1, f125 fhoo )-

71



Fixam py € {1,2,3,4} §i po € {1,2,3}, 1 > po. Vom calcula multiplicitatea algebrica
maximald a dreptei de la infinit astfel incat consecutivitatea (puy, fio; fieo) S8 fie maximala
dupa a treia componenta. Vom examina cazurile:

1) m(4,3; feo), 2) Moo(4,231100)y 3) Moo(4, 15 e )y 4) Meo(3,35 Hoo)s 5) Moo(3,2; 1o,
6) Moo (3,15 fee)s  T) Moo(2,25 fhoo)s  8) Moo(2,15 o)y 9) Mio(L, 15 oo )-

Consideram sistemul cubic {(3.3), (3.2) }¢ CSLZ;(T) si sistemul omogenizat corespunzator

T = .I(Z — l’)(CLl()Z + A10T + Q9o + (Illy), y = booZ3 + bl()IZQ + b01y22+

(3.19)
+b2()ZL‘ZZ + bu[L‘yZ + bOQyQZ + b30$3 + b21$2y + b12$y2 + b03y3.
Pentru (3.19) vom scrie £1(X) sub forma
EI(X) = Co(l’,y) + Ol(xv y)Z + 02(x7y)22 + 03(x7y)Zd + 04(1'7y)Z4 (3 20)

+C5(QZ', y)Z5 + 06('177 y)Z6 + 07(.1', y)Z7 + CS('Iv y)ZS’
unde Cj(x,y),j =0,8 sunt polinoame in z si y.
Daci 10, € N* este cel mai mare numair astfel incat Z(~-1 divide E(X), atunci multiplicitatea

algebrica maximala a dreptei de la infinit este egald cu fieo.

1) Cazul m(4,3; tieo).
Sistemul cubic (3.3) admite dreptele invariante x = 0 §i z = 1 de multiplicitatile 4,

respectiv 3, atunci cand se realizeazi seria de conditii din lema 3.1.6. In aceste conditii
sistemul (3.3) obtine urmitoarea forma
T = ajgr(z —1)2, ¥ = (boo + aroy)(x — 1) + byox3, aigbsg # 0. (3.21)
Consideram sistemul omogenizat
T =ayx(z - 2)3?, Y = (booZ + aroy)(x = Z)? + bgox3, a1obso # 0,

corespunzitor sistemului (3.21) si calculdm polinomul Cy(z,y) din (3.20): Cy(zx,y) =
a?ybsoz® # 0. Prin urmare, multiplicitatea dreptei de la infinit pentru (3.21) nu poate fi mai
mare decat unu si deci, in clasa de sisteme cubice CS}L’Q’(T) avem consecutivitatea maximala
de multiplicitati m(4,3;1).

Sistemul (3.21) prin intermediul transformarii afine x — ., y — (bsoy—boo) /a0 §i rescalarea

timpului ¢ = 7/ay poate fi scris astfel:
r=x(x-1)2 y=23+y(x-1)>2 (3.22)
Sistemul obtinut este Darboux integrabil gi are integrala prima:
F(z,y) = (z-1)"exp[(z -y + zy)/(z(z - 1))].
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Lema 3.1.7. Cu exactitatea unei transformari afine de coordonate si rescalarea timpului

orice sistem cubic din CSILY = ce admite consecutivitatea maximald de multiplicitati m(4,3;1)

2(r)
poate fi scris sub forma (3.22).

2) Cazul mq(4,2; fieo)
In conditiile lemei 3.1.5 sistemul cubic ia forma

T = —ago(ZE - 1)1’2, y = b()o + blol’ + bgo[L‘Z + bgol‘g + 2@20Iy - 3@205E2y, a20b00 + 0. (323)

In acest caz Cy(x,y) = —3a2,27(2a20y — bsow) # 0, deci jio, nu poate fi mai mare decat unu.
Agadar, avem consecutiviatea partial maximald de multiplicitati mo,(4,2;1). Transformarea
de coordonate x - x, y - —(big + (3b1g + 2bag )z + 2booy)/(2as0), §i rescalarea timpului ¢ —

—t/ag, reduce (3.23) la sistemul
i=2%(x-1), y=ax®+32%y-22y+1, (3.24)

unde a = (3b10 + 2b20 + bgo)/boo.

Sistemul obtinut este Darboux integrabil si are integrala prima:
F(a,y) = eap((1+62% - 3(4 +a)a® +2(2 - 3y)) /(32 (2 = 1)) (-1 + 1/z) .

Lema 3.1.8. Cu ajutorul unei transformari afine si rescalarea timpului orice sistem cubic

; P
din (CSL2 )

fi scris sub forma (3.24).

ce admite consecutivitatea parfial mazimala de multiplicitati me(4,2;1) poate

3) Cazul m.(4,1; fie)
Sistemul cubic (3.3) admite dreptele invariante z = 0 gi = 1 de multiplicititile u; = 4,

respectiv ps = 1, atunci cand se realizeaza cel putin una dintre cele patru serii de conditii
din lema 3.1.3.
1) Conditiile (3.5), (3.8), (3.12). Sistemul (3.3) ia forma

T =agx?(1-x), §=0boo+biox + boox? + b3 + 2a00xy + ba122y, @by * 0. (3.25)

In acest caz Cy(z,y) = —agbaiz” (bsoz + (azo + ba1)y). Tinand cont de (3.2), identitatea
Co(z,y) = 0 are loc doar dacd by = 0. Atunci Cy(z,y) = —a2,x®((bao + 3bso)x + dasy) # 0 si
deci, po nu poate fi mai mare decat doi.

2) Conditiile (3.6), (3.9), (3.13). In acest caz avem urmitorul sistem cubic

@ =x(1-w)(aw+ (a0 + az)z), Y= (awboo + azoboo — (a10boo + azoboo) v+ (3.26)

2 2 2
aipbsox? + aipY t A10Q20TY — (alo + Gloazo)x y)/alo, ai0bso # 0,
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pentru care Cy(z,y) = (a0 + az)?bzor®.
Respectand conditia (3.2), Co(z,y) = 0 = agy = —ajo. Conditia agy = —ajo anuleaza si

Ci(z,y), iar Cy(z,y) = 2a3,bsox® # 0, prin urmare 10 = 3, iar sistemul cubic (3.26) ia forma

@ =-apr(r 1), ¥=0b3r® - awzry - b + awy + b, aiobso # 0. (3.27)

Transformarea de coordonate x — x, y - (bsoy — boo)/a10 §i rescalarea timpului ¢t - —t/aqo

aduce sistemul (3.27) la forma

i=x(x-1), y=-2"+y(xz-1). (3.28)

Sistemul (3.28) este Darboux integrabil i are integrala prima:

F(x,y) = (v - Deap((z* + y) /7).
3) Conditiile (3.7), (3.10), (3.14). Avem urmaétorul sistem cubic

. _ . _ 2 2 2
& =x(1-2)(a10+ (@10 +ax)x +any), §=_(ai,+apanr - aj z’-
2 2
a100202% + 1103023 + 2a10011Y — Q10011 LY + A11G20TY — Q10011 22Y— (3-29)

2 2,2 2 2
a11Q20Z°Y + a11Y° — aj1 2y )/au, CL11b30 +0.

Pentru el Co(z,y) = bsgz8(a2yx?+2a19a022 +a3 x?+a11b30r? +2a10a11 2y +2a11 asry+a? y?) # 0,
deoarece ay; # 0 gi bgp # 0 (in caz contrar, (3.29) ar avea infinitul degenerat). Prin urmare,

[leo DU poate fi mai mare decat unu.

4) Conditiile (3.7), (3.11), (3.15). Sistemul cubic (3.3) are forma

. - 9
t=x(1-2)(a10+ (@10 +ax)x +any), §=(-ai,+ apbo — a10a20 + azbor x+
2 .2 2 2 2
ajyT? + a10a207% ~ a10b01 2% — a20bo17? + a11b3073 + 11001y + A106112Y + a11a20TY~ (3.30)

2 2 2,2 2 2
CLHbOll’y = Q10011 T°Y — A110920T°Y + aj y® — a1 vy )/an, (lllbgo +0.

Polinomul Cy(z,y) = bgoa® (a2 a2 +2a10a2022 + a3yx? + a11b3022 + 2a10a11 2y + 2a11a20xY + a3, y?)
nu este identic zero, deoarece a11b30 # 0. Deci, 1o, nu poate fi mai mare decit unu.

Lema 3.1.9. Cu exactitatea unei transformari afine de coordonate si rescalarea timpului
orice sistem cubic din (CSIL’Z’(T) ce admite consecutivitatea mazimala de multiplicitati m(4,1;3)
poate fi scris sub forma (3.28).

4) Cazul m«(3,3; fie)

Sistemul cubic (3.3) admite dreapta invarianti x = 0 de multiplicitatea u; = 3, daca se

indeplineste una din cele patru serii de conditii ale lemei 3.1.2. Pentru fiecare caz vom cere
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ca dreapta invarianta x = 1 s fie de multiplicitatea ms = 3, apoi vom studia multiplicitatea
maximala a dreptei de la infinit.

1) Conditiile (3.5), (3.8). In aceste conditii sistemul (3.3) ia forma:
&= —ar?(x = 1), § = boo + bro® + baox? + b33 + b1y + bor 2%y + b122y?, azeboo # 0. (3.31)

Pentru acest sistem reprezentim F;(X) sub forma (3.16). Dreapta invariantd = = 1 va avea
multiplicitatea po > 3 atunci cand polinoamele By (y) si B2(y) din (3.16) vor fi identic egale
cu zero. Pentru (3.31) avem

Bl(y) = —GQO(G20 +bip + by + 25129)(500 + b1 + by + b3g + (bn + b2l)y + b12y2)7

Bs(y) = —az0(6a20boo +6a20b10+3boob11 +4b10b11 +6a20b20+5b11b20+4boobas +5b10ba1 +6b20b21 +
Gaggbsg + 6011030 + Tha1bsg + 2(3aggbiy + Qb%1 + 3bgob12 + 4b1gb1a + Db1abag + 3aggbay + Hb11bay + 31)31 +
6b12b30)y + 3b12(2as0 + 4b11 + 5bay )y? + 8b2,y3).

Tinand cont de conditia (3.2), Bi(y) =0 =

bi2 =0, by = _(bll + Gzo)- (3-32)

Astfel, dreapta invariantd x = 1 are multiplicitatea us = 2, iar By (y) = —agg(2a20bog + abio —
boobn - blObll - b11b20 - a20630 - b11b30 + 2@20b11y). Multlph(:ltatea dreptei invariante x = 1 este
egald cu trei, daca

bll = 0, bgo = 2b00 + blg. (333)

In conditiile {(3.32), (3.33)} sistemul (3.31) arata astfel:
&= —ager*(x —1), 1§ =Dboo + biox + baox? + (2bo + b10)® — a2y, azobeo * 0. (3.34)

Pentru sistemul (3.34) multiplicitatea maximala a dreptei de la infinit nu poate fi mai mare
decat unu, deoarece, respectand conditia (3.2), avem Cy(xz,y) = a2,(2bgo + b1g)z® # 0.
Transformare afind x - x, y — (=booy + bao)/asg i rescalarea timpului ¢ = —7/ayy reduce

sistemul (3.34) la forma
t=x?(x-1), y=Q+b)x3+zx?y+br+1, b+-3, (3.35)

unde b = byo/bgo. Daca b = -3, atunci (3.35) admite consecutivitatea de multiplicitati (3,4;1).
2) Conditiile (3.6), (3.9). Sistemul (3.3) are forma

T = —.CU(.Z" — 1)(@10 + (am + CLQo).Z‘), y = (alobgo + a20600$+ (3 36)
+CL101)20332 + alobgoxg + a%oy + Q10A20TY + a10b21x2y)/a10, aig * 0.
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Pentru (336) avem Bl (y) = —(2&10 + &20) (3(110 + 2&20 + bgl)(algboo + agoboo + alobgo + alobgo

+ayo(aig + ag + b21)y)/arg. Tindnd cont de (3.2), Bi(y) =0 =
agp = —2a10, (337)

b21 = —3@10 — 2@20, Qoq * —2a10. (338)

In conditiile {(3.6), (3.9), (3.37)} dreapta invarianti x = 1 are pentru sistemul cubic (3.3)

multlphmtatea M2 = 2, iar Bg(y) = alo(alg - bgl)(bog - bgo - bgo + (a10 - bgl)y) = O, daca

b21 = Qayg- (339)
In asa caz, py = 3 si (3.36) capati forma

T =apxr(xr-1)32,
(- 1) -
Y = boo — 2bgox + bogx? + b3oz3 + aioy — 2a102Y + a1072y, a10bzo(bao — boo) # 0.

Mentiondm, ca daci in sistemul (3.40) bsy ar fi egal cu zero, atunci infinitul pentru (3.40)
ar fi degenerat, ceia ce nu se admite. In cazul by — bgy = 0 dreapta invariantid x = 0 are
multiplicitatea p; = 4, in timp ce noi examinadm consecutivitatile de tipul (3, 3, fe ). Deoarece
Co(z,y) = a2ybsox® # 0 rezultd, cd pentru (3.40) avem g, = 1.

Transformarea  — x, y = ((bao — boo )y — boo)/a10, si rescalarea timpului ¢ = 7/a;o, aduce

sistemul (3.40) la forma
P=a(z-1)2, jeart+atey(z-1)2, at-1, (3.41)

unde a = —bgo/(boo - bg()).
Notand a = —(b+2)/(b+ 3) si efectuand transformarea z - -z +1, y - (3+b)y — 3 - 20,
b+ -3, reducem (3.35) la forma (3.41), deci sistemele (3.35) si (3.41) sunt afin-echivalente.

Sistemul (3.41) este Darboux integrabil gi are integrala prima:

F(z,y) = exp((z + ax -y + zy)/(x(x - 1)))/(x - 1)".

In conditiile {(3.6), (3.9), (3.38)} multiplicitatea y a dreptei 2 = 1 este egald cu doi, iar
B2(Z/) = (26110 + Cbzo)(azoboo +4ajobag + agpbao + 6aigbsg + 2a20b30 — 2(2@10 + azo)(3(110 + G2o)y)-
Daca

ago = —3a10, b2y = 3boo, (3.42)
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atunci uo = 3, iar sistemul cubic are forma:

T = Cbloﬂf(l' - 1)(2£L‘ - ].), y = bog - 3b00$ + 3b00[[’2 + b30x3+ (343)
+aioy — 3apxy + 3a102%y, aig % 0.

Multiplicitatea dreptei de la infinit pentru (3.43) este egald cu unu, deoarece Cy(x,y) =
6a2,x7 (bsox + ajpy) # 0. Mentiondm, ca sistemul (3.43), pe langa dreptele x =0 ¢i « = 1, mai
poseda si dreptele invariante: 2z — 1 = 0 si by + b3px + a9y = 0. Prin urmare, pentru sistemul
(3.43) avem consecutivitatea de multiplicitati (3,3,1,1;1).

3) Conditiile (3.7), (3.10). Sistemul cubic (3.3) are forma

& =—x(z - 1)(a0 + (a10 + az0)x + any), Y= (afy +anbio® + a11boor® + aribzor®+ (3.44)
+2a10a11y + (a11020 — a10011) 7Y + a11bo1 vy + a3 y? - aj wy?) fan, an # 0.

Tinand cont de conditiile (3.2), pentru (3.44) avem B (y) = —(a¥, + a11b1o + a11bag + a11bzo +
a11( @10+ +ba1)y) (5aiy + Taioasy +2a3, — ar1bio — ar1bao + 2a10ba1 +azobor — ar1bso +2a11 (2a10 +
ago)y + a%1?/2)/a11 #0, deci s = 1.

4) Conditiile (3.7), (3.11). In acest caz avem urmitorul sistem:

@ = -z(x ~1)(a0 + (a10 + ag)x + any), Y =-(awo(aw —bor)+
+a20(a10 - 501)55 — a11b202% — a11b3023 — anbory + a11(501 —aio— (3-45)

2 2,92, 2 .9
—a90)ry — a11ba1 2%y — af y? + afywy?)Jarr, ai # 0.

Pentru (3.45) plinomul B;(y) = (a2, + a10a20 — a10bo1 — a20bo1 — a11bag — a11bso — a1 (azo + ago +
ba1)y) (Taiy+8aioasn +2a35) — a10bo1 — a0bo1 — 1120 +2a10b21 +agoba1 — a11bso +2a11 (2a10+ a0 )y +
a?,y?)/ar1 # 0 si, prin urmare, ps = 1.

Lema 3.1.10. Pentru sistemul cubic {(3.3), (3.2)} dreptele invariante x =0 si x = 1
au respectiv multiplicitatile g = 3 st o = 2 atunci g1 numas atunci, cind are loc una dintre
urmatoarele trei serii de conditii: 1) (3.5), (3.8), (3.32);  2)(3.6), (3.9), (3.37); 3)(3.6),
(3.9), (3.38).

Lema 3.1.11. Cu ezactitatea unesi transformari afine de coordonate $i rescalarea timpului
orice sistem cubic din (CSIL;’(T) ce admite consecutivitatea partial maximala de multiplicitats
Meo(3,3;1) poate fi scris sub forma (3.41).

5) Cazul M (3;2; e ).

Sistemul cubic (3.3) admite dreptele invariante reale z = 0 gi x = 1 de multiplicitatile

[ =3, e =2, atunci cand se realizeaza una din cele trei serii de conditii din lema 3.1.10.
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1) Conditiile (3.5), (3.8), (3.32). Sistemul cubic (3.3) se scrie astfel:

T = —CLQ()ZEZ(ZE - 1), y = boo + blol‘ + bQOZEg + b30$3 + buxy - Cbgol‘zy - b11I2y7 aoo % 0. (346)

Pentru sistemul omogenizat
T = —CL20$2(£C - Z), y = b0023 + blol'ZQ + bgol’QZ + bgol'g + blll'yZ - CLQQQ?QZ/ - blll'zy, (347)

corespunzitor sistemului (3.46), reprezentam FE;(X) sub forma (3.20). Avem Cy(z,y) =
ago(asgo +b11) 2" (bsox — b11y). Tinand cont de conditiile (3.2), polinomul Cy(z,y) este identic
zero, daca

bn = —a90- (348)
Luéand in consideratie (3.48), sistemul (3.46) arata astfel
T =—agr*(x—1), §=b3x®+byx? — azwy + bio + boo, azoboo # 0. (3.49)

Pentru (3.49) Ci(x,y) = a3,25(2a20y — byox) # 0, deci el admite consecutivitatea maximala
de multiplicitati (3,2;2)
Folosind transformarea afind = — x, y — (bip — bsox — booy)/azo (boo # 0) si rescalarea

timpului ¢ - —t/as (ag # 0), sistemul (3.49) se scrie sub forma
z=x%(x-1), y=ax®+axy+1, (3.50)

unde a = (byg + 2b30)/boo-

Usor se verifica, ca (3.50) are integrala prima de tip Darboux:
F(z,y) =x(1-2)* exp(((vy +a+1)/(z - 1))).
2) Conditiile (3.6), (3.9), (3.37). Sistemul cubic (3.3) ia forma
&= aypr(x—1)2,  §=by — 2boox + bag? + bgox3 + aioy — 2a107y + by 2%y, aro #0.  (3.51)

In acest caz Co(z,y) = —a10ba127((a10—ba1 )y —bsoz). Tindnd cont de (3.2), avem implicatiile:
Cg(.%,y) =0 > b21 =0 = Cl(ﬂj‘,y) = —G%Ol'ﬁ((bzo + 4b30)l’ - 4a10y) i 0. Punéand in (351),

obtinem sistemul
& =apr(r—1)2, g =boo — 2boox + bapx? + bgpx3 + a10y — 2a102y, aig # 0. (3.52)

Daca by = 0, atunci (3.52) admite dreapta invariantd aygy — bsoz + boo = 0, adica el nu

apartine clasei de sisteme cubice CS}L’Q’(T). Presupunem ca byy # 0. Transformarea x — =,
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y = (=booy + b3ox — boo) /a0, a10 # 0, by # 0 si rescalarea timpului ¢ — t/ajp aduc sistemul
(3.52) la forma
r=x(x-1)2 y=-x2-2zy+y. (3.53)

Pentru (3.53) avem consecutivitatea maximald de multiplicitati (3,2;2). Mai mult ca

atat, (3.53) are factor integrant de tip Darboux:

p(z.y) =1/(2*(z = Dexp(1/(z - 1))).
3) Conditiile (3.6), (3.9), (3.38). Avem urmaétorul sistem cubic

T = —QZ(I — 1)(((110 + CLQ())J] + alo), y = (Globog + agobool’ + a10b20x2+ (3 54)
a10b3023 + a2,y + arpasry — 3at,x?y — 2a10a202%y) [aro, aro(az +2a10) # 0

§1 O()(ZE, y) = ((110 + ago)(?)alo + 2@20)1’7(1)301’ - (2@10 + ago)y). Identitatea O()(ZE, y) =0 are 1OC,
daca se realizeaza cel putin una dintre urméatoarele doua serii de conditii:

agp = —Aqp, (355)

Qoo = —3a10/2. (356)

In cazul conditiei (3.55) avem C,(z,y) = —a2y2(aioy —bsox) # 0, deci 1o = 2. Sistemul cubic

(3.54) ia forma
@ =-apr(r-1), §=0bsr?® - air?y +bypr* - arxy — boo + aroy + boo, a0 # 0. (3.57)

Daci by = —bgo, atunci (3.57), pe langa dreptele z = 0 i = 1, mai admite gi dreapta
invarianta aq1oy — bsox + boo = 0. De aceea, vom presupune ca byg # —bgp.
Prin intermediul transformarii afine z — x, y — (=(bag +boo )y +b30 —bog ) /a1 si rescalarea

timpului ¢ - —t/ay, sistemul (3.57) se scrie astfel
t=x(x-1), y=x2+y(x?+x-1). (3.58)

Pentru (3.58) avem consecutivitatea maximald de multiplicitdti (3,2;2) si factorul integ-

rant de tip Darboux:
p(@,y) = 1/2*(z - 1)%eap(x)).
Daca se realizeazd conditia (3.56), atunci Cy(z,y) = a?,25(3a10y — (bao + 6bso)x) /4 # 0 si

deci, 1o = 2. In acest caz sistemul cubic (3.54) ia forma

T = (110.’13’(1' - 2)(1’ - 1)/2, y = (2b30$3 + 2620$2— (359)
3a10xy - 360037 + 2(1,10y + 2[)00)/27 aig * 0.
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Evident, pentru (3.59) dreaptele x = 0,z = 1 gi * = 2 sunt invariante si se realizeaza
consecutivitatea de multiplicitati (3,2, 1;2).
Lema 3.1.12. Cu ajutorul unei transformari afine si rescalarea timpului orice sistem
S »
cubic din CS]LQ(T)
scris sub una dintre urmdtoarele trei forme: (3.50), (3.53), (3.58).

ce admite consecutivitatea mazimala de multiplicitati m(3,2;2) poate fi

6) Cazul m.(3,1; fteo).
In conditiile lemei 3.1.2 vom determina pentru sistemul cubic (3.3) multiplicitatea maxima-
1a a dreptei de la infinit.

1) Conditiile (3.5), (3.8). Sistemul (3.3) are forma
&= —ax?(x = 1), §=boo+bioT +bog? + bgox® + byyxy + bay a2y + biawy?, as #0. (3.60)

Pentru (3.60) avem Cy(x,y) = —ag02°(ba1x + 2012y ) (b3ox? + agoxy + boyxy + biay?). Tinand
cont de (3.2), multiplicitatea o, > 2, daca

b12 = b21 = O (361)

Egalitatile (3.61) ne conduc la implicatiile: Cy(z,y) = —ag0x5(ag0b0or + aobsox + bi1bsox +
2@20b11y) =0 = bll = O,bgo = _b207 = Cg(ﬂf,y) = —2&%0()10376 =0 = blg =0 = C3(I,y) =

—3a3,boox® # 0, deci pie = 4, iar sistemul cubic se scrie astfel
T = —CLQOIQ(I - ].), y = —bgol’g + 1)20132 + boo, a20b00 +0. (362)

Cu ajutorul transformérii de coordonate x — x, y - (beox — booy)/azo §i rescalarea timpului

t - —t/ag sistemul (3.62) se aduce la forma
i=2%(z-1), y=1. (3.63)
Sistemul obtinut este Darboux integrabil si are integrala prima:

F(z,y) = vexp((zy - 1)/z)/(1 - x).
2) Conditiile (3.6), (3.9). In aceste conditii sistemul cubic (3.3) capitd forma

T = JZ(I’ - 1)(&10 + a1 + (IQQZL’), y = ((lloboo + a20b00x+ (3 64)
) .
a10b20$2 + a10b30x3 + ajpy + a10a202yY + alobgll‘zy)/alo, alg * 0.

Pentru (3.64) avem Cy(z,y) = —(a19+ag)ba1x7 (bspx+a10y+asey+b21y). Identitatea Cy(z,y) =

0 are loc atunci cand se realizeazd una dintre urmatoarele trei serii de conditii:
Q20 = —A10; (3.65)
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ba1 =0, as # —aso; (3.66)
b3o = 0,021 = —a10 — agp, azp # —a1o. (3.67)

Egalitatea (3.65) ne conduce la implicatiile C;(x,y) = —a10b2125(b3ox + bo1y) =0 = boy =0 =
Co(z,y) = 2a2,b30x8 # 0, oo = 3.

Daca se realizeazi (3.66), obtinem C}(z,y) = —(a10+ a2 )°(a10b30 + a10ba0x? + agobogz? +
2a20b302% + 3atyy + 3a10a20y + 2a10a207y + 2a35xy) # 0, deci fioo = 2.

Pentru (3.67) avem C}(x,y) = —aio(aio + a20)?2%y # 0, fieo = 2.

3) Conditiile (3.7), (3.10) si 4) Conditiile (3.7), (3.11). In ambele cazuri polinomul
Co(z,y) aratd astfel: Co(x,y) = 2°(bzox + argy + asely + ba1y ) (—a10b2102 — asgba1 22 + ay1b3gx? +
2a10a112Y + 2a11a90zy + at y?). Daca Cy(x,y) este identic zero, atunci sistemul cubic (3.3)
are infinitul degenerat, ceea ce nu permite (3.2). Prin urmare, in aceste cazuri pi, nu poate
fi mai mare decat unu.

In concluzie, multiplicitatea dreptei invariante de la infinit pentru sistemul cubic ce
poseda doud drepte invariante afine, reale si paralele, dintre care una este tripla, nu poate fi

mai mare decat patru.

Lema 3.1.13. Cu ezactitatea unesi transformari afine de coordonate $i rescalarea timpului
orice sistem cubic din CSIUS(T) ce admite consecutivitatea mazimald de multiplicitai m(3,1;4)
poate fi scris sub forma (3.63).

7) Cazul mo(2,2; ico).

In aceastii subsectiune vom determina multiplicitatea maximald a dreptei invariante de
la infinit in cazul cdnd dreptele invariante x = 0 si x = 1 au respectiv multiplicititile p, = 2,
2 = 2. Pentru sistemul cubic (3.3) dreapta invarianta = = 0 are multiplicitatea py = 2, daca
se indeplineste una dintre seriile de conditii ale lemei 3.1.1. Mai intéi, pentru fiecare serie
vom cere ca dreapta invariantd x = 1 sd fie de multiplicitatea ps = 2, apoi vom calcula
multiplicitatea maximala a dreptei de la infinit.

1) Conditiile (3.5). Sistemul cubic (3.3) are forma

T = —agox?(x — 1), = boo + broT + bogx? + b3ox® + b1y + by1xy+

(3.68)
o122y + boay? + biaxy? + bosy>, ago # 0.

Dreapta invariantd = = 1 va avea multiplicitatea py = 2 atunci cand B;(y) din (3.16) va fi

identic egal cu zero. Pentru {(3.68), (3.2)} avem Bi(y) = —ago(az + bo1 + b11 + bay + 2(bo2 +
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b12)?/ + 3bo3y2)(boo +b1g + bag + b3p + (501 +byy + 521)?/ + (boz + 512)y2 + 50393) =0 =
b03 = 0, b12 = —bog, b21 = _(GQO + b01 + bll)- (369)
Prin urmare, ps = 2, iar sistemul ia forma

T = _GQO.TQ(x — 1), y = bgo + blol‘ + b20$2 + b301’3 + bOly + bllxy— (3 70)
(@20 + boy + b11) 22y + booy? — boaxy?, ago # 0.

Omogenizam (3.70) si determindm polinomul Cy(x,y) = agnx®(agox+borz+b112+2b02y ) (bzox?—

bor1xy — bi1xy — boey?). Tinand cont de (3.2), identitatea Cy(x,y) = 0 are loc, daca
boz = 0,b11 = —(bor + az). (3.71)
Avem fio > 2 51 C1(,y) = agx8((bo1bso — azobao ) + 2as0(az + bo1)y). Daca
bo1 = —asg, bzo = —bayy, (3.72)

atunci C'(z,y) este identic zero, iar Co(x,y) = —a3yz®((2b1o + bao)x — 3asey) # 0. Astfel,
multiplicitatea dreptei de la infinit nu poate fi mai mare decat doi, in acest caz. Sistemul

cubic se scrie sub forma
& =—axnr*(r-1), §=-byx®+byr?+ bioT — agy + boo, azo * 0. (3.73)

Daci byp = by, atunci (3.73) admite dreapta invarianta asgy — bagx — bog = 0. Presupunem
cd byg — byg # 0. Transformarea afind = — x, y - (=(b1o — b2o)y + oo + bog) [aso, $i rescalarea

timpului ¢ - —t/ay reduce (3.73) la sistemul
t=x%(z-1), y=z+y. (3.74)
2) Conditiile (3.6). Sistemul (3.3) ia forma

& =—(x-1)x(ap+ (ap + axp)r),

(3.75)
y = boo + b10$ + bgo.’L‘Z + bgo.’L‘?’ + a0y + bll.’L‘y + bgll'Qy + b12$y2, aiog * 0.

Pentru acest sistem avem Bl (y) = —(2(110 + ago)(?)alo + Q9o + bu + b21 + 2b12y)(b00 + blO + b20 +
bso + (@10 + b11 + ba1)y + bi2y?). Tindnd cont de (3.2), identitatea By(y) = 0 are loc daca se

indeplineste una dintre urmatoarele doua serii de conditii
ago = —2a1, (3.76)
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b21 = —(3CL10 + Q9op + b11)7 blg =0. (377)

In virtutea conditiilor {(3.6), (3.76)}, obtinem sistemul

T = alol’(l' - 1)2, y = b()() + blox + b20$2 + bgol’g + a0y (378)
+b11zy + b1 2%y + biaxy?, ay # 0,

pentru care multiplicitatea dreptei x = 1 este egala cu doi si Co(z,y) = a102°(ba1x + 2b12Y) -

(b3ox? + (b1 — a10)xy + b1oy?). Pentru dreapta de la infinit avem o, > 2, daca

b21 = O, b12 = 0 (379)

Identitatea Ci(z,y) = —ai0r®(a1obor + 2a10bzoxr — b11bsox + 2a10b11y) = 0 ne conduce la
egalitatile

b11 = O, bgo = —26307 (380)

dupa care Cy(x,y) = —a? x®((2b10 — 3bso)x + 3a10y) # 0, fieo = 3, iar sistemul cubic ia forma
& =ayr(r-1)%, g =bzpr® - 2b302? + bioT + a1y + boo, a1 * 0. (3.81)

De la (3.81) vom cere ca bg # 0 fiindcd, in caz contrar, (3.81) admite a treia dreapti afina
a0y — box + boo = 0. Aplicand transformarea de coordonate x — x, y = (bioy + bsox — boo) /@10

gi rescalarea timpului ¢ - t/ayo scriem (3.81) sub forma
t=x(x-1)2% y=z+y. (3.82)

Mentiondm, ci dacd in (3.74) efectudm transformarea r - —x + 1,y - —y — 1 gi rescalarea
timpului ¢ - —t, obtinem sistemul (3.82). Ultimul sistem are factorul integrant de tip

Darboux
p(z,y) = exp(1/(z - 1))/ (2*(x - 1)).

In cazul realizirii conditiilor {(3.6), (3.77)}, obtinem sistemul

& =-x(x-1)(a+ (ap + axp)r), (3.83)

Y = boo + brow + boox? + bgox® + ayoy + biizy — (36L10 + Qg t b11)$2y7 a # 0,

pentru care s =2 §i Co(x,y) = (a0 +az)(3aig +azo +b11)x7(bsox — (2a10 — b11)y). Identitatea
Co(z,y) = 0 ne spune cd multiplicitatea ., a dreptei de la infinit nu este mai mica ca doi,

daca se realizeaza una dintre urmatoarele doua serii de conditii:

Qoo = —a10, (384)
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bi1 = —ag — 3aio, az * —aio, (3.85)

In conditiile {(3.6), (3.77), (3.84)}, avem Cy(z,y) = —a10(2a10 + b1 )x6(=bgoz + (2a10 +
b11)y). Multiplicitatea dreptei de la infinit va fi egala cu trei daca C1(z,y) =0 i Co(x,y) #0,
adica daca

bi1 = —2a, by # 0. (386)

Astfel, sistemul cubic (3.3) ia forma
& =—ayr(r—1), ¥ =boo+bioT +bxpr® + bz + ar0y — 2a107Y, a0z # 0. (3.87)

Acest sistem admite consecutivitatea de multiplicititi (2,2;3). Cu ajutorul transformarii
afine x - x, y - (=bsoy + baox — boo) /@10, rescalarea timpului ¢ = —7/ajp gi a notatiei a =
(2bgg + b10)/bso, sistemul (3.87) ia forma

t=x(x-1), y=23+2zxy-y+ar, ackR. (3.88)

Sistemul obtinut este Darboux integrabil si are integrala prima:

F(a,y) =2(1 - 2)""[exp(((z(a+1) +y)/(z(z - 1))))).

Daca se realizeazi conditiile {(3.6), (3.77), (3.85)}, atunci Cy(z,y) aratd astfel Cy(z,y) =
—(am+a20)x6(a10b20x+a20b20x—3alob30x—2(a10+a20)(3a10+a20)y) §1 identitatea Cl (I, y) = O,

ce ne asigura multiplicitatea po. >3, ne da
aso = —3a1p, bag = —3b30/2. (3.89)
Sistemul cubic (3.3) ia forma
i =apr(z-1)(2z-1), 7= (2bsox3 - 3bsox? + 2byx + 2a10y + 2bgo) /2, a1 0.  (3.90)

Pentru el dreapta 2x—1 = 0 este invarianta. Prin urmare, (3.90) admite trei drepte invariante
afine gi realizeaza consecutivitatea de multiplicitati (2,2, 1;3).

3) Conditiile (3.7). Sistemul (3.3) aratd astfel

& =-x(x - 1)(a0 + (@10 + azo)z + any), Y= (aio(bor — a10) + ar1biox + a11bax+ (3.91)
a11b302? + a11bo1y + ar1byzy + arborx?y + at y? + annbiazy?)farr), an #0.

Pentru (391) avem Bl (y) = Bn(y)Blz(y)/aH, unde Bll(y) = alO(b01 - aw) + an(blo + b20 +

bso) +ag1 (b01 +b11 +b21)y+a11 (an +b12)?/27 Bm(y) = 5a%0 +4aypazg +G%0 +aiobo1 +azbor —ai1big+
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2a10b11 + agobiy — a11bag +2a10ba1 + agobar — a11b30 +2(2a10 + azo) (2a11 +b12)y + a1 (2a11 +b12)y>.
Multiplicitatea dreptei invariante x = 1 va fi egald cu doi atunci cand Bi1(y) = 0 sau Bya(y) =

0. Daca

atunci Bi1(y) =0, insd conditiile (3.92) ne conduc la un sistem degenerat.

Daca se realizeaza conditiile

_ (.2 9
bia = —2a11, bso = (baiy +4aipagn + a5y + a10bor + azpbo1—

(3.93)
a11b10 + 2a10b11 + agpbi1 — a11b20 + 2a10ba1 + a20b21)/a11,
atunci Bya(y) = 0. In acest caz sistemul ia forma
& =—-x(x—1)(aio+ (a0 + a)r +any), ¥=(aio(bor —ai)+
anblox + a11b20x2 + (5@%0 + 4&106120 + a%o + alob()l + a20b01 - anblo+ (3 94)

2a10b11 + agobi1 — ai1bag + 2a19b2; + a20b21)753 + a11b01y + a11bnzy+

anbo1 2y + a2,y? - 2a3,xy?) [ar1, ap #0.

Aici Co(z,y) = 2Y((5a2,+4arpas+ady+ai0bor +asnbor — a11b10+2a10b11 +a20b11 —a11bag +2a10ba1 +
@20521)$2 ta (alo tagt le)Iy - a%1y2)((5a?0 +4ajpag + a%g +a10bo1 +azbo1 —ai1bio +2ai0bi1 +
agobi1 — ay1bag + a1gbar )22 + dayy (ayg + age)zy + 202,y%)[ay; # 0. In acest caz, multiplicitatea
dreptei de la infinit nu poate fi mai mare decat unu. Sistemul (3.94) admite consecutivitatea
de multiplicitati (2,2;1).

Lema 3.1.14. Cu ajutorul unei transformdari afine de coordonate si rescalarea timpulus
orice sistem cubic din CSILLP

2(r)
poate fi scris sub una dintre urmdatoarele doud forme: (3.82), (3.90).

ce admite consecutivitatea mazimald de multiplicitati m(2,2;3)

8) Cazul m(2,1; o)

In continuare vom determina multiplicitatea maximald a dreptei invariante de la infinit
in cazul cand dreptele invariante x = 0 si = 1 au respectiv multiplicitatile puy = 2, uo =1,
adica atunci cand se indeplineste una dintre seriile de conditii ale lemei 3.1.1.

1) Conditiile (3.5). In aceste conditii sistemul cubic (3.3) are forma (3.68). Pentru (3.68)
Co(z,y) = —a0x3(bo122 + 2b19xy + 3bo3y? ) (b30x3 + agx?y + o1 22y + biaxy? + bo3y? ). Respectand

conditiile (3.2), avem urmatoarele implicatii: Cy(x,y) =0 =

bog = b12 = b21 = O, (395)
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(3.95) = Ci(z,y) = —asz®((azobao + az0bso + b11bs0) 2% +2(asnbi1 +boabso ) xy + 3aebeay?) = 0 =
boz = b11 =0, b3y = —bop; (3.96)

(3.96) = Co(x,y) = —ag0x®((2a20b10 — bo1b20)x + 3a20b01Yy), fheo = 3. Dacd Cy(z,y) = 0, adica
bor = by = 0, atunci u; = 3, us = 1 §i e = 4 sau, altfel spus, avem consecutivitatea de
multiplicitdti (3,1,4).

2) Conditiile (3.6). In acest caz sistemul cubic (3.3) are forma (3.75), iar Cy(x,y) =
—(@10+ag0)x® (b1 +2b12Y ) (b3ox? + (a19 + ago + ba1 )xy + bi2y?). Tinand cont de conditiile (3.2),

multiplicitatea p., > 2, daca are loc una dintre urmatoarele doud serii de conditii:
20 = —A10; (3.97)

b12 = b21 = O, aoo + —Q1g- (398)

Tn conditiile {(3.6), (3.97)} avem:
Ci(z,y) = —a102* (ba1x + 2012y ) (b302? + by 2y + b12y?) =0 =

bia = bay = 0,a19 # 0, bso # 0, (3.99)
= CQ('I’ y) = alO(alo - bn)bgol’ﬁ =0 >
b1 = axo. (3.100)

Prin urmare, Cs(z,y) = —a?,x* (b + 3bsox + 2a10y) # 0 §i peo = 4. Sistemul cubic (3.75)

capata forma
T = —0,10{E($ - 1), y = b301'3 + bgol’Q + 102y + b10$ + aijpy + boo, alobgo +0. (3101)

Acest sistem are consecutivitatea de multiplicitati m(2,1;4). Efectuand transformarea x —
T, Yy —> —(2b10 +b20$— 2b30y)/(20,10), rescalarea tlmpulul t— t/am §1 notagia a = (boo - blo)/bgo,

sistemul (3.101) obtine forma
i=-x(zx-1), g=2>+y+ay+a, ack. (3.102)
Usor se verifica, ca (3.102) este Darboux integrabil i are integrala prima
F(z,y) = 2% exp((6a - 322 + 22" + 6y (2 - 1)?)/(62)).

In cazul conditiilor {(3.6), (3.98)} avem {(3.2), C1(z,y) = —(a10+ az0)2((bao(a10 +az) +

bgo(ago + bll))l‘ + 2b11(a10 + ago)y)} =
b11 = 0, bgo = —azobgo/(alo + CLQ()) (3103)
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= lleo = 3. Tinand cont de (3.103), Cy(x,y) = —x(a10 + ago) ((2a10b10 + 2a20b10 + 3a10bz0)x +
3ayg(ao+az)y). Daca Cy(x,y) =0, atunci gy = 3, in timp ce noi examinam consecutivitagile
de multiplicitati de forma (2, 1; fio).

3) Conditiile (3.7). Sistemul cubic (3.3) are forma (3.91), iar Co(z,y) = x*(bgox? +
(@10 + ago + bar)zy + (a11 + bi2)y?) ((@11b30 — @10b21 — a0b21)7? = 2b12(a10 — a20) 2y — a11b12y?).

Multiplicitatea o, > 2, daca
bia = 0,b30 = ba1 (ago + a10)/a11,a11 # 0,

dar in acest caz Cy(z,y) = —22((a10 + a20)x + a11y) ((a10a11b20 + a11a20b20 + A10a20b21 + a3yba1 +
a10D11b21 +a20b11b21 — 11 b20b21 +@1003, )3+ (2010011011 +2a11 A0b11 +4a10a11 021 +4a11a90b21 ) Ty +
(3a19a2, + 3a2,as0 + a2,byy + 2a3,bay )2y? + 2a3,y%) Jay; # 0.

Lema 3.1.15. Cu exactitatea unei transformdari afine de coordonate si rescalarea timpu-
lui orice sistem cubic din CSL’Q’(T)
tati me(2,1;4) poate fi scris sub forma (3.102).

care admite consecutivitatea partial mazimala de multiplici-

9) Cazul m..(1,1; fieo)
Pentru sistemul cubic (3.3) vom cerceta multiplicitatea maximald a dreptei invariante de

la infinit. Consideram sistemul omogenizat

& =2(Z -x)(a10Z + a1ox + a0 + any), Y ="boZ?+biorZ? +boyZ>+ (3.104)
5201‘22 + bllxyZ + bozy2Z + b30$3 + b21$2y + b]Qflf?/Q + b03y3- .

corespunzitor sistemului (3.3). Reprezentim pentru sistemul (3.104) polinomul E;(X) sub
forma (3.20). Astfel, Co(z,y) = —22Co1(x,y)Co2(x,y), unde Coi(z,y) = bzox® + (a0 + ag +
ba1)x?y + (@11 + bi2)xy? + bozy?® si Coa(2,y) = (ba1(@10 + az0) — a11b30)® + 2b12(a10 + ago)z?y +
(3bog (a0 + ago) + a11bia)xy? + 2a11bo3y>. Multiplicitatea dreptei de la infinit g, > 2 atunci
cand Cy(z,y) este identic zero.

Conform (3.2) Cy1(x,y) # 0, deci vom cere ca Coa(z,y) = 0. Identitatea Coo(x,y) =0 are

loc atunci cand se realizeaza una dintre urmatoarele trei serii de conditii:

alp = O, QA9op = —A10; (3105)
a1 = 0,b12 = bay = b3y = 0, agy # —a1p; (3.106)
boz = b12 = 0, b3y = 521((110 + azo)/an, ay £ 0. (3-107)
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1) Conditiile (3.105). Sistemul (3.3) ia forma

= —apr(x—1), §="bsox?+borx?y + broxy? + bosy>+ (3.108)

6201’2 + blll’y + b02y2 + blox + b()ly + boo, aig * 0.

Pentru acest sistem dreapta de la infinit are multiplicitatea po, = 2, iar Cy(z,y) = —a102?(boy 22
+ 2b12$y + 3b03y2)(b30$3 + b21$’2y + blgl’yQ + bogyg).
Daca

b03 = 07 b12 = 0, b21 = 0, alg * 0, b30 * O, (3109)

atunci C1(z,y) = 0 §i feo = 3, iar Co(x,y) = a10b302° (@107 — bi1x — 2bgy). Multiplicitatea

dreptei de la infinit va fi egald cu patru atunci cand
b11 = a1, boz = 0. (3.110)
Astfel, se obtine sistemul
1 =—ajpr(x—1), §=0b3023+byx? + ayoxy + biox + bory + boo, a10bz # 0, (3.111)

pentru care Cs(x,y) = —aj0x*((aiobzo + 2a10bso + bo1bso )z + 2a3,y) # 0 si deci, in acest caz,
multiplicitatea dreptei de la infinit nu poate fi mai mare decat patru. Pentru (3.111) avem
consecutivitatea de multiplicitati (1,1;4).

Cu ajutorul transformarii afine z — x, y - (=2bsoy—baox—2b19—bag)/(2a10) +bo1b20/(2a3,),
rescalarii timpului ¢ = —7 /a0, si notatiilor a = (2a3,boo—2a10bo1b10—a10b01b20+b%, b20) /(203 bs0),

b = —bg1/ayg, sistemul (3.111) ia forma
t=x(r-1), y=23—ay+by+a, (la|+]0))(b+1)=0. (3.112)

Sistemul obtinut are integrala prima F'(x,y) = zb~'(x - 1)7",

2) Conditiile (3.106). In aceste conditii sistemul diferential

#=-x(x—1)((a1o + ax)x +a), U =bsox3+byx?+ (3.113)

biizy + boay? + bz + bory + boo, bso(aro +az) # 0,

admite trei drepte invariante afine: x = 0, x = 1 §i (a19 + ag0)x + azp = 0, in timp ce noi
examinam doar sistemele cubice ce poseda doar doud drepte invariante afine.

3) Conditiile (3.107). Sistemul (3.3) are forma

2 =-x(x-1)((a19+ ag)x + a1y +aw), U=0bux?(ai+ap)/an+
( )(( 10 20) 11Y 10) Yy 21 (10 20)/ 11 (3.114)

b21.132y + b20$2 + bnﬂ?y + 5023/2 + blOI + bOly + b(]o, ail # 0.
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In acest caz avem Ci(x,y) = —23((a10 + az)r + a11y)(((@r0a11b20 + a11a20b2g + a10a20b21 +
a%0b21 +a10bi1ba1 + ag0b11021 — a11bapbor + ambél))ﬂ + 2((110 + CLQO)(ann +aiiba + 502521)3721/ +
a11(3a10502 + 3agoboz + a11b11 + a11b91 + b02521)$y2 + 2a%1502y3)/a11-

Polinomul C(z,y) este identic zero atunci cand se indeplineste una dintre urméatoarele

doua serii de conditii:
bo2 = 0, ba1 = a1g + ago, b1 = —(aio + az); (3.115)

bo2 = 0, ba1 = =b11, bag = asobri/ars. (3.116)

In conditiile (3.115) avem urmditorul sistem

& =-x(x—1)((a10 + az)r + any + aw), ¥=r*(ai+a)?/an+ (3.117)

(a1 + a20) 22y + bagz? — (@10 + ago) Ty + biox + bory + boo, a1 # 0,

pentru care Co(z,y) = —23((ajy +4agaz + badqad, + 2a10a3, + adybor + 3a3 as0bor + 3aipaiybor +
a%ob(n +a%0a11b10+2a10a11a20610+a11a§0b10+a%0a11b20—a11a%0b20—a%1 b%0)1‘3+2a11 (aw +CL20) (CL%O+
2@10@20 + CL%O + 2(110b01 + 2@20()01 + CLHblO + a11b20)x2y + a%l(a%O + 2@10@20 + CL%O + 5@10[)01 + 5@20b01 +
ar1bio + a11boo)2y? + 2a3,b01y*) [

Daca

bo1 =0, by = —(a20(a10 + azo))/an, bio = —(aw(alo + azo))/an; (3-118)

atunci Co(z,y) =0, fie = 4. Sistemul (3.117) ia forma

T = —x(:lj' - 1)((@10 + a20)$ +any + Cll())a y = $3(a10 + a20)2/a’11 + (al() + a20)x2y_ (3 119)

a20$2(a10 + CL20)/CL11 - (alo + a20)$y - alox(alo + azo)/an +boo, a11b00 # 0.

Pentru el Cs(z,y) = —2bgox®((a10 + ago)x + a11y)? # 0 si, prin urmare, multiplicitatea dreptei
de la infinit nu poate fi mai mare decat patru. Sistemul (3.119) realizeazd consecutivitatea
de multiplicitati (1,1;4).
Prin intermediul transformarilor z - x, y — (y—(a10+ag)r—aip)/a11, b = ai1boo, sistemul
(3.119) ia forma
t=-x(x-1)y, y=0b, b=0. (3.120)

In conditiile (3.116) avem sistemul

z=-x(x-1)(aio+ax)r +any+aw), y=-(bii(ai+agy)z3+
( ) (a0 + as) 1Y +aw0), Y (b11(a10 + azo) (3.121)

a11b11x2y - a20611x2 - a11b11$y —ay1bi0x — anbmy - Clnboo)/alh a #0,
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si polinomul Cy(x,y) = 23((a10+az)z+a11y)((—2a10a11b10 — 2a11a20b10 + 2a3,b11 + 2a10a90b11 +
1001011 +a20b01b11 — 11010011 +Cl1ob%1)5172 —an (3(110501 +3ag0bo1 +a11b19 —a1ob11)xy— 26%15011/2)-

Multiplicitatea ., =4 atunci cand
bor =0, big = aiobir/an. (3.122)
Astfel, sistemul (3.121) ia forma

& =-z(z - 1)((a10 + ax)z + any + awo), Y =-(aobi1® + b+ (3.123)
a11b117%Y — azb112? — anbiizy — aiobi1w — ariboo)/asr, aribeo # 0,

iar Cs(z,y) = —booz3((ao + ago)x + a11y)((3aro + 3agy + b11)x + 2a11y) # 0. Prin urmare,
multiplicitatea dreptei de la infinit nu poate fi mai mare decat patru, deci avem consecutivita-
tea de multiplicitati (1,1;4).
Transformarile © - z, y - (y +bj12—ay0) /a1, a = by + aig + agg i b = ag1bgo reduc (3.123)
la forma
t=x(x-1)(ax+y), y=b, b#0. (3.124)
Mentiondm, cd (3.120) reprezinta un caz particular al sistemului (3.124).

Lema 3.1.16. Cu ajutorul unei transformari afine de coordonate si rescalarea timpulus

orice sistem cubic din (CSIU;(T)

Meo(1,1;4) poate fi scris sub una dintre urmdatoarele doud forme: (3.112), (3.124).

ce admite consecutivitatea parfial mazximald de multiplicitati

Lemele 3.1.7-3.1.16 demonstreaza Teorema 3.1.1.

3.1.3. Multiplicitatea geometrica

In aceastd subsectiune formele canonice ale sistemelor cubice din teorema 3.1.1 sunt
supuse unor mici perturbari prin care se arata ca multiplicitatea geometricd a fiecarei dintre
dreptele invariante (x = 0, z = 1 gi Z = 0) coincide cu multiplicitatea algebricd a acestor
drepte.

1) m(4,3;1): d=x(x-1)?, g=a3+y(z-1)=~%

Sistemul cubic perturbat:

t=z(r-1)(r+2xe—-1), y=a3+y-2zy+ 2%y - 2xye + 22%ye + 22ye® — xy?e? — 2wy -
Ty2et — et — 236D — y3eb.

Dreptele invariante: 1| = x, lo = x +ye?, I3 = x —ye —ye?, Iy = v+ ye + ye?, 5 = x — 1,

l¢ =x+2xe—1,l7 =2+ 26+ Y + Y3 — 1.
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Daca € — 0, atunci lq,ls,13,l4 — 1y = x, iar l5,lg, 17— l5 =2 — 1.

2) mo(4,2;1): & =2%(x-1), y=ax?+32%y-2zy + 1.

Sistemul cubic perturbat:

t=x(x-1)(z+ 86+ 2ae? - 8xe® - 2axe?), ¢ = (8+8ax? - 16y + 2422y — 18¢ — 14xwe -
Saxe+154x2e+52ax?e +22x3¢ + 28ax3e — 24ax?ye + 8y?e — 24xy%e + 75€? + 12ae? — 51xe? — 6axe® +
441x%€% + 144ax?e® +183x3€? + 66ax3e® — 50ye? — 8aye? — 52xye? — 40axye? — 258 % ye? — 96arye® —
12y%2€2 +36xy2€% + 24axy?e® +8y3e? —63€3 - 9ae® + 1 T1xed +63axe’ + 531123 + 153ax?e3 + 2971363 +
8lax3e+30ye® —6aye® —420xye® —132axye® — 45022y —126axye3 +441y% €3+ 20ay? e +204xy? 3 +
60axy?e® — 2413€3 — 8ayde® + 108e* + 27ac* + 324xe? + 8laxre* + 324x2€* + 8lax?e* + 108x3¢* +
27ax3e* — 216ye* — Sdaye* — 432xye* — 108axye* — 216x2ye* — Sdaxrye* + 144y%€e* + 36ay?e* +
144zy2e* + 36axy?e* — 32y3e* — ay3e*) /8.

Dreptele invariante: Iy = x, lo = x—1, [3 = 2+ 8% +2a€e%2 —8xe? —2axe?, ly-l5 = 4x? +de+4xe+
1622e—8xye—3e2+18we2+21x2e2 - 4ye?-20xye? +412 €2 +9e3+18xe3 +9x2e3 - 12y €3 - 122y e3 +4y2 €3,
le = 2w — 2+ 3e — bre — 2axe — 2ye — 12¢? — 3ae? — 12x€? — 3axe?® + 8ye? + 2aye?.

Daca € - 07 atunci l17l37l4,l5 - ll =, iar l2,l6 - lg =z -1.

3) m(4,1;3): d=ax(zx-1), y=-a3+y(z-1).

Sistemul cubic perturbat:

t=x(rx-1)2zxe+1), y=-a3+y(x-1)-2xye+2x%ye — x2ye® + xy?e? + 2xy%e3 + xyet +
y3et + 293 + 130,

Dreptele invariante: 1| = x, lo = v —ye —ye?, I3 = v +ye + ye?, Iy = x + ye?, 5 = x - 1,
le =2xe+1, l7 =1+ xe+ye® +yed.

Daca e — 0, atunci ly,1s,13,l4 = 1 = z, iar g, l; > oo.

4) me(3,3;1): d=z(x-1)% y=ax®+22+y(x-1)2% a+-1.

Sistemul cubic perturbat:

t=x(x-1)(z+xe-1), y=(1622+48ax?+48a*z? + 16a32z? + 16ax3 + 48a2x3 + 48a3x3 +
16a*x3 + 16y +48ay +48a’y + 16a3y —32xy — 96axy —96axy — 32a3xy + 1622y + 48ax?y +48a’ 2y +
16a3x%y + 8ax3e + 24ax3e + 24a3x3€e + 8atx3e — 16xye — 48axye — 48arye — 16a3rye + 16x%ye +
48ax?ye + 48a2x2ye + 16a3x%ye + dar?ye? + 8a’x?ye? + 4adx?ye® — 4y?e? — day?e® — daxy?e® -
da’xy?e? — 2axy?ed — 2a’xy?e® — ayPet)[(16(a + 1)3), a+ -1.

Dreptele invariante: Iy = x, lo = x—ey/(2a+2), I3 =x+ey/(2a+2), ly=x—-1, 5 =x+ex -1,

le =2 -1+ (2ze + 2azxe + ye?)/(da + 4).
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Daca € — 0, atunci lq,ls,l3 - 11 = x, iar Iy, l5,lg > [y =2 — 1.

5.1) mw(3,2;2):  z=2?(x-1), y=azr?+axy+1.

Sistemul cubic perturbat:

t=x(x-1)(z+ae-ae*), §=(1-ye+ye?)(1+ax?+xy-2ye—axe®+2ye?+y2e? +2aye -
29%€3 — 2ayet + y?et — ay?et + 2ay?ed — ay?e").

Dreptele invariante: 1y = x, lo = v +ae® —aet, I3 = x —e+ye2 —yed, Iy = x -1, I5 =
1 -2 —e—-axe—ye—ae’+are® +2ye® + ae® — ye3 + aye® — 2ayet + ayed, lg = 1 — ye + ye.

Pentru € — O, ll,lg,lg - ll = x,l4,l5 - l4 =T - 17 iar l6 — 00.

5.2) mw(3,2;2): d=x(r-1)2, y=-22-2zy+vy.

Sistemul cubic perturbat:

t=z(rx-1)(x—xe—-1),y=(ye+ 1)(2% -y + 2xy — x2%€ + ye — xye + y?e)[(e = 1).

Dreptele invariante: Iy =x,ls =x+ey,ls=-rv+re—ye,ly=x -1, ls=0x—-xe—-1,lg =€y + 1.

Pentru € — 0, ll,lg,lg g ll = $,l4,l5 - l4 =T - 17 iar l6 — 00.

5.3) mw(3,2;2): t=x(x-1), y=2?+y(z?2+x-1).

Sistemul cubic perturbat:

t=-x(r-1)(xe-1), §=(22-y+xy+2?y- 3%+ ye — 2xye — dx’ye — 2xy’e + 2026 +
2xye? + 3x2ye? + y?e? + 3y’ + y3e?) /(1 - ¢).

Dreptele invariante: |y = x, lo = —x+xe+ye, I3 =—x+2xe+ye, ly=x-1, l5=-1+xe, lg=
1—-x+xe+ ye.

Daca e — 0, atunci lq,ls,l3 = [1 = x,l4,l5 > [y, =2 -1, iar lg > oo.

6) m(3,1;4):  i=2%(z-1),y=1.

Sistemul cubic perturbat:

T=z(x+2)(r-1), ¥ =(ye? = 1)(ye +ye? — 1) (ye + ye + 1).

Dreptele invariante: Iy = x, Iy = x +2¢, I3 = x+e—-ye2 —yed, Iy = x -1, 5 = ye® - 1,
le =ye+ye2 -1, l; =ye +ye + 1.

Daca € - 07 atunci lylg, lg g ll =T, iar l5,l6,l7 — 00,

7.1) m(2,2;3): z=x(x-1), y=23+2zy+axr—y.

Sistemul cubic perturbat:

T =x(x-1)(1+azxe® -—axe?), y=ar+x3—y+2ry - aye — 3x?ye — y?e — ax?e® + aye? +
3x?ye? +y2e? + 3xy?e? + 3ax?yed — 6xy?ed — yPed — 3ax?yet + 3xy?et — 3axyet + 3yt + 6axy?ed —

3y3ed + ayPe® — 3axy?eb + y3eb — 3ay3eb + 3ayde” — ayded.
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Dreptele invariante: Iy =x, ly = v —ye+ye, ls=x -1, I =x -1 —ae—xe—ye+ae® —axe’ +
2ye? + axed — ye3 + ayed — 2aye + aye®, ls = ve —ye? +yed — 1, lg = 1 + axe® + axel,.

Daca € — 0, atunci [ ly = [} =z, iar [3,ly = [3 =2 -1, [5,[go0.

7.2) m(2,2;3): z=x(x-1)% g=z+v.

Sistemul cubic perturbat:

t=z(x-1)(x-1+¢), y=—(r+y)(ye+1)(ye—e+1)/(e-1).

Dreptele invariante: Iy =z, ls=x+ye, l3=x—-1,ly=x—-1+¢€, l5=1+ye, lg=1—-¢€+ye.

Daca € - 07 atunci ll,lg - ll =T, l3,l4 - lg =T — ]_, and l5,l6 — 00.

8) Mme(2,1;4): d=-x(zx-1), gy=23+zy+y+a.

Sistemul cubic perturbat:

T=-x(x-1)(1+2axe?), y=a+y+xy+as—ax?e+3aye+3x2ye + 2y%e + xy’e + 2axye® -
az?ye?® + 3ay?e® + 3xy’e? + y3e? + ay?ed + 2axy?ed + y3e3 + ayded + aydet.

Dreptele invariante: 1y = x,ly = x + ae + ye + aye?, ly =x — 1,14 = 1 + 2axe?,l5 - lg = 1 + 2% +
2ye + 2xye? + y2e? + y2ed.

Pentru € — 0, [, s > l; = x, iar ly, l5, lg - oo.

9.1) me(1,1;4): d=z(z-1)(ax+y), y=0,b%0.

Sistemul cubic perturbat:

t=x(x-1)(ax+vy), y=b(1+ey)(1-ey)(l+2ey).

Dreptele invariante: Iy =z, lo=x -1, ls=1+ey,ly=1-€y, 5 =1+ 2ey.

Pentru € — 0, [3,14, 5 > oo.

9.2) mo(1,1;4): &=x(x-1), y=a3-zy+by+a, (b+1)(|a]+1b]) 0.

Sistemul cubic perturbat:

T =x(x—-1)(2-2xe + 2bxze — 2ae® — be? — 20%€% + b3€? — daxe® — 2bxe? — 4b%xe? + 203we?) [2;

¥ = (—128a — 12823 — 128by + 128y + 32¢ — 64ae + 64be + 64abe — 192b%¢ — 256b3€ + 288b*e —
64b%e + 192xe — 128axe — 64bxre — 672b%xe + 512b3xe — 96b*we + 384ax?e + 384bx?e + 288b%x2%e —
192b32%€ + 19223€ — 256bx3€ + 96b2x3€ — 128ye — 64bye + 704b%ye — 256b3ye — 320z ye + 320bxye —
128b%xye — 2562%ye + 128bx?ye + 128y%€ — 256by2e + 128x1y%€ + 16€2 + 96ae? + 384a€? + 576abe? —
16b2%€2 + 576ab%e? + 576b3€? — 576ab3e? + 432b%e? + 96ab*e? — 1024b5¢% + 464b%¢% — 64b7 €% + 80xe? +
384aze?-96bxre’+576abre’+336b%we2-T768ab? e +1408b3 12 +192ab3 12 -2192b* €2 +992b° xe? -
144b5x€? +6422€2+64ax?e?—224bx%e? -320abxr? 2 +496b% 122 +96ab? 122 - 96003 12 €2+ 560b* 12 €2 -
96b° 1262 + 12823 €2 + 640ax3€? + 96ba3e? — 128aba3e? + 656b%x3€? — 416b3x3€? + 48b* w32 — 32ye? —
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384aye? +224bye? - 384abye? — 1280%ye? + 384ab?ye? — 147203y e? + 1312b*ye? — 288b°ye? — 64wy e? —
1152axye®+320bxye®+384abrye®—2624b%xye®+1984b3 xye? —384b*wye?—192bx%ye?+288b% 12y e -
96b3x2ye? — 641y%€? + 384ay?e? — 384by%e? + 1216b%y%e? — 384b3y2e? — 192xy2e? + 384bxry?e? —
192b%x12€? + 128y3€2 — 128by3e? — 16€3 + 48ae? + 192a2e3 — 72be3 + 208abe3 — 192a2be3 + 80b2€3 —
96ab?e3 + 424b%€3 — 512ab3e3 — 400b%e3 + 528abe® — 616b°€® — 208ab®e3 + 107208€¢3 + 32abbe3 —
61607e3 + 160b%3 — 160%€3 — 88xe3 + 384awe® — 248bxe’ + 192abxe® + 648b%xe3 — 128ab? e’ +
3120%xe® + 992ab3we® — 2008b*xe® — 640ab*zed + 28400°xe® + 96ab°re® — 176800 xe® + 48807 xed —
4803 xe® — 160z2€3 + 320ax?e3 — 1152a2x2€3 + 240bx2e® — 2880abzr?e® + 1600%x%€3 — 592ab?x2e3 -
4168b3x%€3 + 496ab3x2€3 + 321604223 + 96ab*x?e® — 856b°x2€3 + 20800 x2€3 — 48D7x2e3 — 96a3€3 —
320ax3e® + 224bx3e3 + 512abx3e3 — 664b2 13 €3 — 288ab?x3€ + 98403 3 €3 + 32ab3x3e® — 696b4 33 +
200052363 — 16b%23€3 + 112ye3 — 128aye3 + 288bye3 + 384abye — 52802y €3 + 640ab?ye3 — 19203 ye3 -
832ab3ye3 +1904b*ye3 +192abtye3 —1984b%ye3 + 7525y €3 —96b"ye3 + 4162y e3 +64axryed +32bxyed +
2048abxye® — 12800%xyed — 1728ab’xye? + 451203 xye3 + 384ab3xye® — 42560 ryed + 153605 ryed -
192082ye® + 384x%ye® + 1024ax?ye’ — 736bxye’ — 896abxr?ye? + 2064b%x%ye® + 192ab’x%ye’ —
208003 x%ye3 + T84b*a2ye® — 96b°x2ye3 — 256y2%€3 — 64ay?e3 — 160by?e® — 832aby?e® + 832b%y%e3 +
384ab?y?e3-1824b31%e3+1088b*y2e3-192b%y2 €3 - 4802y €3 —896axy?e3 +800bxy? 3+ 384abxy?e3 -
1760b%xy?e® + 112003 xy2e® — 192b*xy?e® + 192y3€3 + 256a13 €3 — 256by3e® + 448b%y3 €3 — 1283133 -
12¢* — 40ae* — 96a2e* — 384a3e* — 56be* — 256abe* — T68abe* — 72b%c* — 664ab?e* — 960ab?e* —
16003t — 784ab3e* + 768a%b3e* — 448b*e* + 136ab*e? — 96a%b*e* + 96b°€* + 800ab e* + 61600+ —
392ab8e*—448b7e* +48ab"e* + 108b%e* — 8b9e* — 68we* — 304aret —384a’xet — 184bxe — 1008abxe —
576a%bxe* —200b2xet — 240ab’xet + T68a2b%xe — 768b3xet + 1024ab3xe* —192a2b3xe* + 368b*wet -
80ab*ret+1984b°xe4—208ab’xet 245600 ret +48abS et +1184b7 xet —268b% ret+24b%xet — 128224 -
608ax?e* +320ax2et — 40bx?e + 64abx?e* + 320a%bx?e* — 316b%x%e + 3640ab?x2e* — 96a2b? 1€t +
256b312%et — 2496ab3x2et + 3776b%x2et + 536abix?et — 4888b%x2et — 48abdx?et + 2364512t -
528b7x2e* + 48b8x%et — 80x3et — T04ax3e* — 896a2x3e* + 16bx3e* + 7T68abxr3et + 256a%bxr3et -
788b%x3et — 2896ab?x3et + 1184b3x3e* + 1856ab3w3e* — 2528b* 3¢t — 304abta3et + 22320° 3¢ -
7640023€e* + 8807 x3e* + T2ye + 256aye* + 384aye* + 200bye* + 992abye* + 384abye* + 152b%ye +
448ab?ye* — 384a2b?ye* + 680b%ye* — 1088ab3ye* + 8btye* + 64abtyet — 1928b°ye? + 96ab ye? +
16400%ye* — 488b7ye? + 48b%ye + 272xye? + 1280axye* + 1152a2xye* + 224bxye* + 1568abrye* -
384a?bryet + 8320%xyet — 2048ab’xyet + 160003 xye? + 928ab?rye — 5072b%ryet — 192ab*ryet +
4192b5zyet — 147205 xye* + 19207 xyet + 25622ye* + 1536axye* — 272bx2yet — 2880abx?yet +
17520222y +1632ab? 22y et 41200312y et —288ab3 12y et +3416b* 12y et — 11766 12y et + 14400 22 yet -
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14492€* — 544ay?e* — 384ay2e* — 128by%e — 768aby?e* — 256b%y2e* + T36ab%y?e* — 896b3 12 -
192ab3y?e* + 19360412t — 1088b°y%e* + 192001%¢ — 272x1%€* — 1344axy?e + 288bxy?et +
1920abzy?et — 1632b%xy%e* — 576ab’xy?e* + 3008b3xy?et — 1680b*wy2et + 288b5 112t + 9673 +
384ay3et — 96by3et — 384aby3e* + 4800213t — 672b3y3 et + 192b%y3e* — 265 — 28ae® — 112a%€° —
192a3€® - 18be® — 196abe’® — 560a2be’ + 192a3bed® —80b2€® — 532ab?e® — 96ab?e® — 204b3e® —372ab3 e’ +
1184a2b3e® —176b%€d + 948ab*e® — 624a2bed + 2885 €5 + T40ab®e® + 80a?be® +412b%€® — 1228abbe® —
316b7€® + 468ab”e® — 206b%¢® — 56abBed + 24275 — T6H10ed + 811 e® — 12265 — 184axe® — 352awe® —
384a3xe® — 86bxe® — 528abxre® — 1120a%bxred — 264b%xed — 528ab?xed + 320a2b?xe® — 260b3r€> —
520ab3xe® — 288a2b3xed + 284b* xe® + 440ab*xe® + 160a?b*xe® — 400°xe® — 336abPxe® — 70008 xe® +
336ab8xed + 86807 xe® — 88ab”xe® — 33603 xe® + 300716 + 400w ed — 24026® — 400ax2€® — T04a 1€ +
1152a3x%€5 — 128bx?e® — 240abx?e® + 2880a2bx?e® — 3260%x2€> + 1780ab’x?e> + 2896a2b?x2e® +
63003 x2€® + 3308ab3x2e® — 1648a2b3x2€d + 1784b*x2€® + 1428ab*x2e® — 728b°x2€5 — 3340ab’x2€d +
103065225 + 856abS1:2€® — 19827 1:2€> + 102483 :2€> — 160092265 — 162:3€> — 288ax3ed — 320a%x3€® —
56bx3€5+640abr>e® +384a2ba3e®—920%2x3€5 - 1480ab? 13’ —64a?b?x3e> +526b3 13> +1768ab3 235 -
1316b*x3€5 — 728ab* 23 + 17800° 23 + 88ab®x3€® — 109200235 + 294b7 235 — 2808236 + 12y€® +
160ayed +448a?yed +80byed +656abye® +384abye® +280b2ye® +496ab’ye® —896a2b?ye® + 37663y e® —
768ab3yed + 320a2b3ye® — 432b1yed — 608abtyed® — 632b5ye® + 752abye® + 840b5ye® — 176abSye® —
28007y €5 +4b3yed +8b%yed +48xye® + T04axye® +1088a%xyed +232bxy e +560abrye® —1280a2bayed +
616b%xye® — 1328abxye® + 320a?b?xye® — 576b3xye® + 176ab3xye® — 17760 xye® + 176ab*xyed® +
293605 xye® — 32ab>xyed — 183200 xye® + 544b" rye® — 64b8xyed + 482 ye® + T68ax?ye® + 144bx?yed -
2208abx?ye>+156b%x2yed+2256ab’x?ye®—199203 x2ye>—960ab3 22 yed+31920* w2y ed +144ab a2 yed -
2112b%x%ye® + 63605 12ye® — 72b7 x%ye® — 24125 — 304ay?e® — 448a?y?e® — 104by?e® — 336aby?ed +
320a2by2e® — 288b%y2 € + 400ab?y2e® + 96b3y2€d + 16ab3y?e® + 79204 y2€® — 32ab*y2e® — 9520%y2€d +
4160%y2e>-64b7y2 > —48xy?e>—672axy?*e>—120bxy? €5 +1632abxy?e>-2400% xy? > —1248ab>xy?€® +
168003 xy?e® +288ab3xy?e® —2064b% xy?e® +9360° xy?e® — 144b0xy2e® + 16y3€® + 192ay3 €5 + 32by3e® -
384aby>ed + 96b%y3e® + 192ab?y3e® — 448b31y3€® + 400b*y3€® — 96b°1y3€d — 4aeb — 40a?€b + 128a€b —
2beb — 52abeb — 112a2beb + 192a3beb — 200%€5 — 168ab?eb + 200a2h?€b + 384a3b2€8 — 66035 — 8ab3eb +
608a2b3eb — 192a3b3€ — 48b*¢6 + 544ab*e® — 56a2b*eb + 1400°€5 + 192ab®eb — 304a2b%eb + 168b5¢5 —
536ab%e5 +88a2b5¢6 — 164b7€6 + 136ab”eb — 112686 + 36ab®eb + 15006€6 — 12ab?e6 — 5201065 + 6h 116 —
28ax€8 — 160a2xeb — 14bxeb — 176abxeb — 48a2bxeb — T60%xeb — 160ab?xeb + 576a%b?xeb — T0b3xeb +
528ab3xeb —512a2b3xe6 + 176b*xeb + 280ab*xeb + 160a2b*web + 164b°xe6 — 784abdxeb — 16a2b° 1€ -

20008 2€5 + 416ab%x€5 — 28b7xe — 80ab” el + 48b3x€6 + 4abBxeb + 100%266 — 12610260 + 211 e6 —
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64ax?eb — 22402225 — 448a3x2€ — 32bx2€b — 104abx?eb — 160a2br2eb — 64a3bx?eb — 60b2 120 —
84ab?x?eb — 1832a2b%x2€8 + 94b3x2€5 — 1260ab?12€6 + 592a2b321:2€6 — 276b*12€b — 1232ab*x2€b +
88a2bix2e6-8460°x2€5+1416ab°22€8+45600 25— 156ab022€5+314b7 225 -52ab7 125 —148b% 126 -
260°22€5 + 120102266 — 48ax3€b + 64a’x3eb + 384a3x3eb — 24bx3eb + 272abx3eb + 416a%ba3eb —
128a3ba3eb + T2h2x3€5 — 108ab?x3eb + 1088a2b?x3¢0 + 12203 13¢6 + 1128ab323€0 — 992a2b3x3¢5 —
12804238 + 416ab*x3e8 + 192a2b*x3eb + 74207235 — 1496ab°x3€8 — 4320023¢5 + T00abbx3eb —
43467236 - 96ab” 238 + 472081366 - 1500° 2365 + 1601023 €6 + 24ay e + 160ayeb + 120y e + 184abyeb +
128a?byeb + 128a3byeb + 76b2yeb + 280ab?yeb — 320a2byeb + 12003 y€5 — 296ab3y e’ + 640ab3yeb —
T2b%yeb — 152ab*yeb — 224a2b*yed — 160b5yeb + 776ab yeb + 192b5yeb — 536abSyeb + 7207yeb +
104ab™yeb — 184b8yeb + 84b%yeb — 1200y + 112axyed + 320a2xyed — 128axyeb + 56bryed +
160abxrye® — 736a%bryes + 112b%xyed — 400abxyc® — 128a2b?xyeb — 248b3xycb — 448ab3xyeb +
160a?b3xyeb — 192b%zyed — 112ab*zyeb + 328b5xyeb + 416ab>rye® — 52800xyeb — 112abSxyeb +
53607 xye®—224b8 xyeb+320° ryeb+128axyeb +64bx2yeb —496abr?ye® —1200% 2% yeb+ T44ab?x?yeb -
188b322yeb — 536ab?x2yeb + 7244 x2yeb + 184ab* x2yeb — 816b°x2yeb — 24abdx2yeb + 4400022 yeb —
11607 22yeb + 1208 22yeb — 48ay?eb — 160a?y?eb — 24by?eb — 112aby?eb + 192a2by?eb — 64b%y?eb +
64aby?ed — 32a2by%eb + 5632 + 128ab3y?eb + 80bry2eb — 16aby?eb — 136b°y2€6 — 16aby?eb +
1606512€6 — 88bh71%€5 + 160%y2 €6 — 112axy?e® — 56bxy?e® + 384abry?eb + 80b%xy?ed — 480ab?x1y%eb +
20003x1%€5 + 256ab3xy?ed — 544b*xy?ed — 48ab*xy?ed + 4720°xy?€8 — 176b0x1y%€5 + 24b7 1120 +
32a13€8 +16by3 €8 —96aby3eb — 16b%y3€0 + 96ab?y3 €6 — 64b3y3 €5 — 32ab3y3 €6 + 12804136 — 800536 +
1605y3€6 — 4a2e™ + 64a*e™ — dabe™ — 12abe” + 96a3be” — 64a*be” — b%e” — 20ab?e” + 60a?b%e” +
96a3b%e” — Th3e™ + 180a%b3e™ — 288a3b3e™ — 11b%™ + 112ab*e™ — 124a2b%e” + 96a3b*e” + 19b%€¢" +
56ab®e” — 308a2b%e” + 46b0¢7 — 216ab%e” + 260a2b%¢” — 3007e” — 32ab7e” — 52a%b7e” — 62b%7 +
176ab%e™ + 460%€" — 84ab’e™ + 19b10€” + 12ab'0e™ — 270 M e™ + 9b12e™ — b13e™ — 16a%xe” — 32a3xe” +
128a%xe”-16abxre” —56a%bre” +320a3bre” —4b2xe” —64ab®xe” +264a2b?we” +480a3b>xe” — 2203 xe” +
88ab3xe” +928a%b3xe” — 256a3b3xe” — 6b*re” + 624ab*we” + 144a2b*xe” + 1480°xe” + 488abPxe” —
680a2b3xe” + 22000x€” — 544abbxe” + 184a2bSxe™ — 960" xe” — 312ab"xe” — 224b8xe” + 304abBxe” +
760726 - 56ab%xe” + 72010xe — 420 1™ + 6b12xe” — 16a%x%€” — 384atx?e” — 16abx?e” +32a2bx2e” -
768a3bx%e” — 4b%x2e” — 580a2b?x%e” — 1536a3b?x2e” — 8b3x2e” — 116ab3x2e” — 2332a2b3x2€" +
768a3b312€™ — bra2e” — 1220abtx%e” — 1132a2b4x%e” — 1710%22%€™ - 1760ab’x2€™ + 2300a2b°x2%€™ -
5410%22€™ + 832abSx2e” — 576a2b05x2€” — 17507 x2€” + 1700ab”22€™ + 65Tb%x%e” — 1148ab®x2€” +
163092267 +192ab%x2e"—4T161022e"+191b1 1 126" —24b12 22" +192a3 13 "+288a% b3 " - 256 a3ba3e +

144ab?23€™ + 192a2b223€™ + 64a3b2x3€™ + 24b3x3€” + 384ab3x3¢” — 960a2b3x3e” + 11204 x3€¢7 —
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432ab*x3e™ + 576a2b*x3e” + 320°x3€™ — T68ab’x3e” — 96a2bPx3e” — 3360023€” + 1008abbade” —
1607 23e” — 384ab”x3e” + 4000823€¢” + 48abBx3e™ — 288b7x3e” + 80003 — 8bMw3e” + 16a%ye” +
16abye” + 16abye” + 64abye” + 4b>ye” + 48ab?ye” + 32a2b?ye” — 64a3b?ye” + 20b3ye” + 96a2b3ye” +
16b%ye™ —240a2b*ye” — 32b°ye™ + 16ab’ye” + 80a?boye” — 8bSye™ — 208abSye” + 8b7ye” + 160abye” —
488 ye™ —32abBye” +64b%ye” — 28b10ye” + 4b ye” + 32awye” — 64adxye” + 32abrye” — 144a’brye” +
64a3brye” +8b%xye” —32ab?xye” —112a2b>xye” +12b3xye” —288ab?xye” +336a2b3xye” - T6b* rye” +
160ab*zye™—112a2b*rye”—84b° xye” +384ab’ xye” +196b% rye™—320abS vy e +5207 xye” +64ab” xye” —
180b%xye” + 84b9zye” — 12b0zye” — 16a%y%e” — 16aby?e” + 16a%by?e” — 4b%y%e” — 16aby%e” +
16a2b%y%e™ — 120%y2€” + 64ab3y?e” — 16a2b3y?e” + 12b%y%€” + 36D%y2e” — 48abPy?e” — 28b0y2e” +
16abSy2e” — 20b7y%€e” + 200%y%€” — 4b%y%e” + 64atz?e® + 128a3br2e® + 64atbr?e® + 96a2b%12e® +
384a3b?x2e® + 32abPx%ed + 480a2b3x2%e® + 128a3b312e® + 4b*x2e® + 224ab*x%€® + 576a2b*x2e® —
128a3b*x2e8 + 36b°x2ed + 480ab’x2e® — 192a20°x2€8 + 1120022€® + 160abSx2e® — 288a2b0x2€® +
11207 22€® — 416ab"x2e8 + 96a2b" 12€8 — 7203128 — 96abBx2€® — 13607 12€8 + 160ab?x2€® + 48h10 228 —
32ab1022€® + 48h1 1 2e® — 28b12x2€8 + 4b132:2€8) [(16(-2 — € + be ) (2 — 2ae? — be? — 2b%€? + b3e2)?).

Dreptele invariante: Iy = x, lo = x -1, I3 = 2 - 2x€ + 2bxe — 2ae® — be? — 2b%€% + b3e? — daxe? -
2bxe? — 4b%xe® + 203 x€2,

l4-15 = =16+ 16+ 32be — 16b%€ + 32x€ — 16bxre + 162%€ — 32y € + 4€% + 32ae? + 8be? + 8b3e? — 4b*e? —
48bxe? + 40b%xe? — 8b3xe? — 1622€? + 16bx2e? — 4b%x%€? + 48bye® — 16b%ye? + 32xye? — 16bxrye? —
16y2€? —4e® — 16ae3 — 20be3 — 32abe3 — 24b%€3 + 16ab?e3 + 8b3€3 + 12b%e® — 4b%e3 — 1663 — 32axe3 -
24bxe3 + 16abxe? + 32b%xe® — 8b3we® — 162263 — 32ax2e3 + 16bx?e® — 52021263 + 200321263 + 16ye3 +
32aye3 + 32bye® — 16b2ye® + 32xye3 — 48bxye® + 1602 xye® — 16y%€3 + 16by>e® — €t — 8ae* — 16a%e* —
6bet—24abet - 110%e* —8ab?e* —4b3e* +8ab3et + 5bt e + 200 — b0 et —4x:et - 16axet —6bret + 24abret +
1202ze* —8ab?wet + 4b3xet —8b* xet + 205 wet — 4a2et + 12bx% e — 130222t + 6b3 22 — bra2et + dyet +
16aye* + 8bye* — 16abye* — 8b%ye* — 8b3ye* + 4bye* + 8xyet — 20bxyet + 1602 xyet — 4b3xyet —4y?et +
8by2et — 4b%y2et + 16a222€® + 16abx?ed + 4b%x2ed + 32ab?22e® + 16b312€® — 16ab?x2ed + 8b*a2ed —
160°x2€5 + 4052265,

Daca € — 0, atunci [3, 4,5 - oo.
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3.2. Sistemele cubice ce poseda trei drepte invariante de multiplicitatea maxi-

mali dintre care dreptele afine sunt reale si concurente

Notam cu CS]L;?T) clasa sistemelor cubice cu exact doua drepte invariante afine reale si
concurente. In sectiunea de fati vom determina toate consecutivititile (partial) maximale

de multiplicitati ale dreptelor din CSL.?

5(r) si anume, vom demonstra urméatoarea teorema de

bazi.

Teorema 3.2.1. Cu ajutorul unei transformdri afine si rescalarea timpului orice sistem

. . np
cubic din CS]LQ(T)

(Moo (1115 1123 foo ) ) M1, f2; fheo ) Poate fi scris sub una dintre urmdatoarele forme:

ce admite conseculivitatea (partial) mazimala de multiplicitati

m(3,3;1) 1) r=x3 y=y(2®+ay+by?),b+0;
m(3,2;2) 21)  d=ax® Y=vy?a%0;

22)  i=z(ax®+vy), y=v> a=0;
m(3,1;3) 3.1)  d=a2%(ax+by), y=y, a0

32)  d=x(ay+b), y=y(x®+ay+b), b#0;
m(2,2;3) 4) t=x, y=y(l+bzry), b+0;
Moo (2,1;3) 5.1 t=x?(a+br+cy), Y=y, c(a®+b?)=+0;

t=z, y=y(l+ax+bx?+cry), a(b®>+c?)=+0;

)
)

5.3)  z=x(l+azx+br®+cry), y=y, c(a®+0b?)=0;
) d=xz(l+ay), y=y(l+br+ay+cx?), abc#0;
)

Meo(1,1;3) 6.1 =z, y=y(a+br+cy+dr?+exy+ fy?),

(a®>+2+ f2)(d?+e?+ f2)(a®>+ 02+ d?*)((a—1)2 + 2+ f?)-

((a-1)2+02+d)((a-1)2+(cd - bce + b2 f)?) + 0;

6.2) d=zx(a+by), y=y(c+dr+ey+a?),
a(?+e2)((a-c)?+(b-e)?) +0;

6.3) d=xz(a+by+cry+y?), y=-y(d+ex+cx?+cxy),
ad(c?+e?+ (a+d)?)((a+d)?+ (be—e)?) £0;

6.4) d=x(a+by+cry+dy?), y=ay(l+bzx+ca?+dry),

aa(c? +d?*)(a-a) #0.
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3.2.1. Multiplicitatile algebrice a doud drepte invariante afine reale gi concurente.

Pentru demonstrarea teoremei 3.2.1, mai intai, vom determina multiplicitatea algebrica
maximald a dreptelor invariante afine din clasa CSL;%’T).

Fie c4 sistemul (3.1) posedd doua drepte invariante afine reale si concurente [; si l. Prin
intermediul unei transformari afine putem face ca aceste drepte sa fie descrise respectiv de

ecuatiile = =0 gi y = 0. Atunci, sistemul (3.1) are forma

& = x(a19 + a0 + a11Y + a302? + a1 Y + a12y?), (3.125)

U =y(bor + b112 + booy + ba12? + byaxy + bosy?).

Vom nota cu p; multiplicitatea dreptei invariante xz = 0, cu ps multiplicitatea dreptei
invariante y = 0, iar cu p. multiplicitatea dreptei de la infinit.

Aplicand definitia 2.1.2, vom calcula multiplicitatea algebricd maximala a dreptei x =0,
dupa care vom determina multiplicitatea algebrica a dreptei y = 0.

Multiplicitatea algebrica a dreptei invariante x = 0.

Pentru sistemul (3.125) calculam determinantul £, (X) (vezi definitia 2.1.2). El reprezinta

un polinom de gradul 8 in z si y si-1 vom scrie sub forma

E1(X) = 2(A1(y) + As(y)x + Az(y)2? + Ag(y)z® + As(y)=*
+Ag(y)2® + A7 (y)xb + Ag(y)xT).

(3.126)

Avem A;(y) = —yA11(y)A12(y), unde Ay1(y) = bor + booy + bosy? si A12(y) = a3y — arobor +
2a10a11y ~ 2a10bo2y + af,y? + 2a10a12y* + a12b01y* — a11b02y? — 3a10b03y? + 2a11a12y> — 2a11b03y> +
G%g!ﬁ — a12bo3y?.

Multiplicitatea algebrica p; a dreptei invariante x = 0 este cel putin egala cu doi, daca
are loc identitatea A;(y) = 0. Conditiile (3.2) nu permit ca polinomul A;;(y) sa fie identic
zero, ceea ce implicd inegalitatea |bgr| + |bo2| + |bos| # 0. Prin urmare, vom cere ca Az(y) si
fie identic zero. Identitatea A12(y) = 0 are loc, dacd se indeplinegte una dintre urmatoarele

sase serii de conditii:

(19 = a1 = a1z = 0; (3.127)

a11 = a1z = boz = boz = 0, b1 = arg, a1 # 0; (3.128)

aig = aiz = boz = 0,bo2 = a1, ar # 0; (3.129)

aiz = bog =0, bo1 = a0, bo2 = a1, aipai # 0; (3.130)
a0 = 0,bo1 = ar1(boz — a1)/a12, bosz = a12, a1z # 0; (3.131)
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bo1 = @10, bo2 = a11,bos = a12, arpaiz # 0. (3.132)

Lema 3.2.1. Pentru sistemul cubic diferential {(3.125), (3.2) } multiplicitatea algebricd
w1 a dreptei invariante v = 0 este cel pufin egald cu doi, dacd st numai dacd are loc una

dintre urmadatoarele sase serii de condifii: (3.127), (3.128), (3.129), (3.130), (3.131), (3.132).

Vom examina separat fiecare serie de conditii din lema 3.2.1.

1) Conditiile (3.127).

Multiplicitatea algebrica a dreptei invariante x = 0 este cel putin egald cu trei (u; > 3),
dacd are loc identitatea As(y) = 0. Avem As(y) = yA11(a0bo1 +2a20bg2y + a21b02y? + 3az0bosy? +
2a91b03y?). Identitatea As(y) = 0 are loc, dacd se realizeazi una dintre urméatoarele doui serii
de conditii:

g = az = 0; (3.133)
a0 = b = bos = 0,a91 # 0. <3134>

In conformitate cu conditiile {(3.2), (3.127), (3.133)}, sistemul (3.125) ia forma

T = CL30[E37 y = y(bOI + an] + bggy + b21$2 + blgl'y + b03y2), (3135)
a30(|b01| + |b()2| + |b03|) +0.

Pentru acest sistem A3(y) = asoyA11(y)(bo1+2bg2y+3bo3y?) # 0, deci in acest caz multiplicitatea
algebrica a dreptei invariante x = 0 este egala cu trei.

Daca se indeplinesc conditiile {(3.2), (3.127), (3.134) }, atunci sistemul (3.125) arata astfel:
T = $2(a30$ + a21y), y = y(bm + blll‘ + b211’2 + blgxy), a21a30601 * 0, (3136)

§1 pentru el avem A3(y) = b()ly(agob()l - CL21(2CL21 - 1)12)y2) ¢ 0, adica M1 = 3.
2) Conditiile (3.128):
As(y) = —aioy(2(azo — bir) + 3(az —biz)y) =0 =

bi1 = ago, b1z = an (3.137)

= As3(y) = _361%0(@30 —by1)y #0, astfel py = 3.
In conditiile {(3.2), (3.128), (3.137)} sistemul (3.125) ia forma

& = x(a10 + agT + azox? + ag xy), (3.138)
y = y(am + Qoo + b211}2 + aglxy), Cblg(bgl - (130) +0.

3) Conditiile (3.129).
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Identitatea As(y) = y(ab; —a11(ar1aso +2a21bo1 — arrbir —bo1b12)y? —2a3, (ag1 —bi2)y?) = 0

are loc, daca se realizeaza una dintre urmatoarele doua serii de conditii:
az =0, by = a21b01/a11; b1z = aa1; (3-139)

b01 = O, b11 = a9, b12 =91, Ao F 0. (3140)

Conform conditiilor {(3.129), (3.139)} sistemul (3.125) se scrie astfel

& = x(any + asor? + anry), (3.141)

- 2
Y= y(anbm + ag1bo1x + aj y + arrboyx? + a11a21$y)/a11, ba1 —ago # 0.

Pentru (3.141) avem Asz(y) = y(asob?; — a11as0bory — 2a2, (azp — ba1)y?) # 0 si, prin urmare,

pa = 3.
Daca se realizeaza conditiile {(3.129), (3.140)}, atunci (3.125) obtine forma

i = x(az0 + any + azgr® + azry), (3.142)

Y= y(a20$ +any+ bor? + any -+ am:cy), Gl1a20(bz1 - a30) #0.

Pentru (3.142) multiplicitatea algebricd a dreptei « = 0 nu poate fi mai mare decat trei,

deoarece A3(y) = 2a3, (ba1 — aso)y® # 0.

4) Conditiile (3.130):

As(y) = —y(awo + any)(2a10(azo — b11) + (a11a20 + 3a10a21 — a11b11 = 3a10b12)y + 2a11 (a2 ~
b12)y?) =0 = {b11 = as,bi2 = az1} = A3(y) = y(ba1 — aso)(a10 + a11y)(3a10 + 2a11y) # 0, deci
w1 = 3. Sistemul cubic (3.125) are forma

& = x(ao + a0 + any + asor? + anxy), (3.143)

U =y(aio + a0 + a11y + ba122 + asn xy), apa11(bar — asg) # 0.
5) Conditiile (3.131).
Identitatea Ag(y) = y(an + algy)(auazo(an - b02)2 + 2&12@20(@11 — b02)2y + a12(3a%1a21 -
3a11a12020 + 2a12a20b02 — 4a11a21b2 + a21b(2)2 + 2a11a12b11 — a12bp2011 — aflbu + a11b02b12)yz -
2a11035 (a1 —b12)y3 —a3y(az —bia)y*)Jal, = 0 are loc daci se satisface una dintre urmatoarele

patru serii de conditii:

azo = 0,bp2 = 2a11, b12 = asi; (3.144)
ag =0, by = fl21(502 - a11)/a12, big = 21, boo # 2a11; (3-145)
an = 0, aoo + 0, bog = 0, blg = a91; (3146)
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a1 # 0,a0 # 0,bo2 = a11,b11 = ago, b1z = az. (3.147)
a) Conditiile {(3.131), (3.144)} ne conduc la sistemul

T = l’(ally + CL30.§C2 + a1 Ty + a12y2)7 y = y(a% + 2&11@123/ (3148)

2
+a12b01 2% + ajpag Ty + algyz)/au, ba1 —ago # 0,

— (A 3 2 2 2 2 72
pentru care As(y) = y(ajjaso +2a3,a12a30y + ar2(a3 a12ba1 — a3y a3, + 2a11a12a91b11 — afybi; )y? —

2a11a3,(azo — ba1)y? — aty(aze — b )y*) /ad, # 0, deci py = 3.

b) iIl COIldiEiﬂe (3145) aveln Ag(y) = y(au + algy)(anago(au — b02)2 + a12a30(3a11 -
2b02)(a11 - bog)y - &%2(3&11 - 602)(&30 - bgl)y2 - &?2(6130 - bgl)y?’)/a%Q # O Prin urmare, in

acest caz, piy = 3. Sistemul cubic (3.125) are forma

& = x(any + azox® + anxy + azy?), Y = y(ai(boz — an)+
az1(boz = a11)T + ar2boay + a12b217? + A12a21 7Y + a39y?) [ ar, (3.149)
(b21 - ago)(bog - 2@11) +0.

¢) Dacd se realizeazd conditiile {(3.131), (3.146)} avem A3(y) = —a12y3(2a3, — 3agebir +

b2, + araazoy® — aiabe1y?) # 0 si obtinem urméitorul sistem

M, 2 2
T = x(agx + azox? + an Yy + a12y?),

. (3.150)
Y = y(briw + by % + agywy + a1py?), aa12(ba — aszo) # 0.
Multiplicitatea pu; este egala cu trei.
d) Conditiile {(3.131), (3.147)} ne dau sistemul
T = $(CL20{E +ay+ CL30$2 + a1 7Y + a12y2),
(3.151)

Y= y(amx +a1y + bor2? + a1y + a1zy2), a11a12a20(b21 - a30) #0.

Pentru (3.151) avem A3(y) = (ba1 — aso) (@11 + a12y)(2a11 + a10y)y?® # 0, prin urmare, py = 3.

6) Conditiile (3.132):

As(y) = —y(aio + any + ar2y?) (2a10a20 = 2a10b11 + ar1agy + 3a10a21y — a11b11y = 3aiobiay +
2a11a21y% = 2a11b12y% + a12a21y® — a12b12y°) = 0 = {bn1 = ag, b1z = a;} = Az(y) = y(ba -
azo) (a0 + a1y + a12y?)(3a10 + 2a11y + a12y?) # 0, deci py = 3. In acest caz sistemul cubic

(3.125) ia forma

T = $(a10 + Qo0 + a11Y + a30x2 + a1 Y + a12y2), <3 152)
y = y(aw + Qo0 + a11Y + b21$2 + a9y + algyz), aloalg(bgl - a30) +0.

Astfel, au fost demonstrate urmatoarele doua leme.
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Lema 3.2.2. Fie ca sistemul cubic {(3.1), (3.2)} are doud drepte invariante afine reale
gt concurente. Atunci, multiplicitatea algebricd a uneia dintre aceste drepte este cel mult

egala cu tres.

Lema 3.2.3. Pentru sistemul cubic {(3.125), (3.2)} multiplicitatea algebrica a dreptei

movariante © = 0 este egald cu trei, daca $1 numai dacd el are una dintre urmdtoarele
unsprezece forme: (3.135), (3.136), (3.138), (3.141), (3.142), (3.143), (3.148), (3.149), (3.150),
(3.151), (3.152).

Multiplicitatea algebrica a dreptei invariante y = 0.

Pentru fiecare dintre sistemele, enumerate in lema 3.2.3, vom determina multiplicitatea
algebricd posibild a dreptei invariante y = 0. In acest scop, polinomul E;(X) din definitia
2.1.2 1l vom scrie sub forma:

BL(X) = y(Bu(x) + Ba(a)y+ Ba(w)y? + Ba(@)y’ + B}y’ 1)
+Bg(2)y® + Br(x)y° + Bs(2)y").

Multiplicitatea algebrica po a dreptei invariante y = 0 este egald cu k, daca By(x) =
0,--, Bx-1(x) =0, By #0.

Vom examina aparte fiecare sistem din lema 3.2.3.

Tinand cont de conditia (3.2), in cazul sistemelor (3.136), (3.138), (3.142), (3.143),
(3.151), (3.152), avem By(z) #0, deci pug = 1.

Pentru sistemul (3.135) identitatea By(z) = asox®(b3; + 2bo1biix — 3agoboia? + b a? +
200102122 — 2a30b11 23 + 2b11bo1 23 — azobarx* + b3, 2*) = 0 are loc, dacd se realizeazd una dintre

urmatoarele doua serii de conditii:
bot = b11 = ba1 = 0; (3.154)
bo1 = b11 = 0,b91 = asp. (3.155)
Conditiile (3.154) implica By(x) = —a2,x°(3bo2 + 2b12z) =0 =
boa = b1z = 0. (3.156)

Sistemul cubic {(3.135), (3.154), (3.156)} are forma & = agox3, ¥ = bozy?, aszobos # 0. El
apartine clasei CSL) si realizeaza consecutivitatea de multiplicitati m(3,3,1,1;1) (vezi [41]).
Conditiile (3.155) ne conduc la implicatiile By(x) = aZyb1225 = 0 = bjp = 0 = Bs(x) =

azox® (203, + azobozx?) # 0. Prin urmare, s = 3, iar sistemul (3.135) ia forma
T = CL30333, Y= y(bogy + CL30I2 + bogyz), azobos # 0. (3157)
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Pentru (3.141) avem B () = agox3(a?, b2, +2a11a21b2, 2 — bo1 (303 azo — a3, bo1 — 2a3,bay ) 2% -

2a11a21b01(ago — bar )23 - a%bm(%o - b21))/a%1 si{Bi(x)=0,(3.2)} =
bo1 = b21 =0, arjazaz # 0 (3.158)

= BQ(Z’) = —a§0x5(3a11 + 2(121{E) # 0, Mo = 2.
In cazul sistemului (3.148): Bi(z) = asox®(ad, + 2a2,a19b110 — a12(3a3,asp — a12b?, -

2a2,b91 )% = 2a2,b11 (a30 — b1 )23 — adybay (azp — bar)2*) Jat, = 0 =
arr = b1 =ba =0, (3.159)

= By(x) = —2a21a3,25 = 0 = ag; =0 = Bs(x) = —-3a12a3,2° # 0, po = 3. Sistemul (3.148) ia
forma

T = .fE(CZgo.’L’2 + a12y2), y = (Ilgyg, as30a12 F 0. (3160)

Pentru sistemul (3.149) identitatea By (z) = azoz®(a?,(a11 — bo2)? + 2a11a21(arn — bog )%z +

(a11—502)(a11a%1 +3a11a12a30—a%1b02—2a11a12b21)x2+2a12a21(an—bgg)(ago—bgl)ﬁ—a%bgl(ago—

bo1)xt) /a2, = 0 are loc, dacd se indeplineste una dintre urmatoarele doua serii de conditii:
ai1 = agy = by =0, (3.161)

boz = a11,b21 = 0,a11 # 0. (3.162)

Daca are loc (3.161) ((3.162)), atunci polinomul By(z) = —=3aZ,boa2® (B2(x) = —a2,2°(3a11+
2a91x)) nu este identic zero, prin urmare, o = 2.
Pentru (3.150) avem: By (z) = —24(ago + azox) (agobi1 — b2, + 2as0b112 — 2b11ba1  + azgbor 2 -
b2,2?) =0 =
bii =0, b1 =0 (3.163)
= By(x) = —agx*(ag + agox) (az + 2a30x) =0 = a9 =0 = Bs(z) = —a203(ag + azox ) (2az +

3azox) #0, pe = 3. Sistemul cubic (3.150) arata astfel:
j,’ = .Z‘(CLQ()I‘ + (1301’2 + a12y2), y = a12y3, a12A20030 * O (3164)

Transformarea X =y,Y = reduce (3.160) gi (3.164) la un sistem de forma (3.157).

Lema 3.2.4. Pentru sistemul cubic diferential {(3.125), (3.2) } multiplicitatea algebrica
a dreptelor x = 0 g1 y = 0 este respectiv py = 3 st py > 2, daca si numai dacd el are una
dintre formele: 1) {(3.135), (3.154)}, 2) {(3.135), (3.155)}, 3) {(3.141), (3.158)},
4) {(3.148), (3.159) }, 5) {(3.149), (3.161)}, 6) {(3.149), (3.162)}, 7) {(3.150), (3.163) }.
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Lema 3.2.5. Orice sistem cubic din CSLZ@,)

multiplicitatea algebricd egald cu trei poate fi adus cu ajutorul unei transformari afine de

pentru care fiecare dintre dreptele afine are

coordonate si rescalarea timpului la forma (3.157).

3.2.2. Clasificarea sistemelor cubice ce posedd doud drepte invariante afine
reale concurente si pentru care dreapta de la infinit e de multiplicitate

algebrica maximala

In aceastd sectiune pentru subclasa de sisteme cubice {(3.125), (3.2)}c CS]L;%’T) au fost
stabilite consecutivititile de multiplicitati partial maximale de tipul meo (pe1, pi2; fhoo )-

Fixam py € {1,2,3}, o € {1,2,3}, p1 > po si determinam multiplicitatea dreptei de la
infinit astfel incat consecutivitatea (p1, ti2; fteo) S& fie maximald dupa a treia componenta.
Sunt posibile urméatoarele sase cazuri:

1. m(3,3; fhoo)s 2. Moo(3,2; oo )y 3¢ Moo (3,15 o)y 4e Moo(2,2; oo )y Be Moo (2,15 floo) s
6. Meo(1,1; o).

Consideram sistemul cubic {(3.125), (3.2) }¢ (CSL;?T) si sistemul omogenizat corespunzitor

T = .I'(CL1022 + CLQ()JIZ + CLHyZ + CL30$2 + a1 7Y + alng),

(3.165)
y = y(b(nZ2 + bu[L‘Z + bOQyZ + b21x2 + blgxy + bogyz).

Pentru (3.165) scriem E;(X) sub forma (3.20), adica

E\(X) = Co(w,y) + C1(z,y)Z + Co(w,y) 2% + Cs(x,y) 2% + Cu(z,y) Z*
+C5(Ia y)25 + Cﬁ(xa y)Z6 + C7($,y)Z7 + 08(x7y)287

unde Cj(x,y),j =0,8 sunt polinoame in z si y.
Multiplicitatea algebrica maximald a dreptei de la infinit este ., € N*, daci p. este cel
mai mare numar astfel incat Z#~-1) divide E;(X).

1. Cazul m(3,3; fico)-
Cu scopul determinarii multiplicitatii algebrice maximale a dreptei de la infinit pentru

sistemul (3.157) (vezi lema 3.2.5), consideram sistemul omogenizat
T = a30x3, Y= y(bogyZ + CL30.T2 + b03y2), azobos # 0. (3166)

Pentru (3.166) avem Cy(x,y) = asobozx3y3(agor?+3bosy?) # 0 si, prin urmare, multiplicitatea
algebrica a dreptei de la infinit nu poate fi mai mare decat unu. Astfel, in clasa CS]L;LfT) avem

consecutivitatea maximald de multiplicitati m(3,3;1).
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Lema 3.2.6. Prin intermediul unei transformari afine de coordonate si rescalarea timpulus
orice sistem din clasa CSL;?T) ce realizeazd consecutivitatea mazimald de multiplicitati m(3,3;1)

poate fi scris sub forma

i=a% y=ylay+a?+by?), b+0. (3.167)

Sistemul (3.167) are factorul integrant de tip Darboux u(z,y) = exp((ay-22)2/(2bz?y?))/y3.

2. Cazul mw(3,2; fte)-

Conform lemei 3.2.4, sistemul cubic {(3.125), (3.2)} admite dreptele invariante = = 0 si
y = 0 de multiplicitatile trei si respectiv doi, daca el are una dintre urmatoarele sapte forme:

1) {(3.135), (3.154)}, 2) {(3.135), (3.155)}, 3) {(3.141), (3.158)}, 4) {(3.148), (3.159)},
5) {(3.149), (3.161)}, 6) {(3.149), (3.162)}, 7) {(3.150), (3.163)}.

Cazul 1) {(3.135), (3.154) }. Tinand cont de (3.154), sistemul (3.135) arata astfel

i =azor®, ¥ =1y*(bog + braw + bozy), aso(|boz| + |bos|) # 0. (3.168)

Pentru sistemul omogenizat, asociat sistemului (3.168), avem Cy(z,y) = —azox3y?(2b12x +
3bosy) (azox? — bioxy — bosy?) = 0 = boz = b1z = 0 = C1(z,y) = —3a3,bo2xy? # 0. Prin urmare,
multiplicitatea dreptei de la infinit este egald cu doi. Sistemul (3.168) ia forma & = agox3, § =

boay?, bogasg # 0, iar dupa rescalarea timpului il putem scrie astfel

i=ar®, =y a0 (3.169)

(vezi sistemul 2.1) din teorema 3.2.1).
Din cele expuse de mai sus, rezulta ca in (CSILZZ,) are loc egalitatea mo.(3,2;2) = m(3,2;2).
Mentiondm, ca (3.169) este integrabil gi are integrala prima F'(z,y) = (y-2ax?)/(2az?y).
In cazurile 2), 4), 5), 6), 7) avem respectiv

T =agx®, Y= y(a30x2 + booy + biaxy + 503y2)7 a30(bgz + 533 + b%z) #0,

Co(z,y) = azor3y?(biaz + boszy) (azer? + 20102y + 3bozy?) £ 0, fieo = 1;

& = x(asor? + anxy + a12y?), Y =y?(aax + a12y), ai2a30 * 0,
_ 9 2 .2 2 2
CO(xa y) = —azr3y (2002100305153 + a5, T7Y + 3a12030T°Y + 2012021 7Y

+a3,%) # 0, floo = 1;

T = =7U(6l30$2 + a12y2)a Y= yQ(amy + 502)7 ajpasg # 0,

Co(z,y) = —ar2a3023y>(3asr? + a12y?) £ 0, oo = 1;
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. 2 2 S 2

& = x(agx? + any + anxy + a12y?), Y =y*(an + anx + a2y),
_ : 2

apazy # 0, Co(z,y) = —azer3y?(2az1a3073 + a3,2%y + 3aipazor?y

+2a19a017y? + atyy3) # 0, peo = 1;

T = x(agT + azox? + ag1xy + a12y?), U = y*(agx + any),
aagaz # 0, Co(z,y) = —az0r®y?(2a91a307> + a3, 2y+
3a12a302%y + 2a12a017y? + a2yy3) # 0, peo = 1.
Cazul 8) {(3.141), (3.158)}. In acest caz Co(z,y) = —anaspxdy*(2as0x + any) = 0 =
asn =0 = Ci(x,y) = -3a11a3,2°y* # 0, i = 2. Sistemul {(3.141), (3.158)} obtine forma

T =x(a11y + azx?), ¥ =an1y?, aias # 0, iar dupa rescalarea timpului poate fi scris astfel
i=x(y+ar?), y=v* a#0 (3.170)

(vezi sistemul 2.2) din teorema 3.2.1).
In CSLSZ) avem egalitatea mq(3,2;2) = m(3,2;2). Sistemul (3.170) este integrabil i are
integrala primd F'(x,y) = (2az?y + y?)/22.
Lema 3.2.7. Cu ajutorul unei transformdari afine de coordonate si rescalarea timpului

orice sistem din clasa CSILL? | ce realizeazd consecutivitatea maximald de multiplicitati m(3,2;2)

2(r)
poate fi scris sub forma (3.169) sau (3.170).

3. Cazul Mo (3,1; i)
Urmatoarele sisteme cubice: (3.135), (3.136), (3.138), (3.141), (3.142), (3.143), (3.148),

(3.149), (3.150), (3.151), (3.152) poseda dreptele invariante x = 0 gi y = 0 de multiplicitatile
p1 = 3 i respectiv ps = 1 (vezi lema 3.2.3).

Procedand similar cazului anterior si tinand cont de conditia (3.2), vom examina separat
fiecare dintre sistemele enuntate.

Sistemul (3.135). Pentru acest sistem avem Cy(z,y) = —azox3yCoi(x,y)Co2(z,y), unde
Co1(z,y) = azor®—ba1x%2-b1oxy—bo3y?, Coz = (ba122+2b12xy+3bo3y?). Dacd Cpi(z,y) = 0, atunci
pentru (3.135) infinitul este degenerat. Fie Cy(x,y) # 0, adica |ago — ba1| + |bia| + |bos| # O,
iar Coo(x,y) = 0. Atunci, bz = big = byy = 0 = Ci(z,y) = —ad 2 y(2b112 + 3bgey) = 0 =
boz = b11 =0 = Cy(x,y) = -3a3,be12°y # 0, piee = 3. Sistemul (3.135) ia forma

T = a30x3, Y= b01y, azobo1 £ 0. (3171)

Sistemul (3.136). In acest caz: {(3.2), Co(x,y) = - y((aso—ba1)z+ (a1 —b12)y) (asoby 22+

2a30b12$y+a21b12y2) = 0} = {|a30—b21|+|a21—bl2| #0, oy = b1o = 0} = Cl(Ly) = —511I4y(a30$+
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a21y)(2az0r+az1y) =0 = b1y = 0= Co(z,y) = ~bo173y(aspr+azy)(3asr+2a21y) £ 0, fie = 3.
Sistemul (3.136) capata forma

T = IQ(agol' + agly), y = b()ly, Clg()b()l +0. (3172)

Mentiondm, c& sistemul (3.171) este un caz particular al sistemului (3.172), iar, dupa

rescalarea timpului, ultimul sistem poate fi scris sub forma
i=2%(ax+by), Y=y, a+0 (3.173)

(vezi sistemul 3.1) din teorema 3.2.1). Sistemul (3.173) nu admite alte drepte invariante
diferite de x = 0 si y = 0, deoarece E1(X) = —23y(-a + 3a?x? + 5abxy + 2b*y?). Conica f =
—a + 3a?z? + babry + 2b%y? = 0 este reductibild in C[x,y], dacd si numai daca b = 0, adica
f=a(-1+3az?), dar f =0 nu este invariantd pentru {(3.173), b = 0}.

Sistemul (3.173) are factorul integrant de tip Darboux u(z,y) = 1/(a3y?exp((1 +
bry)?/(2ax?))) i in (CSL;LZ,) are loc egalitatea mq(3,1;3) = m(3,1;3).

Remarca 3.2.1. Pentru fiecare dintre sistemele omogenizate, asociate sistemelor cubice
(3.138), (3.141), (3.142), (3.143), polinomul Co(z,y) are forma Co(z,y) =
(ba1—az0)x°y(aspbar x2+2a01aspry+a3,y?). Identitatea Co(x,y) = 0 are loc, daca se tndeplineste

una dintre urmatoarele doud serii de condifii:
A) 921 =b21 =0 §Z B) a21:a3020.

Sistemul (3.138). In conditiile A) (B)) avem C)(z,y) = —2aga3,2%y = 0 (Cy(x,y) =
asob3 28y = 0) = ag =0 = Co(x,y) = —3a10a3,2°y # 0 (Co(x,y) = a1ob3; 2y # 0), peo =3, si
sistemele

& = x(az0r” + a), Y= a0y, G100z # 0; (3.174)
T = a107, y = y(b21$2 + CL10>, a1obo1 £ 0. (3175)

Sistemul (3.174) are patru drepte invariante afine: [} = x,ly =y, l34 = ¢ \/m,
care, impreuna cu dreapta de la infinit, formeaza o consecutivitate de multiplicititi de forma
(3,1,1,1;3).

Sistemul (3.141). In conditiile B) sistemul (3.141) este degenerat, adici deg(gcd(P, Q)) >
0 (vezi (3.2)). Fie agp # 0. Atunci, A) = Ci(2,y) = —3a11a2,2°y> # 0, fieo = 2.

Sistemul (3.142). Daca se realizeazd conditiile A) (B)), atunci Cy(z,y) = agb3,z% # 0

(Ci(z,y) = —a3,25y(2a20z + 3a11y) #0), fieo = 2.
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Sistemul (3.143). Conform conditiilor A) avem Cy(z,y) = —a2,2°y(2a0 +3a11y) # 0, deci
Lioo = 2. In cazul conditiilor B): C1(z,y) = axnb3,;x0y = 0 = az = 0, Ca(x,y) = b3y (aigbaz?+

2a3,y?) # 0, fieo = 3. Sistemul (3.143) ia forma
T = x(auy + CLlo), y = y(bgllL‘Q +a1y + alo), algaubgl # 0. (3176)

Usor se aratd, ci pentru sistemele (3.148), (3.149), (3.150), (3.151), (3.152) multiplicitatea
algebrica a dreptei de la infinit este egala cu unu.

Mentiondm, ca sistemele (3.175) si (3.176) pot fi combinate intr-un singur sistem, care,
prin intermediul unei transformari afine de cordonate si rescalarea timpului, poate fi scris

sub forma

it=x(ay+b), y=y(@*+ay+b), b#0 (3.177)

(vezi sistemul 3.2) din teorema 3.2.1). Pentru sistemul (3.177) doar dreptele x =0 si y = 0
sunt drepte invariante afine, intrucat F;(X) = x3y(3b%+5aby+bx?+2a?y?), iar curba algebrica
3b2 + baby + bx? + 2ay? = 0 n-are factori liniari invarianti pentru (3.177). Mai mult ca atat,
avem egalitatea mq(3,1;3) = m(3,1;3) si (3.177) are factorul integrant de tip Darboux
(@, y) = exp((2? - ay)?/(2b2?)) [y?.

Lema 3.2.8. Prin intermediul unei transformari afine si rescalarea timpului orice sistem

cubic care are doud drepte invariante reale concurente de multiplicitatea mazimala m(3,1;3),

poate fi scris sub forma (3.173) sau (3.177).

4. Cazul My (2,2; e )-

In cazul Moo (3, 2; foo ), examinat mai sus, au fost obtinute formele canonice ale sistemelor
cubice (vezi lema 3.2.7) ce realizeaza consecutivitatea maximald de multiplicitati m(3,2;2).
Pentru fiecare dintre aceste sisteme dreapta invariantd afind =0 (y = 0) are multiplicitatea
algebrica trei (doi) si dreapta de la infinit ., are multiplicitatea doi. Transformarea Poincaré
z = 1/z, u = y/x aplica: dreapta x = 0 in dreapta de la infinit a planului fazic Ozu,
dreapta de la infinit a planului fazic Ozy in dreapta z = 0, dreapta y = 0 in dreapta u = 0,
pastrand multiplicititile. Aceastd transformare reduce sistemele (3.169) gi (3.170) respectiv

la sistemele cubice

Z=-az, u=-u(a-zu); (3.178)
z=-z(a+zu), U=-au. (3.179)

Punand in (3.178) ((3.179)) z = z,u =y,t = -7/a,a = -1/b (2 =y,u==x,t = -7/a,a = 1/b,)
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obtinem sistemul

t=x, y=y(l+bxy), b+0, (3.180)

care este integrabil si are integrala prima F'(z,y) = x(2 + bxy)/(2y).

Lema 3.2.9. Orice sistem cubic din clasa CSL? .| ce realizeazd consecutivitatea maximald

2(r)
de multiplicitati m(2,2;3) poate fi redus cu ajutorul unei transformari afine de coordonate

si rescalarea timpului la sistemul (3.180).

5. Cazul m(2,1; tie).
Vom examina seriile de conditii (3.127)-(3.132), conform carora sistemul cubic (3.125)

admite dreptele invariante x = 0 §i y = 0 de multiplicitatile p =2 gi o = 1.

1) Conditiile (3.127).

In aceste conditii pentru sistemul cubic (3.125) avem Co(z,y) = —22yCo1 (z,y) - Coz(2,7),
unde Coi(z,y) = ((ago — ba1)x? + (az1 — bi2)xy — bosy?), Coza(,y) = (asebarx® + 2a30bio2?y +
(3asobos + a1bi2)xy? + 2as1bosy?).

Tinand cont de (3.2), polinomul Cy(z,y) nu poate fi identic egal cu zero. Vom cere ca

Co2(z,y) sa fie identic zero. Cerinta datd ne conduce la urméatoarele serii de conditii

aso = az1 = 0; (3.181)
aso = big = bz = 0, a1 # 0; (3.182)
ba1 = b1z = boz = 0, ago # 0. (3.183)

Conditiile {(3.181), (3.2)} ne dau C(x,y) = agx?y(ba12? + b1oxy + bozy?) (ba1 22 + 2b1oxy +
3bo3y?) £ 0, o = 2.

Pentru conditiile {(3.182), (3.2)} obtinem C(z,y) = 23y (as0b3, z3+(ag1boaba1 —a3,b11 )ry?—
2a2,b02y®) =0 = bog = b1y = byy =0 = Co(x,y) = —2a2,bo12%y> # 0, e = 3. Sistemul {(3.125),

(3.2)} capita forma
T = .CCQ(GQO + agly), y = b01y, a20a21b01 +0. (3184)

In cazul conditiilor {(3.183),(3.2)} avem: Cy(z,y) = -23y(asex + any) - (2asebiia? +
3a30b02xy+a21b11xy+2a21602y2) =0 = bn = bog =0= OQ(ZE, y) = —b01x3y(a30x+agly)(3a30x+

2a21y) # 0, fleo = 3. Obtinem urmatorul sistem cubic

T = .’13’2(a301‘ +a21Y + 0,20), y = b01y, agoaglb(n +0. (3185)
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Dupa rescalarea timpului ¢ = 7/by; sistemele (3.184) si (3.185) pot fi combinate intr-un
singur sistem
i=2%(a+br+cy), y=y, cla®+b*) %0 (3.186)
(vezi sistemul 5.1) din teorema 3.2.1).
2) Conditiile (3.128).
Tinand cont de (3.2), polinomul Cy(z,y) = —zty((asg — bar)x + (a1 — bi2)y)(azeborz? +
2a30b127Yy + az1b12y?) este identic egal cu zero, daci se satisface una dintre urméatoarele trei

serii de conditii: agy = ag; =0, adicd (3.181), si
azo = b1z = 0,a9; # 0; (3.187)

bop = bio = O, asgp * 0. (3188)

In conformitate cu conditiile (3.181) avem: {(3.2); Ci(z,y) = asx*y(borz + b1oy)(barx +
2012y) = 0} = {(3.2); ag = 0} = Ca(z,y) = a1023y(bo1w + b1oy) (borx + 2b12y) # 0, pleo = 3.

Sistemul cubic ia forma
T = aip, y = y(aw + blll’ + b21$2 + blgl‘y), alo(bgl + b%Q) +0. (3189)

Conditiile (3.187) ne dau Ci(z,y) = x*y(agb3;z? - a3,b11y?). Pentru multiplicititile
M1, o, oo AVEINL L] = 2, Mo = 1 §1 Moo 2> 37 daca b11 =agy = O,bgl # 0 sau b11 = b21 = 0,@20 # 0.

Astfel, se vine la sistemele
T = I(alo + aglxy), y = y(am + b21[L’2), a10b21a21 * O, (3190)

T = x(alo + Qoo + Clglﬂfy), y = a10Y, QA10G20021 F 0. (3191)

Pentru {(3.190),(3.2)} ({(3.191),(3.2)}) polinomul Cs(z,y) = ai1023y(borx — az1y) (b1 +
2a91y) (Ca(z,y) = —2a10a3,23y3) nu este identic zero, prin urmare, . = 3.

Pentru conditiile (3.188): Cy(x,y) = -bnzy(aser + a21y)(2az0x + ag1y) = 0 = byy = 0;
{b11 =0,(3.2)} = Cs(z,y) = —a1023y(azox + a21y) (3azox + 2a21y) # 0, fie =3 =

i = x(aig + agx + asex® + a1 ry), Y= awy, aidaasy 0. (3.192)

Sistemul {(3189), by = 0, ba1b1o * 0} (respectiv, (3190) §1 {(3192), asy =0, agpagr # O})
are dreptele invariante afine [y = x, ly = y, I3 = by + bioy (respectiv, I3 = boyx —any §i ly =
asopx+agy) care realizeazi consecutivitatea de multiplicitati (2,1, 1;3). Daca pentru sistemul

(3189) b11 = le =0 (bn = b12 = 0), atunci M1 = 3>2 (/LQ =2> ].) Fie alobn(bgl + b%z) * O,
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atunci, dupa rescalarea timpului gi renotarea coeficientilor, putem scrie sistemul (3.189) sub
forma

i=x, y=y(l+ar+bz*+cry), a(b*+c*) %0 (3.193)

(vezi sistemul 5.2) din teorema 3.2.1).
Sistemul (3.193) are factor integrant de tip Darboux pu(x,y) = exp((z(2a + bx))/2) [y>.
Dupd rescalarea timpului §i renotarea coeficientiilor sistemele (3.191) si (3.192) pot fi

combinate intr-un singur sistem:
it=x(l+av+bz*+cxy), y=vy, c(a®+b*)%0 (3.194)

(vezi sistemul 5.3) din teorema 3.2.1).

3) Conditiile (3.129).

Tinand cont de (3.2), polinomul Cy(z,y) = —zty((asg — ba1)x + (a1 — bi2)y)(azeborz? +
2a30b12wy+as1b12y?) este identic zero, daci se realizeazi una dintre conditiile (3.181), (3.187),
(3.188).

Daca au loc conditiile {(3.181), (3.2)} ({(3.187), (3.2)} si {(3.188), (3.2)}) obtinem
Ci(z,y) = 23y(barx + b1ay)(agba1x? + 2as0b1ozy + a1bi2y?) # 0 (respectiv, Ci(z,y) =
23y (agebs,x® — a2, by1xy? + 2a11a01b2y? — 2a11a3,4°%) # 0 si Ci(x,y) = —23y(aser + asy) -
(2a30b1122 + 3aj1asgry + as biixy + 2a11a21y?) #0), fhoo = 2.

4) Conditiile (3.130).

In acest caz avem Co(z,y) = —zty((azo—bar ) x+(az1—b12)y) (asoba1 2% +2a30b122y +as bioy?).
Polinomul Cy(z,y) este identic zero, daca se realizeaza cel putin una dintre conditiile (3.181),
(3.187), (3.188).

Cconditiile (3.181) ne dau {(3.2), Ci(z,y) = 23y(barx + b12y)(agbo1x? + 2as0biozy +
ajnbizy?) = 0} = {(3.2), ag = b1z = 0} = Co(x,y) = buxdy(aigbaz? + 2a2,y?) 2 0, pieo = 3.

Sistemul cubic arata astfel
T = SL’(CLHy + Cblo), ’y = y(b21$2 + bnx +any + Cblo), CLloCLHle # 0. (3195)

Daci by; = 0, atunci dreapta invariantd x = 0 a sistemului (3.195) are multiplicitatea p; = 3.
Fie by; # 0. Sistemul (3.195) dupa rescalarea timpului §i renotarea coeficientiilor, poate fi
scris sub forma

it=x(1+ay), y=y(l+bx+ay+cz?), abc#0 (3.196)

(vezzi sistemul 5.4) din teorema 3.2.1).
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In cazurile (3.187) si (3.188) avem Cy(x,y) = 23y (agbd x® — a2 bi1xy? + 2a11a21 b xy? -
2a1102,y3) # 0 si respectiv Cy(z,y) = —23y(azox + ag1y) - (2azob112? + (3a11a30 + az1bir)xy +
2a11a219y?) # 0, astfel po, nu poate fi mai mare decat doi.

5) Conditiile (3.131) si conditiile (3.132). Tinand cont de (3.2), in fiecare dintre aceste
conditii avem Cy(x,y) = —22y((azo — ba1)x + (az1 — b12)y) (asoborz* + 2a30b1223y + (3a12a30 +
a91b12 — a12b91)T2Y? + 2a10a012Y3 + a25y*) 0, o = 1.

Lema 3.2.10. Cu ajutorul unei transformdari afine de coordonate si rescalarea timpului
orice sistem cubic din clasa (CS]L;LZ) ce realizeaza consecutivitatea parfial maximala de multi-

plicitati me(2,1;3) poate fi scris sub forma unuia dintre urmatoarele patru sisteme (3.186),

(3.189), (3.194) si (3.196).

6. Cazul mo(1,1; fteo)-
Consideram sistemul omogenizat, corespunzitor sistemului (3.125),

T =x(a102% + agoxZ + annyZ + azpr? + an ry + ajny?), (3.197)
U =y(bo1 Z% + bi1xZ + booy Z + ba1x? + oy + bosy?).
Pentru (3.197) avem Cy(z,y) = —xyCo1(z,y)Co2(x,y), unde Coi(z,y) = (ago — ba1)z? + (ag —
bia)zy + (a12 = bos)y? si Coo(2,y) = (azobax? + 2a30b1223y + (3asobos + a21b1a — a12bo1 ) w?y? +
2a91b3xy? + a1obozy*). Dacd Cp; = 0, atunci sistemul (3.125) are infinitul degenerat. Fie

Co1 # 0. Identitatea Cpa(x,y) = 0 are loc, daca se indeplinegte cel putin una dintre urmatoarele

patru serii de conditii

asp = ag = a2 = 0; (3.198)

aso = a1 = bay = bo3 = 0, asp # 0; (3.199)
aso = bos = 0, b12 = a12b91 /ag1; (3.200)
ba1 = b1z = boz = 0, a3 # 0. (3.201)

1) Conditiile {(3.198), (3.2)}: C1(x,y) = —2yCo1(x,y) (anba1 23 + 2a20b1222y + 3asebosry? +
anblgny + 2(111b03y3) = 0 =

9o = Q11 = 0 (3202)

sau

ago = b1z = bz = 0, a11 # 0. (3.203)
In conditiile {(3.202), (3.2)} avem sistemul

T=aopr, Y= y(bm + 0112 + by + by x? + byowy + 503?/2)7

(3.204)
a1 (b3, + b3y + 33) (03, + b3y + b33) # 0,
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pentru care Cy(z,y) = —a102yCo1 (2, y) (ba122 + 2b12xy + 3bo3y?) # 0,  peo = 3, iar in conditiile
{(3.203), (3.2)} sistemul cubic arata astfel

T = x(aw + (llly), y = y(b()l + blll’ + bgzy + b21.1)2), a10a11b21(b31 + b32) +0. (3205)

Pentru (3.205) avem Cy(z,y) = bar23y(a1obnz?+a?,y?+a11b02y?) # 0, e = 3. Dupd rescalarea

timpului si renotarea coeficientilor sistemul (3.204) poate fi redus la sistemul
i=x, y=y(a+br+cy+da®*+exy+ fy*), (a*+c*+ fA)(d*+e*+ f2) %0 (3.206)

(vezi sistemul 6.1) din teorema 3.2.1). In 6.1) conditia (a2 + b2 + d2)((a - 1)2 + (c2d - bce +
b2f)?) # 0 ne asigura ca sistemul (3.206) are doar dreptele invariante afine =0 gi y = 0, iar
conditia ((a-1)2+c2+ f2)((a—-1)2+b?+d?) + 0 inseamni ca fiecare dintre aceste drepte are
multiplicitatea algebrica egala cu unu.

2) Conditiile {(3.199), (3.2)}. Polinomul C(z,y) = 2y3(2a20b3,23 — b1a(ai2a20 + aiabiy -
a11b12) 2%y — a?yboay?) este identic zero, daci se realizeazd una dintre urméatoarele doud serii
de conditii:

boz = b12 = 0; (3.207)
QAopn = b02 = O, b11 = @11[)12/&12, b12 + 0. (3208)

Conditiile {(3.207), (3.2)} si {(3.208), (3.2)} ne conduc, respectiv, la sistemele
i = x(apy® + axr + any +aw), ¥=ybnz+by), axbo(ai, +ad,) #0, (3.209)
Co(x,y) = —araxy>(bi1(ago + b11)x? + a12b01y?) 0, pleo = 3;
i = x(apy® +any + an), ¥ = y(a1obiozy + a11biox + a12bo1) /a2, a1obiabor # 0, (3.210)

Co(z,y) = —2y®(-2a10b7,22 + a12b1b122y + afybo1y?) # 0, fies = 3.
Prin intermediul unei transformari afine de coordonate si rescalarea timpului sistemul

(3.209) poate fi redus la sistemul
i=x(a+by), y=ylc+dr+ey+z?), a(c?+e?) %0 (3.211)

(vezi sistemul 6.2) din teorema 3.2.1). In 6.2) inegalitatea (a —c)? + (b—€)? # 0 asiguri
egalitatea p; = 1.
Mentiondm, ca ficand abstractie de rescalarea timpului, sistemul (3.205) este un caz

particular al sistemului (3.211).
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3) Conditiile {(3.200), (3.2)}. In acest caz polinomul Cy(z,y) = —zy(ans + ayy) -
(—a20a2lb%15€4 - 2a12a20b§1:ﬂ3y + (a§1611 + A12a20021b21 — ana%lbm - G%1b02b21 + a12a21b11021 -
a11a1203))x?y? + 2a3,boaxy® + a12a3,boay*) /a3, este identic zero, daci se realizeazd una dintre

urmatoarele trei serii de conditii:

bll = bog = b21 = 07 asg # 0; (3212)
ago = b02 = O, 12 = —a%l/bgl; (3213)
ago = bog = 0, bll = anbgl/agl. (3214)

Conditiile (3.212), (3.213), (3.214) ne dau, respectiv, sistemele:
i = x(ay + a0 + a1y + anwy + any?), ¥ = bory, bor(ad, +a3) (a3, +aly) #0 (3.215)
cu Cy(z,y) = —borxy3(agx + a12y)(2a01x + a1oy) # 0;

& = x(apba + a11b21y + ar by zy — a%1y2)/b21’ (3.216)

y = y(b01 + bllx + bgll’? - aglxy), (1101)01 +0

_ 4 3 2 72 2 72 27 12
cu Cy(z,y) = zy(apbyz? — 2a10a21b3, 23y + a3,b? ba1xy? + ajpas, b3 x?y? — a3 bo1bsx?y? —

2@11@21[)11[)511'23/2 + a%1b§11‘2y2 + 2a§1b01b21$y3 - a§1b01y4)/b§1 * O,

& = z(ap + any + anxy + a12y?),

(3.217)
Y= y(a2lbOl +a11b91 % + a9 boy 2% + a12b21$y)/a21

cu Co(z,y) = —zy(anz + ar2y)(—aipa b3 x® — a19a2,bnx?y — 2a190a12b3, 2%y + 2a3,be1xy? +
a12a21001b21 7Y% + a12a3,b01y>) [a3, # 0. Astfel, in cazul conditiilor {(3.200), (3.2)} multiplicita-
tea flo, este egala cu trei.

Prin intermediul unei transformari afine de coordonate si rescalarea timpului sistemul
(3.215) poate fi redus la sistemul (3.204). Dacd a9 = 0, atunci sistemul (3.216) printr-o
rescalare a timpului reprezinta un caz particular al sistemului (3.211). Fie ao; # 0. Atunci,

dupa rescalarea timpului ¢ - —byt/a2,, sistemul (3.216) capatd forma
i=x(a+by+cry+y?), y=-y(d+exr+c2a®+cry), ad 0, (3.218)

unde a = —alobgl/agl, b= —anbgl/agl, C= —bgl/agl, d= bglbgl/agl); e = bnbgl/a%l) (VeZi sistemul
6.3) din teorema 3.2.1). In 6.3) conditia 2 +e2 + (a+d)2 # 0 (respectiv, (a+d)%+ (bc—e€)2 # 0)

inseamna cd o = 1 (respectiv, doar =0 si y = 0 sunt drepte invariante afine pentru 6.3)).
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Sistemul (3.218) este integrabil si are integrala prima F'(x,y) = zdyexp((cx +y)?/2+ex +
by).

Daca by; = 0, atunci cu ajutorul unei transformari afine de coordonate si rescalarea
timpului se poate ardta cd (3.217) este un caz particular al sistemului (3.206). Fie by # 0.

Rescalarea timpului ¢ — by;t/(ag1bp1) reduce (3.217) la urméatorul sistem
i =x(a+by+cxy+dy?), §=ay(l+bz+cx® +dvy), aa(c®+d?) 0, (3.219)

unde a = aoba1/(a21bo1), b = a11ba/(azibor), ¢ = bar/bor, d = a1oba[(azibor), & = bayfas (vezi
sistemul 6.4) din teorema 3.2.1). Daca se respectd inegalitatea o —a # 0, atunci sistemul 6.4)
are doar dreptele invariante z =0 si y = 0.

4) Conditiile {(3.201), (3.2)}:

Ci(z,y) = —xy(azox? + ag1xy + a12y?)(2as30b1123 + (3aseboz + a21b11)x?y + 2a91be2xy? +
a12b02y3) = 0 = b1y = boe = 0 = Csy(x,y) = —bpzy(asex? + anzy + a19y?)(3azex? + 2a9, 7y +

a12y%) # 0 = pe = 3. Sistemul cubic are forma:

& = x(a10 + agT + a1y + azr? + an Ty + a12y®), Y = bory, (3.220)
CLgob()l(a,%O + CL%O + CL%O) # 0.
Prin intermediul unei transformdiri afine se poate ardta cd sistemul (3.220) este un caz

particular al sistemului (3.204).

Lema 3.2.11. Cu ajutorul unei transformari afine de coordonate si rescalarea timpulus
orice sistem cubic din clasa CSL;J(DT) ce realizeaza consecutivitatea partial mazimala de multipli-
citati meo(1,1;3) poate fi scris sub una dintre urmatoarele patru forme: (3.206), (3.211),
(3.218) si (3.219).

Lemele 3.2.6-3.2.11 demonstreaza teorema 3.2.1.

3.2.3. Multiplicitatea geometrica.

In aceastii subsectiune, supunand sistemele de formi canonici din teorema 3.2.1 unor
mici perturbari, se aratda ca multiplicitatea algebrica a dreptelor invariante z =0, y = 0 si
Z =0 coincide cu multiplicitatea lor geometrica.

1) m(3,3;1): z=2a3 g=y(@®+ay+by?),b+0.

Sistemul cubic perturbat:

T =x(x—ae+2bxe?)(x+ae+2bxe?), 1§ =y(x?+ay+by?+a?e?+3br2e? + dabye? + 4b%y?e? +

a?be* + dab?ye* + 4b3y2et — 4b3x%€8), b # 0.
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Dreptele invariante: 1y = x, ly =y, l3 = x—ac+2bxe?, Iy = v+ae+2bxe®, l5=y—-ve+ae’+
2bye? — 2bxe3, lg =y + xe + ae? + 2bye? + 2bxe>.

Daca € - 07 atunci l17l3,l4 - l17 iar 12, l5, 16 - 12.

2.1) m(3,2;2): t=az3, y=y%a+0.
Sistemul cubic perturbat: @ =ax(x—€)(x+e), y=yly—€e)(ey+1),a%0.
Dreptele invariante: [y =z, lo =y, ls=rv—-€, ly=x+¢€, l5=y—¢€, lg=€ey + 1.

Daca ¢ —» O, atunci ll,l3,l4 - ll, l27l5 - lg, iar 16 = oo

2.2) m(3,2;2): t=xz(ax®+y), y=9% a+0.
Sistemul cubic perturbat: & = x(ax? +y+e—aet), y=y(y+e)(1+aye®—ae),a+0.

Dreptele invariante: Iy =x, la =y, 3 =x—ye, Iy =x +ye, Is =y — €, lg = aye® — ae3 + 1.
Daca € - 07 atunci ll,lg,l4 - ll, lg,l5 - l27 iar lﬁ - loo.

3.1) m(3,1;3): x=x*(ax+by), Y=y, a=+0.

Sistemul cubic perturbat:

T = x(ax? + bry — ae® + 4a’x?e? + dabrye® + 20%y?e? — da’e* + dadx?e* + 4a’bryet + ab’y?et -
4a3€8), g =y(-1+ bye — 2ae?)(1 + bye + 2a€?), a + 0.

Dreptele invariante: Iy = x, ly =y, 3 =1 — e+ 2axe® + bye® — 2ae3, Iy = x + ¢ + 2axe® + bye® +
2ae3, ls = bye — 2ae® — 1, lg = bye + 2a€ + 1.

Daca e — 0, atunci [y,13,l4 — [1, iar [5,lg = lo-

3.2) m(3,1;3): i=x(ay+b), y=y(z®>+ay+b), b+0.

Sistemul cubic perturbat:

T = —x(=b - ay — 4b%€% + br?e® — dabye® — 2a%y?e? — 4b3e* + 4b2x%et — dab?yet — a’by?et +
4b3z:2€%), ¥ =y(b+ 2%+ ay + 4b%€% + 3bx?e? + dabye? + ay?e? + 4b3e* + dab?ye* + aby?et —
4b322€5), b #0.

Dreptele invariante: 1y = x, ly =y, I3 = v — aye + 2bxe?, I, = x + aye + 2bxe?, I5 = xe — 20 -
aye? + 2bxe® — 1, lg = we + 2be? + aye® + 2bxed + 1.

Daca e — 0, atunci ly,13,l4 = [1, iar [5,lg = lo-

4) m(2,2;3): =z, y=y(l+bxy), b+0.

Sistemul cubic perturbat: @ = —x(xe—1)(ze+1), y=y(1+bry+by?e—1y2e), b#0.

Dreptele invariante: Iy =x, o=y, l3=x +ey, Iy =by+xe®> —ye3, ls=xe+1, lg=xe— 1.

Daca e — 0, atunci ly,l3 = l1; lo,l4 = lo, iar l5,lg = le.-
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5.1) me(2,1;3): z =a2(a+br+cy), y=y, c(a®>+b?)#0.
Sistemul cubic perturbat: @ = x(a+bx+cy)(x+e), y=-y(-1+ey)(1+ey), c(a?+b?) +0.
Dreptele invariante: Iy =z, lo =y, ls=x+¢€, ly=€y—1, 5=y + 1.

Daca € - 07 atunci ll, l3 g l17 iar l4, l5 - loo.

5.2) me(2,1;3): =2, y=y(l+ax+bx®+cxy), a(b?>+c?)+0.

Sistemul cubic perturbat:

t=-—x(-1+ze)(1+xe), y=y(l+ax+br?+cry+aye+brye+cy?e—x%e?), a(b?*+c?) 0.
Dreptele invariante: Iy =z, lo=vy, l3=x+ey, ls=€ex+1, l5=€x—1.

Daca € » 0, atunci ll, l3 g ll, iar 14, 15 - loo.

5.3) me(2,1;3): &=2z(1+ax+bx?+cry), y=y, c(a®>+b?)%0;

Sistemul cubic perturbat:

= x(1+ax+bx?+ cxy + aye + brye + cy’e —y?e?), y=-y(-1+ye)(1+ye), c(a®+b?) 0.
Dreptele invariante: Iy =x, lo=y, ls3=x+ey, ly=ey+1, l5=€ey—1.

Daca € — 0, atunci lq,l3 — [y, iar Iy, l5 = lo.

5.4) me(2,1;3): t=x(1+ay), y=y(l+bx+ay+cx?), abc+0.

Sistemul cubic perturbat:

t=x(l+ze)(1+ay—xe), §=y(c®+bctx+c3x?+ac’y + 2bce + 2b%cxe + 2bc?xe + abcye —
2ac?xye + b%e€? + dee? + b3ae? + dbexe? + b2cx?e? + 3cx?e? + dacye? — abexye® + 2a’cy?e? + 4bed +
Ab%xed + 2bcx?e® + 2abyed + ab?ryed — 2acrye® + 4e* + 4bxet — b2a?et + daye* + dabrye* — 4bx%ed +
daxyed — 422€8) [(c + be + 2€2)2, ¢ #0.

Dreptele invariante: Iy = x, lo =y, l3=—cx—bre+aye—2xe? Iy =xe+1, l5 = c+be—cre+
2€2 — bxe? + 2aye® — 2xe3.

Daca e — 0, atunci ly,l3 — 1, iar Iy, [5 = .

6.1) moo(1,1;3): =2, y=yla+br+cy+dz®+exy+ fy?), (a®+c2+ f2)(d?>+e2+ f2)(a?+
V+d®)((a-1)2+2+ ) ((a-1)2+02+d?)((a—1)2+ (c2d —bee + b2 f)?) £ 0;

Sistemul cubic perturbat: & =x(ex+1)(ex—1), y=y(a+br+cy+dz?+exy+ fy?).

Dreptele invariante: Iy =x, lo=y, l3=ex+1, ly=cx—-1.

Daca e — 0, atunci 3,14 - ..

6.2) mo(1,1;3): e =x(a+by), y=y(c+dr+ey+a?), a(c?+e?)((a-c)?>+(b-e)?) #0.

Sistemul cubic perturbat:

T = —x(l+xze)(—a—-by +xe), §=y(a’c+ a’dzr + a®x? + a’ey + 2a*cde — aPxe + abze +
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2a*d%xe + 2a*dx?e + 2a*deye — a*brye — a*exye + 2aPce? + 2a3c2€? + adcd?e? — 2atdxe? + 4aPdxe? +
2a3cdre® + aPdPre® + aPx?e? + 2acca?e? + addPa?e? + 2aPeye? + 2a3ceye? + aPd?eye? — adbdxye® +
a*bdrye? — 2a3dexye® + adbey?e? + a*bey?e? + 2atcde’® + 2a2c?de® — 2axe® + 2a8xe3 - 2a3cxe® +
2a*cxed —add?xe3 + 3atd?re® + 2a’cd?xe3 + 2a2cdr?e3 + 2at deye3 + 2a cdeyed — a*baye® + aPbrye® +
2a3bexyed +adbd?rye® —2atexyed —2a’cexye’ —a’d>exyed +a’bdey?e® +adbdey?e3 +a’ cet +2a3 et +
acet - 2atdre* + 3adxet - 2a’cdxet + daPedre + ac’dret — aPx2et + ac?x?et — aPd?x?e* + aPeyet +
2a3ceye* + ac’eye* + 2a*bdrye* + abedryet + 3a?bedrye — 2a3dexye* — 2acdexye* — ab?cy?e* -
2a2bcy?e* — adb?cy?et + adbey?et + abey?e* + abcey?e* + abeey?e* — aPxe® + aSxe® — 2aPcred® +
2a*cxed® — ac’xed + a’cPaed — 2ardx?ed - 2a’edx?ed + aPbayed® + a’bexyed + 3atbexyed + b xye® +
2abc?rye® —a*exyed —2a’cexye® —cCexyed —a’xr?eb—2a3cx?eb—ac?x?e0) [ (a(a? +ade+a?e? +ce?)?).

Dreptele invariante: Iy = x, Iy =y, l3 = xe + 1, Iy = a® + a’de — a’xe + a3€® + ace® — adxe® +
abye® + a?bye® — a’xed — cxed.

Dacéa € — 0, atunci I3, 14 = ls-

6.3) Mme(1,1;3): @ = x(a+by +cxy +y?), y = —y(d+ex + x? + cxy), ad(c® + e + (a +
d)?)((a+d)?+ (bc—€)?) 0.

Sistemul cubic perturbat:

T =x(a+ by + cry + y? — bexye + exye — a’e? — ab’e? + 2abcxe? — 2aexe? — ac?x?e? — abye? -
b3ye? — acrye? — 2bexye® — ay?e? — b*y?e? — a’be® — 2a’cxe® + 2abexed + 2abc?x?e® — 2acex?ed —
ab?ye® — 2aexye® + b2exyed — aby?e® — 2a’bexet + 2a’exet — a’c?x?et + ab>cPa’et + 2abcex?et +
2abexyet —a?bctx?ed +2a2cer?ed +alexye®), Y =y(-d-er—c?r?—cry—acre+bicre+2bctale—-
2cex?e + bexye — exye + ade? + b2de? + b3cxe? — 2bedxe® + b2exe® + 2dexe® — 2ac?x?e? + b c?x?e? +
2dx?e? + 2bcex?e? — acrye® + 2b%cxye? + 2edxye? + dy?e? + abde? — a’cxe® + 2acdxe® + 2abexed —
2bdexe® + abc?x?e® — 2bc2dx?e® + 2cdex?e® — 2bcdxye® + b exye® + 2dexye® — a’bexe + 2abedxe +
a’exet-2adexe*—a’cx?et +ab?ca?et +accdret - b2 Ada?et + 2abcex? et - 2bedex? et - 2% cdxyet +
2abexyet —2bdexye —ady?e* — b2 dy?e* — a?bc? 22 €® + abc?dx? e + 2a’cex?e® — 2acdex?e® + aexye® —
2adexye® — abdy?e?).

Dreptele invariante: 1y = x, ly =y, l3=1+cre+ye, Iy =-1+cre+ye+ae®+b*e?—2bcre® +
2exe? + abe? + acxed — bPcxed — 2bexe® — ayed — b2ye® + abcxet — 2aexet — abyet.

Dacéi € — 0, atunci I3, 14 = [

6.4) mo(1,1;3): & = x(a+by+cxy+dy?), y = ay(1+bx+cx? +dzy), aa(c?+d?)(a-a) # 0.
Sistemul cubic perturbat:

T =—x(-a-by - cry — dy? - aryae?® + ax?a?e? - 2xyale?), y=-ya(-1-br —cx? - dry -
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arye? + y?e? + arae? - 2ryae? — x2ale?).
Dreptele invariante: Iy =z, ls=vy, l3=1-ye+zae, l4=-1-ye+xae.

Dacéa € — 0, atunci I3, 14 = [

3.3. Sistemele cubice ce poseda trei drepte invariante de multiplicitate algebrica

maximali dintre care dreptele invariante afine sunt complexe

In aceastit sectiune este determinati multiplicitatea algebrici maximald a unei drepte
invariante complexe si efectuata clasificarea sistemelor cubice de ecuatii diferentiale cu doua
drepte invariante afine distincte complexe de multiplicitate algebrica maximala.

Vom spune ca dreapta | este complexd, daca ecuatia ei ax +by+c=0, a,b,c e C, are cel
mult o solutie in R x R. In cazul cand az + by + ¢ = 0 n-are solutii (are o singuri) solutie in
R x R, atunci [ se va numi pur imaginard (relativ complexa).

Mentiondm, ci dacd dreapta [ este pur imaginara (relativ complexa), atunci si conjugata
eil e de acelasi tip. Cu CSL” ((CSI[]”’

2(c) 2(c)
ce posedd exact doud drepte invariante pur imaginare (relativ complexe).

) notam clasa sistemelor cubice cu coeficienti reali

3.3.1. Multiplicitatea algebricd maximali a unei drepte invariante complexe

Deoarece sunt considerate doar sistemele cubice (3.1) cu coeficienti reali, atunci o dreapta
complexd [y este invarianta pentru (3.1) doar impreuna cu conjugata ei ly = I;. Mai mult
ca atat, I i Iy = [; au aceeagi multiplicitate. Tinand cont, c¢ii pentru un sistem cubic
multiplicitatea sumara a dreptelor invariante (incluzand gi dreapta de la infinit) nu depigeste
noud, este evident, ca multiplicitatea algebricd maximald a unei drepte complexe este mai
mica decat multiplicitatea algebrica maximala a unei drepte invariante reale, care este egala
cu sapte (vezi sectiunea 2.2.3).

Teorema 3.3.1. In clasa sistemelor cubice {(3.1), (3.2)} multiplicitatea algebricd mazi-
mala a uner drepte invariante compleze este egala cu trei.

Mai intai, demonstratia teoremei 3.3.1 vom efectua-o pentru dreptele invariante pur
imaginare, apoi pentru dreptele invariante relativ complexe.

1) Cazul dreptelor invariante complexe pur imaginare.

Se cunoagte, cd o dreapta invariantd complexa a sistemului cubic (3.1) este pur imaginara,
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atunci gi numai atunci cand ea este paralela cu conjugata sa. Mai mult ca atdt, printr-o
transformare liniara nedegenerata a planului fazic aga dreapta poate fi ficuta paralela la una
din axele sistemului de coordonate, adica sa fie descrisa de una din ecuatiile z =y sau y = 7,
~veC.

Fie ca sistemul (3.1) posedd doud drepte invariante complexe paralele [y si Iy = l;. Fars
a restrange generalitatea, putem considera ca ele sunt descrise respectiv de ecuatiile x = gi

z = —i. In aga caz, sistemul cubic (3.1) arata astfel

= (22 +1)(ag + azox + ao1y), Y =boo + b1oT + bogx2+ (3.221)
b3ox3 + bory + b11zy + ba1 22y + booy? + biaxy? + bosy?.

Notam cu p multiplicitatea algebrica a dreptelor invariante = = 7 si x = —i. Pentru
determinarea in clasa sistemelor cubice a valorii maximale a lui p calculam pentru (3.221)
polinomul E(X). Avem E;(X) = (22 +1)R;(x,y), unde Ry(x,y) este un polinom de gradul
sase in raport cu variabilele x si y.

Multiplicitatea algebrica p a dreptelor invariante x = 7 este cel putin egala cu doi, daca
(z2+1)|R1(z,y), adica daci are loc identitatea R;(i,y) = 0. Polinomul R;(7,y) poate fi scris
sub forma R;(i,y) = A(y) +iB(y), unde

A(y) = 4dagoaszoboo — a21bgo + apoboobo1 + 26%30510 - 2030510 = azobo1bio + 0215%0 — asoboob11 -
agob10b11 —4agoazobao +2a21b00b20 — aoobo1bao + azob11b20 — a21 bSO —agoboob21 +azob10b21 + aoobaobar —
2a(2)0b30 + 2a§obao +az0bo1b30 — 2a21010030 + agob11b30 — azoba1 b3 + az 532,0 + (4ag1asoboo +4agoaszobor —
a21boobor + ol + 2a00booboz +4agoas1 bio — 2az0bo2bio + 2a2,b11 — 2a3,b11 — 2a30b01b11 + a1 b10b11 —
Goobfl = 2a30boobr2 — 2a00b10b12 — 4aziaszobag + a21001b20 — 2a00bo2bag + 2a30b12b20 — dagoasobar +
a21b00621—2a00b01b21+2a30b11b21—a21b20b21+a00b§1—4a00a21b30+2a30b02b30—a21b11b30+2a00612630)y
+ (4agrazobor +4daooasoboz + 3agobo1boz + 3acoboobos + 2a3,b10 — 3azobosbio + 4agoasr b1 — 3aseboebir +
2a2,b12—2a3,b12—3a30bo1b12—3a00b11b12 —3a00bo3bao — 4az1 azobar —3agobo2bai +3az0b1abar —2a3, bso +
3CL30bosbz«zo)y2 + (4@216130502 + a21b9102 + 2aoob(232 +4agoazoboz + a21b00boz + 4aooboiboz + 261%11911 -
4asobosbir + 4agoazibiz — 4azoboabiz — ag1bi1bi2 — 2(1005%2 — a21bp3b20 — a21bg2b21 — 4(10()1103521)93 +
(ag1b?, + 4asiasobos + 2a21bo1bos + Saogobo2bos + 2a2,b1a — Hasebosbiz — agibly — 2a1bozbar )y* +
3b03(&21502 + aoobos)y5 + 2612117%3967

B(y) = —2agyboo+2a35boo +as0boobor +4a0asobio—2a21b00b10+aoobo1 D10 +aooboodi1 —azobiobii +
2a(2)0b20 - 2a§0b20 = a30bo1b20 +2a21b10b2o — agob11b20 — a30b00b21 — Apob10b21 + az0b20b21 —4agoasobso +
2a21b00b30 — a0obo1b30 + az0b11b30 — 2a21 bapbso + agob21bso + (—4ageazi boo — 2a3,bo1 +2a3,bo1 + azob, +

2
2a30booboz + 4asiazobio — a21b01010 + 2a00bo2bio + 4agoasobir — a21boobi1 + 2a00bo1b11 — a30b11 +
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2a00boob12 — 2a30b10bia + 4agoazibao — 2as0bozbag + as1b11b20 — 2a00b12b20 + 2a8yba1 — 2a3,ba1 —
2a30bo1b21 + a21010b21 — 2a00b11b21 + asob§1 — dagazobzo + a21bo1bz0 — 2agobo2bso + 2a30b12b30 -
a91b21b30)y + (—2a3,boo — dagoaz1bor — 2a3,boz + 2a3bo2 + 3as0bo1boz + 3aseboobos + 3agobosbio +
4ag1azobiy + 3aoobozbin + 4acoasobia + 3aoobo1biz — 3azobi1bia + 203, bag — 3asobosbao + 4aooasibay —
3azoboabar — 3agobiz2ba1 — 3aoobosbso)y? + (—2031501 — 4agoag1boz + 26130532 - 261(2)0503 + 260;2;01703 +
4asz0bo1bos + as1bosbio + a21boabi1 + 4agobosby + 4asiasebiz + asiborbiz + 4agebozbia — 2a30b7, +
2a3,ba1 — 4azobozbar — aa1b12bar — asbosbso)y> + (—2a3,bo2 — dagoaz1bos + Sasobozbos + 2a21be3b11 +
2a21bo2b12 + Bagobosbi2)y? + bos(2a3; — 3azebos — 3a21b12)y°.

Tinand cont de conditiile (3.2), identitatile A(y) =0 si B(y) =0 au loc, daca se realizeaza

una dintre urmatoarele doué serii de conditii:
a1 = boz = boz = b1z = 0, bay = 2az + bo1, b11 = 2aqo; (3.222)

bog = b02 = 0, b12 = 2(121,
bao = (—4@00@30 + az1boo — apobor + azobin + aoobm)/am, (3-223)

_ 2 2
bso = (2%0 - 2a3, - asobor + ag1b10 — agob1 + a3ob21)/6121-

Astfel, are loc

Lema 3.3.1. Multiplicitatea algebrica a dreptei invariante x =i a sistemului {(3.221),
(3.2)} nu este mai mica ca doi atunci gi numai atunci, cand are loc cel putin una dintre

seriile de conditii (3.222), (3.223).

In conditiile (3.222) sistemul cubic (3.221) ia forma:

= (agy + azox) (1 + 22),
(a0 + asoz) (1 +2%) (3.224)
y = bo() + bl(){L‘ + b20I2 + bggIg + b()ly + 2&001’?/ + (2&30 + b()l)l'Qy.
Pentru acest sistem El(X) = (1‘2 + 1)2R2(ZE, y), unde RQ(Z‘, y) = (CL()O + agol’)((looblo + bo()(b(n -
ago) + (2&00[)20 +b01b10)l'+ (3@00[)30 +b20(a30 +b01))l'2 +b30(2a30 +601)l‘3 + (2@%0 +b01 (b01 —ago))y-l-
dago(asg + bor)xy + (aso + bor)(2asg + bo1 )z2y). Multiplicitatea algebrica p a dreptei z =4 nu
este mai mica ca trei, dacid Ry(i,y) este identic zero. Tinand cont de (3.2), Ry(i,y) =0 =
bor = ~a30/2, big = —3b30, bag = ~3boo, ago = 0. (3.225)
In conditiile (3.225) sistemul cubic (3.224) obtine forma
@ =azr(z?+1), y=(2bo — 6bzox — 6boox? + 2b30x> — azoy + 3azor?y)/2, as # 0. (3.226)

Pentru (3.226) avem F;(X) = 3a3,z(1+22)3(2b3ox +asoy —2boo) /4. Este evident, ca multiplici-

tatea algebricd a dreptei invariante complexe x = ¢ nu poate fi mai mare decat trei.
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Prin intermediul transformirii  — x,y — (2bgo — 2b30z + y)/ago i rescalarea timpului

t — 2t/as sistemul (3.226) poate fi scris sub forma:
T =2x(x?+1), y=y(3z2-1). (3.227)

Procedand in mod similar si tinand cont de conditia (3.2), ugor se aratd, ci in cazul
realizdrii seriei de conditii (3.223), multiplicitatea algebrici a dreptei x =i nu poate fi mai

mare decat doi.

Lema 3.3.2. In clasa sistemelor cubice diferentiale { (3.1), (3.2) } multiplicitatea algebri-

ca maximala a unei drepte invariante complexe pur imaginare este eqgala cu trei.

Lema 3.3.3. Prin intermediul unei transformart afine de coordonate si rescalarea timpu-
lui orice sistem cubic care admite o dreptd invariantd complexd pur imaginarda de multiplicita-

tea algebrica trei poate fi scris sub forma (3.227).

Mentiondm, ca sistemul (3.227) face parte din clasa CSLg, adica posedd numéarul maximal
de drepte invariante, tinand cont de multiplicitatile lor, si a fost studiat in lucrarea [41]. In
acelagi timp, (3.227) nu apartine clasei (CS]L’;(C).

Lema 3.3.4. In clasa CS]L’Q’(C) multiplicitatea algebrica mazimala a fiecares drepte invari-

ante complexe pur imaginare este egald cu doi.

2) Cazul dreptelor invariante relativ complexe.
Fie sistemul cubic (3.1) posedd doui drepte complexe concurente Iy, Iy = ;. Cu ajutorul
unei transformari afine de coordonate putem face ca aceste drepte sa fie descrise de ecuatiile

y =iz si y = —iz. In aga caz (3.1) se scrie astfel

. 2 2 2 2
T = a0 + Ap1Y + 20T? + a112Y + a2y + azoxr> + a2 %y + a1pxy? + agsy?,

- 2 2

Yy =ay — agx + (boz - Cl11)96 + (Gzo - aoz)xy + boay® + (ao:s — Qg1 t b12)$3+ (3~228)

+b21$2y + b12$y2 + (CL12 —asgp + bgl)yg.

Pentru sistemul (3.228) F1(X) = (22 +y?)Ri(z,y), unde Ry (x,y) este un polinom de gradul
sase in raport cu x si y.

Dreptele invariante y = +iz au multiplicitatea algebrica p > 2, daca (22 + y?)|Ri(z,y),
adica dacd are loc identitatea R;(z,ix) =0, unde Ry(z,ix) = A(y) +iB(y), iar

A(y) = —ap1(ad, + a3y) + (amapzaro — 3a3 a11 — 2a3,a11 — ap1a10a20 + 203, bo2 + 2a3,bo2) T +
(Bag1ady + 4a aps + 6agza?y + 2ap2a10a11 — 30147, — Ao1A02a20 — 3A10A11 G20 — 3aZ,A21 — 3a3 a1 +

2 2 2
201410030 + 2010002 + Dapia11boz + 3aipaz0bor — 2a01biy + ag;biz + 3ai b1z — 2ap1a10b21)2? +
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(—dapaagsaio + 3a3,a11 + Yag agsarn — a3, + 3ag1 a2 + 2a19a11a12 + 10agzai0as0 — ap1a12a20 —
a11a3, + 3ag2a10a21 — 6a01a11a21 — Ha10a20a21 — A10G11G30 + 2001a20a30 — 335002 — 10ag1ag3be2 +
30%11702 —2a10a12bp2 +2a02a20bo2 +a%0502 +6a01a21bo2 +6a19as0bo2 —26L11b32 —ap2a10bi2+3ap1a11b12+
5a10a20b12 — 4ag1boabia — 3ag1ag2ba — aroa11ba1 — agrageber — 4aigboabar )3 + (—5adya0s — Yagiags +
56103@%1 —8ap3a10a12 +2a02a11012 +@01&%g —Qp2Q0p320+A11A12020 +4a03a§0 + 30326121 +10ag;apzag —
3a2 a1 + 4a10a12a91 + Ao2a20a21 — 203,491 — 3ag1a3; + 12a03a10a30 + 2a02a11a30 — 2001012030 —
a11G20a30 — 4a10a21a30 + 36!016!;2;0 — 1lapzaiiboz — 3agzai2boz — a12a20bo2 + Tai1a21bo2 — agaasobos +
5&20&30b02 + 2&03632 - 2&21()32 — 2a82b12 — 8&01&03612 + 2&%1[)12 - 4(110(112b12 + 2(1%0512 + 4&01&21[)12 +
8a0azobiz — 4a11bo2br2 — 26101()%2 —4agzaiobar — 4ap2a11b21 — 4agiasobar + 4agaboabar — 4axboabar —
4a10b12b21+2a01b§1)x4+(—1Oa83a11—2a02a03a12—6a03a12a20+11a03a11a21+a02a12a21+3a12a20a21—
3a11a3; — Tapasasy + a11a12a30 + 1lagzaspasy + 4ageasiasy — 4aspasiaszy + a11a3, + 8ag;bo —
12ap3a21b02 + 4a§1502 — 4aj2a30bo2 + 4@30502 = 9apza11b12 — ap2a12b12 — 3ai2a20b12 + dar1az bz —
3ag2a30bia + Tagpazobiz + 4ag3bo2bia — 4ag1boabia — 2a11bf2 + 9ag2a03b21 — a11a12021 — dagzagpba —
Sag221ba1 + ag0a21b21 — 3a11a30b21 +4a12b92021 — 4azoboabar +4agebi2bar —4azbiabar + 2a11b§1)$5 +
(6a3; + 2ag3a?, — 11ak;a01 — a?ya9 + 6agza3, — a3y, — 10ag3aisazo + daiaas ago + 6agzad, — asad, +
7ag3b12 + G%leg - 10@03&21[)12 + 3&%1612 - 6@12@30()12 + 5a§0b12 + 2@036%2 - 20121b%2 + 6&03@12[)21 -
2a12a21b21 — 2a93a30b21 — 2a21a30b21 + 4a12012021 — 4asgbi2bey — 2ao3b§1 + 2a2lb§1)$6,

B(y) = (—3a(2)1a02 - 2a02a%0 —Qp1a10a11 t a31a20)$ + (aﬁgalo +4ap1agza10—6agpiap2ar1 - aloa% -
261?)16112 — 30210020 + Qo1 G 11020 — 2001 A10A21 + Gglaso - 361%0@30 +9ap1 ao2boz — a10a11bo2 — ap1azpboz +
2@10()%2 + 2@01@10b12 + a%lbgl + 3@%0[)21)35'2 + (CL%Q + 9@01(102(103 + 4@03@10@11 - 3@02&%1 + 2&02@10@12 —
3ap1a11a12 + Q103020 — G203 — 6a01A02a21 — 3A10a11A21 — A2G10030 — DA10A20a30 + 6a3a10D02 +
6ag2a11bo2 + 2ag1a12bo2 — 2a11a90b02 — 2a10a21bo2 + 2a01a30bo2 — 2002035 + 2a20b3y + 3ag1ag2biz +
10011012401 A20b12+4a10bo2b12— G020 10D21 +3a01 A 11 D21 +5a10A20D21 =4 €01 bo2b21 ) 23+ (10ag2a03a11 +
ag2a12+2a01a03a12—a%1a12+a03a11a20+a02a12a20+4a03a10a21—6a02a11a21—2a01a12a21—a11a20a21—
2a10a2; + ayas0 + 600103030 — a3 a30 + 4010012030 — Q202030 — 2a3,A30 — 2G01091A30 — 6a10a3, —
11ag2ap3boz + 3ai1a12boe + Tagzazboz + Tap2az1boz — 3azpaz1boz + ar1asobor — 2&12532 + 2030532 +
4a03a10b12+4a02a11b12+4a01a30612—4a02b02b12+4a20b02b12+2a10b%2—2a%2b21—8a01a03b21 +2a%1 ba1—
4@10&12[)21 + 2a§0b21 + 4@016L21b21 + 80,100,301921 — 4(111b02b21 - 4@01b12b21 - 2@1()()31)1'4 + (-10@020,(2)3 +
2a03a11 19 +2a25a20+ 110203021 — 1112021 +Ap3A20a21 — 300203, — 2003, + Ta03a11A30+A02012a30 +
3a12a20a30 — 4a11091a30 + Q203 — Das0aZ, — 8agzai2boe + 4a12a21bs + 4agzazobor — Yag2apsbiz +
a11a12b12 + Sagzaznbia + Sap2a21b12 — a1 biz + 3ai1asobia — 4ai2boabia + 4agoboebia — 2aozb%2 +

2
2a90b75 — 9apza11ba1 — apaai2bar — 3a12a20b21 + dar1a21b21 — 3agaazebar + Tazoaszobar +4agzbo2bar —
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4a21b02621—4a11612b21+2a02b§1—2agob§1):E5+(—4a33a12+2a03a12a21—3a%3a30—a%2a30+8a03a21a30—
3CLglCL30 + 4&12(L§0 - 3&%0 - 6&03&12b12 + 2&126L21b12 + 2&03&30()12 + 2&216L30b12 - 2@12[)?2 + 2@30[)?2 +
7@%31721 + a%2b21 - 10@03&21()21 + Saglbgl - 6@12@30()21 + 5@%0621 + 4@03b12b21 - 4@21[)12()21 + 2&12[)%1 -
2&30[)%1)1‘6.

Cerinta ca R(x,iz) =0, sau A(y) =0 si B(y) =0, este satisfacuta, daca se realizeaza una

dintre urmatoarele trei serii de conditii:

ao1 = Aoz = a10 = ago = 0, a1 = 2bga, a1 = 2ap3 + bi2, by = aso; (3.229)
ao1 = Gz = a19 = Az =0, a1 = 2bga, aiz =3azg — 2ba1, az = 3ap3 + 2b1; (3.230)
ao1 = ap2 = 0, ag = 2ap3 + b12, boz = a1y, ba1 = asp, aig # 0. (3.231)

Lema 3.3.5. Multiplicitatea algebrica a dreptei invariante y =ix a sistemului {(3.228),
(3.2)} nu este mai mica ca doi atunci $i numai atunci cand are loc cel putin una dintre

seriile de conditii (3.229)-(3.231).

In cazul conditiilor (3.230) sistemul cubic (3.228) are urmitoarea forma

T = azor® + 200wy + 3ag3r?y + 20122y + 3azory? — 2bo1 2Y? + agszy?, (3.232)

Y = =boaw? = 2a037% — b1a x> + boy 2%y + booy? + biawy® + 2az0y® — bary?,

iar E1(X) = (22 +y?)?Ra(x,y), unde Ry(x,y) = —(2a03 + b12) (6035 + Tagsbiz + 2635 + azobay )z -
(30a2;a30+35a03a30b12+10a30b%, —22a2,b91 + a3 ba1 —23ag3b12b91 — 6025 bo1 —az0b3; ) 23y —bo2 (2003, -
a2y + 22a03b1g + 6b%, + asobar )23 — (6aj; + 24agsad, + Sadybia + 14a3 b1z + agsb?, — 33agzazobar —
19as0b12b21+12a93b3, +6b12b3, ) 22y% —bo2 (33a03as0+ 18asz0bi2—23a03b21 — 12012091 )22y —b3, (11ags +
6b12)x% — (12a25a30 + 6ady + Tagsasobia — 8adsbar — 13a3,b21 — 3agsbiabar + Yasebs, — 263 )xy® —
boz(8a2; + 11a2, +daosbia — 17asobey +6b2, ) xy? — 203, (4aze — 3bay )y — 263, 2 + ags (—6a2, + agsbiz +
Tazoba — 203, )y* = ao3boz(9azo — 5ba1)y® — 3aosbiyy?.

Pentru ca multiplicitatea algebrica p a dreptelor invariante y = +ix sa fie mai mare
decat doi este necesar ca Ry(z,ix) = =2b3,x + (—=8agsb3, — 6b2,b12) 22 + (—12a23b02 + 12a2,bos —
18ag3boabi2 —6bo2b?y — 18azoboabar +6boab3, )13 + (—6a, + 18agzal, — 14a2;b1a + 14a2 b1 — 10agzbd, —
203, — 28ag3a30b21 — 20a30b12b21 + 10ag3b3; + 6b12b3, )2t +i(=8asobiy + 6b3sba1 )2 + (—24agzazoboz —
18as0boabi2 + 18ag3boabay + 12bg2b12b21 )23 + (—18ad;as0 + 6a3, — 28agsasobi2 — 10az0b?, + 14az boy —

14&%0621 + 20&03[)12[)21 + 6[)%2[721 + 10&30()31 - 2b%1)$4 =0. Tlnand cont de (32), Rg(l‘, Z[L’) =0>

bog = O, ap3 = —b12/3, asp = b21/3. (3233)
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Astfel, sistemul cubic (3.228) ia forma

& = (b3 + 3b1022y — 3boyxy? — b12y3) /3, (3.234)
Y= (—b12$3 + 3bg1 22y + 3b1azy? - b21y3)/3.

Prin intermediul unei transformari afine de coordonate si rescalarea timpului sistemul

(3.234) poate fi scris sub forma
r=x(2?-3y%), y=y(3z%-19y?). (3.235)

Acest sistem, pe langa dreptele complexe y = +ix, fiecare de multiplicitatea trei, mai admite
doud drepte invariante reale x = 0 i y = 0. Prin urmare, (3.235) apartine clasei CSLy si a
fost studiat in lucrarea [41].

Respectand conditia (3.2), ugor se poate ariita, ci in cazul realizdrii conditiilor (3.229)

sau (3.231) multiplicitatea algebrica a dreptelor y = +ix nu poate fi mai mare decét doi.

Lema 3.3.6. In clasa sistemelor cubice diferentiale { (3.1), (3.2) } multiplicitatea algebri-

ca maximala a unei drepte invariante relativ complexe este egald cu tres.

Lema 3.3.7. Prin intermediul unei transformari afine de coordonate si rescalarea timpulus
orice sistem cubic ce admite o dreptd invariantd relativ complexda de multiplicitatea algebrica

trei poate fi scris sub forma (3.235).

Lema 3.3.8. In clasa CS]LZ?C) multiplicitatea algebrica mazrimald a unei dreple invariante

relativ complexe este eqgald cu doi.

Demonstratia Teoremei 3.3.1 rezulta din lemele 3.3.2 si 3.3.6.

3.3.2. Clasificarea sistemelor cubice ce poseda doud drepte invariante afine pur
imaginare gi pentru care dreapta de la infinit e de multiplicitate algebrica

maximald

In clasa CSL];(C) are loc urmatoarea teorema:

Teorema 3.3.2. Cu ajutorul unei transformari afine de coordonate si rescalarea timpulus,
orice sistem cubic din clasa CSLg(C), ce realizeazd consecutivitatea de multiplicitati (partial)

mazimald (Moo (11, 2} foo )) M1, 2} lheo ), POate fi scris sub una dintre urmatoarele forme:

m(2,2;3) 1) T=x2+1, y=23+2xy+a;
Meo(1,1;4) 21) d=22+1, gy=z3-zy+ay+b;
22) i=(2?2+1)(ax+y), Y=b, b*0.
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Pentru demonstrarea acestei teoreme vom examina urmatoarele doua cazuri posibile in

clasa CS]L’QD(C):
1) meo(2,2ip100)s  2) Meo(1,1; poo).
1) Cazul mq(2,2; fie)-
Vom determina multiplicitatea maximala a dreptei de la infinit ., in cazul cand dreptele
x = +i, au multiplicitatea pu = 2, adica atunci cand se realizeaza una dintre seriile de conditii

(3.222)-(3.223) din lema 3.3.1.
1. Conditiile {(3.222), (3.2)}. Sistemul cubic (3.221) ia forma

T = (CL()() + (1301’)(1’2 + 1)7

(3.236)
y = boo + blolL’ + b20$2 + b30$3 + bOly + 2(1001'?/ + (b01 + 2&30)1’2y.
Consideram sistemul omogenizat, corespunzator sistemului (3.236),
T = (CZQ()Z + a30$)($2 + ZQ), y = b00Z3 + b10$Z2 + b20332Z + b30$3+ (3 237)

bo1yZ? + 2a00xyZ + (bor + 2a30)x%y.
Pentru (3.237) avem Cy(x,y) = azo(2aszp + bo1 )27 (bsox + asoy + bo1y). Tinand cont de (3.2),

Co(z,y) va fi identic egal cu zero atunci cand are loc una dintre urméatoarele doud conditii:
asp = 0, (3238)

bo1 = —2asg, asg * 0. (3239)

In cazul conditiei (3.238) au loc implicatiile: {(3.2), C1(x,y) = agoborz®(bsox + bo1y) = 0}
= { b01 = 0, aoobgo * 0} = OQ(ZB, y) = 3@%01730.7)6 ¢ 07 oo = 3.

Sistemul cubic (3.236) ia forma:
& = ag(z® +1), Y = b3ox® + baox® + 200wy + bio + boo, aoobso # 0, (3.240)

iar Co(x,y) = 3ad,bsox® # 0. Astfel, in acest caz multiplicitatea dreptei de la infinit nu
poate fi mai mare decat trei. Sistemul (3.240) realizeazd consecutivitatea de multiplicitati
Moo (2,2;3).

Prin intermediul transformarii x — z,y - (2b30y — 2bsox — b19)/(2a¢0), rescaldrii timpului

t = t/ago si a notatiei a = (bog + bag)/bso, sistemul (3.240) se scrie sub forma:
T=x%+1, y =3+ 2zy + a. (3.241)
Sistemul obtinut este Darboux integrabil si are integrala prima
F(z,y) = (2*+ 1) exp(((1 + ax - 2y) /(1 + 2*)) + a- arctg ).
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In cazul cand are loc conditia (3.239) avem: {(3.2), Cy(z,y) = —az0x%(azobeor — 3agobsox +
4agoazoy) = 0} = { ago = by = 0} = Cs(x,y) = 2a3,2°(~biox + 3azey) # 0. Sistemul cubic
(3.236) ia forma:

@ = agor(r? + 1), Y = b3ox® + biow — 2a30y + boo, azobso # 0. (3.242)

Acest sistem cubic realizeaza consecutivitatea de multiplicitafi me(2,2,1;3), adicd mai
admite o dreapta invarianta afind z = 0, si nu apartine clasei (CSIL,’Q’(C).
2. Conditiile {(3.223), (3.2)}. In acest caz sistemul cubic (3.221) si polinomul Cy(z,y)

arata astfel

s 2
T = (ago + azor + az1y) (x? + 1),

y = (ag1boo + a21b10® — 4agoasor? + az1boor? — apobor1? + asebyr+ (3.243)
CL00521£L‘2 + 2&301'3 - 2a§0x3 - a30b01x3 + a21b10$3 - agobllﬂf?’ + &30b21l’3+

9 9 .9 .
a21b01y + a21b1120Y + an bay 2y + 2a3,xy?) [as;

Co(z,y) = 24 (22,22 — 243,22 — azobo12? + a1 biox? — agob112? + azobar 2 — azazery + as by xy +
a2, y?)(—2a3,2? + 202,22 + azobo1x? — ax1biox® + agob11x? + danazory + 2a3,y?)/as # 0. Prin
urmare, pentru (3.243) multiplicitatea dreptei de la infinit nu poate fi mai mare decéat unu.
Lema 3.3.9. Prin intermediul unei transformari afine de coordonate si rescalarea timpulus
orice sistem cubic ce are exact doud drepte invariante complexe paralele de multiplicitatea
mazximala m(2,2;3) poate fi scris sub forma (3.241).
Multiplicitate geometricai.

Exemplul 3.3.1. Sistemul cubic perturbat

t=(22+1)(ex+1), y= (42 +8xy+4a — 3¢ + 8axe — 1222 + dye + 24x%ye+ (3.244)
4y?e — dae® + 6xe? + Baye? — 24xye? + 24xy?e? — €3 + 6ye3 — 12y2€> + 8y3e3) /4, .

admite sase drepte invariante diferite: Iy =x—-1=0,lo=x+1=0, [34 = xii\/m+ey—e/2 =0,
Is=x+1/e=0, lg=2x+2ey—ec+1/e=0.

Daca € - 0, atunci sistemul (3.244) tinde spre (3.241), dreptele ly,13 tind spre x =1, lo, 14
tind spre x = —1, tar l5 si lg tind spre infinit.

2) Cazul mo(1,1; fieo).

Consideram sistemul omogenizat, corespunzitor sistemului (3.221),

T = (1’2 + Z2)(CZOQZ + azpx + azly), y = b00Z3 + blo.CEZQ + bQQ.fEQZ + b30$3+ (3 245)
b()lyZQ + bHI‘yZ + b21I2y + b02y2Z + b12$y2 + b03y3. .
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Pentru (3.245) reprezentam polinomul E;(X) sub forma (3.20). Astfel, Cy(z,y) = 22 (bsox®-
(@30 = b21) 2%y = (@21 = bi2)2y? + bosy?) ((asoba1 — a21b30) 7> + 2a30b122%y + (3azobos + az1b12) vy? +
2a21bo31?). Pentru multiplicitatea algebricd p., a dreptei de la infinit avem puo., > 2, atunci
cand are loc identitatea Co(z,y) = 0. Tinand cont de (3.2), polinomul Cy(x,y) este identic

zero, daca se realizeaza una dintre urmatoarele trei serii de conditii:

a9 = azp = 0; (3.246)
Q91 = bgz = by = byg = O, aso ¥ O, (3247)
b()g = b12 = O, bgo = a3obgl/a21, as1 F 0. (3248)

1. Conditiile {(3.246), (3.2)}. In acest caz obtinem Cy(z,y) = agz2(bya2 + 2byaxy +
3bosy?) - (bzox® + bo1x?y + biaxy? + bo3y?). Identitatea Cy(z,y) = 0 implicd urméatoarele doua
seturi de conditii:

bso = boz = ba1 = b12 = 0; (3.249)
bos = b21 = b12 = 0. (3.250)

Conditiile (3.249) ne conduc la un sistem patratic, dar in cazul realizarii conditiilor (3.250)

muliplicitatea dreptei de la infinit pe, = 3, iar Co(x,y) = agobsox®(agox + b1 + 2b2y) = 0=
bo2 = 0,b11 = —ago, agobzg # 0. (3.251)
Astfel, sistemul cubic (3.221) ia forma
T =ag(x?+1), §=0b3x3+byr?— agery + b1ox + bo1y + boo, agobzo # 0. (3.252)

La acest pas Cs(z,y) = —agox*(agobaor — borbsox — 2a2,y) # 0, deci multiplicitatea dreptei de
la infinit este egald cu patru.

Prin intermediul transformarii @ — z, y = (4b1oaoo + 2bo1b20 + 2bapago® + 4bsoagey)/(4ad,),
rescalarii timpului ¢ — ¢/ag si a notatiilor a = by1/ag, b = (2adyboo + 2a00bo1b1o — adybao +

b21020)/(2a,b30), sistemul (3.252) poate fi scris sub forma:
T=22+1, =3 —zy +ay +b. (3.253)

Sistemul obtinut are factorul integrant u(z) = (22 + 1)*%(@ —i)/(z+ z))%

2. Conditiile {(3.247), (3.2)}. In acest caz sistemul cubic

T = (CL30I + CLOO)(I2 + 1), aso * 0, y = b30$‘3 + b20$2 + bnﬂ?y + b02y2 + bl(ﬂi + b01y + boo,
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pe langa dreptele invariante z = +i, mai admite gi dreapta afind invarianta asgz + agg = 0,
deci el nu face parte din clasa sistemelor diferentiale, studiate in aceastad lucrare.

3. Conditiile {(3.248), (3.2)}. Identitatea Cy(z,y) = —z3(azoxr + a21y) - (a21a30ber® —
a00a30b21x3—a30611621x3+a21b20b21x3—aoob§1x3+2a21a30b11x2y—2a30602621x2y+3a21a30b02xy2+
a2, b112y? — as boabor xy? +2a3,boay?) Jaz = 0 are loc atunci cand se verificd una dintre urmétoa-
rele doua serii de conditii:

bo2 = 0,011 = 0, bag = agobar/as1; (3.254)
b02 = O, b11 = O, b21 = —asp- (3255)

In cazul (3.254) avem po, = 3 §i Co(z,y) = 23(aszor + any)(-2a21a30b102% + 2a3 bar 2 +
a30bo1ba1 2% — ag1b1gbo1x? — 3agiazpborry — a%Ibloxy +4asiazoba Yy — 2a§1b01y2 + 2@%1621?;2)/@21-

Polinomul Cy(z,y) este identic egal cu zero, daca
ba1 = bo1, bio = azobor/az. (3.256)

Astfel, obtinem urmatorul sistem cubic

& = (asox + any +aeo) (2 + 1),y = (asoborx® + azbo1z?y+ (3.257)

2
apobo12* + azobo1 T + a1 by + Gleoo)/azl,

pentru care C3(I, y) = —((a21b00 - a00b01)x3(a30x + agly)(?)agol’ + b(n{L‘ + 2&21y))/a21 * O, deci,
in acest caz, multiplicitatea dreptei de la infinit nu poate fi mai mare decat patru. Prin
intermediul transformérii x - x, y — (y + b1 — ago) /a1 §i a notatiilor a = asg + be1, b =

as1boo — agobo1, sistemul (3.257) se scrie sub forma:
= (22+1)(ax +y), y=b, b+0. (3.258)

In cazul (3.255) avem Cy(z,y) = -a(ad,ad x® + 2a3,23 + adyborx® + asadybor® +

2 72 3 .2 2 2 2 2 2 2 .9 K 2 2
2a00a21 a30b2013+a5, b5 23 +6a91 a3, 12y +4as; a5y b v2y+2a3, azebior?y+6a3, a3, xy>+5a3z, asobo1 xy

+ a3 biory? + 2a3,as0y® + 2a3,b01y3) [ax $i pe = 3. Polinomul Co(z,y) este identic zero, daca

bo1 = —az0, b1o = —aio/am, bao = —(agoaszo)/az: . (3.259)
Astfel, obtinem urmatorul sistem cubic

T = (ago,f + a1y + aoo)(l’Q + ].), y = —(a§0x3 + a21a30x2y+

(3.260)

2
apotzox? + A39T + A21030Y — a21boo)/a217
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pentru care Cs(z,y) = —(2(agoaso + az1boo)r3(asox + a1y)?)/azr # 0, deci, in acest caz,
multiplicitatea dreptei de la infinit nu poate fi mai mare decat patru. Prin intermediul
transformirii © — z, y > —(y+asozr+agy) /a1, t = —t, si a notatiei b = agpagp + az1boo, sistemul

(3.260) se scrie sub forma:
r=y(x2+1), y=0, b=0. (3.261)

Sistemul (3.261) reprezinta un caz particular al sistemului (3.258).

Lema 3.3.10. Cu ezactitatea unesi transformari afine de coordonate $i a rescalarii timpului
orice sistem cubic din clasa CSLg(C) ce realizeazd consecutivitatea de multiplicitate partial
mazimald me(1,1;4) are forma (3.253) sau (3.258).

Multiplicitatea geometrici.

Exemplul 3.3.2. Sistemul cubic perturbat
= (22+1)(ax +y), y=bley+1)(ey—1)(2ey + 1), b+0, (3.262)

admite dreptele invariante: Iy =x —1, b =x+1, lz=ey+1, s =ey—1, l5 =2ey + 1.
Daca e - 0, atunci sistemul (3.262) tinde catre (3.258), iar dreptele l3, 1y, 15 tind la dreapta
de la infinit .

3.3.3. Clasificarea sistemelor cubice ce posedd doud drepte invariante afine
relativ complexe si pentru care dreapta de la infinit e de multiplicitate

algebrica maximala

In aceasta sectiune vom arata ca are loc urmatoarea teorema:

Teorema 3.3.3. Cu ajutorul unei transformari afine st a rescaldrii timpuluz, orice sistem
cubic din clasa CSLZ&) ce realizeaza consecutivitatea (partial) mazimala de multiplicitati
(Moo (1115 123 foo ) ) M1, f2; fheo ), POate fi scris sub una dintre urmatoarele forme:

m(2,2;1) 1.1) & =2dzy +ax®+ (b+2)x?y + cxy? + 3,
¥ = —dx? + dy? - 23 + ax?y + bay? + cy?;
1.2) & =2dzy+axd+ (20+ 3)x%y + (3a - 2¢)xy? + 2,

Y =—da?+dy? — (b+2)x> + ca?y + bry?® + (2a — ¢)y>.
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1.3) = fo+dz?+exy+ax’+ (b+2)x%y + cay? + 3,
v = fy+dry+ey? — 23+ ax’y + bay? + ey, f £ 0;
Meo(1,1;3) 21) z=crx+dy+(z2+y?)(ax+y+0),
y=—dr+cy— (22 +y?)(a’x+ay—e), c*+d?>+0;
22) d=crx+dy+ (2?2 +y?)(ax+y+D),
y=—dr+cy+e(z?+y?)(ax+y+b), d=+0.

Pentru demonstrarea teoremei 3.3.3 vom examina cazurile:

1) meo(2,2ip100)s  2) Meo(1,1; oo )

1) Cazul mq(2,2; fteo)-

Vom determina multiplicitatea maximala a dreptei de la infinit p., in cazul cand dreptele
y = +ix au multiplicitatea p = 2, adica atunci cand se realizeaza una dintre seriile de conditii
(3.229)-(3.231) ale lemei 3.3.5.

Usor se poate arata, cd in fiecare dintre cazurile (3.229)-(3.231) multiplicitatea algebrica
lteo & dreptei de la infinit nu poate fi mai mare decat unu. Atunci, tindnd cont de conditiile
(3.229)-(3.231) si facand abstractie de rescalarea timpului, obtinem urmétoarele trei sisteme
cubice ce posedid exact trei drepte invariante (incluzénd gi dreapta de la infinit), dintre care
dreptele afine sunt relativ complexe, ce realizeaza consecutivitatea maximala de multiplicitati
m(2,2;1):

T =2dxy + ax® + (b + 2)x%y + cxy® + y°,

(3.263)
y = —dz? + dy? — 23 + ax?y + bxy? + cy3;
i =2dxy + ax® + (20 + 3)x%y + (3a — 2¢)xy? + 43,
y (2b+3)x?y + ( Jzy® +y (3.264)
Y =—-da?+dy? - (b+2)x> + ca?y + bry? + (2a — ¢)y?;
T = fo+da?+exy+ax®+ (b+2)x2y + cry? + >,
f y (b+2)a?y + cay? +y (3.265)

U= fy+dry+ey? — 23 + ax’y + bxy? + cy3, f # 0.
Lema 3.3.11. Cu ajutorul unei transformari afine de coordonate $i a rescalarii timpulus

orice sistem cubic din clasa (CSL;?C) ce realizeaza consecutivitatea maximala de multiplicitats

m(2,2;1) poate fi scris sub una dintre urmdatoarele trei forme: (3.263), (3.264), (3.265).
Sistemul (3.263) are integrala prima F(x,y) = ((a-c)xy+ (b+1)y?-2dz) /(22 +y?) + (a+
c)arctg(y/x) +In(x? + y?).

Multiplicitatea geometrica.
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Exemplul 3.3.3. Sistemul cubic perturbat

i = ax® + 2dxy + 3x?y + 2022y + 3axy? - 2cxy? + y3 + dya + 3xya + brya + 3ay’a — cy’a
—axa? + ya?,
Y = —dx? - 223 — bx® + cx’y + dy? + bxy? + 2ay? — cy?® — dra — 3% - br’a - 3axya + crya

—xa? - aya?

admite dreptele invariante: Iy -lo = 22 + 42, l3- 14 = 2% + y? + 2xa + 2.
Daca o — 0, atunci sistemul perturbat tinde la sistemul (3.264) si dreptele I3, Iy tind la

dreptele 1y, ls.

Exemplul 3.3.4. Urmatorul sistem cubic perturbat

T = (2fx + 2dx? + 2ax3 + 2exy + 202y + 2cxy® + 23 + 2 fra + 2drP o + 2ax3 a0+ 2exya + 2bx Yo
+2cxy’a+ dyda+ fra? + dxla? + axda? + exya? + brlya® + cxy?a® + 2y3a2) [(2 + 2a + o?),
U= (=223 + 2fy + 2dzy + 2az?y + 2ey? — dxy? + 2bxy? + 2cy> + 2 fya + 2dxya + 2y
+2eya — dxya + 2bryla + 2cyPa + fya? + drya? + axya? + ey’a? - 2xy’a’

+bxy?a? + cyda?) /(2 + 2a+ a?)

posedd dreptele invariante: 1y -ly = 22 +y?, I3+ 1y = 22 + y? + 2y%a + y?a?.

Pentru a — 0 sistemul perturbat tinde la sistemul (3.265), iar dreptele l3 i ly tind catre
dreptele 11 si .

2) Cazul m(1,1; fieo)-

Consideram sistemul omogenizat

T =a10x 2% + a1y Z? + a0x’ Z + anxyZ + agy?Z + azox® + ag r’y+
+apxy? + agsy®, Y = awyZ? —anxZ? + (bop — a11)a2Z + (ag0 — ao2)ryZ+ (3.266)

+b02y2Z + (CL03 — Q91 + 612)13 + b21$2y + b12$y2 + (CL12 —asp+ bgl)y3,

corespunzitor sistemului (3.228). Pentru (3.266) determindm Cy(z,y) = —(22 +y?)Co1(2,y) -
Coz(x,y), unde Co1(x,y) = (aos — ag1 +bi2)x? + (b1 — azo)xy — asy?, Coz(x,y) = (agsaz — a3, +
agi bz — G30521)$4 + 2(Closam — Q12021 + Q12b12 — a30612):c3y + (36L33 = 3apzazr — 3aizazg + 3630 +
3ap3bia — az1bia + ai2bay — 3a30b21)$2y2 + (a12(l30 + ag3bia — ai2ba1 — a%g)?fl- Daca 001(357 y) =0,
atunci sistemul cubic (3.228) are infinitul degenerat, prin urmare, vom cere ca Coa(z,y) =0

si Co1(z,y) #0. Agadar, multiplicitatea dreptei de la infinit p., = 2, daca

a1 = 30, a21 = Ag3, b12 = asobay fags, ags # 0. (3.267)
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Tinand cond de (3.267), obtinem Ci(z,y) = —(2? + y?)C11(x,y)Ci2(x,y), unde Cyi(z,y) =
(a30x+a03y)/agg # 0, Clz(ma 3/) = (aggaaoboz—(1336111%0—@%3@111921 +a02a03a30b21 —2a03a20a30021 +
a33b02621—a03a20()§1+a11a30b§1)x4—2a30(aogagg—aggago+2a03a11621—a02b§1+a20b§1)x3y+(a33a20—
A02a3s +a25a11a30 + 2035430002 — 4 a11b21 — Lagaaozazobar +2a03a20a30b21 +2a35b02ba1 +ag2ao3b3, —
3a03a20b§1—a11a30b§1)x2y2+2a03(ag3a11—2a02a03b21+2a03a20621—a11b§1)xy3+a03(a02a%3—ag3a20+
(103(1301)02 + a03a11b21 - a02a30621 + (1,03[)02()21 - aogbgl)y4. AStfel, Moo 2 3, daca se realizeaza una

dintre urmatoarele doua serii de conditii:
a0 = apg, a11 = 0,bg1 = —azo; (3.268)

agy = agz, a11 = 0, bog = ap2ba1 [aos. (3.269)
Avem respectiv sistemele:

. _ 2 2 2 2 S (2
T = azox® + ap3 %y + azoxy? + sy + agax? + agey? + aox + agry, Y =—(az,x3+

(3.270)

2 2 .02 3 2 2 .
t003a30T7Y + A3,TY” + Qp3A30Y° — aozbo2? — ap3boay? + agi a3 — @03a1oy)/a03,

T = a30$3 + a03x2y + (lgony + a03y3 + CLQQQL’Z + a02y2 + 10T + ap1y, y = (a30b21x3+ (3 271)
+a03b21 T2y + az0bn 2Y? + agzba1y> + ap2ba2? + agebary? — ap1aosT + agzaioy)/aos. .
In ambele cazuri lleo U poate fi mai mare decat trei, deoarece, daca Co(z,y) = 0, atunci
ambele sisteme degenereaza.

Efectuand in (3.270), (3.271) rescalarea timpului ¢ — t/ag3 si notand a = asp/ags, b =

aog/agg, c= CL10/CL037 d= a01/a03, €= bog/aog, sistemul (3270) Capaité forma
i=crx+dy+ (2 +y*)(ax+y+b), ¥=-dv+cy—(2*+1y*)(a’r+ay-e), (3.272)

iar, notand a = asg/ags, b = ag2/ap3, ¢ = aip/aps, d = agi/ags, € = ba1/ags, sistemul (3.271) se

scrie astfel:
d=cr+dy+ (2 +y*)(ar+y+b), y=-dv+cy+e(z®+y?)(az+y+b). (3.273)

Lema 3.3.12. Prin intermediul unei transformari afine de coordonate si rescalarea tim-
pului orice sistem cubic ce are doua drepte invariante complexe concurente si care realizeazd
consecutivitatea partial mazimala de multiplicitati mo.(1,1;3) poate fi scris sub una dintre

urmdtoarele doud forme: (3.272), (3.273).
Sistemul (3.272) are integrala prima F' = y% +2by + 2c-arctg(y/x) + d-In(z? +y?) + x(ax +
2ay - 2e).

Multiplicitatea geometrica.
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Exemplul 3.3.5. Sistemul cubic perturbat

T = cx +bx? + axd + dy + 2%y + by? + axy? + y3 — cxye + cexye + dexye — de’xye — dy?e — ceye +
dey?e + ce?y?e + cdexe® — ?e?xe? + bdex?e® — bee?x?€? + adex?e? — ace?xe? + d?eye? — cde?ye? +
2dex?ye® + ce?x?ye? — ded3x?ye? + bdey? e —bee?y?e? — cexy?e® + adexy?e® — ace’xy?e® + 2de? xy?e® +
ced3xy?e? +deye? — ceyde? + 2c2e?ryed + cde’xyed + d*e?xyed — 2edxyed — cdedxye® — 2d%e3ryed +
cde?y?e +d?e?y’ed + ety +ededy? e — c2dedxet —beded x?et —acdedr3 et — cd?e3yet — cded xyet -
2c2etr?yet - 2d2eta?yet — bededy? et + 223 xy et —acdedxy?et + 2d2e3xy?et — cdedydet — etrye® -
detzrye® — cd?etzyed® — d3etxyed® — 2dePx2yeb — d3edr2yeb — c3edxy?ed — cd?edry?ed,

¥ = (—dx+bex?+aex?+cy+ex?y+bey? +aexy? +ey’ —dex?e—ce?r?e+ dex?e+ cedx?e+ drye+
cexye —dexye — ce?xye — cy’e + cey?e — ce?y?e + ce3y?e — d?exe® + 2cde?xe? + 2bde? 22 €? — beedx2e? +
2ade?r3e? —acedx3e? + dedx3e? + cetarde? + edeye? — 2c2eye? + de?ax?ye? — 2ce3x?ye? + 2bde?y?e? -
bee3y?e? + dexy?e® + 2cexy?e? + 2ade? vy’ e? — acedxy?e? + cetwy?e® — ceyde? + 3de?yPe? — cedy3e? -
d?e?x?e3 + 2d?e3x?ed + 2eta?ed + 2cdetx?e® — 2cde’rye® — d?e’xye® — 2c2e3ryed + Cetuyed +
3c2e?y?ed + cdey?e® — 2c2e3y?ed — 2cdedy?ed + 2ety?e® + 3edety?ed + 2cd?edret — Adetxet +
bd?e3x?et — 2bcdetx2e* + ad?e?xdet — 2acdet x3e* + 2dPet et + 2cded w36t — 2cdedyet + Betyet -
2cdet x?yet+cePx?yet +bd?e3y? et —2bedety? et —cded xy? et +ad?e3xy?et -4t et vyt et —2acdet vyt et +
3ede®zyet + 3c2e3yBet + 2d%e3yPet — dedetydet + cd?eta?e® + d3eta?ed® + c2dedrPe® + cd?edx?ed +
Adetzyed + cd?*etxyed + Aedxye® + Adedrye® — 3c3ety?ed — 2c2dety?e® — cd?ety?ed® + Bedy?ed +
2c2dePy?ed + 3ed?ePy?e® — 2d?ePxeb — bed?ePx?eb — acd?ed 38 + d3edx3eb + cd?ebx3eb + 3dedyeb +
2debx?yeb — bed?ePy?eb — 2dedxy?eb — acd?ePxy?eb + 2c3eSxy?eb + 3cd?ebSxy?ed — 3c3edyPeb —
3cd?edy3eb + 2deby3eld + cteby2e™ + 3debye” + AdPeSyPe” + cdBebye” + ABde ry?ed + cdPe xy?ed +
cleTy3ed + 2d?eTy3e®) /(1 - ce?e?)
are dreptele invariante: Iy - ly = 22+ y%, I3 = 1 + exe — ye + dee? + de?xed + ce?yed, 1y =
—1 + e2xe — eye + ce?e€? + dedxed + cedyed.

Pentru € - 0 sistemul dat tinde la sistemul (3.273), iar dreptele l3,1; — lo.

3.4. Concluzii la capitolul trei.

In capitolul trei au fost cercetate sistemele cubice de ecuatii diferentiale cu exact trei
drepte invariante distincte (incluzand si dreapta de la infinit). In studiul acestei clase de
sisteme cubice s-a tinut cont de multiplicitatea maximala a dreptelor invariante, fiind determi-

nate consecutivitatile de multiplicitati total maximale, dar si consecutivitatile de multiplicitati
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partial maximale a dreptelor invariante. Astfel, facAnd abstractie de o transformare afina a
spatiului de faza si de rescalarea timpului, au fost obtinute urmatoarele rezulatate:

— au fost determinate formele canonice ale sistemelor cubice ce admit doud drepte
invariante afine (reale sau complexe) de multiplicitate maximali;

— a fost efectuata clasificarea afina a sistemelor cubice diferentiale cu trei drepte invariante,
inclusiv dreapta de la infinit, de multiplicitate maximala. Aceasta clasificare contine elemente
din clasa sistemelor cubice diferentiale cu drepte invariante de multiplicitate totald opt
(m(4,3;1),m(4,1,3), m(3,1;4)), sapte (m(4,2;1), m(3,3;1), m(3,2;2), m(3,1;3), m(2,2;3),
m(2,1;4)), sase (m(2,1;3), m(1,1;4)) si cinci (m(2,2;1), m(1,1;3)).

— au fost construite sistemele cubice perturbate corespunzatoare formelor canonice obti-
nute in cazul sistemelor cubice ce posedd doud drepte invariante afine si reale;

— au fost construite integralele prime Darboux sau factorul integrant Darboux pentru
sistemele obtinute care au un numaér suficient de drepte invariante (enumerandu-se si multipli-
cititile) pentru a fi integrabile Darboux.

Mentionam ca formele canonice a sistemelor cubice cu drepte invariante de multiplicitate
totald opt, adica sistemele cubice ce admit una din consecutivitatile m(4,3;1), m(4,1,3),
m(3,1;4), au fost determinate gi de C. Bujac in [9], insd in teza de fatd s-a folosit o
altd metodologie de cercetare, avand drept scop determinarea multiplicitatilor maximale
a dreptelor invariante.

Tinénd cont de rezultatele obtinute in capitolul trei deducem urmatoarele concluzii:

1. multiplicitatea algebrici maximali a unei drepte invariante afine din clasa CSIL? . este

2(r)
mai mare decat a celor din clasele (CSIL;Z ) CSL‘;’(C), CSLQ?C).

2. pentru sistemele cubice cu trei drepte invariante (enumerand si dreapta invarianta
de la infinit) micgorarea multiplicititii unei drepte invariante afine nu implicd cresterea
proportionala a multiplicitdatii maximale a dreptei de la infinit;

3. problema determinarii echivalentei dintre notiunile de multiplicitate algebrica si cea

geometrica pe un ansamblu de drepte invariante complexe ramane o problema deschisa.

Rezultatele expuse in acest capitol au fost publicate in [77]-[81], [88]-[90].
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CONCLUZII GENERALE SI RECOMANDARI

In lucrare, din punct de vedere al teoriei calitative a ecuatiilor diferentiale, au fost
studiate sistemele cubice de ecuatii diferentiale cu drepte invariante multiple. Pentru a facilita
efectuarea acestui studiu a fost introdusd notiunea de consecutivitate mazximala (partial

mazximald) de multiplicitati a dreptelor invariante.

Problema stiintifica importanta solutionata consta in clasificarea sistemelor cubice
de ecuatii diferentiale cu una (cea de la infinit), cu doud si cu trei drepte invariante de
multiplicitate maximala si construirea in cazul dreptelor invariante reale a sistemelor cubice

perturbate corespunzitoare formelor canonice.

Rezultatele cercetarilor elaborate ne permit de a efectua urmatoarele concluzii i recoman-
dari:

Concluzii generale:

1. In teza de fati pentru prima datd s-a pus si s-a rezolvat problema de determinare in
clasa sistemelor cubice a multiplicititii maximale a unei drepte invariante afine si a dreptei
invariante de la infinit, ceea ce reprezinta pentru viitor un pas important in studiul calitativ

al sistemelor cubice cu drepte invariante ([83]-[85], [73], [74], [76],[79], [81]);

2. Estimatia multiplicitatii algebrice maximale a unei drepte invariante afine pentru clasa
sistemelor diferentiale polinomiale de gradul n poartd un caracter teoretic si poate servi
drept punct de reper pentru calcularea multiplicitatii maximale pentru sistemele diferentiale

polinomiale de grad mai mare ca trei ([79]);

3. Clasificarea sistemelor cubice cu doua si cu trei drepte invariante de multiplicitate
maximala reprezinta o continuare a studiului sistemelor cubice cu drepte invariante, efectuat

anterior ([75], [77], [78], [80].[81], [86]-[90]);

4. Problema de determinare a echivalentei dintre notiunile de multiplicitate algebrica
si cea geometricad pe un ansamblu de curbe algebrice invariante a fost rezolvata in cazul
sistemelor cubice cu doud drepte invariante reale, iar pentru dreptele invariante complexe
problema data ramane deschisa.

Recomandairi:
Rezultatele obtinute si metodele elaborate pot fi folosite:

- la studierea sistemelor diferentiale polinomiale cu drepte invariante de multiplicitate
totald egald cu 5, 6, 7;

- la studierea ulterioara a sistemelor diferentiale polinomiale cu curbe algebrice invariante;

- la investigarea diferitor modele matematice din fizica, chimie, biologie s. a.;

- in programele cursurilor optionale a facultatilor universitare cu profil real.
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