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REPERELE CONCEPTUALE ALE CERCETARII

Actualitatea temei. Istoria geometriei neeuclidiene numira mai putin de 200 de ani. In 1829 Nikolai
Lobachevsky si, independent de el, in 1831 Janos Bolyai, au publicat teoria dezvoltata in mod axiomatic a
geometriei hiperbolice. Arthur Cayley a introdus in 1859 diferite modalitati de a defini metrica spatiilor.
Felix Klein in 1871, utilizand metrica lui Cayley, construieste 9 modele de planimetrii. Klein propune
,<Programul Erlangen” [7], o noui solutie a problemei de clasificare si caracterizare a geometriei in baza
geometriei proiective si a teoriei grupurilor. Geometriile Euclidiana, hiperbolica si eliptica, cunoscute pana
in acel moment, se integrau usor in clasificarea lui Klein. In 1892, Hendrik Lorentz a propus ecuatiile de
transformare ale spatiului. In 1905 Henri Poincaré a observat ca transformairile lui Lorentz nu sunt altceva
decat rotatiile hiperbolice. Grupul transformarilor Lorentz este unul dintre cele mai importante grupuri
Lie. Datorita corespondentei grupurilor Lie si algebrelor Lie, este posibila studiere obiectelor geometrice
utilizand limbajul algebric. Clasificarea spatiilor omogene pe baza clasificarii algebrice a grupurilor lor
Lie este in atentia cercetatorilor din ultimii ani. Idee lui Lorentz a fost preluata in teza prezenta pentru a
generaliza notiunea de rotatie pentru orice spatiu omogen.

Albert Einstein in 1905 a dezvoltat idee de geometrizare a fizicii, propusa de Lorintz, in teoria speciala
a relativitatii, care ulterior fusese dezvoltata de Hermann Minkowski in 1907. Geometria Minkowski se
incadreaza perfect in clasificarea lui Klein. Si cinematica clasica a lui Galilei-Newton se incadreaza in
clasificarea lui Klein. Diverse cercetari geometrice cu aplicatii in diverse domenii ale matematicii fizice
s-au interprins de Hermann Weyl (anul 1913), Elie Cartan, George Vranceanu, Finsler, Radu Miron si altii
(anii 1960 — 1970). Atunci cand Willem de Sitter a propus modelul cosmologic de evolutie timpurie a
universului in anul 1917, s-a constatat ca si spatiile De Sitter si Anti de Sitter isi gasesc loc in clasificarea
facuta de Klein. Ultimile avansari in fizica teoretica, (in particular in teoria coardelor Green, Schwartz, anul
1970 — 1980), au dat nastere la noi spatii omogene, care au adus la necesitate dezvoltarii unor noi metode de
studiere. Metodele algebrei lineare prezinta un instrument universal de studiere. Prin urmare, cercetarea
diferitor structuri matematice cu metode lineare prezinta o directie actuala de cercetari importante si

pentru domeniile matematice, si pentru aplicatiile ei.

Domeniul de cercetare a spatiilor omogene Geometria diferentiald a spatiilor omogene a fost elabo-
rata de citre Elie Cartan in 1923 si dezvoltata ulterior de citre Ehresmann Ch., fiind similara cu propuse
anterior Riemann pentru geometriile Euclid, Lobachevsky si Bolyai. Riemann a introdus termenul "me-
tricd”, iar Cartan a introdus ceea ce este acum cunoscut sub numele de "conexiune Cartan”. Pentru urma-
torele cateva decenii geometria diferentiald devine principalul instrument in studiul spatiilor omogene. O
noud abordare a geometriei diferentiale, cu conexiuni cu studiul spatiilor omogene si-au adus contributia
Buseman G., Bachmann F., Efimov N.V, Hjelmslev J., Nash L.F., Kallenberg G.W., Borisov Yu.V,, Borisenko
A.A., Milka A.D., Verner A.L., Schwartz J. T., Naoum A., Roitberg J., Klingenberg R., Karzel H., Struve H.,
Struve R. s.a. (vezi [1, 4, 6, 8, 9, 21, 22, 23, 24]).

Domeniul de cercetare a spatiilor omogene are tangente cu multiple compartimente ale geometriei
contemporane, iar dintre cele mai recente contributii mentionam monografia autorilor Bourguignon J. P.,
Hijazi O., Milhorat J. L., Moroianu A., Moroianu S. [3]. Un considerabil aport in geometria diferentiala a

spatilor Finsle, Lagrange, Hamilton si generalizarile lor, care si ele sunt in stransa legatura cu geometriile



omogene, apartine lui Miron R. si Anastasiei M. [11], Udriste C. si Balan V. [2].

Rezultate importante pentru unele spatii omogene de diferite dimensiuni au fost obtinute si in dome-
niul geometriei discrete. Vom mentiona lucrérile elaborate de Zamorzaev A. [20] in dezvoltatrea teorieii
simetriei pentru spatii omogene (Euclidiene, pseudo-Euclidiene, Minkowski), rezultatele in domeniul geo-
metriei disctrete a spatiului hiperbolic, elaborate de Macarov V. [10] si in domeniul varietatilor hiperbolice
obtinute de Gutul I. [5] si Damian F. [25].

In geometria metrica a spatiilor omogene vom mentiona unele rezultate care au stat la baza prezentei
lucrari. Rosenfeld B., Yaglom I., Evghenia Yasinskaya E. [27, 31] au contributii la clasificarea si dezvoltarea
metodelor de studiere a geometriilor omogene bidimensionale. Romakina L. a descris unele spatii omogene
bidimensionale [28, 29, 30]. Rezultatele autorului se pot gasi in publicatiile [12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19,
26].

Scopul si obiectivele tezei. Scopul cercetarii este sa se ofere un instrument, care poate fi folosit pentru
a studia spatiile omogene in limbajul algebrei liniare. Pentru a atinge acest scop este necesar realizarea

urmatoarelor obiective:

Argumentarea conceptului nou de signaturd;
+ Pe baza conceptului de signatura, construirea spatiilor omogene;
+ Construirea modelului spatiului omogen cu orice signatura data;

+ Expresia masurarii cantitatilor geometrice via signatura, care reflecta rolul lor in geometria analitica

a spatiilor omogene;

Gasirea diferitor aplicatii ale geometriei analitice a spatiilor omogene.

Metodologia cercetarii stiintifice. Teoria utilizeaza metodele si limbajul algebrei liniare pentru a stu-
dia spatii neliniare. In calitate de subiect al studiului, este construit modelul spatiilor omogene.

In tezd este investigata notiunea de spatiu omogen si sunt stabilite proprietitile asteptate. Acest obiec-
tiv se realizeaza prin generalizarea axiomelor cunoscute. Apoi, prin metoda dualitatii sunt formulate pro-
prietatile noi, duale celor cunoscute.

O metoda importanta folosita in cercetare este modelarea computationald, realizata sub forma proiec-

tului software GeomSpace.

Noutatea stiintifica a rezultatelor obtinute. Noutatea principala a teoriei elaborate consta in faptul
ca continutul si forma ei sunt parametrizate datorita introducerii signaturii spatiului. Elementele signaturii
sunt variabile cu anumit domeniu de definitie. Fiecare spatiu omogen este determinat in mod univoc de
signatura lui si invers, fiecare valori concrete ale signaturii determina un spatiu omogen. Toate definitiile
si toate afirmatiile sunt formulate in limbajul signaturii.

Abordarea parametrizata are mai multe avantaje. In primul rand, din cauza numarului atat de mare
al spatiilor omogene este aproape imposibil sa se descrie fiecare spatiu cu geometria lui. Abordarea uni-

versala permite sa se descrie un spatiu cu toate particularititile lui sau sa se compare orice doua spatii.



In al doilea rand, unele rezultate se obtin mai usor pentru spatii neliniare, si apoi ele se generalizeaza la
cazul spatiilor liniare. Alte rezultate se obtin mai initial pentru spatii liniare, si apoi ele se extind la spatiile

neliniare.

Problema stiintifici importanta solutionata constd in cercetarea spatiilor omogene prin metode

liniare aplicand conceptul de signatura.

Semnificatia teoretici a tezei. In tezi dati se propune un nou concept de signaturi a spatiului omogen,

care permite o abordare unica a tuturor spatiilor omogene.

Valoarea aplicativa a lucrarii. Aceasta lucrate poarta caracterul teoretic, insa ea are si potentialul
aplicativ.

Desi lucrarea se focuseaza pe geometria analitica, rezultatele ei au valoare in geometria diferenti-
ala. Metodele geometriei diferentiale moderne sunt construite pe baza geometriei analitice a spatiului
Euclidian. Acest fapt implica doud consecinte. Prima, aceasta abordare nu ofera rezultate cand se vrea
descrierea proprietatilor unui spatiu neeuclidian care sunt absente in spatiul Euclidian sau sa compare
astfel de proprietati intre doua spatii neeuclidiene. A doua, geometria diferentiala are unele restrictii in a
descrie spatii care nu pot fi aproximate de spatiul Euclidian in nici un punct.

Rezultatele obtinute pot fi incluse in cadrul cursurilor optionale pentru studenti, masteranti si docto-

ranti pentru domeniile matematice si fizice teoretice.

Rezultatele stiintifice principale inaintate spre sustinere:
« Clasificarea spatiilor omogene pe baza formei noi de signatura, introduse in aceasta lucrare;
« Deducerea formei universale a ecuatiilor trigonometrice, comune pentru toate spatiile omogene;

+ Introducerea grupului de matrice generalizat ortogonale si studiul lui in conexiune cu grupul mis-

carilor spatiului omogen;

« Adaptare la spatii omogene a formulelor si a algoritmilor algebrei lineare, care opereaza cu vectori

sau familii de vectori;

« Introducerea vectorilor de decompozitie pentru vectorii limita (vectorii izotropici) si studiul vecto-

rilor limita cu ajutorul vectorilor lor de decompozitie;
« Definirea si studiul volumelor in spatii omogene via volumele corespunzatoare in metaspatiu;

+ Teorema despre izomorfismul grupurilor cristalografice ale spatiilor omogene duale.

Implementarea rezultatelor stiintifice. Teoria poate fi folosita ca un curs facultativ in liceu sau uni-
versitate
O alta implementare consta in proiectul software GeomSpace (http://sourceforge.net/projects/geomspace/),

cu scopul de a crea un mediu de geometrie interactiva pentru spatii omogene.



Aprobarea rezultatelor stiintifice. Diferite aspecte ale teoriei au fost prezentate la urmatoarele eve-

nimente stiintifice:

2009 Alba Iulia, Romania — International Conference on Theory and Applications in Mathematics and

Informatics;

2010 Moscow, Russia — International conference “Metric geometry of surfaces and polyhedra”, dedicated

to 100th anniversary of N. V. Efimov;

2010 Moscow, Russia —The International Conference “Geometry, Topology, Algebra and Number Theory,
Applications” dedicated to the 120th anniversary of B. N. Delone;

2014 Chisinau, Moldova — The Third Conference of Mathematical Society of Moldova IMCS-50;

2015 Tula, Russia — International conference “Algebra, Number Theory and Discrete Geometry: Modern

Problems and Applications”, dedicated to 85th anniversary of professor S. S. Ryshkov,
2015 Iasi, Romania — The 8th Congress of Romanian Mathematicians.

2016 Chisindu, Moldova — International Conference Mathematics & Information Technologies: Research
and Education, MITRE — 2016.

Publicatii la tema tezei. La tema tezei au fost publicate 9 lucrari: [12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 26], 5
articole si 4 comunicari in cadrul conferintelor internationale si nationale: 2 articole sunt publicate in 2
reviste diferite recenzate (una de categoria A, alta de categoria B+). Toate publicatiile sunt de un singur

autor.

Cuvinte—-cheie: spatiu omogen, spatiu Riemanian, geometrie Klein, metrica proiectiva, geometrie ana-

litica.

Volumul si structura tezei. Teza este scrisa in engleza si consta din: introducere, trei capitole, concluzii
generale si recomandari, anexe, bibliografie din 210 de titluri, volumul total de 189 de pagini, 140 de pagini

de text de baza, 3 anexe, 27 de figuri, 9 algoritmi, 5 tabele, adnotari in limbile romana, rusa si engleza.



CONTINUTUL TEZEI
In Introducere se argumenteazi actualitatea temei, scopul si obiectivele lucrarii si metodologia cer-
cetarii. Se prezinta pe scurt continutul tezei.
Capitolul 1 ,Analiza situatiei in domeniul spatiilor omogene” introduce structuri algebrice folo-
site in cercetare, prezinta situatia in domeniul tezei, analizeaza avantajele si limitele abordarii axiomatice

si ale modelarii in cercetare.

Definitia 1.2.1 (Spatiu omogen). Fie X o multime nevida si G un grup care actioneaza pe X. Structura

lui X este 7 : G — Aut(X). Perechea (X, 7) se numeste spatiu omogen, daca:
« 7 este un omomorfism, adicd pentru orice g € G maparea 7(g) pastreaza structura;
+ 7(@G) actioneaza tranzitiv pe X.

Se descrie principiul dualittii metrice. Se prezinta pe scurt cele mai importante rezultate ale tezei.
In capitolul 2 ,Geometria analitici” se construieste modelul uniform al spatiilor omogene si se stu-
diaza proprietatile lui metrice. In sectiunea 2.1 ,Tipuri de drepte, distante si unghiuri” se introduc

proprietatile de baza care sunt de asteptat in orice model al spatiilor omogene.

Definitia 2.1.2 (Functiile trigonometrice generalizate). Fie k € {—1,0, 1}. Functiile C(p), S(@) si T (@),

unde:

g02n

2n)!’

00 2n+1 S
S@) = DM S T = 2
n=0

Clo)= Z:‘)(_k)n Qn+ O’

se numesc, respectiv, cosinus generalizat, sinus generalizat si tangentd generalizata.
In sectiunea 2.2 ,Modelul spatiului omogen” se construieste un model liniar si parametrizat al spa-

tiilor omogene.

Definitia 2.2.1 (Rotatiile principale ale spatiului). Numim rotatii principale ale spatiului transformarile

Ri(p),i= H exprimate prin matrice patratice de ordinul n + 1, avand elementele:
ri—l i—1 =rii =C1((p)7 rii—l = S1(¢), ri_]i = _kiSi((p)’ rpq =5pq,P,Q?é la.]

Considerdm spatiul vectorial R"*! si o colectie de numere ky, k,, ...k, € {—1,0, 1}, fiecare reprezen-

tand tipul unei rotatii principale. Fie C;(x) = C(x, k;), S;(x) = S(x, k;) si Tj(x) = ggg

Definitia 2.2.2 (Meta produs al vectorilor). Numim meta produs © al vectorilor x, y € R""! expresia:

n 1
xXQy= ZK,-x,-y,-, unde Kp = 1, K; = ij, i=1,n
i=0 j

Jj=1



Definitia 2.2.3 (Modelul spatiului omogen, signatura, metaspatiu). Numim spatiu omogen B" = {x €
R"™!|x ® x = 1}. Colectia de numere {k, ..., k,} se numeste signatura spatiului omogen. Numim me-
taspatiu spatiul R"! cu meta produsul vectorilor ®. Vectorul e = (1 : 0 : ... : 0) il vom numi origine
E=(1:0:..:0).

Remarca. Vectorii opusi, x, —x € R" ai modelului reprezinta acelasi vector al spatiului omogen.

Definitia 2.2.4 (Miscari, drepte, plane). Numim miscdri in B" toate transformarile posibile care se obtin
ca compozitia unui numir finit de rotatii principale. Definim dreptele ca imaginile MM(B') la toate miscarile
posibile I : B" — B". Similar, definim planele m-dimensionale ca imaginile M(B™), m = 0, n — 1 la toate

miscarile posibile .

Definitia 2.2.6 (Distante, unghiuri). Vom spune: distanta intre punctul A € B! ¢ B” si originea E
este egald cu @, daci A = R (@)E, vom spune: unghiul unidimensional (planar) intre B' si o dreapta
B c B'' c B este egal cu @, daca B! = ERZ(qo)[Bl. Similar, definim unghiul (m + 1)—dimensional ¢ intre
B™ si planul m-dimensional B™ ! c B c B"*!, daca B'" = R (@B", Vm=0,m— L.

In sectiunea 2.3 ,Relatiile triunghiului” sunt deduse ecuatiile si inecuatiile triunghiului precum si

ecuatiile triunghiului dreptunghic.

Tabelul 2.1: Egalitatiile triunghiului

S(a) _ S(b) _ S(c)

Srla) S8 SH()
Ci(a) = C{(b)Ci(c) + k151(b)S(c)Cy(a)
C(b) = C1(a)Cy(c) — kyS1(a)S(c)Cr(B")
Ci(c) =Ci(a)Ci(D) + k151(a)S;(D)Cy(y)
Cy(@) = Co(B")Cy(y) + kaSr(B)S»(r)Cy(a)
Cy(") = Co(a)Cy(y) — kySy(a)S,(r)C, ()
Cy(y) = Co(@)Cy(B") + kySy(a)SH(B")Cy(c)

Propozitia 2.3.1. Cea mai lunga latura a unui triunghi este opusa celui mai mare unghi si cea mai scurta
latura este opusa celui mai mic unghi.
In spatiile omogene inegalitatea triunghiului, care joaca un rol important in definitia metricii, o gene-

ralizeaza pe binecunoscuta inegalitate din spatiul Euclidian, ceea ce se reflecta in urmatoarea propozitie.
Propozitia 2.3.2. Cea mai scurta latura a si cea mai lunga latura b sunt:

>b—c, ky=1; <a+c, ky=1;
a :b—C, k2:0, b =a+c, k2:0’

<b—C, k2=—1 >a+c, k2=—1



Unghiul interior & si unghiul exterior f’ sunt:

>p -y, k=1, <a+y, k=1
ay=p"—y, k;=0; f'y=a+y, k =0;
<p -y, k =-l. >a+y, k;=-1

In urmitorul tabel sunt descrise egalititile triunghiului dreptunghic, valabile pentru toate planele omo-

gene.

Tabelul 2.2: Egalitatiile triunghiului dreptunghic

Ti(b) =T (c)Cy(a) | Tip(@)=T(c)S,(f")
Sia(a)=S1()S (@) | S1(b) =S51(c)Co(B")
Ty(a)=S,(0)T5(a) S1p(a)= T1(b)T2(ﬂ/)
Cy(@) = Cp(@)Cy(B") | Sy(B")=C1(5)S,(@)
Cy(c) =C1(a)Cy(b) | To(8")=Cy(c)Ty(a)

Existenta formei universale a ecuatiilor triunghiurilor poate fi generalizata la orice figura liniara.

Propozitia 2.3.3. Fie Q o figura liniara a spatiului omogen B". Daca exista ecuatia:

F(py,....p,) =0,

care leagd elementele py, ..., p, acestei figuri, atunci exista si o forma a acestei ecuatii:

H(Tr(py),....Tr(p,)) =0,

care este exprimata prin:
« Functia H, care este algebrica si nu depinde de spatiul B";

« Functia T'r(p;), care are una dintre urmatoarele trei forme C;(p;), \/k—iSi(pi), k;T;(p;), si depinde

doar de tipul k; al argumentului p;.

Corolar 2.3.3. Proprietétile descrise de functia H sunt proprietati ale figurii £2, independent de spatiu,
proprietatile descrise de functia T'r sunt proprietati ale spatiului B"”, independent de figura .

In sectiunea 2.4 ,Miscari” se introduc matricele generalizat ortogonale, se arata ca migcarile au matrice
generalizat ortogonale si se studiaza teoria miscarilor spatiului omogen ca teoria matricelor generalizat
ortogonale.

Sé generalizam produsul vectorilor. Pentru aceasta definim intai tipul K;;:

J
1

Ky=1i=ji [] ki< =i >
p=i+1 Ji



Definitia 2.4.2 (Produs de indice i). Produsul de indicei,i = W al vectorilor x si y este o forma biliniara:
n
r

Definitia 2.4.3 (Indicele vectorului). Vom spune ca numarul i, 0 < i < n, este indicele vectorului

x € R"™!, daca x ®; x > 0. In acest caz notatia este x'.
Teorema 2.4.3. Indicele vectorilor nu depinde de alegerea bazei spatiului.

Definitia 2.4.4 (Produsul natural). Produsul natural a doi vectori x' si )’ este produsul de indice k =
min(i, j): x' @y =x' Omin(i, ) ¥,
Remarca. Pentru punctele spatiului produsul natural are indicele zero.

In continuare definim si studiem proprietitile matricelor generalizat ortogonale.

Definitia 2.4.5 (Vectori normalizati, ortogonali, matrice generalizat ortogonale). Vom numi vectorul
x' in R™! cu signatura, data, normalizat daca x' ® x' = 1. Vom numi vectorii x’, y’ ortogonali, daca
x' ® 3/ = 0. Definim matricea patratici M, de ordinul n + 1, generalizat ortogonald, sau succint, GM-

ortogonald, daca toate coloanele ei m’ au indicele j, sunt normalizate si orice doui coloane sunt ortogonale.

Teorema 2.4.11. Multimea matricelor GM-ortogonale formeaza un grup. Grupul izometriilor (al mis-

carilor) spatiului este un subgrup al acestui grup.

Algoritmul 2.1 (Descompunerea matricei ortogonale in produs de rotatii).
1. Pentru liniile r de la n pana la 1:

i = 0,rin trei categorii dupa tipul K,;, care este egal cu 1, 0

(a) Impéartim elementele liniei x ris

ri°
sau —1. Inmultim X din dreapta cu R, (@), i = 0,r, astfel incat in linia r sa raimana cate un
element din categoriile 1 si —1, diferite de zero. Pentru elementele x,; si x,; de aceleasi tipuri
folosim cos @ = % sising = %
xri+xrj xri+xrj

(b) Avem cate un element de tip 1 si —1, diferite de zero (de exemplu, r si p). Existd o rotatie

hiperbolic cu unghiul ¢, astfel incat cosh @ = —X=— sj sinh ¢ = —2_.

2 2 2

Xrr—Xrp Xpr—Xrp

(c) Pentru elementele din categoria 0 existd rotatii parabolice. Pentru elementul g unghiul para-

. X
bolic este ¢ = —~.
rr

(d) Rotatiile eliptice, hiperbolice si parabolice de asemenea transforma elementele delaOla r — 1

ale coloanei r in zero.

2. In acest punct putem considera matricea ca avand ordinul r in loc de r + 1 si sa repetam procesul
pentru ea. In final obtinem matricea E = diag(+1). Obtinem ecuatia X H;L] M; = E, deci
_ 1 -1
X=EJ] =g M

10



Definitia 2.4.7 (Vectori echivalenti, interschimbabili si neinterschimbabili). Vom numi doi vectori cu
undicii 7, j neinterschimbabili, daca nu exista un spatiu omogen izomorf cu spatiul dat, in care vectori
corespunzatori sa aiba indicii j,i. Daca astfel de spatiu exista, atunci il numim vectori interschimbabili.

Vom numi vectori echivalenti daca spatiul contine miscarea care transforma fiecare vector in celalalt.
Teorema 2.4.17. Doi vectori ei, ej, unde i < j, sunt:

« neinterschimbabili, daca K; ;= 0;

« interschimbabili, daca K; ;= —1;

« echivalenti, daca K; ;= 1.

In sectiunea 2.5 ,Lineal” se deduc diferiti algoritmi care opereaza pe familii de vectori.
Definitia 2.5.1 (Lineal). Numim lineal orice intersectie intre sfera B" si subspatiul liniar generat de un
numar finit de vectori din metaspatiul.

Toate subspatiile sunt lineale, dar nu fiecare lineal este si subspatiu. Evident, linealele congruente au

signaturi identice. Insa coincidenta signaturilor nu garanteazi congruenta linealelor.

Definitia 2.5.3 (Proiectia vectorului pe lineal). Numim proiectia vectorului v pe linealul L™ vectorul v’,
unde v’ € L™, 0" = v—10v" L L™ In acest caz v” se numeste proiectia vectorului v pe complementul

ortogonal al linealului L™.

Lema 2.5.1. Proiectia v’ a vectorului v pe linealul L™ poate fi calculati in felul urmétor:
m
v = Z(U o, IHI,
i=0

unde familia de vectori {I’ },—o, este o baza ortonormata a linealului L™.

Consideram o familie de vectori {x'},_5--. Pentru a o ortonormaliza, consideram urmatorul algoritm:

Algoritmul 2.2 (Ortogonalizarea si normalizarea unei familii de vectori).

1. Luam vectorul x cu cel mai mic indice, pe care il normalizam. Adaugam y la familia ortonormata a

vectorilor {y'} si elimindm x din familia initiala a vectorilor {x'}.
2. Atéta timp cat familia {x'} nu este vida:

(a) Alegem din familia {x'} vectorul x cu cel mai mic indice si calculim proiectia lui pe comple-
mentul ortogonal al {y'}.
(b) Eliminim vectorul x din familia {x'} si, dacd x’ nu este nul, il normalizim si il adiugim la

familia {y'}.

Consideram o familie ortonormata de vectori {xi}izm € B", m < n. Urmatorul algoritm descrie cum

putem sa completam aceasta familie pana la n + 1 vectori, astfel incat familia sa raméana ortonormata.
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Algoritmul 2.3 (Completarea familiei ortonormate a vectorilor).

1. Pentru fiecare vector al unei baze {e’ }jzﬂ a spatiului calculim vectorul y ortogonal cu familia {x'}.

Daca vectorul y nu este nul, il normalizim si il addugim la familia {x'}.

Apare necesitatea de a defini o forma unica a unui lineal. Pentru a gési o astfel de baza, putem folosi

urmatorul algoritm:

Algoritmul 2.4 (Forma canonica a bazei linealului).

1. Consideram o familie de vectori din baza {e” }p=ﬂ a spatiului R"*!. Pornim de la baza vida a line-

alului L.
2. Pani cand baza noui va contine m + 1 vectori, calculdm proiectia e'” a urmétorului vector e” pe L".

(a) Daca e’? este nenul, calculam proiectia e”? a vectorului e’” pe complementul ortogonal al bazei
existente {/'} a linealului L.
(b) Daci e”? este nenul, il normalizim si il addugdm la baza existentd {I/'} a linealului L.
In sectiunea 2.6 ,Vectori si lineale limita” se studiaza teoria vectorilor fara indici, numiti vectori

limita. In spatiul bidimensional acestia sunt vectori isotropici. De asemenea, se studiaza teoria linealelor

limit3.

Definitia 2.6.1 (Vector limita). Vectorul care nu are indice se va numi vector limitd.

Consideram un vector limitd x € B". Construim vectorii a,b € B", astfel incat vectorul a sa aiba
coordonatele a; egale cu x (care intrd in forma biliniard cu semnul ,,+” sau cu coeficientul 0), restul sa fie
0, iar vectorul b si aiba coordonatele b ; egale cu x (care intrad in forma biliniara cu semnul ,—”), celelalte

coordonate fiind 0.

Definitia 2.6.2 (Vectori de decompozitie ai vectorului limitd). Numim perechea de vectori a, b vectori de

decompozitie ai vectorului x.

Remarca. Definitia vectorilor limita depinde de alegerea bazei spatiului si nu este unica.
Lema 2.6.1. Indicii vectorilor de decompozitie nu depind de alegerea bazei spatiului.
Teorema 2.6.2. (Tipul intermediar). Vectorii limita au tipul egal cu 0.

Lema 2.6.3. Valoarea masurii vectorului limitd x € B" este egald cu valoarea masurilor vectorilor sai

de decompozitie a si b:
|x| = |a] = 1b].

Remarca. Masura vectorului limita depinde de alegerea bazei spatiului si nu este invarianta la miscari.

Astfel, ea nu poate fi considerata o masura in sensul strict al cuvantului.

12



Deoarece pentru vectorul limita x are loc egalitatea x ©® x = 0, se pot ivi situatii in care un vector
limita este ortogonal cu un vector indexat, sau doi vectori limita sunt ortogonali intre ei, insa vectorii
de decompozitie ai vectorilor limita nu sunt ortogonali cu vectorul indexat sau intre ei. In continuare se

prezinta procedura de ortogonalizare a vectorilor limita in astfel de situatii.

Propozitia 2.6.6. Vom considera vectorii limita ortogonali cu vectorii indexati sau ortogonali intre ei,

daca toti vectorii de decompozitie sunt ortogonali cu vectorii indexati sau intre ei.

Definitia 2.6.3 (Lineal limitd). Un lineal in baza ortonormata a caruia exista vectori limita se numeste

lineal limita.

Lema 2.6.7. Daci baza ortonormata a unui lineal contine un vector limit3, atunci indicii vectorilor de

decompozitie ai acestuia sunt liberi in lineal.

Propozitia 2.6.8. Numim indicele compus al unui vector limita perechea de indici ai vectorilor lui de
decompozitie. Indicele compus nu depinde de alegerea bazei spatiului si este liber in lineal. Notatia este
x¥ =d' + b/, unde d', b’ sunt vectorii lui de decompozitie.

Signatura linealului limita nu poate fi dedusa ducand la limita signatura linealelor.

Algoritmul 2.5 (Signatura linealului limita).

1. Impartim toti vectori din bazi ai linealului in grupuri de echivalents, fiecare continand doar vecto-
rii echivalenti sau interschimbabili si fiecare vector dintr-un grup sa fie neinterschimbabil cu toti

vectorii urmatorului grup. In locul vectorilor limita folosim vectorii lor de decompozitie.

2. In fiecate grup gasim elemente ale signaturii ca fiind tipurile miscarilor de la un vector indexat la
altul.

3. In fiecare grup adaugam la signatura elementul 0 corespunzitor tipului de miscare de la ultimul

vector indexat la primul vector limita, daca exista vreunul.

4. In fiecare grup adaugam la signatura elementul 1 corespunzitor tipului de miscare intre vectorii

limitd, daca exista mai multi.
5. Inseram elementul O intre fiecare grup de vectori neinterschimbabili de la primul la ultimul.

In sectiunea 2.7 ,Constructii si calcule” deducem cativa algoritmi cu scop computational. Daca
facem abstractie de normalizare, spatiul omogen B" coincide cu metaspatiul lui R"*!, care este un spatiu
liniar. Multe constructii, calcule si algoritmi pentru spatii liniare sunt aplicabile si pentru spatiul B" cu o
singurd mentiune: rezultatul trebuie intotdeauna sa fie normalizat.

In urmatorii algoritmi considerim linealele A”, B? cu bazele ortonormate {a’ }i=0_p si (b }jzﬁ'
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Algoritmul 2.6 (Diferenta linealelor).
1. Gasim proiectiile a’ ale vectorilor a' pe complementul ortogonal al subspatiului BY.

2. Ortonormalizim familia {a’’}.

Algoritmul 2.7 (Suma si intersectia linealelor).
1. Notam baza sumei {w'} si a intersectiei {v'}. Folosim inca o familie de vectori {4'}.

2. Copiem toti vectorii {a'} in {w'} siin {A'}, umplem cu vectorii nuli toti indicii liberi ai familiilor

{w'} si {h'}, astfel incat ele sa contina n + 1 de vectori.
3. Pentru fiecare vector b':

(a) Gasim vectorul:

pi=b — Z(b" o wHw/,
J

ortogonal cu familia {w'}. Folosind aceiasi coeficienti, calculam:

h=— Z(bl’ o wHh'.

J

(b) Daci b'" nu este nul, il normalizim:

w=— .

Vb oY

siil addugam la {w'}. Folosind acelasi factor, adaugim la {h'} vectorul:

W=—1_ .1

Jrob

(c) Daci b’ este nul, ortonormalizim vectorul 4 cu familia {¢'} si il addugim la ea.

4. Excludem vectorii nuli din familia {'}. Familia {0} este baza intersectiei si familia {'} este baza

sumeli.

Consideram spatiul B" si m + 1 vectori {v'},_g.-. Fie (vy; : ... : v,;),i = 0,m coordonatele vectorului
V', si fie familia de vectori v’ ordonata si liniar independenta. Compunem matricea V' cu elementele

{U,J},l :mh] :O’_m

Definitia 2.7.2 (Matricea de coordonate, matricea de status). Numim matrice de coordonate a familiei
de vectori {v'} matricea dreptunghiulara compusi din coordonatele vectorilor acestei familii. Numim

matrice de status matricea compusa din elementele w;; = v' ©; V.
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Propozitia 2.7.10. Daca masura intre lineale este egald cu zero sau acestia sunt ortogonali, atunci tipul

masurii este, in caz general, nedeterminat.

Algoritmul 2.8 (Masura intre lineale).

1. Gasim bazele ortonormate {a'}, {#’} ale linealelor A? — B? si B! — AP. Consideram numarul vec-

torilor {a'} mai mic sau egal cu numarul vectorilor {#’}, altfel schimbam rolurile lor.

2. Descompunem vectorii @' = a’' +a"", unde vectorii {a’'} sunt proiectiile vectorilor {a'} pe B — A?

si vectorii {a”'} sunt proiectiile lor pe complementul ortogonal al BY — AP.
3. Calculim determinantii w’, w” ai matricelor de status W', W ale familiilor de vectori {a'’}, {a"'}.

(a) Dacd w’ = 1,w"” = 0 atunci ¢ = 0, y este nedefinit si k este nedeterminat.

(b) Daca w’ = 0,w” = 1 atunci ¢ este nedefinit, y = 0 si k este nedeterminat.
(c) Daca w’ + w” =1 atunci ¢ = tan™! LL‘;—',', w =tan"! \/Lf_’/’ sik=1.
(d) Daca w’ = 1,w"” # 0 atunci ¢ = \/w”, v este nemasurabil si k = 0.
(e) Dacid w’ # 0,w” =1 atunci ¢ este nemasurabil, y = Vw’ si k = 0.
(f) Dacd w’ — w” =1 atunci ¢ = tanh™! ’“L’Z—',' y este nemisurabil si k = —1.
(g) Daci w” —w' = 1 atunci ¢ este nemisurabil, y = tanh™! ‘/Z‘)’—,/, sik=—1.

(h) Daca unul sau amindousi linealele sunt lineale limitd si w’ = w”, atuncigp = w = 0 sik = —1.

In sectiunea 2.8 ,Volum” se defineste volumul in spatiul omogen prin volumul in metaspatiul liniar

si se studiaza teoria volumelor cu rezultate concrete in cazul bidimensional.

Propozitia 2.8.2. Dacd F C B" este o figura cu volumul v (in sensul B”), si volumul conului (in sensul

R™1) cu originea in O & B" si baza in F C B" este egal cu v, atunci
Ug = (n + 1)UR'

Corolar 2.8.2. Volumul v este invariant la migcari.
Consideram triunghiul dreptunghic /AABC cu catetele a, b, ipotenuza ¢, unghiul interior « si cel

exterior f’. Aria s a triunghiului este:

Aceasta ecuatie a ariei este convenabila cand k; # 0. In toate cazurile putem folosi una dintre ecuatiile
din tabelul 2.4.
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Tabelul 2.4: Formule ale ariei triunghiului dreptunghic

S(a)S(b)
S(s)= —————
1+ C(@)C®)
C(a) + C(b)
CO= T cwmen)
S(a)S(b)
)= C@ECh)

Teorema 2.8.3. Tipul ariei k este egal cu produsul tipurilor vectorilor din baza:
k = Kl K2

Propozitia 2.8.4. Tipul volumului este nul daca si numai daca signatura {k, ..., k,} contine cel putin

un element nul k; =0, i = I,_n

Conjectura 2.8.6. Tipul volumului in spatiul B” cu signatura {k,, ..., k,} este:

i=1

In capitolul 3 ,Apliciri ale teoriei” sunt descrise unele apliciri ale teoriei in diferite domenii ale
geometriei algebrice, geometriei diferentiale si topologiei. Sectiunea 3.1 ,,Geometria algebrica” descrie

cateva aplicari ale teoriei in acest domeniu.

Lema 3.1.1. Distanta nenuli d(X, ) intre vectori din spatiul semi-Euclidian YE™ se exprima prin dis-

tanta d(x, y) intre vectorii corespunzatori din spatiu omogen B" cu signatura {O, 5—?, ;;—;, - pp—"l } in felul
o

urmator:

d(x,y), d(x,y) €R,

d(x,y) =

Remarcd. In cazul spatiului semi-Euclidian cu defectul d > 1 signatura spatiului omogen este incomplet
determinatd, precum si geometria lui. Spatiul permite transformarea de dilatare a unor unghiuri, deci

distantele nu definesc toata metrica.

Corolar 3.1.1. Metaspatiul R"! unui spatiu omogen B” cu signatura {k, ..., k,, } este un spatiu omogen

si are signatura {0, k, ..., k, }.

Lema 3.1.2. Spatiul semi-Riemanian ¢V corespunde (in sensul tensorului metric) spatiului omogen

cu signatura {kl, B .2 } unde k; = 0 pentru spatii semi-Riemaniene liniare, k; = 1 pentru spatii

P17 Ppey
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pozitiv curbate si k; = —1 pentru spatii negativ curbate, iar p;, i = 1, n sunt coeficienti ai formei biliniare

a tensorului lui metric.

Corolar 3.1.2. La distante mici spatiul neliniar omogen cu signatura {+1, k,, ...k, } se aproximeaza cel

mai bine cu spatiul liniar cu signatura {0, k,, ..., k,, }.

Lema 3.1.3. Grupul cristalografic al spatiului cu signatura {kq, ..., k, }, generat prin rotatii principale
Ri(@1), ... R, (@,), este izomorf cu grupul cristalografic al spatiului dual cu signatura {k,, ..., k| }, generat

prin rotatii principale R/ (@,), ..., R, (@)).

Remarca. Desi grupurile cristalografice ale spatiilor duale sunt izomorfe, nici spatiile duale si nici laticele

grupurilor, in caz general, nu sunt izometrice.

In sectiunea 3.2 ,Topologia” sunt prezentate cateva rezultate ale teoriei cu efecte topologice. Definitia
clasica a separabilitatii punctelor pe dreapta face diferenta intre punctele dreptei eliptice (neseparabile)
si ale dreptelor Euclidiene si hiperbolice (separabile). Pentru a face distinctie intre ultimele doua drepte,

definim altfel separabilitatea punctelor pe dreapta.

Definitia 3.2.1 (Punctele separabile si neseparabile). Numim punctele unei drepte neseparabile daca
toate punctele acestei drepte sunt conectibile cu orice punct al metaplanului. Numim punctele unei drepte
separabile dacd intre orice trei puncte distincte A, B, C si un punct D al metaplanului conectibil cu A, C

si neconectibil cu B, unghiul ZADC este nemasurabil.

Definitia 3.2.3 (Separabilitatea slaba si puternica). Numim punctele unei drepte slab separabile daca
in metaplanul aceastei drepte orice punct D, fiind neconectibil cu punctul de mijloc B si conectibil cu
celelalte puncte A, C, este conectibil cu toate punctele dintr-o vecinitate a lui B. Numim punctele unei
drepte puternic separabile daca in aceleasi conditii orice punct D este neconectibil nu numai cu punctul
B, ci si cu toate punctele dintr-o vecinatate a lui.

In aceste definitii punctele dreptei eliptice sunt neseparabile, punctele dreptei parabolice (Euclidiene)
sunt slab separabile si punctele dreptei hiperbolice sunt puternic separabile.

Notiunea de vecinatate pentru spatii de dimensiuni mai mari ca 1 nu corespunde principiului dualitatii.

Definitia 3.2.4 (Vecinatatea generalizatd). Numim vecindtate a punctului A cu o baza definita in el
{a® = A,d',...,a"} intr-un spatiu omogen B" o structura de puncte, drepte si plane de diferite dimen-
siuni, astfel incat masura m-dimensionala intre fiecare (punct, dreapta sau plan) dintre ele si cel din baza
(punct, dreapta sau plan) de aceeasi dimensiune m sa fie mai mica decat r,,, m = 0,n — 1.

Aceastd definitie este autoduala, adica, notiunea duala vecinatatii generalizate coincide cu ea insasi.
Vecinatatea clasica este un caz particular al acestei notiuni, pentru care masurile tuturor unghiurilor sunt
mirginite. In cazul acesta ry = r,r; = 5,1 = 1,n—1. Notiunea generalizata este esentiala in spatii cu
masuri nemarginite ale unor unghiuri.

Inlocuind vecinitatea cu generalizarea ei in axiomele de separabilitate ale spatiilor topologice, obtinem
axiomele de separabilitate generalizata. Desi majoritatea spatiilor omogene nu sunt separabile, ele sunt

generalizat separabile.
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In teoria varietitilor diferentiale omeomorfismul intre spatiul studiat si cel Euclidian poate fi inlocu-
it cu omeomorfismul intre spatiul studiat si unul omogen, tinand cont de generalizarile anterioare. Se
construiesc exemple de varietati diferentiale omogene.

In sectiunea 3.3 ,Geometria diferentiald” se analizeazi citeva apliciri ale teoriei utile in acest do-

meniu.

Propozitia 3.3.1. In caz general, intr-un spatiu omogen linia geodesici intre punctele A, B nu poate fi

definita ca avand lungime minima sau maxima.

CONCLUZII GENERALE SI RECOMANDARI

Teoria spatiilor omogene a aparut:
« din cercetarile ce tin de rezolvarea probllemei independentei axiomei paralelelor a lui Euclid;

« din tendintele de a crea o teorie comuna pentru diverse geometrii introduse in secolul al XIX-lea de

catre Arthur Cayley si Felix Klein.

Programul Erlangen a fost lansat in scopul realizarii unei priviri in ansamblu si unei clasificari ale
spatiilor geometrice. Insi acest obiective nu s-a realizat pentru geometriile metrice de dimensiuni mai
mari ca 2, cu exceptia spatiilor de curbura constanta si a celor folosite in fizica. Prin urmare este actuala
urmadtoarea problema: cercetarea spatiilor omogene prin metode liniare, aplicind conceptul de
signatura. Conceptul nou de signaturd a permis construire geometriei analitice a spatiilor omogene.
Aceasta teorie se aplica in diferite aspecte ale

In capitolul 2, a fost construiti geometria analiticd a spatiilor omogene. In capitolul 3, a fost dezvoltatd
aplicarea teoriei construite in diferite domenii ale matematicii: geometria algebricd, topologie, pentru
obiectele carora este posibila aplicarea notiunii de signatura. Teoria dezvoltata in teza permite formularea
urmatoarelor concluzii:

1. A fost argumentat un nou concept de signatura. Cu ajutorul lui, a fost construit modelul spati-
ului omogen de signatura data. Aceasta permite clasificarea spatiilor omogene pe baza conceptului de
signatura. De asemenea, pentru fiecare spatiu omogen cunoscut (spatii de curbura constanta, Galilean,
Minkowski, De Sitter, Anti de Sitter si alte spatii) au fost gasite signatura si locul in clasificarea prezentata
[12, 13].

2. In dependenta de signatura spatiului, au fost date formele parametrizate ale unor axiome geometrice
importante. Pe bazd lor, afirmatiile sunt formulate in termenii parametrilor signaturii. lar demonstrarea
lor de asemenea se prezinta in aceeasi maniera parametrizata. Au fost introduse functiile trigonometrice
generalizate, care depind de signatura. Aceste functii fac posibila gasirea formelor universale ale ecuatiilor
trigonometrice, comune pentru toate spatiile omogene, introduse in teza [13, 15, 18].

3. Prin intermediul noului concept al grupului de matrice ortogonale generalizate, a fost descris grupul
de izometrii al oricérui spatiu omogen. In conformitate cu conceptul geometriei al lui Felix Klein, descris in
Programul Erlangen binecunoscut, grupul de izometrii al unui spatiu determina geometria acestui spatiu
[19, 26].

4. Via conceptul nou de signatur, a fost determinat tipul (eliptic, parabolic si hiperbolic) cantitatilor

geometrice (distantelor, unghiurilor, ariilor, volumelor) [14, 16].
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5. Pe baza conceptului nou de signatura, a fost formalizatd notiunea de dualitate a spatiilor omogene,
ceea ce ne duce la teorema despre izomorfismul grupurilor cristalografice ale spatiilor duale [17].

6. Utilizand primul element al signaturii, a fost oferita diferentiere topologica si metrica intre dreptele
eliptica, parabolica si hiperbolica. Aceasta diferentiere duce la generalizarea notiunilor de vecinatate si
de spatiu Hausdorff si prezinta spatii omogene ca obiecte importante de studiu printre spatiile metrice.
Aceasta deschide calea pentru studiul varietatilor omogene [17].

7. Cele mentionate mai sus permit sa afirmam ca este complet rezolvata problema stiintifica: cerce-
tarea spatiilor omogene prin metode liniare, aplicand conceptul de signatura.

Diferite spatii omogene concrete au fost folosite cu succes in matematica si fizica: Euclidian, hiperbolic,
Minkowskii, De Sitter. In diferite cursuri matematice, au jucat un rol important aplicatiile geometriilor
spatiilor omogene. De aici rezultd ca geometria analitica a spatiilor omogene are potentialul sa largeasca

si sa aprofundeze aceste aplicatii.

Recomandari: Rezultatele obtinute si metode elaborate pot fi folosite:
« la studierea ulterioara a diferitor spatii omogene concrete;
« la cercetarea si modelarea teoretica a diferitor fenomene fizice;

« la cursuri facultative si optionale. In acest scop a fost realizat produsul software GeomSpace.
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CZU: 514.742.2:514.120/514.140+514.764.21

ADNOTARE

Popa Alexandru, ,Geometria analitica a spatiilor omogene”, teza de doctor in stiinte mate-
matice, Chisinau, 2017.

Teza este scrisa in engleza si consta din: introducere, trei capitole, concluzii generale si recomandari,
apendice, bibliografie din 210 de titluri, 140 de pagini de text de baza, 27 de figuri, 9 algoritmi, 5 tabele.
Rezultatele obtinute sunt publicate in 9 lucrari stiintifice.

Cuvinte-cheie: Spatiu omogen, spatiu Riemanian, geometrie Klein, metrica proiectiva, geometrie
analitica.

Domeniul de studii: Geometria spatiilor omogene.

Scopul si obiectivele tezei: Scopul cercetdrii este sa se ofere un instrument, care poate fi folosit
pentru a studia spatii omogene in limbajul algebrei lineare. Obiectivele sunt: argumentarea conceptului de
signatura, pe baza lui, construirea spatiilor omogene, construirea modelului spatiului omogen cu signatura
data, expresia masurdrii cantitatilor geometrice via signatura, aplicatiile geometriei analitice a spatiilor
omogene.

Noutatea stiintifica a rezultatelor obtinute:
+ Geometria analitica este dezvoltata folosind limbajul algebrei lineere, chiar si pentru spatii nelineere.
« Este dezvoltata o teorie universala, in care elementele signaturii spatiului sunt parametri.

Problema stiintifica importanta solutionata: Cercetarea spatiilor omogene prin metode lineare,
aplicand conceptul de signatura.

Semnificatia teoretica si valoarea aplicativa a tezei: Rezultatele prezentate in teza sunt noi, au un
caracter teoretic si cu ajutorul conceptului de signatura prezinta o teorie generala a spatiilor omogene.

Implementarea rezultatelor:

« Rezultate noi pot fi folosite in investigarea problemelor in geometria diferentiala, in fizica teoretica

si in alte domenii unde poate fi aplicat conceptul de signatura in sensul dat.

« Teza poate fi folosita in calitate de suport pentru cursurile optionale universitate si postuniversitare.
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AHHOTAIIMA

IIoma AnekcaHapy, « AHAINTUUYECKAA reOMeTPpUA OJHOPOSHbIX IIPOCTPAHCTB», JOKTOPCKAas
puccepranua, Kimaunés, 2017.

Huccepranys HammycaHa Ha aHIVIMIICKOM S3BIKe Y COCTOMT U3: BBeeHNs, TPEX IUIaB, OOIIIIX BEIBOIOB
U peKOMeHJalMil, IpIIoKeHns, Oubanorpaduu us 210 HamMeHoBaHMIL, 140 CTpaHNI{ OCHOBHOTO TEKCTA,
27 WLTIOCTpanuii, 9 aropuTMoB, 5 Tabnuil. Pe3ypTaTs! mcciieqoBaHmii Ony0IMKOBaHBI B 9 HayUHBIX
paborax.

Kirouessbie ciroBa: OmHOPOIHOE IPOCTPAHCTBO, PUMaHOBO mpocTpaHCTBO, reomeTpus KieitHa, po-
€KTUBHad METPUKA, aHAJIUTIYeCKasd FreOMeTpH.

Ob6sacTh ucciremoBaHus: ['eoMeTpuss OMHOPOIHBIX IIPOCTPAHCTB.

Hean u 3agaum nccnemoBaHusA: [lenb uccineqoBaHuga — MPeNOCTaBUTh MHCTPYMEHT I JICCTIe-
JOBaHM OMHOPOMHBIX IIPOCTPAHCTB Ha SI3BIKe JIMHEIHON aareOphl. 3aJjauyl MCCIeJOBAHN: BBeICHIE
CUTHATYpPBI, IIOCTPOEHNIE OMHOPOLHOTO IIPOCTPAHCTBA C €r0 IIOMOILIBIO, IOCTPOEHME MOENIN OJHOPO-
HOTO IIPOCTPAHCTBA II0 CUTHAType, BBIpAKEHIIE T€OMETPMUECKIIX MepP Uepe3 CUTHATYPY, NPIIIOKEHNA
AHAJIMTUYECKON T€OMETPUN OJHOPOIHBIX IIPOCTPAHCTB.

Haytn{a;{ HOBI3HA I OpUTNTHAJIBHOCTD:

+ AHajnuTuUecKas TeOMeTpUs IIOCTpOoeHa Ha S3bIKe JIMHEIHOI ajareOphl, Haske MJIsS HeJIMHETHBIX

IIPOCTPAHCTB.

» Paspaborana ofHa yHUBepcaJbHas TeOpUs, B KOTOPOI 3JeMeHThI CUTHATYPBI IIPOCTPAHCTBA SIB-

JIAIOTCA ITapaMeTpaMU.

Pemrennas HayuHas mpoosema: VccieqoBaHme 0JHOPOIHBIX IIPOCTPAHCTB C IIOMOIIIBIO JIMHEI-
HBIX METOOB, IIOCPENCTBOM KOHILIEIIINIO CUTHATYPBL.

TeopeTudeckast M IPUKJIAZHASA 3HAUMMOCTD: Pe3yJIbTaThl JaHHOV pabOThI HOBBI, IMEIOT Teope-
TUYECKIII XapaKTep, U C IIOMOII[bI0 KOHLIEIITUI CUTHATYPHI IIPETOCTABISIIOT OO0 TEOPUIO OTHOPONI-
HBIX IIPOCTPAHCTB.

BHenpenune HayYHBIX pe3yJIbTaTOB:

« HoBble pe3ysbTaThl MOKHO JICIIOJIB30BAaTh B paCCMOTpeHNN 3anad quddepeHnnanpHo reoMer-
pun, B pusuKe U APyrux objacTeil, B KOTOPBIX MIMeeT CMBICI IIOHATUE CUTHATYPHI B YKa3aHHOM

CMBICIJIE.

+ JluccepTanmio MOKHO JICITOJIB30BATh B KAUeCTBE YUeOHOTO PYKOBOJCTBA B (aKyJIbTaTUBHBIX Kyp-

caxX B yHMBEPCUTETE U aCIIMPaHTYpe.
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ANNOTATION

Popa Alexandru, “Analytic geometry of homogeneous spaces”, PhD thesis, Chisinau, 2017.

The thesis is written in English and consists of: introduction, three chapters, general conclusions and
recommandations, appendix, 210 bibliography titles, 140 pages of main text, 27 figures, 9 algorithms, 5
tables. The obtained results were published in 9 scientific papers.

Keywords: Homogeneous space, Riemannian space, Klein geometry, projective metric, analytic ge-
ometry.

Domain of research: Geometry of homogeneous spaces.

Goals and objectives: The goal of the research is to provide a toolchain that can be used to study
of homogeneous spaces by means of linear algebra. The objectives of the research are: introduction of
the new concept of the space signature, construction of homogeneous space based on signature concept,
construction of the model of homogeneous space with given signature, expression of the measurement of
different geometric quantities via signature, different applications of the analytic geometry of homoge-
neous spaces.

Scientific innovation of obtained results:
+ Analytic geometry is developed in linear algebra language, even for non-linear spaces.
+ One universal theory is developed that uses the elements of space signature as parameters.

Important scientific problem solved: The investigation of the homogeneous spaces with linear
methods via concept of the signature.

Theoretical and practical value of the work: Rezultatele prezentate in teza sunt noi, au un caracter
teoretic si cu ajutorul conceptului de signatura prezinta o teorie generala a spatiilor omogene.

Implementation of scientific rezults:

+ New results can be used in investigation of the problems of differential geometry, in theoretic

physics and in other domains where notion of the signature can be applied in the given sense.

« The thesis can be used as the didactic support for optional courses in the university and doctoral

studies.
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