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REPERELE CONCEPTUALE ALE CERCETARII

Actualitatea temei. Teoria quasigrupurilor se afla la frontiera dintre algebra si
combinatorica, pozitie ce 1i oferda multiple oportunitati de dezvoltare si de aplicare la
solutionarea problemelor cu caracter combinatoric. Ortogonalitatea operatiilor
(quasigrupurilor, patratelor latine) este, pana in prezent, printre notiunile cheie, utilizate
la construirea codurilor, in criptografie, in teoria retelelor algebrice s.a. care, prin
necesitatile lor, contribuie la evolutia teoriei date [22, 24-26, 29-31, 35-37]. Studiul
transformarilor sistemelor ortogonale de operatii, in particular a paratopiilor, permite nu
doar trecerea la sisteme ortogonale de quasigrupuri (patrate latine), care sunt obiecte cu
propietdti mai bogate, dar conduce si la aparitia unor identitdti ce implica ortogonalitatea
parastrofilor quasigrupurilor din sistemul respectiv (quasigrupuri parastrofic ortogonale,
autoortogonale), problema caracterizarii lor fiind una de actualitate in teoria
quasigrupurilor [7, 8, 10-14, 16, 17, 21, 33, 34, 38].

Descrierea situatiei in domeniul de cercetare si identificarea problemelor de
cercetare. Aparitia si dezvoltarea teoriei operatiilor ortogonale se datoreaza in mare parte
ipotezei lui L. Euler despre inexistenta patratelor latine ortogonale de ordinul g =
2 (mod 4), formulata in 1782, care se verifica usor pentru g = 2 (caz trivial), iar pentru
q = 6 a fost confirmata abia in 1901 de catre G. Tarry. Aceasta ipoteza a fost solutionata
definitiv (negativ) 1n anii 1959-1960 de catre Bose, Parker si Shrikhande [19], care au
aratat ca existd patrate latine ortogonale de orice ordin g # 2, 6.

Patratele latine reprezinta tablele multiplicative ale quasigrupurilor finite, astfel
notiunea de ortogonalitate a doua patrate latine conduce in mod firesc la notiunea de
ortogonalitate a doua operatii de quasigrup: doud quasigrupuri (G,") si (G,*) se humesc
ortogonale daca sistemul de ecuatii x-y =a si x *y = b are o singura solutie in G,
pentru fiecare a,b € G. Daca G este 0 multime finita, atunci aceasta definitie poate fi
formulatd, echivalent, in felul urmator: doua quasigrupuri finite (G,") si (G,*) sunt
ortogonale daca sistemul de egalitatix -y =z-t,x*y =z* t implicax = z,y = t.

Pentru prima data un criteriu al ortogonalitatii quasigrupurilor binare in limbajul
identitatilor a fost formulat de H. Mann 1n 1944 [27]. Au urmat o serie de rezultate
obtinute de A. Sade, S. K. Stein, T. Evans si V. Belousov, care au considerat identititi in
grupoizii binari (quasigrupuri binare) ce implica ortogonalitatea parastrofilor grupoidului

(quasigrupului).



In literatura de specialitate un numar mare de lucrari este dedicat quasigrupurilor
care poseda sisteme ortogonale de parastrofi (parastrofi principali). Quasigrupurile n-are
care poseda sisteme ortogonale din n parastrofi (n parastrofi principali) se numesc
quasigrupuri parastrofic-ortogonale (respectiv, autoortogonale). Notiunea de patrat latin
autoortogonal este atribuitd lui E. Nemeth, care a numit astfel patratul latin ortogonal
conjugatei sale [32]. Primii care au publicat rezultate ce tin de autoortogonalitatea
patratelor latine au fost N. Mendelsohn, S. K. Stein si A. Sade [28, 39, 42]. R. Brayton,
D.Coppersmith si A.Hoffman au demonstrat ca exista quasigrupuri binare autoortogonale
finite de orice ordin q # 1,2,3,6 [20]. Problema caracterizarii quasigrupurilor
parastrofic-ortogonale (autoortogonale), inclusiv a spectrului lor, in prezent este rezolvata
doar partial [8,9, 13, 14-18, 21, 24, 26, 29, 34 s.a.].

In[2, 9] V. Belousov arati ¢ lungimea minimali posibila a identitatilor ,,netriviale”
cu doud variabile in quasigrupuri este 5 si ca aceste identitdti implicd ortogonalitatea
parastrofilor quasigrupului respectiv. In aceleasi lucrari V. Belousov a obtinut o
clasificare a identitdtilor de lungime 5 cu doud variabile (identitdti minimale) in
quasigrupuri, ce constd din 7 clase de identitati. Aceasta clasificare a fost obtinuta,
independent, si de F. Bennett [15]. V. Belousov in [2, 9] a pus problema elaborarii
teoriei quasigrupurilor cu fiecare din cele 7 identitati minimale — reprezentanti ai claselor
de echivalenta parastrofica. Quasigrupurile Stein si Shroder (definite de identitati de
tipurile T,, Ty, Tg, Ty si T;1) au fost studiate in [4, 17, 18, 33, 39, 41, s. a.] Pana in prezent
raman mai putin studiate quasigrupurile cu primele doua identitati din clasificarea lui
Belousov (m-quasigrupurile de tipurile T, si T,). O problema aparte o constituie
caracterizarea grupurilor izotope unor quasigrupuri cu identitati minimale (m-
quasigrupuri). Identitatile minimale apar, de asemenea, si la caracterizarea paratopiilor
sistemelor ortogonale din doud quasigrupuri binare si selectorii binari [3].

k-Retelelor algebrice le corespund sisteme ortogonale de operatii binare si, reciproc,
sistemele ortogonale de operatii binare determina k-retele. Diferite transformari ale k-
retelei (ale liniilor sau punctelor) modifica sistemul ortogonal de operatii, care 0
coordonatizeaza, pastrand ortogonalitatea sistemului. Astfel, apare problema descrierii
transformarilor sistemelor ortogonale, care pdstreaza ortogonalitatea lor, in particular, a
transformarilor care lasa invariante sistemele ortogonale (numite paratopii) [1, 35, 36]. In
caz binar, V. Belousov a caracterizat in lucrarea [3] toate sistemele ortogonale din doua
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quasigrupuri binare si selectorii binari ce admit cel putin o paratopie netriviala, aratand ca
existd exact 9 astfel de sisteme, quasigrupurile sistemului sunt parastrofe intre ele sau se
exprima unul prin celalalt cu ajutorul superpozitiei, iar identitatile pe care le implica
existenta paratopiilor sunt printre cele 7 identitati minimale din clasificarea lui Belousov.
Acest rezultat definitiv, obtinut in caz binar de V. Belousov, pune problema generalizarii
lui in caz n-ar.

Scopul si obiectivele lucrarii. Scopul principal al tezei consta in studiul sistemelor
ortogonale din trei quasigrupuri ternare si selectorii ternari, care admit cel putin o
paratopie netriviald. Realizarea acestui scop genereaza urmatoarele obiective:

- descrierea sistemelor ortogonale din trei quasigrupuri ternare si selectorii ternari,
care admit cel putin o paratopie netriviala,

- determinarea tuturor sistemelor de tipul dat;

- caracterizarea paratopiilor sistemelor ortogonale din trei quasigrupuri ternare si
selectorii ternari;

- studiul identitatilor implicate de paratopii si a quasigrupurilor parastrofic-
ortogonale (autoortogonale) de diferita aritate, ce verifica astfel de identitagi.

Metodologia cercetarii stiingifice. Constructiile si metodele de demonstratie se
bazeaza pe aplicarea notiunilor de quasigrup, sistem ortogonal, quasigrup autoortogonal,
paratopie, identitate minimala, proprietate universala.

Noutatea si originalitatea stiintifica. in lucrare sunt determinate pentru prima dati
toate sistemele ortogonale din trei quasigrupuri ternare si selectorii ternari care admit cel
putin o paratopie netriviala si toate paratopiile acestor sisteme; sunt deduse si clasificate
identitatile implicate de existenta paratopiilor. Descrierea sistemelor ortogonale din trei
quasigrupuri ternare si selectorii ternari, care admit cel putin o paratopie netriviala,
generalizeaza rezultatul lui V. Belousov despre paratopiile sistemelor ortogonale din
doud quasigrupuri binare si selectorii binari. In acest scop a fost utilizatdi o metoda
generala ce poate fi aplicatd in cazul quasigrupurilor de orice aritate finitd. Sunt obtinute
estimari ale spectrului quasigrupurilor n-are autoortogonale, sunt studiate quasigrupuri
binare si ternare cu identitati ce implica ortogonalitatea parastrofilor.

Problema stiintificA importanta solutionatia consta in descrierea Ssistemelor
ortogonale din trei quasigrupuri ternare si selectorii ternari, care admit cel putin o

paratopie netriviala.



Semnificatia teoretici. Rezultatele ce tin de descrierea paratopiilor sistemelor
ortogonale de quasigrupuri reprezintd un pas important in studiul transformarilor
sistemelor ortogonale de operatii n-are si a identitatilor ce implica ortogonalitatea
parastrofilor unui quasigrup n-ar.

Valoarea aplicativa a lucrarii. Lucrarea poartd un caracter teoretic, Insa are si
largi perspective de aplicare la codificarea si cifrarea informatiei, la planificarea
experimentelor, in combinatorica, teoria retelelor algebrice s.a. De asemenea, rezultatele
lucrdrii pot fi utilizate in predarea cursurilor optionale de specialitate pentru studentii si
masterazii de la specialitatile Matematica, Matematica Aplicata s.a.

Rezultatele principale inaintate spre sustinere:

a) exista exact 153 de sisteme ortogonale din trei quasigrupuri ternare si trei selectori
ternari care admit cel putin o paratopie netriviala;

b) identitatile implicate de existenta paratopiilor in caz ternar se reduc la 4 tipuri
posibile;

C) exista quasigrupuri n-are autoortogonale de ordinul g # 2(2p + 1),p = 1, pentru
oricen,q = 3;

d) sunt deduse conditii necesare si suficiente ca un r-quasigrup de tipul T, respectiv T,,
sa fie izotop unui grup (grup abelian);

e) sunt obtinute caracterizari ale universalitatii identitatilor minimale de tipurile T; si T,
ale ordinului r-quasigrupurilor finite de tipul T; si ale grupului substitutiilor interne
in r-quasigrupurile de tipul T;;

) sunt stabilite conditii necesare si suficiente ca un T-quasigrup sa fie m-quasigrup de
tipul Ty, respectiv de tipul Ts,.

Implementarea rezultatelor stiintifice. Sistemele ortogonale de quasigrupuri n-
are, n = 2, sunt utilizate cu succes la construirea MDS-codurilor, in criptografie, la
planificarea experimentelor, in combinatoricd, in teoria k-retelelor algebrice s.a.
Rezultatele lucrarii pot fi utilizate in calitate de suport pentru cursuri universitare de
specialitate.

Aprobarea rezultatelor stiintifice. Rezultatele stiintifice obtinute au fost
examinate si aprobate la: Sesiunea speciala a Seminarului ,,Algebra si Logica
matematica”, dedicatd memoriei Profesorului V. Belousov, Institutul de Matematica si
Informatica al Academiei de Stiinte din Moldova, editiile din anii 2012, 2014-2017;
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Seminarul Departamentului Matematica, Universitatea de Stat din Moldova, 2016;

Seminarul de Stiinte Matematice P. Osmatescu, Departamentul de Matematica,

Universitatea Tehnica a Moldovel, 2017.

Rezultatele principale incluse in tezd au fost prezentate la urmatoarele conferinte

stiintifice:

The 12" International Scientific Seminar ,Discrete Mathematics and its
Applications”, dedicated to the memory of academician O. B. Lupanov, State
University ,,M. V. Lomonosov”, Moscow, Russia, 2016;

The 24" Conference on Applied and Industrial Mathematics (CAIM - 2016),
September 15-18, 2016, Craiova, Romania;

The 11" Summer School ,»Algebra, Topology, Analysis”, Odessa, Ukraine, 2016;
International Congress of Women Mathematicians (ICWM), Ewha Womans
University, Seoul, Korea, 2014;

Third Conference of Mathematical Society of Republic of Moldova, Chisinau, 2014;
International Conference Mathematics & Information Technologies: Research and
Education (MITRE), Chisinau, 2013, 2015, 2016;

Conferinta Stiintificd nationald cu participare internationala ,,Invatimantul superior
din Republica Moldova la 85 de ani”, Universitatea de Stat din Tiraspol, 24-25
septembrie 2015, Chisinau;

Conferinta Stiintifica Internationalda a Doctoranzilor ,,Tendinte contemporane ale
dezvoltarii stiintei: viziuni ale tinerilor cercetatori”, Academia de Stiinte a Moldovei,
2015, Chisinau;

International Conference of Young Researchers, X edition, ULIM, Chisinau, 2012;
Conferinta Interuniversitard ,,Educatie prin cercetare — garant al performantei
invatamantului superior”, Chisinau, 2012;

Conferinta stiintifica ,,Integrare prin cercetare si inovare”, Universitatea de Stat din
Moldova, Chisinau, 2013, 2014.

Publicatiile la tema tezei. Rezultatele obtinute in teza sunt publicate in 20 lucrari

stiintifice: 5 articole in reviste, 4 articole in culegeri, 6 teze la conferinte internationale, 5

teze la conferinte nationale; inclusiv 3 articole si 5 teze de un singur autor [43-62].

Volumul total al publicatiilor este 5,64 coli de autor.



Volumul si structura tezei. Teza este scrisd in limba romana, cuprinde 137 pagini
(inclusiv 117 pagini text de bazd) si este compusd din: Introducere, trei capitole,
Concluzii generale si recomandari, Bibliografie cu 142 titluri si o anexa.

Cuvintele-cheie: quasigrup, sistem ortogonal, quasigrup autoortogonal, paratopie,

identitate minimald, proprietate universala

CONTINUTUL TEZEI

In Introducere este argumentati actualitatea temei tezei, se prezinti scopul si
obiectivele tezei, noutatea stiintificd a rezultatelor obtinute, importanta teoretica si
valoarea aplicativa a lucrarii, aprobarea rezultatelor, sunt caracterizate publicagiile la tema
tezei si se expune succint continutul lucrarii pe capitole, cu evidentierea rezultatelor
principale.

In Capitolul 1 — Analiza situatiei in domeniul teoriei quasigrupurilor ortogonale si
autoortogonale — ce poarta un caracter de initiere in domeniul tezei, este data o analiza a
publicatiilor la tema tezei, fiind prezentate rezultate cunoscute necesare expunerii
continutului lucrarii in capitolele urmatoare, sunt fundamentate si argumentate
problemele si obiectivele cercetarii. In acest capitol este expusi succint evolutia teoriei
operatiilor ortogonale si autoortogonale, sunt expuse etape ale solutionarii definitive a
ipotezei lui Euler si generalizarea notiunii de ortogonalitate in cazul operatiilor arbitrare,
binare si n-are. Sunt prezentate metode de constructie a sistemelor ortogonale de
quasigrupuri (patrate latine). Sunt descrise identitati ce implicd ortogonalitatea
parastrofilor unor quasigrupuri si este data clasificarea identitagilor de lungime 5 cu 2
variabile (numite identitati minimale) obtinuta de V. Belousov. Sunt prezentate rezultate
referitoare la problema caracterizarii m-quasigrupurilor (quasigrupurilor cu identitati
minimale), in particular, a grupurilor izotope unor T-quasigrupuri.

Problema autoortogonalitatii operatiilor n-are este tratata sub urmatoarele aspecte:
criterii de autoortogonalitate, metode de constructie a operatiilor (quasigrupurilor)
autoortogonale, identitdti ce implicd autoortogonalitatea si spectrul lor. Sunt definite
sistemele ortogonale de operatii n-are si este prezentat rezultatul referitor la
caracterizarea tuturor sistemelor ortogonale de doud quasigrupuri binare si selectorii

binari ce posedad cel putin o paratopie netriviald, cu o demonstratie diferitda de cea a lui



V.Belousov. Aceasta abordare permite generalizarea rezultatului lui V. Belousov pentru
sistemele ortogonale din n quasigrupuri n-are si cei n selectori n-ari, n > 3.

In acest capitol este argumentatd problema stiintifica de cercetare si directiile de
solutionare ale ei.

In Capitolul 2 - Quasigrupuri parastrofic-ortogonale si autoortogonale - sunt
studiate: quasigrupurile binare cu identitatile de tipul T;: x - (x - xy) = y si de tipul T,:
x - (y-yx) =y din clasificarea lui Belousov; holomorful m-quasigrupurilor si ordinul
quasigrupurilor n-are autoortogonale finite. Rezultatele acestui capitol au fost publicate
in [43-45, 47, 49, 52, 54, 55, 59-62].

In paragraful 2.1 sunt date conditii necesare si suficiente de invarianta a identititii
minimale de tipul T; la izotopia buclelor; caracterizari ale ordinului m-quasigrupurilor
finite de tipul Ty, ale grupului substitutiilor interne in r-quasigrupurile finite de tipul T; si
ale m-T-quasigrupurilor de tipul T;.

Propozitia 2.2. Daca (Q,") este un m-quasigrup finit de tipul T; fara unitate la stanga,
atunci |I,| = 0(mod 3), pentru orice h € Q.

Propozitia 2.3. Fie (Q,) un m-quasigrup de tipul T, si h € Q. Daca |I,] =1 sau
2 (mod 3), atunci (Q,") are unitate la stanga.

Propozitia 2.5. Fie (Q,)) un m-quasigrup de tipul T,. Sunt adevarate urmatoarele
afirmayii:

1. daca (Q,) are unitate la stanga, atunci A*> = &, pentru orice substitufie regulara la
stanga A a lui (Q,");

2. daca (Q,") este finit §i nucleul sau stang N; congine cel pufin doua elemente, atunci
|Q| = 0 (mod 3);

3. daca (Q,") este 0 m-bucla finita de tipul T, si nucleul sau mediu are cel putin doua
elemente, atunci |Q| = 0 (mod 3).

Propozitia 2.8. ldentitatea de tipul T; este universala intr-o bucla (Q,") daca si numai

daca (Q,") verifica identitatea

x-b(b-x(b(b-xy))) =b-y.
Propozitia 2.9. Un T-quasigrup (Q,") cu T-forma ((Q,+), ¢, vy, g) este un m-quasigrup
de tipul T, dacd si numai dacd Y? + 9 + & = w, unde w:Q - Q,w(x) =0,Vx € Q,0

este elementul neutru al grupului (Q, +).



Propozitia 2.10. Daca (Q,") este un m-T-quasigrup finit de tipul T, si are unitate la
stanga, atunci |Q| = 0 (mod 3).

Propozitia 2.11. Daca (Q,") este un m-quasigrup finit de tipul Ty, atunci |Q| = 0 sau
1 (mod 3).

In paragraful 2.2 sunt studiate m-quasigrupurile de tipul T, (si T;) izotope unor grupuri
(grupuri abeliene). Se demonstreaza ca m-quasigrupurile de tipul T, sunt admisibile, -T-
quasigrupurile de tipul T, sunt mediale, iar m-quasigrupurile de ambele tipuri T; si T,
sunt RIP-quasigrupuri.

Propozittia 2.12. Un m-quasigrup (Q,") de tipul T, este un m-quasigrup de tipul T; daca
si numai daca (Q,") verifica identitatea yx - x = Xx.
Propozitia 2.13. Un m-quasigrup (Q,") de tipul T, este izotop unui grup abelian daca si
numai daca verifica identitatea
vl [(y - vw) x| =y w-vl-[(y- - vx))-ul.
Propozitia 2.14. Fie (Q,") un m-quasigrup de tipurile T; si T,. (Q,") este izotop unui grup
daca §i numai daca el verifica identitatea
x(y - y(zu - v)) = (x(y - y2) - Wv.

Propozitia 2.16. Orice m-quasigrup de tipul T, este izotop unui quasigrup idempotent.
Propozitia 2.17. Un T-quasigrup (Q,") cu T-forma ((Q, +), ¢, ¥, g) este un m-quasigrup
de tipul T, daca si numai daca au loc urmatoarele conditii:

Dy*(@) +¥(@ +g9=0,

2) o = —y°,

DY+t =—¢,
unde 0 este elementul neutru al grupului (Q,+) si &:Q — Q,&(x) = x,Vx € Q.
Corolarul 2.10. -T-Quasigrupurile de tipul T, sunt quasigrupuri mediale.

in paragraful 2.3 este studiat holomorful quasigrupurilor cu fiecare din cele 7
identitati minimale. Se arata ca grupul multiplicativ la stinga (la dreapta) al unui 7-
quasigrup de tipul T, este izomorf cu un subgrup normal al grupului multiplicativ la
stanga (la dreapta) al holomorfului sau.
Propozitia 2.18. Holomorful unui m-quasigrup de tipul T, este m-quasigrup de tipul T;
daca i numai daca sunt verificate conditiile:

1) a® =¢,Va € Aut(Q,);
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2)x (@?(x) - (a(x) - y)) =y, Va € Aut(Q,),Vx,y € Q.

Propozitia 2.19. Fie (Q,") un m-quasigrup de tipul T; si fie Q; = {(&,x)|x € Q}. Atunci
(Q,") = (Q4,°) si sunt adevarate urmatoarele afirmatii-

1) LM(Qy,°) < LM(Hol(Q,),°);

2) RM(Qy,°) < RM(Hol(Q,),°).

Propozitia 2.20. Daca (Q,) un m-quasigrup de unul din tipurile T,, Ty, Ts, T1o, Tg, T11,
atunci holomorful sau (H,°) este un m-quasigrup de acelayi tip ca si (Q,") daca si numai
daca Aut(Q,") = {&}, unde ¢ este substitusia identica pe Q.

In paragraful 2.4 este studiat ordinul quasigrupurilor n-are autoortogonale, n > 3.
Lema 2.1. Daca exista quasigrupuri autoortogonale n-are de ordinul g, si de ordinul q,
cu acelasi tip de autoortogonalitate, atunci exista quasigrupuri autoortogonale n-are de
ordinul g, - g, cu acelagi tip de autoortogonalitate.

Rezolvarea problemei de existentd a quasigrupurilor n-are autoortogonale de
anumit ordin se contine in urmatoarea teorema.
Teorema 2.3. Pentru orice n, q = 3 exista quasigrupuri n-are autoortogonale de ordinul
q*2@2p+1),p=1.

In Capitolul 3 - Paratopiile sistemelor ortogonale de quasigrupuri - sunt
descrise sistemele ortogonale din trei quasigrupuri ternare si selectorii ternari care admit
cel putin o paratopie netriviala si sunt caracterizate paratopiile lor; sunt deduse si
clasificate identitatile pe care le implica existenta paratopiilor acestor sisteme; sunt
studiate unele sisteme din n quasigrupuri n-are si selectorii n-ari, n > 2, care admit cel
putin a paratopie netriviala. Rezultatele acestui capitol au fost publicate in [46, 48, 50, 51,
53, 56-58].

In paragraful 3.1 se demonstreaza ci exista exact 153 de sisteme ortogonale din trei
quasigrupuri ternare si selectorii ternari care admit cel putin o paratopie netriviala si sunt
deduse aceste sisteme.

Teorema 3.1. Tripletul de quasigripuri ternare (A4, A5, A3), definite pe o mulfime nevida
Q, este paratopie a sistemului ortogonal X = {A,, A,, A3, E;, E,, E3} daca si numai daca
are loc una din urmatoarele condifii:

l. A4, =(132) Ay, A =(123) Ay s A1(A1:(132) A1»(123)A1) = E,;

1. Ay, =132 Ay, A3 =123 A si A, (4,339 4,02 A) = Es;

M. Al =(12) Az, A3 =3 Az((lz)Az,Az,El) .SI A3 =(12) A3,
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IV. A, =33 A;, A =™ A3(E,, P As, A3) si A =B Ay
V. A; =0 Ay, A, =2 A1(Ay, B30 Ay) si A, =09 4y;
VI. A3 =" A1(A1, Az, Ey) =3 A3(44, Az ).
Corolarul 3.1. Exista exact 6 sisteme ortogonale din trei quasigrupuri ternare si trei
selectori ternari care admit cel putin o paratopie, componentele careia sunt trei
quasigrupuri ternare.
Observatia 3.1. T. Evans a demonstrat in [23] ca daca un quasigrup ternar (Q, A) verifica
identitatea
A(A,03 4129 ) = E,
pentru i € {1,2,3}, atunci sistemul de parastrofi principali {4,332 4,123 4} ai
quasigrupului (Q,A) este ortogonal, deci (Q,A) este autoortogonal, cu tipul de
autoortogonalitate (¢, (132), (123)), unde ¢ este unitatea grupului simetric S,.
Lema 3.1. Tripletul (E;, A;, A,) este paratopie a sistemului ¥ = {A,,A,,As,E,, E,, E5}
daca §i numai daca are loc una din urmatoarele condifii:
| A, =% Ay, A3(Ey, AP Ay) = Az 5i Ay (E1, AP Ay) = Es;
. Ay =" Ay (Ey, Ay, Er), As(Ey, Ay Ai(Ey, Ay, Ey)) = As;
. Ay ="2 Ay (Ey, Ep, Ay), Az =™ Az (Ey, Ay, Es) 5
Ay(Ey, E3,"2 Ay (Ey, By, Ay)) =" Ay (E1, Ay E3);
IV. A, =" A;(Ey, Ay, E3), A3 ="2 A1 (Eq, Ep, Aq) i
A1 (E1,™ Ay (Ey, Ay, E3), Ep) =2 A1 (Ey, By, Ay).
Lema 3.2. Tripletul (4., E,, A,) este paratopie a sistemului ¥ = {A,,A,, A3, Ey, E,, E5}
daca si numai daca are loc una din urmatoarele condifii:
l. A, = Ay (A1, By, Er), Az =" A1(Ep, Ay, Ev);
Il. Ay ="2 A3(Es, A3, E3), Ay ="t A3(As, E3, Eq) 5
A3("2A3(E3, A3, Ey), B, A3 (43, B3, By ) = As;
. A, =™ A,(A1,E1, E3), A3 =2 A (E,, E1, Ay) si
A (M Ay(Ey By, A1),™3 A1 (A, B E3), Ey) = Ey;
IV. A; =" A3 (A, E3,™ Az (Ez, Ay, E3)), Az =™ Ay(Ez, Ay, Es) i
Ay (M Ay (Ag, B3 Ay (B3, Ay, E3)), By, Ay) = Ey;
V. Ay = A,(E3, E1, Ay), As =2 Ay (Ey, E3, Ap) si
Ay (M Ay (B3 E3, Ag),™ Ay (B3, B, A), E3) = Ay
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Lema 3.3. Tripletul (4,,A4,, E,) este paratopie a sistemului ¥ = {A,,A4,,A3,E, E,, E3}
daca §i numai daca are loc una din urmatoarele condifii:
l. Ay =™ A3(E;, E3, A3), Ay ="t A3(A3, E, E) 5
A3 (" A3(Ey Es, A3),™ A3 (A3, By, E3), Ey) = As;
Il. Ay ="2 A1 (A, B3, Eq), Az =2 A1(E3,™ A1 (A, B3, Eq), Ay) s
Ay (E3, A1, Ay (B, "2 A1 (Ay, By Ey), Ay)) = Ey;
Il. A, ="2 A (A, E3, Ey), A3 ="2 A, (E3, Ey, Ay);
IV. Ay =" A5(Ep, Az, Eq), As =™ A3(E3, Az, E) si
A (M Ay (Es, Az, E2), B3 Ay (Eo, Az, Ey)) = Ag;
V. Ay =" A, (E3, Ay Er), As =2 Ay (E3, B3, Ag) i
Ay (A Ay (B3, Ay, Ey), Ey) =72 Ay (Es, Ey, A).
Lema 3.4. Tripletul (E,, A, A,) este paratopie a sistemului X' = {Ay, A,, A3, Ey, E,, E3}
daca §i numai daca are loc una din urmatoarele condifii:
l. A, =™3 A1(Ey, Ay, Eq), A3 =™ A1 (A ErL ES);
. A; =™ A3(A43,E3,Ep), Ay =2 A3(E3, A3, E) si
A3(E,,™ A3(As, E3, E1),™2 A3(E3, A3, E3)) = As;
I“ AZ =73 Al(E2!A17E3)! A3 =T AI(EZIE]JAl) §|
A1 (MA (E; A E3),™ Ay (B B Ay Er) = By
IV. A3 =™ A,(Ay,Ey, E3), Ay =™ Ay(E3,Ay™ Ay (A, Ey, E3)) si
Ay (ER,™ Ay (E3, Ay Ay (Ay, EqL ER)), Ay) = Ey;
V. Ay =™ Ay(Ep, E3,Ap), Az =™ Ay(E3, Eq, Ay) si
Ay ("2 Ay (Ey, E3, Ay),™ Ay (B3, Ep, Ay), E3) = Ab.
Lema 3.5. Tripletul (44, E,, A,) este paratopie a sistemului ¥ = {A;,A,, A3, Ey, E,, E5}
daca si numai daca are loc una din urmatoarele condifii:
l. A, =™3 A1 (A, Ey, Eq), A3(Aq, B A1 (AL By Er)) = Ag;
1. A, =09 Ay, A3(Ay, B, Ay) = Az 51 Ay(Ay, B, "D Ay) = Es;
I“ AZ =73 Al(AliEZ'E3)! A3 =™ Al(EllEZJAl) 5'
A1(n3A1(A1:E2» E3),E2,E1) =" Al(El:Ez:A1)F
IV. Ay =™ A,(Ey, E3, Ap), Az =™ Ay(Ay Ey E3) si
Ay (E3, Ep,™ Ay (Eq, By, Ay) =™ Ay (A, B, E3).
Lema 3.6. Tripletul (4,,A4,, E,) este paratopie a sistemului ¥ = {A;,A,, A3, E;, E,, E5}
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daca si numai daca are loc una din urmadtoarele condifii:
l. A, =™ A;(A1,Ey, Ep), A3 =™ A (A, E3 Ep) §i
A (E;™ A1 (A, E3 Eq), "2 A (A EqL ER)) = Ay
. Ay =™ A,(Ey, Ay Ep), Az =™ A, (MA(Eq, Ay E), Eq Ap) si
Ay (Ag, E3 ™ Ay (MAL (B, Ay E), B, A))) = Ey;
”I Al =™ Az(E3,A2, Ez),A3 =™ Az(Ez, E3,A2);
IV. Ay =™ A3(E;, A3, Eq), Ay =3 A3(E3, Eq, A3) si
A3 ("2 A3(Ey, As, Ep),™ A3 (E3, Eq, A3), Ey) = Ag;
V. A, =™ A;(Ay,E3, Ep), A3 =™ Ay (Ey, E3, Ay) 5i
A (MA (A, E3,E), Ay Ey) =™ Ay (Ey, B3, Ap).
Lema 3.7. Tripletul (E5, A, A,) este paratopie a sistemului X' = {A;,A,, A3, Ey, E,, E5}
daca si numai daca are loc una din urmatoarele condifii:
l. A} =™2 A,(E3, Ey,Az), Az =™ Ay(Ay E3 EY);
. A, =™ A3(A3,E, Ey), Ay =™ A3(Ey, E3, A3) si
A3(E3,™ A3(Ey, E3, A3),™ A3 (A3, EL Ey)) = As;
”I Al =72 Az(E3, Ez,Az), A3 =™ Az(E3,A2, El) 5'
Ay ("2 Ay (E3, By, Ay), E3,™ Ay (E3, Ag Ey)) = Ey;
IV. A, =™ A,(E3, Ay Ey), Az =2 A1(Ay, B3, Eq) si
A1 (E,™ Ay (E3, A, Er),Ay) =™ A (A, By, Er);
V. A, =™ A (E3, A Ey), Az =™ A (B, Ay Eq) si
A1(n3A1(E3» Ay, Ez)r EZrnl Al(Eerlr E1)) = A;.
Lema 3.8. Tripletul (4, E5, A,) este paratopie a sistemului ¥ = {A,,A,, A3, E,, E,, E5}
daca si numai daca are loc una din urmatoarele condifii:
| Ay =™ Ay (Ey, E3, Ay), Az ="t Ay(E3, Ay, Es);
Il. Ay =" A1(Ay, E3, Eq), Az = A1(A4,E1, E3) s
A1 (E1™ Ay (A B3, Eq),™2 A1 (Ay, B Ey)) = Ay
. A, ="2 A3(E;, A3, Ey), Ay =™ A3(Es, By, A3) 5
A3("A3(E3, Ey, Az), E3, 2 A3(Ey, Az Ey)) = As;
IV. A, =™ A1(Aq, E3, E3), As =" A1(E, Ay E) i
A, (™A (A, B3, Ey), Ey, Ay) =" A1 (B, Ay, Er);
V. Ay = A,(Ey, E3,Ay), As =2 Ay(Ay, B3 Ep) i

A, (E3 ™ Ay(Ey B3, Ap), 2 Ay (Ay, B E)) = Es.
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Lema 3.9. Tripletul (4, A4,, E5) este paratopie a sistemului ¥ = {A;,A,, A3, Ey, E,, E5}
daca §i numai daca are loc una din urmatoarele condifii:
|. Ay =2 A;(Ay, By, E3), A3(A1,2 A1 (A4, By, E3), E3) = As;
1. A, =012 Ay, A3(A1:(12)A1:E3) = Az si A1(A1;(12)A1;E3) = Ey;
. A; ="2 A1(Ay, B3, E3), Az =" Ay(Ey, Ay, E3) si
A1 ("2 A1(Ay, Es, E3), By, Es) =" A1 (Ey, Aq, Es);
IV. Ay =™ A,(Ey, Ay, E3), A3 =2 Ay(Ay, By, E3) i
Ay (Ey)™ Ay (E1, Ay, E3), E3) ="2 Ay (A, By, Es).
Teorema 3.2. Exista exact 42 de sisteme ortogonale din trei quasigrupuri ternare si trei
selectori ternari care admit cel pugin o paratopie, componentele cdreia sunt doud
quasigrupuri ternare si un selector ternar.
Corolarul 3.2. Daca un quasigrup ternar (Q, A) verifica identitatea
A(EL (%), A(x), D A(x])) = E5(xi),
atunci, pentru Va € Q, 1-retractul B(x,y) = A(a, x, y) este autoortogonal.
Corolarul 3.3. Daca un quasigrup ternar (Q, A) verificd identitatea A(A, E,, (3 A) = E,
atunci pentru Va € Q 2-retractul sau B(x,y) = A(x, a,y) este autoortogonal.
Corolarul 3.4. Daci un quasigrup ternar (Q,A) verifica identitatea A(A,*? A, E3) =
E,, atunci pentru Va € Q, 3-retractul B(x,y) = A(x,y, a) este autoortogonal.
Lema 3.10. Tripletul (E,, E,, A;) este paratopie a sistemului X daca si numai daca are
loc una din urmatoarele condifii:
l. Ay = A1 (E1, B3, Ay), A =™ Ay 51 Ay (Ey, Eo, Ay (Ey Ep, Ar)) =T Ag;
Il. A = A1 (Ey, Ep, Ay), Ay =3 Ay 51 Ay (B, Eo, Ag(By, Ep, Ay)) =™ Ay
. Ay =72 Ay(Ey, Ep, A3) =" A3(Ey, E;, Ay).
Lema 3.11. Tripletul (E,, E;, A;) este paratopie a sistemului X daca si numai daca are
loc una din urmatoarele condifii:
l. Ay = A1(E3 E1, Ay), A3 =027 4, gi A, (Ey, Ey, A1 (3 Ep, Ay)) =027 4,5
Il. A3 = A, (Ey, Ey, Aq), Ay =12 Ay 51 Ay (Ey, Ep, A1 (B3, Eq, Ar)) =12 Ay;
1. Ay =™ Ay(Ey, By, Ay) =" A3(Ey, Eq, As);
IV. A,(E, Ey, A) = Ag siA; =273 4
Lema 3.12. Tripletul (E;, A,, E,) este paratopie a sistemului X daca si numai daca are

loc una din urmatoarele conditii:
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| Ay = A1 (E1, Ay Ep), Ay =373 Ay 5i Ay (B, P37 Ay, Ay (B, Ay E)) = Es;
Il. Ay ="2 A3(Ey, A3, E3), A, =™ A3(Ey, E3, A3) si
A3(Ey,™ A3(Ey, E3, A3),"2 A3(Ey, A3, Eo)) = As;
. Ay ="2 Ay(Ey, Ay, E3), Az =™ Ay (Ey, E3, Ay) 5
Ay (Ey™ Ay (B, Es, Ay), ™ Ay (Ey, Ay, Er)) = Ay;
IV. A, =37 A}, Ay = Ay (Ey, Ay, Ey) 51 Ay (B, %7 Ay, Ay (Bq, Ay E,)) = Es;
V. A =332 A =2 A, (Ey, Ay Ey) =2 A3(Ey, As, Ey).
Lema 3.13. Tripletul (E,, A,, E;) este paratopie a sistemului X daca si numai daca are
loc una din urmatoarele condifii:
| Ay =397 Ay Ay = A3(E3, Eq, As) si
(13202 A5 (B, (3972 A3, E,) = A3(E3, Ey, As);
Il. Ay =72 A3(Ey, A3, Eq), Ay =™ A3(E3, Eq, A3) 5
T2 A3(M A3 (Es, Eq, Az), A3, "2 A3(E, A3, E7)) = Es;
. A; =™2 A,(E,, Ay, Ey), A3 =™ A,(E5, Eq, A)) si
T2A,(MAy(Es, Eq, Ap), Ap"2 Ay (Ep, Ay, Er)) = Es;
IV. Ay =3272 4y, A3 = Ay (B3, E1, Ay) s Ay (A, B3, Ay (B3, B Ay)) =13972 Ay
V. Ay =72 Ay (Ep, Ay, Er) =2 A3(E,, Az, Ey) si Ay =322 4,

VI Ay =™ Ay (Ay, E3, Ey), A3 = Ay (E3, By, Ay (A, B3, Ep)) si Ay =(13972 4,
Lema 3.14. Tripletul (4,, E,, E,) este paratopie a sistemului X' daca si numai daca are
loc una din urmatoarele condifii:

| Ay =32 A1, A, = A1 (Ay, B, By) i Ay (B3, (P2 Ay, Ay (A EqL B)) = Es;
Il. Ay =™t A3(A3, Ey, E5), Ay =™ A3(Ey, E3, A3) si
A3(E3™ A3(Ey, E3, A3),™ A3(A3, By, E)) = As;
. A; ="t Ay(Ay By Ey), Az = Ay (B, E3, Ay) 5
Ay(E3 ™ Ay(Ey B3 Az),™ Ay (Ag, By Ey)) = Ay;
IV. A, =132 4. A, = A, (A4, E1, E,) si
A1(Es'(132)n3 Ay, A1 (A1, B Er)) = Ey;

V. Ay = Ay (Ag By Ep) =™ A3(A3, B Er) 51 Ay ={123)m Ay;

VI. Ay =2 A,(E3, Az, Eq), As = A (M Ay (B3, Ay, Ey), By, Ep) s Ay =123)m A;.
Lema 3.15. Tripletul (4,, E,, E;) este paratopie a sistemului X' daca si numai daca are

loc una din urmatoarele conditii:
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| Ay = Ay (A, Ey Ey), Az =037 Ay 5i A (D™ A4, E,, Ay (Ay, By Ey)) = Ey;
. Ay =™ A3(A3, Ey, Ep), Ay =™ A3(E3, Ep, Ag) si
A3("A3(Es, By, A3), B, ™ A3 (A3, B, Ep)) = As;
HI. Ay =™ Ay(Ay, Ey, Eq), A3 =™ Ay (E3, Ez, Ay) si
Ay (M Ay (Es By, Ag), B3, Ay (Ag, Eq, Er)) = Ag;

IV. Ay =037 Ay =1 A,(Ay, Ey, Ey) =™ A3(A3, By, Ey);

V. A3 = A1(Ay, By, Ey), Ay =(13)ms Ay s A1((13)E3A1»EZ;A1(A1;E2rE1)) = E3.
Lema 3.16. Tripletul (E,, E5, A;) este paratopie a sistemului X daca si numai daca are
loc una din urmatoarele condifii:

l. Ay = A1 (E1, B3, Ay), Ay =372 Ay 5i Ay (Eq, A1 (Ey, B3, Ay), P2 Ay) = Ey;

Il. Ay =" A3(Ey, E3, A3), Ay ="2 A3(Ey, A3, E) 5

A3(Ey,™ A3(Ey, Es, A3),"2 A3 (Eq, A3, E3)) = As;
”I Al =3 Az(El,E3,A2),A3 =" AZ(EllAZIEZ) 5'
Ay (Ey™ Ay (B, Es, Ay), ™ Ay (Ey, Ay, Er)) = Ay;
IV. A3 = Ay (Ey, E3, Ay), Ay =372 Ay i Ay (Ey, Ay (Ey, B3, A1), A) = Ey;
V. A; = A,(E;, E3, Ay) =™ A5(Ey, E3, As) si Ay =337 4,
Lema 3.17. Tripletul (E5, E;, A;) este paratopie a sistemului X daca si numai daca are
loc una din urmatoarele conditii:
I Ay =023 A3, Ay = A3(Ep, A3, Ey) si
A3(As3, A3(E,, A3, Ey), Ey) =020 A;
. Ay =™ A3(Es, Ep, A3), Ay =2 A3(Ey, A3, Eq) $i
A3 ("2 A5(Ey, Az, E1),™ A3 (E5, B, A3), E) = As;
I” Al =73 Az(Eg, E11A2)1A3 =72 AZ(EZlAZIEl) .5'
Ay (M Ay(Es, Ap, E1),™2 Ay (Es, B, Ap), Er) = Ay;
IV. A, =237 4, A, = A, (E,, Ay, Ep) si
Ay (Az, Ay (Ez, Az, Er), E5) =(123)ms Ay;
V. A =73 A (E3, El’ 2) =73 A3(E3, El’ 3) 5' A _(132)7‘[3 A
VI. Ay =™ Ay(Ay B3, Ey), Az = Ay (Ep, ™ Ay(Ay, Es, Ey), Ey) si Ay =123 A,
Lema 3.18. Tripletul (E;, A;, E5) este paratopie a sistemului X daca si numai daca are
loc una din urmatoarele condifii:

|. A, = A;(E;, Ay, E3), A3 =2 Ay si A (Ey, A1 (1, Ay E3)) =™2 Ay
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Il. As = A, (Ey, Ay, Es), Ay ="2 Ay 51 A1(Ey, Ay (B, Ay E3)) =2 Ay
I Ay =2 A, (Ey, A3, E3) ="2 A3(Ey, Ay, Es).
Lema 3.19. Tripletul (E5, A4, E;) este paratopie a sistemului X daca si numai daca are
loc una din urmatoarele condifii.
| Ay =372 A1, A, = A1 (E3, A, Er), Ay (Eq, Ay (B3, A By, E) =302 Ay
. A3 = Ay(E3, Ay, Er), Ay =032 Ay, Ay (Ey, Ay (B3, Ay By, E3) =092 Ay
. Ay =2 A,(E3, Ay, E1) =2 A3(E3, A3, E7);
IV Al(E3,A1, El) = Ez,A3 = Az(E3,A1, El)'
Lema 3.20. Tripletul (A4, E;, E5) este paratopie a sistemului X daca si numai daca are
loc una din urmatoarele condifii.
| A, = A1 (A4, Ey, E3), Az =972 Ay 5i A1 (P™24,, A, (A4, Ey, E3), E3) = Ey;
. A} =™ A3(A3,Ey, E3), Ay =™2 A3(E;, A3, E3) si
A3 ("2 A3(Ey, A3, E3)," A3(As, Eq, E3), E3) = As;
. A, =™ A,(A,, E, E3), A3 =2 A,(E,, A, E3) s
Ay ("2 A5 (Ey, Ay, E3),™ Ay (Ag, EqL E3), E3) = Ay;
IV. A3 = A1(Ay, By, Es), Ay =Pz A, 5i Ay (AD™24,, A1 (A, By, Es), E3) = Eg;
V. Ay =™ Ay(Ay Ey, E3) =™ A3(As, Ey, E3) 5i Ap =019™ 4,
Lema 3.21. Tripletul (A, E5, E,) este paratopie a sistemului X daca si numai daca are
loc una din urmatoarele condifii:
| A, = A1 (Ay, B3, Ey), Ay =12372 A, 5i Ay (Ey, Ay (A4, B3, Ey), 2™ A)) = E5;
. A; =™ A3(A3,E3, Ep), A, =™ A3(Es, A3, E)) si
A3(E,,™ A3(As, E3, E1),™2 A3(E3, A3, E3)) = As;
. A, =™ A,(A,, E5, E)), A3 =™2 A,(E;5, A, E,) s
Ay (E; ™ Ay (A B3 Eq), P2 Ay (B3, Ay Ey)) = Ay;
IV. A, =292 A, As = A1 (A, Es, Ey) i Ay (Eq, Ay (A, E3, E1), (12372 A)) = Eg;
V. A =1 A (Az, E3, El) =" A3(A3, E3,E1) ;SI A _(132)7T1 A
VI. Ay =™ Ay(Ey Ey, Ay), Az = Ay(E3™ Ay (Ey, Ey, Ay), Ep) si Ay =(139™ 4,
Lema 3.22. Tripletul (E,, E5, A;) este paratopie a sistemului X daca si numai daca are
loc una din urmatoarele conditii:
. A, = Ay(Ey, E3, Ay), Az =23 A, 5i Ay (Ay(Ey, E3, Ay, Ay Ey) = Ey;
1. A; =" A3(Ey, E3, A3), Ay =™ A3(A3, Ey, E3) si

18



A3(MA3(Ey, E3, A3),™ A3(As, EL Ep), Eq) = Ag;
1. Ay =73 Ay(E;, E3, Ap), A ="t Ay (A, B E) si
A, (M Ay(Ey B3, Ap),™ Ay (Ag, EL ER), E) = Ay
IV. A; = A;(E,, E3, A, A, =237 A i A, (AL (Ey, E3, A),Y2D™ A E)) = E;
V. Ay =™ A,(Ey E3, Ay) =™ A3(E,, Es, Ag) si Ay =139 A
VI. A; =™2 A,(E3, Ay Ey), Az = Ay (E,, E3™2 Ay (E3, Ay, Ep)) si Ay =(1397s 4
Lema 3.23. Tripletul (E5, E,, A,) este paratopie a sistemului X daca si numai daca are
loc una din urmatoarele condifii:
. A, = Ay(E3, Bz, Ay), Ay =130 Ay i
A1(A1(E3, Ey, Ay), Ep, (1239 A)) = Ey;
. A} =" A3(E3, Ep, A3), Ay =™ A3(As, Ey, Ep) si
A3 (" A3(E3, Ep, A3), Ep™ A3 (A3, By, Er)) = As;
”I Al =73 Az(E3, Ez,Az),A3 =" Az(Az, Ez, El) 5'
A;(MAL(E3, Ep, Ay), Ep™ Ay (Ay, By Er)) = Ay
IV. A, =237 4, A, = A,(A,, E,, E;) si
Ay (A3(Az Ey Ey), Eq Ay) =123 4,
V. Ai(E3, Ep, Ay) = By, Ay =3 Ay(E3, Ep, Ay) =™ Az (Es, Ep, A3).

Lema 3.24. Tripletul (E,, A,, E5) este paratopie a sistemului X daca si numai daca are
loc una din urmatoarele condifii:

| Ay = Ay (Ez, Ay, E3), Ay =P™ A, 5i Ay (A1 (Ea, Ay, E3),0P™ Ay E3) = Ey;
Il. Ay =72 A3(E;, A3, E3), Ay =™ A3(As, Ey, E3) si
A3("2A3(Ey, A3, E3),™ A3(A3, By, E3), E3) = Aj;
. A; =™ A,(E,, Ay E3), As =™ A, (A, Ey E3) si
A, ("2A,(Ey, Ay E3)™ Ay (Ay, By, E3), E3) = Ay;
IV. A3 = A1(E;, Ay, E3), Ay =027 Ay 5i Ay (A1 (Ep, Ay, E3), 0P Ay E3) = By
V. Ay ="2 Ay (Ey, Ay, E3) =2 A3(E,, As, Es) si Ay =022 4,
Lema 3.25. Tripletul (E;, A4, E,) este paratopie a sistemului X' daca si numai daca are
loc una din urmatoarele conditii:
| Ay =(BD™ 4,4, = Ay (E3, Ay, Ey) si A1(A1(E3:A1:E2):E1»(132)”1 A;) = Es;
. Ay =72 A3(Es, A3, E3), Ay ="t A3(As, E3, Eq) i
A3("2A3(E3, A3, Ey), B, A3 (A3, E3, Ey)) = As;

. A, =™ A,(E3, A, E,), A; =™ A,(Ay, E5, EY) si
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Ay (" Ay(E3, Az, Er), E1 " Ay (Ay, B3 Ey)) = Ay;
IV. A, =397 Ay, Ay = A (B3, Ay, E,) s A1 (A1 (B3, Ay Ey), B, (BP™ A = B
V. Ay =72 A,(E3, Ay Ey) =™2 As(Es, As, Ey) si Ay =(132)72 4,

VI. Ay =72 Ay(Ep By Ay), Az = Ay (M Ay (Ey, Er, Ay), B3, Ey) si Ay =032 A
Lema 3.26. Tripletul (4,, E,, E3) este paratopie a sistemului X' daca si numai daca are
loc una din urmatoarele conditii:

|. Ay = Ay (Ay, Eo, Es), Az ="t Ay 51 A1 (A1 (A4, By, E3), By E3) =1 Ag;
Il. A = Ay (A, B3, E3), Ay =™ Ay 51 A1(A1(Ay, By, E3), Ep, E3) =" Ag;
I, Ay =1 Ay (A3, Ep, E3) =™ A3(A,, E3, E3).
Lema 3.27. Tripletul (A4, E5, E,) este paratopie a sistemului X' daca si numai daca are
loc una din urmatoarele condifii:
| Ay =33 A, A, = A1 (A1, B3, E;) i A1 (A1 (Ay, B, By), By, E3) =330 Ay
1. A3 = A1 (A1, B3, Ep), Ay =3 Ay 5i A1 (A1 (Ar, B3, By), By, E3) =33 Ay
I Ay ="t Ay (A, E3, Ep) =" A3(A3, E3, Ey);
IV. As = Ay(Ay, E3, E) 51 Ay (Ay, B3, E;) = Ej.
Teorema 3.3. Exista exact 87 de sisteme ortogonale din trei quasigrupuri ternare si trei
selectori ternari care admit cel pugin o paratopie, componentele careia sunt un quasigrup
ternar si doi selectori ternari.
Lema 3.28. Tripletul (E;, E5, E,) este paratopie a sistemului X daca si numai daca are
loc una din urmatoarele condifii:
I A, =) 4,4, =C 4,,4; =33 4g;
1. Az =3 4,4, =) Ay;
. A, =3 Ay, A; =) Ag;
IV. A, =33 4,4, =3 4,
Lema 3.29. Tripletul (E,, E;, E3) este paratopie a sistemului X daca si numai daca are

loc una din urmatoarele condifii:
| A, =02 4,4, =D 4,,A; =12 4g;
1. A; =12 4,,4, =2 A,;
I, A, =02 A, A; =02 4,;
IV. A, =(12) 4,4, =02 4,

Lema 3.30. Tripletul (E,, E5, E;) este paratopie a sistemului X daca si numai daca are
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loc una din urmatoarele conditii:
I A, —(132) Ay A, —(132) A, A, —(132) As;
1. A, =(132) 4,, 4, =123 A,;
. A3 =32 4,4, =(23) 4,
Lema 3.31. Tripletul (E;, E, E,) este paratopie a sistemului X daca si numai daca are
loc una din urmatoarele condifii.
I A, —(123) Ay, A, —(123) A, A, —(123) As;
1. A, =(123) 4,4, =132 4,;
. 43 =123 4., 4, =(132) 4,
Lema 3.32. Tripletul (E;, E,, E,) este paratopie a sistemului X daca si numai daca are
loc una din urmatoarele condifii:
| A, =3 4,4, =0 4,,4; =03 4g;
1. A; =3 4,4, =03 A,;
. 4, =03 4,4, =13 4,;
IV. A, =3 4,4, =03 4,
Teorema 3.4. Exista exact 18 sisteme ortogonale din trei quasigrupuri ternare si trei
selectori ternari care admit cel pufin o paratopie netriviala, componentele careia sunt
selectorii ternari.
Corolarul 3.5. Exista exact 153 de sisteme ortogonale din trei quasigrupuri ternare si
trei selectori ternari care admit cel putin o paratopie netriviala.
in paragraful 3.2 se arati ca identitatile implicate de existenta paratopiilor
sistemelor ortogonale din trei quasigrupuri ternare si selectorii ternari se reduc la patru
tipuri posibile.
Teorema 3.5. Fiecare dintre cele 67 de identitati pe care le implica existenta
paratopiilor sistemului X' = {A;, A,, A3, E1, E,, E3} se reduce la unul din urmatoarele 4
tipuri:
1. “A(P4, 74, %4) = E,,
2. “A(PA, YA E)) = E,,
3. “A(PAE, E,) = YA(°AEyEs),
4. “A(PAE, E,) = YA(%AE, E,),

unde A este un quasigrup ternar si a, 8,7, € S,.
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In paragraful 3.3 sunt studiate unele sisteme ortogonale din n quasigrupuri n-are si
selectorii n-ari, n > 2, care admit cel putin o paratopie netriviala.
Teorema 3.6. Fie X ={A4,,4,,...,4,,E;,E;,....,E;} si 8 =(A4,4,,...,4,), unde

A A,, ..., A, sunt quasigrupuri n-are, definite pe o mulgime nevida Q si E{, E,,..., E,

2

sunt selectorii n-ari pe Q. Dacid Ay =% Ay As =% Ay,..., A, =%""A, 5i (Q,A,)

a—n+1

verifica identitatea A, (4, ALTAL A;) = E,, unde a = (12...n), atunci 6
este o paratopie a sistemului X.

Observam ca, daca un quasigrup n-ar (Q,A) verifica identitatea din Teorema 3.6,
atunci (Q, A) este autoortogonal, cu tipul de autoortogonalitate (s,a™%,...,a ™ ™*1) [5, 6,
40, 41].

CONCLUZII GENERALE SI RECOMANDARI

Lucrarea se refera la teoria quasigrupurilor binare parastrofic-ortogonale
(autoortogonale), problema caracterizarii paratopiilor sistemelor ortogonale de
quasigrupuri ternare.

Problema principala stiintifica solutionata constd in descrierea sistemelor
ortogonale din trei quasigrupuri ternare si selectorii ternari, care admit cel putin o
paratopie netriviala.

In tezd sunt studiate urmitoarele aspecte ale teoriei m-quasigrupurilor de tipurile T,
si T,: invarianta identitatilor minimale la izotopie, studiul m-quasigrupurilor izotope unor
grupuri (grupuri abeliene), estimari ale ordinului m-quasigrupurilor finite, studiul
holomorfului ca extindere a -quasigrupului.

In lucrarea prezenta este dati o abordare diferita de cea utilizata de Belousov in [3]
la studiul existentei paratopiilor. Aceasta abordare permite descrierea tuturor sistemelor
ortogonale din n quasigrupuri n-are si selectorii n-ari si a paratopiilor lor, pentru orice
n > 2. Aplicand aceastd metoda au fost determinate toate paratopiile sistemelor
ortogonale din trei quasigrupuri ternare si selectorii ternari, care admit cel putin o
paratopie netrivialad, au fost deduse si clasificate identitatile implicate de existenta
paratopiilor acestor sisteme. In cazul n > 4 sunt studiate paratopiile, toate componentele
carora sunt operatii de quasigrup. Se aratd cd existenta acestor paratopii implica

autoortogonalitatea quasigrupurilor sistemului ortogonal respectiv.
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In cadrul tezei date sunt efectuate cercetiri in domeniul teoriei quasigrupurilor
parastrofic-ortogonale si a sistemelor ortogonale de quasigrupuri, iar contributia autorului
poate fi formulata in urmatoarele concluzii principale:

1. A fost propusa o abordare diferita de cea utilizatda de V. Belousov in caz binar,
pentru studiul paratopiilor sistemelor ortogonale de quasigrupuri. Aceastd abordare a
facut posibila descrierea tuturor sistemelor ortogonale din trei quasigrupuri ternare si
selectorii ternari (153 de sisteme) care admit cel putin o paratopie netriviald si a tuturor
paratopiilor acestor sisteme. Unele paratopii implicd ortogonalitatea parastrofilor
quasigrupurilor sistemului [53, 56, 57, 58].

2. Au fost obtinute identitatile pe care le implica existenta paratopiilor sistemelor
ortogonale din trei quasigrupuri ternare si selectorii ternari (67 de identitati), care au fost
reduse, cu ajutorul transformarilor de parastrofie, la 4 tipuri posibile [48, 50, 51].

3. Au fost deduse proprietati generale ale m-quasigrupurilor de tipul T; si T,
conditii necesare si suficiente ca un m-quasigrup de tipul T,, respectiv T,, sa fie izotop
unui grup (grup abelian), caracterizari ale universalitatii identitatilor minimale de tipurile
T, si T,, ale ordinului -quasigrupurilor finite de tipul T; si ale grupului substitutiilor
interne in rt-quasigrupurile finite de tipul T; [44, 45, 52, 54, 59-62].

4. S-a demonstrat ca grupul multiplicativ la stanga (la dreapta) al unui -quasigrup
de tipul T; este izomorf cu un subgrup normal al grupului multiplicativ la stanga (la
dreapta) al holomorfului sau [55].

Rezultatele autorului, care se refera la tema tezei sunt publicate 1n [43-62].

Teza propusa spre sustinere contine solutionarea completd a problemei descrierii
sistemelor ortogonale din trei quasigrupuri ternare si selectorii ternari, care admit cel
putin o paratopie netriviala.

Recomandari:

a) Metoda aplicata la deducerea sistemelor ortogonale din trei quasigrupuri ternare
si selectorii ternari care admit cel putin o paratopie netriviala poate fi utilizata in caz n-ar,
pentru orice n = 2;

b) Identitatile care rezultd din existenta paratopiilor in caz binar sunt minimale (2
variabile cu 5 intrari), astfel studiul paratopiilor in caz ternar conduce la definirea

identitatilor minimale 1n caz ternar si pune problema clasificarii lor;
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c) Unele identitati ce rezulta din existenta paratopiilor in caz ternar sunt cunoscute
(identitatea Evans) si implicd autoortogonalitatea quasigrupului ternar respectiv. Apare
problema studiului quasigrupurilor ternare cu identitdti ce rezultd din existenta
paratopiilor, ortogonalitatea parastrofilor pe care o implica aceste identitati.

d) In lucrare sunt date conditii necesare si suficiente ca un m-quasigrup de tipul T,
sau T, sa fie izotop unui grup (grup abelian) si unele proprietati ale acestor grupuri.
Ramane deschisa problema descrierii grupurilor (grupurilor abeliene) izotope -
quasigrupurilor de aceste tipuri.

e) Rezultatele lucrarii pot fi utilizate pentru cercetarile ulterioare in teoria
quasigrupurilor si in domeniile adiacente ale algebrei, geometriei si combinatoricii, in
teoria codurilor si in criptografie. De asemenea, rezultatele pot fi utilizate in calitate de

suport pentru cursuri universitare de specialitate.
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ADNOTARE
Ceban Dina, ,,Quasigrupuri autoortogonale: conexiuni cu paratopiile unor sisteme
ortogonale”, tezi de doctor in stiinte matematice, Chisinau, 2017
Lucrarea este scrisd in limba roménd si cuprinde: introducere, trei capitole, concluzii si
recomandari, bibliografie din 142 de titluri, 117 pagini de text de baza, o anexd. Rezultatele
obtinute sunt publicate in 20 de lucrari stiintifice.
Cuvinte-cheie: quasigrup, sistem ortogonal, quasigrup autoortogonal, paratopie, identitate
minimald, proprietate universala.
Domeniul de studiu: teoria quasigrupurilor binare si n-are.
Scopul si obiectivele lucrarii: descrierea sistemelor ortogonale din trei quasigrupuri ternare si
selectorii ternari care admit cel putin o paratopie netriviald; aceastd descriere presupune
determinarea tuturor sistemelor de tipul dat, caracterizarea paratopiilor acestor sisteme, studiul
identitatilor implicate de paratopii si a quasigrupurilor parastrofic-ortogonale (autoortogonale) de
diferita aritate, ce verifica astfel de identitati.
Noutatea si originalitatea stiintifici. In lucrare sunt determinate pentru prima dati toate
sistemele ortogonale din trei quasigrupuri ternare si selectorii ternari care admit cel putin o
paratopie netriviald si toate paratopiile acestor sisteme; sunt deduse si clasificate identitatile
implicate de existenta paratopiilor. Descrierea sistemelor ortogonale din trei quasigrupuri ternare
si selectorii ternari, care admit cel putin o paratopie netriviald, generalizeazd rezultatul lui V.
Belousov despre paratopiile sistemelor ortogonale din doud quasigrupuri binare si selectorii
binari. In acest scop a fost utilizati o metodid generaldi ce poate fi aplicati in cazul
quasigrupurilor de orice aritate finita. Sunt obtinute estimari ale spectrului quasigrupurilor n-are
autoortogonale, sunt studiate quasigrupuri binare si ternare cu identitati ce implica
ortogonalitatea parastrofilor.
Problema stiintifica importanta solutionata constd in descrierea sistemelor ortogonale din trei
quasigrupuri ternare si selectorii ternari, care admit cel putin o paratopie netriviala.
Semnificatia teoretica si valoarea aplicativa a lucrarii. Rezultatele ce tin de descrierea
paratopiilor sistemelor ortogonale de quasigrupuri reprezintd un pas important in studiul
transformdrilor sistemelor ortogonale de operatii n-are si a identitatilor ce implica
ortogonalitatea parastrofilor unui quasigrup n-ar.
Implementarea rezultatelor stiintifice. Sistemele ortogonale de quasigrupuri n-are, n > 2, sunt
utilizate cu succes la construirea MDS-codurilor, in criptografie, la planificarea experimentelor,
in combinatorica, in teoria k-retelelor algebrice s.a. Rezultatele lucrarii pot fi utilizate in calitate

de suport pentru cursuri universitare de specialitate.
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AHHOTAIIUA
Yeban Juna, ,,CaM00pTOroHaJbHbIE KBA3UTPYNIbI: CBSA3H C MapPaTONHUAMH HEKOTOPBIX
OPTOTrOHAJIBHBIX CHCTEM”, IMCCEPTAIUA HA COMCKAHME CTENEHH JIOKTOPAa MaTeMaTHYeCKUX
HayK, Knmmnoy, 2017
Pabora HanricaHna Ha PYMBIHCKOM SI3BIKE€ M COCTOMT W3 BBEIICHUS, TPEX TJIaB, OOIINX BHIBOJOB U
pekomeHganui, 142 WCTOYHUKOB JHUTEpaTypbl, 117 cTpaHHI] OCHOBHOTO TEKCTa, OIHO
npuinoxenue. [lomydeHnsie pe3ynbTaTsl ony0rMKoBaHbl B 20 HAy4IHBIX paboTax.
KurwueBble cjioBa: KBa3UrpyIia, OpTOroHaJIbHas CUCTEMa, CaMOOPTOrOHAJIbHAsI KBAa3UTPYIINa,
MapaTonusi, MUHUMaJIbHOE TOXKJI€CTBO, YHUBEPCAJIbHOE CBOMCTBO
Ob6J1acTh Hcc/IeI0BaHUs: TEOpUs OMHAPHBIX U N-apHBIX KBA3UTPYIIIL.
Hear m 3ama4yuM JUCCEPTAIMHU: OMNUCAHHE OPTOTOHAIBHBIX CHUCTEM M3 TPEX TEPHAPHBIX
KBAa3UIPYIIIl W TEPHAPHBIX CEJIEKTOPOB, KOTOpPHIC JOIMYCKAIOT MO KpalHEeH Mepe OaHy
HETPUBUAJIBHYIO TApaTONHIO; TAaKO€ OINMUCAHWUE IOJAPA3yMEBACT HAXOXKIACHUE BCEX CHUCTEM
JTAHHOTO THIA W MX NapaToIui, UCCIIETOBAHNE TOXKIECTB KOTOPHIE CIACAYIOT U3 CYIIECTBOBAHUS
naparonuii W mapacTpo(HO-OPTOTOHATIBHBIX (CAMOOPTOTOHAIBHBIX) KBAa3WTPYI pPa3sHOU
apHOCTH, YIOBJIETBOPSIONINE TAKIUM TOXKIECTBAM.
HayuyHass HOBM3HAa M OPUIMHAJBHOCTBL. B nuccepraiuu BHepBble HailIeHbI BCE OPTOrOHAIIb-
HbIE CUCTEMBbI U3 TPEX TEPHAPHBIX KBA3WUTPYIIIl U TEPHAPHBIE CEIEKTOPbI, KOTOPHIE JOMYCKAKOT
10 KpaliHel Mepe OJHY HETPUBHAJIbHYIO MMAPATONHUIO U ONKCAHbl BCE MApaTONUU 3TUX CUCTEM;
BBIBE/ICHBI U KJIACCU(UIIMPOBAHBI TOXKIECTBA, KOTOPBIE CIEAYIOT U3 CYIIECTBOBAHUS MAPATOMHIA.
Ornucannre OpTOrOHAJIBHBIX CHUCTEM COCTOSIIIMX M3 TPEX TEPHAPHBIX KBA3UTPYII U TEPHAPHBIX
CCJICKTOPOB, JIOMYCKAMOIINE 1O KpalHeH Mepe OJHY HETPUBHAIBHYIO IMapaToruio, 00o0Imaer
U3BECTHBIN pe3ynbTar B. benoycoBa 0 mapaTtonusix opTOroHaJIbHBIX CUCTEM U3 JBYX OMHAPHBIX
KBa3UTPYII U OWHAPHBIX CEJIEKTOPOB. B nuccepranuu uCmosb3oBaH OOUIUN METO/, KOTOPBIH
MOJKET OBITh MPUMEHEH AJISl KBa3urpymm Jto00il apHocTh. [lomydeHbl yTOYHEHHs A CIIEKTpa
CaMOOPTOTOHATBHBIX NM-KBAa3UTPYII, HCCIAEAOBaHbI OWHApPHBIE W TEPHAPHBIE KBA3UTPYIIIHI,
YIOBJIETBOPSIOIINE TOXKIECTBaM, KOTOPBIE BIIEKYT OPTOTOHAIBHOCTH MapacTpodoB.
OcHoBHasi pelIeHHAs: HAay4YHAasl 3aJa4a COCTOMT B OINMCAaHUE OPTOrOHAIBHBIX CHUCTEM,
COCTOAIIMX U3 TPEX TEPHAPHBIX KBA3UTPYIII U TEPHAPHBIX CEIEKTOPOB, KOTOPBIE AOMYCKAIOT MO
KpaliHell Mepe OJIHY HETPUBUAIBHYIO apaTOIHUIO
Teopernueckoe M NMPaKTH4YeCKOe 3HaYeHHe PadoThbl. Pe3ynbrarhl Kacaromipecs OMHCaHUs
NapaTonuil OpTOTOHAJIBHBIX CUCTEM KBAa3UTPYIII MPEACTABIAIOT COOON BayKHBIN IIar B mpoliecce
UCCIIEIOBaHMs TMPEOOPa30BaHU OPTOTOHANBHBIX CHCTEM N-apHBIX OMEpaluid U TOXKIECTB
BJIEKYIIIUX OPTOTOHAIBHOCTD MapacTpo(oOB N-apHBIX KBA3UTPYIIII.
Bueapenue HayuyHbIX pe3yabTaToB. OpTOTOHATBHBIE CUCTEMBI N-KBA3UTPYII, N = 2, YCTEIIHO
UCTIONB3YIOTCS  JUIsi  mocTpoenust MDS-xkomoB, B kpunrorpaguu, TpH TUIAHWPOBAHUE
OKCIIEPUMEHTOB, B KOMOMHATOPHKE, B TEOpUH anrebpamueckux k-cereit u T.4. Pe3ymbraTsl
MOTYT OBITh NPUMEHEHBI JUIS pPa3pabOTKHU CIEIUANTBHBIX KYypCOB B CHCTEME BBICIIETO

o0Opa3oBaHwUsl.
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ANNOTATION
Ceban Dina, “Self-ortogonal quasigroups: connections with paratopies of some orthogonal
systems”, Doctor degree in Mathematics, Chisinau, 2017
The language of the Thesis is Romanian. It comprises 117 base pages and has the following
structure: Introduction, 3 Chapters, General Conclusions and Recommendations, Bibliography
with 142 References and an annex. Research outcomes were reflected in 20 scientific
publications.
Keywords: quasigroup, orthogonal system, self-orthogonal quasigroup, paratopy, minimal
identity, universal property.
Field of study: theory of binary and n-ary quasigroups.
The purpose and objectives: to describe the orthogonal systems consisting of three ternary
quasigroups and ternary selectors, admitting at least one nontrivial paratopy; this description
supposes the founding of all such systems, the characterization of paratopies of these systems,
the study of the identities implied by paratopies and the parastrophic-orthogonal (self-
orthogonal) quasigroups of different arity, satisfying such identities.
Novelty and scientific originality. In the present Thesis, for the first time, there are determined
all orthogonal systems consisting of three ternary quasigroups and ternary selectors, admitting at
least one nontrivial paratopy and all paratopies of these systems are described; all identities
implied by the paratopies are found and classified. The description of orthogonal systems
consisting of three ternary quasigroups and ternary selectors, admitting at least one nontrivial
paratopy, is a generalization of the V. Belousov result about the paratopies of orthogonal systems
consisting of two binary quasigroups and binary selectors. For this purpose a general method was
used, which can be applied for any finite arity. Estimations of the spectra of self-orthogonal n-
ary quasigroups are obtained, binary and ternary quasigroups with identities which imply the
orthogonality of their parastrophes are studied.
The main solved scientific problem consists in describtion of orthogonal systems of three
ternary quasigroups and ternary selectors, admitting at least one nontrivial paratopy.
The significance of theoretical and practical values of the work. The results concerning the
description of the paratopies of orthogonal systems of quasigroups represent an important step in
the study of the transformations of orthogonal systems of n-ary operations and of the identities
implying the orthogonality of parastrophes of an n-ary quasigroup.
Implementation of the scientific results. Orthogonal systems of n-quasigroups, n = 2, are used
in the theory of MDS-codes, in criptography, planning experiments, in combinatorics, in the
theory of algebraic k-nets etc. The results may be applied as a support for teaching courses in
higher education.
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