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ADNOTARE
Ceban Dina, ,,Quasigrupuri autoortogonale: conexiuni cu paratopiile unor sisteme
ortogonale”, teza de doctor in stiinte matematice, Chisinéau, 2017
Lucrarea este scrisa in limba romana si cuprinde: introducere, trei capitole, concluzii si
recomandari, bibliografie din 142 de titluri, 117 pagini de text de baza, o anexa. Rezultatele
obtinute sunt publicate in 20 de lucrari stiintifice.
Cuvinte-cheie: quasigrup, sistem ortogonal, quasigrup autoortogonal, paratopie, identitate
minimald, proprietate universala.
Domeniul de studiu: teoria quasigrupurilor binare si n-are.
Scopul si obiectivele lucrarii. Scopul tezei consta in descrierea sistemelor ortogonale din trei
quasigrupuri ternare si selectorii ternari care admit cel putin o paratopie netriviald. Pentru
atingerea scopului vizat sunt fixate urmatoarele obiective: determinarea tuturor sistemelor de
tipul dat; caracterizarea paratopiilor acestor sisteme; studiul identitatilor implicate de paratopii si
a quasigrupurilor parastrofic-ortogonale (autoortogonale) de diferita aritate, ce verifica astfel de
identitati.
Noutatea si originalitatea stiintifici. In lucrare sunt determinate pentru prima dati toate
sistemele ortogonale din trei quasigrupuri ternare si selectorii ternari care admit cel putin o
paratopie netriviald si toate paratopiile acestor sisteme; sunt deduse si clasificate identitatile
implicate de existenta paratopiilor. Descrierea sistemelor ortogonale din trei quasigrupuri ternare
si selectorii ternari, care admit cel putin o paratopie netriviald, generalizeaza rezultatul lui V.
Belousov despre paratopiile sistemelor ortogonale din doua quasigrupuri binare si selectorii
binari. In acest scop a fost utilizati o metodd generali ce poate fi aplicati in cazul
quasigrupurilor de orice aritate finitd. Sunt obtinute estimari ale spectrului quasigrupurilor n-are
autoortogonale, sunt studiate quasigrupuri binare si ternare cu identitdti ce implicd
ortogonalitatea parastrofilor.
Problema stiintifici importanta solutionata constd in descrierea sistemelor ortogonale din trei
quasigrupuri ternare si selectorii ternari, care admit cel putin o paratopie netriviala.
Semnificatia teoreticd si valoarea aplicativi a lucrarii. Rezultatele ce tin de descrierea
paratopiilor sistemelor ortogonale de quasigrupuri reprezintd un pas important in studiul
transformdrilor sistemelor ortogonale de operatii n-are si a identitdtilor ce implica
ortogonalitatea parastrofilor unui quasigrup n-ar.
Implementarea rezultatelor stiintifice. Sistemele ortogonale de quasigrupuri n-are, n > 2, sunt
utilizate cu succes la construirea MDS-codurilor, in criptografie, la planificarea experimentelor,
in combinatoricd, in teoria k-retelelor algebrice s.a. Rezultatele lucrarii pot fi utilizate in calitate

de suport pentru cursuri universitare de specialitate.
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AHHOTALIUA
Yedan [Iuna, ,,CaM00pPTOroHajibHble KBAa3UTPYINIbI: CBSA3M C NMApaTONHUAMU HEKOTOPbIX
OPTOTrOHAJIbHBIX CHCTEM”, IMCCEPTALMSA HA COMCKAHHUE CTENEHH JOKTOPa MATEeMATHYECKUX
Hayk, Knmmmnay, 2017
Pabora Hanucana Ha pyMBIHCKOM SI3bIKE€ U COCTOHUT U3 BBEJEHUS, TPEX IjaB, OOUIMX BHIBOJOB U
pekoMeHanud, 142 WCTOYHMKOB JuTepaTyphl, 117 cTpaHUIl OCHOBHOTO TEKCTa, OJHO
npunoxkenue. [loaydeHnsle pe3ynbTarhsl onyOanKkoBaHbl B 20 HayYHBIX paboTax.
KuiroueBblie c10Ba: KBa3UrpyIna, OpTOrOHaJIbHAs CUCTEMa, CAaMOOPTOIOHAJIbHAS KBAa3UTPyIIIa,
MapaTolNusi, MUHUMaIbHOE TOXAECTBO, YHUBEPCAIbHOE CBOMCTBO
O0JacTh Hccjef0BaHMA . TEOPUs OMHAPHBIX U N-apHBIX KBa3UTPYIIIL.
Hear m 3agaum auccepranmu. llens aumccepralMM COCTOMT B ONMCAHME OPTOTOHAJIBHBIX
CUCTEM M3 TPEX TEPHAPHBIX KBA3UIPYIIl U TEPHAPHBIX CEJIEKTOPOB, KOTOPBIE JOMYCKAIOT IO
KpalHEeW Mepe OJIHY HETPUBHUAIBHYIO IApaTONUI0. JJOCTHKEHUE IIOCTABICHHON LEIU BKIIIOYAET
pelleHrEe CIEIyIOIMX 3aJady: HaxOXKJIEHME BCEX CHCTEM JaHHOIO THUIA M HMX NapaToIHii;
UCCJIEJOBAaHUE TOXKIECTB KOTOpBIE CIIEAYIOT U3 CYLIECTBOBAHMSI MapaTonuil W mapacTpogHo-
OPTOTOHAJIBHBIX (CAMOOPTOrOHAIBHBIX) KBA3UTPYIII PA3HOW apHOCTH, YJOBJICTBOPSIONINE TAKUM
TOKJIECTBaM.
Hayuynas HOBM3HA M OPHMIHHAJIBHOCTH. B nuccepranuu BrnepBble HailIeHbI BCE OPTOTrOHAJIb-
HBIE CUCTEMBI U3 TPEX TEPHAPHBIX KBA3UTPYII U TEPHAPHBIE CENEKTOPbI, KOTOPbIE JOMYCKAIOT
10 KpaiiHell Mepe OJHY HETPUBHAJIbHYIO MapaTONMIO M ONUCAHbl BCE MMapaTOIUU ITHX CUCTEM;
BBIBEJICHBI M KJIACCH(DUIIMPOBAHBI TOXKIECTBA, KOTOPHIE CIACAYIOT U3 CYIIECTBOBAHHS MAPATOINH.
Onucanue OpTOrOHAJIBHBIX CUCTEM COCTOSLIMX U3 TPEX TEPHAPHBIX KBA3UIPYII U TEPHAPHBIX
CEJIEKTOPOB, JIOMYCKAIOIIKE MO KpalHEH Mepe OIHY HETPUBHAIBHYIO HapaToIuio, 00o0IIaeT
U3BECTHBIN pe3ynbpTaT B. benoycoBa o maparonusx opTOrOHAJIBHBIX CUCTEM U3 JBYX OMHAPHBIX
KBa3uIpymnin U OMHAPHBIX CENEKTOpOB. B auccepranny MCHoiab30BaH OOIIMI METOA, KOTOPBIN
MOJKET OBITh MPUMEHEH JAJIsl KBa3urpymnm Jito0oil apHocTH. [lonydeHsl yTOUHEHHs AJisl CIIeKTpa
CaMOOPTOTOHAJIBHBIX N-KBa3UTPYII, HCCIAEIOBaHbl OMHAPHBIE W TEpHApHbIE KBA3UTPYIIIHL,
YIIOBJIETBOPSIOLINE TOXKIECTBAM, KOTOPbIE BIEKYT OPTOrOHAJIbHOCTbH 11apacTpoQoB.
OcHoBHasi pelleHHasi Hay4yHasi 3aJa4ya COCTOUT B OINMCAHHWE OPTOTOHAIBHBIX CHCTEM,
COCTOSIIIIMX U3 TPEX TEPHAPHBIX KBA3UTPYII U TEPHAPHBIX CEIIEKTOPOB, KOTOPHIE JOMYCKAIOT IO
KpaliHel Mepe OJIHY HETPUBUAIBHYIO IapaATOINIO
Teopernueckoe U NMpakTHYecKoe 3HAYeHMe PadoThl. Pe3ynbrarhl Kacaromiuecs ONUCaHUS
NapaTonuil OPTOTOHAJIBHBIX CUCTEM KBAa3UTPYIII MPEACTABISAIOT COOON BaXKHBIN 1IAr B IpoLiecce
UCCIIeIOBaHUsT NPeoOpa30BaHUIl OPTOTOHANBHBIX CHUCTEM N-apHBIX ONEepaluii U TOXKIECTB
BJIEKYILIUX OPTOTOHAJIBHOCTh MapacTpoOB N-apHBIX KBA3UTPYIIII.
BHenpenue HayyHbIX pe3yiabTaToB. OpTOrOHaJIbHBIE CUCTEMBI N-KBa3UIpymnm, n = 2,
YCIIEIIHO MCIONB3YIOTCA i mocTpoeHuss MDS-konoB, B kpurnrtorpaduu, Mpyu IUIaHUPOBaHHUE
OKCTIEPUMEHTOB, B KOMOMHATOpUKE, B TEOpUHU anreOpamveckux k-cereit u T.1n. PesymbraThi
MOTYyT OBITb TNpPUMEHEHBI JUIsl pa3pabOTKHU CIEHUATbHBIX KYpCOB B CHCTEME BBICIIETO
o0Opa3oBaHwUs.
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ANNOTATION
Ceban Dina, “Self-ortogonal quasigroups: connections with paratopies of some orthogonal
systems”, Doctor degree in Mathematics, Chisinau, 2017
The language of the Thesis is Romanian. It comprises 117 base pages and has the following
structure: Introduction, 3 Chapters, General Conclusions and Recommendations, Bibliography
with 142 References and an annex. Research outcomes were reflected in 20 scientific
publications.
Keywords: quasigroup, orthogonal system, self-orthogonal quasigroup, paratopy, minimal
identity, universal property.
Field of study: theory of binary and n-ary quasigroups.
The purpose and objectives. The purpose of the Thesis is to describe the orthogonal systems
consisting of three ternary quasigroups and ternary selectors, admitting at least one nontrivial
paratopy. To achieve this purpose the following objectives are established: the founding of all
such systems, the characterization of paratopies of these systems, the study of the identities
implied by paratopies and the parastrophic-orthogonal (self-orthogonal) quasigroups of different
arity, satisfying such identities.
Novelty and scientific originality. In the present Thesis, for the first time, there are determined
all orthogonal systems consisting of three ternary quasigroups and ternary selectors, admitting at
least one nontrivial paratopy and all paratopies of these systems are described; all identities
implied by the paratopies are found and classified. The description of orthogonal systems
consisting of three ternary quasigroups and ternary selectors, admitting at least one nontrivial
paratopy, is a generalization of the V. Belousov result about the paratopies of orthogonal systems
consisting of two binary quasigroups and binary selectors. For this purpose a general method was
used, which can be applied for any finite arity. Estimations of the spectra of self-orthogonal n-
ary quasigroups are obtained, binary and ternary quasigroups with identities which imply the
orthogonality of their parastrophes are studied.
The main solved scientific problem consists in describtion of orthogonal systems of three
ternary quasigroups and ternary selectors, admitting at least one nontrivial paratopy.
The significance of theoretical and practical values of the work. The results concerning the
description of the paratopies of orthogonal systems of quasigroups represent an important step in
the study of the transformations of orthogonal systems of n-ary operations and of the identities
implying the orthogonality of parastrophes of an n-ary quasigroup.
Implementation of the scientific results. Orthogonal systems of n-quasigroups, n = 2, are used
in the theory of MDS-codes, in criptography, planning experiments, in combinatorics, in the
theory of algebraic k-nets etc. The results may be applied as a support for teaching courses in
higher education.



LISTA ABREVIERILOR

S,, — grupul simetric de gradul n

So— grupul simetric pe multimea Q

Z, — inelul claselor de resturi modulo n

Aut(Q,") — grupul automorfismelor quasigrupului (Q,")

GF (p*) — campul Galois de ordinul p*

A, (Q) — multimea tuturor operatiilor n-are definite pe multimea Q
LM (Q,") — grupul multiplicativ la stinga al quasigrupului (Q,")
RM(Q,") — grupul multiplicativ la dreapta al quasigrupului (Q,")

M (Q,) — grupul multiplicativ al quasigrupului (Q,")

I, — grupul substitutiilor interne ale quasigrupului (Q,*) in raport cu h
N; (N,, N,;;) — nucleul stang (respectiv drept, mediu) al quasigrupului (Q,")

Hol(Q,") — holomorful quasigrupului (Q,")



INTRODUCERE

Actualitatea si importanta problemei abordate

Aparitia si dezvoltarea teoriei operatiilor ortogonale se datoreazd in mare parte ipotezei
lui Euler despre inexistenta patratelor latine ortogonale de orice ordin g = 2 (mod 4), formulata
in 1782, care se verifica usor pentru g = 2 (caz trivial), iar pentru g = 6 a fost confirmata abia in
1901 de catre Tarry [141, 142]. Ipoteza lui Euler a fost solutionata definitiv (negativ) in anii
1959-1960 de catre Bose, Parker si Shrikhande [59], care au aratat ca exista patrate latine
ortogonale de orice ordin g # 2, 6.

Patratele latine reprezinta tablele multiplicative ale quasigrupurilor finite, astfel notiunea
de ortogonalitate a doud patrate latine conduce in mod firesc la notiunea de ortogonalitate a doua
operatii de quasigrup: doud quasigrupuri (G,") si (G,*) Se numesc ortogonale daca sistemul de
ecuatii x -y = a si x * y = b are o singura solutie in G, pentru fiecare a,b € G. Daca G este 0
multime finitd, atunci aceasta definitie poate fi formulata, echivalent, in felul urmator: doua
quasigrupuri finite (G,") si (G,*) sunt ortogonale daca sistemul de egalitati x *y =z t, x xy =
z * t implicd x = z, y = t. Ultima definitie a fost generalizatd pentru orice doua operatii binare
definite pe o multime infinita [12, 138].

Pentru prima datd un criteriu al ortogonalitatii quasigrupurilor binare in limbajul
identitatilor a fost formulat de H. Mann in 1944 [96]. Au urmat o serie de rezultate obtinute de
A. Sade, S. K. Stein, T. Evans si V. Belousov in care erau considerate identitati in grupoizi binari
(quasigrupuri binare) ce implicd ortogonalitatea parastrofilor grupoidului (quasigrupului).
S.K.Stein [120] considera quasigrupurile cu identitatea x-xy = yx, care sunt ortogonale
conjugatei lor, deci sunt autoortogonale.

In lucrarile [8, 13] Belousov studiazi proprietiti si transformari ale sistemelor ortogonale
de quasigrupuri care pastreaza ortogonalitatea sistemelor. Stein [120] a generalizat notiunea de
operatii ortogonale pentru grupoizi infiniti in felul urmator: doi grupoizi (G,") si (G,*), definiti
pe aceeasi multime G, se numesc ortogonali dacd functia 0:G X G —» G X G, d(x,y) = (x -
y, x * y) este bijectiva. In particular, Stein arati ci orice quasigrup este ortogonal unui grupoid,
care nu este intotdeauna un quasigrup. Sade [139] defineste produsul direct singular si-
utilizeaza la constructia unor contra-exemple la ipoteza lui Euler.

Este cunoscuta relatia dintre k-retelele algebrice si sistemele ortogonale de quasigrupuri:

fiecarei k-retele 1i corespunde un sistem ortogonal de operatii binare si, reciproc, orice sistem



ortogonal de operatii binare determind o k-retea [7]. Diferite transformari ale k-retelei (ale
liniilor sau punctelor) modifica sistemul ortogonal de operatii, care o coordonatizeaza, pastrand
ortogonalitatea sistemului. Astfel, apare problema descrierii transformarilor sistemelor
ortogonale, care pastreaza ortogonalitatea lor, in particular, a transformarilor care lasa invariante
sistemele ortogonale (numite paratopii). In lucrarea [13] V. Belousov caracterizeazi un sir de
transformari (paratopii, parastrofii) ale sistemelor ortogonale de quasigrupuri binare si aratd ca
existd exact noud sisteme ortogonale, ce constau din doua quasigrupuri binare si din selectorii
binari, care admit cel putin o paratopie netriviald. O generalizare in caz ternar a acestui rezultat
este expusa in Capitolul 3 al tezei date.

Ortogonalitatea operatiilor n-are, n > 2, a fost abordata din punct de vedere algebric la
mijlocul anilor 70, secolul XX, de catre V. Belousov, T. Yakubov, T. Evans, A. Bektenov, Ya.
Usan, S. Murathudjaev s.a. Au fost generalizate in caz n-ar notiunile de pereche ortogonala si
sistem ortogonal de operatii (quasigrupuri).

T. Evans [77, 79] cerceteazd monoidul perechilor ortogonale de quasigrupuri binare
definite pe o multime datd @, indicd metode de constructiec a sistemelor ortogonale de
quasigrupuri n-are, pentru orice n = 2, pe o multime finita de orice ordin g # 2, 6.

In literatura de specialitate un numar mare de lucriri este dedicat quasigrupurilor care
poseda sisteme ortogonale de parastrofi (parastrofi principali). Quasigrupurile n-are care poseda
sisteme ortogonale din n parastrofi (n parastrofi principali) se numesc quasigrupuri parastrofic-
ortogonale (respectiv, autoortogonale). Notiunea de patrat latin autoortogonal este atribuitd lui
Nemeth, care a numit astfel patratul latin ortogonal conjugatei sale [105], fiind preluata apoi de
Mendelsohn [98-101]. Primii care au publicat rezultate ce tin de autoortogonalitatea patratelor
latine au fost S. K. Stein [120] si A. Sade [139]. R. Brayton, D. Coppersmith si A. Hoffman au
demonstrat ca exista quasigrupuri binare autoortogonale finite de orice ordin q # 1, 2,3, 6 [61].

Problema existentei patratelor latine ortogonale cel putin unuia dintre parastrofii sai a fost
considerata de catre K. Phelps in [110]. El demonstreaza ca daca exista un patrat latin de ordinul
q ortogonal (2,3, 1)-parastrofului sdu, atunci putem construi un patrat latin de acelasi ordin
ortogonal (3,1, 2)-parastrofului sau, si reciproc. Aceeasi relatie este intre (3,2,1)- si (1,3, 2)-
parastrofii unui patrat latin. K. Phelps a construit exemple de patrate latine ortogonale (2,3, 1)-
parastrofului sau de orice ordin q # 2,6. F. E. Bennett si H. Zhang [52] au studiat ordinul

patratelor latine, fiecare parastrof al carora este ortogonal conjugatei lui.



Belousov [11, 34], Bennett [45, 49], Bennett si Zhu [53], Evans [77], Lindner si
Mendelsohn [92, 93] au studiat identitati in quasigrupuri, care implicd ortogonalitatea unor
parastrofi.

V. Belousov 1n 1983 a dat o clasificare a identitatilor de lungime 5 cu 2 variabile (numite
de V. Belousov identitdti minimale), care constd din sapte clase. Reprezentantii acestor clase
sunt urmatorii (tipurile lor sunt date conform [34]): x(x-xy) =y (de tipul T; = [¢, ¢, €]);
x(y-yx) =y (de tipul T, = [g,&,1]); x-xy = yx (de tipul T, = [¢,¢,lr]); xy-x =y -xy (de
tipul Tg = [g,LIr]); xy-y=x-xy (de tipul Tg = [g,rl, lr]); xy-yx =y (de tipul T,y =
[e,1r,1]); yx-xy =y (de tipul T;; = [g,Ir,rl]), unde [ = (13),r = (23). Quasigrupurile ce
verifica identitati din aceasta clasificare au fost studiate de multi autori, de exemplu, [11, 16, 34,
45, 49, 77, 122]. Independent, Bennett a obtinut aceeasi clasificare a identitatilor minimale [49].

In prezent o problemi deschisa este descrierea grupurilor izotope m-quasigrupurilor de
diferite tipuri. In [34] se arati ci grupurile care sunt izotope quasigrupurilor cu identitatea
x - yx = yx -y sunt metabeliene, iar grupurile care sunt izotope quasigrupurilor cu identitatea
xy -y = x - xy sunt abeliene, de exponenta doi. Studiul quasigrupurilor cu identitati minimale
(Belousov [34]) este una din problemele abordate in lucrarea data.

In [78] T. Evans generalizeaza prima lege a lui Stein in felul urmitor:

A(x,A(x,y,2),A(z,x,y)) = A(y, z, x),

si aratd cd aceastd identitate implica autoortogonalitatea quasigrupului ternar (Q,A).
Z.Stojakovic si D. Paunic 1n [121] studiaza n-quasigrupurile autoortogonale ciclice, obtin cateva
constructii ale n-quasigrupurilor autoortogonale ciclice si evaluadri ale spectrului lor. P. Sirbu a
studiat ortogonalitatea parastrofilor operatiilor n-are, a indicat o clasd de identitati ce implica
autoortogonalitatea operatiilor n-are si criterii de autoortogonalitate a n-grupurilor si a n-
quasigrupurilor mediale, a demonstrat ca existd quasigrupuri finite autoortogonale de orice
aritate n si a dat estimari ale spectrului operatiilor autoortogonale n-are [23, 24, 123, 23, 18].

G. Belyavskaya in lucrdrile [35, 36, 38, 41] defineste si studiazd mai multe generalizari ale
notiunii de ortogonalitate (patrate latine r-ortogonale, ortogonalitatea a doud operatii n-are
pentru n > 2, sisteme succesiv ortogonale de operatii n-are s.a.). In lucrarea [38] este dati o
generalizare a notiunii de ortogonalitate pentru operatiile n-are. Se stabilesc cateva criterii de
ortogonalitate a operatiilor n-are. Metode de constructie pentru diferite tipuri de patrate latine
autoortogonale idempotente incomplete sunt propuse in [29, 47]. Spectrul quasigrupurilor cu
legea a lll-a Stein este precizat in [48]. In lucrarile [39, 40] sunt considerate quasigrupurile

binare care au toti cei 6 parastrofi ortogonali doi cate doi (quasigrupuri total parastrofic
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ortogonale) sau posedd un sistem ortogonal din 5 parastrofi, dar nu sunt total parastrofic
ortogonale (quasigrupuri aproape total parastrofic ortogonale). V.Scerbacov [102, 114, 115, 116]
obtine conditii necesare si suficiente de ortogonalitate a unui quasigrup finit cu fiecare dintre
parastrofii sai, estimari ale spectrului unor r-quasigrupuri mediale [113].

In [37, 42, 43, 44, 71, 110, 117] a fost studiat ordinul quasigrupurilor (patratelor latine)
parastrofic-ortogonale. In [37, 102] sunt stabilite unele quasi-identititi in quasigrupurile
parastrofic-ortogonale finite.

Rezultatele principale ale tezei sunt publicate in [1-5, 22, 64-70, 123-129].

Patratele latine ortogonale (quasigrupurile finite ortogonale) au fost si sunt utilizate intens
la construirea codurilor detectoare si corectoare de erori, in particular a MDS-codurilor, si 1n
criptografie ([73, 74, 75, 76, 80, 83, 86, 103, 104, 111, 130 s.a.]). De asemenea, patratele latine
sunt utilizate la planificarea experimentelor prin ,,analiza variantelor” [74, 75, s.a.].

Scopul si obiectivele tezei. Scopul principal al tezei constd in studiul sistemelor
ortogonale din trei quasigrupuri ternare si selectorii ternari, care admit cel pufin o paratopie
netriviald. Realizarea acestui scop genereaza urmatoarele obiective:

- descrierea sistemelor ortogonale din trei quasigrupuri ternare si selectorii ternari, care
admit cel putin o paratopie netriviala;

- determinarea tuturor sistemelor de tipul dat;

- caracterizarea paratopiilor sistemelor ortogonale din trei quasigrupuri ternare si selectorii
ternari;

- studiul identitatilor implicate de paratopii si a quasigrupurilor parastrofic-ortogonale
(autoortogonale) de diferita aritate, ce verifica astfel de identitati.

Noutatea stiintifici a rezultatelor obtinute. in lucrare sunt determinate pentru prima dati
toate sistemele ortogonale din trei quasigrupuri ternare si selectorii ternari care admit cel putin o
paratopie netriviala si toate paratopiile acestor sisteme; sunt deduse si clasificate identitatile
implicate de existenta paratopiilor. Descrierea sistemelor ortogonale din trei quasigrupuri ternare
st selectorii ternari, care admit cel putin o paratopie netriviald, generalizeaza rezultatul lui V.
Belousov despre paratopiile sistemelor ortogonale din doud quasigrupuri binare si selectorii
binari. In acest scop a fost utilizati o metodid generald ce poate fi aplicati in cazul
quasigrupurilor de orice aritate finita. Sunt obtinute estimari ale spectrului quasigrupurilor n-are
autoortogonale, sunt studiate quasigrupuri binare si ternare cu identitdti ce implica
ortogonalitatea parastrofilor.

Importanta teoretica si valoarea aplicativa a lucrarii. Rezultatele ce tin de descrierea

paratopiilor sistemelor ortogonale de quasigrupuri reprezintd un pas important in studiul
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transformdrilor sistemelor ortogonale de operatii n-are si a identitdtilor ce implica

ortogonalitatea parastrofilor unui quasigrup n-ar.

Aprobarea rezultatelor. Rezultatele stiintifice obtinute au fost examinate si aprobate la
Sesiunea speciala a Seminarului ,,Algebrda si Logicd matematica”, dedicatd memoriei
Profesorului V. Belousov, Institutul de Matematica si Informatica al Academiei de Stiinte din
Moldova, editiile din anii 2012, 2014, 2015, 2016, 2017; la Seminarul Departamentului
Matematica, Universitatea de Stat din Moldova, 2016 si la Seminarul de Stiinte Matematice
P.Osmatescu, Departamentul de Matematica, Universitatea Tehnica a Moldovei, 2017.
Rezultatele principale incluse in teza au fost prezentate la urmatoarele conferinte stiintifice:

- The 12" International Scientific Seminar ,Discrete Mathematics and its Applications”,
dedicated to the memory of academician O. B. Lupanov, State University ,M. V.
Lomonosov”, Moscow, Russia, 2016;

- The 24™ Conference on Applied and Industrial Mathematics (CAIM - 2016), September 15-
18, 2016, Craiova, Romania;

- The 11" Summer School »Algebra, Topology, Analysis”, Odessa, Ukraine, 2016;

- International Congress of Women Mathematicians (ICWM), Ewha Womans University,
Seoul, Korea, 2014;

- Third Conference of Mathematical Society of Republic of Moldova, Chisindu, 2014;

- International Conference Mathematics & Information Technologies: Research and
Education (MITRE), Chisinau, 2013, 2015, 2016;

- Conferinta stiintifici nationald cu participare internationald , Invatimantul superior din
Republica Moldova la 85 de ani”, Universitatea de Stat din Tiraspol, 24-25 septembrie 2015,
Chisindu;

- Conferinta Stiintifica Internationala a Doctoranzilor ,,Tendinte contemporane ale dezvoltarii
stiintei: viziuni ale tinerilor cercetatori”, Academia de Stiinte a Moldovei, 2015, Chisindu;

- International Conference of Young Researchers, X edition, ULIM, Chisindu, 2012;

- Conferinta Interuniversitara ,,Educatie prin cercetare — garant al performantei invatamantului
superior”, Chisinau, 2012;

- Conferinta stiintificd ,,Integrare prin cercetare si inovare”, Universitatea de Stat din
Moldova, Chisinau, 2013, 2014.

Publicatii la tema tezei. Rezultatele principale ale tezei sunt reflectate in 20 de publicatii

stiintifice, inclusiv 5 articole in reviste recenzate de specialitate, 4 articole n culegeri si 11

rezumate la conferinte stiintifice; 3 articole si 5 rezumate sunt publicate fara coautor.
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Cuvinte-cheie: quasigrup, sistem ortogonal, quasigrup autoortogonal, paratopie, identitate
minimala, proprietate universala

Domeniul de studiu: teoria quasigrupurilor binare si n-are

Structura tezei. Teza este scrisd in limba romand, cuprinde 137 pagini (inclusiv 117
pagini text de bazd) si este compusd din: Introducere, trei capitole, Concluzii generale si
recomandari, Bibliografie cu 142 titluri si o anexa.

In Introducere este prezentata starea de lucruri in domeniul de cercetare al tezei, contextul
aparitiei problemelor cercetate, scopul tezei, importanta, noutatea si originalitatea rezultatelor
tezei, formularea succinta a rezultatelor principale ale tezei, aprobarea rezultatelor tezei.

Primul capitol al tezei poarta un caracter introductiv si contine o trecere in revista a celor
mai importante rezultate referitoare la tema tezei si problemele principale solutionate in tezi. in
acest capitol este expusd succint evolutia teoriei operatiilor ortogonale si autoortogonale, sunt
expuse etape ale solutionarii definitive a ipotezei lui Euler si generalizarea notiunii de
ortogonalitate in cazul operatiilor arbitrare, binare si n-are. Sunt prezentate metode de
constructie a sistemelor ortogonale de quasigrupuri (patrate latine). Sunt descrise identitati ce
implicd ortogonalitatea parastrofilor unor quasigrupuri si este datd clasificarea identitétilor de
lungime 5 cu 2 variabile (numite identitati minimale) obtinuta de V. Belousov. Sunt prezentate
rezultate referitoare la problema caracterizarii m-quasigrupurilor (quasigrupurilor cu identitati
minimale), in particular, a grupurilor izotope unor r-quasigrupuri.

Problema autoortogonalitdtii operatiilor n-are este tratatd sub urmatoarele aspecte: criterii
de autoortogonalitate, metode de constructie a operatiilor (quasigrupurilor) autoortogonale,
identitati ce implica autoortogonalitatea si spectrul lor. Sunt definite sistemele ortogonale de
operatii n-are si este prezentat rezultatul referitor la caracterizarea tuturor sistemelor ortogonale
de doud quasigrupuri binare si selectorii binari ce poseda cel putin o paratopie netriviala, cu o
demonstratie diferitd de cea a lui V. Belousov. Aceasta abordare permite generalizarea
rezultatului lui V. Belousov pentru sistemele ortogonale din n quasigrupuri n-are si cei n
selectori n-ari, n > 3.

in Capitolul 2 sunt studiate quasigrupurile binare cu identitatile x(x-xy) =y (n-
quasigrupurile de tipul T; = [¢,¢,¢€]) si x(y - yx) = y (m-quasigrupurile de tipul T, = [¢, ¢, 1]),
holomorful m-quasigrupurilor si ordinul quasigrupurilor n —are autoortogonale. in acest capitol
sunt date conditii necesare si suficiente de invarianta a identitatii minimale de tipul T; la izotopia
quasigrupurilor si, respectiv, a buclelor (Propozitiile 2.7 si 2.8). Sunt studiate m-quasigrupurile

de tipul T; si/sau T,, izotope unor grupuri (grupuri abeliene), se arata ca multimea tuturor -
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quasigrupurilor de tipul T, izotope unor grupuri abeliene este o subvarietate in varictatea tuturor
m-quasigrupurilor de tipul T, (Propozitia 2.14, Corolarul 2.8). Se demonstreazd ca m-
quasigrupurile de tipul T, sunt admisibile (Propozitia 2.16), m-T-quasigrupurile de tipul T, sunt
mediale (Corolarul 2.10), iar m-quasigrupurile de ambele tipuri T; si T, sunt RIP-quasigrupuri
(Corolarul 2.6). Sunt date estimari ale ordinului z-quasigrupurilor finite de tipul T; (Propozitiile
2.5 si 2.11, Corolarul 2.1), m-T-quasigrupurilor de tipul T; (Propozitia 2.10) si ale grupului
substitutiilor interne in r-quasigrupurile finite de tipul T; (Propozitiile 2.2 si 2.3).

Este data o conditie necesara si suficienta ca holomorful unui rr-quasigrup de tipul T; sa fie
m-quasigrup de tipul T; (Propozitia 2.18). Se demonstreaza ca grupul multiplicativ la stanga (la
dreapta) al unui m-quasigrup de tipul T; este izomorf cu un subgrup normal al grupului
multiplicativ la stanga (la dreapta) al holomorfului siu (Propozitia 2.19). In cazul 7-
quasigrupurilor de celelalte 6 tipuri (T,,T,, Ts, Tg, T1o, T11) holomorful acestora este un m-
quasigrup de acelasi tip cu ele daca si numai dacd grupul automorfizmelor m-quasigrupului dat
este trivial (Propozitia 2.20).

In ultimul paragraf se demonstreaza ca pentru orice n,q =3, q # 2(2p + 1),p = 1,
existd quasigrupuri n-are autoortogonale de ordinal g (Teorema 2.3).

In Capitolul 3 sunt studiate paratopiile sistemelor ortogonale din trei quasigrupuri ternare
si selectorii ternari, identitdtile pe care le implica aceste paratopii. Se demonstreazd ca exista
exact 153 de astfel de sisteme (Teoremele 3.1-3.6) si sunt caracterizate toate paratopiile lor
(Teorema 3.1, Lemele 3.1-3.32). in tabelul din ANEXA 1 este prezentati lista celor 153 de
sisteme ce admit cel putin o paratopie netriviald, paratopiile si identitatile implicate de existenta
paratopiilor. In Teorema 3.5 se demonstreazi ca fiecare dintre cele 67 de identitati (diferite), pe

care le implica existenta paratopiilor, se reduce la unul din urmatoarele patru tipuri:
1. “4(%a,74, °4) = E,,
2. “A(PA, YA E) = E,
3. “A(PAE, Ey) = YA(PA E E),
4. “ACPA By, Ey) = TACPAELEY),
unde A este un quasigrup ternar si a,f,y,8 € S,. In paragraful 3.3 (Teorema 3.6) sunt date

conditii necesare ca o upla din n quasigrupuri n-are ortogonale sa defineasca o paratopie a unui

sistem ortogonal din n quasigrupuri n-are si cei n selectori n-ari.
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1. ANALIZA SITUATIEI iN DOMENIUL TEORIEI QUASIGRUPURILOR
ORTOGONALE SI AUTOORTOGONALE

1.1. Evolutia notiunii de ortogonalitate

Fie Q o multime finita cu n elemente, n > 1. Tabelul cu n linii si n coloane la intersectia
carora se afld elemente din multimea @, astfel incat elementele nu se repetd nici pe linii, nici pe
coloane, se numeste pdatrat latin de ordinul n. Doua patrate latine de ordinul n se numesc
ortogonale daca la suprapunerea lor perechile obtinute nu se repetd. Un sistem din s patrate
latine de ordinul n se numeste ortogonal daca orice doud patrate latine ale sistemului sunt
ortogonale. Cu ajutorul grupurilor finite putem construi perechi ortogonale de patrate latine de
orice ordin impar, iar utilizand campurile Galois pot fi construite perechi de patrate latine
ortogonale de ordinul 2%, unde k > 2 [74, 75]. L. Euler in incercarea sa (nereusitd) de a construi
patrate latine ortogonale de ordinul 6 (problema celor 36 de ofiteri), a formulat in 1872 ipoteza
despre inexistenta patratelor latine ortogonale de orice ordin q = 2 (mod 4). Justetea acestei
ipoteze pentru g = 6 a fost confirmata de G. Tarry in 1901 [142]. Ipoteza lui Euler a fost
solutionata definitiv in anii 1959-1960 de catre Bose, Parker si Shrikhande [59], care au
demonstrat cd existd patrate latine ortogonale de orice ordin q # 2,6, utilizdnd, in particular,
rezultate din lucrarile [54-58, 63, 90, 94, 95, 97, 107, 108, 112, 133, 135].

Procesul de solutionare a ipotezei lui Euler a condus la aparitia si dezvoltarea teoriei
operatiilor ortogonale. Patratele latine reprezinta echivalentul combinatoric al quasigrupurilor
finite: orice patrat latin este tabla Cayley a unui quasigrup finit (daca ii adaugam bordurile) si,
reciproc, tabla Cayley a oricarui quasigrup finit (luata fard borduri) este un patrat latin. Astfel,
notiunea de ortogonalitate a doud patrate latine conduce in mod firesc la notiunea de
ortogonalitate a doud quasigrupuri (finite): doud quasigrupuri finite (G,") si (G,*), definite pe
aceeasi multime G, se numesc ortogonale daca ecuatiile x - y = a si x * y = b au cate o singura
solutie in G, pentru fiecare a, b € G. Deoarece G este o multime finita, este suficient sa cerem
doar existenta solutiei celor doud ecuatii, astfel aceasta definitie poate fi formulata (echivalent)
in felul urmator: doua quasigrupuri finite (G,") si (G,*) se numesc ortogonale, daca sistemul de
egalititix -y = z-tsix xy = z* t implicd x = z, y = t. Ultima definitie a fost generalizatd in
felul urmator: doud operatii binare () si (*), definite pe aceeasi multime finitd G, se numesc
ortogonale daca sistemul de egalitati x -y =z-t si x *xy = z* t implica x = z, y = t ([138],
[12]). S. K. Stein [120] a generalizat notiunea de operatii ortogonale pentru grupoizi infiniti: doi

grupoizi (G,) si (G,*), definiti pe aceeasi multime G, se numesc ortogonali dacd functia
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0:GXG—-GXG,0(x,y)=(x"y,x*y) este bijectiva. T. Evans [78] a studiat monoidul
perechilor ortogonale de quasigrupuri binare definite pe o multime data Q.

H. Mann a formulat pentru prima data un criteriu al ortogonalitatii quasigrupurilor binare
in limbajul identitatilor [96]. A. Sade, S. K. Stein, T. Evans si V. Belousov au considerat
identitati in grupoizi binari (quasigrupuri binare) care implicd ortogonalitatea parastrofilor
grupoidului (quasigrupului). S. K. Stein a studiat quasigrupurile cu identitatea x - xy = yx
(numitda in prezent prima lege Stein), observind cad aceste quasigrupuri sunt ortogonale
conjugatelor lor (parastrofului lor principal).

Notiunea de patrat latin autoortogonal este atribuitd lui Nemeth, care a numit astfel patratul
latin ortogonal conjugate sale [106], fiind preluata apoi de Mendelsohn [99, 100]. Primii care au
publicat rezultate referitoare la autoortogonalitatea patratelor latine au fost S. K. Stein [120] si
A.Sade [139].

R. Brayton, D. Coppersmith si A. Hoffman au demonstrat ca existd quasigrupuri binare
autoortogonale finite de orice ordin q # 1, 2, 3, 6 [60].

Problema existentei patratelor latine care sunt ortogonale cel putin unuia dintre parastrofii
sai a fost considerate initial de catre K. Phelps in [110], care a ardtat ca exista patrate latine
ortogonale (2, 3, 1)-parastrofului sau de orice ordin q # 2,6. De asemenea, K. Phelps a obtinut
un rezultat similar pentru patratele latine ortogonale (3, 2, 1)-parastrofului sau, insa nu a garantat
existenta acestor patrate latine de ordinele ¢ = 14 si 26. in [46] F. Bennett a studiat quasigrupuri
autoortogonale semisimetrice. In particular, a observat ci nu exista quasigrupuri autoortogonale
semisimetrice de ordinul 9. Lucrarile [50, 51, 134] se refera la patratele latine diagonale (atat
diagonala principald, cat si cea secundara sunt transversale) care sunt ortogonale (3,1, 2)- si
(3,2, 1)-parastrofilor sii, se demonstreaza ca astfel de patrate latine exista de orice ordin
q # 2,3,6 si posibil g # 10. F. E. Bennett si H. Zhang [52] studiaza ordinul patratelor latine,
fiecare parastrof al carora este ortogonal conjugatei lui, demonstreaza ca spectrul patratelor latine
cu aceasta proprietate contine toate numere naturale q = 8, cu exceptia, posibil, a numerelor 10
si 11. In [72] este studiatd existenta patratelor latine diagonale autoortogonale si parastrofic-
ortogonale.

In [64] este considerata problema clasificarii patratelor latine idempotente autoortogonale
de ordin mic, abstarctie facand de izomorfism, respectiv izotopie. Autorii prezinta tabele cu
enumerari ale patratelor latine autoortogonale, ale claselor de patrate latine autoortogonale

izomorfe, ale claselor de patratelor latine autoortogonale izotope.
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In [28] se arati ca existd patrate latine autoortogonale de ordinul g, pentru orice ¢ = 7, cu
exceptia, posibil, a numerelor g € {10,12,14, 18,21, 22,24, 30,34}. Identitati care implica
ortogonalitatea unor parastrofi in quasigrupuri sunt considerate intr-un sir de lucrari [11, 34, 53,
77,92].

Fie A,(Q) multimea tuturor operatiilor binare de quasigrup definite pe multimea nevida Q.
V. Belousov a demonstrat in [34] cd lungimea minimald a identitatilor netriviale w; = w, in
A,(Q), de douad variabile libere, este cinci si orice astfel de identitate poate fi reprezentata in

forma:

A (x, B(x, C(x, y))) =y.

Un quasigrup binar (Q,A) se numeste m-quasigrup de tipul [a,B,y], unde a,f,y € Ss,
daca verifica identitatea:

*A (x, Fa (x, YA(x, y))) =y,
unde °A este g-parastroful lui A.

in 1983, V. Belousov a obtinut o clasificare a identitatilor de lungime 5 cu 2 variabile
(numite de V. Belousov identitati minimale), care consta din sapte clase. Reprezentantii acestor
clase sunt urmatorii (tipurile sunt cele stabilite in lucrarea [34]): x(x-xy) =y, (de tipul
T, = [&,&¢€]); x(y-yx) =y (de tipul T, = [g,¢,1]); x - xy = yx (de tipul T, = [¢, &, Ir], prima
lege Stein); xy - x = y - xy (de tipul Ty = [¢, [, lr], legea a doua Stein); xy -y = x - xy (de tipul
Tg = [&, 7, Ir], legea a treia Stein); xy - yx =y (de tipul T;, = [g, Ir, 1], prima lege Schroder);
yx - xy =y (de tipul T;; = [g, lr, rl], legea a doua Schroder), unde [ = (13),r = (23). Numele
identitatilor enumerate mai sus sunt originare din articolul lui Sade [140].

Independent, F. Bennett a obtinut aceeasi clasificare ([49]). Cu toate acestea, lista celor 7
identitati minimale diferd usor de cea obtinuta de V. Belousov: identitatile de tipurile T; si Ty au
fost inlocuite cu dualele lor, iar identitatea de tipul T, a fost inlocuita cu cea de tipul Ts, care este
parastrofic echivalentd cu T,.

Quasigrupurile care verifica identitatile din aceastd clasificare au fost studiate de multi
autori, de exemplu, [77, 11, 34, 16, 49, 45, 122]. O problema deschisd este caracterizarea
grupurilor izotope unor m-quasigrupuri. in [34] si [16] sunt studiate m-quasigrupurile izotope
grupurilor, obtinind in particular, urmatoarele rezultate:

1. orice grup (Q, +) izotop unui -quasigrup de tipul T; verifica identitatea
2+ y+x) =2x + 2y + 2x;

2. daca un m-quasigrup de tipul T, este izotop unui grup, atunci acest grup este metabelian;
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3. daca un grup este izotop unui 7-quasigrup de tipul Ty, atunci acest grup este metabelian;

4. daca un grup este izotop unui m-quasigrup de tipul Tg, atunci acest grup este abelian de

exponenta doi.

Ramane deschisa problema caracterizarii grupurilor izotope unui m-quasigrup de tipurile
T2, T10, Ths-

Quasigrupurile de tipul T,, adica quasigrupurile care verifica identitatea x - xy = yx, au
fost initial studiate de Stein [120]. Norton si Stein au cercetat quasigrupurile idempotente de tipul
T;1 [106]. Acesti autori au obtinut ca ordinul quasigrupurilor idempotente de tipul T;; este
congruent cu 0 sau 1 (mmod 4), insa nu exista quasigrupuri idempotente de tipul T;; de ordinul 5.
De asemenea, au demonstrat ca exista quasigrupuri idempotente de tipul T;, de ordinul n daca si
numaidacin =4k + 1,k € N,

F. E. Bennett a studiat spectrul quasigrupurilor cu identitati minimale. Spectrul unui
quasigrup cu identitatea u(x,y) = v(x,y) este multimea tuturor numerelor naturale q, astfel
incat existad quasigrupuri de ordinul q care verifica identitatea u(x,y) = v(x,y). In [45] sunt
prezentate urmatoarele rezultate referitoare la spectrul quasigrupurilor cu identitati minimale:

- ordinul g al m-quasigrupurilor de tipul T, (date de identitatea x - (x - xy) = y) este:
q =0saul(mod3),q + 6;

- ordinul g al m-quasigrupurilor de tipul T, (date de identitatea x - (y-yx) = y) este:
q # 2,6 si posibil g # 10, 14, 18, 26, 30,38,42,158;

- ordinul g al m-quasigrupurilor de tipul T, (date de identitatea x - xy = yx) este: q #
2,3,6,7,8,10,12, 14 si posibil g # 15,18,22,23, 26,27, 30, 34,38,42,43,46, 50,
54,62,66,70,74,78,82,90,98,102,114, 126;

- ordinul g al m-quasigrupurilor de tipul T, (date de identitatea xy-x = y - xy) este:
q = 1 (mod 4) si posibil g # 33,57,93,133;

- ordinul g al m-quasigrupurilor de tipul T;, (date de identitatea xy - yx = y) este: g =0
sau 1 (mod 12) si posibil g # 12;

- ordinul g al -quasigrupurilor de tipul Tg (date de identitatea xy -y = x - xy) este: g = 0
sau 1 (mod 4),q # 2,3,5,6,7,10,11,12, 14, 15 si, posibil, g # 20,21, 24, 41, 44, 48,
53,60,69,77,93,96,101, 164;

- ordinul g al m-quasigrupurilor de tipul T;; (date de identitatea yx - xy = y) este: ¢ =0
sau 1 (mod 4),q # 5.

In lucrarile [39, 40] sunt considerate quasigrupurile binare care au toti cei 6 parastrofi

ortogonali doi cate doi (quasigrupuri total parastrofic ortogonale) sau poseda un sistem ortogonal
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din 5 parastrofi, dar nu sunt total parastrofic ortogonale (quasigrupuri aproape total parastrofic
ortogonale). in [39, 42-44, 61, 71, 81, 82, 110] a fost studiat ordinul quasigrupurilor (patratelor
latine) parastrofic-ortogonale. In [37, 102] sunt stabilite unele quasi-identititi ale quasigrupurilor
parastrofic-ortogonale finite. V. Scerbacov [102, 114, 115, 116] obtine conditii necesare si
suficiente de ortogonalitate a unui quasigrup finit cu fiecare dintre parastrofii sai.

In cazul patratelor latine, dupa solutionarea ipotezei lui Euler, rimane deschisa problema
determinarii numarului maximal N(q) de patrate latine de ordin dat g intr-un sistem ortogonal.
Se stie ca N(q) < q — 1 si ca egalitatea se atinge in cazul cand q este o putere a unui numar
prim [75]. Estimari ale numarului N(q) sunt obtinute intr-o serie de lucrari [26, 27, 33, 75, 84,
85, 89, 131, 132, 136, 137].

Sistemele ortogonale de operatii binare (quasigrupuri binare) au fost studiate in lucrarile
[8, 13, 17, 20, 75] s.a. Ortogonalitatea operatiilor n-are, n > 2, a fost abordata din punct de
vedere algebric la mijlocul anilor 70 ai secolului trecut, In lucrdrile lui V. Belousov si
T.Yakubov, T. Evans, A. Bektenov, Ya. Usan.

Fie Q o multime nevida si n un numar natural. Vom nota consecutivitatea (xq, x5, ..., X,)
cu (x7"). Un grupoid n-ar (Q,A) se numeste quasigrup n-ar daca in egalitatea A(x]") = Xy 41
oricare element din multimea {x;,x,, ..., X,4+1} €ste unic determinat de celelalte n elemente
ramase. Fie A,(Q) multimea tuturor operatiilor n-are definite pe multimea Q. Operatiile
{A1, Ay, ..., Ay} din A, (Q) se numesc ortogonale daca pentru orice a4, a,, ..., a, € Q sistemul de
ecuatii {A;(x]") = a;};—17 are solutie unica. In acest caz, notim L {4, 4,, ..., 4, }.

Pentru orice functie 8: Q™ — Q™ exista si sunt unice n operatii n-are A, 4,, ..., 4,, definite
pe Q, astfel incat 6((x7")) = (A, (x]"), A, (x1), ..., A (x7)) pentru orice (x1*) € Q™. Mai mult,
functia 6 este bijectiva daca si numai daca operatiile A4, 4,, ..., A, sunt ortogonale [17, 121].
Operatiile Ey, E,, ..., E,,, definite pe Q, unde E;(x{") = x;, pentru orice xi,x,,...,x, € Q, Se
numesc selectori n-ari pe Q. Observam ca sistemul de operatii n-are {4, 4,, ..., A}, definit pe
Q, s=1, se numeste puternic ortogonal daca sistemul {Ai,A4,,...,As Eq, E5, ..., E,} este
ortogonal [17]. O operatie n-ara A este operatic de quasigrup daca si numai daca sistemul
{A,Ey, E,, ..., E,} este ortogonal, prin urmare intr-un sistem puternic ortogonal toate operatiile
care nu sunt selectori, sunt operatii de quasigrup. Sistemele ortogonale de quasigrupuri n-are
sunt studiate de T. Evans, T. Yakubov, A. Bektenov si S. Murathudjaev s.a. [6, 79, 118].

T. Evans a descris in [79] metode de constructie a quasigrupurilor n-are finite ortogonale,
utilizdnd sisteme de quasigrupuri de aritate mai mica. A construit, din [ quasigrupuri l-are

ortogonale si m quasigrupuri m-are ortogonale, toate de ordinul g, un sistem din [-m
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quasigrupuri k-are de ordinul g, unde k =1 + m — 1, astfel incét sistemul contine m - [™"1
sisteme din k quasigrupuri k-are ortogonale.

Metode de constructie a sistemelor ortogonale de hipercuburi n-are (quasigrupuri n-are
finite) au fost date in lucrérile [30-32, 91]. in particular, J. Arkin si E. G. Strauss au demonstrat
in [32] cd exista sisteme ortogonale din k hipercuburi k-are de ordinul g,q > 2,q # 6.

In [78] T. Evans generalizeazi prima lege Stein, obtinand identitatea
A(x,A(x,y,2),A(z,x,y)) = A(y,z,x), care implicd autoortogonalitatea quasigrupului ternar
Q. 4).

Fie (Q,A) un quasigrup n-ar si o € S,,,1, unde S, este grupul simetric de gradul n + 1.
Operatia n-ardi °A definiti de echivalenta “A(Xy(1), ) Xg(m)) = Xom+1) © Alxy, o, xp) =
Xns1, PENtrU orice xq,x,,..,Xp4+1 € Q, se numeste o-parastrof (sau, simplu, parastrof) al
quasigrupului (Q,A). Un o-parastrof al quasigrupului (Q, A) se numeste parastrof principal daca
o(n+1)=n+ 1. Pentru orice 0,7 € S,,,; are loc egalitatea *“(?A) = °"A (consideraim
inmultirea la dreapta a functiilor). Vom nota transpozitia (i,n + 1) cu m;, deci ¢"*DA = Tig
pentru orice i € {1,2,...,n}.

Quasigrupul n-ar (Q,A) se numeste parastrofic-ortogonal (autoortogonal) daca exista n
parastrofi (parastrofi principali) 14, %24, ..., A ortogonali ai sai. Dacd quasigrupul n-ar
(Q, A) poseda n parastrofi principali “14, 24, ..., *nA ortogonali, atunci upla (a4, ay, ..., @) se
numeste tip de autoortogonalitate al quasigrupului (Q, 4).

Studiul quasigrupurilor n-are parastrofic-ortogonale si autoortogonale, n > 2, incepe la
mijlocul anilor 80 ai secolului trecut. Z. Stojakovic si D. Paunic in [121] studiaza n-
quasigrupurile autoortogonale ciclice, prezinta constructii ale n-quasigrupurilor autoortogonale
ciclice si estimari ale ordinului lor.

Fie (Q,+) un grup abelian, n > 2 si ¢ € Aut(Q,+), astfel incat € + ¢ este o bijectie, unde
(e + @) (x) = e(x) + p(x) = x + @(x), pentru orice x € Q. In [121] se demonstreazi ci
quasigrupul  (Q,A4), unde A(x}) = @(x;) — @*(xz) + @3(x3) — -+ (=)™ 19" (x,,), este
autoortogonal cu tipul de autoortogonalitate (&, a, a?, ...,a™ 1), a = (12...n), dacd ¢"*! = —¢
pentru n par sau ¢™*t! = & pentru n impar.

P. Sirbu a studiat sistemele ortogonale de n-operatii si ortogonalitatea parastrofilor
operatiilor n-are. A indicat o clasd de identitati ce implicd autoortogonalitatea operatiilor n-are, a
ardtat ca existd quasigrupuri finite autoortogonale de orice aritate n si a dat estimari ale
spectrului  operatiilor autoortogonale n-are [121, 22, 24, 19], a obtinut criterii de

autoortogonalitate a n-grupurilor si a n-quasigrupurilor mediale [26].
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1.2. Paratopiile sistemelor ortogonale de quasigrupuri binare

V. Belousov in lucrarea [13], publicata in 1968, a studiat un sir de transformari (paratopii,
parastrofii) ale sistemelor ortogonale de quasigrupuri binare.

Daca X = {Ay,4,, ..., An, E1, E,, ... E,} este un sistem ortogonal, atunci vom nota sistemul
{A.0,A,0,...,A,0,E,0,E,0, ...,E,0} cu X6. O functie bijectiva 6:Q"™ — Q"™ se numeste
paratopie a sistemului X daca X0 = X.

Fie £ = {F,E, A, B} un sistem ortogonal, unde A si B sunt quasigrupuri binare definite pe
o multime nevida Q, F si E sunt selectori binari pe Q: F(x,y) = x,E(x,y) = y,Vx,y € Q, si fie
0:Q% - Q2% 6 = (C,D), o functie, unde C si D sunt doud operatii binare definite pe Q si
0(x,y) = (C(x,y),D(x,y)) pentru orice x,y € Q. Daca 6 este paratopie a sistemului X, adica
daca X6 =X, atunci X = X0 = {460,B60,F6,E0} = {A0,B6,C, D}, deci C,D € X. Prin urmare,
paratopiile sistemului £ sunt perechi de operatii din X. Pentru a obtine toate sistemele ortogonale
de forma £ = {F,E, A, B} care admit cel putin o paratopie netrivialda, vom determina conditiile
necesare si suficiente pentru ca o pereche de operatii din ¥ sa defineasca o paratopie a acestui
sistem. Deoarece selectorii binari F si E sunt fixati, rimane de considerat 6 cazuri posibile.
V.Belousov a obtinut in [13] 0 descriere a tuturor sistemelor ortogonale de quasigrupuri, formate
din doud quasigrupuri binare si cei doi selectori binari, care admit cel putin o paratopie,
paratopiile fiind cercetate in forma: X' = X*(A4,E) sau X' = X(4, B).

In continuare este prezentat rezultatul obtinut de V. Belousov, intr-o formulare noua si cu o
demonstrare usor diferita de cea din [13]. Aceasta abordare permite generalizarea acestui rezultat
pentru sisteme ortogonale analogice de quasigrupuri de orice aritate.

Fie ¥ = {F,E, A, B} un sistem ortogonal de operatii binare, definite pe o0 multime nevida Q,
unde F si E sunt selectorii binari. Conditiile necesare si suficiente ca perechile de operatii ale
sistemului sa defineasca o paratopie netriviala sunt date in urmatoarele 6 cazuri posibile:

1. 6 = (E, F) este paratopie a lui X daca si numai daca B =° A4, unde s = (12);
2.0 = (F,A) este paratopie a lui £ daca si numai daca B =" A, unde r = (23), si (@, 4)
verificd identitatea A(x, A(x, A(x,y))) = y;
3.0 = (A, F) este paratopie a lui X' daca si numai daca are loc una din conditiile:
a. B ="' A, unde [ = (13), si (Q, A) verifici identitatea A(A(y, x), A(x,y)) = x,
b. A =" B(F,B) si (Q, B) verifici identitatea "B("B("B(x,y),y),y) = x;
4.0 = (E, A) este paratopie a lui X' daca si numai daca are loc una din conditiile:
a. B =" Assi (Q, A) verifici identitatea A(A(x,v),x) = A(y, A(x,y)),
b. A ="' B(B,E) si (Q, B) verifici identitatea "B("B("B(x,¥),y),y) = X,
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5. 8 = (A E) este paratopie a lui ¥ daci si numai daci B =' A si (Q,A) verifica
identitatea A(A(A(x,y),y),y) = x;
6. 8 = (A, B) este paratopie a lui X daca si numai daca are loc una din conditiile:
a. B = Asi (Q, A) verifica identitatea A(A(y, x), A(x,y)) = x,
b. B ="' A(F, A).
Intr-adevir, aceste conditii necesare si suficiente pot fi obtinute respectiv in felul urmator:
1. Fie 6 = (E,F) o paratopie a sistemului X. Deoarece FO = E si EO = F, obtinem X6 =
{A6, B0, F,E}, prin urmare {A6, B8} = {4, B}, adica sunt doua cazuri posibile.
1.1. Daca A6 = B si BO = A, atunci A6 = B implica B =° A. Reciproc, dacd B =% A, atunci
B = A(E,F), deci B = A6, care implica B6 = A(E, F)0, prinurmare B6 = A(F,E) = B = A.
1.2. Daca A6 =A si B8 =B, atunci A=°A si B=°B, deci A si B sunt quasigrupuri
comutative, contradictie, fiindca A si B sunt ortogonale.
2. Fie 6 = (F,A) o paratopie a sistemului X. Deoarece FO = F si EO = A, obtinem X6 =
{A6,B0,F, A}, prin urmare {A8, B} = {E, B}, adica sunt doua cazuri posibile.
2.1. Daca A6 = B si BO = E, atunci B6 = E implica

A="B. (1.1)
Folosind (1.1) in A8 = B, obtinem A(F,A) =" A, deci
A(F,A(F,A)) =E. (1.2)

Reciproc, daca au loc (1.1) si (1.2), atunci (1.1) implica BO = E si (1.2) implica A(F,A) =" A.
Folosind (1.1) in ultima egalitate, avem A(F,A) = B, adica A6 = B.
2.2. Daci A0 =E si BO =B, atunci B6 = B implici B(F,A) = B(F,E), deci A=E,
contradictie, fiindca A este operatie de quasigrup.
3. Fie 8 = (A, F) o paratopie a sistemului X. Deoarece F6 = A si E6 = F, obtinem X6 =
{A6, B0, F, A}, prin urmare {46, B} = {E, B}, adica sunt posibile doua cazuri.
3.1. Dacd A = B si B = E, atunci din B8 = E rezulti A =! B(E,F) =S' B =" B, deci
B ="t A. (1.3)

Folosind (1.3) in A0 = B, avem A(A,F) ="' A =' A(F,A(A,F)) = E = A(E,A(A,F)) =F,
care implica A(y, A(A(x,y),x)) = x. Substituind x + y si y = x in ultima egalitate, obtinem

A(x, A(A(y, x),y)) = x. (1.4)
Reciproc, dacd au loc (1.3) si (1.4), atunci (1.3) implici A =" B =S! B =! B(E,F), deci
B(A,F) = E, adica B6 = E. Din (1.4) rezulta A(E(y,x),A(A(y,x),F(y,x))) = F(y,x), adica
A(E,A(A,F)) = F, care implici 'A(F,A(A,F)) =E, deci A(A,F) ="' A. Folosind (1.3) in
ultima egalitate, obtinem A(4, F) = B, adica A8 = B.
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3.2. Dacd Af = E si B6 = B, atunci B8 = B implici A =! B(B,F) =S! B(F, B), so
A =" B(F,B). (1.5)

Folosind (1.5) in A8 = E, obtinem "B(""B(F,B),B) = E = B(E," B(F,B)) = B, care implici
By, B(x,B(x,y))) = B(x,y). Notand B(x,y)=2z in ultima egalitate, avem
B("B(x,z)," B(x,z)) =z= B("B,"" B) = E =" B("B, E) =" B, deci

"B("B("B,E),E) = (1.6)
Reciproc, daci (1.5) si (1.6) au loc, atunci (1.5) implicd A =! B(B, F), deci B(A,F) = B, adica
B6=B. Din (1.6) rezulti "B("B,E)="B=B("BYB)=E, care implici
B("B(x,y)," B(x,y)) =y. Notand "B(x,y) =2z, ultima egalitate ia forma
B(z," B(x,B(x,2))) = B(x,z) = B(E,'"” B(F,B)) = B =5 B("B(F,B),E) = B, deci
er(er(F B),B) = E. Folosind (1.5) in ultima egalitate, obtinem "B(A,B) = E, care implica

=" B(E, B), prin urmare A6 =" B(F,B) =

4. Fie 8 = (E,A) o paratopie a sistemului X. Deoarece FO = E si EO = A, obtinem X6 =
{A6, B, E, A}, prin urmare {46, B} = {F, B}, adica sunt posibile doua cazuri.
4.1. Daci A8 = B si BO = F, atunci din B = F rezulti A =" B(E,F) ="' B, deci

B =" A. 1.7)
Folosind (1.7) in A8 = B, obtinem A(E,A) =" A =" A(A(E,A),E) = F, prin urmare
A(A(E,A),F) =E. (1.8)

Reciproc, daci au loc (1.7) si (1.8), atunci din (1.7) rezultd A ="' B =" B(E, F), deci B(E, A) =
F, adica BO = F. Egalitatea (1.8) implicd A(E,A) = A(E,F) =" A. Folosind (1.7) in ultima
egalitate, obtinem A0 = B.
4.2. Daca A6 = F si BO = B, atunci B8 = B implica A =" B(E, B), deci
A ="' B(B,E). (1.9)
Folosind (1.9) in A8 = F, obtinem "' B(B,A) = F. Folosind inci o dati (1.9) in ultima egalitate,
obtinem "'B(B,”'B(B,E)) = F, deci "B("B(E, B), B) = F, care implica
"B("B(y,B(x,¥)),B(x,¥)) = x.

Notand B(x,y) =z, ultima egalitate ia forma T"B("B(y,z),z) ='B(y,z), adica
"B("B,E) =' B, prin urmare

"B("B("B,E),E) = F. (1.10)
Reciproc, daca (1.9) si (1.10) au loc, atunci din (1.9) rezulta A =" B(E, B), deci B = B(E, B),
adici BA = B. Egalitatea (1.10) implicda "B("B,E) =! B =" B("B(x,y),y) = B(x,y). Notand
"B(x,y) = z, ultima egalitate ia forma "B(z, B(x,z)) =' B(x, B(x, z)), care implici

"B(B(x,z),"* B(B(x,2),E(x,2))) = x,

prin urmare "'B(B,”' B(B,E)) = F. Folosind (1.9) in ultima egalitate, obtinem "B(B,A) =
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F = A =' B(B,F), deci A6 =! B(B,E) =

5. Fie 6 = (A,E) o paratopie a sistemului X. Deoarece FO = A si EO = E, obtinem X6 =
{A6,B6, A, E}, deci {A6, B6} = {F, B}, adica sunt posibile doua cazuri.

5.1. Dacia A@ = B si BO = F, atunci B8 = F implici A = 'B, prin urmare

B = ‘A (1.11)
Folosind (1.11) in A8 = B, obtinem A(A,E) = ‘A, deci
A(A(AE),E)=F (1.12)

Reciproc, daca (1.11) si (1.12) au loc, atunci (1.11) implici A = 'B, prin urmare B6 = F. Din
(1.12) rezultd A(A6,E) = F, deci A8 = 'A. Folosind (1.11) in ultima egalitate, avem A6 = B.
52. Daca A8 =F si BO =B, atunci B =B implica B(A,E) = B(F,E), deci A=F,
contradictie, deoarece A este operatie de quasigrup.
6. Fie 6 = (A4,B) o paratopie a sistemului X. Deoarece FO = A si E6 = B, obtinem X6 =
{A6, B6, A, B}, prin urmare {A0, B8} = {F, E}, adica sunt posibile doua cazuri.
6.1. Daca A6 = F si B = E, atunci din A8 = F rezulta B =" A(A, F), deci

B ="' A(F, A). (1.11)
Reciproc, dacd (1.13) are loc, atunci ea implica B =" A(A,F), prin urmare A6 = F. De
asemenea, din (1.13) rezultd BO =" A(A,F) =" A(F,A), deci B = E.

6.2. Daca A6 = E si BO = F, atunci A8 = E implicd B =" A(A, E). Folosind ultima egalitate in
B6 = F, obtinem "A(E,B) = F, deci

B =% A. (1.12)
Folosind (1.14) in A6 = E, obtinem
A(ASA) =E. (1.13)
Reciproc, daca (1.14) si (1.15) au loc, atunci folosind (1.14) in (1.15), avem
A(A,B) =E, (1.14)

adica AO = E. Din (1.14) rezulta A(A(x,y), B(x,y)) = E(x,y), prin urmare
*ACB(y,x),° Ay, X)) = F(y,%).

Folosind (1.14) in ultima egalitate, obtinem B(A, B) = F, adica B = F

Lucrarea prezenta este dedicata solutiondrii definitive, in caz ternar, a problemei descrierii
sistemelor ortogonale din n quasigrupuri n-are si selectorii n-ari, care admit cel putin o paratopie
netriviala. Se demonstreaza ca exista exact 153 de sisteme ortogonale din trei quasigrupuri
ternare si selectorii ternari, care admit cel putin o paratopie netriviald, iar existenta paratopiilor
implicd 67 de identitati in quasigrupuri ternare (Capitolul 3). Unele dintre cele 67 de identitati
implicd ortogonalitatea parastrofilor, in particular, a parastrofilor principali ai quasigrupului
respectiv. Studiului quasigrupurilor binare ce verifica identitati minimale (din clasificarea lui V.

Belousov), i este dedicat Capitolul 2.

24



1.3. Concluzii la Capitolul 1

Capitolul 1 contine o trecere in revista a celor mai importante rezultate ce tin de domeniul
de cercetare al tezei, de scopul si obiectivele lucrarii date.

Solutionarea problemei caracterizdrii sistemelor ortogonale din 2 quasigrupuri binare si
selectorii binari [13], implicarea de catre paratopii a unor identitati minimale si clasificarea
identitatilor minimale in caz binar [11, 34], conduce la aparitia urmatoarei probleme: descrierea
tuturor sistemelor ortogonale din n quasigrupuri n-are si selectorii n-ari si a paratopiilor lor,
pentru orice n > 2.

Scopul lucrarii date constd in descrierea sistemelor ortogonale din trei quasigrupuri
ternare si selectorii ternari care admit cel putin o paratopie netriviald. Aceastd descriere
presupune realizarea urmatoarelor obiective:

- descrierea sistemelor ortogonale din trei quasigrupuri ternare si selectorii ternari, care admit cel
putin o paratopie netriviala;

- determinarea tuturor sistemelor de tipul dat;

- caracterizarea paratopiilor sistemelor ortogonale din 3 quasigrupuri ternare si selectorii ternari;

- studiul identitatilor implicate de paratopii §i a quasigrupurilor parastrofic-ortogonale
(autoortogonale) de diferita aritate, ce verifica astfel de identitati.

In baza analizei situatiei actuale in teoria quasigrupurilor binare si n-are formuldm
urmatoarele concluzii:

1. Abordarea noud pentru solutionarea problemei descrierii paratopiilor sistemelor ortogonale
din doud quasigrupuri binare si selectorii binari, diferitd de cea a lui V. Belousov, prezentata in
Capitolul 1, permite solutionarea definitiva a problemei descrierii sistemelor ortogonale din trei
quasigrupuri ternare si selectorii ternari ce admit cel putin o paratopie netriviala (v. Capitolul 3).

2. In caz binar toate identititile, ce rezulti din existenta paratopiilor, implicd ortogonalitatea
unor perechi de parastrofi ai quasigrupului respectiv [13]. Mai mult, aceste identitdti se regasesc
printre cele 7 identititi minimale (de lungime 5, cu 2 variabile) din clasificarea lui Belousov. In
[11, 34] este formulata problema cercetarii quasigrupurilor binare, ce verifica identitati minimale
si a grupurilor izotope unor astfel de quasigrupuri. Quasigrupurile cu primele doud identitati din
clasificarea lui Belousov sunt considerate in Capitolul 2 al lucrarii date.

3. Unele identitati ce rezulta din existenta paratopiilor in caz n-ar, de asemenea implica
ortogonalitatea parastrofilor. Printre ele se regaseste si identitatea considerata de Evans [78], ce

implica autoortogonalitatea quasigrupului respectiv (Capitolul 3, Observatiile 3.1 si 3.3).
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2. QUASIGRUPURI PARASTROFIC-ORTOGONALE SI AUTOORTOGONALE

Un quasigrup binar (Q,A) se numeste m-quasigrup de tipul [a,B,v], a,B,y € S5, daca
verifica identitatea:
“A (x, Fa (x, YA(x, y))) =y
(°A este g-parastroful lui A). Identitatile de tipul dat au fost numite de V. Belousov identitati
minimale (identitati de lungimea 5 cu 2 variabile). V. Belousov (1983) si, independent, F.
Bennett (1989) au obtinut o clasificare a tuturor identitdtilor minimale in quasigrupuri care

n n
.

consta din sapte clase. Notand operatia A cu , reprezentantii acestor clase sunt urmatorii
(tipurile identitatilor minimale sunt date in corespundere cu lucrarea [35]): x(x - xy) =y (tipul
T, =le,&¢€l); x(y-yx) =y (tipul T, = [g,¢,1]); x-xy =yx (prima lege Stein, tipul T, =
[e,&,lr]); xy-x =y-xy (a doua lege Stein, tipul Tg = [, Ir]); xy -y = x - xy (prima lege
Shroder, tipul Tg = [&,71,Ir]); xy - yx = y (a treia lege Stein, tipul Tyo = [, I, 1]); yx-xy =y
( a doua lege Shroder, tipul T;; = [g,Ir,rl]), unde [ = (13),r = (23). Quasigrupurile care
verifica identitatile din aceasta clasificare au fost studiate de mai multi autori, de exemplu [16,
23, 34, 47, 49, 119], s.a. O problema deschisa este descrierea grupurilor izotope -
quasigrupurilor de diferite tipuri [34]. in cazul m-quasigrupurilor de tipul T,, T si Tg problema
este partial solutionata in [16, 34].

In lucrarea [16] se demonstreazi ci grupurile care sunt izotope quasigrupurilor Stein
(quasigrupurile care verifici prima lege Stein) sunt metabeliene. in [34], V. Belousov
demonstreaza ca grupurile care sunt izotope m-quasigrupurilor de tipul Ty sunt metabeliene, iar
grupurile care sunt izotope -quasigrupurilor de tipul Tg sunt abeliene de exponenta doi.

Problema formulata de Belousov in [34] referitoare la studiul quasigrupurilor cu identitati
minimale si a grupurilor izotope lor este abordata in Capitolul 2 al tezei, unde sunt cercetate -

quasigrupurile de tipurile T; si Ts.

2.1. m-Quasigrupuri de tipul T,

Un quasigrup (Q,") se numeste r-quasigrup de tipul T; daca verifica identitatea:

x(x-xy) =y. (2.1)
Propozitia 2.1. Un quasigrup (Q,)) este un m-quasigrup de tipul T; daca si numai daca

parastroful sau (Q,\) este un m-quasigrup de tipul T;.
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Demonstratie. Daca (Q,”) este un m-quasigrup de tipul Ty, atunci identitatea (2.1) este
echivalentd cu identitatea x \ (x \ (x \ )) = . o

Observim ci identitea (2.1) in quasigrupul (Q,") este echivalenti cu conditia L3 = ¢,Vx €
Q, unde L,:Q — Q,L,(a) =x-a,Va € Q, este translatia la stdnga in (Q,) [10]. Notam cu
M(Q,) (respectiv, LM(Q,),RM(Q,)) grupul multiplicativ (respectiv, grupul multiplicativ la
stanga, grupul multiplicativ la dreapta) al quasigrupului (Q,).

O substitutie « € M(Q,") se numeste substitutie internd a quasigrupului (Q,") in raport cu
un element h € Q daca a(h) = h. Grupul substitutiilor interne ale quasigrupului (Q,”) in raport
Cu h se noteaza cu I, [10, 109].

In Propozitiile 2.2-2.6 sunt date unele estimari ale ordinului 7-quasigrupurilor de tipul T;.
Propozitia 2.2. Daca (Q,") este un m-quasigrup finit de tipul T fara unitate la stanga, atunci
|I,,| = 0(mod 3), pentru orice h € Q.

Demonstratie. Fie (Q,) un m-quasigrup de tipul T;, h € Q si fie f;, unitatea localad la stanga a
elementului h: f, - h = h. Atunci Ly, (h) = h, deci Ls, € I. Daca (Q,") nu are unitate la stanga,
atunci Ly, # ¢ si, utilizand egalitatea L}, = ¢, obtinem |I,| = 0(mod 3). O
Propozitia 2.3. Fie (Q,") un m-quasigrup de tipul T; si h € Q. Daca |I| = 1 sau 2 (mod 3),
atunci (Q,") are unitate la stinga.
Demonstratie. Dupa cum am observat mai sus, Ly, € I, si L}h = g, unde f}, este unitatea locala
la stanga a elementului h. Daca |I,| = 1 sau 2 (mod 3), atunci ordinul oricarui element din I,
nu este divizibil cu trei, deci ordinul substitutiei Ly, are forma 2k + 1 sau 2k + 2. in ambele
cazuri obtinem Ly, = ¢, adicd f} este unitate la stanga in (Q,"). m
Propozitia 2.4. Daca un m-quasigrup de tipul T; are unitate la stdnga si este izotop unui grup
abelian, atunci grupul sau multiplicativ la stanga LM (Q,") este abelian.
Demonstratie. Fie (Q,”) un m-quasigrup de tipul T;, cu unitatea la stdnga f. Daca (Q,") este
izotop unui grup abelian, atunci, conform [14], e-quasigrupul corespunzator (Q,-\,/) verifica
identitatea x \ (y(u \ v)) =u\ (y(x \ v)). Pe de alta parte, egalitatea x \ y = x - xy rezulta
din (2.1), deci identitatea precedenta este echivalentd cu x - x(y(u-uv)) =u- u(y(x-xv)),
care, pentru x = f, implicd y(u-uv) = u(u-yv), adicad L,L} = L%L,. Deoarece L} = Ly,
Yu € Q, obtinem LyLy, = LyLy, Vy,u € Q. O
Fie (Q,) un quasigrup. Conform [10, 109], nucleul stang (respectiv, mediu) al

quasigrupului (Q,”) este multimea N; ={a € Q| a-xy = ax-y,Vx,y € Q} (respectiv, N,, =
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{a€Q|x-ay =xa-y, Vx,y € Q}). O substitutic 1: Q - Q se numeste substitutie regulari la
stinga a quasigrupului (Q,”) daca A(x-y) = A(x) - y,Vx,y € Q.
Propozitia 2.5. Fie (Q,") un m-quasigrup de tipul Ty. Sunt adevarate urmatoarele afirmatii:
1. daca (Q,”) are unitate la stdnga, atunci A3 = ¢, pentru orice substitutie regulard la
stanga A alui (Q,");
2. daca (Q,) este finit si nucleul sau stang N; contine cel putin doua elemente, atunci
|Q| = 0 (mod 3);
3. daca (Q,") este 0 m-bucla finita de tipul T, si nucleul sau mediu are cel putin douad
elemente, atunci |Q| = 0 (mod 3).
Demonstratie. 1. Fie (Q,") un m-quasigrup de tipul T; cu unitatea la stanga f si fie A o substitutie
regulard la stinga a Iui (Q,;). Luand x ~ A(x) in (2.1), obtinem: y = A(x) - (A(x)-
Ax) - y)) = A(x-ﬂ(x-l(x -y))),Vx,y € Q. Acum, pentru x = f, din ultima egalitate
rezultid: A3(y) = y,Vy € Q, adica A3 = .

2. Fie |[N;| =2 si a € N;. Atunci a-xy = ax-y,Vx,y € Q. Folosind identitatea (2.1),
avem: a-(a-ay)=y=>a-(@a* - y)=y=>(a-a®)-y=y, deci a-a®>=f, unde f este
unitatea la stanga a lui (Q,"). Deoarece (N,,) este grup, obtinem a® = e,Va € N;. Din |N;| =
0 (mod 3) si din faptul ca |N;| divide |Q| rezulta ca |Q| = 0 (mod 3).

3. Fie (Q,") o m-bucla finita de tipul T; cu unitatea f. Daca nucleul mediu N,,, contine cel
putin doud elemente, atunci exista a € Ny, \ {f} care verifica egalitatea x-ay = xa -y,
Vx,y € Q,prinurmare y = a(a-ay) = a®-ay=a®-y,vy € Q = a3 = f,Va € N,,, insid N,
este grup, deci obtinem |N,,,| = 0 (mod 3) si |Q| = 0 (mod 3). i
Corolarul 2.1. Daca grupul substitutiilor regulare la stanga al unui m-quasigrup (Q,-) de tipul
T, cu unitate la stdanga are cel putin doua elemente, atunci |Q| = 0 (mod 3).

Demonstratie. In acest caz grupul substitutiilor regulare la stinga va contine cel putin un element
de ordinul trei, deci ordinul grupului este un multiplu al lui trei si atunci |Q| = 0 (mod 3). m
O bucla (Q,") se numeste LPA-bucla daca, pentru Vm,n € Z si Vx,y € Q, este adevarata

urmitoarea egalitatea x™ - x™y = x™*"

y. Se stie cd LPA-buclele sunt puternic asociative, adica
fiecare element al unei LPA-bucle genereaza o subbucld asociativa [88]. De exemplu, buclele
Bol la stanga sunt LPA-bucle.

Propozitia 2.6. O LPA-bucld (Q,") este m-bucld de tipul Ty dacd si numai dacd x® = e,Vx € Q,

unde e este unitatea buclei (Q,").

28



Demonstratie. Fie (Q,”) 0 LPA-bucla cu unitatea e. Daca (Q,") este m-bucla de tipul Ty, atunci
y=x(x-xy)=x3-y,Vx,y €Q, deci x3=e,Vx €Q. Reciproc, daci x> =e,Vx € Q,
atuncix - (x-xy) =x3-y=e-y=1y,Vx,y € Q, adici (Q,") este m-bucli de tipul Tj. m
Corolarul 2.2. O bucld Bol la stanga (Q,) este m-bucld de tipul Ty daca si numai dacd x3 =
e,Vx € Q, unde e este unitatea buclei (Q,").
Corolarul 2.3. Un grup (Q,") este m-grup de tipul T, dacd si numai dacd x* = e,Vx € Q, unde
e este unitatea grupului (Q,).
In Propozitiile 2.7 si 2.8 sunt date conditiile necesare si suficiente de invarianta a identitatii
de tipul T; la izotopia quasigrupurilor, buclelor.
Propozitia 2.7. Fie (Q,") un m-quasigrup de tipul T; si fie (Q,°) un izotop cu izotopia (a, ,7).
Atunci (Q,°) este un m-quasigrup de tipul T; daca si numai dacd, pentru orice x,y € Q, are loc
urmatoarea egalitate:
YB ™ (x-xy) = x - By~ (x- By Ty). (22)
Demonstratie. 1zotopul (Q,0) este un m-quasigrup de tipul T; daca si numai daca verifica
identitatea
xo(xo(xoy))=y. (2.3)

Folosind izotopia xoy =y~ !(ax-py), identitatea (2.3) ia forma y~?! (ax-ﬁy‘l(ax-
By (ax - ,By))) =1v. Luand x - a !x si y > f71y in ultima identitate, obtinem egalitatea

y~ 1 (x By H(x By ix -y))) = By, care este echivalentd cu x - By~ (x-fy (x-y)) =
yB~'y. Deoarece (Q,) verificd (2.1), ultima egalitate implica By ~*(x- By '(x-y)) =x-
(x-yB~ty), deci
x- Pyt y) =yBT M (x - ¥BTHY)), (2.4)
pentru Vx,y € Q. Notand x - y = z si utilizdnd (2.1), avem y = x - xz, deci (2.4) ia forma:
x-By N (2) =yB 7 (x- (x-yB™ (x - x2))),

care implicd By~ (x - By 1(2)) = x - (x - yB~1(x - xz)), prin urmare x - By 1 (x- By 1(2)) =
yB~(x - xz), pentru Vx, z € Q.
Reciproc, dacd m-quasigrupul (Q,)) de tipul T, verifici (2.2), atunci, luand y - yS~1y, avem
x By t(x-y) = y,[?‘l(x (x- yﬁ‘ly)), care, pentru y = By~ 1(x - y), implica

x- By~ (- Byt y)) =vB T (x - (x- (e )) = vB Y.

Utilizand izotopia x - v = y(a™1x o B~1y), din ultima egalitate obtinem:

y(atxe (atxe (@ ixo f71))) = vB7Yy,
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sau, substituind x — ax,y —» Sy si folosind faptul cd y este bijectivd, obtinem: x o (x °
(x 0 y)) =y, adicd (Q,°) este w-quasigrupul de tipul T;. O
Corolarul 2.4. Fie (Q,") 0 m-bucld de tipul Ty. Dacd izotopul (Q,0), unde (o) = (-)(*52) este -
quasigrup de tipul Ty, atunci 83 = ¢.

Demonstratie. Daca (Q,°) este m-bucla de tipul Ty, atunci (Q,") verifica egalitatea (2.2). Luand
x = e in (2.2), unde e este unitatea buclei (Q,"), avem B(y) = B~2(y),Vy € Q, deci B3 =¢. O
Corolarul 2.5. Identitatea (2.1) este invarianta in raport izotopia quasigrupurilor cu a doua si a
treia componenta egala.

Demonstratie. Fie (Q,”) un quasigrup care verifica identitatea (2.1) si fie izotopul (o) =

()@BB) Utilizand egalitatea x-y = f(a"txo B 'y), din (2.1) rezultd ﬁ(a—lxo
(a7 txo (a txo ﬁ_ly))) =7y, Vx,y€Q, care, pentru x > ax si y— fy, implicd xo

(xo(xoy)) =1y, Vx,y € Q, deci (Q,) este m-quasigrupul de tipul T;. O
Propozitia 2.8. Identitatea (2.1) este universala intr-o bucla (Q,") daca si numai daca (Q,")

verifica identitatea:

x-b(b-x(bb-xy)))=b-y. (2.5)
Demonstratie. Fie (Q,) o bucld in care identitatea (2.1) este universala. Atunci (Q,") si orice
izotop al sdu verifica (2.1). Fie a,b € Q si (o) = (-)®a"Ls 9. Conform Propozitiei 2.7, bucla
(Q,) verificd (2.2): Ly(x-xy) =x- Ly (x-L;'y), Vx,y € Q. Luand y - x -y si, folosind
(2.1), din ultima identitate rezulta

Ly(y) = x - Ly (x - Ly (x ), (2.6)

Vx,y € Q. Deoarece bucla (Q,") verifica egalitatea L?, = g, pentru Vb € Q, (2.6) este echivalenta
cu Ly(y) = x-L5(x-L5(x-y)), Vx,y € Q. Reciproc, dacid o bucld (Q,") verifici identitatea
(2.5), atunci, luand b = e, unde e este unitatea buclei (Q,"), obtinem identitatea (2.1), adica (Q,")
este 0 m-buclad de tipul T;. Deoarece orice izotop a unei buclei este izomorf cu un LP-izotop,
putem considera doar LP-izotopii buclei (Q,"). Fie a, b € Q si (o) = (-)®a"“L5"9. Utilizand (2.5)
si egalitatea L3 =&, avem x- Ly (x Ly (x y)) =b-y, deci R7'x- L, (R; x - L, (R7 x -
Ly'y)) = b - Ly, prin urmare x o (x o (x o y)) = y, adica (Q,°) este m-bucla de tipul T;. O
Exemplul 2.1. Perechea (Z3,0), unde Z3 este campul claselor de resturi modulo 3 si operatia (o)
este definitd in modul urmator: (i,j,k) o (p,q,v) = ({ +p,j+q, k+r +ijp), V(i,j, k),
(p,q,7) € Z3, este o bucli neasociativi in care identitatea (2.1) este universali. Observim ci

nucleul stang al buclei (Z3,0) este N, = {(0,0,0), (0,0, 1), (0,0, 2)}.
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Exemplul 2.2. Bucla (Q,*), unde Q = {0, 1, 2,3,4,5,6,7,8} si operatia (*) este datd de tabla de

mai jos, este 0 m-bucla de tipul Ty, in care identitatea (2.1) nu este universala.

*101 2345678
0201468357
110123456738
213245107286
31435687120
4 1846072513
5758123064
6 |56 7204831
71173856402
81680731245

T-Quasigrupurile sunt definite si partial studiate in [87]. Un quasigrup (Q,") se numeste T-
quasigrup daca existd un grup abelian (Q,+), automorfismele lui ¢,y € Aut(Q,+) si un
element g € Q astfel incat pentru orice x,y € Q este adevarata urmatoarea egalitate:

xy=9x)+yH)+g.
Upla ((Q, +), ¢, ¥, g) se numeste T-forma si grupul (Q, +) se numeste T-grupul T-quasigrupului
@).

In Propozitia 2.9 sunt date conditiile necesare si suficiente ca un T-quasigrup si fie -
quasigrup de tipul T;.

Propozitia 2.9. Un T-quasigrup (Q,)) cu T-forma ((Q,+), ¢,, g) este un m-quasigrup de tipul

T, dacd si numai dacd Y? + 1 + & = w, unde w:Q - Q,w(x) = 0,Vx € Q, 0 este elementul

neutru al grupului (Q, +).

Demonstratie. Fie (Q,”) un T-quasigrup cu T-forma T = ((Q,+), ¢, ¥, g). Atunci
x-y=¢@)+yp») +g, 2.7)

Vx,y € Q. Daca (Q,) este un m-quasigrup de tipul T;, atunci el verifica identitatea (2.1).

Utilizand (2.7), identitatea (2.1) ia forma:

() +Pp(x) +P?e () + Y () +YP* (@) +Y(g@) + g =, (2.8)
Vx,y € Q. Luand x = y = 0 in (2.8), unde 0 este elementul neutru al grupului (Q, +), obtinem:
VA9 +¥(g)+g=0. (2.9)
De asemenea, luand x = 0 in (2.8), avem 3 (y) = y,Vy € Q, adici
W3 =g, (2.10)
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unde &:Q — Q,&e(x) = x,Vx € Q. Utilizdnd (2.9) si (2.10), egalitatea (2.8) implica ¢(x) +
Yo(x) + P2?p(x) =0, deci (e + ¢ +P?)e(x) = 0,Vx € Q. Deoarece ¢ este bijectie, ultima
egalitate implica
P24+ + e = w. (2.11)
Reciproc, daci are loc egalitatea (2.11), atunci 3 — e = ( — &)(Y? + Y + &) = w, deci are loc
(2.10). Utilizand (2.10) si (2.10), avem:
y=0@)+P* ) +wl@ =@+ + o) +P* () +¥*(@ +¥(@) +g =
x-(x-xy),Vx,y €Q,
deci (Q,") este m-quasigrup de tipul T;. o
Urmatorul exemplu arata ca clasa de m-T-quasigrupuri de tipul T; nu este vida.
Exemplul 2.3. Quasigrupul (Z,,), unde x -y = 5x + 2y + 3, Vx,y € Q, este n-T-quasigrup de
tipul T, cu T-forma ((Z,,"), @,, 3), unde ¢(x) = 5x,(x) = 2x,Vx € Z,.
Propozitia 2.10. Daca (Q,) este un m-T-quasigrup finit de tipul T; si are unitate la stdnga,
atunci |Q| = 0 (mod 3).
Demonstratie. Fie (Q,") un m-T-quasigrup de tipul T; cu T-forma T = ((Q,+),¢,¥,g) si
unitatea la stanga f. Atunci,
x=fx=0(f)+yx)+g (2.12)
deci, luand x = 0, unde 0 este elementul neutru al T-grupului (Q, +), obtinem ¢(f) = —g. Din
ultima egalitate si din (2.12) obtinem i = ¢, unde & este substitutia identicd pe Q. Conform
Propozitiei 2.9, daci (Q,") este m-quasigrup de tipul Ty, atunci ¥? + ¥ + € = w, prin urmare
3¢ = w,adicax + x +x =0,Vx € Q, care implica |Q| = 0 (mod 3). O
Propozitia 2.11. Daca (Q,") este un -quasigrup finit de tipul Ty, atunci |Q| = 0 sau 1 (mod 3).
Demonstratie. Fie (Q,A) un m-quasigrup finit de tipul T; si fie |Q| = q. Quasigrupul (Q,A)
verifica identitatea
A (x,A(x,A(x, y))) =y. (2.13)
Notand selectorii binari, definiti pe multimea Q, cu F si E, adica F(x,y) =x,E(x,y) =
y,Vx,y € Q, egalitatea (2.13) implicd: E = A(F,A(F,A)) = A(F(F,A),A(F,A)) = A(F, A)?
= E(F,A) = A(F,A)> > A(F,E) = A= A(F,A)* > (F,E) = (F, A), deci
(F,A)° = ¢, (2.14)
unde &2 este substitutia identica definitd pe Q% si

(F,A):Q* - Q% (F,A)(x,y) = (F(x,y),A(x,y)) = (x, A(x,¥)).
Notand (F, A) = a si folosind (2.14), obtinem
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@’ = ggpn. (2.15)
Deoarece (Q, A) este un quasigrup, F L A, deci a = (F, A) este o bijectie. Observam ca pentru
G)EQ avem a(i,)) =) e FAGH =)o (LAGH) = 0,) & AG) =
ceea ce este echivalent cu faptul cai este unitatea locala la stanga a elementului j. Notand
unitatea locald la stanga a elementului j cu f;, obtinem multimea U a tuturor elementelor din Q?
care sunt invariante in raport cu a: U = {(fj,j)|j =1,2, ...,q}. Deci, exact g elemente din Q2
sunt invariante in raport cu a = (F, A), adici restul g°> — q elemente nu sunt invariante. Acum,
folosind (2.15), obtinem ci « este un produs de cicluri de lungime 3 pe multimea din q> — q =

q(q — 1) elemente, adica q = 0 sau 1 (mod 3). O

2.2. -Quasigrupuri de tipul T,

Un quasigrup (Q,") se numeste: m-quasigrup de tipul T, daca verifica identitatea:
x-(y-yx) =y. (2.16)
Propozitia 2.12. Un m-quasigrup (Q,") de tipul T, este un m-quasigrup de tipul T; daca si numai
daca (Q,") verifica identitatea
VXX = X. (2.17)
Demonstratie. Daca (Q,") este un r-quasigrup de tipurile T, si T; atunci, ludnd x — yx in (2.16),
obtinem y = yx - (y - (y - yx)) = yx - x, Vx,y € Q. Reciproc, daci (Q,") este un m-quasigrup
de tipul T, si verifica identitatea yx - x = y atunci, substituind x — yx in (2.16), avem: yx -
(y “(y- yx)) =y=yx'x 2y (y-yx) =x, Vx,y € Q, adica (Q,”) este un m-quasigrup de
tipul ;. o
Corolarul 2.6. Un m-quasigrup de tipurile T, si T; este un RIP-quasigrup.
Exemplul 2.4. Quasigrupul (Q,), unde Q ={1,2,3,4}, dat de translatiile la stanga L, =
(234),L, = (124),L; = (132), L, = (143) este un m-quasigrup de tipurile T; si T,.
Observatia 2.1. m-Buclele de tipul T, sunt triviale. intr-adevar, daca (Q,") este o m-bucli de tipul
T, cu unitatea e, atunci luand x = e in (2.16), obtinem y - y = y, deci y = e, adica |Q| = 1.
Observatia 2.2. m-Quasigrupurile de tipurile T; si T, sunt anticomutative. Intr-adevir, daci (Q,")
este un m-quasigrup de tipurile T, si Ty si x*y =y -x,atunci x - (y-yx) =y six-(xyx) =
y,deci x - (x - yx) = x - (y - yx), care implica x - yx = y - yx, prin urmare x = y.
In Propozitiile 2.13-2.15 sunt date conditiile necesare si suficiente ca un m-quasigrup de

tipul T, (si de tipul T;) sa fie izotop unui grup (grup abelian).
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Propozitia 2.13. Un m-quasigrup (Q,-) de tipul T, este izotop unui grup abelian daca si numai
daca verifica identitatea:

[y-w-vw)]-[(y-w-vw) x| =y @w-v)]-[(y w-vx)) - ul. (2.18)
Demonstratie. In [10] este demonstrat ci un quasigrup (Q,") este izotop unui grup abelian daca si
numai daca verifica identitatea

X\ - (u\v)) = u\(y - (x\v)), (2.19)
unde “\” este impartirea la drepta in (Q,-). Daca (Q,") este un m-quasigrup de tipul T, atunci din
(2.16) rezulta:

xX\y =y yx, (2.20)
Vx,y € Q. Folosind (2.20) in (2.19), obtinem identitatea (2.18). i
Corolarul 2.7. Daca un m-quasigrup de tipul T; verifica (2.18), atunci el este un m-quasigrup de
tipul T,.
Demonstratie. Fie (Q,") un m-quasigrup de tipul T; izotop unui grup abelian. Luand u = v =y
in (2.18) si folosind (2.1), obtinem y-:yx = x-xy care implica x =y - (y-yx) =y (x-
xy),Vx,y € Q, adica (Q,") este un m-quasigrup de tipul T,. o
Corolarul 2.8. Multimea tuturor r-quasigrupurilor de tipul T, izotope grupurilor abeliene este o
subvarietate in varietatea tuturor -quasigrupurilor de tipul 7.
Exemplul 2.5. Quasigrupul (Q,"), unde Q ={1,2,3,4}, dat de translatiile la stinga L, =
(123),L, = (243),L; = (142),L, = (134) este un m-quasigrup de tipurile T; si T, si verifica
(2.22), deci (Q.-) este izotop unui grup abelian.
Observatia 2.3. -Quasigrupurile de tipul T;, izotope grupurilor abeliene, nu sunt intotdeauna -
quasigrupuri de tipul T, dupa cum arata urmatorul exemplu.
Exemplul 2.6. Quasigrupul (Q,), unde Q = {1,2,3,4}, dat de translatiile la stanga: L, =
(123),L, = (243),L; = (134),L, = (142) este un m-quasigrup de tipul T; si verifica
identitatea x\(y - (u\v)) = u\(y - (x\v)), deci (Q,") este izotop unui grup abelian. Este usor de
verificat cd (Q,") nu este -quasigrup de tipul T,.
Propozitia 2.14. Fie (Q,") un r-quasigrup de tipurile T; si T,. (Q,") este izotop unui grup daca si
numai daca el verifica identitatea

x(y-y(zu-v)) = (x(y - yz) - u)v. (2.21)
Demonstratie. Este aratat in [20] ca un quasigrup (Q,-) este izotop unui grup daca si numai daca

el verifica identitatea

x(\((z/wv)) = (x(¥\2))/w)v, (2.22)
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unde “\” si “/” sunt impartirea la dreapta si impartirea la stdnga in (Q,"). Daca (Q,") este un m-
quasigrup de tipurile Ty si T,, atunci din (2.17) rezulta x/y = x -y, Vx,y € Q. Folosind ultima
egalitate in (2.21), obtinem

x(Y\((z - wv)) = ((x(¥\2)) - wv. (2.23)
(Q,) este un m-quasigrup de tipul T;, deci x\y = x - xy. Folosind ultima egalitate in (2.22),
obtinem (2.21). o

Corolarul 2.9. Daca (Q,") este un m-quasigrup de tipurile T; si T,, izotop unui grup, atunci el
verifica identitatea

z-vu= (zu-v)(yy). (2.24)
Demonstratie. Fie (Q,”) un m-quasigrup de tipurile T, si T, izotop unui grup. Luand x = zu - v
si folosind (2.16) in (2.21), obtinem y = [(zu - v)(y - yz)]u - v. Inmultind cu v din dreapta, apoi
cu u din dreapta ultima egalitate si folosind (2.17), obtinem yv - u = (zu - v)(y - yz). Inlocuind
y CU yz in ultima egalitate si folosind (2.17), obtinem (2.24). o
Exemplul 2.7. Quasigrupul (Q,7), unde Q = {1,2,3,4,5,6,7,8,9}, dat de translatiile la stinga:

L, = (123)(567)(89), L, = (489)(576), L; = (132)(498), L, = (154)(279)(368),
Ls = (147)(296)(385), Ls = (195)(287)(346), L, = (186)(245)(697),
Lg = (178)(264)(359), Ly = (169)(258)(374)

este un m-quasigrup de tipurile T; si T, si verifica (2.21), deci (Q.) este izotop unui grup. (Q,")
nu verifica (2.18), adica nu este izotop unui grup abelian.

Propozitia 2.15. Daca un m-quasigrup (Q,-) de tipurile T; si T, este izotop unui grup abelian

(Q,+), atunci (*) = (+)(”Lg)’€), unde O este elemental neutru al grupului (Q,+) si I este
inversarea in (Q,+) (I: Q = Q, I(x) = —x,Vx € Q).

Demonstratie. Fie (Q,") un m-quasigrup de tipurile T; si T,, izotop unui grup abelian (Q, +), deci
(+H) = (-)(Rg)_l'Lg)_]'S) sau x +y = Rg)_l(x) - Lg)_l(y). Luand x = 0 in ultima egalitate, avem
y =RO7'(0)- 197" (). Notand R™'(0) cu ¢, ultima egalitate ia forma y = c- L™ (y) =

L9197 (), deci LOLO™! = ¢ sau

b=c=RY(0). (2.25)
Izotopia (+) = ()& 45 ") implica
Xy = Rg) (x) + Lg) (y) = xa + by. (2.26)

Deoarece (Q,”) este un m-quasigrup de tipurile T; si T,, din Propozitia 2.12 rezultd ca este

adevarata egalitatea yx - x = x. Din (2.26) si (2.17), obtinem Ré’) (Rg) (y) + Lg) (x)) + Lg) (x) =
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y sau Rg)(Rg)(y) + x) +x =y, deci Rg)(Rg)(y) + x) =y—x. Luand x =y in ultima

egalitate, avem Rg)(Rg) (x) + x) =0 = Rg) x)+x= Rg)_l(O). Folosind (2.25),obtinem

ROGx) =b—x. (2.27)
Folosind (2.27) in (2.26), obtinem:
X'y =b—x+by. (2.28)
Luand x = 0in (2.28), obtinem
by =—-b+0-y. (2.29)

Din (2.28) si (2.29),avemb —x — b+ 0-y =x-ysaux -y = —x + 0 - y. Din ultima egalitate
obtinem (*) = (+)("Lg)'£). O
Propozitia 2.16. Orice m-quasigrup de tipul T, este izotop unui quasigrup idempotent.
Demonstratie. Fie (Q,”) un m-quasigrup de tipul T, si a € Q. Atunci izotopul (Q,°), dat de
izotopia T = (s, Rg),Lg)_l), unde Rg)(x) =x-asi Lg)(x) =a-x,Vx € Q, este idempotent:
xoszg)(x-Rc(l')(x))=a-(x-xa)=x,VxEQ. m
Exemplul 2.8. Quasigrupul (Zs,), unde x-y =3x + 3y (mod 5),Vx,y € Zs, este un m-
quasigrup de tipul T, idempotent.
Observatia 2.4. m-Quasigrupurile de tipul T, sunt admisibile, deoarece x-(y-yx) =y =
X\y=y-yx = Lgc\)(y) = y-R,(C')(y),Vx,y € Q, unde LEC\) este translatia la stinga cu x in
(Q,\) deci LSC\) este o substitutie completa in (Q,"). Se stie [11] ca quasigrupurile admisibile sunt
izotope quasigrupurilor idempotente.

In Propozitia 2.17 sunt date conditiile necesare si suficiente ca un T-quasigrup si fie -
quasigrup de tipul T5.
Propozitia 2.17. Un T-quasigrup (Q,") cu T-forma ((Q, +), ¢, 4, g) este un m-quasigrup de tipul
T, dacd si numai dacd au loc urmdtoarele conditii: 1) Y?(g) + Y(g) + g = 0; 2) ¢ = —3;
3) Y5 + yP* = —¢, unde 0 este elementul neutru al grupului (Q,+) si &:Q — Q,&(x) = x,Vx €
Q.
Demonstratie. Deoarece ((Q,+),¢,¥,g) este o T-forma al lui (Q,), avem x-y = ¢(x) +
Y(y) + g,Vx,y € Q, deci identitatea (2.19) implica ¢ (x) + Y(p(y) + Y () + Y(x) + g) +
g) +g =y, deci

() + o) +¥’e() + ¥’ () + Y (@ + Y@ + g =, (2.30)

Vx,y €Q. Luand x =y =0 in (2.30), avem ¥?(g) +¥(g) + g =0, deci (2.30) este

echivalenta cu
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() + Yo + P2 + P> (x) =y, (2.31)
Vx,y € Q. Acum, luand y = 0 si, apoi x =0, in (2.31) obtinem ¢ + > = w si, respectiv,
Yo+ Pl =csauyp? +1P = ¢!, unde w: Q » Q,w(x) = 0,Vx € Q.
Reciproc, daci conditiile 1), 2) si 3) au loc, atunci y = (y) + w(x) = Yo (y) + P (y) +
o (x) +P3(x) +Y*(g9) +¥(g) + g = x - (y - yx), deci (Q,") este un -quasigrup de tipul T,. ©
Corolarul 2.10. m-T-Quasigrupurile de tipul T, sunt quasigrupuri mediale.
Demonstratie. Daca (Q,) este un -T-quasigrup de tipul T,, atunci ¢ = —3, deci pyp = —p* =

P(—y3) = Yo, adica (Q,) este un quasigrup medial. O
2.3. Holomorful m-quasigrupurilor

Dacia (Q,") este un quasigrup, atunci grupoidul (Hol(Q,"),°), unde Hol(Q,") = Aut(Q,) X
Q si (a,x)o(B,y) = (af,B(x)-y) pentru V(a,x),(B,y) € Hol(Q,") se numeste holomorful
quasigrupului (Q,7) [109]. Din definitie rezulta ca holomorful unui quasigrup este quasigrup. Mai
mult, functia Q - Hol(Q,"),x — (&, x) este o scufundare a quasigrupului (Q,”) in holomorful
sau (Hol(Q,"),°). Astfel, notand Q; = {(¢,x)|x € Q}, obtinem (Q,") = (Q4,°). Daca quasigrupul
(Q,) poseda unitate la stdnga sau la dreapta, atunci functia Aut(Q,") — Hol(Q,"), a — (a,e)
este, de asemenea, o scufundare. In particular, daca (Q,") este un grup cu Aut(Q,") comutativ,
atunci (Hol(Q,),) este grup, (Q1,°) & Hol(Q,), unde @, = {(¢,x)|x € Q} si Hol(Q,")/(Q1,°)
= Aut(Q,"). Acest izomorfism poate fi obtinut considerand, morfismul surjectiv &: Hol(Q,") -

Aut(Q,),$ (@, x) = @, pentru care Keré = (Qy,°).
Propozitia 2.18. Holomorful unui m-quasigrup de tipul T; este m-quasigrup de tipul T; daca si

numai daca sunt verificate conditiile:

1) a® = &, Va € Aut(Q,");

2) x - (a?(x) - (a(x)-y)) =y, Va € Aut(Q,),Vx,y € Q.
Demonstratie. Daca (Q,”) este un m-quasigrup de tipul T; si (@,x),(B,y) € Hol(Q,"), atunci:
(%) o ((@,2) o (@) e (B,1))) = (@) o (%) (€, f(x) - 3)) = (@, x) o (a?B, aB(x) -

B -») = (a38,aB() - (aB() - (B@) - 1)) = (B,), deci:
{ a’ =¢
2B(x) - (af) - (BG) ) =y

Substituind x — f~'a(x) in a doua egalitate a sistemului si folosind a® = &, a doua relatie

implica x - (az(x) (a(x) -y)) = y pentru Va € Aut(Q,"),Vx,y € Q.
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Reciproc, dacd (Q,") este un m-quasigrup de tipul T; si Va € Aut(Q,"), Vx,y € Q sunt verificate
conditiile a® = ¢ si x - (@?(x) - (a(x) - y)) =y, atunci din a doua egalitate, ficand substitutia

x > a?B(x) si folosind a® = ¢, obtinem a?B(x): (af(x)-(B(x)-y)) =y, prin urmare

(a,x) o ((a, x) o ((a,x) o (,B,y))) = (B, ), astfel Hol(Q,") este un m-quasigrup de tipul T;. ©
Observatia 2.5. Holomorful unui r-quasigrup de tipul T; cu grupul de automorfisme trivial este
un m-quasigrup de tipul T;. Aceasta proprietate se utilizeaza pentru a obtine m-quasigrupuri de
tipul T; cu holomorful din aceeasi clasa.

Exemplul 2.9. Quasigrupul (Q,"), unde Q = {1, 2,3}, definit de translatiile la stinga L, =
(132),L, = (123), L3 = &, este un m-quasigrup de tipul T; cu Aut(Q,") = {&}, deci holomorful

sau Hol(Q,") este, de asemenea, un m-quasigrup de tipul T;.

Observatia 2.6. 1. Daca L((ﬁ),b) s R((;z),b) sunt translatiile la stdnga si, respectiv, la dreapta cu
(B, b) in holomorful (Hol(Q,"),°), atunci pentru orice (a,a) € Hol(Q,") avem:

Lo (@) = (B~ a, fla®) \ @) = L)1, y(@,a),
unde a(by) - a = B~ ta(b) \ a si, respectiv,

Rizp (@) = (aB™, 87 (a/b)) = R(y-s , ) (a,0),

unde a(b,) = B~ (a/b).
2. Fie (Q,”) m-quasigrup finit de tipul T;. Daca (Hol(Q,"),°) este m-quasigrup de tipul T,, atunci
existd un numdr natural k astfel incat |Aut(Q,")| = 3% si |[Hol(Q,")| = 0 (mod 3).
Propozitia 2.19. Fie (Q,”) un m-quasigrup de tipul T; si fie Q; = {(&,x)|x € Q}. Atunci
(Q,) = (Q4,0) si sunt adevarate urmatoarele relatii:
1) LM(Qy,) < LM(Hol(Q,),);
2) RM(Q4,°) < RM(Hol(Q,"),?).
Demonstratie. 1) (Q,") = (Q4,°) implica LM (Q,") = LM (Q4,°). Mai mult, LM (Q,,°) este subgrup

in LM(Hol(Q,),°). Acum, fie L) € LM(Qs,°) si L() ) € LM(Hol(Q,"),°), atunci:

L3y Lo L g (@ @) = Ly Loy (B~ t, Ba(b) @) =
= L3 (B e, pla(x) - (B ra(b) \ @) =
= (a,f 7 a(b) - (B~ a(x) - (B a(b) \ @) = L), (a,a)
pentru V(a, a) € Hol(Q,"), unde a(c) -a =B ta(b) - (B ta(x) - (B~ a(b) \ a)). Deci,

) 4@ (-1
L(ﬁ,b)L(S,X)L(ﬁ,b) € LM(Ql,o). (232)
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Analog, L&) LS LS (a,a) = LG L0 (Ba, a(b) - @) = L)) (Ba, fa(x) - (a(b) - @) =
(a,a(b) \ (Ba(x) - (a(b) - a))) = L((‘;)’g)(a, a) pentru V(a,a) € Hol(Q,), unde a(g)-a=
a(b) \ (Ba(x) - (a(b) - a)). Deci,
()=1;0) ;)

L(B,b)L(s,x)L(ﬁ,b) € LM(Q1,°). (2.33)
Relatiile (2.32) si (2.33) implica LM (Q4,0) < LM (Hol(Q,"),°). Demonstratia relatiei a doua este
similara. u
Observatia 2.7. Functia

8 5 8n 81 6 Sn
& LM(Hol(Q,)) = Aut(Q.),€ (Lgy , \ L o~ Lin . )) = aiay? .ad™,

unde §; = 1 sau —1, pentru orice i = 1, 2, ..., n, este un morfism surjectiv cu Keré = LM (Q4,°),
deci LM(Hol(Q,"))/LM(Q4,°) = Aut(Q,").
Propozitia 2.20. Daca (Q,”) un m-quasigrup de unul din tipurile T, Ty, T, T10, Ts, T11, atunci
holomorful sau (H,o) este un m-quasigrup de acelasi tip ca si (Q,) daca si numai daca
Aut(Q,”) = {e}, unde ¢ este substitutia identica pe Q.
Demonstratie. 1. Holomorful (H,0) al quasigrupului (Q,") este un r-quasigrup de tipul T, daca si
numai daca verifica identitatea:

(a,x) ° [(B,y) ° ((B,¥) o (@,X))] = (B, ). (2.34)
Folosind definitia operatiei ” o ” 1n (2.34), avem:

(af’a,fPa(x) - [Bay) - (@) -x)]) = (B,¥),

care implicd, in particular, egalitatea aff’a = 8, Va, f € Aut(Q,). Luand in ultima egalitate
a =g, obtinem B =g, VB € Aut(Q,”), deci Aut(Q,”) = {e}. Reciproc, daca Aut(Q,") = {&},
atunci (H,0) = (Q,"), deci (H,°) este un m-quasigrup de tipul T5.
2. Holomorful (H,°) al quasigrupului (Q,-) este un m-quasigrup de tipul T, daca si numai daca
verifica identitatea:

(a,x) e [(a,x) o (B, ¥)] = (B, y) ° (&, x). (2.35)
Folosind definitia operatiei ” o> in (2.35), avem: (a?B,aB(x) - (B(x)-y)) = (Ba,a(y) - x),
care implicd, in particular, egalitatea a?f = fa,Va, B € Aut(Q,). Luand in ultima egalitate
f =a, obtinem a3 =a?Vae€Aut(Q,),= a=¢ Va € Aut(Q,”), deci Aut(Q,") = {e}.
Reciproc, daca Aut(Q,") = {e}, atunci (H,o) = (Q,"), deci (H,o) este un m-quasigrup de tipul Ty.
3. Holomorful (H,0) al quasigrupului (Q,") este un m-quasigrup de tipul T daca si numai daca

verifica identitatea:

[(a, %) e (B,y)] e (a,x) = (B, y) o [(a,x) (B, ¥)]. (2.36)
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Folosind definitia operatiei ” o ” in (2.36), avem: (aBa, a(B(x) - y) - x) = (BaB, af(y) - (B(x) -
y)), care implica, in particular, egalitatea afa = BaB,Va,f € Aut(Q,”). Luand in ultima
egalitate B = &, obtinem a? = a,Va € Aut(Q,") = o = &, Va € Aut(Q,"), deci Aut(Q,) = {&}.
Reciproc, daca Aut(Q,") = {&}, atunci (H,°) = (Q,"), deci (H,o) este un -quasigrup de tipul Tg.
4. Holomorful (H,0) al quasigrupului (Q,-) este un m-quasigrup de tipul T;, daca si numai daca
verifica identitatea:

[(a,x) o (B, Y)] e [(B,¥) e (@, x)] = (B, ¥). (2.37)
Folosind definitia operatiei ” o in (2.37), avem: (afB?a,Ba(B(x) y) - (a(y) x)) = (B,y),
care implicd, in particular, egalitatea af?a = ,Va,f € Aut(Q,). Luand in ultima egalitate
a = &, obtinem B2 = B,V € Aut(Q,’),> B = & VB € Aut(Q,"), deci Aut(Q,") = {&}. Reciproc,
daca Aut(Q,") = {e}, atunci (H,o) = (Q,"), deci (H,°) este un m-quasigrup de tipul T;,.
5. Holomorful (H,e) al quasigrupului (Q,") este un m-quasigrup de tipul Tg daca si numai daca
verifica identitatea:

[(a,x) o (B,¥)]° (B,y) = (a,x) o [(a,x) o (B,¥)]. (2.38)
Folosind definitia operatiei ” o ” in (2.38), avem: (af?, B(B(x) - y) - y) = (a?B, aBf(x) - (B(x) -
y)), care implicd, in particular, egalitatea af? = a?p,Va, € Aut(Q,”). Din ultima egalitate
rezultd B = a,Va, B € Aut(Q,"),deci f = a = g, Va € Aut(Q,"), deci Aut(Q,") = {e}. Reciproc,
daca Aut(Q,") = {e}, atunci (H,o) = (Q,"), deci (H,°) este un m-quasigrup de tipul Tg.
6. Holomorful (H,°) al quasigrupului (Q,-) este un -quasigrup de tipul T;; daca si numai daca
verifica identitatea:

[(B,y) o (a,x)] o [(a,x) o (B, ¥)] = (B, ¥). (2.39)
Folosind definitia operatiei ” o> in (2.39), avem: (Ba?B,aB(a(y) x)-(B(x)-y)) = (B,y),
care implicd, in particular, egalitatea fa?f = B,Va, 8 € Aut(Q,”). Luand in ultima egalitate
a = &, obtinem B2 = B,V € Aut(Q,’),= B = &, VB € Aut(Q,"), deci Aut(Q,") = {&}. Reciproc,
daca Aut(Q,") = {&}, atunci (H,°) = (Q,"), deci (H,°) este un m-quasigrup de tipul Ty;. o

2.4. Quasigrupuri n-are autoortogonale

Quasigrupurile n-are care poseda sisteme ortogonale din n parastrofi (n parastrofi
principali) se numesc quasigrupuri parastrofic-ortogonale (respectiv, autoortogonale). Problema
descrierii spectrului quasigrupurilor binare finite autoortogonale a fost complet solutionata de R.
Brayton, D. Coppersmith si A. Hoffman [60], care au demonstrat ca exista quasigrupuri binare
autoortogonale finite de orice ordin g # 2,3,6. In caz n-ar, n > 3, problema nu este inci

integral solutionatd, iar ordinului posibil al quasigrupurilor finite parastrofic ortogonale si
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autoortogonale este conditionata de gasirea unor metode de constructie a lor. Z. Stojakovic si D.
Paunic in [121] au definit si au construit n-quasigrupuri autoortogonale ciclice, obtindnd evaluari
ale spectrului lor. in [78] T. Evans a generalizat prima lege Stein in caz ternar in felul urmitor:
A(x,A(x,y,2),A(z,x,y)) = A(y, z,x), aratand ca aceasta identitate implica autoortogonalitatea
quasigrupului ternar (Q,A). P. Sirbu a studiat ortogonalitatea parastrofilor operatiilor n-are, a
indicat o clasd de identitati ce implicd autoortogonalitatea operatiilor n-are si criterii de
autoortogonalitate a n-grupurilor si a n-quasigrupurilor mediale, a demonstrat ca exista
quasigrupuri finite autoortogonale de orice aritate n si a dat estimari ale spectrului operatiilor
autoortogonale n-are [21, 121, 123, 23, 18]. in acest paragraf se demonstreazi cd pentru orice
n,q = 3 existd quasigrupuri n-are autoortogonale de ordinul g # 2(2p + 1),p = 1.
Teorema 2.1 [60]. Exista quasigrupuri binare autoortogonale de orice ordin q,q > 3,q # 6.
Teorema 2.2 [25]. Daca exista quasigrupuri n-are si k-are autoortogonale de ordin g, atunci
existd si quasigrupuri (n - k)-are autoortogonale de ordin q.
Lema 2.1. Daca exista quasigrupuri autoortogonale n-are de ordinul q, si de ordinul q, cu
acelasi tip de autoortogonalitate, atunci exista quasigrupuri autoortogonale n-are de ordinul
q1 * q» cu acelasi tip de autoortogonalitate.

Demonstratie. Fie (Q4,A) un quasigrup n-ar autoortogonal, |Q,| = q; si fie (Q,, B) un
quasigrup n-ar autoortogonal, |Q,| = g, ambele cu tipul de autoortogonalitate (a4, ay, ..., @;,).
Pentru quasigrupul n-ar (Q,C), unde Q = Q1 X Qz, C((x1,¥1), ., (xn, 1)) = (AG), B(y)),

Vx; € Q1,y; € Q,,i = 1,n, definim parastrofii principali:
aic((xlﬂ yl)' ] (xn' yn)) = (aiA(xIl)' aiB(y{l))! i = 1,7’1.

Sistemul {“C}"  este ortogonal, deoarece sistemele {*4}" si {“/B}" sunt ortogonale. Deci,
i=1 =1 =1

quasigrupul n-ar (Q,C) de ordinul q,-q, este quasigrup autoortogonal cu tipul de
autoortogonalitate (aq, a, ..., @y). |
Lema 2.2. Pentru orice n,q = 3 impare exista quasigrupuri n-are autoortogonale de ordinul g.
Demonstratie. Fie n,q = 3 impare. Pe multimea Z, definim operatia A in modul urmitor:
A(x}) = 2x; + x,+... +x,. Obtinem ci perechea (Zg4, A) este quasigrup n-ar autoortogonal de
ordinul g, cu tipul de autoortogonalitate (¢, (12), (13),..., (1n)). m
Lema 2.3. Pentru orice n > 3 impar si pentru orice q = 2%,k > 2, existd quasigrupuri n-are
autoortogonale de ordinul g.

Demonstratie. Fie n >3 impar si fie g = 2K,k > 2. Pe multimea GF(2%),k > 2, pentru

a € GF(2%)\{0, 1} definim operatia A in modul urmitor: A(x]") = ax; + x,+...+x,. Obtinem
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ci perechea (GF(2¥),A) este quasigrup n-ar autoortogonal de ordinul g, cu tipul de
autoortogonalitate (¢, (12), (13),..., (1n)). O
Lema 2.4. Pentru orice n > 3 impar si pentru orice q =2%Q2p + 1),k = 2,p > 1, existd
quasigrupuri n-are autoortogonale de ordinul g.

Demonstratie. Din Lemele 2.2, 2.3 si 2.1 (pentru q; = 2%,k >2siq, = 2p + 1,p = 1) rezultd
ci existd quasigrupuri n-are autoortogonale de ordinul q pentru n impar si ¢ = 2¥(2p + 1),k >
2,p=1. |

Lema 2.5. Pentru orice n = 2™,m > 2 si pentru orice q # 2,3,6 exista quasigrupuri n-are
autoortogonale de ordinul q.

Demonstratie. Din Teoremele 2.1 si 2.2 rezultd cd existd quasigrupuri 2™-are, m = 2,
autoortogonale de ordinul g # 2, 3, 6. i
Lema 2.6. Pentru orice n =22t + 1),m > 2,t > 1, si pentru orice q # 2(2p + 1),p = 1,
exista quasigrupuri n-are autoortogonale de ordinul q.

Demonstratie. Fie q # 2(2p +1),p = 1. Folosind Teorema 2.2 pentru quasigrupurile 2™-are,
m > 2, autoortogonale de ordinul g = 2p + 1,p = 1 (Lema 2.5) si quasigrupurile (2t + 1)-are,
t > 1, autoortogonale de ordinul g = 2p + 1,p > 1 (Lema 2.2), obtinem ca exista quasigrupuri
2™ (2t + 1)-are, m = 2,t = 1, autoortogonale de ordinul g = 2p + 1,p = 1. Din Lemele 2.5,
2.3 si Teorema 2.2 rezultd ca exista quasigrupuri 2™ (2t + 1)-are, m > 2,t > 1, de ordinul
q = 2K,k > 2. Lemele 2.5, 2.4 si Teorema 2.2 implici existenta qausigrupurilor 2™ (2t + 1)-
are, m > 2,t > 1, autoortogonale de ordinul ¢ = 2*(2p + 1),k > 2, p > 1. o
Lema 2.7. Pentru orice n =22t + 1), t > 1 si pentru orice q # 2(2p + 1),p = 1, exista
quasigrupuri n-are autoortogonale de ordinul g.

Demonstratie. Fie q # 2(2p + 1),p = 1. Folosind Teoremele 2.1, 2.2 si Lema 2.2, obtinem ca
exista quasigrupuri 2(2t + 1)-are, t = 1, autoortogonale de ordinul g =2p + 1,p = 1. Din
Teoremele 2.1, 2.2 si Lema 2.3 rezulta ca exista quasigrupuri 2(2t + 1)-are, t > 1, de ordinul
q =2k >2. Teorema 2.1, Lema 2.4 si Teorema 2.2 implici existenta quasigrupurilor
2(2t + 1)-are, t > 1, autoortogonale de ordinul ¢ = 2¥(2p + 1),k =2, p > 1. m
Din Lemele 2.2-2.7 rezulta

Teorema 2.3. Pentru orice n,q = 3 exista quasigrupuri n-are autoortogonale de ordinul

q#2Qp+1),p=>1.
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2.5. Concluzii la capitolul 2

In Capitolul 2 sunt studiate quasigrupurile cu identititi din clasificarea lui Belousov [11,
34], numite m-quasigrupuri. Identitatile minimale implica ortogonalitatea unor perechi de
parastrofi ai quasigrupului care le verifica, deci m-quasigrupurile sunt parastrofic-ortogonale.
Caracterizarea grupurilor izotope unor quasigrupuri a fost initiatd in [16], unde se demonstreaza
ca grupurile izotope m-quasigrupurilor de tipul T, sunt metabeliene. Un rezultat similar este
obtinut in [11, 34] pentru rr-quasigrupurile de tipurile Ty si Tg, unde este formulata problema
caracterizarii quasigrupurilor cu identitati minimale si a grupurilor izotope lor.

In Capitolul 2 sunt cercetate citeva aspecte referitoare la m-quasigrupuri si la identitatile
care le definesc: invarianta identitatii minimale de tipul T; la izotopia quasigrupurilor si,
respectiv, a buclelor; conditii necesare si suficiente ca un r-quasigrup de tipul T; si/sau T, sa fie
izotop unui grup (grup abelian); holomorful m-quasigrupurilor s.a.

In baza cercetarilor efectuate in Capitolul 2 si a rezultatelor obtinute putem formula
urmatoarele concluzii:

1. Au fost deduse proprietati generale ale m-quasigrupurilor de tipul T; si T,, conditii
necesare si suficiente ca un m-quasigrup de tipul Ty, respectiv T,, sa fie izotop unui grup (grup
abelian), caracterizari ale universalitatii identitatilor minimale de tipurile T; si T,, ale ordinului
m-quasigrupurilor finite de tipul T; si ale grupului substitutiilor interne in m-quasigrupurile finite
de tipul T [2, 3, 67, 69, 126-129].

2. Se demonstreaza ca grupul multiplicativ la stanga (la dreapta) al unui m-quasigrup de
tipul T; este izomorf cu un subgrup normal al grupului multiplicativ la stanga (la dreapta) al
holomorfului sau [70]; sunt date conditii necesare si suficiente ca holomorful unui -quasigrup
sa fie m-quasigrup de acelasi tip [69, 126, 128].

3. Este obtinuta o estimare a ordinului n-quasigrupurilor autoortogonale: se demonstreaza
ca, pentru orice n,q =3, q # 2(2p + 1),p = 1, existd quasigrupuri n-are autoortogonale de
ordinul g [64].

In acest capitol este realizat obiectivul, care se referd la studiul quasigrupurilor binare
parastrofic-ortogonale si autoortogonale.

Rezultatele expuse in Capitolul 2 au fost publicate in [2, 3, 64, 67, 69, 70, 127-129].
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3. PARATOPIILE SISTEMELOR ORTOGONALE DE QUASIGRUPURI

Teoria patratelor latine ortogonale reprezintd una din directiile de cercetare in
combinatorica. Patratul latin este echivalentul combinatoric al quasigrupului finit, astfel teoria
quasigrupurilor poate fi utilizata cu succes la studiul sistemelor ortogonale de quasigrupuri
(patrate latine). Este cunoscuta relatia dintre k-retelele algebrice si sistemele ortogonale de
quasigrupuri: fiecdrei k-retele i corespunde un sistem ortogonal de operatii binare si, reciproc,
orice sistem ortogonal de operatii binare determina o k-retea [7]. Diferite transformari ale k-
retelei (ale liniilor sau punctelor) modifica sistemul ortogonal de operatii care o coordonatizeaza,
pastrand ortogonalitatea sistemului. Astfel, apare problema descrierii transformarilor sistemelor
ortogonale care pastreaza ortogonalitatea lor, in particular, a transformarilor care lasa invariante
sistemele ortogonale (numite paratopii). In lucrarea [13] V. Belousov studiazi sistemele
ortogonale conjugate si cele parastrofice, arata ca orice sistem ortogonal de operatii este conjugat
unui sistem ortogonal de quasigrupuri. In aceeasi lucrare Belousov descrie toate sistemele
ortogonale de forma X' = {A, B, E, F}, unde A si B sunt quasigrupuri binare definite pe o multime
nevida Q, iar F si E sunt selectorii binari pe Q care admit cel putin o paratopie netriviala. In caz
binar, existenta paratopiilor implicd si ortogonalitatea unor parastrofi ai quasigrupurilor
sistemului 2. In acest capitol sunt descrise sistemele ortogonale din trei quasigrupuri ternare si
selectorii ternari care admit cel putin o paratopie netriviala, toate paratopiile unor astfel de
sisteme, si sunt obtinute identitdtile pe care le implica existenta paratopiilor. Unele sisteme de

acest tip contin quasigrupuri ternare autoortogonale sau cu retracti autoortogonali.

3.1. Paratopiile sistemelor ortogonale de quasigrupuri ternare

Fie A4, A,, A trei quasigrupuri ternare definite pe o multime nevida Q si fie Ey, E;, E3
selectorii ternari: E;(x1,x5,%X3) = x;,VXxq,X2,X3 € Q,0 = 1,3. Considerdim sistemul ortogonal
Y ={A;,A,, A3, E{, E; E3} si notam multimea {A,6,A4,60,A4560,E,6,E,0,E;0} cu X6. Fie
0:Q3% - Q3, 6 = (B4, B;, B3), o functie, unde By, B, B; sunt operatii ternare pe Q si 6(x3) =
(B1(x3), By(x3), Bp(x3)) pentru orice (x3) € Q3. Daca 6 este paratopie a lui Z, atunci X =
20 = {A,0,A,0,A0,E,0,E,0,Es0} = {A,0, 4,0, A;0, B, By, B3}, deci {B,, B,, Bs} C %, adica
toate paratopiile sistemului £ sunt triplete de operatii din £. Vom studia conditiile necesare si
suficiente pentru ca un triplet de operatii din £ sa defineasca o paratopie a lui X. Deoarece
selectorii ternari E;, E,, E5 sunt fixati, consideram consecutivitatile care contin toate distributiile

posibile ale selectorilor ternari in pozitiile lor. Vom demonstra, analog cazului binar, ca un triplet
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de operatii din X defineste o paratopie a lui £ dacd si numai daca doud operatii de quasigrup din
¥ pot fi exprimate prin a treia operatie (folosind parastrofia si/sau superpozitia) si, in majoritatea
cazurilor, quasigrupul corespunzator verificd o identitate. Mai mult, unele identitdti obtinute

implica autoortogonalitatea quasigrupului ternar respectiv sau al unui retract al sau.

3.1.1. Paratopiile definite de trei quasigrupuri

In acest paragraf sunt descrise sistemele ortogonale de quasigrupuri ternare si selectorii ternari
care admit cel putin o paratopie, componentele careia sunt trei quasigrupuri ternare. Exista un
caz posibil pentru ca un triplet cu trei quasigrupuri ternare sa fie paratopie a acestui sistem.
Teorema 3.1. Tripletul de quasigripuri ternare (4;, A,, A3), definite pe o multime nevida Q, este
paratopie a sistemului ortogonal ' = {44, 4,, A3, E1, E,, E3} daca si numai daca are loc una din
urmatoarele conditii:
I A, =132 A A, =(23) 4. 5 A, (A, (3D 4,029 A)) = E,;
Il. 4, =(132) Ay, Az =(123) Ay i A1(A1»(132) A1:(123) Ay) = E3;
HI. A, =O2 4,, A3 =™ A,(DA,, Ay, Ey) si A; =12 Ag;
IV. A, =% A3, Ay =" A3(E,,*¥ A3, A3) si Ay =43 Ay;
V. Ay =09 Ay, Ay =" A1 (Ay, E3, 0D Ay) 5i Ay =09 Ay;
VI. A3 =" Ay (A1, Az, Ey) =" Ay (A1, Ay, E).
Demonstratie. Fie 6 = (A4, A4,, A3) 0 paratopie a sistemului X. Folosind E 60 = A1, E,0 = A, si
E;0 = A;, obtinem X6 ={A,0,4,0,A30,A;,4,,A3}, prin urmare {A;60,4,60,A560}=
{E1, E,, E3}, adica sunt sase cazuri posibile.

1. Dacdi A0 =E,, A0 = E5,A;0 = E;, atunci 62 = (E,, E3, E;), 03 = (4, 45,4,),
0* = (E3,E\, Ey), 6° = (43,4,,4,), 0°=¢. Din A0 =E, rezulti A;0*=A4;, adici
A,(E3,E1, E;) = Ag, prin urmare A; =(123) A,. De asemenea 4,0 = E, implicd 4,02 = A, si
A (Ey, E3 Ey) = A,, deci A, =132 A;. Utilizand egalititile A; =23 A4; si 4, =(132) 4,
obtinute mai sus, in A;0 = E,, obtinem A;(4;,3? 4,123 4,) = E,, deci conditia I. se
verifica.

Reciproc, fie ca au loc egalitatile I., atunci utilizand primele doua egalitati in a treia,
obtinem A;0 = E,, prin urmare A;(4,(x3}),Ay(x3),A5(x3)) = E,(x3), Vxq,x,,x5 € Q, care
implica 1324, (A5(x3), 4;(x3), 4,(x3)) = E,(x3). Deci, tinand cont de primele egalititi din I,
obtinem A, (23 A, (x3),(123) 4, (x3),423 A5 (x3)) = E,(x3), prin urmare

Az (Aq(x3, %1, %3), Ax (X3, X1, X3), A3 (X3, X1, X2)) = E3(x3, X1, X7),
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adici A,0 = E;. Din A,0 = E, rezultdi A;(A;(x3),A,(x3),A3(x3)) = E;(x3), care implici
AZD A1 (A (x3), A5 (x3), A (x3)) = E5(x3). Aplicand A, =132 4;, A; =123 A, in ultima
egalitate, obtinem A3 (324, (x3),132 4, (x3),32 4, (x3)) = E,(x3), prin  urmare,
Vxy, %2, %3 € Q, A3 (A1 (x2, X3, %1), Az (2, X3, X1), A3 (X2, X3, %1)) = E1 (x5, X3, %), adica
A0 = E,.

2. Fie A0 =E; A0 =E;,As0 = E,, atunci 02 = (Es, Eq, E;), 63 = (43,44, 4,),
0* = (E,, E3,E;), 6°=(4,434,), 0°=¢c. Din A0 =E; rezulti A,;0? = A;, adicd
A;(Es, E1, E;) = Ag, deci A3 =(123) A,. De asemenea, A,0 = E; implici A4,0* = A,, adica
A (Ey E5, Ey) = A,, prin urmare A, =132 A, Folosind A4, =(132) 4, si A3 =123 4, in
A0 = E5, obtinem A, (4,32 4,,(423 4,) = E;.

Reciproc, fie cd au loc egalitatile Il., atunci utilizdind primele doud egalitati in a treia,
obtinem A,0 = E;. Egalitatea 4,0 = E; implicd A;(4;(x3), A,(x3), 43(x3)) = E3(x3), care
este echivalentd cu (123 A, (4, (x3), A5 (x3), 41 (x3)) = E3(x3). Folosind A3 =(12%) A4, in ultima
egalitate, obtinem A3 (3324, (x3),32 4, (x3),(132) A5 (x3)) = E5(x3), prin urmare

A3 (A1 (x2, X3, %1), Az (X2, X3, %1), A3 (X2, X3, X1)) = E5(x3, X3,%1),
Vx,, X5, X3 € Q, adicd 430 = E,. De asemenea, 4,0 = E; implicd A;(4;(x3), A, (x3), A3(x3))
= E5(x3), de unde rezulta (32 A; (A3(xd), 4;(x3), A,(x3)) = E,(x3). Folosind A, =132 4,
in ultima egalitate, obtinem A, (1?3 A, (x3),123) A4, (x3),423 A5 (x3)) = E5(x3), prin urmare
Ay (A1 (x3, X1, x2), Ax (X3, X1, X2), A3 (X3, X1, X2)) = E1(X3, %1, X2), VX1, X2, X3 € Q,
adica A,0 = E;.

3.Fie A;0 = E,, A,0 = E;, A30 = Es, atunci 602 = (E,, E;, E3), 63 = (45,41, 45), 0% = ¢.
Din 4,60 = E; rezultd A,0% = A, adici A,(E,, E1, E3) = A,, deci A; =2 A,. De asemenea,
A0 = E; si A; =12 A, implicid A3 =™ A,((*PA,, Ay, E). Din 4,0 = E; rezulti A;60% = A,
adicd A3 (E,, E;, E3) = Ag, prinurmare A; =(2) A,

Reciproc, fie cia au loc egalitatile Ill., atunci utilizind A; =0? 4, in
A3 =72 Ay (1P Ay, Ag, Ey), avem A 0 = Ey, deci Ap(A;(x7), A2(x1), A5(xD)) = E1(x), si
A2 A, (A5 (x3), A1 (x3), A3 (x3)) = E;(x3). Aplicand A; =12 A, in ultima egalitate, obtinem

A (DA, (g, %1, %3), 1P Ay (53, X1, X3),0D A3 (3, %1, %3)) = Eo (X, X1, X3),
prin urmare, tinand cont de 4; =2 4, si A; =12 A;, avem
A1 (A1 (xz, X1, x3), Aa (X2, X1, X3), A3 (X2, X1, X3)) = E5(X2, X1, X3),
Vx1,%,,%x3 € Q, adica A;0 = E,. De asemenea, din A,0 = E; rezulta A,(A,6,A,0,A50) = A4,
deci  A,(E, Ei,A30) = A;. Utilizand A, =0 4, 1in ultima egalitate, obtinem
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(A2) A, (E,, E1, A30) = A4, prin urmare A, (Ey, E,, A30) = A,, care implica 430 = Ej.

4. Fie A10 = E;,A,0 = E3, A30 = E,, atunci 62 = (E,, Es, E,), 63 = (44, 43, 4,), 6%
Din 430 = E, rezulti A;0% = A,, de unde obtinem As(E;, E3, E,) = A,, deci A, =23 4;. De
asemenea, A;0 = E, si A, =33 A3 implica A; =™t A3(E,, 33 A3, A3). Din 4,0 = E; rezulti
A,0% = A, adica A, (E,, E3, E;) = Ay, deci A; =33 4.

Reciproc, fie ca au loc egalitatile 1V., atunci utilizand prima egalitate in a doua, avem
As0 = E,. Egalitatea A30 = E, implicd A3(A;(x3), A,(x3), A3(x3)) = E,(x3), prin urmare,
CHA(A1(x3), A3(x3), A, (x3)) = E,(x3). Folosind 4, =23 A5 in ultima egalitate, obtinem
Ay (PP A, (xq, x3,%2),%3) A3(xq, X3, %5),F A, (x4, X3, %5)) = E3(x4, X3, X,), prin urmare, tinand
cont de 4, =3 A5 si A; =3 A, avem A,(A;(x1, X3, %), Ay (X1, X3,%5), A3 (X1, X3, %3)) =
E3(xq,x3,%3), VX1,X3,x3 €Q, deci A,0 =E;. De asemenea, din A;60 =E, rezulta
A3(A16,A4,60,A50) = A,, deci A3(A,6,E;3,E,) = A;. Aplicand A, =23 A; in ultima egalitate,
obtinem 3 A,(4,6,E5, E;) = Ay, prin urmare A, (4,0, E,, E3) = A,, care implicd 4,0 = E;.

5. Fie A;0 = E3, A,0 = E,, A30 = E;, atunci 62 = (Es, Ey, E;), 63 = (43, 4,,4,), 6%
Din 4,6 = E; rezultd A,0% = A;, adica A;(Es, E,, E;) = A3, deci A; =(*3) A;. De asemenea,
A0 = E5 si A; =13 A, implicd A, =2 A; (A1, E3,(® A4;). Din A,0 = E, rezultia 4,62 = A,,
adica A, (E3, E,, E1) = A,, deci 4, =(13) A,

Reciproc, fie ca au loc egalitatile V., atunci utilizand prima egalitate in a doua, avem
A,6 = E3, adica A;(A;(x7), A2(x3), A3 (%)) = E3(x7), deci (A, (A5(xP), Az (x7), A1 (x1))
= E5(x3). Folosind A; =(*3) A, in ultima egalitate, obtinem

Az (A3 (03, 2, %1), M) A5 (23,25, 1), Ay (23, %5, %1)) = E1 (%3, %5, %1),
Vxy, X5, X3 € Q, prin urmare, tinand cont de A, =13 4, si A; =13 4;, avem
A3(Aq(x3, %2, %1), Az (X3, X2, X1), A3 (X3, X2, X1)) = E1(X3, %2, X1),

adica A30 = E;. De asemenea, din A0 = E; rezulta A,(A60,4,0,A4360) = A3, prin urmare
A;(E3, A,0,E;) = Az. Aplicand A; =3) A, in ultima egalitate, obtinem (3 A5 (E;, 4,6,E;) =
As, prinurmare A5 (E;, A,0, E3) = A;, care implica A,0 = E,.

6. Fie A,0 =E;,A,0 =E, A;0 =E;, atunci 6?=¢. Din A0 =E; rezulti
A; =™ A1(A4, A, Ey), lardin A,0 = E, rezulta Az ="3 A,(44, 45, Ey).

Reciproc, fie ca au loc egalitatile V1., atunci din A; ="3 A,(44, A,, E;) obtinem A,60 = E;
si A; =" A,(Ay, A, E;) implica A,0 = E,. Egalitatea A; =™ A,(Ay, A, E;) implica
A30 =™ A, (Ey, E,, Ay), deci A36 = Es. O
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Corolarul 3.1. Exista exact 6 sisteme ortogonale din trei quasigrupuri ternare si trei selectori

ternari care admit cel putin o paratopie, componentele cdreia sunt trei quasigrupuri ternare.

Observatia 3.1. T. Evans a demonstrat in [78] ca daca un quasigrup ternar (Q,A) verifica
identitatea A(4,(*3%) 4,123) 4) = E;, pentru i € {1,2,3}, atunci sistemul de parastrofi principali
{A,(132) 4,(123) A} este ortogonal, deci (Q,A) este autoortogonal, cu tipul de autoortogonalitate

(g,(132), (123)), unde ¢ este unitatea grupului simetric S,.

3.1.2. Paratopiile definite de doua quasigrupuri si un selector

In acest paragraf sunt descrise sistemele ortogonale de quasigrupuri ternare si selectorii ternari
care admit cel putin o paratopie, componentele cédreia sunt doud quasigrupuri ternare si un
selector ternar. Existd 9 cazuri posibile pentru ca un triplet cu doud quasigrupuri ternare si un
selector ternar sa fie paratopie a acestui sistem, deoarece fiecare din cei trei selectori ternari
poate ocupa una din oricare cele trei pozitii ale tripletului.
Lema 3.1. Tripletul (E;, A4, A,) este paratopie a sistemului ¥ = {A;, A,, A3, E;, E5, E3} daca si
numai daca are loc una din urmatoarele conditii:
l. A, =3 Ay, A3(E1;A1:(23) Ay) = Az si A1(E1'A1:(23) Ap) = E3;
Il. A, =™ A1(Ey, Ay, E), As(Ey, AL™ Ai(Ey, Ay Ep)) = As;
. Ay ="2 A,(Ey, s, Ap), A3 =" Ay(Ey, Ay, E3) si
Ay (Ey, E3™ Ay (B, Eo, Ay)) =™ Ay(Ey, Az, E3);
IV. Ay ="3 Ay (E1, Ay, E3), Az =2 A1(Ey, By, Ay) si
A1(E,™ Ay (B, Ay, Es), Ep) =2 Ay (Ey, B3, Ay).
Demonstratie. Fie upla (E;,A;,A;) 0 paratopie a sistemului X. Folosind E;6 = E;,E,0 =
A, E30 = A,, obtinem X =2%X60={A4,0,4,0,A450,A,,A,,E;}, adicda {A,6,A4,0,A30}=
(E, Es, As).
1. Dacd A0 = E3,A,0 = E,,A30 = A5, atunci 62 = (E, E3, E,), 03 = (E;, A, Ay,
0% = £. Din A,0 = E5 rezulta A;0% = A,, deci A, =33 A;. Aplicand A, =?3 A, in 436 =
As, obtinem A3 (E;, A;,®3 A;) = A;. Din 4,0 = E3 si A, =@3) A, rezultd A;(E1, A,%P 4;) =
E;.
Reciproc, fie cd au loc egalitatile 1., atunci primele doua egalitati implica
A;(Ey, Ay, Ay) = E, (3.1)
deci 4,60 = E;. Din A, =®3) A, rezulta
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E, =" Ay(Ey, E3, Ay). (3.2)

Egalitatea (3.1) implica A, =™ A;(E;, A4, E3), prin urmare A,6 =" A;(E;, E3, A,). Aplicand

(3.2) in ultima egalitate, obtinem A,0 = E,. Din 4, =?3 A;si A3(E;, A;,%® A)) = A; rezulta

A0 = As.

2. Dacd A0 = E; A,0 = A;,A;0 = E,, atunci 0% = (Ey,E3, A3), 03 = (E1, A Ey),

* = (Ey, A3, A7), 0° = €. Din A,0 = E5 rezultd A, =™ A,(Ey, A,, E5). De asemenea, A,0 =

E; implicd A,0* = E,, adica A,(E;,As,A;) = E,, deci A; =™ A,(E,E,, A;). Analog, din

A0 = E5 rezultd A,03 = A;, adica A,(E, A E;) = A;. Folosind A, =™ A;(E;, Ay, E3) si
A; ="2 A;(Ey, E,, Ay) in ultima egalitate, obtinem

Ay (Ey)™ Ay (Eq, Ay, E3), E3) =2 Ay (B, Eo, Ay)

Reciproc, fie ca au loc egalitatile 1., atunci A, =™ A, (E;, A4, E3) implica A;0 = E5. Din
A; =2 A (Eq, E,, Ay) rezulta A;60 =™ A,(E,, Ay, E3), deci A360 = E,. Utilizand primele doua
egalitati din Il. in cea de-a treia, obtinem A,(E;, Ay E;) = Az, prin  urmare
A, ="2 A (E{, A3, Ey), = A,0 =™ A{(E1,E,, Ay). Aplicand Az =™2 A;(Ey, E;, A1) in ultima
egalitate, obtinem 4,0 = A,.

3. Daci A0 = A3,A,0 = E,,A30 = E;, atunci 6% = (E;, A3, E,), 63 = (Eq, E5,A;),

= (E1, Ay, A3), 6° = ¢&. Din A,0 = E, rezulti A; =2 A,(E, E,, A,). De asemenea, 4,0 =
E, implicid A,0* = E5, adicd A,(E;, A,,A3) = E;, deci A3 =™ A,(E,, Ay, E3). Analog, 4,0 =
E, implici A,0% = A;, adicd A,(E;, E3 A)) = A;. Folosind A; =™ A,(E;, E,, Ay)  si
A; =™ A,(E;, A,, E3) in ultima egalitate, obtinem
Ay(Ey, B3, Ay (B, By, Ay)) =™ Ay(Ey, Ay, E3).

Reciproc, fie ca au loc egalitatile Ill., atunci A; =™2 A,(Ey, E;, A,) implica A,0 = E, si
din A; =™ A,(E,, Ay, E3) rezultd Az0 ="3 A,(E;, E,, Ay), deci A30 = E5. Utilizand primele
doua egalitati din Ill. in cea de-a treia, obtinem A,(E;, E3 A;) = A3, prin urmare
A, =™ A,(E,, E3, A3), care implica A6 =" A,(E,, Ay, E3). Aplicand Az =3 A,(Ey, Ay, E3) In
ultima egalitate, obtinem 4,6 = Aj.

4. Dacd A0 =E, A0 = E;,A;0 = A5, atunci 62 =¢. Din A0 = E, rezultd
A, =™ A,(E;, Ay, E,). Aplicand ultima egalitate in A360 = Az, obtinem

Az(Eqy, A1, A1(E1, Ay Ep)) = As.

Reciproc, fie ca au loc egalitatile IV., atunci din A, ="3 A,(E;, A1, E,) rezulta 4,0 = E, si
A,0 = ™A,(E, E, Ay), deci A,0 = E5. Utilizand prima egalitate din IV. in cea de-a doua,
obtinem A0 = A;.

5. Dacd A0 = A3, A,0 = E3, A30 = E,, atunci 02 = (Ey, A3, E3), 03 = (E1, E;, Ay). Din
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A0 = E, rezulti A3;03 = A;, adicad A3(Eq, E, Ay) = A3(Ey, E,, E3), prin urmare A, = Ej,
contradictie, fiindca A, este operatie de quasigrup.

6. Dacd A0 = E,, A,0 = A;, A30 = E5, atunci 6% = (Ey, E,, A3). Din A;0 = E, rezultd
A10% = A4, adicd A, (Eq, E,, A3) = A (Ey, E, E3), deci A; = E5, contradictie, deoarece A5 este

operatie de quasigrup. i

Corolarul 3.2. Daca un quasigrup ternar (Q, A) verifica identitatea
A(E (D), A(x?), BV A(x})) = E3(x1), (3.3)
atunci, pentru Va € Q, 1-retractul B(x,y) = A(a, x, y) este autoortogonal.
Demonstratie. Fie (Q,A) un quasigrup ternar care verificd identitatea (3.3). Substituind x, ~
X3, X3 P X, in (3.3), obtinem:
A(Ey (X1, X3, X%2), A(x1, %3, X%3),%%) A1, %3, %3)) = E3(xq, %3, X3),

care implica A(E;(x3),%3 A(x3),A(x3)) = E,(x3), deci

CHAE (D), A(x?), D A(x])) = Eo(x1). (34)
Luand x; = a, unde a € Q, in (3.3) si (3.4), si utilizand 1-retractul B(x,y) = A(a, x,y), obtinem
egalititile B(B,"® B) =E si (*»B(B,*2 B) = F, prin urmare B 1L(*? B, deci (Q,B) este

autoortogonal. o

Lema 3.2. Tripletul (44, E;, A,) este paratopie a sistemului ¥ = {A;, A,, A3, E;, E5, E3} daca si
numai daca are loc una din urmatoarele conditii:
l. Ay =™ A;(A1,Eq, Ep), A3 =™ A (Ey, AL Ey);
. Ay =™ A3(E5, A3, Ez), Ay =™ A3(As,E3,Ep) si
A3 (™2 A3(E3, A3, Ep), E1,* A3 (A3, E3, Ep)) = As;
. A, =™3 A1(Aq,Ey, E3), A5 =2 Ay (E3, Eq, Aq) si
A ("2 A (Ez Eq, A1), A1 (A, B ES), Eq) = Ey;
IV. Ay =™ A, (A, E3,3 Ay(Ey, Ap, E3)), Az =™ Ay(E3, Ay, E3) si
Ay (M3 A5(Ag, E3™ Ay (Ey, Ay, E3)), B, Ay) = Ey;
V. A; =™ Ay(E3,Eq, Ay), Az =2 Ay(Ey, E3, Ap) si
Ay (M Ay(Ey, E3, A),™ Ay (B3, Ey, Ap), E3) = A,
Demonstratie. Fie upla (44, E;, A,) 0 paratopie a sistemului X. Deoarece E;0 = A,,E,0 = Ej,
E39 = Az, Obginemz = ZB = {Ale,Azg,A30,A1, ElﬂAZ}l adiCé {A19,A29,A39} = {Ez, E3,A3}.
1. Daci A,0 = E,, A,0 = A3,A3;0 = E;, atunci 6% = (E,, A, 43),03 = . Egalitatea
A0 = E,, adica A;(A;,E;,Ay) =E,, implica A, =™ A;(44,E,,E;). De asemenea, din
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A,0 = E,, obtinem A,0? = E;, adicd A, (E,, A, A3) = E;, deci A; =™3 A,(E,, Ay, Ey).

Reciproc, fie ca sunt adevarate egaliatatile I., atunci A, =" A;(4,,E;, E;) implica
Ai(A4,Ei,Ay) = E,, prin urmare A0 = E,. De asemenea, din A, =" A;(4;, E;, E;) rezulta
A,0 =™ A (E,, Ay, E;) deci, folosind A; =™3 A (E,,A;,E;) in ultima egalitate, obtinem
A,6 = A;. Din a doua egalitate din I. rezulta A;60 =™3 A, (E;, E5, A7), prin urmare A;60 = E;.

2. Dacd A0 = Es, 4,0 = E,, A30 = As, atunci 62 = (Es, Ay, E,), 63 = (4,, Es, E;). Din
A30 = A; rtezultd A302 = As, adicd A;(Es, Ay E;) = As, deci Ay ="2 A3(Es, As, E,). De
asemenea, din A0 = A; rezulti A;03 = A3, prin urmare A, =™ A;(A3, E3, E;). Aplicand
Ay =2 A3(E3, A3, Ep) si Ay =1 A3(As, E5 E;).1In A30 = Aj, obtinem

A3 ("2 A3(E3, A3, Ey), By, A3 (43, B3, Ey)) = 4s.

Reciproc, fie ca au loc egalitatile Il., atunci aplicand primele doud egalitati in a treia

obtinem
A3(Ay, Eq, Ay) = As, (3.5)
adlCé. A39 = A3. Dln A1 =2 A3(E3, A3, Ez) rezulta A3(A2, E3, El) = A3, dECi
E5 ="2 A3(Ay, A3, Ey). (3.6)

Deoarece A; ="2 A;(E3, A3, E;) implica A0 =™2 A;(A,, A3, E;), aplicand (3.6) in ultima
egalitate obtinem A, 6 = E3. Din A; ="2 A;(E3, A, E,) rezulta Az (E5, A1, E,) = Az, deci

E, =" A3(E3, A1, A3). (3.7)
Din (3.5) rezultd A, =™ A3(A4, Eq1, A3), = A,0 =3 A5(E3, A, A3). Aplicand (3.7) in ultima
egalitate, obtinem A,0 = E,.

3. Daci A,0 = E;,A,0 = A3,A30 = E,, atunci 62 = (E3, Ay, 43), 63 = (4,,E3,E)),
0* = (A3,4,,E,), 6° = (E;, A3, Ay), 6% = ¢. Din 4,0 = E5 rezulti A, =™ A,(A,, E1, E5). De
asemenea, 4,0 = E; implicid A;0° = E30* = A;(E,, A3, A;) = E;, deci A; =2 A, (E,, E;, Ay).
Egalitatea 4,0 = E; implica A,0* = E;03, deci A;(43, 4, E,) =E,. Aplicand
A, =™ A (A1, E1, E3) si A3 =2 A (E,, Eq, A;) in ultima egalitate, obtinem

Ay ("2 A1 (Ey E1, A1),™ A1 (A4, By, E3), Eq) = Es.

Reciproc, fie ca sunt adevarate egalitatile Ill., atunci din A, =™ A;(4;, E;, E3) avem
A{(Ay, Ey, Ay) = Es, deci A,0 = E5. Din A3 =™ A, (Ey, Ey, Ay) rezultd As0 =2 A, (Ey, Ay, Es),
deci A;0 = E,. Aplicand primele doua egalitati din Ill. in a treia, obtinem A, (A3, 45, E;) = E;,
prin  urmare A, ="2 A;(As,E, E;), deci A,0 ="2A,(E, E;,A;), astfel, utilizand
A; ="2 A, (E,, E1, A;), obtinem A,0 = A;.

4. Daci A0 = As,A,0 = E5, A30 = E5, atunci 62 = (As, Ay, E,), 0% = (Es, A3 Ey)
0* = (A,,E3, Ay), 0% = (E Ay A3), 6% =¢. Din A,0 =E, rezultdi A,0° = E,0*, adici
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A,(Ey Ay, A3) = E5, deci A3 =™ A,(E,, A, E3). De asemenea, 4,0 = E, implici A,0* =
E,63, adica  A,(A,, E3 A;) = A3, deci Ay =T3 A,(A,,E5, A3) si, utilizand
Az =" Ay(E,, Ay E3), obtinem Ay =" A, (A, E3,™ Ay (E,, Ay, E3)).

Aplicand A; ="3 A,(E,, Ay, E3) si Ay =3 Ay(A,, E3™8 A,(E,, Ay, E3)) in egalitatea A,0 = E,
avem A, (" Az (A E3,™ Ay (B2, Az, E3)), By, Ay) = E.

Reciproc, fie ca au loc egalitatile IV., atunci utilizand a doua egalitate in cea de-a treia,
obtinem A,(A;,E;,A,) =E,, deci A,0=E,. Din A; =" A,(E, A, E3) rezulta
A;0 =3 A,(E,, E,, Ay) = E5. Aplicand prima egalitate din IV. in cea de-a doua, obtinem
Ay =3 A,(A,,E3, A3), deci A;0 ="3 A,(E,, A,, E3). Utilizand A; =" A,(E,, A,, E3) in ultima
egalitate, avem A,60 = A;.

5. Dacd A0 = A;,A,0 = E5,A;0 = E,, atunci 0% = (43,4, E3), 63 = (E, A3, Ay),
0* = ¢. Din egalitatea 4,0 = E; obtinem A; =™ A,(E;, E;,A,). De asemenea, din 4,0 = Ej
rezulti A,0% = E302, adicd A,(E,,As,A;) = E;, deci A; =™ A,(E,, E5,A;). Mai mult,
A,0 = E; implicd A,0% = A,, adicd A,(As, Ay, E3) = A,. Aplicand A; =™ A,(E3, E1, Ay) si
A; ="2 A,(E,, E3, Ay) in ultima egalitate avem A, ("2A,(E,, E3, A3),™ A, (E5, Eq, Ay), E3) = A,.

Reciproc, fie ca sunt adevarate egalitatile V., atunci din prima egalitate rezultd 4,6 = E5,
iar cea de-a doua implica A3;0 ="2 A,(E;, Ay, E3) = E,. Utilizand primele doua egalitati din V.
in a treia, obtinem A,(A43, A4, E3) = A,, de unde rezulta A; ="2 A,(A3, A,, E3), deci A0 =
"2A,(E,, E5, Ay). Utilizand A; =™2 A,(E,, E5, A,) in ultima egalitate, obtinem A;0 = As.

6. Dacd A0 = E,, A,0 = E3,A;0 = A, atunci 0% = (E,, A, E3), 03 = (E1,Ey Ay) si
A.03 = E,0?%, deci A,(Ey, E; Ay) = A, adica A,(Eq, E,, Ay) = A{(Ey, E,, E3), prin urmare

A, = Ej, contradictie, deoarece A, este operatie de quasigrup. i

Lema 3.3. Tripletul (4, A, E;) este paratopie a sistemului ¥ = {A;, A5, A3, Eq, E5, E3} daca si
numai daca are loc una din urmatoarele conditii:
l. Ay =™3 A3(Ey, E3,A3), Ay =™ A3(A3, Eq, Ey) si
A3 (M A3(Ey, E3, A3),™ A3(A3, E, Ey), Ey) = As;
. A, =2 A1(Ay,Ep, Eqp), A3 =2 Ay (E,™ A1(Aq, By Ep), Ay) si
A1(E3, A1, A1 (B2, A1 (A, By, Eq), Ay)) = Ey;
“I A2 =T2 Al(AlJ E3, E]_),A3 =T2 Al(E3, El'Al);
IV. A =™ A,(E,, Ay, Ep), A3 =™3 A,(E3, Ay Ey) si
Ay (M Ay (E3, Ay, Ey), Ep, ™ Ay (Ep, A, Ep)) = Ay
V. Ay =™ Ay(E3, Ay Ey), Az =™ Ay(E3, Ep, Ay) i
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Ay (A, Ay (E3, Ay, Ey), Ey) =2 Ay (E3, Ey, Ay).
Demonstratie. Fie upla (A4, A4,, E;) 0 paratopie a sistemului X. Deoarece E;0 = A, E,0 = A,,
E;60 = E;, obtinem £ = 260 = {A;0,A,0,A560,A,,A,,E } adica {4,0,A4,0,A50} = {E,, E3, A3}.

1. Daci A,0 = E,,A,0 = E;5,A;0 = A;, atunci 02 = (E,, E5,A;), 63 = (4,,E, Ey),
0* = (E3, A1, 4,), 6° = &. Din A30 = A5 rezulti A;0% = A, deci A3(E,, E5, A;) = As, de unde
obtinem A; =™ A;(E,, E3, A3). De asemenea, egalitatea A;0 = A5 implicd 4303 = A, adica
As(A,, Eq, E;) = Az, prin urmare A, =™ A;(A;, Eq, E,). Utilizand A, ="3 A3(E,, E3, A3) si
A, =™ A3(A3,Eq, E;) in A30 = A5 obtinem Az (™2 A3(E,, E, A3),™ A3(As, Eq, Ey), E1) = As.

Reciproc, fie ca sunt adevarate egalitatile I., atunci utilizand primele doua egalitati in a
treia, obtinem 430 = A;. Din A, =™t A3(A4s, Ey, E;) rezulta A3 (A,, E, E,) = Az, deci

"3A3(Az E1, A3) = Ey. (3.8)
Din A; =™ A3(E,, E5, A3) avem A;0 =™ A3(A,, E1, A3) si folosind (3.8) in ultima egalitate
obtinem A;60 = E,. De asemenea, din A; =™ A3(E,, E5, A3) rezultd A3 (E,, E5, A1) = Az, deci
"2A3(Ey, A3, Ay) = Es. (3.9)

Utilizand primele doud egalitati din |. in cea de-a treia, obtinem A;(A;,A,, E;) = A3, prin
urmare A, ="2 A3(A4, 43, E,), care implica 4,0 ="2 A5(E,, A3, Ay) si, folosind (3.9), obtinem
A,60 = E;.

2. Daci A0 = E,, A0 = A3,A30 = E5, atunci 0% = (E,, A3, Ay), 03 = (4,,E5,E,),
0* = (A3, E1, Ay), 6° = (E;5, A1, A3), 8% = €. Din 4,0 = E, rezultd A, =™2 A,(44,E,, E;). De
asemenea, A0 =E, implicd A;0%=A4,, adicd A,(E, A3, A;) =A4A,, prin urmare
A; ="2 A (E,, Ay, Aq). Aplicand A, =™2 A, (A4, E,, E;) in ultima egalitate obtinem

Az ="2 A,(Ey,™ A1 (A4, Ep, E), Ay).
Din A;0 = E,, de asemenea, obtinem A,;0° = E;, adicdi A,(E;,A;,A3) = E; si, aplicand
egalitatea A; =2 A, (E,,™2 A;(A4, E,, Eq), Ay), avem
A1(E3, Ay A1 (B3, A1 (A, B, Eq), Ay)) = By

Reciproc, fie ca au loc egalitatile Il., atunci din prima egalitate obtinem A;0 = E, si
A,0 =™2 A (E,, Ay, Ay). Utilizand primele doud egalitati din Il. in A,0 ="2 A;(E,, A3, A,),
obtinem A,0 = A;. Din ultimele doud egalitati din Il., avem A,(E3, Ay, A3) = E;, deci
Az =™ A (E5,A1,E1) = A30 =" A (Ey, E5, Aq), prinurmare Az0 = E;.

3. Daca A,0 = E;,A,0 = A3, A0 = E,, atunci 8% = (E3, A3, A,),0% = €. Din A,0 = E;4
rezulti A, =2 A;(A.,E3,E;). De asemenea, A,0 =FE; implici A4,0%=E;, adici
A(E3, A3, A;) = Eq, prinurmare A; =™2 A;(E3, Eq, Ay).

Reciproc, fie ca au loc egalitatile Ill., atunci prima egalitate implica A6 = E3 si
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A,0 ="2 A,(E3,Eq,A1). Utilizand A3 ="2 A;(E5, Eq, A1) In A,0 =2 A;(E5, E1, A1), obtinem
A,0 = A3. Din A3 =™ A;(E3, E1, Ay) rezultd A;0 =™2 A;(Ey, Ay, E3), deci A;60 = E,.

4. Dacd A0 = A3, A,0 = E,,A30 = E5, atunci 0% = (A3,E,, Ay), 63 = (E5, Ay, A3),
0* = £. Din A,0 = E, rezulti A; =™ A,(E,, A,, E;). De asemenea, 4,0 = E,,> A,03 = E,,>
A,(E3, Ay, A3) = E,, deci A3 =™ A,(E3 A, E,). Din A,0 = E,, avem A,0% = A,, adici
A,(A3, E; A1) = A, Aplicand A; =™t A,(E,, Ay, Ey) st Az =™ A,(E5, A5, E;) in ultima
egalitate obtinem A, (™2 A,(E3, Ay, Ey), E;,™ Ay (Ey, Ag, Ep)) = As.

Reciproc, fie ca sunt adevarate egalitatile IV., atunci din prima egalitate rezulta 4,6 = E,,
si a doua egalitate implica A30 ="3 A,(E4, E,, Ay), deci A;60 = E5. Utilizand primele doua
egalitati din IV. in cea de-a treia, obtinem A, (43, E;, A1) = A,, deci A; =3 A,(A3,E,, Ay), de
unde avem A,0 ="3 A,(E3, A, E,). Aplicand A; ="3 A,(E3, A,, E,) in ultima egalitate, avem
A0 = As.

5. Dacd A0 = A3,A,0 = E5,A30 = E,, atunci 6% = (43,E3,4,), 03 = (E, E1, Az),

* = (A4, A, E,), 6° = (E3, A3, 4,), 0° = &. Din 4,0 = E; rezultd A; =™ A,(E;, Ay, E;). De
asemenea, din  A,0 = E; obtinem A,0°=E,, adici A,(E; As A,) =E,, deci
A; =™2 A,(E;, E,, Ay). Egalitatea A,0 = E; mai implica si A,0* = A, adicd A,(4,,4,,E,) =
A;. Utilizand A; =™ A,(E;3, Ay, Ey) si A3 =2 A,(E3, E,, A,) In ultima egalitate, obtinem

Ay (A2, Ay (E3, Ay, Er), Ep) ="2 Ay (E3, E3, Ay).

Reciproc, fie ca sunt adevarate egalitatile V., atunci din prima egalitate rezulta A,0 = E5,
lar a doua egalitate implica Az0 ="2 A,(E;, A,, E3), deci A;60 = E,. Utilizand primele doua
egalitati din V. 1in cea de-a treia, obtinem A,(A, Ay, E;) = A3, prin  urmare
A, ="2 A,(A,, A3, E,), care implica A;0 ="2 A,(E3, E,, Ay). Aplicand Az ="2 A,(E3,E,, A;) In
ultima egalitate, obtinem 4,0 = Ajz.

6. Daci A0 = E;,A,0 = E,,A;0 = A5, atunci 0% = (E5, E,, Ay), 03 = (E1, Ay E3).
Egalitatea A3;0 = A; implicd A303 = A5, deci A3(Eq, A, E3) = A3(Ey Ey E3) = Ay, = Ey,

contradictie, deoarece A, este operatie de quasigrup. m

Lema 3.4. Tripletul (E,, A4, A,) este paratopie a sistemului ¥ = {A;, A,, A3, Eq, E5, E3} daca si
numai daca are loc una din urmatoarele conditii:
l. Ay =" A1(Ey, Ay, Ey), Az =" A1(Ay, Eq, Ey);
Il. A; =™ A3(As, E5 Ep), Ay =™2 A3(E5, A3 E5) si
A3(E,™ A3(A3, E3, E1),™2 A3(E3, A3, Ey)) = As;
. A, =™ A;(E;, A1, E3), A3 =™ A1(Ey, Eq, Ay) si
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A1 (" A1(Ep, Ay, E3),™ Ay (B2, Eq, Ar), Ep) = By

IV. Az ="3 A;(Az, Ey, E3), Ay =™ Az(E3, Ay, Ay(Az, By, E3)) 5i
Ay (Ey™ Ay(E3, Ay Ax(Ag By, E3)), Ay) = Ey;

V. Ay =72 Ay(Ey, E3, Ay), Az ="t Ay(Es, By, Ay) si

A (" Ay(Ey E3, A),™ Ay (B3, By, Az), E3) = Ay,

Demonstratie. Fie upla (E,, A1, A,) 0 paratopie a sistemului X. Deoarece E;0 = E,, E,0 =
A Es0 = A,, obtinem I =30 =1{A,0,4,0,4:0,A,,A,E,}, adici {A0,A4,0,A;0}=
{E1, E3, A3}

1. Dacd A,0 = E;, A,0 = A3, A,0 = E,, atunci 62 = (4, Ey, A3), 63 = ¢. Din 4,0 = E,
rezulti A, =" A;(E,, A, E;). De asemenea, A,0 =E, implicdi A,;0?=E,, adici
A (Ay, Ey, As) = E,, deci A3 =™ A, (A, Eq, E,).

Reciproc, admitem ca sunt adevarate egalitatile |. , atunci din prima egalitate rezulta
A0 = E; si A,0 =™ A (A,,E1, E,), deci utilizand A; =™ A,(A,,E1, E;) in ultima egalitate,
obtinem A,0 = Az. Din A; =™ A,(A,,E1, E,) rezulta A0 =" A,(E,, E5, A1), prin urmare
440 = E,.

2. Daci A0 = Es 4,0 = E;, As0 = As, atunci 02 = (Ay, E5 Ey), 03 = (Es) Ay Ey),

* = (A,,E, Ay, 0° = €. Deoarece A30 = A3, = A360% = A3, = A3(A4, E3, E;) = A3, obtinem
Ay =™ A;(As, E3, E;). De asemenea, A;0 = A; implicd A;03 = A, adicd A3 (E5, Ay, E,) = As,
prin urmare A, ="2 A;(E3, A3, E;). Utilizand A; =™ A3(A3,E3, E;) si A, ="2 A3(E;5, A3z, E;) in
A30 = Az, avem A3(E,, ™ A3(As, E3, E1),™ A3(E3, A3, Ey)) = A3

Reciproc, fie ca sunt adevarate egalitatile Il., atunci, primele doud egalitati in ultima,
obtinem
A3(E3, Ay, Az) = A3, (3.10)
deci A;6 = A;. Din A, =™2 A5(E3, A, E;) rezulta A3 (E3, Ay, E;) = Ag, adica
E; =™ A3(A3, A, E,). (3.11)

Din A; =™ A3(A3, E3, Ep) rezulta A;0 =™t A3(As, Ay, E5). Utilizand (3.11) in ultima egalitate
obtinem A,6 = E3. Din A; =™ A3(A;, E5, E;) obtinem A3(A4, E5, E;) = Az, prin urmare
E, =" A3(44,E3, A3). (3.12)
Egalitatea (3.10) implica A, ="3 A3(E;, A1, A3) = A,0 =3 A3(A4, E5, Az). Aplicand (3.12) in
ultima egalitate, obtinem 4,0 = E;.
3. Daci A0 = E; A,0 = A;,A;0 = E;, atunci 02 = (4,,E;3,43), 03 = (E;5, Ay Ey),
* = (A,,A3,E), 85 = (A3,E, Ay), 0% = . Din A0 = E; rezulti A, =™ A;(E,, Ay, E3). De

asemenea, A,0 =E; implici A,0° =E,, adici A,(43E;, A;) =E,, prin urmare
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A; =™ A, (E,, Eq, A;). Mai mult, din A;0 = E; obtinem A,0* = E,, adici A;(4,,43,E,) = E;.
Folosind A, =3 A, (E;, Ay, E3) si Az =™ A;(E,, E1, A;)in ultima egalitate, obtinem
A1 (AL (Ey Ay E3),™ Ay (Ey By, Ar), Er) = Ey.

Reciproc, admitem ca au loc egalitatile I11., atunci din prima egalitate rezulta A, 6 = Es, iar
a doua implica A30 ="t A;(A4, E,, E3), deci A30 = E;. Utilizand primele doud egalitati din I11.
in cea de-a treia, obtinem A;(A,, A3 E,;) = E;, care implica A, =™ A,(E;, A3, E;), deci
A,0 =™ A (E5, Eq, A1). Aplicand A3z =™ A, (E,, E4, A7) 1n ultima egalitate, obtinem A,0 = A;.

4. Daca A0 = A3,A,0 = E;,A;0 = E5, atunci 62 = (A,43,E,), 63 = (43,E5,E5),

* = (E3; Ay, A)), 0°=(4,E,A3), 8%°=¢. Din A,0 =E; rezultd A,0° = E;, adici
A,(A,, E;, A3) = E5, deci A; =™ A,(A,, E;, E3). De asemenea, 4,0 = E; implicd A4,0* = As,
adica A,(E5, Ay, A;) = As, prin urmare A; =" A,(E3, Ay, A3). Aplicand A3 =™ A,(A,, E;1, E3)
in ultima egalitate obtinem A; ="3 A,(E3, A,,™ A,(A,, Eq, E3)), care fiind utilizata in 4,60 = E;,
ne da A, (Ep,™ Ay(E3, Ay,™ Az (A E1, E3)), Az) = Ei.

Reciproc, fie ca au loc egalitatile IV., atunci utilizand a doua egalitate in a treia, obtinem
A,0 = E,. Prima egalitate din IV. implica A;60 =™ A,(E;,E,, A;), deci A0 = E;. De
asemenea, utilizand prima egalitate din IV. in a doua, obtinem A; =™ A,(E;, A, A3), care
implicd A0 =™ A,(A4,,E;, E3). Aplicand A; =™ A,(A,, E4, E3) in ultima egalitate, obtinem
A0 = As.

5. Dacd A0 = A;,A,0 = E5,A;0 = E;, atunci 02 = (A;,45,E5), 03 = (43,E1,A),
0* = £. Din A,0 = E; rezulti A, =™2 A,(E,, E3, A;). De asemenea, 4,60 = E; implici 4,03 =
E;, deci A,(As Ei,Ay) = E5, prin urmare A; ="t A,(E3, E{,A;). Din A,0 = E; rezulta
A,0% = A,, adicd Ay(A;, A3 E3) =A,, care, utilizand A, =72 A,(E,, E5,A;)  si
Az =1 A, (E3, Eq, Ap), 1aforma A, (M2 Ay (Ey, E3, A2),™ Az (B3, Ep, A), E3) = A,

Reciproc, fie ca au loc egalitatile V., atunci din prima egalitate rezulta 4,6 = E5, iar din a
doua obtinem A30 ="t A,(A,, E,, E3), deci A;6 = E;. Utilizand primele doua egalitati din V. in
cea de-a treia, obtinem A,(A44, A3, E3) = A,, prin urmare A; =™ A,(A,, A3, E3), care implica
A0 =™ A,(E3,Eq, Ay) si, aplicand Az =™t A,(E5, Eq, A,) in ultima egalitate, obtinem 4,0 =
As.

6. Dacd A0 = E;,A,0 = E5,A;0 = As, atunci 8% = (4,,E1, E3), 03 = (E1, E,, A,). Din
A0 = E; rezulta A,0% = E,0?, deci A,(Ey, Ey Ay) = A;(Ey, E,, E3), prin urmare A, = Ej,

contradictie, deoarece A, este operatie de quasigrup. i

Lema 3.5. Tripletul (44, E;, A,) este paratopie a sistemului ¥ = {Ay, A,, A3, Eq, E,, E3} daca si
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numai daca are loc una din urmatoarele conditii:
| Ay =™ A1(Ay, B2, Er), A3(Ay, B33 A1 (Ay, Ep Er)) = As;
. A, =19 Ay, A3(Ay, B, Ay) = As 5i Aj(Ay, E5, D Ay) = Es;
. A, =™ A;(Ay, Ey E3), As =™ A1(Ey, Ey, Ay) si
A1 (M A1(Ay, By, E3), B Eq) =" Ay(Ey, Bz, Ay);
IV. Ay =1 Ay (B, Bz, Az), Az =™ Ay(Ag, Eo, E3) 5i
Ay (B3 Ep™ Ay(Ey, By, Ag) =™ Ay (A Ey, E3).
Demonstratie. Fie upla (A4, E,, A;) 0 paratopie a sistemului X. Folosind E;0 = Ay, E,0 =
E,,E50 = A,, obtinem 20 = {A,0,A,0,A50,A,,A,,E,}, adica {4,0,A4,0,A30} = {E;, E3, A3}.
1. Daci A,0 =E;,A,0 = E;,A;0 = A;, atunci 62 =¢. Din A,0 = E; rezultd
A, =™ A,(A4,E,, E;), deci, aplicand ultima egalitate in A;60 = A3, obtinem
A3 (A1, Ex)™ A1 (Ay, By, Ey)) = 4s.
Reciproc, admitem ca sunt adevarate egalitatile I., atunci din prima egalitate rezulta
A0 = E; si A,0 = ™A, (E,,E5 Aq), deci A,0 = E5. Utilizand prima egalitate din I. in cea de-a
doua, obtinem Az0 = As.
2. Daca A,0 = E;,A,0 = E{,A;0 = A5, atunci 6? = (Ey, E;3, E,), 03 = (4,,E,, A7),
0* = . Din A,0 = E; rezultda A,0% = A,, adica A;(Es, E, E;) = A,, deci A, =13 A, iar
aplicand ultima egalitate in A36 = A3, obtinem A3 (A, E;,(*3 A;) = A;. Egalititile 4,0 = E; si
A3(A1, E;, ) Ay) = As implicd A, (Aq, E, M A;) = Es.

Reciproc, fie cd au loc egalitatile 1l., atunci primele doua dintre ele implica

A1(Ay, By Ay) = Es, (3.13)
deci 4,0 = E5, si din A, =% A, rezultd A, = A,(Es, E,, E;), prin urmare
El =73 Al(E3, Ez,Az). (314)

Egalitatea (3.13) implica A, =" A;(A4, E5, E3), prin urmare A,0 =™ A,(E5, E,, Ay) si,
aplicand (3.14), obtinem A,60 = E;. Utilizand prima egalitate din Il. in cea de-a doua, obtinem
Az0 = As.

3. Daci A0 = E;,A,0 = A3,A30 = E;, atunci 02 = (E5, E,, A43), 63 = (A,,E, E)),
0* = (A3,E,, Ay), 6° = &. Din A0 = E; rezultd A, =™ A,(A,,E,, E3). De asemenea, 4,0 =
E; implicd A,0* = E,, adicd A,(A43,E, A;) = E;, deci A; =™ A,(E,E,, A;). Din 4,60 = Ej,
avem  A;0% = A;, adici A (4, E, E;) =A;. Folosind A, =™ A;(A,,E, E3) i
A; =™ A;(Eq, E,, Ay) inultima egalitate, obtinem

A1 (" A1 (A4, By, E3), By, Er) =" Ay (Eq, Ep, Ag).

Reciproc, admitem ca au loc egalitatile Ill., atunci prima egalitate implica A;6 = E3, iar
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din cea de-a doua rezulta A0 =™t A;(A,, E,, E3), prin urmare A;6 = E;. Utilizand primele
doua egalitati din Ill. in a treia, obtinem A;(4,, E,, E;) = Az, deci A, =™ A;(A3, E,, E;), de
unde avem A,0 =™ A,(E4, E,, A;) si, aplicand Az =™ A;(E;, E,, A,), obtinem A,60 = A;.
4. Dacia A0 = A;,A,0 = E{,A30 = E5, atunci 6? = (43,E,,E;), 03 = (E5,E, Ay),
* = (A,,E,,A3), 6° = €. Din A,0 = E; rezultd A; =™ A,(Eq, E, Ay), care implicd A,0* =
E;, adica A,(A, E, A3) = E;, deci A; =" A,(A4,,E,, E3). Mai mult, A,0 = E; implica
A,03 = A;, deci A,(E;, E,, Ay) = As. Utilizand A; =™ A, (Ey, E,, Ay) si As =™ A,(Ay, Ey, E3)
in ultima egalitate, obtinem A, (E3, E;,™* A, (Ey, E3, Ay)) =3 A, (A, E, E3).

Reciproc, fie ca sunt adevarate egalitatile V., atunci prima dintre ele implica A,0 = E;, iar
din a doua rezulta A;0 =" A,(E;, E,, Ay), deci A;60 = E5. Utilizand primele doua egalitati din
IV. in a treia, obtinem A,(E3 E; A;) = A3, deci A; =™ A,(E3, E,, Az), care implica
A0 =3 A,(A,, E,, E3). Aplicand Az =™ A,(A4,, E,, E3) 1n ultima egalitate, obtinem 4,0 = As.

5. Dacd A0 = E;,A,0 = A3,A3;0 = E3, atunci 8% = (E;, E,, A3). Din A0 = E; rezultd
A.0% = A,, adicd A,(E,, E,, A3) = A, (Eq, E,, E3), deci A; = E;, contradictie, deoarece A5 este
operatie de quasigrup.

6. Dacd A,0 = A3,A,0 = E3, A0 = E;, atunci 6% = (43, E,, E3), 83 = (E1, E,, A,). Din
A30 = E; rezultd A;03 = A;, adicd A3(Ey, E,, Ay) = A3(Eq, E, E3), deci A, = Es, contradictie,

deoarece A, este operatie de quasigrup. i

Corolarul 3.3. Dacd un quasigrup ternar (Q, A) verificd identitatea A(4, E,,(*3) A) = E; atunci
pentru Ya € Q 2-retractul sau B(x,y) = A(x, a,y) este autoortogonal.
Demonstratie. Fie (Q, A) un quasigrup ternar care verifica identitatea

A(AGD), By (), A(x})) = Es(x]).
Substituind x; = x5, x3 = x; in ultima egalitate, obtinem:

A(A(x3, X2, %1), Bz (X3, X2, %1), (13 A3, %, %1)) = E3(x3, X, X1)
care implicd A( D A(x3), E,(x3), A(x3)) = E;(x3), deci
UDAAD), B (1), M A(x])) = E1 (7).

Substituind x, =a, a€Q, in egalititile A(A(x3),E,(x3), ) A(x3)) = E5(x3) si
ADAAD), Ey(x3), 33 A(x3)) = E;(x3), apoi utilizand 2-retractul B(x,y) = A(x, a, ),
obtinem egalititile B(B,*?) B) = E si (**)B(B,*2) B) = F, prin urmare B L(? B, deci (Q, B)

este autoortogonal. O

Lema 3.6. Tripletul (44, A,, E,) este paratopie a sistemului ¥ = {Ay, A,, A3, Eq, E,, E3} daca si

58



numai daca are loc una din urmatoarele conditii:
l. Ay =2 A1(A4, E1, E3), Az =% Ay(Ay, E3, Ey) si
A1(Ey,™ A1 (Aq, E3, E1),"2 A1 (Ay, E1L Er)) = Aq;
. Ay =" Ay(Ey, Ag, Ep), Az =" Ay (M Ay(E1, Ay, Er), B, Ay) 5i
Ay (Az E3 ™ Ay (M1A (B, Ay, Er), Eq, Ay)) = E;
. Ay =™ A,(E3, Ay, Ey), A3 =™ A,(E,, E, Ay);
IV. Ay ="2 A3(E3, A3, E1), Ay =™ Az(E3, Eq, A3) 51
A3("2A3(Ey, A3, E1), A3(E3, E1, Az), E3) = As;
V. Ay ="2 A1(Ay, E3, Ey), Az ="t A1(Ey, E3, Ay) si
A1("A1(A1, E3, E), Ay, Ey) =" A1 (Ey, E3, Ay).
Demonstratie. Fie upla (A4, 4,,E;) 0 paratopie a sistemului X. Deoarece E;0 = A;,E,0 =
A,,E;0 = E,, obtinem 20 = {A,6,A4,60,A560,A,,A,, E,}, adica {A,6,A4,60,A50} = {E;,E5, A3}.
1. Daci A0 = E;,A,0 = A;,A;0 = E5, atunci 62 = (E;, A3, 4,), 03 = (4,,E3 45),
0* = £. Din A,0 = E; rezulti A, =™ A,(A,E, E,). De asemenea, 4,0 = E; implici 4,03 =
E,, adica A,(A,,E3 A;) =E;, deci A; ="3 A,(A,,E3 E;). Egalitatea A,6 = E; implica
A,0% = A,, deci A,(E;, A3, A,) = A;. Utilizand A, =™ A, (A4, Ey, E) si A; =™ A (A, E3, Eq)
in ultima egalitate obtinem A, (E;,™® A;(44, E3, E1),™2 A1(44,E1, Ey)) = A4
Reciproc, admitem ca sunt adevarate egalitatile I., atunci din prima dintre ele rezulta
A0 = E;, iar a doua egalitate implica A3;0 ="3 A,(E;, E, A;), deci As;0 = E;. Utilizand
primele doua egalititi dint |. Tn a treia, obtinem A;(E;, A3 4;) = A, care implicd
A, =" A (E{, A3, Ay), deci A,0 =™ A;(A4,E3, E;). Aplicand Az =™ A;(A4, E5, E;) in ultima
egalitate, obtinem 4,0 = Aj.
2. Daca A0 = A3,A,0 = E;,A;0 = E5, atunci 02 = (43,E,,4,), 03 = (E;, AL, Ey),
0% = (E,, As, Ay), 05 = (Ay, Es, As), 86 = £. Din A,60 = E, rezulta A, =™ A,(Ey, A,, E,). De
asemenea, A,0 = E; implica A,0% = A;, deci A,(A43 E;,A;) =A;, de unde rezultd
A; =™ A,(A4,E1, Ay). Aplicand A; =™ A,(Ey, A,, E;) in ultima egalitate obtinem
Az =" Ay (M Ay (B, Ay, Er), By, Ap).
Egalitatea 4,0 = E;, de asemenea, implici A,0° = E,, adicd A,(4,, E3, A3) = E,. Utilizand
A; =™ A,(™A,(Ey, Ay, E), Eq, Ay) in ultima egalitate obtinem
Ay (Az E3 ™ Ay (M Ay (E1, Ay Er), Eq, A)) = Es.
Reciproc, fie ca au loc egalitatile Il., atunci din prima egalitate obtinem 4,0 = E; si
A0 =™ A,(A4,Eq, 4y). Utilizand primele doud egalitati din Il. in ultima egalitate obtinem

A0 = A;. Aplicand primele doua egalitati din II. in a treia, avem A,(A,, E3, A3) = E,, prin
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urmare A; =™ A,(A,, E3, E,), de unde rezultd A;60 =™ A,(E,,E,, A,), deci A;0 = E;.

3. Dacd A,0 = A3, A,0 = E;3, A;0 = E; atunci 0% = (43, E3,4,), 03 = £. Din A,0 = E;
rezulta A, =™ A,(E;,A,,E,). De asemenea, A,0 =E; implicdi A,0% =E,, adici
A,(As, E5, Ay) = E,, prinurmare, A; =™t A,(E,, E3, A)).

Reciproc, admitem cad sunt adevarate egalitatile IIL., atunci din prima egalitate rezulta
A0 =E; si A10 = ™A,(E, E5 Ay). Aplicand A; =™ A,(E,, E3,A,) in ultima egalitate
obtinem A;6 = A;. De asemenea, A; ="t A,(E,, E5, A;) implicd A30 =™t A,(A,, E,, E3), deci
A;0 = E;.

4. Daci A0 = E;,A,0 = E;,A30 = As, atunci 62 = (E3, Ey, A,), 03 = (Ey Ay, Ey),
0% = (A,, Es, A;), 05 = €. Din A360 = A; rezultd A;0% = A, adicd As(Es, E;, Ay) = As, deci
A, =™ A;(E; E1,A;). De asemenea, egalitatea A;0 = A; implicd A3;03 = A;, adici
A;(E,, Ay, Ey) = Ag, prin urmare, A; ="2 A3(E,, A3, E;). Utilizand A, =™ A3(E5, Eq, A3) si
Ay =2 A3(E,, As, Ey) in A0 = A; obtinem Az ("2A5(E,, Az, E1), A3 (Es, Ey, A3), Ey) = As.

Reciproc, fie ca au loc egalitatile IV., atunci utilizand primele doua egalitati in cea de-a

treia, obtinem

A3(Ay, Az Ep) = A3, (3.15)
adica A;0 = As. Din a treia egalitate IV. rezulta A;(E,, A4, E;) = Az, deci
T[3A3(E2,A1,A3) = El' (316)

Din A, =™ A;(E3,E;, A3) obtinem A,0 =" A;(E,, Ay,A3) deci, folosind (3.16) in ultima
egalitate, obtinem A,0 = E;. De asemenea, din prima egalitate din IV. rezulta A3 (E5, E1, A,) =
A, deci
"1 A5(As, Eq, Ay) = E5. (3.17)

Din (3.15) obtinem A; =" A3(A3, A, E,), care implica A;0 =™t A3(43,E;, A,). Aplicand
(3.17) in ultima egalitate, obtinem A,6 = Ej.

5. Daci A0 = E3,A,0 = A;,A30 = E;, atunci 62 = (E3, A3, Ay), 03 = (Ey Ep, Az),
0% = (A, Ay, Ey), 05 = (A3, Es, Ay), 0° = €. Din A,0 = E5 rezultd A, =" A, (A, Es, E,). De
asemenea, din A;0 = E; obtinem A;8°=E,, adicdi A;(43E;3 A;)=E;, deci
A; =™ A (Eq{, E5,A;). Egalitatea A,0 = E; implici A;0* = A3, adicd A;(A,, A1, E;) = As.
Utilizand A, ="2 A, (A4, E3, E;) si A3 =™ A{(E;, E3, A;) in ultima egalitate, obtinem

A1 ("2A1(A4, E3, E), Ay, Ey) =" Ay (Ey, B3, Ay).

Reciproc, admitem ca sunt adevarate egalitatile V., atunci din prima egalitate rezulta

A6 = E5, iar a doua egalitate implica A;0 =" A;(A;, E,, E3), deci A3;0 = E;. Utilizand

primele doud egalitati din V. in cea de-a treia, obtinem A;(A4,, Ay, E;) = Az, prin urmare,
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A, =™ A,(A;, A4, E,), care implica 4,0 ="t A,(E;,E3, A,). Aplicand A; =™ A,(E;,E3, A1) In
ultima egalitate, obtinem 4,60 = A;.

6. Daci A,;0 = E;,A,0 = E;,A;0 = A5, atunci 0% = (E, E3 A,), 03 = (41, E,, E5).
Egalitatea A0 = A; implici A303 = A3, deci A;(Aq,E, E3) = A3(E, Ey E3) = Ay = Ey,

contradictie, deoarece A, este operatie de quasigrup. i

Lema 3.7. Tripletul (E5, A;,A;) este paratopie a sistemului ¥ = {A;,A,, A3, E4, E,, E3} daca si
numai daca are loc una din urmatoarele conditii:
l. Ay ="2 Ay(E3, E1, Ay), Az ="2 Ay(Ay, E3 Ey);
. Ay ="t A3(A3, B, E3), Ay =" A3(Ey, E3,A3z) si
A3(E3,™ A3(Ey, E3,A3),™ A3(A3, B, E)) = As;
. Ay ="2 A,(E3, Ez, Az), Az ="t Ay(E3, Ay Eq) si
Ay ("2 A, (E3, Ep, Ay), E3,™ Ay (B3, Ay, Ey)) = Ei;
IV. Ay =" A1(E3, A1, E1), Az =2 A1(Ay, By Ey) si
A1 (Ey,™ Ay (E3, Ay, E1), Ar) =2 A1 (A4, By, Ey);
V. Ay =" Ay(E3, A1, Ey), Az =™ Ay(Ey, Ay, Ey) si

A1 (" A1 (E3, Ay, E), B3, Ay (Ep, Ay, Eq)) = Ay
Demonstratie. Fie upla (E3, A1, A,) 0 paratopie a sistemului X. Deoarece E;0 = E3, E,0 =
Ay, E50 = A,, obtinem £0 = {A,0, A,0, A;0, Ay, Ay, E5), adici {A,0, A,0, A0} = {E;, E,, As).

1. Dacd A,0 = A3, 4,0 = E;, A0 = E,, atunci 82 = (Ay, As, Ey), 63 = £. Din 4,0 = E,
rezulti A; ="2 A,(E3 E;, A;). De asemenea, A,0 =E; implici A,0% =E;, adici
Ay(Ay, As, Ey) = Es, deci A3 =™ A,(Ay, Es, Ey).

Reciproc, fie ca sunt adevarate egalitatile I., atunci din (3.113) rezultd A,0 = E;. Mai mult,
(3.113) implica A6 =" A,(A,, E3, E;), folosind (3.114) in ultima egalitate, obtinem A0 = A;.
Din (3.114) rezulta A;0 ="2 A,(E;, A, E3), prin urmare, A;0 = E,.

2. Daci A0 =E,, A0 =E, A0 =A; atunci 6% = (A, Ey, E,), 03 = (Ey Es Ay,
0% = (Ay, Ay, Ey), 6% = . Din A;0 = A; rezulti A36% = A,, adica As(Ay Ey, Ey) = As, deci
A, =™ A;(As, Eq, E,). De asemenea, A;0 = A; implicd A303 = A;, adicd A3(E,, E3, A;) = A,
prin urmare, A; =" A3 (E,, E3, A3). Utilizand A, =™t A3(A3, E1, Ey) si Ay =™ A3(E,, E5,A3) in
A30 = As, obtinem A3 (E3,™ A3(E,, E3, A3)," A3(A43,E1, Ey)) = As.

Reciproc, fie ca au loc egalitatile I1., atunci utilizand primele doud dintre ele in cea de-a
treia, obtinem

As(E5, A, Ay) = As, (3.18)
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adica A30 = A5. Din (3.18) rezulta A5;(E,, E5, A;) = A, deci
E, =™ A3(A;3,E3, Ay). (3.19)
Din A, =™ A;(As,E{, E,) rezultd A,0 =™t A;(As, E3, A;). Aplicand (3.19) in ultima egalitate
obtinem A,0 = E,. Prima egalitate din Il. implica A3(4,, E1, E;) = Az, deci
E, =" A3(4,,A3,E)). (3.20)
Egalitatea (3.18) implica A; =™2 A3(E;3, A3, Ay), prinurmare, A;0 =™2 A3(A,, A, E,). Utilizand
(3.20) 1n ultima egalitate, obtinem A, 60 = Ej.
3. Dacd A0 = A3,A,0 = E,,A30 = E;, atunci 6? = (4,,A43,E,), 03 = (E, E, Ay,
* = (A1, E3, A3), 0° = (A3,4A,,E;), 6% = . Din 4,0 = E, rezulti A; =™2 A,(E3, E,, A;). De
asemenea, A,0 = E, implici A,0° =E;, adici A,(43, A, E;) =E3;, prin  urmare,
A; =™ A,(E3, Ay, E;). Mai mult, din 4,0 = E, avem A,0* = E;, adicd A,(A4,E5,A3) = E;.
Utilizand A, ="2 A,(E3,E5, Ay) si Az =™t A,(E3, Ay, E;) 1n ultima egalitate, obtinem
Ay (M Ay(E3, Ep, Ag), E3 ™ Ay(E3, Ay, Er)) = Ey.

Reciproc, fie ca sunt adevarate egalitatile III., atunci din prima egalitate rezulta A,0 = E,,
lar a doua implica A0 =™t A,(A,, E,, E3), deci A;0 = E;. Utilizand primele doua egalitati din
III. in cea de-a treia, obtinem A, (A4, E5, A3z) = E;, de unde rezultda A; =™ A,(E;, E3, A3), deci
A0 =™ A,(E5, Ay, Ey). Aplicand A; =™t A,(E3, A, E;) in ultima egalitate obtinem A;0 = A;.

4. Daci A0 = E{,A,0 = A3,A30 = E,, atunci 02 = (4,,E;,43), 03 = (43,E3,E,),

4 = (E, Ay Ay, 0° = (A1, A3,E,), 06 = ¢. Din 4,0 = E; rezulti A, =™ A,(E;, AL, E;). De
asemenea, A,0 = E; implicd A,0° = E,, adicd A,(Ay, A3, E;) = E,, deci A3 =™2 A,(A4, E;, E;).
Mai mult, A0 =E; implicdi A,0*=A4; astfel A,(E, A, A;) =A;. Utilizand
A, =" A (E3,Aq,E;) si A3 =2 A(A4, E,, E;) in ultima egalitate, obtinem

A1 (Ey,™ A1 (E3, Ay, E1), Ay) =2 A1 (A4, By, Ey).

Reciproc, admitem ca au loc egalitatile IV., atunci prima dintre ele implica 4,0 = Ey, iar
din a doua rezulta A;0 ="2 A,(E;, A4, E3), prin urmare A;6 = E,. Utilizand primele doua
egalitati din IV. in a treia, obtinem A;(E,, A,, A1) = A3, care implica A, ="2 A;(E;,, A3z, A,),
deci A,0 ="2 A,(A;,E, E;). Aplicand A; =™ A;(Ay,E,, E;) in ultima egalitate, obtinem
A,0 = As.

5. Daci A,0 = E, A,0 = A;,A;0 = E;, atunci 62 = (4,,E,,A3), 03 = (43,41, E)),
0* = ¢. Din A,0 = E, rezulti A, =™ A,(E;, A4, E,). De asemenea, 4,0 = E, implici 4,03 =
E,, adica A;(As A4, E;) = E,, prin urmare A; =™ A,;(E, Ay, E;). Din A0 = E, rezulta
A,0% = A,, deci A, (A,,E,, A3) = A;. Utilizand A, =™3 A;(E3, Ay, Ey) si A; =™ A (E,, Ay, Eq)
in ultima egalitate, obtinem A; ("3 A4 (E3, A1, E3), E;,™ A1 (E2, A, Ep)) = Ay
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Reciproc, fie ca au loc egalitatile V., atunci din prima egalitate rezulta A;0 = E, iar din a
doua obtinem A30 =™t A;(A;, E,, E3), prin urmare A360 = E;. Utilizand primele doua egalitati
din V. in cea de-a treia, avem A;(4,, E,, A3) = A4, deci A, =™ A,(A4, E,, A3), care implica
A,0 =™ A (E,, A1, Ep) si aplicand A3 =™ A;(E,, A4, E;) in ultima egalitate, obtinem A,60 =
As.

6. Daci A0 = E,, A,0 = E;,A30 = A3, atunci 82 = (A,,E,, E;), 603 = (E;, Ay, E3). Din
A,0 = E; rezultd A,03 = E 02, deci A,(E, Ay, E3) = A,(E1, E,, E3), prin urmare, A, = E,,

contradictie, deoarece A, este operatie de quasigrup. i

Lema 3.8. Tripletul (44, E3, A,) este paratopie a sistemului ¥ = {Ay, A,, A3, Eq, E5, E3} daca si
numai daca are loc una din urmatoarele conditii:
l. Ay =" Ay(Ep E3,A), Az ="t Ay(E3, Ay, Es);
. A, =" A;(Ay, E3, Ey), A3 ="2 A1(A1, By, Ep) si
A;(E1,™ A1(Ay, E3 E1),"2 A1 (A, By E)) = Ay
. A, =72 A3(Ey, A3, Eq), Ay =™ A3(E3, E, A3) si
A3("A3(Es, Ey, Az), E3,2 A3(Ep, A3, Ey)) = As;
AVA A2 =73 Al(AlJ E3, Ez), A3 =M Al(EllAli Ez) Si
A1(F3A1(A1»E3:Ez) E, A =™ A1(E1,A1:Ez)
Ay (E3,™ Az(E1»E3»A2):n2 Ay(Ay E3 Ey)) = Ez-
Demonstratie. Fie upla (A, Es, A,) 0 paratopie a sistemului X. Deoarece E;0 = Ay, E,0 =
E3, E39 = Az, Obtlnem 29 = {A19,A29, A39, AI'AZI E3}, adlcﬁ {Ale,Aze, A39} = {EliEZJAS}'
1. DaCé A19 = A3,A29 = Ez,A39 = El' atunCi 92 = (A3,A2,E2), 03 = €. Din A20 = E2
rezulti A; =™ A,(E, E;, A;). De asemenea, A,0 =E, implici A,0% =E;, adicd
Az(A3,A2,E2) = E3, deC| A3 =T1 Az(E3,A2, Ez)
Reciproc, admitem ca au loc egalitatile I., atunci din prima egalitate rezulta 4,0 = E, si
A0 =™ A,(E5, Ay, Ey). Aplicand Az =™ A, (E5, A,, E,) In ultima egalitate, obtinem A0 = A;.
A doua egalitate din I. implica A;60 =™ A,(A,, E,, E3), prin urmare A0 = E;.
2. Daca Alg = E]_,Azg = A3,A39 = Ez, atunci 92 = (El,Az,A3), 93 = (Al,A3,E2),
04 = &. Dln A19 = El rezulta A2 =73 Al(All E3, El) De asemenea, A19 = El lmpllCé A193 =
El’ adica AI(A1’A3J Ez) = Ell prln urmare A3 =2 Al(Al'EliEZ)' Mal mU|t, din A19 = El
rezulti A,0% = A;, adicd A,(Ey, A, A3) =A,. Utilizind A, =™ A;(A., E5,E))  si
A3 =2 Al(Al, El’ Ez) in ultlma egalitate, avem Al(El,ﬂ:g Al(Al' E3, El),ﬂ:z Al(Al' El’ Ez)) = Al'
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Reciproc, fie ca sunt adevarate egalitatile II., atunci din prima dintre ele rezulta A,6 = E;,
iar a doua implica A;0 =™ A;(E;, A4, E3), deci A;6 = E,. Utilizand primele doua egalitati din
II. in cea de-a treia, obtinem A, (E;, A,, A3) = A4, prin urmare, A, ="2 A;(E;, A4, A3), de unde
rezultd A,0 ="2 A,(Ay,E1, E;). Aplicand A; =™2 A;(A4, E1, E;) in ultima egalitate, avem
A,0 = A;.

3. Daci A0 = E, A,0 = E;,Az0 = As, atunci 62 = (Ey, Ay E;), 03 = (E3 Ep, Ay,

* = (4,,A4,E,), 05 = €. Din A30 = A; rezultd A;02 = As, adicd A3 (E,, Ay, E;) = As, deci
A, =2 A3 (E,, A3, E;). De asemenea, A;0 = Az implicd A;03 = As, adicd A;(E3, E1, Ay) = As,
prin urmare A; =™ A3(E3, E1, A3). Utilizand A, ="2 A5(E,, A3, Ep) si A; =™ A3(E3,Eq, A3) in
A30 = As, obtinem A3 (™ A3(E3, Eq1, A3), E3,2 A3 (E,, A3, Ey)) = As.

Reciproc, fie ca au loc egalitatile III., atunci utilizand primele doua dintre ele in a treia,

obtinem
A3(Ay E3, Az) = A3, (3.21)
deC| A39 = A3. Dln (3136) rezulta A3(E3, EliAl) = A3, dECI
E =2 A3(E3, A3, Al)' (322)

Din A, ="2 A;(E,, A3, E,) rezultda A,60 =™2 A5(E5, Az, Ay). Aplicand (3.22) in ultima egalitate
obtinem A,0 = E;. Prima egalitate din III. implica A5(E,, A1,A;) = A3, deci
E, =™ A3(A4;,A,,E). (3.23)
Egalitatea (3.21) implica A; =™t A3(A3,E5,A;), de unde avem A0 =™t A3(43, A, E).
Aplicand (3.23) in ultima egalitate, obtinem 4,0 = E,.
4. Daci A0 = E,, A0 = A3,A3;0 = E;, atunci 0% = (E,, A5, A3), 03 = (E5, A3, E;),
* = (A,,E, Ay, 0° = (A43,A1,E,), 6% = ¢. Din A,0 = E, rezulti A, =™ A,(A4, E3, E,). De
asemenea, A,0 =E, implici A,0°=E,, adici A,(43 A4, E,) =E;, prin urmare
A; =™ A, (Eq, Ay, E;). Mai mult, din A;0 = E,, obtinem A,0* = A3, adicd A;(4,, E;, A;) = As.
Utilizand A, =3 A,(A4, E3, Ey) si Az =™ A;(Ey, A4, E) 1n ultima egalitate, obtinem
A1 (" A1(A4, E3, ), Eq, Ay) =" A1 (E, Ay Es).
Reciproc, admitem ca sunt adeviarate egalitatile IV., atunci din prima egalitate rezulta
A0 = E,, iar a doua implica A;60 =™ A;(A4, E,, E3), deci A;60 = E;. Utilizand primele doua
egalitati din IV. in a treia, obtinem A;(4,, E{, A1) = A;, care implica A, =™t A;(A3, E1, A1),
deci A0 =™ A,(E{, A1, E;). Aplicand A; =™ A,(E;,A1,E;) in ultima egalitate obtinem
A0 = As.
5. Dacd A0 = A3,A,0 = E;,A;0 = E,, atunci 6% = (43,4,,E,), 03 = (E, E, Ay,
4 = (E;5,A1,A3), 0° = (45,45, E,), 8% = €. Din A,0 = E; rezultdi A; =™ A,(E,, E3, A,). De
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asemenea, A,0 = E; implicd A,0° = E5, deci A,(A,, A3, E;) = E5, deci A3 =2 A,(A,, E3, E»).
Din A,0 = E; rezultd A,0* = E,, adicid A,(E3, Ay, A3) = E,. Utilizand A; =™ A,(E;, E3, A,) si
A; ="2 A,(A,, E3, E;) in ultima egalitate, obtinem

Ay (E3,™ Az (E1, E3, A2), " Ay (Ag, B3, Ep)) = E.

Reciproc, fie ca au loc egalitatile V., atunci prima dintre ele implica 4,60 = E;, iar din a
doua rezultda A;0 ="2 A,(E;, A, E3), deci A;60 = E,. Utilizand primele doua egalititi din V. in
cea de-a treia, obtinem A,(E3, Aq,A3) =E,, care implica A; ="2 A,(E3, E,, A3), deci
A0 ="2 A,(A,, E3, E). Aplicand A; =™2 A,(A,, E3, E;) in ultima egalitate, obtinem 4,0 = As.

6. Dacd A,0 = E;,A,0 = E,, As0 = A, atunci 82 = (Ey, Ay, E), 03 = (A4, Ey, E5). Din
A,0 = E, rezultd A,0% = E,0?2, deci A,(Ay, E,, E3) = A,(Ey, E,, E3), prin urmare, A; = Ey,

contradictie, deoarece A, este operatie de quasigrup. i

Lema 3.9. Tripletul (44, A,, E3) este paratopie a sistemului ¥ = {A;,A,, A3, E;, E,, E3} daca si
numai daca are loc una din urmatoarele conditii:
l. Ay ="2 A1(A4, E1, E3), A3(A1,"% A1 (Ay, Eq, E3), E3) = A3;
1. Ay =02 Ay, A3(ALMP Ay E3) = As i A1(AL,0P) Ay Es) = By
. A, =2 A1(Ay, Ep, E3), A3 =" A1(E1, Ay, E3) si
A1("A1(Ay, Bz, E3), By, E3) =™ Ay(Ey, Ay, E3);
IV. Ay ="t Ay(E1, Ay, E3), Az ="2 Ay(Az, Ep, E3) si
Ay (Ep,™ Az (Eq, Az, E3), E3) =2 Ay(Ay, Ey, E3).
Demonstratie. Fie upla (A1, A,, E3) 0 paratopie a sistemului X. Deoarece E;0 = Ay, E,0 =
A,,E;0 = E5, obtinem 20 = {A,60,A4,60,A560,A,,A,, E;}, adica {A,0,4,60,A50} = {E;,E,, A3}
1. Daci A0 =E; A0 =E, A;0 =A;, atunci 02 =¢. Din A0 =E; rezultd
A, ="2 A,(A4, E;, E3). Aplicand ultima egalitate in A;6 = A3, obtinem
A3(A1,"2 A1 (Ay, Eq, E3), E3) = As.
Reciproc, fie ca au loc egalitatile 1., atunci din prima egalitate rezultd A,0 = E; si
A,0 =™ A,(E;, Ay, E3), deci A,0 = E,. Utilizdnd prima egalitate din 1. in cea de-a doua,
obtinem A0 = A;.
2. Dacd A0 = E,, A,0 = E{,A30 = A5, atunci 0% = (E,, E, E3), 63 = (45,41, E5),
0% = &. Din A,0 = E, rezulti A;0% = A,, deci A, =12 A;. Aplicand ultima egalitate in
A0 = A, obtinem A3 (4,12 A, E3) = A;. Egalitatea 4,0 = E, si A, =12 A, implica
A1(A1,(12) A1, E3) = Es.

Reciproc, admitem ca sunt adevarate egalitatile II., atunci prima si a treia egalitate implica
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Ai(A1, Az E3) = Ey, (3.24)
deci 4,0 = E,. Din 4, =12 A, rezulta
E, =" A,(E,, Ay E5). (3.25)
Egalitatea (3.24) implica A, =™2 A;(A4, E,, E3), deci 4,0 =™2 A;(E;, A,, E3). Aplicand (3.25)
in ultima egalitate, obtinem A,6 = E;. Din primele doua egalitati din II. rezulta 4360 = A;.
3. Dacd A0 = E, A0 = A;,A30 = E;, atunci 0% = (E,, A3, E3), 603 = (A4, Eq, Ey),
* = (A3,A1,E3), 0° = €. Din A0 = E, rezulti A, =™ A;(A,, E,, E3). De asemenea, 4,6 =
E, implica A,0* = E,, adica A,(A3, A, E3) = E;, deci A3 =™ A,(E;, A1, E3). Mai mult,
A0 = E, implicd A,03 = A5, deci A (A, Ey, E3) = A;. Utilizand A, =™2 A, (A4, E5, E3) si
A; =™ A, (Eq, Ay, E3) in ultima egalitate, obtinem
A1(" A1 (Ay, Ey, E3), Ey, E3) =™ Ay (Ey, Ay, E3).

Reciproc, fie ca sunt adevarate egalitatile II1., atunci prima egalitate implica 4,6 = E,, iar
din a doua egalitate rezulta A;60 =™t A;(A4, E,, E3), prin urmare A;6 = E;. Utilizand primele
doua egalitdti din II1. in cea de-a treia, obtinem A, (A,, E;, E3) = A3, deci A, =™t A, (A3, E;, E3),
care implica A,0 =™ A;(E;, Ay, E3). Aplicind A; =™ A;(E;,A1,E3) 1n ultima egalitate,
obtinem A,0 = A;.

4. Daci A0 = A;,A,0 = E{,A;0 = E,, atunci 60? = (A3,E, E3), 03 = (E; AL E3),

* = (A,,43,E5), 8° = €. Din 4,0 = E; rezulti A, =™ A,(E;,A,, E3). De asemenea, 4,6 =
E, implicd A,0* = E,, adicd A,(A,, A3, E3) = E,, deci A; =™ A,(A,, E, E3). Mai mult,
A,0 = E; implicd A,03 = A5, adicd A,(E,, Ay, E3) = As. Utilizdnd A; =™ A,(E;, Ay, E3) si
A; ="2 A,(A,, E,;, E3) 1n ultima egalitate, obtinem

Ay(E3,™ Ay (Ey, Az, E3), E3) =2 Ay(Ay, Ey, E3).

Reciproc, admitem ca au loc egalitatile IV., atunci prima egalitate implica A,0 = Ej, iar
din a doua rezulta A;60 ="2 A,(E4, A,, E3), deci A36 = E,. Utilizand primele doua egalitati din
IV. in a treia, obtinem A,(E,, A1, E3) = Az, prin urmare A, ="2 A,(E,, A3, E3), care implica
A0 =™2 A,(A,, E,, E3). Aplicand Az =™2 A,(A,, E,, E3) in ultima egalitate, avem A;0 = A;.

5. Dacd A0 = E;,A,0 = A;,A;0 = E,, atunci 6% = (E;, A3, E5). Din A;0 = E; rezultd
A10% = Ay, adicd A (Eq, A3, E3) = A, (E1, E,, E3), deci A; = E,, contradictie, deoarece A5 este
operatie de quasigrup.

6. Daci A;0 = A;,A,0 = E,, A;0 = E,, atunci 82 = (4;,E,, E3). Din 4,0 = E, rezulti
A,0% = A,, adicd A,(A3, E,y, E3) = Ay(Ey, E5, E3), S0 A; = E;, contradictie, deoarece A5 este

operatie de quasigrup. i
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Corolarul 3.4. Daci un quasigrup ternar (Q, A) verificd identitatea A(A,*? A, E3) = E,, atunci
pentru Va € Q, 3-retractul B(x,y) = A(x, y, a) este autoortogonal.
Demonstratie. Fie (Q,A) un quasigrup ternar care verifica  identitatea
AA(3),0D A(x3), E3(x3)) = Ex(x3). Substituind x; = x,,x, = x; in ultima egalitate,
obtinem:

A(A(xg, x1,%3), 2 A(xa, X1, %3), E3 (X2, X1, X3)) = E (%2, %1, X3)
care implicd A( PP A(x3), A(x3), E3(x3)) = E1(x3), deci

D4 (AGD), PDACD), Es () = E1 (),

Substituind x; =a, unde a € Q, in egalititile A(A(x3),P A(x3),E3(x3)) = E;(x3) si
(12)4 (A(xf), D A(x3), E, (xf)) = E,(x3)., apoi utilizand 3-retractul B(x,y) = A(x,y,a),

obtinem egalititile B(B,*® B) = E si (**)B(B,*2 B) = F, prin urmare, B 1L(*?) B, deci (Q, B)

este autoortogonal. o

Din Lemele 3.1-3.9 rezulta
Teorema 3.2. Exista exact 42 de sisteme ortogonale din trei quasigrupuri ternare §i trei
selectori ternari care admit cel putin o paratopie, componentele careia sunt doua quasigrupuri

ternare §i un selector ternar.

3.1.3. Paratopiile definite de un quasigrup si doi selectori

In acest paragraf sunt descrise sistemele ortogonale de quasigrupuri ternare si selectorii ternari
care admit cel putin o paratopie, componentele careia sunt un quasigrup ternar si doi selectori
ternari. Exista 18 cazuri posibile pentru ca un triplet cu un quasigrup ternar si doi selectori ternari
sa fie paratopie a acestui sistem, deoarece fiecare doi selectori ternari poate ocupa oricare doua
pozitii ale tripletului.
Lema 3.10. Tripletul (E,, E,, A;) este paratopie a sistemului X' daca si numai daca are loc una
din urmatoarele conditii:
|. Ay = A1(Ey, Ep, Ay), Az =" Ay 5i A1 (Ey, By, A1 (B By, Ay)) =T Ay
. Az = Ay (E1, Bz, Ay), Ay =" Ay i Ay (Eq, Ep, A1 (Ey, Bz, Ar)) =T Ag;
. A; =™ A,(Ey, Ey, A3) =™ A3(Ey, Ey, Ay).
Demonstratie. Fie tripletul (E;, E,, A;) 0 paratopie a sistemului X. DeoareceE;0 = E,,E,0 =
E,, E;0 = A, obtinem X0 = {A;0,A,0,A560,E,,E,, A}, adica {A,0,A,0,A50} = {E5, A,, A3}.
1. Daci A0 = A,,A,0 = A;,A;0 = E;, atunci 62 = (Ey, E,, Ay), 0% = (E, E», A3),
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0* = ¢. Din A,0 = A, rezulti A, = A,(Eq,E,,A;). De asemenea, 4,0 = A, implicid 4,03 =
E;, adicd A,(E, E,, A3) = E3, deci A3 =™ A;. Mai mult, din 4,0 = A, rezultd A4,0% = A;,
adica A;(Ey, E, Ay) = A;. Utilizand A, = A,(E;, E;, Ay) si Az =™ A; in ultima egalitate,
obtinem 4; (Ey, Ez, A1 (E1, Ep, A1) =" Ay

Reciproc, admitem ca au loc egalitatile 1., atunci prima egalitate implica A;0 = A,, iar din
a doua rezultd A30 =3 A;(Ey, E,, Ay), prin urmare A3;0 = E5. Utilizand primele doua egalitati
din L. in a treia, obtinem A, (Ey, E,, A,) = Az, prin urmare, A, =™ A;(E;, E,, A3), care implica
A,0 =™3 A;. Aplicand A; =" A, in ultima egalitate, obtinem A,60 = A;.

2. Daca A0 = A,,A,0 = E;,A;0 = A3, atunci A;0 = As, adica As(E;, E; Ay) = Az,
implica A; = E3, contradictie, deoarece A, este operatie de quasigrup.

3. Daca A0 = A3,A,0 = A,,A30 = E;, atunci A,0 = A,, adicd A,(E, E, A;) = As,
implicd A; = E3, contradictie, deoarece A, este operatie de quasigrup.

4. Daci A0 = A3,A,0 = E;,A;0 = A,, atunci 0?% = (E,E,, A3),0% = (E1, Ey, Ay),
0* = ¢. Din A0 = A; rezultdi A; = A,(Eq,E,, A;). De asemenea, 4,0 = A; implicd 4,03 =
E;, adicd A,(E,, E, A,) = E3, deci A, =™ A;. Mai mult, din 4,0 = A; rezulti A,0% = A,,
adica A;(E;, E, A3) = A,. Utilizand A; = A,(E;,E;, A1) si A, =™ A; in ultima egalitate,
obtinem A;(E;, E5, A1(Ey, Ey, A7) =™ A;.

Reciproc, fie ca sunt adevarate egalitatile II., atunci prima dintre ele implica A0 = Az, iar
din a doua egalitate rezultda 4,6 =" A,(E;, E,, A7), prin urmare, A,0 = E;. Utilizdnd primele
doua egalitati din II. in cea de-a treia, obtinem A, (E;, E,, A3) = Ay, deci A; =3 A, (Ey, E5, Ay),
care implica A;60 =3 A;. Aplicand A, ="3 A, in ultima egalitate, obtinem A30 = A,.

5. Daca A0 = E5, A,0 = A,, A360 = A3, atunci A,0 = A,, adicd A,(Eq, E, Ap) = Ay,
implicd A; = E3, contradictie, deoarece A, este operatie de quasigrup.

6. Daca A0 = E5, A,0 = A3,A30 = A,, atunci A,0 = Az implica A; =3 A,(E;, E,, A3).
Din A30 = A, rezulta A; =™ A3(Eq, Ey, Ay).

Reciproc, fie ca au loc egalitatile III., atunci a doua egalitate implica A;6 = A,. Din prima
egalitate din Ill. rezulta 4,0 = A3 si A10 ="3 A,(E;, E,, A,), deci 4,0 = E5. m

Lema 3.11. Tripletul (E,, E;, A;) este paratopie a sistemului X' daca si numai daca are loc una
din urmatoarele conditii:
l. Ay = A1 (B3, Eq, Ar), A3 =02 Ay 5i Ay (Ey, Ep, Ay (Eo, Ey, Ay)) =02 Ay
. Ay = Ay(Ez, E1, Ar), Ay =022 Ay 5i Ay (Ey, Ep, Ay (Ep, B, Ay)) =027 Ay
I, Ay ="3 Ay(Ey, Ey, Ay) =" A3(Ey, E1, Az);
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IV. A,(E, Ey, Ay) = A si A; =097 4,
Demonstratie. Fie tripletul (E,, E;,A;) 0 paratopie a sistemului . DeoareceE;0 = E,, E,0 =
E,, E;0 = A4, obtinem X0 = {A,6,A,0,A50,E,, E;, A}, deci sunt sase cazuri posibile:

1. Dacd A0 = A,,A,0 = A3, A;0 = E5, atunci 02 = (Ey, Ey, A,), 03 = (E,, E1, A3),
0* = £.Din A,0 = A, rezulti A, = A,(E,, E;, A;). De asemenea, 4,0 = A, implici 4,63 = Ej,
adica A,(E,, E;, A3) = E3, deci A; =12 A, Mai mult, 4,60 = A, implicia A,;60% = A3, adica
A;(Eq, E;, Ay) = A;. Utilizand A, = A, (E,, E1, A;) si A3 =273 A, in ultima egalitate obtinem

Ay (Eq, Bz, Ay (B3, Eq, Ap)) =02 A,

Reciproc, admitem ca sunt adevarate egalitatile 1., atunci din prima egalitate rezulta
A0 = A,, iar a doua egalitate implica A30 ="3 A;(Ey, E,, A,), deci A;60 = E5. Utilizand
primele doua egalititi din 1. in cea de-a treia obtinem A;(E;, E,, A,) = A3, care implica
Ay =T A, (E1, E,, A3), prin urmare, A,0 =" A, (E,, E1, E3). Aplicand A; =273 4, in ultima
egalitate, obtinem 4,0 = A,.

2. Dacd A0 = A,,A,0 = E5,A;0 = A5, atunci 82 = (Eq, E,, A,). Din A0 = A5 rezultd
A30? = As, adicd A3 (E,, E,, A;) = A, deci A, = E;, contradictie, deoarece A, este operatie de
quasigrup.

3. Daca A;0 = A;,A,0 = A,,A30 = E5, atunci 82 = (E;, E,, A3). Din A,0 = A, rezultd
A,0% = A,, adicd A,(E;, E,, A3) = A,, S0 A; = E3, contradictie, deoarece A este operatie de
quasigrup.

4. Dacdi A0 = A3, A,0 = E3, A0 = A,, atunci 602 = (Ey, E,, A3), 0% = (E,, E1, Ay),
0* = £.Din A,0 = Aj rezulti A; = A,(E,, E;, A;). De asemenea, 4,0 = A; implici 4,63 = Ej,
adica A,(E,, E;, A,) = E3, deci A4, =127 4, Mai mult, 4,60 = A, implica 4,02 = A,, adica
A, (EL, E5, A3) = A,. Utilizand A; = A;(E,, E1, Ay) si A, =12 A in ultima egalitate obtinem

Ay (Ey, B, Ay (Ep, Ey, Ay)) =019 A,

Reciproc, fie ca au loc egalitatile II., atunci din prima egalitate rezulta 4,0 = As, iar a
doua egalitate implica 4,60 =™3 A,(E, E,, A7), prin urmare, A,6 = E;. Utilizand primele doua
egalitati din IL. in a treia, obtinem A, (Ey, E,, A3) = A,, care implica A; ="3 A,(E4, E,, A;), deci
A30 =3 A, (E,, E1, E3). Aplicand A, =127 A4, in ultima egalitate, obtinem A36 = A,.

5. Daca A0 =E; A0 = A, A;0 = A5, atunci 62 =¢. Din A,0 = A, rezultd
A; =™ Ay(E, E1, Ay). Din A30 = Aj rezulta A; =™ A3(E,, Eq, A3).

Reciproc, fie ca sunt adevarate egalitatile II1., atunci prima dintre ele implica A,0 = A,,
lar din a doua rezulta A;60 = A;. De asemenea, din a doua egalitate din Ill. rezulta
A0 =3 A5(Ey, E,, A3), deci 4,0 = Es.
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6. Dacid A0 = E3,A,0 = A3, A30 = A,, atunci 62=¢. Din A;0 = E; rezultd

A, =273 4. Din 4,0 = A, rezultd A; = A,(E,, Ep, Ay).
Reciproc, admitem ca sunt adevdrate egalitatile IV., atunci prima egalitate implica
A0 = E;, iar a doua egalitate implica 4,6 = A;. De asemenea, din a doua egalitate din IV.
rezulta A;0 = A,(E1, E,, E3), deci A;0 = A,. m

Lema 3.12. Tripletul (E, A4, E,) este paratopie a sistemului X' daca si numai daca are loc una
din urmatoarele conditii:
| Ay = Ay(Ey, Ay Ep), A3 =337 Ay si Ay (B, %37 Ay, Ay (B, Ay B)) = Es;
. Ay =72 A3(Ey, A3, Eo), Ay =™ A3(Ey, E3, A3) 5i
A3(Ey™ A3(Ey, E3, A3),™ A3(E1, A3, E)) = As;
. A; =™2 A,(E,, Ay, Ey), A3 =™ A,(E1, E3, Ay) si
Ay (B Ay(Ey, E3, Ap), ™2 Ay (E1, Ay Ep)) = Ay;
IV. A, =372 Ay, A3 = A1 (Ey, Ay Ey) si Ay (B, P37 Ay, Ay (B, Ay E)) = Es;
V. Ay =372 A =2 Ay (Ey, Ay, Ep) ="2 A3(Ey, As, Ey).
Demonstratie. Fie tripletul (E;, A4, E;) 0 paratopie a sistemului Z. DeoareceE,0 = E;, E,0 =
Ay, E30 = E,, obtinem 26 = {A;0,A,0,A560,E53,A,, A3}, adica {A,0,A,0,A50} = {E5, A,, A3}
1. Daci A0 = A, A,0 = A3,A30 = E5, atunci 62 = (E,A,,A,),0% = (E1, A3, Ay),
0* = (E1,E3, A3),0° = . Din 4,0 = A, rezulti A, = A;(E;, A1, E,). De asemenea, 4,0 = A,
implica 4,0* = E,, adicd A, (Eq, E3, A3) = E,, deci A; =273 A, Mai mult, 4,0 = A, implica
A,03 = E, adica A,(E;, A3, Ay) = E5. Utilizand A, = A, (E;, A1, E,) si A; =237 A in ultima
egalitate, obtinem A, (E;,?®™ A, A,(E;, Ay, Ey)) = Es.
Reciproc, admitem ca au loc egalitatile 1., atunci prima egalitate implica A;0 = A,, iar din
a doua egalitate rezultd A;0 ="3 A,(E;, E,, A1), deci A;0 = E5. Utilizand primele doua egalitati
din 1. in a treia, obtinem A, (E;, A3, A;) = E3, care implica A, ="™3 A,(E;, A3, E3), prin urmare
A,0 =™ A,(E,, E3, E,). Aplicind A; =33 A, in ultima egalitate, obtinem 4,6 = As;.
2. Dacd A0 = A, A,0 = E5, A0 = A5, atunci 62 = (Ey, A, Ay), 0% = (Ey, Es, Ay),
0* = c. Din A3;0 = A5 rezultdi A; =™2 A3(E;, A3, E,). De asemenea, din A;0 = A3 rezulti
A303 = A;, deci A3(Eq, E3, Ay) = Aj, care implicd A, =™3 A5(Ey, E5, A3). Mai mult, 4;60 = A,
implici A;0% = A5, deci As(Ey, Ay A)) = As, Utilizand A, =" A3(Ey, A5, E;)  si
A, =™ A3(E4, E3, A3) in ultima egalitate, obtinem
A3(Ey,™ A3(Ey, E3, A3),™2 A3(E1, A3, E3)) = As.

Reciproc, fie ca au loc egalitatile II., atunci prima dintre ele implica A;6 = Az, iar a doua
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implica A,0 ="3 A;(E4, E,, A3), deci A,60 = E5. Utilizand primele doua egalitati din II. in cea
de-a treia, obtinem A;(E;,A,, A;) = A3, care implica A; =" A3(E;, Az, A3), prin urmare
A0 =™ A5(E;, E3,A3). Aplicand A, =™ A3(E;, E3, A3) 1n ultima egalitate, obtinem 4,6 = A,.

3. Daca A0 =A;,A,0 = A,,A;0 = E;, atunci 0% = (E;, A3, Ay), 03 = (E1, E5, A3),
0* = . Din A,0 = A, rezultdi A; =™ A,(E;, A, E,). De asemenea, din 4,0 = A, rezulti
A,0% = A,, adicd A,(E, E3 A3) = A,, deci A; =™ A,(E1, E5,Ay). Mai mult, 4,6 = A,
implici A,0% = A,, adici A3(E;, A3 A)) =A,, Utilizdnd A; =™ A,(E;, Ay, E,) i
A; =™ A,(E4, E3, A,) in ultima egalitate, obtinem

Ay (Ey,™ Ay (Ey B3, A3),"2 Ay (E1, Ay, Er)) = Ay

Reciproc, fie ca sunt adevarate egalitatile I11., atunci prima egalitate implica A,60 = A,, iar
din a doua egalitate rezulta A3;0 ="3 A,(E;, E,, A), deci A;0 = E;. Utilizand primele doua
egalitati din III. in a treia, obtinem A,(E;, Az, A1) = A,, care implica A; ="3 A,(E;, 43, 45),
prin urmare A0 =" A,(E;,E3,A,). Aplicand A; =™ A,(Ey,E3, A,) in ultima egalitate,
obtinem A6 = A;.

4. Daci A0 = A;,A,0 = E5,A;0 = A,, atunci 0% = (E;, A3, Ay), 03 = (E1, Ay, A3),

* = (E1, E3,4,),0° = . Din A0 = A; rezultd A; = A;(E;, Ay, E;). De asemenea, 4,6 = Aj
implicd A;0* = E,, adica A, (Ey, E3, A;) = E,, deci A, =?37s A, Mai mult, 4,0 = A, implica
A,03 = E3, adica A, (E, Ay, A3) = E5. Utilizand A; = A, (E;, AL, E,) si A, =337 A in ultima
egalitate, obtinem A, (E;,*®™ A;, A, (E1, A1, Ey)) = Es.

Reciproc, admitem ca au loc egalitatile IV., atunci prima egalitate implica A;0 = As, iar
din a doua rezulta A,0 =" A,(E;, E,, A;), prin urmare, A,6 = E5. Utilizand primele doua
egalitati in cea de-a treia, obtinem A, (E;, A, A3) = E3, care implica Az =3 A,(E;, 4,, E3), deci
A30 =3 A,(E4, E3, E,). Aplicand A, =273 A, in ultima egalitate, obtinem A6 = 4,.

5. Dacd A0 = E;,A,0 = A,,A30 = A, din A;0 = E; rezulta A; =337 A, Egalitatea
A,0 = A, implica A; ="2 A,(E,, A, E,). Din A30 = Aj rezulta Ay =2 A3(E4, A, E5).

Reciproc, fie ca sunt adevarate egalitatile V., atunci prima egalitate implica A;0 = E5, din
a doua egalitate rezultd A,0 = A,, iar cea de-a treia implica 4360 = As.

6. Dacid A,0 = E3,A,0 = A3, A30 = A,, atunci 82 = (E;,E5,A;),0% = &. Observim ci

A, = A,0% = A;0% = A,0 = A;, contradictie, deoarece T este un sistem ortogonal. O

Lema 3.13. Tripletul (E,, A,, E;) este paratopie a sistemului X' daca si numai daca are loc una
din urmatoarele conditii:

| Ay =372 Ay A, = A3(Es, Eq, As) si
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(132072 A3 (B, (13972 A3, Ey) = A3(E3, Eq, A3);
Il. Ay ="2 A3(Ey, A3, Ey), Ay =" A3(E3, E1, A3) si
"2A3(" A3(E3, Eq, A3), A3, A3 (Es, A3, Ey)) = Es;
. Ay ="2 A,(Ey, Az, Ey), A3 =" Ay(E3, Ep, Ay) si
"2A,(" Ay (E3, E1, Ap), A2)? Ay (Eg, Ay, 1)) = Es;
IV. Ay =392 Ay, Ay = Ay (E3, Eq, Ay) si Ay (Ag, B3, Ay (B3, Er, Ap)) =382 Ay;
V. Ay =72 Ay(Ey, Ay, Ey) =72 A3(E;, Az, Ey) si Ay =13972 Ay
VI. Ay =™ Ay(Ay, E3, E3), Ay = Ay (Es, By Ay (A, B3, Ey)) si Ay =137z 4y,
Demonstratie. Fie tripletul (E,, A, E;) 0 paratopie a sistemului X. DeoareceE 0 = E,, E,0 =
Ay, Ez0 = E;, obtinem 20 = {A,0,A,0,A30,E,, Ay, E,}, adica {4,0,A,0,A30} = {E5, A, A3}.

1. Daci A0 = A,,A,0 = A3,A;0 = E;, atunci 62 = (A1, 4,,E,),03 = (4,,43,4,),
0% = (A3, E3, Ay),0% = (E3, E, A3),0° = €. Din A30 = E5 rezulta A; =327z A, Egalitatea
A0 = A; implicd A,0° = A;0°, deci A, = A3(E;, E;, A3). Utilizand A; =(13272 4, i
Ay = A3(E3,Eq, A3) in A;0 = A,, obtinem (1332724, (E,,(132)%2 A, E|) = A;(Es, Eq, As3).

Reciproc, admitem ca au loc egalitatile 1., atunci din prima egalitate rezultd A;0 = E5, iar a
doua egalitate implica A,0 = A5. Utilizdnd primele doua egalitati din 1. in cea de-a treia,
obtinem A;(E,, A;, E;) = A,, care implicd 4,0 = A,.

2. Dacdi A0 =A,, A,0 =E;,A;0 = A3, atunci 62 = (A4,4,,E,),03 = (4,,E3, A7),
0* = (E3,E;, Ay),0° = . Din 430 = A3 rezulti A; =™ A5(E,, A3, E;). De asemenea, A30 =
A; implicd A3;0* = A5, adicd As(Es Eq,A,) = Az, deci A, =™ A;(E5, Eq, A;). Egalitatea
A0 = A, implicd A,0% = E5, Aplicand A; =™ A5(E,, A5, E;) in ultima egalitate, obtinem
T2A4(A, As, Ay) = E5. Utilizand Ay ="2 A3(E,, A5, E;) si Ay =™ A3(Es, E;,A3) in ultima
egalitate, avem ™2A;(™ A3 (E5, Eq, A3), A3,"2 A3 (E,, A3, Ey)) = E3.

Reciproc, fie ca sunt adevarate egalitatile I1., atunci din prima egalitate rezulta A;0 = A5,
iar a doua egalitate implica A,0 =" A3(E,, E;, A3), deci A,0 = E5. Utilizand primele doua
egalitditi din II. in cea de-a treia, obtinem ™2A;(A4,, A3, A1) =E;, care implica
Ay =™ A3(A,, E5, Ag), deci A0 =3 A5(E3, E1, A3). Aplicind A, =™3 A5(E3, E;, A3) in ultima
egalitate, obtinem 4,0 = A,.

3. Daci A0 = Aj,A,0 = A,,A30 = E5, atunci 62 = (41,43, E,),0% = (45,E3, Ay),
0* = (E3,E;, A3),0° = . Din 4,0 = A, rezulti A; =™ A,(E,, Ay, E;). De asemenea, 4,0 =
A, implici A,0* = A,, adici A,(E3 E;,A3) = A,, deci A; =™3 A,(E;3, E;, A,). Egalitatea
A0 = A5 implicd A,0? = E5, aplicind A; =™ A,(E,, A5, E;) in ultima egalitate, obtinem
"24,(As, Ay, Ay) = E5. Utilizand Ay ="2 A,(E,, Ay, Ey) si A3 =™ A,(Es, Ey, Ay), avem
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"24,("Ay(E3, E1, Ag), A% Ay (Es, Ay, Ev)) = Es.

Reciproc, admitem ca au loc egalitatile III., atunci din din prima egalitate rezultd 4,0 =
A,, iar a doua egalitate implica Az0 ="3 A,(E,, E,, A;), deci A;0 = E;. Utilizand primele doua
egalitati din III. in a treia, obtinem ™2A, (A3, A,,A;) = E3, care implica A; ="3 A,(43,E3, A,),
deci A0 =" A,(E3,E;,Ay). Aplicand A; =™3 A,(E5,E{, A;) in ultima egalitate, obtinem
A0 = A,

4. Daci A0 = A3, A,0 = E5 As0 = A,, atunci 02 = (A, Ay, E,), 0% = (As, Ay, Ay),
0% = (4,,E3,A3),05 = (E3,E;, Ay),0° = &. Din A,0 = E; rezulta A; =(132)72 4, Egalitatea
As0 = A, implicd A;0° = A,05, deci A; = A,(Es Ey,A,). Din A,0 = A; rezulti A,0° =
A,0%, adica A; = A,(A,, E;, A3). Utilizand A; =(13972 A, si A; = A,(E;,E;, A,) in ultima
egalitate, obtinem A, (A,, E3, A, (E3, E1, A)) =13272 4,

Reciproc, admitem ca sunt adevarate egalitatile IV., atunci din prima egalitate rezulta
A,0 = E5, iar a doua egalitate implica A;6 = A,. Utilizand primele doua egalitati din IV. in cea
de-a treia, obtinem A; = A,(A4,, E3, A3), care implica A;0 = A,(E3, E1, A,) si aplicand Az =
A, (E3, Eq, Ay) in ultima egalitate, obtinem 4,6 = A;.

5. Dacd A0 = E3, A,0 = A,,A;0 = A3, atunci din 4,0 = E, rezulta A; =132)"2 4,. Din
A,0 = A, rezultd A; =™ A,(E,, Ay, Ey). Din As0 = Aj rezultda A, =™ A4(E,, As, Ey).

Reciproc, fie ca au loc egalitatile V., atunci din prima egalitate rezulta A, = E5, din a doua
egalitate rezulta A,60 = A,, iar a treia egalitate implica A;60 = A;.

6. Daci A0 = Es,A,0 = A3, A30 = A,, atunci 62 = (A, Es E,), 0° = (Es, Ey, Ay),
0% =¢. Din A;0 = E; rezulta A; =132 4, Din A,0 = A; rezultai A,0% = A,, adica
A, (AL, E5, E) = Ay, deci A, =™ A,(A,, E;, E,). Egalitatea A;0 = A, implicd A;0* = A,0°3,
deci A; = A,(E5, Eq, A1). Aplicand A; =™ A,(A,, E3, E,) 1n ultima egalitate, obtinem

Az = Ay(E3, E1,™ Ay (Ay, B3, E)).

Reciproc, fie ca sunt adevarate egalitatile VI., atunci prima dintre ele implica A,6 = E5,
deci, 62 = (A44,E3,E,), 63 = (E5,E;,A;) si 6* =¢. Din a doua egalitate din VI. rezulti
A, (A, E5, E,) = A,, deci A,0% = A, care implici

A,0°% = A,0. (3.26)
Aplicand a doua egalitate din VI. in cea de-a treia, obtinem A; = A, (E3, Eq, A1), deci

A; = A,63. (3.27)
Din (3.27) si (3.26) rezulta A,0 = A3 si (3.27) implica 4360 = A,. m

Lema 3.14. Tripletul (A4, E;, E,) este paratopie a sistemului X' daca si numai daca are loc una
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din urmatoarele conditii:
| Ay =137 Ay, Ay = A (Ay, By, Ey) i Ay (E3,(32™ Ay, Ay (Ay, B E)) = Eo;
. Ay =" A3(A3, Eq, Ep), Ay =" A3(Ey, E3,A3) si
A3(E3™ A3(Ey, E3, A3),™ A3(A3, By, Ey)) = As;
. Ay =" Ay (Ay, By, Ep), A3 =" Ay (Ey, E3, A3) si
Ay (E3™ Ay (Ey, E3, A),™ Ay (A2, E1 Er)) = Ay
IV. A, =397 4, A3 = A1 (A, Ey, Ey) si
A1 (B3, (39 Ay, A1 (A, By Ep)) = Ey;
V. Ay =71 Ay (A, Eq, Ey) =™ A3(As By, E) si Ay =123 Ay
VI. Ay ="2 Ay(E3, Ap E1), A3 = Ay ("2A5(E3, Ag B, By, E5) si Ay =123 4,
Demonstratie. Fie tripletul (A4, Ey, E;) 0 paratopie a sistemului X. DeoareceE;0 = Ay, E,0 =
E,,E30 = E,, obtinem X6 = {A,0,A,0,A30,A,,E;, E,}, adica {A,60,A4,60,A50} = {E3, A,, A3}.
1. Daci A0 = A,,A,0 = A;,A30 = E;, atunci 62 = (A4,,4,,E;),0% = (43,45, 4,),
0* = (E;3,43,4,),0° = (E5,E3,A3),0° = &. Din A0 = A, rezulti A, = A;(A,E;, E;). De
asemenea, 4,0 = A, implica A,;05 = E;, adicd A, (E,, E5, A3) = E;, deci A; =327 4, Mai
mult, din A;0 = A, obtinem A,0* =E,, adici A,(E; A3 A;) =E,. Utilizind A, =
A1(A4, EL, Ey) si A; =(132)7s A4 in ultima egalitate, avem A, (E3, (3273 A,, A, (A1, E1, E;)) = E,
Reciproc, admitem ca au loc egalitatile 1., atunci prima dintre ele implica A;6 = A, iar din
a doua egalitate rezultd A;0 ="3 A,(E,, E,, A1), deci A;0 = E5. Utilizand primele doua egalitati
din 1. in a treia, obtinem A;(E3, Az, A;) = E,, prin urmare A, =3 A,(E3, A3, E,), care implica
A,0 =™ A, (E,, E3, E;). Aplicand A3 =327 4, in ultima egalitate, avem 4,0 = A;.
2. Daci A0 = Ay, A,0 = E5 A0 = A;, atunci 02 = (A, Ay, Ey), 0% = (Es, Ay, Ay),
0* = (E,, E3,A,),0% = €. Din A30 = A; rezultd A; =™ A3(A43, E1, E,). De asemenea, A;60 =
A; implicd A;0* = A5, adicd A5(E,, E3, Ay) = Ag, deci A, =™3 A5(E,, E3, A3). Din A0 = A,
rezulti  A303 = As, deci  As(Es Ay A;) = As.  Utilizand A, =™ A;(As, Ey Ey) s
A, =™ A;(E,, E3, A3) in ultima egalitate, avem A3 (E3,™ A3 (E,, E3, A3),™ A3(A3,E4, Ey)) = A;
Reciproc, fie ca au loc egalitatile II., atunci prima egalitate implica A30 = A, iar din a
doua egalitate rezulta A,0 =™ A3(E,, E5, A3), deci A,0 = E5. Utilizand primele doua egalitati
din II. in cea de-a treia, obtinem A3(E3, A,, A1) = Az, deci A; =3 A3(E3, Ay, A3), care implica
A0 =™ A5(E,, E5, A3). Aplicand A, =™3 A3(E,, E3, A3) in ultima egalitate, obtinem 4,0 = A,.
3. Daci A0 = A3,A,0 = A,,A;60 = E;, atunci 0% = (43,A,,E,), 0% = (E3, A3, 4;),
0* = (E,, E3,A3),0% = €. Din A,0 = A, rezultd A; =™ A,(A4,, E1, E,). De asemenea, 4,60 =
A, implicd A,0* = A,, adicid A,(E,, E3, A3) = A,, deci A; =™3 A,(E,, E3, Ay). Din 4,0 = A,
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rezulti A,0% = A,, adici A,(E; A3, A;) =A,. Utilizind A; =™ A,(4A,,E, E))  si
A; =™ A,(E,, E3, Ay) in ultima egalitate, avem A, (E3,™ A, (E,, E3, Ay)," A, (A5, ELL EY)) = A,

Reciproc, fie ca sunt adevarate egalitatile II1., atunci prima egalitate implica 4,6 = A,, din a
doua egalitate rezulta A;0 =™ A,(E,, E3, A,), deci A;0 = E5. Utilizand primele doua egalitati
din III. in a treia egalitate, obtinem A,(E3, Az, A;) = A,, deci A, =3 A,(E3, A3, A,), care
implica A,0 =™ A,(E,, E3,A,). Aplicand A3 =™ A,(E,, E3, A;) in ultima egalitate, obtinem
A0 = As.

4. Dacid A0 = A;, A,0 = E;, A30 = A,, atunci 02 = (43,41, E;), 03 = (4,,45,4,),
0* = (E3,A45,43),0° = (E5,E5,A,),0° = &. Din A0 = A; rezulti A; = A;(A,E;, E;). De
asemenea, 4,0 = A; implica A,05 = E;, adicd A, (E,, E5, A;) = E;, deci A, =327 4, Mai
mult, din A;0 = A; obtinem A;0*=E,, deci A,(E; A, A3) =E,. Utilizdnd A; =
Ai(A4,EL, Ey) si A, =393 AL in ultima egalitate, avem A, (E5, (327 A, A, (41, EL, Ey)) =
E,.

Reciproc, fie cd au loc egalitatile IV., atunci prima egalitate implica A6 = A, iar din a
doua egalitate rezulta A,0 ="3 A,(Ey, E5, A;), deci A,0 = E;. Utilizand primele doua egalitati
din din IV. in a treia, obtinem A;(E3, A,, A3) = E,, prin urmare, A; =" A;(E3, A,, E,), care
implicd A30 =™ A, (E,, E5, E;). Aplicand A, =(132)7s 4, in ultima egalitate, avem A0 = A,.

5. Daca A,0 = E3, 4,60 = A,, A;0 = As, atunci A,0 = E; implica 4, =237t 4,. Din
A,0 = A, rezulta A, =™t A,(A,,Ey, E;) s1 A30 = A3 implica A, =™t A3(A43,E4, Ey).

Reciproc, admitem ca sunt adevarate egalitatile V., atunci prima egalitate implica 4,0 =
E5, din a doua egalitate rezulta A,6 = A,, iar a treia egalitate implica A;0 = A;.

6. Daci A0 = E;,A,0 = A;,A30 = A,, atunci 62 = (E3, Ay, Ey), 03 = (E,, E3, Ay),
0% = £. Din A0 = E; rezulta A; =(123)71 4, Egalitatea A,6 = A; implica 4,0% = A,, adica
A,(E3, Ay, Ey) = Ay, prinurmare, A; =™2 A, (E5, A,, E;). Folosind ultima egalitate in 4,0 = As,
obtinem

Az = A, (M Ay (B3, Ay, Ev), By, E).

Reciproc, fie cd sunt adevarate egalitatile VI., atunci prima egalitate implica 4,0 = Ej.
Utilizand a doua egalitate VI. in cea de-a treia, obtinem A,6 = A;. Din A; =™2 A,(E5, A3, E;)
rezulta

Ay (Es, Ay, Ey) = A,. (3.28)
A doua si a treia egalitate din VI. implica A3;0 = A,(E3, A4, E1). Aplicand (3.28) in ultima

egalitate, obtinem A30 = A,. ]
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Lema 3.15. Tripletul (A4, E,, E;) este paratopie a sistemului X' daca si numai daca are loc una
din urmatoarele conditii:
l. Ay = A1 (A1, B, Er), A5 =03 Ay 5i Ay (D™ Ay, By, Ay (Ay, By, Er)) = By
. A; ="t A3(A3, B3, E1), Ay =" A3(E3, Ep, A3) si
A3 (" A3(Es, Ey, A3), Ep)™ A3(A3, By, E)) = As;
HI. Ay ="t Ay(Ay, Eo, E1), Az =3 Ay(E3, Ep, Ay) si
Ay (M Ay (Es Ep, Ay), Ep)™ Ay (A, By E)) = Ay
IV. Ay =037 Ay =1 Ay (Ay, By, Ey) =™ A3(As, By, Ey);
V. A3 = A(A1, By Er), Ay =013 Ay 5i A (™2 A, Ey, Ay (A, B, Ey)) = E;.
Demonstratie. Fie tripletul (4,,E,, E;) 0 paratopie a sistemului X. DeoareceE,6 = A4, E,0 =
E, E;0 = E;, obtinem 26 = {4,0,A,0,A30,A4,E,, E;}, adica {A,60,4,0,A50} = {E3, A,, A3}.
1. Dacd A.0 = A,,A,0 = A;,A3;0 = E5, atunci 62 = (A,, E5, A;),0% = (45,E5, Ay),
4 = (E3 E,, A3),0° = . Din A,0 = A, rezulti A, = A;(A,, E,, E;). De asemenea, 4,0 = A4,
implica A;0* = E;, adica A,(Es, E,, A3) = E;, deci A; =373 A4, Mai mult, 4,60 = A, implica
A,03 = E, adica A, (A3, E,, A,) = E;. Utilizand A, = A, (A1, E5, E;) si A; =3 A in ultima
egalitate, obtinem A, (3™ 4, E,, A, (A4, E5, E;)) = E;.

Reciproc, fie ca au loc egalitatile 1., atunci din prima egalitate rezulta 4,6 = A,, iar a doua
egalitate implica A30 ="3 A;(Ey, E,, A7), prin urmare, As;6 = E;. Utilizand primele doua
egalitati din I. in a treia, obtinem A; (43, E,, A,) = E3, care implica A, =" A (A3, E,, E3), deci
A,0 =3 A, (Es, E,, E;). Aplicand A; =373 A, in ultima egalitate, obtinem 4,6 = Aj.

2. Daca A0 = A, A,0 = E;,A;0 = A, atunci 6?% = (4,,E,,A,),03 = (E3, E, Ay),
0* = &. Din A30 = A rezultd A; =™ A;(As, E,, E;). De asemenea, A;0 = A; implica 4303 =
As, adicd As(Es, E, Ay) = Az, deci A, =™ A;(Es, E,, As). Mai mult, din 436 = A; rezultd
A30? = A;, adica A3(Ay, E,, Ay) = As. Aplicand A, = A; (A1, Ey, Eq) si A; =3 4 in ultima
egalitate, obtinem A5 (™3 A3(E3, Ey, A3z), E;, "t A3 (A3, Ey Ey)) = As.

Reciproc, fie ca au loc egalitatile II., atunci din prima egalitate rezulta A;0 = Az, iar a
doua egalitate implica A,60 =™ A;(E,, E,, A3), deci A,0 = E5. Utilizand primele doua egalitati
din II. in cea de-a treia, obtinem A5(A,, E;, A;) = A3, care implica A; ="3 A3(A,, E,, A3), deci
A0 =™ A5(E;3, E,, A3). Aplicand A, =™3 A3(E;, E,, A3) in ultima egalitate, obtinem A0 = A,.

3. Daci A0 = A3, A,0 = A,,A;0 = E5, atunci 0% = (43,E,, A,), 03 = (E3, E,, A3),
0* = £. Din 4,0 = A, rezulta A; =™ A,(A,, E,, E;). De asemenea, A,0 = A, implica 4,03 =
A,, adica A,(E3, E,, A3) = Ay, de unde rezulta A; =" A,(E3, E,, A;). Mai mult, din 4,0 = A,
rezulti A,0% = A,, prin urmare A,(As E,, A;) = A,. Utilizdnd A; =™ A,(A4,,E,, E;) si
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A; =3 A,(E5, E,, A,) in ultima egalitate, obtinem
Ay (M Ay (B3 Ep, Ag), By Ay (A3, Eo, E)) = Ay

Reciproc, admitem ca sunt adevarate egalitatile IIL., atunci din prima egalitate rezulta
A,0 = A,, iar a doua egalitate implica A;60 =™ A,(E,,E,, A,), deci A;6 = E;. Utilizand
primele doud egalitati din III. in cea de-a treia, obtinem A,(As, E,, A1) = A,, care implica
Ay =" Ay (A3, E,, Ay), deci A;0 =™ A,(Es, E,, Ay). Aplicand A; =™ A,(Es, E,, A,) in ultima
egalitate, obtinem 4,0 = A;.

4. Dacd A0 = Az, A,0 = E5, 430 = A,, atunci 62 = (43, E,, A;), 03 = (4,5, E,, As3),
0* = (E;3,E,,A,),0% = €. Din 4,0 = A; rezultd A; = A;(A, E,, E;). De asemenea, A,0 = A,
implica A,0* = E,, adicd A, (Es, E,, A,) = E;, deci A, =137 4, Egalitatea 4,0 = A, implica
A,103 = Es, adica A, (A, E,, A3) = E5. Utilizand A; = A, (A1, E5, E;) si A, =37 A in ultima
egalitate, obtinem A, (3™ 4,, E,, A, (A4, E5, E;)) = E;.

Reciproc, fie ca au loc egalitatile IV., atunci din prima egalitate rezulta A0 = A3, iar a
doua egalitate implica A,0 ="3 A;(Ey, E,, A,), deci A,0 = E5. Utilizand primele doua egalitati
din IV. in cea de-a treia, obtinem A;(A,, E,, A3) = E3, care implica A3 =" A;(A,, E,, E3), deci
A30 ="3 A, (Es, E5, E;). Aplicand A, =373 A, in ultima egalitate, obtinem A6 = 4,.

5. Dacd A,0 = E;3,A,0 = A,, A;6 = A, atunci din 4,0 = E; rezultd A; =137 4,. Din
A,0 = A, rezulti A; =™t A,(Ay, E,, Ey). Din A30 = A; rezultd Ay =™t As(Ay, Ey, Ey).

Reciproc, fie ca sunt adevarate egalitatile V., atunci din prima egalitate rezulta A;0 = Ej5,
din a doua egalitate rezulta A,0 = A,, iar a treia egalitate implica A;0 = As.

6. Dacd A0 = E3, A,0 = A3, Az0 = A,, atunci 62 = (Es, E,, A;), 03 = €. Din A,0 = A,
si A30 = A, rezultdi A, = A,0% = A;0% = A,0 = A;, deci A, = A3, contradictie, deoarece X

este sistem ortogonal de quasigrupuri. o

Lema 3.16. Tripletul (E,, E5, A;) este paratopie a sistemului X' daca si numai daca are loc una
din urmatoarele conditii:
I Ay = Ay (Ey, Es, Ay), Az =372 Ay 5i A1 (Ey, Ay (Ey, Es, 41),C3™2 A) = Ey;
. Ay =™ A3(Ey, E3,A3), Ay =™ A3(Eq, A3, Ey) si
A3(E,,™ A3(Eq, E5, A3),™ A3(Ey, Az, E))) = As;
”I Al =73 AZ(E11E3;A2)1A3 =T2 AZ(EllAZIEZ) ..Sl
Ay (Ey™ Ay(Eq, E5,Ap),™ Ay (Ey, Ay, E)) = Ay;
IV. A3 = Ay(Ey, E3, Ay), Ay =372 Ay 5i A (Ey, A (Ey, E3, A1), P2 A)) = Ey;
V. Ay =™ A,(Ey, E3, Ay) =™ A3(Ey, E3, A3) si Ay =23 A,
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Demonstratie. Fie tripletul (E;, E5,A;) 0 paratopie a sistemului X. DeoareceE;0 = E;,E,0 =
Es, E360 = A;, obtinem 20 = {A,0, 4,0, A36,E,, Es, A,}, adicd {A,0, 4,60, A;0} = {E,, A,, A3},
1. Dacd A0 = A,,A,0 = A3, A0 = E,, atunci 6% = (E;, Ay, A,), 03 = (Ey, Ay, As),
* = (E|, A3, E,),0% = €. Din A,0 = A, rezultd A, = A,(E,,E3, A;). De asemenea, 4,0 = A,
implici A,0* = E;, adica A,(E,, A3, E;) = E3, deci A; =@372 A, Mai mult, din 4,0 = 4,
rezultd A,0% = E,, adica A, (Ey, Ay, As) = E,. Utilizand A, = A,(Ey, E3, A;) si A3 =272 4, in
ultima egalitate, obtinem A, (E;, A;(E1, E3, 4,),33™2 A)) = E,.

Reciproc, admitem ca sunt adevarate egalitatile 1., atunci prima egalitate implica A;0 =
A,, iar din a doua egalitate rezulta A;0 ="2 A,(E,, A4, E3), deci A3;60 = E,. Utilizand primele
douda egalititi din I in cea de-a treia, obtinem A;(E;, Az A3) = E,, prin urmare,
A, =™ A{(Eq, E,, A3), care implicd A,0 =2 A, (E,, E3, E,). Aplicand A; =237 A, in ultima
egalitate, obtinem 4,0 = A,.

2. Daci A0 =A,,A,0 = E,,A30 = A;, atunci 02 = (E1, A1, Ay), 0% = (E, Ay E),
0* = £. Din A30 = A; rezultdi A, =™ A3(E,, E3, A3). De asemenea, A30 = A; implici A;03 =
A;, adica As(Ei, Ay E;) = Az, prin urmare, A, ="2 A;(E;, A3, E;). Mai mult, A;60 = A,
implicd A3;0% = A5, deci A3(Ey,A;Ay) = As.  Utilizind Ay =™ A3(Ey, E3, A3)  si
A, ="2 A;(E;, A3, E;) in ultima egalitate, obtinem A5 (E;,™ A5(Ey, Es, A3),™2 A3(Ey, A3, Ey)) =
As.

Reciproc, fie ca au loc egalitatile II., atunci prima egalitate implica A;0 = A, iar din a
doua egalitate rezulta A,0 ="2 A3(E,, A3, E3), deci A,0 = E,. Utilizand primele doua egalitati
din II. in a treia, obtinem A3(E;, A4, A;) = Az, prin urmare, A; =2 A;(E;, A3, A;), care implica
A0 =™2 A5(E;, A3, E,). Aplicand A, =2 A;(E,, A3, E;) in ultima egalitate, obtinem 4,0 = A,.

3. Daca A0 =A;,A,0 = A,,A;0 = E,, atunci 0% = (E;, A, 43),03 = (E1, A3, Ey),
0* = ¢. Din A,0 = A, rezultdi A, =™ A,(E,, E3, A;). De asemenea, 4,0 = A, implici 4,03 =
A,, adica A, (E,, A3, E;) = Ay, prin urmare, A; ="2 A,(E,, Ay, E;). Mai mult, A,0 = A, implica
A,0% = A,, deci A,(Eq, Ay, A3) = A,. Utilizand A, =™3 A,(Eq, E3, Ay) si Az =2 Ay(Eq, Ay E>)
in ultima egalitate, obtinem A, (El,”3 A,(E{, E5 Ap), 2 Ay (Eq, Ay, Ez)) = A,.

Reciproc, admitem ca au loc egalitatile III., atunci prima dintre ele implica 4,0 = A,, iar
din a doua rezultd A;60 ="2 A,(Ey, A,, E3), deci A36 = E,. Utilizand primele doua egalitati din
III. in cea de-a treia, obtinem A,(E;, A1, A3) = A,, prin urmare, A; ="2 A3(E;, A,, A3), care
implica A0 =2 A,(E,, A3, E;). Aplicand A3 ="2 A,(E4, A5, E,) 1n ultima egalitate, obtinem
A0 = As.

4. Daci A0 = A3, A,0 = E;, A30 = A,, atunci 62 = (E;, A1, A3), 0% = (E1, Az, Ay),
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* = (E,A,,E,),0° = . Din A,0 = A5 rezultd A; = A,(E,, E3, A;). De asemenea, 4,0 = Aj
implica A,0* = E;, adica A,(E;, A, E,) = E;, deci A, =337 4, Mai mult, din 4,0 = 4,
rezulti A,0° = E,, adicd A, (E;, A3, A,) = E,. Utilizand A; = A;(E1, E3, A;) si A, =?372 A, in
ultima egalitate, obtinem A, (E;, A1 (E1, E3, 4,),33™2 A)) = E,.

Reciproc, fie ca sunt adevarate egalitatile IV., atunci prima egalitate implica A0 = Az, iar
din a doua egalitate rezulta A,0 ="2 A,(E,, A4, E3), deci A,0 = E,. Utilizdnd primele doua
egalitati din IV. in a treia, obtinem A, (E;, Az, A;) = E,, prin urmare, A; ="2 A,(E, E,, Ay),
care implicd A30 ="2 A,(E;, E3, E;). Aplicand A, =?372 A, in ultima egalitate, obtinem
A30 = A,.

5. Dacd A0 = E,,A,0 = A,,A30 = A;, atunci A,0 = E, implici A; =237 4,. Din
A,0 = A, rezulta A, ="2 A,(E;, E3, Ay), iardin A30 = A; rezultda A; ="3 A3(E;, E3, A3).

Reciproc, admitem ca au loc egalitatile V., atunci prima egalitate implica A,6 = E,, din a
doua egalitate rezulta A,6 = A,, iar din a treia egalitate rezulta A;0 = As.

6. Dacd A0 = E,, A,0 = A3,A30 = A,, atunci 6% = (E;, A, E,), 0% = . Observim ci
A, = A,03 = A;0% = A,0 = A;, contradictie, deoarece X este sistem ortogonal de quasigrupuri.

O

Lema 3.17. Tripletul (E5, E;, A;) este paratopie a sistemului X' daca si numai daca are loc una
din urmatoarele conditii.
. Ay =023 A3, Ay = A3(Ey, A3, Ey) si
A3(A3, A3(Ey, Az, Ey), Ey) =123 Ag;
Il. Ay =" A3(E3, Ey, A3), Ay ="2 A3(Ey, A3 Ey) si
A3 ("2 A3(Ey, A3, E1),™ A3(E3, E1, Az), Ey) = As;
. A; =™ A,(E5, Eq,Ay), A =™2 A,(E,, Ay, Ey) si
Ay (M Ay(Ey, Ay, E1),™ Ay (E3,E1, Az), Ey) = Ay;
IV. A, =297 A, As = A,(Ey, Ay, Ey) si
A3 (Az Ay (Ey, Az, Ey), Ey) =123 Ay,
V. Ay =73 Ay (Es, By, Ap) = Ag(Es, Ex, As) si Ay =327 Ay
VI. Ay =™ A,(Ay, E3 Ey), As = Ay (E,™ Ay(Ay, Es, E), Ey) si Ay =123 4
Demonstratie. Fie tripletul (E5, E;,A;) 0 paratopie a sistemului X. DeoareceE;0 = E3, E,0 =
E,,E30 = A4, obtinem X0 = {A,6,A4,6,A560,E5,E;,A;}, adica {A,0,A4,0,A50} = {E,, A,, A3}
1. Daci A0 = A,,A,0 = A3,A;0 = E,, atunci 62 = (A1, E3,4,),0% = (4,,41,43),
= (43,45, E,),0% = (E,, A3, E;),0° = €. Din A30 = E, rezulta A, =123 4, Egalitatea
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A,0 = A; implici A,0° = A;6°, deci A, = A;(E,, A3, E;). De asemenea A;0 = E, implici
A30* = A;, adici A3(A3, A4, E,) = A;. Utilizand A, =123 A, si A, = A3(E,, A3, E;) in
ultima egalitate, obtinem A3 (A, A3 (E,, A3, Ey), E;) =(123)7s 4,

Reciproc, fie ca au loc egalitatile 1., atunci din prima egalitate rezulta A;0 = E,, iar a doua
egalitate implica A,0 = As. Utilizand primele doud egalitdti din 1. in cea de-a treia, obtinem
A3(As, Ay, E;) = Aq care implica A;0 = A3(E,, A3, E1). Aplicand A, = A3(E,, A3, E;7) 1n ultima
egalitate, obtinem 4,0 = A,.

2. Daci A0 = A,,A,0 =E,,A;0 = A3, atunci 6% = (4,,E3,4,),0% = (4,,A,,E,),
= (E,,A,,E;),0° = . Din A30 = A5 rezultd A; =™3 A3(E3, E1, A3). De asemenea, A30 =
A; implicd A;0* = A3, adicd A3(E,, A, E;) = As, deci A, =™ A;(E,, A, E1). Mai mult,
A30 = A; implicd A3;03 = A;, adicd A3(A,, Ay, Ey) = Ag. Utilizand A, =™ A3(E5, Eq, A3) si
A, ="2 A;(E,, A3, E;) in ultima egalitate, obtinem
A3("2A3(Ey, A3, Eq),™ A3(E3, E, Az), E3) = As.

Reciproc, fie ca au loc egalitatile II., atunci prima egalitate implica A30 = A, iar din a
doua egalitate rezulta A,0 ="2 A3(E,, A3, E3), deci A,0 = E,. Utilizand primele doua egalitati
din II. in cea de-a treia, obtinem A3(A,, A4, E;) = A3, care implica A; ="2 A3(A,, A3, E,), deci
A0 =™2 A5(E,, A3, Ey). Aplicand A, ="2 A5(E,, A3, E;) 1n ultima egalitate, obtinem A6 = A,.

3. Daci A0 = A3,A,0 = A,,A;0 = E,, atunci 0% = (4,,E3,43),0% = (43,4, E),

4 = (E, A3,E;),0% = €. Din A,0 = A, rezultd A, =™3 A,(E5,E;,A,). De asemenea, 4,6 =
A, implicd A,0* = A,, adicd A,(E,, A3, E;) = A,, deci A; =™ A,(E,, A, E;). Mai mult,
A,0 = A, implicd A,03 = A,, adicd A,(A3,Aq, E;) = A,. Utilizdnd A; =™ A,(E5, Ey, Ay) si
A; =2 A,(E,, A,, E,) in ultima egalitate, obtinem

Ay ("2 Ay(Ey, Ag, E1) 3 Ay (E3, B, A3), Er) = As.

Reciproc, admitem ca au loc egalitatile III., atunci prima egalitate implica A,0 = A,, iar
din a doua egalitate rezulta A;0 ="2 A,(E;, A, E3), deci A;60 = E,. Utilizand primele doua
egalitati din III. in a treia, obtinem A, (A3, A1, E;) = A, care implicd A; =2 A, (A3, A,, E5), deci
A0 =™2 A,(E,, Ay, Ey). Aplicand A; ="2 A,(E,, A,, E7) 1n ultima egalitate, obtinem A;6 = A;.

4. Dacd A0 = A3, A,0 = E5, A30 = A,, atunci 62 = (A,, Es, A3), 03 = (43,41, 4,),

= (A,,A3,E,),0% = (E, A5, E;),0° = €. Din A,0 = E, rezulta A, =123 4,. Egalitatea
A30 = A, implicd A;60° = A,6°, deci A; = A,(E,, A, E;). De asemenea, 4,0 = E, implici
A,0% = A;, adici A,(A, A3 E,) = A;. Utilizand A; =237 4, si A3 = A,(E,, Ay Ep) in
ultima egalitate, obtinem A, (A,, A, (E,, Ay, Ey), E;) =(123)7s 4,

Reciproc, fie ca sunt adevarate egalitatile IV., atunci prima egalitate implica 4,6 = E,, iar
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din a doua egalitate rezulta A;6 = A,. Utilizand primele doua egalitati din IV. in a treia, obtinem
A,(A,, A3, E;) = A care implica A;0 = A,(E;, A, Ep). Aplicand Az = A, (E,, A,, E;) 1n ultima
egalitate, obtinem 4,0 = A;.

5. Dacd A0 = E,, A,0 = A,, A30 = As, atunci din 4,0 = E, rezulta A; =237 4, Din
A,0 = A, rezulti A; =™ A,(Es, Ey, Ay). Din A30 = A, rezultd A; =™ As(Es, Ey, As).

Reciproc, fie ca au loc egalitatile V., atunci din prima egalitate rezultd A, = E,, din a doua
egalitate rezulta A,60 = A,, iar a treia egalitate implica A;0 = A;.

6. Dacd A0 = E, A,0 = A3, As0 = A,, atunci 0% = (A, Es, Ey), 03 = (Ey, Ay, Ey),
0* =¢e. Din A;0 = E, rezulta A, =237 4,. Din A,0 = A; rezulta A,0% = A,, adica
A, (AL, E3 E) = Ay, deci A, =™ A,(A,, E;3, E,). Egalitatea A;0 = A, implicid A;0* = A,0°3,
deci A; = A,(E,, A4, E;). Aplicand A; =™t A,(A,, E3, E,) in ultima egalitate, obtinem

Az = Ay(Ey,™ Ay (A, E3, E»), Ey).

Reciproc, admitem ca sunt adevarate egalitatile VI., atunci prima egalitate implica
A,0 = E,, prin urmare, 8% = (A4, E5, E,), 03 = (E,, AL, E;) si 0* = €. A doua egalitate din VI.
implica A, (A4, E5, E;) = A,, deci 4,62 = A,, de unde rezulti

A,03% = A,6. (3.29)
Aplicind a doua egalitate din V1. in cea de-a treia, obtinem A; = A, (E,, A4, E;), deci

As = A,65. (3.30)
Din (3.29) si (3.30) rezultd A,0 = A3, (3.30) implica A30 = A,. i

Lema 3.18. Tripletul (E, A4, E3) este paratopie a sistemului X' daca si numai daca are loc una
din urmatoarele conditii:
| Ay = Ay (Ey, Ay, E3), A3 =2 Ay i A1(Ey, A1 (Ey, Ay E3)) =2 Ag;
Il. Az = A1(E1, Ay, E3), Ay =2 Ay i A1(E1, A1(Ey, Ay, E3)) =2 Ag;
. Ay ="2 A,(Ey, Az, E3) ="2 A3(Ey, Ay, Es).
Demonstratie. Fie tripletul (E;, A, E3) 0 paratopie a sistemului X. DeoareceE;0 = E;,E,0 =
Ay, E30 = E5, obtinem X6 = {A,0,A4,0,A30,E,, A, E3}, adica {A,60,4,0,A50} = {E,;, A,, A3}
1. Daci A0 = A,,A,0 = A;,A;0 = E,, atunci 62 = (E;, Ay, E3), 0% = (E, A3, E5),
0* = ¢. Din A0 = A, rezulti A, = A,(E1, A1, E3). De asemenea, 4,0 = A, implicid 4,03 =
E,, adicd A;(E;, A3, E3) = E,, prin urmare A; =™ A;. Mai mult, 4,0 = A, implici A,0% = A,
adica A(E;, A, E3) = A;. Utilizand A, = A,(E;, A, E3) si Az =™ A; in ultima egalitate,
obtinem A, (E;, A1 (Ey, Ay, E3), E3) =2 A;.

Reciproc, admitem ca au loc egalitatile 1., atunci prima egalitate implica A6 = A,, iar din
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a doua egalitate rezultd A;0 ="2 A,(E;, A1, E3), deci A36 = E,. Utilizand primele doua egalitati
din I. in a treia, obtinem A;(Ey, A, E3) = A3 care implica A, ="2 A,(E;, A3, E3), deci
A,0 =™2 A;. Aplicand A; ="2 A; in ultima egalitate, obtinem A,0 = A;.

2. Daca A0 = A,,A,0 = E,,A30 = A3, atunci A;60 = A; implica A; = E,, contradictie,
deoarece A; este operatie de quasigrup.

3. Daca A;0 = A;,A,0 =A,,A;0 =E,, atunci din A,0 = A, rezulta A, =E,,
contradictie, deoarece A, este operatie de quasigrup.

4. Dacd A0 = A3,A,0 = E,, A;0 = A,, atunci 0?% = (E;, A3, E5), 0% = (Eq, A, E3),
0* = ¢. Din A0 = A; rezultdi A; = A,(E;, Ay, E5). De asemenea, A,0 = A3 implicid 4,03 =
E,, adica A, (E,, A,, E3) = E,, prin urmare, A, =2 A,. Mai mult, 4,0 = A5 implici 4,02 = A,,
adica A,(E;, A3z E3) = A,. Utilizand Az = A,(E;,A1,E3) si A, =™ A; in ultima egalitate,
obtinem A, (E;, A1(Eq, A4, E3), E3) =2 A;.

Reciproc, fie ca au loc egalitatile IV., atunci prima egalitate implica A;6 = Az, iar din a
doua rezulta A,0 ="2 A,(Ey, A4, E3), deci A,0 = E,. Utilizand primele doua egalitati din IV. in
cea de-a treia, obtinem A;(E;, A3z E3) =A, care implica A; ="2 A,(E;, A3, E3), deci
A;60 =™2 A;. Aplicand A, =2 A; 1n ultima egalitate, obtinem A6 = A,.

5. Daca A,0 = E,,A,0 = A,, A;0 = A3, atunci A,0 = A, implica A; = E,, contradictie,
deoarece A; este operatie de quasigrup.

6. Daca A0 = E,, A,0 = A3,A30 = A,, atunci A,0 = Az implica A; =2 A,(E;, A3, E3).
Din A30 = A, rezulta A; =™ A3(Eq, Ay, E3).

Reciproc, admitem ca sunt adevarate egalitatile VI., atunci prima egalitate implica
A,60 = A;, din a doua egalitate rezulta A;60 = A, si A10 =2 A;(E;, A3, E3), deci 4,0 = E,. O

Lema 3.19. Tripletul (E3, A4, E;) este paratopie a sistemului X' daca si numai daca are loc una
din urmatoarele conditii:
l. Ay =372 A1, A, = A1 (B3, A1 Er), Ay (E1, Ai (B3, Ay Ey), E) =032 Ay
. A3 = Ay(Es, Ay, Er), Ay =032 Ay, Ay (B, A1 (B3, Ay By, E3) =032 Ay
. Ay ="2 A,(E3, Ay, Ey) =2 A3(E3, A3, E1);
IV. A1(E3, Ay, E1) = E3, A3 = Ay(E3, Ay, E9).
Demonstratie. Fie tripletul (E5, A;,E;) 0 paratopie a sistemului X. DeoareceE;6 = E3, E,0 =
Ay, E50 = E, obtinem 20 = {A,6, 4,0, A0, Es, Ay, Ey}, adica {A,0, 4,0, A30) = (E,, A,, As).
1. Daci A0 = Ay A0 = Ay, A0 = E,, atunci 62 = (Ey, Ay, Es), 03 = (Es, As, Ey),
0* = £.Din A,0 = A, rezulti A, = A,(E5, A, E;). De asemenea 4,0 = A, implici 4,03 = E,,
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adicd A;(E;, A3, E;) = E,, deci A3 =372 4, Mai mult, 4,0 = A, implici A;0? = As, adica
A, (E1, Ay, E3) = Ag. Utilizand A, = A, (E3, Ay, Eq) si A3 =372 4 in ultima egalitate obtinem
A1 (Ey, Ay (E3, Ay Ey), E3) =032 Ay,

Reciproc, admite ca au loc egalitatile 1., atunci din prima egalitate rezulta A,60 = A, iar a
doua egalitate implica Az0 ="2 A,(E;, A4, E3), deci A30 = E,. Utilizand primele egalitati din 1.
in cea de-a treia, obtinem A, (E;, A,, E3) = Aj care implica A, ="2 A,(E;, A3, E3), prin urmare,
A,0 =2 A, (E3, E,, E;). Aplicand A; =372 4, in ultima egalitate, obtinem 4,6 = As.

2. Dacd A;0 = A,,A,0 = E,, A;0 = A, atunci 62 = (E;, Ay, E3). Din 436 = A rezultd
A30% = As, adicd A3 (Ey, Ay, E3) = As(Ey, E,, E3), deci A, = E,, contradictie, deoarece A, este
operatie de quasigrup.

3. Dacd A0 = A3, A,0 = A,,A30 = E,, atunci 6% = (E, As, E3). Din 4,0 = A, rezultd
A,0% = A,, adica A,(Eq, A3, E3) = A,(E,, E,, E3), deci A3 = E,, contradictie, deoarece A5 este
operatie de quasigrup.

4. Dacdi A0 = A3,A,0 =E,,A;0 = A,, atunci 6? = (E;, A3, E5), 0% = (E5, 45, E)),
0* = £.Din A,0 = Az rezulti A; = A (E5, A, E;). De asemenea, 4,0 = Az implicid 4,63 = E,,
adicd A;(E;, Ay, E;) = E5, deci A4, =372 4, Mai mult, 4,0 = A; implica A,0% = A,, adica
A, (E1, A3, E3) = A,. Utilizand A3 = A;(E3, Ay, Ey) si Ay =332 A in ultima egalitate obtinem

A1 (Ey, Ay (E3, Ay Ey), E3) =032 Ay,

Reciproc, fie ca au loc egalitatile II., atunci din prima egalitate rezulta 4,0 = As, iar a
doua egalitate implica A,0 ="2 A,(E;, A4, E3), deci A,0 = E,. Utilizand primele doua egalitati
din II. in cea de-a treia, obtinem A;(E;, Az, E3) = A, care implica A; ="2 A,(E;, A,, E3), prin
urmare, A360 =™ A,(Es, E5, E;). Aplicand A, =372 A, in ultima egalitate, obtinem A0 = 4,.

5. Dacd A0 =E, A,0 = A, A0 = A5, atunci 6% =¢. Din 4,0 = A, rezulta
A, =2 A,(E;, A, E;). Egalitatea A;0 = A; implicd A; ="2 As(Es, As, E).

Reciproc, admitem ca sunt adevarate egalitatile III., atunci prima egalitate implica
A,0 = A,, iar a doua egalitate implica A;6 = A;. De asemenea, din a doua egalitate din IlI.
rezulti A;0 ="2 A;(E;, A3, E3), deci A;0 = E,.

6. Daca A0 =E, A0 = A;,A;0 = A,, atunci 02 =¢. Din A0 =E, rezultd
A, =373 A jar A,0 = A, implicd A; = A, (E;, Ay, Ey).

Reciproc, fie ca au loc egalitatile IV., atunci prima egalitate implica A,6 = E,, iar a doua
egalitate implica A,0 = A;. De asemenea, din a doua egalitate din I1V. rezulta A3;0 =
A,(Ey1, Ey, E3), deci A30 = A,. O
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Lema 3.20. Tripletul (A4, E;, E3) este paratopie a sistemului X' daca si numai daca are loc una
din urmatoarele conditii:
l. Ay = A1 (A1, By, E3), A5 =022 Ay 5i Ay (P72 A, Ay (Ay, Er, Bs), E3) = Ey;
. A; ="t A3(A3, Eq, E3), Ay ="2 A3(E, A3, E3) si
A3 ("2 A3(Ey, A3, E3)," A3(A3, Ey, E3), E3) = As;
HI. A; ="t Ay(Ay, Eq, E3), Az ="2 Ay(Ey, Ay, E3) si
Ay (M Ay(Ey, Ay, E3),™ Az (Az, Ev, E3), E3) = Ay;
IV. A3 = A;(A1, Eq, E3), Ay =272 A 5i A (P24, A, (A1, Eq, E3), E3) = Ey;
V. A; =™ A,(Ay Eq, E3) =™ A3(A3, Eq, E3) si Ay =121 4,
Demonstratie. Fie tripletul (4, E;, E3) 0 paratopie a sistemului X. DeoareceE,6 = A4, E,0 =
E;, E;60 = E;, obtinem 26 = {A,0,A,0,A50,}, adica {A,0,A,0,A50} = {E,, A,, A3}.
1. Daci A0 = A,,A,0 = A;,A30 = E,, atunci 02 = (4,,A,E3),0% = (43,45, E5),
* = (E, A3,E3),0° = . Din A,0 = A, rezultd A, = A,(4,,E;, E3). De asemenea, 4,0 = A4,
implici A;0* = E;, adici A;(E,, A3, E3) = Ay, prin urmare A; =272 A, Mai mult, din
A0 = A, rezultdi A,0% =E,, deci A;(A3 A, E3) =E,. Utilizand A, = A;(4,,E, E3) si
A; =272 A in yltima egalitate, obtinem A, (224, A, (A, Ey, E3), E3) = E,.

Reciproc, fie ca au loc egalitatile 1., atunci prima egalitate implica 4,0 = A, iar din a
doua egalitate rezultd A;0 ="2 A,(E;, A4, E3), deci A30 = E,. Utilizand primele doua egalitati
din L. in cea de-a treia, obtinem A; (A3, Ay, E3) = E, care implica A, ="2 A, (A3, E,, E3), deci
A,0 =022 A, Aplicand A3 =(12)"2 A, in ultima egalitate, obtinem 4,0 = A;.

2. Daci A0 = Ay, A0 = By, A0 = As, atunci 62 = (Ay, Ay, Es), 03 = (E, Ay, E3),
0* = £. Din 430 = A; rezulta A; =™ A5(A3, Eq, E3). De asemenea, A;0 = A; implica A;03 =
As, adica A;(E,, Ay, E3) = A, prin urmare A, =2 A5(E,, A3, E3). Mai mult, A;0 = Az implica
A30% = As, deci A5 (A,, Ay, E3) = A;. Utilizand A; =t A3(Asz, Ey, E3) si A, =™2 A5(E,, As, E3)
in ultima egalitate, obtinem A3 ("2A3(E,, A3, E3),™ A3(43, Eq, E3), E3) = As.

Reciproc, admitem ca au loc egalititile II., atunci prima egalitate implica A;6 = As, iar din
a doua egalitate rezulta A,0 ="2 A5(E;, A, E3), deci A,6 = E,. Utilizand primele doua egalitati
din II. in a treia, obtinem A3(A,, A1, E3) = A3 care implica A; =2 A3(A,, A3, E3), prin urmare
A0 =™2 A5(E,, A3, E3). Aplicand A, =™2 A3(E,, A, E3) in ultima egalitate, avem A;0 = A,.

3. Daci A0 = A3, 4,0 = A,,A30 = E,, atunci 62 = (43,4, E3),0% = (E,, A3, E3),
0* = £. Din 4,0 = A, rezulta A; =™ A,(A,, E1, E3). De asemenea, 4,0 = A, implica 4,03 =
A,, adica A,(E,, Az, E3) = A,, prin urmare A; ="2 A, (E,, A,, E3). Mai mult, A,6 = A, implica
A,0% = A,, deci A,(A3, Ay, E3) = A,. Utilizdnd A; =™t A,(Ay, E1, E3) si Az =™2 A,(E,, Ay, E3)
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in ultima egalitate, obtinem A, (™24, (E,, A,, E3),™ A5(A4,,Eq, E3), E3) = A,.

Reciproc, admitem cd sunt adevarate egalitatile IIl., atunci prima egalitate implica
A,0 = A,, iar din a doua egalitate rezulta A;60 =2 A,(E,, A,, E3), deci A;0 = E,. Utilizand
primele doud egalitati din III. in cea de-a treia, obtinem A,(As3, A1, E3) = A,, care implica
Ay =™2 A,(As, Ay, E3), prinurmare, A;0 ="2 A,(E,, Ay, E3). Aplicand A; =2 A,(E,, Ay, E3) in
ultima egalitate, obtinem 4,0 = Aj3.

4. Daci A0 = A3, 4,0 = E,,A;0 = A,, atunci 0% = (43,4, E3),03 = (4,,43,E3),

* = (E, Ay, E3),0° = . Din A,0 = A3 rezultd A; = A;(4,, E;, E3). De asemenea, 4,0 = A,

implicda A,0* = E;, adicd A;(E,, A, E3) = Ay, prin urmare A4, =272 4., Mai mult, din

A0 = A; rezultd A,0% =E,, deci A;(A, A3 E;) =E,. Utilizind A; = A{(Ay, E1, E3) si
A, =(12)72 4. in ultima egalitate, obtinem A, (“?™24,, A, (A1, E;, E3), E3) = E,.

Reciproc, fie ca au loc egalitatile IV., atunci din prima egalitate rezulta A;0 = A5, iar a
doua egalitate implica 4,0 ="2 A;(E;, A4, E3), deci A,0 = E,. Utilizand primele egalitati din
IV. in cea de-a treia, obtinem A;(A,, A3, E3) = E, care implicd A3 ="2 A,(A,,E,, E3), deci
As0 =22 A, Aplicand A, =(12)™2 A, in ultima egalitate, obtinem A6 = A,.

5. Dacd A0 = E,, A,0 = A,,A30 = A;, atunci A,0 = E, implica A; =™ 4,. Din
A,0 = A, rezulta A, =™t A,(A,, Eq, E3). Mai mult, A;0 = Az implica A; =™ A3(As, Eq, E3).

Reciproc, fie ca sunt adevarate egalitatile V., atunci prima egalitate implica A,6 = E,, din
a doua egalitate rezulta A,0 = A,, iar a treia egalitate implica A;60 = As.

6. Dacd A0 = E,, A,0 = A3, A30 = A,, atunci 6% = (E,, A1, E5),0% = ¢. Din 4,0 = A4
si A0 = A, rezulti A, = A,0% = A30% = A,0 = A3, contradictie, deoarece I este sistem

ortogonal de quasigrupuri. m

Lema 3.21. Tripletul (44, E5, E;) este paratopie a sistemului X' daca si numai daca are loc una
din urmatoarele conditii:
l. A; = A1(A1,E3, E1), Az =(123)m2 Aq si A1(E2:A1(A1'E3'E1):(123)n2 Ay) = E3;
Il. Ay =™ A3(A3,E5, Ep), Ay =2 A3(E3, A3, Ey) si
A3(Ey,™ A3(A3, B3, E1),"2 A3(E3, A3, E3)) = As;
. A; =™ A,(Ay, E3, E ), A3 =™2 A,(E3, Ay Ey) si
Ay (B2 Ay (Ag, B3, E1),"2 A (E3, Ay, Er)) = Ay;
V. A, ={123)m2 Ay, Az = A1(Ay, E3, Eq) 5i A1(E2’A1(A1'Es'E1)’(123)n2 Ay) = E3;
V. Ay =™ A,(Ay, E3 Ey) =™ A3(As, Es, Ey) si Ay =139 4 ;
VI. Ay =" Ay(Ey By, Ay), Az = Ay (E3™ Ay(Ey, Er, Ap), Ey) si Ay =132 A,
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Demonstratie. Fie tripletul (A,, E5, E;) 0 paratopie a sistemului X. DeoareceE,0 = Ay, E,0 =
E;, E;0 = E;, obtinem 26 = {A;0,A,0,A560,A,,E;,E;}, adica {A,6,A,0,A3;0} = {E,, A,, A3}.

1. Daci A0 = A,,A,0 = A;,A;0 = E,, atunci 0% = (4,,E1,A,),03 = (435,41, 4,),
0* = (E,, A3, A3),0° = (E3,A3,E,),0° =&. Din A0 = A, rezulti A, = A;(A,E3 E;). De
asemenea, 4,0 = A, implica A,05 = E;, adicd A;(E;, A3, E;) = E;, deci A; =12372 4, Mai
mult, 4,0 = A, implicid A;0* = E;, adica A;(E,, A,, A3) = E5. Utilizind A, = A, (A4, E5, E;) si
Ay =(123)72 4. in ultima egalitate, obtinem A, (E,, A; (A, Es, E;),(?3 ™2 A,) = E;.

Reciproc, fie ca sunt adevarate egalitatile 1., atunci din prima egalitate rezulta 4,0 = A,,
iat a doua egalitate implica A;60 ="2 A,(E;, A4, E3), prin urmare, A;6 = E,. Utilizand primele
doua egalitaiti din 1. in cea de-a treia, obtinem A;(E, A, A3) =FE; care implica
Ay =72 A (E,, E3,A3), deci A,0 =™2 A,(E3 E, E;). Aplicand A; =237 4, in ultima
egalitate, obtinem 4,0 = A,.

2. Daca A0 = A,,A,0 =E, A;0 = A5, atunci 62 = (A4,,E,A;),0% = (E; Ay, Ay),
0* = (E3, Ay, E,),0° = . Din A360 = A; rezultd A; =™ A;(A43,E5, E;). De asemenea, 436 =
A; implicd A;0* = A5, adicd A;(E3, Ay, E,) = A, deci A, =™ A3 (E5, A, E5). Mai mult, din
A30 = A5 rezultd A30% = A;, adicd A3(E,, A1, Ay) = As. Utilizand A; =™ A3(As,E3, Ep) si
A, ="2 A;(E3, A3, E5) in ultima egalitate, obtinem

A3(Ey,™ A3(As, Es, E1),"2 A3(E3, A3, E3)) = As.

Reciproc, admitem ca au loc egalitatile II., atunci din prima egalitate rezulta A;6 = A5, iar
a doua egalitate implica A,0 ="2 A;(E,, A3, E3), deci A,60 = E,. Utilizand primele doua
egalitati din IL in a treia, obtinem A5(E,, A1, A;) = A3 care implica A, ="2 A3(E,, A3, A;), deci
A0 =2 A;(E3, A3, E,). Aplicand A, =™2 A3(E;, Az, E5) in ultima egalitate, obtinem 4,0 = A,.

3. Daci A0 = A3,A,0 = A,,A;0 = E,, atunci 02 = (43,E,Ay),0% = (E,, AL, A3),
0* = (E;3, A3, E,),0% = . Din A,0 = A, rezultd A; =™t A,(4,, E5, E;). De asemenea, 4,0 =
A, implicd A,0% = A,, adicd A,(E3, A3, E,) = A,, deci A; =™ A,(E;,A,, E5). Mai mult, din
A,0 = A, rezulti A,0% = A,, adici A,(E,, A1, A3) = A,. Utilizand A; =™ A,(A,, E3, E;) si
A; ="2 A,(E3, Ay, E5) in ultima egalitate, obtinem

Ay (Ey™ Ay (Ay, B3, Eq),™2 Ay (E3, Ay, E2)) = Ay

Reciproc, fie ca sunt adevarate egalitatile II1., atunci din prima egalitate rezultd 4,60 = A,,
iar a doua implica A30 ="™2 A,(E;, A,, E3), deci A;0 = E,. Utilizand primele doud egalitati din
II. in a treia, obtinem A,(E, Ai,A3) = A, care implica A; =2 A,(E,, Ay, A3), deci
A0 =™2 A,(E3, Ay, E). Aplicand A; =™2 A,(E3, A,, E,) in ultima egalitate, obtinem A0 = A3.

4. Daca A0 = A3,A,0 = E,, A;0 = A,, atunci 02 = (43,E1,A;),0% = (45,41, 45),
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0% = (Ey A3, A,),05 = (Es, Ay, E,),0° = &. Din A,0 = A; rezultdi A; = A,(Ay, Es, E;). De
asemenea, 4,0 = A; implicd A,0° = E,, adicd A,(E3,A,,E,) = E;, deci 4, =123972 4, Mai
mult, 4,0 = A; implici A,0* = E5, adici A;(E,, A3, A,) = E5. Utilizind A3 = A, (A4, E5, E;) si
A, =237 4, in ultima egalitate, obtinem A, (E,, A, (A4, Es, E1),(123 ™2 A,) = E;.

Reciproc, fie ca sunt adevarate egalitatile IV., atunci din prima dintre ele rezulta 4,0 = A;,
lar a doua implica A,0 ="2 A,(E;, A1, E3), deci A,0 = E,. Utilizand primele doua egalitati din
IV. in a treia, obtinem A;(E, A3, A,) =E; care implica Az ="2 A;(E, E5, A,), deci
A30 ="2 A, (E5, Eq, E;). Aplicand A, =123 4, in ultima egalitate, obtinem A36 = A,.

5. Dacd A,0 = E,, A,0 = A,,A;0 = A;, atunci din 4,0 = E, rezulta A; =137 4,
Din 4,0 = A, rezulti A; ="t A,(Ay, Es, E;). Din 430 = A rezultd A; =™t A;(Ay, Es Ey).

Reciproc, fie ca au loc egalitatile V., atunci din prima egalitate rezulta A;0 = E,, din a
doua egalitate rezulta A,60 = A,, iar a treia egalitate implica A;0 = A;.

6. Daci A0 = E3, A,0 = A3, A0 = A,, atunci 62 = (E,, E;, Ay), 03 = (Es, Ay, E,),
0% = &. Din A,0 = E; rezulta A; =(132)™1 4, Egalititile 4,0 = A; si A360 = A, implica
A,0% = A,, adica A,(E, E;,A)) = A,, deci A; =™ A,(E,, Eq,A,). Din A;0 = A, rezultd
A30* = A,03, deci A; = A,(E;3, Ay, Ey). Aplicand A; =™ A,(E,, E1, A,) in ultima egalitate,
obtinem Az = A,(E3,™ A,(E,, Eq, Ay), E,).

Reciproc, admitem ca au loc egalitatile VI., atunci din prima egalitate rezulta A;0 = E,,
care implicd 02 = (E,, Eq{,A;),0% = (E;5, A1, E;) si 0* = €. Din a doua egalitate din V1. rezultd
A,0% = A,, deci

A,03 = A,0. (3.31)
Aplicand a doua egalitate din VI. in cea de-a treia, obtinem A3 = A,(E3, A4, E,), prin urmare,

A; = A,05. (3.32)
Din (3.31) si (3.32) rezulta A,0 = Ag, iar (3.32) implica 4360 = A,. m

Lema 3.22. Tripletul (E,, E3, A,) este paratopie a sistemului X daca si numai daca are loc una
din urmatoarele conditii:
. Ay = Ay(Ey E3, Ay), As =023 A, 5i Ay (A1(Ey, E3, A1), M2 Ay, Ey) = Ey;
. Ay =" A3(Ey, E3,A3), Ay =" A3(A3,E1, Ey) si
A3 (" A3(Ey, E3, A3),™ A3(A3, E, Ey), Ey) = As;
. A, =™ A,(Ey, E5, Ay),As =™ A, (A, Eq Ey) si
Ay (M Ay(Ep, E3, A),™ Ay (A3, B, Er), Er) = Ay;
IV. A3 = A1 (Ey, E3, A, Ay =2 A, 5i Ay (A1 (Ep, B3, Ay), 023 AL E) = Ey;
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V. Ay =72 Ay (Ep, B3, Ay) =™ A3(Ey, Es, Ag) si Ay =387 Ay

VI. Ay ="2 Ay(E3, Ap E1), A3 = Ay (Ep, B3 Ay (E3, Ag, Ey)) si Ay =132 A,
Demonstratie. Fie tripletul (E,, E5,A;) 0 paratopie a sistemului X. DeoareceE,0 = E,,E,0 =
E;, E;0 = A, obtinem 20 = {A,60,A,0,A30,E,, E3, A}, adica {A,60,A,0,A30} = {E,, A, A3}

1. Daca A,0 = A,,A,0 = A;,A;0 = E;, atunci 6? = (E3, A, 4,),0% = (A1,4,,43),

* = (A,,43,E)),0° = (A3,E1,E,),0° = &. Din A0 = A, rezulti A, = A;(E,, E;,A;). De
asemenea, 4,0 = A, implicd A,6° = E, adica A;(As, E1, E,) = E3, deci A; =123™1 4, Mai
mult, din 4,0 = A, rezultd A,0* = E,, deci A,(A,, A3, E;) = E,. Utilizind A, = A,(E,, E3, A;)
si Az =(123)71 A in ultima egalitate, obtinem A; (4 (E,, E3, A,),?3™ A, E)) = E,.

Reciproc, fie ca au loc egalitatile 1., atunci prima egalitate implica 4,0 = A,, iar din a
doua egalitate rezulta A;0 ="t A,(A4, E,, E3), deci A;0 = E;. Utilizand primele doua egalitati
din 1. in a treia, obtinem A;(4,, A3, E;) = E, care implica A, =™ A;(E,, A3, E;), prin urmare,
A,0 =321 4, Aplicand A3 =(123)™1 A, in ultima egalitate, obtinem 4,0 = As.

2. Daci A0 =A,,A,0 = E;,A;0 = A5, atunci 62 = (E3, A, A,),0% = (A, 4,,E7),

= (4,,E, E,),0° = . Din A30 = A; rezultd A, =™3 A3(E,, E3, A3). De asemenea, A0 =
A; implicd A;0* = A;, adicd A;(A,, Eq, E,) = Az, prin urmare, A, =™ A;(A3, Ey, E,). Mai
mult, A;0 = A5 implicd A3;03 = A;, deci A3(Ay, Ay, E;) = As. Utilizand A; =™3 A5(E,, E3, A3)
si A, =™ A;(Az, Eq, E;) in ultima egalitate, obtinem
A3 (" A3(Ey, E3, A3),™ A3(43, E, E3), Ey) = As.

Reciproc, admitem ca sunt adevarate egalitatile 1., atunci prima egalitate implica 430 =
As, iar din a doua egalitate rezulta A,0 =™t A3(As, E,, E3), deci A,0 = E;. Utilizand primele
doua egalitati din II. in cea de-a treia, obtinem Az(4;, 4, E;) = Az, prin urmare
Ay =™ A3(A;,A,,E,), care implica A;0 =™ A3(As, Eq, E;). Aplicand A, =™ A;(As, E1, E3) in
ultima egalitate, obtinem 4,0 = 4A,.

3. Daca A0 =A;,A,0 = A,,A3;0 = E;, atunci 602 = (E3, A1, 45),0% = (44,43, E),

= (43,E.,E,),0° = £. Din A,0 = A, rezultd A, =™ A,(E,, E3, A;). De asemenea, A,0 =
A, implicd A,0* = A,, adicd A,(As, Ey, E,) = A,, prin urmare, A; =™ A,(A,, E;, E,). Mai
mult, 4,6 = A, implicd 4,03 = A,, deci A,(A,, A3, E;) = A,. Utilizand A; =™3 A,(E,, E3, Ay)
si Az =™ A,(A,, Eq, E;) in ultima egalitate, obtinem
Ay (M Ay (Ep E3, Ay),™ Ay (Ay, Ev, Ey), Eq) = As.

Reciproc, fie ca sunt adevarate egalitatile I11., atunci prima egalitate implica A,0 = A,, iar

din a doua egalitate rezulta A;0 =™t A,(A,, E,, E3), deci A3;0 = E;. Utilizand primele doua

egalitati din III. 1n cea de-a treia, obtinem A,(A;, A3 E;)=A4,, prin urmare,
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A =™ A,(A,, A3, E;) care implica A0 =™ A,(A,, E, E;). Aplicand A; =™ A,(A,, E1, E;) In
ultima egalitate, obtinem 4,0 = Aj3.

4. Daci A0 = A;,A,0 = E;,A;0 = A,, atunci 62 = (E3,A,,43), 03 = (41,43,4,),
0* = (A3,4A,,E;),0° = (4,,E1,E,),0% =¢. Din A,60 = A; rezulti A3 = A (E,, E3,A;). De
asemenea, 4,0 = A, implicd A,6° = E, adica A;(A,, E1, E,) = E3, deci A, =123™ 4, Mai
mult, din 4,0 =A; rezulta A,0*=E, adicdi A;(43 A4, E)) =E,  Utilizand
A; = A, (E,, E3, Ay) si A, =(123)™1 A, in ultima egalitate, obtinem

A1 (Ay(Ep, E3, A1),(*30™ Ay Ey) = E,.

Reciproc, fie cd au loc egalitatile IV., atunci prima egalitate implica A6 = A, iar din a
doua egalitate rezulta A,0 ="t A,(A4, E,, E3), deci A,0 = E;. Utilizand primele doua egalitati
din IV in cea de-a treia, obtinem A; (43, A,, E;) = E,, care implica A3 =™ A,(E,, A,, E;), prin
urmare A;0 =(12371 A, Aplicand A, =12371 4, in ultima egalitate, obtinem A0 = 4,.

5. Daca A0 = E;,A,0 = Ay, A30 = As, atunci A,0 = E; implica A; =137 4,. Din
A,0 = A, rezulta A, =™ A,(E,, E5, A,). Egalitatea A;0 = A; implica A; =™ A3(E,, E5, A3).

Reciproc, admitem ca sunt adevarate egalitatile V., atunci prima egalitate implica A;0 =
E;, din a doua egalitate rezulta A,0 = A,, iar a treia egalitate implica A;60 = As.

6. Daci A0 = E;,A,0 = A5,A30 = A,, atunci 62 = (E;, A1, E,),0° = (A1, E, E,),
0* = £. Din A,0 = E; rezulta A; =(132)7s 4, Egalitatea 4,0 = A; implica 4,02 = A,, adica
A,(E3, Ay, Ey) = Ay, deci A; =2 A,(E3, Ay, Eq). Aplicand A; =™2 A,(E5, Ay, Ep) in A,0 = As,
obtinem A; = A,(E,, E3,"2 A,(E3, Ay, Eq)).

Reciproc, fie ca au loc egalitatile VI., atunci prima egalitate implica A6 = E;. Aplicand a
doua egalitate din VI. in a treia, obtinem A,60 = As. Din A; =2 A, (E3, Ay, E;) rezulta

A,(Es, Ay Ey) = A, (3.33)
Utilizand, din nou, a doua egalitate din VL. in a treia, obtinem A; = A,(E,, E5, A1), care implica
A360 = A,(E3, Ay, E7). Aplicand (3.33) in ultima egalitate, obtinem A0 = A,. o

Lema 3.23. Tripletul (E5, E,, A,) este paratopie a sistemului X' daca si numai daca are loc una
din urmatoarele conditii:
. Ay = Ay(E3, By, Ay), Ay =023 Ay 5i
A1 (A1 (B3, B, Ay), E5,129™ A)) = Ey;
. Ay =" A3(E3, Ey, Az), Ay =" A3(A3, By, Ey) si
A3 (" A3(Es, Ep, A3), B3, A3(A3, B, E)) = As;
. Ay =" Ay(E3, Ey, Az), Az =" Ay (Ay, By Ey) si
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Ay (M Ay (Es Ep, Ay), Ex)™ Ay (A, B E)) = Ay;
IV. A, =237 4, A; = A,(Ay, Ey, Ey) si
Ay (Ay(Az By Ey), Ep, Ay) =130 4y,
V. Ai(E3 Ep, Ay) = Ey, Ay =™ Ay(E3, Ep, Ay) =™ A3(E3, Ey, A3).
Demonstratie. Fie tripletul (E5, E,, A;) 0 paratopie a sistemului X. DeoareceE,0 = E3, E,0 =
E,,E;0 = A, obtinem 20 = {A,60,A,0,A30,E5,E,, A}, adica {4,60,A,0,A30} = {E,, A, A3}
1. Daci A0 = A,,A,0 = A3,A;0 = E;, atunci 62% = (A1, E,, A,), 03 = (4,,E,, A3),
* = (A3,E,,E;),0% = €. Din 4,0 = A, rezultd A, = A,(E3, E,, A;). De asemenea, 4,0 = A4,
implicd A;0% = E;, adicd A;(As, E5, E;) = E5, deci A3 =237 A, Mai mult, din 4,6 = 4,
rezultd A,0° = E;, deci A;(A,, E,, A3) = E;. Utilizand A, = A;(E3, E5, A;) si Az =231 4, in
ultima egalitate, obtinem A, (4, (E3, E5, A1), E;, (12371 A)) = E;.

Reciproc, fie ca au loc egalitatile 1., atunci din prima egalitate rezulta A;0 = A,, iar a
doua egalitate implica A30 =™ A;(A4, E;, E3), deci A;0 = E;. Utilizand primele doua egalitati
din . in cea de-a treia, obtinem A;(4,, E;, A3) = E;, care implica A, =™ A(E4, E,, A3), deci
A,0 =(123)71 4, Aplicand A3 =(123)™1 A, in ultima egalitate, obtinem 4,0 = As.

2. Dacd A0 = A,, A0 = E;,A3;0 = A5, atunci 62 = (A, E,, A,),03 = (A, E,, Ey),
0* = &. Din A30 = A rezulti A; =™ A5(Es, E,, A3). De asemenea, A;0 = A; implicd 4303 =
A, adica A3(Ay, E, Ey) = A3, deci A, =™t A3(A;3,E,, E;). Mai mult, din 4360 = Az rezultd
A30% = As, deci A3 (Aq, Ey, A,) = A;. Utilizand A, =™ A3(Es, E,, A3) si Ay =™ A3 (A3, E,, Eq)
in ultima egalitate, obtinem Az (™2 A3 (E3, E,, A3z), E;, " A3 (A3, E, Ep) = As.

Reciproc, admitem ca sunt adevarate egalitatile II., atunci din prima egalitate rezulta
A;60 = A5, iar a doua egalitate implica A,0 ="t A;(A;,E,, E3), deci A,60 = E;. Utilizand
primele doud egalitati din II. in cea de-a treia, obtinem As(Aq, E,, A;) = Az, care implica
Ay =™ A3(A3,E,, Ay), deci A10 =™ A3(A5, E,, Ep). Aplicand A, =™ A3(As, E,, E;) in ultima
egalitate, obtinem 4,0 = A,.

3. Daci A0 = A3,A,0 = A,,A30 = E;, atunci 62 = (4,,E,, A3),0% = (43,E,, Ey),
0* = £. Din 4,0 = A, rezulti A; =™3 A,(E3, E,, A;). De asemenea, 4,0 = A, implici 4,03 =
A,, adicd A,(As Ey Ey) = A,, deci A; =™ A,(A,, E,, Ey). Mai mult, din 4,0 = A, rezulti
A,0% = A,, deci A,(Aq, Ey, A3) = A,. Utilizdnd A; =™ A,(E3, E,, Ay) si Az =™ A, (A5, E,, Eq)
in ultima egalitate, obtinem A, (™3 A, (E3, E5, A3), E;," Ay (Ay, Ey Ep)) = A,.

Reciproc, fie ca sunt adevarate egalitatile II1., atunci din prima egalitate rezultd 4,60 = A,,
jar a doua egalitate implica A30 =™t A,(A,, E,, E3), deci A;6 = E,. Utilizand primele doua

egalitati din III. in cea de-a treia, obtinem A,(Aq, E, A3) =A,, care implica
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Ay =™ Ay(Ay, E,y, As), deci A0 =™ A,(A,, E, E;). Utilizand A5 =™ A,(A,, E,, E;) in ultima
egalitate, obtinem 4,0 = A;.
4. Dacd A0 = A3 A,0 = Ey, As0 = A,, atunci 6% = (Ay,E,, A3), 03 = (43, E,, A,),
* = (A, E,, E;),0° = . Din 4,0 = E; rezulta A; =(123)7s 4, Din A36 = A, rezulti 4;0° =
A,0%, adicd A; = A,(A4,,E,, E;). Egalitatea A,0 = A; implicdi A,0° = 4,63, adici A, =
A, (As, E;, Ay). Utilizand A, =237 4, si A; = A,(A,, E,, E;) in ultima egalitate, obtinem
A5 (Az(Az By, Er), By, Ay) =133 A,

Reciproc, admitem ca au loc egalitatile IV., atunci din prima egalitate rezulta A,0 = E;, iar
a doua egalitate implica A;0 = A,(E4, E,, E3), deci A;6 = A,. Utilizand primele doua egalitati
din IV. in a treia, obtinem A,(As, E,, A;) = A, care implica A;0 = A,(A,, E,, E;). Aplicand
A; = A, (A, E5, Ey) in ultima egalitate, obtinem A0 = A;.

5. Dacd A,0 = E{,A,0 = A,,A30 = A;, atunci 62 = (A,,E,, E;), 0% = &. Din 4,0 = A,
rezultd A; ="3 A,(E3, E,, A,). Din A3;60 = A5 rezulta A =™3 A;(E3, E,, A3). Egalitatea 4,0 =
E; implica A, (E3, E,, A1) = E;.

Reciproc, admitem ca au loc egalitatile V., atunci din prima egalitate rezulta 4,80 = A,, a
doua egalitate implica A;60 = A, iar din a treia egalitate rezulta A, 0 = A;.

6. Dacd A0 = E{,A,0 = A5, A30 = A,, atunci 82 = (A, E,, E;),0% = &. Observim ci
A, = A,03 = A;0% = A,0 = As, contradictie, deoarece X este sistem ortogonal de quasigrupuri.

O

Lema 3.24. Tripletul (E,, A4, E3) este paratopie a sistemului 2 daca si numai daca are loc una
din urmatoarele conditii:
l. Ay = A1(E3, A1, E3), Ay =P™ Ay si Ay (A1(Ey, Ay, E3), (D™ Ay E3) = Ey;

Il. Ay =™2 A3(E,, A3, E3), A, =™ A3(A3, Eq, E3) si
A3(™2A3(Ez, A3, E3),™ A3(A3, Eq, E3), E3) = As;
. A; =™ A,(E,, Ay E3), As =™ A, (A, Eq, E3) si
Ay (M2 A5 (Ep, Az, E3),™ Ay (Ag, Eq, E3), E3) = Ay;
IV. A3 = A1(E3, A1, E3), A =12m Ay 5i A1 (A1(Ez, Ay, E3), (a2 Ay, E3) = Ey;
V. Ay =" Ay(Ey, Ay, E3) ="2 A3(Ey, A, E3) si Ay =022 Ay,
Demonstratie. Fie tripletul (E,, A;,E;) 0 paratopie a sistemului . DeoareceE,0 = E,,E,0 =
Ay, E;0 = E;, obtinem 20 = {A,60,A,0,A30,E,, A4, E3}, adica {A,0,A,0,A30} = {E;, A3, A3}
1. Daci A0 =A, A,0 = A3,A30 = E;, atunci 02 = (4,,4,,E3),0% = (4,,43,E5),
* = (A3,E, E3),0° = . Din 4,6 = A, rezultd A, = A,(E,, A, E3). De asemenea, 4,0 = A4,
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implica A,0* = E,, adicd A, (A3, E1, E3) = E,, deci A; =271 A, Mai mult, 4,0 = A, implica
A,03 = E;, adica A, (4,, A3, E3) = E;. Utilizand A, = A,(E,, A1, E3) si A3 =271 4, in ultima
egalitate, obtinem A, (A;(E,, A1, E3),YP™ A, E5) = E;.

Reciproc, admitem ca au loc egalitatile 1., atunci prima egalitate implica A;0 = A,, iar din
a doua egalitate rezultda Az0 ="t A,(A4, E;, E3), prin urmare A;60 = E;. Utilizand primele doua
egalitati din L. in a treia, obtinem A; (A4,, A3, E3) = E;, care implica A, ="t A,(E,, A3, E3), deci
A,0 =(2"1 A, Aplicand A; =(12)™1 A, in ultima egalitate, obtinem A,6 = As.

2. Dacid A,0 = Ay, A,0 = E;,A30 = As, atunci 62 = (A, A,, E3), 03 = (A,, Eq, Es),
0* = &. Din A30 = A; rezultd A; =™ A5(E,, A3, E3). De asemenea, 4;0 = A, implica 4303 =
As, adicd As(Ay Ej, E3) = As, deci A, =™ A3(As, Eq, E3). Mai mult, A;6 = A5 implica
A302 = As, deci A3(A1, Ay, E3) = As. Utilizand A; =™2 A3 (E,, As, E3) si A, =™ A3(As, Ey, E3)
in ultima egalitate, obtinem A3 ("2A3(E,, A3, E3),™ A3(43, Eq, E3), E3) = As.

Reciproc, fie ca sunt adevarate egalitatile II., atunci prima egalitate implica A;6 = A3, iar
din a doua egalitate rezulta A,6 ="t A3(As, E,, E3), prin urmare A,6 = E;. Utilizand primele
doua egalitati din II. in cea de-a treia, obtinem Az(A;, A4, E3) = A3, care implica
A; =™ A3(As, Ay, E3), deci A10 =™ A3(As, Eq, E3). Aplicand A, =™ A3(As, Ey, E3) in ultima
egalitate, obtinem 4,0 = A,.

3. Daci A0 = A3, A,0 = E;,A30 = A,, atunci 02 = (44,43, E3), 03 = (43, E1, E3),
0* = £. Din 4,0 = A, rezulti A; ="2 A,(E,, A,, E3). De asemenea, 4,0 = A, implici 4,03 =
A,, adici A,(As Ei, E3) = A,, deci A =™ A,(A, E1, E3). Mai mult, 4,0 = A, implicd
A,0% = A,, deci Ay(A;, Az, E3) = A,. Utilizand A; =™2 A, (E,, Ay, Es) si Az =™ A,(Ay, Ey, Es)
in ultima egalitate, obtinem A, (™24, (E,, A,, E3),™ Ay(A,, Eq, E3), E3) = A,.

Reciproc, admitem ca au loc egalitatile III., atunci prima egalitate implica A,0 = A,, iar
din a doua egalitate rezulta A;6 ="t A,(A,, E,, E3), prin urmare A;6 = E;. Utilizand primele
doua egalitati din IIL. in a treia, avem A, (A4, 43, E3) = A,, care implica A; =™t A,(4,, A3, E3),
deci A0 =™ A,(A,, E1,E3). Aplicand A; =™ A,(A,, E{, E3) in ultima egalitate, obtinem
A0 = As.

4. Dacd A0 = A3, A,0 = Ay, A0 = E;, atunci 02 = (A1, 43, E3), 03 = (A3, Ay, E3),
0* = (4,,E1,E3),0% = €. Din 4,0 = A5 rezultd A; = A,(E,, A;, E3). De asemenea, 4,0 = A;
implicd A;0* = E,, adicd A;(A,, E;, E3) = E,, deci A, =271 A, Mai mult, 4,0 = A, implica
A,03 = E;, adica A, (A3, Ay, E3) = E;. Utilizand A3 = A, (E,, A1, E3) si A, =271 A in ultima
egalitate, obtinem A; (4, (E,, Ay, E3),"P™1 A,,E3) = E;.

Reciproc, fie ca au loc egalitatile 1V., atunci prima egalitate implica A;0 = A, iar din a
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doua egalitate rezulta 4,60 =™t A;(A4, E,, E3), prin urmare A,0 = E;. Utilizand primele doua
egalitati din IV. in a treia, obtinem A;(A4z, A,, E3) = E;, care implica A; =™ A;(E4, A,, E3),
deci 4,0 =271 4, Aplicand A, =12™1 A, in ultima egalitate, obtinem A30 = A,.

5. Dacd 4,0 = E;, A,0 = A,,A;0 = As, atunci 62 = (44, E;, E3),03 = €. Din 4,6 = E;
rezultai A; =272 A, Din A,0 = A, rezultdi A, =2 A,(E,, A, E;). Egalitatea A0 = A,
rezultd A; ="2 A3(E,, A3, E3).

Reciproc, fie ca au loc egalitatile V., atunci prima egalitate implica 4,0 = E;, din a doua
egalitate rezulta A,60 = A,, iar a treia egalitate implica A;60 = A;.

6. Daci A0 = E;,A,0 = A3,A30 = A,, atunci 0% = (A, Eq, E3), 03 = e. Egalititile

A,0 = Az si A30 = A, implicd A, = A,0% = A;0% = A,0 = A5, contradictie, deoarece X este

sistem ortogonal de quasigrupuri. m

Lema 3.25. Tripletul (E5, A4, E,) este paratopie a sistemului X' daca si numai daca are loc una
din urmatoarele conditii.
| A3 =139™ 4,4, = A (E3, Ay, Ey) si Ay (A4 (E3, Ay, Ep), E;, (3™ A)) = Es;
. Ay ="2 A3(E3, A3, Ep), Ay =" A3(A3, E3, Ey) si
A3("A3(E3, A3, Ey), By, A3 (A3, B3, Ey)) = As;
.  A; =™2 A,(E5, Ay, Ey), A; =™ A,(A,, E3, EY) si
Ay (M Ay(E3, Ay o), By, Ay (Ag, B3 Ey)) = Ay;
IV. A, =139™ Ay, Ay = Ay (E3, Ay, Ey) si Ay (A4 (E3, Ay, Ep), E;, (B9 A)) = Es;
V. Ay =Tz Ay(E3, Ay Ep) =" A3(Es, A3, E) si Ay =392 Ay
VI. Ay =™ Ay(Ey, E1, Ay), Ay = Ay (" Ay (Ey By, Ap), E3, Ey) si Ay =13972 4,
Demonstratie. Fie tripletul (E3, A1, E;) 0 paratopie a sistemului X. DeoareceE;6 = E3, E,0 =
Ay, E;0 = E,, obtinem 26 = {A;0,A,0,A50,E5,A;,E,}, adica {A,0,A,0,A50} = {E;, A,, A3}
1. Daci A0 = A,,A,0 = A3,A;0 = E,;, atunci 62 = (E,,A,,4A,),0% = (41, 435,4,),
0* = (Az,El,A3),95 = (A3,E3,E;),0% = . Din 4,0 = A, rezulti A, = A,(E5, A, E;). De
asemenea, 4,0 = A, implicd A,6° = E,, adica A;(As, E3, E;) = E,, deci A; =132™1 4, Mai
mult, 4,0 = A, implicd A;0* = E;, adica A;(4,, E;, A3) = E;. Utilizdnd A, = A;(E3, Ay, E,) si
Az =371 4. in yltima egalitate, obtinem A, (4, (E3, Ay, E3), E;,(39™1 A)) = E;.
Reciproc, admitem ca sunt adevarate egalitatile 1., atunci din prima egaliate rezulta
A0 = A,, iar a doua egalitate implica A;0 ="t A;(A;, E,, E3), deci A;6 = E;. Utilizand
primele doua egalitati din I. in cea de-a treia, obtinem A;(A,, E;,A3) = E3, care implica

A2 =™ Al(E3, E]_,Ag), deci Azg =M Al(EZ' E3, El) Utilizand A3 =0132)m; Al in ultima
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egalitate, obtinem A,0 = Aj.
2. Daci A0 = A,,A,0 = E;,A3;0 = A3, atunci 02 = (E,,A,,4,),0% = (41, E1, Ay),
= (A,,E3,E;),0° = . Din A30 = A5 rezultd A; =2 A3(E3, A3, E,). De asemenea, A30 =
A; implicd A;0* = A5, adicd A;(A,, E5, E;y) = As, deci A, =™ A3(As, E5, E;). Mai mult, din
A30 = A; rezultdi A30% = A3, adicd A3(Ay,Eq, Ay) = Az, Utilizind A; =™ A3 (Es, A3, E,) si
A, =™ A3(As, E5, E;) in ultima egalitate, obtinem
A3(™A3(Es, A3, E3), E1,™ A3(A3, E3, Eq)) = As.

Reciproc, fie ca au loc egalitatile II., atunci din prima egalitate rezulta A;0 = As, iar a
doua egalitate implica A,0 =™t A3(A3, E, E3), deci A,6 = E;. Utilizand primele doua egalitati
din II. in cea de-a treia, obtinem A3(A4, Ey, A,) = Az, care implica A, ="t A3(43, Eq, A,), deci
A0 =™ A;(As, E3, Ep). Aplicand A, =™ A5(As, E3, E;) 1n ultima egalitate, obtinem A6 = A,.

3. Daci A,0 = A3,A,0 = A,,A;0 = E;, atunci 02 = (E,, A3,4,),0% = (4., E1, A3),

= (43, E3,E;),0° = €. Din A,0 = A, rezultd A, =™2 A,(Es,A,, E;). De asemenea, A,0 =
A, implicd A,0* = A,, adicid A,(A3, E5, E;) = A,, deci A; =™ A,(A,, E3, E;). Mai mult, din
A,0 = A, rezultd A,0% = A,, adicid A,(Ay, E1, A3) = A,. Utilizind A, =™ A,(Es, Ay, E,) si
A; =™ A,(A,, E3, E;) 1n ultima egalitate, obtinem
Ay ("2 Ay(E3, Ay, Eo), By, Ay (Ag, B3 EY)) = Ay

Reciproc, fie ca sunt adevarate egalitatile III., atunci din prima egalitate rezulta A,0 = A,,
iar a doua egalitate implica A;60 =™t A,(A,, E,, E3), deci A;6 = E;. Utilizand primele doua
egalitati din 1III. in cea de-a treia, obtinem A,(Aq, E;, A3) =A,, care implica
Ay =" A,(A,,Eq, A3), deci A0 =™t A,(A,, E3, E;). Aplicand Az =™t A,(A,, E3, E;) in ultima
egalitate, obtinem 4,0 = A;.

4. Daca A.0 = A3,A,0 = E;,A3;0 = A,, atunci 0% = (E,, A3, A,),0% = (41,45, 45),

* = (A3, E;, A,), 0% = (Ay, Es, E;),0° = ¢. Din 4,0 = A; rezultd A; = A,(Es, Ay, E,). De
asemenea, A;0 = A; implica A,0% = E,, adica A;(A,, E3, E;) = E,, deci A, =327 4, Mai
mult, 4,0 = A; implicd A;0* = E;, adica A, (45, E,, A,) = E;. Utilizdnd A; = A;(E3, Ay, E,) si
A, =371 4. in yltima egalitate, obtinem A, (4, (E3, Ay, E3), E;,(39™1 A)) = E;.

Reciproc, admitem ca au loc egalitatile IV., atunci din prima egalitate rezulta 4,0 = A3,
jar a doua egalitate implica A,0 ="t A,(Ay,E,, E3), deci A;60 = E;. Utilizand primele doua
egalitati din IV. in a treia, obtinem A;(A4z, E1, A;) = E3, care implica A; =™ A;(E3,E1, A5),
deci A;0 =™ A,(E,, E3, E;). Aplicand 4, =(132™1 A, in ultima egalitate, obtinem 430 = A,.

5. Daca A0 = E;,A,0 = A,,A;60 = As, atunci 4,0 = E; rezultdi A; =327 4;. Din
A,0 = A, rezulta Ay ="2 A,(E5, Ay, E;). Din A30 = Aj rezulta A; ="2 A3(E;, A3, Ey).
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Reciproc, admitem ca au loc egalitatile V., atunci din prima egalitate rezulta A, = E;, din a
doua egalitate rezulta A,6 = A,, iar a treia egalitate implica A;0 = A;.
6. Daci A0 =E;,A,0 = A;,A;0 = A,, atunci 6? = (E,, E, A,),0% = (A1, E3, Ey),
0* = . Din A0 = E, rezultd A;(E3 Ay, E;) = E;. Din A,0 = A3 rezulti A,0% = A,, adici
A,(Ey Eq,A) = A,, deci A; =™ A,(E,, E;, A,). Egalitatea A30 = A, implicd A;0* = 4,63,
deci A; = A,(A4,E3, E;). Aplicand A; =3 A, (E,, E1, A,) in ultima egalitate, obtinem
Az = A, (M AL (Ey, Eq, Ap), Es, E7).
Reciproc, fie ca au loc egalitatile VI., atunci prima egalitate implica 4,60 = E;, prin
urmare, 62 = (E, E1, A,), 63 = (A1, E3,E;) si 8* = &. Din a doua egalitate din VI. rezulti

Az(Ez, El’Al) = Az, deCl AZHZ = Az, care lmphCé

4,03 = A,0. (3.34)
Aplicand a doua egalitate din VI. in cea de-a treia, obtinem A; = A, (A4, E3, E;), deci

A; = A,05. (3.35)
Din (3.34) si (3.35) rezultd A,0 = A3 si (3.35) implica 4360 = A,. O

Lema 3.26. Tripletul (A4, E,, E3) este paratopie a sistemului X' daca si numai daca are loc una
din urmatoarele conditii:
l. Ay = A1(Ay, Bz, E3), Az =" Ay 5i A1(A1(Ay, B3, E3), Ep, E3) =™ Ay;
Il. Az = A1 (A4, Ep, E3), Ay =™ Ay 51 A1(A1(A1, By, E3), B3, E3) =™ Ay;
. Ay =" Ay (A3, By, E3) ="t A3(Ay, E, E3).
Demonstratie. Fie tripletul (A,, E,, E3) 0 paratopie a sistemului X. DeoareceE;0 = A, E,0 =
E,,E30 = E5, obtinem X6 = {A,0,A,0,A50,A,,E,, E5}, adica {4,0, 4,0, A50} = {E;, A,, A3}
1. Daci A0 = A,,A,0 = A;,A;0 = E;, atunci 02 = (A,,E,, E3), 03 = (A3, Ey, E5),
0* = £.Din A0 = A, rezultd A, = A, (A4, E,, E3). De asemenea, A;0 = A, implicd A,03 = E;,
adicd A,(As,E, E3) = Ey, astfel A; =™ A;. Mai mult, 4,0 = A, implicd A,60% = A3, deci
Ai(A,, E5, E3) = As. Utilizand A, = A,(A4, E,, E3) si Az =™ A; 1n ultima egalitate, obtinem
A1(A1(A1, By, E3), By E3) =™ Ay,
Reciproc, admitem ca sunt adevarate egalitatile 1., atunci prima egalitate implica 4,0 =
A,, iar a doua egalitate rezultda A;0 =™t A;(A44,E,, E3), deci A;0 = E;. Utilizand primele doua
egalitati din . in a treia, obtinem A (4,, E,, E3) = Az, care implica A, ="t A;(As, E,, E3), deci
A,0 =™ A;. Aplicand A; =™ A; in ultima egalitate, obtinem A,0 = A;.
2. Daci A0 = A3, A,0 = E;,A;0 = A,, atunci 02 = (43,E,,E3), 03 = (A,, Ey, E5),
0* = £.Din A;0 = Aj rezulti A; = A;(A,, E,, E3). De asemenea, 4,6 = Az implica 4,03 = E;,
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adicd A,(A4,, E,, E3) = E;, prin urmare A, =™ A;. Mai mult, din 4,8 = A, rezulti A,0% = A,,
deci A;(As3,E, E3) = A,. Utilizand A; = A1(A,E5 E3) si A, =™ A; in ultima egalitate,
obtinem A; (A1 (A1, E2, E3), Eo, E3) =™ Ay

Reciproc, fie ca au loc egalitatile II., atunci prima egalitate implica A;6 = A3, iar din a
doua egalitate rezulta A,0 ="t A,(A4, E,, E3), deci A,0 = E;. Utilizand primele doua egalitati
din II. in a treia, obtinem A;(As, E,, E3) = A,, care implica A; =™ A,(A,, E,, E3), deci
A;60 =™t A;. Aplicand A, =™ A; in ultima egalitate, obtinem A30 = A,.

3. Daca A6 = E;,A,0 = A3, A30 = A,, atunci A,0 = Az implica A; ="t A,(As3, E,, E3).
Din A;0 = A, rezulta A; =™t A5(A,, E,, E3).

Reciproc, fie ca sunt adevarate egalitatile I11., atunci prima egalitate implica A,60 = A5, iar
din a doua egalitate rezulta A;0 = A,. De asemenea, A; ="t A,(A3, E,, E3) implica
A0 =™t A,(A,, E, E3), deci A0 = E;.

4. Daca A0 = A,,A,0 = E;, A;60 = A;, atunci A;60 = A5 implica A; = E;, contradictie,
deoarece A; este operatie de quasigrup.

5. Daca A0 = A3,A,0 = A,,A;0 = E;, atunci A,0 = A, implica A; = E;, contradictie,
deoarece A; este operatie de quasigrup.

6. Daca A;0 = E;,A,0 = A,,A30 = A3, atunci 4360 = A3 implicd A; = E;, contradictie,

deoarece A; este operatie de quasigrup. ]

Lema 3.27. Tripletul (A4, E5, E,) este paratopie a sistemului X' daca si numai daca are loc una
din urmatoarele conditii:
| Ay =3 A1, Ay = A1(Ay, B3, By) 5i Ay (A1 (A, B3, By), By, E3) =3 Ay
. A3 = A;(Ay, B3, Ep), Ay =33™ Ay 5i A (A1 (Ay, B3, Ey), Ep, E3) =33 Ay
. Ay =" Ay (Ay, B3, Ep) ="t A3(A3, E3, Ey);
IV. Az = Az(Ay, E3, E3) 51 A1(Ay, E3, E;) = Ej.
Demonstratie. Fie tripletul (A4, E5, E,) 0 paratopie a sistemului X. DeoareceE;0 = Ay, E,0 =
Es, E36 = E,, obtinem 26 = {4,6, 4,0, A30, Ay, E,, Es}, adicd {4,6, 4,0, A30} = {E;, Ay, A5}
1. Dacid A,0 = Ay, A,0 = A3, A30 = E;, atunci 62 = (A, Ey, E3), 03 = (A3, Es, Ey),
0* =¢. Din A0 = A, rezultdi A, = A,(A,,E5, E;). De asemenea, din 4,0 = A, rezultd
A,0% = E;, adici A;(As E3 E,) = E;, deci A; =®3™ 4, Mai mult, 4,0 = A, implica
A,0% = A3, deci A, (A, E,, E3) = As. Utilizand A, = A, (44, E3, E;) si A; =@3™ A; in ultima
egalitate, obtinem A, (4, (A4, Es, E), E5, E3) =?3™1 4,

Reciproc, admitem ca au loc egalitatile 1., atunci prima egalitate implica A;0 = A,, iar din
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a doua egalitate rezulta A;0 =™t A;(A4, E,, E3) = E;. Utilizand primele doua egalitati din 1. in
cea de-a treia, obtinem A;(A,, E, E3) = A3, care implica A, ="t A,(43,E,, E3), deci
A,0 =™t A, (Eq, E3, E,). Aplicand A; =@3)™1 A, in ultima egalitate, obtinem A,0 = As.

2. Dacd A,0 = A,,A,0 = E;,A30 = A3, atunci 82 = (4,, E,, E3). Din 430 = A; rezultd
A30% = A;, adicd A;(A,, E,, E3) = A, deci A, = E;, contradictie, deoarece A, este operatie de
quasigrup.

3. Dacd A,0 = A3, A,0 = A,,A;0 = Ey, atunci 8% = (43, E,, E3). Din 4,0 = A, rezulti
A,0% = A,, adicd A,(As, E,, E3) = A,, deci A; = E;, contradictie, deoarece A este operatie de
quasigrup.

4. Daca A0 = A3, A,0 = E;,A;0 = A,, atunci 0% = (43, E,,E3),03 = (4,,E3, Ey),
0* = ¢ Din A;0 = A; rezulti A; = A,(A,,E3 E;). De asemenea, din A;0 = A; rezulta
A,03 = E;, adica A;(A4,,E3, E,) = E;, prin urmare 4, =37 4, Egalitatea 4,0 = A5 implica
A,0% = A,, deci A, (A3, E,, E3) = A,. Utilizand A3 = A, (44, E3, E,) si A, =337 A, in ultima
egalitate, obtinem A, (4; (A4, Es, E3), E5, E3) =?3™1 4,

Reciproc, fie ca au loc egalitatile II., atunci prima egalitate implica A;0 = A, iar din a
doua egalitate rezulta 4,60 =™ A;(A4, E,, E3) = E;. Utilizand primele doua egalitati din II. in a
treia, avem A,(4s,E, E3;) = A,, deci A3z =™ A (A, E,, E3), astfel A3;0 =™ A,(E, E3, E»).
Aplicand A, =?371 A, in ultima egalitate, obtinem 430 = A,.

5. Daci A,0 =E;,A,0 =A4,,A;0 =A4;, atunci 6% =¢. Din A,0 = A, rezultd
Ay =™ A,(A,, E5 Ey). Din A360 = Aj rezulta A, =™t A3(A3, E5, E»).

Reciproc, admitem ca sunt adevarate egalitatile III., atunci prima egalitate implica
A,0 = A, si A0 =™ A,(A, E, E3), deci A;0 = E;. Din a doua egalitate din Ill. rezulta
Az0 = As.

6. Daci A0 = E;,A,0 = A;,A;0 = A,, atunci 82 = ¢. Din A,0 = E; rezulti A; =
2371 4,. Din 4,0 = A; rezultd A; =™ A,(As, Es, E,).

Reciproc, fie ca au loc egalitatile din IV, atunci prima egalitate implica 4,6 = E;, iar din

a doua egalitate rezulta A,0 = A3 si A360 = A,. o

Lemele 3.10-3.27 implica
Teorema 3.3. Exista exact 87 de sisteme ortogonale din trei quasigrupuri ternare si trei
selectori ternari care admit cel putin o paratopie, componentele careia sunt un quasigrup ternar

si doi selectori ternari.
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3.1.4. Paratopiile definite de trei selectori

Observam ca tripletul (E;, E,, E3) este paratopie a oricarui sistem ortogonal 2. In Lemele 3.28-
3.32 sunt descrise toate sistemele ortogonale din trei quasigrupuri ternare si selectorii ternari care

admit cel putin o paratopiei netriviald, componentele careia sunt selectorii ternari.

Lema 3.28. Tripletul (E;, E5, E,) este paratopie a sistemului X daca si numai daca are loc una
din urmatoarele conditii.
I Ay =@ A4,,4, =G 4,,4, =G 4;;
. A; =33 4,4, =@3) A,;
. A, =33 4,4, =3 4,;
IV. A3 =33 4,4, =33 4,.
Demonstratie. Fie tripletul (Ey, E3, E;) 0 paratopie a sistemului X. Deoarece E,6 = E;,E,0 =
E3, E;0 = E,, obtinem 260 = {A,6, 4,0, A30,E,, E,, E3}, adica {4,60,4,0, A0} = {A;,A,, A3}
1. Daci A0 = Ay, A,0 = Ay, A0 = As, atunci A;0 = A, implica 4; =?3) 4,. Din
A,0 = A, rezulti A, =33 A,. Egalitatea A;0 = A5 implica A3 =33 A,
Reciproc, fie ca au loc egalitatile 1., atunci prima egalitate implica A;6 = A, din a doua
egalitate rezulta A,60 = A,, iar a treia egalitate implica A;0 = A;.
2. Daci A;0 = Ay, A,0 = A3, A0 = A,, atunci A0 = A; implici 4, =?3) 4;. Din
Ay0 = Aj rezulti A; =33 A,
Reciproc, admitem ca sunt adeviarate egalitatile II., atunci prima egalitate implica 4,0 =
A,. Din a doua egalitate din Il. rezulta A,0 = A5 si A;0 = A,.
3. Daci A0 =A,,A,0 = A;,A;60 = A5, atunci A,0 = A, implica 4, =23 4;. Din
A0 = Aj rezultd A; =33 A,
Reciproc, fie ca sunt adevarate egalitatile III., atunci prima egalitate implica 4,0 = A,.
Din a doua egalitate rezulta A;0 = A3 si A,0 = A;.
4. Daci A;0 = Ay, A,0 = A3, A0 = A, atunci 8% = . Egalititile 4,0 = A, si A,0 = A,
implici A; = A,0% = A,0 = A;, contradictie, deoarece X este sistem ortogonal de quasigrupuri.
5. Daci A0 = A3, 4,0 = A,,A;60 = A;, atunci A,0 = A, implici A, =®3 4,. Din
A0 = Az rezultd A3 =3 4.
Reciproc, admitem ca au loc egalitatile IV., atunci prima egalitate implica 4,0 = A, si
A;6 = A;. Din adoua egalitate din IV. rezulta A0 = As.
6. Dacd A,0 = A3, A,0 = A;,Az0 = A,, atunci 62 = ¢. Egalititile A;0 = A; si A;0 = 4,
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implicd A; = A,0% = A3;0 = A,, contradictie, deoarece X este sistem ortogonal de quasigrupuri.

O

Lema 3.29. Tripletul (E,, E;, E3) este paratopie a sistemului X daca si numai daca are loc una
din urmatoarele conditii:
I Ay =02 4,4, =02 4,4, =D 4;
. A; =02 4,4, =02 4,;
. A, =12 4, A4, =(12) 4,;
IV. 4; =(12) 4., 4, =02 4,,.
Demonstratie. Fie tripletul (E,, E;, E3) 0 paratopie a sistemului X. Deoarece E 0 = E,, E,0 =
E;, E30 = E3, obtinem 26 = {A,0, A,0, As0,Ey, E,, E3}, adica {4,60,A,6,A;0} = {A;,A,, As}.
1. Daci A,0 = A;,A,60 = A,, A;60 = A, atunci atunci 4,0 = A; implica 4, =% 4;. Din
A0 = A, rezulti A, =(*2) A,. Egalitatea A;0 = A5 implica A3 =(*2) A;.
Reciproc, fie ca au loc egalititile I., atunci prima dintre ele implica A;6 = A,, din a doua
egalitate rezultd A,0 = A,, iar a treia egalitate implica A;0 = A;.
2. Daci A;0 = Ay, A0 = A3, A0 = A,, atunci A0 = A; implici 4, =2 4;. Din
Ay0 = Aj rezulti A; =(12) A,
Reciproc, admitem ca sunt adeviarate egalitatile II., atunci prima egalitate implica 4,0 =
A;. Din a doua egalitate din Il. rezulta A,0 = A3si A30 = A,.
3. Dacd A0 = A,,A,0 = A;,A360 = A;, atunci 4,0 = A, implica 4, =12 A4,. Din
A0 = Aj rezulti A; =(12) A,
Reciproc, fie ca au loc egalitatile II1., atunci prima egalitate implicd A;0 = A, si A,0 =
A;. Din a doua egalitate din Ill. rezulta A;0 = As.
4. Dacd A;0 = Ay, A,0 = A3, A360 = Ay, atunci 62 = ¢. Egalitatile 4,0 = A, si A,0 =
A; implicdi A; = A,0% = A,0 = A5, contradictie, deoarece X este sistem ortogonal de
quasigrupuri.
5. Dacd A0 = A3, A,0 = A,, A0 = A, atunci A,0 = A, implica A, =2 A,. Din
A0 = Aj rezultd A; =12 A,
Reciproc, admitem ca au loc egalitatile IV., atunci prima dintre ele implica 4,60 = A, si
A;0 = A;. Din a doua egalitate rezulta A6 = As.
6. Daca A,0 = A3, A,0 = A;,A30 = A,, atunci 8% = ¢. Egalititile A;0 = A3 si A0 =
A, implici A; = A,0% = A;0 = A,, contradictie, deoarece X este sistem ortogonal de

quasigrupuri. m
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Lema 3.30. Tripletul (E,, E5, E;) este paratopie a sistemului X daca si numai daca are loc una
din urmatoarele conditii:
I A, —(132) Ay, A, —(132) Ay, As —(132) Asg;
. A, =132 4, A, =(123) 4,;
. Ay =132 4,4, =(123) 4,
Demonstratie. Fie tripletul (E,, E5, E;) 0 paratopie a sistemului X. Deoarece E,0 = E,, E,0 =
Es, E36 = E,, obtinem 20 = {A,0, 4,0, A30, E,, E,, E3}, adicd {4,60, A,0, A;0} = {A;, A,, A3},

1. Daci A;60 = A;,A,0 = A,, A0 = A, atunci atunci 4,0 = A, implica 4, =(132) 4,.
Din A,0 = A, rezulti A, =132 A,. Egalitatea A0 = A5 implica A; =(132) 4,.

Reciproc, fie ca au loc egalitatile 1., atunci prima egalitate implica A;6 = A, din a doua
egalitate rezulta A,60 = A,, iar a treia egalitate implica A;0 = A;.

2. Daci A0 = A, A,0 = A3,A30 = A,, atunci 0% = (E3, E, E,), 03 = ¢. Egalititile
A,0 = A; si A0 = A, implicd A, = A,0% = A;0% = A,0 = A;, contradictie, deoarece T este
sistem ortogonal de quasigrupuri.

3. Daci A0 = A,,A,0 = Ay, A30 = A, atunci 6% = (E;, Eq, E,), 0% = . Egalititile
A0 = A, si A,0 = A, implicd A, = A,03% = A,0% = A,0 = A,, contradictie, deoarece X este
sistem ortogonal de quasigrupuri.

4. Dacd A,0 = A,,A,0 = A;,A;60 = A4, atunci 4,0 = A, implica A, =132 A,. Din
A0 = Aj rezultda Ay =(132) A, Aplicand A, =132) A, in ultima egalitate, avem A3 =123 4,

Reciproc, admitem ca sunt adevarate egalitatile II., atunci prima egalitate implica 4,0 =
Ay, iar din a doua egalitate rezulti A;0 = A;. De asemenea, A, =(13%) A, implica
A,0 =(123) A, Aplicand A; =(1?3) A, in ultima egalitate, obtinem 4,0 = A;.

5. Dacd A0 = A3, A,0 = A;,A;0 = A,, atunci A,0 = A; implica A; =132 A,. Din
A0 = A, rezulta A, =132 A;. Aplicand A; =132 4, in ultima egalitate, obtinem
Ay =123 4,

Reciproc, fie ca au loc egalitatile III., atunci prima egalitate implica A;6 = A, iar din a
doua egalitate rezulta 4,0 = A;. De asemenea, A; =132 A, implica 4360 =123 4;. Aplicand
A, =123 A, in ultima egalitate, obtinem A6 = 4,.

6. Daci A0 = A3, A,0 = A,,A30 = A, atunci 62 = (E;, Eq, E,), 0% = ¢. Egalititile
A0 = A; si A30 = A, implicd A; = A,03 = A;0°% = A,0 = A3, contradictie, deoarece X este

sistem ortogonal de quasigrupuri. i
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Lema 3.31. Tripletul (E;, E4, E,) este paratopie a sistemului X daca si numai daca are loc una
din urmatoarele conditii:
I A, —(123) Ay, A, —(123) Ay, As —(123) Asg;
. A, =123 4, A, =(132) 4,;
. Ay =(123) 4,4, =(132) 4,
Demonstratie. Fie tripletul (Es, E, E;) 0 paratopie a sistemului X. Deoarece E,0 = E3, E,0 =
E,, Es0 = E,, obtinem 260 = {4,60,A,0, A30,E;, E,, E3}, adicd {4,0, 4,0, A;0} = {A;, A,, A3).
1. Daca A,0 = A;,A,0 = A,,A;0 = A, atunci atunci 4,0 = A; implica 4, =123 4,.
Din A,0 = A, rezulti A, =123 A,. Egalitatea A0 = A5 implica A; =(123) 4,.
Reciproc, admitem ca au loc egalitatile 1., atunci prima egalitate implicd A,6 = A,, din a
doua egalitate rezulta A,60 = A,, iar a treia egalitate implica A;0 = A;.
2. Daca A;0 = A;,A,0 = A;,A30 = A,, atunci 0% = (E,, E3, E;), 03 = ¢. Egalititile
A,0 = A; si A0 = A, implicd A, = A,0% = A;0% = A,0 = A;, contradictie, deoarece T este
sistem ortogonal de quasigrupuri.
3. Daci A0 = A,,A,0 = Ay, A30 = A, atunci 6? = (E,, E5, E;), 0% = ¢. Bgalititile
A0 = A, si A,0 = A, implicd A, = A,03% = A,0% = A,0 = A,, contradictie, deoarece X este
sistem ortogonal de quasigrupuri.
4. Dacd A0 = A,,A,0 = A3, A;60 = A;, atunci A,0 = A, implici A, =(1?3) A4;. Din
A0 = Aj rezultd Ay =(123) A, Aplicand A, =(23) A, in ultima egalitate, avem A; =132 4,
Reciproc, fie ca au loc egalitatile II., atunci prima egalitate implica A;0 = A,, iar din a
doua rezulti A;0 = A;. De asemenea, A, =(123) 4, implica A4,0 =132 4,. Aplicand
A; =132 4, in ultima egalitate, obtinem 4,0 = As.
5. Dacd A0 = A3, A,0 = A;,A;0 = A,, atunci A,0 = A; implica A; =123 4,. Din
A30 = A, rezultd A, =(132) A5 Aplicand A; =23 A, in ultima egalitate, avem A, =132 4, .
Reciproc, admitem ca au loc egalitatile III., atunci prima dintre ele implica 4,0 = Az, iar
din a doua egalitate rezulta A,0 = A;. De asemenea, A; =(1?3) A, implica 450 =132 4, .
Aplicand A, =32 A, in ultima egalitate, obtinem 4360 = A,.
6. Daci A0 = A3, A,0 = A,,A30 = A, atunci 62 = (E,, E3, E;),0% = . Egalititile
A0 = A; si A30 = A, implicd A; = A,03 = A;0% = A,0 = A3, contradictie, deoarece X este

sistem ortogonal de quasigrupuri. i
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Lema 3.32. Tripletul (E;, E,, E;) este paratopie a sistemului X daca si numai daca are loc una
din urmatoarele conditii:
I Ay =3 Ay, 4, =) 4,, 43 =03 Aj;
. A; =13 4,4, =13 4,;
. A, =13 4, 4, =(13) 4,;
IV. 4; =13 4,4, =03 4,.
Demonstratie. Fie tripletul (E;, E,, E;) 0 paratopie a sistemului X. Deoarece E;0 = E3, E,0 =
E, E;0 = E,, obtinem 26 = {A,0,A,0, A30,Ey, E,, E3}, adica {A4,60,A,60,A;0} = {A,,A,, As}.
1. Daci A,0 = A;,A,0 = A,, A;60 = A, atunci atunci 4,0 = A, implica 4, =(*3) 4;. Din
A,0 = A, rezulta A, =3 A,. Egalitatea A;0 = A, implica A3 =13 4.
Reciproc, admitem ca au loc egalitatile 1., atunci prima dintre ele implica A,6 = A4, din a
doua egalitate rezulta A,60 = A,, iar a treia egalitate implica A;0 = A;.
2. Daci A;0 = Ay, A,0 = A3, A0 = A,, atunci A,;0 = A; implici 4, =3 4;. Din
Ay0 = Aj rezulti A; =13 A,
Reciproc, fie ca sunt adevarate egalitatile II., atunci prima egalitate implica A;0 = A;. Din
a doua egalitate rezultd A,0 = A3 si A360 = A,.
3. Dacd A0 = A,,A,0 = A;,A360 = A;, atunci 4,0 = A, implica A, =13 4,. Din
A0 = Aj rezulti A; =(13) A,
Reciproc, fie ca au loc egalitatile II1., atunci prima egalitate implicd A;0 = A, si 4,0 =
A;. Din a doua egalitate rezulta A;0 = As.
4. Dacd A,0 = Ay, A,0 = A3, A;0 = A,, atunci 6% = ¢. Egalitatile 4,0 = A, si A,0 = A,
implicd A; = A,0% = A,0 = A, contradictie, deoarece X este sistem ortogonal de quasigrupuri.
5. Dacd A0 = A3, A,0 = A,,A360 = A, atunci A,0 = A, implica A, =13 A,. Din
A0 = Aj rezultda A; =3 A,
Reciproc, admitem ca au loc egalitatile IV., atunci prima egalitate implica A,6 = A,. Dina
doua egalitate rezulta A;0 = As si A30 = A;.
6. Daca A0 = A3, A,0 = A;,A30 = A,, atunci 6% = ¢. Egalititile 4,0 = A3 si A0 =
A, implici A; = A,0% = A;0 = A,, contradictie, deoarece X este sistem ortogonal de

quasigrupuri. i

Din Lemele 3.28-3.32 rezulta
Teorema 3.4. Exista exact 18 sisteme ortogonale din trei quasigrupuri ternare si trei selectori

ternari care admit cel putin o paratopie netriviald, componentele careia sunt selectorii ternari.
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Teoremele 3.1, 3.2, 3.3, 3.4 implica
Corolarul 3.5. Exista exact 153 de sisteme ortogonale din trei quasigrupuri ternare si trei

selectori ternari care admit cel putin o paratopie netriviala.

Observatia 3.2. In Lemele 3.1-3.33 sunt descrise toate sistemele care admit cel putin o paratopie
netriviala. Conditiile necesare si suficiente pentu ca sistemul X = {A;, A,, A3, E;, E,, E3} format
din quasigrupurile ternare A;, A,, A5 si selectorii ternari E;, E;, E5 sa admita cel putin o paratopie

netriviald sunt formulate concis in ANEXA 1.

3.2. Identitati in quasigrupuri ternare

In acest paragraf vom arita ci cele 67 de identitati din ANEXA 1 se reduc la unul din 4
tipuri.

Conform Teoremei 3.1 si Lemelor 3.1-3.32, existenta paratopiilor sistemelor ortogonale
din trei quasigrupuri ternare si selectorii ternari implicd anumite identitdti. Distincte doud cate

doua sunt exact 67 de identitati (lista lor este prezentatd in ANEXA 1).

Teorema 3.5. Fiecare dintre cele 67 de identitati pe care le implica existenta paratopiilor
sistemului X = {A,, A,, A3, E;, E,, E5} se reduce la unul din urmatoarele 4 tipuri:
1. “A(P4, 74, °4) = E,,
2. “A(PA, YA E,) = E,,
3. “A(PAE, E) = YA(PAE,, Es),
4. “A(PAE, E,) = YA(PAELEy),
unde A este un quasigrup ternar si a, 3,v,8 € S,.
Demonstratie. 1. A(A,132 4,123 4) = E, & A( D A(xy, X1, x3),33) A(xy, x1,%3), 3 A(x5, %1, %3)) =
Eq (%3, %1, %3), adica A( 124,23 4,13 4) = E,, deci identitate are forma 1.
2. A(LABD A0 =F, o  A(DIA(x3, x5, %1),0D A(xz, X5, %1),3D A(x3, X5, %1)) =
E;(x3,%5,%;), adica A( 134,02 4,23 4) = E, deci identitate are forma 1.
3. A(EL, AP A)=E; o A(Ey(xq,x3,%2), @ A(xq, x3,%5), A(xy, X3, %2) ) = E5(xq, X3, X2),
adica 19A(4, @4, E,) = E,, deci identitatea are forma 2.
4. Facand in A(Eq, E3™2 A(Ey, E,, A)) =3 A(E;, A, E3) substitutia A(xq, X5, X3) = y, obtinem
A(xl,x3, T2 A(xy, "2 A(X1,Y, xs);Y)) = ™A(xy,y,%3), deci ”3A(x1,x3, " A(x1,Y, x3)) =
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10.

11.

™2 A(xy, " A(xy, Y, x3),y), prin urmare P24 (™24 B, E,) = @3D™ (™4, K, E,), deci
identitatea are forma 3.

Facand in A(E;,™ A(E{, A E3), E;) =™2 A(E4, E,, A) substitutia A(xq, x5, X3) =y, obtinem
A (xl, TE3A (xl,y, nsA(xl, xz,y)),xz) = HZA(xl, X3, y), aStfe| A(xl, nZA(xl, x2,y) ’xZ) =
A (x1,y, A x5,)).  adica  CPTACRA By E) = CPVSA(RAELE,),  dec
identitea are forma 3.

Facand in A(™A(E;3, A E,), E{," A(A, E5, E;)) = A substitutia A(xq, x5, x3) =y, obtinem
A (HZA (X3, Y, nZA(xlly' xS))'xllnlA(yl X3,X1)) =Y deCi nlA (yl X1, nlA(y' x3,x1)) =

A (x3,7, A, y,%5)). adica CPTA(A By By) = COTA(CITA L E,), astfel
identitatea are forma 3.

Facand in A("2A(E,, E;,A),™ A(A, Ey, E3), E;) = E, substitutia A(xq, X, x3) =y, obtinem

A (HZA(xZ»xL)’)» ! (3’: X1, HBA(xpsz’)) , x1) = x,, deci 7TZA(”ZA(?CZ’ X1,¥), X2 'xl) =

Ay, A x5)). adiea FIAPTA B By = UYTA(A B, Es),  prin

urmare identitatea are forma 3.

Facand in A("™A(A, E5, ™3 A(E3, A, E3)), E1, A) = E, substitutia A(xq, X3, x3) =y, obtinem

A( A, %372 A(x2, Y, X3)), LAY, X2, X3), ) = x5, astfel T A(xy, TA, x2,%3),Y) =
3 A(y, x3,7 A(x2, Y, %3)), adicd PPTA(MAE,Ey) = PP 4(OD™4 E B, dec
identitatea se reduce la forma 3.

Facand in A(™A(E,, E;, A),"t A(E3, Eq, A),E3) = A substitutia A(x4,x,,%3) =y, obtinem

A A A1, Y, %3), X3, Y), L A3, X1, Y),%3) =y, deci  TA(y, A(xs, x1,¥),%3) =
T2 A" A%y, y, X3), X3, Y), adica PPMA(PIMA B = Bmq((3D™yg BB, prin

urmare identitatea se reduce la forma 4.

Facand in A("A(E,, E5,A)," A(A,Ey, E;), E;) = A substitutia A(xq, x5, x3) =y, obtinem

A( Ay, A, X2, Y), )L A, X1, %), x1) =y, deci A A, %1, %5), %) =
"3 A(xy, A, %2, ), Y), adica CPTA(MAEy, Ey) = P3PTa((P4 B E,), astfel
identitatea se reduce la forma 3.

Facand in A(E; A™ A(E,,™ A(A,E,, E;),A)) = E; substitutia A(xq, x5, x3) =y, obtinem

AC(PAx, %2, 9), 9.2 A%, AW, X2, %1), ) = X1, deci A AQ, x2,¥), ¥, %1) =
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T2 A(%,, 72 A(Y, X2, %1),Y), adicd A(YPITAE, Ey) = B3PTp(P¥™y ELES), prin
urmare identitatea se reduce la forma 3.

12. Facand in A(™A(E3, A, E,), E,"t A(E,, A E;)) = A substitutia A(xq, x5, X3) =y, obtinem
A(TA(X3,Y,%2), %2, A(x2, y, A, X2, %3))) =y, deci PA(™A(x3, Y, X%2), %2, Y) =
A (229, A x5, x5) ), adica BEA(SIEA B By) = COTA(MA By Ey), prin
urmare identitatea se reduce la forma 4.

13. Facand in A(A,™ A(E3, A, Ey),E;) =™2 A(E3, E,, A) substitutia A(xq, x5, X3) =y, obtinem
A, A(xz, y, A, X2, X3)), %) =2 A(xs, Xz, y),  astfel  "2A(y, ™A(x3, x5, ¥), %) =
™4 (x3, v, MA(y, xz,x3)), adica DMy p gy = OOMg™a B B deci
identitatea se reduce la forma 3.

14. Facand in A(E,™ A(A, E3, E;),2 A(E3, A, E;)) = A substitutia A(xy, x5, x3) =y, obtinem
A <x2»n1 A ()’» x3, YAy, X3, x3)) 2 A(xs, y, xz)) =y, deci nzA(xz,y,nz A(xs,y, xz)) =

A (y, x5, AW, X2, %)), adica A4, Ey By = CITA(TA B Ey), astfel
identitatea se reduce la forma 3.

15. Facand in A(™A(E,, A, E3),™ A(E,, Eq, A), E;) = E; substitutia A(x, x5, X3) = y, obtinem
A(A(x, Y, P ACy, X2, ¥)) ™ A, X1, Y), %) = xq, deci TPAr, ™ A(xz, x4, Y),X2) =
"4 (227, P AC, x2,Y) ). adica CPTAIA By By) = WA, By Ey), prin
urmare identitatea se reduce la forma 3.

16. Facand in A(E,,™ A(E3, A A(A,E , E3)),A) = E; substitutia A(xq, X, X3) =y, obtinem
A(PA(xy, Y, %3),™ A(x3, 9, A, %1, X3)),¥) = %1, deci  A(PA(x, Y, %3), %1, y) =
3 A(xs, " A(Y, X1, %)), adica PB4 B E)) = P44 B Es), astfel
identitatea se reduce la forma 3.

17. Facand in A(™2A(E,, E3, A),"™ A(E3,E1, A),E3) = A substitutia A(xq, x5, x3) =y, obtinem
A("2A(X2, %3, ), A(xs, A, X2, %3),¥),%3) =y, astfel  T2A(M2A(x, X3, ), ¥, %3) =
TA(xs, A, X0, %3),y), adica A4 E, E,) = PPMa@DT4 R, deci
identitatea se reduce la forma 3.

18. Identitatea A(A, E,, (1 A) = E5 < A(Y®A(xy, x5, %1), E1 (X2, X3, %1),3 A(xy, X3, %)) =

E;(x3,x3,x1), adica (23)A((123)A, (23)A, E,) = E,, deci identitatea se reduce la forma 2.
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19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

Facand in A("A(A, Ey, E3), E,, Ey) =™t A(E4, E,, A) substitutia A(xq, x5, x3) =y, obtinem
A=A, Xz, A, X2, 9)), %0, 1) = A(X1, X2, ), deci TA(TIA(xy, X2, Y), X2, X1) =
™54 (y, Xy, B ACx, Xy, y)), adica ™A(UP™Y B Ey) = I™A(DT4 B B, astfel
identitatea se reduce la forma 3.
Facand in A(Es, E,, ™ A(Eq, E5, A) =™ A(A, E,, E3) substitutia A(xq, X2, X3) =y, obtinem
A (xg,xz,”l A(™A(y, xz,x3),x2,y)) ="3 A(y, x,,x3), astfel "A(xs, x5, Ay, x5, %3)) =
T A(MA(Y, X5 %3), %,y),  adicd  BACIT4 B Ey) = MA(TP™AELLE,),  dec
identitatea se reduce la forma 3.
Facand in A(E{,™ A(A,E3 E;),™2 A(A, Eq, E;)) = A substitutia A(xq, x5, x3) =y, obtinem
A(xy,™ A, A, %2, 9),%1), 2 AW, X, %)) =y, deci T2ACx, .2 A(Y, Xy, %R)) =
Ay, T A, X5, Y), x1), adica P2IA(P24, B By = 3PP 4 B E,), prin
urmare identitatea se reduce la forma 4.
Facand in A(A, E;,"t A(MA(E, A, E,), Eq, A))) = E, substitutia A(xq, x5, x3) = ¥, obtinem
AW, Ay, X2, ¥), T A(MA(X1, Y, X2), X1, Y))) = X, deci A(y, PAQxy, %, ¥),X2) =
T AMA(x, Y, X5), %1, Y), adica (PA(YPIT B By = CPTa(UD™y EE,), prin
urmare identitatea se reduce la forma 3.
Facand in A(™A(E,, A E,),™ A(E5, Eq, A), E;) = A substitutia A(xq, X5, x3) =y, obtinem
A(2A(x2, Y, %1), ACPA(x1, X2, Y), %1, ¥), %) =y, astfel  "2A(M2A(x,, y,x1), , %) =
AT A(xy, X3, Y), %1,y ), adica A4 By Ey) = CYBA(CP™AELES),  deci
identitatea se reduce la forma 3.
Facand in A(™A(A, Es, E,), A E;) =™ A(E,, E5, A) substitutia A(xq, x5, x3) =y, obtinem
A("2 Ay, x3, P A(x1, Y, %3)), ¥, %1) =" A(xq,x3,y),  deci  TTA(TA(xq, x3,¥), Y, %) =
"2A(y, x5, "2 A(x1, Y, x3)), adica A(MP™MAE, E,) = P (BD"y BB astfel
identitatea se reduce la forma 3.

Facand in A(E3,™ A(E,, E3, A)," A(A,E1, E;)) = A substitutia A(xq, X2, x3) =y, obtinem
A(x3,™ A%, %3, ), Ay, Ay, X0, %3), %)) =y, astfel " A(x3,™ A(xy, x3,¥),y) =
TA(y, " A(Y, Xp, X3), X5), adica BBy popy = BDTg™y EE), deci
identitatea se reduce la forma 3.

Facand in A(™2A(E3, E,, A), E3,™ A(E3, A, E;)) = E; substitutia A(x4, x5, x3) = y, obtinem
A("2A(x3, A1, Y, X3), ¥), %3, A(X3, ¥, %)) = xq, dech TrA(xg, x5, A(s, Y, X%1)) =
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27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

"2A(x3, "2 A(X1, Y, %3),y),  adicd  CPVTA(TAELE) = PTA(MD™4,ELE,),  prin
urmare identitatea se reduce la forma 3.

Facand in A(E,™ A(E5, A, E,),A) =™2 A(A, E,, E,) substitutia A(xq, X3, x3) =y, obtinem
A(xz,”3 A(”3A(x1,x2,y),y, xl)d’) ="2 A(y,x5,%,), deci  2A(xy, "2A(y,x2,%1),Y) =
A A, %, Y), v, %), adicd  PPTAMAE E) = BA(YYTAELE;),  astfel
identitatea se reduce la forma 3.

Facand in A(™A(E5, A E,), E; "t A(E,, A E,)) = A substitutia A(xq, X5, x3) =y, obtinem
A(RACPA(L X2, 90,7, %2), %2, A(Xp, v, %0)) =y, astfel T A(y, x5, A(x, 9, %1)) =
AR A(xy, X2 Y)Y, %), adica  PA(MAEL Ey) = P A(PP™4,E,LE,),  deci
identitatea se reduce la forma 4.

Facand in A(E,,™® A(A, E3, E;),"2 A(A, E4, E;)) = A substitutia A(xq, X3, x3) =y, obtinem
A(xy, ™AW, PA, X2, Y), %), A, X1, %)) =y, dech TPACx, Y2 A®Y, X, %R)) =
Ay, A, %2, ¥),%1), adica TPTA(MAE, L Ey) = PA(MPAELE,),  astfel
identitatea se reduce la forma 4.

Facand in A(™A(E5, Eq, A), E3™2 A(E,, A, E1)) = A substitutia A(xq, X3, x3) =y, obtinem
A" A(x3, %1, ), %32 AC?A(x1, Y, %3), 7, %)) =y, astfel AT A(x3,x1,¥), %3, ) =
A A(xy, Y, %5), Y, %), adicd  PA(MAE, ES) = 2A(YP™AE,E,),  deci
identitatea se reduce la forma 3.

Facand in A(™A(A,E3, E,), Eq, A) =™ A(Ey, A, E;) substitutia A(xq, X3, x3) =y, obtinem
A(BAQY, A, X2, 9),%2), %1, Y) = A(X, Y, X)), astfel  TTA(TA(xy, Y, %), %0, Y) =
Ay, P A(xy, X2 ¥), X3), adicd FMAITA B By) = PTAP4 B Ey), deci
identitatea se reduce la forma 3.

Facand in A(E3,™ A(E;, E5,A),"2 A(A, E5, E,)) = E, substitutia A(xq, x5, x3) =y, obtinem
A(x3, ™ AT AW, X2, X3), X3, Y), 2 A(Y, X3, %)) = X, deci  "2A(x3, x5, A(y, %3, %)) =
"1A("1A(y, XpX3), %3,y), adici (123)712A((12)1T2A’ E, Es) = nlA((123)T[1A’ E,E,), astfel
identitatea se reduce la forma 3.

Identitatea A(A4,(3) 4, E;) = E, este echivalentd cu A(“¥4, 4, E;) = E,, deci identitatea se
reduce la forma 2.

Facand in A("A(A,E,, E3), Eq, E3) =™t A(E4, A, E3) substitutia A(xq, x5, x3) =y, obtinem
A("2A(Y, " A(x1, Y, %3), %3), %1, X3) =T A(x1,Y,X3), astfel TA(TA(xy, Y, X3), %1, %3) =

107



35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

" Ay, P A(xy, Y, X3), %3), adica PPA(TITA B Ey) = (BP9 E By, deci
identitatea se reduce la forma 3.

Facand in A(E,,™ A(E;, A, E3), E5) ="2 A(A, E,, E5) substitutia A(xq, X2, x3) = Yy, obtinem
A(xy,™ A(™A(Y, %3, %3), ¥, %3), X3) =2 A(y, %2, %3), deci "2A(x;, "A(y, x5, %3) , X3) =
AT A(Y, Xz, %3), Y, X3), adica A B By = BITa(D™Y B Ey), prin
urmare identitatea se reduce la forma 3.

Identitatea A(E;, E,, A(E1, E;,A)) =™ A este  echivalenta cu 7rSA(El,EZ,nSA) =
A(Ey, Eo, A), adica A(™A,Ey, E,) = A(A, Ey, E,), deci identitatea se reduce la forma 4.

Identitatea A(E,, E,, A(E,, E;, A)) =127 A este echivalentd cu "4 (El,Ez, (12)”3A) =

A(E,, Ey, A), adica *?¥™4 ((12)”3A, E1,E2) = U34(4,E,, E,), deci identitatea se reduce
la forma 4.

Identitatea A(E;,®®7™: A4, A(E,, A, E,)) = E; este echivalentd cu "A(E;,®¥7™ A E;) =
A(E;, A Ey), adica ™A(®¥7™A,E,, E;) = A(A4, E,, E,), deci identitatea se reduce la forma
3.

Facand in A(E;,™® A(Ey, E3, A),™2 A(E,, A, E;)) = A substitutia A(xq, X5, x3) =y, obtinem
A(xy,™ A(xy, X3, )2 A, y, A, Y, %3))) =y, astfel  A(x,,™ A(xy, x3,¥),y) =
A (x1,y, Ay, x3)). adica (A4 B By = (A4, ), dec
identitatea se reduce la forma 4.

Identitatea (13272 A(E,,(139)™2 A E|) = A(E5, E;, A) ia forma ™A( @724 | E,) =
AP A, E,, E5), deci identitatea se reduce la forma 3.

Facand in ™2 A(™A(E; E;,A),A™2 A(E, A E;)) = E3  substitutia  A(xq,x,%3) =,
obtinem (™ A(x3, X1, ¥), %3,2 A(?A(x1,¥,%3), 7, %)) =y & RSA(HZA(X&XLY);X&}’) =
A A(xy, Y, %3), Y, %,),  adica B4 E B = "A(MP™24,E, E,),  deci
identitatea se reduce la forma 3.

Ficand in A(A,E; A(E; E;, A)) =372 4 substitutia A(x;,x,,X3) =y, obtinem
A(Y: x3,A(x3,x1,y)) =s2)m, A(xq, nZA(xpy’ x3),x3), astfel (13)A(A(x3,x1,y),x3,y) =
A2 A3y, 0, ), X3, %,),  adica  PA(A Ey Es) = A(YP™AEE,),  deci

identitatea se reduce la forma 3.
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43.

44,

45.

46.

47.

48.

49.

50.

51.

Identitatea A(E3, (3271 A, A(4, E,, E,)) = E, este echivalenti cu ™A(E;, (13971 A E,) =
A(A Ey Ey), adica D™ 4(@3mg g E) = ®4(MP4 EE,), deci identitatea se
reduce la forma 3.

Facand in A(E;,™ A(E,, E3, A)," A(A, E1, E;)) = A substitutia A(xq, X3, x3) =y, obtinem
A (x3'n3 A(xz,x3,¥),™ A()’» "A(y, x2, x3),x2)) =y, deci HSA(X& HSA(xZ»x3r)’)'Y) =
"A(y, " Ay, X3, X3), ;) adicd PPAITQ ) E) = PPTACYTYELES), deci
identitatea se reduce la forma 3.

Identitatea A("37™:4,E,, A(A, E,, E;)) = E; este echivalentd cu ™A((1237%4,E, E;) =
A((lz)A, E,, EZ), deci identitatea se reduce la forma 3.

Facand in A(™A(Es5, E,, A), E; " A(A,E5, E;)) = A substitutia A(xq, X, x3) =y, obtinem
A(A(X3, X2, ), %, AW, X2, Ay, X2, %3))) =y, deci AT A(X3, %5, ¥), %2, ¥) =
MA(y,%2, T A, X, x3)). adica P74 ((13)"3A,E1,E2) = U2my(MA B, E,), deci
identitatea se reduce la forma 4.

Identitatea A(El,A(El,E3,A),(23)”2 A) = E, este echivalentd cu 7TZA(EI,EZ,(B)”2 A) =
A(E,, Es, A), adica A(®™4, E,, E,) = A(A, E,, E5), deci identitatea se reduce la forma 3.
Facand in A(E,,™ A(Ey, E3, A),"2 A(E1, A, E;)) = A substitutia A(xq, X2, x3) =y, obtinem
A(xq,™ A(xy, %3, ), A(x1, y, A%, Y, %3))) =y, astfel  TACe, ™ A(xy, x5, ¥), ) =
"2 A(xy,y, PA(xy, Y, x3), adica P A(P4 E E) = P h("24 EE,),  dec
identitatea se reduce la forma 4.

Ficand in A(A,A(E, A Ey),E;) =237 4 substitutia  A(xy,X,,Xx3) =y, obtinem
A(y, A(x,, v, %1), x,) =123)73 4 (xl,xz, ”3A(x1,x2,y)), adica P44, E, ) =
(12ms 0 (274 £ E,), deci identitatea se reduce la forma 3.

Facand in A(™A(E, A, E,),™ A(E5, Eq, A),E,) = A substitutia A(xq, x5, x3) =y, obtinem
A(M2A(x2, Y, %), AP A, X2, 9), X1, ¥), %) =y, deci  TPA(T2A(x,y,%1), ¥, X%2) =
A A(xy, Xy V), X1, y), adicd ™A ((12)”2,4,51,52) = (9 (O g, 53), deci
identitatea se reduce la forma 3.

Identitatea  A(E;, A(Ey, A, E3),E3) =™ A este echivalenti cu ™A(E;, ™A, E3) =
A(E;, A, E3), adica ™A ((23)”2A,E1,E2) = A((23)A, El,EZ), deci identitatea se reduce la

forma 4.
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52.

53.

54.

55.

56.

57.

58.

59.

Identitatea A(E;, A(Es, A, E1),E3) =372 A este echivalentd cu ™24 (El, (13)7TZA,E3) =

A(Es, A Ey), adica @24 ((132)”2A,E1,E2) = (132)A((23)A,E1,E2), deci identitatea se

reduce la forma 4.
Facand in A(™A(E,, A, E3),™ A(A, Ey, E3), E3) = A substitutia A(xq, X3, x3) =y, obtinem

A(HZA(HZA(XL% X3),Y, xs)»nl A(y, xl»x3)»x3) =y, deci AWy, AW, %1, %3),x3) =
A A, Y, %), 7, %), adiea WA (CVMa By Ey) = A (WA, ELE,), astfel
identitatea se reduce la forma 4.

Identitatea A((2724, A(A, E,, Es),E3) = E, este echivalenti cu "2A("®P™A,E, Es) =
A(A, E;, E3), adicd ™A ((132)"2A, El,EZ) = A((B)A, El,E3), deci identitatea se reduce la
forma 3.

Identitatea A (E,, A(A, Es, Ey), "*¥™4) = E; este echivalenta cu ™A (Ey, E5, *9™4) =
A(A, Es, E,), adica ¥4 ((12)”2A,E1,E2) = A((13)A,E1,E3), deci identitatea se reduce la
forma 3.

Facand in A (Ey, ™A(A, Es, Ey), A(Es, A, E) ) = A substitutia A(xy, %y, %) = ¥, obtinem

A (xz, T1ig (y, x3, Ay, xz,x3)) T2 A(xs, y, x2)> =y, astfel ™A (xz,y, 24 (x3,y, xz)) =

TA (3,205, AW, %2, %) ), adica OT2A (W4 By By ) = CFITA(TMA B E), dec
identitatea se reduce la forma 3.

Ficand in A(™A(E,, Es, A), "A(A, E1, E;), E;) = A substitutia A(xy,x,,x3) = y, obtinem
A(HBA(XZ' HBA(xpxz'Y),)’), "Ay, x1'x2)'x1) =y, deci nlA(y, "A®, xl'xz)’x1) =
TA(xy, PAG, x5, 9),y). adica CPTA(MA By E,) = BPTa(CF 4B, E,), prin
urmare identitatea se reduce la forma 3.

Identitatea A (A(E,, Es, A), (123)”1/1,51) = E, este echivalenti cu ™A (EZ, (23)ms 4 El) =
A(E,, E5, A), adicd (12)”1A((23)”1A, E1,E2) = A((lz)A, El,E3), deci identitatea se reduce la
forma 3.

Identitatea A (A(E3,E2,A),E2, (123)”1/1) = E, este echivalentd cu A (El, E,, (123)"1A) =
A(Es, E,, A), adicd 7’1A((23)”1A, E1,E2) = A((lz)A,El,Eg), deci identitatea se reduce la

forma 3.
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60.

61.

62.

63.

64.

65.

66.

67.

Ficand in A(™A(Es, E3, A), Ey, "A(A, E5, E1) ) = A substitutia A(xy, x,,x3) = y, obtinem
A(MA(M A, X2, Y), X2, Y), X2, A, x5, %1) ) =y, astfel ™ A(y, x,, AW, x5, 1) ) =
BA(™A(xy, x2,7),%2,y), adicd (123)”1/1(”1/1, ELE,;) = (23)"3A((13)”3A, El,EZ), deci
identitatea se reduce la forma 4.

Substituind  A(xy,xp,x3) =y in  A(A(A, Es By, Ep A) = P¥9™4 obtinem
A(A(y; xZ'XI)JxZJ 3’) = (123)”3A (xerZrnsA(xlixZI 3’)), prin urmare A((lz)A' ElrEZ) =
(23)"3A((132)"3A, E4, E3), deci identitatea 61 se reduce la forma 3.

Identitatea A (A(Ez, A, Es), "4, Ey) = E; este echivalentd cu ™A (Ey, "4, ) =

A(E,, A, E5), adica 7“A((123)”1A,E1,E3) = A((13)A,E1,E2), deci identitatea se reduce la
forma 3.

Facand in A("2A(E,, A, E3),”1A(A,E1,E3),E3) = A substitutia A(xq, x,,x3) =y, obtinem
A(HZA(RZA(JCLY» X3),Y, x3), "A(y,x1,%3),%3) =y, deci nlA(y' "A(y, xl,xg),x3) =
"2A("A(xy,y,x3),y,x3), adicd (12)"1A((23)"1A, El,Ez) = ”ZA((BZ)”ZA, El,EZ), deci
identitatea se reduce la forma 4.

Identitatea A(A(Es, 4, Ey), E;,(139™ A) = E, este echivalentd cu ™A(Es, Ey, 2™4) =
A(E, A Ey), adica “2Ma(®9mg, g B) = “PA(CV4,E,E,), deci identitatea se
reduce la forma 3.

Facand in A (”ZA(Eg,A, E,), Ey, T A(A, E3,E1)) = A substitutia A(x;, X, x3) = y, obtinem

A (TEZA (X3, Y, TEZA(xlﬂ Y, x3)> » X1, nlA(y' X3, xl)) =Y, 3.5th| nlA (y' xlinl A(y' X3, xl)) =

T2p (x3,y, mA(xq,, x3)), adica (123)”1A((23)”1A,E1,E2) = (13)”2A((12)”2A, E4, E3), deci
identitatea se reduce la forma 3.

Identitatea A(A(4, Ey, E3), E5, Es) = ™A este echivalentd cu A("™A, Ey, Es) = A(A, E5, Es),
adica ”1A((132)"1A, E, EZ) = A((BZ)A, E,, EZ), deci identitatea se reduce la forma 4.
Identitatea A(A(A, Es, Ey), Ey, Es) = @P™4 este echivalentd cu ”lA((23)”1A, EZ,E3) =

A(A, Es, Ey), adici ”1A((13)”1A, El,EZ) = (23)A((132)A,E1,E2), deci identitatea se reduce

la forma 4. O

111



3.3. Unele paratopii ale sistemelor ortogonale de quasigrupuri n-are

Teorema 3.6. Fie X ={A,A,, ..., A E,E;,....,E,} si 0 =(A4,4,,...,4,), unde

Ay, Ay, ..., A, sunt quasigrupuri n-are, definite pe o multime nevida Q si Ei, E,,..., E, sunt

2 -n+1

selectorii n-ari pe Q. Daci A, =% Ay As=% Ay, .., An=%""4, si (Q A, verific

a—n+1

identitatea A, (4;, % Ay, Ay,..., A) =E,, unde a=(12...n), atunci 6 este 0
paratopie a sistemului X'

Demonstratie. Fie L ={A{,A,,...,An, E,Ey ... Ey} un sistem ortogonal si fie 6 =
(A1, A,,...,A,), unde A4, A,,..., A, sunt quasigrupuri n-are, definite pe o multime nevida Q si
E, E,, ..., E, sunt selectorii n-ari pe Q. Daca A,0 = E,,A,0 = E;,...,A,_160 = E,,A,0 = E,
atunci 0% = (E,,...,E, E1), 03 =(4,,...,4,A), 0*=(E;,...,E,,E,Ey), .. 0% 1=
(A, Ay, ... Ap_y), 82" = (Ey, E,, ..., Ey), deci ordinul functiei 8 este 2n. Din A,0 = E, rezultd
A,6% = A,, adica A, = AL(E,,...,E,, E;), prin urmare A, =% 'A,, unde « = (12...n). De
asemenea, A0 = E, implici A,0* = E,0% = A;, adicd A; = A,(Es,...,E,, Ey, E;), asadar
A; = “_zAl. Analog, obtinem, pentru orice i = 2,n,

—i+1

4, =", (3.36)
Utilizand egalitatile (3.33) in 4,0 = E,, avem
Al(Al’ a_lAl, a_zAl, ey a_n+1A1) = Ez. (337)

Reciproc, daca (3.37) si (3.36) au loc, pentru orice i = 2, n, atunci
Al(AliAZ""'ATl) = Ez, (338)

deci 4,6 = E,. Mai mult, pentru orice i = 2,n, folosind parastrofia, egalitatea (3.38) implici

—i+1

Al(Aa—i+1(1), Aa—i+1(2), - ,Aa—i+1(n)) = EZ' (3-39)

a

a—i—k+2 a1 gk —i+1

Acum, conform (3.36) avem: A,-i+1gy = Ajyp-1 = A= ( AN =% A,

—i+1

Vk=1n  Din egalititle A -is14y) =% ApVYk=1m, si (3.39), obtinem

—i+1 —i+1 a—l+1

A (%ALY Ay, Ay) = E,. Folosind transformarea parastrofica, ultima egalitate ia
forma:

i-1 (Tl) i-1 (Tl)

i-1
Ai(Ar (i ) A2 (s () An(Xia 3)) = X,

deci, notind x,i-10y CU X, Yk =T,n, avem A;(A;(x7), A (X1, ..., Ap(x])) = Xi4q, care

implicd 4,0 = E; 4,1 = 2,n. ]
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Observatia 3.3. Daca quasigrupul n-ar (0,4 verifica identitatea

a—n+1

A4, %A, %A, A)=E,, unde a=(12...n), atunci (Q,A) este quasigrup

autoortogonal, cu tipul de autoortogonalitate (s, a™%,...,a™™*1).

-n+1

Intr-adevar, fie (Q,A) un quasigrup n-ar ce verifica identitatea A(A, Ay A) =

a—n+1

E,, adici AAGD),* AGM),* AGD),..., A(x})) = x,. Folosind transformarea

parastrofica, ultima egalitate ia forma
A(A(x{l)! A(XZI v X, X1), A(x3) vy Xy X1, xZ)ﬂ ,A(xn: X1y eeey xn—l)) = X2. (340)
Substituim x; = x4;) in (3.40) si obtinem
A(A(xz, e Xy X1), A(Xg, wny Xy X1, X2), A(Xpyy X1,y ooy Xp—q), ooy A(Xq, ...,xn)) = X3.
Insa ultima egalitate implica
’glA(A(xf‘),A(xz, ey Xy X1), A(X3, vy X, X1, X3), oo, A(Xp, X4, ...,xn_l)) = x5, (3.41)
unde B, € S,4+1. Analog, obtinem
BiA(A(x?),A(xz, e X, X1), A(Xgy ooy Xy, X1, X3), oo, A(p, X4, ...,xn_l)) = X4 (3.42)
unde f; € Spp1, i =2,n—2 si
ﬂ"‘lA(A(x?),A(xz, iy Xy X1), A(X3, ooy Xy X1, X2), ooy A, X4, ...,xn_l)) =x;, (3.43)
unde B,—1 € Sp41-

Din egalitatile (3.41)-(3.43), avem & = (4,474, .., P24) (4,°7'4,%74,..., """ 4),
deci 6 = (A, L LA “_nHA) este o bijectie, prin urmare sistemul de parastrofi principali

{A, LI R R “_"HA} este ortogonal, adicd (Q, A) este quasigrup autoortogonal, cu tipul de

autoortogonalitate (g, a~%,..., a™™*1). .
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3.4. Concluzii la Capitolul 3

In [13] V. Belousov a aritat ci existd exact noud sisteme ortogonale din doud quasigrupuri
binare si selectorii binari, care admit cel putin o paratopie netriviali. In aceesi lucrare sunt
determinate trei identitati pe care la implica existenta paratopiilor acestor sisteme. Identitatile
care apar in acest mod se regasesc printre cele 7 identitdti minimale din clasificarea lui Belousov,
iar quasigrupurile care verifica astfel de identitati sunt parastrofic-ortogonale.

In lucrare este prezentatid o noua abordare, diferitd de cea a lui V. Belousov [13], pentru
solutionarea problemei descrierii sistemelor ortogonale din doud quasigrupuri binare si selectorii
binari, care admit cel putin o paratopie netriviald. Aceastd abordare oferd posibilitatea
solutionarii problemei date in caz n-ar.

Tindnd cont de studiul efectuat in Capitolul 3 deducem urmatoarele concluzii:

1. Este solutionata complet problema descrierii sistemelor ortogonale din trei quasigrupuri
ternare si selectorii ternari, care admit cel putin o paratopie netriviala. Se demonstreaza ca exista
exact 153 de sisteme ortogonale din trei quasigrupuri ternare si selectorii ternari, care admit cel
putin o paratopie netriviald, sunt caracterizate aceste sisteme si paratopiile lor (sistemele sunt
prezentate in ANEXA 1) [68, 123, 124, 125].

2. Se arata ca existenta paratopiilor unui sistem ortogonal ~ = {A;, A, A3, E1, E,, E5} din trei
quasigrupuri ternare si selectorii ternari implicd 67 de identitati, care se reduc la unul din

urmatoarele 4 tipuri:
1. “AcPA, 74, %4) = E,,
2. “A(PA, YA E,) = E,,
3. “A(PAE, E) = YA(PAE,, Es),
4. “A(PA By, Ey) = YA(PAELEy),
unde A este un quasigrup ternar si a, 8,y,6 € S, [22, 65, 66]. in particular, printre identatile de
tipul 1. se regdseste o identitate studiatd de Evans in [78], care implicd autoortogonalitatea
quasigrupului ce o verifica.

3. Din existenta paratopiilor, toate componentele careia sunt quasigrupuri, rezulta faptul ca
operatiile din componenta lor sunt parastrofe intre ele si autoortogonale.

4. Abordarea propusd in tezd, este utilizata la studiul sistemelor ortogonale din n
quasigrupuri n-are si selectorii n-ari, care admit cel putin o paratopie, componentele careia sunt
cele n quasigrupuri n-are. In particular, se demonstreaza ca quasigrupurile acestor sisteme sunt

parastrofe intre ele si autoortogonale [66].
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In acest capitol au fost realizate obiectivele care se referd la: descrierea sistemelor
ortogonale din trei quasigrupuri ternare si selectorii ternari, care admit cel pufin o paratopie
netriviald; determinarea tuturor sistemelor de tipul dat; caracterizarea paratopiilor sistemelor
ortogonale din trei quasigrupuri ternare si selectorii ternari si la studiul identitatilor implicate de
paratopii 1n caz ternar.

Rezultatele prezentate in acest capitol au fost publicate in [22, 65, 66, 68, 123, 124, 125].
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CONCLUZII GENERALE SI RECOMANDARI

Lucrarea se refera la teoria quasigrupurilor binare parastrofic-ortogonale (autoortogonale),
problema caracterizarii paratopiilor sistemelor ortogonale de quasigrupuri ternare.

Problema principala stiintifica solutionata consta in descrierea sistemelor ortogonale
din trei quasigrupuri ternare si selectorii ternari, care admit cel putin o paratopie netriviala.

In teza sunt studiate urmatoarele aspecte ale teoriei m-quasigrupurilor de tipurile Ty si Ty:
invarianta identitatilor minimale la izotopie, studiul m-quasigrupurilor izotope unor grupuri
(grupuri abeliene), estimari ale ordinului m-quasigrupurilor finite, studiul holomorfului ca
extindere a m-quasigrupului.

In lucrarea prezenti este dati o abordare diferitd de cea utilizati de Belousov in [12] la
studiul existentei paratopiilor. Aceastd abordare permite descrierea tuturor sistemelor ortogonale
din n quasigrupuri n-are si selectorii n-ari si a paratopiilor lor, pentru orice n = 2. Aplicand
aceastd metoda au fost determinate toate paratopiile sistemelor ortogonale din trei quasigrupuri
ternare si selectorii ternari, care admit cel putin o paratopie netriviala, au fost deduse si
clasificate identititile implicate de existenta paratopiilor acestor sisteme. In cazul n > 4 sunt
studiate paratopiile, toate componentele carora sunt operatii de quasigrup. Se aratd ca existenta
acestor paratopii implica autoortogonalitatea quasigrupurilor sistemului ortogonal respectiv.

In cadrul tezei date sunt efectuate cercetiri in domeniul teoriei quasigrupurilor parastrofic-
ortogonale si a sistemelor ortogonale de quasigrupuri, iar contributia autorului poate fi formulata
in urmatoarele concluzii principale:

1. A fost propusa o abordare diferita de cea utilizata de V. Belousov in caz binar, pentru
studiul paratopiilor sistemelor ortogonale de quasigrupuri. Aceastd abordare a facut posibila
descrierea tuturor sistemelor ortogonale din trei quasigrupuri ternare i selectorii ternari (153 de
sisteme) care admit cel putin o paratopie netriviala i a tuturor paratopiilor acestor sisteme. Unele
paratopii implica ortogonalitatea parastrofilor quasigrupurilor sistemului [68, 123, 124, 125].

2. Au fost obtinute identitdtile pe care le implica existenta paratopiilor sistemelor
ortogonale din trei quasigrupuri ternare si selectorii ternari (67 de identitati), care au fost reduse,
cu ajutorul transformarilor de parastrofie, la 4 tipuri posibile [22, 65, 66].

3. Au fost deduse proprietati generale ale m-quasigrupurilor de tipul T; si T,, conditii
necesare si suficiente ca un m-quasigrup de tipul Ty, respectiv T,, sa fie izotop unui grup (grup
abelian), caracterizari ale universalitatii identitatilor minimale de tipurile T; si T,, ale ordinului
m-quasigrupurilor finite de tipul T; si ale grupului substitutiilor interne in m-quasigrupurile finite
de tipul T; [2, 3, 67, 69, 126, 127, 128, 129].
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4. S-a demonstrat ca grupul multiplicativ la stanga (la dreapta) al unui -quasigrup de tipul
T, este izomorf cu un subgrup normal al grupului multiplicativ la stanga (la dreapta) al
holomorfului sau [70].

Rezultatele autorului, care se referd la tema tezei sunt publicate in [1-5, 22, 64-70, 123-
129].

Teza propusa spre sustinere contine solutionarea completd a problemei descrierii
sistemelor ortogonale din trei quasigrupuri ternare si selectorii ternari, care admit cel putin o
paratopie netriviala.

Recomandari:

a) Metoda aplicata la deducerea sistemelor ortogonale din trei quasigrupuri ternare si
selectorii ternari care admit cel putin o paratopie netriviald poate fi utilizata in caz n-ar, pentru
oricen = 2;

b) Identitatile care rezulta din existenta paratopiilor in caz binar sunt minimale (2 variabile
cu 5 intrari), astfel studiul paratopiilor in caz ternar conduce la definirea identitatilor minimale in
caz ternar §i pune problema clasificarii lor;

¢) Unele identitati ce rezultd din existenta paratopiilor in caz ternar sunt cunoscute
(identitatea Evans) si implica autoortogonalitatea quasigrupului ternar respectiv. Apare problema
studiului quasigrupurilor ternare cu identitati ce rezulta din existenta paratopiilor, ortogonalitatea
parastrofilor pe care o implica aceste identitati.

d) In lucrare sunt date conditii necesare si suficiente ca un m-quasigrup de tipul T, sau T,
sa fie izotop unui grup (grup abelian) si unele proprietdti ale acestor grupuri. Ramane deschisa
problema descrierii grupurilor (grupurilor abeliene) izotope m-quasigrupurilor de aceste tipuri.

e) Rezultatele lucrarii pot fi utilizate pentru cercetarile ulterioare in teoria quasigrupurilor
si in domeniile adiacente ale algebrei, geometriei si combinatoricii, In teoria codurilor si in
criptografie. De asemenea, rezultatele pot fi utilizate in calitate de suport pentru cursuri

universitare de specialitate.
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ANEXA 1. Sistemele ortogonale din trei quasigrupuri ternare si cei trei selectori ternari care admit cel putin o paratopie netriviala

Paratopia 6

Sistemul ortogonal £ = {A,, 4,, A3, E;, E,, E5} care admite

paratopia 6

Identitatile implicate de existenta paratopiei 6

6 = (A1»A2'A3)

AZ —(132) Al,A3 —(123) Al

Aq (A1,(132) A1:(123) A1) = E;

A2 —(132) Al,A3 —(123) Al

Aq (A1,(132) A1:(123) A1) = E3

Ay =D A,, Az = A, (1D A,, Ay, Ey) Az =02 A,
Ay =33 As, Ay =™ A3(E,,*P 43, 43) A =3 4
A =% Ay, Ay =2 Ay (A1, B3, (1D Ay) A, =% 4,

Az =3 A1(Ay, Az E) =™ Ay(Ay, Ay E5)

0 = (E1;A1'A2)

A, =) A;, A3 (B, A1,PD A)) = A

A (Ey, A1:(23) Aq) = E3

Ay =™ Ay(Ey, Ay Ep), As(E1, Ay™ A (Bq, Ay E2)) = As

Ay =2 Ay(Ey, Ep Ay), Az =™ Ay (E1, Ay E3)

Ay (Ey, E3 "2 Ay(Eq, Ep, Ay)) =™ Ay (Ey, Ay, E3)

Ay ="% A1(E1, Ay, E3), A3 =2 A1 (Eq, B3, Ay)

A1(E1, "2 A(Ey, Ay, E3), Ey) =2 Ay (Ey, Ep, Aq)

9 = (All Elr AZ)

Ay =" A1(Ay, B E3), A =™3 A1 (Ey, Ay Ey)

Al =7T2 A3(E3pA3; EZ)I AZ =T[1 AB(A3' E3’ El)

A3("2A3(E3, A3, o), Eq™ A3(As, B3, Eq)) = A3

Ay =" A1(Ay, By, E3), A3 =2 A1 (E3, Ey, Ay)

A;("2A1(Ey E1, A1), A1 (A, Eq, E3), Ey) = B

Al =3 AZ(AZ, E3’71'3 AZ(EZFAZI E3))I A3 =" AZ(EZ’AZ’ E3)

Ay (" A3(Ay E3)™ Ay (Ey, Ay, E3)), Ey, Ag) = E;

Ay = Ay(E3,E1, Ag), As =2 Ay(Ey E3, Az)

Ay (M Ay(Ey, E3, Az),™ Ay(E5, Eq, Ap), E3) = A,

0 = (A1: Ay, E1)

Ay =" A3(E3, E3, A3z), Ay =™ A3(A3, E, E3)

A3 (" A3(Ez, E3, A3),™ A3(A3z, E, E3), Er) = A3

Ay =" A1(Ay, B3, Er), A3 =2 A1(Ep,"2 A1 (A, Bz, Eq), Ay)

A1(E3, A2 A1 (B, "2 A1 (AL By E),Aq)) = B

Ay ="2 A1(Ay, B3, Ey), Az =2 Ay(E3,E1, Aq)
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Ay =1 Ay(Ey, Ay Eyp), A3 =™ Ay(E3, Ay, Ep)

Ay (M Ay (Es, Az, E2), B3, Az (B3, Az, Er)) = Ay

Ay = Ay(E5, Az, Eyp), A3 =2 Ay (E3, E3, Ay)

Ay (A3, Ay (E5, Ay, Er), Ep) =2 Ay(E3, E3, Ap)

0 = (EZ»ALAZ)

Ay =T Ay (E3, Ay, Eq), A3 =™ A1 (A, EqL E5)

Ay =" A3(A3, E3, Eq), Ay =2 A3(E3, A3, E5)

A3(Ey,™ A3(Asz, E3, Ep),™ A3(E3, A3, Ey)) = As

Ay =3 Ay (E3, Ay, E3), Ag =™ A (Eq, Eq, Aq)

Ay (M A1 (Ep, Ay, E3),™ Ay (B2, By, Ay), Eo) = By

0= (Ap Ey, Az)

Az =T Ay(Ay, Ey, E3), Ay =T Ay(E3, Ay,™ Ay (Ag, Eq, E3)) Ay (ER,™ Ay (E3, Ay, Ay (Ay, EqL ER)), Ay) = Ey
Ay =2 Ay(Ey E5,Ap), Az =™ Ay(E3, Eq, Ap) Ay ("2 Ay (E,, E3, Ay),™ Ay (E3, Eq, Ay), E3) = A,
Ay =3 A1(Ay, Ep, Eq), A3 (A, E™ A1 (Ag, Ep Ey)) = A -

A =013 Ay, Az (Ap E21(13) A1) = As

A1 (44, Ez'(13) A1) = Ej3

Ay =" A1(A1, By E3), A3 =" Ay(Ey, By, Ay)

A (M A (A, Ey, E3), Ep, Ep) =" Ay (Eq, Ep, Aq)

Ay =" Ay(Eq, Ep Ay), Az =3 Ay(Az, Ey, Es)

Ay (E3, Ep ™ Ay (Eq, Ep, Ay) =3 Ap(Ay, By Es)

9(141, A2r EZ)

Ay =" A1(A4, Eq, Ep), A3 =™ Ay (A4, E3, Eq)

A1(E1,3 A1 (A, E5 Eq),™ A1 (A, By ES)) = Ay

Ay =™ Ay(Eq, Az Ep), Az =™ Ay (MAL(Ey, Ay, Ey), Eq, Ag)

Ay (Ag, E3™ Ay (MAL(Ey, Ay E), Eq, Ay))) = E;

Ay =T Ay (E5, Ay, Ep), Az =™ Ay(E, E3, Ap)

Ay =T2 A3(E;, A3, Eyp), Ay =3 A3(E3, Eq1, A3)

A3("2A3(Ez, A3, E1),™ A3(E3, E1, A3), Ep) = As

Ay =2 A (A4, E3, Ey), A3 =™ A (Eq, E3, Ay)

A1 (™A (A, E5, Ep), Ay, Ey) =™ Ay (Eq, E5, Ay)

0 = (E3' All AZ)

Ay =T2 Ay(E5,Eq, Ay), A3 =2 Ay(Ay, B3 Ey)

Ay =™ A3(As,Eq, E), Ay =3 A3(Ey, E3, A3)

A3(E3,™ A3(E,, E5, A3),™ A3 (A3, Eq, E)) = As

Ay =2 Ay(E5, Ey, Ap), Az =™ Ay(E3, Ay, Eq)

Ay ("2 Ay (Es, Eq, Ap), E3™ Ay (E3, Ag, Er)) = Ey

A, =3 Ay (E5, Ay, Er), A3 =2 A1 (A, By, Eq)

A1(Ey,™ A1(E3, Ay, Ey),Ay) =™ A1 (A, By Ey)

Ay =3 Ay (E5, A1, Ey), Ag =™ A (E3, Ay, Eq)

A (MA1(E3, Ay Ey), Ep™ Ay (B, Ay Ep)) = A
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0 = (Al' Es, Az)

Ay =1 Ay (E3 E5,Ay), Az =™ Az(E3, Az, E)

Ay = Ay (A, E3,Eqp), A3 =2 A1 (A, Eq, E5)

Ai(E1,3 A1 (A B3 E),™ A1 (AL By ER)) = Ay

Ay =2 A3(E,, A3, Ey), Ay =3 A3(E3, E1, A3)

A3(MA3(E3 Eq, Az), E3™2 A3(E3, A3, Eq)) = As

Ay =3 Ay (A, E3, Ey), Ag =™ A1 (Eq, Ay, E)

A (™A (A, E5,Ey), Eq, Ay) =™ A1 (E1, Ay Ey)

Ay =1 Ay(Eq, E3, Ay), As =2 Ay(Ay E3, E)

Ay (E3™ Ay(Eq, E5, Ap),™ Ay (Ay, Es, Ey)) = B,

0 = (A1»A2» Es)

4,

="2 A1(A1, Eq, E3), A3(A1,"2 A1 (A, E, E5), E3) = As

A =(12) Aq, A3(A1,(12) A, E3) = A

Al(Ap(lz) A, Es) =E,

Ay =2 Ay (A, Ey, E3), Ag =™ A (Eq, Ay, E3)

A1 ("2A (A1, Ey, E3), Eq, E3) =™ Ay (Eq, Ay, E5)

Ay =t Ay(Eq, Ap, E3), Az =2 Ay(Ay, Ey, Es)

Ay (Ep ™ Ay(E1, Ay, E3), E3) =2 Ay (A, Ey, E3)

6 = (E1' Ey, A1)

Ay = A1(Eq, Ep Ay), Az =3 Ay

A1(E1, Ez AL (B Ep Ap)) =™ Ay

As = A1(E1, E Ap), Ay =3 Ay

A1(E1, Ez AL (B Ep Ap)) =™ Ay

Ay =T Ay(Eq, Ep, A3) =™ A3(Ey, Ep, Ap)

6 = (Ez: Ey, A1)

A2 = AI(E2:E1;A1), A3 =@12)m3 Al

Ay (Ey, Ez, Ay (Ey By, Ay)) =087 4y

A3 = AI(E2:E1; Al), AZ =@12)m3 Al

Ay (Ey, Ez, Ay (Ey By, Ay)) =087 Ay

Ay =T Ay(Eq, Eq, Ay) =™ A3(Ey, Eyp, A3);

Az(Ez» E1,A1) = A

A, =(12)m3 Ay

0 = (E1’ Ay, Ez)

Ay = Ay(Ey, Ay E), As =(23)m3 A,

Ay (E,, ¥ Ay, Ay (Ey, Ay Ey)) = E;

Ay =2 A3(Eq, A3, Ey), Ay =3 A3(Eq, E5, A3)

A3(Eq1,™ A3(Eq, E3, A3),™ A3(Eq, A3, E)) = A

Ay =T2 Ay(Eq, Ay, Ey), As =3 Ay(Eq, E5, Ay)

Ay(E1,"3 Ay(Eq, B3, Ap), ™2 Ay (B, Ag Ep)) = Ay

A2 =(23)7l’3 A11 A3 = Al(ElyAll EZ)

Ay (E,, ¥ Ay, Ay (Ey, Ay Ey)) = E;

Ay =72 A, (Eq1, Ay, Ep) =2 A3(Ey, A3, E)
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6 = (Ez' Aq, E1)

Ay =372 A A = A (Es Ey, As)

(132)n2A3 (EZ'(132)7T2 A3, Ey) = A3(E3, Eq, A3)

Ay =2 A3(E,, A3, Eq), Ay =™ A3(E3, Eq, A3)

T2 A3 (M A3 (Es, Eq, Ag), A3, A3(E;, A3, Eq)) = Ej3

Ay =2 Ay(E3, Ap Ey), A3 =™ Ay (Es, Eq, Ay)

T2 A,(M Ay (E5, Eq, Az), Ay, Ay (Ep, Ay, Eq)) = E3

Aq =(132)m, Ay, Az = Ay(E3, Eq, Az)

AZ (AZI E3; AZ (E3, Ell AZ)) :(132)77:2 AZ

Ay =2 Ay (E;, Ay, Er) =2 A3(E, A3, E)

A1 —(132)m, A1

Ay =™ Ay(Ay, E3 Ey), Az = Ay(E3, By, Ay (A, E3, E))

Al —(132)m, Al

0= (A1» Ey, Ez)

Ay =3D™ Ay A, = A1 (A1, By Ey)

Ay (E5,(3D™ Ay, A1 (A, B Ey)) = E,

Ay =™ A3(A43,E1,Ey), Ay =™ A3(E,, E5, A3)

A3(E3,™ A3(E,, E3, A3),™ A3(As, E1, E3)) = As

Ay = Ay(Ay, By Ey), A =™ Ay (Ey, E5, Ay)

Ay (E3,™ Ay(Ey, Es, Ap),™ Ay (Ag, Eq, E)) = A,

4, —(132)m3 Ay, A3 = A1(A,ELLES)

Ay (E3, 3973 A1, Ay (Ay, B, Ey)) = Es

Ay ="t Ay(Ay, By Ey) =™ A3(As, EqL E5)

Ay =2 Ay(E3, Ay, Ey), As = Ay ("2 Ay (E3, Ay, Ey), By E3)

Al —(123)m, Al

0 = (A1, Ep Ey)

Ay = A1(Ay, Ey Ey), Ay =09 4

A (O3 A4, By, A1(Ay, B, Er)) = Ey

Ay = A3(A3,Ep, Eyp), Ay =™ A3(E3, Ey, A3)

A3 (M A3(E3, E, Az), B3, A3(As, Eo, Ep)) = As

Ay = Ay(Ay, By Ey), A3 =™ Ay(E3, Ey, Ay)

Ay (M3A,(E3, Ea, Ap), Ep™ Ay (Ag, Ep Ep)) = Ay

Ay =" Ay(Ay, Ey Ep) =™ A3(A3, Ey, Eq)

Ay =@13)m; Ay

A3 = Al(AL Ez, El): AZ =(13)73 A1

Al((13)n3A1, Ez, Al(All EZ: El)) = E3

6 = (E1» Es, A1)

Ay = Ay (Ey, Es, Ay), A3 =332 4,

A1(Ey, Ay (Ey, E3, A1), A)) = E,

Ay =T A3(Eq, E3, A3), Ay =2 A3(Eq, A3z, Ep)

A3(E1,™ A3(Eq, E3,A3)," A3(Eq, A3, Ep)) = Az

Ay =T Ay(Eq, E3, Ay), A3 =2 Ay(E1, Ay, Ep)

Ay (E,™ Ay (Eq, E5,Ay),"2 Ay (B, Ay Er)) = Ay
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Az = A1(Ey, E5, A1), A, =32 Ay

Ay (Ey, Ay (Ey, Es, A1), ®¥™2 A)) = E,

Ay =" Ay (E1, E3, A) =" Az(Ey, E3, A3)

Ay —(23)m3 Ay

0= (E3, E1» A1)

A, —(123)m3 Az, A, = A3(E,, A3 Ey)

A3(A31 A3(E2,A3,El), EZ) :(123)77:3 A3

Ay =" A3(E3, Eq, A3), Ay ="2 A3(Ey, A3 Ey)

A3("2A3(Ey, A3, E1),™ A3(E3, E1, 43), Ey) = A3

Al ="s3 AZ (E3; El) AZ)’ A3 ="2 AZ(EZ’ AZ’ El)

Ay ("2 A5 (Ez, Ag, Eq), A (B3, E1, Az), E) = Ay

Ay =237 A, Ay = Ay(Ep, Az Ey)

Ay(Ag Ay (Ey Ay, Eq), Ep) =123 4,

Ay =™ Ay (E5, Eq, Ap) =3 A3(E3, Eq, A3)

A, =(139ms 4,

Ay

=" A,(Ay, E3, Ey), Az = Ay (Ey,™ Ay (Ay E5, E), Ey)

A, =123ms 4

0= (Ep A1» Es)

Ay = A1(E1, Ay, E3), A3 =2 Ay

(EIJAI(El'Al' E3)) =" Al

A = A1(E1, Ay, E3), Ay =2 Ay

1(E1,A1(E1,A1, E3)) ="z Al

Ay =2 Ay(Eq, A3, E3) =™ A3(E, Ay, E3)

6 = (Es: A1» E1)

A3 =(13)7T2 A11 A2 = AI(E3’A1' El)

Ay (Eq, Ay (B3, Ay, Ey), Es) =372 4,

Az = A1(E3, A4, Eq), A, ={13)m2 Ay

A;(Ey, Ay (Es, Ay, Eq), E3) =372 4,

Ay =2 Ay(Es, Ay, E1) =™ A3(E3, Az, Eq);

A3 = AZ (E3)A1F El)

A1(E3 Ay, Er) = E,

0 = (Alf Ell E3)

Ay = A1(Aq, Ey E3), A3 =22 Ay

Ay ((12)n2A1. A1(Ay,E,E3),E3) = E)

Ay =™ A3(A3,Ey, E3), Ay =2 A3(Ey, A, E3)

A3 ("2A3(Ey, A3, E3),™ A3(A3, Eq, E3), E3) = A3

Ay = Ay(Ay, Ey, E3), A3 =72 Ay(E,, Ay, E3)

Ay ("2Ay(Ey, Ay, E3),™ Ay (Ay, Eq, E3), E3) = 4,

Az = Ay (A, Ey, E3), Ay =097 4,

A (P72 A1, A1 (Ay, By, E3), E3) = E,

A; =™ Ay (Ay Eq E3) =™ A3(A3,E, E3)

Ay =12)my Ay

0 = (A1’ Es, E1)

Ay = A1(A1, E3 Eq), As =123 Ay

Ay (Ey, Ay (A4, B3, E;), %372 A)) = Es;
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Al ="M A3 (A3; E3) E]_),Az ="2 A3 (E3’A3’ EZ)

A3(Ep,™ A3(As, E3, Ep),™2 A3(E3, A3, Ey)) = As;

Al ="M AZ(AZ; E3;E1))A3 ="2 AZ(E3'A2’ EZ)

Ay (Ep™ Ay(Ay B3, Ep),™2 Ay (E3, Ay, Ey)) = Ay;

AZ :(123)7'[2 Al,A3 = Al(Al’ E3, El)

A1 (Ez A1(Ay, E3, E;), A% A)) = Es;

Ay =1 Ay(Ay, E3, Ep) =™ A3(As, E5, E)

Al —(132)m, Al;

Ay =T Ay(Eq By, Ap), Az = Ay (E3™ Ay (B, By, A), E?)

Al —(132)m, Al.

0= (Ez» Es, A1)

A, = Ay (Ey Es, Ay), Az =123 4

Al(Al(EZ' E31A1);(123)7T1 A]_; El) = EZ;

Ay =™ A3(E; E5,A3), Ay =™ A3(As,Eq, Ep)

A3 (M A3(Ey, E3, A3),™ A3 (A3, Eq, E3), Eq) = As;

Ay =T Ay(Ey, E5,Ap), Az =™ Ay(Ag EqL ED)

Ay (M A (Ey, E3, Ay),™ Ay (Ay, EqL EL), Eq) = Ay;

Az = Ay (Ey Es, Ay), A, =123 4

Al(Al(EZ' E3r Al);(123)n1 Al, El) = Ez,'

Ay =73 Ay(Ey, E5, Ay) =™ A3(E;, E3, A3)

Ay =2 Ay(E3, Ay, Ev), Az = Ay(Ey, E3,™ Ay (E3, Az, EY))

A1 :(132)71'3 Al.

0= (E3l E2' Al)

Ay = Ay(E3, By Ay), Ay =021 4y

Al(Al(E3I EZFA]_)I E21(123)n1 Al) = El'

Ay =™ A3(E3, E3, A3), Ay =™ A3(A3, Ey, Ep)

A3 (M A3(E3, Eq, A3), E5, " A3 (A3, By, Ep)) = As;

Ay =T Ay (E3, Ey, Ap), Az =™ Ay(Ay Ey Ey)

Ay (M3A5(E3, Ep, Ap), E5™ Ay (Ay, B Ep)) = Ay;

Al :(123)77.'3 AZ’A3 = AZ(AZ’ EZ, El)

AZ (AZ (AZI EZ: El); EZ; AZ) :(123)7'[3 Az,

Ay =T Ay(E5, Ey, Ay) =™ A3(E3, Ej, Ag).

Al(EB' E21A1) =E;

0= (EZJAlf E3)

Ay = Ay(Ey, Ay, E3), Ay =™ 4,

A1 (A1 (E2 Ay, E3),MP™ Ay E3) = Ey;

Ay =2 A3(E,, Az, E3), Ay =™ A3(A3, Eq, E3)

A3(MA3(Ey, Az, E3),™ A3 (A3, Eq, E3), E3) = As;

Ay =™ Ay (E,, Ay E3), As =™ Ay (Ay By, E3)

A, (M2 Ay (Ep, Ag, E3),™ Ay (A, By E3), E3) = Ay;

Az = Ay (Ey, Ay, E3), Ay =02 4y

A1 (A1 (Ez A1, E3),MP™ Ay E3) = Ey;

Ay =72 Ay (Ey, Ay, E3) =™ A3(E,, Az, E3)

Al =@12)m, Al'
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0= (Esr Aq, Ez)

Ay, =132m 4 A, = A, (E3, Ay, Ey)

Al(Al(E3IA1! EZ)I El;(132)n1 Al) = E3;

Al ="2 A3(E3;A3;E2);A2 ="M A3(A3'E3’ El)

A3("2A3(E3, Az, Ey), Ey™ A3(As, E5, Ep)) = As;

Al ="2 AZ(E3;A2;E2);A3 =M AZ(AZ'E3’ El)

Ay ("2 Ay (E3, Ay Ep), Ey ™ Ay (Ag, E5L Er)) = Ay

A, =132™ 4 A, = A, (E3, A Ey)

Al(Al(E3IA1! EZ)I El;(132)n1 Al) = E3;

Ay =" Ay(E5, Ay, Ey) =2 A3(E3, Az, E)

Al —(132)m, Al;

Ay =" Ay(Ey Ep, Ag), Az = Ay (M Ay (Ep By, Ag), Es Eq)

A1 —(132)m, Al.

0= (A1» E;, E3)

Ay = A1(Ay,Ep, E3), A3 =™ Ay

A1(A1(Ay, By, E3), By E3) =™ Ag;

A; = A1(Ay,Ep, E3), Ay =™ Ay

A1(A1(Ay, By, E3), By E3) =™ Ay

Ay =1 Ay(A3, By, E3) =™ A3(Ay, By, E3).

0= (A1» Es, Ez)

As —=(23)m; A, A, = A1(A4,E3 E)

Al(Al(All E31 EZ), Ez, E3) =(23)TE1 A1

Az = A1(A4, E3, Er), Ay =(23)my Ay

Al(Al(All E31 EZ), Ez, E3) =(23)TE1 A1

Ay =T Ay(Ay, E3, Ep) =™ A3(As, E3, Ey);

Az = AZ(Al' Es, Ez)

A1(A1' Es, Ez) = E;.

0 = (E1, E5, E5)

Ay —(23) Ay, A, —(23) Ay, As —(23) As;

Az =3 Ay Ay =(23) Ay;

Ay =B A1, 45 =B 43

A3 =(23) AI'AZ =(23) Az.

6 = (Ez» Ey, E3)

Ay =(12) Ay, A =(12) Ay, Ag =012 As;

A —(12) Ay Ay —(12) Ay

A, =(12) Ay, As =(12) As;

A =12 4,4, =012 4,.
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0= (EZr E3, E1)

Ay —(132) Ay, A, —(132) Ay, Ag =(132) y4

35

AZ —(132) AliAB —(123) Al;

A3 —(132) Al)AZ —(123) Al.

6 = (E3' Ey, Ez)

Al —(123) A1'A2 —(123) AZ)A3 —(123) A3;

A, —=(123) Ay, As —=(132) A

A3 —(123) AllAZ —(132) Al'

0= (E3' Ez; El)

A =09 4,4, =039 4, 4, =03 4,

A —(13) Ay Ay —(13) As;

A =(13) Ay, As =03 As;

A3 =(13) AI'AZ =(13) Az.
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