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ADNOTARE
la teza “Algebre Lie gi invarianti la sisteme diferentiale cu proiectii pe unele modele mate-
matice”, prezentata de catre Neagu Natalia pentru obtinerea gradului de doctor in stiinte
matematice la specialitatea 111.02 - ecuatii diferentiale.

Teza a fost elaboratd la Universitatea de Stat din Tiraspol (Chisindu) in anul 2017.
Lucrarea este scrisa in limba romana gi cuprinde: introducere, 4 capitole, concluzii generale
si recomandari, bibliografie (73 titluri), 125 pagini de baza. La tema tezei sunt publicate 14
lucrari stiintifice.

Cuvinte—cheie: sistem diferential polinomial, sistem diferential ternar de tip Darboux
(Lyapunov-Darboux), stabilitatea migcirii neperturbate, algebra Lie, invariant, comitant.

Domeniul de studiu al tezei: teoria calitativa a sistemelor dinamice, integrabilitatea
sistemelor diferentiale polinomiale, stabilitatea miscarii neperturbate.

Scopul si obiectivele lucrarii: determinarea conditiilor centroafin-invariante de stabi-
litate a miscérii neperturbate descrise de sistemele diferentiale bidimensionale i ternare cu
neliniaritati polinomiale; examinarea cazurilor necritice gi critice pentru sistemele mentionate;
integrabilitatea sistemelor diferentiale ternare de tip Darboux si de tip Lyapunov-Darboux.

Noutatea si originalitatea gtiintifica consta in aceea, cd pentru prima data au fost
utilizate metodele algebrelor Lie si a teoriei invariantilor si comitantilor algebrici in studiul
stabilitatii migcarii neperturbate, descrise de sistemele diferentiale bidimensionale si ternare
cu neliniaritati polinomiale.

Problema gtiintificd importanti solutionata constd in abordarea prin intermediul
algebrelor Lie gi algebrelor invariantilor a unor sisteme diferentiale, ceea ce a contribuit
la obtinerea conditiilor centroafin-invariante de stabilitate a migcarii neperturbate descrise
de sistemele diferentiale bidimensionale gi ternare cu neliniaritati polinomiale, in vederea
aplicarii lor ulterioare la modele matematice concrete.

Semnificatia teoretica. Rezultatele obtinute in teza sunt noi si reprezinta un inceput de
dezvoltare a unei noi abordari asupra utilizarii algebrelor Lie gi teoriei invariantilor algebrici
in studiul stabilitatii migcarii neperturbate descrise de sistemele diferentiale bidimensionale
si ternare cu neliniarititi polinomiale, integrabilitatii sistemelor ternare pe unele varietéti
invariante.

Implementarea rezultatelor stiintifice. Rezultatele tezei pot fi folosite in dez-
voltarea de mai departe a teoriei stabilitatii miscarii neperturbate descrise de sistemele
diferentiale multidimensionale cu neliniarita{i polinomiale cu ajutorul algebrelor Lie si teoriei
invariantilor; pot fi utilizate in studiul modelelor matematice ce sunt date de ecuatii diferen-
tiale care descriu diverse procese din fizica, medicina, biologie, chimie, economie s.a.; pot
servi drept suport pentru tezele de masterat si la elaborarea cursurilor optionale universitare

si post-universitare.



AHHOTAIIN A

puccepranyu "Anrebpor JIu u mHBapuanTbl s AudEPeHIUAIBLHBIX CUCTEM C IPOEKIUAMEA Ha
HEKOTOpBIE MaTeMaTHuIecKue Mojaen" | mpeacrasiaernoit Hary Haranbeit Ha couckanme ydeHoil cre-
IIEHU JOKTOpa MaTeMaTHYeCKuX HayK 1o creimaapHocT 111.02 - qudpdepeniinaibable ypaBHEHUS.
Huccepranust Beinosiaena B Tupacnossckom locynapersernom Yuusepcurere (Kurmmmsy) B 2017
rO/ly HA PYMBIHCKOM $I3bIKE U COCTOUT U3 BBEIAECHUS, Y€THIPEX IJIAB, OOIINX BHIBOJIOB U PEKOMEHIAIINIA,
6ubmorpacun (73 pabora), 125 crpanun 0cHOBHOTO TekcTa. OCHOBHBIE MOJYYEHHBIE PE3YJILTATHI
omybimkoBaHbl B 14 HAayIHBIX paboTax.

Kumrouesbie cjaosa: nonumHoMuasbHas nudpepeHinaibias cucreMa, TpexMepHas Juddepen-
muasibHast cucrema Buma Japby (JIsoysosa-dapOy), yCTOWIHBOCTE HEBO3MYIIEHHOTO JIBUKEHHUS,
airebpa Jlu, nHBapuaHT, KOMUTAHT.

Ob6JstacTh MCCJEOOBAHUA: KAUCCTBEHHAA TEOPUS MUHAMUYIECKUX CHCTEM, WHTETPUPYEMOCTH
MOJIMHOMUAJILHBIX (D depeHIina bHbIX CUCTEM, YCTONYUBOCTh HEBO3BMYIIIEHHOI'O JBUZKEHUN.

Hesb u 3a/1aum guccepranum: HaxXOXKIeHUe 1eHTPOoAhOUHHO-UHBAPUAHTHBIX YCJIOBUU YCTOM-
YUBOCTYU HEBO3MYIIEHHOTO JBUKEHUsT OMUCAHHBIE NBYMEPHBIME U TPEXMEPHBIMHU Aud hepeHiinaib-
HBIMW CHCTEMaMU C TOJUHOMHUAJBHBIMU YaCTSIMU;, MCCIEI0BAHNE KPUTUICCKUX W HEKPUTHIECKUX
CAyYIaeB J/id MTAHHBIX CHCTEM; WHTEIPUPYEMOCTH TPEXMEPHBLIX IudPEepeHITna bHBIX CUCTEM BUIA
Hapby u Buna Jlanyunosa-/lapby.

HoBu3na 1 Hay4Hasi OpUruHaJIbHOCTDL. BriepBbie 6B UCTIOIB30BAHBI METOJIBI ajrebp Jlu,
Teopun aaredpanvecKux MHBAPUAHTOB M KOMUTAHTOB [PU KUCCJIEIOBAHUM YCTONYMBOCTH HEBO3MY-
MEHHOTO JABUKEHWS OMMMCAHHOTO JBYMEDPHBIMU U TPEXMEpPHBIMU AubdepeHIInaIbHBIMA CHCTEMAMU
C TIOJTMHOMUATBHBIME TaCTAMHU.

I'maBuas penieHHasi HAyYHasi 3a4a4a COCTOUT B U3yUeHUN 1TOCpeicTBOM aiarebp Jlu u anrebp
WHBApPUAHTOB HEKOTOPBIX JTuddEpeHITMAIbHBIX CUCTEM, YTO CIIOCOOCTBYET HAXOXKJIEHUIO IEHTPO-
abPuHHO-MHBAPUAHTHBIX YCJIOBUI yCTONYMBOCTH HEBO3MYIIEHHOI'O [IBUYKCHUS, OMUCAHHOIO JBY-
MEPHBIMU W TPEXMEPHBIME Ju(OEPEHNNATBHBIMI CHCTEMAMY C TOJUHOMUAJBHBIMU IACTAME, UTO
ITO3BOJIUT WX JaJibHElIee TPUMEHeHe K KOHKPETHBIM MAaTEMATUYECKUM MOJIEISIM.

Teoperuyeckoe u IIPaKTUYECKOe 3Ha4YeHue paborbi. B uccepraiiuu moJiyueHbl HOBbIE
PE3YIbTATHI, KOTOPBIE ABJSIOTCS HAYAJIOM HOBOTO TIOAX0/a B UCHOJb30BaHWEU aaredp JIlu u Teopun
aarebpanveckux WHBAPUAHTOB M KOMUTAHTOB MPHU MCCICAOBAHUHU YCTOWYMBOCTH HEBO3MYIIIEHHOTO
JBUYKEHUsT OMTUCAHHOTO JBYMEPHBIMU U TPEXMEPHBIMHU AUMMEPEHITHATBHBIMU CHCTEMAMU C TOJTUHO-
MUAJIBHBIMU YaCTAMU, HHTEIPUPYEMOCTH TPEXMEPHBIX T dpepeHITHaIbHBIX CUCTEM HA HEKOTOPBIX
WHBApPUAHTHBIX MHOT000pazusix.

Peanunzanmsa HaYYIHBIX pe3ysabTaToB. llosiyueHHble pe3y/ibrarbl MOUYT ObITh MCIOJIB30Ba-
HBI TIPYU JAJbHEHIIEM DPAa3BUTHU TEOPHUM yCTONYMBOCTH HEBO3MYIIEHHOTO MBUXKEHUS C ITOMOIIHIO
anaredp JIn m Teopwn MHBAPMAHTOR, OMMMCAHHOTO MHOTOMEPHBIMU AnM@ePeHInaIbHBIMA CHCTEMAMT
C TOJINHOMHUAJIBHBIMU YACTAMM; IIPH UCCJIEI0BAHUN HEKOTOPHIX MATEMATUYECKUX MOJIEsEH, OMUChI-
BAIOIIUX MPONECChl B pu3nke, MeAuruHe, OUOJOTUN, XUMUU, SKOHOMHUKE U T.JI; MOTYT CJIYKUTH

MaTepuaJIoM [jisi Pa3pabOTKN TEM MAruCTEPCKuX PaboT M CHEKYPCOB s CTYIEHTOB.
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ANNOTATION

of the thesis "Lie algebras and invariants for differential systems with projections on some
mathematical models", presented by Neagu Natalia for obtaining the Doctor degree in
Mathematics, specialty 111.02 - differential equations. The thesis was elaborated at Tiraspol
State University (Chisindu) and presented for defense in 2017. The language of the
thesis is Romanian. It comprises 125 pages and has the following structure: Introduction,
4 Chapters, General Conclusions and Recommendations, Bibliography with 73 References.
Research outcomes were reflected in 14 scientific works.

Keywords: polynomial differential system, ternary differential system of Darboux
(Lyapunov-Darboux) type, stability of unperturbed motion, Lie algebra, invariant,
comitant.

Field of study of the thesis: qualitative theory of dynamical systems, integrability of
polynomial differential systems, stability of unperturbed motion.

The purpose and objectives of the thesis are: to determinate the centro-affine
invariant conditions of stability of unperturbed motion described by two-dimensional and
ternary differential systems with polynomial nonlinearities; to investigate the critical and
noncritical cases for such systems; to study the integrability of ternary differential systems
of Darboux type and of Lyapunov-Darboux type.

Novelty and scientific originality. For the first time there were used the methods
of Lie algebras and of theory of algebraic invariants and comitants in study of stability
of unperturbed motion described by two-dimensional and ternary differential systems with
polynomial nonlinearities.

The main scientific problem solved consists in approaching of some differential sys-
tems by Lie algebras and algebras of invariants, which contributed to obtain the centro-affine
invariant conditions of stability of unperturbed motion described by two-dimensional and
ternary differential systems with polynomial nonlinearities. This made possible to apply the
obtained results in future investigation of concrete mathematical models.

The significance of theoretical and practical values of the work. The results
obtained in thesis are new and represent a new approach on the use of Lie algebras and
theory of algebraic invariants and comitants in study of stability of unperturbed motion
described by two-dimensional and ternary differential systems with polynomial nonlinearities,
the integrability of ternary differential systems on some invariant varieties.

Implementation of the scientific results. The obtained results can: be used in
further investigation of the theory of stability of unperturbed motion described by multi-
dimensional differential systems with polynomial nonlinearities using Lie algebras and the
theory of invariants; be used in the study of some mathematical models describing processes
from physics, medicine, biology, chemistry, economy, etc; serve as support for Master thesis

and for teaching courses at the university level.



INTRODUCERE

Teza de fata tine de teoria calitativa a ecuatiilor diferentiale, algebrele Lie, teoria invarian-
tilor si teoria stabilitatii miscarii descrise de sistemele diferentiale.

Actualitatea si importanta problemei abordate.

In prima jumitate a secolului XIX ecuatiile diferentiale au ajuns si ocupe un loc destul de
important in studiul unor procese din stiintele naturii. Noile idei i metode atat din analiza
matematicd, geometrie, cat si din algebra, au avut o influentd covargitoare in dezvoltarea
teoriei ecuatiilor diferentiale.

In a doua jumitate a secolului al XIX-lea, in lucririle clasice ale lui Sophus Lie (1842-
1899), au fost puse bazele teoriei grupurilor si algebrelor Lie, fard de care astdzi este de
neimaginat matematica modernd, ba chiar gi fizica. Rezultatele acestei teorii au fost ex-
puse in lucrarile clasice ale lui S. Lie [1], G. Birkhoff [7], N.G. Cebotarev [2|, L.P. Eeisen-
hart [5], L. S. Pontreaghin [3]|, N. Jacobson [4], L.V. Ovsyannikov [8], N.H. Ibragimov [11],
P.J. Olver [9], W.I. Fushchich [10], N. Bourbaki [6] s.a.

Metoda grupurilor si algebrelor Lie a fost elaborata datorita problemelor aparute in
legiiturst cu integrabilitatea ecuatiilor diferentiale. Insd, nu dupd mult timp de la elaborarea
acestei teorii, s-a constatat cd ea poate fi folosita doar la unele clase inguste de ecuatii
diferentiale. Problema principald, care a aparut in legdtura cu aceasta teorie, era constructia
grupurilor si algebrelor Lie, ce sunt admise de ecuatiile diferentiale examinate, i.e. adica acele
grupuri, in raport cu care ecuatiile date raméan invariante, adicd nu-si schimba forma. De
aceea, utilizarea teoriei lui Lie la ecuatiile diferentiale de la sfargitul secolului XIX, inceputul
secolului XX, era destul de pasiva. Aceastd teorie gi-a gisit un loc destoinic in algebra [2-6].

Ins#, odatii cu aparitia lucririi |7], care a aratat eficacitatea utilizarii teoriei lui Lie in
ecuatiile diferentiale din hidrodinamicé, aceasta teorie a reinviat. Dupa aceasta au aparut un
sir de lucrari, care au dezvoltat mai departe aceasta directie de cercetare. Printre multiplele
lucrari putem mentiona monografiile [8-11].

Dar, cu regret, teoria lui Lie mai mult este aplicata la ecuatiile diferentiale in derivate
partiale. Ecuatiile diferentiale ordinare de ordinul intai au ramas cumva in afara acestei
teorii. Pricina consta in aceea, ca chiar de la bun inceput Sophus Lie a aritat ca, la general
vorbind, aceste ecuatii admit o algebra Lie infinitdimensionala, iar constructia ei nu este mai
simpla, decat integrabilitatea acestor ecuatii. Si daca, totusi, aceasta algebrd Lie poate fi

construitd, nu se stia cum poate fi ea folosita la studiul acestor ecuatii.



De aceea pentru ecuatiile diferentiale ordinare de ordinul intéi a fost fondatd de Henri
Poincaré (1854-1912) si Alexandr Lyapunov (1857-1918), concomitent, teoria calitativd a
acestor ecuatii, i.e. teoria care ne permite sa studiem comportamentul solutiilor ecuatiilor
mentionate fara a le determina in mod explicit.

Incepand cu anii 60 ai secolului trecut, in cadrul teoriei calitative a ecuatiilor diferentiale
ordinare, in lucrdrile academicianului C.S. Sibirschi (1928-1990) si a elevilor s&i [12,14,16], au
fost puse bazele metodei teoriei invariantilor algebrici pentru sistemele de ecuatii diferentiale
ordinare de ordinul intai de forma normala cu membrii drepti polinomiali.

Invariantii se defineau ca nigte polinoame de la coeficientii membrilor drepti ale acestor
ecuatii, care nu-si schimba forma la transformarea sistemelor date de ecuatii cu ajutorul
diferitor grupuri clasice de transformari.

La acea etapa, metoda invariantilor algebrici a ecuatiilor diferentiale nu utiliza teoria lui
Lie gi se marginea doar la unele referinte bibliografice.

Indeosebi, in cercetirile scolii academicianului C.S. Sibirschi se utilizau grupurile de trans-
formari centroafine, de rotatie, ortogonale si afine, cu ajutorul invariantilor carora se obtineau
rezultate importante in teoria calitativd a ecuatiilor diferentiale mentionate mai sus [13].

Metoda academicianului C.S. Sibirschi este dezvoltata gi in prezent in lucrarile cercetéto-
rilor din Republica Moldova: N. Vulpe |14, 15|, M. Popa [16], A. Suba [17-19|,
V. Baltag [20], Iu. Calin [21], D. Cozma [22,23]| s.a. precum si a cercetitorilor din alte
tari: H. Zoladek (Polonia) [24], J. Llibre, J. Artés (Spania) [25], D. Schlomiuk (Canada)
[26], D. Boularas (Franta) [27], L.A. Cherkas (Belarus) [28], A.P. Sadovskii (Belarus) [29],
V. Romanovski (Slovenia) [30], D.S. Shafer (SUA) [31], M. Han (China) |32] s.a.

Metoda invariantilor algebrici a permis rezolvarea mai multor probleme din teoria
calitativa a sistemelor diferentiale polinomiale, ce tin de problema centrului si a focarului,
problema clasificarii diferitor singularitati finite pentru unele clase de sisteme diferentiale,
problema clasificarii topologice a diferitor familii de sisteme diferentiale si multe altele.

O noua viziune asupra studiului sistemelor diferentiale polinomiale, a fost initiata in anii
2000 de prof. M. Popa impreund cu elevii sidi (P. Macari, A. Braicov, S. Port,
E. Starug (Naidenova), E. Bacova, N. Ghergtega, O. Diaconescu, V. Orlov, V. Pricop).
A fost propusa cercetarea acestor sisteme diferentiale prin atragerea la ele a teoriei alge-
brelor Lie, a operatorilor de reprezentare a grupurilor liniare in spatiul variabilelor de fazi si
al coeficientilor sistemelor date, precum si a algebrelor Sibirschi a invariantilor gi comitantilor

sistemelor mentionate [33].
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Este important de subliniat cd majoritatea lucrarilor prof. M. Popa si a elevilor sai
erau consacrate sistemelor diferentiale polinomiale bidimensionale si {ineau de constructia
algebrelor Lie finitdimensionale ale operatorilor de reprezentare in spatiul variabilelor de
faza si al coeficientilor admise de sistemele diferentiale polinomiale precum si de clasificarea
dimensiunii orbitelor pentru aceste sisteme, constructia integralelor invariante pe varietatile
invariante gi a seriilor Hilbert ale algebrelor Sibirschi ale invariantilor i comitantilor ale
sistemelor mentionate s.a.

In lucririle de doctorat [34] si [35] au fost cercetate sistemele diferentiale ternare cu
neliniaritati patratice si cubice. Problemele examinate tineau indeosebi de clasificarea di-
mensiunii orbitelor dupa modulul grupului centroafin, constructia integralelor invariante s.a.

Vom mentiona ca pana in prezent nu au fost intalnite lucrari pentru sistemele diferentiale
ternare, ce ar trata problemele de stabilitate ale migcarii neperturbate cu ajutorul algebrelor
Lie gi a invariantilor algebrici.

Problema integrabilitatii pentru o familie de sisteme diferentiale polinomiale tridimen-
sionale s-a studiat in lucrarea [36]. Au fost detreminate conditiile necesare si suficiente de
existentd a doua integrale prime analitice independente.

In lucrarea [37] au fost considerate sistemele diferentiale tridimensionale cu neliniaritaiti
patratice gi cu punct singular in originea de coordonate, avand doua radacini caracteristice
pur imaginare, iar a treia radacina diferitd de zero. Pentru toate valorile fixate ale radacinii
caracetristice reale, au fost determinate sistemele diferentiale ce au punct singular de tip
centru in originea de coordonate pe o varietate centrica locala.

Problema centrului a fost studiata pentru trei familii de sisteme diferentiale tridimensio-
nale cu neliniaritéti patratice ce depind de patru parametri in lucrarea [38]. Au fost obtinute
conditiile necesare si suficiente de existenta a punctului singular de tip centru pe o varietate
centrici locald. In lucrarea [39] au fost obtinute integralele prime de tip Darboux, formate din
suprafete algebrice, pentru o familie de sisteme diferentiale tridimensionale cu neliniaritati
patratice de tip Lotka-Volterra.

Problema ciclicitatii punctului singular de tip centru, in sistemele diferentiale tridimen-
sionale cu neliniaritd{i patratice, a fost studiata in lucrarea [40]. S-a ardtat ca exista sisteme
diferentiale tridimensionale cu neliniaritati patratice cu 10 cicluri limita care pot fi bifurcate
dintr-un singur punct singular de tip centru.

Modelul diferential tridimensional de tip Moon-Rand, care are in originea de coordonate

un punct singular cu doua radacini caracteristice pur imaginare gi una reala negativa, a fost
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studiat in lucrarea [41]. Pentru acest sistem se rezolva problema centrului, se determina
numarul de cicluri limita care pot fi bifurcate din punctul singular de tip centru, se studiaza
stabilitatea fluxului in vecinatatea originii.

In lucrarea de doctorat [42] au fost studiate sistemele diferentiale polinomiale omogene
tridimensionale pe sfera bidimensionala S?. Pentru aceste sisteme au fost determinate curbele
algebrice invariante pe S?, numite cercuri invariante si a fost stabilit numé&rul lor maximal.
La fel, a fost efectuata clasificarea globala a portretelor de faza pentru sistemele diferentiale
polinomiale omogene de gradul doi pe sfera bidimensionald S?. In teza de doctorat [43] a
fost studiata problema centrului pentru sistemele diferentiale polinomiale tridimensionale pe
o varietate centrica locala bidimensionald, care trece prin originea de coordonate.

Este cunoscut ca pana in present teoria calitativa a sistemelor diferentiale ternare este
slab dezvoltata, ceea ce face ca cercetarile sistemelor diferentiale multidimensionale sa fie
destul de actuale. Acest lucru este motivat inca de aceea, ca sistemele mentionate se intalnesc
destul de des in problemele practice din teoria oscilatiilor neliniare, mecanica corpurilor
solide, fizica atmosferei, siguranta energetica, medicina, dirijarea optimala si alte domenii.

Scopul si obiectivele lucrarii. Scopul principal al lucrarii consta in determinarea
conditiilor centroafin-invariante de stabilitate a miscarii neperturbate descrise de sistemele
diferentiale bidimensionale gi ternare cu neliniaritati polinomiale.

Realizarea acestui scop a fost insotit de urmatoarele obiective:

— determinarea conditiilor centroafin-invariante de stabilitate a migcarii neperturbate
pentru sistemele diferentiale polinomiale plane in cazul necritic;

— determinarea conditiilor centroafin-invariante de stabilitate a miscarii neperturbate
pentru sistemele diferentiale bidimensionale critice cu neliniaritati patratice, neliniaritati
cubice si neliniaritati de gradul patru;

— determinarea conditiilor centroafin-invariante de stabilitate a migcarii neperturbate
pentru sistemele diferentiale ternare polinomiale in cazul necritic;

— determinarea conditiilor centroafin-invariante de stabilitate a miscarii periodice neper-
turbate pentru sistemul diferential ternar cu neliniaritati patratice de tip Lyapunov-Darboux;

— determinarea tuturor integralelor generale pentru sistemul diferential ternar cu neli-
niaritati patratice de tip Darboux pe varietatile descrise de o integrala particulara invarianta
a acestui sistem;

— determinarea conditiilor de stabilitate pentru unele clase de sisteme diferentiale ternare

generalizate de tip Lyapunov-Darboux cu neliniaritati patratice.
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Metodologia cercetirii stiintifice. In lucrare au fost aplicate metode ale teoriei calita-
tive a ecuatiilor diferentiale, metode ale algebrelor Lie si a teoriei comitantilor si invariantilor
algebrici, metode ale teoriei stabilitatii miscarii neperturbate descrise de sisteme de ecuatii
diferentiale, metode algebrice de calcul computational.

Noutatea gi originalitatea stiintifici. Pana in prezent, stabilitatea migcarii nepertur-
bate descrisa de sistemele diferentiale a fost examinata folosind metodele clasice expuse, de
exemplu, in [44-47]. In aceastd lucrare cercetarile stiintifice efectuate se bazeazi pe metodele
din lucrarile de mai sus, metodele teoriei algebrelor Lie si a metodei invariantilor algebrici in
studiul stabilitatii miscarii neperturbate descrise de sistemele diferentiale polinomiale atat
plane cat si ternare.

In lucrare au fost obtinute urmatoarele rezultate:

— au fost evidentiate conditiile centroafin-invariante de stabilitate a miscarii neperturbate
pentru sistemele diferentiale polinomiale plane in cazul necritic;

— au fost determinate conditiile centroafin-invariante de stabilitate a miscarii neperturbate
pentru sistemele diferentiale bidimensionale critice cu neliniaritati patratice, neliniaritati
cubice gi neliniaritati de gradul patru;

— au fost evidentiate conditiile centroafin-invariante de stabilitate a migcéarii neperturbate
pentru sistemele diferentiale ternare polinomiale in cazul necritic;

— au fost determinate conditiile centroafin-invariante de stabilitate a miscarii periodice
neperturbate pentru sistemul diferential ternar cu neliniaritati patratice de tip Lyapunov-
Darboux;

— au fost construite toate integralele generale pentru sistemul diferential ternar cu neli-
niaritati patratice de tip Darboux pe varietatile descrise de o integrala particulara invarianta
a acestui sistem;

— au fost obtinute conditiile de stabilitate pentru unele clase de sisteme diferentiale ternare
generalizate de tip Lyapunov-Darboux gi integralele polinomial-exponentiale pentru unele
modele matematice din medicina.

Problema stiintificd importanta solutionata constd in abordarea prin intermediul
algebrelor Lie gi algebrelor invariantilor a unor sisteme diferentiale, ceea ce a contribuit
la obtinerea conditiilor centroafin-invariante de stabilitate a migcarii neperturbate descrise
de sistemele diferentiale bidimensionale gi ternare cu neliniaritati polinomiale, in vederea

aplicarii lor ulterioare la modele matematice concrete.
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Semnificatia teoretici. Rezultatele obtinute in teza sunt noi gi reprezinta un inceput de
dezvoltare a unei noi abordari asupra utilizarii algebrelor Lie si teoriei invariantilor algebrici
in studiul stabilitdtii migcarii neperturbate descrise de sistemele diferentiale bidimensionale
si ternare cu neliniaritati polinomiale, integrabilitatii sistemelor ternare pe unele varietati
invariante.

Valoarea aplicativa a lucrarii. Rezultatele tezei pot fi folosite: in dezvoltarea teoriei
stabilitatii miscarii neperturbate descrise de sistemele diferentiale multidimensionale cu neli-
niaritati polinomiale cu ajutorul algebrelor Lie si teoriei invariantilor, in studiul unor modele
matematice guvernate de sisteme de ecuatii diferentiale care descriu diverse procese din fizica,
medicina, biologie, chimie, economie s.a., in calitate de suport pentru elaborarea cursurilor
optionale universitare si post-universitare.

Un lucru caracteristic rezultatelor din aceasta lucrare este ca specialistii din alte domenii,
care nu sunt initiati in teoria stabilitdtii migcarii, pot folosi aceste rezulate avand doar
cunostinte elementare in acest domeniu.

Rezultatele stiintifice principale inaintate spre sustinere:

— conditiile centroafin-invariante de stabilitate a miscarii neperturbate pentru sistemele
diferentiale plane si ternare in cazul necritic;

— conditiile centroafin-invariante de stabilitate a migcarii neperturbate pentru sistemele
diferentiale bidimensionale critice cu neliniaritati patratice, neliniaritati cubice si neliniaritati
de gradul patru;

— conditiile centroafin-invariante de stabilitate a miscarii periodice neperturbate pentru
sistemul diferential ternar ce neliniaritati patratice de tip Lyapunov-Darboux;

— integralele generale pentru sistemul diferential ternar cu neliniaritat{i patratice de tip
Darboux pe varietatile descrise de o integrala particulard invariantd a acestui sistem;

— conditiile de stabilitate a sistemelor diferentiale ternare generalizate de tip Lyapunov-
Darboux si integralele polinomial-exponentiale cu conditii invariante pentru unele modele
matematice descrise de ecuatii diferentiale ternare.

Implementarea rezultatelor stiintifice. Rezultatele obtinute in teza pot fi aplicate:

— in investigatiile ulterioare a stabilitatii miscarii neperturbate pentru sistemele diferentiale
plane cu neliniaritati complete de pana la gradele trei si patru;

— in studiul unor modele matematice, ce descriu unele procese ce tin de dinamica
raspandirii tuberculozei in societate sau a unor procese SIV;

— drept suport pentru teze de masterat si pot constitui continutul unor cursuri optionale
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pentru studentii si masteranzii de la specialitdtile matematice, fizice si cu profil tehnic.
Aprobarea rezultatelor stiintifice. Rezultatele principale ale lucrarii au fost prezen-
tate si aprobate la diverse conferinte si seminare stiintifice: Third Conference of Mathe-
matical Society of Moldova IMCS-50, August 19-23, 2014, Chisindu; The 23" Conference
on Applied and Industrial Mathematics (CAIM 2015), September 17-20, 2015, Suceava;
Conferinta Stiintifica Internationald a Doctoranzilor "Tendinte contemporane ale dezvoltarii
stiintei: viziuni ale tinerilor cercetitori", editia a IV-a, 10 martie, 2015, Chisindu; Inter-
national Conference "Mathematics and Information Tehnologies: Research and Education"
(MITRE 2015), July 2-5, 2015, Chiginau; Conferinta Stiintificd Internationald a Docto-
ranzilor "Tendinte contemporane ale dezvoltarii stiintei: viziuni ale tinerilor cercetatori",
editia a V-a, 25 mai, 2016, Chisindu; International Conference "Mathematics and Informa-
tion Tehnologies: Research and Education" (MITRE 2016), June 24-26, 2016, Chisinau;
The International Scientific Conference "Differential-Functional Equations and their Appli-
cation", September 28-30, 2016, Chernivtsi, Ukraine; Conferinta Stiintificd Internationald a
Doctoranzilor "Tendinte contemporane ale dezvoltarii stiintei: viziuni ale tinerilor cercetato-
ri", editia a VI-a, 15 iunie, 2017, Chiginiu; The 25" Conference on Applied and
Industrial Mathematics (CAIM 2017), September 14-17, 2017, lagi; The Fourth Confer-
ence of Mathematical Society of the Republic of Moldova (dedicated to the centenary of
V. Andrunachievici 1917-1997), June 28-July 2, 2017, Chiginau; Seminarul "Ecuatii Diferentji-
ale" din cadrul Facultatii Matematica si Mecanica, Universitatea de Stat din Belarus, Minsk,
2015; Seminarul gtiintific "Ecuatii Diferentiale si Algebre" din cadrul Universitatii de Stat
din Tiraspol (2014-2017); Seminarul "Algebra si Logica Matematica", 92 de ani de la nagtere
a profesorului V. Belousov, Institutul de Matematica si Informatica al ASM, 2017; Seminarul
de Stiinte Matematice "P. Osmitescu", Universitatea Tehnica a Moldovei, 2017.
Publicatii la tema tezei. Rezultatele principale ale tezei au fost publicate in 14 lucrari:
4 articole in reviste gtiintifice din 3 tari (Moldova, Roméania, Ucraina) [48-51|, 4 articole in
culegeri stiintifice de lucrari ale conferintelor internationale si nationale [52-55], 6 teze si
comuniciri la manifestiri gtiintifice internationale [56-61]; 3 articole i 1 tezd sunt publicate
fara coautori.
Cuvinte—cheie: sistem diferential polinomial, sistem diferential ternar de tip Darboux
(Lyapunov-Darboux), stabilitatea migcirii neperturbate, algebra Lie, invariant, comitant.
Teza este dedicata cercetarilor in urmitoarele domenii stiintifice: teoria calita-

tiva a sistemelor dinamice, integrabilitatea sistemelor diferentiale polinomiale, stabilitatea
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migcarii neperturbate.

Volumul si structura tezei. Teza de doctor este scrisa in limba roméana si consta din
introducere, patru capitole, concluzii generale si recomandari, bibliografie (73 titluri), 125
pagini de baza, adnotarea in limbele romana, rusa si engleza.

Sumarul compartimentelor tezei:

In primul capitol, format din cinci sectiuni, sunt enuntate rezultatele clasice si recente
ce tin de teoria calitativa, teoria algebrelor Lie si metoda invariantilor algebrici a ecuatiilor
diferentiale. Se face o analiza comparativa a situatiei existente in domeniu, ce formeaza
problemele de cercetare si directiile de solutionare ale lor.

In capitolul 2, format din sapte sectiuni, au fost obtinute conditiile centroafin-invariante
de stabilitate a migcarii neperturbate pentru sistemele diferentiale plane cu neliniaritati
polinomiale de orice grad in cazul necritic. In clasa sistemelor diferentiale bidimensionale
cu neliniaritati de pana la gradul patru inclusiv au fost determinate conditiile centroafin-
invariante de stabilitate a miscéarii neperturbate in cazul critic.

fn capitolul 3, format din treisprezece sectiuni, au fost determinate conditiile centroafin-
invariante de stabilitate a miscarii neperturbate pentru sistemele diferentiale ternare cu
neliniaritati polinomiale in cazul necritic. Au fost obtinute conditiile centroafin-invariante de
stabilitate a miscarii neperturbate pentru sistemul diferential ternar cu neliniaritati patratice
de tip Darboux in cazul critic, caAnd ecuatia caracteristica a partii liniare a sistemului dat
posedd o raddcind nula sau doud radicini pur imaginare. Au fost construite algebrele Lie
pentru sistemele diferentiale ternare de tip Darboux cu neliniaritati patratice si integralele
generale pentru toate sistemele de acest tip, ce se afla pe varietatile invariante determinate
de o integrala particulara a sistemului general de tip Darboux cu neliniaritati patratice.

In capitolul 4, format din sase sectiuni, au fost obtinute conditiile centroafin-invariante,
cand un sistem cu neliniaritati patratice poseda in partile patratice un factor comun. Asa
sisteme au fost numite sisteme diferentiale generalizate de tip Darboux.

Au fost examinate unele cazuri de stabilitate a migcarii neperturbate pentru aceste sis-
teme, cand partea liniara poseda forma Lyapunov gi sunt aproape de tipul unor modele
matematice din medicind. Au fost construite integralele prime polinomial-exponentiale cu

conditii invariante pentru unele modele matematice descrise de sisteme diferentiale ternare.
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1. METODE SI ABORDARI PRACTICE LA SISTEMELE
DIFERENTIALE POLINOMIALE

In acest compartiment sunt descrise rezultatele clasice si recente ale teoriei calitative si
a stabilitdtii miscarii, ce au ca suport sistemele de ecuatii diferentiale. Se face o analiza
comparativa a situatiei in domeniile de studiu, se formuleazd metodele de cercetare gi se

indica directia in care aceste metode se folosesc.

1.1. Integrabilitatea sistemelor diferentiale autonome

Teoria ecuatiilor diferentiale in faza initiald s-a elaborat ca un studiu a diferitor tipuri
concrete de ecuatii diferentiale. Eforturile principale au fost concentrate asupra metode-
lor particulare de integrabilitate, i.e. asupra constructiei solutiilor ecuatiilor diferentiale in
forma explicitd. Un progres esential a intervenit in prima jumaéatate a secolului XIX la inte-
grabilitatea ecuatiilor diferentiale prin cuadraturi. Dar, cu regret, in perioada mentionata a
fost descoperit doar un numar destul de mic de ecuatii diferentiale ordinare, ce se integreaza
in cuadraturi. In aceastd perioadd a apirut ideea teoriei grupurilor, care prin eforturile lui
Niels H. Abel (1802-1829) si Evariste Galois (1811-1832) au adus la rezolvarea ecuatiilor din
algebra in radicali, ce era considerat un rezultat remarcabil. Mai tarziu a aparut parerea,
ca ar fi bine sa fie pusa problema integrabilitatii prin cuadraturi a ecuatiilor diferentiale,
folosind ideea din algebri. In asa fel, in teoria ecuatiilor diferentiale, au fost introduse de
Sophus Lie (1842-1899) grupurile continui de transformari, care au fost folosite la ecuatii
diferentiale intr-un gir de lucrari, incepand cu anul 1873.

Sophus Lie a ardtat, ca daca ecuatia diferentiald ordinard de ordinul intai, admite un
grup continuu de transformari, i.e. transformarile acestui grup nu schimba forma ecuatiei
diferentiale, atunci aceastd ecuatie se integreaza in cuadraturi. Au fost examinate un sir de
tipuri de ecuatii diferentiale cu transformirile date. Insa, deoarece solutiile explicite obtinute
de S. Lie existd doar pentru unele clase inguste de ecuatii diferentiale ordinare de ordinul
intai, elaborarea unei teorii generale in aceasta directie a devenit imposibila.

Dar aceasta teorie, a lui Sophus Lie, si-a gasit aplicatii de amploare in ecuatiile diferentiale
in derivate partiale din hidrodinamicad. Se poate afirma, ca teoria lui Sophus Lie a fost
reinviatd prin lucrdrile lui Garrett Birkhoff (1911-1996) din hidrodinamica, care apoi au fost
si dezvoltate de L. Ovseannikov, Peter J. Olver, N. Ibraghimov g.a.

Un alt eveniment important in istoria ecuatiilor diferentiale de la sfarsitul secolului XTX,
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inceputul secolului XX, este considerat elaborarea teoriei calitative, i.e. studiul solutiilor
ecuatiilor diferentiale fara a le avea in mod explicit.

Teoria calitativd a ecuatiilor diferentiale a fost concomitent elaborata de H. Poincaré
(1854-1912) si A. M. Lyapunov (1857-1918).

Incepand cu anul 1994, in lucririle profesorului M. Popa si a elevilor sii (P. Macari,
A. Braicov, S. Port, E. Starug (Naideonova), E. Bacova, N. Ghergtega, O. Diaconescu,
V. Orlov, V. Pricop), bazandu-se pe metoda teoriei invariantilor algebrici a ecuatiilor diferen-
tiale, fondatd i dezvoltata la Chigindu de academicianul C. Sibirski (1928-1990) si elevii sai
(N. Vulpe, M. Popa, Tu. Calin, V. Baltag, s.a.) si adaptarea teoriei lui Lie la sistemele
de ecuatii diferentiale ordinare de ordinul intai polinomiale, a fost examinata constructia
integralelor invariante si varietatile pe care ele pot exista, precum gi diverse probleme ale
teoriei calitative. In aga fel, au fost imbinate unele metode ale teoriei calitative, ale teoriei
invariantilor algebrici gi ale teoriei lui Lie, ce permit sa fie studiate clase mai largi de sisteme

diferentiale ordinare de ordinul intdi, cat si probleme importante pentru aceste sisteme.

1.2. Stabilitatea dupa Lyapunov a migcarii neperturbate pentru sistemele

diferentiale polinomiale

Pe la mijlocul secolului al XIX-lea, in stiinta si tehnica, au aparut probleme, care cereau
o formulare generala a stabilitatii, nu numai a starii de echulibru, dar si a migcarii.

In 1882 a fost publicat teza de doctorat [44] a lui A. M. Lyapunov (1857-1918) “Problema
generala a stabilitatii migcarii”, care in 1907 a fost tradusa in limba franceza si publicata
in Franta cu anumite completari, iar in 1956, dupa varianta franceza, aceasta lucrare a fost
editata in rusa in culegerea de opere a acestui mare savant. Aceasta lucrare contine multe
idei fructuoase si rezultate de mare important, incat toata istoria teoriei stabilitatii miscarii
se divizeaza in perioada de pana la Lyapunov si dupa el.

In primul rand A. M. Lyapunov a dat o definitie stricta a stabilititii migcarii, care a fost
intr-atat de reugita incat a fost luata ca baza de toti cercetatorii.

La general vorbind, stabilitatea dupa Lyapunov ar putea fi definitad asa:

Fie ca avem un sistem de ecuatii diferentiale n-dimensional ordinar de ordinul intéi scris
sub forma normalia, i.e. rezolvat in raport cu derivata. Considerdm o solutie concreta,
ce constituie o migcare a sistemului si care necesitd un studiu la stabilitate. Asa miscare se

numeste neperturbatd. Este clar ca aceasta solutie este caracterizata de nigte conditii initiale.
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Daca schimbam aceste conditii initiale dandu-le niste cresteri infinit mici, atunci miscarea
(solutia) ce corespunde noilor conditii initiale o vom numi miscare perturbata.

In dependenti cum se schimba distanta dintre punctele miscirii neperturbate i celei per-
turbate, ce corespund aceluiagi moment de timp avem trei tipuri de migciri: stabild (cand
distanta dintre punctele mentionate mai sus nu intrece un numar dinainte dat pentru care
exista o vecinatate a conditiei initiale a migcarii neperturbate de unde pornesc migcérile per-
turbate), asimptotic stabila (migcarea este stabild, insd distanta dintre punctele mentionate
mai sus, tinde spre zero, atunci cand timpul tinde spre infinit) si instabild (cadnd nu se
indeplinesc conditiile stabilititii).

O definitie mai exacta va fi adusa in capitolul urmator.

Teoria stabilitatii pe larg se folosegte in fizica, tehnica, astronomie, chimie, seismologie,
biologie si multe alte domenii ale aplicatiilor practice. Cele mai des intalnite modele matema-
tice din aceste domenii se descriu de ecuatii diferentiale sau sisteme de ecuatii diferentiale.

In domeniul stabilitftii miscirii au fost scrise nenumirate lucrdri. Literatura stintifici
mondiala despre stabilitatea miscarii contine mii de publicatii, printre care sute de monografii
si manuale a multor autori. Aceasta literatura este bogata atat prin dezvoltarea teoriei cét
si prin aplicatiile acestei teorii in practica.

In aceastd lucrare ne vom axa pe dezvoltatrea teoriei stabilititii migcarii.

Deoarece multe din modelele matematice, din domeniile enuntate mai sus se incadreaza
in sistemele diferentiale polinomiale autonome, pentru care in scoala de ecuatii diferentiale
de la Chiginau s-au elaborat metodele teoriei invariantilor gi dezvoltata teoria algebrelor Lie
si algebrelor graduate Sibirschi ale invariantilor algebrici, a fost interesant de vazut ce putem
obtine nou pentru teoria stabilitatii miscarii dupa Lyapunov cu aceste viziuni.

Una din metodele de cercetare a stabilitatii migcarii descrise de modelele matematice in
forma de ecuatii diferentiale sau sisteme de ecuatii diferentiale, destul de frecvent folosita
pana la Lyapunov si dupa el, este reducerea acestor ecuatii la niste ecuatii mai simple. Unul
din procedeele folosite in aceste cercetari este neglijarea unor termeni din aceste ecuatii, care
dupa péarerea cercetatorului nu influenteaza asupra stabilitatii miscarii. Cu alte cuvinte,
ecuatia diferentiala sau sistemul de ecuatii diferentiale se aproximeaza cu alte ecuatii care
se dau mai usor cercetarii.

Aga ecuatii sau sisteme de ecuatii poartd denumirea de ecuafii de primd aprozrimatie.
Exista ecuatii de a doua aproximafie s.a.m.d.

Referitor la acest fenomen, a existat o discutie interesanta intre A.M. Lyapunov gi elevul
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sau apropiat V. A. Steklov (numele caruia il poarta astazi Institutul de Matematicd al
Academiei de Stiinte Ruse din Moscova), adusi in cartea [62|. La pag. 196-197 gdsim ca
in aceastd discutie Steklov Vladimir Andreevici s-a exprimat despre metoda de studiu a
stabilitatii migcarii dupa ecuatiile de prima aproximatie cam asa:

— Alci se procedeaza analogic unui erou straniu dintr-un banc, care scapand o moneta jos
intr-o stadeld intunecata, a alergat repede s-o caute la intersectia apropiata a strazilor sub
un felinar, unde era mai multd lumina.

La aceasta comparatie Lyapunov a raspuns surazand:

— Cu eroul nostim din banc ati spus-o bine. Numai ca prima aproximatie este pana cand
unicul mijloc de cercetare a stabilitatii constructiilor reale. La aceasta trebuie de spus ca
la majoritatea problemelor practice concluziile dupa prima aproximatie concorda, fie pana
cand doar calitativ, cu rezultatele experimentelor.

Se cunosc doua metode a lui Lyapunov de studiu a stabilitatii migcarii guvernate de
ecuatii diferentiale:

1. Metoda, ce tine de studiul stabilitatii dupa radacinile ecuatiei caracteristice a sistemu-
lui de prima aproximatie, ce poarta denumirea de prima metoda a lui Lyapunov.

2. Metoda a doua a lui Lyapunov, ce tine de constructia unor functii cu anumite pro-
prietati, numite functii Lyapunov, cu ajutorul carora se studiaza stabilitatea migcarii neper-
turbate. Aceastd metoda este primit sd se numeasca metoda directd a lui Lyapunov.

In lucrarea de fatd ne vom axa pe prima metodd a lui Lyaponov de studiu a sta-
bilitatii miscarii neperturbate descrise de sisteme diferentiale ce au ca proiectii unele sisteme
diferentiale din medicina.

A.M. Lyapunov a clasificat sistemele in:

— critice (acele sisteme diferentiale la care printre rad&cinile ecuatiei caracteristice a partii
liniare se contin radacini cu partea reald nuld);

— necritice (acele sisteme diferentiale la care toate radacinile ecuatiei caracteristice a
partii liniare au partile reale diferite de zero).

Stabilitatea migcarii neperturbate a sistemelor necritice se studiaza cu ajutorul sistemelor
de prima aproximatie (sisteme diferentiale liniare), iar pentru sistemele critice se cere partici-
parea si a termenilor ce contin variabilele de faza de un grad mai mare ca unu, adica
coeficientii nelinearitatilor.

Din punct de vedere matematic, cazurile critice pot fi considerate ca exceptionale, dar

din punct de vedere mecanic sunt extrem de importante, deoarece se intalnesc destul de des
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in problemele practice (de exemplu, problema stabilitatii la rotatie dupa inertie a unui corp
solid in jurul unui punct nemiscat, problema stabilitatii miscarii de rotatie a unui proiectil
cu traiectoria impugcaturii razante, g.a.). Un gir de exemple cu aplicatii in practicd a teoriei

stabilitatii migcarii sunt aduse in [45-47|.

1.3. Algebre Lie si invarianti in studiul integrabilititii si stabilitatii migcarii
neperturbate descrise de sisteme diferentiale polinomiale

In lucrarea de fatid se studiazi stabilitatea migcirii neperturbate in cazurile necritice si
critice ale sistemelor diferentiale polinomiale perturbate.

In cazul necritic sunt obtinute conditiile centroafin-invariante de stabilitate sau insta-
bilitate a miscarii neperturbate pentru orice sistem de ecuatii diferentiale cu nelinearitati
polinomiale. Aceste conditii depind doar de coeficientii partii liniare a sistemului.

Insd, cazul critic este cu mult mai complicat. Aici pe langi coeficientii partii liniare se
implicd si coeficientii partilor neliniare. In aceastd situatie A. M. Lyapunov [44] si urmasii
sai (vezi, de exemplu, [47]) au propus si fie examinate 2 subcazuri:

— cand ecuatia caracteristica a partii liniare contine o radacina nula, iar celelalte radacini
au partile reale negative;

— cand ecuatia caracteristicd a partii liniare contine doud rddacini pur imaginare, iar
celelalte radacini au partile reale negative.

Sunt si alte cazuri, care in aceasta lucrare nu vor fi examinate.

In primul subcaz, considerat in [44], este ardtat ci sistemul de prima aproximatie a
sistemului examinat confine o integrala prima liniara, care fiind utilizata intr-o transformare
centroafind (liniar nedegenerata) aduce sistemul la forma criticd, unde in prima ecuatie
dispare partea liniard. Pentru aga sistem, in [44], este demonstrata teorema constructiva cu
ajutorul careea se pot obtine conditiile polinomiale de la coeficientii sistemului critic, ce ne
rezolva completamente problema stabilitatii miscarii neperturbate in acest subcaz.

Ins# aga rezultat nu-i satisface pe utilizatorii din alte domenii, care nu sunt familiarizati
cu teoria stabilitatii migcarii neperturbate. De aceea, in lucrarea de fata a fost rezolvata
aceasta problema cu ajutorul invariantilor si comitantilor centroafini, care nu cere de la uti-
lizator cunoasterea procedeelor din teoria stabilitatii miscarii. Avand orice sistem de ecuatii
diferentiale cu neliniaritati polinomiale de tipul dat (nu neapirat forma lui critica) imediat
putem verifica conditiile, ce garanteaza stabilitatea sau instabilitatea miscarii neperturbate

descrise de sistemul mentionat.
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In primul subcaz, au fost rezolvate problemele stabilit#tii miscirii neperturbate pentru
sistemele diferentiale bidimensionale perturbate cu neliniaritati patratice, cubice si de gradul
patru. Toate conditiile au fost exprimate prin comitanti si invarianti centroafini. La fel au
fost obtinute conditiile centroafin-invariante de stabilitate a migcarii neperturbate pentru
sistemele diferentiale ternare perturbate de tip Darboux si generalizat de tip Darboux.

In al doilea subcaz, un rol important il are integrabilitatea sistemului de ecuatii diferentiale
examinat, in special integrala de tip Lyapunov. In teza de doctorat, al doilea subcaz este
studiat pentru sistemele ternare de tip Darboux. Aici se utilizeazd teorema lui Lie despre
factorul integrant, ce a fost demonstrata in [34], care pe larg folosegte algebrele Lie admise
de aceste sisteme.

Studiul problemelor de stabilitate a migcarii neperturbate cu ajutorul algebrelor Lie,
comitantilor si invariantilor centroafini ai sistemelor diferentiale, caracterizeaza o noua abor-
dare asupra stabilitatii migcarii neperturbate descrise de sistemele diferentiale cu neliniaritati

polinomiale perturbate.

1.4. Proiectia unor sisteme diferentiale pe modelul matematic al tuberculozei

Vom mentiona ci sistemele de ecuatii diferentiale autonome de ordinul intii sunt modele
matematice ale multor procese din viata cotidiana.

De ce ne-am axat pe modelele matematice, ce vizeazd tuberculoza (TB) si SIV-ul?

In primul rand, aceste modele matematice sunt descrise de sisteme diferentiale ternare cu
neliniaritati patratice, ce se contin in sistemele diferentiale ternare cu neliniarititi patratice
generalizate de tip Darboux, care sunt obiectele de studiu in aceasta lucrare. Problemelor
TB, in lume, sunt consacrate nenumarate lucrari, atat in medicina cat gi in matematica. De
exemplu, printre lucririle consacrate problemei dinamicii TB, in medicind si matematica,
poate fi mentionata [63].

In Institutul de Matematic# si Informatic al ASM au fost efectuate cercetiri in domeniul
TB in cadrul unui proiect [65], fird a examina stabilitatea migcarii neperturbate guvernate
de sistemul mentionat mai sus. In aceastd lucrare s-a examinat integrabilitatea polinomial-
exponentiald, precum si stabilitatea migcarii neperturbate in cazul critic pentru sistemul

diferential ce vizeazd dinamica raspandirii TB in societate.
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1.5. Concluzii la capitolul 1

In primul capitol a fost descrisa importanta studiului stabilititii migcarii neperturbate
exprimata printr-un sistem de ecuatii diferentiale cu nelinearitati polinomiale perturbate gi
metodele clasice de studiu ale acestor migcari [44, 47].

S-a mentionat ca la cercetarile stabilitdtii migcarii neperturbate s-au folosit metodele
invariantilor algebrici |12, 14] si metodele algebrelor Lie [16], care pana acum nu au fost
intalnite in alte lucrari. Aceasta face ca utilizatorii acestor rezultate sa foloseascid mai usor
conditiile de stabilitate a migcérii neperturbate, care nu cer modificarea sistemului de ecuatii
diferentiale examinat, cum se facea pana la aceste cercetari.

Realizarea prezentei teze a pretins atingerea urmatorului scop: obtinerea conditiilor inva-
riante de stabilitate a migcarii neperturbate descrise de sistemele diferentiale cu neliniaritati
polinomiale cat si obtinerea integralelor prime pentru sistemele diferentiale ternare, ce au
proiectii pe unele modele matematice din medicina.

In conformitate cu scopul enuntat, au fost stabilite urmitoarele obiective ale cercetirii
sistemelor diferentiale perturbate:

— determinarea conditiilor centroafin-invariante de stabilitate a miscarii neperturbate in
cazul necritic, pentru orice sistem ternar cu neliniaritati polinomiale;

— obtinerea conditiilor centroafin-invariante pentru stabilitatea migcarii neperturbate de-
scrise de sistemele diferentiale bidimensionale in cazul critic (o radicind caracteristici egala
cu zero) cu neliniaritati polinomiale de gradul doi, trei gi patru;

— constructia conditiilor centroafin-invariante de stabilitate a miscarii neperturbate de-
scrise de sistemele diferentiale ternare cu neliniaritati patratice in cazul critic (o radicina
caracteristicd egali cu zero), cand aceste sisteme au forma Darboux;

— determinarea conditiilor centroafin-invariante de stabilitate a miscarii neperturbate
descrise de sistemele diferentiale ternare cu neliniaritdti patratice in cazul critic (doua
radacini caracteristice sunt pur imaginare), cand aceste sisteme au forma Darboux;

—determinarea algebrelor Lie si integrabilitatea sistemelor ternare cu neliniaritati patratice
de tip Darboux, cand radacinile ecuatiei caracteristice sunt reale;

— obtinerea integralelor prime cu conditii invariante pentru unele modele matematice a

dinamicii TB.
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2. CONDITII INVARIANTE DE STABILITATE A MISCARII
NEPERTURBATE DESCRISE DE SISTEMELE DIFERENTIALE PLANE

2.1. Notiunea de miscare neperturbata si ecuatiile diferentiale a migcarii

perturbate

Urméand [45] considerdam ¢/ (j = 1,7n) nigte variabile reale, ce caracterizeaza o stare a
unui sistem mecanic sau dinamic. Aceste variabile pot fi niste coordonate, viteze, puncte,
tensiuni, temperaturi g.a., ori functii de la aceste marimi. Se presupune cd procesul de

schimbare a acestor variabile este descris de urmatorul sistem de ecuatii diferentiale:

dy’ - . —
y :Yj(y17y27"‘7yn) (.] :17n)7 (2.1)
dt
unde Y7 sunt niste functii cunoscute de la variabilele y!,y2, ..., y", ce satisfac conditiile de

existentd gi unicitate a solutiei sistemului (2.1).
O oarecare miscare concretid a sistemului, ce este predestinata studiului la stabilitate, o
vom numi miscare neperturbata.

Miscéarii neperturbate a sistemului, ii corespunde o solutie concretd particulara

y1:f1<t)7 y2:f2(t>7"'7yn:fn(t) (22)

a sistemului (2.1), ce satisface conditiilor initiale:

pentrut =ty : y' = f'(to), y* = f*(to),....y" = f"(to). (2.3)
Sa schimbam conditiile initiale (2.3), dandu-le valorilor initiale a variabilelor y', 32, ..., y"
niste cresteri destul de mici dupa modul et,e2,..., ™

pentrut =ty : y' = fl(to) +e', v? = f2(to) +&%,...,

y" = f"(to) +".

(2.4)

Migcarea sistemului, ce corespunde conditiilor initiale (2.4) schimbate, o vom numi migcare
perturbatd, iar €', %, ... " — perturbiri.
Notand valorile variabilelor 4/ in migcarea perturbata cu 3’(t), iar in miscarea nepertur-

batd cu f7(t), vom considera diferenta dintre ele

o =y (t) = f(t) (j =Tn). (2.5)
Variabilele 2/ se numesc devieri sau variatiile marimilor 1.
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Consecutivitatea de devieri !, z2,..., 2", in spatiul n-dimensional a variabilelor z!, z

2", definesc punctul M numit punct de reflectie. La miscarea perturbata, cind schimbam
mirimile x!, 22, punctul de reflectie descrie o traiectorie y. Miscarii neperturbate
(2.3) ii corespunde punctul nemigcat 27 = 0 — originea de coordonate

Pentru determinarea ecuatiilor migcirii perturbate, din egalitatea (2.5), vom scrie
Yy () = f(t) + 27 (1)
Substituim valorile pentru y’(¢) in ecuatiile diferentiale a migcarii (2.1). Obtinem

dff  da’
- —YI(fl Lt 24 22 ™).
T (ff 4o, [, "+
Daca vom descompune membrii partilor drepte in serie Taylor dupa puterile lui 27 avem

dfi  da? , Y‘
2 yI(fL g2 XJ
a " dr (T +}; Eraii
unde X’ este multimea termenilor, ce contin variatiile 27 la puterea mai mare ca unu

Vom lua in consideratie cd pentru sistemul (2.1) avem

dfj_ 7 n
s =YI(f 2 ).

Atunci in baza acestui fapt avem

dad L _ S
d—i:ZaixkjLX] (7 =1,n),

(2.6)

' oY’
unde CL?C = (W)O
Ecuatiile (2.6) se numesc ecuatiile diferentiale a migcarii perturbate. Dacd in aceste

ecuatii vom omite X7, atunci ecuatiile

d:z:] i akx =1,n

se numesc ecualiile de prima aproximatie.
Vom examina sistemul diferential cu neliniaritdti polinomiale a migcarii perturbate (vezi

de exemplu, [12] sau [14]) de forma
dI] «@ a @ @ - 1
— =dlx —l—ZaalaQ Xt (oo, 0, =ILnl<o0), (2.7)

unde tensorul af, ., ,  este simetric dupd indicii de jos, dup#d care aici se efectueazi
convolutia totald, iar cu F = {my,mag,...,my} (m; > 2) notdm o multime finitd de numere
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naturale diferite. Coeficientii sistemului (2.7) si variabilele de faza iau valori din campul
numerelor reale R.
Un rol important, in studiul sistemelor diferentiale cu neliniaritati polinomiale (2.7), il

joacd sistemul de prima aproximatie ( [44], |45]) a sistemului (2.7)

da? j
— =dadx
dt @

“ (ja=Tn). (2.8)
Dupa cum rezultd din [45], migcarii neperturbate a sistemului perturbat (2.7), ii co-

respund valorile nule ale variabilelor 27(t) (j = 1,n). Ca urmare a acestui fapt, avem

urmétoarea definitie a stabilitatii dupd Lyapunov [45]:

Definitia stabilitatii dupa Lyapunov. Dacd pentru orice numdr pozitiv €, oricdt de mic

ar fi el, se poate de gdsit asa un numdr pozitiv 8, incdl pentru orice perturbare x’(ty), ce

satisface conditier

n

> (@ (t))* <6, (2.9)

Jj=1
st pentru orice t > to se va satisface condifia

n

D (@) <e

j=1
atunci migcarea neperturbatd 7 = 0 (j = 1,n) se va numi stabild, iar in caz contrar —
instabila.

Daca miscarea neperturbaté este stabild si dacid numarul 6 poate fi luat intr-atat de mic,

incat pentru toate migcarile perturbate, ce satisfac inegalitatii (2.9), se va indeplini conditia

n

Jim Z(xj (t))? =0, (2.10)

atunci miscarea neperturbata se numeste asimptotic stabila.

S& observdm ci pentru stabilitatea asimptotica, conditia (2.10) nu este de ajuns. Aici mai
trebuie sa avem conditia, ca miscarea datd sa fie stabila. Geometric, aceasta inseamna, ca
in cazul stabilitatii asimptotice este necesar ca punctul de reflectie sa se apropie nemarginit
de originea de coordonate, fard sa pardseasca sfera ¢.

S4 vedem cum cele spuse mai sus, fati de spatiul devierilor x!, 22,..., 2", se va expune
pentru variabilele de faza initiale y', 32, ..., y" ale sistemului (2.1). Mentiondm ci consecu-
tivitatea valorilor y*, 32, ..., y" definesc, in acest spatiu, un oarecare punct V.

Fie ca la migcarea neperturbatd (2.2) punctul N descrie traiectoria I, iar la migcarea

perturbata — traiectoria II. Vezi Figura 2.1
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| j

c)

i
- -
/j/ N,
II |

N,

Fig. 2.1. Reprezentarea geometrica a miscarii neperturbate

a) stabile; b) asimptotic stabile; c¢) instabile

Sa consideram, pe aceste traiectorii, doud puncte arbitrare N si N’, ce corespund unuia

si acelasi moment de timp ¢. Atunci patratul distantei r, intre aceste doua puncte este

n n
=3 - PR = Y
j=1 j=1

In cazul migcarii stabile traiectoria II este aproape de traiectoria I (r intotdeauna
este mai mic ca ¢) (Fig. 2.1a), iar in cazul stabilitatii asimptotice traiectoria IT tinde
nemdarginit citre traiectoria I (Fig. 2.1b).

Situarea apropiata a traiectoriilor I si Il este o conditie necesara pentru stabilitate, dar,
bineinteles, nu si suficientd. Intr-adevir, distanta dintre punctele N si N, ce corespund unuia
si acelagi moment de timp poate cregte nu numai pentru traiectoriile, ce se indeparteaza, dar
i pentru traiectoriile destul de aproape (Fig. 2.1c).

Ne vom concentra atentia la particularitatile stabilitatii miscarii dupa Lyapunov:

In primul rand, vom presupune ci perturbirile se vor aplica numai asupra conditiilor
initiale. Cu alte cuvinte, migcarea perturbatd are loc pentru acele forte (izvorul energiei),
pentru care se manifesta si migcarea neperturbata.

In al doilea rand, stabilitatea se examineazd pe un interval infinit de timp.

In al treilea rand perturbirile se considera mici.

Facand abstractie de aceste restrictii, definitia lui Lyapunov despre stabilitatea migcéarii

este destul de efectiva si rodnica in aplicatii.
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2.2. Stabilitatea dupi prima aproximatie si conditiile invariante de stabilitate a

migcarii neperturbate descrise de sistemele diferentiale in plan

Din [45] avem urmitoarele rezultate:

Teorema lui Lyapunov despre stabilitate a miscarii dupa prima aproximatie. Daca
partile reale ale tuturor rddacinilor ecuatiei caracteristice de prima aproximatie, a sistemu-
lui (2.7), sunt negative, atunci migcarea neperturbatd este asimptotic stabild indiferent de
membrii drepti ai acestui sistem de grad mai mare ca unu, in raport cu variabilele de faza.
Teorema lui Lyapunov despre instabilitatea dupa prima aproximatie. Daca printre
ridacinile ecuatiei caracteristice, a sistemului (2.7), se va gisi cel putin o radicina cu partea
reald pozitiva, atunci miscarea neperturbata este instabild indiferent de membrii drepti ai
acestui sistem de grad mai mare ca unu, in raport cu variabilele de faza.

Urmand [45] vom examina ecuatia

considerand ca ag > 0. Daca ag # 0 acest lucru intotdeauna il putem obtine.

Construim din coeficientii ag, a1, . .., ap-1, @y, a ecuatiei (2.11), urmatoarea matrice
ay a3 das ... 0
(on) a9 Qg ... 0
0 ay asg ... 0 . (212)
o 0 0 ... a,

Aceastd matrice se construieste in felul urméator: in prima linie se afld coeficientii ecuatiei
(2.11) cu indici impari, incepind cu a;. Elementele urméatoarelor linii, in mod consecutiv, se
formeaza din elementele liniei premargatoare cu micgorarea indicilor cu o unitate. Daca in
conformitate cu aceasta regula indicile coeficientului ay, i.e. k intrece gradul n al ecuatiei
(2.11), sau poate fi negativ, atunci a; se inlocuiegte cu zero. In rezultatul unei astfel de
constructii, pe diagonala principala trebuie sa se afle coeficientii aq, ao, . . ., a,, iar in ultima
coloana toate elementele, in afara de ultimul, vor fi egale cu zero.

Vom construi din matricea (2.12) minorii principali diagonali

a a
Av=a, A= = | A= an (2.13)

ag Qa9
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Teorema lui Hurwitz [45]. Pentru ca toate ridacinile ecuatiei algebrice (2.11), cu coeficienti
reali si coeficientul pozitiv de pe langa gradul cel mai mare a lui p, sa aiba partea reala ne-

gativi, este necesar gi suficient, ca minorii diagonali principali (2.13) si fie pozitivi

A1>O, A2>0,...,An_1>0, An>0 (214)
Remarca 2.1. [45]. Daca pentru ag > 0 cel putin unul din coeficientii ay,as, ..., a0y, a
ecuatiei (2.11) este negativ, atunci printre raddacinile py, pa, ..., pn, ole acestei ecuatii, se

contin de acelea, la care partile reale sunt pozitive.

Vom examina doua exemple

Exemplul 2.1. Ecuatia (2.11) are forma

P+ aip+ay=0. (2.15)
Matricea (2.12) are forma
aq 0
1 a 7

iar conditiile lui Hurwitz sunt
A1:CL1>0, A2:a1a2>0.

De aici rezultd, pentru ca riadacinile ecuatiei (2.15) sa aiba partile reale mai mici ca zero este

necesar si suficient sa se satisfaca inegalitatile
a; >0, ag > 0. (2.16)

Conform Remarcei 2.1, daca cel putin unul din coeficientii a1, as, a ecuatiei (2.15), este
negativ, atunci printre radacinile acestei ecuatii se contin de acelea, la care partile reale sunt
pozitive.

Exemplul 2.2. Ecuatia (2.11) are forma

p* + a1p® + asp + as = 0. (2.17)
Matricea (2.12) are forma
ay das 0
1 a9 0 5
0 a1 das
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iar conditiile lui Hurwitz sunt
ap >0, ap >0, a3 > 0, Ay = ajay — as > 0. (218)

Conform Remarcei 2.1, daca cel putin unul din coeficientii ay, as, as, a ecuatiei (2.17) este
negativ, atunci printre radacinile pq, p2, p3, ale acestei ecuatii, se contin de acelea, la care
partile reale sunt pozitive.

Vom examina sistemul diferential bidimensional de forma (2.7) cu neliniarititi polinomi-

ale a migcarii perturbate

; l

dz’ , ,

— = al x® + E gy, BT L0 (f 0, a0, 0y = 1,271 < 00), (2.19)
i=1

unde tensorul aéla%ami este simetric dupa indicii de jos, dupa care aici se efectueaza
convolutia totala, iar I' = {my,ma,...,my} (m; > 2) este o multime finitd de numere
naturale diferite. Coeficientii si variabilele sistemului (2.19) iau valori din cAmpul numerelor
reale R.
Ecuatiile de prima aproximatie a sistemului (2.19) vor fi
dx’

— ~J
g aO(
Vom examina cazul necritic.

Lema 2.1. Fcuatia caracteristica a sistemului (2.20) este

o+ Lis0+ Lao =0, (2.21)

unde coeficientii acestei ecuatii sunt invarianti centroafini [12] si au forma

1
Lip=—15, Lyp= 5([12 — ), (2.22)
war
L =a3 I,= aga'g. (2.23)

Cu ajutorul teoremelor lui Lyapunov despre stabilitatea migcarii neperturbate dupa sem-
nul radécinilor ecuatiei caracteristice, a sistemului diferential de prima aproximatie (2.20) si

a teoremei lui Hurwitz aplicata la Exemplul 2.1 gi utilizarea Lemei 2.1 avem

Teorema 2.1. Daca invariantii centroafini (2.22), ai sistemului (2.19), satisfac inegalitatilor
Lio > 0, Ly > 0, atunci miscarea neperturbatd x' = 2% = 0 pentru sistemul dat, este

asimptotic stabild.
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Teorema 2.2. Daca printre expresiile centroafin-invariante (2.22) a sistemului (2.19) se va
gasi cel putin una din ele mai mare ca zero, atunci miscarea neperturbatd v' = 22 = 0 a

acestui sistem, va fi instabila.

2.3. Forma canonici a sistemului critic de tip Lyapunov

Definitia 2.1. In conformitate cu I.G. Malkin [{7], vom spune ca sistemul (2.7) este critic
de tip Lyapunov, daca ecuatia caracteristica a sistemulut dat are o radacina nuld, tar celelalte

radacint ale acestei ecualii au partile reale negative.

Remarca 2.2. Deoarece in continuare vom examina sistemele critice de tip Lyapunov dupd
primul subcaz (vezi §1.3), ne vom mdrgini doar la denumirea “sisteme critice” sau “sisteme

critice de tip Lyapunov”.

Lema 2.2. Fcuatia caracteristica a sistemului (2.20) si prin urmare a sistemului (2.19)
are o radacindg nula, iar cealalta reald negativa dacda si numai daca se realizeazd condifiile

mvariante

P—1,=0, I, <0 (2.24)

unde I si Iy sunt din (2.23).

Demonstratia Lemei 2.2 rezulta din aceea, ci ecuatia caracteristica a sistemului (2.20) si

prin urmare (2.19), are forma (2.21)-(2.22).

Lema 2.3. Daca pentru sistemul (2.20) (sau (2.19)) se satisfac conditiile invariante (2.24),

atunci sistemul (2.20), printr-o transformare centroafindg poate fi adus la forma

dz! dz? -
g 0 g T (e=12), (2.25)

st, prin urmare, (2.19) se va scrie

l
dxt
ot 1 a1 s .
dt _Zaalag‘..amix T ...x"y,

=1

(2.26)

de 2« 2 @1 .00 Qmy; <
P a,xr + Qora.am L T - T O, O, Q. ey Qi
i=1

=1,2; | < o0).

Demonstratie. Presupunem satisficute conditiile (2.24). Atunci, conform celor mentionate
in [44], in acest caz, sistemul diferential de prima aproximatie (2.20) are o integrald prima

liniard cu coeficienti constanti.
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Vom scrie aceasta integrala sub forma
F=Az'+ Ba> =C (A* + B*#0), (2.27)

unde A gi B sunt coeficientii nedeterminati. Atunci avem

oF oF
1 .« 2 .« o
AT oy +ar 92 0,

de unde obtinem
alA+a?B =0, a3A+a2B=0. (2.28)

De aici gasim, pentru ca sistemul (2.28) si aibd o solutie nenuld A%+ B? # 0 este necesar

si suficient ca determinantul lui sa fie egal cu zero

2

aja; — ayai = =(I7 — I) = 0. (2.29)

N | —

Conditia (2.29) coincide cu prima egalitate din (2.24). Prin urmare, in conditiile egalitatii
(2.24), sistemul (2.20), are o integrald prima liniard (2.27).

Consideram substitutia
Tt = Ax' + B2®, =27 (A#£0) (2.30)

Sau

7t = Ax' + B2®, 7t =2' (B#0). (2.31)
In cazul (2.30), pentru prima ecuatie din sistemul (2.20) avem

dzt dat dx?
A L B
dt dt + dt’

de unde obtinem
dd—f = (a]A+ alB)z' + (a3A + a3B)z?.
In virtutea egalitatilor (2.28) obtinem prima ecuatie din (2.25). Deoarece transformarea
centroafind nu schimba forma partilor patratice a sistemului (2.19), atunci rezulta ci prima
ecuatie din acest sistem va avea forma (2.26). A doua ecuatie din (2.25) si (2.26), isi pastreaza

forma.

In mod analog se examineaz si cazul (2.31). Lema 2.3 este demonstrata.

Remarca 2.3. Sistemul (2.26) il vom numi forma canonica a sistemului critic de tip Lya-

punov (2.19), unde prima ecuatie din (2.26) o vom numi criticd, iar a doua necriticd.
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In continuare, vom avea nevoie de urmatoarea ecuatie:
!
2 .« 2 ay .00 Qam,; __ — 1 9.
azx® + E Ugyag.am, T2 2 =0 (o, 00,00, 0, = 1,25 1 < 00). (2.32)
i=1

Atunci teorema lui Lyapunov din [44] (§32) pentru cazul examinat, se va scrie sub

urmatoarea formi:

Teorema 2.3. Fie cd ecuatia caracteristicda a sistemului diferential cu neliniaritafi polino-
miale posedd o raddacindg nuld, iar celelelte au partile reale negative. Presupundnd ca sistemul
diferential al miscarii perturbate (2.19) este adus la forma (2.26), consideram ecuatia (2.32),
din care determindm marimea 22 ca functie olomorfd de la variabila x*, ce se anuleazd pentru

' =0 (asa o determinare intotdeauna este posibild si este unicd). Dupd aceasta, mdarimile
1

A102...m;

. . . . 1
determinate, le vom introduce in polinomul ) ,_, a TNz xfmi (g, Gy, =

1
1,2; I < 00). St dacd in urma acestor substitutii rezultatul obfinut nu este identic zero, atunci
il dezvoltam in serie dupd puterile crescinde a lui z'.

Atunci, dacd cea mai micd putere a lui x!

, in aceastd dezvoltare va fi pard, obfimem cd
miscarea neperturbata este instabila. Daca, insa, aceastd putere este impard, atunci totul va
depinde de semnul coeficientului, ce corespunde acestei puteri a lui x*. Miscarea neperturbatd
va fi instabila, cdnd acest coeficient este pozitiv i stabild, cdnd acest coeficient este negativ.
In ultimul caz, orice miscare perturbatd, ce corespunde perturbarilor destul de mici se va
apropia asimptotic de cea neperturbatd.

In sfarsit, daca rezultatul substitutiilor ezaminate va fi identic zero, atunci va ezista o
serie continud de miscari stabilizate (stationare) la care aparfine si miscarea neperturbata
examinatd st atunct toate miscarile acester serii, destul de apropiate de cea neperturbata,
incluzdnd-o si pe ultima, vor fi stabile. In acest caz, pentru perturbari destul de mici orice

migcare perturbatd se va apropia asimptotic cdatre una din migcarile stabilizate (stationare)

a seriei mentionate.

Remarca 2.4. Teoreme analogice cu Teorema 2.3 au loc pentru orice sistem (2.7) de di-
mensiune n > 3. In Capitolele 3-4 acest lucru va fi ilustrat pe ezemplul sistemului ternar cu

neliniaritati patratice.
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2.4. Conditiile centroafin-invariante de stabilitate a migcarii neperturbate

pentru sistemul critic cu neliniaritati patratice
Vom examina sistemul diferential cu neliniaritati patratice

de i j a8 .
y apx® +ag gz’ (j,o, 8=1,2), (2.33)

unde tensorul aiﬁ este simetric dupa indicii de jos dupa care aici se efectueaza convolutia
totala.

In [16] este aritat ci multimea comitantilor si invariantilor unimodulari ai sistemului
(2.19) constituie nigte algebre graduate, care in [33| au fost numite algebrele Sibirschi. Aceste
algebre, pentru sistemul (2.33), au fost notate in [16] cu Sy 2 — algebra Sibirschi a comitantilor
$i SI; 5 — algebra Sibirschi a invariantilor sistemului (2.33).

La fel in [16] s-a ardtat cd multimea generatorilor acestor algebre (care este finitd) este

constituita din bazele polinomiale ale comitantilor gi invariantilor centroafini omogeni.
Reesind din aceasta si utilizdnd bazele polinomiale ale comitantilor gi invariantilor cen-

troafini ai sistemului (2.33), aduse in [12], putem scrie algebrele Sibirschi sub forma
Sio=<Ii,1o,..., 116, K1, Ko, ..., Kx|f1, fo, ..., for >

si
Shp=<1i,1s...,Ii|f1, f2, .- -, fa >,
unde [, si K sunt invariantii si comitantii acestor algebre, iar f; sunt relatiile de definitie
(sizigiile) ale lor.
In continuare vom avea nevoie de urmétorii generatori ai algebrelor Sibirschi a sistemului

(2.33), pentru care formele lor tensoriale din [12] se vor scrie

_ _ % _ _
L =ay, I,= agag, Is = agafq aﬁqu K, = a, xﬁ7 Ky = adbx“xley,,
K; =a%’ 27, K aa Y, Ks=d x%zle K; = a5 aﬂx7x5
3 — B ary ) 4 — af 5 af prq>s 7T — By ’ (2 34)
_a By 6 _ o o ) )
Kgq = asasag T’ K = agaﬁ xﬁ:c”’xq&tpq, Ky = aﬁafwaéu:c xt,
a, B u
K3 =aja Baéux x
unde £P%(e,,) este bivectorul unitate cu coordonatele e'! = ¢?? = 0,e'? = —e* =1 (egg =
€20 = 0,610 = —€91 = 1).

Presupunem ca sistemul (2.33) este critic de tip Lyapunov. Atunci, conform Lemei 2.3,

acest sistem poate fi adus la forma canonicd (2.26)

da! da?
d_xt = aiﬁxo‘xﬁ, d_xt =ala® + aaﬁx 28 (o, 8 =1,2). (2.35)
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In conformitate cu Teorema 2.3 vom examina ecuatia (2.32) obtinuta din ecuatia necritica

(2.35), care in forma desfiguratd se va scrie
a2z' 4+ a32® + a3 (z")? + 2ai,0 2 + ady(2?)? = 0. (2.36)

Tn acest caz, conform (2.22)-(2.23) si inegalitatii din (2.24) avem

I, =a3 <0. (2.37)
Atunci din (2.36) putem scrie
2 2 942 2
z? = —a—éxl — a_121(l,1)2 — —a212x1:c2 — a—222(:c2)2. (2.38)
a3 a3 a3 a3

Conform Teoremei 2.3 vom ciuta x2 ca functie olomorfs de la z'. Atunci putem scrie

2
a

= —a—éxl + By(z")? 4 Bs(z")? + Ba(a')* + - - (2.39)
2

Inlocuind (2.39) in (2.38) obtinem

a? a’? a 2a? a
;l‘l +BQ($1)2 +Bg($1)3+ . ; 1 121< 1)2 212 1[ ;l’l +Bg($1)2+
a3 a3 a; a3 2
as, a2
+Bg({L‘1)3+B4(I1)4+ ] _ %[_a_;xl +B (JJI)Q—f-B (%1)3+B4(CL’1)4—|— ]2
2 2
De aici avem
, al,  2a2a3,  (a?)%a’
Bg($1)2 +Bg($1)5+B4(l’1)4+ = [_l + 112 1 22]($1)2+
a; (a3 (a3)?
2a3, 2a3a3, 2a3 a’ ata’
_2p ) TR p S 22 T2 p2 | 922 p Ay
Homg Bt g P g B =g B 2 Bl T
Obtinem
1
By = (a2)? [—(a3)%a}; + 2aTa5a7, — (a})?a3,], Bs = W(‘“%G%Q + afajy) By,
2 ) 2 (2.40)
By = W[—G%G%QBS +2(afa3y — ajaty)Bs), . ..
2

Substituind (2.39) in partea dreaptd a ecuatiei diferentiale critice (2.35) avem
al (x1)? + 2al,0 0% + agy(2?)? = Ag(xh)? + As(2')® + Ay(ah) + -+,

sau in forma desfagurata
2
ai1($1>2 +2G%2x1[_%x1 +BZ($1)2 +Bg(l’1)3 +B4($1)4—|— - ]+
2

2

a
tag[——' + Ba(e') + By(e') + Bu(e) + - P = Ao(a)” + Ag(2")’ + Ag(2)' + -

2
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De aici obtinem

1
Ay = TQ[(GS)%‘h — 2ajazay, + (a7)ag),
(a3)
, ) (2.41)
Az = F(agab - a%a§2)327 Ay = g(agab - G%Q%Q)Bg + a§2B§, e
5 2

Conform Teoremei 2.3, pentru a determina stabilitatea migcarii neperturbate descrisa de
sistemul (2.35), este necesar de cercetat expresiile (2.41).

In continuare vom introduce urmatoarele notatii:

P = (@)'aly — 20iadaly + (@Paky Q= @l —2addbaly + ()b
R = (a})%a}, — (a})’aly, S = ala}, — alal, o
si vom tine cont ca din (2.37) rezulta a3 < 0.

De aici observam ca stabilitatea miscarii neperturbate poate avea loc doar atunci cand
Ay=0 din (2.41), i.e. P =0 din (2.42).

Daca By = 0 din (2.40), atunci avem @) = 0 din (2.42). Aceasta induce c& toti Bs, By, . ..
sunt egali cu zero. De aici rezulta ca toti coeficientii Az, A4, ... sunt zero gi prin urmare
stabilitatea migcarii neperturbate va avea loc.

Presupunem cd By # 0 gi fie S # 0 din (2.42), atunci stabilitatea migcirii neperturbate
se va determina de semnul lui Az din (2.41).

Daca S = 0 din (2.42), atunci A3 = 0, iar coeficientul A4 din (2.41), nu va fi zero, daca
ak, # 0. De aceea stabilitatea va fi posibild doar in cazul cand al, = 0. S& observam ci in
(2.42), din S = P = 0 obtinem R = 0. De aceea cand al, = 0, din ultimile egalititi (2.42),
obtinem aj; = aj, = 0.

Pentru formularea rezultatului despre stabilitatea miscarii neperturbate determinate de

sistemul migcarii perturbate (2.35), vom avea in vedere inegalitatea (2.37). Am obtinut

Lema 2.4. Stabilitatea miscarii neperturbate, descrisd de sistemul (2.35) cu conditiile (2.24),
wnclude toate cazurile posibile in urmdatoarele sase:

1. P # 0, atunci miscarea neperturbatd este instabild;

II. P=0,Q8 > 0, atunci miscarea neperturbatd este instabila;

III. P =0,QS5 <0, atunci miscarea neperturbatd este stabild;

IV. R=S=0, ayQ # 0, atunci miscarea neperturbatd este instabild;

V. P=Q =0, atunci miscarea neperturbatd este stabila;

VI al, = al, = al, = 0, atunci miscarea neperturbatd este stabild.

Conform Teoremet 2.3, in ultimile doud cazuri miscarea neperturbatd aparfine unei seri
continui de migscari stabilizate (stationare), la care aparfine i miscarea neperturbata era-
minatd st atunci toate muscarile acestei serii, destul de apropiate de cea meperturbatd in-

cluzind-o gi pe ultima, vor fi stabile. In acest caz, pentru perturbdri destul de mici orice
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miscare perturbatd se va apropia asimptotic catre una din migcarile stabilizate (stafionare)
a seriei mentionate. In cazul ITI, mai mult ca atdt, miscarea neperturbatd, este si asimplotic

stabila [47]. Ezpresiile P,Q, R, S sunt din (2.42).

In continuare vom avea nevoie de urmatoarele expresii formate din invariantii si comitantii

sistemului (2.33) adusi in (2.34):

By, =K, — (K3 + K;) + K,
By =I}K? — K7) + 213 (K Ky — 2K, K5 — Ki3) 4+ 21, (I; Ky + 2K2 — K2)+ (2.43)
+4Kg(Ky — K3) + 21, K15, E3 = LK, + I (Ky — K3) — Kg,

E,=1L(Ky — K1Ky) + Ko(Ky — K3), Es =Ky — LK.

Lema 2.5. In cazul egalititii invariante din (2.24), sistemul (2.33), printr-o transformare

centroafind, poate fi adus la forma

da! dx?
d_ll; - d_x;f - Clixo‘ + aiﬁxaxﬁ (0‘75 = 172)7 (244)

daca 1 numai daca satisface condifia

Es =0, (2.45)
unde Es este din (2.43).
Demonstratie. Egalitatea (2.24), pentru sistemul (2.33), ne permite sa scriem
1 1
ay _ Gy
— === 2.46
il (246)

Notam minorii matricei coeficientilor membrilor drepti ai sistemului (2.33) prin A;;, unde
1 si j reprezinta numarul coloanelor acestei matrici, pe care sunt construiti minorii dati.

Atunci
E5 = Alg(x1)3 + (Agg + 2A14)<3§'1)2$2 + (A15 + 2A24).I'1 (.%'2)2 + A25($2)3.

Cu ajutorul acestor expresii si a conditiilor (2.45)—(2.46) avem

1 1 |
(1p @12 Qo
7 = 5 = 5 =T (2.47)
a1 dyp A3

Luand in consideratie (2.46)—(2.47) transformarea centroafind z' = z* — ra?, 7° = 22

aduce sistemul (2.33) la forma (2.43). Lema 2.5 este demonstrata.
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Teorema 2.4. Dacd pentru sistemul diferential a miscarii perturbate (2.33) se satisfac
conditiile invariante (2.24), atunci stabilitatea miscarii neperturbate descrisa de sistemul
de mai sus, include toate cazurille posibile in urmatoarele sase:

1. By # 0, atunci miscarea neperturbatd este instabila;

1. B, =0, E; >0, atunci miscarea neperturbatda este instabild;

III. B, =0, Ey <0, atunct miscarea neperturbata este stabila;

1V. B3 =0, EFE5 #0, atunci miscarea neperturbatd este instabild;

V. B, =0, atunci miscarea neperturbata este stabild;

VI. E5 =0, atunct miscarea neperturbata este stabild.

In ultimile doud cazuri miscarea neperturbatd apartine unei serii continui de miscari
stabilizate (stationare), la care apartine gi miscarea neperturbatd examinatd gi atunci toate
miscarile acestei serii, destul de apropiate de cea neperturbatd incluzdnd-o si pe ultima, vor fi
stabile. In acest caz, pentru perturbari destul de mici orice miscare perturbatd se va apropia
asimptotic catre una din migcarile stabilizate (stationare) a seriei mentionate. In cazul 111,
mai mult ca atdt, miscarea neperturbatd, este si asimptotic stabild. Expresiile E; (i = 1,5)

sunt din (2.43).

Demonstragie. S& observam c& expresiile (2.43), pentru sistemul (2.35), cu conditia (2.37),
se exprima prin (2.42) in felul urméator:
By = Pz', B, =45[Q(z")* — Pz'2?],

(2.48)
E3 = Rz' —2a3S2”, E,; = —Q(x")® + P(z")*2.

De aici, dacid vom pune F3 = 0, atunci cu ajutorul polinoamelor R, S din (2.42), obtinem
pentru Ej din (2.43), expresia E5 = —a%ab(%f +2%)3. Utilizand ultima afirmatie, expresiile
(2.44) si impreuna cu Lemele 2.4 §i 2.5, obtinem cazurile I-VI din teorema examinata. Vom
mentiona c¢i comitantul Es din (2.43) implicat in cazurile II gi III ale Teoremei 2.4 este par in
raport cu x! si 22 i are ponderea [12] egald cu zero. Aceasta ne asigura ci orice transformare

centroafina nu-i poate schimba semnul. Teorema 2.4 este demonstrata.

Remarca 2.5. Din Teorema 2.4 se obtin conditiile pentru exemplul 2 a lui Lyapunov [44]
(§32), pundnd ai = a} = 0, af =k, a3 = -1, a; = a, ajy, = 3b, a}, = ¢, a}; = |,
al, = %m, az, = ngi x' =z, ¥* = y. Aceasti Teoremd 2.4 ne exprimd o generalizare
mwvariantd a conditiilor de stabilitate sau instabilitate a miscarii neperturbate descrisa de

sistemul general (2.33), ce contine un caz particular, exemplul 2 a lui Lyapunov [{4] (§32).
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2.5. Sistemul critic de tip Lyapunov cu neliniarititi cubice

Vom examina sistemul diferential al migcarii perturbate cu neliniaritati polinomiale de

forma

x
I = cx + dy + px® + 3qzy + 3ray® + sy,

d
d?j—e$+fy+t:v + 3uz?y + 3vzy® + wy?,

unde ¢, d, e, f,p,q,r,s,t,u,v,w sunt coeficienti reali arbitrari.

(2.49)

Similar cazului precedent, cand ecuatia caracteristica a sistemului (2.49) posedi o radicina
nuld, iar cealalta este negativa, i.e. se satisfac conditiile (2.24), atunci acest sistem poate fi

adus printr-o transformare centroafina la forma sa critica

dz
T = pa® + 3q2’y + 3ray® + sy,
d (2.50)
di = ex + fy + ta® + 3uz’y + 3vxy® + wy.
Conform (2.32) scriem ecuatia
ex + fy + ta® + 3uz’y + 3vry® + wy® = 0. (2.51)

Deoarece conform (2.23)—(2.24) pentru sistemul (2.50) avem I, = f < 0, atunci din

ultima relatie, il exprimam pe y sub forma

_ et 2_ W3
Y= fx fx 3fxy Sfxy fy. (2.52)

Vom cauta y ca o functie olomorfa de x. Atunci putem scrie

(&
y=-so+ Bsx? + B3a® + Byaz* + Bsa® + Bga® + Bra” + Bsz® + Boa® + - - (2.53)

Inlocuind (2.53) in (2.52) si egaland, in relatia primita, expresiile de pe langs aceleasi

puteri a lui x avem

' t 2 3
B;=0(i=2nYneN), Bgz—?+3ﬁ—3;—f ef—i”
By=-3(; -2 + ef’w)B& Br = =3((5 — 73)Bs —3<§ 25+ ‘}“’) By, (254)
By = [fB3+6(f fQ)B3B5+3(? —QF efw)B7]

Introducand (2.53) in partea dreaptd a ecuatiei diferentiale critice (2.50) obtinem
pa® + 3qziy + 3ray® + sy =

= Aoz + Asx® + Ayx* + Asaz® + Aga® + Aox” + Aga® + Agx® + Apgr'® + Appaett + -
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De aici, ludnd in consideratie (2.53) si (2.54) avem

A; =0 (i = 2n,¥n € N), Ag,:p—s%m;—g—(}—j,
Ay =302+ CNB, A =3~ B+ (27 1+ By
P 7 AN 255
Ag = sB3 +6(r — 3;)3335 +3(q — 2? + ef—;)B?,
Ay = 3[sBiBs + 2(r — e—;)BgB7 + (r — ?)Bg + (¢ — 2% + e;—f)Bg], .

Vom introduce notatiile

T = 3 —3ef?q+ 3e*fr —e®s, U = —f3+ 3efu— 3e*fv + e*w,

(2.56)
V = f2q—2efr+e*s, W= fr—es.
Atunci, din (2.54)—(2.55), tinand cont de aceste notatii obtinem
1 1 1 1
A3 == —3T, Bg == —4U, A5 == %VB;}, A7 == 3(—WB§ + —2VB5),
6 3 '
Ag = SBg + ?WBgB5 + FVB%

Utilizand Teorema 2.3 i expresiile (2.56)—(2.57), avand in vedere ca I; = f < 0, obtinem

Lema 2.6. Stabilitatea miscarii neperturbate descrisd de sistemul miscarii perturbate (2.50),
este descrisa de urmdatoarele zece cazuri posibile:

1. T <0, atunci miscarea neperturbata este instabila;

1. T >0, atuncit miscarea neperturbata este stabila;

1. T =0, UV >0, atunci miscarea neperturbata este instabila;

1V. T =0, UV <0, atunci miscarea neperturbatd este stabild;

V. T=V =0, U#0, W <0, atunci miscarea neperturbata este instabild;

VI T=V =0, U=#0, W >0, atunci miscarea neperturbatd este stabild;

VII.L. T=V =W =0, sU > 0, atunci miscarea neperturbata este instabild;

VIII. T=V =W =0, sU <0, atunct miscarea neperturbata este stabild;

IX. T =U =0, atunci miscarea neperturbata este stabila;

X. p=q=r=s=0, atuncit miscarea neperturbald este stabild.

In ultimile doud cazuri, conform Teoremei 2.3, miscarea neperturbati apartine unei serii
continui de migscari stabilizate (stationare), la care apartine i migcarea neperturbatd exami-
nata g1 atunct toate miscarile acester serii, destul de apropiate de cea neperturbata incluzdnd-
0 si pe ultima, vor fi stabile. In acest caz, pentru perturbiri destul de mici orice migcare
perturbatd se va apropia asimptotic catre una din miscarile stabilizate (stafionare) a seriei
mentionate. Mai mult ca atdat, in cazurile II, 1V, VI, VIII aceasta miscare neperturbata este

st asimptotic stabila [47]. Expresiile T,U,V,W sunt din (2.56).
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Demonstratie. Daca Az > 0, atunci din (2.57) avem fT—g > (0. Luand in consideratie ca f < 0,
rezultd ca T' < 0. Conform Teoremei 2.3 avem realizarea cazului I. Cazul IT se analizeaza in
mod similar.

Presupunem cd in (2.56) avem U # 0. Atunci dupd cum rezulta din (2.57) obtinem
B3 # 0.

Dacia A3 = 0, i.e. T = 0, atunci stabilitatea sau instabilitatea miscirii neperturbate se
determind conform (2.57) de semnul expresiei UV. Atunci utilizind Teorema 2.3 obtinem
cazurile III gi IV.

Daca T = A; = 0, i.e. V = 0, atunci stabilitatea sau instabilitatea migcarii neperturbate

.. .72 . R . . o
se determind conform (2.57) de semnul expresiei Uf(_?/. Luand in consideratie ca f < 0

conform Teoremei 2.3 avem cazurile V gi VI.

Dacid A3 = As = A7 =0 (T =V =W = 0), atunci stabilitatea sau instabilitatea migcarii
neperturbate se determini de semnul expresiei Ay, i.e. ;—g De aici, conform Teoremei 2.3,
avem cazurile VII gi VIII. Daca T' = U = 0, atunci rezulta ca toti Ay (K > 3) sunt zero.
Conform Teoremei 2.3 avem cazul IX. Daca U #0¢i T =V = W = s = 0, atunci din (2.56)
obtinem cazul X. Lema 2.6 este demonstrata.

Reesind din bazele polinomiale ale comitantilor si invariantilor centroafini ai sistemului

(2.49), aduse in [67], putem scrie algebrele Sibirschi cu generatorii

51,3 == {Jh J27 ceey J207K17K27 e '7K137Q17Q27 cee 7@14}7 SIl,S = {Jh JZ; ceey J20}7

unde J;, K; si @, sunt invariantii si comitantii acestor algebre. Generatorii relatiilor de
definitie (sizigiilor) nu sunt cunoscute.
Pentru sistemul (2.49) avem notatiile
1_ 1 _ 1 _ 1 1 1 1
T =T, 0 =C, Gy =d, 1) =P, Ayyp = G, Grg =T, gy = S,

(2.58)

2 2 2 2
r =Y, a) =€, a2 f CL111—t a112—u Q190 = U, Qg9p = W.

In continuare vom avea nevoie de urmatorii generatori ai algebrelor Sibirschi S; 3 §i ST 3,

care in form& tensoriald se vor scrie

_  «a _ _ a pB _ a. B wk _ o, B T
S =h =ag, Jo=1Dh=aza,, J3=aza,e", Jo=azaia;,z€
a k
K, = aﬁxﬁx Eay, Ko= aaﬁy ), Ky = %5733 2P Erks

o ﬁ 5
J}A/l’ Enks Q2 aga a»yglﬁx )

. (2.59)
Q= a”aﬁng 8

2l — Bov  0.m
Q3 = al aaﬁ(sxa: Qs = al IO SPR a
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Cu ajutorul acestor generatori vom forma urmatoarele expresii invariante:

Fy=Ki(Js — J1J5) + Jl[J12K2 — J1(Q2+ Q3) + Q4], Fo=Js— J1Js,
By = K[ 3K — Ji(J1Ka +2Qs — Q3) + Qa] + JL (1 K3 + Q1), (2.60)
Fy = J1K2 - sz F5 = Ql-

Lema 2.7. In cazul egalitatii invariante din (2.24), sistemul (2.49), printr-o transformare

centroafina, poate fi adus la forma

d d
d—f =0, d_i =ex + fy + to’ + 3ur’y + 3vry® + wy?,

daca gi numai daca se satisface conditia F5s =0, unde Fy este din (2.60).

Demonstratia Lemei 2.7 este similara demonstratiei Lemei 2.6. Aici se utilizeaza faptul

cd Fy din (2.60), pentru sistemul (2.49), are expresia

F5 = A13($1)4 -+ (Agg -+ 3A14)($1)3$2 -+ 3(A15 —+ A24)($1)2($2>2+
‘l‘(AlG + 3A25)l’1($2)3 + A26($2)4,

unde A;; sunt minorii matricei coeficientilor membrilor drepti ai sistemului (2.49), construiti

pe coloanele ¢ si j ale acestei matrici.

Teorema 2.5. Daca pentru sistemul diferential al miscarii perturbate

% =alx® + afﬁvxaaz:ﬂx7 (J,a, B,y =1,2)
se satisfac conditiile J? — Jo = 0, Jy < 0, atunci stabilitatea miscdrii neperturbate, descrisd
de sistemul mentionat mai sus, include toate cazurile posibile tn urmdtoarele zece:
1. Fy <0, atunct miscarea neperturbata este instabild;
II. Fy > 0, atunci miscarea neperturbata este stabild;
Il Fy =0, FyF3 >0, atunci miscarea neperturbata este instabild;
1V. Fy =0, F2F5 <0, atunci miscarea neperturbata este stabila;
V.Fi =0, F, =0, F3#0, Fy <0, atunci miscarea neperturbatd este instabild;
VI. 1 =0, F, =0, F3#0, Fy; >0, atunci miscarea neperturbata este stabild;
VII. F, =0, F, =0, Fy =0, F3F5 > 0, atunci miscarea neperturbata este instabila;
VIII. F1 =0, F5, =0, F, =0, F3F5 <0, atunct miscarea neperturbatda este stabila;
IX. F5 =0, atunci miscarea neperturbata este stabild;
X. F5 =0, atunci miscarea neperturbata este stabild.

In ultimile douad cazuri miscarea neperturbata apartine unei serii continui de miscars

stabilizate (stationare), la care apartine si miscarea neperturbatd examinatd si atunci toate
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miscarile acestei serii, destul de apropiate de cea neperturbatd incluzdnd-o si pe ultima, vor fi
stabile. In acest caz, pentru perturbari destul de mici orice miscare perturbatd se va apropia
asimptotic catre una din migcarile stabilizate (stafionare) a seriei mentionate. Mai mult
ca atdt, in cazurile 11, IV, VI, VIII aceastd miscare neperturbatd este si asimptotic stabild.

FEzxpresiile F; (i = 1,5) sunt din (2.60).

Demonstratie. S& observam cd primele trei expresii din (2.60), pentru sistemul critic (2.50),

cu notatiile (2.58), au urmatoarele expresii:
Fy=Ta* F,=V, Fy=Uz"+Tx%. (2.61)

De aici, daca vom pune F} = 0, Fy, = 0, atunci cu ajutorul polinoamelor T, V, W din
(2.56), pentru expresia Fy din (2.60), vom obtine F, = W(%m + y)%. Utilizand expresiile
(2.61) si ultima afirmatie impreuna cu Lemele 2.6 si 2.7, obtinem cazurile I-X din teorema
examinatd. Vom mentiona ca comitantii Fy, FoF3, Fy, F53F5, din (2.60), implicati in cazurile
I-VIII ale Teoremei 2.5, sunt de grad par in raport cu z §i y si au ponderele [12]| respectiv
egale cu 0,0,0, —2. Aceasta ne asigura ci orice transformare centroafina nu le poate schimba

semnul. Teorema 2.5 este demonstrati.

2.6. Sistemul critic de tip Lyapunov cu neliniaritdti de gradul patru

Vom examina sistemul diferential al migcarii perturbate cu neliniaritati polinomiale, de

forma J
d—j =cr+dy + gm4 + 4hx3y + 6kx2y2 + 4lxy3 + my4,
2.62
dy 4 3 2 2 3 4 (262)
7 =ex + fy+ nx” + dpz’y + 6qr~y” + dray” + sy°,

unde c,d, e, f,g,h,k,[,m,n,p,q,r,s sunt coeficienti reali arbitrari.
Similar cazurilor precedente, cand ecuatia caracteristicd a sistemului (2.62) poseda o
raddcind nuld, iar cealaltd este negativd, i.e. se satisfac conditiile (2.24), atunci acest sistem

poate fi adus, printr-o transformare centroafini, la forma sa critica

d
d_x = ga't + 4hady + 6kay® + dlxy® + my?,
t (2.63)
@ _ 4 3 2.2 3 4
=ex + fy+na® + dpx’y + 6gx y” + drxy” + sy”.

dt

Conform Teoremei 2.3 analizam ecuatia
ex + fy+na' +4pr’y + 6g2*y? + dray’ + sy’ = 0. (2.64)

Deoarece pentru sistemul (2.62) din (2.23)—(2.24) avem I; = f < 0, atunci din ultima
relatie, il exprimam pe y sub forma
e n o,

P 3
y=——xr——x —4=2°y—06
o f f

4
f

r

z2y? — 4
f

xy® — i (2.65)
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Vom cauta y ca o functie olomorfa de x. Atunci putem scrie
e
Yy = —?x + Bya? 4+ By + Byx* + Bsx® + Bga® + Bra” + Bga® + Box+
(2.66)
+B10I10 + BHZEH + .81251312 + Blgl’13 + B14$14 + 3151’15 + Blﬁxlﬁ + -

Inlocuind (2.66) in (2.65) si egaland in relatia primitd expresiile de pe langa aceleasi

puteri ale lui x avem
e2q  er  e's

. n e
B;=0(i=235,68,9,...), B4:—(?—4f—€+6F—4F+ )

2 3

B, = —4(?—3%+3?—§—%) 4
By = —2[3(%—2%+6;—f)32+2(§ —3%+3e;—§— e;—f)Bﬂ, .
B =4l - B+ 3k -2+ SmBr + (L3 48— ) o
Bis = —[%Bj + 12(% - %)3337 + 6(% = 2% + %)(234310 + B2)+
+4(§ — 3% 3€;—§ = e;—f)Blg],

Introducand (2.66) in partea dreaptd a ecuatiei diferentiale critice din (2.63) obtinem
grt 4+ AhaPy + 6kzy? + dlzy® + my? = Aga® + Asa® + Ayt + Asa® + Agab+
+A72" + Aga® + Agz® + Ao’ + Apatt + A’ + Ajgat + Apga™ 4+ At + At -

De aici, luand in consideratie (2.66) si (2.67) avem

Ai:0<i:2,375,6,8,9,...)7 A4:g—47+6F—4F+F,

ek el em
Ar =4(h — 37 + 3F - ?)34,
l 2 k 21 3
A =23k —25 + EB2 4 2(h - 352 +35 - Z 0By,
em, s el  e*m ek el eAm '
l 2
A =mBY +12(1 - %)3337 +6(k — 267 + ;—T)(QBLlBlO + B2)+
ek el em
Vom introduce notatiile
A= flg —4def3h + 6e*f*k — 4e® fl + e*'m,
B = —f'n+4def3p — 6e2f2q + 4’ fr — e's, (2.69)

C = f3h —3ef?k +3e*fl — e*m, D = f’k —2efl+e*m, E = fl—em.
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Atunci din (2.67)-(2.68), tindnd cont de aceste notatii obtinem

1 1 4 3 2
Ay = FA’ By = FB’ A7 = FBC’ Ay = Q(EBQD + ﬁc&)v
1 . 3 1
A13 = 4(FBSE + FDB4B7 + FcBlo)a (270)
12 6 4
A16 = TnBjiL + 7EB§B7 + FD(zBZLBlO + B’?) + FCBK’M ]

Utilizand Teorema 2.3, expresiile (2.69) si avand in vedere ca [; = f < 0, obtinem

Lema 2.8. Stabilitatea migcarii neperturbate, descrisa de sistemul miscarii perturbate (2.63),
include toate cazurile posibile in urmdtoarele noud:

I A #0, atunci migcarea neperturbatd este instabild;

II. A=0, BC >0, atunci miscarea neperturbatda este instabild;

1II. A=0, BC <0, atunci miscarea neperturbatd este stabild;

1IV. A=C=0, BD #0, atunci miscarea neperturbatd este instabild;

V. A=C=D=0, BE >0, atunci miscarea neperturbatd este instabild;

VI A=C=D=0, BFE <0, atunci miscarea neperturbata este stabild;

VIL. A=C=D=FE=0, mB #0, atunci miscarea neperturbatd este instabild;

VIII. A= B =0, atunci miscarea neperturbald este stabild;

IX. g=h=k=1=m=0, atunci miscarea neperturbatda este stabild.

In ultimile doud cazuri, conform Teoremei 2.3, miscarea neperturbatd apartine unei
serii continui de miscari stabilizate (stationare), la care aparfine si miscarea neperturbatd
examinatd st atunci toate miscarile acester serii, destul de apropiate de cea neperturbatd in-
cluzind-o st pe ultima, vor fi stabile. In acest caz, pentru perturbari destul de mici orice
miscare perturbatd se va apropia asimptotic cdatre una din migscarile stabilizate (stationare)
a serieir menfionate. Mai mull ca atdat, in cazurile III, VI aceasta miscare neperturbatd este

st asimptotic stabila [47]. Expresiile A, B,C, D, E sunt din (2.69).

Demonstratie. Dacid Ay # 0, atunci din (2.70) avem A # 0 (ludnd in consideratie ca
I, = f <0). Conform Teoremei 2.3 obtinem realizarea cazului I.

Presupunem in (2.69) cd B # 0. Atunci dupd cum rezulta din (2.70) avem By # 0.

Daca Ay = 0, i.e. A = 0, atunci stabilitatea sau instabilitatea miscéirii neperturbate se
determina conform (2.70) de semnul expresiei A7, sau ce este acelagi lucru, semnul produsului
BC'. Utilizand Teorema 2.3 obtinem cazurile II gi TII.

Daci A = A7 = 0, i.e. C = 0, atunci din (2.70) avem A;y = %B2D. Daca D # 0,

atunci obtinem cazul IV (vezi Teorema 2.3).
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Presupunem A = C' = D = 0. Atunci din (2.70) rezulta ci A;3 # 0 cdnd BE # 0. Deci
stabilitatea sau instabilitatea migcarii neperturbate se determina de semnul expresiei BE.
Utilizand Teorema 2.3 obtinem cazurile V gi VI.

Daci Ay = A; = Ajg = A1z = 0 (cu B # 0), atunci avem A = C = D = E = 0.
Daca Ajg # 0, atunci din (2.70) obtinem cazul VII. Dacd A = B = 0, atunci rezulta ca toti
Ay (k > 4) sunt zero. Atunci conform Teoremei 2.3 avem cazul VIII. Dacda A =C = D =
E =0gim=0din (2.69), cu f <0 avem cazul IX. Lema 2.8 este demonstrata.

In [21] este aratat, dacd ¢ si ¢ sunt comitanti omogeni de gradul p; si pa, respectiv
de la variabilele de faza x si y a unui sistem diferential bidimensional polinomial, atunci
transvectantul

: N . . .
G _ =D =i [T e 9
(%) il ;{;( D\ ) gy amay (2.71)

tot este un comitant al acestui sistem. In lucririle lui Tu. Calin, vezi de exemplu [21], se arata
cu ajutorul transvectantului (2.71), pentru sistemul dat, pot fi construiti toti generatorii
algebrelor Sibirschi a comitantilor gi invariantilor oricirui sistem de tipul (2.19).

Notdm omogenitatile din membrii drepti ai sistemului (2.62) in felul urmétor:

Pi(z,y) = cx +dy, Py(x,y) = gz* + dhady + 6ka’y* + dlzy® + my?,

(2.72)
Qi(z,y) = ex + fy, Qulz,y) =na' +4pz’y + 6g2”y* + dray’® + sy’
In conformitate cu [68], scriem urmitorii comitanti ai sistemului (2.62)
R~ Poy - Qoo 8= (O OB oy 2y

In continuare vom avea nevoie de urmétorii comitanti gi invarianti din [68], ai sistemului

(2.62), construiti cu ajutorul operatiilor (2.71) i (2.73):
L=5, Ih=(R,R)?, Ki=Ry Ko=5i Q=R Q=05
Q3 = (R, R)?, Qu= (R, R)Y, Q5= (S1,5)?, Qs = (Ss, R1)Y,
Q19 = [[34’31)(2)731)(2)7 Qa0 = [[34731)(2)’31)(1)’
Qo1 = [[54731)(2),31)(1)7 Qus = [[34731)(2),Rl)(Q),Rl)(l),

(2.74)

unde semnul “[” inlocuieste toate parantezele rotunde ale transvectantilor, ce sunt necesare
sa fie scrise in stanga. Consideram urmatoarele expresii, formate din comitantii si invariantii

din (2.74) pentru sistemul (2.62), ce se vor scrie sub urmatoarea forma, cu notatiile:
Hy = Q1[Q2(15Q19 — 8Q21) — 10Qu3 + 1217 Q5] + Q3[Q2(4K2Q2 + 5Q3 — 8Qs) — 10Q30],
Hy = 5Q3(K1Q2 — 2Q4) + 2Q7(5Q19 + 4Q21 —6Q2Qs5) — 4Q1Q2[Q2(K2Q2 — 5Q3 — 2Q¢)+
+5Q20], Hs = Q2(5Q19 — 6Q21 + 3Q2Q5) — 10Qu3, Hy =51Q5 + 10Q19 — 2Q21,
Hs = Q1, He =5I1K2+10Q3 — 6Q¢, H7 =8K2Q1 — 5K10Q2 — 10Q4.

(2.75)
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Lema 2.9. In cazul egalitatii invariante din (2.24), sistemul (2.62), printr-o transformare
centroafind, poate fi adus la forma
dx d
i 0, d—i = ex + fy + nat + dpxdy + 6qxy® + dray® + sy,
dacd si numai daca se satisface condifia Hy =0, unde Hy este din (2.75).

Demonstratia Lemei 2.9 este similard demonstratiei Lemei 2.6. Aici se utilizeaza faptul

cd Hr din (2.75), pentru sistemul (2.62), are forma

H7 = 10[A13<l‘1)5 + (Agg + 4A14)(l’1)4$2 + 2(2A24 + 3A15)($1)3($2>2+
—|—2(2A16 + 3A25)(1’1)2($2)3 + (A17 + 4A26)ZL‘1 (332)4 + A27(3§2)5],

unde A;; sunt minorii matricei coeficientilor membrilor drepti ai sistemului (2.62), constriti

pe coloanele 7 gi 7 ale acestei matrici.

Teorema 2.6. Dacd pentru sistemul diferential al miscarilor perturbate (2.62), se satisfac
conditiile (2.24), atunci stabilitatea migcarii neperturbate a sistemului menfionat mai sus,
mclude toate cazurile posibile in urmatoatele noud:

I. Hy #0, atunci miscarea neperturbatd este instabild;

II. H =0, HyH3 > 0, atunci miscarea neperturbata este instabila;

I1Il. Hi =0, HyH3 < 0, atunci miscarea neperturbatd este stabild;

1V. HH = H3; =0, HyHy #0, atunci miscarea neperturbatd este instabild,

V.HH=Hs=H, =0, HyHsHg > 0, atunci miscarea neperturbata este instabila;

VIL. HH=H3;= H, =0, HyH;Hg <0, atunci miscarea neperturbata este stabila,

VII. HH=H3; = Hy= Hg =0, HyH; £ 0, atunci miscarea neperturbatd este instabild;

VIII. Hy, =0, atunci miscarea neperturbatd este stabild;

IX. H; =0, atunci miscarea neperturbata este stabila.

In ultimile doud cazuri, miscarea neperturbatd aparfine unei serii continui de miscari
stabilizate (stationare), la care apartine gi miscarea neperturbatd examinatd gi atunci toate
miscarile acestei serii, destul de apropiate de cea neperturbatd incluzdnd-o si pe ultima, vor fi
stabile. In acest caz, pentru perturbari destul de mici orice miscare perturbatd se va apropia
asimptotic catre una din migcarile stabilizate (stafionare) a seriei mentionate. Mai mult

ca atdt, in cazurile III gi VI aceasta miscare neperturbatd este gi asimptotic stabila [47].

H; (i =1,7) sunt din (2.75).

Demonstragie. S& observam cd primele trei expresii din (2.75), pentru sistemul critic (2.63),

se exprima

H, = 10A2*, Hy = 10B2° + 10Az"y, Hs = 10Cx. (2.76)
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In continuare vom utiliza Lema 2.8. Atunci cu ajutorul (2.76), cazul I este evident. Daca
vom pune H; = 0, atunci din (2.76) obtinem, cu ajutorul Lemei 2.8, cazurile IT si IIL. In
produsul HyHj avem gradul par in raport cu x i ponderea [14] egald cu 0. De aceea expresia
HyHs, la orice transformare centroafind, nu-gi schimba semnul. Cazul IV din Lema 2.8, cu

ajutorul expresiilor (2.76), va da egalitatile din cazul IV al Teoremei 2.6. In acest caz avem
Hy = 10B2?, H, = 10D(§x + ), (2.77)

unde f = I; < 0. De aceea si inegalitatea din cazul TV al Teoremei 2.6 se satisface.
Vom examina cazurile V-VI din Teorema 2.6. Deoarece pentru ele avem, din Lema 2.8,
A =C = D = 0, atunci din (2.76) si cele de mai sus obtinem egalititile invariante ale

cazurilor examinate. Cu ajutorul acestor egalititi si a expresiilor din (2.75) avem

Hy = 10B2°, Hs = —fx(%c +y), H= 10E(§x +y)’. (2.78)

Atunci obtinem HoHsHg = —lOOfBExﬁ(ﬁx +y)*. Acest produs este par in raport cu vari-
abilele = si y si are ponderea -2. Deci, reflecta cazurile V-VI din Teorema 2.6.

Utilizand cazul VII al Lemei 2.8, egalitatile din cazul VII al Teoremei 2.6 se obtin cu
ajutorul expresiilor (2.76)—(2.78). Atunci avem

H; = —10fm(§x + )t

Cu ajutorul acestei expresii si a lui Hy din (2.76), obtinem inegalitatea HoH7 din cazul VII
al Teoremei 2.6. Cazul VIII al Teoremei 2.6 rezultd din (2.76) utilizand cazul VIII al Lemei
2.8 cu expresiile (2.69)—(2.70). Cazul IX al Teoremei 2.6 rezulta din cazul IX al Lemei 2.8 si

afirmatia Lemei 2.9. Teorema 2.6 este demonstrata.

2.7. Concluzii la capitolul 2

In capitolul doi au fost supuse cercetirii stabilitatea miscirii neperturbate descrise de
sistemele diferentiale plane. Utilizdnd teoremele lui Lyapunov, despre stabilitatea sau in-
stabilitatea miscarii neperturbate in cazul necritic, au fost obtinute conditiile centroafin-
invariante de stabilitate pentru orice sistem diferential cu neliniaritdti polinomiale de orice
grad. In cazul critic (cdnd o radacind a partii liniare a ecuatiel caracteristice este egala
cu zero, iar cealalta este negativd) pentru sistemele plane cu neliniaritiiti polinomiale pana
la gradul patru inclusiv, au fost determinate conditiile centroafin-invariante pentru toate
cazurile posibile de stabilitate sau instabilitate a migcérii neperturbate descrise de aceste

sisteme.
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Pana in prezent, asa o tratare a stabilitatii miscarii neperturbate cu ajutorul invariantilor
si comitantilor algebrelor Sibirschi, nu a fost intalnita pentru sistemele diferentiale mentionate
mai sus. Degi aceste sisteme se examineaza minutios din punct de vedere a existentei
dreptelor invariante, a problemei ciclurilor limita, etc.

Tinand cont de rezultatele obtinute in capitolul doi, deducem urmatoarele concluzii:

1. Pentru sistemele plane cu neliniaritati polinomiale de orice grad, au fost obtinute, in
cazul necritic, conditiile centroafin-invariante de stabilitate a migcarii neperturbate descrise
de aceste sisteme.

2. Pentru sistemul plan critic cu neliniaritati patratice, au fost obtinute toate conditiile
centroafin-invariante de stabilitate a miscarii neperturbate, ce se includ in sase cazuri. Aceste
rezultate sunt o generalizare a conditiilor de stabilitate a miscarii neperturbate pentru un
caz particular, descris de un sistem de ecuatii diferentiale din exemplul 2 a disertatiei lui
Lyapunov A.M. din [44] (§32).

3. Pentru sistemul plan critic cu neliniaritati cubice, au fost obtinute toate conditiile
centroafin-invariante de stabilitate a miscarii neperturbate, ce se includ in zece cazuri.

4. Pentru sistemul plan critic cu neliniaritati de gradul patru, au fost obtinute toate
conditiile centroafin-invariante de stabilitate a miscarii neperturbate, ce se includ in noua
cazuri.

Rezultatele expuse in acest capitol au fost publicate in [51,52,54, 56].
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3. INVARIANTI SI COMITANTI IN DETERMINAREA STABILITATII
MISCARII NEPERTURBATE SI A INTEGRABILITATII
SISTEMELOR DIFERENTIALE TERNARE

3.1. Polinoame centroafin-invariante pentru sistemele diferentiale ternare cu
neliniaritati polinomiale
In aceasta sectiune vom examina sistemul diferential ternar cu neliniaritati polinomiale

a migcdrii perturbate (vezi, de exemplu, [34] sau [35]) de forma

dz’ . . _
— ) P& J aq .02 Qm; 1 — .
= G+ g Wy g, E 2T (0, g, iy = 1,351 < 00)), (3.1)
i=1
unde tensorul a este simetric dupa indicii de jos, dupa care aici se efectueaza

a1Q2...Qm,

convolutia totald, iar I' = {my, ma, ..., m;} (m; > 2) este o multime finitd de numere naturale
diferite.

Tmpreund cu sistemul (3.1) vom considera grupul centroafin GL(3,R), dat de trans-
formarile ¢:

7= qa® (A =det(q)) #0) (j,a=1.3). (3.2)

Coeficientii gi variabilele din (3.1) si (3.2) iau valori din cAmpul numerelor reale R.

Vectorul variabilelor de faza x = (z!,2% 23) a sistemului (3.1), ce se schimba dupa
formulele (3.2), in teoria invariantilor |70] este primit sd se numeasca contravariant. lar
vectorul u = (u1, uz, us), ce se schimba dupa formulele u, = plu; (r,j = 1,3), unde pj¢l = 0]
este simbolul lui Kroniker, este primit si se numeasca covariant. Orice alt vector y =
(v, y2, y?), ce se transformad dupa formulele (3.2) se numeste cogradient cu vectorul z.

Sa observam ca transformarea (3.2) pastreaza forma sistemului (3.1)

A& , _
& _ @iz +) al T T (a0, Q. 0, = 1,330 < 00),  (3.3)

A1Q2...Qm,

unde coordonatele vectorului = (z', 22 2?%) sunt determinate de relatiile (3.2), iar coeficientii

membrilor drepti sunt nigte functii liniare de la coeficientii sistemului (3.1) si rationale de la
parametrii ¢/, ai transformarii (3.2).

Vom nota nultimea coeficientilor sistemului (3.1) prin a, iar a sistemului (3.3) prin a.

Definitia 3.1. Urmdnd [70], vom spune ca polinomul (z,u,a) de la coeficientii sistemulus
(3.1) si coordonatele vectorilor x si u se numeste comitant mixt al sistemului (3.1) in

raport cu grupul GL(3,R), dacd are loc identitatea
%(Z,u,a) = A 93(x,u,a)
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pentru tofi q din GL(3,R), orice coordonate a vectorilor x $i u, precum gi orice coeficienti

ai sistemului (3.1).

Marimea g este un numar intreg numit ponderea comitantului.

Daci comitantul mixt > nu depinde de coordonatele vectorului u, atunci urménd [34], il
vom numi pur si simplu comitant, iar daca nu depinde de coordonatele vectorului z il vom
numi, conform [70], contravariant. Daci > nu depinde nici de x, nici de u, atunci il vom
numi invariant al sistemului (3.1) in raport cu grupul GL(3,R).

In [34] este aritat cd expresiile

w1 = 2%y, 9 = agxﬁua, 3 = ai‘aﬁx”um (3.4)

3.4
_ L _ O _ 4, Y _ T
0, =a,, 0= aﬁaf67 0 = avagaﬁ, 04 = 7a]ffaguauBu,ﬂqu

de la coordonatele vectorilor z i u, precum si a tensorului a/, formeaza o baza functionala a
comitantilor micsti ai sistemului diferential neliniar (3.1), unde P este trivectorul unitate
cu coordonatele g'? = —g132 = 312 = 321 = 231 = _ 213 — 1 gi P = () (p,q,r = 1,3)
pentru celelalte cazuri.

Un rol important in studiul sistemelor ternare cu neliniaritati polinomiale (3.1) il joaca

comitantul
_ B8tV
o1 = ajazalx’ztx"eg
e ” o (3.5)
(5123 = —€132 = €312 = —€321 = €231 = —€213 = 1 §1 EByy = 0 (57% v=1, ))
din [34], care este o integrald particulari a sistemului
d? . -
E = ajozxa (]a a=1, 3) (36)

de prima aproximatie ([44], [45]) pentru sistemul (3.1).

3.2. Conditiile invariante de stabilitate a migcarii neperturbate a sistemelor
diferentiale ternare cu neliniarititi polinomiale (cazul necritic)

Vom examina sistemul diferential ternar (3.6). Ecuatia caracteristica a sistemului (3.6)
are forma

0* + L1,3Q2 + Logo+ Lzz =0, (3.7)

unde coeficientii acestei ecuatii se exprimi prin invariantii centroafini (3.4) si au forma

1 1, .
Lig=—b1, Lay=5(62— 07), Lss= —6(913 — 3010, + 205). (3.8)
Cu ajutorul teoremelor lui Lyapunov despre stabilitatea sau instabilitatea migcarii neper-
turbate si teorema lui Hurwitz aplicatd la Exemplul 2.2 (vezi §2.2) obtinem, ci sunt adevirate

urmatoarele teoreme:

ol



Teorema 3.1. Dacd invariantii centroafini din (3.7) — (3.8) ai sistemului (3.1) satisfac
wnegalitatilor
Li3>0, Las>0, Liglos— L33 >0, (3.9)

2

atunci miscarea neperturbatd x* = 2% = 23 = 0, pentru sistemul dat, este asimptotic stabild.

Teorema 3.2. Dacd printre expresiile centroafin-invariante (3.8) a sistemului (3.1) se va
gasi cel putin una din ele mai mare ca zero, atunci miscarea neperturbatd x' = x* = 2® = 0,

a acestui sistem, va fi instabild.

3.3. Despre semnificatia comitantului o; pentru riadacinile ecuatiei
caracteristice a sistemului diferential ternar cu neliniarititi polinomiale

Examinam sistemul ternar (3.1). Sistemul de ecuatii de primd aproximatie pentru acest
sistem are forma (3.6).

Din [34] se cunoagte urmatorul rezultat:

Lema 3.1. Fie in (3.5) 01 = 0. Efectudnd transformarea centroafind

a3

aj

r =x°, z2

in sistemul (3.6) sau (3.1), cdnd a3 # 0 (partea neliniard a sistemului (3.1) #si pdastreazd
forma), atunci coeficientii sistemului (3.6) sau a partii liniare a sistemului (3.1) satisfac

uneta din urmdtoarele condifii:

ay=ay=a} =a; =a> =as=0; a3 = a3; (3.10)
ay=ay=a;=a; =a>=as=0; a3 =ay; (3.11)
ay=a3=aj =a; =a, =a3=0; a3 =ay; (3.12)
ay=a3=al =a} =ay=0; a3#0; a3 =ay; (3.13)
ay=as=a’=da=a)=0; a3 =aj; a;#0; (3.14)
ay=a3 =a; =a, =a3=0; a3 #0; a3 = a3; (3.15)
ay=ai=a}=ay=0; a3 #0; a3 =ay; (3.16)
a?=ai=a’=day=0; a} #0; a=a}; (3.17)
ol =ad =0 a0 o= DI 0 319
2
ai =a3=0; ai #0; a) = (o = ag)i‘lg — ag); ay = M; (3.19)
ay ay
ai=a}=0; a3 #0; a3 = —aé(ai; a%); a3 = (o = a%iga% — aS). (3.20)
2 2



Lema 3.2. Daca pentru partea liniard o sistemului ternar (3.1), cdt si pentru sistemul de
prima aproximatie (3.6) avem o1 = 0, atunci raddcinile ecuatiei caracteristice (3.7) ale

acestor sisteme sunt reale si corespund cazurilor (3.10)—(3.20) conform tabelului de mai jos

Tabelul 3.1. Radécinile ecuatiei caracteristice, cazurilor (3.10) — (3.20)

Cazurile (3.10) — (3.20) | Radacinile ecuatiei caracteristice (3.7)

_ 1. 2.
01 = ay; 02,3 = Q3;

_ 1. _ 2.
012 = a1, Q3 = Q3;

_ 1.
012 = ay; 03 =

_ 1. _ 2.
012 = a1, Q3 = Q3;

_ 1. _ 3.
Q12 = aj; Q3 = Aas;

_ 1. _ .
Q1,2 = ay; 03 = As;

_ 1. _ 2.
01 = Qy; Q23 = G3;

_ 1. _ 2.
012 = a1, Q3 = Q3;

_ 3. _ 1 2 3.
012 = G3; 03 = a; + aj — as;

(3.10)
(3.11)
(3.12)
(3.13)
(3.14)
(3.15) 01 = a%; 02,3 = Q3]
(3.16)
(3.17)
(3.18)
(3.19)
(3.20)

_ 1. _ 1 2 3
012 = ay; 03 = —aj + a3 + as.

Remarca 3.1. Din Lema 3.2 rezultd ca ecuafia caracteristicd (3.1) poate avea radacing

imaginare dacd §i numai dacd o1 din (3.5) nu este identic zero.

3.4. Teorema despre factorul integrant Lie pentru sistemul diferential ternar cu

neliniaritati polinomiale

Vom examina sistemul diferential ternar cu neliniaritdti ptratice, ce se obtine din (3.1)

pentru [ = 2 si are forma

dx?

= al 2 + a{yﬁxa:ﬂﬂ = Pi(z) (j,a,B=1,3), (3.21)

unde tensorul aiﬁ este simetric dupa indicii de jos, dupa care aici se efectueaza convolutia
totala, iar x = (z!, 2%, %) este vectorul variabilelor de faza. Expresiile a/ 2 formeaza partea
liniara a sistemului (3.21), iar agﬁxaxﬁ — partea pétratica a acestui sistem.

Se cunoagte ca F(x) = C este integrald primad a sistemului (3.21) dacd si numai daci

A(F) =0, unde
r=rl (=13 (3.22)

T Oad

iar dupéa j se efectueaza convolutia totala.
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Sistemul (3.21) poseda doua integrale prime functional-independente, care formeaza in-
tegrala generald a acestui sistem.

Presupunem ci sistemul (3.21) admite [69] o algebrd Lie comutativa bidimensionald de
operatori

o fa=1,2j=T3) (3.23)

unde & (x) (j =1, 3) sunt polinoame de la coordonatele vectorului x = (z*, 22, 2%). Aceasta

Xo=¢

inseamnd ci coordonatele operatorilor (3.23) satisfac ecuatiilor determinante
(€a)ar P!+ (622 P2+ (§0)as P = Ea P + E0 P + €0 Pys,
(E2)ar P+ (€2)a2 P? + (82)e2 PP = Ea Py + &P + E0 P, (3.24)
(fg)xlpl + (£i>x2p2 + (&i)ﬁpg = é-épjl + fipa?? + §2P§3 (Oz =1, 2)'

Notam determinantul coordonatelor operatorilor (3.22)—(3.23) cu

& & &
A=1& & & | (3.25)
P p? p?

Din [69] rezulta cd pentru sistemul (3.21) are loc

Teorema 3.3. Dacd sistemul diferential ternar (3.21) admite o algebra Lie comutativa bidi-
mensionald cu operatorii (3.23), atunci functia up = A~ unde A # 0 are forma (3.25), este

factorul integrant Lie pentru ecuatiile lui Pfaff
(EaP? = E2P%)da" + (PP — E0PY)da” + (P — §,P?)da® = 0 (o = 1,2), (3.26)
care definesc integrala generald o sistemului (3.21).

Examindm comitantul sistemului (3.21) din [34] in raport cu grupul centroafin, ce depinde

de doi vectori cogradienti = = (2!, 2%, 23) si vy = (y', 9%, %), forma tensoriald a ciruia este

n= ag‘ﬂ/xﬁxwxéyuaaw. (3.27)
In [34] este aritat cd are loc
Teorema 3.4. Fie in (3.27) n = 0. Atunci sistemul (3.21) are forma
! _ o i(grt 2 3y — pi —13
= + 227 (gx" + ha* + kx°) = P'(z) (j=1,3) (3.28)
st il vom numa sistemul diferential ternar de tip Darboux.

In [34] este demonstrata
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Teorema 3.5. Sistemul (3.28) posedd GL(3,R)-integrala particulard invariantd de forma

(3.5), unde oy este comitantul centroafin al sistemului (3.21) #n raport cu grupul centroafin
GL(3,R).

Remarca 3.2. Dacd comitantul mizt
%2 fr— a%xﬁua (329)

din [71] a sistemului (3.28) #n raport cu grupul centroafin, ce depinde de coordonatele vec-
torului contravariant x = (x', 22, 23) si a vectorului covariant u = (uy, us, us), nu este identic
zero, atunci cel pulin un coeficient al partii liniare a sistemului (3.28) este diferit de zero.

In caz contrar din » = 0 rezultd al, = 0 (j,a = 1,3), iar sistemul (3.28) se reduce la un

ststem patratic omogen trivial.

Remarca 3.3. Dacd comitantul mizt
@ = af,a’ 2 u, (3.30)

din [34] a sistemului (3.21) in raport cu grupul centroafin, ce depinde de coordonatele vec-
torului contravariant x = (x', 22, 23) si a vectorului covariant u = (uy, us, us), nu este identic
zero, atunci cel putin un coeficient al partii patratice a sistemului (3.21) §i prin urmare a sis-
temului (3.28) este diferit de zero. In caz contrar din ¢, = 0 rezultd aiﬁ =0(j,a,=1,3),

iar sistemul (3.21) si, prin urmare, sistemul (3.28) se reduce la un sistem liniar.

3.5. Forma Lyapunov a sistemului diferential critic ternar cu neliniaritati

patratice
Reamintim ca definitia sistemului diferential critic este data in §2.3.

Lema 3.3. Sistemul (3.21) este critic daca §i numai dacd se satisfac conditiile centroafin

muariante

Li3>0, La3>0, Lzz=0, (3.31)

unde L; 5 (i = 1,3) sunt din (3.8).

Demonstratie. Ecuatia caracteristica a sistemului (3.21)

1 1 1
ay—0 4y as
2 2 2 —
a; a;—o0 a3 =0,
3 3 3
ay ay a3 — 0
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are forma (3.7), unde L;3 (i = 1,3) sunt din (3.8).
Pentru ca (3.7) sd posede cel putin o riadacina nuld este necesar gi suficient si aiba loc

ultima egalitate din (3.31). Atunci ecuatia (3.7) se va scrie sub forma

0>+ Li30+ Loz = 0.

Pentru ca aceastd ecuatie sa aiba toate radacinile cu partile reale negative, comform
Teoremei lui Hurwitz (vezi exemplul 2.1), este necesar gi suficient si se satisfacd primele
doud inegalitati din (3.31). Lema 3.3 este demonstrata.

Urmand A. M. Lyapunov [44] avem

Lema 3.4. In cazul conditiilor (3.31) sistemul (3.21), printr-o transformare centroafind,

poate fi adus la forma critica Lyapunov

d 1
_CZ = aiﬁmaxﬁ,
o (3.32)
T . . N
o :azyxa—l—aiﬂxo‘xﬁ (1=2,3;a,8=1,3),

unde prima ecuatie se numeste criticd, tar celelalte doud necritice.

Demonstratie. Vom ardta ci sistemul de prima aproximatie (3.6), pentru sistemul (3.21),
in conditiile (3.31), admite o integrald primi liniard (acest lucru este aratat in [44], pentru
orice sistem diferential multidimensional cu neliniaritati analitice).

Vom examina aceasta integrald sub forma
Azt + Ba* + C2® = Oy (A2 + B* +C? £0) (3.33)

unde A, B,C sunt niste constante necunoscute, iar C] este o constanta arbitrara. Atunci

avem
al Ax® + a2 Bx® + a2 Cax® = 0,
de unde, egaland expresiile de pe langa x!, 2%, 23, obtinem
aiA+aiB+alC =0,
ayA +a3B + a3C = 0, (3.34)
asA+ a3B + a3C = 0.

Pentru ca acest sistem si admiti o solutie netrivialsa A% + B? + C? # 0 este necesar si

suficient ca

ap ai aj
ay a3 a3 | = Lsz =0,
az a3 az



unde L3 este din (3.8). Aceastd conditie se contine in (3.31). Prin urmare, in aceasta
situatie, o integrald de forma (3.33) intotdeauna existd pentru sistemul (3.21).

Presupunem ca in (3.33) are loc conditia A # 0. Atunci, considerand substitutia cen-

troafina
Tt = Art + B2® + Co?, 7° =% 7 =2° (3.35)
avem
dz! dz! dz? dz®  dz? o f dz?
— =A—+B—4+C—, —=—, — = —
it a Pw T w T @ @

sau in virtutea sistemului (3.6), pentru prima egalitate obtinem

d—l
% = (alA+aiB + a3C)x" + (a3A + a3 B + a3C)a* + (a3A + a3B + a3C) 2.
Luand in consideratie (3.34), gasim % = 0, iar celelalte ecuatii din sistemul (3.6) isi

pastreaza forma. Efectuand substitutia (3.35) cu conditiile (3.31) in (3.21), in mod ana-
log obtinem (3.32), deoarece aceastd substitutie nu schimba forma partilor patratice din
sistemul (3.21).

Usgor se poate verifica cd in cazul B # 0 substitutia
= Azt + B2+ Ca?, =2, =27,
in sistemul (3.2), il aduce la forma (3.32), iar pentru C' # 0 substitutia
' = Azt + B2+ C2?, =22 P =2!

asupra sistemului (3.21) are acelagi efect. Lema 3.4 este demonstrata.

3.6. Sistemul critic ternar cu neliniaritati patratice de tip Lyapunov-Darboux

si conditiile invariante de stabilitate a migcarii neperturbate

Deoarece la transformarea centroafind nu se schimbi identitatea n = 0 (vezi (3.27)),
atunci conform Lemei 3.4, sistemul (3.28), in cazul conditiilor (3.31), poate fi adus la
urmatoarea forma critica:

dz?

— =2x2'(gx" + ha* + ka?),

o dt (3.36)
d_:z; =alx® + 227 (ga' + ha® + k2®) (j=2,3;a=1,3).

Acest sistem il vom numi critic de tip Lyapunov-Darbouz.

Pentru simplitate vom introduce urmatoarele notatii:

(3.37)

I
3
)
ww
I
3

— — _ _ 2 __ 2 _ 3 _ 3
r=x, Yy=xr, 2=, a4y =p, Gy =4(g, A3 =T, A1 =S8, Gy
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Atunci sistemul (3.36) va primi forma

d
d—f = 2z(gx + hy + k=),
d
= pr a2+ 2y(gr + hy + k2), (3.38)
d
d—j = sz +my +nz + 2z(gx + hy + kz).

unde g, h, k,m,n,p,q,r,s sunt coeficienti reali arbitrari.

Analizam ecuatiile necritice

pr+qy+rz+2y(gr + hy +kz) =0,
(3.39)

st +my +nz+2z(gx + hy + kz) = 0.
Deoarece in sistemul (3.38), conform conditiilor (3.31), avem Ly 3 = ng —mr > 0, atunci
putem presupune, fira a pierde din generalitate, ca ng # 0.

Din prima relatie (3.39), il exprimam pe y, iar din a doua pe z. Obtinem

2
y=—ta— Lz "ylgr+hy+ k=),
q 7 1 (3.40)
s m 2
z2=——x——y— —z(g9x + hy + kz).
n n n

Vom cauta pe y si 2z ca functii olomorfe de x. Atunci putem scrie

y(@) = A + Aga” + Agt® + Aga® + As2® + -+ (3.41)
Z(ZL‘) = le‘f‘BQl’Q‘f“Bgl‘g+B4ZE4—|—B5$5+... )

Introducand (3.41) in (3.40), obtinem

Ay + Agx® + Aga® + Ayrt + Asa® + -+ = —]—9$ — C(le + Bya® + By +
q

q
2

+B4ZE‘4 + B5l’5 + - ) q(All' + A2$2 + A3(L’3 + A4l’4 + A5.T5 + - )[g$+

+h(Aiz + Aga® + Aza® + Ayt + Asz® + - )+
+k(Bll' + BQZL'Q + B3J]3 + B4[L‘4 -+ B5x5 I )L
S m

B1x + Box® + Bsa® + Byr' + Bsa® + -+ = ——x —

(A1$+
n n

2
(Bix 4 Bya® + Bsa® + Bya'+

+Agx? + Asx® + Ayt + Ag2® + ) — -

+Bsz® + - )gx + h(Ajx + Agx® + Asx® 4+ Ayx* + Asz® + - )+
+k(Byx + Byx® 4 Bsa® + Bya' + Bsz® +---).
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De aici avem
P+ TBl

q
29141 + T'BQ + QhA% + QkAlBl 2 2gA2 + TBg + 4hA1A2 + ZkAlBQ + 2]€A2B1 3

q q
2gA3 —|— TB4 —|— 4hA1A3 —f- Qk?AlBg —|— QhA% —|— QkAQBQ —|— 2kA3B1 4
—_ m _

q
_ 2gA4 +rBs + 4hA1Ag + 2kA By + 4h Ay Az + 2k Ay By + 2k A3 By + 2kA4 B, o

q
le + BQ$2 + B3I3 + B4LU4 + B5135 +--- =

Ayr 4+ Aga® + Aza® + Ay + Asz® + - = — r—

Y

mA; + s
— X
n
mAg + 2g31 + 2hA131 + 2]€B% 2 mA3 + 2ng + 2hA132 + 2hAgBl + 4k7BlBQ 3

n n
mA4 + 2933 + 2hA1B3 + 2hA2B2 + 2hA3B1 + 2]€Bg + 4]€BlB3 4
— x p—

n
mA5 + 29B4 +2hA By + 2hA2B3 + 2hA3B2 + 2hA4B; + 4k By B3 + 4k B, By 5 n
J— x e
n

Obtinem
A = Ts—np’ B, — mp—CJS;
ng —mr ng —mr
2
Ay=———(gnA; — grB; + hnA% + (kn — hr)A;B; — kTB%)v

nqg —mr
2

By=———
ng —mr

(—gmA; + gqB, — hmA? + (hq — km)A, B, + kqB?),

2
A3 = —m(gnAg — g?"Bg + 2hnA1A2 + (kn — hT) (A1B2 + AQBl) — QkTBlBg),
2
B3 = —m(—gm/lg + QQBQ — thAlAQ + (hq — km)(A132 + AgBl) + QkQBlBQ),
2
A4 = ——[gTLA3 — gT’Bg + 2hnA1A3 + hnA% + (/m — hT’) (A1B3 + AQBQ + AgBl)—

nqg —mr
—kr(2B,Bs + B3)],
2 2
By = ——[—gmAs + 9gqB3s — 2hmA; A3 — hm A5+
nqg —mr
+(hg — km) (A1 B3 + AaBy + A3By) + kq(2B,Bs + B3)],
2
A5 = ——[gnA4 — g?"B4 + 2hn(A1A4 + A2A3)+
ng —mr (3.42)
—i—(kn — hT)(AlB4 + A2B3 + AgBQ —|— A4Bl) — 2]67"(31.84 + Bng)],
2
By = —————[~gmAy + gqBy — 2hm (A1 Ay + Az Az)+
ng —mr
-I—(hq — k;m)(AlB4 + Ang + A3BQ + A4Bl) + qu(BlB4 + BQB3)], Ce

Remarca 3.4. Pentru sistemul (3.38) avem
La3 = ng —mr,
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care, conform conditiei (3.31), este mai mare ca zero.
Introducand (3.41) in partea dreaptd a ecuatiei diferentiale critice (3.38), avem
2x(gx + hy + kz) = Ciz + Coz? 4 Csa® + Cyz* + Csa® + - - -,
sau in forma desfagurata
22[gr+h(Aiz+ Agr? + Agx® + Ayt + Asa®+- - )+ k(Bir+ Byr? + Byr® + Bya* + By 4 - )] =

= C1z 4 Cor® + Cs2® + Cuz* + Csa® + - - -
De aici obtinem
C1 =0, Cy=2(g+hA1 +kBy), C3=2(hAs+kBy), Cy=2(hAs+ kBj),
Cs =2(hAs+ kBy), ...

(3.43)

Conform Teoremei 2.3, pentru cazul ternar, obtinem ca are loc

Lema 3.5. Stabilitatea miscarii neperturbate cu conditiile L;3 > 0 (i = 1,2) din (3.8),
descrisa de sistemul miscarii perturbate de tip critic Lyapunov-Darbouz (3.38), include toate
cazurile posibile in urmdatoarele doud:

L g(ng—mr)+ h(rs —np)+ k(mp—qs) # 0, atunci miscarea neperturbatd este instabild;

II. g(ng —mr) + h(rs —np) + k(mp — qs) = 0, atunci miscarea neperturbata este stabild.

In ultimul caz, existd o serie continud de miscari stabilizate (stationare), la care apartine
st mascarea neperturbatd examinata st atunci toate miscarile acester serii, destul de apropiate
de cea neperturbati incluzind-o si pe ultima, vor fi stabile. In acest caz, pentru perturbari
destul de mict orice miscare perturbatd se va apropia asimptotic catre una din miscarile
stabilizate (stationare) a seriei mengionate.

Demonstratie. Examinam girul (3.43). Conform Teoremei 2.3 avem cd daca Cy # 0, atunci
migcarea neperturbata generatd de sistemul (3.38) este instabild. Introducénd in Cy pe A;
$i By din (3.42), obtinem

2
Co = o slotng = mr) + h(rs = np) + k(mp — g3)]

Conform Remarcei 3.4, din Cy # 0, rezulta cazul I al Lemei 3.5.

Presupunem Cy = 0. Atunci din (3.43) avem
g = —hAl — k?Bl

Introducand aceastd expresie in As gi Ba, din (3.42) obtinem



Utilizand aceste egalitati in (3.42) obtinem
A, =B =0 (k>2).

Prin urmare, din (3.43), avem Cy = 0 (k > 2). Atunci, conform Teoremei 2.3, obtinem

cazul II din Lema data. Lema 3.5 este demonstrata.

In continuare vom avea nevoie de urmatorii comitanti ai sistemului (3.21):

P = agﬁmﬁ, Py = agafw:ﬁ, Py = agagax”’, Do = ag‘agag(;x‘s, (3.44)

unde py, ps — p1p sunt din [34].
Calculand comitantii (3.44) si invariantii 6y si 6, din (3.4), pentru sistemul (3.25) cu
notatiile (3.37) obtinem

30sp1 — 401 ps + 301p9 — 8p1o = —8[g(ng — mr) + h(rs — np) + k(mp — ¢s)|x.
Cu ajutorul Lemei 3.5 si a expresiei invariante de mai sus obtinem

Teorema 3.6. Daca pentru sistemul diferential ternar (3.21) a miscarii perturbate se sa-
tisfac conditiile invariante (3.31) si n = 0 din (3.27) (adica sistemul este critic de tip
Lyapunov-Darbouz), atunci stabilitatea miscarii neperturbate descrisa de acest sistem, in-
clude toate cazurile posibile in urmatoarele doud:

1. 365py — 401ps + 301p9 — 8p1o Z 0, atunci miscarea neperturbatd este instabild;

11. 30>p1 — 4601ps + 301pg — 8p1g = 0, atunci miscarea neperturbata este stabilda.

In wltimul caz, existd o serie continud de migcdari stabilizate (stationare), la care aparfine
st miscarea neperturbatd examinata si atunci toate miscarile acestei serii, destul de apropiate
de cea neperturbatd incluzind-o si pe ultima, vor fi stabile. In acest caz, pentru perturbari
destul de mici orice miscare perturbatd se va apropia asimptotic catre una din miscarile
stabilizate (stationare) a seriei menfionate. Frpresiile 01,05 sunt din (3.4), iar p1,ps — Pio

din (3.44).

3.7. Forma Lyapunov a sistemului diferential ternar cu neliniaritati patratice

Examindm sistemul (3.21). Conform [34] are loc

Lema 3.6. Dacd in (3.5) avem o1 # 0, atunci sistemul (3.21), printr-o transformare cen-

troafindg poate fi adus la forma

it =2+ aiﬁxaxﬁ,
i? = 2% + a2 ;22 (3.45)
jfg = —L373£131 — L273£E2 — L1731E3 + azﬁxo‘xﬁ,

unde L;3 (i = 1,3) sunt din (3.8).
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Demonstratie. Consideram substitutia

Tl =00, T2 =10, T =i, (3.46)

unde »; (1 =1, 3) sunt din (3.4). Din (3.46) obtinem

U1 U2 us
_ (o %1 aq aq _
Det(%la 2, %3) - al ual CL2 ua1 0/3 ual - 547

anB anB anB
afaug ajajug agagug

unde 04 este din (3.4), iar

1
1 al o al « =1
T = 5—[(a21a3 Ugtiay s — a5 A5 a0UG, Up )T +
4
«a o ~2 a a =3
+(aSalugus — agaluguy) T 4 (a5 Un, Uy — a5 Ua, uz)T?],
1
2 al o al « =1
T = 5_[(a31a1a§“aluﬁ — af'agagua, ug) T+
4 (3.47)
(0% B (0% ﬂ —2 a1 a1 =3
+(agabupuy — afaugus)z® + (A U, Uz — a5 Ug, U1 )T7],
1
3 _ ar o f ar o B —1
r° = —[(af'aSaua, ug — astatabua, ug)T +

04
-3

+(a‘fa§u5u2 — ag‘aguﬂul)fz + (a9 U, U1 — aT g, Uu)T7].

Introducand substitutiile (3.46)—(3.47) in sistemul (3.21) si ludnd in consideratie din [35]
cd 0y # 0 & 07 # 0, obtinem sistemul (3.45), in care s-au pastrat notatiile initiale ale

variabilelor gi coeficientilor partilor patratice. Lema 3.6 este demonstrata.

Lema 3.7. Fcuatia caracteristica (3.7) a sistemului (3.45) cu oy # 0 are radacini pur

mmaginare dacd st numai dacd acest sistem are forma

it =2+ alzata’,

i* = 2° + agaa’, (3.48)

.C‘CB = —L1’3L2’3£If1 — L2’3$2 — L173$'3 + aiﬁzcaxﬁ (L273 > O),
unde L;3 (i =1,3) au forma (3.8).

Demonstratie. Conform Remarcei 3.1 este necesar de examinat doar cazul cand oy # 0.
Necesitatea. Presupunem ca ecuatia caracteristici (3.7) posedi ridacini pur imaginare
01 = i, 02 = —ai (o # 0 - real), iar a treia radacina, evident, este reald p3 = 4. Cu ajutorul

teoremei lui Viete pentru radicinile ecuatiei caracteristice (3.7), putem scrie

01+ 02+ 03=—L13, 0102+ 0103+ 0203 = La3z, 010203 = —L3g3.
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Atunci conform presupunerii de mai sus, asupra radicinilor ecuatiei caracteristice (3.7)

si a ultimilor egalitati, obtinem
p= —L1,3, o = L2,3, L3,3 = L1,3L2,3-

de unde, datorita faptului cd a # 0 este real, avem Lo 3 > 0. Introducand ultimile conditii
in sistemul (3.45), obtinem (3.48). Necesitatea este demonstrati.

Suficienta. Presupunem ci sistemul (3.45) are forma (3.48), atunci ecuatia caracteristica
(3.7) se va scrie sub forma (¢* + La3)(0 + Li3) = 0, de unde avem, pentru Loz > 0, doud
radacini pur imaginare si o radacina reala. Suficienta este demonstratd. Lema 3.7 este

demonstrata.

Lema 3.8. Sistemul (3.48) cu o1 # 0 din (3.5), printr-o transformare centroafing, poate fi

adus la forma Lyapunov [44] (§ 83) a partii liniare a primelor doua ecuatii

it = —Xa? + al gzl
i? = Ax' + a2 gza’, (3.49)
3

3 =a? — L2 + aiﬁxaxﬁ,

unde Ly 3, Lag sunt din (3.8), iar N> = La3 (La3 > 0).

Demonstratie. Vom examina forma Lyapunov a partii liniare a sistemului diferential ternar

(3.49). Conform [44] (§33), partea liniard a acestui sistem trebuie si aiba forma

Xl=-AX24 . X2=AX'4..., X3=0aX'4bX24 X3+ .., (3.50)

unde prin trei puncte se intelege partea patratica a sistemului dat. Coeficientii A, a, b, ¢ sunt

expresii de la L; 3 (i = 1,3), iar noile variabile X', X2 X? au forma
X' = ai2' + aor? + asx®, X2 = Bial + Box® + Bsx®, X3 = yia! + e + 322, (3.51)

unde
G Qg O3

A=1p6 B Bs|#0. (3.52)
T2 3
S& observam ca substitutia (3.51), in aceste conditii, formeaza o transformare centroafina.
Introducand transformarile (3.51)—(3.52) in partea liniard a formei Lyapunov (3.50) si com-
parand cu sistemul (3.48), obtinem un sistem din 9 ecuatii algebrice cu 12 necunoscute.

Rezolvand acest sistem avem
Xl = —Li3)\$1+>\l’3, X2 = L173L273l’1+(L%73+L273)$2+L1’3$3, X3 = 2L273I1+L1’3ZE2+I3,
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unde \? = Ly 3, iar

A= —2Ly AL+ La3) #0 (Laz > 0).

Aceastd transformare aduce partea liniara a sistemului (3.48) la forma Lyapunov
Xl=AX%24 -, X2=AX'4.o., X3=X2_L3X%4...,

pentru care pastrand notatiile initiale ale variabilelor si coeficientilor partii patratice, forma

cireea nu se schimbi la aceste transformaéri, obtinem (3.49). Lema 3.8 este demonstrati.

3.8. Conditii invariante de stabilitate a migcarii periodice neperturbate pentru
sistemul diferential ternar cu neliniaritati patratice de tip Lyapunov-Darboux
In continuare vom avea nevoie de urmétoarele GL(3, R)-polinoame invariante din 34, 73]

pentru sistemul (3.21) cu notatiile

n= agwxﬂx7x5y“6a5#, P =p = agﬂxﬂ, P, =pg = agaf@m, Py =pp = a?aﬁagéx‘s, (3.53)

unde 7 este un comitant de la doi vectori cogradienti z = (2!, 22, 23) si y = (y',y?, »?) liniar
independenti din (3.27), iar p, ps §i pio sunt din (3.44).

Usor se poate verifica

Lema 3.9. /35/. Daca pentru sistemul (3.21) avem n = 0 din (3.53), atunci partile patratice

ale acestui sistem posedd un factor liniar comun.

Sistemele diferentiale (3.21), cu proprietatea enuntatd in Lema 3.9, le vom numi de tip
Darboug [35]. Insd, dacd partea liniara a sistemului (3.21) are forma Lyapunov, iar partea
patratica - Darboux, atunci asa sisteme le vom numi Lyapunov-Darbou.

In [35] a fost aritat cd are loc

Teorema 3.7. Daca n = 0, atunci sistemul (3.21) poseda GL(3,R)-factorul integrant in-

variant p=t = oo cu oy din (3.5) i

Y = —2L373 + 3L273P1 + 4L173P2 + 4P3 (354)

sunt GL(3,R)-integrale particulare invariante ale acestui sistem cu L;3 (i = 1,3) din (3.8)

si P, (i=1,3) din (3.53).

Lema 3.10. Sistemul (3.21) poate fi adus, printr-o transformare centroafing, la forma

Lyapunov-Darboux

d 1
d_xt = —\2? + 22! (a2 + aj,2® + aja2’) = P
dz’ 1.1, 1.2 1.3 _ p2 3.55
o = v + 22%(a, 2" + ap,2® + ajzat) = P (3.55)
da?

= 2% — Ly32° + 22° (a0 + ajpn® + ajsn’) = PP
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daca si numai dacd au loc conditiile centroafin invariante

o 7#0, =0, Liglyz= Lss, (3.56)

unde N> = Loz (Las > 0), tar oy din (3.5), Lis (i =1,3) din (3.8) si n din (3.53).

Demonstratia Lemei 3.10 rezultd din Lemele 3.7 — 3.9.

Vom determina algebra Lie a operatorilor admisa de sistemul (3.55) (vezi (3.24)). Pre-

supunand ci coordonatele operatorului X = &2 (i = 1,3) au forma &' = Apa? + Al 2P

(8,7 =1,3), ce satisfac ecuatiile determinante
(6o P!+ ()2 P + (€1),0P° = €PL + € Ph + € P,
(E2)ar Pt + (6%)p2 P + (€2)3 P* = €' P + E2P% + £ P,
(53)11]31 + (53):]02]32 + (gg)x‘”’Pg = flpa?l + §2P§2 + £3P§3
1 rezolvand acest sistem pentru sistemul diferential (3.55), obtinem operatorii
$ p tial (3.55), obt D
X, = {ALLP,LUI — X2 +2[(—k — hLys+ g\ (z')? + (9L13+ h)\)xlxz]}i—l—
T
0
+{/\2x1 + )\L173x2 +2(—k—hLi3+ g)\)xle +2(gLy 3+ h/\)(xQ)Q}@—i—
+{A\2? + 2(—k — hLy 3+ g\)a'a® + 2(gLy 3 + h\)2? }(9 -,
X2 = [/\21’1 + )\L173£L'2 + 2<—gL173 — h)\)(Il)Q + 2(9)\ — k- hL173)J} i ]i—f— (357)

+ALy st + N20? + 2(—gLy 3 — hA)z'2® + 2(g\ — k — hL, 3)(z?) ]8i

0
+[—)\[L'1+2( ngg—hA)z [L’ —2(k+hL13—g)\) ]a—
0 , 0
_ 1 2 3 1
X3 = {—)\L173 + 2[(l€ + hL173)1‘ — gLLg.CE + k\x ]}(.CE Ol +x 8 +x 61:3)

Cu ajutorul comutatorilor [X;, X;] = X;X; — X, X, se poate verifica cd acesti operatori

formeaza o algebra Lie tridimensionald comutativa.

In conformitate cu Teorema 3.3, utilizand operatorii X, = &2 (o =1,2; i =1,3) s

facand abstractie de o constanta, obtinem factorul integrant Lie de forma

& & &
M_l = S% 522 53 = ,u_l = [/\L173 — 2((k + hL173)JZ1 — gLLng'Q + k)\l’3)]0'1. (358)
pt p? p3

Cu ajutorul acestei expresii gi a Teoremei 3.3 despre factorul integrant, obtinem

Teorema 3.8. Pentru sistemul (3.55) una din integralele prime are forma

r=0_¢, (3.59)

B
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unde
fr=(@")? + (%)

(3.60)
fo=—AL13+2(k + hLy3)z' — 2gL; 32° + 2 k™.
Corolarul 3.1. Pentru sistemul (3.55) avem
¢ =12Xf, (3.61)

unde ¢ are forma (3.54).

Corolarul 3.2. Integrala prima (3.59) pentru fo £ 0 (p #Z 0) poate fi scrisd ca o integrald
olomorfa de forma
F = (2?4 (22?2 + F(2!, 22, 2°), (3.62)

unde F(z', 22, 23) contine termeni de grad mai mare ca doi in raport cu variabilele x*, 22, x3.

Cu ajutorul Lemei 3.10, Teoremei 3.7, Colorarului 3.1 si 3.2 am stabilit conditiile centro-
afin-invariante de existentd a integralei olomorfe (3.62) pentru sistemul (3.21). Luénd in
consideratie aceastd afirmatie si Teorema lui Lyapunov [44] (§ 40, p. 160) despre determinarea

stabilitatii migcarii neperturbate cu ajutorul integralei olomorfe de tipul (3.62) obtinem

Teorema 3.9. Fie Li3 > 0 din (3.8), iar pentru sistemul (3.21) se satisfac conditiile
centroafin-invariante (3.56) si comitantul ¢ din (3.54) nu este identic zero. Atunci sis-
temul dat admite o solufie periodica, ce va contine o constantd arbitrara si variind aceastd
constantd vom obtine un sir continuu de miscari periodice, ce va definitiva tn sine miscarea
examinatd neperturbatd. Aceastd ultima miscare va fi stabila si oricare miscare perturbatd
destul de apropiata de cea neperturbatd se va apropia asimptotic de cdtre una din miscarile

periodice.

Daca in sistemul (3.55) vom presupune L 3 = 0, atunci acest sistem admite operatorii

Xy = (2h'a? £ 2(k — gA)r'a? — Aa?) o+ (20(a) 4 2(k — N 4 Aa') Lyt
xr T

0
+(2ha?x® + 2(k — g\) (%) + x2)$,
0 0
Xy = [2(k — g\)a'a? — 2hN wta® — )\21:1]% + [2(k — g\)(2?)? — 2R\ 222 2® — )\23:2]@—1—
+12(k — g\ 2?2 — 2hA* (2%)? + /\$1]a—
e,

0
23
0 0

_ (1 3\ (.1 3
X3 = (x" 4+ A”)(z axl—l—x 8x2+x 93

)
Y

)

(3.63)

ce formeaza o algebra Lie comutativa.
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Utilizand primii doi operatori si ficind abstractie de o constanta, in mod analog cazului

precedent, obtinem factorul integrant Lie
pt = (') 4 (2%)) (2! + \a?)?. (3.64)
Cu ajutorul acestei expresii gi a Teoremei 3.3 despre factorul integrant, obtinem

Teorema 3.10. Sistemul (3.55) pentru L3 = 0 posedd integrala generalda compusd din

urmatoarele doud integrale prime

($1>2 + ($2)2

= =C
! (x! + Ax3)? b (3.65)
N2+ 2kat + 2(\g — k)a® + 2X(k + Ah)23 x? '
= + 2k arctg— = Cj.
xt + A3 xt

Remarca 3.5. Algebra Lie (3.63), factorul integrant Lie (3.64), integrala prima Fy din
(3.65) a sistemului (3.55), facdnd abstractie de o constanta, se obtin respectiv din algebra
Lie (3.57), factorul integrant (3.58), integrala prima (3.59) — (3.60) a sistemului (3.55),

inlocuind valoarea Ly 3 = 0 in ele.

3.9. Factorul integrant Lie si integrala generala pentru sistemul (3.28) cu 0, =0

si sq1 # 0, in cazurile (3.10) — (3.12)

Teorema 3.11. Daca coeficientii partii liniare a sistemului Darbouz (3.28) satisfac conditiilor
(3.10) cu se0q1 #Z 0 din (3.29)—(3.30), atunci integrala generald a acestui sistem cu notafiile

3

r=aly =122 2= 2> constd din urmdatoarele doud integrale prime:

Fi=y:' =0, F=a%y 04 % =0, (3.66)
unde
® = aja3 + 2[asgx + ai(hy + k2)). (3.67)

Demonstratie. Presupunem ci coordonatele operatorului (3.23) au forma

£ = Agﬁxﬂ + Al 2P (a>1; B,y =1,3), (3.68)

aBy

ce satisfac ecuatiile determinante (3.24). In urma rezolvarii sistemului (3.24), pentru sistemul
diferential (3.28) cu conditiile »5¢; # 0, din (3.29) — (3.30) si expresiile de tipul (3.68)

obtinem operatorii (z = z',y = 22, z = z°)
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0 0 0
Y1 = (a) + 2g2)a—— + 297y + 2922,

ox dy 0z
0 0 0
Yy = 2hay—— + (a5 + 2hy)y— + 2hyz—
2 = 2hayo—+(ay + y)yay +2hyzo-,
Yy = 2haz2 + (a3 + 2h )zg + oh2 2 (3.69)
5 Ox 2 4 oy 0z’ '
0 0 0
Yy = 2kzy— + 2ky* — + (a3 + 2kz)y—
1= Zhay o+ 2ky e +(ay + 2kz)y o,
9] 0 0
Y; = 2k;xz% + Qkyza—y + (a3 + ka)za
Acesti operatori formeaza o algebra Lie L cu ecuatiile de structura
Y1,Yi] =0 (i =2,5), [Y2,Ys] = —a3Ys, [Y2,Ya] = a3V, [¥2,Y5] =0, (3.70)

V3, Yi] = a3(Ys — Ya), [¥3,¥5] = —a3¥s, [V, V3] = a3V
Cu ajutorul operatorilor Y] si Y3, ce formeaza in conformitate cu (3.69) si (3.70) o algebra
Lie bidimensionald comutativd, obtinem in acest caz, din (3.25), ficand abstractie de o
constanta, factorul integrant Lie de forma pu~' = zyz®, unde ® este din (3.67).
Cu ajutorul acestei expresii gi a Teoremei 3.3 obtinem integralele prime functional in-
dependente (3.66) — (3.67) a sistemului (3.28). Conditiile (3.10) si s0¢1 # 0 din (3.29) —
(3.30) ne asigura cd in acest sistem nu toti coeficientii sunt egali cu zero. Teorema 3.11 este

demonstrata.

Teorema 3.12. Fie coeficientii partii liniare a sistemului Darboux (3.28) satisfac conditiilor

(3.11) cu se0q1 # 0 din (3.29) - (3.30). Atunci integrala generald a acestui sistem cu notatiile

r=aly =122 2= 2> constd din urmadatoarele doud integrale prime:
Fi=zz'=Cp; F=a %y % =y, (3.71)
unde
® = aja3 + 2[a3(gz + k2) + a1hy). (3.72)
Demonstratie. Efectuand substitutiile ' = 2% 7% = z',7° = 2% in sistemul (3.28) cu

conditiile (3.11) obtinem sistemul (3.28) cu conditiile (3.10), pentru care in Teorema 3.11
este determinatd integrala generald. Utilizand acest rezultat si notatiile respective obtinem,
pentru sistemul (3.28) cu conditiile (3.11), integralele (3.71) — (3.72). Teorema 3.12 este

demonstrata.

Teorema 3.13. Fie coeficientii partii liniare a sistemului Darboux (3.28) satisfac condiiilor
(3.12) cu se0q1 # 0 din (3.29) - (3.30). Atunci integrala generald a acestui sistem cu notatiile

r=aly=2%z2=2°

consta din urmatoarele doud integrale prime:
Fi=aly=0y F=y  :90% 4 = 0, (3.73)
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unde

® = ajaj + 2[a3(gz + hy) + ajkz]. (3.74)

Demonstratia Teoremei 3.13 se efectueaza in mod similar Teoremei 3.12 efectuand substitutiile

Tt =23 7% = 22 7% = 2! in sistemul (3.28) cu conditiile (3.10).

3.10. Factorul integrant Lie si integrala generald pentru sistemul (3.28) cu

o1 =0 si ¢ £ 0, in cazurile (3.13) — (3.15)

Teorema 3.14. Daca coeficientii partii liniare a sistemului Darbouz (3.28) satisfac conditiilor
(3.13) cu s0q1 # 0 din (3.29) - (3.30), atunci integrala generald a acestui sistem cu notatiile

x=2ay=212%2=123 constd din urmdatoarele doud integrale prime:

Fi=zz"'=C; Fy=a1"%(a} — ad)y — alz]e% 9 = O, (3.75)

unde

® = aja; + 2[as9x + athy + (a3k — a3h)z]. (3.76)

Demonstratie. Presupunand c& coordonatele operatorului (3.23) au forma (3.68), si re-

zolvand sistemul (3.24) pentru sistemul diferential (3.28), obtinem operatorii (z = z',y =

r? 2 = 1°)
Vi = (a; +2 x)xg—i—Q x 0 + 2gr2—
1=\ g or g yay g 9%’
0 0 0
Y, = (a] + ng)z% + 29yza—y + 2922£,
0 0
Y3 = 2[a3h + (a] — a%)k]fa—x + [ata3 + 2(a3h + (a] — ag)k)y]xgy—i—

0
+[(a7 — a3)(a; + 2kz) + 2a§hz]x$,

Yy = 2[a3h + (a7 — ag)k]ng + [a3(aj + 2hy) + 2(a; — a%)kzy]zg—l—

ox dy
+[(a,} — a%)(a} + 2kz) + 2a3hz]
5 0z 5 (3.77)
Y; = 2[a%hy — (a%h — a2k:) }xa— + {a1a2 + Z[alhy ( - agk)z]}ya—y+

Hatad + 2athy — (30 — a3k)2))zo

z
Acesti operatori formeaza o algebra Lie L cu ecuatiile de structura

[Yla}/Q] - _a%}/Qa D/l?Y?)} - CL%YE% [Yh}/;l] - [}/17}/5} - D/;lay5] = 07
Y3, Y] = all(ed — a)Yi + Yil, %5, Yi] = al(ad — al)%, (3.78)

[Y?a}/:’)] = _a1a2Y27 [Yéay;l] = ai(a% - a2>Y?37 [Y;%YEJ] = ala%Yé'

69



Cu ajutorul operatorilor Y7 si Y, ce formeaza in conformitate cu (3.77) si (3.78) o al-
gebra Lie bidimensionald comutativa, obtinem in acest caz din (3.25), facand abstractie de
o constantd, factorul integrant p~! = z2[(a] — a3)y — a3z]®, unde P este din (3.76).

Cu ajutorul acestei expresii si a Teoremei 3.3 obtinem integralele prime functional in-
dependente (3.75) — (3.76) a sistemului (3.28). Conditiile (3.13) si s0¢; # 0 din (3.29) —
(3.30) ne asigura cd in acest sistem nu toti coeficientii sunt egali cu zero. Teorema 3.14 este

demonstrati.

Teorema 3.15. Daca coeficientii partii liniare a sistemului Darbouz (3.28) satisfac conditiilor
(3.14) cu s0q1 #Z 0 din (3.29) - (3.30), atunci integrala generald a acestui sistem cu notatiile

3

r=aly =122 2= 2> constd din urmdatoarele doud integrale prime:

Fy=[(a] — ad)y + azz]z = Cy;
o (3.79)
Fy = 2" (a) — a3)y + a32] B0% ™4 = Oy,

unde

® = ajaj + 2[ai(gz + hy) + (a1k — a3h)z]. (3.80)

Demonstratie. Presupunand cd coordonatele operatorului (3.23) au forma (3.68), si re-
zolvand sistemul (3.24) pentru sistemul diferential (3.28), obtinem operatorii (z = z*,y =

22 2 = 2°)

0 0 0
Y; = (al + 2g:v)x% + 29:)sya—y + 2g:vz£,

9, 9]
Yy = (ay + 2g2)[(a1 — a3)y + azz]o— + 2g[(ay — ay)y + azzly- -+

ox dy
+2g[(a; — a3)y + azz]z2
1 3 3 827
0 0 0
Y; = thQ% + (ay + 2hy)xa—y + 2hxz@,
0 0]
Y = 2h{(a} — al)y + azla— + (a} + 2hy)[(a} — ad)y + 3]+
ox Jy
+2h[(a} — ad)y + agz]zaﬁ, (3.81)
z
Ys = 2[azhy + (ajhk — agh)z}xg + {aja3 + 2[ashy + (ajk — agh)z]}yag—i—
Z )
+lajas + 2(ashy + (ajk — agh)z)]z%.
Acesti operatori formeaza o algebrad Lie L cu ecuatiile de structura
[Yla}/Q] - _a%}/Qa D/l?Y?)} - CL%YE% [Yh}/;l] — [}/17}/5} - D/;lay5] - 07
Y2, Ya] = all(a — al)Yi + Y, [¥,Yi] = al(a} — a})¥a, (3.8

[Y?a}/:’)] = _a%agy% [Yéay;l] = ai(a% - ag)Y:s, [Y;%YEJ] = aiang.
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Cu ajutorul operatorilor Y; si Y5, ce formeaza in conformitate cu (3.81) si (3.82) o al-
gebra Lie bidimensionald comutativa, obtinem in acest caz din (3.25), facand abstractie de
o constantd, factorul integrant p~! = z2[(a] — a3)y + a2z]®, unde P este din (3.80).

Cu ajutorul acestei expresii si a Teoremei 3.3 obtinem integralele prime functional in-
dependente (3.79) — (3.80) a sistemului (3.28). Conditiile (3.14) si s0¢; # 0 din (3.29) —
(3.30), ne asigurd ca in acest sistem nu toti coeficientii sunt egali cu zero. Teorema 3.15 este

demonstrati.

Teorema 3.16. Daca coeficientii partii liniare a sistemului Darbouz (3.28) satisfac conditiilor

(3.15) cu 25q1 # 0 din (3.29) — (3.30), atunci integrala generald a acestui sistem cu notatiile

r=aly =122 2= 2> constd din urmdatoarele doud integrale prime:
F1 = yz_l = Ol,
o o (3.83)
Fy =y (a5 — ay)r — azz]2dN ™% = (O,
unde
® = aja; + 2[asg9x + athy + (atk — a3g)z]. (3.84)
Demonstratie. Efectuand substitutiile ' = 2% 7% = 2}, 7> = 2% in sistemul (3.28) cu

conditiile (3.15) obtinem sistemul (3.28) cu conditiile (3.13), pentru care in Teorema 3.14
este determinata integrala generala. Utilizand acest rezultat si notatiile respective obtinem
pentru sistemul (3.28), cu conditiile (3.15), integralele (3.83) — (3.84). Teorema 3.16 este

demonstrati.

3.11. Factorul integrant Lie gi integrala generald pentru sistemul (3.28) cu

01 =0 si sq1 # 0, In cazurile (3.16) — (3.18)

Teorema 3.17. Daca coeficientii partii liniare a sistemului Darbouz (3.28) satisfac conditiilor
(3.16) cu »5q1 # 0 din (3.29) — (3.30), atunci integrala generald a acestui sistem cu notatiile
3

r=aly =122 2= 2> constd din urmdatoarele doud integrale prime:

Fy = (—ale + ajy)[(al — ad)y + 2] " = C; 555
Fy =2 (a} — )y + a2z) oo~ = ¢, '
unde

® = ajaj + 2[aj(gx + hy) + (ajk — a3g — a3h)z]. (3.86)

Demonstratie. Presupunand ci coordonatele operatorului (3.23) au forma (3.68), si re-
zolvand sistemul (3.24) pentru sistemul diferential (3.28), obtinem operatorii (z = ',y =

2?2 = a%)
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B 9 9
V) = (aj +2g2)(a3z — aéy)% +2g(ajz — aéy)ya—y +2g(a3z — aéy)z&,

9) 0
Yz = (ag +2g2)[(a1 = a3)y + a32] 5 + 2g[(ar — as)y + a§Z]ya—y+

0
F2gl(al — -+ el
0
Yz = {a3[ajaz + 2(azg + a3h)x]y + Wa:z}——l—
+Hazlarad + 2(azg + azh)y] + Wz}ya

+{a3laya; + 2(azg + a3h)y] + Wz}z—,

0z 5 (3.87)

Vy = {a3[2(a3)*ha’ + (a3)*(ag + 292)y] + a§,sz}a—+
i

0
Hasl(a5)* (o + 2hy)x + 2(az)* gy + asWy2} o+
) (9
+{ajlai(aia; + 2a3gy) + 2(a3)*ha] + %WZ}Z
Y; = {ag [Qaiagkxz — aé[(al — a3)(a1 + 2gx)y + 2a39x2]] — a1sz}%+

9
+{a3laya3(a3 + 2ky)z — 2a3((a} — a3)gy + a3gz]y] — aiWyz}a—+

) a
+{a3[a3(ata3 + 2aigy) — ajai(a; — 2kz) — 2a3g(ajy + a32)] — ‘11WZ}Z

unde W = 2a3(alk — a3h — alg).

Acesti operatori formeaza o algebra Lie L cu ecuatiile de structura

V3, Y5] = a3(ad)’[V1, Va] = —ai[¥1, Ys] = ajad[Va, V3] = —ajaja3(ad)®Ys,
V1, V3] = [Ya,Ys] = 0, [Y3,Ys] = —aiY1,Ys] = —ajazaifas(asYy — Ys) + Y, (3.88)

[V, Ys] = aza3[Ya, Ya] = ajazaiasfas(as — a1)Y1 — azazYs + (ay — a3)Ys + V3].

Cu ajutorul operatorilor Y7 si Y3, ce formeaza in conformitate cu (3.87) si (3.88) o al-
gebra Lie bidimensionald comutativa, obtinem in acest caz din (3.25), facand abstractie de
o constantd, factorul integrant p' = (—ajz + ajy)z[(a] — a})y + a32]®, unde @ este din
(3.86). Cu ajutorul acestei expresii gi a Teoremei 3.3 obtinem integralele prime functional
independente (3.85) — (3.86) a sistemului (3.28). Conditiile (3.16) §i s0q; # 0 din (3.29) —

(3.30) ne asigura cd in acest sistem nu toti coeficientii sunt egali cu zero. Teorema 3.17 este

demonstrati.
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Teorema 3.18. Daca coeficientii partii liniare a sistemului Darbouz (3.28) satisfac conditiilor

(3.17) cu s30q1 #Z 0 din (3.29) - (3.30), atunci integrala generald a acestui sistem cu notatiile

r=aly =122 2= 2> constd din urmdtoarele doud integrale prime:
Fi=yz' =0y
(3.89)
_ _at 1 2 1 1 1—a2 fa2—al
Fy = 2% (a) — a3)x + asy + azz] 202" = Oy,
unde
® = aj(a; +297) + 2[(arh — ayg)y + (ark — azg)z]. (3.90)

Demonstratie. Presupunand c& coordonatele operatorului (3.23) au forma (3.68), si re-

zolvand sistemul (3.24) pentru sistemul diferential (3.28), obtinem operatorii (z = z',y =

r? 2 = 1°)
1.2 1 2 1 d 1 2 2 1y O
Y1 = {a2a2 + 2[%9 + (GQ - al)h]x}y% + [2%99 + (a3 + Qh?J)(% - al)]y8_y+
0
+2[azg + (a3 — ap)hlyz -,
0 0
Y = [a3a; + 2azg + (a3 — ap)h)ale - + 203y + (a5 + 2hy) (a5 — o))z +
0
+2[ay9 + (a3 — ai)h]f&,
0 0
Y3 = 2(ask — aéh)xya—x + [~aza3 + 2(ajk — aéh)y]ya—y—i—
+labad + 2(akk — abh)2ly2
0z
Yy = 2(adk — alh)ng + [—azas + 2(azk — alh)y]zg—k
4 2 3 8IE 3%2 2 3 ay
+[azas + 2(azk — aéh)z]zg,
0z
0
Y5 = [aya3(a; + 292) + 2(azy + azz)(ah — ayg)|x——+ (3.91)

ox
1.2

0
Hazaz(ay + 297) + 2(azy + azz)(arh — azg)]y + aiaéaiz}a—f

+2[asazgz + (azy + ayz)(ajh — a%g)}za.

Acesti operatori formeaza o algebra Lie L cu ecuatiile de structura
Y1, Y] = a3(a) — a3)Ya [¥1, V3] = a3lazYs + (a3 — a1)Y3],
a105[Y1, Y] = —a3[Y1, V5] = —aja3[Ya, Y] = a3[V2, Y5] = ayay03a3Y5,
V2, Ys] = —a3[ayYi + () — a3)Yi],
ar[Ys, Ya] = =[5, Y] = aya3(a;¥s + a3Ya), [V3,Y5] = 0.

(3.92)

Cu ajutorul operatorilor Y; gi Y5, ce formeazi in conformitate cu (3.91) si (3.92) o al-

gebra Lie bidimensionald comutativa, obtinem in acest caz din (3.25), ficand abstractie de
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o constanta, factorul integrant ' = 2(ady +alz)[(a] — ad)z + aly + alz]®, unde P este din
(3.90).

Cu ajutorul acestei expresii gi a Teoremei 3.3 obtinem integralele prime functional in-
dependente (3.89) — (3.90) a sistemului (3.28). Conditiile (3.17) si s2q1 # 0 din (3.29) —
(3.30) ne asigura cd in acest sistem nu toti coeficientii sunt egali cu zero. Teorema 3.18 este

demonstrata.

Teorema 3.19. Dacad coeficientii partii liniare a sistemului Darbouz (3.28) satisfac conditiilor

(3.18) cu 20q1 # 0 din (3.29) — (3.30), atunci integrala generald a acestui sistem cu notatiile

r=aly =122 2= 2> constd din urmdtoarele doud integrale prime:

Fy = z[(a1 — ad)x + ajy + azz] ™t = O;

; s (3.93)
Fy = (agy + a32)"[(a) — a3)x + ayy + a3z] 202" = (y,
unde
® = alala} +2(a}lelgr + (alh - adg)y + (afk — ag)e] + af(al —aPhz}.  (394)

Demonstratie. Presupunand ci coordonatele operatorului (3.23) au forma (3.68), si re-
zolvand sistemul (3.24) pentru sistemul diferential (3.28), obtinem operatorii (z = z',y =
22 2 = 2°)

B 9
Y, = (ay + 2g2)[(a} — a3)z + aéy]% +2g[(a} — a3)z + aéy]ya—er

0
F2l(al =)o + e
0 0 0
Yy = (a] + 2gx)z% + 29yza—y + 2gz2$,
0 0
Ys = 2(ask — ash)rz—— + [—ajas + 2(azk — ash)ylz—
3 (ay as )xzﬁx + [—aja3 + 2(ay a3 )y}zay‘i‘
+lajay + 2(ajk — aéh)z]zﬁ,
0z (3.95)

0
Vi = {akebad + 2adadgr + (ath — alg)(aky + abs)l}o s+

+aladlaly +abs) + 2lodalgn + (alh — abo)aby + afolll -+

+2labadgr + (alh — alo)(aby + ade)]e
Ys = (ajajasas + W)x% + [ataiai(ai — at)x + Wy + ai(aé)%%z]%—l—
Haraza((a) — a3)z + agy) + Wzl

unde W' = 2a3a39(a3e—azy—azz)—2azh[(asr—azy) (a1 —a3)—ajaz2]—2a303k( (a3 —ay )z —azy).
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Acesti operatori formeaza o algebra Lie L cu ecuatiile de structura

V1, Y2] = aia; — a1)Ya, [Ye, V5] = aya5[—aY1 + aza5Y> + (a1 — a3)Y3),
ag[YhYJ] =-[¥1, Y] = _aéag[YQ’YE’)] = aé[YQ’YZl] = a1a2a3agY27 (3.96)
V1, Y5] = ag[azaza3Ys — ay(a3)*azYs — az(ag — a3)Ya + (ag — a3)Ys),

Vs, Ya] =0, a3[Ys, Ys] = —[V4, Y5] = ajaza[—aza3Ys + azYy — V3],

Cu ajutorul operatorilor Y3 gi Yi, ce formeaza in conformitate cu (3.95) si (3.96) o al-
gebra Lie bidimensionald comutativi, obtinem in acest caz din (3.25), facand abstractie de
o constantd, factorul integrant ' = 2(ady +alz)[(a] — ad)z + ady + alz]®, unde P este din
(3.94).

Cu ajutorul acestei expresii gi a Teoremei 3.3 obtinem integralele prime functional in-
dependente (3.93) — (3.94) a sistemului (3.28). Conditiile (3.18) si s2q1 # 0 din (3.29) —

(3.30) ne asigura cd in acest sistem nu toti coeficientii sunt egali cu zero. Teorema 3.19 este

demonstrata.

3.12. Factorul integrant Lie si integrala generald pentru sistemul (3.28) cu

01 =0 si ¢ # 0, in cazurile (3.19) — (3.20)

Teorema 3.20. Daca coeficientii partii liniare a sistemului Darbouz (3.28) satisfac conditiilor

(3.19) cu s0q1 #Z 0 din (3.29) - (3.30), atunci integrala generald a acestui sistem cu notatiile

r =o'y =122 2= 2> constd din urmdatoarele doud integrale prime:

F = z[—a%x + (a% — ag)y — a3 ] =(Cy; (3.97)
Fy = 2 1H%) [—aix — (a3 — af)y — a32] S @R = Oy, |
unde
® = aja3(a; + a3 — a3) + 2{ai(a3g — aih)x + [a3g(a; + a3 — a3)— (3.98)
3.98

_a1(a29 — a1h)]y + [—ag(g(a& a3) + alh) + a,%k:(al + a2 ag)}z}

Demonstratie. Presupunand ci coordonatele operatorului (3.23) au forma (3.68), si re-

zolvand sistemul (3.24) pentru sistemul diferential (3.28), obtinem operatorii (z = z',y =

r? 2 = 1°)
0 0 (9
0 0
Yy = (Va — a3a3)z B + Vyzay (a3as +V2)z 5
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0
Yz = [a2aiTx + 2a3Ux* + 2(adgT — aiU)wy + ai(asT + 2Ux)z ]8x+

8
+a2a3T + 2a2Ux + 2(asgT — aiU)y + 243U 2]y 83/
0
0z’
Yy = {ala3(aigT — a;U)x + a3(—aja3 + a3T)Uy+

+2[a2Uz + (a3gT — aiU)y + a3Uz]z

+2d3[a3g*T — (alg + a2h)U)xy — a2a3W Tz — 2a§Wsz} —+

+[ ( 1) agUx + a1a3(a3gT agU)y + 2“3[%9 T— (a19 + a?h)U]y

P 9 (3.99)
—2a§UWyz]a—y +{2a3[a39*T — (a1g + a3h)Uyz — 2a§UWz2}&,
= {a3[~ajas[(ay — a3)g + aih] + (a7)* kT2~
—azai(ay — ad)Uy + a3[(ay — a3)g + aih]Vay — a3a3(a3g — alk)Tz+
+a3UV3:z}— +{—dai(alg — a3k)Ty + a3[(a; — ad)g+
+aih]Vy® + aSUVyz}— +{—(a?)?a3Uz + aiaz(a; — a3)Uy+
a3l(a; — ad)g + ath)Vyz + a3UV22}—
unde
W = (a2 —al)g — a*h,V = =2(a2g — a’k
(a3 — a3) 1{ (a3 k), (3.100)
T =a;+a5—a3,U=asg— alh.
Acesti operatori formeaza o algebra Lie L cu ecuatiile de structura
[Yb }/2] == _a%agifl7 [}/17 5/3] = a%agT}/l7
V1, Y] = ai(a3)*[(ar — a3)g + ath]Yy,
TV
V1, ¥5] = —atas[——-Y1 = (T — a3)UYz + WY; + Vi,
D@?Y?J = 07 [Y27 }/;1] - a1a3a3U}/17
Vv
Y2, Ys] = afag(asUYs + Vs — ¥5), (3.101)

[Y3,Yy] = —aja3a3TUY,,
TV

Y3, Ys] = afa3(—a3TUY, — 73/3 +TY5),
2TUV
Vi, Vi) = a2a3{ 3=V, + 2TUWY; + [a2ag®T — a2U%—

—atazk((a; — a3)g + alh“Yi’) — a3UY1 + a3((a; — a3)g + ath]Ys},
unde T, U,V sunt din (3.100).
Cu ajutorul operatorilor Y si Y3, ce formeazi in conformitate cu (3.99) si (3.101) o

algebra Lie bidimensionala comutativa, obtinem in acest caz din (3.25), ficand abstractie de
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o constanta, factorul integrant u=' = z(—ajz + (a] —a3)y — a3z)(—atzr — (a3 — ad)y — a32)®,
unde @ este din (3.98).

Cu ajutorul acestei expresii gi a Teoremei 3.3 obtinem integralele prime functional in-
dependente (3.97) — (3.98) a sistemului (3.28). Conditiile (3.19) si s0q1 # 0, din (3.29) —
(3.30), ne asigurd ca in acest sistem nu toti coeficientii sunt egali cu zero. Teorema 3.20 este

demonstrata.

Teorema 3.21. Dacd coeficientii partii liniare a sistemului Darbouz (3.28) satisfac conditiilor

(3.20) cu 2q1 # 0 din (3.29) — (3.30), atunci integrala generald a acestui sistem cu notatiile

3

r=aly =122 2= 2> constd din urmdtoarele doud integrale prime:

Py = (e — abe)[ady + (o} — ad)2] ™ = Cy;

(3.102)
Fy = (a3x — a32)" ™" % [ady — (a} — af)2]" @2 = Oy,
unde
® = a5(a; — a5 — a3)(a; + 292) + 2a3(azg — azh + ask)y+
2ol — ag)g + ai(ar —a; — ap)het (3.103)

+a3(ash — a3k))z.

Demonstratie. Presupunand ci coordonatele operatorului (3.23) au forma (3.68), si re-

zolvand sistemul (3.24) pentru sistemul diferential (3.28), obtinem operatorii (z = ',y =

2?2 = 2%)
Yy = (aj + 2gz)(a5z — alz)2 + 2g(asz — ay2)y— + 2g(ase — agz)z—
1 1 2 2%) 5r 2 2205, 2 22) %5
0 0
Yo = (a1 +2g2)(agy + (a1 — a3)2) 5+ 2g(azy + (a1 — a3) )y 5+
0

2 3 1 2 i
+2g(azy + (ay az)z)zaza

0
Yz = (2a3Wzy + ajazTz — 2(a3W — a1hT)zz)

gﬂ-
0 ‘
+laja3T + 2a3Wy — 2(a3W — a}hT)z]ya— + [a1a3T+
Y
0
+2a3Wy — 2(a3W — aihT)z]za—,
z
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Yy = {—2a5(ayhT + as(azh — azk) — az(ay — a3)g)zy+
Falad(a} — )T+ 2(ad — a2)[(a} — a)(alh — adh) — aledglrz} 5+
H—ayay(az — a3)Ty — 2a3[a1hT + as(ash — azk)—
—ayg(ay — a3)ly® — aj(a; — a3)(ay — a3)Tz + 2(a; — a3)[(azh—

0
—a3k)(ay — a3) — a%aig]yz}a—y +{=a1(a3)’Ty — 2a3[a AT+

+a3(azh — a3k) — azg(ay — a3)]yz + 2(a; — a3)[(a3h — a3k)(a; — a3)—
_aéagg]%}%7 (3.104)
= {—aja3[(a; — ad)h + a3k|Tz + 2aasgW xy+
+ayaylasg + (a; — a3)h + ask]Tz — 2a3g(asW — aihT)xz}é%—i-
+laya3(ay — a3)gTe + ajaya39Ty + 2a3a50Wy*—
~alo}(a} — )gT - 2elgl@W — alhT)yel 2+
Hab @30T + 20839y — 2a3g(a3W — alhT)2")
unde
W =abg — ash + a3k, T =a; — a; — aj. (3.105)
Acesti operatori formeaza o algebra Lie L cu ecuatiile de structura
a;T[Y1,Ys] = [Y1,Yi] = ay[¥a, Ys] = —T1[Y3, Y] = —ajaya3TYy,
Y1, Ys] =0, [Y1,Y5] = ajas[(azg + (a7 — a3)h + ask)TYy — azgYs + Vs,
Ya, 5] = aqa5[—(2a1 — a5 — a3)gTY1 — [azg + (a7 — a3)h + a3k]TYo+
+(ay — a3)gYs — gYa], [Ya,Yi] = ajas(a; — a3)TYs, (3.106)

Y3, Ys] = a103T{~[a39 + (a1 — a3)h + azk]TY1 + aygYs — Y5},
Vi, Ys] = —aya3T{[azg(a; — a3) — [(a; — a3)h + azk](ay — a3)|TY1+
+ay(azg + (ay — a3)h + azk)TYs + ay(a3 — a3)gYs + azgVs — (a7 — a3)Ys}.

Cu ajutorul operatorilor Y7 si Y3, ce formeazd in conformitate cu (3.104) si (3.105) o
algebra Lie bidimensionala Comutativa, obtinem in acest caz din (3.25), ficand abstractie de
o constanta, factorul integrant u' = (ajz — ajz)[ady + (a7 — a3)z|[a3y — (a] — a3)z]®, unde
O este din (3.103).

Cu ajutorul acestei expresii gi a Teoremei 3.3 obtinem integralele prime functional inde-
pendente (3.102) — (3.103) a sistemului (3.28). Conditiile (3.20) i »2¢; # 0, din (3.29) —
(3.30), ne asigurd ca in acest sistem nu toti coeficientii sunt egali cu zero. Teorema 3.21 este

demonstrata.
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3.13. Concluzii la capitolul 3

In capitolul trei au fost supuse cercetirii sistemele ternare cu neliniarititi polinomiale
si un caz special, cand sistemul diferential ternar cu neliniaritati patratice poseda forma de
tip Darboux. Folosind teoremele lui Lyapunov despre stabilitatea sau instabilitatea miscarii
neperturbate, au fost determinate conditiile centroafin-invariante de stabilitate a migcarii
neperturbate pentru orice sistem diferential ternar cu neliniarititi polinomiale, cand partile
reale a radacinilor ecuatiei caracteristice sunt diferite de zero.

A fost studiat sistemul diferential ternar de tip Darboux (3.28) cu neliniaritati patratice
la stabilitatea migcadrii neperturbate, in cazul unei rad&cini nule (cazul critic) si a doui
radacini pur imaginare a ecuatiei caracteristice, precum si integrabilitatea acestui sistem in
cazul radacinilor reale a acestei ecuatii, cind oy, din (3.5), este identic zero. Unele cazuri
de integrabilitate a sistemului de tip Darboux (3.47) cu o1 # 0, din (3.5), au fost examinate
in [34], fird a studia stabilitatea migcarii neperturbate descrise de aceste sisteme.

Vom mentiona ca aga o tratare a stabilitatii migcarii neperturbate cu ajutorul algebrelor
Lie, invariantilor si comitantilor, pentru sistemele diferentiale ternare, nu a mai fost intalnita
pana in prezent. Deoarece aceste sisteme contin in ele unele modele matematice, ce descriu
diverse procese din viata cotidiana, pentru utilizatorii efectului de stabilitate a miscarii
este mult mai usor sa utilizeze aceste conditii, fira a intra in am&anuntele teoriei stabilitatii
migcarii.

Tinand cont de rezultatele obtinute in capitolul trei, deducem urmatoarele concluzii:

1. Pentru sistemele diferentiale ternare cu neliniaritati polinomiale a fost continuat
studiul invariantilor i comitantilor micsti, inceput in [34] cu aplicatii la problemele de sta-
bilitate a migcarii neperturbate descrise de aceste sisteme.

2. Pentru sistemele diferentiale ternare cu neliniaritati polinomiale de orice grad, in cazul
necritic (cand ecuatia caracteristicd a partii liniare poseda radécini cu partea reald nenuld),
au fost obtinute conditiile centroafin-invariante de stabilitate a migcarii neperturbate descrise
de aceste sisteme.

3. Au fost obtinute conditiile centroafin-invariante de stabilitate a migcarii neperturbate
in cazul critic, cand ecuatia caracteristicd a sistemului diferential ternar cu neliniaritati
pitratice de tip Darboux posedd o radacind nuld (cazul critic), precum gi cazul a doui
radacini pur imaginare. In ultimul caz a fost construit integrala Lyapunov, iar cand radacina
reald este nula, a fost construita integrala generala.

4. Au fost construite algebrele Lie pentru sistemele diferentiale ternare de tip Darboux
cu neliniaritati patratice, pentru toate cazurile posibile descrise de identitatea cu zero a
integralei invariante o1 = 0 din (3.5). Cu ajutorul algebrelor Lie mentionate, au fost obtinute
integralele generale pentru toate sistemele Darboux, ce se afla pe varietatea oy = 0.

Rezultatele expuse, in acest capitol, au fost publicate in [50], [49,57].
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4. PROBLEME DE INTEGRABILITATE $SI STABILITATE PENTRU
SISTEMUL TERNAR GENERALIZAT DE TIP LYAPUNOV-DARBOUX

4.1. Forma canonica a sistemului generalizat ternar de tip Darboux

Vom examina sistemul diferential cu neliniaritati patratice de forma
il = al ™ + a‘iﬁxo‘xﬁ (j,a, 8=1,3), (4.1)

unde tensorul aiﬁ este simetric dupa indicii de jos, dupa care aici se efectueaza convolutia
totala. Coeficientii gi variabilele acestui sistem iau valori din cAmpul numerelor reale R.
Studiul sistemului general (4.1) nu este deloc simplu. De aceea vom determina o varietate
GL(3,R)—invariantd, pe care proiectia sistemului (4.1) ar fi mai simpld si totodata ar fi mai
aproape de unele sisteme, ce se intalnesc in practica, de exemplu, sistemul ternar Darboux
[34], sistemul Lorentz [72|, sistemul dinamicii réspandirii tuberculozei [63,65] si sistemul
SIV |66]. Sa observam ca in aceste 4 sisteme de ecuatii in partea patraticd a ecuatiei fiecirui
sistem se repeta unul si acelasi factor liniar comun. De aceea si apare problema construirii
conditiilor GL(3,R)-invariante, cand partile patratice ale ecuatiilor din (4.1) au unul si
acelagi factor liniar comun cu coeficienti reali.
Consideram matricea partilor patratice a sistemului (4.1) in urméatoarea forma:
ajp @iy a3 Gy Gy A
A= af, aiy, daiy a3, ajy a3
aj; ajy, aly a3, aiy ai
Notdm prin A;j; minorul de ordinul trei al matricei A, ce este construit pe coloanele
diferite ¢, j, k ale ei, unde 1 <4, 5,k < 6. Obtinem 20 de minori diferiti ai acestei matrici ce

au urmatoarele expresii:

A5 = —aéga%ﬂ?l + aba%&;a%l + a%i’;a%la?Q - ahagsa?z - aizailag:s + ahaiagg;
Ao = —a3303507) + A1503507, + 3305, 03, — a1,a3303, — 41,03, 035 + a},a75a3;
Ay = —a%Qa%ai’l + aba%Qai{’l + a%ﬂ%lai’) - a%la%QCLil))S - aigafla% + aha%?)agQ;
Aqzs = _G%B(li&a?l + a%3a§3a?1 + a%iia%la?l)?) - ailagsais - a%?)a%lagg + ah“?sag?ﬁ
ANE —aégafgai’l + a%3a§3a:1))1 + a§3a%1a§’3 - ailagsaﬁs - ai:sa%lag:s + aila%agg;
Aygs = _a%ﬂgﬂil + a%ﬂ%z&“i + a%3a%1a§2 - aha%ag} - a%ﬂ%ﬂ%g + ahagﬂ;g%
Ay = —a§3a§2a§’1 + a§2a§3a:{’1 + ail’)3a%1a§2 - a11a§3a§’2 - a%zaflag?) + ahagzag?ﬁ
Aisg = —a3305507) + Un303507, + 3307, 055 — A1, 3305; — Q3307033 + (1033033,
Ag3y = —5y0T303 + (13030075 + 59070075 — Q199075 — A13075050 + A190T3050;
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Agzs = —a§3a33ai’2 + ai3a§3a:{’2 + a§3af2a:f3 - aba%z},a?g - ai3a%2a§3 + a%zafsagé
Ngss = —ai307303 + Q1303507 + 33079075 — A15A55075 — A1307503; + A15075055;
Noss = —0y303903y + (59033075 + 53079059 — A1yssy — Uiy + G105y 05s;
Agy = _aéz’,agﬂ% + a%2a§3ai’2 + a§3a%2a§2 - a%2a§3a32 - a%ﬂ%zag?) + abagﬂg?ﬁ
Ngsg = —Qi303303 + (303307, + 33079035 — 41505505, — Uy3ai505s + 019055055 (4.2)
Aszys = —a§3a§2a:{’3 + a§2a§3ai’3 + a§3a%3a§2 - aisagsagz - a%za%?,a%?, + a%3a§2a§3;
Assg = —a33050075 + Uy035075 + 3507505, — (1303305 — 03903505, + 1303,05;
Asse = —a§3ag3ai’3 + a§3a§3ai’3 + a§3a33a§3 - a%:&ag:sag?) - @3@%3@33 + @13@3@%3?
Ayse = —Qi303305 + (303305, + 33050035 — gy — Uylyyis + Uglysais.

In [34] s-a ardtat cd comitantul ps = ag‘“paﬁqa}ﬁ‘sx"ﬁemeam poate fi scris cu ajutorul
minorilor (4.2) in felul urmator:

1
f= gPs = Aoz (1) + (Args — Aa) (21)?2% 4 (Args — Args) (21) 2+

+(Args — Agzg)x' (1) + (Args — 20035) 2 222 + (Arse — Aogg) ! (2°)*+ (4.3)
+045(2%)® + (Daas + Asas) (22)22° + (Dase + Agas)z® (1) + Asse(2”)?,

unde in ps trivectorii unitate au coordonatele 123 = —g132 = 312 — _ 321 — o231 — _ 2213 —_

sielt" =0 (5123 = —€132 = €312 = —€321 = €231 = —€213 = 1 §l €np, = 0)-
Observam ci in f din (4.3), lipsesc minorii Ajag, A3, A14s.

Se poate verifica cu ajutorul contravariantilor din [34]

ry = a2 al a) ugugu,e™ePT 1y = a® a? a?vuoéu/gurgw“”spw7

mp“ng mp“ng (4.4)
o B mnl _pqr _ o B mnl _pqr '
T5 = Gy A U W UrE™ " E g = ampanﬁazquaulmé ehd”,

ca expresia
F = Ayse(u1)” + (Asas — 20956) (1) + (Arse + 208036 )ur (u2)® — Arse(uz)’+
(D246 — 20345) (u1)*us + (—Arag — 40935 )urugus + (Arag + 2A135) (u2) us+ (4.5)
+(Args + 28030 w1 (u3)® + (—Arza — 20125)us(uz)? + Agaa(us)®,
contine minorii Aoy, Aq3s, A1g5, unde 6F = 3(r3 — 15+ 16) — Ta.
Urmand [73] putem constata cd expresiile (4.3) si (4.5) sunt analogul comitantului f si

contravariantului £’ calculati de Hermite pentru trei forme ternare patratice diferite.

Consideram forma ternard cubica

Y= aaﬁ’yxaxﬁlﬁ (aa /67 Y= ]-7 27 3)7 (46)
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unde coeficientii a3, sunt simetrici dupa indicii de jos, dupa care aici se efectueaza convolutia

totala.

Fie expresia (4.6) datd sub forma simbolicd a lui Aronhold [70], care se va scrie

¢ = (azx)® = (bz)® = (cx)® = (dz)® = - -,

unde
a = (a17a27a3)ab - (blvanb3>7c = (ClchaC3)7d = (d17d27d3)

(4.7)

(4.8)

sunt vectorii ideali paraleli [70]. De exemplu, inscrierea (ax) inseamni (ax) = ajz! + agz? +

azz®. Celelalte notatii (bz), (cz), (dx) se scriu in mod similar.

Din [70], cu ajutorul inscrierii (4.7), examinim expresia
1
Sp = Y [abc][abd][acd][bed).
Utilizand (4.8), egalitatea (4.9) se va scrie in felul urmator:

a; ag as a; ag as a; ag as b1 bg b3

1
S‘P:ﬂ by by b by by b cp C2 C3 C1 C2 C3

C1 Cy C3 d1 d2 d3 d1 d2 d3 d1 d2 dg

= ﬁ(albzczs + agbscy + agbicy — asbacy — ajbsca — asbicy)-

'(aledg + agbsdy + agbidy — aszbad; — a1bzdy — a251d3)'
-(a102d3 + (lngdl + CL3C1d2 — CL3C2d1 — CL1C3d2 — a261d3)'

~(b102d3 + b2C3d1 + b3C1d2 - bgCle — b1C3d2 — bgCldg).
Comparand inscrierile formei ¢ din (4.6) si (4.7) obtinem relatiile

3 13 _ 3 _ 33 _ .

2 2 2 2 .
a1a2 = blbg = 0102 = dldg = a112;
alag = blbg = clcg = dldg = a122;

a3 = by = 3 = di = ag;
aiasaz = bibabs = cicacy = didads = ay93;

2 2 2 2 .
alag = blbg = 0103 = dldg = a113;

2 2 2 2 .
a1a3 = blbg = (CCy = d1d3 = a133;
agag = b%bg = CgCg = d%dg = (9223,
a2a§ = beg = cgcg = dgdg = (933;

3 _ 3 3 _ 3 _
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Substituind egalitatile (4.11) in (4.10) avem

4 2 2 2
S = (a123)" — 2a122(a123) @133 + (a122)*(a133)” + @113012301330220—
2 2 2 3
—a112(a133) a222 — Cl113(a123) Q223 — A113A122G:1330A223 + 0G112A1230133G223+
2 2 2 3 2 2
+(a113) (a223> - a111a133(a223) + 9a113G12201230233 — a112(a123) 233 —
— — 2 — (4 12)
1112012201330233 (a113) 2220233 + A111013302220233 — A112011302230233+ .
2 2 2 2
+a111G12302230233 + (a112)(a933)” — a111G122(a233)" — a113(a122) az33+
2
+a112Q12201230333 + G1120113A2220333 — G111012302220333 — ((1112) 22303331
+a111a12202230333,
unde a,p, sunt coeficientii formei (4.6).
Cu ajutorul expresiei (4.12) vom calcula Sf ¢i SF, unde f si F' sunt respectiv comitantul

si contravariantul de tip Hermite pentru sistemul (4.1), obtinuti in (4.3) si (4.5).
Comparand (4.3) si (4.6), pentru f avem

1 1
a111 = Alzs, a112 = g(A125 - A134), ai22 = g(Ams - A234), 229 = A245,

1 1 1
Q123 = E(AMG - 2A235)> aiiz = §(A126 - A135)7 133 = g(Awﬁ - A236); (4-13)
1 1

A A g
3( 216 + Asap), Qo33 3

Q293 = (Agse + Asgp), @33z = Asse.

Introducand expresiile (4.13) in (4.12) obtinem

12965 f = (A1s6 — 20035)" — 8(Aras — Aosy) (Arsg — 28035)* (Ars6 — Dagg)+
+16(A1as — Aoza)*(Arsg — Aazg)” + 24(A1ag — Atzs) (Aras — 20935) (Arss — Aazg) Asss—
—48(A1z5 — Ayza) (Arsg — Aoze)*Aoss — 8(Arz — Azs) (Arag — 28935)* (Ao + Asas)—
—16(A196 — Ayss) (Arss — Aoze) (Arse — Aase) (Aoge + Asgs)+
+24(A125 — A1za) (Aras — 20935) (A1s6 — Aaze) (Aase + Azas)+
1+ 16(A1a6 — A1s5)?(Aags + Asys)? — 48A193(Arss — Agsg) (Aogs + Asys )+
+24(A126 — Aizs) (Aras — Aoza)(Aras — 2A0935) (Aase + Azas)—
—8(A1as — A1zs) (Arag — 28035)(Aoss + Asag)—
—16(A195 — A1z4)(Aras — Aoza) (Arss — Aaze) (Aase + Azap)—
—48(A126 — A1ss)” Aaas(Aasg + Assg) + 144A193(Arss — Aose) Aas(Aase + Asae)—
—16(Aas — A1za)(Aias — Arzs)(Dass + Asas)(Aass + Agag)+
+240193(A146 — 20935) (Aoss + Asas) (Dose + Asag) + 16(A1as — A1zs)®(Agsg + Asge)’—
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—48A155(A1as — Aosy) (Agsg + Azae)” — 48(Arag — Avzs) (Arss — Nosa)*Agsg+
+24(A1a5 — A134) (Arss — Aozg) (Arss — 2A035) Aszset+
+144(Aq95 — A1sg) (Agos — A1ss) AoasAsgse — 2164193 (A 146 — 20935) Aoss Agse—
—48(A1as — A134)*(Aoss + Asas) Agsg + 1440195 (Aras — Aosy) (Dasg + Asas) Assg.

(4.14)

Comparand (4.5) cu (4.6), pentru F' avem

1 1
a1 = Ays6, Q112 = g(A346 — 2A956), 122 = g(Awﬁ +20936), Q92 = —Ay36,

1 1 1
123 = 6<_A146 — 4Ag35), a3 = g(A246 — 2Asy5), 133 = §(A145 + 20934), (4.15)

1 1
g(Al% +2A135), agsz = g(—A134 —2A125), asszs = Ajaa.

(223 =
Introducand expresiile (4.15) in (4.12) obtinem

1296SF = (—Ayss — 4A935)* — 8(A1ys + 20034) (—Aqgs — 40035)* (Ayse + 2A036) —
—24A136(A145 + 200934) (—Aq46 — 40035) (Agys — 2A345)—
—8(Ajas + 2A135) (—Arss — 4A035)* (Anas — 2A345)—
)(Arss + 28034) (Arss + 28036) (Agss — 20345)+
+24(—2A195 — A134)(—A1gs — 40035) (A1s6 + 2A036) (Aosg — 2A345)—

— 48194 (D156 + 20036)° (Aaas — 20345) + 16(A1zs + 2A0135)* (Aass — 20345)°+
+48(—2A195 — A134) A136(Angs — 2A345) + 16(A1ss + 20034)% (A1se + 20936)*+
+48A136(A1as + 20034)*(—20056 + Agag)+
+24(A1o6 + 2A135) (A1ss + 20034 (—Args — 4A035) (—2A056 + Aszgp)—
—8(—2A195 — Az4)(—Apsg — 40035)* (=205 + Asap)—
—16(—2A125 — Auz4)(Aras + 28034) (Arss + 28936) (20256 + Azap)+
+24A124(—A1g6 — 4A035) (A156 + 2A0936) (—2A056 + Aszge)—
—16(—2A125 — A134)(A126 + 2A135) (Agys — 2A345) (—2A256 + Aszss)—
—144A194A136(Aoss — 2A345) (—2A256 + Asye)+

—16(A126 + 20135

(4.16)

+16(—2A15 — A134)*(—2A056 + Agsg)’—
—48A194(A196 + 2A135) (—2A056 + Asyg)? — 48(A1ag + 2A135)% (Args + 20934) Ayse—
—144(—2A125 — A134) A136(A1as + 2A034) Ayse+
+24(—2A 195 — A134) (Ao + 2A135) (—A1g6 — 40035) Ayse+
+216A 194 A136(—Arag — 48035) Agsg — 48(—2A125 — Aga)*(Arsg + 208936) Ause+
+144A194(A196 + 2A135) (A6 + 2A236) Ayse.
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In baza formulei R = SF — 16Sf din [73], despre rezultantul a trei forme patratice
ternare, cu ajutorul lui (4.14) si (4.16) obtinem ci rezultantul R a partilor patratice din

membrii drepti ai sistemului (4.1) are forma

1296 R = (—A16 — 40035)" — 8(A1as + 20034) (—Args — 40035)* (Ars6 + 20036) —
—24A136(A1as + 28034) (—Aras — 40235) (Agas — 20345)+
+16(A1s5 + 28034)(Ars6 + 20936)° — 8(A126 + 2A135) (—Arsg — 408935)% (Agss — 2A345)—
—16(A126 + 2A135) (A5 + 28034) (A1s6 + 20936) (Aosg — 2A345)+
+24(—2A195 — A134)(—Aras — 40035) (A1s6 + 20036) (Aoss — 20345)—

— 482124 (Auss + 20936)° (Aass — 28345) + 16(A1g6 + 28135)* (Aoag — 20345)*+
+48(—2A125 — A34) A1z6(Aosg — 2A545)* + 48136 (Avas + 28034)* (— 20056 + Agag)+
+24(Aqas + 20135) (A1ss + 20034) (—Arss — 400935) (=2 056 + Asag)—
—8(—2A125 — Ayga)(—Auag — 48935)* (=256 + Azae)—

—16(—2A125 — A34)(Aras + 28034) (Arse + 2036 (—2A956 + Azap)+
+24 A 104(— A — 40235) (A1s6 + 20936) (—2A956 + Asag)—

—16(—2A195 — A134)(A1z6 + 2A135) (Aass — 2A345) (—20056 + Assg)—

— 1444154 A136(Aaug — 208315) (20056 + Asas) + 16(—2A105 — Ayaa)*(—20956 + Asgs)—
—48A194(A126 + 2A135) (—2056 + Azag)? — 48(A1ag + 2A135)* (Aras + 20934) Ause—
—144(—2A195 — A134) A136(A1ss + 20034) Ayse + 216194 A 136(—A1gs — 4035) Ayset+
+24(—2A195 — A134) (Ao + 2A135) (—A1a6 — 40035) Ayse—

—48(—2A125 — A134)* (Auss + 28936) Auss + 1448104 (A1ag + 2A135) (Asg + 208936) Auss—
—16((Aras — 20035)" — 8(Aras — Agza) (Arsg — 20935)* (A5 — Aoze)+
+16(A1as — Aoza)*(Arsg — Aazs)” + 24(A1ag — Atzs) (Aras — 20935) (Arss — Aozg) Asss—
—48(A125 — Av3a) (Arss — Aase)Aoss — 8(Arag — Args) (Aras — 20035)% (Aas + Agas)—
—16(A126 — A1z5)(Aras — Aoza) (Arse — Aass) (Aoas + Agas)+
+24(A125 — Ar34)(Ars6 — 200935) (Arse — Aaze) (Aaap + Azas)+
+16(A126 — Arzs)* (Ao + Asas)? — 48A193(A156 — Aase) (Ao + Asus)*+
+24(A196 — A1ss) (Aras — Aosa) (Aras — 2935) (Aose + Assg)—

—8(A1as — Ayz) (Arag — 28035)(Aoss + Asag)—

—16(A125 — A1za)(Aras — Aoza) (Arse — Aaze) (Aase + Azas)—

—48(A126 — Arss)?Aous(Aose + Asag) + 144A153(A156 — Aase) Doas(Aase + Asag)—
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—16(A125 — A134) (Aqzs — A1zs) (Ao + Aszas) (Aose + Aszge)+
+24A193(A 146 — 20935) (Aosg + Aszys ) (Aose + Asgg)—
—48A 123 (A a5 — Aoza) (Aasg + Agag)® — 48(A1ag — Args) (Aras — Aoga)*Agset
+24(A1as — A1za)(Args — Aoza) (Aras — 20935) Azse+ (4.17)
+16(A1a5 — A134)*(Agss + Asye)? + 144(A 195 — Arzg)(Arzg — A1ss)Aoss Agse—
—216A123(A 145 — 20935) Aou5 Azse — 48(A125 — Aisa)*(Anss + Asgas) Asse+
+144A193(A 145 — Aogs) (Ao + Asygs)Agse).

In aga fel urmand [73] a fost demonstrat

Teorema 4.1. Pentru ca partile patratice din membrii drepti ai sistemului (4.1) sd confind

un factor liniar comun este necesar gi suficient ca rezultantul R din (4.17) sa fie egal cu zero.

Presupunem ci partile patratice din membrii drepti ai sistemului (4.1) au forma
P2 = aclyﬁxaxﬁa QQ = aiﬂxa$67 RQ = aiﬂxalﬂ (Cl{, /6 - ]-7 27 3)7 (418)

si se descompun intr-un produs de doi factori liniari, dintre care unul este comun. Putem

considera in calitate de aga factor expresia (pz), i.e.

Py = (pz)(qz), Q2= (pz)(sz), Ry = (pz)(nx), (4.19)

unde
b= (p17p27p3)7 q= <Q1’Q2,CI3)> s = (81732753)7 n= (n17n27n3) (420)

sunt vectorii adevarati [70].

In formi desfisurati, din (4.18) — (4.20) obtinem

Py = piqi(2')? + (p1go + paqi)x'0® + (1 + paqi) ' a® + paga(a?)*+
+(p2gs + p3g2)*x® + pags(a”)?,
Q2 = prsi(a')? + (prsa + pas1)a'a® + (prss + pss1)a'a® + pasa(2?)’+ (421)
+(pass + pss2)x’a® + pyss(a®)?,
Ry = pina(2')? + (ping + pana)x'a® + (ping + psna)a'x® + pang(2?)*+
+(pans + psng)a’s’ + psng(a®)?.

Comparand expresiile obtinute in (4.21) cu cele din (4.18), gdsim respectiv

1 1 1 1 1 1 1 1
ay, = piqi, Qg = 5(191612 +paq1), aj3= 5(]?193 +D3q1), gy = P2G2, Gy = 5(]?2613 + p3qa),

1 1
aég = P393, Cb%l = P151, G%z = 5(]0182 +p231)7 a%g = 5(]9153 +p331), a§2 = P252,
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1 1
a%g = 5(19283 + p3S2), a§3 = D353, @?1 = p1inq, a?z = 5(]91712 + pany),
a?g = 5(]91”3 + p3nq), a§2 = pana, a§3 = 5(]72713 + psna), a§3 = p3ng.

Substituind aceste expresii in (4.2), apoi in (4.17), dupa calculele efectuate obtinem
R = 0. Sa observam, ci daci (px) este factor comun doar in doud expresii din (4.19), atunci

parcurgand calea de mai sus obtinem din (4.17) ca R # 0.

Nota 4.1. In conformitate cu notatiile (4.18), rezultantul partilor patratice (4.17) a mem-

brilor drepti ai sistemului (4.1) 7l vom scrie astfel
R = Rez(Py, Q2, Iy). (4.22)
Fie
Y = agpr®z’ (o, 8 =1,2,3) (4.23)

o forma ternara patratica, unde coeficientii a,s € R sunt simetrici dupa indicii de jos dupa
care aici se efectueaza convolutia totala.

Este cunoscut din [70] cd determinantul acestei forme este

ail a1z dis
det(p) = laasl = | ag1 ag ags |- (4.24)
@31 Az asz3
Remarca 4.1. [70]. Daca determinantul (4.24) a formei ternare patratice (4.23) este

egal cu zero, atunci aceastd formd se descompune intr-un produs de doi factori liniari cu

coeficienti imaginari sau reali.

Nota 4.2. In conformitate cu notatiile (4.18), determinantii partilor patratice (4.24) a mem-

brilor drepti ai sistemului (4.1) % vom scrie in felul urmator:
D1 = det(Pz), D2 = det(Q2>, D3 = det(Rz) (425)
Usor se poate verifica

Propozitia 4.1. Daca forma ternara (4.23) se descompune in doi factori liniari cu coeficienti
mmaginart, atunct coeficientit numerici de pe langa aceleasi variabile in ambii factori sunt

conjugats.

Lema 4.1. Rezultantul R din (4.17) sau (4.22) a partilor patratice din membrii drepti as

sistemului (4.1) este un invariant centroafin (in raport cu grupul GL(3,R)) al acestui sistem.
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Demonstratie. S& observam ca rezultantul (4.17) satisface egalitatile

D?(R) = Dy(R) = D (R) = ~4R, D"’ =0 (i =179),
unde D](?)(j = 1,9) sunt operatorii Lie de reprezentare a grupului GL(3,R) in spatiul
coeficientilor partilor patratice a sistemului (4.1) din [34].
Conform Teoremei 6.1 din [34], egalititile de mai sus ne demonsreazd cd R este un

invariant al grupului GL(3,R). Lema 4.1 este demonstrata.

Teorema 4.2. Fie fF # 0 pentru f din (4.3) gi F' din (4.5). Atunci pentru ca in partile
patratice (4.18) a membrilor drepti ai sistemului (4.1) sa eziste un factor comun cu coeficienti

reali este necesar gi suficient sa se satisfacd urmdatoarele conditii invariante (in raport cu

grupul centroafin GL(3,R)):

2 = 1y = 79| =0,
Ug = 0 Uy = 0 Uy = 0 (426)
U3:0 U3:0 U2:O
R = R62<P2,Q2, RQ) = 0, (427)

unde ro = Diy(u1)® + Da(uz)® + Ds(u3)® + -+ este din (4.4) cu D; (i = 1,2,3) din (4.25),
iar R din (4.17) cu Py, Q2 si Ry din (4.18).

Demonstragie. Observam ca egaltitile (4.26) ne garanteazi egalitatea determinantilor (4.25)
cu zero, ceea ce induce, conform Remarcei 4.1, la reprezentarea partilor patratice Ps, QQ2, R
din (4.18) in forma de produs de factori liniari. Deoarece conditiile (4.26) se contin in
contravariantul 7o din (4.4), rezultd ci ele sunt invariante.

Conditia (4.27) ne garanteazi ci Pa, (2 §i Re din (4.18) au un factor comun. Conform
Lemei 4.1, aceasta conditie este invarianta.

Vom ardta ci acest factor comun contine coeficienti reali. Daca presupunem contrariul,
atunci conform Propozitiei 4.1 in cazul factorului liniar cu coeficienti imaginari celilalt factor
are coeficienti conjugati. Si prin urare, din (4.19), rezultd ci cel putin doud polinoame sunt
proportionale. Aceasta implicd ca toti minorii (4.2) ai matricei A sa fie egali cu zero si, prin

urmare, suntem in contrazicere cu fF # 0. Teorema 4.2 este demonstrata.

Corolarul 4.1. In conditiile Teoremei 4.2, sistemul (4.1) printr-o transformare centroafing,

poate fi adus la forma
it = aga® + ot (gt + g’ + gsz?),

2

i? = a2a® + 2l (s12' + ser? + s32°), (4.28)

3 _ 3 1 1 2 3
% = agx® + x (na + nox” + nga”).
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Demonstratie. In conditiile Teoremei 4.2, sistemul (4.1) va avea forma

it = alz® + (px)(qa),

i? = a2z® + (pz)(rz), (4.29)
3 3.

° = a,z* + (pzr)(nw).
Deoarece in acest sistem cel putin doi dintre factori (¢z), (rz), (nz) nu sunt proportionali

intre ei si in acelagi timp cu (px), atunci efectudnd substitutia, de exemplu

7' = (pr), T = (ra), T = (nz)
in sistemul (4.29) obtinem sistemul (4.28), in care pentru T', 7%, i T° s-au pastrat notatiile

initiale. Corolarul 4.1 este demonstrat.

Remarca 4.2. Reegind din forma sistemului (4.1) si (4.28) ultimul poate fi scris in felul

urmator:

1 1,a A1 1 1,2 1.3
T = a,x® + x (ar + 2a1,2° + 2a,52°)

P,
Q, (4.30)

3 _ 3. a  1¢3 1 32 3.3y —
° = ayx® + x (aj,x + 2a5,2° 4 2a732°) = R.

2 2 a 102 1 2 2 2 3
T° = a x4+ x (af 1z + 2a7,x° + 2a752°)

Acest sistem il vom numi forma canonica a sistemului diferential ternar generalizat de

tip Darboux cu nelintaritati pdatratice.

4.2. Algebra Lie admisa de sistemul generalizat ternar de tip Darboux

Pentru simplitate, la determinarea algebrei Lie admisa de sistemul (4.30), vom introduce

notatiile 2! = x, 22 =y, 2% = 2.

Consideram ecuatiile determinante (3.24) pentru sistemul (4.30)
&P +EQ+ER=EP+ &P, + &P, + D(P),
EP+EQ+ER=E'Q, +&Q, +£Q. + D(Q), (4.31)
&P +6Q+ER=¢"R, + &Ry + &R + D(R),

ay 2 3 a1 12 a
B B 9 9 9 9
+ 9 + 10 + 11 _|_ 12 + 13 + 14 + 15 + 16 + 432
Toa2 ™" 92, 7" 92, " 92, " 93 T a3 T 83 T 943, (4.32)
B 9
+7]17 i _|_7718 7
dai, daiy
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P,Q, R sunt din (4.30) i Y (j = 1,18) sunt functii de la parametrii a
ai, a3, a3, ajy, aiy, Ais, A1y, Afy, Ais, A7y, A1y, A5
Vom considera
¢ =Az+By+C=z (i=1,23),
unde A’ B*, C* sunt parametrii nedeterminati.
Scriem operatorul
X=€1%+§2%+€3%+D,

unde &', €% € sunt din (4.33), iar D din (4.32).

1 1 1

2 2 2

1, 9, a3, a7, Ay, a3,

(4.33)

(4.34)

Rezolvand sistemul ecuatiilor determinante (4.31) cu operatorii (4.32), (4.34) cu coordo-

natele (4.33) obtinem 7 operatori liniari independenti

(4.35)

0 0 0 0 0 0 0 0
X, =22 1 gl S WS S AR 942 2 2 U
"0 T 0a) T Poa) T Maal, T Moa? T T Maar, T M0az,  Pod,
0 0 0 0
3 3 3 3
—ad2 _ 9 _ _
“ da3 “n da3, 12 da3, 13 da3y’
0 ol 0 ! 0 e 0 e 0 gy 0 gy 0
=Y— — Ag— — Aj—— — +tai— +a a —
2 y@y 20al 29al, L 0a? ?0a’ 19a2, B 0a2,
0 0
o 943 a1z dal,’
0 0 0 0 0 0
Xo— 22 gl 1 2 2 3 3 9
P T %0 T M, T %o T ™aar, TNl T 0a T
+a? +a? 0
118@?1 126“?2
0 , 0 , 0 1 9y O 1 1
Xy = z(?_y a28a% - 2(112W%1 + (ag — a2>8_a% + CLQa 2 + a38a§+
0 0 0 0 0
1 9 1 3 — 943
+(ay; — alQ)a %1 + a126’ 2 + al?’@a%g a2a ;lg a12_a 51;17
0 e , 0 8 o, 9 5 O 3 0
0 0 0
3 2 3 3 3
+a12_8a%2 + (—aiy + 013)6(113 28@% - a128 ?37
0 0 0 0 0 0 0
o=l 1 99t 2 5.2 9 1 3y 9 1 9
6= Th, T Mgl T 2MagT T G~ 20 e (00— da) s+ arg
. 0 1 0 0 0
+a38a§+<a11_2a13)3 ;{,1"‘&128 3 +a13a 3 )
0 0 0 0 0 0 0
.=y 2 _ 4l 1 Q2 2 9 3y 9
TG TG Gl S50 5, T 5a T Wt
0 0 0 0
+a2—— 4 a? —— + a2 —ad + a2 .
Saag 11 aazlgl ( 12 13)(9&?2 138 ?3
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Tab. 4.1: Tabelul comutatorilor operatorilor X,..., X7
X X X3 Xy Xs X6 X7
X110 0 0 Xy 0 Xs 0
X510 0 0 | —Xy —X5 0 X7
X310 0 0 0 X5 —Xg - X5
Xy | =Xy | Xy 0 0 0 0 X6
X510 X5 | X5 O 0 Xy | X5 — X,
Xe | —Xe| O Xe 0 Xy 0 0
X710 X7 X7 | X | Xo—X35] O 0

Obtinem o algebra Lie L; de dimensiunea sapte. Aceastd algebrid se descompune intr-o
suma directd Ly = Lg @ Z, unde Z = {X; + X5 + X3} este centrul algebrei mentionate.

Introducem notatiile

i=Xo, Yo=X;5 Ya=Xy Yi=X5 Ys=Xg Ye=X7 YV7=X+X0+ X3

Algebra Lie L; < Xi,..., X7 > cu Tabelul 4.1 al comutatorilor este izomorfa algebrei

Lie L; < Yi,..., Y7 > cu urmétorul tabel al comutatorilor
Tabelul 4.2: Tabelul comutatorilor operatorilor Y7,...,Ys
Y1 Yo | V3 Yy Y5 Y Y7
Y10 0 | -Ys| =Y, 0 Y 0
Y2 |0 0 0 Y, =Y | Y 0
Y5 | Y 0 0 0 0 Ys 0
Yo|Yye | =Yy] O 0 Y3 | Yo—-Y1| 0O
Y5 |0 Ys | 0 Y3 0 0 0
Yo | Yo | Yo |—Ys|Yi—Ya| O 0 0
Y; 10 0 0 0 0 0 0
si cu constantele de structura
Cio)?) = -1, Cf‘zx = -1 C?G =1, 0514 =1, 0555 =-1 0266 = -1 CZ?G =1, (4 )
.36
Din Tabelul 4.2 avem L; < Yi,...,Y; >= Lg <Yy,...,Ys > ®{Y7}.
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Vom examina algebra Lg = {Y,...,Ys}. Determinam forma lui Killing

K < X,Y >= tr((ad(X))(ad(Y))), (4.37)

unde pentru X,Y € Lg avem

0 0 -z 0 T
0 0 0 28 0 —xt
-2 0 2t =2 2t 0
(ad(X)) = | (438)
—2* ozt 0 =22 0 0
0 —x° 28 0 x? —x3
x5 =25 0 0 —z! 4+ 2?
0 0 0 —y% 0 yt
0 0 0 8 0 —y?
3 1 5 4
-y 0y -y oy 0
(ad(Y)) = ) ) . , (4.39)
-yt vy 0 y—2 0 0
0 - ¥ 0 ¥ =y
6 6

v =S 0 00—yt
Folosind constantele de structurd (4.36), cu ajutorul matricilor (4.38) si (4.39) si egalititii
(4.37) obtinem forma lui Killing

K < X,Y >=52%" + 52"° + 32'y' + 32%y* — 2219 — 227",

pentru care avem detK < XY >= 0.

Gasim comutantii
Lg) = [Le, Le] = {Y1 — Y2, Y3, Y3, Y5, Yo},

Lé2) = [Lél)yLél)] = {}/1 - }/27}/3‘}7Y217§/57K)'} = Lél)

Deci, lantul comutantilor algebrei Lg se stabilizeaza pe idealul Lél). Atunci putem scrie
Lo LY =1 = .

Prin urmare Lg nu este rezolubila.
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4.3. Integralele polinomial-exponentiale de grad nu mai mare ca doi pentru

forma canonici a sistemului generalizat ternar de tip Lyapunov-Darboux
Consideram sistemul

==y +z(qrx + 2h1y + 2k, 2),
U = Az + x(gax + 2hoy + 2ks2), (4.40)
Z=y+nz+ x(gsr + 2h3y + 2ks32),
unde o1 Z 0 din (3.5), A2 = La3 >0, n=—Ly3 #0, iar L3 si L1 3 sunt din (3.8).
Sa observiam cd pentru acest sistem se satisfac conditiile Lemei 3.7 i (4.27).
Atunci pentru oy # 0 din (3.5), sistemul (4.40) il vom numi forma canonicd a sistemului
diferential generalizat de tip Lyapunov-Darbouz, ce corespunde sistemului ternar (4.1).
Mentiondm ca acest sistem in unele conditii are ca proiectii sistemul de tip Darboux [34],
sistemul Lorentz 72|, sistemul dinamicii raspandirii tuberculozei [63,65] si sistemul STV [66].
Urmand [72] vom examina integrala prim# polinomial-exponentiald a sistemului (4.40)
de forma F = Fy(z,y, z)e", unde
Fy(2,y,2) = a+ bz + boy + b3z + c12% + coy? + 322 + 247y + 20512 + 26y 2.

In virtutea sistemului (4.40) putem scrie

dF _OF dr OF dy OF dz OF _
dt  Or dt Oy dt 0z dt Ot

= [ap + (boA + byp)x + (b — by A + bop)y + b3(n + p)z+
+(b1g1 4 bags + b3gs + 2caX + c1p)® + 2(c5 4 bihy + baha 4+ b3hg — c1 A + 2\ + cap)zy+
+2(byky + boky + bsks + csn+ cg A+ cspn) 22 4 (2¢6 — 204N+ o)y 4 2(c3 4+ cgn — cs A+ cop) y 2+
+e3(2n + p)2° + 2(cigr + caga + ¢593)8° 4 2(cagr + 292 + Cogs + 2¢1hy + 2c4ho + 2cshs) 2 y+
+2(csg1 + cega + 393 + 21Ky + 2c4ky + 2c5k3)x?z 4+ 4(cyhy + cohg + chs) Ty +
+4(cshy + cgha + cshs + caky + coka + coks)zyz + 4(csky + cka + csks)z2?]et.

Pentru ca F si fie integrala prima este necesar gi suficient sa se realizeze relatia Cé—]; =

Astfel obtinem un sistem din 16 ecuatii algebrice cu 20 necunoscute (a, i, b;, c;, gi, hi, ki,
i=1,3,j=1,6)
ap = 0; boA+bipu=0; by —bA+byu=0; bz(n+pu)=0;
big1 + baga + b3gs + 2¢4A + c1pp = 0;
cs + bihy + boho + bshy — 1 A + co\ + ey = 0;
biki + bokg + bsks + csn 4+ cgA + csp = 0; 2¢6 — 2¢4\ + cop = 0;
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3+ cen — csA 4 cop = 05 c3(2n+ p) = 0; 191 + cags + 593 = 0;
€491 + 292 + 693 + 2¢1hy + 2¢4hy + 2¢5h3 = 0;
Csg1 + cega + €393 + 21k + 24k + 2¢5k3 = 0; (4.41)
cahy + coho + cghs = 0; cshy + cgho + c3hs + cakq + coko + cgks = O;
csky + cgko + c3ks = 0.
Notdm cu v = (=\, A, 1,n, g1, hq, k1, g2, ha, ka2, g3, hs, k3) vectorul coeficientilor sistemului

(4.40). Rezolvand sistemul (4.41) obtinem

Teorema 4.3. Integralele prime polinomial-exponentiale de gradul nu mai mare ca doi a

sistemului Lyaponuv-Darbouz (4.40), date de vectorul v, au urmatoarele expresii:

(1) v = (—)\, )\, 1, n, 0, hl, 0, —2h17 0, O,gg, hg, kg);
F=a+ca*+ 02y2;
(2) v = (—)\, )\, 1, n, —2(h2 + k’g), hl, %(-kg(ﬂQ + 2/\2) + hln)\ — 2h2)\2), 0, hz, O,

4 k?g/\(hg + k3), — ]{?3(h2n + hl)\), ]{?3);

ks (n2+2)\2)—h1 nA+2ha A2

k3(”2+2>\2)—2h1n>\+2h2)\2
1
heo —y N2y (B — 2h)
A2(k3(n? 4 2)?) _)‘(hln—2h2)\))( yA“hi(hin o) (Y + nz)+

FyA2A (k3 + ho) (han — 2RhoX) + k3n®)(z + 2)) + (ks(ksn®y — n* X — 2X%)+

+X2(hin — 2o X)) (ny + 122 + 2\ + 20?) + 2hoksyIn(nz — yA)))e "™,

(3) v = (_>\ )\7 17 n, _%(93(712 + >\2) + 2h2)\)> h17 _i(hZ + k3)(n2 + )\2>7 07 h27 07937
(2h2n+ hl)\>,]€3);

n2+)\2

1 —n
F = )\2(2h2y+)\)(ny+n 2y 4+ A+ 22 e

(4)U _( A )\,1,71 O O 0 ( hQn +(g3)‘ h3n)(n +)\2)) h’ ﬁ(TT’Q—i_)‘2)7.gi’>7h37k‘3);

F = —(hgna? + har*(n? + A?) + nyA + n?2) + 222 + 203)e ™

)\2<

(5) v = (AN 1Ln, =2(hs + ks), goxprmm (ks(n + 50222 + 4AXY) + kiA(3n® + 40%) +
4ha N*(n*+X?)), k1, —m((h2+k3)(n2+)\2)+k‘1>\), ha, 0, m(lﬂz n* N2+ hoky (n* X+
7’L2)\3) + k’g(hz + k‘g)(—nﬁ — 6714)\2 — 9n2)\4 — 4)\6)), m(—hglﬁﬂ?}\ + k3(<k3 + hg)(n4 +
5712)\2 + 4)\4) + k1k3(3n2/\ + 4)\3>>), kg),’

1
F = T ) ((hoks + k3)((n? 4+ 20%)(n'z? — dzyn® + 4ny*2?) + n?z’ N\ —
—Anay\® + 42 \%) + ki (n? + A?)(2ks(n?2? ) + 2y2An? — 2nay\? + 497N+

+2n°y2 A + 2y2X°n) — 2(naA® + 2\ + nP2)0? + nPyA?) + hy(n?r*A—

—Anzy ® + 4y*X\%) + KN (nP2? + 4(y? + nyz)(n® + 2%)))e ™
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(6) v = (—>\, )\, 1, n, —2<h2 + k3), 93%(93]{33012 + 2)\2) - 41{33/\(]12 + l{?g) + 293]12)\2),
_g%k?)(hZ + k3)7 Oa h27 07 gs, ﬁ(_g:’)(nQ + 2)‘2) + 4]{:3)\)7 kS);
1
ggn)\2
—nzA(n? 4+ A2) 4 2Ry A(—nz + y\) + 2ks((n® + X)) (y* + nyz) — yA(nxz — yN))))e ™;

F=— (—dyNks(hg + k3)(y + nz) + g3y(ne — yA)(n® + A?) + gs(—nA(ny + 2))—

(7) v = (_)‘7 >‘7 1a n, _2h27 %hQ)H 07 g2, h2a 07 - (n2+)\2)(2h2(:2+2)\2)+92n>\) (92h2n2 + g%n)‘ +
(4h2h3)\ — gghgn)(n2 + )\2)), hg, 0)7

1
T nA(2hy(n? + 2X2) + gon))

+(gahan?x? — 4hohsny® X + gan?z\ + 4hohsn®zy)(n® + A?) + 2hon’z + gan®*A(ny + x\)+
+2honzA?(3n? + 20%))e ™,

((g2hana® — Ah3y* A + 4hanxy + 2han®y + 2hana ) (n® + 20%)+

(8) v = (—)\, /\, 1, n, gy, hl, kl, %(—gg(n2+/\2) —gl)\>, %(—hg(n2+/\2) —hl)\), %(—k’g(ﬂQ‘i‘
>\2) - k1>\)7g37h37k3);
1
F = X(ny +nPz 4+ A+ 2A%)e

(g) v = ( )\ >\, 1,n (ggn + gg(ﬂ + >\2)>, —§<h2n + h3(n2 + /\2>,k1,g2,h2, —%(kl)\ +
k3(n2 + )‘2))7937 h37 kS);
1
F=2
3 (
(10) U = (-)\, )\, 1, n, %gg)\, %hg)\, O, ga, hz, 0, —m((hgn—i—gg)\)(nQ—l—Z)\?)+h3n2(n2—|—
)‘2))Jh370);

ny +n’z + A + 2A%)e "

el
nA?(n? + 4\?)
— (%Y + nwd?)(n? + 4\2) — n’2) — 52 — 4nzX\d)e

F=-— n?x? — dnzy + 4y°2?) (he(n? + 2X%) 4 han(n?® 4+ \?))—

(11) v = (=\ A\ 1n, 92)\ 2h2>\ k1,g2,h2, 2) ,93,,12(”2“2 (— hon® — g2n2)\ — gsn A —

2hanA? — 2goX* — g3n®), —gxpiioy (n? 4 2X0%));
1
F=————((2®n* — dnay) + 44”2\ (g2(n® + 2)0?) + gsn(n® + 2\?))+

n2A(n? + 4\?)
+(nPy + 22n?)(n? + 402 (n* 4+ 40?) + n2 + 5nt2A? + dn?zt)e ™
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4.4. Integrale prime polinomial-exponentiale pentru sistemul dinamicii

raspandirii tuberculozei

Dinamica raspandirii epidemiei tuberculozei |63, 64|, reprezintd un model matematic, in
care, intreaga populatie este divizata in:

— populatia sensibild (S);

— populatia purtiatoare de infectie latenta (L);

— populatia cu tuberculoza activa (T).

Aceasta dinamica este defininita de urmatorul sistemul de ecuatii:

as
— =T —B8ST =P
7 T—upuS —pBS ,
dL
ij—f =0L— (u+v)T +pBST = R.

Descrierea succintd a variabilelor gi a parametrilor sistemului (4.42) este datd in Tabelul 4.3:

Tabelul 4.3. Variabilele §i parametrii sistemului (4.42)

Marimea | Descrierea
S(t) numarul persoanelor sensibile la momentul ¢
L(t) numarul persoanelor infectate la momentul ¢
T(t) numdrul persoanelor infectioase la momentul ¢
A(t) forta infectiei pe cap de locuitor la momentul ¢
T aflux de tineri
1 medie a mortalitatii din cauze nu legate de TB
P probabilitate de progresie rapida a bolii
) constantd a vitezei de reactivare a infectiei TB
v mortalitatea suplimentara cauzata de TB activa
o] coeficient de transfer a infectiei TB

Consideram ecuatiile determinante [34] ale sistemului (4.42).

P4+ E1Q+ LR = ¢ Py + 2P, + 3P + D(P),
GP+&EQ+EGR=EQs+ QL+ Qr + D(Q), (4.43)
EP+EQ+HER=ERe+ Ry + &R+ D(R),

unde



iar P,Q, R din (4.42) si Y (j =1,9)) - functiile de la parametrii 7, 3, 1, §, v, p. Vom scrie

§=A+ AL+ Al yz*s?, (i,0,8=T1,3) (4.45)
unde A’ A’ A’ op sunt parametrii nedeterminati, si
v'=L 2*=8, 2*=T. (4.46)
Cautam integrala prima, de forma
I,(S,L,T,t) = P,(S,L,T)eM (¢ < 2), (4.47)
unde
P,(S,L,T) =a+bS +cL+dTl +eS*>+ fL* + gT? + 2hSL + 2kST + 2LT.  (4.48)

Egalititile (4.43) trebuie si se realizeze pentru orice valori L,S,T. Astfel, obtinem

urmatoarele 57 de ecuatii:
Aiﬂ =0, A?mﬁ =0, A%B =0, (QAh - Ab - A%Q - A??) + Ap 120 — A13p)5 0,

(Alp — 245, — A5y — A%y +245p — Agp)6 =0, A} =0, A3B=0,
A (=1 +p)B=0, —Al,6+ A0 — A+ A2 u=0, A3B8=0,

(Al — Agy — ASy — Ay + Aggp — 2450)8 =0, A8 — Agu+ Aju — Agv + Ay = 0,
A3B —2A5,6 + Adyd — 2A7, 1 — 2A5, 0 + Algp =0,  A3B — Alyp 4+ ASop =0,
A3 — AL+ 2AL6 — Al — Al + A2u — ALy =0,

—A1B+ A3+ ASB + A3 — AlpB + AspB +n* — Alap — Abgp + A — Ajav = 0,

2A23 — 2AL 1+ A2y — 2ALy =0, —ALS + ALS — AL+ A%p 4 2AL 7 =
AB 4 — A4+ A+ ALyt =0, (242, 4 A3, — A%p — ASp)B =0,
"+ Ap+ AT =0, (A3, — A3, + A, + AS,p — Adp — ASp)B =0,

(Aly + A3y — 24%,p — A3p)B =10, A0 — ALY + A36 + Ajp— Al =0,
—A3B 4+ ApB + A}y — 245,60 + A58 + Algp — 242 1 — 2A%,u =0, A} (—=1+p)B =0,
—A2B + ApB + Aj30 — A5 + 245,60 + Ajgu — Al — Ajap — Afv =0,
—A}B — AJB + A3pB + A3pB + Agsd — 0 + o’ + Bn° + Ajgp — Algp — Aqp — A3 = 0,
—A3B + ASpB + Aggd + Aggpu — 24530 — 2450 =0, A (—1+p)B =0,

—A36 4+ A3pB + Agpd + A — ATy =0, A% (=1+p)B=0, A} (-1+p)8=0,
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A1S — A6+ A5+ + 0t + Ajp — ASu+ 2457 =0, Al,pB=0,ApB =0,

A+ Alp+ A2r =0, (243 — A3, + Alp+ ASp)B=0, —A3pp=0,
(ASy — 243, + AZp+2A5,p)8 = 0, (Aly — As + Ajp + Adep — Afyp) 8 =0,
—AJB + ASB — A3pB — A3pS — Agd — pif° — Bn° — Ay =0,
—Afpﬁ - Ai35 - A§35 + 2A§35 - Ag:&lL =0, Ag:spﬁ =0, A%pﬁ =0,
CALS — ARG+ ABS + AB i — A+ ARy =0, AZpB =0,
—A3pB — ALS — 2A3,6 + A3,6 — 243+ Al — 245, + ASv =0,

A28+ A%pB+ ALS + Alp — A2 — A2y A2 =0, A% (—1+p)B=0,

—APB 4+ APpB 4+ AL+ Al — A4 A%r =0, —A%pB— AL+ 4+ + A =0,

—A3pB — Agy0 — A — Ay =0,  —A3pB — Agd — Ay + A+ ASw =0,

—A%pf — AL — Al ABopi+ A3y + Alyr =0, —Al+ At A% 4 Alr =0,

—AJ0 — A5+ AR —nt + A — ASu+ Ay +2A3 7 = 0.

(4.49)

In continuare, toti parametrii sistemului (4.42) ii vom presupune diferiti de zero, deoarece

noi avem derivatele dupd parametrii din operatorul D din (4.44).

In conditia cand parametrii sistemului (4.42) sunt diferiti de zero, solutia sistemului (4.49)

este

Ai:A?2:A§2:A1—A3—A3—A3—A3—A§2:A52:A3 A%l_A?)B_

:A§:A§2:A12:A%3:A3:A§:A2:07

A3 Al 6+ Al Al Al

e i e o
Al —A2pB — pn?
Ay = —Agy + App, Ay = ? , =, nf= 3 ,

= —A'lp+ Ap, nt = —A16 + A36 — 2A 4+ 243,

n* = A8 — A3B — A}B+ Ay + Asy, ' = AT,

(A38 — A3pp + A3ppB — Alspp — Azsp’/ A3B — Ajap — Ajsv

1 _
A= 5 5

A2 =

Consideram operatorul

X=g Lyl el

unde &' €1 €3 sunt din (4.45), iar D din (4.44).
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In conditiile (4.50) si luand in consideratie (4.46), obtinem

0 0 0 0 a a
5_VL 1ST(9 5L ST a 0 71 a 452
HT +p—1) ]8_L_(5 Tt )a_TJr(’H”)%_B(“H)E)’

Din (4.52) obtinem 2 operatori liniari independenti.

Teorema 4.4. Sistemul (4.42) admite o algebra Lie bidimensionaald necomutativa de oper-
atori, ce au forma:
8 )

8

Xo = (- =45+ ST) & + 552 L+ (- VST — (§L+pST)p + Do (4.53)
unde
=g D=+ - S+ (4.54)

ecuatia de structura a careia este [ X1, Xo] = Xs.

Analizidm matricea formata din termenii expresiilor (4.54). Rangul acestei matrici este 1,
iar sistemul (4.42) are n — 1 invarianti, unde n - numéarul de parametri ai sistemului (4.42).

Deci avem 5 invarianti. Se observa ca expresiile
Ul = BTa U2 = M, U3 =V, U4 = 57 U5 =D, (455)
sunt invarianti ai sistemului (4.42), iar

Di(U;) = Do(U;) =0, (1=1,5).

In continuare presupunem ci U; (i = I,4) din (4.55), sunt diferiti de zero. Aceasta ne
garanteaza existenta partii patratice ST si a termeului liber 7, iar conditia puvd # 0 rezulta
din sensul lor medical.

Determinam coordonatele vectorului (7, [, u,d,v,p), ce contine parametrii sistemului
(4.42), cand invariantii U; (i = 1,4) din (4.55) sunt diferiti de zero, iar integrala prima
are forma (4.47).

Coeficientii polinomului (4.48) si parametrul A sunt reali gi necunoscuti. Cu ajutorul
expresiilor (4.47)—(4.48), din identitatea

dl, 0l, dS  0I, dL 0I, dT" 0l

=95 @ Tor @ Tar @ Tar =% @=2)
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in virtutea sistemului (4.42), obtinem urmatorul sistem de ecuatii polinomiale

Aa+71b=0, 2re + (A —p)b =0, 27h — pc+ 6(d — ¢) + Ae = 0,
2k + (A —p—v)d=0, (A—=2pu)e=0, —2uf+26(l— f)+Af =0,
A—2u—20)g=0, 2uh+0(h—k) —Ah=0, 2u+)—d(g—1)—N=0, (4.56)
B(=b+c—cp+dp) +2N—2u—v)k=0, (e —h+hp—Fkp)=0,
Blk—1l—gp+1ip)=0, B(f —h— fp+Ip) =0.

Rezolvand sistemul (4.56), obtinem

Teorema 4.5. Daca invariantii Uy gi Uy din (4.55), in raport cu grupul continuu de trans-
formari determinat de operatorii (4.53)—(4.54) sunt diferiti de zero, atunci acest sistem,
cu vectorul (7,5, u, d,v,p) perametrilor ce-i confine, posedd urmdtoarele integrale prime de

forma (4.47)~(4.48) conform Tabelului 4.4.

Tabelul 4.4. Integralele prime ale sistemului (4.42) cand g = 2

(1,8, 1y 6, v, D) Integralele prime
(1.8, pv,v,p) | I = (L + 2L T)etlet)
(1,8, 11,0,v,1) 1®) = LetG+n)
(r, B~ 1) | IV =a+ Lic+ fL)
(7, 8,10, —ppts —,p) | 1) = a+ (L+Z1T)(c+ f(L+21T))
(7, 2220w, 0,0) | 1Y = (P = i) (L4+S)?+2T(L+S)) / (2pr 1+
+(L+S+T)+Tv/p— Sv?/u2—

—7/(2u) + V27 (2u3)) e

In continuare, vom examina integrala prima cand ¢ = 3
I,(S,L,T,t) = P,(S,L,T)eM, (4.57)

unde

P,(S,L,T)=a+bS +cL+dTl +eS*>+ fL* + gT* + 2hSL + 2kST + 2 LT+
+mS® + 3nS’L + 305°T + 3¢SL* + 3rSLT + 3sST?+ (4.58)
+ul® 4+ 3vL*T + 3wLT? + 2T°.

Coeficientii polinomului (4.58) i parametrul A sunt reali i sunt necunoscuti. Datorita

expresiei

%—% ﬁ+% d_L_i_% d_T+%: (_3)
dt 0S8 dt oL at "or at "ot 0 \MUT9)

100



si in virtutea sistemului (4.42), obtinem urmatorul sistem de ecuatii polinomiale:

Aa+7b=0, AN=—pb+2re=0, (=0+X—p)c+dd+2th=0,
A=—p—v)d+2kr =0, (A—2u)e+3mm =0,
(=20 + A —2u)f +20l+31q=0, (A—3u)m =0,
(A=2u—2v)g+3rs=0, (0 —AX+2u)h—0k—3mn =0,
—Bb+ (1 —p)Be+ Bdp +2(A —2u — v)k + 670 = 0,
0g+2AN =0 —2u—v)l+31r=0, (=30+A—3u)u+36v =0,
(A=3u—3v)z2=0, (6—A+3u)n—23do=0, (4.59)
28(—e+ (1 —p)h+kp) +3AN=3u—v)o=0, (20 —A+3u)g—1rd=0,
26((L—=p)f —h—+1p)+3((A—=3u—v—20)r+2is) =0,
2(=k+ (1 —=p)l +gp)s+3(A—3u—2v)s =0,
(20 = A+3u+v)v—20w=0, (6§—A+3u+2v)w—7z=0,
m—-n+pn—po=0, 2n—2q+2pqg—pr=0, 20—1r+pr—2ps=0,
g—u+pu—pv=0, r—204+2p—2pw=0, s—w+pw—pz=0.

Rezolvand sistemul (4.59), obtinem urmétoarele integrale:

Tabelul 4.5. Integralele prime ale sistemului (4.42) cand ¢ = 3

(1,8, 1,6, v, p) | Integralele prime
<T>ﬁmua —H 1/71) I;)El) = L<C+fL+L2U)

(7,8, 16,0, 1) | I = L(ap® + ep*(Lp — T + pT)+
+f(Lp—T +pT)* +u(Lp —T + pT)>.

4.5. Seria Lyapunov de determinare a stabilititii miscirii neperturbate pentru

sistemul diferential ternar cu neliniaritati patratice in cazul critic

Vom examina sistemul diferential ternar (3.21), pe care il vom scrie in forma desfagurata,
in felul urmator:

d
d_j =gz + hy + kz + a12® + axy® + az2® + a4y + 2a522 + a6y 2,

o P + qy + 12 + b1 4 boy® + bgz® + 2bsxy + 2bsx2 + 2bgy 2, (4.60)
d
d_i = 8T+ my +nz + 12 + oy + c32% + 2c47y + 2512 + 206y 2,

unde g, h, k,m,n,p,q,7,s,a;,b;,c;(i = 1,6) sunt coeficienti reali arbitrari.

101



Conform Lemei 3.4, sistemul (4.60), printr-o transformare centroafini, poate fi adus la

un sistem diferential critic de forma
dx
— =+ a2y2 +az2? + 2a47y + 2a5x2 + 2a6y 2,

dt

= px + qy + 12 + b12® + byy® + b32? + 2byxy + 2bsx2 + 206y 2, (4.61)

dy
dt

d _ 24 o
i ST +my +nz+ c1x” + coy” + c32” + 2e4xy + 2c512 + 206y 2
Analizam ecuatiile necritice (vezi Remarca 2.4 i Teorema 2.3)

px + qy + 72 + bz + boy? + b3z? + 2bsxy + 2bsxz + 2bgyz = 0, (4.62)
.62

ST+ my 4+ nz+ 12 + ey’ + c32° + 2c4wy + 20522 + 2c6yz = 0

Din prima ecuatie, a ultimei relatii, il exprimam pe y, iar din a doua pe z

b b b b b
L2 - —2y2 - 22— 2—4xy — 220z — 2—6yz,
d q (4.63)

P r
Yy=——T——2—
q q q q q q
m & c c: c c Cé
— - —2y2 — 22 2—4xy — 220 — 2—6yz.
n n

y__
n n n n

xr —
n

s
n
Vom céduta pe y si z ca functii olomorfe de x. Atunci putem scrie

Z = —

y(z) = A1z + Agx® + Asx® + Ayx* 4+ Asa® + Aga® + Arx” + Aga®+

+A9(L’9 + waw + - y
(4.64)

Z(SU) = BI.T + BQZCQ + Bgl’g + B4l'4 + B5QE5 + BGLIZ’G —+ B7SC7 + BSxB—l—
+Boz® + Bz 4 - --

Substituind (4.64) in (4.63), obtinem
A1+ Ao + Aszd 4+ Ayx® + Asa® + A’ + Azz” 4+ Aga® + Aga® + Al + - =
p r (Bll’ —|— B2$2 —I— B31E3 —f- B4l’4 —|— B5ZL‘5 + B6[E6 —|— B7JZ7 + Bgl’s —|— Bg[L‘g—l-

—_—r — —

q q
b b
L2 2 (A1$ + A2$2 + Ag]}g + A4I4 + A5I5 + A6[B6 + A7$7+

+Bloxlo+"') - —
q q
b
2(Byx + Bax® + Bsa® + Byx* + Bsa® + BgaS+

+A8£U8 + Agl'g + Aloxlo + - )2
b
+Bra” + Bgx® + Bya® + Byox'® + )% — 2—433(/11:)3 + Agx® + Asx® + Ayt + Asx®+
q

b
+A6I6 + A7JZ7 =+ Agl’g —+ AgZL‘g + Alol’lo —+ .- ) — 2551'(-8153 + BQ$2 + B3$3 + B4$4+

+B5I5 + Bﬁ]}ﬁ + .B7.T7 + Bgl‘s + Bgl’g + Blol’lo + - ) - 2;6(14.11‘ + A2$2 + A3$3+

—|—A4ZL‘4 + A5SL‘5 + Agl’G + A7$7 + Agﬂfs + Agl‘g + Amxm + - )(Bll' + BQJJQ + B3$3—|—
+B4(L’4 + B5ZE5 + B61E6 + B7CL’7 + Bgl‘S + Bg[Eg + Bloxlo + - )7
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Bll' —I— BQI’Q —f- Bgl’g + B4ZL‘4 —|— B5[E5 —f- B6176 + B7l’7 + BgZL‘S —I— Bgl’g —f- BlOZEIO —|— s =
= —EI — T(All‘ + A2I2 + A3$3 + A4l’4 + A5I5 + A6I6 + A7.T7 + A8$8 + A9$9+
n

n
+ At 4+ ) — a2 9(Algr; + Ag® 4+ Aga® + Aga* + Asx® + Aga® + Arx+
n

n
+Agz® + Agz® + Az + - )2 — %(le + Byx? + By + Byx* + Bsa® + Bgrb+
+Brx” + Bgax® + Byx® + Byor'? + -+ )% — Q%x(Alx + Aox® + Asx® 4+ Azt + Asa®+
+Agx® + Arz” + Agx® + Agx® + Az + 1) — Q%x(le + Byx? + By + Byt
+ + Bsa® 4 Bga® + Bra” + Bsa® + Boa® + Byor™® + 1) — 2%(,413: + Aoz + Az +
+ Ayt + Asa® + Aga® 4+ A" + Aga® + Agz® + Ay + -+ ) (Biz + Bya® 4 Bsa*+
+Byx* + Bsa® + Bea® + Bra” + Bga® + Byx® + By 4 - -).

De aici obtinem

PR
A, = —W[bln — 17+ 2(ban — cyr) Ay + 2(bsn — c57) By + (ban — cor) AT+
+2(bgn — cr) A1 By + (bsn — c3r) By,
B, = " ng _1 mr [=bim + c1q — 2(bym — cag) Ar — 2(bsm — ¢5q) Br — (bam — c2q) A~
—2(bgm — cgq) A1 By — (bsm — c3q) B?],
Az = ——nq _2 — [(ban — car) Ay + (bsn — c51) Ba + (ban — cor) A1 Ao+
+(bgn — cgr) (A1 By + A3 By) + (bsn — c37) By By,
By = _ﬁ[(—bw + c4q) A + (=bsm + ¢5q) Ba + (—bam + caq) A1 Ao+
+(=bem + c6q) (A1 B2 + Az B1) + (—bym + c3q) B1 Ba),
Ay = _W[Q(bm — ¢47) Az + 2(bsn — c57) Bs 4 (ban — cor) (241 Az + A2)+
+2(bgn — c7)(A1Bs + Ay By + A3By) + (bsn — c37)(2B1Bs + B3)],
B, = —ﬁ[—2(b4m — c4q)Az — 2(bsm — ¢5q) By — (bam — c2q) (24, A3 + A3)—
—2(bgm — ¢6q)(A1Bs + A3 By + A3By) — (bsm — ¢3q)(2B1Bs + B3)],
Al = —ﬁ[(lxm — ) Ag + (bsn — c5r)Ba+ (ban — cor) (A1 Ay + Ay Ag)+

+(b67’L — C67">(A1B4 + A2B3 + A3BQ + A4Bl) + (bgn — Cg’f’)(BlB4 + BQBg)],
2
Bs = —m[(—bﬂn + caq)As + (=bsm + ¢5q) By + (—bam + c2q) (A1 Ay + Az Ag)+

+(—bsm + c6q) (A1 By + AsBs + A3By + AyBy) + (—bsm + c3q)(B1 By + B2 Bs)],
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1
A = _—nq — [2(byn — c4r) A5 + 2(bsn — ¢57) By + (ban — cor)(2A1 A + 2A5Ay+
+A3) + (bsn — ¢37)(2B1 Bs + 2By By + B3) + 2(bgn — cor) (A5 By + AyBa + A3Bs+

+AyBy + A1 Bs)],
1
nqg —mr

+A§) — (bgm — C3(])(232B4 + 23135 + Bg) — 2(b6m — Cﬁq) (A5Bl + A4B2 + A333+

BG = [—2(b4m — C4(])A5 — 2(b5m — C5q>B5 — (bgm — CQQ)(2A1A5 + 2A2A4—|—

+AyBy + A1 Bs)],
2
A? = _m[(bz,Ln — C4T>A6 -+ (b5n — C57“)B6 + (bgn — CQT’) (AlAG + A2A5 + A3A4)+
+(bsn — c37)(B1Bs + By Bs + B3 By)+

+(b6n — CGT’) (AlB6 -+ A6B1 + A5B2 + A4Bg —+ AgB4 —+ 14235)}7
2
B; = —m[(—bﬂn + c4q) Ag + (—bsm + ¢5q) Bs + (—bam + c2q) (A1 Ag + Az As+
+A3Ay) + (—bsm + c3q)(B1Bs + B2Bs + B3By)+

+(—bem + c6q) (A1 Bs + A¢B1 + A5 By + AyBs + AsBy + Ay Bs)],
1

Ag=———
nqg —mr

[2(1)471 — C4’I")A7 + 2([)571 — C5T)B7 + (bgn — CQT)(2A1A7 + 2A2A6 + 2A3A5—|—

+A3) + (bsn — ¢s7)(2B1 By + 2By Bg + 2B3 Bs + B})+

—|—2(bﬁn — CGT) (AlB7 + AQBG + AgB5 + A4B4 —+ A5Bg + A6BQ + A7B1)],
1
Bg = —m[—Q(bﬂn — ¢4q) A7 — 2(bsm — ¢5q) By — (bam — ¢2q)(2A1 A7 + 2A3 A5+
+2A2A6 + AZ) — (bgm — CgQ)(QBlB7 + 23385 + 23286 + BZ)—

—2(bgm — c6q) (A1 By + A3 B + A3Bs + AyBy + As By + Ag By + A7 B,
2
Ag = —m[(bﬂl — C4T)A8 + (b57’L - 057’)38 + (bgn — CQT)(AlAs + A2A7 + A3A6—|—
+A4A5) + (bgn — Cg?")(BlBg + BQB7 + BgB(; + B4B5)+

+(bgn — cer) (A1 Bs + Ay B7 + A3Bg + AyBs + As By + A¢Bs + A7 By + AsBy)],
2
Bg = —m[(—bﬂn + c4q)A8 + (—b5m + C5q)Bg -+ (—bgm + ng) (AlAg + A2A7+
+A3A + AsAs) + (—bsm + c3q)(B1Bs + B2 By + B3 Bg + ByBs)+

+(—bem + c6q) (A1 Bs + AsBr + AsBg + AyBs + As By + A¢ B3 + A7 By + AsBy)],

1
Al(] = ——[+2A9(B4n — 047”) + 239([)571 — C57’) + (bgn — CQT) (2A1A9+

nq —mr
—|—2A2A8 + 2A3A7 + 2A4A6 + Ag) + (bg’I’L — CgT‘) (QBlBg + 232B8 + QBgB7+
+2B4B6 + B52) + 2(b6n - CGT)(AlBg + Ang + AgB7 + A4B6 + A5B5 + A6B4+
+A7Bs + AsBy + AgB1)],
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1
Big = ——————[-2(bam — c4q)Ag — 2(bsm — c5q) By — 2(bam — c2q) (A1 Ag+
ng — mr

+2A4Ag + 2A3A7 + 245 Ag + A2) — (bsm — c3q)(2B1 By + 2By Bg + 2Bs B+ (1.65)
+2ByBs + BZ) — 2(bgm — ¢6q) (A1 By + Ay Bs + A3 Br + AyBs + AsBs + AgBy+

+A7B3 + AgBy + AgBy)], ...
Introducand (4.64) in partea dreaptd a ecuatiei diferentiale critice (4.61) avem

a12% + agy? + asz? + 2a47y + 20522 + 2a6yz =

= 0113 + 021’2 + Cg!Eg + C4LU4 + 05565 + 065136 + 07237 + ngg + Cgﬂ?g + 0102310 + -

sau in forma desfasurata
CL1{L‘2 + GQ(A1[E + AQI‘Q + A31'3 —f- A4I4 —f- A5ZE5 + AGZL‘G + A7ZL‘7 —I— Agl‘s —I— Agl’g + AlOZElO —I— .. )2+

t-as(Bix + Box® 4 Bsa® + Byr* + Bsa® + Bga® 4+ Bra” + Bsa® + Bgx® 4 Byor'® 4 -+ )%+
42040 (Arw + Agx® + Asa® + Ayax® + Asa® + Aga® + Azax™ 4 Aga® + Agx® + Ay + )+
+2a52(B1x + Byx® 4+ Bsx® + Byx® + Bsa® + Bga® + Bro” + Bga® + Box® 4+ Bipx'® 4 -+ )+
+2a6(A10+Agx® + Asx® + Ayr® + Asr® + Aga®+ A+ Aga® 4 Aga® + Aoz 'O+ - ) (Biz+ By +
+Bsa® + Bya' + Bsx® + Bga® + Bra™ 4 Bga® + Bya® + Bigz'® 4 ---) =
= Oz + Cox? + Cs22 + Cyx* + Csa® + Coa® + Crz”™ + Cga® + Coz® + Cioz® + - - -
De aici obtinem conform Remarcei 2.4 gi Teoremei 2.3 ca are loc

Lema 4.2. Stabilitatea sau instabilitatea miscarii neperturbate a sistemului (4.61) depinde

de semnul urmdtoarelor expresii:

C1 =0, Cy=ay+2a4A; + 2a5B; + ay A + 2a¢A, By + a3 B,
C3 = 2(agAs + asBy + as A1 Ay + agAs By + agA1 By + a3 B Bs),
Cy = 2a4A3 + 2a5B3 + 2a9A1 A3 + 2a6A1 B3 + aQAg + 2ag A3 By + 2a6 A3 B+
+2a3B, B3 + a3 B3,
Cs = 2(agAy + asBy + as A1 Ay + ag A1 By + ag As As + ag Ay B3 + ag A3 Bo+
+ag Ay By + azB1 By + a3 By Bs),
Co = 2a4A5 + 2a5B5 + 2a9 A1 As + 2a6A1Bs + 2a9 A5 A4 + 2a6A2 B4 + a2A§+
+2a6A3Bs + 2a6 Ay By + 2a6A5 By + 2a3B1 Bs + 2a3By By + a3 B3,
C7 = 2(ayAg + asBg + as A1 Ag + ag A1 B + aa A2 A + ag A Bs + ag A3 A+
+agAsBy + agAyBs + agAs By + asA¢ B1 + a3 B1Bg + a3 B2 Bs + a3 B3 By),
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Cs = 2a4A7 + 2a5B7 + 2a: A1 A7 + 2a6A1 By + 2a9 Ay Ag + 2a6 A2 Bg+
+2ayA3As + 2a6 A3 Bs + a3 A3 + 2a6 Ay By + 2a6 A5 B3 + 2a6A¢ By + 2a6A7 B+
+2a3B1B7 + 2a3 B9 Bg + 2a3B3B5 + ang,
Cy = 2(asAg + a5 Bs + as A1 Ag + ag A1 Bs + a2 As A7 + ag Ay By + as A3 Ag+
+agA3Bs + az Ay As + ag Ay Bs + agAs By + ag Ag By + ag A7 By + ag As Bi+ (4.66)
+a3B1Bs + a3 BBy + a3 B3 Bs + a3 By Bs),
Cho = 2a4A9 + 2a5B9 + 2a9 A1 Ag + 2a6A1Bg + 2a9A5As + 2a6A3Bg + 2a5 A3 A7+
+2a6A3 By + 2a9 A4 Ag + 20644 Bs + a3 A2 + 2a6A5Bs + 2a6 A By + 2a6A7 B3+
+2a6As By + 2a6A9 By + 2a3B1 By + 2a3 B2 Bg + 2a3B3B7 + 2a3B,Bg + ang, e
unde A; si B; (i =1,2,...) sunt din (4.65), iar nqg — mr > 0 conform Remarcei 3.4.

Urméand exemplul unu din [44] (§32), care in ecuatia critici are 2 parametri, vom examina

cateva cazuri de sisteme ternare de forma canonica criticd Lyapunov:

Exemplul 4.1. (Sistemul dinamicii raspandirii tuberculozei) Vom examina sistemul

dinamicii raspandirii tuberculozei [65] (4.42), care prin transformarea centroafina
r=17—uS; y=~L; z=T, (4.67)

si 10 # 0, in conformitate cu sensul medical al acestei variabile, aduce sistemul (4.42) la forma

d
d—i = ax + bz 4+ 2gxz;
d
d_zt/ =cy +dz + 2hxz; (4.68)
d
d_j =ey+ fz+ 2kxz.
unde
1—
&:—,U#O, b:ﬂTa C:_(S_uad:M> 6257 f:]%_ﬂ_:uT7
4.69
B, -8, B 09
g=——=, h=———"— k=—".
2 2u 2u
Ecuatia caracteristicd a sistemului (4.68) este
§ + (—a—c— P + (ac+af +cf — de)p—alcf — de) = 0. (4.70)

Pentru ca ecuatia (4.70) sd posede o raddcind nuld, si ludnd in consideratie sensul medical
al variabilelor (a # 0), avem cf — de = 0.

Cu ajutorul transformarii centroafine
T=—ey+cz; g=y;, Z=x+2(A=c#0) (4.71)
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sicf —de=0sau f = d—ce, sistemul (4.68) se aduce la forma critica de tip Lyapunov

d 2(ck —eh
d_jj = %(—ﬁ — 2exy + crz — *y® + ceyz);
d d d 2h
d_? = + (c+ ?e)y + g(—:ﬁ — 2exy + crz — *y® + ceyz);
dz  —a+f+Db (—a+c+ f+be
- = T +
dt c c
29+ k
N (g2 )

(4.72)
Y+ az+

(—2? — 2exy + cxz — e*y* + ceyz),

C

cu

—a—c—f>0, alc+f)>0 (4.73)

conform teoremei lui Hurwitz.

Conform Lemei 4.2 avem

2
Ol = 0, 02 = —2(—1 + CB1 — €A1)<1 + eAl)(—eh + Ck?),

C

2
Cs = g[cBg — 2eAy + ce(Ay By + A1 By) — 2e* Ay Ag)(—eh + ck),

2
C4 = 6—2[633 — 2€A3 + CG(AgBl + A2B2 + AlBg> — 62(143 + 2A1A3)](—€h + C]{Z),

2
Oy = g[cB4 —2eAy + ce(AyBy + AsBy + Ay By + A1 By)—

—2e*(AgAz + A1 Ay)](—eh + ck),
Cs = C%[CBg, — 2eAs + ce(AsBy + AyBy + A3Bs + Ay By + A1 Bs)—
—e*(AZ 4+ 2A2A, + 2A, A5)](—eh + ck),
Cr = %[cBﬁ —2eAg + ce(AgB1 + As By + AyBs + A3By + Ay Bs + A1 Bg)— (4.74)
—26*(A3A, + Ay As + Ay Ag)](—eh + ck),
Oy = C%[c& — 2eA; 4 ce(A7 By + AgBy + A;Bs + AyBy + AsBs+
+AyBg + A1 By) — (A5 + 24345 + 2A5Ag + 2A1 A7)|(—eh + ck),
Co = 62—2[038 — 2eAg + ce(AgBy + A7y By + AgBs + As By + AyBs+
+A3Bg + Ay By + Ay Bg) — 2€*(A4As + AsAg + Ay Ay + A1 Ag)](—eh + ck),
Cio = %[cBg —2eAg + ce(AgBy + AgBs + A7 B3 + Ag¢By + AsBs + Ay Bg+

+A3By + A3Bg + Ay Bg) — €* (A2 + 2A, A6 + 243 A7+
+2A2A8 + 2A1A9)](—€h + Ck?), ce
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unde

B d ~ (a—=b)c
Al__02+de’ Bl_a(02+de)’

A2 = [(—1 =+ CBl — 6A1)<1 + 6A1)h]7

ol + de)

B2 = (—1 + CBl — €A1)(1 + €A1)(C3g+

" acd(e + de)
+cdeg + aceh — beeh — c*eh — de*h + ¢’k + cdek),

2

As = (@ + de)

(CBQ — 26142 + C6<A2B1 + AlBQ) - 262A1A2)h,

_ 2
ac®(c? + de)

—2e*A1Ay) (g + cdeg + aceh — beeh — c*eh — de*h + ¢k + cdek),

_ 2
c(c® + de)

By =

Bg = (CBQ — 26A2 + Ce(AQBl + AlBQ)—

A4 = [CBg — 26143 + ce(A331 + AQBQ + AlBg> - 62(143 + 2A1A3)]h,

2
" acd( + de)
—e?(A2 +2A,43))(c*g + cdeg + aceh — beeh — c*eh — de*h + Pk + cdek),
2

A5 = —m[CB4 — 2€A4 + C€(A4Bl + A3B2 + Ang + AlB4>—

[CBg — 26143 + C@(AgBl + AQBQ + AlBg)—

—262(A2A3 + A1A4)]h,

2z
ac3(c? + de)
—2e*(AgAz + A1 A)](Pg + cdeg + aceh — beeh — c*eh — de*h + ¢’k + cdek),

B5 = [CB4 — 2€A4 + C€(A4Bl + AgBQ -+ Ang + AlB4)—

2
A6 = —m[035 — 26145 + C€(A5Bl + A4B2 -+ Ang -+ AQB4 + AlB5)—
—62(A§ + 2A2A4 + 2A1A5)]h,
2
B6 = [CB5 - 2€A5 + CQ(A5Bl + A4BQ + Ang + AQB4 + AlB5)—

acd( + de)
—e*(A3 4+ 2424, + 2A, 45)] (g + cdeg + aceh — beeh — c*eh — de*h + ¢’k + cdek),

2
A7 = ——[CB6 — 26146 + C€<AGBl + A5BQ + A4B3 + A334 + AQBE, + AlBg)—
c(c? + de)
—262(A3A4 -+ A2A5 -+ A1A6)]h,
2
B7 = [CBG — 26146 + CG(AGBl + A5BQ + A4Bg + AgB4 + AQB5 + AlBG)_

a3 + de)
—2e2(A3Ay + Ay As + A1 Ag)] (g + cdeg + aceh — beeh — c*eh — de*h + ¢k + cdek),
2

Ag— — =
s c(c? + de)

[CB7 — 2€A7 + C€(A7Bl + A@BQ + A5Bg + A4B4 + AgB5 + AQBG -+ AlB7)—

—62(14121 + 2A3A5 + 2A2A6 + 2A1A7)]h,
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2

Bg::—5E§E;17ﬁ5ki%——26A7%—aXA7B1%—AﬁBQ%—A583+<A4B4%—A3B5+
+A3Bg + A By) — €2(A2 + 2A3A5 + 245 A¢ + 24, A7) (Pg+
+cdeg + aceh — beeh — c*eh — de*h + ¢k + cdek),
Ay = —ﬁ[c&g — 2eAs + ce(AgBy + A7By + AgBs + As By + Ay Bs+
+A3Bs + Ay By + A1 Bg) — 2€* (A4 A5 + AzAg + As A7 + Ay Ag)]h,
By = 2 [cBs — 2eAg + ce(AsBy + A7By + A¢Bs + As By + AyBs+

acd( + de)
+A3Bg + Ay By 4 A1 Bg) — 2€*(A4As + Az Ag + Ay Ay + A1 Ag)](Pg+

+cdeg + aceh — beeh — c2eh — de*h + 2k + cdek),

Ay = [cBy — 2eAg + ce(AgBy + AgBy + A7Bs + AgBy + AsBs+

(2 + de)
+A4B6 + AgB7 + Ang + AlBg) - 62(14? + 2A4A6 + 2143147 + 2A2A8 + 2A1A9)]h,

2
BlO = ——[CBQ - 2€A9 -+ C€(AgBl —+ AgBQ -+ A7Bg -+ A6B4 -+ A5B5+ (475)
ac3(c? + de)

+AyBg + A3B; + Ay By + A1 Bg) — €*(A2 + 2A4A¢ + 2A3A7 + 2A5 Ag+
+24,Ag)](c*g + cdeg + aceh — beeh — c*eh — de*h + ¢k + cdek), . . .
Luand in consideratie sensul medical al parametrilor sistemului (4.68) — (4.69), mentiondm

cd numitorii in (4.74) si (4.75) sunt diferiti de zero.
Obtinem

Remarca 4.3. Daci a+c+ f <0 gia(c+ f) > 0, atunci stabilitatea miscarii neperturbate
guvernata de sistemul (4.72) include toate cazurile posibile in urmatoarele doua:

L (=14+c¢By—eAy)(1+eA;)(—eh+ck) # 0, atunci migcarea neperturbald este instabild;

II. (=1 +c¢By —eAy)(1+eAy)(—eh + ck) = 0, atunci miscarea neperturbata este stabild.

In wltimul caz, miscarea neperturbatd apartine unei serii continui de miscdri stabilizate
(stationare), la care apartine si miscarea neperturbatd examinatd si atunci toate miscarile
acestei serii, destul de apropiate de cea neperturbatd incluzind-o si pe ultima, vor fi stabile. In
acest caz, pentru perturbari destul de mici orice miscare perturbata se va apropia asimptotic
catre una din migcarile stabilizate (stationare) a seriei mengionate. Mai mult ca atdt, aceastd

miscare este gi asimptotic stabila [47].

In demonstratia Remarcei 4.3 se utilizeazi Teorema 2.3 in caz ternar. Se analizeazi
coeficientii seriei C; din (4.74). Daci Cy # 0, atunci obtinem cazul T al remarcei respective.

Dacd —eh + ck = 0, atunci toti C; = 0 (Vi), iar dacd (—1 4+ ¢By; — eA;)(1 + eAy) = 0,
atunci A; = B; =0 (i > 2) din (4.75), ceea ce induce de asemenea ci toti C; =0 (1 > 3).
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Exemplul 4.2. Vom examina sistemul diferential ternar, cu 3 parametri in ecuatia critica,

de forma p
d—f:(ax—l—by—%cz)(—x—%y—l—z),
d
d_?i:q;—y+(x—y+2z)(—x+y+z), (4.76)
dz
%:x—z—l—(x—i-Qy—z)(—a:—l—y—i-z),

unde a, b, ¢ sunt coeficienti reali arbitrari.

Ecuatia caracteristica a partii liniare este

p*+2p" +p=0, (4.77)

unde
P1 = 0, P2 = P3 = —1. (478)

Conform Lemei 4.2 avem

Ci=0, Ch=a+b+c,
C3 = 4a + 60+ 6¢ = 2[2a + 3(b + ¢)],
Cy = 20a + 38b + 38¢ = 2[10a + 19(b + ¢)],
Cs = 116a + 254b + 254c = 2[58a + 127(b + ¢)],
O = T40a + 1774b + 1774c = 2[370a + 887(b + ¢)], (4.79)
Cr = 5028a + 12822b + 12822¢ = 2[2514a + 6411(b + ¢)),
Cs = 35700a + 951906 4+ 95190¢ = 2[17850a + 47595(b + ¢)],
Cy = 261780a + 721870b + 721870¢ = 2[130890a + 360935(b + ¢)],
Cho = 1967300a + 5569118b + 5569118¢ = 2[982650a + 2784559(b + ¢)], ...,

unde
Ai=B1=1; Ab=By=2, A3=B3=10, Ay = B,=58, A;= Bs =370,
Ag = Bg = 2514, A; = B; = 17850, Ag = Bg = 130890, Ay = By = 983650,  (4.80)
Ag = By = 7536418, . ..

Deoarece ecuatia caracteristica (4.77), a sistemului (4.76), are radacinile (4.78), atunci

conform Teoremei 2.3, in caz ternar, obtinem

Remarca 4.4. Stabilitatea miscarii neperturbate guvernatda de sistemul (4.76) include toate
cazurile posibile in urmdtoarele patru:
L a+ b+ c#0, atunci miscarea neperturbata este instabild;

1I. a > 0, atunci miscarea neperturbatda este stabila;
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III. a < 0, atunct miscarea neperturbalda este instabild;

IV. b+ c= —a =0, atunci miscarea neperturbatd este stabild.

In wltimul caz, miscarea neperturbatd apartine unei serii continui de miscdri stabilizate
(stationare), la care apartine gi miscarea neperturbatd examinatd si atunci toate migcarile
acestei serii, destul de apropiate de cea neperturbatd incluzind-o si pe ultima, vor fi stabile. In
acest caz, pentru perturbari destul de mici orice miscare perturbata se va apropia asimptotic
catre una din miscarile stabilizate (stationare) a seriei mengionate. Mai mult ca atdt, aceastd

miscare este si asimptotic stabild [47].

Conform Teoremei 2.3 se analizeaza coeficientii seriei C; din (4.79). Dacd Cy # 0, atunci
obtinem cazul I al remarcei respective.

Dacd Cy = 0, atunci b+ ¢ = —a. Inlocuim in Cs obtinem C5 = —2a, in dependentd de
semnul acestei expresii obtinem cazul IT gi III.

Daci C5 = 0, atunci b+ ¢ = —a = 0. In acest caz, toti C; = 0 (i > 4).

Exemplul 4.3. Vom examina sistemul diferential ternar, cu 6 parametri in ecuatia critica,

de forma p
d_f = a1z® + a2y2 +as2® + 2a42y + 2a5x2 + 2a6y 2,
dy
o = eyt @yt 2) (e ty+2), (4.81)
dz
o =r—z+(x+2y—2)(—r+y+2),

unde a; (i = 1,6) sunt coeficienti reali arbitrari.

Introducem notatiile

Ly =as+as+2a¢; Ly =—ay —2(ay +as); L3 =—a; — (a4 + as);

(4.82)
Ly = —(a4 + as).
Conform Lemei 4.2 avem
Cr =0, Cy=ay+ (as + as + 2a6) + 2(as + as),
Cs = 4[(az + a3z + 2ag) + (ag + as))],
Cy = 4[6(az + as + 2a¢) + 5(as + as)),
Cs = 4[39(as + as + 2ag) + 29(as + as)],

Cs = 4[268(as + a3 + 2a¢) + 185(ay + as)], (4.83)

Oy = 12[639(az + as + 2ag) + 419(as + as))
Cs = 60[942(ag + a3 + 2ag) + 595(ay + as)],
Coy = 20[21319(ag + as + 2a6) + 13089(ay + as)],
Cho = 4[819096(as + as + 2ag) + 491825(as + as)], . ..,
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unde

A1:B1:1; A2:B2:27 A3:B3:10, A4:B4:58, A5:B5:370,
Ag = Bg = 2514, A; = B; = 17850, Ag = Bg = 130890, Ay = By = 983650,  (4.84)
Ay = Bip = 7536418, . ..

Deoarece ecuatia caracteristica (4.77), a sistemului (4.81), are rddacinile (4.78), atunci

conform Teoremei 2.3, in caz ternar, obtinem

Remarca 4.5. Stabilitatea miscarii neperturbate guvernatda de sistemul (4.81) include toate
cazurile posibile in urmatoarele cinci:

1. Ly # Lo, atunci miscarea neperturbatda este instabild;

1. Ly = Ly, L3 <0, atunci miscarea neperturbata este stabild;

III. Ly = Ly, L3 > 0, atunci miscarea neperturbald este instabild;

1V. L1 = Ly, L3 =0, Ly # 0, atunci miscarea neperturbatd este instabild;

V. as + a3+ 2ag = a1 =0, ay = —as, atunct miscarea neperturbatd este stabild.

In ultimul caz, miscarea neperturbatd apartine unei serii continui de miscdri stabilizate
(stationare), la care apartine si miscarea neperturbatd examinatd si atunci toate migcarile
acestei serit, destul de apropiate de cea neperturbata incluzand-o st pe ultima, vor fi stabile. In
acest caz, pentru perturbari destul de mici orice miscare perturbatd se va apropia asimptotic
catre una din migcarile stabilizate (stationare) a seriei mentionate. Mai mult ca atdt, aceastd

migcare este si asimptotic stabild [47]. Expresiile L; (i = 1,4) sunt din (4.82).

Conform Teoremei 2.3 se analizeaza coeficientii seriei C; din (4.83). Dacd Cy # 0, atunci
Ly — Ly # 0, cazul T al remarcei respective.

Daca Cy = 0, atunci L; = Lo, iar
03 = 4[[11 + (CL4 + a5)] = 4[L2 —+ (a4 + a5)] = 4[—&1 — (a4 + a,5)] = 4L3

In dependenti de semnul acestei expresii obtinem cazul II si I1I.

Daca Cy = C3 =0, atunci Ly = Lg gi L3 = 0= a1 = —(aq + a3), iar
04 = 4[6L1 + 5(&4 + CL5)] == 4[6[/2 + 5((14 + CL5)] = 4[—6(11 - 7(&4 + a5)] = 4[-(&4 + CL5)] == 4L4

Fie Ly # 0, in acest caz, obtinem cazul 1V.
Daca Cy = C3 = Cy = 0, atunci Ly = Ly, L3 = Ly = 0 sau as + as + 2a¢g = a; = 0,

ay = —as. In acest caz, toti C; = 0 (i > 5).
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Exemplul 4.4. Vom examina sistemul diferential ternar, cu 6 parametri in ecuatia critica,
dintre care trei formeaza factorul comun al partii patratice, de forma

dx

prie (a1 + biy + c12)(ax + by + c2),
d
d_i:;p—y+(m—y+22)(am+by+cz), (4.85)
dz

pr =z —z+ (x4 2y — 2)(ax + by + c2),
unde a, b, ¢, ay, by, c; sunt coeficienti reali arbitrari.
Introducem notatiile
Miy=a+b+c; My=a;+b +c;; Mg=—aa;+ (b+¢)(by + ¢1); (4.86)
My = (b+¢)(by + c1).

Conform Lemei 4.2 avem

C1 =0, Co= MM, C5= (M M+ Ms)A,,
Cy = MyA5 + (MyMy + M3)As, Cs=2M4AyAs + (M My + M3) Ay,
Co = My(2A5A4 + A3) + (M1 My + Ms) As,
Cr = 2My (A A5 + AsAy) + (M My + Ms) As, (4.87)
Cg = My (2A2A6 + 2A3A45 + A3) + (M My + Ms) As,
Cy = 2M (A2 A7 + A3Ag + AyAs) + (M My + M3) As,
Cio = My(2A2 A + 2A3A7 + 24, Ag + A2) 4+ (M1 My + M3) Ay, ...,
unde
Ai=By=1; Ay=By=2(a+b+c),
As = Bs = (a+3b+3c)Ay, Ay = By= (b+c)A2+ (a+ 3b+ 3c)As,
A5 = By = 2(b+ ¢)AsAs + (a + 3b + 3¢) Ay,
Ag = Bs = (b+ ¢)(2424, + A3) + (a + 3b + 3c) As,
A7 = By = 2(b+ ¢)(AsAs + A3 Ay) + (a + 3b + 3c) Ag,
Ag = By = (b+¢)(243A6 + 243A5 + A%) + (a + 3b + 3¢) A,

(4.88)

Ag = Bg = Q(b + C) (A2A7 + A3A6 + A4A5) + (CL + 3b + 30)148,
AlO = BlO = (b + C)<2A2A8 + 2A3A7 + 2A4A6 + Ag) + (a + 3b + 3C)A9, .

Deoarece ecuatia caracteristica (4.77), a sistemului (4.85), are ridacinile (4.78), atunci

conform Teoremei 2.3, in caz ternar, obtinem

Remarca 4.6. Stabilitatea miscarii neperturbate guvernatd de sistemul (4.85) include toate

cazurile posibile in urmdtoarele sase:
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I. M1 Ms # 0, atunci miscarea neperturbatd este instabild;

1. My =0, MyM; < 0, atunci miscarea neperturbatd este stabild;

11 My =0, MyMj3 > 0, atunci miscarea neperturbata este instabild;

1V. MMy # 0, atunci miscarea neperturbata este instabild;

V. My =0, alunct miscarea neperturbata este stabila;

VI. M, =0, atunci miscarea neperturbata este stabila.

In wltimul caz, miscarea neperturbatd apartine unei serii continui de miscdri stabilizate
(stationare), la care apartine si miscarea neperturbatd examinatd si atunci toate miscarile
acestei serii, destul de apropiate de cea neperturbatd incluzind-o si pe ultima, vor fi stabile. In
acest caz, pentru perturbart destul de mici orice miscare perturbata se va apropia asimptotic
catre una din miscarile stabilizate (stationare) a seriei mengionate. Mai mult ca atdt, aceastd

migcare este si asimptotic stabild [47]. Expresiile M; (i = 1,4) sunt din (4.86).

Conform Toremei 2.3 se analizeazi coeficientii seriei C; din (4.87). Presupunem M; # 0.
Daca Cy # 0, atunci M; M, # 0, cazul I al remarcei respective.

Daca Cy = 0, atunci My = 0, iar C3 = (MM + M3)Ay = 2M; Ms. In dependenti de
semnul acestei expresii obtinem cazul IT gi III.

Dacd Cy = C3 = 0, atunci My = My = 0, iar Cy = MyA%2 + (M, My + M3)As = 4MEM,.
Daca MM, # 0 obtinem cazul IV.

Daca Cy = C3 = Cy = 0, atunci My = Mg = My = 0, iar toti C; =0 (i > 5), cazul V.

Daca M; = 0, atunci toti C; = 0 (Vi), cazul VI al remarcei date.

4.6. Concluzii la capitolul 4

In capitolul patru au fost studiate conditiile centroafin-invariante cand sistemul diferential
ternar cu neliniaritdti patratice contine in partile patratice un factor comun. Asa sisteme le
vom numi generalizate de tip Darboux, deoarece sistemul clasic de tip Darboux este un caz
particular al acestuia. In afari de aceasta unele modele matematice din medicing, biologie
s.a. domenii sunt prezentate ca sisteme diferentiale ternare, ce contin un factor comun in
partea patratica.

A fost studiata o forma canonicé a sistemului diferential ternar generalizat de tip Darboux
cu neliniaritati patratice. Pentru acest sistem a fost determinati algebra Lie admisa de el
si studiata rezolubilitatea ei. In aceastd forma canonici a fost evidentiatd forma canonicd a
sistemului generalizat de tip Lyapunov-Darboux, pentru care au fost determinate integralele
prime polinomial-exponentiale.

A fost evidentiata algebra Lie admisa de sistemul diferential ternar, care reprezinta mo-

delul matematic al dinamicii raspandirii tuberculozei in societate. Au fost studiati invariantii
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acestui sistem generati de algebra Lie mentionata si evidentiate integralele polinomial-
exponentiale pana la gradul trei.

Au fost examinate unele exemple de sisteme de ecuatii diferentiale ternare cu neliniarititi
polinomiale de tip generalizat Darboux, ce cuprind unele exemple din teza lui A.M. Lyapunov
si studiata stabilitatea miscarii neperturbate proprie acestor sisteme.

Tinand cont de rezultatele obtinute in capitolul patru, deducem urmatoarele concluzii:

1. Pentru sistemul diferential cu neliniarititi pétratice au fost construite conditiile
centroafin-invariante cdnd partile patratice contin un factor comun, i.e. cénd sistemul
mentionat are forma generalizata Darboux.

2. A fost construita algebra Lie a operatorilor admisi de o forméa canonica a sistemului
generalizat de tip Darboux cu reprezentari in spatiul parametrilor acestui sistem si ardtata
ca aceasta algebra nu este rezolubila.

3. Pentru forma canonica a sistemului generalizat ternar de tip Lyapunov-Darboux au
fost construite toate integralele prime polinomial-exponentiale pana la gradul trei.

4. A fost construitd algebra Lie admisa de sistemul diferential ternar cu neliniaritati
patratice, corespunzator dinamicii raspandirii tuberculozei in societate si obtinuta baza
functionala a invariantilor acestui sistem in raport cu algebra data.

5. Au fost construite integralele prime polinomial-exponentiale pana la gradul trei pentru
sistemul diferential corespunzator dinamicii raspandirii tuberculozei in societate cu conditii
invariante.

6. Au fost construite polinoamele de la coeficientii sistemului diferential cu neliniaritati
patratice in cazul critic, semnul cérora determina stabilitatea sau instabilitatea migcarii
neperturbate descrisa de acest sistem.

7. Pornind de la exemplul 1 din teza de doctor a lui A. M. Lyapunov [44] (§32) ce consta
dintr-un sistem diferential ternar cu neliniaritati patratice in cazul critic, au fost construite
mai multe exemple de sisteme diferentiale de tip generalizat Darboux, pentru care au fost
determinate conditiile de stabilitate sau instabilitate a miscarii neperturbate, descrise de

aceste sisteme.
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CONCLUZII GENERALE SI RECOMANDARI

In lucrare, din punct de vedere a teoriei calitative a ecuatiilor diferentiale, a fost studiati
stabilitatea migcarii neperturbate, descrise de sisteme diferentiale plane si ternare cu membrii
drepti polinoame. Pentru prima data in aceste cercetari au fost folosite teoria algebrelor Lie
si metoda invariantilor algebrici a ecuatiilor diferntiale, fondata la Chiginau de academicianul
Constantin Sibirschi.

Problema stiintificd importanta solutionata constd in abordarea prin intermediul
algebrelor Lie si algebrelor invariantilor a unor sisteme diferentiale, ceea ce a contribuit
la obtinerea conditiilor centroafin-invariante de stabilitate a migcarii neperturbate descrise
de sistemele diferentiale bidimensionale gi ternare cu neliniaritati polinomiale, in vederea
aplicarii lor ulterioare la modele matematice concrete. Rezultatele cercetarilor elaborate ne
permit de a efectua urmatoarele concluzii si recomandari:

Concluzii generale:

1. In teza de fatd, pentru prima dati s-a formulat si s-a rezolvat problema deter-
minarii conditiilor centroafin-invarinte de stabilitate a miscarii neperturbate in clasa sis-
temelor diferentiale plane cu neliniaritati de pana la gradul patru, ceea ce reprezinta pentru
viitor un pas important in studiul calitativ al acestor sisteme ([51,52, 54, 56]);

2. Au fost obtinute conditiile centroafin-invariante de stabilitate a miscarii periodice
neperturbate pentru sistemele diferentiale ternare cu neliniaritati patratice de tip Darboux
si construite integralele generale i algebrele Lie pentru toate sistemele de acest tip ce se afla
pe varietatile invariante, descrise de o integrala particulara invarianta proprie acestui sistem
(49,50, 55,57,60]);

3. A fost construitd o forma canonicd a sitemului ternar generalizat de tip Lyapunov-
Darboux gi obtinute integralele polinomial exponentiale pentru acest sistem. Au fost con-
struite exemple de sisteme ternare generalizate de tip Lyapunov-Darboux in cazul critic si
obtinute conditiile de stabilitate a migcarii neperturbate. Unele din sistemele studiate au ca
proiectii modele matematice din medicina ([48,53,58,59,61]).

Recomandari:

Rezultatele obtinute si metodele elaborate pot fi folosite:

— la studierea stabilitatii migcarii neperturbate in cazul critic pentru sistemele diferentiale
plane cu neliniaritati polinomiale complete pana la gradul trei sau patru inclusiv;

— la studierea stabilititii miscarii neperturbate pentru sistemele diferentiale ternare de
tip Darboux cu neliniaritati de gradul trei si patru;

— la investigarea diferitor modele matematice din medicina, biologie, mecanica s.a.;

— in programele cursurilor optionale a facultatilor universitare cu profil real.
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