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ADNOTARE

la teza �Algebre Lie �si invarian�ti la sisteme diferen�tiale cu proiec�tii pe unele modele mate-

matice�, prezentat�a de c�atre Neagu Natalia pentru ob�tinerea gradului de doctor ��n �stiin�te

matematice la specialitatea 111.02 - ecua�tii diferen�tiale.

Teza a fost elaborat�a la Universitatea de Stat din Tiraspol (Chi�sin�au) ��n anul 2017.

Lucrarea este scris�a ��n limba rom�an�a �si cuprinde: introducere, 4 capitole, concluzii generale

�si recomand�ari, bibliogra�e (73 titluri), 125 pagini de baz�a. La tema tezei sunt publicate 14

lucr�ari �stiin�ti�ce.

Cuvinte�cheie: sistem diferen�tial polinomial, sistem diferen�tial ternar de tip Darboux

(Lyapunov-Darboux), stabilitatea mi�sc�arii neperturbate, algebr�a Lie, invariant, comitant.

Domeniul de studiu al tezei: teoria calitativ�a a sistemelor dinamice, integrabilitatea

sistemelor diferen�tiale polinomiale, stabilitatea mi�sc�arii neperturbate.

Scopul �si obiectivele lucr�arii: determinarea condi�tiilor centroa�n-invariante de stabi-

litate a mi�sc�arii neperturbate descrise de sistemele diferen�tiale bidimensionale �si ternare cu

neliniarit�a�ti polinomiale; examinarea cazurilor necritice �si critice pentru sistemele men�tionate;

integrabilitatea sistemelor diferen�tiale ternare de tip Darboux �si de tip Lyapunov-Darboux.

Noutatea �si originalitatea �stiin�ti�c�a const�a ��n aceea, c�a pentru prima dat�a au fost

utilizate metodele algebrelor Lie �si a teoriei invarian�tilor �si comitan�tilor algebrici ��n studiul

stabilit�a�tii mi�sc�arii neperturbate, descrise de sistemele diferen�tiale bidimensionale �si ternare

cu neliniarit�a�ti polinomiale.

Problema �stiin�ti�c�a important�a solu�tionat�a const�a ��n abordarea prin intermediul

algebrelor Lie �si algebrelor invarian�tilor a unor sisteme diferen�tiale, ceea ce a contribuit

la ob�tinerea condi�tiilor centroa�n-invariante de stabilitate a mi�sc�arii neperturbate descrise

de sistemele diferen�tiale bidimensionale �si ternare cu neliniarit�a�ti polinomiale, ��n vederea

aplic�arii lor ulterioare la modele matematice concrete.

Semni�ca�tia teoretic�a. Rezultatele ob�tinute��n tez�a sunt noi �si reprezint�a un��nceput de

dezvoltare a unei noi abord�ari asupra utiliz�arii algebrelor Lie �si teoriei invarian�tilor algebrici

��n studiul stabilit�a�tii mi�sc�arii neperturbate descrise de sistemele diferen�tiale bidimensionale

�si ternare cu neliniarit�a�ti polinomiale, integrabilit�a�tii sistemelor ternare pe unele variet�a�ti

invariante.

Implementarea rezultatelor �stiin�ti�ce. Rezultatele tezei pot � folosite ��n dez-

voltarea de mai departe a teoriei stabilit�a�tii mi�sc�arii neperturbate descrise de sistemele

diferen�tiale multidimensionale cu neliniarit�a�ti polinomiale cu ajutorul algebrelor Lie �si teoriei

invarian�tilor; pot � utilizate ��n studiul modelelor matematice ce sunt date de ecua�tii diferen-

�tiale care descriu diverse procese din �zic�a, medicin�a, biologie, chimie, economie �s.a.; pot

servi drept suport pentru tezele de masterat �si la elaborarea cursurilor op�tionale universitare

�si post-universitare.
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ÀÍÍÎÒÀÖÈß

äèññåðòàöèè "Àëãåáðû Ëè è èíâàðèàíòû äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì ñ ïðîåêöèÿìè íà

íåêîòîðûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè", ïðåäñòàâëåííîé Íÿãó Íàòàëüeé íà ñîèñêàíèå ó÷åíîé ñòå-

ïåíè äîêòîðà ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê ïî ñïåöèàëüíîñòè 111.02 - äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ.

Äèññåðòàöèÿ âûïîëíåíà â Òèðàñïîëüñêîì Ãîñóäàðñòâåííîì Óíèâåðñèòåòå (Êèøèíýó) â 2017

ãîäó íà ðóìûíñêîì ÿçûêå è ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ÷åòûðåõ ãëàâ, îáùèõ âûâîäîâ è ðåêîìåíäàöèé,

áèáëèîãðàôèè (73 ðàáîòà), 125 ñòðàíèö îñíîâíîãî òåêñòà. Îñíîâíûå ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû

îïóáëèêîâàíû â 14 íàó÷íûõ ðàáîòàõ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïîëèíîìèàëüíàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ñèñòåìà, òðåõìåðíàÿ äèôôåðåí-

öèàëüíàÿ ñèñòåìà âèäà Äàðáó (Ëÿïóíîâà-Äàðáó), óñòîé÷èâîñòü íåâîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ,

àëãåáðà Ëè, èíâàðèàíò, êîìèòàíò.

Îáëàñòü èññëåäîâàíèÿ: êà÷åñòâåííàÿ òåîðèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, èíòåãðèðóåìîñòü

ïîëèíîìèàëüíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì, óñòîé÷èâîñòü íåâîçìóùåííîãî äâèæåíèè.

Öåëü è çàäà÷è äèññåðòàöèè: íàõîæäåíèå öåíòðîàôôèííî-èíâàðèàíòíûõ óñëîâèè óñòîé-

÷èâîñòè íåâîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ îïèñàííûå äâóìåðíûìè è òðåõìåðíûìè äèôôåðåíöèàëü-

íûìè ñèñòåìàìè ñ ïîëèíîìèàëüíûìè ÷àñòÿìè; èññëåäîâàíèå êðèòè÷åñêèõ è íåêðèòè÷åñêèõ

ñëó÷àåâ äëÿ äàííûõ ñèñòåì; èíòåãðèðóåìîñòü òðåõìåðíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì âèäà

Äàðáó è âèäà Ëÿïóíîâà-Äàðáó.

Íîâèçíà è íàó÷íàÿ îðèãèíàëüíîñòü. Âïåðâûå áûëè èñïîëüçîâàíû ìåòîäû àëãåáð Ëè,

òåîðèè àëãåáðàè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ è êîìèòàíòîâ ïðè èññëåäîâàíèè óñòîé÷èâîñòè íåâîçìó-

ùåííîãî äâèæåíèÿ îïèñàííîãî äâóìåðíûìè è òðåõìåðíûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè ñèñòåìàìè

ñ ïîëèíîìèàëüíûìè ÷àñòÿìè.

Ãëàâíàÿ ðåøåííàÿ íàó÷íàÿ çàäà÷à ñîñòîèò â èçó÷åíèè ïîñðåäñòâîì àëãåáð Ëè è àëãåáð

èíâàðèàíòîâ íåêîòîðûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì, ÷òî ñïîñîáñòâóåò íàõîæäåíèþ öåíòðî-

àôôèííî-èíâàðèàíòíûõ óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè íåâîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ, îïèñàííîãî äâó-

ìåðíûìè è òðåõìåðíûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè ñèñòåìàìè ñ ïîëèíîìèàëüíûìè ÷àñòÿìè, ÷òî

ïîçâîëèò èõ äàëüíåéøåå ïðèìåíåíèå ê êîíêðåòíûì ìàòåìàòè÷åñêèì ìîäåëÿì.

Òåîðåòè÷åñêîå è ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå ðàáîòû. Â äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû íîâûå

ðåçóëüòàòû, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ íà÷àëîì íîâîãî ïîäõîäà â èñïîëüçîâàíèè àëãåáð Ëè è òåîðèè

àëãåáðàè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ è êîìèòàíòîâ ïðè èññëåäîâàíèè óñòîé÷èâîñòè íåâîçìóùåííîãî

äâèæåíèÿ îïèñàííîãî äâóìåðíûìè è òðåõìåðíûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè ñèñòåìàìè ñ ïîëèíî-

ìèàëüíûìè ÷àñòÿìè, èíòåãðèðóåìîñòè òðåõìåðíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì íà íåêîòîðûõ

èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ.

Ðåàëèçàöèÿ íàó÷íûõ ðåçóëüòàòîâ. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâà-

íû ïðè äàëüíåéøåì ðàçâèòèè òåîðèè óñòîé÷èâîñòè íåâîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ ñ ïîìîùüþ

àëãåáð Ëè è òåîðèè èíâàðèàíòîâ, îïèñàííîãî ìíîãîìåðíûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè ñèñòåìàìè

ñ ïîëèíîìèàëüíûìè ÷àñòÿìè; ïðè èññëåäîâàíèè íåêîòîðûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, îïèñû-

âàþùèõ ïðîöåññû â ôèçèêå, ìåäèöèíå, áèîëîãèè, õèìèè, ýêîíîìèêå è ò.ä; ìîãóò ñëóæèòü

ìàòåðèàëîì äëÿ ðàçðàáîòêè òåì ìàãèñòåðñêèõ ðàáîò è ñïåöêóðñîâ äëÿ ñòóäåíòîâ.
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ANNOTATION

of the thesis "Lie algebras and invariants for di�erential systems with projections on some

mathematical models", presented by Neagu Natalia for obtaining the Doctor degree in

Mathematics, specialty 111.02 - di�erential equations. The thesis was elaborated at Tiraspol

State University (Chi�sin�au) and presented for defense in 2017. The language of the

thesis is Romanian. It comprises 125 pages and has the following structure: Introduction,

4 Chapters, General Conclusions and Recommendations, Bibliography with 73 References.

Research outcomes were re�ected in 14 scienti�c works.

Keywords: polynomial di�erential system, ternary di�erential system of Darboux

(Lyapunov-Darboux) type, stability of unperturbed motion, Lie algebra, invariant,

comitant.

Field of study of the thesis: qualitative theory of dynamical systems, integrability of

polynomial di�erential systems, stability of unperturbed motion.

The purpose and objectives of the thesis are: to determinate the centro-a�ne

invariant conditions of stability of unperturbed motion described by two-dimensional and

ternary di�erential systems with polynomial nonlinearities; to investigate the critical and

noncritical cases for such systems; to study the integrability of ternary di�erential systems

of Darboux type and of Lyapunov-Darboux type.

Novelty and scienti�c originality. For the �rst time there were used the methods

of Lie algebras and of theory of algebraic invariants and comitants in study of stability

of unperturbed motion described by two-dimensional and ternary di�erential systems with

polynomial nonlinearities.

The main scienti�c problem solved consists in approaching of some di�erential sys-

tems by Lie algebras and algebras of invariants, which contributed to obtain the centro-a�ne

invariant conditions of stability of unperturbed motion described by two-dimensional and

ternary di�erential systems with polynomial nonlinearities. This made possible to apply the

obtained results in future investigation of concrete mathematical models.

The signi�cance of theoretical and practical values of the work. The results

obtained in thesis are new and represent a new approach on the use of Lie algebras and

theory of algebraic invariants and comitants in study of stability of unperturbed motion

described by two-dimensional and ternary di�erential systems with polynomial nonlinearities,

the integrability of ternary di�erential systems on some invariant varieties.

Implementation of the scienti�c results. The obtained results can: be used in

further investigation of the theory of stability of unperturbed motion described by multi-

dimensional di�erential systems with polynomial nonlinearities using Lie algebras and the

theory of invariants; be used in the study of some mathematical models describing processes

from physics, medicine, biology, chemistry, economy, etc; serve as support for Master thesis

and for teaching courses at the university level.
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INTRODUCERE

Teza de fa�t�a �tine de teoria calitativ�a a ecua�tiilor diferen�tiale, algebrele Lie, teoria invarian-

�tilor �si teoria stabilit�a�tii mi�sc�arii descrise de sistemele diferen�tiale.

Actualitatea �si importan�ta problemei abordate.

�In prima jum�atate a secolului XIX ecua�tiile diferen�tiale au ajuns s�a ocupe un loc destul de

important ��n studiul unor procese din �stiin�tele naturii. Noile idei �si metode at�at din analiza

matematic�a, geometrie, c�at �si din algebr�a, au avut o in�uen�t�a cov�ar�sitoare ��n dezvoltarea

teoriei ecua�tiilor diferen�tiale.

�In a doua jum�atate a secolului al XIX-lea, ��n lucr�arile clasice ale lui Sophus Lie (1842-

1899), au fost puse bazele teoriei grupurilor �si algebrelor Lie, f�ar�a de care ast�azi este de

neimaginat matematica modern�a, ba chiar �si �zica. Rezultatele acestei teorii au fost ex-

puse ��n lucr�arile clasice ale lui S. Lie [1], G. Birkho� [7], N.G. Cebotarev [2], L.P. Eeisen-

hart [5], L. S. Pontreaghin [3], N. Jacobson [4], L.V. Ovsyannikov [8], N.H. Ibragimov [11],

P.J. Olver [9], W.I. Fushchich [10], N. Bourbaki [6] �s.a.

Metoda grupurilor �si algebrelor Lie a fost elaborat�a datorit�a problemelor ap�arute ��n

leg�atur�a cu integrabilitatea ecua�tiilor diferen�tiale. �Ins�a, nu dup�a mult timp de la elaborarea

acestei teorii, s-a constatat c�a ea poate � folosit�a doar la unele clase ��nguste de ecua�tii

diferen�tiale. Problema principal�a, care a ap�arut ��n leg�atur�a cu aceast�a teorie, era construc�tia

grupurilor �si algebrelor Lie, ce sunt admise de ecua�tiile diferen�tiale examinate, i.e. adic�a acele

grupuri, ��n raport cu care ecua�tiile date r�am�an invariante, adic�a nu-�si schimb�a forma. De

aceea, utilizarea teoriei lui Lie la ecua�tiile diferen�tiale de la sf�ar�situl secolului XIX, ��nceputul

secolului XX, era destul de pasiv�a. Aceast�a teorie �si-a g�asit un loc destoinic ��n algebr�a [2�6].

�Ins�a, odat�a cu apari�tia lucr�arii [7], care a ar�atat e�cacitatea utiliz�arii teoriei lui Lie ��n

ecua�tiile diferen�tiale din hidrodinamic�a, aceast�a teorie a re��nviat. Dup�a aceasta au ap�arut un

�sir de lucr�ari, care au dezvoltat mai departe aceast�a direc�tie de cercetare. Printre multiplele

lucr�ari putem men�tiona monogra�ile [8�11].

Dar, cu regret, teoria lui Lie mai mult este aplicat�a la ecua�tiile diferen�tiale ��n derivate

par�tiale. Ecua�tiile diferen�tiale ordinare de ordinul ��nt�ai au r�amas cumva ��n afara acestei

teorii. Pricina const�a ��n aceea, c�a chiar de la bun ��nceput Sophus Lie a ar�atat c�a, la general

vorbind, aceste ecua�tii admit o algebr�a Lie in�nitdimensional�a, iar construc�tia ei nu este mai

simpl�a, dec�at integrabilitatea acestor ecua�tii. �Si dac�a, totu�si, aceast�a algebr�a Lie poate �

construit�a, nu se �stia cum poate � ea folosit�a la studiul acestor ecua�tii.
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De aceea pentru ecua�tiile diferen�tiale ordinare de ordinul ��nt�ai a fost fondat�a de Henri

Poincar�e (1854-1912) �si Alexandr Lyapunov (1857-1918), concomitent, teoria calitativ�a a

acestor ecua�tii, i.e. teoria care ne permite s�a studiem comportamentul solu�tiilor ecua�tiilor

men�tionate f�ar�a a le determina ��n mod explicit.

�Incep�and cu anii 60 ai secolului trecut, ��n cadrul teoriei calitative a ecua�tiilor diferen�tiale

ordinare, ��n lucr�arile academicianului C.S. Sibirschi (1928-1990) �si a elevilor s�ai [12,14,16], au

fost puse bazele metodei teoriei invarian�tilor algebrici pentru sistemele de ecua�tii diferen�tiale

ordinare de ordinul ��nt�ai de form�a normal�a cu membrii drep�ti polinomiali.

Invarian�tii se de�neau ca ni�ste polinoame de la coe�cien�tii membrilor drep�ti ale acestor

ecua�tii, care nu-�si schimb�a forma la transformarea sistemelor date de ecua�tii cu ajutorul

diferitor grupuri clasice de transform�ari.

La acea etap�a, metoda invarian�tilor algebrici a ecua�tiilor diferen�tiale nu utiliza teoria lui

Lie �si se m�arginea doar la unele referin�te bibliogra�ce.

�Indeosebi, ��n cercet�arile �scolii academicianului C.S. Sibirschi se utilizau grupurile de trans-

form�ari centroa�ne, de rota�tie, ortogonale �si a�ne, cu ajutorul invarian�tilor c�arora se ob�tineau

rezultate importante ��n teoria calitativ�a a ecua�tiilor diferen�tiale men�tionate mai sus [13].

Metoda academicianului C.S. Sibirschi este dezvoltat�a �si ��n prezent ��n lucr�arile cercet�ato-

rilor din Republica Moldova: N. Vulpe [14, 15], M. Popa [16], A. �Sub�a [17�19],

V. Baltag [20], Iu. Calin [21], D. Cozma [22, 23] �s.a. precum �si a cercet�atorilor din alte

�t�ari: H. Zoladek (Polonia) [24], J. Llibre, J. Art�es (Spania) [25], D. Schlomiuk (Canada)

[26], D. Boularas (Fran�ta) [27], L.A. Cherkas (Belarus) [28], A.P. Sadovskii (Belarus) [29],

V. Romanovski (Slovenia) [30], D.S. Shafer (SUA) [31], M. Han (China) [32] �s.a.

Metoda invarian�tilor algebrici a permis rezolvarea mai multor probleme din teoria

calitativ�a a sistemelor diferen�tiale polinomiale, ce �tin de problema centrului �si a focarului,

problema clasi�c�arii diferitor singularit�a�ti �nite pentru unele clase de sisteme diferen�tiale,

problema clasi�c�arii topologice a diferitor familii de sisteme diferen�tiale �si multe altele.

O nou�a viziune asupra studiului sistemelor diferen�tiale polinomiale, a fost ini�tiat�a ��n anii

2000 de prof. M. Popa ��mpreun�a cu elevii s�ai (P. Macari, A. Braicov, S. Port,

E. Staru�s (Naidenova), E. B�acova, N. Gher�stega, O. Diaconescu, V. Orlov, V. Pricop).

A fost propus�a cercetarea acestor sisteme diferen�tiale prin atragerea la ele a teoriei alge-

brelor Lie, a operatorilor de reprezentare a grupurilor liniare ��n spa�tiul variabilelor de faz�a �si

al coe�cien�tilor sistemelor date, precum �si a algebrelor Sibirschi a invarian�tilor �si comitan�tilor

sistemelor men�tionate [33].
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Este important de subliniat c�a majoritatea lucr�arilor prof. M. Popa �si a elevilor s�ai

erau consacrate sistemelor diferen�tiale polinomiale bidimensionale �si �tineau de construc�tia

algebrelor Lie �nitdimensionale ale operatorilor de reprezentare ��n spa�tiul variabilelor de

faz�a �si al coe�cien�tilor admise de sistemele diferen�tiale polinomiale precum �si de clasi�carea

dimensiunii orbitelor pentru aceste sisteme, construc�tia integralelor invariante pe variet�a�tile

invariante �si a seriilor Hilbert ale algebrelor Sibirschi ale invarian�tilor �si comitan�tilor ale

sistemelor men�tionate �s.a.

�In lucr�arile de doctorat [34] �si [35] au fost cercetate sistemele diferen�tiale ternare cu

neliniarit�a�ti p�atratice �si cubice. Problemele examinate �tineau ��ndeosebi de clasi�carea di-

mensiunii orbitelor dup�a modulul grupului centroa�n, construc�tia integralelor invariante �s.a.

Vom men�tiona c�a p�an�a ��n prezent nu au fost ��nt�alnite lucr�ari pentru sistemele diferen�tiale

ternare, ce ar trata problemele de stabilitate ale mi�sc�arii neperturbate cu ajutorul algebrelor

Lie �si a invarian�tilor algebrici.

Problema integrabilit�a�tii pentru o familie de sisteme diferen�tiale polinomiale tridimen-

sionale s-a studiat ��n lucrarea [36]. Au fost detreminate condi�tiile necesare �si su�ciente de

existen�t�a a dou�a integrale prime analitice independente.

�In lucrarea [37] au fost considerate sistemele diferen�tiale tridimensionale cu neliniarit�a�ti

p�atratice �si cu punct singular ��n originea de coordonate, av�and dou�a r�ad�acini caracteristice

pur imaginare, iar a treia r�ad�acin�a diferit�a de zero. Pentru toate valorile �xate ale r�ad�acinii

caracetristice reale, au fost determinate sistemele diferen�tiale ce au punct singular de tip

centru ��n originea de coordonate pe o varietate centric�a local�a.

Problema centrului a fost studiat�a pentru trei familii de sisteme diferen�tiale tridimensio-

nale cu neliniarit�a�ti p�atratice ce depind de patru parametri ��n lucrarea [38]. Au fost ob�tinute

condi�tiile necesare �si su�ciente de existen�t�a a punctului singular de tip centru pe o varietate

centric�a local�a. �In lucrarea [39] au fost ob�tinute integralele prime de tip Darboux, formate din

suprafe�te algebrice, pentru o familie de sisteme diferen�tiale tridimensionale cu neliniarit�a�ti

p�atratice de tip Lotka-Volterra.

Problema ciclicit�a�tii punctului singular de tip centru, ��n sistemele diferen�tiale tridimen-

sionale cu neliniarit�a�ti p�atratice, a fost studiat�a ��n lucrarea [40]. S-a ar�atat c�a exist�a sisteme

diferen�tiale tridimensionale cu neliniarit�a�ti p�atratice cu 10 cicluri limit�a care pot � bifurcate

dintr-un singur punct singular de tip centru.

Modelul diferen�tial tridimensional de tip Moon�Rand, care are ��n originea de coordonate

un punct singular cu dou�a r�ad�acini caracteristice pur imaginare �si una real�a negativ�a, a fost
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studiat ��n lucrarea [41]. Pentru acest sistem se rezolv�a problema centrului, se determin�a

num�arul de cicluri limit�a care pot � bifurcate din punctul singular de tip centru, se studiaz�a

stabilitatea �uxului ��n vecin�atatea originii.

�In lucrarea de doctorat [42] au fost studiate sistemele diferen�tiale polinomiale omogene

tridimensionale pe sfera bidimensional�a S2. Pentru aceste sisteme au fost determinate curbele

algebrice invariante pe S2, numite cercuri invariante �si a fost stabilit num�arul lor maximal.

La fel, a fost efectuat�a clasi�carea global�a a portretelor de faz�a pentru sistemele diferen�tiale

polinomiale omogene de gradul doi pe sfera bidimensional�a S2. �In teza de doctorat [43] a

fost studiat�a problema centrului pentru sistemele diferen�tiale polinomiale tridimensionale pe

o varietate centric�a local�a bidimensional�a, care trece prin originea de coordonate.

Este cunoscut c�a p�an�a ��n present teoria calitativ�a a sistemelor diferen�tiale ternare este

slab dezvoltat�a, ceea ce face ca cercet�arile sistemelor diferen�tiale multidimensionale s�a �e

destul de actuale. Acest lucru este motivat��nc�a de aceea, c�a sistemele men�tionate se��nt�alnesc

destul de des ��n problemele practice din teoria oscila�tiilor neliniare, mecanica corpurilor

solide, �zica atmosferei, siguran�ta energetic�a, medicin�a, dirijarea optimal�a �si alte domenii.

Scopul �si obiectivele lucr�arii. Scopul principal al lucr�arii const�a ��n determinarea

condi�tiilor centroa�n-invariante de stabilitate a mi�sc�arii neperturbate descrise de sistemele

diferen�tiale bidimensionale �si ternare cu neliniarit�a�ti polinomiale.

Realizarea acestui scop a fost ��nso�tit de urm�atoarele obiective:

� determinarea condi�tiilor centroa�n-invariante de stabilitate a mi�sc�arii neperturbate

pentru sistemele diferen�tiale polinomiale plane ��n cazul necritic;

� determinarea condi�tiilor centroa�n-invariante de stabilitate a mi�sc�arii neperturbate

pentru sistemele diferen�tiale bidimensionale critice cu neliniarit�a�ti p�atratice, neliniarit�a�ti

cubice �si neliniarit�a�ti de gradul patru;

� determinarea condi�tiilor centroa�n-invariante de stabilitate a mi�sc�arii neperturbate

pentru sistemele diferen�tiale ternare polinomiale ��n cazul necritic;

� determinarea condi�tiilor centroa�n-invariante de stabilitate a mi�sc�arii periodice neper-

turbate pentru sistemul diferen�tial ternar cu neliniarit�a�ti p�atratice de tip Lyapunov-Darboux;

� determinarea tuturor integralelor generale pentru sistemul diferen�tial ternar cu neli-

niarit�a�ti p�atratice de tip Darboux pe variet�a�tile descrise de o integral�a particular�a invariant�a

a acestui sistem;

� determinarea condi�tiilor de stabilitate pentru unele clase de sisteme diferen�tiale ternare

generalizate de tip Lyapunov-Darboux cu neliniarit�a�ti p�atratice.
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Metodologia cercet�arii �stiin�ti�ce. �In lucrare au fost aplicate metode ale teoriei calita-

tive a ecua�tiilor diferen�tiale, metode ale algebrelor Lie �si a teoriei comitan�tilor �si invarian�tilor

algebrici, metode ale teoriei stabilit�a�tii mi�sc�arii neperturbate descrise de sisteme de ecua�tii

diferen�tiale, metode algebrice de calcul computa�tional.

Noutatea �si originalitatea �stiin�ti�c�a. P�an�a��n prezent, stabilitatea mi�sc�arii nepertur-

bate descris�a de sistemele diferen�tiale a fost examinat�a folosind metodele clasice expuse, de

exemplu, ��n [44�47]. �In aceast�a lucrare cercet�arile �stiin�ti�ce efectuate se bazeaz�a pe metodele

din lucr�arile de mai sus, metodele teoriei algebrelor Lie �si a metodei invarian�tilor algebrici ��n

studiul stabilit�a�tii mi�sc�arii neperturbate descrise de sistemele diferen�tiale polinomiale at�at

plane c�at �si ternare.

�In lucrare au fost ob�tinute urm�atoarele rezultate:

� au fost eviden�tiate condi�tiile centroa�n-invariante de stabilitate a mi�sc�arii neperturbate

pentru sistemele diferen�tiale polinomiale plane ��n cazul necritic;

� au fost determinate condi�tiile centroa�n-invariante de stabilitate a mi�sc�arii neperturbate

pentru sistemele diferen�tiale bidimensionale critice cu neliniarit�a�ti p�atratice, neliniarit�a�ti

cubice �si neliniarit�a�ti de gradul patru;

� au fost eviden�tiate condi�tiile centroa�n-invariante de stabilitate a mi�sc�arii neperturbate

pentru sistemele diferen�tiale ternare polinomiale ��n cazul necritic;

� au fost determinate condi�tiile centroa�n-invariante de stabilitate a mi�sc�arii periodice

neperturbate pentru sistemul diferen�tial ternar cu neliniarit�a�ti p�atratice de tip Lyapunov-

Darboux;

� au fost construite toate integralele generale pentru sistemul diferen�tial ternar cu neli-

niarit�a�ti p�atratice de tip Darboux pe variet�a�tile descrise de o integral�a particular�a invariant�a

a acestui sistem;

� au fost ob�tinute condi�tiile de stabilitate pentru unele clase de sisteme diferen�tiale ternare

generalizate de tip Lyapunov-Darboux �si integralele polinomial-exponen�tiale pentru unele

modele matematice din medicin�a.

Problema �stiin�ti�c�a important�a solu�tionat�a const�a ��n abordarea prin intermediul

algebrelor Lie �si algebrelor invarian�tilor a unor sisteme diferen�tiale, ceea ce a contribuit

la ob�tinerea condi�tiilor centroa�n-invariante de stabilitate a mi�sc�arii neperturbate descrise

de sistemele diferen�tiale bidimensionale �si ternare cu neliniarit�a�ti polinomiale, ��n vederea

aplic�arii lor ulterioare la modele matematice concrete.
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Semni�ca�tia teoretic�a. Rezultatele ob�tinute��n tez�a sunt noi �si reprezint�a un��nceput de

dezvoltare a unei noi abord�ari asupra utiliz�arii algebrelor Lie �si teoriei invarian�tilor algebrici

��n studiul stabilit�a�tii mi�sc�arii neperturbate descrise de sistemele diferen�tiale bidimensionale

�si ternare cu neliniarit�a�ti polinomiale, integrabilit�a�tii sistemelor ternare pe unele variet�a�ti

invariante.

Valoarea aplicativ�a a lucr�arii. Rezultatele tezei pot � folosite: ��n dezvoltarea teoriei

stabilit�a�tii mi�sc�arii neperturbate descrise de sistemele diferen�tiale multidimensionale cu neli-

niarit�a�ti polinomiale cu ajutorul algebrelor Lie �si teoriei invarian�tilor, ��n studiul unor modele

matematice guvernate de sisteme de ecua�tii diferen�tiale care descriu diverse procese din �zic�a,

medicin�a, biologie, chimie, economie �s.a., ��n calitate de suport pentru elaborarea cursurilor

op�tionale universitare �si post-universitare.

Un lucru caracteristic rezultatelor din aceast�a lucrare este c�a speciali�stii din alte domenii,

care nu sunt ini�tia�ti ��n teoria stabilit�a�tii mi�sc�arii, pot folosi aceste rezulate av�and doar

cuno�stin�te elementare ��n acest domeniu.

Rezultatele �stiin�ti�ce principale ��naintate spre sus�tinere:

� condi�tiile centroa�n-invariante de stabilitate a mi�sc�arii neperturbate pentru sistemele

diferen�tiale plane �si ternare ��n cazul necritic;

� condi�tiile centroa�n-invariante de stabilitate a mi�sc�arii neperturbate pentru sistemele

diferen�tiale bidimensionale critice cu neliniarit�a�ti p�atratice, neliniarit�a�ti cubice �si neliniarit�a�ti

de gradul patru;

� condi�tiile centroa�n-invariante de stabilitate a mi�sc�arii periodice neperturbate pentru

sistemul diferen�tial ternar ce neliniarit�a�ti p�atratice de tip Lyapunov-Darboux;

� integralele generale pentru sistemul diferen�tial ternar cu neliniarit�a�ti p�atratice de tip

Darboux pe variet�a�tile descrise de o integral�a particular�a invariant�a a acestui sistem;

� condi�tiile de stabilitate a sistemelor diferen�tiale ternare generalizate de tip Lyapunov-

Darboux �si integralele polinomial-exponen�tiale cu condi�tii invariante pentru unele modele

matematice descrise de ecua�tii diferen�tiale ternare.

Implementarea rezultatelor �stiin�ti�ce. Rezultatele ob�tinute ��n tez�a pot � aplicate:

���n investiga�tiile ulterioare a stabilit�a�tii mi�sc�arii neperturbate pentru sistemele diferen�tiale

plane cu neliniarit�a�ti complete de p�an�a la gradele trei �si patru;

� ��n studiul unor modele matematice, ce descriu unele procese ce �tin de dinamica

r�asp�andirii tuberculozei ��n societate sau a unor procese SIV;

� drept suport pentru teze de masterat �si pot constitui con�tinutul unor cursuri op�tionale
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pentru studen�tii �si masteranzii de la specialit�a�tile matematice, �zice �si cu pro�l tehnic.

Aprobarea rezultatelor �stiin�ti�ce. Rezultatele principale ale lucr�arii au fost prezen-

tate �si aprobate la diverse conferin�te �si seminare �stiin�ti�ce: Third Conference of Mathe-

matical Society of Moldova IMCS-50, August 19�23, 2014, Chi�sin�au; The 23th Conference

on Applied and Industrial Mathematics (CAIM 2015), September 17-20, 2015, Suceava;

Conferin�ta �Stiin�ti�c�a Interna�tional�a a Doctoranzilor "Tendin�te contemporane ale dezvolt�arii

�stiin�tei: viziuni ale tinerilor cercet�atori", edi�tia a IV-a, 10 martie, 2015, Chi�sin�au; Inter-

national Conference "Mathematics and Information Tehnologies: Research and Education"

(MITRE 2015), July 2-5, 2015, Chi�sin�au; Conferin�ta �Stiin�ti�c�a Interna�tional�a a Docto-

ranzilor "Tendin�te contemporane ale dezvolt�arii �stiin�tei: viziuni ale tinerilor cercet�atori",

edi�tia a V-a, 25 mai, 2016, Chi�sin�au; International Conference "Mathematics and Informa-

tion Tehnologies: Research and Education" (MITRE 2016), June 24�26, 2016, Chi�sin�au;

The International Scienti�c Conference "Di�erential-Functional Equations and their Appli-

cation", September 28-30, 2016, Chernivtsi, Ukraine; Conferin�ta �Stiin�ti�c�a Interna�tional�a a

Doctoranzilor "Tendin�te contemporane ale dezvolt�arii �stiin�tei: viziuni ale tinerilor cercet�ato-

ri", edi�tia a VI-a, 15 iunie, 2017, Chi�sin�au; The 25th Conference on Applied and

Industrial Mathematics (CAIM 2017), September 14-17, 2017, Ia�si; The Fourth Confer-

ence of Mathematical Society of the Republic of Moldova (dedicated to the centenary of

V. Andrunachievici 1917-1997), June 28-July 2, 2017, Chi�sin�au; Seminarul "Ecua�tii Diferen�ti-

ale" din cadrul Facult�a�tii Matematic�a �si Mecanic�a, Universitatea de Stat din Belarus, Minsk,

2015; Seminarul �stiin�ti�c "Ecua�tii Diferen�tiale �si Algebre" din cadrul Universit�a�tii de Stat

din Tiraspol (2014-2017); Seminarul "Algebra �si Logica Matematic�a", 92 de ani de la na�stere

a profesorului V. Belousov, Institutul de Matematic�a �si Informatic�a al ASM, 2017; Seminarul

de �Stiin�te Matematice "P. Osm�atescu", Universitatea Tehnic�a a Moldovei, 2017.

Publica�tii la tema tezei. Rezultatele principale ale tezei au fost publicate ��n 14 lucr�ari:

4 articole ��n reviste �stiin�ti�ce din 3 �tari (Moldova, Rom�ania, Ucraina) [48�51], 4 articole ��n

culegeri �stiin�ti�ce de lucr�ari ale conferin�telor interna�tionale �si na�tionale [52�55], 6 teze �si

comunic�ari la manifest�ari �stiin�ti�ce interna�tionale [56�61]; 3 articole �si 1 tez�a sunt publicate

f�ar�a coautori.

Cuvinte�cheie: sistem diferen�tial polinomial, sistem diferen�tial ternar de tip Darboux

(Lyapunov-Darboux), stabilitatea mi�sc�arii neperturbate, algebr�a Lie, invariant, comitant.

Teza este dedicat�a cercet�arilor ��n urm�atoarele domenii �stiin�ti�ce: teoria calita-

tiv�a a sistemelor dinamice, integrabilitatea sistemelor diferen�tiale polinomiale, stabilitatea
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mi�sc�arii neperturbate.

Volumul �si structura tezei. Teza de doctor este scris�a ��n limba rom�ana �si const�a din

introducere, patru capitole, concluzii generale �si recomand�ari, bibliogra�e (73 titluri), 125

pagini de baz�a, adnotarea ��n limbele rom�an�a, rus�a �si englez�a.

Sumarul compartimentelor tezei:

�In primul capitol, format din cinci sec�tiuni, sunt enun�tate rezultatele clasice �si recente

ce �tin de teoria calitativ�a, teoria algebrelor Lie �si metoda invarian�tilor algebrici a ecua�tiilor

diferen�tiale. Se face o analiz�a comparativ�a a situa�tiei existente ��n domeniu, ce formeaz�a

problemele de cercetare �si direc�tiile de solu�tionare ale lor.

�In capitolul 2, format din �sapte sec�tiuni, au fost ob�tinute condi�tiile centroa�n-invariante

de stabilitate a mi�sc�arii neperturbate pentru sistemele diferen�tiale plane cu neliniarit�a�ti

polinomiale de orice grad ��n cazul necritic. �In clasa sistemelor diferen�tiale bidimensionale

cu neliniarit�a�ti de p�an�a la gradul patru inclusiv au fost determinate condi�tiile centroa�n-

invariante de stabilitate a mi�sc�arii neperturbate ��n cazul critic.

�In capitolul 3, format din treisprezece sec�tiuni, au fost determinate condi�tiile centroa�n-

invariante de stabilitate a mi�sc�arii neperturbate pentru sistemele diferen�tiale ternare cu

neliniarit�a�ti polinomiale ��n cazul necritic. Au fost ob�tinute condi�tiile centroa�n-invariante de

stabilitate a mi�sc�arii neperturbate pentru sistemul diferen�tial ternar cu neliniarit�a�ti p�atratice

de tip Darboux ��n cazul critic, c�and ecua�tia caracteristic�a a p�ar�tii liniare a sistemului dat

posed�a o r�ad�acin�a nul�a sau dou�a r�ad�acini pur imaginare. Au fost construite algebrele Lie

pentru sistemele diferen�tiale ternare de tip Darboux cu neliniarit�a�ti p�atratice �si integralele

generale pentru toate sistemele de acest tip, ce se a��a pe variet�a�tile invariante determinate

de o integral�a particular�a a sistemului general de tip Darboux cu neliniarit�a�ti p�atratice.

�In capitolul 4, format din �sase sec�tiuni, au fost ob�tinute condi�tiile centroa�n-invariante,

c�and un sistem cu neliniarit�a�ti p�atratice posed�a ��n p�ar�tile p�atratice un factor comun. A�sa

sisteme au fost numite sisteme diferen�tiale generalizate de tip Darboux.

Au fost examinate unele cazuri de stabilitate a mi�sc�arii neperturbate pentru aceste sis-

teme, c�and partea liniar�a posed�a forma Lyapunov �si sunt aproape de tipul unor modele

matematice din medicin�a. Au fost construite integralele prime polinomial-exponen�tiale cu

condi�tii invariante pentru unele modele matematice descrise de sisteme diferen�tiale ternare.
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1. METODE �SI ABORD�ARI PRACTICE LA SISTEMELE

DIFEREN�TIALE POLINOMIALE

�In acest compartiment sunt descrise rezultatele clasice �si recente ale teoriei calitative �si

a stabilit�a�tii mi�sc�arii, ce au ca suport sistemele de ecua�tii diferen�tiale. Se face o analiz�a

comparativ�a a situa�tiei ��n domeniile de studiu, se formuleaz�a metodele de cercetare �si se

indic�a direc�tia ��n care aceste metode se folosesc.

1.1. Integrabilitatea sistemelor diferen�tiale autonome

Teoria ecua�tiilor diferen�tiale ��n faza ini�tial�a s-a elaborat ca un studiu a diferitor tipuri

concrete de ecua�tii diferen�tiale. Eforturile principale au fost concentrate asupra metode-

lor particulare de integrabilitate, i.e. asupra construc�tiei solu�tiilor ecua�tiilor diferen�tiale ��n

form�a explicit�a. Un progres esen�tial a intervenit ��n prima jum�atate a secolului XIX la inte-

grabilitatea ecua�tiilor diferen�tiale prin cuadraturi. Dar, cu regret, ��n perioada men�tionat�a a

fost descoperit doar un num�ar destul de mic de ecua�tii diferen�tiale ordinare, ce se integreaz�a

��n cuadraturi. �In aceast�a perioad�a a ap�arut ideea teoriei grupurilor, care prin eforturile lui

Niels H. Abel (1802-1829) �si �Evariste Galois (1811-1832) au adus la rezolvarea ecua�tiilor din

algebr�a ��n radicali, ce era considerat un rezultat remarcabil. Mai t�arziu a ap�arut p�arerea,

c�a ar � bine s�a �e pus�a problema integrabilit�a�tii prin cuadraturi a ecua�tiilor diferen�tiale,

folosind ideea din algebr�a. �In a�sa fel, ��n teoria ecua�tiilor diferen�tiale, au fost introduse de

Sophus Lie (1842-1899) grupurile continui de transform�ari, care au fost folosite la ecua�tii

diferen�tiale ��ntr-un �sir de lucr�ari, ��ncep�and cu anul 1873.

Sophus Lie a ar�atat, c�a dac�a ecua�tia diferen�tial�a ordinar�a de ordinul ��nt�ai, admite un

grup continuu de transform�ari, i.e. transform�arile acestui grup nu schimb�a forma ecua�tiei

diferen�tiale, atunci aceast�a ecua�tie se integreaz�a ��n cuadraturi. Au fost examinate un �sir de

tipuri de ecua�tii diferen�tiale cu transform�arile date. �Ins�a, deoarece solu�tiile explicite ob�tinute

de S. Lie exist�a doar pentru unele clase ��nguste de ecua�tii diferen�tiale ordinare de ordinul

��nt�ai, elaborarea unei teorii generale ��n aceast�a direc�tie a devenit imposibil�a.

Dar aceast�a teorie, a lui Sophus Lie, �si-a g�asit aplica�tii de amploare��n ecua�tiile diferen�tiale

��n derivate par�tiale din hidrodinamic�a. Se poate a�rma, c�a teoria lui Sophus Lie a fost

re��nviat�a prin lucr�arile lui Garrett Birkho� (1911-1996) din hidrodinamic�a, care apoi au fost

�si dezvoltate de L. Ovseannikov, Peter J. Olver, N. Ibraghimov �s.a.

Un alt eveniment important ��n istoria ecua�tiilor diferen�tiale de la sf�ar�situl secolului XIX,
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��nceputul secolului XX, este considerat elaborarea teoriei calitative, i.e. studiul solu�tiilor

ecua�tiilor diferen�tiale f�ar�a a le avea ��n mod explicit.

Teoria calitativ�a a ecua�tiilor diferen�tiale a fost concomitent elaborat�a de H. Poincar�e

(1854-1912) �si A. M. Lyapunov (1857-1918).

�Incep�and cu anul 1994, ��n lucr�arile profesorului M. Popa �si a elevilor s�ai (P. Macari,

A. Braicov, S. Port, E. Staru�s (Naideonova), E. B�acova, N. Gher�stega, O. Diaconescu,

V. Orlov, V. Pricop), baz�andu-se pe metoda teoriei invarian�tilor algebrici a ecua�tiilor diferen-

�tiale, fondat�a �si dezvoltat�a la Chi�sin�au de academicianul C. Sibirski (1928-1990) �si elevii s�ai

(N. Vulpe, M. Popa, Iu. Calin, V. Baltag, �s.a.) �si adaptarea teoriei lui Lie la sistemele

de ecua�tii diferen�tiale ordinare de ordinul ��nt�ai polinomiale, a fost examinat�a construc�tia

integralelor invariante �si variet�a�tile pe care ele pot exista, precum �si diverse probleme ale

teoriei calitative. �In a�sa fel, au fost ��mbinate unele metode ale teoriei calitative, ale teoriei

invarian�tilor algebrici �si ale teoriei lui Lie, ce permit s�a �e studiate clase mai largi de sisteme

diferen�tiale ordinare de ordinul ��nt�ai, c�at �si probleme importante pentru aceste sisteme.

1.2. Stabilitatea dup�a Lyapunov a mi�sc�arii neperturbate pentru sistemele

diferen�tiale polinomiale

Pe la mijlocul secolului al XIX-lea, ��n �stiin�t�a �si tehnic�a, au ap�arut probleme, care cereau

o formulare general�a a stabilit�a�tii, nu numai a st�arii de echilibru, dar �si a mi�sc�arii.

�In 1882 a fost publicat�a teza de doctorat [44] a lui A. M. Lyapunov (1857-1918) �Problema

general�a a stabilit�a�tii mi�sc�arii�, care ��n 1907 a fost tradus�a ��n limba francez�a �si publicat�a

��n Fran�ta cu anumite complet�ari, iar ��n 1956, dup�a varianta francez�a, aceast�a lucrare a fost

editat�a ��n rus�a ��n culegerea de opere a acestui mare savant. Aceast�a lucrare con�tine multe

idei fructuoase �si rezultate de mare importan�t�a, ��nc�at toat�a istoria teoriei stabilit�a�tii mi�sc�arii

se divizeaz�a ��n perioada de p�an�a la Lyapunov �si dup�a el.

�In primul r�and A. M. Lyapunov a dat o de�ni�tie strict�a a stabilit�a�tii mi�sc�arii, care a fost

��ntr-at�at de reu�sit�a ��nc�at a fost luat�a ca baz�a de to�ti cercet�atorii.

La general vorbind, stabilitatea dup�a Lyapunov ar putea � de�nit�a a�sa:

Fie c�a avem un sistem de ecua�tii diferen�tiale n-dimensional ordinar de ordinul ��nt�ai scris

sub form�a normal�a, i.e. rezolvat ��n raport cu derivata. Consider�am o solu�tie concret�a,

ce constituie o mi�scare a sistemului �si care necesit�a un studiu la stabilitate. A�sa mi�scare se

nume�ste neperturbat�a. Este clar c�a aceast�a solu�tie este caracterizat�a de ni�ste condi�tii ini�tiale.
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Dac�a schimb�am aceste condi�tii ini�tiale d�andu-le ni�ste cre�steri in�nit mici, atunci mi�scarea

(solu�tia) ce corespunde noilor condi�tii ini�tiale o vom numi mi�scare perturbat�a.

�In dependen�t�a cum se schimb�a distan�ta dintre punctele mi�sc�arii neperturbate �si celei per-

turbate, ce corespund aceluia�si moment de timp avem trei tipuri de mi�sc�ari: stabil�a (c�and

distan�ta dintre punctele men�tionate mai sus nu ��ntrece un num�ar dinainte dat pentru care

exist�a o vecin�atate a condi�tiei ini�tiale a mi�sc�arii neperturbate de unde pornesc mi�sc�arile per-

turbate), asimptotic stabil�a (mi�scarea este stabil�a, ��ns�a distan�ta dintre punctele men�tionate

mai sus, tinde spre zero, atunci c�and timpul tinde spre in�nit) �si instabil�a (c�and nu se

��ndeplinesc condi�tiile stabilit�a�tii).

O de�ni�tie mai exact�a va � adus�a ��n capitolul urm�ator.

Teoria stabilit�a�tii pe larg se folose�ste ��n �zic�a, tehnic�a, astronomie, chimie, seismologie,

biologie �si multe alte domenii ale aplica�tiilor practice. Cele mai des��nt�alnite modele matema-

tice din aceste domenii se descriu de ecua�tii diferen�tiale sau sisteme de ecua�tii diferen�tiale.

�In domeniul stabilit�a�tii mi�sc�arii au fost scrise nenum�arate lucr�ari. Literatura �stin�ti�c�a

mondial�a despre stabilitatea mi�sc�arii con�tine mii de publica�tii, printre care sute de monogra�i

�si manuale a multor autori. Aceast�a literatur�a este bogat�a at�at prin dezvoltarea teoriei c�at

�si prin aplica�tiile acestei teorii ��n practic�a.

�In aceast�a lucrare ne vom axa pe dezvoltatrea teoriei stabilit�a�tii mi�sc�arii.

Deoarece multe din modelele matematice, din domeniile enun�tate mai sus se ��ncadreaz�a

��n sistemele diferen�tiale polinomiale autonome, pentru care ��n �scoala de ecua�tii diferen�tiale

de la Chi�sin�au s-au elaborat metodele teoriei invarian�tilor �si dezvoltat�a teoria algebrelor Lie

�si algebrelor graduate Sibirschi ale invarian�tilor algebrici, a fost interesant de v�azut ce putem

ob�tine nou pentru teoria stabilit�a�tii mi�sc�arii dup�a Lyapunov cu aceste viziuni.

Una din metodele de cercetare a stabilit�a�tii mi�sc�arii descrise de modelele matematice ��n

form�a de ecua�tii diferen�tiale sau sisteme de ecua�tii diferen�tiale, destul de frecvent folosit�a

p�an�a la Lyapunov �si dup�a el, este reducerea acestor ecua�tii la ni�ste ecua�tii mai simple. Unul

din procedeele folosite ��n aceste cercet�ari este neglijarea unor termeni din aceste ecua�tii, care

dup�a p�arerea cercet�atorului nu in�uen�teaz�a asupra stabilit�a�tii mi�sc�arii. Cu alte cuvinte,

ecua�tia diferen�tial�a sau sistemul de ecua�tii diferen�tiale se aproximeaz�a cu alte ecua�tii care

se dau mai u�sor cercet�arii.

A�sa ecua�tii sau sisteme de ecua�tii poart�a denumirea de ecua�tii de prim�a aproxima�tie.

Exist�a ecua�tii de a doua aproxima�tie �s.a.m.d.

Referitor la acest fenomen, a existat o discu�tie interesant�a ��ntre A.M. Lyapunov �si elevul
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s�au apropiat V. A. Steklov (numele c�aruia ��l poart�a ast�azi Institutul de Matematic�a al

Academiei de �Stiin�te Ruse din Moscova), adus�a ��n cartea [62]. La pag. 196�197 g�asim c�a

��n aceast�a discu�tie Steklov Vladimir Andreevici s-a exprimat despre metoda de studiu a

stabilit�a�tii mi�sc�arii dup�a ecua�tiile de prim�a aproxima�tie cam a�sa:

� Aici se procedeaz�a analogic unui erou straniu dintr-un banc, care sc�ap�and o monet�a jos

��ntr-o stadel�a ��ntunecat�a, a alergat repede s-o caute la intersec�tia apropiat�a a str�azilor sub

un felinar, unde era mai mult�a lumin�a.

La aceast�a compara�tie Lyapunov a r�aspuns sur�az�and:

� Cu eroul nostim din banc a�ti spus-o bine. Numai c�a prima aproxima�tie este p�an�a c�and

unicul mijloc de cercetare a stabilit�a�tii construc�tiilor reale. La aceasta trebuie de spus c�a

la majoritatea problemelor practice concluziile dup�a prima aproxima�tie concord�a, �e p�an�a

c�and doar calitativ, cu rezultatele experimentelor.

Se cunosc dou�a metode a lui Lyapunov de studiu a stabilit�a�tii mi�sc�arii guvernate de

ecua�tii diferen�tiale:

1. Metoda, ce �tine de studiul stabilit�a�tii dup�a r�ad�acinile ecua�tiei caracteristice a sistemu-

lui de prim�a aproxima�tie, ce poart�a denumirea de prima metod�a a lui Lyapunov.

2. Metoda a doua a lui Lyapunov, ce �tine de construc�tia unor func�tii cu anumite pro-

priet�a�ti, numite func�tii Lyapunov, cu ajutorul c�arora se studiaz�a stabilitatea mi�sc�arii neper-

turbate. Aceast�a metod�a este primit s�a se numeasc�a metoda direct�a a lui Lyapunov.

�In lucrarea de fa�t�a ne vom axa pe prima metod�a a lui Lyaponov de studiu a sta-

bilit�a�tii mi�sc�arii neperturbate descrise de sisteme diferen�tiale ce au ca proiec�tii unele sisteme

diferen�tiale din medicin�a.

A.M. Lyapunov a clasi�cat sistemele ��n:

� critice (acele sisteme diferen�tiale la care printre r�ad�acinile ecua�tiei caracteristice a p�ar�tii

liniare se con�tin r�ad�acini cu partea real�a nul�a);

� necritice (acele sisteme diferen�tiale la care toate r�ad�acinile ecua�tiei caracteristice a

p�ar�tii liniare au p�ar�tile reale diferite de zero).

Stabilitatea mi�sc�arii neperturbate a sistemelor necritice se studiaz�a cu ajutorul sistemelor

de prim�a aproxima�tie (sisteme diferen�tiale liniare), iar pentru sistemele critice se cere partici-

parea �si a termenilor ce con�tin variabilele de faz�a de un grad mai mare ca unu, adic�a

coe�cien�tii nelinearit�a�tilor.

Din punct de vedere matematic, cazurile critice pot � considerate ca excep�tionale, dar

din punct de vedere mecanic sunt extrem de importante, deoarece se ��nt�alnesc destul de des
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��n problemele practice (de exemplu, problema stabilit�a�tii la rota�tie dup�a iner�tie a unui corp

solid ��n jurul unui punct nemi�scat, problema stabilit�a�tii mi�sc�arii de rota�tie a unui proiectil

cu traiectoria ��mpu�sc�aturii razante, �s.a.). Un �sir de exemple cu aplica�tii ��n practic�a a teoriei

stabilit�a�tii mi�sc�arii sunt aduse ��n [45�47].

1.3. Algebre Lie �si invarian�ti ��n studiul integrabilit�a�tii �si stabilit�a�tii mi�sc�arii

neperturbate descrise de sisteme diferen�tiale polinomiale

�In lucrarea de fa�t�a se studiaz�a stabilitatea mi�sc�arii neperturbate ��n cazurile necritice �si

critice ale sistemelor diferen�tiale polinomiale perturbate.

�In cazul necritic sunt ob�tinute condi�tiile centroa�n-invariante de stabilitate sau insta-

bilitate a mi�sc�arii neperturbate pentru orice sistem de ecua�tii diferen�tiale cu nelinearit�a�ti

polinomiale. Aceste condi�tii depind doar de coe�cien�tii p�ar�tii liniare a sistemului.

�Ins�a, cazul critic este cu mult mai complicat. Aici pe l�ang�a coe�cien�tii p�ar�tii liniare se

implic�a �si coe�cien�tii p�ar�tilor neliniare. �In aceast�a situa�tie A. M. Lyapunov [44] �si urma�sii

s�ai (vezi, de exemplu, [47]) au propus s�a �e examinate 2 subcazuri :

� c�and ecua�tia caracteristic�a a p�ar�tii liniare con�tine o r�ad�acin�a nul�a, iar celelalte r�ad�acini

au p�ar�tile reale negative;

� c�and ecua�tia caracteristic�a a p�ar�tii liniare con�tine dou�a r�ad�acini pur imaginare, iar

celelalte r�ad�acini au p�ar�tile reale negative.

Sunt �si alte cazuri, care ��n aceast�a lucrare nu vor � examinate.

�In primul subcaz, considerat ��n [44], este ar�atat c�a sistemul de prim�a aproxima�tie a

sistemului examinat con�tine o integral�a prim�a liniar�a, care �ind utilizat�a ��ntr-o transformare

centroa�n�a (liniar nedegenerat�a) aduce sistemul la forma critic�a, unde ��n prima ecua�tie

dispare partea liniar�a. Pentru a�sa sistem, ��n [44], este demonstrat�a teorema constructiv�a cu

ajutorul c�areea se pot ob�tine condi�tiile polinomiale de la coe�cien�tii sistemului critic, ce ne

rezolv�a completamente problema stabilit�a�tii mi�sc�arii neperturbate ��n acest subcaz.

�Ins�a a�sa rezultat nu-i satisface pe utilizatorii din alte domenii, care nu sunt familiariza�ti

cu teoria stabilit�a�tii mi�sc�arii neperturbate. De aceea, ��n lucrarea de fa�t�a a fost rezolvat�a

aceast�a problem�a cu ajutorul invarian�tilor �si comitan�tilor centroa�ni, care nu cere de la uti-

lizator cunoa�sterea procedeelor din teoria stabilit�a�tii mi�sc�arii. Av�and orice sistem de ecua�tii

diferen�tiale cu neliniarit�a�ti polinomiale de tipul dat (nu neap�arat forma lui critic�a) imediat

putem veri�ca condi�tiile, ce garanteaz�a stabilitatea sau instabilitatea mi�sc�arii neperturbate

descrise de sistemul men�tionat.
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�In primul subcaz, au fost rezolvate problemele stabilit�a�tii mi�sc�arii neperturbate pentru

sistemele diferen�tiale bidimensionale perturbate cu neliniarit�a�ti p�atratice, cubice �si de gradul

patru. Toate condi�tiile au fost exprimate prin comitan�ti �si invarian�ti centroa�ni. La fel au

fost ob�tinute condi�tiile centroa�n-invariante de stabilitate a mi�sc�arii neperturbate pentru

sistemele diferen�tiale ternare perturbate de tip Darboux �si generalizat de tip Darboux.

�In al doilea subcaz, un rol important��l are integrabilitatea sistemului de ecua�tii diferen�tiale

examinat, ��n special integrala de tip Lyapunov. �In teza de doctorat, al doilea subcaz este

studiat pentru sistemele ternare de tip Darboux. Aici se utilizeaz�a teorema lui Lie despre

factorul integrant, ce a fost demonstrat�a ��n [34], care pe larg folose�ste algebrele Lie admise

de aceste sisteme.

Studiul problemelor de stabilitate a mi�sc�arii neperturbate cu ajutorul algebrelor Lie,

comitan�tilor �si invarian�tilor centroa�ni ai sistemelor diferen�tiale, caracterizeaz�a o nou�a abor-

dare asupra stabilit�a�tii mi�sc�arii neperturbate descrise de sistemele diferen�tiale cu neliniarit�a�ti

polinomiale perturbate.

1.4. Proiec�tia unor sisteme diferen�tiale pe modelul matematic al tuberculozei

Vom men�tiona c�a sistemele de ecua�tii diferen�tiale autonome de ordinul ��nt�ai sunt modele

matematice ale multor procese din via�ta cotidian�a.

De ce ne-am axat pe modelele matematice, ce vizeaz�a tuberculoza (TB) �si SIV-ul?

�In primul r�and, aceste modele matematice sunt descrise de sisteme diferen�tiale ternare cu

neliniarit�a�ti p�atratice, ce se con�tin ��n sistemele diferen�tiale ternare cu neliniarit�a�ti p�atratice

generalizate de tip Darboux, care sunt obiectele de studiu ��n aceast�a lucrare. Problemelor

TB, ��n lume, sunt consacrate nenum�arate lucr�ari, at�at ��n medicin�a c�at �si ��n matematic�a. De

exemplu, printre lucr�arile consacrate problemei dinamicii TB, ��n medicin�a �si matematic�a,

poate � men�tionat�a [63].

�In Institutul de Matematic�a �si Informatic�a al A�SM au fost efectuate cercet�ari ��n domeniul

TB ��n cadrul unui proiect [65], f�ar�a a examina stabilitatea mi�sc�arii neperturbate guvernate

de sistemul men�tionat mai sus. �In aceast�a lucrare s-a examinat integrabilitatea polinomial-

exponen�tial�a, precum �si stabilitatea mi�sc�arii neperturbate ��n cazul critic pentru sistemul

diferen�tial ce vizeaz�a dinamica r�asp�andirii TB ��n societate.
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1.5. Concluzii la capitolul 1

�In primul capitol a fost descris�a importan�ta studiului stabilit�a�tii mi�sc�arii neperturbate

exprimat�a printr-un sistem de ecua�tii diferen�tiale cu nelinearit�a�ti polinomiale perturbate �si

metodele clasice de studiu ale acestor mi�sc�ari [44, 47].

S-a men�tionat c�a la cercet�arile stabilit�a�tii mi�sc�arii neperturbate s-au folosit metodele

invarian�tilor algebrici [12, 14] �si metodele algebrelor Lie [16], care p�an�a acum nu au fost

��nt�alnite ��n alte lucr�ari. Aceasta face ca utilizatorii acestor rezultate s�a foloseasc�a mai u�sor

condi�tiile de stabilitate a mi�sc�arii neperturbate, care nu cer modi�carea sistemului de ecua�tii

diferen�tiale examinat, cum se f�acea p�an�a la aceste cercet�ari.

Realizarea prezentei teze a pretins atingerea urm�atorului scop: ob�tinerea condi�tiilor inva-

riante de stabilitate a mi�sc�arii neperturbate descrise de sistemele diferen�tiale cu neliniarit�a�ti

polinomiale c�at �si ob�tinerea integralelor prime pentru sistemele diferen�tiale ternare, ce au

proiec�tii pe unele modele matematice din medicin�a.

�In conformitate cu scopul enun�tat, au fost stabilite urm�atoarele obiective ale cercet�arii

sistemelor diferen�tiale perturbate:

� determinarea condi�tiilor centroa�n-invariante de stabilitate a mi�sc�arii neperturbate ��n

cazul necritic, pentru orice sistem ternar cu neliniarit�a�ti polinomiale;

� ob�tinerea condi�tiilor centroa�n-invariante pentru stabilitatea mi�sc�arii neperturbate de-

scrise de sistemele diferen�tiale bidimensionale ��n cazul critic (o r�ad�acin�a caracteristic�a egal�a

cu zero) cu neliniarit�a�ti polinomiale de gradul doi, trei �si patru;

� construc�tia condi�tiilor centroa�n-invariante de stabilitate a mi�sc�arii neperturbate de-

scrise de sistemele diferen�tiale ternare cu neliniarit�a�ti p�atratice ��n cazul critic (o r�ad�acin�a

caracteristic�a egal�a cu zero), c�and aceste sisteme au forma Darboux;

� determinarea condi�tiilor centroa�n-invariante de stabilitate a mi�sc�arii neperturbate

descrise de sistemele diferen�tiale ternare cu neliniarit�a�ti p�atratice ��n cazul critic (dou�a

r�ad�acini caracteristice sunt pur imaginare), c�and aceste sisteme au forma Darboux;

� determinarea algebrelor Lie �si integrabilitatea sistemelor ternare cu neliniarit�a�ti p�atratice

de tip Darboux, c�and r�ad�acinile ecua�tiei caracteristice sunt reale;

� ob�tinerea integralelor prime cu condi�tii invariante pentru unele modele matematice a

dinamicii TB.
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2. CONDI�TII INVARIANTE DE STABILITATE A MI�SC�ARII

NEPERTURBATE DESCRISE DE SISTEMELE DIFEREN�TIALE PLANE

2.1. No�tiunea de mi�scare neperturbat�a �si ecua�tiile diferen�tiale a mi�sc�arii

perturbate

Urm�and [45] consider�am yj (j = 1, n) ni�ste variabile reale, ce caracterizeaz�a o stare a

unui sistem mecanic sau dinamic. Aceste variabile pot � ni�ste coordonate, viteze, puncte,

tensiuni, temperaturi �s.a., ori func�tii de la aceste m�arimi. Se presupune c�a procesul de

schimbare a acestor variabile este descris de urm�atorul sistem de ecua�tii diferen�tiale:

dyj

dt
= Y j(y1, y2, . . . , yn) (j = 1, n), (2.1)

unde Y j sunt ni�ste func�tii cunoscute de la variabilele y1, y2, . . . , yn, ce satisfac condi�tiile de

existen�t�a �si unicitate a solu�tiei sistemului (2.1).

O oarecare mi�scare concret�a a sistemului, ce este predestinat�a studiului la stabilitate, o

vom numi mi�scare neperturbat�a.

Mi�sc�arii neperturbate a sistemului, ��i corespunde o solu�tie concret�a particular�a

y1 = f 1(t), y2 = f 2(t), . . . , yn = fn(t) (2.2)

a sistemului (2.1), ce satisface condi�tiilor ini�tiale:

pentru t = t0 : y
1 = f 1(t0), y

2 = f 2(t0), . . . , y
n = fn(t0). (2.3)

S�a schimb�am condi�tiile ini�tiale (2.3), d�andu-le valorilor ini�tiale a variabilelor y1, y2, . . . , yn

ni�ste cre�steri destul de mici dup�a modul ε1, ε2, . . . , εn:

pentru t = t0 : y
1 = f 1(t0) + ε1, y2 = f 2(t0) + ε2, . . . ,

yn = fn(t0) + εn.
(2.4)

Mi�scarea sistemului, ce corespunde condi�tiilor ini�tiale (2.4) schimbate, o vom numimi�scare

perturbat�a, iar ε1, ε2, . . . , εn � perturb�ari.

Not�and valorile variabilelor yj ��n mi�scarea perturbat�a cu yj(t), iar ��n mi�scarea nepertur-

bat�a cu f j(t), vom considera diferen�ta dintre ele

xj = yj(t)− f j(t) (j = 1, n). (2.5)

Variabilele xj se numesc devieri sau varia�tiile m�arimilor yj.
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Consecutivitatea de devieri x1, x2, . . . , xn, ��n spa�tiul n-dimensional a variabilelor x1, x2,

. . . , xn, de�nesc punctulM numit punct de re�ec�tie. La mi�scarea perturbat�a, c�and schimb�am

m�arimile x1, x2, . . . , xn, punctul de re�ec�tie descrie o traiectorie γ. Mi�sc�arii neperturbate

(2.3) ��i corespunde punctul nemi�scat xj = 0 � originea de coordonate.

Pentru determinarea ecua�tiilor mi�sc�arii perturbate, din egalitatea (2.5), vom scrie

yj(t) = f j(t) + xj(t).

Substituim valorile pentru yj(t) ��n ecua�tiile diferen�tiale a mi�sc�arii (2.1). Ob�tinem

df j

dt
+
dxj

dt
= Y j(f 1 + x1, f 2 + x2, ..., fn + xn).

Dac�a vom descompune membrii p�ar�tilor drepte ��n serie Taylor dup�a puterile lui xj avem

df j

dt
+
dxj

dt
= Y j(f 1, f 2, ..., fn) +

n∑
k=1

(
∂Y j

∂xk
)
0
xk + X̄j,

unde X̄j este mul�timea termenilor, ce con�tin varia�tiile xj la puterea mai mare ca unu.

Vom lua ��n considera�tie c�a pentru sistemul (2.1) avem

df j

dt
= Y j(f 1, f 2, ..., fn).

Atunci ��n baza acestui fapt avem

dxj

dt
=

n∑
k=1

ajkx
k + X̄j (j = 1, n), (2.6)

unde ajk = (∂Y
j

∂xk )0.

Ecua�tiile (2.6) se numesc ecua�tiile diferen�tiale a mi�sc�arii perturbate. Dac�a ��n aceste

ecua�tii vom omite X̄j, atunci ecua�tiile

dxj

dt
=

n∑
k=1

ajkx
k (j = 1, n)

se numesc ecua�tiile de prim�a aproxima�tie.

Vom examina sistemul diferen�tial cu neliniarit�a�ti polinomiale a mi�sc�arii perturbate (vezi,

de exemplu, [12] sau [14]) de forma

dxj

dt
= ajαx

α +
l∑

i=1

ajα1α2...αmi
xα1xα2 . . . xαmi (j, α, α1, α2, . . . , αmi

= 1, n; l <∞), (2.7)

unde tensorul ajα1α2...αmi
este simetric dup�a indicii de jos, dup�a care aici se efectueaz�a

convolu�tia total�a, iar cu Γ = {m1,m2, . . . ,ml} (mi ≥ 2) not�am o mul�time �nit�a de numere

25



naturale diferite. Coe�cien�tii sistemului (2.7) �si variabilele de faz�a iau valori din c�ampul

numerelor reale R.

Un rol important, ��n studiul sistemelor diferen�tiale cu neliniarit�a�ti polinomiale (2.7), ��l

joac�a sistemul de prim�a aproxima�tie ( [44], [45]) a sistemului (2.7)

dxj

dt
= ajαx

α (j, α = 1, n). (2.8)

Dup�a cum rezult�a din [45], mi�sc�arii neperturbate a sistemului perturbat (2.7), ��i co-

respund valorile nule ale variabilelor xj(t) (j = 1, n). Ca urmare a acestui fapt, avem

urm�atoarea de�ni�tie a stabilit�a�tii dup�a Lyapunov [45]:

De�ni�tia stabilit�a�tii dup�a Lyapunov. Dac�a pentru orice num�ar pozitiv ε, oric�at de mic

ar � el, se poate de g�asit a�sa un num�ar pozitiv δ, ��nc�at pentru orice perturbare xj(t0), ce

satisface condi�tiei
n∑

j=1

(xj(t0))
2 ≤ δ, (2.9)

�si pentru orice t ≥ t0 se va satisface condi�tia

n∑
j=1

(xj(t))2 < ε

atunci mi�scarea neperturbat�a xj = 0 (j = 1, n) se va numi stabil�a, iar ��n caz contrar �

instabil�a.

Dac�a mi�scarea neperturbat�a este stabil�a �si dac�a num�arul δ poate � luat ��ntr-at�at de mic,

��nc�at pentru toate mi�sc�arile perturbate, ce satisfac inegalit�a�tii (2.9), se va ��ndeplini condi�tia

lim
t→∞

n∑
j=1

(xj(t))2 = 0, (2.10)

atunci mi�scarea neperturbat�a se nume�ste asimptotic stabil�a.

S�a observ�am c�a pentru stabilitatea asimptotic�a, condi�tia (2.10) nu este de ajuns. Aici mai

trebuie s�a avem condi�tia, c�a mi�scarea dat�a s�a �e stabil�a. Geometric, aceasta ��nseamn�a, c�a

��n cazul stabilit�a�tii asimptotice este necesar ca punctul de re�ec�tie s�a se apropie nem�arginit

de originea de coordonate, f�ar�a s�a p�ar�aseasc�a sfera ε.

S�a vedem cum cele spuse mai sus, fa�t�a de spa�tiul devierilor x1, x2, . . . , xn, se va expune

pentru variabilele de faz�a ini�tiale y1, y2, . . . , yn ale sistemului (2.1). Men�tion�am c�a consecu-

tivitatea valorilor y1, y2, . . . , yn de�nesc, ��n acest spa�tiu, un oarecare punct N .

Fie c�a la mi�scarea neperturbat�a (2.2) punctul N descrie traiectoria I, iar la mi�scarea

perturbat�a � traiectoria II. Vezi Figura 2.1
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Fig. 2.1. Reprezentarea geometric�a a mi�sc�arii neperturbate

a) stabile; b) asimptotic stabile; c) instabile

S�a consider�am, pe aceste traiectorii, dou�a puncte arbitrare N �si N ′, ce corespund unuia

�si acela�si moment de timp t. Atunci p�atratul distan�tei r, ��ntre aceste dou�a puncte este

r2 =
n∑

j=1

(yj − f j)2 =
n∑

j=1

(xj)2.

�In cazul mi�sc�arii stabile traiectoria II este aproape de traiectoria I (r ��ntotdeauna

este mai mic ca ε) (Fig. 2.1a), iar ��n cazul stabilit�a�tii asimptotice traiectoria II tinde

nem�arginit c�atre traiectoria I (Fig. 2.1b).

Situarea apropiat�a a traiectoriilor I �si II este o condi�tie necesar�a pentru stabilitate, dar,

bine��n�teles, nu �si su�cient�a. �Intr-adev�ar, distan�ta dintre puncteleN �siN ′, ce corespund unuia

�si acela�si moment de timp poate cre�ste nu numai pentru traiectoriile, ce se ��ndep�arteaz�a, dar

�si pentru traiectoriile destul de aproape (Fig. 2.1c).

Ne vom concentra aten�tia la particularit�a�tile stabilit�a�tii mi�sc�arii dup�a Lyapunov:

�In primul r�and, vom presupune c�a perturb�arile se vor aplica numai asupra condi�tiilor

ini�tiale. Cu alte cuvinte, mi�scarea perturbat�a are loc pentru acele for�te (izvorul energiei),

pentru care se manifest�a �si mi�scarea neperturbat�a.

�In al doilea r�and, stabilitatea se examineaz�a pe un interval in�nit de timp.

�In al treilea r�and perturb�arile se consider�a mici.

F�ac�and abstrac�tie de aceste restric�tii, de�ni�tia lui Lyapunov despre stabilitatea mi�sc�arii

este destul de efectiv�a �si rodnic�a ��n aplica�tii.
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2.2. Stabilitatea dup�a prima aproxima�tie �si condi�tiile invariante de stabilitate a

mi�sc�arii neperturbate descrise de sistemele diferen�tiale ��n plan

Din [45] avem urm�atoarele rezultate:

Teorema lui Lyapunov despre stabilitate a mi�sc�arii dup�a prima aproxima�tie. Dac�a

p�ar�tile reale ale tuturor r�ad�acinilor ecua�tiei caracteristice de prim�a aproxima�tie, a sistemu-

lui (2.7), sunt negative, atunci mi�scarea neperturbat�a este asimptotic stabil�a indiferent de

membrii drep�ti ai acestui sistem de grad mai mare ca unu, ��n raport cu variabilele de faz�a.

Teorema lui Lyapunov despre instabilitatea dup�a prima aproxima�tie. Dac�a printre

r�ad�acinile ecua�tiei caracteristice, a sistemului (2.7), se va g�asi cel pu�tin o r�ad�acin�a cu partea

real�a pozitiv�a, atunci mi�scarea neperturbat�a este instabil�a indiferent de membrii drep�ti ai

acestui sistem de grad mai mare ca unu, ��n raport cu variabilele de faz�a.

Urm�and [45] vom examina ecua�tia

a0ρ
n + a1ρ

n−1 + · · ·+ an−1ρ+ an = 0, (2.11)

consider�and c�a a0 > 0. Dac�a a0 ̸= 0 acest lucru ��ntotdeauna ��l putem ob�tine.

Construim din coe�cien�tii a0, a1, . . . , an−1, an, a ecua�tiei (2.11), urm�atoarea matrice

a1 a3 a5 . . . 0

a0 a2 a4 . . . 0

0 a1 a3 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . an


. (2.12)

Aceast�a matrice se construie�ste ��n felul urm�ator: ��n prima linie se a��a coe�cien�tii ecua�tiei

(2.11) cu indici impari, ��ncep��nd cu a1. Elementele urm�atoarelor linii, ��n mod consecutiv, se

formeaz�a din elementele liniei prem�arg�atoare cu mic�sorarea indicilor cu o unitate. Dac�a ��n

conformitate cu aceast�a regul�a indicile coe�cientului ak, i.e. k ��ntrece gradul n al ecua�tiei

(2.11), sau poate � negativ, atunci ak se ��nlocuie�ste cu zero. �In rezultatul unei astfel de

construc�tii, pe diagonala principal�a trebuie s�a se a�e coe�cien�tii a1, a2, . . . , an, iar ��n ultima

coloan�a toate elementele, ��n afar�a de ultimul, vor � egale cu zero.

Vom construi din matricea (2.12) minorii principali diagonali

∆1 = a1,∆2 =

∣∣∣∣∣∣ a1 a3

a0 a2

∣∣∣∣∣∣ , . . . ,∆n = an∆n−1. (2.13)
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Teorema lui Hurwitz [45]. Pentru ca toate r�ad�acinile ecua�tiei algebrice (2.11), cu coe�cien�ti

reali �si coe�cientul pozitiv de pe l�ang�a gradul cel mai mare a lui ρ, s�a aib�a partea real�a ne-

gativ�a, este necesar �si su�cient, ca minorii diagonali principali (2.13) s�a �e pozitivi

∆1 > 0, ∆2 > 0, . . . ,∆n−1 > 0, ∆n > 0. (2.14)

Remarca 2.1. [45]. Dac�a pentru a0 > 0 cel pu�tin unul din coe�cien�tii a1, a2, . . . , an, a

ecua�tiei (2.11) este negativ, atunci printre r�ad�acinile ρ1, ρ2, . . . , ρn, ale acestei ecua�tii, se

con�tin de acelea, la care p�ar�tile reale sunt pozitive.

Vom examina dou�a exemple

Exemplul 2.1. Ecua�tia (2.11) are forma

ρ2 + a1ρ+ a2 = 0. (2.15)

Matricea (2.12) are forma  a1 0

1 a2

,
iar condi�tiile lui Hurwitz sunt

∆1 = a1 > 0, ∆2 = a1a2 > 0.

De aici rezult�a, pentru ca r�ad�acinile ecua�tiei (2.15) s�a aib�a p�ar�tile reale mai mici ca zero este

necesar �si su�cient s�a se satisfac�a inegalit�a�tile

a1 > 0, a2 > 0. (2.16)

Conform Remarcei 2.1, dac�a cel pu�tin unul din coe�cien�tii a1, a2, a ecua�tiei (2.15), este

negativ, atunci printre r�ad�acinile acestei ecua�tii se con�tin de acelea, la care p�ar�tile reale sunt

pozitive.

Exemplul 2.2. Ecua�tia (2.11) are forma

ρ3 + a1ρ
2 + a2ρ+ a3 = 0. (2.17)

Matricea (2.12) are forma 
a1 a3 0

1 a2 0

0 a1 a3

,
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iar condi�tiile lui Hurwitz sunt

a1 > 0, a2 > 0, a3 > 0, ∆2 = a1a2 − a3 > 0. (2.18)

Conform Remarcei 2.1, dac�a cel pu�tin unul din coe�cien�tii a1, a2, a3, a ecua�tiei (2.17) este

negativ, atunci printre r�ad�acinile ρ1, ρ2, ρ3, ale acestei ecua�tii, se con�tin de acelea, la care

p�ar�tile reale sunt pozitive.

Vom examina sistemul diferen�tial bidimensional de forma (2.7) cu neliniarit�a�ti polinomi-

ale a mi�sc�arii perturbate

dxj

dt
= ajαx

α +
l∑

i=1

ajα1α2...αmi
xα1xα2 . . . xαmi (j, α, α1, α2, . . . , αmi

= 1, 2; l <∞), (2.19)

unde tensorul ajα1α2...αmi
este simetric dup�a indicii de jos, dup�a care aici se efectueaz�a

convolu�tia total�a, iar Γ = {m1,m2, . . . ,ml} (mi ≥ 2) este o mul�time �nit�a de numere

naturale diferite. Coe�cien�tii �si variabilele sistemului (2.19) iau valori din c�ampul numerelor

reale R.

Ecua�tiile de prim�a aproxima�tie a sistemului (2.19) vor �

dxj

dt
= ajαx

α (j, α = 1, 2). (2.20)

Vom examina cazul necritic.

Lema 2.1. Ecua�tia caracteristic�a a sistemului (2.20) este

ϱ2 + L1,2ϱ+ L2,2 = 0, (2.21)

unde coe�cien�tii acestei ecua�tii sunt invarian�ti centroa�ni [12] �si au forma

L1,2 = −I1, L2,2 =
1

2
(I21 − I2), (2.22)

iar

I1 = aαα, I2 = aαβa
β
α. (2.23)

Cu ajutorul teoremelor lui Lyapunov despre stabilitatea mi�sc�arii neperturbate dup�a sem-

nul r�ad�acinilor ecua�tiei caracteristice, a sistemului diferen�tial de prim�a aproxima�tie (2.20) �si

a teoremei lui Hurwitz aplicat�a la Exemplul 2.1 �si utilizarea Lemei 2.1 avem

Teorema 2.1. Dac�a invarian�tii centroa�ni (2.22), ai sistemului (2.19), satisfac inegalit�a�tilor

L1,2 > 0, L2,2 > 0, atunci mi�scarea neperturbat�a x1 = x2 = 0 pentru sistemul dat, este

asimptotic stabil�a.
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Teorema 2.2. Dac�a printre expresiile centroa�n-invariante (2.22) a sistemului (2.19) se va

g�asi cel pu�tin una din ele mai mare ca zero, atunci mi�scarea neperturbat�a x1 = x2 = 0 a

acestui sistem, va � instabil�a.

2.3. Forma canonic�a a sistemului critic de tip Lyapunov

De�ni�tia 2.1. �In conformitate cu I.G. Malkin [47], vom spune c�a sistemul (2.7) este critic

de tip Lyapunov, dac�a ecua�tia caracteristic�a a sistemului dat are o r�ad�acin�a nul�a, iar celelalte

r�ad�acini ale acestei ecua�tii au p�ar�tile reale negative.

Remarca 2.2. Deoarece ��n continuare vom examina sistemele critice de tip Lyapunov dup�a

primul subcaz (vezi �1.3), ne vom m�argini doar la denumirea �sisteme critice� sau �sisteme

critice de tip Lyapunov�.

Lema 2.2. Ecua�tia caracteristic�a a sistemului (2.20) �si prin urmare a sistemului (2.19)

are o r�ad�acin�a nul�a, iar cealalt�a real�a negativ�a dac�a �si numai dac�a se realizeaz�a condi�tiile

invariante

I21 − I2 = 0, I1 < 0 (2.24)

unde I1 �si I2 sunt din (2.23).

Demonstra�tia Lemei 2.2 rezult�a din aceea, c�a ecua�tia caracteristic�a a sistemului (2.20) �si

prin urmare (2.19), are forma (2.21)�(2.22).

Lema 2.3. Dac�a pentru sistemul (2.20) (sau (2.19)) se satisfac condi�tiile invariante (2.24),

atunci sistemul (2.20), printr-o transformare centroa�n�a poate � adus la forma

dx1

dt
= 0,

dx2

dt
= a2αx

α (α = 1, 2), (2.25)

�si, prin urmare, (2.19) se va scrie

dx1

dt
=

l∑
i=1

a1α1α2...αmi
xα1xα2 . . . xαmi ,

dx2

dt
= a2αx

α +
l∑

i=1

a2α1α2...αmi
xα1xα2 . . . xαmi (α, α1, α2, . . . , αmi

= 1, 2; l <∞).

(2.26)

Demonstra�tie. Presupunem satisf�acute condi�tiile (2.24). Atunci, conform celor men�tionate

��n [44], ��n acest caz, sistemul diferen�tial de prim�a aproxima�tie (2.20) are o integral�a prim�a

liniar�a cu coe�cien�ti constan�ti.
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Vom scrie aceast�a integral�a sub forma

F ≡ Ax1 +Bx2 = C (A2 +B2 ̸= 0), (2.27)

unde A �si B sunt coe�cien�tii nedetermina�ti. Atunci avem

a1αx
α ∂F

∂x1
+ a2αx

α ∂F

∂x2
= 0,

de unde ob�tinem

a11A+ a21B = 0, a12A+ a22B = 0. (2.28)

De aici g�asim, pentru ca sistemul (2.28) s�a aib�a o solu�tie nenul�a A2+B2 ̸= 0 este necesar

�si su�cient ca determinantul lui s�a �e egal cu zero

a11a
2
2 − a12a

2
1 ≡

1

2
(I21 − I2) = 0. (2.29)

Condi�tia (2.29) coincide cu prima egalitate din (2.24). Prin urmare, ��n condi�tiile egalit�a�tii

(2.24), sistemul (2.20), are o integral�a prim�a liniar�a (2.27).

Consider�am substitu�tia

x̄1 = Ax1 +Bx2, x̄2 = x2 (A ̸= 0) (2.30)

sau

x̄1 = Ax1 +Bx2, x̄2 = x1 (B ̸= 0). (2.31)

�In cazul (2.30), pentru prima ecua�tie din sistemul (2.20) avem

dx̄1

dt
= A

dx1

dt
+B

dx2

dt
,

de unde ob�tinem
dx̄1

dt
= (a11A+ a21B)x1 + (a12A+ a22B)x2.

�In virtutea egalit�a�tilor (2.28) ob�tinem prima ecua�tie din (2.25). Deoarece transformarea

centroa�n�a nu schimb�a forma p�ar�tilor p�atratice a sistemului (2.19), atunci rezult�a c�a prima

ecua�tie din acest sistem va avea forma (2.26). A doua ecua�tie din (2.25) �si (2.26), ���si p�astreaz�a

forma.

�In mod analog se examineaz�a �si cazul (2.31). Lema 2.3 este demonstrat�a.

Remarca 2.3. Sistemul (2.26) ��l vom numi forma canonic�a a sistemului critic de tip Lya-

punov (2.19), unde prima ecua�tie din (2.26) o vom numi critic�a, iar a doua necritic�a.
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�In continuare, vom avea nevoie de urm�atoarea ecua�tie:

a2αx
α +

l∑
i=1

a2α1α2...αmi
xα1xα2 . . . xαmi = 0 (α, α1, α2, . . . , αmi

= 1, 2; l <∞). (2.32)

Atunci teorema lui Lyapunov din [44] (�32) pentru cazul examinat, se va scrie sub

urm�atoarea form�a:

Teorema 2.3. Fie c�a ecua�tia caracteristic�a a sistemului diferen�tial cu neliniarit�a�ti polino-

miale posed�a o r�ad�acin�a nul�a, iar celelelte au p�ar�tile reale negative. Presupun�and c�a sistemul

diferen�tial al mi�sc�arii perturbate (2.19) este adus la forma (2.26), consider�am ecua�tia (2.32),

din care determin�am m�arimea x2 ca func�tie olomorf�a de la variabila x1, ce se anuleaz�a pentru

x1 = 0 (a�sa o determinare ��ntotdeauna este posibil�a �si este unic�a). Dup�a aceasta, m�arimile

determinate, le vom introduce ��n polinomul
∑l

i=1 a
1
α1α2...αmi

xα1xα2 . . . xαmi (α1, α2, . . . , αmi
=

1, 2; l <∞). �Si dac�a ��n urma acestor substitu�tii rezultatul ob�tinut nu este identic zero, atunci

��l dezvolt�am ��n serie dup�a puterile cresc�ande a lui x1.

Atunci, dac�a cea mai mic�a putere a lui x1, ��n aceast�a dezvoltare va � par�a, ob�timem c�a

mi�scarea neperturbat�a este instabil�a. Dac�a, ��ns�a, aceast�a putere este impar�a, atunci totul va

depinde de semnul coe�cientului, ce corespunde acestei puteri a lui x1. Mi�scarea neperturbat�a

va � instabil�a, c�and acest coe�cient este pozitiv �si stabil�a, c�and acest coe�cient este negativ.

�In ultimul caz, orice mi�scare perturbat�a, ce corespunde perturb�arilor destul de mici se va

apropia asimptotic de cea neperturbat�a.

�In sf�ar�sit, dac�a rezultatul substitu�tiilor examinate va � identic zero, atunci va exista o

serie continu�a de mi�sc�ari stabilizate (sta�tionare) la care apar�tine �si mi�scarea neperturbat�a

examinat�a �si atunci toate mi�sc�arile acestei serii, destul de apropiate de cea neperturbat�a,

incluz�and-o �si pe ultima, vor � stabile. �In acest caz, pentru perturb�ari destul de mici orice

mi�scare perturbat�a se va apropia asimptotic c�atre una din mi�sc�arile stabilizate (sta�tionare)

a seriei men�tionate.

Remarca 2.4. Teoreme analogice cu Teorema 2.3 au loc pentru orice sistem (2.7) de di-

mensiune n ≥ 3. �In Capitolele 3-4 acest lucru va � ilustrat pe exemplul sistemului ternar cu

neliniarit�a�ti p�atratice.
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2.4. Condi�tiile centroa�n-invariante de stabilitate a mi�sc�arii neperturbate

pentru sistemul critic cu neliniarit�a�ti p�atratice

Vom examina sistemul diferen�tial cu neliniarit�a�ti p�atratice

dxj

dt
= ajαx

α + ajαβx
αxβ (j, α, β = 1, 2), (2.33)

unde tensorul ajαβ este simetric dup�a indicii de jos dup�a care aici se efectueaz�a convolu�tia

total�a.

�In [16] este ar�atat c�a mul�timea comitan�tilor �si invarian�tilor unimodulari ai sistemului

(2.19) constituie ni�ste algebre graduate, care��n [33] au fost numite algebrele Sibirschi. Aceste

algebre, pentru sistemul (2.33), au fost notate��n [16] cu S1,2 � algebra Sibirschi a comitan�tilor

�si SI1,2 � algebra Sibirschi a invarian�tilor sistemului (2.33).

La fel ��n [16] s-a ar�atat c�a mul�timea generatorilor acestor algebre (care este �nit�a) este

constituit�a din bazele polinomiale ale comitan�tilor �si invarian�tilor centroa�ni omogeni.

Ree�sind din aceasta �si utiliz�and bazele polinomiale ale comitan�tilor �si invarian�tilor cen-

troa�ni ai sistemului (2.33), aduse ��n [12], putem scrie algebrele Sibirschi sub forma

S1,2 =< I1, I2, . . . , I16,K1,K2, . . . ,K20|f1, f2, . . . , f27 >

�si

SI1,2 =< I1, I2, . . . , I16|f1, f2, . . . , f9 >,

unde Ir �si Ks sunt invarian�tii �si comitan�tii acestor algebre, iar fj sunt rela�tiile de de�ni�tie

(sizigiile) ale lor.

�In continuare vom avea nevoie de urm�atorii generatori ai algebrelor Sibirschi a sistemului

(2.33), pentru care formele lor tensoriale din [12] se vor scrie

I1 = aαα, I2 = aαβa
β
α, I5 = aαpa

β
γqa

γ
αβε

pq, K1 = aααβx
β, K2 = apαx

αxqεpq,

K3 = aαβa
β
αγx

γ, K4 = aαγa
β
αβx

γ, K5 = apαβx
αxβxqεpq, K7 = aαβγa

β
αδx

γxδ,

K8 = aαγa
β
δ a

γ
αβx

δ, K11 = apαa
α
βγx

βxγxqεpq, K12 = aαβa
β
αγa

γ
δµx

δxµ,

K13 = aαγa
β
αβa

γ
δµx

δxµ,

(2.34)

unde εpq(εpq) este bivectorul unitate cu coordonatele ε11 = ε22 = 0, ε12 = −ε21 = 1 (ε11 =

ε22 = 0, ε12 = −ε21 = 1).

Presupunem c�a sistemul (2.33) este critic de tip Lyapunov. Atunci, conform Lemei 2.3,

acest sistem poate � adus la forma canonic�a (2.26)

dx1

dt
= a1αβx

αxβ,
dx2

dt
= a2αx

α + a2αβx
αxβ (α, β = 1, 2). (2.35)

34



�In conformitate cu Teorema 2.3 vom examina ecua�tia (2.32) ob�tinut�a din ecua�tia necritic�a

(2.35), care ��n form�a desf�a�surat�a se va scrie

a21x
1 + a22x

2 + a211(x
1)2 + 2a212x

1x2 + a222(x
2)2 = 0. (2.36)

�In acest caz, conform (2.22)�(2.23) �si inegalit�a�tii din (2.24) avem

I1 = a22 < 0. (2.37)

Atunci din (2.36) putem scrie

x2 = −a
2
1

a22
x1 − a211

a22
(x1)2 − 2a212

a22
x1x2 − a222

a22
(x2)2. (2.38)

Conform Teoremei 2.3 vom c�auta x2 ca func�tie olomorf�a de la x1. Atunci putem scrie

x2 = −a
2
1

a22
x1 +B2(x

1)2 +B3(x
1)3 +B4(x

1)4 + · · · (2.39)

�Inlocuind (2.39) ��n (2.38) ob�tinem

−a
2
1

a22
x1 +B2(x

1)2 +B3(x
1)3 + · · · = −a

2
1

a22
x1 − a211

a22
(x1)2 − 2a212

a22
x1[−a

2
1

a22
x1 +B2(x

1)2+

+B3(x
1)3 +B4(x

1)4 + · · · ]− a222
a22

[−a
2
1

a22
x1 +B2(x

1)2 +B3(x
1)3 +B4(x

1)4 + · · · ]2.

De aici avem

B2(x
1)2 +B3(x

1)3 +B4(x
1)4 + · · · = [−a

2
11

a22
+

2a21a
2
12

(a22)
2

− (a21)
2a222

(a22)
3

](x1)2+

+[−2a212
a22

B2 +
2a21a

2
22

(a22)
2
B2](x

1)3 + [−2a212
a22

B3 −
a222
a22
B2

2 + 2
a21a

2
22

(a22)
2
B3](x

1)4 + · · ·

Ob�tinem

B2 =
1

(a22)
3
[−(a22)

2a211 + 2a21a
2
2a

2
12 − (a21)

2a222], B3 =
2

(a22)
2
(−a22a

2
12 + a21a

2
22)B2,

B4 =
1

(a22)
2
[−a22a

2
22B

2
2 + 2(a21a

2
22 − a22a

2
12)B3], . . .

(2.40)

Substituind (2.39) ��n partea dreapt�a a ecua�tiei diferen�tiale critice (2.35) avem

a111(x
1)2 + 2a112x

1x2 + a122(x
2)2 = A2(x

1)2 + A3(x
1)3 + A4(x

1)4 + · · · ,

sau ��n form�a desf�a�surat�a

a111(x
1)2 + 2a112x

1[−a
2
1

a22
x1 +B2(x

1)2 +B3(x
1)3 +B4(x

1)4 + · · · ]+

+a122[−
a21
a22
x1 +B2(x

1)2 +B3(x
1)3 +B4(x

1)4 + · · · ]2 = A2(x
1)2 + A3(x

1)3 + A4(x
1)4 + · · ·
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De aici ob�tinem

A2 =
1

(a22)
2
[(a22)

2a111 − 2a21a
2
2a

1
12 + (a21)

2a122],

A3 =
2

a22
(a22a

1
12 − a21a

1
22)B2, A4 =

2

a22
(a22a

1
12 − a21a

1
22)B3 + a122B

2
2 , . . .

(2.41)

Conform Teoremei 2.3, pentru a determina stabilitatea mi�sc�arii neperturbate descris�a de

sistemul (2.35), este necesar de cercetat expresiile (2.41).

�In continuare vom introduce urm�atoarele nota�tii:

P = (a22)
2a111 − 2a21a

2
2a

1
12 + (a21)

2a122, Q = (a22)
2a211 − 2a21a

2
2a

2
12 + (a21)

2a222,

R = (a22)
2a111 − (a21)

2a122, S = a21a
1
22 − a22a

1
12

(2.42)

�si vom �tine cont c�a din (2.37) rezult�a a22 < 0.

De aici observ�am c�a stabilitatea mi�sc�arii neperturbate poate avea loc doar atunci c�and

A2=0 din (2.41), i.e. P = 0 din (2.42).

Dac�a B2 = 0 din (2.40), atunci avem Q = 0 din (2.42). Aceasta induce c�a to�ti B3, B4, . . .

sunt egali cu zero. De aici rezult�a c�a to�ti coe�cien�tii A3, A4, . . . sunt zero �si prin urmare

stabilitatea mi�sc�arii neperturbate va avea loc.

Presupunem c�a B2 ̸= 0 �si �e S ̸= 0 din (2.42), atunci stabilitatea mi�sc�arii neperturbate

se va determina de semnul lui A3 din (2.41).

Dac�a S = 0 din (2.42), atunci A3 = 0, iar coe�cientul A4 din (2.41), nu va � zero, dac�a

a122 ̸= 0. De aceea stabilitatea va � posibil�a doar ��n cazul c�and a122 = 0. S�a observ�am c�a ��n

(2.42), din S = P = 0 ob�tinem R = 0. De aceea c�and a122 = 0, din ultimile egalit�a�ti (2.42),

ob�tinem a111 = a112 = 0.

Pentru formularea rezultatului despre stabilitatea mi�sc�arii neperturbate determinate de

sistemul mi�sc�arii perturbate (2.35), vom avea ��n vedere inegalitatea (2.37). Am ob�tinut

Lema 2.4. Stabilitatea mi�sc�arii neperturbate, descris�a de sistemul (2.35) cu condi�tiile (2.24),

include toate cazurile posibile ��n urm�atoarele �sase:

I. P ̸= 0, atunci mi�scarea neperturbat�a este instabil�a;

II. P = 0, QS > 0, atunci mi�scarea neperturbat�a este instabil�a;

III. P = 0, QS < 0, atunci mi�scarea neperturbat�a este stabil�a;

IV. R = S = 0, a122Q ̸= 0, atunci mi�scarea neperturbat�a este instabil�a;

V. P = Q = 0, atunci mi�scarea neperturbat�a este stabil�a;

VI. a111 = a112 = a122 = 0, atunci mi�scarea neperturbat�a este stabil�a.

Conform Teoremei 2.3, ��n ultimile dou�a cazuri mi�scarea neperturbat�a apar�tine unei serii

continui de mi�sc�ari stabilizate (sta�tionare), la care apar�tine �si mi�scarea neperturbat�a exa-

minat�a �si atunci toate mi�sc�arile acestei serii, destul de apropiate de cea neperturbat�a in-

cluz�and-o �si pe ultima, vor � stabile. �In acest caz, pentru perturb�ari destul de mici orice
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mi�scare perturbat�a se va apropia asimptotic c�atre una din mi�sc�arile stabilizate (sta�tionare)

a seriei men�tionate. �In cazul III, mai mult ca at�at, mi�scarea neperturbat�a, este �si asimplotic

stabil�a [47]. Expresiile P,Q,R, S sunt din (2.42).

�In continuare vom avea nevoie de urm�atoarele expresii formate din invarian�tii �si comitan�tii

sistemului (2.33) adu�si ��n (2.34):

E1 = I21K1 − I1(K3 +K4) +K8,

E2 = I31 (K
2
1 −K7) + 2I21 (K1K4 − 2K1K3 −K13) + 2I1(I5K2 + 2K2

3 −K2
4)+

+4K8(K4 −K3) + 2I2K12, E3 = I2K1 + I1(K4 −K3)−K8,

E4 = I1(K11 −K1K2) +K2(K4 −K3), E5 = K11 − I1K5.

(2.43)

Lema 2.5. �In cazul egalit�a�tii invariante din (2.24), sistemul (2.33), printr-o transformare

centroa�n�a, poate � adus la forma

dx1

dt
= 0,

dx2

dt
= a2αx

α + a2αβx
αxβ (α, β = 1, 2), (2.44)

dac�a �si numai dac�a satisface condi�tia

E5 ≡ 0, (2.45)

unde E5 este din (2.43).

Demonstra�tie. Egalitatea (2.24), pentru sistemul (2.33), ne permite s�a scriem

a11
a21

=
a12
a22

= r. (2.46)

Not�am minorii matricei coe�cien�tilor membrilor drep�ti ai sistemului (2.33) prin ∆ij, unde

i �si j reprezint�a num�arul coloanelor acestei matrici, pe care sunt construi�ti minorii da�ti.

Atunci

E5 = ∆13(x
1)3 + (∆23 + 2∆14)(x

1)2x2 + (∆15 + 2∆24)x
1(x2)2 +∆25(x

2)3.

Cu ajutorul acestor expresii �si a condi�tiilor (2.45)�(2.46) avem

a111
a211

=
a112
a212

=
a122
a222

= r. (2.47)

Lu�and ��n considera�tie (2.46)�(2.47) transformarea centroa�n�a x̄1 = x1 − rx2, x̄2 = x2

aduce sistemul (2.33) la forma (2.43). Lema 2.5 este demonstrat�a.
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Teorema 2.4. Dac�a pentru sistemul diferen�tial a mi�sc�arii perturbate (2.33) se satisfac

condi�tiile invariante (2.24), atunci stabilitatea mi�sc�arii neperturbate descris�a de sistemul

de mai sus, include toate cazurille posibile ��n urm�atoarele �sase:

I. E1 ̸≡ 0, atunci mi�scarea neperturbat�a este instabil�a;

II. E1 ≡ 0, E2 > 0, atunci mi�scarea neperturbat�a este instabil�a;

III. E1 ≡ 0, E2 < 0, atunci mi�scarea neperturbat�a este stabil�a;

IV. E3 ≡ 0, E4E5 ̸≡ 0, atunci mi�scarea neperturbat�a este instabil�a;

V. E4 ≡ 0, atunci mi�scarea neperturbat�a este stabil�a;

VI. E5 ≡ 0, atunci mi�scarea neperturbat�a este stabil�a.

�In ultimile dou�a cazuri mi�scarea neperturbat�a apar�tine unei serii continui de mi�sc�ari

stabilizate (sta�tionare), la care apar�tine �si mi�scarea neperturbat�a examinat�a �si atunci toate

mi�sc�arile acestei serii, destul de apropiate de cea neperturbat�a incluz�and-o �si pe ultima, vor �

stabile. �In acest caz, pentru perturb�ari destul de mici orice mi�scare perturbat�a se va apropia

asimptotic c�atre una din mi�sc�arile stabilizate (sta�tionare) a seriei men�tionate. �In cazul III,

mai mult ca at�at, mi�scarea neperturbat�a, este �si asimptotic stabil�a. Expresiile Ei (i = 1, 5)

sunt din (2.43).

Demonstra�tie. S�a observ�am c�a expresiile (2.43), pentru sistemul (2.35), cu condi�tia (2.37),

se exprim�a prin (2.42) ��n felul urm�ator:

E1 = Px1, E2 = 4S[Q(x1)2 − Px1x2],

E3 = Rx1 − 2a22Sx
2, E4 = −Q(x1)3 + P (x1)2x2.

(2.48)

De aici, dac�a vom pune E3 ≡ 0, atunci cu ajutorul polinoamelor R,S din (2.42), ob�tinem

pentru E5 din (2.43), expresia E5 = −a22a122(
a21
a22
x1+x2)3. Utiliz�and ultima a�rma�tie, expresiile

(2.44) �si ��mpreun�a cu Lemele 2.4 �si 2.5, ob�tinem cazurile I-VI din teorema examinat�a. Vom

men�tiona c�a comitantul E2 din (2.43) implicat ��n cazurile II �si III ale Teoremei 2.4 este par ��n

raport cu x1 �si x2 �si are ponderea [12] egal�a cu zero. Aceasta ne asigur�a c�a orice transformare

centroa�n�a nu-i poate schimba semnul. Teorema 2.4 este demonstrat�a.

Remarca 2.5. Din Teorema 2.4 se ob�tin condi�tiile pentru exemplul 2 a lui Lyapunov [44]

(�32), pun�and a11 = a12 = 0, a21 = k, a22 = −1, a111 = a, a112 = 1
2
b, a122 = c, a211 = l,

a212 = 1
2
m, a222 = n �si x1 = x, x2 = y. Aceast�a Teorem�a 2.4 ne exprim�a o generalizare

invariant�a a condi�tiilor de stabilitate sau instabilitate a mi�sc�arii neperturbate descris�a de

sistemul general (2.33), ce con�tine un caz particular, exemplul 2 a lui Lyapunov [44] (�32).
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2.5. Sistemul critic de tip Lyapunov cu neliniarit�a�ti cubice

Vom examina sistemul diferen�tial al mi�sc�arii perturbate cu neliniarit�a�ti polinomiale de

forma
dx

dt
= cx+ dy + px3 + 3qx2y + 3rxy2 + sy3,

dy

dt
= ex+ fy + tx3 + 3ux2y + 3vxy2 + wy3,

(2.49)

unde c, d, e, f, p, q, r, s, t, u, v, w sunt coe�cien�ti reali arbitrari.

Similar cazului precedent, c�and ecua�tia caracteristic�a a sistemului (2.49) posed�a o r�ad�acin�a

nul�a, iar cealalt�a este negativ�a, i.e. se satisfac condi�tiile (2.24), atunci acest sistem poate �

adus printr-o transformare centroa�n�a la forma sa critic�a

dx

dt
= px3 + 3qx2y + 3rxy2 + sy3,

dy

dt
= ex+ fy + tx3 + 3ux2y + 3vxy2 + wy3.

(2.50)

Conform (2.32) scriem ecua�tia

ex+ fy + tx3 + 3ux2y + 3vxy2 + wy3 = 0. (2.51)

Deoarece conform (2.23)�(2.24) pentru sistemul (2.50) avem I1 = f < 0, atunci din

ultima rela�tie, ��l exprim�am pe y sub forma

y = − e

f
x− t

f
x3 − 3

u

f
x2y − 3

v

f
xy2 − w

f
y3. (2.52)

Vom c�auta y ca o func�tie olomorf�a de x. Atunci putem scrie

y = − e

f
x+B2x

2 +B3x
3 +B4x

4 +B5x
5 +B6x

6 +B7x
7 +B8x

8 +B9x
9 + · · · (2.53)

�Inlocuind (2.53) ��n (2.52) �si egal�and, ��n rela�tia primit�a, expresiile de pe l�ang�a acelea�si

puteri a lui x avem

Bi = 0 (i = 2n,∀n ∈ N), B3 = − t

f
+ 3

eu

f 2
− 3

e2v

f 3
+
e3w

f 4
,

B5 = −3(
u

f
− 2

ev

f 2
+
e2w

f 3
)B3, B7 = −3[(

v

f
− ew

f 2
)B3 − 3(

u

f
− 2

ev

f 2
+
e2w

f 3
)2]B3,

B9 = −[
w

f
B3

3 + 6(
v

f
− ew

f 2
)B3B5 + 3(

u

f
− 2

ev

f 2
+
e2w

f 3
)B7], . . .

(2.54)

Introduc�and (2.53) ��n partea dreapt�a a ecua�tiei diferen�tiale critice (2.50) ob�tinem

px3 + 3qx2y + 3rxy2 + sy3 =

= A2x
2 + A3x

3 + A4x
4 + A5x

5 + A6x
6 + A7x

7 + A8x
8 + A9x

9 + A10x
10 + A11x

11 + · · ·
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De aici, lu�and ��n considera�tie (2.53) �si (2.54) avem

Ai = 0 (i = 2n,∀n ∈ N), A3 = p− 3
eq

f
+ 3

e2r

f 2
− e3s

f 3
,

A5 = 3(q − 2
er

f
+
e2s

f 2
)B3, A7 = 3[(r − es

f
)B2

3 + (q − 2
er

f
+
e2s

f 2
)B5],

A9 = sB3
3 + 6(r − es

f
)B3B5 + 3(q − 2

er

f
+
e2s

f 2
)B7,

A11 = 3[sB2
3B5 + 2(r − es

f
)B3B7 + (r − es

f
)B2

5 + (q − 2
er

f
+
e2s

f 2
)B9], . . .

(2.55)

Vom introduce nota�tiile

T = f 3p− 3ef 2q + 3e2fr − e3s, U = −f 3t+ 3ef 2u− 3e2fv + e3w,

V = f 2q − 2efr + e2s, W = fr − es.
(2.56)

Atunci, din (2.54)�(2.55), �tin�and cont de aceste nota�tii ob�tinem

A3 =
1

f 3
T, B3 =

1

f 4
U, A5 =

3

f 2
V B3, A7 = 3(

1

f
WB2

3 +
1

f 2
V B5),

A9 = sB3
3 +

6

f
WB3B5 +

3

f 2
V B7, . . .

(2.57)

Utiliz�and Teorema 2.3 �si expresiile (2.56)�(2.57), av�and ��n vedere c�a I1 = f < 0, ob�tinem

Lema 2.6. Stabilitatea mi�sc�arii neperturbate descris�a de sistemul mi�sc�arii perturbate (2.50),

este descris�a de urm�atoarele zece cazuri posibile:

I. T < 0, atunci mi�scarea neperturbat�a este instabil�a;

II. T > 0, atunci mi�scarea neperturbat�a este stabil�a;

III. T = 0, UV > 0, atunci mi�scarea neperturbat�a este instabil�a;

IV. T = 0, UV < 0, atunci mi�scarea neperturbat�a este stabil�a;

V. T = V = 0, U ̸= 0, W < 0, atunci mi�scarea neperturbat�a este instabil�a;

VI. T = V = 0, U ̸= 0, W > 0, atunci mi�scarea neperturbat�a este stabil�a;

VII. T = V = W = 0, sU > 0, atunci mi�scarea neperturbat�a este instabil�a;

VIII. T = V = W = 0, sU < 0, atunci mi�scarea neperturbat�a este stabil�a;

IX. T = U = 0, atunci mi�scarea neperturbat�a este stabil�a;

X. p = q = r = s = 0, atunci mi�scarea neperturbat�a este stabil�a.

�In ultimile dou�a cazuri, conform Teoremei 2.3, mi�scarea neperturbat�a apar�tine unei serii

continui de mi�sc�ari stabilizate (sta�tionare), la care apar�tine �si mi�scarea neperturbat�a exami-

nat�a �si atunci toate mi�sc�arile acestei serii, destul de apropiate de cea neperturbat�a incluz�and-

o �si pe ultima, vor � stabile. �In acest caz, pentru perturb�ari destul de mici orice mi�scare

perturbat�a se va apropia asimptotic c�atre una din mi�sc�arile stabilizate (sta�tionare) a seriei

men�tionate. Mai mult ca at�at, ��n cazurile II, IV, VI, VIII aceast�a mi�scare neperturbat�a este

�si asimptotic stabil�a [47]. Expresiile T, U, V,W sunt din (2.56).
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Demonstra�tie. Dac�a A3 > 0, atunci din (2.57) avem T
f3 > 0. Lu�and ��n considera�tie c�a f < 0,

rezult�a c�a T < 0. Conform Teoremei 2.3 avem realizarea cazului I. Cazul II se analizeaz�a ��n

mod similar.

Presupunem c�a ��n (2.56) avem U ̸= 0. Atunci dup�a cum rezult�a din (2.57) ob�tinem

B3 ̸= 0.

Dac�a A3 = 0, i.e. T = 0, atunci stabilitatea sau instabilitatea mi�sc�arii neperturbate se

determin�a conform (2.57) de semnul expresiei UV . Atunci utiliz�and Teorema 2.3 ob�tinem

cazurile III �si IV.

Dac�a T = A5 = 0, i.e. V = 0, atunci stabilitatea sau instabilitatea mi�sc�arii neperturbate

se determin�a conform (2.57) de semnul expresiei U2W
f9 . Lu�and ��n considera�tie c�a f < 0

conform Teoremei 2.3 avem cazurile V �si VI.

Dac�a A3 = A5 = A7 = 0 (T = V = W = 0), atunci stabilitatea sau instabilitatea mi�sc�arii

neperturbate se determin�a de semnul expresiei A9, i.e.
sU
f12 . De aici, conform Teoremei 2.3,

avem cazurile VII �si VIII. Dac�a T = U = 0, atunci rezult�a c�a to�ti Ak (k ≥ 3) sunt zero.

Conform Teoremei 2.3 avem cazul IX. Dac�a U ̸= 0 �si T = V = W = s = 0, atunci din (2.56)

ob�tinem cazul X. Lema 2.6 este demonstrat�a.

Ree�sind din bazele polinomiale ale comitan�tilor �si invarian�tilor centroa�ni ai sistemului

(2.49), aduse ��n [67], putem scrie algebrele Sibirschi cu generatorii

S1,3 = {J1, J2, . . . , J20, K1, K2, . . . , K13, Q1, Q2, . . . , Q14}, SI1,3 = {J1, J2, . . . , J20},

unde Ji, Kj �si Qk sunt invarian�tii �si comitan�tii acestor algebre. Generatorii rela�tiilor de

de�ni�tie (sizigiilor) nu sunt cunoscute.

Pentru sistemul (2.49) avem nota�tiile

x1 = x, a11 = c, a12 = d, a1111 = p, a1112 = q, a1122 = r, a1222 = s,

x2 = y, a21 = e, a22 = f, a2111 = t, a2112 = u, a2122 = v, a2222 = w.
(2.58)

�In continuare vom avea nevoie de urm�atorii generatori ai algebrelor Sibirschi S1,3 �si SI1,3,

care ��n form�a tensorial�a se vor scrie

J1 ≡ I1 = aαα, J2 ≡ I2 = aαβa
β
α, J3 = aαπa

β
kαβε

πk, J6 = aαπa
β
γa

γ
kαβε

πk,

K1 = aαβx
βxγεαγ, K2 = aααβγx

βxγ, K3 = aπαβγx
αxβxγxkεπk,

Q1 = aπαa
k
βγδx

αxβxγxδεπk, Q2 = aαβa
β
αγδx

γxδ,

Q3 = aαγa
β
αβδx

γxδ, Q4 = aαγa
β
δ a

γ
αβηx

δxη.

(2.59)
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Cu ajutorul acestor generatori vom forma urm�atoarele expresii invariante:

F1 = K1(J6 − J1J3) + J1[J
2
1K2 − J1(Q2 +Q3) +Q4], F2 = J6 − J1J3,

F3 = K1[J3K1 − J1(J1K2 + 2Q2 −Q3) +Q4] + J2
1 (J1K3 +Q1),

F4 = J1K2 −Q2, F5 = Q1.

(2.60)

Lema 2.7. �In cazul egalit�a�tii invariante din (2.24), sistemul (2.49), printr-o transformare

centroa�n�a, poate � adus la forma

dx

dt
= 0,

dy

dt
= ex+ fy + tx3 + 3ux2y + 3vxy2 + wy3,

dac�a �si numai dac�a se satisface condi�tia F5 ≡ 0, unde F5 este din (2.60).

Demonstra�tia Lemei 2.7 este similar�a demonstra�tiei Lemei 2.6. Aici se utilizeaz�a faptul

c�a F5 din (2.60), pentru sistemul (2.49), are expresia

F5 = ∆13(x
1)4 + (∆23 + 3∆14)(x

1)3x2 + 3(∆15 +∆24)(x
1)2(x2)2+

+(∆16 + 3∆25)x
1(x2)3 +∆26(x

2)4,

unde ∆ij sunt minorii matricei coe�cien�tilor membrilor drep�ti ai sistemului (2.49), construi�ti

pe coloanele i �si j ale acestei matrici.

Teorema 2.5. Dac�a pentru sistemul diferen�tial al mi�sc�arii perturbate

dxj

dt
= ajαx

α + ajαβγx
αxβxγ (j, α, β, γ = 1, 2)

se satisfac condi�tiile J2
1 − J2 = 0, J1 < 0, atunci stabilitatea mi�sc�arii neperturbate, descris�a

de sistemul men�tionat mai sus, include toate cazurile posibile ��n urm�atoarele zece:

I. F1 < 0, atunci mi�scarea neperturbat�a este instabil�a;

II. F1 > 0, atunci mi�scarea neperturbat�a este stabil�a;

III. F1 ≡ 0, F2F3 > 0, atunci mi�scarea neperturbat�a este instabil�a;

IV. F1 ≡ 0, F2F3 < 0, atunci mi�scarea neperturbat�a este stabil�a;

V. F1 ≡ 0, F2 = 0, F3 ̸≡ 0, F4 < 0, atunci mi�scarea neperturbat�a este instabil�a;

VI. F1 ≡ 0, F2 = 0, F3 ̸≡ 0, F4 > 0, atunci mi�scarea neperturbat�a este stabil�a;

VII. F1 ≡ 0, F2 = 0, F4 ≡ 0, F3F5 > 0, atunci mi�scarea neperturbat�a este instabil�a;

VIII. F1 ≡ 0, F2 = 0, F4 ≡ 0, F3F5 < 0, atunci mi�scarea neperturbat�a este stabil�a;

IX. F3 ≡ 0, atunci mi�scarea neperturbat�a este stabil�a;

X. F5 ≡ 0, atunci mi�scarea neperturbat�a este stabil�a.

�In ultimile dou�a cazuri mi�scarea neperturbat�a apar�tine unei serii continui de mi�sc�ari

stabilizate (sta�tionare), la care apar�tine �si mi�scarea neperturbat�a examinat�a �si atunci toate
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mi�sc�arile acestei serii, destul de apropiate de cea neperturbat�a incluz�and-o �si pe ultima, vor �

stabile. �In acest caz, pentru perturb�ari destul de mici orice mi�scare perturbat�a se va apropia

asimptotic c�atre una din mi�sc�arile stabilizate (sta�tionare) a seriei men�tionate. Mai mult

ca at�at, ��n cazurile II, IV, V I, V III aceast�a mi�scare neperturbat�a este �si asimptotic stabil�a.

Expresiile Fi (i = 1, 5) sunt din (2.60).

Demonstra�tie. S�a observ�am c�a primele trei expresii din (2.60), pentru sistemul critic (2.50),

cu nota�tiile (2.58), au urm�atoarele expresii:

F1 = Tx2, F2 = V, F3 = Ux4 + Tx3y. (2.61)

De aici, dac�a vom pune F1 ≡ 0, F2 = 0, atunci cu ajutorul polinoamelor T, V,W , din

(2.56), pentru expresia F4 din (2.60), vom ob�tine F4 = W ( e
f
x + y)2. Utiliz�and expresiile

(2.61) �si ultima a�rma�tie ��mpreun�a cu Lemele 2.6 �si 2.7, ob�tinem cazurile I-X din teorema

examinat�a. Vom men�tiona c�a comitan�tii F1, F2F3, F4, F3F5, din (2.60), implica�ti ��n cazurile

I-VIII ale Teoremei 2.5, sunt de grad par ��n raport cu x �si y �si au ponderele [12] respectiv

egale cu 0, 0, 0,−2. Aceasta ne asigur�a c�a orice transformare centroa�n�a nu le poate schimba

semnul. Teorema 2.5 este demonstrat�a.

2.6. Sistemul critic de tip Lyapunov cu neliniarit�a�ti de gradul patru

Vom examina sistemul diferen�tial al mi�sc�arii perturbate cu neliniarit�a�ti polinomiale, de

forma
dx

dt
= cx+ dy + gx4 + 4hx3y + 6kx2y2 + 4lxy3 +my4,

dy

dt
= ex+ fy + nx4 + 4px3y + 6qx2y2 + 4rxy3 + sy4,

(2.62)

unde c, d, e, f, g, h, k, l,m, n, p, q, r, s sunt coe�cien�ti reali arbitrari.

Similar cazurilor precedente, c�and ecua�tia caracteristic�a a sistemului (2.62) posed�a o

r�ad�acin�a nul�a, iar cealalt�a este negativ�a, i.e. se satisfac condi�tiile (2.24), atunci acest sistem

poate � adus, printr-o transformare centroa�n�a, la forma sa critic�a

dx

dt
= gx4 + 4hx3y + 6kx2y2 + 4lxy3 +my4,

dy

dt
= ex+ fy + nx4 + 4px3y + 6qx2y2 + 4rxy3 + sy4.

(2.63)

Conform Teoremei 2.3 analiz�am ecua�tia

ex+ fy + nx4 + 4px3y + 6qx2y2 + 4rxy3 + sy4 = 0. (2.64)

Deoarece pentru sistemul (2.62) din (2.23)�(2.24) avem I1 = f < 0, atunci din ultima

rela�tie, ��l exprim�am pe y sub forma

y = − e

f
x− n

f
x4 − 4

p

f
x3y − 6

q

f
x2y2 − 4

r

f
xy3 − s

f
y4. (2.65)
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Vom c�auta y ca o func�tie olomorf�a de x. Atunci putem scrie

y = − e

f
x+B2x

2 +B3x
3 +B4x

4 +B5x
5 +B6x

6 +B7x
7 +B8x

8 +B9x
9+

+B10x
10 +B11x

11 +B12x
12 +B13x

13 +B14x
14 +B15x

15 +B16x
16 + · · ·

(2.66)

�Inlocuind (2.66) ��n (2.65) �si egal�and ��n rela�tia primit�a expresiile de pe l�ang�a acelea�si

puteri ale lui x avem

Bi = 0 (i = 2, 3, 5, 6, 8, 9, . . .), B4 = −(
n

f
− 4

ep

f 2
+ 6

e2q

f 3
− 4

e3r

f 4
+
e4s

f 5
),

B7 = −4(
p

f
− 3

eq

f 2
+ 3

e2r

f 3
− e3s

f 4
)B4,

B10 = −2[3(
q

f
− 2

er

f 2
+
e2s

f 3
)B2

4 + 2(
p

f
− 3

eq

f 2
+ 3

e2r

f 3
− e3s

f 4
)B7],

B13 = −4[(
r

f
− es

f 2
)B3

4 + 3(
q

f
− 2

er

f 2
+
e2s

f 3
)B4B7 + (

p

f
− 3

eq

f 2
+ 3

e2r

f 3
− e3s

f 4
)B10],

B16 = −[
s

f
B4

4 + 12(
r

f
− es

f 2
)B2

4B7 + 6(
q

f
− 2

er

f 2
+
e2s

f 3
)(2B4B10 +B2

7)+

+4(
p

f
− 3

eq

f 2
+ 3

e2r

f 3
− e3s

f 4
)B13], . . .

(2.67)

Introduc�and (2.66) ��n partea dreapt�a a ecua�tiei diferen�tiale critice din (2.63) ob�tinem

gx4 + 4hx3y + 6kx2y2 + 4lxy3 +my4 = A2x
2 + A3x

3 + A4x
4 + A5x

5 + A6x
6+

+A7x
7 +A8x

8 +A9x
9 +A10x

10 +A11x
11 +A12x

12 +A13x
13 +A14x

14 +A15x
15 +A16x

16 + · · ·

De aici, lu�and ��n considera�tie (2.66) �si (2.67) avem

Ai = 0 (i = 2, 3, 5, 6, 8, 9, . . .), A4 = g − 4
eh

f
+ 6

e2k

f 2
− 4

e3l

f 3
+
e4m

f 4
,

A7 = 4(h− 3
ek

f
+ 3

e2l

f 2
− e3m

f 3
)B4,

A10 = 2[3(k − 2
el

f
+
e2m

f 2
)B2

4 + 2(h− 3
ek

f
+ 3

e2l

f 2
− e3m

f 3
)B7],

A13 = 4[(l − em

f
)B3

4 + 3(k − 2
el

f
+
e2m

f 2
)B4B7 + (h− 3

ek

f
+ 3

e2l

f 2
− e3m

f 3
)B10],

A16 = mB4
4 + 12(l − em

f
)B2

4B7 + 6(k − 2
el

f
+
e2m

f 2
)(2B4B10 +B2

7)+

+4(h− 3
ek

f
+ 3

e2l

f 2
− e3m

f 3
)B13, . . .

(2.68)

Vom introduce nota�tiile

A = f 4g − 4ef 3h+ 6e2f 2k − 4e3fl + e4m,

B = −f 4n+ 4ef 3p− 6e2f 2q + 4e3fr − e4s,

C = f 3h− 3ef 2k + 3e2fl − e3m, D = f 2k − 2efl + e2m, E = fl − em.

(2.69)
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Atunci din (2.67)�(2.68), �tin�and cont de aceste nota�tii ob�tinem

A4 =
1

f 4
A, B4 =

1

f 5
B, A7 =

4

f 8
BC, A10 = 2(

3

f 12
B2D +

2

f 3
CB7),

A13 = 4(
1

f 16
B3E +

3

f 2
DB4B7 +

1

f 3
CB10),

A16 = mB4
4 +

12

f
EB2

4B7 +
6

f 2
D(2B4B10 +B2

7) +
4

f 3
CB13, . . .

(2.70)

Utiliz�and Teorema 2.3, expresiile (2.69) �si av�and ��n vedere c�a I1 = f < 0, ob�tinem

Lema 2.8. Stabilitatea mi�sc�arii neperturbate, descris�a de sistemul mi�sc�arii perturbate (2.63),

include toate cazurile posibile ��n urm�atoarele nou�a:

I. A ̸= 0, atunci mi�scarea neperturbat�a este instabil�a;

II. A = 0, BC > 0, atunci mi�scarea neperturbat�a este instabil�a;

III. A = 0, BC < 0, atunci mi�scarea neperturbat�a este stabil�a;

IV. A = C = 0, BD ̸= 0, atunci mi�scarea neperturbat�a este instabil�a;

V. A = C = D = 0, BE > 0, atunci mi�scarea neperturbat�a este instabil�a;

VI. A = C = D = 0, BE < 0, atunci mi�scarea neperturbat�a este stabil�a;

VII. A = C = D = E = 0, mB ̸= 0, atunci mi�scarea neperturbat�a este instabil�a;

VIII. A = B = 0, atunci mi�scarea neperturbat�a este stabil�a;

IX. g = h = k = l = m = 0, atunci mi�scarea neperturbat�a este stabil�a.

�In ultimile dou�a cazuri, conform Teoremei 2.3, mi�scarea neperturbat�a apar�tine unei

serii continui de mi�sc�ari stabilizate (sta�tionare), la care apar�tine �si mi�scarea neperturbat�a

examinat�a �si atunci toate mi�sc�arile acestei serii, destul de apropiate de cea neperturbat�a in-

cluz�and-o �si pe ultima, vor � stabile. �In acest caz, pentru perturb�ari destul de mici orice

mi�scare perturbat�a se va apropia asimptotic c�atre una din mi�sc�arile stabilizate (sta�tionare)

a seriei men�tionate. Mai mult ca at�at, ��n cazurile III, VI aceast�a mi�scare neperturbat�a este

�si asimptotic stabil�a [47]. Expresiile A,B,C,D,E sunt din (2.69).

Demonstra�tie. Dac�a A4 ̸= 0, atunci din (2.70) avem A ̸= 0 (lu�and ��n considera�tie c�a

I1 = f < 0). Conform Teoremei 2.3 ob�tinem realizarea cazului I.

Presupunem ��n (2.69) c�a B ̸= 0. Atunci dup�a cum rezult�a din (2.70) avem B4 ̸= 0.

Dac�a A4 = 0, i.e. A = 0, atunci stabilitatea sau instabilitatea mi�sc�arii neperturbate se

determin�a conform (2.70) de semnul expresiei A7, sau ce este acela�si lucru, semnul produsului

BC. Utiliz�and Teorema 2.3 ob�tinem cazurile II �si III.

Dac�a A = A7 = 0, i.e. C = 0, atunci din (2.70) avem A10 = 6
f12B

2D. Dac�a D ̸= 0,

atunci ob�tinem cazul IV (vezi Teorema 2.3).
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Presupunem A = C = D = 0. Atunci din (2.70) rezult�a c�a A13 ̸= 0 c�and BE ̸= 0. Deci

stabilitatea sau instabilitatea mi�sc�arii neperturbate se determin�a de semnul expresiei BE.

Utiliz�and Teorema 2.3 ob�tinem cazurile V �si VI.

Dac�a A4 = A7 = A10 = A13 = 0 (cu B ̸= 0), atunci avem A = C = D = E = 0.

Dac�a A16 ̸= 0, atunci din (2.70) ob�tinem cazul VII. Dac�a A = B = 0, atunci rezult�a c�a to�ti

Ak (k ≥ 4) sunt zero. Atunci conform Teoremei 2.3 avem cazul VIII. Dac�a A = C = D =

E = 0 �si m = 0 din (2.69), cu f < 0 avem cazul IX. Lema 2.8 este demonstrat�a.

�In [21] este ar�atat, dac�a φ �si ψ sunt comitan�ti omogeni de gradul ρ1 �si ρ2, respectiv

de la variabilele de faz�a x �si y a unui sistem diferen�tial bidimensional polinomial, atunci

transvectantul

(φ, ψ)(j) =
(ρ1 − j)(ρ2 − j)

ρ1!ρ2!

j∑
i=0

(−1)j

 j

i

 ∂jφ

∂xj−i∂yi
∂jψ

∂xi∂yj−i
(2.71)

tot este un comitant al acestui sistem. �In lucr�arile lui Iu. Calin, vezi de exemplu [21], se arat�a

cu ajutorul transvectantului (2.71), pentru sistemul dat, pot � construi�ti to�ti generatorii

algebrelor Sibirschi a comitan�tilor �si invarian�tilor oric�arui sistem de tipul (2.19).

Not�am omogenit�a�tile din membrii drep�ti ai sistemului (2.62) ��n felul urm�ator:

P1(x, y) = cx+ dy, P4(x, y) = gx4 + 4hx3y + 6kx2y2 + 4lxy3 +my4,

Q1(x, y) = ex+ fy, Q4(x, y) = nx4 + 4px3y + 6qx2y2 + 4rxy3 + sy4.
(2.72)

�In conformitate cu [68], scriem urm�atorii comitan�ti ai sistemului (2.62)

Ri = Pi(x, y)y −Qi(x, y)x, Si =
1

i
(
∂Pi(x, y)

∂x
+
∂Qi(x, y)

∂y
), (i = 1, 4). (2.73)

�In continuare vom avea nevoie de urm�atorii comitan�ti �si invarian�ti din [68], ai sistemului

(2.62), construi�ti cu ajutorul opera�tiilor (2.71) �si (2.73):

I1 = S1, I2 = (R1, R1)
(2), K1 = R4, K2 = S4, Q1 = R1, Q2 = S1,

Q3 = (R4, R1)
(2), Q4 = (R4, R1)

(1), Q5 = (S4, S1)
(2), Q6 = (S4, R1)

(1),

Q19 = JR4, R1)
(2), R1)

(2), Q20 = JR4, R1)
(2), R1)

(1),

Q21 = JS4, R1)
(2), R1)

(1), Q43 = JR4, R1)
(2), R1)

(2), R1)
(1),

(2.74)

unde semnul �J� ��nlocuie�ste toate parantezele rotunde ale transvectan�tilor, ce sunt necesare
s�a �e scrise ��n st�anga. Consider�am urm�atoarele expresii, formate din comitan�tii �si invarian�tii

din (2.74) pentru sistemul (2.62), ce se vor scrie sub urm�atoarea form�a, cu nota�tiile:

H1 = Q1[Q2(15Q19 − 8Q21)− 10Q43 + 12I21Q5] +Q2
2[Q2(4K2Q2 + 5Q3 − 8Q6)− 10Q20],

H2 = 5Q3
2(K1Q2 − 2Q4) + 2Q2

1(5Q19 + 4Q21−6Q2Q5)− 4Q1Q2[Q2(K2Q2 − 5Q3 − 2Q6)+

+5Q20], H3 = Q2(5Q19 − 6Q21 + 3Q2Q5)− 10Q43, H4 = 5I1Q5 + 10Q19 − 2Q21,

H5 = Q1, H6 = 5I1K2 + 10Q3 − 6Q6, H7 = 8K2Q1 − 5K1Q2 − 10Q4.

(2.75)
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Lema 2.9. �In cazul egalit�a�tii invariante din (2.24), sistemul (2.62), printr-o transformare

centroa�n�a, poate � adus la forma

dx

dt
= 0,

dy

dt
= ex+ fy + nx4 + 4px3y + 6qx2y2 + 4rxy3 + sy4,

dac�a �si numai dac�a se satisface condi�tia H7 ≡ 0, unde H7 este din (2.75).

Demonstra�tia Lemei 2.9 este similar�a demonstra�tiei Lemei 2.6. Aici se utilizeaz�a faptul

c�a H7 din (2.75), pentru sistemul (2.62), are forma

H7 = 10[∆13(x
1)5 + (∆23 + 4∆14)(x

1)4x2 + 2(2∆24 + 3∆15)(x
1)3(x2)2+

+2(2∆16 + 3∆25)(x
1)2(x2)3 + (∆17 + 4∆26)x

1(x2)4 +∆27(x
2)5],

unde ∆ij sunt minorii matricei coe�cien�tilor membrilor drep�ti ai sistemului (2.62), constri�ti

pe coloanele i �si j ale acestei matrici.

Teorema 2.6. Dac�a pentru sistemul diferen�tial al mi�sc�arilor perturbate (2.62), se satisfac

condi�tiile (2.24), atunci stabilitatea mi�sc�arii neperturbate a sistemului men�tionat mai sus,

include toate cazurile posibile ��n urm�atoatele nou�a:

I. H1 ̸≡ 0, atunci mi�scarea neperturbat�a este instabil�a;

II. H1 ≡ 0, H2H3 > 0, atunci mi�scarea neperturbat�a este instabil�a;

III. H1 ≡ 0, H2H3 < 0, atunci mi�scarea neperturbat�a este stabil�a;

IV. H1 ≡ H3 ≡ 0, H2H4 ̸≡ 0, atunci mi�scarea neperturbat�a este instabil�a;

V. H1 ≡ H3 ≡ H4 ≡ 0, H2H5H6 > 0, atunci mi�scarea neperturbat�a este instabil�a;

VI. H1 ≡ H3 ≡ H4 ≡ 0, H2H5H6 < 0, atunci mi�scarea neperturbat�a este stabil�a;

VII. H1 ≡ H3 ≡ H4 ≡ H6 ≡ 0, H2H7 ̸≡ 0, atunci mi�scarea neperturbat�a este instabil�a;

VIII. H2 ≡ 0, atunci mi�scarea neperturbat�a este stabil�a;

IX. H7 ≡ 0, atunci mi�scarea neperturbat�a este stabil�a.

�In ultimile dou�a cazuri, mi�scarea neperturbat�a apar�tine unei serii continui de mi�sc�ari

stabilizate (sta�tionare), la care apar�tine �si mi�scarea neperturbat�a examinat�a �si atunci toate

mi�sc�arile acestei serii, destul de apropiate de cea neperturbat�a incluz�and-o �si pe ultima, vor �

stabile. �In acest caz, pentru perturb�ari destul de mici orice mi�scare perturbat�a se va apropia

asimptotic c�atre una din mi�sc�arile stabilizate (sta�tionare) a seriei men�tionate. Mai mult

ca at�at, ��n cazurile III �si VI aceast�a mi�scare neperturbat�a este �si asimptotic stabil�a [47].

Hi (i = 1, 7) sunt din (2.75).

Demonstra�tie. S�a observ�am c�a primele trei expresii din (2.75), pentru sistemul critic (2.63),

se exprim�a

H1 = 10Ax3, H2 = 10Bx5 + 10Ax4y, H3 = 10Cx. (2.76)
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�In continuare vom utiliza Lema 2.8. Atunci cu ajutorul (2.76), cazul I este evident. Dac�a

vom pune H1 = 0, atunci din (2.76) ob�tinem, cu ajutorul Lemei 2.8, cazurile II �si III. �In

produsul H2H3 avem gradul par ��n raport cu x �si ponderea [14] egal�a cu 0. De aceea expresia

H2H3, la orice transformare centroa�n�a, nu-�si schimb�a semnul. Cazul IV din Lema 2.8, cu

ajutorul expresiilor (2.76), va da egalit�a�tile din cazul IV al Teoremei 2.6. �In acest caz avem

H2 = 10Bx5, H4 = 10D(
e

f
x+ y), (2.77)

unde f = I1 < 0. De aceea �si inegalitatea din cazul IV al Teoremei 2.6 se satisface.

Vom examina cazurile V�VI din Teorema 2.6. Deoarece pentru ele avem, din Lema 2.8,

A = C = D = 0, atunci din (2.76) �si cele de mai sus ob�tinem egalit�a�tile invariante ale

cazurilor examinate. Cu ajutorul acestor egalit�a�ti �si a expresiilor din (2.75) avem

H2 = 10Bx5, H5 = −fx( e
f
x+ y), H6 = 10E(

e

f
x+ y)3. (2.78)

Atunci ob�tinem H2H5H6 = −100fBEx6( e
f
x + y)4. Acest produs este par ��n raport cu vari-

abilele x �si y �si are ponderea -2. Deci, re�ect�a cazurile V-VI din Teorema 2.6.

Utiliz�and cazul VII al Lemei 2.8, egalit�a�tile din cazul VII al Teoremei 2.6 se ob�tin cu

ajutorul expresiilor (2.76)�(2.78). Atunci avem

H7 = −10fm(
e

f
x+ y)4.

Cu ajutorul acestei expresii �si a lui H2 din (2.76), ob�tinem inegalitatea H2H7 din cazul VII

al Teoremei 2.6. Cazul VIII al Teoremei 2.6 rezult�a din (2.76) utiliz�and cazul VIII al Lemei

2.8 cu expresiile (2.69)�(2.70). Cazul IX al Teoremei 2.6 rezult�a din cazul IX al Lemei 2.8 �si

a�rma�tia Lemei 2.9. Teorema 2.6 este demonstrat�a.

2.7. Concluzii la capitolul 2

�In capitolul doi au fost supuse cercet�arii stabilitatea mi�sc�arii neperturbate descrise de

sistemele diferen�tiale plane. Utiliz�and teoremele lui Lyapunov, despre stabilitatea sau in-

stabilitatea mi�sc�arii neperturbate ��n cazul necritic, au fost ob�tinute condi�tiile centroa�n-

invariante de stabilitate pentru orice sistem diferen�tial cu neliniarit�a�ti polinomiale de orice

grad. �In cazul critic (c�and o r�ad�acin�a a p�ar�tii liniare a ecua�tiei caracteristice este egal�a

cu zero, iar cealalt�a este negativ�a) pentru sistemele plane cu neliniarit�a�ti polinomiale p�an�a

la gradul patru inclusiv, au fost determinate condi�tiile centroa�n-invariante pentru toate

cazurile posibile de stabilitate sau instabilitate a mi�sc�arii neperturbate descrise de aceste

sisteme.
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P�an�a��n prezent, a�sa o tratare a stabilit�a�tii mi�sc�arii neperturbate cu ajutorul invarian�tilor

�si comitan�tilor algebrelor Sibirschi, nu a fost��nt�alnit�a pentru sistemele diferen�tiale men�tionate

mai sus. De�si aceste sisteme se examineaz�a minu�tios din punct de vedere a existen�tei

dreptelor invariante, a problemei ciclurilor limit�a, etc.

�Tin�and cont de rezultatele ob�tinute ��n capitolul doi, deducem urm�atoarele concluzii:

1. Pentru sistemele plane cu neliniarit�a�ti polinomiale de orice grad, au fost ob�tinute, ��n

cazul necritic, condi�tiile centroa�n-invariante de stabilitate a mi�sc�arii neperturbate descrise

de aceste sisteme.

2. Pentru sistemul plan critic cu neliniarit�a�ti p�atratice, au fost ob�tinute toate condi�tiile

centroa�n-invariante de stabilitate a mi�sc�arii neperturbate, ce se includ��n �sase cazuri. Aceste

rezultate sunt o generalizare a condi�tiilor de stabilitate a mi�sc�arii neperturbate pentru un

caz particular, descris de un sistem de ecua�tii diferen�tiale din exemplul 2 a diserta�tiei lui

Lyapunov A.M. din [44] (�32).

3. Pentru sistemul plan critic cu neliniarit�a�ti cubice, au fost ob�tinute toate condi�tiile

centroa�n-invariante de stabilitate a mi�sc�arii neperturbate, ce se includ ��n zece cazuri.

4. Pentru sistemul plan critic cu neliniarit�a�ti de gradul patru, au fost ob�tinute toate

condi�tiile centroa�n-invariante de stabilitate a mi�sc�arii neperturbate, ce se includ ��n nou�a

cazuri.

Rezultatele expuse ��n acest capitol au fost publicate ��n [51,52,54,56].
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3. INVARIAN�TI �SI COMITAN�TI �IN DETERMINAREA STABILIT�A�TII

MI�SC�ARII NEPERTURBATE �SI A INTEGRABILIT�A�TII

SISTEMELOR DIFEREN�TIALE TERNARE

3.1. Polinoame centroa�n-invariante pentru sistemele diferen�tiale ternare cu

neliniarit�a�ti polinomiale

�In aceast�a sec�tiune vom examina sistemul diferen�tial ternar cu neliniarit�a�ti polinomiale

a mi�sc�arii perturbate (vezi, de exemplu, [34] sau [35]) de forma

dxj

dt
= ajαx

α +
l∑

i=1

ajα1α2...αmi
xα1xα2 ...xαmi (j, α, α1, α2, ..., αmi

= 1, 3; l <∞), (3.1)

unde tensorul ajα1α2...αmi
este simetric dup�a indicii de jos, dup�a care aici se efectueaz�a

convolu�tia total�a, iar Γ = {m1,m2, ...,ml} (mi ≥ 2) este o mul�time �nit�a de numere naturale

diferite.

�Impreun�a cu sistemul (3.1) vom considera grupul centroa�n GL(3,R), dat de trans-

form�arile q:

x̄j = qjαx
α (∆ = det(qjα) ̸= 0) (j, α = 1, 3). (3.2)

Coe�cien�tii �si variabilele din (3.1) �si (3.2) iau valori din c�ampul numerelor reale R.

Vectorul variabilelor de faz�a x = (x1, x2, x3) a sistemului (3.1), ce se schimb�a dup�a

formulele (3.2), ��n teoria invarian�tilor [70] este primit s�a se numeasc�a contravariant. Iar

vectorul u = (u1, u2, u3), ce se schimb�a dup�a formulele ur = pjruj (r, j = 1, 3), unde prjq
j
s = δrs

este simbolul lui Kroniker, este primit s�a se numeasc�a covariant. Orice alt vector y =

(y1, y2, y3), ce se transform�a dup�a formulele (3.2) se nume�ste cogradient cu vectorul x.

S�a observ�am c�a transformarea (3.2) p�astreaz�a forma sistemului (3.1)

dx̄j

dt
= ājαx̄

α +
l∑

i=1

ājα1α2...αmi
x̄α1x̄α2 . . . x̄αmi (j, α, α1, α2, . . . , αmi

= 1, 3; l <∞), (3.3)

unde coordonatele vectorului x̄ = (x̄1, x̄2 ,̄ x3) sunt determinate de rela�tiile (3.2), iar coe�cien�tii

membrilor drep�ti sunt ni�ste func�tii liniare de la coe�cien�tii sistemului (3.1) �si ra�tionale de la

parametrii qjα ai transform�arii (3.2).

Vom nota nul�timea coe�cien�tilor sistemului (3.1) prin a, iar a sistemului (3.3) prin ā.

De�ni�tia 3.1. Urm�and [70], vom spune c�a polinomul κ(x, u, a) de la coe�cien�tii sistemului

(3.1) �si coordonatele vectorilor x �si u se nume�ste comitant mixt al sistemului (3.1) ��n

raport cu grupul GL(3,R), dac�a are loc identitatea

κ(x̄, ū, ā) = ∆−gκ(x, u, a)
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pentru to�ti q din GL(3,R), orice coordonate a vectorilor x �si u, precum �si orice coe�cien�ti

ai sistemului (3.1).

M�arimea g este un num�ar ��ntreg numit ponderea comitantului.

Dac�a comitantul mixt κ nu depinde de coordonatele vectorului u, atunci urm�and [34], ��l

vom numi pur �si simplu comitant, iar dac�a nu depinde de coordonatele vectorului x ��l vom

numi, conform [70], contravariant. Dac�a κ nu depinde nici de x, nici de u, atunci ��l vom

numi invariant al sistemului (3.1) ��n raport cu grupul GL(3,R).
�In [34] este ar�atat c�a expresiile

κ1 = xαuα, κ2 = aαβx
βuα, κ3 = aαγa

β
αx

γuβ,

θ1 = aαα, θ2 = aαβa
β
α, θ3 = aαγa

β
αa

γ
β, δ4 = aαγa

β
pa

γ
quαuβurε

pqr
(3.4)

de la coordonatele vectorilor x �si u, precum �si a tensorului ajα, formeaz�a o baza func�tional�a a

comitan�tilor mic�sti ai sistemului diferen�tial neliniar (3.1), unde εpqr este trivectorul unitate

cu coordonatele ε123 = −ε132 = ε312 = −ε321 = ε231 = −ε213 = 1 �si εpqr = 0 (p, q, r = 1, 3)

pentru celelalte cazuri.

Un rol important ��n studiul sistemelor ternare cu neliniarit�a�ti polinomiale (3.1) ��l joac�a

comitantul

σ1 = aαµa
β
δ a

γ
αx

δxµxνεβγν

(ε123 = −ε132 = ε312 = −ε321 = ε231 = −ε213 = 1 �si εβγν = 0 (β, γ, ν = 1, 3))
(3.5)

din [34], care este o integral�a particular�a a sistemului

dxj

dt
= ajαx

α (j, α = 1, 3) (3.6)

de prim�a aproxima�tie ([44], [45]) pentru sistemul (3.1).

3.2. Condi�tiile invariante de stabilitate a mi�sc�arii neperturbate a sistemelor

diferen�tiale ternare cu neliniarit�a�ti polinomiale (cazul necritic)

Vom examina sistemul diferen�tial ternar (3.6). Ecua�tia caracteristic�a a sistemului (3.6)

are forma

ϱ3 + L1,3ϱ
2 + L2,3ϱ+ L3,3 = 0, (3.7)

unde coe�cien�tii acestei ecua�tii se exprim�a prin invarian�tii centroa�ni (3.4) �si au forma

L1,3 = −θ1, L2,3 =
1

2
(θ2 − θ21), L3,3 = −1

6
(θ31 − 3θ1θ2 + 2θ3). (3.8)

Cu ajutorul teoremelor lui Lyapunov despre stabilitatea sau instabilitatea mi�sc�arii neper-

turbate �si teorema lui Hurwitz aplicat�a la Exemplul 2.2 (vezi �2.2) ob�tinem, c�a sunt adev�arate

urm�atoarele teoreme:
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Teorema 3.1. Dac�a invarian�tii centroa�ni din (3.7) � (3.8) ai sistemului (3.1) satisfac

inegalit�a�tilor

L1,3 > 0, L2,3 > 0, L1,3L2,3 − L3,3 > 0, (3.9)

atunci mi�scarea neperturbat�a x1 = x2 = x3 = 0, pentru sistemul dat, este asimptotic stabil�a.

Teorema 3.2. Dac�a printre expresiile centroa�n-invariante (3.8) a sistemului (3.1) se va

g�asi cel pu�tin una din ele mai mare ca zero, atunci mi�scarea neperturbat�a x1 = x2 = x3 = 0,

a acestui sistem, va � instabil�a.

3.3. Despre semni�ca�tia comitantului σ1 pentru r�ad�acinile ecua�tiei

caracteristice a sistemului diferen�tial ternar cu neliniarit�a�ti polinomiale

Examin�am sistemul ternar (3.1). Sistemul de ecua�tii de prim�a aproxima�tie pentru acest

sistem are forma (3.6).

Din [34] se cunoa�ste urm�atorul rezultat:

Lema 3.1. Fie ��n (3.5) σ1 ≡ 0. Efectu�and transformarea centroa�n�a

x̄1 = x2, x̄2 = x1 +
a32
a31
x2, x̄3 = x3

��n sistemul (3.6) sau (3.1), c�and a31 ̸= 0 (partea neliniar�a a sistemului (3.1) ���si p�astreaz�a

forma), atunci coe�cien�tii sistemului (3.6) sau a p�ar�tii liniare a sistemului (3.1) satisfac

uneia din urm�atoarele condi�tii:

a12 = a13 = a21 = a23 = a31 = a32 = 0; a33 = a22; (3.10)

a12 = a13 = a21 = a23 = a31 = a32 = 0; a33 = a11; (3.11)

a12 = a13 = a21 = a23 = a31 = a32 = 0; a22 = a11; (3.12)

a12 = a13 = a21 = a31 = a32 = 0; a23 ̸= 0; a33 = a11; (3.13)

a12 = a13 = a21 = a31 = a32 = 0; a22 = a11; a23 ̸= 0; (3.14)

a12 = a21 = a23 = a31 = a32 = 0; a13 ̸= 0; a33 = a22; (3.15)

a12 = a21 = a31 = a32 = 0; a13 ̸= 0; a22 = a11; (3.16)

a21 = a23 = a31 = a32 = 0; a12 ̸= 0; a33 = a22; (3.17)

a21 = a31 = a32 = 0; a12 ̸= 0; a23 =
a13(a

2
2 − a11)

a12
; a33 = a11; (3.18)

a31 = a32 = 0; a21 ̸= 0; a12 =
(a11 − a33)(a

2
2 − a33)

a21
; a13 =

a23(a
1
1 − a33)

a21
; (3.19)

a21 = a31 = 0; a32 ̸= 0; a13 =
a12(a

3
3 − a11)

a32
; a23 =

(a11 − a22)(a
1
1 − a33)

a32
. (3.20)
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Lema 3.2. Dac�a pentru partea liniar�a a sistemului ternar (3.1), c�at �si pentru sistemul de

prim�a aproxima�tie (3.6) avem σ1 ≡ 0, atunci r�ad�acinile ecua�tiei caracteristice (3.7) ale

acestor sisteme sunt reale �si corespund cazurilor (3.10)�(3.20) conform tabelului de mai jos

Tabelul 3.1. R�ad�acinile ecua�tiei caracteristice, cazurilor (3.10) � (3.20)

Cazurile (3.10) � (3.20) R�ad�acinile ecua�tiei caracteristice (3.7)

(3.10) ϱ1 = a11; ϱ2,3 = a22;

(3.11) ϱ1,2 = a11; ϱ3 = a22;

(3.12) ϱ1,2 = a11; ϱ3 = a33;

(3.13) ϱ1,2 = a11; ϱ3 = a22;

(3.14) ϱ1,2 = a11; ϱ3 = a33;

(3.15) ϱ1 = a11; ϱ2,3 = a22;

(3.16) ϱ1,2 = a11; ϱ3 = a33;

(3.17) ϱ1 = a11; ϱ2,3 = a22;

(3.18) ϱ1,2 = a11; ϱ3 = a22;

(3.19) ϱ1,2 = a33; ϱ3 = a11 + a22 − a33;

(3.20) ϱ1,2 = a11; ϱ3 = −a11 + a22 + a33.

Remarca 3.1. Din Lema 3.2 rezult�a c�a ecua�tia caracteristic�a (3.1) poate avea r�ad�acini

imaginare dac�a �si numai dac�a σ1 din (3.5) nu este identic zero.

3.4. Teorema despre factorul integrant Lie pentru sistemul diferen�tial ternar cu

neliniarit�a�ti polinomiale

Vom examina sistemul diferen�tial ternar cu neliniarit�a�ti p�atratice, ce se ob�tine din (3.1)

pentru l = 2 �si are forma

dxj

dt
= ajαx

α + ajαβx
αxβ ≡ P j(x) (j, α, β = 1, 3), (3.21)

unde tensorul ajαβ este simetric dup�a indicii de jos, dup�a care aici se efectueaz�a convolu�tia

total�a, iar x = (x1, x2, x3) este vectorul variabilelor de faz�a. Expresiile ajαx
α formeaz�a partea

liniar�a a sistemului (3.21), iar ajαβx
αxβ � partea p�atratic�a a acestui sistem.

Se cunoa�ste c�a F (x) = C este integral�a prim�a a sistemului (3.21) dac�a �si numai dac�a

Λ(F ) = 0, unde

Λ = P j ∂

∂xj
(j = 1, 3), (3.22)

iar dup�a j se efectueaz�a convolu�tia total�a.
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Sistemul (3.21) posed�a dou�a integrale prime func�tional-independente, care formeaz�a in-

tegrala general�a a acestui sistem.

Presupunem c�a sistemul (3.21) admite [69] o algebr�a Lie comutativ�a bidimensional�a de

operatori

Xα = ξiα
∂

∂xi
(α = 1, 2; j = 1, 3), (3.23)

unde ξiα(x) (j = 1, 3) sunt polinoame de la coordonatele vectorului x = (x1, x2, x3). Aceasta

��nseamn�a c�a coordonatele operatorilor (3.23) satisfac ecua�tiilor determinante

(ξ1α)x1P 1 + (ξ1α)x2P 2 + (ξ1α)x3P 3 = ξ1αP
1
x1 + ξ2αP

1
x2 + ξ3αP

1
x3 ,

(ξ2α)x1P 1 + (ξ2α)x2P 2 + (ξ2α)x3P 3 = ξ1αP
2
x1 + ξ2αP

2
x2 + ξ3αP

2
x3 ,

(ξ3α)x1P 1 + (ξ3α)x2P 2 + (ξ3α)x3P 3 = ξ1αP
3
x1 + ξ2αP

3
x2 + ξ3αP

3
x3 (α = 1, 2).

(3.24)

Not�am determinantul coordonatelor operatorilor (3.22)�(3.23) cu

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
ξ11 ξ21 ξ31

ξ12 ξ22 ξ32

P 1 P 2 P 3

∣∣∣∣∣∣∣∣. (3.25)

Din [69] rezult�a c�a pentru sistemul (3.21) are loc

Teorema 3.3. Dac�a sistemul diferen�tial ternar (3.21) admite o algebr�a Lie comutativ�a bidi-

mensional�a cu operatorii (3.23), atunci func�tia µ = ∆−1, unde ∆ ̸= 0 are forma (3.25), este

factorul integrant Lie pentru ecua�tiile lui Pfa�

(ξ3αP
2 − ξ2αP

3)dx1 + (ξ1αP
3 − ξ3αP

1)dx2 + (ξ2αP
1 − ξ1αP

2)dx3 = 0 (α = 1, 2), (3.26)

care de�nesc integrala general�a a sistemului (3.21).

Examin�am comitantul sistemului (3.21) din [34]��n raport cu grupul centroa�n, ce depinde

de doi vectori cogradien�ti x = (x1, x2, x3) �si y = (y1, y2, y3), forma tensorial�a a c�aruia este

η = aαβγx
βxγxδyµεαδµ. (3.27)

�In [34] este ar�atat c�a are loc

Teorema 3.4. Fie ��n (3.27) η ≡ 0. Atunci sistemul (3.21) are forma

dxj

dt
= αj

αx
α + 2xj(gx1 + hx2 + kx3) ≡ P j(x) (j = 1, 3) (3.28)

�si ��l vom numi sistemul diferen�tial ternar de tip Darboux.

�In [34] este demonstrat�a
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Teorema 3.5. Sistemul (3.28) posed�a GL(3,R)-integrala particular�a invariant�a de forma

(3.5), unde σ1 este comitantul centroa�n al sistemului (3.21) ��n raport cu grupul centroa�n

GL(3,R).

Remarca 3.2. Dac�a comitantul mixt

κ2 = aαβx
βuα (3.29)

din [71] a sistemului (3.28) ��n raport cu grupul centroa�n, ce depinde de coordonatele vec-

torului contravariant x = (x1, x2, x3) �si a vectorului covariant u = (u1, u2, u3), nu este identic

zero, atunci cel pu�tin un coe�cient al p�ar�tii liniare a sistemului (3.28) este diferit de zero.

�In caz contrar din κ2 ≡ 0 rezult�a ajα = 0 (j, α = 1, 3), iar sistemul (3.28) se reduce la un

sistem p�atratic omogen trivial.

Remarca 3.3. Dac�a comitantul mixt

q1 = aαβγx
βxγuα (3.30)

din [34] a sistemului (3.21) ��n raport cu grupul centroa�n, ce depinde de coordonatele vec-

torului contravariant x = (x1, x2, x3) �si a vectorului covariant u = (u1, u2, u3), nu este identic

zero, atunci cel pu�tin un coe�cient al p�ar�tii p�atratice a sistemului (3.21) �si prin urmare a sis-

temului (3.28) este diferit de zero. �In caz contrar din q1 ≡ 0 rezult�a ajαβ = 0 (j, α, β = 1, 3),

iar sistemul (3.21) �si, prin urmare, sistemul (3.28) se reduce la un sistem liniar.

3.5. Forma Lyapunov a sistemului diferen�tial critic ternar cu neliniarit�a�ti

p�atratice

Reamintim c�a de�ni�tia sistemului diferen�tial critic este dat�a ��n §2.3.

Lema 3.3. Sistemul (3.21) este critic dac�a �si numai dac�a se satisfac condi�tiile centroa�n

invariante

L1,3 > 0, L2,3 > 0, L3,3 = 0, (3.31)

unde Li,3 (i = 1, 3) sunt din (3.8).

Demonstra�tie. Ecua�tia caracteristic�a a sistemului (3.21)∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 − ϱ a12 a13

a21 a22 − ϱ a23

a31 a32 a33 − ϱ

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0,
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are forma (3.7), unde Li,3 (i = 1, 3) sunt din (3.8).

Pentru ca (3.7) s�a posede cel pu�tin o r�ad�acin�a nul�a este necesar �si su�cient s�a aib�a loc

ultima egalitate din (3.31). Atunci ecua�tia (3.7) se va scrie sub forma

ϱ2 + L1,3ϱ+ L2,3 = 0.

Pentru ca aceast�a ecua�tie s�a aib�a toate r�ad�acinile cu p�ar�tile reale negative, comform

Teoremei lui Hurwitz (vezi exemplul 2.1), este necesar �si su�cient s�a se satisfac�a primele

dou�a inegalit�a�ti din (3.31). Lema 3.3 este demonstrat�a.

Urm�and A. M. Lyapunov [44] avem

Lema 3.4. �In cazul condi�tiilor (3.31) sistemul (3.21), printr-o transformare centroa�n�a,

poate � adus la forma critic�a Lyapunov

dx1

dt
= a1αβx

αxβ,

dxj

dt
= ajαx

α + ajαβx
αxβ (j = 2, 3;α, β = 1, 3),

(3.32)

unde prima ecua�tie se nume�ste critic�a, iar celelalte dou�a necritice.

Demonstra�tie. Vom ar�ata c�a sistemul de prim�a aproxima�tie (3.6), pentru sistemul (3.21),

��n condi�tiile (3.31), admite o integral�a prim�a liniar�a (acest lucru este ar�atat ��n [44], pentru

orice sistem diferen�tial multidimensional cu neliniarit�a�ti analitice).

Vom examina aceast�a integral�a sub forma

Ax1 +Bx2 + Cx3 = C1 (A2 +B2 + C2 ̸= 0) (3.33)

unde A,B,C sunt ni�ste constante necunoscute, iar C1 este o constant�a arbitrar�a. Atunci

avem

a1αAx
α + a2αBx

α + a3αCx
α = 0,

de unde, egal�and expresiile de pe l�ang�a x1, x2, x3, ob�tinem

a11A+ a21B + a31C = 0,

a12A+ a22B + a32C = 0,

a13A+ a23B + a33C = 0.

(3.34)

Pentru ca acest sistem s�a admit�a o solu�tie netrivial�a A2 + B2 + C2 ̸= 0 este necesar �si

su�cient ca ∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a21 a31

a12 a22 a32

a13 a23 a33

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≡ L3,3 = 0,
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unde L3,3 este din (3.8). Aceast�a condi�tie se con�tine ��n (3.31). Prin urmare, ��n aceast�a

situa�tie, o integral�a de forma (3.33) ��ntotdeauna exist�a pentru sistemul (3.21).

Presupunem c�a ��n (3.33) are loc condi�tia A ̸= 0. Atunci, consider�and substitu�tia cen-

troa�n�a

x̄1 = Ax1 +Bx2 + Cx3, x̄2 = x2, x̄3 = x3 (3.35)

avem
dx̄1

dt
= A

dx1

dt
+B

dx2

dt
+ C

dx3

dt
,

dx̄2

dt
=
dx2

dt
,

dx̄3

dt
=
dx3

dt

sau ��n virtutea sistemului (3.6), pentru prima egalitate ob�tinem

dx̄1

dt
= (a11A+ a21B + a31C)x

1 + (a12A+ a22B + a32C)x
2 + (a13A+ a23B + a33C)x

3.

Lu�and ��n considera�tie (3.34), g�asim dx̄1

dt
= 0, iar celelalte ecua�tii din sistemul (3.6) ���si

p�astreaz�a forma. Efectu�and substitu�tia (3.35) cu condi�tiile (3.31) ��n (3.21), ��n mod ana-

log ob�tinem (3.32), deoarece aceast�a substitu�tie nu schimb�a forma p�ar�tilor p�atratice din

sistemul (3.21).

U�sor se poate veri�ca c�a ��n cazul B ̸= 0 substitu�tia

x̄1 = Ax1 +Bx2 + Cx3, x̄2 = x1, x̄3 = x3,

��n sistemul (3.2), ��l aduce la forma (3.32), iar pentru C ̸= 0 substitu�tia

x̄1 = Ax1 +Bx2 + Cx3, x̄2 = x2, x̄3 = x1

asupra sistemului (3.21) are acela�si efect. Lema 3.4 este demonstrat�a.

3.6. Sistemul critic ternar cu neliniarit�a�ti p�atratice de tip Lyapunov-Darboux

�si condi�tiile invariante de stabilitate a mi�sc�arii neperturbate

Deoarece la transformarea centroa�n�a nu se schimb�a identitatea η ≡ 0 (vezi (3.27)),

atunci conform Lemei 3.4, sistemul (3.28), ��n cazul condi�tiilor (3.31), poate � adus la

urm�atoarea form�a critic�a:

dx1

dt
= 2x1(gx1 + hx2 + kx3),

dxj

dt
= ajαx

α + 2xj(gx1 + hx2 + kx3) (j = 2, 3;α = 1, 3).

(3.36)

Acest sistem ��l vom numi critic de tip Lyapunov-Darboux.

Pentru simplitate vom introduce urm�atoarele nota�tii:

x = x1, y = x2, z = x3, a21 = p, a22 = q, a23 = r, a31 = s, a32 = m, a33 = n. (3.37)

57



Atunci sistemul (3.36) va primi forma

dx

dt
= 2x(gx+ hy + kz),

dy

dt
= px+ qy + rz + 2y(gx+ hy + kz),

dz

dt
= sx+my + nz + 2z(gx+ hy + kz).

(3.38)

unde g, h, k,m, n, p, q, r, s sunt coe�cien�ti reali arbitrari.

Analiz�am ecua�tiile necritice

px+ qy + rz + 2y(gx+ hy + kz) = 0,

sx+my + nz + 2z(gx+ hy + kz) = 0.
(3.39)

Deoarece ��n sistemul (3.38), conform condi�tiilor (3.31), avem L2,3 = nq−mr > 0, atunci

putem presupune, f�ara a pierde din generalitate, c�a nq ̸= 0.

Din prima rela�tie (3.39), ��l exprim�am pe y, iar din a doua pe z. Ob�tinem

y = −p
q
x− r

q
z − 2

q
y(gx+ hy + kz),

z = − s

n
x− m

n
y − 2

n
z(gx+ hy + kz).

(3.40)

Vom c�auta pe y �si z ca func�tii olomorfe de x. Atunci putem scrie

y(x) = A1x+ A2x
2 + A3x

3 + A4x
4 + A5x

5 + · · · ,

z(x) = B1x+B2x
2 +B3x

3 +B4x
4 +B5x

5 + · · ·
(3.41)

�Introduc�and (3.41) ��n (3.40), ob�tinem

A1x+ A2x
2 + A3x

3 + A4x
4 + A5x

5 + · · · = −p
q
x− r

q
(B1x+B2x

2 +B3x
3+

+B4x
4 +B5x

5 + · · · )− 2

q
(A1x+ A2x

2 + A3x
3 + A4x

4 + A5x
5 + · · · )[gx+

+h(A1x+ A2x
2 + A3x

3 + A4x
4 + A5x

5 + · · · )+

+k(B1x+B2x
2 +B3x

3 +B4x
4 +B5x

5 + · · · )],

B1x+B2x
2 +B3x

3 +B4x
4 +B5x

5 + · · · = − s

n
x− m

n
(A1x+

+A2x
2 + A3x

3 + A4x
4 + A5x

5 + · · · )− 2

n
(B1x+B2x

2 +B3x
3 +B4x

4+

+B5x
5 + · · · )gx+ h(A1x+ A2x

2 + A3x
3 + A4x

4 + A5x
5 + · · · )+

+k(B1x+B2x
2 +B3x

3 +B4x
4 +B5x

5 + · · · )].
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De aici avem

A1x+ A2x
2 + A3x

3 + A4x
4 + A5x

5 + · · · = −p+ rB1

q
x−

−2gA1 + rB2 + 2hA2
1 + 2kA1B1

q
x2 − 2gA2 + rB3 + 4hA1A2 + 2kA1B2 + 2kA2B1

q
x3−

−2gA3 + rB4 + 4hA1A3 + 2kA1B3 + 2hA2
2 + 2kA2B2 + 2kA3B1

q
x4−

−2gA4 + rB5 + 4hA1A4 + 2kA1B4 + 4hA2A3 + 2kA2B3 + 2kA3B2 + 2kA4B1

q
x5 + · · · ,

B1x+B2x
2 +B3x

3 +B4x
4 +B5x

5 + · · · = −mA1 + s

n
x−

−mA2 + 2gB1 + 2hA1B1 + 2kB2
1

n
x2 − mA3 + 2gB2 + 2hA1B2 + 2hA2B1 + 4kB1B2

n
x3−

−mA4 + 2gB3 + 2hA1B3 + 2hA2B2 + 2hA3B1 + 2kB2
2 + 4kB1B3

n
x4−

−mA5 + 2gB4 + 2hA1B4 + 2hA2B3 + 2hA3B2 + 2hA4B1 + 4kB2B3 + 4kB1B4

n
x5 + · · ·

Ob�tinem

A1 =
rs− np

nq −mr
, B1 =

mp− qs

nq −mr
;

A2 = − 2

nq −mr
(gnA1 − grB1 + hnA2

1 + (kn− hr)A1B1 − krB2
1),

B2 = − 2

nq −mr
(−gmA1 + gqB1 − hmA2

1 + (hq − km)A1B1 + kqB2
1),

A3 = − 2

nq −mr
(gnA2 − grB2 + 2hnA1A2 + (kn− hr)(A1B2 + A2B1)− 2krB1B2),

B3 = − 2

nq −mr
(−gmA2 + gqB2 − 2hmA1A2 + (hq − km)(A1B2 + A2B1) + 2kqB1B2),

A4 = − 2

nq −mr
[gnA3 − grB3 + 2hnA1A3 + hnA2

2 + (kn− hr)(A1B3 + A2B2 + A3B1)−

−kr(2B1B3 +B2
2)],

B4 = − 2

nq −mr
[−gmA3 + gqB3 − 2hmA1A3 − hmA2

2+

+(hq − km)(A1B3 + A2B2 + A3B1) + kq(2B1B3 +B2
2)],

A5 = − 2

nq −mr
[gnA4 − grB4 + 2hn(A1A4 + A2A3)+

+(kn− hr)(A1B4 + A2B3 + A3B2 + A4B1)− 2kr(B1B4 +B2B3)],

B5 = − 2

nq −mr
[−gmA4 + gqB4 − 2hm(A1A4 + A2A3)+

+(hq − km)(A1B4 + A2B3 + A3B2 + A4B1) + 2kq(B1B4 +B2B3)], . . .

(3.42)

Remarca 3.4. Pentru sistemul (3.38) avem

L2,3 = nq −mr,
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care, conform condi�tiei (3.31), este mai mare ca zero.

Introduc�and (3.41) ��n partea dreapt�a a ecua�tiei diferen�tiale critice (3.38), avem

2x(gx+ hy + kz) = C1x+ C2x
2 + C3x

3 + C4x
4 + C5x

5 + · · · ,

sau ��n form�a desf�a�surat�a

2x[gx+h(A1x+A2x
2+A3x

3+A4x
4+A5x

5+· · · )+k(B1x+B2x
2+B3x

3+B4x
4+B5x

5+· · · )] =

= C1x+ C2x
2 + C3x

3 + C4x
4 + C5x

5 + · · ·

De aici ob�tinem

C1 = 0, C2 = 2(g + hA1 + kB1), C3 = 2(hA2 + kB2), C4 = 2(hA3 + kB3),

C5 = 2(hA4 + kB4), . . .
(3.43)

Conform Teoremei 2.3, pentru cazul ternar, ob�tinem c�a are loc

Lema 3.5. Stabilitatea mi�sc�arii neperturbate cu condi�tiile Li,3 > 0 (i = 1, 2) din (3.8),

descris�a de sistemul mi�sc�arii perturbate de tip critic Lyapunov-Darboux (3.38), include toate

cazurile posibile ��n urm�atoarele dou�a:

I. g(nq−mr)+h(rs−np)+k(mp− qs) ̸= 0, atunci mi�scarea neperturbat�a este instabil�a;

II. g(nq−mr) + h(rs− np) + k(mp− qs) = 0, atunci mi�scarea neperturbat�a este stabil�a.

�In ultimul caz, exist�a o serie continu�a de mi�sc�ari stabilizate (sta�tionare), la care apar�tine

�si mi�scarea neperturbat�a examinat�a �si atunci toate mi�sc�arile acestei serii, destul de apropiate

de cea neperturbat�a incluz�and-o �si pe ultima, vor � stabile. �In acest caz, pentru perturb�ari

destul de mici orice mi�scare perturbat�a se va apropia asimptotic c�atre una din mi�sc�arile

stabilizate (sta�tionare) a seriei men�tionate.

Demonstra�tie. Examin�am �sirul (3.43). Conform Teoremei 2.3 avem c�a dac�a C2 ̸= 0, atunci

mi�scarea neperturbat�a generat�a de sistemul (3.38) este instabil�a. Introduc�and ��n C2 pe A1

�si B1 din (3.42), ob�tinem

C2 =
2

nq −mr
[g(nq −mr) + h(rs− np) + k(mp− qs)].

Conform Remarcei 3.4, din C2 ̸= 0, rezult�a cazul I al Lemei 3.5.

Presupunem C2 = 0. Atunci din (3.43) avem

g = −hA1 − kB1.

Introduc�and aceast�a expresie ��n A2 �si B2, din (3.42) ob�tinem

A2 = B2 = 0.
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Utiliz�and aceste egalit�a�ti ��n (3.42) ob�tinem

Ak = Bk = 0 (k ≥ 2).

Prin urmare, din (3.43), avem Ck = 0 (k ≥ 2). Atunci, conform Teoremei 2.3, ob�tinem

cazul II din Lema dat�a. Lema 3.5 este demonstrat�a.

�In continuare vom avea nevoie de urm�atorii comitan�ti ai sistemului (3.21):

p1 = aααβx
β, p8 = aαβa

β
αγx

γ, p9 = aαγa
β
βαx

γ, p10 = aαγa
β
αa

γ
βδx

δ, (3.44)

unde p1, p8 − p10 sunt din [34].

Calcul�and comitan�tii (3.44) �si invarian�tii θ1 �si θ2, din (3.4), pentru sistemul (3.25) cu

nota�tiile (3.37) ob�tinem

3θ2p1 − 4θ1p8 + 3θ1p9 − 8p10 = −8[g(nq −mr) + h(rs− np) + k(mp− qs)]x.

Cu ajutorul Lemei 3.5 �si a expresiei invariante de mai sus ob�tinem

Teorema 3.6. Dac�a pentru sistemul diferen�tial ternar (3.21) a mi�sc�arii perturbate se sa-

tisfac condi�tiile invariante (3.31) �si η ≡ 0 din (3.27) (adic�a sistemul este critic de tip

Lyapunov-Darboux), atunci stabilitatea mi�sc�arii neperturbate descris�a de acest sistem, in-

clude toate cazurile posibile ��n urm�atoarele dou�a:

I. 3θ2p1 − 4θ1p8 + 3θ1p9 − 8p10 ̸≡ 0, atunci mi�scarea neperturbat�a este instabil�a;

II. 3θ2p1 − 4θ1p8 + 3θ1p9 − 8p10 ≡ 0, atunci mi�scarea neperturbat�a este stabil�a.

�In ultimul caz, exist�a o serie continu�a de mi�sc�ari stabilizate (sta�tionare), la care apar�tine

�si mi�scarea neperturbat�a examinat�a �si atunci toate mi�sc�arile acestei serii, destul de apropiate

de cea neperturbat�a incluz�and-o �si pe ultima, vor � stabile. �In acest caz, pentru perturb�ari

destul de mici orice mi�scare perturbat�a se va apropia asimptotic c�atre una din mi�sc�arile

stabilizate (sta�tionare) a seriei men�tionate. Expresiile θ1, θ2 sunt din (3.4), iar p1, p8 − p10

din (3.44).

3.7. Forma Lyapunov a sistemului diferen�tial ternar cu neliniarit�a�ti p�atratice

Examin�am sistemul (3.21). Conform [34] are loc

Lema 3.6. Dac�a ��n (3.5) avem σ1 ̸≡ 0, atunci sistemul (3.21), printr-o transformare cen-

troa�n�a poate � adus la forma

ẋ1 = x2 + a1αβx
αxβ,

ẋ2 = x3 + a2αβx
αxβ,

ẋ3 = −L3,3x
1 − L2,3x

2 − L1,3x
3 + a3αβx

αxβ,

(3.45)

unde Li,3 (i = 1, 3) sunt din (3.8).
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Demonstra�tie. Consider�am substitu�tia

x1 = κ1, x2 = κ2, x3 = κ3, (3.46)

unde κi (i = 1, 3) sunt din (3.4). Din (3.46) ob�tinem

Det(κ1,κ2,κ3) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
u1 u2 u3

aα1
1 uα1 aα1

2 uα1 aα1
3 uα1

aα1a
β
αuβ aα2a

β
αuβ aα3a

β
αuβ

∣∣∣∣∣∣∣∣ = δ4,

unde δ4 este din (3.4), iar

x1 =
1

δ4
[(aα1

2 a
α
3a

β
αuα1uβ − aα1

3 a
α
2a

β
αuα1uβ)x̄

1+

+(aα2a
β
αuβu3 − aα3a

β
αuβu2)x̄

2 + (aα1
3 uα1u2 − aα1

2 uα1u3)x̄
3],

x2 =
1

δ4
[(aα1

3 a
α
1a

β
αuα1uβ − aα1

1 a
α
3a

β
αuα1uβ)x̄

1+

+(aα3a
β
αuβu1 − aα1a

β
αuβu3)x̄

2 + (aα1
1 uα1u3 − aα1

3 uα1u1)x̄
3],

x3 =
1

δ4
[(aα1

1 a
α
2a

β
αuα1uβ − aα1

2 a
α
1a

β
αuα1uβ)x̄

1+

+(aα1a
β
αuβu2 − aα2a

β
αuβu1)x̄

2 + (aα1
2 uα1u1 − aα1

1 uα1u2)x̄
3].

(3.47)

Introduc�and substitu�tiile (3.46)�(3.47) ��n sistemul (3.21) �si lu�and ��n considera�tie din [35]

c�a δ4 ̸≡ 0 ⇔ σ1 ̸≡ 0, ob�tinem sistemul (3.45), ��n care s-au p�astrat nota�tiile ini�tiale ale

variabilelor �si coe�cien�tilor p�ar�tilor p�atratice. Lema 3.6 este demonstrat�a.

Lema 3.7. Ecua�tia caracteristic�a (3.7) a sistemului (3.45) cu σ1 ̸≡ 0 are r�ad�acini pur

imaginare dac�a �si numai dac�a acest sistem are forma

ẋ1 = x2 + a1αβx
αxβ,

ẋ2 = x3 + a2αβx
αxβ,

ẋ3 = −L1,3L2,3x
1 − L2,3x

2 − L1,3x
3 + a3αβx

αxβ (L2,3 > 0),

(3.48)

unde Li,3 (i = 1, 3) au forma (3.8).

Demonstra�tie. Conform Remarcei 3.1 este necesar de examinat doar cazul c�and σ1 ̸≡ 0.

Necesitatea. Presupunem c�a ecua�tia caracteristic�a (3.7) posed�a r�ad�acini pur imaginare

ϱ1 = αi, ϱ2 = −αi (α ̸= 0 - real), iar a treia r�ad�acin�a, evident, este real�a ϱ3 = β. Cu ajutorul

teoremei lui V iète pentru r�ad�acinile ecua�tiei caracteristice (3.7), putem scrie

ϱ1 + ϱ2 + ϱ3 = −L1,3, ϱ1ϱ2 + ϱ1ϱ3 + ϱ2ϱ3 = L2,3, ϱ1ϱ2ϱ3 = −L3,3.

62



Atunci conform presupunerii de mai sus, asupra r�ad�acinilor ecua�tiei caracteristice (3.7)

�si a ultimilor egalit�a�ti, ob�tinem

β = −L1,3, α2 = L2,3, L3,3 = L1,3L2,3.

de unde, datorit�a faptului c�a α ̸= 0 este real, avem L2,3 > 0. Introduc�and ultimile condi�tii

��n sistemul (3.45), ob�tinem (3.48). Necesitatea este demonstrat�a.

Su�cien�ta. Presupunem c�a sistemul (3.45) are forma (3.48), atunci ecua�tia caracteristic�a

(3.7) se va scrie sub forma (ϱ2 + L2,3)(ϱ + L1,3) = 0, de unde avem, pentru L2,3 > 0, dou�a

r�ad�acini pur imaginare �si o r�ad�acin�a real�a. Su�cien�ta este demonstrat�a. Lema 3.7 este

demonstrat�a.

Lema 3.8. Sistemul (3.48) cu σ1 ̸≡ 0 din (3.5), printr-o transformare centroa�n�a, poate �

adus la forma Lyapunov [44] (§ 33) a p�ar�tii liniare a primelor dou�a ecua�tii

ẋ1 = −λx2 + a1αβx
αxβ,

ẋ2 = λx1 + a2αβx
αxβ,

ẋ3 = x2 − L1,3x
3 + a3αβx

αxβ,

(3.49)

unde L1,3, L2,3 sunt din (3.8), iar λ2 = L2,3 (L2,3 > 0).

Demonstra�tie. Vom examina forma Lyapunov a p�ar�tii liniare a sistemului diferen�tial ternar

(3.49). Conform [44] (§ 33), partea liniar�a a acestui sistem trebuie s�a aib�a forma

Ẋ1 = −λX2 + · · · , Ẋ2 = λX1 + · · · , Ẋ3 = aX1 + bX2 + cX3 + · · · , (3.50)

unde prin trei puncte se ��n�telege partea p�atratic�a a sistemului dat. Coe�cien�tii λ, a, b, c sunt

expresii de la Li,3 (i = 1, 3), iar noile variabile X1, X2, X3 au forma

X1 = α1x
1 + α2x

2 + α3x
3, X2 = β1x

1 + β2x
2 + β3x

3, X3 = γ1x
1 + γ2x

2 + γ3x
3, (3.51)

unde

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
α1 α2 α3

β1 β2 β3

γ1 γ2 γ3

∣∣∣∣∣∣∣∣ ̸= 0. (3.52)

S�a observ�am c�a substitu�tia (3.51), ��n aceste condi�tii, formeaz�a o transformare centroa�n�a.

Introduc�and transform�arile (3.51)�(3.52) ��n partea liniar�a a formei Lyapunov (3.50) �si com-

par�and cu sistemul (3.48), ob�tinem un sistem din 9 ecua�tii algebrice cu 12 necunoscute.

Rezolv�and acest sistem avem

X1 = −L2
1,3λx

1+λx3, X2 = L1,3L2,3x
1+(L2

1,3+L2,3)x
2+L1,3x

3, X3 = 2L2,3x
1+L1,3x

2+x3,

63



unde λ2 = L2,3, iar

∆ = −2L2,3λ(L
2
1,3 + L2,3) ̸= 0 (L2,3 > 0).

Aceast�a transformare aduce partea liniar�a a sistemului (3.48) la forma Lyapunov

Ẋ1 = −λX2 + · · · , Ẋ2 = λX1 + · · · , Ẋ3 = X2 − L1,3X
3 + · · · ,

pentru care p�astr�and nota�tiile ini�tiale ale variabilelor �si coe�cien�tilor p�ar�tii p�atratice, forma

c�areea nu se schimb�a la aceste transform�ari, ob�tinem (3.49). Lema 3.8 este demonstrat�a.

3.8. Condi�tii invariante de stabilitate a mi�sc�arii periodice neperturbate pentru

sistemul diferen�tial ternar cu neliniarit�a�ti p�atratice de tip Lyapunov-Darboux

�In continuare vom avea nevoie de urm�atoarele GL(3,R)-polinoame invariante din [34,73]

pentru sistemul (3.21) cu nota�tiile

η = aαβγx
βxγxδyµεαδµ, P1 ≡ p1 = aααβx

β, P2 ≡ p8 = aαβa
β
αγx

γ, P3 ≡ p10 = aαγa
β
αa

γ
βδx

δ, (3.53)

unde η este un comitant de la doi vectori cogradien�ti x = (x1, x2, x3) �si y = (y1, y2, y3) liniar

independen�ti din (3.27), iar p1, p8 �si p10 sunt din (3.44).

U�sor se poate veri�ca

Lema 3.9. [35]. Dac�a pentru sistemul (3.21) avem η ≡ 0 din (3.53), atunci p�ar�tile p�atratice

ale acestui sistem posed�a un factor liniar comun.

Sistemele diferen�tiale (3.21), cu proprietatea enun�tat�a ��n Lema 3.9, le vom numi de tip

Darboux [35]. �Ins�a, dac�a partea liniar�a a sistemului (3.21) are forma Lyapunov, iar partea

p�atratic�a - Darboux, atunci a�sa sisteme le vom numi Lyapunov-Darboux.

�In [35] a fost ar�atat c�a are loc

Teorema 3.7. Dac�a η ≡ 0, atunci sistemul (3.21) posed�a GL(3,R)-factorul integrant in-

variant µ−1 = σ1φ cu σ1 din (3.5) �si

φ = −2L3,3 + 3L2,3P1 + 4L1,3P2 + 4P3 (3.54)

sunt GL(3,R)-integrale particulare invariante ale acestui sistem cu Li,3 (i = 1, 3) din (3.8)

�si Pi (i = 1, 3) din (3.53).

Lema 3.10. Sistemul (3.21) poate � adus, printr-o transformare centroa�n�a, la forma

Lyapunov-Darboux

dx1

dt
= −λx2 + 2x1(a111x

1 + a112x
2 + a113x

3) ≡ P 1,

dx2

dt
= λx1 + 2x2(a111x

1 + a112x
2 + a113x

3) ≡ P 2,

dx3

dt
= x2 − L1,3x

3 + 2x3(a111x
1 + a112x

2 + a113x
3) ≡ P 3,

(3.55)
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dac�a �si numai dac�a au loc condi�tiile centroa�n invariante

σ1 ̸≡ 0, η ≡ 0, L1,3L2,3 = L3,3, (3.56)

unde λ2 = L2,3 (L2,3 > 0), iar σ1 din (3.5), Li,3 (i = 1, 3) din (3.8) �si η din (3.53).

Demonstra�tia Lemei 3.10 rezult�a din Lemele 3.7 � 3.9.

Vom determina algebra Lie a operatorilor admis�a de sistemul (3.55) (vezi (3.24)). Pre-

supun�and c�a coordonatele operatorului X = ξi ∂
∂xi (i = 1, 3) au forma ξi = Ai

βx
β +Ai

βγx
βxγ

(β, γ = 1, 3), ce satisfac ecua�tiile determinante

(ξ1)x1P 1 + (ξ1)x2P 2 + (ξ1)x3P 3 = ξ1P 1
x1 + ξ2P 1

x2 + ξ3P 1
x3 ,

(ξ2)x1P 1 + (ξ2)x2P 2 + (ξ2)x3P 3 = ξ1P 2
x1 + ξ2P 2

x2 + ξ3P 2
x3 ,

(ξ3)x1P 1 + (ξ3)x2P 2 + (ξ3)x3P 3 = ξ1P 3
x1 + ξ2P 3

x2 + ξ3P 3
x3

�si rezolv�and acest sistem pentru sistemul diferen�tial (3.55), ob�tinem operatorii

X1 = {λL1,3x
1 − λ2x2 + 2[(−k − hL1,3 + gλ)(x1)2 + (gL1,3 + hλ)x1x2]} ∂

∂x1
+

+{λ2x1 + λL1,3x
2 + 2(−k − hL1,3 + gλ)x1x2 + 2(gL1,3 + hλ)(x2)2} ∂

∂x2
+

+{λx2 + 2(−k − hL1,3 + gλ)x1x3 + 2(gL1,3 + hλ)x2x3} ∂

∂x3
,

X2 = [λ2x1 + λL1,3x
2 + 2(−gL1,3 − hλ)(x1)2 + 2(gλ− k − hL1,3)x

1x2]
∂

∂x1
+

+[λL1,3x
1 + λ2x2 + 2(−gL1,3 − hλ)x1x2 + 2(gλ− k − hL1,3)(x

2)2]
∂

∂x2
+

+[−λx1 + 2(−gL1,3 − hλ)x1x3 − 2(k + hL1,3 − gλ)x2x3]
∂

∂x3
,

X3 = {−λL1,3 + 2[(k + hL1,3)x
1 − gL1,3x

2 + kλx3]}(x1 ∂

∂x1
+ x2

∂

∂x2
+ x3

∂

∂x3
).

(3.57)

Cu ajutorul comutatorilor [Xi, Xj] = XiXj −XjXi se poate veri�ca c�a ace�sti operatori

formeaz�a o algebr�a Lie tridimensional�a comutativ�a.

�In conformitate cu Teorema 3.3, utiliz�and operatorii Xα = ξiα
∂
∂xi (α = 1, 2; i = 1, 3) �si

f�ac�and abstrac�tie de o constant�a, ob�tinem factorul integrant Lie de forma

µ−1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
ξ11 ξ21 ξ31

ξ12 ξ22 ξ32

P 1 P 2 P 3

∣∣∣∣∣∣∣∣ ⇒ µ−1 = [λL1,3 − 2((k + hL1,3)x
1 − gL1,3x

2 + kλx3)]σ1. (3.58)

Cu ajutorul acestei expresii �si a Teoremei 3.3 despre factorul integrant, ob�tinem

Teorema 3.8. Pentru sistemul (3.55) una din integralele prime are forma

F1 ≡
f1
f 2
2

= C1, (3.59)
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unde

f1 = (x1)2 + (x2)2,

f2 = −λL1,3 + 2(k + hL1,3)x
1 − 2gL1,3x

2 + 2λkx3.
(3.60)

Corolarul 3.1. Pentru sistemul (3.55) avem

φ = 12λf2, (3.61)

unde φ are forma (3.54).

Corolarul 3.2. Integrala prim�a (3.59) pentru f2 ̸≡ 0 (φ ̸≡ 0) poate � scris�a ca o integral�a

olomorf�a de forma

F̃1 = (x1)2 + (x2)2 + F (x1, x2, x3), (3.62)

unde F (x1, x2, x3) con�tine termeni de grad mai mare ca doi ��n raport cu variabilele x1, x2, x3.

Cu ajutorul Lemei 3.10, Teoremei 3.7, Colorarului 3.1 �si 3.2 am stabilit condi�tiile centro-

a�n-invariante de existen�t�a a integralei olomorfe (3.62) pentru sistemul (3.21). Lu�and ��n

considera�tie aceast�a a�rma�tie �si Teorema lui Lyapunov [44] (§ 40, p. 160) despre determinarea

stabilit�a�tii mi�sc�arii neperturbate cu ajutorul integralei olomorfe de tipul (3.62) ob�tinem

Teorema 3.9. Fie L1,3 > 0 din (3.8), iar pentru sistemul (3.21) se satisfac condi�tiile

centroa�n-invariante (3.56) �si comitantul φ din (3.54) nu este identic zero. Atunci sis-

temul dat admite o solu�tie periodic�a, ce va con�tine o constant�a arbitrar�a �si variind aceast�a

constant�a vom ob�tine un �sir continuu de mi�sc�ari periodice, ce va de�nitiva ��n sine mi�scarea

examinat�a neperturbat�a. Aceast�a ultim�a mi�scare va � stabil�a �si oricare mi�scare perturbat�a

destul de apropiat�a de cea neperturbat�a se va apropia asimptotic de c�atre una din mi�sc�arile

periodice.

Dac�a ��n sistemul (3.55) vom presupune L1,3 = 0, atunci acest sistem admite operatorii

X1 = (2hx1x2 + 2(k − gλ)x1x3 − λx2)
∂

∂x1
+ (2h(x2)2 + 2(k − gλ)x2x3 + λx1)

∂

∂x2
+

+(2hx2x3 + 2(k − gλ)(x3)2 + x2)
∂

∂x3
,

X2 = [2(k − gλ)x1x2 − 2hλ2x1x3 − λ2x1]
∂

∂x1
+ [2(k − gλ)(x2)2 − 2hλ2x2x3 − λ2x2]

∂

∂x2
+

+[2(k − gλ)x2x3 − 2hλ2(x3)2 + λx1]
∂

∂x3
,

X3 = (x1 + λx3)(x1
∂

∂x1
+ x2

∂

∂x2
+ x3

∂

∂x3
),

(3.63)

ce formeaz�a o algebr�a Lie comutativ�a.
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Utiliz�and primii doi operatori �si f�ac�and abstrac�tie de o constant�a, ��n mod analog cazului

precedent, ob�tinem factorul integrant Lie

µ−1 = ((x1)2 + (x2)2)(x1 + λx3)2. (3.64)

Cu ajutorul acestei expresii �si a Teoremei 3.3 despre factorul integrant, ob�tinem

Teorema 3.10. Sistemul (3.55) pentru L1,3 = 0 posed�a integrala general�a compus�a din

urm�atoarele dou�a integrale prime

F1 ≡
(x1)2 + (x2)2

(x1 + λx3)2
= C1,

F2 ≡
λ2 + 2kx1 + 2(λg − k)x2 + 2λ(k + λh)x3

x1 + λx3
+ 2k arctg

x2

x1
= C2.

(3.65)

Remarca 3.5. Algebra Lie (3.63), factorul integrant Lie (3.64), integrala prim�a F1 din

(3.65) a sistemului (3.55), f�ac�and abstrac�tie de o constant�a, se ob�tin respectiv din algebra

Lie (3.57), factorul integrant (3.58), integrala prim�a (3.59) � (3.60) a sistemului (3.55),

��nlocuind valoarea L1,3 = 0 ��n ele.

3.9. Factorul integrant Lie �si integrala general�a pentru sistemul (3.28) cu σ1 ≡ 0

�si κ2q1 ̸≡ 0, ��n cazurile (3.10) � (3.12)

Teorema 3.11. Dac�a coe�cien�tii p�ar�tii liniare a sistemului Darboux (3.28) satisfac condi�tiilor

(3.10) cu κ2q1 ̸≡ 0 din (3.29)�(3.30), atunci integrala general�a a acestui sistem cu nota�tiile

x = x1, y = x2, z = x3 const�a din urm�atoarele dou�a integrale prime:

F1 ≡ yz−1 = C1, F2 ≡ xa
2
2y−a11Φa11−a22 = C2, (3.66)

unde

Φ = a11a
2
2 + 2[a22gx+ a11(hy + kz)]. (3.67)

Demonstra�tie. Presupunem c�a coordonatele operatorului (3.23) au forma

ξiα = Ai
αβx

β + Ai
αβγx

βxγ (α ≥ 1; β, γ = 1, 3), (3.68)

ce satisfac ecua�tiile determinante (3.24). �In urma rezolv�arii sistemului (3.24), pentru sistemul

diferen�tial (3.28) cu condi�tiile κ2q1 ̸≡ 0, din (3.29) � (3.30) �si expresiile de tipul (3.68)

ob�tinem operatorii (x = x1, y = x2, z = x3)
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Y1 = (a11 + 2gx)x
∂

∂x
+ 2gxy

∂

∂y
+ 2gxz

∂

∂z
,

Y2 = 2hxy
∂

∂x
+ (a22 + 2hy)y

∂

∂y
+ 2hyz

∂

∂z
,

Y3 = 2hxz
∂

∂x
+ (a22 + 2hy)z

∂

∂y
+ 2hz2

∂

∂z
,

Y4 = 2kxy
∂

∂x
+ 2ky2

∂

∂y
+ (a22 + 2kz)y

∂

∂z
,

Y5 = 2kxz
∂

∂x
+ 2kyz

∂

∂y
+ (a22 + 2kz)z

∂

∂z
.

(3.69)

Ace�sti operatori formeaz�a o algebr�a Lie L5 cu ecua�tiile de structur�a

[Y1, Yi] = 0 (i = 2, 5), [Y2, Y3] = −a22Y3, [Y2, Y4] = a22Y4, [Y2, Y5] = 0,

[Y3, Y4] = a22(Y5 − Y2), [Y3, Y5] = −a22Y3, [Y4, Y5] = a22Y4.
(3.70)

Cu ajutorul operatorilor Y1 �si Y2, ce formeaz�a ��n conformitate cu (3.69) �si (3.70) o algebr�a

Lie bidimensional�a comutativ�a, ob�tinem ��n acest caz, din (3.25), f�ac�and abstrac�tie de o

constant�a, factorul integrant Lie de forma µ−1 = xyzΦ, unde Φ este din (3.67).

Cu ajutorul acestei expresii �si a Teoremei 3.3 ob�tinem integralele prime func�tional in-

dependente (3.66) � (3.67) a sistemului (3.28). Condi�tiile (3.10) �si κ2q1 ̸≡ 0 din (3.29) �

(3.30) ne asigur�a c�a ��n acest sistem nu to�ti coe�cien�tii sunt egali cu zero. Teorema 3.11 este

demonstrat�a.

Teorema 3.12. Fie coe�cien�tii p�ar�tii liniare a sistemului Darboux (3.28) satisfac condi�tiilor

(3.11) cu κ2q1 ̸≡ 0 din (3.29) � (3.30). Atunci integrala general�a a acestui sistem cu nota�tiile

x = x1, y = x2, z = x3 const�a din urm�atoarele dou�a integrale prime:

F1 ≡ xz−1 = C1; F2 ≡ x−a22ya
1
1Φa22−a11 = C2, (3.71)

unde

Φ = a11a
2
2 + 2[a22(gx+ kz) + a11hy]. (3.72)

Demonstra�tie. Efectu�and substitu�tiile x̄1 = x2, x̄2 = x1, x̄3 = x3 ��n sistemul (3.28) cu

condi�tiile (3.11) ob�tinem sistemul (3.28) cu condi�tiile (3.10), pentru care ��n Teorema 3.11

este determinat�a integrala general�a. Utiliz�and acest rezultat �si nota�tiile respective ob�tinem,

pentru sistemul (3.28) cu condi�tiile (3.11), integralele (3.71) � (3.72). Teorema 3.12 este

demonstrat�a.

Teorema 3.13. Fie coe�cien�tii p�ar�tii liniare a sistemului Darboux (3.28) satisfac condi�tiilor

(3.12) cu κ2q1 ̸≡ 0 din (3.29) � (3.30). Atunci integrala general�a a acestui sistem cu nota�tiile

x = x1, y = x2, z = x3 const�a din urm�atoarele dou�a integrale prime:

F1 ≡ x−1y = C1; F2 ≡ y−a33za
1
1Φa33−a11 = C2, (3.73)
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unde

Φ = a11a
3
3 + 2[a33(gx+ hy) + a11kz]. (3.74)

Demonstra�tia Teoremei 3.13 se efectueaz�a��n mod similar Teoremei 3.12 efectu�and substitu�tiile

x̄1 = x3, x̄2 = x2, x̄3 = x1 ��n sistemul (3.28) cu condi�tiile (3.10).

3.10. Factorul integrant Lie �si integrala general�a pentru sistemul (3.28) cu

σ1 ≡ 0 �si κ2q1 ̸≡ 0, ��n cazurile (3.13) � (3.15)

Teorema 3.14. Dac�a coe�cien�tii p�ar�tii liniare a sistemului Darboux (3.28) satisfac condi�tiilor

(3.13) cu κ2q1 ̸≡ 0 din (3.29) � (3.30), atunci integrala general�a a acestui sistem cu nota�tiile

x = x1, y = x2, z = x3 const�a din urm�atoarele dou�a integrale prime:

F1 ≡ xz−1 = C1; F2 ≡ x−a22 [(a11 − a22)y − a23z]
a11Φa22−a11 = C2, (3.75)

unde

Φ = a11a
2
2 + 2[a22gx+ a11hy + (a22k − a23h)z]. (3.76)

Demonstra�tie. Presupun�and c�a coordonatele operatorului (3.23) au forma (3.68), �si re-

zolv�and sistemul (3.24) pentru sistemul diferen�tial (3.28), ob�tinem operatorii (x = x1, y =

x2, z = x3)

Y1 = (a11 + 2gx)x
∂

∂x
+ 2gxy

∂

∂y
+ 2gxz

∂

∂z
,

Y2 = (a11 + 2gx)z
∂

∂x
+ 2gyz

∂

∂y
+ 2gz2

∂

∂z
,

Y3 = 2[a23h+ (a11 − a22)k]x
2 ∂

∂x
+ [a11a

2
3 + 2(a23h+ (a11 − a22)k)y]x

∂

∂y
+

+[(a11 − a22)(a
1
1 + 2kz) + 2a23hz]x

∂

∂z
,

Y4 = 2[a23h+ (a11 − a22)k]xz
∂

∂x
+ [a23(a

1
1 + 2hy) + 2(a11 − a22)ky]z

∂

∂y
+

+[(a11 − a22)(a
1
1 + 2kz) + 2a23hz]z

∂

∂z
,

Y5 = 2[a11hy − (a23h− a22k)z]x
∂

∂x
+ {a11a22 + 2[a11hy − (a23h− a22k)z]}y

∂

∂y
+

+[a11a
2
2 + 2(a11hy − (a23h− a22k)z)]z

∂

∂z
.

(3.77)

Ace�sti operatori formeaz�a o algebr�a Lie L5 cu ecua�tiile de structur�a

[Y1, Y2] = −a11Y2, [Y1, Y3] = a11Y3, [Y1, Y4] = [Y1, Y5] = [Y4, Y5] = 0,

[Y2, Y3] = a11[(a
2
2 − a11)Y1 + Y4], [Y2, Y4] = a11(a

2
2 − a11)Y2,

[Y2, Y5] = −a11a22Y2, [Y3, Y4] = a11(a
1
1 − a22)Y3, [Y3, Y5] = a11a

2
2Y3.

(3.78)
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Cu ajutorul operatorilor Y1 �si Y4, ce formeaz�a ��n conformitate cu (3.77) �si (3.78) o al-

gebr�a Lie bidimensional�a comutativ�a, ob�tinem ��n acest caz din (3.25), f�ac�and abstrac�tie de

o constant�a, factorul integrant µ−1 = xz[(a11 − a22)y − a23z]Φ, unde Φ este din (3.76).

Cu ajutorul acestei expresii �si a Teoremei 3.3 ob�tinem integralele prime func�tional in-

dependente (3.75) � (3.76) a sistemului (3.28). Condi�tiile (3.13) �si κ2q1 ̸≡ 0 din (3.29) �

(3.30) ne asigur�a c�a ��n acest sistem nu to�ti coe�cien�tii sunt egali cu zero. Teorema 3.14 este

demonstrat�a.

Teorema 3.15. Dac�a coe�cien�tii p�ar�tii liniare a sistemului Darboux (3.28) satisfac condi�tiilor

(3.14) cu κ2q1 ̸≡ 0 din (3.29) � (3.30), atunci integrala general�a a acestui sistem cu nota�tiile

x = x1, y = x2, z = x3 const�a din urm�atoarele dou�a integrale prime:

F1 ≡ [(a11 − a33)y + a23z]x
−1 = C1;

F2 ≡ za
1
1 [(a11 − a33)y + a23z]

−a33Φa33−a11 = C2,
(3.79)

unde

Φ = a11a
3
3 + 2[a33(gx+ hy) + (a11k − a23h)z]. (3.80)

Demonstra�tie. Presupun�and c�a coordonatele operatorului (3.23) au forma (3.68), �si re-

zolv�and sistemul (3.24) pentru sistemul diferen�tial (3.28), ob�tinem operatorii (x = x1, y =

x2, z = x3)

Y1 = (a11 + 2gx)x
∂

∂x
+ 2gxy

∂

∂y
+ 2gxz

∂

∂z
,

Y2 = (a11 + 2gx)[(a11 − a33)y + a23z]
∂

∂x
+ 2g[(a11 − a33)y + a23z]y

∂

∂y
+

+2g[(a11 − a33)y + a23z]z
∂

∂z
,

Y3 = 2hx2
∂

∂x
+ (a11 + 2hy)x

∂

∂y
+ 2hxz

∂

∂z
,

Y4 = 2h[(a11 − a33)y + a23z]x
∂

∂x
+ (a11 + 2hy)[(a11 − a33)y + a23z]

∂

∂y
+

+2h[(a11 − a33)y + a23z]z
∂

∂z
,

Y5 = 2[a33hy + (a11k − a23h)z]x
∂

∂x
+ {a11a33 + 2[a33hy + (a11k − a23h)z]}y

∂

∂y
+

+[a11a
3
3 + 2(a33hy + (a11k − a23h)z)]z

∂

∂z
.

(3.81)

Ace�sti operatori formeaz�a o algebr�a Lie L5 cu ecua�tiile de structur�a

[Y1, Y2] = −a11Y2, [Y1, Y3] = a11Y3, [Y1, Y4] = [Y1, Y5] = [Y4, Y5] = 0,

[Y2, Y3] = a11[(a
3
3 − a11)Y1 + Y4], [Y2, Y4] = a11(a

3
3 − a11)Y2,

[Y2, Y5] = −a11a33Y2, [Y3, Y4] = a11(a
1
1 − a33)Y3, [Y3, Y5] = a11a

3
3Y3.

(3.82)
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Cu ajutorul operatorilor Y1 �si Y5, ce formeaz�a ��n conformitate cu (3.81) �si (3.82) o al-

gebr�a Lie bidimensional�a comutativ�a, ob�tinem ��n acest caz din (3.25), f�ac�and abstrac�tie de

o constant�a, factorul integrant µ−1 = xz[(a11 − a33)y + a23z]Φ, unde Φ este din (3.80).

Cu ajutorul acestei expresii �si a Teoremei 3.3 ob�tinem integralele prime func�tional in-

dependente (3.79) � (3.80) a sistemului (3.28). Condi�tiile (3.14) �si κ2q1 ̸≡ 0 din (3.29) �

(3.30), ne asigur�a c�a ��n acest sistem nu to�ti coe�cien�tii sunt egali cu zero. Teorema 3.15 este

demonstrat�a.

Teorema 3.16. Dac�a coe�cien�tii p�ar�tii liniare a sistemului Darboux (3.28) satisfac condi�tiilor

(3.15) cu κ2q1 ̸≡ 0 din (3.29) � (3.30), atunci integrala general�a a acestui sistem cu nota�tiile

x = x1, y = x2, z = x3 const�a din urm�atoarele dou�a integrale prime:

F1 ≡ yz−1 = C1;

F2 ≡ y−a11 [(a22 − a11)x− a13z]
a22Φa11−a22 = C2,

(3.83)

unde

Φ = a11a
2
2 + 2[a22gx+ a11hy + (a11k − a13g)z]. (3.84)

Demonstra�tie. Efectu�and substitu�tiile x̄1 = x2, x̄2 = x1, x̄3 = x3 ��n sistemul (3.28) cu

condi�tiile (3.15) ob�tinem sistemul (3.28) cu condi�tiile (3.13), pentru care ��n Teorema 3.14

este determinat�a integrala general�a. Utiliz�and acest rezultat �si nota�tiile respective ob�tinem

pentru sistemul (3.28), cu condi�tiile (3.15), integralele (3.83) � (3.84). Teorema 3.16 este

demonstrat�a.

3.11. Factorul integrant Lie �si integrala general�a pentru sistemul (3.28) cu

σ1 ≡ 0 �si κ2q1 ̸≡ 0, ��n cazurile (3.16) � (3.18)

Teorema 3.17. Dac�a coe�cien�tii p�ar�tii liniare a sistemului Darboux (3.28) satisfac condi�tiilor

(3.16) cu κ2q1 ̸≡ 0 din (3.29) � (3.30), atunci integrala general�a a acestui sistem cu nota�tiile

x = x1, y = x2, z = x3 const�a din urm�atoarele dou�a integrale prime:

F1 ≡ (−a23x+ a13y)[(a
1
1 − a33)y + a23z]

−1 = C1;

F2 ≡ z−a11 [(a11 − a33)y + a23z]
a33Φa11−a33 = C2,

(3.85)

unde

Φ = a11a
3
3 + 2[a33(gx+ hy) + (a11k − a13g − a23h)z]. (3.86)

Demonstra�tie. Presupun�and c�a coordonatele operatorului (3.23) au forma (3.68), �si re-

zolv�and sistemul (3.24) pentru sistemul diferen�tial (3.28), ob�tinem operatorii (x = x1, y =

x2, z = x3)
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Y1 = (a11 + 2gx)(a23x− a13y)
∂

∂x
+ 2g(a23x− a13y)y

∂

∂y
+ 2g(a23x− a13y)z

∂

∂z
,

Y2 = (a11 + 2gx)[(a11 − a33)y + a23z]
∂

∂x
+ 2g[(a11 − a33)y + a23z]y

∂

∂y
+

+2g[(a11 − a33)y + a23z]z
∂

∂z
,

Y3 = {a33[a11a13 + 2(a13g + a23h)x]y +Wxz} ∂
∂x

+

+{a33[a11a23 + 2(a13g + a23h)y] +Wz}y ∂
∂y

+

+{a33[a11a23 + 2(a13g + a23h)y] +Wz}z ∂
∂z
,

Y4 = {a33[2(a23)2hx2 + (a13)
2(a11 + 2gx)y] + a13Wxz} ∂

∂x
+

+{a33[(a23)2(a11 + 2hy)x+ 2(a13)
2gy2] + a13Wyz} ∂

∂y
+

+{a33[a13(a11a23 + 2a13gy) + 2(a23)
2hx] + a13Wz}z ∂

∂z
,

Y5 = {a33[2a11a23kxz − a13[(a
1
1 − a33)(a

1
1 + 2gx)y + 2a23gxz]]− a11Wxz} ∂

∂x
+

+{a33[a11a23(a23 + 2ky)z − 2a13[(a
1
1 − a33)gy + a23gz]y]− a11Wyz} ∂

∂y
+

+{a33[a33(a11a23 + 2a13gy)− a11a
2
3(a

1
1 − 2kz)− 2a13g(a

1
1y + a23z)]− a11Wz}z ∂

∂z
,

(3.87)

unde W = 2a23(a
1
1k − a23h− a13g).

Ace�sti operatori formeaz�a o algebr�a Lie L5 cu ecua�tiile de structur�a

[Y3, Y5] = a13(a
3
3)

2[Y1, Y2] = −a33[Y1, Y5] = a13a
3
3[Y2, Y3] = −a11a13a23(a33)2Y2,

[Y1, Y3] = [Y2, Y5] = 0, [Y3, Y4] = −a33[Y1, Y4] = −a11a23a33[a13(a33Y1 − Y3) + Y4],

[Y4, Y5] = a13a
3
3[Y2, Y4] = a11a

1
3a

2
3a

3
3[a

3
3(a

3
3 − a11)Y1 − a13a

3
3Y2 + (a11 − a33)Y3 + Y5].

(3.88)

Cu ajutorul operatorilor Y1 �si Y3, ce formeaz�a ��n conformitate cu (3.87) �si (3.88) o al-

gebr�a Lie bidimensional�a comutativ�a, ob�tinem ��n acest caz din (3.25), f�ac�and abstrac�tie de

o constant�a, factorul integrant µ−1 = (−a23x + a13y)z[(a
1
1 − a33)y + a23z]Φ, unde Φ este din

(3.86). Cu ajutorul acestei expresii �si a Teoremei 3.3 ob�tinem integralele prime func�tional

independente (3.85) � (3.86) a sistemului (3.28). Condi�tiile (3.16) �si κ2q1 ̸≡ 0 din (3.29) �

(3.30) ne asigur�a c�a ��n acest sistem nu to�ti coe�cien�tii sunt egali cu zero. Teorema 3.17 este

demonstrat�a.
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Teorema 3.18. Dac�a coe�cien�tii p�ar�tii liniare a sistemului Darboux (3.28) satisfac condi�tiilor

(3.17) cu κ2q1 ̸≡ 0 din (3.29) � (3.30), atunci integrala general�a a acestui sistem cu nota�tiile

x = x1, y = x2, z = x3 const�a din urm�atoarele dou�a integrale prime:

F1 ≡ yz−1 = C1;

F2 ≡ za
1
1 [(a11 − a22)x+ a12y + a13z]

−a22Φa22−a11 = C2,
(3.89)

unde

Φ = a22(a
1
1 + 2gx) + 2[(a11h− a12g)y + (a11k − a13g)z]. (3.90)

Demonstra�tie. Presupun�and c�a coordonatele operatorului (3.23) au forma (3.68), �si re-

zolv�and sistemul (3.24) pentru sistemul diferen�tial (3.28), ob�tinem operatorii (x = x1, y =

x2, z = x3)

Y1 = {a12a22 + 2[a12g + (a22 − a11)h]x}y
∂

∂x
+ [2a12gy + (a22 + 2hy)(a22 − a11)]y

∂

∂y
+

+2[a12g + (a22 − a11)h]yz
∂

∂z
,

Y2 = [a12a
2
2 + 2(a12g + (a22 − a11)h)x]z

∂

∂x
+ [2a12gy + (a22 + 2hy)(a22 − a11)]z

∂

∂y
+

+2[a12g + (a22 − a11)h]z
2 ∂

∂z
,

Y3 = 2(a12k − a13h)xy
∂

∂x
+ [−a13a22 + 2(a12k − a13h)y]y

∂

∂y
+

+[a12a
2
2 + 2(a12k − a13h)z]y

∂

∂z
,

Y4 = 2(a12k − a13h)xz
∂

∂x
+ [−a13a22 + 2(a12k − a13h)y]z

∂

∂y
+

+[a12a
2
2 + 2(a12k − a13h)z]z

∂

∂z
,

Y5 = [a12a
2
2(a

1
1 + 2gx) + 2(a12y + a13z)(a

1
1h− a12g)]x

∂

∂x
+

+{[a12a22(a11 + 2gx) + 2(a12y + a13z)(a
1
1h− a12g)]y + a11a

1
3a

2
2z}

∂

∂y
+

+2[a12a
2
2gx+ (a12y + a13z)(a

1
1h− a12g)]z

∂

∂z
.

(3.91)

Ace�sti operatori formeaz�a o algebr�a Lie L5 cu ecua�tiile de structur�a

[Y1, Y2] = a22(a
1
1 − a22)Y2 [Y1, Y3] = a22[a

1
3Y1 + (a22 − a11)Y3],

a11a
1
2[Y1, Y4] = −a12[Y1, Y5] = −a11a13[Y2, Y4] = a13[Y2, Y5] = a11a

1
2a

1
3a

2
2Y2,

[Y2, Y3] = −a22[a12Y1 + (a11 − a22)Y4],

a11[Y3, Y4] = −[Y3, Y5] = a11a
2
2(a

1
2Y3 + a13Y4), [Y4, Y5] = 0.

(3.92)

Cu ajutorul operatorilor Y4 �si Y5, ce formeaz�a ��n conformitate cu (3.91) �si (3.92) o al-

gebr�a Lie bidimensional�a comutativ�a, ob�tinem ��n acest caz din (3.25), f�ac�and abstrac�tie de
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o constant�a, factorul integrant µ−1 = z(a12y+ a13z)[(a
1
1 − a22)x+ a12y+ a13z]Φ, unde Φ este din

(3.90).

Cu ajutorul acestei expresii �si a Teoremei 3.3 ob�tinem integralele prime func�tional in-

dependente (3.89) � (3.90) a sistemului (3.28). Condi�tiile (3.17) �si κ2q1 ̸≡ 0 din (3.29) �

(3.30) ne asigur�a c�a ��n acest sistem nu to�ti coe�cien�tii sunt egali cu zero. Teorema 3.18 este

demonstrat�a.

Teorema 3.19. Dac�a coe�cien�tii p�ar�tii liniare a sistemului Darboux (3.28) satisfac condi�tiilor

(3.18) cu κ2q1 ̸≡ 0 din (3.29) � (3.30), atunci integrala general�a a acestui sistem cu nota�tiile

x = x1, y = x2, z = x3 const�a din urm�atoarele dou�a integrale prime:

F1 ≡ z[(a11 − a22)x+ a12y + a13z]
−1 = C1;

F2 ≡ (a12y + a13z)
a11 [(a11 − a22)x+ a12y + a13z]

−a22Φa22−a11 = C2,
(3.93)

unde

Φ = a11a
1
2a

2
2 + 2{a12[a22gx+ (a11h− a12g)y + (a22k − a13g)z] + a13(a

1
1 − a22)hz}. (3.94)

Demonstra�tie. Presupun�and c�a coordonatele operatorului (3.23) au forma (3.68), �si re-

zolv�and sistemul (3.24) pentru sistemul diferen�tial (3.28), ob�tinem operatorii (x = x1, y =

x2, z = x3)

Y1 = (a11 + 2gx)[(a11 − a22)x+ a12y]
∂

∂x
+ 2g[(a11 − a22)x+ a12y]y

∂

∂y
+

+2g[(a11 − a22)x+ a12y]z
∂

∂z
,

Y2 = (a11 + 2gx)z
∂

∂x
+ 2gyz

∂

∂y
+ 2gz2

∂

∂z
,

Y3 = 2(a12k − a13h)xz
∂

∂x
+ [−a11a13 + 2(a12k − a13h)y]z

∂

∂y
+

+[a11a
1
2 + 2(a12k − a13h)z]z

∂

∂z
,

Y4 = {a11a12a22 + 2[a12a
2
2gx+ (a11h− a12g)(a

1
2y + a13z)]}x

∂

∂x
+

+[a11a
2
2(a

1
2y + a13z) + 2[a12a

2
2gx+ (a11h− a12g)(a

1
2y + a13z)]y]

∂

∂y
+

+2[a12a
2
2gx+ (a11h− a12g)(a

1
2y + a13z)]z

∂

∂z
,

Y5 = (a11a
1
2a

1
3a

2
2 +W )x

∂

∂x
+ [a11a

1
3a

2
2(a

2
2 − a11)x+Wy + a11(a

1
3)

2a22z]
∂

∂y
+

+[a11a
1
2a

2
2((a

1
1 − a22)x+ a12y) +Wz]

∂

∂z
,

(3.95)

undeW = 2a12a
1
3g(a

2
2x−a12y−a13z)−2a13h[(a

2
2x−a12y)(a11−a22)−a11a13z]−2a12a

2
2k((a

2
2−a11)x−a12y).
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Ace�sti operatori formeaz�a o algebr�a Lie L5 cu ecua�tiile de structur�a

[Y1, Y2] = a11(a
2
2 − a11)Y2, [Y2, Y5] = a11a

2
2[−a12Y1 + a12a

1
3Y2 + (a11 − a22)Y3],

a22[Y1, Y3] = −[Y1, Y4] = −a13a22[Y2, Y3] = a13[Y2, Y4] = a11a
1
2a

1
3a

2
2Y2,

[Y1, Y5] = a11[a
1
2a

1
3a

2
2Y1 − a12(a

1
3)

2a22Y2 − a13(a
1
1 − a22)Y4 + (a11 − a22)Y5],

[Y3, Y4] = 0, a22[Y3, Y5] = −[Y4, Y5] = a11a
1
2a

2
2[−a13a22Y3 + a13Y4 − Y5].

(3.96)

Cu ajutorul operatorilor Y3 �si Y4, ce formeaz�a ��n conformitate cu (3.95) �si (3.96) o al-

gebr�a Lie bidimensional�a comutativ�a, ob�tinem ��n acest caz din (3.25), f�ac�and abstrac�tie de

o constant�a, factorul integrant µ−1 = z(a12y+ a13z)[(a
1
1 − a22)x+ a12y+ a13z]Φ, unde Φ este din

(3.94).

Cu ajutorul acestei expresii �si a Teoremei 3.3 ob�tinem integralele prime func�tional in-

dependente (3.93) � (3.94) a sistemului (3.28). Condi�tiile (3.18) �si κ2q1 ̸≡ 0 din (3.29) �

(3.30) ne asigur�a c�a ��n acest sistem nu to�ti coe�cien�tii sunt egali cu zero. Teorema 3.19 este

demonstrat�a.

3.12. Factorul integrant Lie �si integrala general�a pentru sistemul (3.28) cu

σ1 ≡ 0 �si κ2q1 ̸≡ 0, ��n cazurile (3.19) � (3.20)

Teorema 3.20. Dac�a coe�cien�tii p�ar�tii liniare a sistemului Darboux (3.28) satisfac condi�tiilor

(3.19) cu κ2q1 ̸≡ 0 din (3.29) � (3.30), atunci integrala general�a a acestui sistem cu nota�tiile

x = x1, y = x2, z = x3 const�a din urm�atoarele dou�a integrale prime:

F1 ≡ z[−a21x+ (a11 − a33)y − a23z]
−1 = C1;

F2 ≡ z−(a11+a22−a33)[−a21x− (a22 − a33)y − a23z]
a33Φa11+a22−2a33 = C2,

(3.97)

unde

Φ = a21a
3
3(a

1
1 + a22 − a33) + 2{a21(a22g − a21h)x+ [a33g(a

1
1 + a22 − a33)−

−a11(a22g − a21h)]y + [−a23(g(a11 − a33) + a21h) + a21k(a
1
1 + a22 − a33)]z}.

(3.98)

Demonstra�tie. Presupun�and c�a coordonatele operatorului (3.23) au forma (3.68), �si re-

zolv�and sistemul (3.24) pentru sistemul diferen�tial (3.28), ob�tinem operatorii (x = x1, y =

x2, z = x3)

Y1 = [−2Wx− a33(a
2
2 − a33)]z

∂

∂x
+ [a21a

3
3 − 2Wy]z

∂

∂y
− 2Wz2

∂

∂z
,

Y2 = (V x− a23a
3
3)z

∂

∂x
+ V yz

∂

∂y
+ (a21a

3
3 + V z)z

∂

∂z
,
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Y3 = [a21a
3
3Tx+ 2a21Ux

2 + 2(a33gT − a11U)xy + a23(a
3
3T + 2Ux)z]

∂

∂x
+

+[a21a
3
3T + 2a21Ux+ 2(a33gT − a11U)y + 2a23Uz]y

∂

∂y
+

+2[a21Ux+ (a33gT − a11U)y + a23Uz]z
∂

∂z
,

Y4 = {a21a33(a33gT − a11U)x+ a33(−a11a22 + a33T )Uy+

+2a33[a
3
3g

2T − (a11g + a21h)U ]xy − a23a
3
3WTz − 2a23WUxz} ∂

∂x
+

+[−(a21)
2a33Ux+ a21a

3
3(a

3
3gT − a22U)y + 2a33[a

3
3g

2T − (a11g + a21h)U ]y
2−

−2a23UWyz]
∂

∂y
+ {2a33[a33g2T − (a11g + a21h)U ]yz − 2a23UWz2} ∂

∂z
,

Y5 = {a33[−a21a23[(a11 − a33)g + a21h] + (a21)
2kT ]x−

−a23a33(a11 − a33)Uy + a33[(a
1
1 − a33)g + a21h]V xy − a23a

3
3(a

2
3g − a21k)Tz+

+a23UV xz}
∂

∂x
+ {−a21a33(a23g − a21k)Ty + a33[(a

1
1 − a33)g+

+a21h]V y
2 + a23UV yz}

∂

∂y
+ {−(a21)

2a33Ux+ a21a
3
3(a

1
1 − a33)Uy+

a33[(a
1
1 − a33)g + a21h]V yz + a23UV z

2} ∂
∂z
,

(3.99)

unde

W = (a22 − a33)g − a21h, V = −2(a23g − a21k),

T = a11 + a22 − a33, U = a22g − a21h.
(3.100)

Ace�sti operatori formeaz�a o algebr�a Lie L5 cu ecua�tiile de structur�a

[Y1, Y2] = −a21a33Y1, [Y1, Y3] = a21a
3
3TY1,

[Y1, Y4] = a21(a
3
3)

2[(a11 − a33)g + a21h]Y1,

[Y1, Y5] = −a21a33[−
TV

2
Y1 − (T − a33)UY2 +WY3 + Y4],

[Y2, Y3] = 0, [Y2, Y4] = a21a
2
3a

3
3UY1,

[Y2, Y5] = a21a
3
3(a

2
3UY2 +

V

2
Y3 − Y5),

[Y3, Y4] = −a21a23a33TUY1,

[Y3, Y5] = a21a
3
3(−a23TUY2 −

TV

2
Y3 + TY5),

[Y4, Y5] = a21a
3
3{
a23TUV

2
Y1 + a23TUWY2 + [a23a

3
3g

2T − a23U
2−

−a21a33k[(a11 − a33)g + a21h]]Y3 − a23UY4 + a33[(a
1
1 − a33)g + a21h]Y5},

(3.101)

unde T, U, V sunt din (3.100).

Cu ajutorul operatorilor Y2 �si Y3, ce formeaz�a ��n conformitate cu (3.99) �si (3.101) o

algebr�a Lie bidimensional�a comutativ�a, ob�tinem ��n acest caz din (3.25), f�ac�and abstrac�tie de
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o constant�a, factorul integrant µ−1 = z(−a21x+(a11− a33)y− a23z)(−a21x− (a22− a33)y− a23z)Φ,

unde Φ este din (3.98).

Cu ajutorul acestei expresii �si a Teoremei 3.3 ob�tinem integralele prime func�tional in-

dependente (3.97) � (3.98) a sistemului (3.28). Condi�tiile (3.19) �si κ2q1 ̸≡ 0, din (3.29) �

(3.30), ne asigur�a c�a ��n acest sistem nu to�ti coe�cien�tii sunt egali cu zero. Teorema 3.20 este

demonstrat�a.

Teorema 3.21. Dac�a coe�cien�tii p�ar�tii liniare a sistemului Darboux (3.28) satisfac condi�tiilor

(3.20) cu κ2q1 ̸≡ 0 din (3.29) � (3.30), atunci integrala general�a a acestui sistem cu nota�tiile

x = x1, y = x2, z = x3 const�a din urm�atoarele dou�a integrale prime:

F1 ≡ (a32x− a12z)[a
3
2y + (a11 − a22)z]

−1 = C1;

F2 ≡ (a32x− a12z)
a11−a22−a33 [a32y − (a11 − a33)z]

a11Φ−2a11+a22+a33 = C2,

(3.102)

unde

Φ = a32(a
1
1 − a22 − a33)(a

1
1 + 2gx) + 2a32(a

1
2g − a33h+ a32k)y+

+2[−a12(a11 − a33)g + a11(a
1
1 − a22 − a33)h+

+a22(a
3
3h− a32k)]z.

(3.103)

Demonstra�tie. Presupun�and c�a coordonatele operatorului (3.23) au forma (3.68), �si re-

zolv�and sistemul (3.24) pentru sistemul diferen�tial (3.28), ob�tinem operatorii (x = x1, y =

x2, z = x3)

Y1 = (a11 + 2gx)(a32x− a12z)
∂

∂x
+ 2g(a32x− a12z)y

∂

∂y
+ 2g(a32x− a12z)z

∂

∂z
,

Y2 = (a11 + 2gx)(a32y + (a11 − a22)z)
∂

∂x
+ 2g(a32y + (a11 − a22)z)y

∂

∂y
+

+2g(a32y + (a11 − a22)z)z
∂

∂z
,

Y3 = (2a32Wxy + a11a
1
2Tz − 2(a22W − a11hT )xz)

∂

∂x
+

+[a11a
3
2T + 2a32Wy − 2(a22W − a11hT )z]y

∂

∂y
+ [a11a

3
2T+

+2a32Wy − 2(a22W − a11hT )z]z
∂

∂z
,
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Y4 = {−2a32(a
1
1hT + a33(a

3
3h− a32k)− a12(a

1
1 − a22)g)xy+

+a11a
1
2(a

1
1 − a22)Tz + 2(a11 − a22)[(a

1
1 − a33)(a

3
3h− a32k)− a12a

2
2g]xz}

∂

∂x
+

+{−a11a32(a22 − a33)Ty − 2a32[a
1
1hT + a33(a

3
3h− a32k)−

−a12g(a11 − a22)]y
2 − a11(a

1
1 − a22)(a

1
1 − a33)Tz + 2(a11 − a22)[(a

3
3h−

−a32k)(a11 − a33)− a12a
2
2g]yz}

∂

∂y
+ {−a11(a32)2Ty − 2a32[a

1
1hT+

+a33(a
3
3h− a32k)− a12g(a

1
1 − a22)]yz + 2(a11 − a22)[(a

3
3h− a32k)(a

1
1 − a33)−

−a12a22g]z2}
∂

∂z
,

Y5 = {−a11a32[(a11 − a33)h+ a32k]Tx+ 2a12a
3
2gWxy+

+a11a
1
2[a

1
2g + (a11 − a33)h+ a32k]Tz − 2a12g(a

2
2W − a11hT )xz}

∂

∂x
+

+[a11a
3
2(a

1
1 − a33)gTx+ a11a

1
2a

3
2gTy + 2a12a

3
2gWy2−

−a11a12(a11 − a33)gTz − 2a12g(a
2
2W − a11hT )yz]

∂

∂y
+

+[a11(a
3
2)

2gTx+ 2a12a
3
2gWyz − 2a12g(a

2
2W − a11hT )z

2]
∂

∂z
,

(3.104)

unde

W = a12g − a33h+ a32k, T = a11 − a22 − a33. (3.105)

Ace�sti operatori formeaz�a o algebr�a Lie L5 cu ecua�tiile de structur�a

a12T [Y1, Y2] = [Y1, Y4] = a12[Y2, Y3] = −T [Y3, Y4] = −a11a12a32TY2,

[Y1, Y3] = 0, [Y1, Y5] = a11a
3
2[(a

1
2g + (a11 − a33)h+ a32k)TY1 − a12gY3 + Y5,

[Y2, Y5] = a11a
3
2[−(2a11 − a22 − a33)gTY1 − [a12g + (a11 − a33)h+ a32k]TY2+

+(a11 − a22)gY3 − gY4], [Y2, Y4] = a11a
3
2(a

1
1 − a33)TY2,

[Y3, Y5] = a11a
3
2T{−[a12g + (a11 − a33)h+ a32k]TY1 + a12gY3 − Y5},

[Y4, Y5] = −a11a32T{[a12g(a11 − a22)− [(a11 − a33)h+ a32k](a
1
1 − a33)]TY1+

+a12(a
1
2g + (a11 − a33)h+ a32k)TY2 + a12(a

2
2 − a33)gY3 + a12gY4 − (a11 − a33)Y5}.

(3.106)

Cu ajutorul operatorilor Y1 �si Y3, ce formeaz�a ��n conformitate cu (3.104) �si (3.105) o

algebr�a Lie bidimensional�a comutativ�a, ob�tinem ��n acest caz din (3.25), f�ac�and abstrac�tie de

o constant�a, factorul integrant µ−1 = (a32x− a12z)[a
3
2y + (a11 − a22)z][a

3
2y − (a11 − a33)z]Φ, unde

Φ este din (3.103).

Cu ajutorul acestei expresii �si a Teoremei 3.3 ob�tinem integralele prime func�tional inde-

pendente (3.102) � (3.103) a sistemului (3.28). Condi�tiile (3.20) �si κ2q1 ̸≡ 0, din (3.29) �

(3.30), ne asigur�a c�a ��n acest sistem nu to�ti coe�cien�tii sunt egali cu zero. Teorema 3.21 este

demonstrat�a.
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3.13. Concluzii la capitolul 3

�In capitolul trei au fost supuse cercet�arii sistemele ternare cu neliniarit�a�ti polinomiale

�si un caz special, c�and sistemul diferen�tial ternar cu neliniarit�a�ti p�atratice posed�a forma de

tip Darboux. Folosind teoremele lui Lyapunov despre stabilitatea sau instabilitatea mi�sc�arii

neperturbate, au fost determinate condi�tiile centroa�n-invariante de stabilitate a mi�sc�arii

neperturbate pentru orice sistem diferen�tial ternar cu neliniarit�a�ti polinomiale, c�and p�ar�tile

reale a r�ad�acinilor ecua�tiei caracteristice sunt diferite de zero.

A fost studiat sistemul diferen�tial ternar de tip Darboux (3.28) cu neliniarit�a�ti p�atratice

la stabilitatea mi�sc�arii neperturbate, ��n cazul unei r�ad�acini nule (cazul critic) �si a dou�a

r�ad�acini pur imaginare a ecua�tiei caracteristice, precum �si integrabilitatea acestui sistem ��n

cazul r�ad�acinilor reale a acestei ecua�tii, c�and σ1, din (3.5), este identic zero. Unele cazuri

de integrabilitate a sistemului de tip Darboux (3.47) cu σ1 ̸≡ 0, din (3.5), au fost examinate

��n [34], f�ar�a a studia stabilitatea mi�sc�arii neperturbate descrise de aceste sisteme.

Vom men�tiona c�a a�sa o tratare a stabilit�a�tii mi�sc�arii neperturbate cu ajutorul algebrelor

Lie, invarian�tilor �si comitan�tilor, pentru sistemele diferen�tiale ternare, nu a mai fost ��nt�alnit�a

p�an�a ��n prezent. Deoarece aceste sisteme con�tin ��n ele unele modele matematice, ce descriu

diverse procese din via�ta cotidian�a, pentru utilizatorii efectului de stabilitate a mi�sc�arii

este mult mai u�sor s�a utilizeze aceste condi�tii, f�ar�a a intra ��n am�anuntele teoriei stabilit�a�tii

mi�sc�arii.

�Tin�and cont de rezultatele ob�tinute ��n capitolul trei, deducem urm�atoarele concluzii:

1. Pentru sistemele diferen�tiale ternare cu neliniarit�a�ti polinomiale a fost continuat

studiul invarian�tilor �si comitan�tilor mic�sti, ��nceput ��n [34] cu aplica�tii la problemele de sta-

bilitate a mi�sc�arii neperturbate descrise de aceste sisteme.

2. Pentru sistemele diferen�tiale ternare cu neliniarit�a�ti polinomiale de orice grad, ��n cazul

necritic (c�and ecua�tia caracteristic�a a p�ar�tii liniare posed�a r�ad�acini cu partea real�a nenul�a),

au fost ob�tinute condi�tiile centroa�n-invariante de stabilitate a mi�sc�arii neperturbate descrise

de aceste sisteme.

3. Au fost ob�tinute condi�tiile centroa�n-invariante de stabilitate a mi�sc�arii neperturbate

��n cazul critic, c�and ecua�tia caracteristic�a a sistemului diferen�tial ternar cu neliniarit�a�ti

p�atratice de tip Darboux posed�a o r�ad�acin�a nul�a (cazul critic), precum �si cazul a dou�a

r�ad�acini pur imaginare. �In ultimul caz a fost construit�a integrala Lyapunov, iar c�and r�ad�acina

real�a este nul�a, a fost construit�a integrala general�a.

4. Au fost construite algebrele Lie pentru sistemele diferen�tiale ternare de tip Darboux

cu neliniarit�a�ti p�atratice, pentru toate cazurile posibile descrise de identitatea cu zero a

integralei invariante σ1 ≡ 0 din (3.5). Cu ajutorul algebrelor Lie men�tionate, au fost ob�tinute

integralele generale pentru toate sistemele Darboux, ce se a��a pe varietatea σ1 ≡ 0.

Rezultatele expuse, ��n acest capitol, au fost publicate ��n [50], [49, 57].
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4. PROBLEME DE INTEGRABILITATE �SI STABILITATE PENTRU

SISTEMUL TERNAR GENERALIZAT DE TIP LYAPUNOV�DARBOUX

4.1. Forma canonic�a a sistemului generalizat ternar de tip Darboux

Vom examina sistemul diferen�tial cu neliniarit�a�ti p�atratice de forma

ẋj = ajαx
α + ajαβx

αxβ (j, α, β = 1, 3), (4.1)

unde tensorul ajαβ este simetric dup�a indicii de jos, dup�a care aici se efectueaz�a convolu�tia

total�a. Coe�cien�tii �si variabilele acestui sistem iau valori din c�ampul numerelor reale R.

Studiul sistemului general (4.1) nu este deloc simplu. De aceea vom determina o varietate

GL(3,R)�invariant�a, pe care proiec�tia sistemului (4.1) ar � mai simpl�a �si totodat�a ar � mai

aproape de unele sisteme, ce se ��nt�alnesc ��n practic�a, de exemplu, sistemul ternar Darboux

[34], sistemul Lorentz [72], sistemul dinamicii r�asp�andirii tuberculozei [63, 65] �si sistemul

SIV [66]. S�a observ�am c�a ��n aceste 4 sisteme de ecua�tii ��n partea p�atratic�a a ecua�tiei �ec�arui

sistem se repet�a unul �si acela�si factor liniar comun. De aceea �si apare problema construirii

condi�tiilor GL(3,R)�invariante, c�and p�ar�tile p�atratice ale ecua�tiilor din (4.1) au unul �si

acela�si factor liniar comun cu coe�cien�ti reali.

Consider�am matricea p�ar�tilor p�atratice a sistemului (4.1) ��n urm�atoarea form�a:

A =


a111 a112 a113 a122 a123 a133

a211 a212 a213 a222 a223 a233

a311 a312 a313 a322 a323 a333

 .

Not�am prin ∆ijk minorul de ordinul trei al matricei A, ce este construit pe coloanele

diferite i, j, k ale ei, unde 1 ≤ i, j, k ≤ 6. Ob�tinem 20 de minori diferi�ti ai acestei matrici ce

au urm�atoarele expresii:

∆125 = −a123a212a311 + a112a
2
23a

3
11 + a123a

2
11a

3
12 − a111a

2
23a

3
12 − a112a

2
11a

3
23 + a111a

2
12a

3
23;

∆126 = −a133a212a311 + a112a
2
33a

3
11 + a133a

2
11a

3
12 − a111a

2
33a

3
12 − a112a

2
11a

3
33 + a111a

2
12a

3
33;

∆134 = −a122a213a311 + a113a
2
22a

3
11 + a122a

2
11a

3
13 − a111a

2
22a

3
13 − a113a

2
11a

3
22 + a111a

2
13a

3
22;

∆135 = −a123a213a311 + a113a
2
23a

3
11 + a123a

2
11a

3
13 − a111a

2
23a

3
13 − a113a

2
11a

3
23 + a111a

2
13a

3
23;

∆136 = −a133a213a311 + a113a
2
33a

3
11 + a133a

2
11a

3
13 − a111a

2
33a

3
13 − a113a

2
11a

3
33 + a111a

2
13a

3
33;

∆145 = −a123a222a311 + a122a
2
23a

3
11 + a123a

2
11a

3
22 − a111a

2
23a

3
22 − a122a

2
11a

3
23 + a111a

2
22a

3
23;

∆146 = −a133a222a311 + a122a
2
33a

3
11 + a133a

2
11a

3
22 − a111a

2
33a

3
22 − a122a

2
11a

3
33 + a111a

2
22a

3
33;

∆156 = −a133a223a311 + a123a
2
33a

3
11 + a133a

2
11a

3
23 − a111a

2
33a

3
23 − a123a

2
11a

3
33 + a111a

2
23a

3
33;

∆234 = −a122a213a312 + a113a
2
22a

3
12 + a122a

2
12a

3
13 − a112a

2
22a

3
13 − a113a

2
12a

3
22 + a112a

2
13a

3
22;
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∆235 = −a123a213a312 + a113a
2
23a

3
12 + a123a

2
12a

3
13 − a112a

2
23a

3
13 − a113a

2
12a

3
23 + a112a

2
13a

3
23;

∆236 = −a133a213a312 + a113a
2
33a

3
12 + a133a

2
12a

3
13 − a112a

2
33a

3
13 − a113a

2
12a

3
33 + a112a

2
13a

3
33;

∆245 = −a123a222a312 + a122a
2
23a

3
12 + a123a

2
12a

3
22 − a112a

2
23a

3
22 − a122a

2
12a

3
23 + a112a

2
22a

3
23;

∆246 = −a133a222a312 + a122a
2
33a

3
12 + a133a

2
12a

3
22 − a112a

2
33a

3
22 − a122a

2
12a

3
33 + a112a

2
22a

3
33;

∆256 = −a133a223a312 + a123a
2
33a

3
12 + a133a

2
12a

3
23 − a112a

2
33a

3
23 − a123a

2
12a

3
33 + a112a

2
23a

3
33;

∆345 = −a123a222a313 + a122a
2
23a

3
13 + a123a

2
13a

3
22 − a113a

2
23a

3
22 − a122a

2
13a

3
23 + a113a

2
22a

3
23;

∆346 = −a133a222a313 + a122a
2
33a

3
13 + a133a

2
13a

3
22 − a113a

2
33a

3
22 − a122a

2
13a

3
33 + a113a

2
22a

3
33;

∆356 = −a133a223a313 + a123a
2
33a

3
13 + a133a

2
13a

3
23 − a113a

2
33a

3
23 − a123a

2
13a

3
33 + a113a

2
23a

3
33;

∆456 = −a133a223a322 + a123a
2
33a

3
22 + a133a

2
22a

3
23 − a122a

2
33a

3
23 − a123a

2
22a

3
33 + a122a

2
23a

3
33.

(4.2)

�In [34] s-a ar�atat c�a comitantul p5 = aαδpa
β
nqa

γ
λrx

δxηxλεpqrεαβγ poate � scris cu ajutorul

minorilor (4.2) ��n felul urm�ator:

f ≡ 1

6
p5 = ∆123(x

1)3 + (∆125 −∆134)(x
1)2x2 + (∆126 −∆135)(x

1)2x3+

+(∆145 −∆234)x
1(x2)2 + (∆146 − 2∆235)x

1x2x3 + (∆156 −∆236)x
1(x3)2+

+∆245(x
2)3 + (∆246 +∆345)(x

2)2x3 + (∆256 +∆346)x
2(x3)2 +∆356(x

3)3,

(4.3)

unde��n p5 trivectorii unitate au coordonatele ε
123 = −ε132 = ε312 = −ε321 = ε231 = −ε213 = 1

�si εpqr = 0 (ε123 = −ε132 = ε312 = −ε321 = ε231 = −ε213 = 1 �si εαβγ = 0).

Observ�am c�a ��n f din (4.3), lipsesc minorii ∆124,∆136,∆145.

Se poate veri�ca cu ajutorul contravarian�tilor din [34]

r2 = aαmpa
β
nqa

γ
lruαuβuγε

mnlεpqr, r3 = aαmpa
β
nqa

γ
lγuαuβurε

mnlεpqr,

r5 = aαmpa
β
nγa

γ
βquαulurε

mnlεpqr, r6 = aαmpa
β
nβa

γ
γquαulurε

mnlεpqr,
(4.4)

c�a expresia

F = ∆456(u1)
3 + (∆346 − 2∆256)(u1)

2u2 + (∆156 + 2∆236)u1(u2)
2 −∆136(u2)

3+

+(∆246 − 2∆345)(u1)
2u3 + (−∆146 − 4∆235)u1u2u3 + (∆126 + 2∆135)(u2)

2u3+

+(∆145 + 2∆234)u1(u3)
2 + (−∆134 − 2∆125)u2(u3)

2 +∆124(u3)
3,

(4.5)

con�tine minorii ∆124,∆136,∆145, unde 6F = 3(r3 − r5 + r6)− r2.

Urm�and [73] putem constata c�a expresiile (4.3) �si (4.5) sunt analogul comitantului f �si

contravariantului F calcula�ti de Hermite pentru trei forme ternare p�atratice diferite.

Consider�am forma ternar�a cubic�a

φ = aαβγx
αxβxγ (α, β, γ = 1, 2, 3), (4.6)
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unde coe�cien�tii aαβγ sunt simetrici dup�a indicii de jos, dup�a care aici se efectueaz�a convolu�tia

total�a.

Fie expresia (4.6) dat�a sub forma simbolic�a a lui Aronhold [70], care se va scrie

φ = (ax)3 = (bx)3 = (cx)3 = (dx)3 = · · · , (4.7)

unde

a = (a1, a2, a3), b = (b1, b2, b3), c = (c1, c2, c3), d = (d1, d2, d3) (4.8)

sunt vectorii ideali paraleli [70]. De exemplu, ��nscrierea (ax) ��nseamn�a (ax) = a1x
1 + a2x

2 +

a3x
3. Celelalte nota�tii (bx), (cx), (dx) se scriu ��n mod similar.

Din [70], cu ajutorul ��nscrierii (4.7), examin�am expresia

Sφ =
1

24
[abc][abd][acd][bcd]. (4.9)

Utiliz�and (4.8), egalitatea (4.9) se va scrie ��n felul urm�ator:

Sφ =
1

24

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3

b1 b2 b3

c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3

b1 b2 b3

d1 d2 d3

∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3

c1 c2 c3

d1 d2 d3

∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣
b1 b2 b3

c1 c2 c3

d1 d2 d3

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
=

1

24
(a1b2c3 + a2b3c1 + a3b1c2 − a3b2c1 − a1b3c2 − a2b1c3)·

·(a1b2d3 + a2b3d1 + a3b1d2 − a3b2d1 − a1b3d2 − a2b1d3)·

·(a1c2d3 + a2c3d1 + a3c1d2 − a3c2d1 − a1c3d2 − a2c1d3)·

·(b1c2d3 + b2c3d1 + b3c1d2 − b3c2d1 − b1c3d2 − b2c1d3).

(4.10)

Compar�and ��nscrierile formei φ din (4.6) �si (4.7) ob�tinem rela�tiile

a31 = b31 = c31 = d31 = a111;

a21a2 = b21b2 = c21c2 = d21d2 = a112;

a1a
2
2 = b1b

2
2 = c1c

2
2 = d1d

2
2 = a122;

a32 = b32 = c32 = d32 = a222;

a1a2a3 = b1b2b3 = c1c2c3 = d1d2d3 = a123;

a21a3 = b21b3 = c21c3 = d21d3 = a113;

a1a
2
3 = b1b

2
3 = c1c

2
3 = d1d

2
3 = a133;

a22a3 = b22b3 = c22c3 = d22d3 = a223;

a2a
2
3 = b2b

2
3 = c2c

2
3 = d2d

2
3 = a233;

a33 = b33 = c33 = d33 = a333.

(4.11)
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Substituind egalit�a�tile (4.11) ��n (4.10) avem

Sφ = (a123)
4 − 2a122(a123)

2a133 + (a122)
2(a133)

2 + a113a123a133a222−

−a112(a133)2a222 − 2a113(a123)
2a223 − a113a122a133a223 + 3a112a123a133a223+

+(a113)
2(a223)

2 − a111a133(a223)
2 + 3a113a122a123a233 − 2a112(a123)

2a233−

−a112a122a133a233 − (a113)
2a222a233 + a111a133a222a233 − a112a113a223a233+

+a111a123a223a233 + (a112)
2(a233)

2 − a111a122(a233)
2 − a113(a122)

2a333+

+a112a122a123a333 + a112a113a222a333 − a111a123a222a333 − (a112)
2a223a333+

+a111a122a223a333,

(4.12)

unde aαβγ sunt coe�cien�tii formei (4.6).

Cu ajutorul expresiei (4.12) vom calcula Sf �si SF , unde f �si F sunt respectiv comitantul

�si contravariantul de tip Hermite pentru sistemul (4.1), ob�tinu�ti ��n (4.3) �si (4.5).

Compar�and (4.3) �si (4.6), pentru f avem

a111 = ∆123, a112 =
1

3
(∆125 −∆134), a122 =

1

3
(∆145 −∆234), a222 = ∆245,

a123 =
1

6
(∆146 − 2∆235), a113 =

1

3
(∆126 −∆135), a133 =

1

3
(∆156 −∆236),

a223 =
1

3
(∆246 +∆345), a233 =

1

3
(∆256 +∆346), a333 = ∆356.

(4.13)

Introduc�and expresiile (4.13) ��n (4.12) ob�tinem

1296Sf = (∆146 − 2∆235)
4 − 8(∆145 −∆234)(∆146 − 2∆235)

2(∆156 −∆236)+

+16(∆145 −∆234)
2(∆156 −∆236)

2 + 24(∆126 −∆135)(∆146 − 2∆235)(∆156 −∆236)∆245−

−48(∆125 −∆134)(∆156 −∆236)
2∆245 − 8(∆126 −∆135)(∆146 − 2∆235)

2(∆246 +∆345)−

−16(∆126 −∆135)(∆145 −∆234)(∆156 −∆236)(∆246 +∆345)+

+24(∆125 −∆134)(∆146 − 2∆235)(∆156 −∆236)(∆246 +∆345)+

+ 16(∆126 −∆135)
2(∆246 +∆345)

2 − 48∆123(∆156 −∆236)(∆246 +∆345)
2+

+24(∆126 −∆135)(∆145 −∆234)(∆146 − 2∆235)(∆256 +∆346)−

−8(∆125 −∆134)(∆146 − 2∆235)
2(∆256 +∆346)−

−16(∆125 −∆134)(∆145 −∆234)(∆156 −∆236)(∆256 +∆346)−

−48(∆126 −∆135)
2∆245(∆256 +∆346) + 144∆123(∆156 −∆236)∆245(∆256 +∆346)−

−16(∆125 −∆134)(∆126 −∆135)(∆246 +∆345)(∆256 +∆346)+

+24∆123(∆146 − 2∆235)(∆246 +∆345)(∆256 +∆346) + 16(∆125 −∆134)
2(∆256 +∆346)

2−
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−48∆123(∆145 −∆234)(∆256 +∆346)
2 − 48(∆126 −∆135)(∆145 −∆234)

2∆356+

+24(∆125 −∆134)(∆145 −∆234)(∆146 − 2∆235)∆356+

+144(∆125 −∆134)(∆126 −∆135)∆245∆356 − 216∆123(∆146 − 2∆235)∆245∆356−

−48(∆125 −∆134)
2(∆246 +∆345)∆356 + 144∆123(∆145 −∆234)(∆246 +∆345)∆356.

(4.14)

Compar�and (4.5) cu (4.6), pentru F avem

a111 = ∆456, a112 =
1

3
(∆346 − 2∆256), a122 =

1

3
(∆156 + 2∆236), a222 = −∆136,

a123 =
1

6
(−∆146 − 4∆235), a113 =

1

3
(∆246 − 2∆345), a133 =

1

3
(∆145 + 2∆234),

a223 =
1

3
(∆126 + 2∆135), a233 =

1

3
(−∆134 − 2∆125), a333 = ∆124.

(4.15)

Introduc�and expresiile (4.15) ��n (4.12) ob�tinem

1296SF = (−∆146 − 4∆235)
4 − 8(∆145 + 2∆234)(−∆146 − 4∆235)

2(∆156 + 2∆236)−

−24∆136(∆145 + 2∆234)(−∆146 − 4∆235)(∆246 − 2∆345)−

−8(∆126 + 2∆135)(−∆146 − 4∆235)
2(∆246 − 2∆345)−

−16(∆126 + 2∆135)(∆145 + 2∆234)(∆156 + 2∆236)(∆246 − 2∆345)+

+24(−2∆125 −∆134)(−∆146 − 4∆235)(∆156 + 2∆236)(∆246 − 2∆345)−

−48∆124(∆156 + 2∆236)
2(∆246 − 2∆345) + 16(∆126 + 2∆135)

2(∆246 − 2∆345)
2+

+48(−2∆125 −∆134)∆136(∆246 − 2∆345)
2 + 16(∆145 + 2∆234)

2(∆156 + 2∆236)
2+

+48∆136(∆145 + 2∆234)
2(−2∆256 +∆346)+

+24(∆126 + 2∆135)(∆145 + 2∆234)(−∆146 − 4∆235)(−2∆256 +∆346)−

−8(−2∆125 −∆134)(−∆146 − 4∆235)
2(−2∆256 +∆346)−

−16(−2∆125 −∆134)(∆145 + 2∆234)(∆156 + 2∆236)(−2∆256 +∆346)+

+24∆124(−∆146 − 4∆235)(∆156 + 2∆236)(−2∆256 +∆346)−

−16(−2∆125 −∆134)(∆126 + 2∆135)(∆246 − 2∆345)(−2∆256 +∆346)−

−144∆124∆136(∆246 − 2∆345)(−2∆256 +∆346)+

+16(−2∆125 −∆134)
2(−2∆256 +∆346)

2−

−48∆124(∆126 + 2∆135)(−2∆256 +∆346)
2 − 48(∆126 + 2∆135)

2(∆145 + 2∆234)∆456−

−144(−2∆125 −∆134)∆136(∆145 + 2∆234)∆456+

+24(−2∆125 −∆134)(∆126 + 2∆135)(−∆146 − 4∆235)∆456+

+216∆124∆136(−∆146 − 4∆235)∆456 − 48(−2∆125 −∆134)
2(∆156 + 2∆236)∆456+

+144∆124(∆126 + 2∆135)(∆156 + 2∆236)∆456.

(4.16)
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�In baza formulei R = SF − 16Sf din [73], despre rezultantul a trei forme p�atratice

ternare, cu ajutorul lui (4.14) �si (4.16) ob�tinem c�a rezultantul R a p�ar�tilor p�atratice din

membrii drep�ti ai sistemului (4.1) are forma

1296R = (−∆146 − 4∆235)
4 − 8(∆145 + 2∆234)(−∆146 − 4∆235)

2(∆156 + 2∆236)−

−24∆136(∆145 + 2∆234)(−∆146 − 4∆235)(∆246 − 2∆345)+

+16(∆145 + 2∆234)
2(∆156 + 2∆236)

2 − 8(∆126 + 2∆135)(−∆146 − 4∆235)
2(∆246 − 2∆345)−

−16(∆126 + 2∆135)(∆145 + 2∆234)(∆156 + 2∆236)(∆246 − 2∆345)+

+24(−2∆125 −∆134)(−∆146 − 4∆235)(∆156 + 2∆236)(∆246 − 2∆345)−

−48∆124(∆156 + 2∆236)
2(∆246 − 2∆345) + 16(∆126 + 2∆135)

2(∆246 − 2∆345)
2+

+48(−2∆125 −∆134)∆136(∆246 − 2∆345)
2 + 48∆136(∆145 + 2∆234)

2(−2∆256 +∆346)+

+24(∆126 + 2∆135)(∆145 + 2∆234)(−∆146 − 4∆235)(−2∆256 +∆346)−

−8(−2∆125 −∆134)(−∆146 − 4∆235)
2(−2∆256 +∆346)−

−16(−2∆125 −∆134)(∆145 + 2∆234)(∆156 + 2∆236)(−2∆256 +∆346)+

+24∆124(−∆146 − 4∆235)(∆156 + 2∆236)(−2∆256 +∆346)−

−16(−2∆125 −∆134)(∆126 + 2∆135)(∆246 − 2∆345)(−2∆256 +∆346)−

−144∆124∆136(∆246 − 2∆345)(−2∆256 +∆346) + 16(−2∆125 −∆134)
2(−2∆256 +∆346)

2−

−48∆124(∆126 + 2∆135)(−2∆256 +∆346)
2 − 48(∆126 + 2∆135)

2(∆145 + 2∆234)∆456−

−144(−2∆125 −∆134)∆136(∆145 + 2∆234)∆456 + 216∆124∆136(−∆146 − 4∆235)∆456+

+24(−2∆125 −∆134)(∆126 + 2∆135)(−∆146 − 4∆235)∆456−

−48(−2∆125 −∆134)
2(∆156 + 2∆236)∆456 + 144∆124(∆126 + 2∆135)(∆156 + 2∆236)∆456−

−16((∆146 − 2∆235)
4 − 8(∆145 −∆234)(∆146 − 2∆235)

2(∆156 −∆236)+

+16(∆145 −∆234)
2(∆156 −∆236)

2 + 24(∆126 −∆135)(∆146 − 2∆235)(∆156 −∆236)∆245−

−48(∆125 −∆134)(∆156 −∆236)
2∆245 − 8(∆126 −∆135)(∆146 − 2∆235)

2(∆246 +∆345)−

−16(∆126 −∆135)(∆145 −∆234)(∆156 −∆236)(∆246 +∆345)+

+24(∆125 −∆134)(∆146 − 2∆235)(∆156 −∆236)(∆246 +∆345)+

+16(∆126 −∆135)
2(∆246 +∆345)

2 − 48∆123(∆156 −∆236)(∆246 +∆345)
2+

+24(∆126 −∆135)(∆145 −∆234)(∆146 − 2∆235)(∆256 +∆346)−

−8(∆125 −∆134)(∆146 − 2∆235)
2(∆256 +∆346)−

−16(∆125 −∆134)(∆145 −∆234)(∆156 −∆236)(∆256 +∆346)−

−48(∆126 −∆135)
2∆245(∆256 +∆346) + 144∆123(∆156 −∆236)∆245(∆256 +∆346)−
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−16(∆125 −∆134)(∆126 −∆135)(∆246 +∆345)(∆256 +∆346)+

+24∆123(∆146 − 2∆235)(∆246 +∆345)(∆256 +∆346)−

−48∆123(∆145 −∆234)(∆256 +∆346)
2 − 48(∆126 −∆135)(∆145 −∆234)

2∆356+

+24(∆125 −∆134)(∆145 −∆234)(∆146 − 2∆235)∆356+

+16(∆125 −∆134)
2(∆256 +∆346)

2 + 144(∆125 −∆134)(∆126 −∆135)∆245∆356−

−216∆123(∆146 − 2∆235)∆245∆356 − 48(∆125 −∆134)
2(∆246 +∆345)∆356+

+144∆123(∆145 −∆234)(∆246 +∆345)∆356).

(4.17)

�In a�sa fel urm�and [73] a fost demonstrat�a

Teorema 4.1. Pentru ca p�ar�tile p�atratice din membrii drep�ti ai sistemului (4.1) s�a con�tin�a

un factor liniar comun este necesar �si su�cient ca rezultantul R din (4.17) s�a �e egal cu zero.

Presupunem c�a p�ar�tile p�atratice din membrii drep�ti ai sistemului (4.1) au forma

P2 = a1αβx
αxβ, Q2 = a2αβx

αxβ, R2 = a3αβx
αxβ (α, β = 1, 2, 3), (4.18)

�si se descompun ��ntr-un produs de doi factori liniari, dintre care unul este comun. Putem

considera ��n calitate de a�sa factor expresia (px), i.e.

P2 = (px)(qx), Q2 = (px)(sx), R2 = (px)(nx), (4.19)

unde

p = (p1, p2, p3), q = (q1, q2, q3), s = (s1, s2, s3), n = (n1, n2, n3) (4.20)

sunt vectorii adev�ara�ti [70].

�In form�a desf�a�surat�a, din (4.18) � (4.20) ob�tinem

P2 = p1q1(x
1)2 + (p1q2 + p2q1)x

1x2 + (p1q3 + p3q1)x
1x3 + p2q2(x

2)2+

+(p2q3 + p3q2)x
2x3 + p3q3(x

3)2,

Q2 = p1s1(x
1)2 + (p1s2 + p2s1)x

1x2 + (p1s3 + p3s1)x
1x3 + p2s2(x

2)2+

+(p2s3 + p3s2)x
2x3 + p3s3(x

3)2,

R2 = p1n1(x
1)2 + (p1n2 + p2n1)x

1x2 + (p1n3 + p3n1)x
1x3 + p2n2(x

2)2+

+(p2n3 + p3n2)x
2x3 + p3n3(x

3)2.

(4.21)

Compar�and expresiile ob�tinute ��n (4.21) cu cele din (4.18), g�asim respectiv

a111 = p1q1, a112 =
1

2
(p1q2 + p2q1), a113 =

1

2
(p1q3 + p3q1), a122 = p2q2, a123 =

1

2
(p2q3 + p3q2),

a133 = p3q3, a211 = p1s1, a212 =
1

2
(p1s2 + p2s1), a213 =

1

2
(p1s3 + p3s1), a222 = p2s2,
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a223 =
1

2
(p2s3 + p3s2), a233 = p3s3, a311 = p1n1, a312 =

1

2
(p1n2 + p2n1),

a313 =
1

2
(p1n3 + p3n1), a322 = p2n2, a323 =

1

2
(p2n3 + p3n2), a333 = p3n3.

Substituind aceste expresii ��n (4.2), apoi ��n (4.17), dup�a calculele efectuate ob�tinem

R = 0. S�a observ�am, c�a dac�a (px) este factor comun doar ��n dou�a expresii din (4.19), atunci

parcurg�and calea de mai sus ob�tinem din (4.17) c�a R ̸= 0.

Nota 4.1. �In conformitate cu nota�tiile (4.18), rezultantul p�ar�tilor p�atratice (4.17) a mem-

brilor drep�ti ai sistemului (4.1) ��l vom scrie astfel

R = Rez(P2, Q2, R2). (4.22)

Fie

ψ = aαβx
αxβ (α, β = 1, 2, 3) (4.23)

o form�a ternar�a p�atratic�a, unde coe�cien�tii aαβ ∈ R sunt simetrici dup�a indicii de jos dup�a

care aici se efectueaz�a convolu�tia total�a.

Este cunoscut din [70] c�a determinantul acestei forme este

det(φ) = |aαβ| =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣∣. (4.24)

Remarca 4.1. [70]. Dac�a determinantul (4.24) a formei ternare p�atratice (4.23) este

egal cu zero, atunci aceast�a form�a se descompune ��ntr-un produs de doi factori liniari cu

coe�cien�ti imaginari sau reali.

Nota 4.2. �In conformitate cu nota�tiile (4.18), determinan�tii p�ar�tilor p�atratice (4.24) a mem-

brilor drep�ti ai sistemului (4.1) ��i vom scrie ��n felul urm�ator:

D1 = det(P2), D2 = det(Q2), D3 = det(R2). (4.25)

U�sor se poate veri�ca

Propozi�tia 4.1. Dac�a forma ternar�a (4.23) se descompune ��n doi factori liniari cu coe�cien�ti

imaginari, atunci coe�cien�tii numerici de pe l�ang�a acelea�si variabile ��n ambii factori sunt

conjuga�ti.

Lema 4.1. Rezultantul R din (4.17) sau (4.22) a p�ar�tilor p�atratice din membrii drep�ti ai

sistemului (4.1) este un invariant centroa�n (��n raport cu grupul GL(3,R)) al acestui sistem.
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Demonstra�tie. S�a observ�am c�a rezultantul (4.17) satisface egalit�a�tile

D
(2)
1 (R) = D

(2)
2 (R) = D

(2)
3 (R) = −4R,D

(2)
i = 0 (i = 4, 9),

unde D
(2)
j (j = 1, 9) sunt operatorii Lie de reprezentare a grupului GL(3,R) ��n spa�tiul

coe�cien�tilor p�ar�tilor p�atratice a sistemului (4.1) din [34].

Conform Teoremei 6.1 din [34], egalit�a�tile de mai sus ne demonsreaz�a c�a R este un

invariant al grupului GL(3,R). Lema 4.1 este demonstrat�a.

Teorema 4.2. Fie fF ̸≡ 0 pentru f din (4.3) �si F din (4.5). Atunci pentru ca ��n p�ar�tile

p�atratice (4.18) a membrilor drep�ti ai sistemului (4.1) s�a existe un factor comun cu coe�cien�ti

reali este necesar �si su�cient s�a se satisfac�a urm�atoarele condi�tii invariante (��n raport cu

grupul centroa�n GL(3,R)):

r2|
u2 = 0
u3 = 0

= r2|
u1 = 0
u3 = 0

= r2|
u1 = 0
u2 = 0

= 0,
(4.26)

R = Rez(P2, Q2, R2) = 0, (4.27)

unde r2 = D1(u1)
3 + D2(u2)

3 + D3(u3)
3 + · · · este din (4.4) cu Di (i = 1, 2, 3) din (4.25),

iar R din (4.17) cu P2, Q2 �si R2 din (4.18).

Demonstra�tie. Observ�am c�a egalt�a�tile (4.26) ne garanteaz�a egalitatea determinan�tilor (4.25)

cu zero, ceea ce induce, conform Remarcei 4.1, la reprezentarea p�ar�tilor p�atratice P2, Q2, R2

din (4.18) ��n form�a de produs de factori liniari. Deoarece condi�tiile (4.26) se con�tin ��n

contravariantul r2 din (4.4), rezult�a c�a ele sunt invariante.

Condi�tia (4.27) ne garanteaz�a c�a P2, Q2 �si R2 din (4.18) au un factor comun. Conform

Lemei 4.1, aceast�a condi�tie este invariant�a.

Vom ar�ata c�a acest factor comun con�tine coe�cien�ti reali. Dac�a presupunem contrariul,

atunci conform Propozi�tiei 4.1 ��n cazul factorului liniar cu coe�cien�ti imaginari cel�alalt factor

are coe�cien�ti conjuga�ti. �Si prin urare, din (4.19), rezult�a c�a cel pu�tin dou�a polinoame sunt

propor�tionale. Aceasta implic�a ca to�ti minorii (4.2) ai matricei A s�a �e egali cu zero �si, prin

urmare, suntem ��n contrazicere cu fF ̸≡ 0. Teorema 4.2 este demonstrat�a.

Corolarul 4.1. �In condi�tiile Teoremei 4.2, sistemul (4.1) printr-o transformare centroa�n�a,

poate � adus la forma

ẋ1 = a1αx
α + x1(q1x

1 + q2x
2 + q3x

3),

ẋ2 = a2αx
α + x1(s1x

1 + s2x
2 + s3x

3),

ẋ3 = a3αx
α + x1(n1x

1 + n2x
2 + n3x

3).

(4.28)
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Demonstra�tie. �In condi�tiile Teoremei 4.2, sistemul (4.1) va avea forma

ẋ1 = a1αx
α + (px)(qx),

ẋ2 = a2αx
α + (px)(rx),

ẋ3 = a3αx
α + (px)(nx).

(4.29)

Deoarece ��n acest sistem cel pu�tin doi dintre factori (qx), (rx), (nx) nu sunt propor�tionali

��ntre ei �si ��n acela�si timp cu (px), atunci efectu�and substitu�tia, de exemplu

x1 = (px), x2 = (rx), x3 = (nx)

��n sistemul (4.29) ob�tinem sistemul (4.28), ��n care pentru x1, x2, �si x3 s-au p�astrat nota�tiile

ini�tiale. Corolarul 4.1 este demonstrat.

Remarca 4.2. Ree�sind din forma sistemului (4.1) �si (4.28) ultimul poate � scris ��n felul

urm�ator:

ẋ1 = a1αx
α + x1(a111x

1 + 2a112x
2 + 2a113x

3) ≡ P,

ẋ2 = a2αx
α + x1(a211x

1 + 2a212x
2 + 2a213x

3) ≡ Q,

ẋ3 = a3αx
α + x1(a311x

1 + 2a312x
2 + 2a313x

3) ≡ R.

(4.30)

Acest sistem ��l vom numi forma canonic�a a sistemului diferen�tial ternar generalizat de

tip Darboux cu neliniarit�a�ti p�atratice.

4.2. Algebra Lie admis�a de sistemul generalizat ternar de tip Darboux

Pentru simplitate, la determinarea algebrei Lie admis�a de sistemul (4.30), vom introduce

nota�tiile x1 = x, x2 = y, x3 = z.

Consider�am ecua�tiile determinante (3.24) pentru sistemul (4.30)

ξ1xP + ξ1yQ+ ξ1zR = ξ1Px + ξ2Py + ξ3Pz +D(P ),

ξ2xP + ξ2yQ+ ξ2zR = ξ1Qx + ξ2Qy + ξ3Qz +D(Q),

ξ3xP + ξ3yQ+ ξ3zR = ξ1Rx + ξ2Ry + ξ3Rz +D(R),

(4.31)

unde

D = η1
∂

∂a11
+ η2

∂

∂a12
+ η3

∂

∂a13
+ η4

∂

∂a111
+ η5

∂

∂a112
+ η6

∂

∂a113
+ η7

∂

∂a21
+ η8

∂

∂a22
+

+η9
∂

∂a23
+ η10

∂

∂a211
+ η11

∂

∂a212
+ η12

∂

∂a213
+ η13

∂

∂a31
+ η14

∂

∂a32
+ η15

∂

∂a33
+ η16

∂

∂a311
+

+η17
∂

∂a312
+ η18

∂

∂a313
,

(4.32)
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P,Q,R sunt din (4.30) �si ηj (j = 1, 18) sunt func�tii de la parametrii a11, a
1
2, a

1
3, a

2
1, a

2
2, a

2
3,

a31, a
3
2, a

3
3, a

1
11, a

1
12, a

1
13, a

2
11, a

2
12, a

2
13, a

3
11, a

3
12, a

3
13.

Vom considera

ξi = Aix+Biy + Ciz, (i = 1, 2, 3), (4.33)

unde Ai, Bi, C i sunt parametrii nedetermina�ti.

Scriem operatorul

X = ξ1
∂

∂x
+ ξ2

∂

∂y
+ ξ3

∂

∂z
+D, (4.34)

unde ξ1, ξ2, ξ3 sunt din (4.33), iar D din (4.32).

Rezolv�and sistemul ecua�tiilor determinante (4.31) cu operatorii (4.32), (4.34) cu coordo-

natele (4.33) ob�tinem 7 operatori liniari independen�ti

X1 = x
∂

∂x
+ a12

∂

∂a12
+ a13

∂

∂a13
− a111

∂

∂a111
− a21

∂

∂a21
− 2a211

∂

∂a211
− a212

∂

∂a212
− a213

∂

∂a213
−

−a31
∂

∂a31
− 2a311

∂

∂a311
− a312

∂

∂a312
− a313

∂

∂a313
,

X2 = y
∂

∂y
− a12

∂

∂a12
− a112

∂

∂a112
+ a21

∂

∂a21
+ a23

∂

∂a23
+ a211

∂

∂a211
+ a213

∂

∂a213
−

−a32
∂

∂a32
− a312

∂

∂a312
,

X3 = z
∂

∂z
− a13

∂

∂a13
− a113

∂

∂a113
− a23

∂

∂a23
− a213

∂

∂a213
+ a31

∂

∂a31
+ a32

∂

∂a32
+

+a311
∂

∂a311
+ a312

∂

∂a312
,

X4 = x
∂

∂y
− a12

∂

∂a11
− 2a112

∂

∂a111
+ (a11 − a22)

∂

∂a21
+ a12

∂

∂a22
+ a13

∂

∂a23
+

+(a111 − 2a212)
∂

∂a211
+ a112

∂

∂a212
+ a113

∂

∂a213
− a32

∂

∂a31
− 2a312

∂

∂a311
,

X5 = z
∂

∂y
− a12

∂

∂a13
− a112

∂

∂a113
+ a31

∂

∂a21
+ a32

∂

∂a22
+ (−a22 + a33)

∂

∂a23
+ a311

∂

∂a211
+

+a312
∂

∂a212
+ (−a212 + a313)

∂

∂a213
− a32

∂

∂a33
− a312

∂

∂a313
,

X6 = x
∂

∂z
− a13

∂

∂a11
− 2a113

∂

∂a111
− a23

∂

∂a21
− 2a213

∂

∂a211
+ (a11 − a33)

∂

∂a31
+ a12

∂

∂a32
+

+a13
∂

∂a33
+ (a111 − 2a313)

∂

∂a311
+ a112

∂

∂a312
+ a113

∂

∂a313
,

X7 = y
∂

∂z
− a13

∂

∂a12
− a113

∂

∂a112
− a23

∂

∂a22
− a213

∂

∂a212
+ a21

∂

∂a31
+ (a22 − a33)

∂

∂a32
+

+a23
∂

∂a33
+ a211

∂

∂a311
+ (a212 − a313)

∂

∂a312
+ a213

∂

∂a313
.

(4.35)
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Tab. 4.1: Tabelul comutatorilor operatorilor X1, . . . , X7

X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7

X1 0 0 0 X4 0 X6 0

X2 0 0 0 −X4 −X5 0 X7

X3 0 0 0 0 X5 −X6 −X7

X4 −X4 X4 0 0 0 0 X6

X5 0 X5 −X5 0 0 −X4 X3 −X2

X6 −X6 0 X6 0 X4 0 0

X7 0 −X7 X7 −X6 X2 −X3 0 0

Ob�tinem o algebr�a Lie L7 de dimensiunea �sapte. Aceast�a algebr�a se descompune ��ntr-o

sum�a direct�a L7 = L6 ⊕ Z, unde Z = {X1 +X2 +X3} este centrul algebrei men�tionate.

Introducem nota�tiile

Y1 = X2, Y2 = X3, Y3 = X4, Y4 = X5, Y5 = X6, Y6 = X7, Y7 = X1 +X2 +X3.

Algebra Lie L7 < X1, . . . , X7 > cu Tabelul 4.1 al comutatorilor este izomorf�a algebrei

Lie L7 < Y1, . . . , Y7 > cu urm�atorul tabel al comutatorilor

Tabelul 4.2: Tabelul comutatorilor operatorilor Y1, . . . , Y7

Y1 Y2 Y3 Y4 Y5 Y6 Y7

Y1 0 0 −Y3 −Y4 0 Y6 0

Y2 0 0 0 Y4 −Y5 −Y6 0

Y3 Y3 0 0 0 0 Y5 0

Y4 Y4 −Y4 0 0 −Y3 Y2 − Y1 0

Y5 0 Y5 0 Y3 0 0 0

Y6 −Y6 Y6 −Y5 Y1 − Y2 0 0 0

Y7 0 0 0 0 0 0 0

�si cu constantele de structur�a

C3
13 = −1, C4

14 = −1, C6
16 = 1, C4

24 = 1, C5
25 = −1, C6

26 = −1, C5
36 = 1,

C3
45 = −1, C2

46 = 1, C1
46 = −1.

(4.36)

Din Tabelul 4.2 avem L7 < Y1, . . . , Y7 >= L6 < Y1, . . . , Y6 > ⊕{Y7}.
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Vom examina algebra L6 = {Y1, . . . , Y6}. Determin�am forma lui Killing

K < X, Y >= tr((ad(X))(ad(Y ))), (4.37)

unde pentru X,Y ∈ L6 avem

(ad(X)) =



0 0 0 −x6 0 x4

0 0 0 x6 0 −x4

−x3 0 x1 −x5 x4 0

−x4 x4 0 x1 − x2 0 0

0 −x5 x6 0 x2 −x3

x6 −x6 0 0 0 −x1 + x2


, (4.38)

(ad(Y )) =



0 0 0 −y6 0 y4

0 0 0 y6 0 −y4

−y3 0 y1 −y5 y4 0

−y4 y4 0 y1 − x2 0 0

0 −y5 y6 0 y2 −y3

y6 −y6 0 0 0 −y1 + y2


. (4.39)

Folosind constantele de structur�a (4.36), cu ajutorul matricilor (4.38) �si (4.39) �si egalit�a�tii

(4.37) ob�tinem forma lui Killing

K < X, Y >= 5x6y4 + 5x4y6 + 3x1y1 + 3x2y2 − 2x1y2 − 2x2y1,

pentru care avem detK < X, Y >= 0.

G�asim comutan�tii

L
(1)
6 = [L6, L6] = {Y1 − Y2, Y3, Y4, Y5, Y6},

L
(2)
6 = [L

(1)
6 , L

(1)
6 ] = {Y1 − Y2, Y3, Y4, Y5, Y6} = L

(1)
6 .

Deci, lan�tul comutan�tilor algebrei L6 se stabilizeaz�a pe idealul L
(1)
6 . Atunci putem scrie

L6 ⊃ L
(1)
6 = L

(2)
6 = . . .

Prin urmare L6 nu este rezolubil�a.
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4.3. Integralele polinomial-exponen�tiale de grad nu mai mare ca doi pentru

forma canonic�a a sistemului generalizat ternar de tip Lyapunov-Darboux

Consider�am sistemul

ẋ = −λy + x(g1x+ 2h1y + 2k1z),

ẏ = λx+ x(g2x+ 2h2y + 2k2z),

ż = y + nz + x(g3x+ 2h3y + 2k3z),

(4.40)

unde σ1 ̸≡ 0 din (3.5), λ2 = L2,3 > 0, n ≡ −L1,3 ̸= 0, iar L2,3 �si L1,3 sunt din (3.8).

S�a observ�am c�a pentru acest sistem se satisfac condi�tiile Lemei 3.7 �si (4.27).

Atunci pentru σ1 ̸≡ 0 din (3.5), sistemul (4.40) ��l vom numi forma canonic�a a sistemului

diferen�tial generalizat de tip Lyapunov-Darboux, ce corespunde sistemului ternar (4.1).

Men�tion�am c�a acest sistem ��n unele condi�tii are ca proiec�tii sistemul de tip Darboux [34],

sistemul Lorentz [72], sistemul dinamicii r�asp�andirii tuberculozei [63,65] �si sistemul SIV [66].

Urm�and [72] vom examina integrala prim�a polinomial-exponen�tial�a a sistemului (4.40)

de forma F = F2(x, y, z)e
µt, unde

F2(x, y, z) ≡ a+ b1x+ b2y + b3z + c1x
2 + c2y

2 + c3z
2 + 2c4xy + 2c5xz + 2c6yz.

�In virtutea sistemului (4.40) putem scrie

dF

dt
=
∂F

∂x
· dx
dt

+
∂F

∂y
· dy
dt

+
∂F

∂z
· dz
dt

+
∂F

∂t
≡

≡ [aµ+ (b2λ+ b1µ)x+ (b3 − b1λ+ b2µ)y + b3(n+ µ)z+

+(b1g1 + b2g2 + b3g3 + 2c4λ+ c1µ)x
2 + 2(c5 + b1h1 + b2h2 + b3h3 − c1λ+ c2λ+ c4µ)xy+

+2(b1k1+ b2k2+ b3k3+ c5n+ c6λ+ c5µ)xz+(2c6−2c4λ+ c2µ)y
2+2(c3+ c6n− c5λ+ c6µ)yz+

+c3(2n+ µ)z2 + 2(c1g1 + c4g2 + c5g3)x
3 + 2(c4g1 + c2g2 + c6g3 + 2c1h1 + 2c4h2 + 2c5h3)x

2y+

+2(c5g1 + c6g2 + c3g3 + 2c1k1 + 2c4k2 + 2c5k3)x
2z + 4(c4h1 + c2h2 + c6h3)xy

2+

+4(c5h1 + c6h2 + c3h3 + c4k1 + c2k2 + c6k3)xyz + 4(c5k1 + c6k2 + c3k3)xz
2]eµt.

Pentru ca F s�a �e integral�a prim�a este necesar �si su�cient s�a se realizeze rela�tia dF
dt

≡ 0.

Astfel ob�tinem un sistem din 16 ecua�tii algebrice cu 20 necunoscute (a, µ, bi, cj, gi, hi, ki,

i = 1, 3, j = 1, 6)

aµ = 0; b2λ+ b1µ = 0; b3 − b1λ+ b2µ = 0; b3(n+ µ) = 0;

b1g1 + b2g2 + b3g3 + 2c4λ+ c1µ = 0;

c5 + b1h1 + b2h2 + b3h3 − c1λ+ c2λ+ c4µ = 0;

b1k1 + b2k2 + b3k3 + c5n+ c6λ+ c5µ = 0; 2c6 − 2c4λ+ c2µ = 0;
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c3 + c6n− c5λ+ c6µ = 0; c3(2n+ µ) = 0; c1g1 + c4g2 + c5g3 = 0;

c4g1 + c2g2 + c6g3 + 2c1h1 + 2c4h2 + 2c5h3 = 0;

c5g1 + c6g2 + c3g3 + 2c1k1 + 2c4k2 + 2c5k3 = 0;

c4h1 + c2h2 + c6h3 = 0; c5h1 + c6h2 + c3h3 + c4k1 + c2k2 + c6k3 = 0;

c5k1 + c6k2 + c3k3 = 0.

(4.41)

Not�am cu v = (−λ, λ, 1, n, g1, h1, k1, g2, h2, k2, g3, h3, k3) vectorul coe�cien�tilor sistemului
(4.40). Rezolv�and sistemul (4.41) ob�tinem

Teorema 4.3. Integralele prime polinomial-exponen�tiale de gradul nu mai mare ca doi a

sistemului Lyaponuv-Darboux (4.40), date de vectorul v, au urm�atoarele expresii:

(1) v = (−λ, λ, 1, n, 0, h1, 0,−2h1, 0, 0, g3, h3, k3);

F = a+ c2x
2 + c2y

2;

(2) v = (−λ, λ, 1, n,−2(h2 + k3), h1,
1
2λ
(−k3(n2 + 2λ2) + h1nλ− 2h2λ

2), 0, h2, 0,

4
k3(n2+2λ2)−h1nλ+2h2λ2k3λ(h2 + k3),− 2

k3(n2+2λ2)−h1nλ+2h2λ2k3(h2n+ h1λ), k3);

F = − 1

λ2(k3(n2 + 2λ2)− λ(h1n− 2h2λ))
(−yλ2h1(h1n− 2h2λ)(y + nz)+

+yλ(2λ(k3 + h2)(h1n− 2h2λ) + k23n
2)(x+ zλ) + (k3(k3n

2y − n2λ− 2λ3)+

+λ2(h1n− 2h2λ))(ny + n2z + xλ+ zλ2) + 2h2k3yλn(nx− yλ)))e−nt;

(3) v = (−λ, λ, 1, n,− 1
λ
(g3(n

2 + λ2) + 2h2λ), h1,− 1
λ
(h2 + k3)(n

2 + λ2), 0, h2, 0, g3,

− 1
n2+λ2 (2h2n+ h1λ), k3);

F =
1

λ2
(2h2y + λ)(ny + n2z + xλ+ zλ2)e−nt;

(4) v = (−λ, λ, 1, n, 0, 0, 0,− 1
nλ
(−h2n2+(g3λ−h3n)(n2+λ2)), h2,−k3

n
(n2+λ2), g3, h3, k3);

F =
1

λ2
(h2nx

2 + h3x
2(n2 + λ2) + nyλ+ n2zλ+ xλ2 + zλ3)e−nt;

(5) v = (−λ, λ, 1, n,−2(h2 + k3),
1

2nλ(n2+λ2)
(k3(n

4 + 5n2λ2 + 4λ4) + k1λ(3n
2 + 4λ2) +

4h2λ
2(n2+λ2)), k1,− n

λ(n2+λ2)
((h2+k3)(n

2+λ2)+k1λ), h2, 0,
1

2k1λ2(n2+λ2)2
(k21n

2λ2+h2k1(n
4λ+

n2λ3) + k3(h2 + k3)(−n6 − 6n4λ2 − 9n2λ4 − 4λ6)), 1
2k1nλ(n2+λ2)

(−h2k1n2λ+ k3((k3 + h2)(n
4 +

5n2λ2 + 4λ4) + k1k3(3n
2λ+ 4λ3))), k3);

F = − 1

2k1nλ3(n2 + λ2)
((h2k3 + k23)((n

2 + 2λ2)(n4x2 − 4xyλn3 + 4n2y2λ2) + n2x2λ4−

−4nxyλ5 + 4y2λ6) + k1(n
2 + λ2)(2k3(n

2x2λ+ 2y2λn2 − 2nxyλ2 + 4y2λ3+

+2n3yzλ+ 2yzλ3n)− 2(nxλ3 + zλ4n+ n3zλ2 + n2yλ2) + h2(n
2x2λ−

−4nxyλ2 + 4y2λ3)) + k21λ
2(n2x2 + 4(y2 + nyz)(n2 + λ2)))e−nt;
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(6) v = (−λ, λ, 1, n,−2(h2 + k3),
1

g3nλ
(g3k3(n

2 + 2λ2)− 4k3λ(h2 + k3) + 2g3h2λ
2),

− 2
g3
k3(h2 + k3), 0, h2, 0, g3,

1
2nλ

(−g3(n2 + 2λ2) + 4k3λ), k3);

F = − 1

g3nλ2
(−4yλk3(h2 + k3)(y + nz) + g23y(nx− yλ)(n2 + λ2) + g3(−nλ(ny + xλ)−

−nzλ(n2 + λ2) + 2h2yλ(−nx+ yλ) + 2k3((n
2 + λ2)(y2 + nyz)− yλ(nx− yλ))))e−nt;

(7) v = (−λ, λ, 1, n,−2h2,
2
n
h2λ, 0, g2, h2, 0,− n

(n2+λ2)(2h2(n2+2λ2)+g2nλ)
(g2h2n

2 + g22nλ +

(4h2h3λ− g2h3n)(n
2 + λ2)), h3, 0);

F =
1

nλ(2h2(n2 + 2λ2) + g2nλ)
((g2h2nx

2 − 4h22y
2λ+ 4h22nxy + 2h2n

2y + 2h2nxλ)(n
2 + 2λ2)+

+(g2h3n
2x2 − 4h2h3ny

2λ+ g2n
2zλ+ 4h2h3n

2xy)(n2 + λ2) + 2h2n
5z + g2n

2λ(ny + xλ)+

+2h2nzλ
2(3n2 + 2λ2))e−nt;

(8) v = (−λ, λ, 1, n, g1, h1, k1, 1
n
(−g3(n2+λ2)−g1λ), 1

n
(−h3(n2+λ2)−h1λ), 1

n
(−k3(n2+

λ2)− k1λ), g3, h3, k3);

F =
1

λ
(ny + n2z + xλ+ zλ2)e−nt;

(9) v = (−λ, λ, 1, n,− 1
λ
(g2n + g3(n

2 + λ2)),− 1
λ
(h2n + h3(n

2 + λ2), k1, g2, h2,− 1
n
(k1λ +

k3(n
2 + λ2)), g3, h3, k3);

F =
1

λ
(ny + n2z + xλ+ zλ2)e−nt;

(10) v = (−λ, λ, 1, n, 2
n
g2λ,

2
n
h2λ, 0, g2, h2, 0,− 1

nλ(n2+λ2)
((h2n+g2λ)(n

2+2λ2)+h3n
2(n2+

λ2)), h3, 0);

F = − 1

nλ2(n2 + 4λ2)
((n2x2 − 4nxyλ+ 4y2λ2)(h2(n

2 + 2λ2) + h3n(n
2 + λ2))−

−(n2yλ+ nxλ2)(n2 + 4λ2)− n5zλ− 5n3zλ3 − 4nzλ5)e−nt;

(11) v = (−λ, λ, 1, n, 2
n
g2λ,

2
n
h2λ, k1, g2, h2,

k1n
2λ
, g3,

1
n2(n2+λ2)

(−h2n3 − g2n
2λ − g3n

3λ −
2h2nλ

2 − 2g2λ
3 − g3nλ

3),− k1
2λ(n2+λ2)

(n2 + 2λ2));

F =
1

n2λ(n2 + 4λ2)
((x2n2 − 4nxyλ+ 4y2λ2)(g2(n

2 + 2λ2) + g3n(n
2 + λ2))+

+(n3y + xλn2)(n2 + 4λ2)(n2 + 4λ2) + n6z + 5n4zλ2 + 4n2zλ4)e−nt.
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4.4. Integrale prime polinomial-exponen�tiale pentru sistemul dinamicii

r�asp�andirii tuberculozei

Dinamica r�asp�andirii epidemiei tuberculozei [63, 64], reprezint�a un model matematic, ��n

care, ��ntreaga popula�tie este divizat�a ��n:

� popula�tia sensibil�a (S);

� popula�tia purt�atoare de infec�tie latent�a (L);

� popula�tia cu tuberculoz�a activ�a (T).

Aceast�a dinamic�a este de�ninit�a de urm�atorul sistemul de ecua�tii:

dS

dt
= τ − µS − βST ≡ P,

dL

dt
= −δL− µL+ (1− p)βST ≡ Q,

dT

dt
= δL− (µ+ ν)T + pβST ≡ R.

(4.42)

Descrierea succint�a a variabilelor �si a parametrilor sistemului (4.42) este dat�a ��n Tabelul 4.3:

Tabelul 4.3. Variabilele �si parametrii sistemului (4.42)

M�arimea Descrierea

S(t) num�arul persoanelor sensibile la momentul t

L(t) num�arul persoanelor infectate la momentul t

T (t) num�arul persoanelor infec�tioase la momentul t

λ(t) for�ta infec�tiei pe cap de locuitor la momentul t

τ a�ux de tineri

µ medie a mortalit�a�tii din cauze nu legate de TB

p probabilitate de progresie rapid�a a bolii

δ constant�a a vitezei de reactivare a infec�tiei TB

ν mortalitatea suplimentar�a cauzat�a de TB activ�a

β coe�cient de transfer a infec�tiei TB

Consider�am ecua�tiile determinante [34] ale sistemului (4.42).

ξ1SP + ξ1LQ+ ξ1TR = ξ1PS + ξ2PL + ξ3PT +D(P ),

ξ2SP + ξ2LQ+ ξ2TR = ξ1QS + ξ2QL + ξ3QT +D(Q),

ξ3SP + ξ3LQ+ ξ3TR = ξ1RS + ξ2RL + ξ3RT +D(R),

(4.43)

unde

D = η1 ∂
∂τ

+ η2 ∂
∂β

+ η3 ∂
∂µ

+ η4 ∂
∂δ

+ η5 ∂
∂ν

+ η6 ∂
∂p (4.44)
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iar P,Q,R din (4.42) �si ηj (j = 1, 9)) � func�tiile de la parametrii τ, β, µ, δ, ν, p. Vom scrie

ξi = Ai + Ai
α + Ai

αβx
αxβ, (i, α, β = 1, 3) (4.45)

unde Ai, Ai
α, A

i
αβ sunt parametrii nedetermina�ti, �si

x1 = L, x2 = S, x3 = T. (4.46)

C�aut�am integrala prim�a, de forma

Iq(S, L, T, t) = Pq(S, L, T )e
λt (q ≤ 2), (4.47)

unde

Pq(S, L, T ) = a+ bS + cL+ dT + eS2 + fL2 + gT 2 + 2hSL+ 2kST + 2lLT. (4.48)

Egalit�a�tile (4.43) trebuie s�a se realizeze pentru orice valori L, S, T . Astfel, ob�tinem

urm�atoarele 57 de ecua�tii:

A3
11β = 0, A3

12β = 0, A2
11β = 0, (2A1

11 − A1
12 − A2

12 − A3
13 + A1

12p− A1
13p)β = 0,

(A1
12 − 2A1

22 − A2
22 − A3

23 + 2A1
22p− A1

23p)β = 0, A2
13β = 0, A2

33β = 0,

A3
22(−1 + p)β = 0, −A1

12δ + A1
13δ − A1

12µ+ A2
11µ = 0, A3

22β = 0,

(A1
13 − A1

23 − A2
23 − A3

33 + A1
23p− 2A1

33p)β = 0, A2β − A1
3µ+ A2

3µ− A1
3ν + A1

13τ = 0,

A3
1β − 2A1

22δ + A1
23δ − 2A1

11µ− 2A1
22µ+ A2

12µ = 0, A3
2β − A1

12µ+ A2
22µ = 0,

A2
1β − A1

23δ + 2A1
33δ − A1

13µ− A1
23µ+ A2

13µ− A1
13ν = 0,

−A1
1β + A1

2β + A2
2β + A3

3β − A1
2pβ + A1

3pβ + η2 − A1
13µ− A1

23µ+ A2
23µ− A1

23ν = 0,

2A2
3β − 2A1

33µ+ A2
33µ− 2A1

33ν = 0, −A1
2δ + A1

3δ − A1
2µ+ A2

1µ+ 2A1
11τ = 0,

A3β + η3 − A1
1µ+ A2

2µ+ A1
12τ = 0, (2A2

11 + A3
13 − A2

13p− A3
13p)β = 0,

−η1 + A2µ+ A1
1τ = 0, (A2

12 − A2
22 + A3

23 + A2
22p− A2

23p− A3
23p)β = 0,

(A2
13 + A3

33 − 2A2
33p− A3

33p)β = 0, A1
11δ − A2

12δ + A2
13δ + A1

11µ− A2
12µ = 0,

−A3
1β + A3

1pβ + A1
12δ − 2A2

22δ + A2
23δ + A1

12µ− 2A2
11µ− 2A2

22µ = 0, A2
11(−1 + p)β = 0,

−A2
1β + A2

1pβ + A1
13δ − A2

23δ + 2A2
33δ + A1

13µ− A2
13µ− A2

23µ− A2
13ν = 0,

−A2
1β − A3

3β + A2
3pβ + A3

3pβ + A1
23δ − η2 + pη2 + βη6 + A1

23µ− A2
13µ− A2

23µ− A2
23ν = 0,

−A2
3β + A2

3pβ + A1
33δ + A1

33µ− 2A2
33µ− 2A2

33ν = 0, A3
12(−1 + p)β = 0,

−A3
2β + A3

2pβ + A1
22δ + A1

22µ− A2
12µ = 0, A2

33(−1 + p)β = 0, A3
11(−1 + p)β = 0,
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A1
1δ − A2

2δ + A2
3δ + η3 + η4 + A1

1µ− A2
2µ+ 2A2

11τ = 0, A3
12pβ = 0, A3

22pβ = 0,

A1δ + A1µ+ A2
1τ = 0, (2A3

11 − A3
12 + A2

12p+ A3
12p)β = 0, −A3

11pβ = 0,

(A3
12 − 2A3

22 + A2
22p+ 2A3

22p)β = 0, (A3
13 − A3

23 + A2
23p+ A3

23p− A3
33p)β = 0,

−A3
1β + A3

2β − A2
2pβ − A3

2pβ − A1
23δ − pη2 − βη6 − A3

13µ = 0,

−A2
1pβ − A1

13δ − A3
23δ + 2A3

33δ − A3
23µ = 0, A2

33pβ = 0, A2
11pβ = 0,

−A1
11δ − A3

12δ + A3
13δ + A3

11µ− A3
12µ+ A3

11ν = 0, A2
13pβ = 0,

−A3
1pβ − A1

12δ − 2A3
22δ + A3

23δ − 2A3
11µ+ A3

12µ− 2A3
22µ+ A3

12ν = 0,

−A2β + A2pβ + A1
3δ + A1

3µ− A2
3µ− A2

3ν + A2
13τ = 0, A2

13(−1 + p)β = 0,

−A3β + A3pβ + A1
2δ + A1

2µ− A2
1µ+ A2

12τ = 0, −A2pβ − A1
3δ + η3 + η5 + A3

13τ = 0,

−A2
3pβ − A1

33δ − A3
33µ− A3

33ν = 0, −A3
2pβ − A1

22δ − A3
12µ+ A3

22µ+ A3
22ν = 0,

−A3pβ − A1
2δ − A3

1µ+ A32µ+ A32ν + A3
12τ = 0, −A1δ + A3µ+ A3ν + A3

1τ = 0,

−A1
1δ − A3

2δ + A3
3δ − η4 + A3

1µ− A3
2µ+ A3

1ν + 2A3
11τ = 0. (4.49)

�In continuare, to�ti parametrii sistemului (4.42) ��i vom presupune diferi�ti de zero, deoarece

noi avem derivatele dup�a parametrii din operatorul D din (4.44).

�In condi�tia c�and parametrii sistemului (4.42) sunt diferi�ti de zero, solu�tia sistemului (4.49)

este

A3
11 = A3

12 = A3
22 = A2

11 = A2
13 = A2

33 = A3
13 = A3

33 = A2
22 = A2

12 = A3
2 = A1

11 = A1
33 =

= A2
3 = A1

22 = A1
12 = A1

13 = A3 = A1
3 = A2 = 0,

A3
23 =

A3
1pβ
δ

, A2
1 =

A1
23δ + A1

23µ
β

, A3
1 = −A

1
23δ
β

, A1 = −A
1
23τ
β

,

A2
23 = −A1

23 + A1
23p, A1

2 =
A1

23µ

β
, η3 = −η5, η6 =

−A2
2pβ − pη2

β
, (4.50)

η5 = −A11µ+ A2
2µ, η4 = −A11δ + A2

2δ − 2A1
1µ+ 2A2

2µ,

η2 = A1
1β − A2

2β − A3
3β + A1

23µ+ A1
23ν, η1 = A1

1τ,

A1
1 =

(A2
2β − A2

2pβ + A3
3pβ − A1

23pµ− A1
23pν

β
, A2

2 =
A3

3β − A1
23µ− A1

23ν

β
.

Consider�am operatorul

X = ξ1
∂

∂S
+ ξ1

∂

∂L
+ ξ3

∂

∂T
, (4.51)

unde ξ1, ξ1, ξ3 sunt din (4.45), iar D din (4.44).
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�In condi�tiile (4.50) �si lu�and ��n considera�tie (4.46), ob�tinem

X = A3
3(S

∂

∂S
+ L

∂

∂L
+ T

∂

∂T
− β

∂

∂β
+ τ

∂

∂τ
) + A1

23((−
τ

β
− ν

β
S + ST )

∂

∂S
+

+[
δ − ν

β
L+ (p− 1)ST ]

∂

∂L
− (

δ

β
L+ pST )

∂

∂T
+ (µ+ ν)

∂

∂β
− τ

β
(µ+ ν)

∂

∂τ
),

(4.52)

Din (4.52) ob�tinem 2 operatori liniari independen�ti.

Teorema 4.4. Sistemul (4.42) admite o algebr�a Lie bidimensionaal�a necomutativ�a de oper-

atori, ce au forma:

X1 = S
∂

∂S
+ L

∂

∂L
+ T

∂

∂T
+D1,

X2 = (− τ
β
− ν
β
S + ST ) ∂

∂S
+ [δ − ν

β
L+ (p− 1)ST ] ∂

∂L
− ( δ

β
L+ pST ) ∂

∂T
+D2, (4.53)

unde

D1 = −β ∂
∂β

+ τ ∂
∂τ

; D2 = (µ+ ν) ∂
∂β

− τ
β
(µ+ ν) ∂

∂τ
, (4.54)

ecua�tia de structur�a a c�areia este [X1, X2] = X2.

Analiz�am matricea format�a din termenii expresiilor (4.54). Rangul acestei matrici este 1,

iar sistemul (4.42) are n− 1 invarian�ti, unde n - num�arul de parametri ai sistemului (4.42).

Deci avem 5 invarian�ti. Se observ�a c�a expresiile

U1 = βτ, U2 = µ, U3 = ν, U4 = δ, U5 = p, (4.55)

sunt invarian�ti ai sistemului (4.42), iar

D1(Ui) = D2(Ui) = 0, (i = 1, 5).

�In continuare presupunem c�a Ui (i = 1, 4) din (4.55), sunt diferi�ti de zero. Aceasta ne

garanteaz�a existen�ta p�ar�tii p�atratice ST �si a termeului liber τ , iar condi�tia µνδ ̸= 0 rezult�a

din sensul lor medical.

Determin�am coordonatele vectorului (τ, β, µ, δ, ν, p), ce con�tine parametrii sistemului

(4.42), c�and invarian�tii Ui (i = 1, 4) din (4.55) sunt diferi�ti de zero, iar integrala prim�a

are forma (4.47).

Coe�cien�tii polinomului (4.48) �si parametrul λ sunt reali �si necunoscu�ti. Cu ajutorul

expresiilor (4.47)�(4.48), din identitatea

dIq
dt

=
∂Iq
∂S

· dS
dt

+
∂Iq
∂L

· dL
dt

+
∂Iq
∂T

· dT
dt

+
∂Iq
∂t

≡ 0; (q ≤ 2),
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��n virtutea sistemului (4.42), ob�tinem urm�atorul sistem de ecua�tii polinomiale

λa+ τb = 0, 2τe+ (λ− µ)b = 0, 2τh− µc+ δ(d− c) + λc = 0,

2τk + (λ− µ− ν)d = 0, (λ− 2µ)e = 0, −2µf + 2δ(l − f) + λf = 0,

(λ− 2µ− 2ν)g = 0, 2µh+ δ(h− k)− λh = 0, (2µ+ ν)l − δ(g − l)− λl = 0,

β(−b+ c− cp+ dp) + 2(λ− 2µ− ν)k = 0, β(e− h+ hp− kp) = 0,

β(k − l − gp+ lp) = 0, β(f − h− fp+ lp) = 0.

(4.56)

Rezolv�and sistemul (4.56), ob�tinem

Teorema 4.5. Dac�a invarian�tii U1 �si U2 din (4.55), ��n raport cu grupul continuu de trans-

form�ari determinat de operatorii (4.53)�(4.54) sunt diferi�ti de zero, atunci acest sistem,

cu vectorul (τ, β, µ, δ, ν, p) perametrilor ce-i con�tine, posed�a urm�atoarele integrale prime de

forma (4.47)�(4.48) conform Tabelului 4.4.

Tabelul 4.4. Integralele prime ale sistemului (4.42) c�and q = 2

(τ, β, µ, δ, ν, p) Integralele prime

(τ, β, µ, pν, ν, p) I
(1)
1 = (L+ p−1

p
T )et(µ+ν)

(τ, β, µ, δ, ν, 1) I
(2)
1 = Let(δ+µ)

(τ, β, µ,−µ, ν, 1) I
(1)
2 = a+ L(c+ fL)

(τ, β, µ,−pµ,−µ, p) I
(2)
2 = a+ (L+ p−1

p
T )(c+ f(L+ p−1

p
T ))

(τ, µ(ν
2−µ2)
ντ

, µ,−ν, ν, 0) I
(3)
2 = ((ν2−µ2)((L+S)2+2T (L+S))/(2µτ)+

+(L+ S + T ) + Tν/µ− Sν2/µ2−
−τ/(2µ) + ν2τ/(2µ3))e2tµ

�In continuare, vom examina integrala prima c�and q = 3

Iq(S, L, T, t) = Pq(S, L, T )e
λt, (4.57)

unde

Pq(S, L, T ) = a+ bS + cL+ dT + eS2 + fL2 + gT 2 + 2hSL+ 2kST + 2lLT+

+mS3 + 3nS2L+ 3oS2T + 3qSL2 + 3rSLT + 3sST 2+

+uL3 + 3vL2T + 3wLT 2 + zT 3.

(4.58)

Coe�cien�tii polinomului (4.58) �si parametrul λ sunt reali �si sunt necunoscu�ti. Datorit�a

expresiei
dIq
dt

=
∂Iq
∂S

· dS
dt

+
∂Iq
∂L

· dL
dt

+
∂Iq
∂T

· dT
dt

+
∂Iq
∂t

≡ 0 (q = 3),
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�si ��n virtutea sistemului (4.42), ob�tinem urm�atorul sistem de ecua�tii polinomiale:

λa+ τb = 0, (λ− µ)b+ 2τe = 0, (−δ + λ− µ)c+ δd+ 2τh = 0,

(λ− µ− ν)d+ 2kτ = 0, (λ− 2µ)e+ 3τm = 0,

(−2δ + λ− 2µ)f + 2δl + 3τq = 0, (λ− 3µ)m = 0,

(λ− 2µ− 2ν)g + 3τs = 0, (δ − λ+ 2µ)h− δk − 3τn = 0,

−βb+ (1− p)βc+ βdp+ 2(λ− 2µ− ν)k + 6τo = 0,

δg + 2(λ− δ − 2µ− ν)l + 3τr = 0, (−3δ + λ− 3µ)u+ 3δv = 0,

(λ− 3µ− 3ν)z = 0, (δ − λ+ 3µ)n− δo = 0,

2β(−e+ (1− p)h+ kp) + 3(λ− 3µ− ν)o = 0, (2δ − λ+ 3µ)q − rδ = 0,

2β((1− p)f − h+ lp) + 3((λ− 3µ− ν − δ)r + 2δs) = 0,

2(−k + (1− p)l + gp)β + 3(λ− 3µ− 2ν)s = 0,

(2δ − λ+ 3µ+ ν)v − 2δw = 0, (δ − λ+ 3µ+ 2ν)w − δz = 0,

m− n+ pn− po = 0, 2n− 2q + 2pq − pr = 0, 2o− r + pr − 2ps = 0,

q − u+ pu− pv = 0, r − 2v + 2pv − 2pw = 0, s− w + pw − pz = 0.

(4.59)

Rezolv�and sistemul (4.59), ob�tinem urm�atoarele integrale:

Tabelul 4.5. Integralele prime ale sistemului (4.42) c�and q = 3

(τ, β, µ, δ, ν, p) Integralele prime

(τ, β, µ,−µ, ν, 1) I
(1)
3 = L(c+ fL+ L2u)

(τ, β, µ, δ, ν, 1) I
(2)
3 = 1

p3
(ap3 + cp2(Lp− T + pT )+

+ f(Lp− T + pT )2 + u(Lp− T + pT )3.

4.5. Seria Lyapunov de determinare a stabilit�a�tii mi�sc�arii neperturbate pentru

sistemul diferen�tial ternar cu neliniarit�a�ti p�atratice ��n cazul critic

Vom examina sistemul diferen�tial ternar (3.21), pe care ��l vom scrie ��n form�a desf�a�surat�a,

��n felul urm�ator:

dx

dt
= gx+ hy + kz + a1x

2 + a2y
2 + a3z

2 + 2a4xy + 2a5xz + 2a6yz,

dy

dt
= px+ qy + rz + b1x

2 + b2y
2 + b3z

2 + 2b4xy + 2b5xz + 2b6yz,

dz

dt
= sx+my + nz + c1x

2 + c2y
2 + c3z

2 + 2c4xy + 2c5xz + 2c6yz,

(4.60)

unde g, h, k,m, n, p, q, r, s, ai, bi, ci(i = 1, 6) sunt coe�cien�ti reali arbitrari.
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Conform Lemei 3.4, sistemul (4.60), printr-o transformare centroa�n�a, poate � adus la

un sistem diferen�tial critic de forma

dx

dt
= a1x

2 + a2y
2 + a3z

2 + 2a4xy + 2a5xz + 2a6yz,

dy

dt
= px+ qy + rz + b1x

2 + b2y
2 + b3z

2 + 2b4xy + 2b5xz + 2b6yz,

dz

dt
= sx+my + nz + c1x

2 + c2y
2 + c3z

2 + 2c4xy + 2c5xz + 2c6yz.

(4.61)

Analiz�am ecua�tiile necritice (vezi Remarca 2.4 �si Teorema 2.3)

px+ qy + rz + b1x
2 + b2y

2 + b3z
2 + 2b4xy + 2b5xz + 2b6yz = 0,

sx+my + nz + c1x
2 + c2y

2 + c3z
2 + 2c4xy + 2c5xz + 2c6yz = 0.

(4.62)

Din prima ecua�tie, a ultimei rela�tii, ��l exprim�am pe y, iar din a doua pe z

y = −p
q
x− r

q
z − b1

q
x2 − b2

q
y2 − b3

q
z2 − 2

b4
q
xy − 2

b5
q
xz − 2

b6
q
yz,

z = − s

n
x− m

n
y − c1

n
x2 − c2

n
y2 − c3

n
z2 − 2

c4
n
xy − 2

c5
n
xz − 2

c6
n
yz.

(4.63)

Vom c�auta pe y �si z ca func�tii olomorfe de x. Atunci putem scrie

y(x) = A1x+ A2x
2 + A3x

3 + A4x
4 + A5x

5 + A6x
6 + A7x

7 + A8x
8+

+A9x
9 + A10x

10 + · · · ,

z(x) = B1x+B2x
2 +B3x

3 +B4x
4 +B5x

5 +B6x
6 +B7x

7 +B8x
8+

+B9x
9 +B10x

10 + · · ·

(4.64)

Substituind (4.64) ��n (4.63), ob�tinem

A1x+ A2x
2 + A3x

3 + A4x
4 + A5x

5 + A6x
6 + A7x

7 + A8x
8 + A9x

9 + A10x
10 + · · · =

= −p
q
x− r

q
(B1x+B2x

2 +B3x
3 +B4x

4 +B5x
5 +B6x

6 +B7x
7 +B8x

8 +B9x
9+

+B10x
10 + · · · )− b1

q
x2 − b2

q
(A1x+ A2x

2 + A3x
3 + A4x

4 + A5x
5 + A6x

6 + A7x
7+

+A8x
8 + A9x

9 + A10x
10 + · · · )2 − b3

q
(B1x+B2x

2 +B3x
3 +B4x

4 +B5x
5 +B6x

6+

+B7x
7 +B8x

8 +B9x
9 +B10x

10 + · · · )2 − 2
b4
q
x(A1x+ A2x

2 + A3x
3 + A4x

4 + A5x
5+

+A6x
6 + A7x

7 + A8x
8 + A9x

9 + A10x
10 + · · · )− 2

b5
q
x(B1x+B2x

2 +B3x
3 +B4x

4+

+B5x
5 +B6x

6 +B7x
7 +B8x

8 +B9x
9 +B10x

10 + · · · )− 2
b6
q
(A1x+ A2x

2 + A3x
3+

+A4x
4 + A5x

5 + A6x
6 + A7x

7 + A8x
8 + A9x

9 + A10x
10 + · · · )(B1x+B2x

2 +B3x
3+

+B4x
4 +B5x

5 +B6x
6 +B7x

7 +B8x
8 +B9x

9 +B10x
10 + · · · ),
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B1x+B2x
2 +B3x

3 +B4x
4 +B5x

5 +B6x
6 +B7x

7 +B8x
8 +B9x

9 +B10x
10 + · · · =

= − s

n
x− m

n
(A1x+ A2x

2 + A3x
3 + A4x

4 + A5x
5 + A6x

6 + A7x
7 + A8x

8 + A9x
9+

+A10x
10 + · · · )− c1

n
x2 − c2

n
(A1x+ A2x

2 + A3x
3 + A4x

4 + A5x
5 + A6x

6 + A7x
7+

+A8x
8 + A9x

9 + A10x
10 + · · · )2 − c3

n
(B1x+B2x

2 +B3x
3 +B4x

4 +B5x
5 +B6x

6+

+B7x
7 +B8x

8 +B9x
9 +B10x

10 + · · · )2 − 2
c4
n
x(A1x+ A2x

2 + A3x
3 + A4x

4 + A5x
5+

+A6x
6 + A7x

7 + A8x
8 + A9x

9 + A10x
10 + · · · )− 2

c5
n
x(B1x+B2x

2 +B3x
3 +B4x

4

++B5x
5 +B6x

6 +B7x
7 +B8x

8 +B9x
9 +B10x

10 + · · · )− 2
c6
n
(A1x+ A2x

2 + A3x
3+

+A4x
4 + A5x

5 + A6x
6 + A7x

7 + A8x
8 + A9x

9 + A10x
10 + · · · )(B1x+B2x

2 +B3x
3+

+B4x
4 +B5x

5 +B6x
6 +B7x

7 +B8x
8 +B9x

9 +B10x
10 + · · · ).

De aici ob�tinem

A1 =
rs− np

nq −mr
, B1 =

mp− qs

nq −mr
;

A2 = − 1

nq −mr
[b1n− c1r + 2(b4n− c4r)A1 + 2(b5n− c5r)B1 + (b2n− c2r)A

2
1+

+2(b6n− c6r)A1B1 + (b3n− c3r)B
2
1 ],

B2 = − 1

nq −mr
[−b1m+ c1q − 2(b4m− c4q)A1 − 2(b5m− c5q)B1 − (b2m− c2q)A

2
1−

−2(b6m− c6q)A1B1 − (b3m− c3q)B
2
1 ],

A3 = − 2

nq −mr
[(b4n− c4r)A2 + (b5n− c5r)B2 + (b2n− c2r)A1A2+

+(b6n− c6r)(A1B2 + A2B1) + (b3n− c3r)B1B2],

B3 = − 2

nq −mr
[(−b4m+ c4q)A2 + (−b5m+ c5q)B2 + (−b2m+ c2q)A1A2+

+(−b6m+ c6q)(A1B2 + A2B1) + (−b3m+ c3q)B1B2],

A4 = − 1

nq −mr
[2(b4n− c4r)A3 + 2(b5n− c5r)B3 + (b2n− c2r)(2A1A3 + A2

2)+

+2(b6n− c6r)(A1B3 + A2B2 + A3B1) + (b3n− c3r)(2B1B3 +B2
2)],

B4 = − 1

nq −mr
[−2(b4m− c4q)A3 − 2(b5m− c5q)B3 − (b2m− c2q)(2A1A3 + A2

2)−

−2(b6m− c6q)(A1B3 + A2B2 + A3B1)− (b3m− c3q)(2B1B3 +B2
2)],

A5 = − 2

nq −mr
[(b4n− c4r)A4 + (b5n− c5r)B4 + (b2n− c2r)(A1A4 + A2A3)+

+(b6n− c6r)(A1B4 + A2B3 + A3B2 + A4B1) + (b3n− c3r)(B1B4 +B2B3)],

B5 = − 2

nq −mr
[(−b4m+ c4q)A4 + (−b5m+ c5q)B4 + (−b2m+ c2q)(A1A4 + A2A3)+

+(−b6m+ c6q)(A1B4 + A2B3 + A3B2 + A4B1) + (−b3m+ c3q)(B1B4 +B2B3)],
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A6 = − 1

nq −mr
[2(b4n− c4r)A5 + 2(b5n− c5r)B5 + (b2n− c2r)(2A1A5 + 2A2A4+

+A2
3) + (b3n− c3r)(2B1B5 + 2B2B4 +B2

3) + 2(b6n− c6r)(A5B1 + A4B2 + A3B3+

+A2B4 + A1B5)],

B6 = − 1

nq −mr
[−2(b4m− c4q)A5 − 2(b5m− c5q)B5 − (b2m− c2q)(2A1A5 + 2A2A4+

+A2
3)− (b3m− c3q)(2B2B4 + 2B1B5 +B2

3)− 2(b6m− c6q)(A5B1 + A4B2 + A3B3+

+A2B4 + A1B5)],

A7 = − 2

nq −mr
[(b4n− c4r)A6 + (b5n− c5r)B6 + (b2n− c2r)(A1A6 + A2A5 + A3A4)+

+(b3n− c3r)(B1B6 +B2B5 +B3B4)+

+(b6n− c6r)(A1B6 + A6B1 + A5B2 + A4B3 + A3B4 + A2B5)],

B7 = − 2

nq −mr
[(−b4m+ c4q)A6 + (−b5m+ c5q)B6 + (−b2m+ c2q)(A1A6 + A2A5+

+A3A4) + (−b3m+ c3q)(B1B6 +B2B5 +B3B4)+

+(−b6m+ c6q)(A1B6 + A6B1 + A5B2 + A4B3 + A3B4 + A2B5)],

A8 = − 1

nq −mr
[2(b4n− c4r)A7 + 2(b5n− c5r)B7 + (b2n− c2r)(2A1A7 + 2A2A6 + 2A3A5+

+A2
4) + (b3n− c3r)(2B1B7 + 2B2B6 + 2B3B5 +B2

4)+

+2(b6n− c6r)(A1B7 + A2B6 + A3B5 + A4B4 + A5B3 + A6B2 + A7B1)],

B8 = − 1

nq −mr
[−2(b4m− c4q)A7 − 2(b5m− c5q)B7 − (b2m− c2q)(2A1A7 + 2A3A5+

+2A2A6 + A2
4)− (b3m− c3q)(2B1B7 + 2B3B5 + 2B2B6 +B2

4)−

−2(b6m− c6q)(A1B7 + A2B6 + A3B5 + A4B4 + A5B3 + A6B2 + A7B1)],

A9 = − 2

nq −mr
[(b4n− c4r)A8 + (b5n− c5r)B8 + (b2n− c2r)(A1A8 + A2A7 + A3A6+

+A4A5) + (b3n− c3r)(B1B8 +B2B7 +B3B6 +B4B5)+

+(b6n− c6r)(A1B8 + A2B7 + A3B6 + A4B5 + A5B4 + A6B3 + A7B2 + A8B1)],

B9 = − 2

nq −mr
[(−b4m+ c4q)A8 + (−b5m+ c5q)B8 + (−b2m+ c2q)(A1A8 + A2A7+

+A3A6 + A4A5) + (−b3m+ c3q)(B1B8 +B2B7 +B3B6 +B4B5)+

+(−b6m+ c6q)(A1B8 + A2B7 + A3B6 + A4B5 + A5B4 + A6B3 + A7B2 + A8B1)],

A10 = − 1

nq −mr
[+2A9(B4n− c4r) + 2B9(b5n− c5r) + (b2n− c2r)(2A1A9+

+2A2A8 + 2A3A7 + 2A4A6 + A2
5) + (b3n− c3r)(2B1B9 + 2B2B8 + 2B3B7+

+2B4B6 +B2
5) + 2(b6n− c6r)(A1B9 + A2B8 + A3B7 + A4B6 + A5B5 + A6B4+

+A7B3 + A8B2 + A9B1)],
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B10 = − 1

nq −mr
[−2(b4m− c4q)A9 − 2(b5m− c5q)B9 − 2(b2m− c2q)(A1A9+

+2A4A6 + 2A3A7 + 2A2A8 + A2
5)− (b3m− c3q)(2B1B9 + 2B2B8 + 2B3B7+

+2B4B6 +B2
5)− 2(b6m− c6q)(A1B9 + A2B8 + A3B7 + A4B6 + A5B5 + A6B4+

+A7B3 + A8B2 + A9B1)], . . .

(4.65)

Introduc�and (4.64) ��n partea dreapt�a a ecua�tiei diferen�tiale critice (4.61) avem

a1x
2 + a2y

2 + a3z
2 + 2a4xy + 2a5xz + 2a6yz =

= C1x+ C2x
2 + C3x

3 + C4x
4 + C5x

5 + C6x
6 + C7x

7 + C8x
8 + C9x

9 + C10x
10 + · · · ,

sau ��n form�a desf�a�surat�a

a1x
2+ a2(A1x+A2x

2+A3x
3+A4x

4+A5x
5+A6x

6+A7x
7+A8x

8+A9x
9+A10x

10+ · · · )2+

+a3(B1x+B2x
2 +B3x

3 +B4x
4 +B5x

5 +B6x
6 +B7x

7 +B8x
8 +B9x

9 +B10x
10 + · · · )2+

+2a4x(A1x+ A2x
2 + A3x

3 + A4x
4 + A5x

5 + A6x
6 + A7x

7 + A8x
8 + A9x

9 + A10x
10 + · · · )+

+2a5x(B1x+B2x
2 +B3x

3 +B4x
4 +B5x

5 +B6x
6 +B7x

7 +B8x
8 +B9x

9 +B10x
10 + · · · )+

+2a6(A1x+A2x
2+A3x

3+A4x
4+A5x

5+A6x
6+A7x

7+A8x
8+A9x

9+A10x
10+· · · )(B1x+B2x

2+

+B3x
3 +B4x

4 +B5x
5 +B6x

6 +B7x
7 +B8x

8 +B9x
9 +B10x

10 + · · · ) =

= C1x+ C2x
2 + C3x

3 + C4x
4 + C5x

5 + C6x
6 + C7x

7 + C8x
8 + C9x

9 + C10x
10 + · · ·

De aici ob�tinem conform Remarcei 2.4 �si Teoremei 2.3 c�a are loc

Lema 4.2. Stabilitatea sau instabilitatea mi�sc�arii neperturbate a sistemului (4.61) depinde

de semnul urm�atoarelor expresii:

C1 = 0, C2 = a1 + 2a4A1 + 2a5B1 + a2A
2
1 + 2a6A1B1 + a3B

2
1 ,

C3 = 2(a4A2 + a5B2 + a2A1A2 + a6A2B1 + a6A1B2 + a3B1B2),

C4 = 2a4A3 + 2a5B3 + 2a2A1A3 + 2a6A1B3 + a2A
2
2 + 2a6A2B2 + 2a6A3B1+

+2a3B1B3 + a3B
2
2 ,

C5 = 2(a4A4 + a5B4 + a2A1A4 + a6A1B4 + a2A2A3 + a6A2B3 + a6A3B2+

+a6A4B1 + a3B1B4 + a3B2B3),

C6 = 2a4A5 + 2a5B5 + 2a2A1A5 + 2a6A1B5 + 2a2A2A4 + 2a6A2B4 + a2A
2
3+

+2a6A3B3 + 2a6A4B2 + 2a6A5B1 + 2a3B1B5 + 2a3B2B4 + a3B
2
3 ,

C7 = 2(a4A6 + a5B6 + a2A1A6 + a6A1B6 + a2A2A5 + a6A2B5 + a2A3A4+

+a6A3B4 + a6A4B3 + a6A5B2 + a6A6B1 + a3B1B6 + a3B2B5 + a3B3B4),
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C8 = 2a4A7 + 2a5B7 + 2a2A1A7 + 2a6A1B7 + 2a2A2A6 + 2a6A2B6+

+2a2A3A5 + 2a6A3B5 + a2A
2
4 + 2a6A4B4 + 2a6A5B3 + 2a6A6B2 + 2a6A7B1+

+2a3B1B7 + 2a3B2B6 + 2a3B3B5 + a3B
2
4 ,

C9 = 2(a4A8 + a5B8 + a2A1A8 + a6A1B8 + a2A2A7 + a6A2B7 + a2A3A6+

+a6A3B6 + a2A4A5 + a6A4B5 + a6A5B4 + a6A6B3 + a6A7B2 + a6A8B1+

+a3B1B8 + a3B2B7 + a3B3B6 + a3B4B5),

C10 = 2a4A9 + 2a5B9 + 2a2A1A9 + 2a6A1B9 + 2a2A2A8 + 2a6A2B8 + 2a2A3A7+

+2a6A3B7 + 2a2A4A6 + 2a6A4B6 + a2A
2
5 + 2a6A5B5 + 2a6A6B4 + 2a6A7B3+

+2a6A8B2 + 2a6A9B1 + 2a3B1B9 + 2a3B2B8 + 2a3B3B7 + 2a3B4B6 + a3B
2
5 , . . . ,

(4.66)

unde Ai �si Bi (i = 1, 2, . . .) sunt din (4.65), iar nq −mr > 0 conform Remarcei 3.4.

Urm�and exemplul unu din [44] (�32), care ��n ecua�tia critic�a are 2 parametri, vom examina

c�ateva cazuri de sisteme ternare de forma canonic�a critic�a Lyapunov:

Exemplul 4.1. (Sistemul dinamicii r�asp�andirii tuberculozei) Vom examina sistemul

dinamicii r�asp�andirii tuberculozei [65] (4.42), care prin transformarea centroa�n�a

x = τ − µS; y = L; z = T, (4.67)

�si µ ̸= 0, ��n conformitate cu sensul medical al acestei variabile, aduce sistemul (4.42) la forma

dx

dt
= ax+ bz + 2gxz;

dy

dt
= cy + dz + 2hxz;

dz

dt
= ey + fz + 2kxz.

(4.68)

unde

a = −µ ̸= 0, b = βτ, c = −δ − µ, d =
(1− p)βτ

µ
, e = δ, f =

pβτ

µ
− µ− µT ,

g = −β
2
, h = −(1− p)β

2µ
, k = −pβ

2µ
.

(4.69)

Ecua�tia caracteristic�a a sistemului (4.68) este

ρ3 + (−a− c− f)ρ2 + (ac+ af + cf − de)ρ− a(cf − de) = 0. (4.70)

Pentru ca ecua�tia (4.70) s�a posede o r�ad�acin�a nul�a, �si lu�and ��n considera�tie sensul medical

al variabilelor (a ̸= 0), avem cf − de = 0.

Cu ajutorul transform�arii centroa�ne

x̄ = −ey + cz; ȳ = y; z̄ = x+ z (∆ ≡ c ̸= 0) (4.71)
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�si cf − de = 0 sau f = de
c
, sistemul (4.68) se aduce la forma critic�a de tip Lyapunov

dx

dt
=

2(ck − eh)

c2
(−x2 − 2exy + cxz − e2y2 + ceyz);

dy

dt
=
d

c
x+ (c+

de

c
)y +

2h

c2
(−x2 − 2exy + cxz − e2y2 + ceyz);

dz

dt
=

−a+ f + b

c
x+

(−a+ c+ f + b)e

c
y + az+

+
2(g + k)

c2
(−x2 − 2exy + cxz − e2y2 + ceyz),

(4.72)

cu

−a− c− f > 0, a(c+ f) > 0 (4.73)

conform teoremei lui Hurwitz.

Conform Lemei 4.2 avem

C1 = 0, C2 =
2

c2
(−1 + cB1 − eA1)(1 + eA1)(−eh+ ck),

C3 =
2

c2
[cB2 − 2eA2 + ce(A2B1 + A1B2)− 2e2A1A2](−eh+ ck),

C4 =
2

c2
[cB3 − 2eA3 + ce(A3B1 + A2B2 + A1B3)− e2(A2

2 + 2A1A3)](−eh+ ck),

C5 =
2

c2
[cB4 − 2eA4 + ce(A4B1 + A3B2 + A2B3 + A1B4)−

−2e2(A2A3 + A1A4)](−eh+ ck),

C6 =
2

c2
[cB5 − 2eA5 + ce(A5B1 + A4B2 + A3B3 + A2B4 + A1B5)−

−e2(A2
3 + 2A2A4 + 2A1A5)](−eh+ ck),

C7 =
2

c2
[cB6 − 2eA6 + ce(A6B1 + A5B2 + A4B3 + A3B4 + A2B5 + A1B6)−

−2e2(A3A4 + A2A5 + A1A6)](−eh+ ck),

C8 =
2

c2
[cB7 − 2eA7 + ce(A7B1 + A6B2 + A5B3 + A4B4 + A3B5+

+A2B6 + A1B7)− e2(A2
4 + 2A3A5 + 2A2A6 + 2A1A7)](−eh+ ck),

C9 =
2

c2
[cB8 − 2eA8 + ce(A8B1 + A7B2 + A6B3 + A5B4 + A4B5+

+A3B6 + A2B7 + A1B8)− 2e2(A4A5 + A3A6 + A2A7 + A1A8)](−eh+ ck),

C10 =
2

c2
[cB9 − 2eA9 + ce(A9B1 + A8B2 + A7B3 + A6B4 + A5B5 + A4B6+

+A3B7 + A2B8 + A1B9)− e2(A2
5 + 2A4A6 + 2A3A7+

+2A2A8 + 2A1A9)](−eh+ ck), . . . ,

(4.74)
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unde

A1 = − d

c2 + de
, B1 =

(a− b)c

a(c2 + de)
;

A2 = − 2

c(c2 + de)
[(−1 + cB1 − eA1)(1 + eA1)h],

B2 = − 2

ac3(c2 + de)
(−1 + cB1 − eA1)(1 + eA1)(c

3g+

+cdeg + aceh− bceh− c2eh− de2h+ c3k + cdek),

A3 = − 2

c(c2 + de)
(cB2 − 2eA2 + ce(A2B1 + A1B2)− 2e2A1A2)h,

B3 = − 2

ac3(c2 + de)
(cB2 − 2eA2 + ce(A2B1 + A1B2)−

−2e2A1A2)(c
3g + cdeg + aceh− bceh− c2eh− de2h+ c3k + cdek),

A4 = − 2

c(c2 + de)
[cB3 − 2eA3 + ce(A3B1 + A2B2 + A1B3)− e2(A2

2 + 2A1A3)]h,

B4 = − 2

ac3(c2 + de)
[cB3 − 2eA3 + ce(A3B1 + A2B2 + A1B3)−

−e2(A2
2 + 2A1A3)](c

3g + cdeg + aceh− bceh− c2eh− de2h+ c3k + cdek),

A5 = − 2

c(c2 + de)
[cB4 − 2eA4 + ce(A4B1 + A3B2 + A2B3 + A1B4)−

−2e2(A2A3 + A1A4)]h,

B5 = − 2

ac3(c2 + de)
[cB4 − 2eA4 + ce(A4B1 + A3B2 + A2B3 + A1B4)−

−2e2(A2A3 + A1A4)](c
3g + cdeg + aceh− bceh− c2eh− de2h+ c3k + cdek),

A6 = − 2

c(c2 + de)
[cB5 − 2eA5 + ce(A5B1 + A4B2 + A3B3 + A2B4 + A1B5)−

−e2(A2
3 + 2A2A4 + 2A1A5)]h,

B6 = − 2

ac3(c2 + de)
[cB5 − 2eA5 + ce(A5B1 + A4B2 + A3B3 + A2B4 + A1B5)−

−e2(A2
3 + 2A2A4 + 2A1A5)](c

3g + cdeg + aceh− bceh− c2eh− de2h+ c3k + cdek),

A7 = − 2

c(c2 + de)
[cB6 − 2eA6 + ce(A6B1 + A5B2 + A4B3 + A3B4 + A2B5 + A1B6)−

−2e2(A3A4 + A2A5 + A1A6)]h,

B7 = − 2

ac3(c2 + de)
[cB6 − 2eA6 + ce(A6B1 + A5B2 + A4B3 + A3B4 + A2B5 + A1B6)−

−2e2(A3A4 + A2A5 + A1A6)](c
3g + cdeg + aceh− bceh− c2eh− de2h+ c3k + cdek),

A8 = − 2

c(c2 + de)
[cB7 − 2eA7 + ce(A7B1 + A6B2 + A5B3 + A4B4 + A3B5 + A2B6 + A1B7)−

−e2(A2
4 + 2A3A5 + 2A2A6 + 2A1A7)]h,
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B8 = − 2

ac3(c2 + de)
[cB7 − 2eA7 + ce(A7B1 + A6B2 + A5B3 + A4B4 + A3B5+

+A2B6 + A1B7)− e2(A2
4 + 2A3A5 + 2A2A6 + 2A1A7)](c

3g+

+cdeg + aceh− bceh− c2eh− de2h+ c3k + cdek),

A9 = − 2

c(c2 + de)
[cB8 − 2eA8 + ce(A8B1 + A7B2 + A6B3 + A5B4 + A4B5+

+A3B6 + A2B7 + A1B8)− 2e2(A4A5 + A3A6 + A2A7 + A1A8)]h,

B9 = − 2

ac3(c2 + de)
[cB8 − 2eA8 + ce(A8B1 + A7B2 + A6B3 + A5B4 + A4B5+

+A3B6 + A2B7 + A1B8)− 2e2(A4A5 + A3A6 + A2A7 + A1A8)](c
3g+

+cdeg + aceh− bceh− c2eh− de2h+ c3k + cdek),

A10 = − 2

c(c2 + de)
[cB9 − 2eA9 + ce(A9B1 + A8B2 + A7B3 + A6B4 + A5B5+

+A4B6 + A3B7 + A2B8 + A1B9)− e2(A2
5 + 2A4A6 + 2A3A7 + 2A2A8 + 2A1A9)]h,

B10 = − 2

ac3(c2 + de)
[cB9 − 2eA9 + ce(A9B1 + A8B2 + A7B3 + A6B4 + A5B5+

+A4B6 + A3B7 + A2B8 + A1B9)− e2(A2
5 + 2A4A6 + 2A3A7 + 2A2A8+

+2A1A9)](c
3g + cdeg + aceh− bceh− c2eh− de2h+ c3k + cdek), . . .

(4.75)

Lu�and��n considera�tie sensul medical al parametrilor sistemului (4.68) � (4.69), men�tion�am

c�a numitorii ��n (4.74) �si (4.75) sunt diferi�ti de zero.

Ob�tinem

Remarca 4.3. Dac�a a+ c+ f < 0 �si a(c+ f) > 0, atunci stabilitatea mi�sc�arii neperturbate

guvernat�a de sistemul (4.72) include toate cazurile posibile ��n urm�atoarele dou�a:

I. (−1+ cB1− eA1)(1+ eA1)(−eh+ ck) ̸= 0, atunci mi�scarea neperturbat�a este instabil�a;

II. (−1 + cB1 − eA1)(1 + eA1)(−eh+ ck) = 0, atunci mi�scarea neperturbat�a este stabil�a.

�In ultimul caz, mi�scarea neperturbat�a apar�tine unei serii continui de mi�sc�ari stabilizate

(sta�tionare), la care apar�tine �si mi�scarea neperturbat�a examinat�a �si atunci toate mi�sc�arile

acestei serii, destul de apropiate de cea neperturbat�a incluz�and-o �si pe ultima, vor � stabile. �In

acest caz, pentru perturb�ari destul de mici orice mi�scare perturbat�a se va apropia asimptotic

c�atre una din mi�sc�arile stabilizate (sta�tionare) a seriei men�tionate. Mai mult ca at�at, aceast�a

mi�scare este �si asimptotic stabil�a [47].

�In demonstra�tia Remarcei 4.3 se utilizeaz�a Teorema 2.3 ��n caz ternar. Se analizeaz�a

coe�cien�tii seriei Ci din (4.74). Dac�a C2 ̸= 0, atunci ob�tinem cazul I al remarcei respective.

Dac�a −eh + ck = 0, atunci to�ti Ci = 0 (∀i), iar dac�a (−1 + cB1 − eA1)(1 + eA1) = 0,

atunci Ai = Bi = 0 (i ≥ 2) din (4.75), ceea ce induce de asemenea c�a to�ti Ci = 0 (i ≥ 3).
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Exemplul 4.2. Vom examina sistemul diferen�tial ternar, cu 3 parametri ��n ecua�tia critic�a,

de forma
dx

dt
= (ax+ by + cz)(−x+ y + z),

dy

dt
= x− y + (x− y + 2z)(−x+ y + z),

dz

dt
= x− z + (x+ 2y − z)(−x+ y + z),

(4.76)

unde a, b, c sunt coe�cien�ti reali arbitrari.

Ecua�tia caracteristic�a a p�ar�tii liniare este

ρ3 + 2ρ2 + ρ = 0, (4.77)

unde

ρ1 = 0, ρ2 = ρ3 = −1. (4.78)

Conform Lemei 4.2 avem

C1 = 0, C2 = a+ b+ c,

C3 = 4a+ 6b+ 6c = 2[2a+ 3(b+ c)],

C4 = 20a+ 38b+ 38c = 2[10a+ 19(b+ c)],

C5 = 116a+ 254b+ 254c = 2[58a+ 127(b+ c)],

C6 = 740a+ 1774b+ 1774c = 2[370a+ 887(b+ c)],

C7 = 5028a+ 12822b+ 12822c = 2[2514a+ 6411(b+ c)],

C8 = 35700a+ 95190b+ 95190c = 2[17850a+ 47595(b+ c)],

C9 = 261780a+ 721870b+ 721870c = 2[130890a+ 360935(b+ c)],

C10 = 1967300a+ 5569118b+ 5569118c = 2[982650a+ 2784559(b+ c)], . . . ,

(4.79)

unde

A1 = B1 = 1; A2 = B2 = 2, A3 = B3 = 10, A4 = B4 = 58, A5 = B5 = 370,

A6 = B6 = 2514, A7 = B7 = 17850, A8 = B8 = 130890, A9 = B9 = 983650,

A10 = B10 = 7536418, . . .

(4.80)

Deoarece ecua�tia caracteristic�a (4.77), a sistemului (4.76), are r�ad�acinile (4.78), atunci

conform Teoremei 2.3, ��n caz ternar, ob�tinem

Remarca 4.4. Stabilitatea mi�sc�arii neperturbate guvernat�a de sistemul (4.76) include toate

cazurile posibile ��n urm�atoarele patru:

I. a+ b+ c ̸= 0, atunci mi�scarea neperturbat�a este instabil�a;

II. a > 0, atunci mi�scarea neperturbat�a este stabil�a;
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III. a < 0, atunci mi�scarea neperturbat�a este instabil�a;

IV. b+ c = −a = 0, atunci mi�scarea neperturbat�a este stabil�a.

�In ultimul caz, mi�scarea neperturbat�a apar�tine unei serii continui de mi�sc�ari stabilizate

(sta�tionare), la care apar�tine �si mi�scarea neperturbat�a examinat�a �si atunci toate mi�sc�arile

acestei serii, destul de apropiate de cea neperturbat�a incluz�and-o �si pe ultima, vor � stabile. �In

acest caz, pentru perturb�ari destul de mici orice mi�scare perturbat�a se va apropia asimptotic

c�atre una din mi�sc�arile stabilizate (sta�tionare) a seriei men�tionate. Mai mult ca at�at, aceast�a

mi�scare este �si asimptotic stabil�a [47].

Conform Teoremei 2.3 se analizeaz�a coe�cien�tii seriei Ci din (4.79). Dac�a C2 ̸= 0, atunci

ob�tinem cazul I al remarcei respective.

Dac�a C2 = 0, atunci b + c = −a. �Inlocuim ��n C3 ob�tinem C3 = −2a, ��n dependen�t�a de

semnul acestei expresii ob�tinem cazul II �si III.

Dac�a C3 = 0, atunci b+ c = −a = 0. �In acest caz, to�ti Ci = 0 (i ≥ 4).

Exemplul 4.3. Vom examina sistemul diferen�tial ternar, cu 6 parametri ��n ecua�tia critic�a,

de forma
dx

dt
= a1x

2 + a2y
2 + a3z

2 + 2a4xy + 2a5xz + 2a6yz,

dy

dt
= x− y + (x− y + 2z)(−x+ y + z),

dz

dt
= x− z + (x+ 2y − z)(−x+ y + z),

(4.81)

unde ai (i = 1, 6) sunt coe�cien�ti reali arbitrari.

Introducem nota�tiile

L1 = a2 + a3 + 2a6; L2 = −a1 − 2(a4 + a5); L3 = −a1 − (a4 + a5);

L4 = −(a4 + a5).
(4.82)

Conform Lemei 4.2 avem

C1 = 0, C2 = a1 + (a2 + a3 + 2a6) + 2(a4 + a5),

C3 = 4[(a2 + a3 + 2a6) + (a4 + a5))],

C4 = 4[6(a2 + a3 + 2a6) + 5(a4 + a5)],

C5 = 4[39(a2 + a3 + 2a6) + 29(a4 + a5)],

C6 = 4[268(a2 + a3 + 2a6) + 185(a4 + a5)],

C7 = 12[639(a2 + a3 + 2a6) + 419(a4 + a5)],

C8 = 60[942(a2 + a3 + 2a6) + 595(a4 + a5)],

C9 = 20[21319(a2 + a3 + 2a6) + 13089(a4 + a5)],

C10 = 4[819096(a2 + a3 + 2a6) + 491825(a4 + a5)], . . . ,

(4.83)
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unde

A1 = B1 = 1; A2 = B2 = 2, A3 = B3 = 10, A4 = B4 = 58, A5 = B5 = 370,

A6 = B6 = 2514, A7 = B7 = 17850, A8 = B8 = 130890, A9 = B9 = 983650,

A10 = B10 = 7536418, . . .

(4.84)

Deoarece ecua�tia caracteristic�a (4.77), a sistemului (4.81), are r�ad�acinile (4.78), atunci

conform Teoremei 2.3, ��n caz ternar, ob�tinem

Remarca 4.5. Stabilitatea mi�sc�arii neperturbate guvernat�a de sistemul (4.81) include toate

cazurile posibile ��n urm�atoarele cinci:

I. L1 ̸= L2, atunci mi�scarea neperturbat�a este instabil�a;

II. L1 = L2, L3 < 0, atunci mi�scarea neperturbat�a este stabil�a;

III. L1 = L2, L3 > 0, atunci mi�scarea neperturbat�a este instabil�a;

IV. L1 = L2, L3 = 0, L4 ̸= 0, atunci mi�scarea neperturbat�a este instabil�a;

V. a2 + a3 + 2a6 = a1 = 0, a4 = −a5, atunci mi�scarea neperturbat�a este stabil�a.

�In ultimul caz, mi�scarea neperturbat�a apar�tine unei serii continui de mi�sc�ari stabilizate

(sta�tionare), la care apar�tine �si mi�scarea neperturbat�a examinat�a �si atunci toate mi�sc�arile

acestei serii, destul de apropiate de cea neperturbat�a incluz�and-o �si pe ultima, vor � stabile. �In

acest caz, pentru perturb�ari destul de mici orice mi�scare perturbat�a se va apropia asimptotic

c�atre una din mi�sc�arile stabilizate (sta�tionare) a seriei men�tionate. Mai mult ca at�at, aceast�a

mi�scare este �si asimptotic stabil�a [47]. Expresiile Li (i = 1, 4) sunt din (4.82).

Conform Teoremei 2.3 se analizeaz�a coe�cien�tii seriei Ci din (4.83). Dac�a C2 ̸= 0, atunci

L1 − L2 ̸= 0, cazul I al remarcei respective.

Dac�a C2 = 0, atunci L1 = L2, iar

C3 = 4[L1 + (a4 + a5)] = 4[L2 + (a4 + a5)] = 4[−a1 − (a4 + a5)] = 4L3.

�In dependen�t�a de semnul acestei expresii ob�tinem cazul II �si III.

Dac�a C2 = C3 = 0, atunci L1 = L2 �si L3 = 0 ⇒ a1 = −(a4 + a5), iar

C4 = 4[6L1+5(a4+ a5)] = 4[6L2+5(a4+ a5)] = 4[−6a1− 7(a4+ a5)] = 4[−(a4+ a5)] = 4L4.

Fie L4 ̸= 0, ��n acest caz, ob�tinem cazul IV.

Dac�a C2 = C3 = C4 = 0, atunci L1 = L2, L3 = L4 = 0 sau a2 + a3 + 2a6 = a1 = 0,

a4 = −a5. �In acest caz, to�ti Ci = 0 (i ≥ 5).
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Exemplul 4.4. Vom examina sistemul diferen�tial ternar, cu 6 parametri ��n ecua�tia critic�a,

dintre care trei formeaz�a factorul comun al p�ar�tii p�atratice, de forma

dx

dt
= (a1x+ b1y + c1z)(ax+ by + cz),

dy

dt
= x− y + (x− y + 2z)(ax+ by + cz),

dz

dt
= x− z + (x+ 2y − z)(ax+ by + cz),

(4.85)

unde a, b, c, a1, b1, c1 sunt coe�cien�ti reali arbitrari.

Introducem nota�tiile

M1 = a+ b+ c; M2 = a1 + b1 + c1; M3 = −aa1 + (b+ c)(b1 + c1);

M4 = (b+ c)(b1 + c1).
(4.86)

Conform Lemei 4.2 avem

C1 = 0, C2 =M1M2, C3 = (M1M2 +M3)A2,

C4 =M4A
2
2 + (M1M2 +M3)A3, C5 = 2M4A2A3 + (M1M2 +M3)A4,

C6 =M4(2A2A4 + A2
3) + (M1M2 +M3)A5,

C7 = 2M4(A2A5 + A3A4) + (M1M2 +M3)A6,

C8 =M4(2A2A6 + 2A3A5 + A2
4) + (M1M2 +M3)A7,

C9 = 2M4(A2A7 + A3A6 + A4A5) + (M1M2 +M3)A8,

C10 =M4(2A2A8 + 2A3A7 + 2A4A6 + A2
5) + (M1M2 +M3)A9, . . . ,

(4.87)

unde

A1 = B1 = 1; A2 = B2 = 2(a+ b+ c),

A3 = B3 = (a+ 3b+ 3c)A2, A4 = B4 = (b+ c)A2
2 + (a+ 3b+ 3c)A3,

A5 = B5 = 2(b+ c)A2A3 + (a+ 3b+ 3c)A4,

A6 = B6 = (b+ c)(2A2A4 + A2
3) + (a+ 3b+ 3c)A5,

A7 = B7 = 2(b+ c)(A2A5 + A3A4) + (a+ 3b+ 3c)A6,

A8 = B8 = (b+ c)(2A2A6 + 2A3A5 + A2
4) + (a+ 3b+ 3c)A7,

A9 = B9 = 2(b+ c)(A2A7 + A3A6 + A4A5) + (a+ 3b+ 3c)A8,

A10 = B10 = (b+ c)(2A2A8 + 2A3A7 + 2A4A6 + A2
5) + (a+ 3b+ 3c)A9, . . .

(4.88)

Deoarece ecua�tia caracteristic�a (4.77), a sistemului (4.85), are r�ad�acinile (4.78), atunci

conform Teoremei 2.3, ��n caz ternar, ob�tinem

Remarca 4.6. Stabilitatea mi�sc�arii neperturbate guvernat�a de sistemul (4.85) include toate

cazurile posibile ��n urm�atoarele �sase:
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I. M1M2 ̸= 0, atunci mi�scarea neperturbat�a este instabil�a;

II. M2 = 0, M1M3 < 0, atunci mi�scarea neperturbat�a este stabil�a;

III. M2 = 0, M1M3 > 0, atunci mi�scarea neperturbat�a este instabil�a;

IV. M1M4 ̸= 0, atunci mi�scarea neperturbat�a este instabil�a;

V. M4 = 0, atunci mi�scarea neperturbat�a este stabil�a;

VI. M1 = 0, atunci mi�scarea neperturbat�a este stabil�a.

�In ultimul caz, mi�scarea neperturbat�a apar�tine unei serii continui de mi�sc�ari stabilizate

(sta�tionare), la care apar�tine �si mi�scarea neperturbat�a examinat�a �si atunci toate mi�sc�arile

acestei serii, destul de apropiate de cea neperturbat�a incluz�and-o �si pe ultima, vor � stabile. �In

acest caz, pentru perturb�ari destul de mici orice mi�scare perturbat�a se va apropia asimptotic

c�atre una din mi�sc�arile stabilizate (sta�tionare) a seriei men�tionate. Mai mult ca at�at, aceast�a

mi�scare este �si asimptotic stabil�a [47]. Expresiile Mi (i = 1, 4) sunt din (4.86).

Conform Toremei 2.3 se analizeaz�a coe�cien�tii seriei Ci din (4.87). Presupunem M1 ̸= 0.

Dac�a C2 ̸= 0, atunci M1M2 ̸= 0, cazul I al remarcei respective.

Dac�a C2 = 0, atunci M2 = 0, iar C3 = (M1M2 +M3)A2 = 2M1M3. �In dependen�t�a de

semnul acestei expresii ob�tinem cazul II �si III.

Dac�a C2 = C3 = 0, atunci M2 = M3 = 0, iar C4 = M4A
2
2 + (M1M2 +M3)A3 = 4M2

1M4.

Dac�a M1M4 ̸= 0 ob�tinem cazul IV.

Dac�a C2 = C3 = C4 = 0, atunci M2 =M3 =M4 = 0, iar to�ti Ci = 0 (i ≥ 5), cazul V.

Dac�a M1 = 0, atunci to�ti Ci = 0 (∀i), cazul VI al remarcei date.

4.6. Concluzii la capitolul 4

�In capitolul patru au fost studiate condi�tiile centroa�n-invariante c�and sistemul diferen�tial

ternar cu neliniarit�a�ti p�atratice con�tine ��n p�ar�tile p�atratice un factor comun. A�sa sisteme le

vom numi generalizate de tip Darboux, deoarece sistemul clasic de tip Darboux este un caz

particular al acestuia. �In afar�a de aceasta unele modele matematice din medicin�a, biologie

�s.a. domenii sunt prezentate ca sisteme diferen�tiale ternare, ce con�tin un factor comun ��n

partea p�atratic�a.

A fost studiat�a o form�a canonic�a a sistemului diferen�tial ternar generalizat de tip Darboux

cu neliniarit�a�ti p�atratice. Pentru acest sistem a fost determinat�a algebra Lie admis�a de el

�si studiat�a rezolubilitatea ei. �In aceast�a form�a canonic�a a fost eviden�tiat�a forma canonic�a a

sistemului generalizat de tip Lyapunov-Darboux, pentru care au fost determinate integralele

prime polinomial-exponen�tiale.

A fost eviden�tiat�a algebra Lie admis�a de sistemul diferen�tial ternar, care reprezint�a mo-

delul matematic al dinamicii r�asp�andirii tuberculozei ��n societate. Au fost studia�ti invarian�tii
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acestui sistem genera�ti de algebra Lie men�tionat�a �si eviden�tiate integralele polinomial-

exponen�tiale p�an�a la gradul trei.

Au fost examinate unele exemple de sisteme de ecua�tii diferen�tiale ternare cu neliniarit�a�ti

polinomiale de tip generalizat Darboux, ce cuprind unele exemple din teza lui A.M. Lyapunov

�si studiat�a stabilitatea mi�sc�arii neperturbate proprie acestor sisteme.

�Tin�and cont de rezultatele ob�tinute ��n capitolul patru, deducem urm�atoarele concluzii:

1. Pentru sistemul diferen�tial cu neliniarit�a�ti p�atratice au fost construite condi�tiile

centroa�n-invariante c�and p�ar�tile p�atratice con�tin un factor comun, i.e. c�and sistemul

men�tionat are forma generalizat�a Darboux.

2. A fost construit�a algebra Lie a operatorilor admis�a de o form�a canonic�a a sistemului

generalizat de tip Darboux cu reprezent�ari ��n spa�tiul parametrilor acestui sistem �si ar�atat�a

c�a aceast�a algebr�a nu este rezolubil�a.

3. Pentru forma canonic�a a sistemului generalizat ternar de tip Lyapunov-Darboux au

fost construite toate integralele prime polinomial-exponen�tiale p�an�a la gradul trei.

4. A fost construit�a algebra Lie admis�a de sistemul diferen�tial ternar cu neliniarit�a�ti

p�atratice, corespunz�ator dinamicii r�asp�andirii tuberculozei ��n societate �si ob�tinut�a baza

func�tional�a a invarian�tilor acestui sistem ��n raport cu algebra dat�a.

5. Au fost construite integralele prime polinomial-exponen�tiale p�an�a la gradul trei pentru

sistemul diferen�tial corespunz�ator dinamicii r�asp�andirii tuberculozei ��n societate cu condi�tii

invariante.

6. Au fost construite polinoamele de la coe�cien�tii sistemului diferen�tial cu neliniarit�a�ti

p�atratice ��n cazul critic, semnul c�arora determin�a stabilitatea sau instabilitatea mi�sc�arii

neperturbate descris�a de acest sistem.

7. Pornind de la exemplul 1 din teza de doctor a lui A. M. Lyapunov [44] (�32) ce const�a

dintr-un sistem diferen�tial ternar cu neliniarit�a�ti p�atratice ��n cazul critic, au fost construite

mai multe exemple de sisteme diferen�tiale de tip generalizat Darboux, pentru care au fost

determinate condi�tiile de stabilitate sau instabilitate a mi�sc�arii neperturbate, descrise de

aceste sisteme.
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CONCLUZII GENERALE �SI RECOMAND�ARI

�In lucrare, din punct de vedere a teoriei calitative a ecua�tiilor diferen�tiale, a fost studiat�a

stabilitatea mi�sc�arii neperturbate, descrise de sisteme diferen�tiale plane �si ternare cu membrii

drep�ti polinoame. Pentru prima dat�a ��n aceste cercet�ari au fost folosite teoria algebrelor Lie

�si metoda invarian�tilor algebrici a ecua�tiilor difern�tiale, fondat�a la Chi�sin�au de academicianul

Constantin Sibirschi.

Problema �stiin�ti�c�a important�a solu�tionat�a const�a ��n abordarea prin intermediul

algebrelor Lie �si algebrelor invarian�tilor a unor sisteme diferen�tiale, ceea ce a contribuit

la ob�tinerea condi�tiilor centroa�n-invariante de stabilitate a mi�sc�arii neperturbate descrise

de sistemele diferen�tiale bidimensionale �si ternare cu neliniarit�a�ti polinomiale, ��n vederea

aplic�arii lor ulterioare la modele matematice concrete. Rezultatele cercet�arilor elaborate ne

permit de a efectua urm�atoarele concluzii �si recomand�ari:

Concluzii generale:

1. �In teza de fa�t�a, pentru prima dat�a s-a formulat �si s-a rezolvat problema deter-

min�arii condi�tiilor centroa�n-invarinte de stabilitate a mi�sc�arii neperturbate ��n clasa sis-

temelor diferen�tiale plane cu neliniarit�a�ti de p�an�a la gradul patru, ceea ce reprezint�a pentru

viitor un pas important ��n studiul calitativ al acestor sisteme ([51,52,54,56]);

2. Au fost ob�tinute condi�tiile centroa�n-invariante de stabilitate a mi�sc�arii periodice

neperturbate pentru sistemele diferen�tiale ternare cu neliniarit�a�ti p�atratice de tip Darboux

�si construite integralele generale �si algebrele Lie pentru toate sistemele de acest tip ce se a��a

pe variet�a�tile invariante, descrise de o integral�a particular�a ��nvariant�a proprie acestui sistem

([49,50,55,57,60]);

3. A fost construit�a o form�a canonic�a a sitemului ternar generalizat de tip Lyapunov-

Darboux �si ob�tinute integralele polinomial exponen�tiale pentru acest sistem. Au fost con-

struite exemple de sisteme ternare generalizate de tip Lyapunov-Darboux ��n cazul critic �si

ob�tinute condi�tiile de stabilitate a mi�sc�arii neperturbate. Unele din sistemele studiate au ca

proiec�tii modele matematice din medicin�a ([48,53,58,59,61]).

Recomand�ari:

Rezultatele ob�tinute �si metodele elaborate pot � folosite:

� la studierea stabilita�tii mi�scarii neperturbate��n cazul critic pentru sistemele diferen�tiale

plane cu neliniarit�a�ti polinomiale complete p�an�a la gradul trei sau patru inclusiv;

� la studierea stabilit�a�tii mi�sc�arii neperturbate pentru sistemele diferen�tiale ternare de

tip Darboux cu neliniarit�a�ti de gradul trei �si patru;

� la investigarea diferitor modele matematice din medicin�a, biologie, mecanic�a �s.a.;

� ��n programele cursurilor op�tionale a facult�a�tilor universitare cu pro�l real.
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