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ADNOTARE

la teza ,,Studiul dinamicii rezonatorului nanomecanic cuplat cu un punct cuantic excitat cu
lumina coerenta”, elaboratd de Carlig Sergiu pentru conferirea gradului de doctor in stiinte
fizice la specialitatea 131.01 ,,Fizicd matematica”.

Structura tezei: Teza a fost perfectata la Institutul de Fizica Aplicata, Chisinau, este scrisa in
limba romana si consta din introducere, 3 capitole, concluzii generale si recomandari, 163
titluri bibliografice, 127 pagini de text de baza, 26 figuri, o tabela. Rezultatele prezentate in
tezd sunt publicate In 12 lucrari stiintifice.

Cuvinte cheie: nanorezonator mecanic, punct cuantic, corelatii cuantice foton-fonon / fonon-
fonon, racire cuantica.

Domeniul de studiu: Optomecanica cuantica.

Scopul tezei: Modelare si analiza proprietatilor / efectelor cuantice de interactiune ale
sistemelor mixte formate din rezonator mecanic cuantificat, rezonator optic si atomi artificiali
pompati de radiatie externd coerenta.

Obiectivele tezei:

. sd se analize interactiunea dintre modurile fononice si fotonice in sistemul format din
cavitate optica, rezonator nanomecanic si qubit pompat laser;

. sd se detecteze fenomenul de racire cuantica prin detectarea fotonilor emisi in cavitate;
. sa se identifice fenomenul de amplificare a corelatiilor fonon-fonon in sistemul qubit-
rezonator nanomecanic;

. sd se precizeze numeric diferiti parametri pentru identificarea starilor cuantice

corespunzatoare pentru realizare experimentala.

Noutatea si originalitatea stiintifica: studiul in premiera a proprietatilor unui sistem
optomecanic mixt format din rezonator nanomecanic si cavitate opticd, interactiunile dintre
care sunt intermediate de un punct cuantic pompat coerent cu lumina laser.

Problema stiintifica solutionata constd in analiza dinamicii rezonatorului nanomecanic pe
care sunt plasate unul sau mai multe puncte cuantice pompate, intercalate sau nu intr-o cavitate
optica, ceea ce a dus la:

1. atestarea corelatiilor cuantice foton-fonon;

2. identificarea fenomenului ricirii cuantice si a posibilitatii de detectare a acestuia;

3. demonstrarea amplificarii semnalului optic prin intermediul celui mecanic, si

4. stabilirea corelatiilor fonon-fonon pentru cuplari puternice qubiti-rezonator mecanic
cuantificat.

Semnificatia teoreticii si aplicativii: In lucrare este prezentat modelul interactiunii dintre
cavitate optica, rezonator nanomecanic si qubit 1n calitate de agent mediator.

e Sunt dezvoltate doud modele formate din cavitate optica, rezonator nanomecanic $i
qubit sau un set de qubiti pompati cu radiatie coerentd externa.

e A fostrealizat studiul complet al dinamicii rezonatorului nanomecanic si au fost operate
aproximatiile corespunzatoare ale sistemelor propuse.

e Sunt formulate anumite recomandari pentru realizarea experimentelor care implica
sisteme optomecanice similare In vederea observarii fenomenului racirii cuantice,
obtinerii corelatiilor cuantice foton-fonon, sau fonon-fonon pentru cuplari puternice.

e Este recomandata includerea in sistemele optomecanice a punctelor cuantice in scopul
imbogatirii tabloului interactiuni, dar si a proprietdtilor cuantice.

e Rezultatele obtinute pot fi utilizate in modelarea si analiza proprietatilor / efectelor
cuantice de interactiune ale sistemelor mixte formate din rezonator mecanic cuantificat,
rezonator optic si atomi artificiali pompati de radiatie externa coerenta.



SUMMARY

of the thesis "The dynamic of nanomechanical resonator coupled with a coherent light pumped
quantum dot", elaborated by Carlig Sergiu for conferring the doctoral degree in Physics at the
specialty 131.01 "Mathematical Physics".

Structure of the thesis: The thesis was elaborated at the Institute of Applied, Chisinau, is
written in Romanian and consists of introduction, 3 chapters, general conclusions and
recommendations, 163 bibliographic titles, 127 pages of basic text, 26 figures and one table.
The results presented in the thesis are published in 12 scientific papers.

Key words: nanomechanical resonator, quantum dot, phonon-photon / phonon-phonon
quantum correlations, quantum cooling.

Field of study: Quantum Optomecanics.

The aim of the thesis: modelling and analysing the interaction quantum properties / quantum
effects of mixed systems consisting of nanomechanical resonator, optical resonator and
artificial atoms pumped by coherent external radiation.

Objectives of the thesis:

* to analyse the interaction between phononic and photonic modes of the system consisting of
optical cavity, nanomechanical resonator and the laser pumped qubit.

* to detect the quantum cooling effect by detecting the emitted photons into the cavity.

* to identify the phenomenon of phonon-phonon correlations amplification in the qubit-
nanomechanical resonator system.

* to specify different numerical parameters in order to identify the appropriate quantum states
for experimental development.

Scientific novelty and originality: the first study of the properties of a mixed opto-mechanical
system consisting of a nanomechanical resonator and an optical cavity, the interactions
between which are mediated by a laser pumped quantum dot.

The solved scientific problem consists in analysing the quantum dynamics of the
nanomechanical resonator on which are placed one or more pumped quantum dots intercalated
or not in an optical cavity, which led to:

1. photon-phonon quantum correlation attestation;

2. 1identification of the quantum cooling phenomenon;

3. optical signal amplification via mechanical one, and

4. phonon-phonon correlations identifications in strong coupled qubits and
nanomechanical resonator.

Theoretical and Applied Significance: in the thesis we present the interaction model between
the optical cavity, quantum mechanical resonator and pumped qubit as a mediator.

e There are discussed two models made of an optical cavity, nanomechanical resonator,
qubit, and nanomechanical resonator and a set of qubits pumped with coherent radiation

e The full study of nanomechanical resonator dynamics was carried out and the
corresponding approximations of the proposed systems were done.

e Some recommendations are made to perform experiments involving similar opto-
mechanical systems to observe the quantum cooling phenomenon, quantum photon-
phonon correlation, or phonon-phonon correlations for strong qubit-nanomechanical
coupling.

e It is recommended to include quantum dots in opto-mechanical systems in order to
enrich the interaction setup, but also the quantum properties.

e The obtained results can be used in the modelling and analysis of the interaction
quantum properties / quantum effects of mixed systems consisting of nanomechanical
resonator, optical resonator and artificial atoms pumped by coherent external radiation.



AHHOTAIUA

quccepranun  «JlMHaMMKa MEXaHHYECKOrOo pPE30HATOpa B3aMMOJCHCTBYIOLIAs C KBAaHTOBOM
TOYKOW, BO30YKIAEHHON KOTEPEHTHBIM U3Iy4YeHHem», BbimonHeHa Cepmxuym Keipaur Ha
COMCKaHHUH JOKTOPCKOI crenenu no cnenuanbHoct 131.01 «MaTtemaTtnueckas Gusmkay.
Crpykrypa auccepramum: {uccepramnus O6bu1a BeimosiHeHa B MactutyTe [puknagnoit ®usukw,
Kummnnsy, HanmcaHa Ha pyMBIHCKOM SI3BIKE U COCTOUT U3 BBENIEHUS, 3 TJaB, OOIINX BBIBOJAOB H
pexomenaanuii, 163 Oubnanorpadguueckux HazBaHui, 127 CTpaHUI] OCHOBHOTO TeKcTa, 26
PUCYHKOB M OJHOU TaOnuibl. Pe3ynpTaTsl peacTaBIeHHbIC B TUCCEPTALMU OMYOIMKOBAaHbI B 12
HAy4YHBIX CTAThSX.

KiroueBble cJjI0Ba: MEXaHWYECKMI pE30HATOP, KBAaHTOBas TOYKA, KBAHTOBBIE KOPPEJIALINH,
KBaHTOBOE OXJIAXKJCHUE.

OobsacTh HCCIeI0BAHMSA: KBAHTOBAS ONITOMEXAHUKA.

OcHoBHasl HeJb AuccepTanuu: MoaenupoBaHie U aHAJTU3 KBAaHTOBBIX CBOWMCTB / KBaHTOBBIX
3 PEeKTOB B3aUMOJEHCTBHS CMEIIAHHBIX CHUCTEM, COCTOSALIMX M3 MEXaHMYECKOrO PEe30HATOpa,
ONTHUYECKOTO PE30HATOPa U HUCKYCCTBEHHBIX ATOMOB, HAKaUMBAEMbIX KOT€PEHTHBIM BHEUIHUM
U3ITy4EHHEM.

ey quccepraumu:

* NIPOAHAIM3UPOBATh B3auMO/IeiicTBUE (POHOHHBIX U (POTOHHBIX MOJ| B CHCTEME, COCTOSILIEH U3
ONTUYECKOTO PEe30HATOPa, MEXaHMUECKOT0 PE30HATOpa U HAKAYEHHOTO JIa3epoM KyOuTa;

* OOHapy>XuTh SBJICHHE KBAaHTOBOI'O OXJAXKICHHUS MOCPEACTBOM OOHapyX eHHus (OTOHOB,
U3JTy4aeMBbIX B ONITUYECKYIO MOJIOCTh;

* UACHTU(UIMPOBATH SIBICHUE yCHICHHS (HOHOH-(DOHOHHBIX KOpPpENSLHUil B CHUCTeMEe KyOHWT-
MEXaHUYECKUU PE30HATOoD;

* ONpEeNeNUTh YHCICHHBIE HapaMeTpbl AN HACHTU(UKAIMU COOTBETCTBYIOIIMX KBAaHTOBBIX
COCTOSIHUH J17151 peajibHbIX KCIIEPUMEHTOB.

HayyHast HOBH3HA M OPUIMHAJBHOCTb: BIIEPBbIC UCCIIENOBAaHbl CBOMCTBA CMELIAHHOW OITHUKO-
MEXaHUYECKON CUCTEMBI, COCTOSIIIEH U3 HAHOMEXAHUUECKOT0 PE30HATOPA U ONTHYECKOM MOJIOCTH
B3aUMO/ICVCTBYIOIIUE OMOCPELOBAHO YEPE3 KBAHTOBYIO TOUKY.

Pemennasi Hay4Hasi 3ajgada 3aKJIIOYaeTCs B aHaJIM3€ JMHAMUKA HAHOMEXaHUYECKOI'O
pe3oHaTopa, Ha KOTOPOM pa3MEILEHbl OJJHA MM HECKOJIbKO HAKAaYMBAEMbIX KBAHTOBBIX TOYEK,
MOMENIEHHBIA UM HET B ONTHUYECKUIN pe30HATOP, UTO MPUBEIO K:

1. mpeackazaHUIO CyIIECTBOBAHUS KBAHTOBBIX ()OTOH-(POHOHHBIX KOPPEISALIUH;

2. BBISBIICHUIO PEKHMMa KBAHTOBOTO OXJIAXKICHHSI U BOBMOKHOCTH €T0 I€TEKTUPOBAHUS;

3. JeMOHCTpalys ONTUYECKOrO YCHIIEHUS IOCPEACTBOM MEXAHUYECKOT0 CUTHAJIA;

4. ycraHoBieHue (HOHOH-(DOHOHHBIX KOPPENSIIHA B clydyae CHJIBHOTO B3aMMOACHCTBUS
KBaHTOBBIX TOUYEK C HAHOMEXAHUYECKUM PE30HATOPOM.

Teopernueckoe M NMPHUKJIAJIHOE 3HAYEHHE AMCCePTANMU: B paboTe NpeAcTaBiICHAa MOJENb
B3aUMOJICHCTBHS M@Ky ONTHYECKON MOJIOCTHIO, MEXaHMYECKOTO HAaHO PE30HATOpa U KyOUTOM B
KauecTBe MeAHaTopa.

e [lpeacraBneHsl BE CUCTEMBI COCTOSLINE U3 ONTUYECKON MOJIOCTH, MEXAHUYECKOTO HAHO
pe3oHaTopa W HAKAYeHHOTo KyOWTa; MEXaHMYeCKOro HaHO pe3oHaTopa M Habop
HaKayeHHBIX KyOUTOB.

e [IIpoBeneHo oOmIMpPHOE HUCCIEAOBAHHE JWHAMHKM HAHOMEXaHHMUYECKOTOo pe3oHaTropa Hu
OTpesieNieHbl YCIOBUS MPUMEHEHUS COOTBETCTBYIOIIMX MPHOIMKEHUNH MPH U3YyYECHUU
JAHHBIX CUCTEM.

e CdopmynupoBaHbsl paa  pEeKOMEHIAIMHA  JUIi  HPOBEACHUS  DKCIIEPHUMEHTOB €
WCIIOJIb30BAHUEM TMOJIOOHBIX ONTHKO-MEXaHMYECKUX CHCTEM C IENbl0 HAOII0ACHUS
SIBJICHHI KBAHTOBOTO OXJIAXKIEHHS, (POTOH-(DOHOHHBIX W (POHOH-()OHOHHBIX KBAHTOBBIX
KOppEJISALUi.

e PEeKOMEHI0BaHO BKJIFOYEHHE KBAHTOBBIX TOUEK B ONTOMEXAHWYECKHE CHCTEMBI C LIEIIBIO
000raTUTh KapTUHY B3aUMOJICHCTBHS B IIEJIOM, HO U KBAHTOBBIE CBOWCTBA B YACTHOM.

e [lomyuyeHHble pe3ynbTaThl MOTYT OBITh MCHOJB30BaHBl MPHU MOJEIHUPOBAHUHN U aHAIIN3E
KBAaHTOBBIX CBOMCTB B3aMMOJEHCTBHS / KBAHTOBBIX A(P(PEKTOB CMEIIAHHBIX CHUCTEM,
COCTOSIIIUX M3 MEXAaHMYECKOI'0 HAaHO pe30HaTopa, ONTHYECKOI0 pe3oHaTopa U
HCKYCCTBEHHBIX aTOMOB, HAKQYEHHBIX KOT€PEHTHBIM BHEIIHUM HU3JIyYEHUEM.
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LISTA ABREVIERILOR

UV — ultraviolet

IR — infrarosu

MW — microwave (en) = microunde

RnM - rezonator nanomecanic

qubit — quantum bit (en) = bit cuantic, punct cuantic, atom artificial,

CO - cavitate optica

MEMS — micro electro mechanical system (en) = sistem micro electro mecanic

NEMS — nano electro mechanical system (en) = sistem nano electro mecanic

CSI - Cauchy-Schwartz Inequality (en) = inegalitatea Cauchy-Schwartz

LASER - Light Amplification by Stimulated Emission of Radiation (en) = amplificare a
luminii prin stimularea emisiunii radiatiei, aici dispozitiv care emite radiatie
coerenta

SQUID - superconducting quantum interference device (en) = interferometru
supraconductor cuantic.

RWA — Rotation wave approximation (en) = aproximatia undei rotative.

h.c. — hermitic conjugat. (adauga la expresia anterioard expresia conjugatd hermitic. e.g

A+hc.=A+A4")
c.c. — complex conjugat. (adauga la expresia anterioard expresia conjugata. e.g

A+cc.=A+A)

O, (indice S) cu referire la Sistem

0, (indice R) cu referire la Rezervor

O  (indice SR) cu referire la interactiunea Sistem-Rezervor

h= 1,054 571 800(13) x 107*Js constanta lui Planck [1]

ky =1,380 648 52(79) x 10 JK™' constanta lui Boltzmann [1]

Uy =47x107" NA? = 12,566 370 614 ... x 107 NA™ constanta magneticd (exact) [1]

& = ! >=8,854 187 817 ... x 10" Fm™" constanta electrici (exact) [1]

Hy¢

c=ﬂm7abﬁ8g€ viteza luminii in vid (exact) [1]

e=1,602176 620 8(98)x 107° C sarcina elementara [1]



INTRODUCERE

There's plenty of room at the bottom
Richard P. Feynman [2]

Actualitatea temei si importanta problemei abordate

Una dintre problemele stringente ale omenirii, a carei rezolvare este nemijlocit legata cu
progresul stiintelor exacte sau tehnice, este problema energiei. Resursele energetice
traditionale devin tot mai putine, iar obtinerea energiei tot mai complicatd si mai scumpa.
Conform unor estimari [3], combustibilii fosili ar ajunge pentru circa 200 ani, dacad consumul
energetic s-ar conserva la starea actuald. Incerciri de solutionare a problemei energiei sunt
atestate pe parcursul secolelor: de la folosirea unor combustibili mai eficienti si mai putin
poluanti — renuntarea partiald la carbune si petrol in favoarea gazului natural sau a
combustibilului conventional nuclear — la utilizarea resurselor energetice regenerabile. O alta
directie principial diferitd in cursa prezervarii energiei, si deseori mai eficientd, este tendinta
de a folosi dispozitive cu consum mai mic de energie la o eficientd economici sporita. In acest
sens, exemplul iluminarii domestice sau industriale este concludent: acum circa 50-100 ani
becurile erau preponderent de incandescentd, cu un randament de 3-5% [4], ulterior substituite
cu lampi fluorescente cu un randament aproape dublu [5], care se pare ca cedeaza lampilor cu
diode luminiscente cu un randament de peste 40 % [4, 6]. Progrese tehnologice fulminante se
identifica si In dezvoltarea tehnicii de calcul. De exemplu, primele calculatoare electronice
consumau puteri de ordinul sutelor de kW, pe cand ordinatoarele personale actuale au puteri
care depasesc cateva sute de W la performante de calcul mult superioare primelor [7].
Micsorarea dimensiunilor dispozitivelor, pe langa reducerea consumului de energie, cresterea
eficientei si micsorarea costurilor, duce la aparitia proprietatilor noi de naturd cuantica care
implicd schimbarea paradigmei de abordare. Este cunoscut faptul ca in electronica micro- si
nano-metrica fenomenele tipic cuantice sunt dominante si abordarea se face prin prisma
mecanicii cuantice cu toate consecintele de rigoare.

Totusi dimensiunile elementelor active ale acestora sunt de ordinul 10-100 nm, ceea ce
le plaseaza la limitele impuse de fizicd [8, 9, 10, 11] care reprezintd asa numitul ,,prag rosu” al
legii lui Moore [8]:

- limita termica: Energia unui semnal trebuie sa fie de ordinul catorva cuante k,T a energiei

medii a fluctuatiilor termice , unde k,; este constanta lui Boltzmann, iar 7' este temperatura.

Astfel nu se poate micsora un dispozitiv, pand cand semnalul primit/emis sa fie sub aceasta
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limita.

- limita relativista: Viteza propagarii semnalului nu poate depasi viteza luminii, astfel pentru
un dispozitiv electronic cu dimensiuni de ordinul centimetrilor timpul propagarii curentului
este aproximativ 1071° s, corespunzitor unei frecvente de 10 GHz.

- limita incertitudinii: Relatia de nedeterminare dintre energia unui semnal si durata acestuia
impune limite la energia minima a semnalului la ordinul 10" J, ceea ce nu permite marirea
frecventei [8].

Toate acestea creeazd premise pentru determinarea a noi cdi de obtinere a eficientei
dispozitivelor micro si nano-metrice, explorarea a noi directii, fenomene si aplicatii. In
particular, una din solutii ar fi explorarea spinului electronului, iar ramura datd este cunoscuta
ca spintronicd [12, 13, 14]. O altad solutie ar fi explorarea dispozitivelor plasate la interfata
domeniilor cum ar fi sistemele optomecanice. In ambele cazuri se riméne in acelasi cadru
conceptual si dimensional, dar se exploreaza caracteristici noi, care duc la efecte si aplicatii
diverse.

Sistemele optomecanice reprezintd ansambluri din subsisteme optice $i mecanice care
interactioneaza intre ele. Conventional acestea constau dintr-o cavitate optica, la care una sau
ambele oglinzi oscileazd, modificand frecventa proprie a cavitatii si realizand astfel cuplajul
optomecanic. Detectarea fenomenului de racire cuantica a fost realizata de Braginskii si echipa
sa [15] incd acum 50 ani, iar ulterior au fost dezvoltate scheme de cuplare optomecanica,
inclusiv cu rezonatoare de microunde [16], de exemplu. In prezent sunt cunoscute mai multe
tipuri de sisteme optomecanice — oglinzi care oscileaza, bare, membrane, microtoroide,
excitate sau nu de radiatie coerentd externa [10, 11]. Astfel, structuri mecanice
nanorezonatoare cuplate cu obiecte cuantice cum ar fi atomii artificiali devin atractive in
primul rand datoritd multitudinii de proprietati ce pot fi explorate, dar si posibilitatii de a cupla
la nivel cuantic sistemele implicate [17]. Sunt relatate mai multe dispozitive cu rezonator
nanomecanic In care se atestd fenomene de racire cuantica [18] cunoscute si in alte sisteme
[19, 20], miscare cu caracter cuantic [21] sau corelare coerentd a fotonilor in nanorezonatoare
cuplate [22].

Sistemele optomecanice permit combinarea sinergeticd a proprietatilor subsistemului
optic si a celui mecanic, deschizand noi orizonturi ale cunoasterii fundamentale si posibilitati
largi pentru stiintele aplicative. Aceste sisteme pot avea mase, dimensiuni si frecvente intr-un
spectru larg de valori: ag, nm, GHz - biosenzori, de exemplu, la kg, m, Hz in detectori de
unde gravitationale [10, 23, 24]. Cercetarea teoreticd si realizarea experimentald a diferitor

structuri optice- cuantice- mecanice reprezintd interese stiintific si practic in sensul
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manipularilor in regim cuantic. Acestea ar putea permite obtinerea cunostintelor noi legate de
decoerenta obiectelor masive, masurari ultrasensibile, crearea dispozitivelor fotonice integrate
care vor sta la baza informaticii cuantice si vor realiza stocarea, comutarea sau procesarea
informatiei [25]. In aceastd lucrare vom analiza dinamica cuanticd a unor sisteme mixte
optomecanice si vom analiza influenta punctelor cuantice cuplate cu un rezonator mecanic si

vom ardta eficienta acestei multiplicitati.

Scopul principal al tezei:
Modelarea si analiza proprietatilor / efectelor cuantice de interactiune ale sistemelor
mixte formate din RnM, rezonator optic si atomi artificiali pompati de radiatie externa

coerenta.

Obiectivele tezei:
e sd se analize corelatiile cuantice dintre modurile fonon-fotonice in sistemul format din
cavitate opticd, rezonator nanomecanic si qubit pompat laser;
e sa se detecteze fenomenul de ricire cuantica prin detectarea fotonilor emisi in cavitate;
e sa se identifice fenomenul de amplificare a corelatiilor fonon-fonon in sistemul qubit
rezonator mecanic cuantificat;
e sd se precizeze numeric diferiti parametri pentru identificarea starilor cuantice

corespunzatoare pentru realizare experimentala.

Metodologia de cercetare:
Pentru realizarea obiectivelor tezei au fost adaptate si aplicate metodele:

e A fost utilizat formalismul ecuatiei master generalizat ce contine disipatiile proprii
subsistemelor 1n interactiune si aplicate aproximatiile dipol, Born-Markov si a undei
rotative.

e In ecuatia master au fost eliminate variabilele punctului cuantic, care are o dinamici
mult mai rapida decét cea a RnM, si au fost exclusi termenii rapid oscilanti, astfel incét
sd se obtind ecuatia master pentru subsistemul fononic — subsistemul de interes.

e A fost obtinut sistemul de ecuatii diferentiale cu corelatori care descriu sistemul
optomecanic studiat.

e Au fost utilizate pachete de calcul analitic si numeric, cum ar fi Mathematica sau

MathCad.
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Noutatea stiintifica a tezei:

A fost analizat in premiera un sistem optomecanic format din rezonator mecanic cuantificat,
cu puncte cuantice intercalate pe acesta, pompate de radiatie coerenta. In cazul plasarii acestui
subsistem 1ntr-o cavitate optica, a fost identificat fenomenul racirii cuantice pentru un regim
si corelatii cuantice fotoni-fononi pentru alt regim. Cand sunt mai multe puncte cuantice au
fost atestate cuplari puternice cu rezonatorul mecanic cuantificat ceea ce duce la aparitia
corelatiilor cuantice fonon-fonon.

Problema stiintifica solutionata si rezultatele obtinute:
A fost studiatda dinamica rezonatorului nanomecanic pe care sunt plasate unul sau mai multe
puncte cuantice pompate intercalate sau nu intr-o cavitate optica, ceea ce a dus la identificarea
fenomenului racirii cuantice, sau atestarea corelatiilor cuantice foton-fonon sau fonon-fonon
pentru cuplari puternice. A fost stabilitd influenta numarului punctelor cuantice plasate pe
rezonator asupra dinamicii acestuia. Aceste rezultate pot fi utilizate la realizarea
experimentelor care implica sisteme optomecanice similare In vederea observarii fenomenului

racirii cuantice, obtinerii corelatiilor cuantice corespunzatoare sau amplificarii numarului

mediu de fotoni prin marirea temperaturii rezonatorului nanomecanic.

Importanta teoretica si valoarea aplicativa a lucrarii:

Importanta stiintifica a lucrarii rezidd in elaborarea unor modele realiste care descriu
interactiunea dintre radiatia laser coerentd, punctul cuantic, rezonatorul nanomecanic si
cavitate opticd. Acest model permite stabilirea regimurilor in care se realizeazd corelatii
cuantice intre fotoni si fononi sau racirea cuanticad a RnM. De rand cu acestea se analizeaza un
sistem format din RnM si puncte cuantice care permite utilizarea acestuia ca senzor pentru
determinare a maselor mici.

Rezultatele obtinute au fost implementate in cadrul proiectului moldo-german

13.820.05.07/GF si a proiectului institutional 15.817.02.09F.

Aprobarea rezultatelor:
Rezultate stiintifice principale ale tezei au fost prezentate la urméatoarele conferinte:
e 6-th Conference of the Physicists of Moldova, Moldova, Chisindu, 19-21 octombrie,
2017;
e §-th International Conference on materials science and condensed matter physics,

Moldova, Chisindu, 12-16 septembrie 2016;
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e 3-rd International conference on nanotechnologies and biomedical engineering, 23-26
septembrie, Chisinau, 2015;

e International Scientific conference light and photonics: Science and Technology,
Republica Moldova, 22 mai, Balti 2015;

e 7-th International conference on materials science and condensed matter physics,
Moldova, Chisindu, 16-19 septembrie, 2014;

e 5-th Conference of the Physicists of Moldova, Moldova, Chisindu, 22-25 octombrie,
2014.

Publicatii:
Sumar la subiectul tezei au fost realizate 12 publicatii, inclusiv 6 rezumate la conferinte
stiintifice, 6 publicatii in reviste stiintifice (2xPhysRevA 1F=2,925; JETP Letters [F=1,235;).

Dintre acestea 5 sunt publicate fard coautori.

Cuvinte-cheie:
Rezonator nano-mecanic, qubit / atom artificial / punct cuantic, corelatii cuantice, racire

cuanticd, inegalitatea Cauchy-Schwartz

Volumul, structura si sumarul tezei:
Teza constd din introducere, trei capitole si concluzii generale. Bibliografia contine 163

referinte. Volumul tezei este de 146 pagini. Teza contine 26 figuri.

Continutul tezei

INTRODUCEREA cuprinde argumentele privind actualitatea temei de cercetare, scopul
si obiectivele tezei, noutatea stiintifica a rezultatelor obtinute, tezele Tnaintate spre sustinere si
forumurile la care au fost expuse rezultatele principale ale tezei.

in capitolul unu — REZONATOARE MECANICE — PUNTEA INTRE MICRO SI
MACRO LUME - se face o sinteza a literaturii in domeniul de cercetare a tezei si sunt marcate
etapele dezvoltarii metodelor si aplicatiilor legate de RnM si de sistemele optomecanice. Sunt
analizate microrezonatoarele si sistemele micro- electro- mecanice si sunt descrise aplicatii ale
acestora. Ulterior sunt descrise sistemele nano-electro- mecanice a caror dimensiuni sunt de
100 -1000 de ori mai mici si pentru care se manifestd proprietati cuantice, deoarece lungimea

de unda asociata purtitorilor este comparabila cu dimensiunile dispozitivelor. In ultima parte
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a capitolului 1 sunt analizate sistemele optomecanice, sunt trecute in revistd principalele
sisteme fiabile si descrise modalitatile de studiu teoretic a acestora. Sunt descrise sumar
schemele modelelor cercetate In aceasta lucrare si sunt analizate succint avantajele acestora.

In capitolul doi — CORELATII CUANTICE INTRE FONONI SI FOTONI — este descris
un rezonator nanomecanic pe care este plasat un punct cuantic cu doua niveluri, care este
pompat de radiatie monocromatica coerenti. Intregul subsistem cuanto-mecanic este plasat
intr-o cavitate opticd unimod. Punctul cuantic interactioneaza cu bara nanomecanica pe care
este plasat, dar si cu modul cavitatii. Hamiltonianul sistemului descrie partea coerenta de
interactiune si vizeaza energiile libere ale punctului cuantic si barei nanomecanice, energiile
de interactiune dintre punctul cuantic — bara — cavitate — laser. Intregul sistem este descris de
ecuatia master corespunzatoare, iar pierderile de defazare, emisie spontana si cele fononice /
fotonice sunt luate in calcul in aproximatia Born-Markov. Ecuatia master se scrie in
reprezentarea starilor imbracate, iar variabile punctului cuantic se exclud prin medierea dupa
starile imbracate. Sunt obtinute ecuatiile de miscare pentru corelatorii campurilor fononice si
fotonice. La pomparea punctului cuantic cu o frecventa usor mai mare decat frecventa cavitatii
optice are loc absorbtia unui foton laser si emisia unui foton in cavitate si a unui fonon in bara.
In acest capitol am aritat ci fotonul emis in cavitate si fononul din bara sunt corelati cuantic,
iar temperatura mediului influenteaza numarul fotonilor. Gradul de corelare fonon-foton se
contabilizeaza prin functia de corelare de ordinul doi. Mai mult, inegalitatea Cauchy Schwarz
este incdlcata ceea ce indicd natura cuantica a corelatiilor fonon-foton.

In cazul cand frecventa radiatiei externe incidentd pe punctul cuantic este usor mai mica
decat frecventa modului cavitdtii optice, se atestd fenomenul racirii cuantice. Absorbtia de
catre punctul cuantic a unui foton laser si a unui fonon din bard este insotitd de emisia unui
foton in cavitate. Astfel are loc racirea modului rezonatorului mecanic, iar aceasta racire este
detectata prin observarea fotonului din cavitatea opticd. Este studiatd dinamica qubitului
pentru un dezacord negativ (rosu) dintre frecventa laserului si frecventa cavitatii optice. Este
dezvoltat formalismul analitic de includere a pierderilor fononice si este obtinuta ecuatia
master. Sunt prezentate mai multe dependente ale numarului mediu de fotoni ai cavitdtii optice
sau fononi ai barei mecanice. Maximul numarului de fotoni emisi in cavitate coincide cu
minimul numarului de fononi absorbiti din RnM, ceea ce indica ricirea si permite detectarea
fenomenului de racire.

In capitolul trei - CUPLAREA INTENSA DINTRE REZONATORUL
NANOMECANIC SI PUNCTELE CUANTICE - sunt investigate proprietatile dinamice ale

unui rezonator pe care sunt fixate mai multe puncte cuantice pompate din exterior de radiatie

15



coerenta tratata semiclasic. Are loc o cuplare intensd dintre RnM si qubiti gratie numarului
mare al ultimilor. Modelul presupune mai multe idealizari:
e punctele cuantice nu interactioneaza intre ele;
e rezonatorul nanomecanic este unimod, adicd latimea si grosimea acestuia sunt
mult mai mici decat dimensiunea longitudinala;
e radiatia laser este intensda, iar campul electromagnetic variaza slab pe
dimensiunea punctului cuantic;
e procesele de interactiune ale subsistemelor sunt farda memorie, adica sunt procese
de tip Markov. Aceasta presupunere este frecvent utilizatd in procesarea analitica
a unor sisteme similare si este datoratd proprietdtilor termostatului.

Datoritd interactiunii dintre punctele cuantice si RnM in miscare oscilatorie, are loc
deformarea punctelor cuantice, astfel distanta dintre nivelurile energetice ale punctelor
cuantice se modifica si se realizeaza interactiunea fonon-fonon.

Ecuatia master a sistemului care contine atdt parte coerentd cat si termenii necoerenti de
tip Linblad, a fost scrisa si simplificatd in aproximatiile Born, undei rotative si seculara.
Variabile punctelor cuantice au fost eliminate, deoarece dinamica acestora este mult mai rapida
decat cea a rezonatorului nanomecanic. Interactiunea subsistemelor a fost scrisda in
reprezentarea starilor imbracate, reprezentare uzuala a carei sens fizic este ca laserul incident
schimbd modul in care atomul artificial interactioneazd cu radiatia electromagnetica.
Variabilele punctului cuantic sunt mai rapide decat variabilele rezonatorului mecanic, de aceea
au fost eliminate prin trasarea dupa variabilele qubitului. In ecuatia master nu au fost eliminati
termenii rapid oscilanti deoarece numarul mai mare de qubiti contribuie la marirea cuplajului
dintre acestia si RnM.

In final, au fost obtinute ecuatiile de miscare pentru RnM. Au fost trasate graficele
numdrului mediu de fononi ai barei nanomecanice si a functiei de corelare de ordinul doi
fonon-fonon in dependenta de dezacordul dintre frecventa de tranzitie a punctului cuantic si
frecventa laser. Numarul mediu de fononi are un maxim pronuntat care ar permite determinarea
frecventei Rabi sau a frecventei de vibratie a RnM. In acest capitol sunt facute calcule analitice

aproximative care arata aceasta corelare fonon-fonon.
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1 REZONATOARE MECANICE - PUNTEA INTRE MICRO SI MACRO
LUME

Tot ce ne Inconjoara — de la particule elementare, atomi, molecule, virusuri, bacterii,
libelule, mamifere, planete, stele galaxii si univers — poate fi clasificat dupa diferiti parametri
fizici cum ar fi dimensiune, masa, energie/temperaturd, fortd de interactiune etc. Alegand scara
lungimilor, rezonatoarele micro- si nano- mecanice au o pozitie intermediard intre
microcosmos si lumea uzuala in care ne aflam. Activitati stiintifice recente [26, 27] arata ca
rezonatoarele mecanice pot cupla chiar si macrocosmosul la perceptia umana.

Mecanica cuanticd este asociatd, de regula, particulelor microscopice, cum ar fi electroni,
atomi sau fotoni. Mecanicei clasice, la rindul sau, ii revin particule mari, cum ar fi bilele de
biliard, undele de pe lacuri sau sistemul solar. in ultimul timp un loc intermediar in clasificarea
domeniilor cognitive ale fizicii 1i revine fizicii mezoscopice, obiectele de studiu ale careia sunt
corpurile intermediare iIntre cele macro- si micro-scopice. Corpurile mezoscopice sunt
macroscopice in sensul ca contin un numar mare de particule si sunt artificiale in sensul ca
sunt construite de om. Acestea pot fi de la micro si nano circuite electromagnetice, atomi
artificiali, rezonatoare mecanice, sisteme mixte etc. Parametrii care ii imprima sistemului un
comportament cuantic depind de proprietatile acestuia si pot fi influentati prin construirea
sistemului. Fizica mezoscopica este o noud arie a cercetarii In care se manifesta fenomene noi
fara echivalente in lumea microscopica [28].

Plasate intr-o scara logaritmicad a dimensiunilor lucrurile sunt ordonate de la mai mici la
mai mari, iar tehnicile de vizualizare diferd de la un ordin la altul — vezi figura 1.1.
Dimensiunile elementelor active ale MEMS (micro-electro-mechanical system = sisteme
micro-electro-mecanice), sau NEMS (nano-electro-mechanical system = sisteme nano-
electro-mecanice) pot atinge valori comparabile cu lungimile de unda de Broglie ale
purtitorilor de sarcind, ceea ce necesitid abordare prin prisma teoriilor cuantice. In plus, la
dimensiuni de ordinul nm vibratiile subsistemului mecanic la fel se cuantifica [10] ceea ce
modifica esential felul interactiunii cu alte subsisteme implicate.

Rezonatoarele mecanice reprezintd elementele de baza pentru sisteme opto-, electro-
magneto- mecanice care au o utilizare din ce in ce mai largad. Sistemele optomecanice
reprezintd o clasa intreagd de dispozitive care contin, de reguld, un subsistem mecanic $i un
subsistem optic. Acestea, modelate prin confluenta domeniilor, mostenesc proprietati
importante si interesante atat dintr-o parte cét si din alta. De exemplu, In cursa micsorari
dimensiunilor sistemele optomecanice sunt in avantaj: Subsistemele optice pot avea
dimensiuni reduse si opereazd cu numar mic de particule si cantitdti minuscule de energie, iar
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subsistemele mecanice permit masurari ultra fine din micro lume. Utilizarea subsistemelor
optice cat si celor mecanice au contribuit si continua sd o faca la dezvoltarea fizicii si a
domeniilor conexe. In acest sens mentiondm legile atractiei universald sau Coulomb care au
fost stabilite / precizate gratie balantei de torsiune, sau mai recent depistari ale undelor

gravitationale cu ajutorul interferometrului LIGO [27].
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Figura 1.1. Dimensiunile lucrurilor. (color online)

Dispozitivele care contin rezonatoare mecanice sunt reprezentate in centrul figurii cu titlurile

MEMS si NEMS. Imagine adaptata din [29]

Alte exemple de utilizare cu succes ale sistemele combinate opto-electro-mecanice
minuscule, sunt sistemele care permit atat dezvoltarea nanotehnologiilor cat si extinderea
domeniului de studiu si aplicabilitate al acestora. Printre acestea mentionam microscopul de
fortad atomicd, inventat in 1985 [30], precedat de microscopul cu efect tunel [31], ambele din
categoria tehnicilor de vizualizare a microlumii. Aceste descoperiri din zorii nanotehnologiilor

au avut (si continud sd aiba) un impact enorm asupra dezvoltarii domeniului, de rand cu alte
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dispozitive cum ar fi microscopul de fortd magnetica, de exemplu. Sisteme mixte electro- opto-
mecanice cu mostenire si confluentd de proprietati din fiecare ramura vin sa rezolve unele
probleme si sd provoace noi analize si cercetdri. Unde a inceput hibridizarea sistemelor
mecanice cu alte subsisteme, care este starea actuala si pAna unde se poate ajunge? In cele ce
urmeaza vom face o trecere 1n revistd a dispozitivelor si sistemelor care au cel putin un
subsistem mecanic, In ordinea descresterii dimensiunilor - MEMS, NEMS si spre final, vor fi
analizate separat sistemele optomecanice, pentru care se vor elucida si aspecte de mecanica /
optica cuanticd si se vor analiza unele caracteristici distincte. Mai mult, deoarece sistemele
analizate interactioneazd cu mediul Inconjurator, va fi descris modul in care se trateaza

disiparea de energie prin interactiuni cu vidul.
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1.1 Microrezonatoare mecanice

Un capitol aparte in istoria dezvoltarii dispozitivelor mixte sunt precursorii dispozitivelor
nanoscopice — dispozitivele micrometrice cunoscute in argou ca MEMS-uri, aparute inca din
anii 60 ai secolului trecut si intrate in uz comercial de prin anii 80 [32, 33]. Desi acestea,
dimensional vorbind, sunt deja depasite de dispozitivele nanometrice, totusi reprezinta
dispozitive fiabile cu tehnologii mature, iar o buna parte din efectele si comportamentele tipic
cuantice, identificate si studiate 1n acest cadru, sunt aplicate si la dispozitivele cu ordine de
marime mai mici. Dispozitivele MEMS sunt dispozitivele compuse din subsisteme mixte
electrice si mecanice ale ciror dimensiuni sunt cuprinse intre 1 si 100 pm. Insesi dispozitivele
mecanice pot atinge dimensiuni de la 20 um pana la 1 mm. Sistemele micro-mecanice presupun
un raspuns electric la o deformare mecanicd sau un rdspuns mecanic la aplicarea unui camp

electric sau magnetic [9].

Figura 1.2. Capusa (Tetranychus urticae) pe un sistem cu micro oglinzi.

Mecanismul unei oglinzi cu o capusa plasata deasupra. Se vede care sunt dimensiunile

relative ale unui MEMS de ordinul 10 pm. Imagine preluata din [34]
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Principalele avantaje ale dispozitivelor MEMS fatd de elementele electronicii clasice
bazatd pe semiconductori sunt multiplicitatea si miniaturizarea — in sensul in care producerea
unui numdr mare de dispozitive printr-o singurd operatie cu timp de executare tehnologica
redus si micsorarea la limita a dimensiunilor elementelor active — au dus la micsorari cu cel
putin un ordin al costurilor si eficientizarea interactiunilor dintre componentele incluse.

De obicei, MEMS-ul este alcatuit dintr-un microprocesor si mai multe componente care
in calitate de micro senzori interactioneaza cu mediul ambiant. Atat interactiunile cu mediul
cat si interactiunile dintre subcomponentele MEMS-urilor trebuie abordate prin prisma fizicii
mezoscopice, deoarece apar efecte legate de micsorarea dimensiunilor. Raportul volum
suprafata este mult diferit fata de elementele macrolumii si aceasta duce, in particular, la
evidentierea fenomenului frecarii in defavoarea fenomenului inertiei elementelor micro-
rezonatoare, adica trebuie sd se tind cont de efectele de suprafatad. Un alt efect este legat de
faptul ca fortele de interactiune moleculard pot sa depaseascad fortele mecanice de revenire.
Aceste si alte efecte servesc ca si platforma pentru senzori si dispozitive noti [8, 9].

Favorite in industria MEMS-urilor rdmane a fi siliciul, gratie utilizarii largi a acestuia in
electronicd, prin urmare, existd metode bine puse la punct de obtinere, purificare, modelare,
prelucrare. Mai mult, oboseala mica a siliciului, respectarea legii deformarilor elastice, lipsa
efectului de histerezis la deformare, face ca elementele micro mecanice confectionate din Si
sd reziste la miliarde de cicluri si mai mult. La fel acest material permite integrarea MEMS in
dispozitive electronice existente. De rand cu siliciul se utilizeaza metalele cum ar fi Ni, Al,
Au, Cr, Ti, W, dar si materiale pe baza de polimeri. Ultimele, gratie posibilitatii producerii in
serii mari cu proprietati variate si cheltuieli mici, se regdsesc in medicind sau industria
farmaceutica.

Cateva aplicatii care au la baza dispozitive micrometrice sunt:

Accelerometrele care reprezintd niste senzori micrometrici utilizati pe larg in industria
automobilistica, in particular, la sistemele de securitate, pentru determinarea acceleratiilor
critice la franare bruscd sau in caz de accident. Elementul cheie al acestora este o placa
intercalatd Intre armadturile unui condensator, care la o accelerare / decelerare critica isi
modifica pozitia, modificdnd capacitatea electrica a condensatorului. Semnalul electric preluat
permite actionarea sistemului de securitate. Senzorii accelerometrici de dimensiuni
micrometrice, pe langa pretul cu un ordin mai mic au un timp de reactie minor analogilor
macroscopici [9].

Sistemele cu micro oglinzi sunt utilizate pentru a controla gradul de reflexie a luminii —

fiecare micro oglinda este controlatda de un MEMS, astfel, lumina incidenta fie e reflectata fie
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este absorbitd in dependenta de unghiul la care este rotitd microoglinda. Astfel de dispozitive
sunt utilizate la proiectoare grafice sau la corectarea devierii razei laser in imprimantele laser
sau copiatoare (XEROX).

Dispozitivele microcapilare controlate de MEMS sunt utilizate pentru a doza si distribui
substantele, in special, medicamentele. Astfel exista deja implanturi micrometrici distribuitori
de insulind conectati cu senzori de glicemie. La fel in imprimantele cu get, uzuale de mai bine
de doud decenii, capurile de imprimare sunt niste dispozitive MEMS cu microcapilare
controlate.

Sunt cunoscute MEMS-uri cu microfon si procesor care descompune sunetul in serie
Fourier. Componentele acestuia pot fi transmise direct nervului auditiv, ceea ce permite
crearea protezelor auditive microscopice.

Pe langa acestea existd o gama variata de alti senzori de presiune, temperaturad, tensiuni
mecanice, micro giroscoape pe baza de MEMS care sunt implementate la scara industriala [9].
Conform prestigioasei reviste Forbes piata dispozitivelor MEMS depaseste 10 miliarde de
dolari [35] si este In continud crestere [36]. De rand cu acestea se dezvoltd rapid si o piata
paraleld a dispozitivilor mai mici — NEMS. Este curios faptul ca piata NEMS este cu trei ordine
de marime mai mica — circa 100 milioane dolari [37]— cam acelasi raport ca si cel al

dimensiunilor.
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1.2 Nanorezonatoare mecanice

Dezvoltarea vertiginoasa a tehnologiilor cuantice, in special acelea care tin de micsorarea
dimensiunilor dispozitivelor — nanotehnologiilor — duce la aparitia mai multor structuri care
au dimensiuni de la cateva sute la cativa nm. Printre acestea se regisesc nanotuburile de
carbon, nanofirele, nanomebranele sau nanorezonatoarele mecanice. Multe dintre elementele
nanometrice se regdsesc in diferite sisteme din informatica cuantica, senzori ultrasensibili,
aparate integrate In nanoelectronica sau in retele fotonice cu multiple aplicatii in biomedicina
sau 1n retele informatice cuantice fiabile si rapide. Dispozitivele care integreaza structuri
mecanice nanometrice, elemente electronice de procesare, intrare/iesire sunt cunoscute ca
NEMS (nano-electro-mechanical system). Aceste dispozitive, de reguld, integreaza elemente
din nanoelectronicd si elemente mecanice — pompe, actuatori, motoare etc, si pot servi in
calitate de senzori chimici, biologici sau fizici. Dimensiunile foarte mici ale NEMS-urilor
(elementele active au de la zeci la sute de nm) favorizeaza proprietati fizice deosebite cum ar
fi masid mica, frecvente proprii mari, efecte cuantice evidentiate. In particular, NEMS-urile
sunt utilizate in calitate de accelerometre, detectori de substante chimice, cantare ultrasensibile

etc [9].

Figura 1.3. Rezonator mecanic. (color online)

Rezonator nanomecanic de frecventa inaltd cu capete libere cu factor de calitate mare.

Imagine preluata din [38]
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In naturi exista sisteme biologice — bacteriile flagelate — flagelii carora sunt nu altceva
decat niste nanomotoare. Miscarea acestor flageli cauzatd de reactii chimice in molecula de
ATP (adenizin trifosfat) propulseazad bacteriile in mediul lichid. Pentru elaborarea diferitor
dispozitive nanomecanice fiabile, este necesar atat sa se studieze proprietatile mecanice ale
acestora, cat si sd se determine conditiile de controlare si manipulare a caracteristicilor, iar
analogii functionali naturali pot furniza informatii relevante pentru proiectarea elementelor
viabile 1n fizica si tehnica [9].

Fabricarea NEMS-urile este mai dificild decat realizarea MEMS-urilor, in special, daca
e vorba de implementare la scara larga. Litografia optica este limitatd de lungimea de unda a
radiatie1 UV — de circa 200 nm. Aceasta nu este suficientd pentru crearea dispozitivelor de
circa 10 — 100 nm, iar daca s-ar utiliza radiatie cu lungime de unda inferioard celei UV, cum
ar fi radiatia X sau fascicole de electroni, masca pentru litografie si tehnologia de expunere ar
fi complexe si scumpe pentru aplicatii practice. Una dintre solutiile de alternativa este
litografia nanoimprint, care reprezinta o metoda de sus in jos (top- down). La fel, exista o serie
de solutii de jos in sus (bottom-up) in care atom cu atom se formeaza structura dorita [9].

Studiul rezonatoarelor nanomecanice (RnM) prezintd un interes deosebit [10, 39].
Importanta acestor dispozitive este cu atdt mai mare cu cat acestea permit determinari ale
maselor sau ale deplasarilor ultra-mici [10 (vezi si referintele atasate)]. In special, sunt demne
de remarcat efectele cuantice macroscopice in sisteme cu RnM in tandem cu dispozitive clasice
existente. De exemplu, 1n [40] a fost propusa o arhitecturd de quantum computing bazatd pe
integrarea RnM cu qubiti. Rezonatoarele au frecventa de ordinul GHz, iar cuplarea se
realizeazad prin efect piezoelectric. Sistemul este analogul unei colectii de atomi (jonctiuni
Josephson) cuplata la rezonatoare electromagnetice. Acesta permite atat posibilitdti de stocare
a qubitilor cat si stdri de inseparabilitate cuantici cu RnM. O alta schema de squeezing
parametric peste limita zgomotului cuantic al nivelului a fost relatatd in [41]. Instalatia
experimentald consta dintr-un cantilever (rezonator mecanic), pe care este plasata o particula
magneticd, miscarea caruia este produsa de un camp magnetic exterior variabil, iar detectarea
acesteia se face cu un interferometru cuantic (SQUID). Schema propusa este relativ usor de
implementat si poate fi utilizatd intr-o intreagd clasd de experimente ce vizeaza tehnici de
detectarea a parametrilor rezonatorului mecanic.

Odata cu micsorarea dimensiunilor se remarca tot mai pregnant proprietdtile cuantice ale
sistemelor cu RnM. Astfel, observatii asupra miscarii cuantice a RnM au fost raportate in [9].
Natura cuanticd a rezonatoarelor mecanice prezintd mereu mici surprize cercetatorilor, iar

schema experimentald viabila de detectare a miscarii cuantice, propusa in lucrarea mentionata
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mai sus, deschide noi orizonturi pentru observarea si controlul dinamicii cuantice a sistemelor
mecanice mezoscopice. Grupul de autori — Safavi et. al. [9] — au demonstrat comportamentul
cuantic al unei nanostructuri realizatd artificial, ceea ce permite realizarea sistemelor opto-
mecanice fezabile, izolate cu sensibilitatea suficientd pentru masurari specifice lumii cuantice.

Manipularea coerenta a fononilor in rezonatoare mecanice cuplate a fost dovedita
experimental in [22]. Autorii au analizat doud RnM lamelare pe bazd de GaAs, plasate pe
acelasi suport. Desi cuplarea a doud oscilatoare (pendule) este cunoscuta inca din secolul al
XVII-lea, odatd cu dezvoltarea nanotehnologiilor intelegerea dinamicii a doua RnM cuplate
ofera posibilitati de construire a senzorilor de precizie Inalta, filtre de trecere cu factor de
calitatea mare, amplificatoare de semnal sau porti logice. Okamoto si colegii [22] au
demonstrat cd doua RnM interconectate geometric se pot cupla coerent prin pompaj
piezoelectric indus parametric. Tehnica propusa permite cuplarea stransd a doud RnM, chiar si
in cazul cand frecventele fundamentale ale acestor difera usor. Alt experiment care a aratat
cuplarea (entanglarea) a doi oscilatori indepartati a fost relatatda in [42], iar in [43] a fost
demonstratd fiabilitatea cuplarii dintre fotoni optici si microunde utilizdnd un cristal
piezoelectric optomecanic. S-a obtinut transferul de semnal coerent intre cadmpurile optic si
microunde (MW) prin cuplarea electro-opticd parametrica, utilizind modul fononic localizat.
Au fost observate interactiuni coerente intre MW si modurile mecanic si optic, manifestate
prin transparenta opticd indusa electromagnetic.

Interfata mecanica dintre fotoni optici si semnale electrice din domeniul microundelor a
fost recent demonstratd. Un sistem hibrid electromecanic ce consta din doud RnM incarcate
electric care interactioneazd cu ansambluri de atomi de tip Rydberg a fost investigat in [44].
Grupul de cercetatori la cuplarea dipol-dipol rezonantd intre tranzitiile interne ale atomilor
Rydberg si elementele mecanice permit racirea acestora. Spectrul electronic variat al atomilor
de tip Rydberg la care se adauga si gradul ridicat de control optic creeaza premise pentru
implementarea protocoalelor de control cuantic al oscilatorilor mecanici.

In [45] a fost analizata inseparabilitatea stationara a variabilelor continue ale CO si RnM,
interactiunea cdarora este intermediatd de un punct cuantic cu doud niveluri. Cresterea
frecventei RnM sau micsorarea temperaturii duce la inseparabilitatea cuantica a cavitatii optice
si a barei nanomecanice, cu atit mai pregnant cu cét tiria interactiunii creste. In aceasta lucrare
este remarcabild prezenta unui obiect cuantic intermediar — punctul cuantic — care are rol de
mediator al interactiunii dintre structurile optomecanice.

Rezonatorul nanomecanic reprezintd un element relevant pentru construirea

dispozitivelor ultrasensibile. Vinante cu colegii au obtinut racirea prin actiune inversa a trei
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moduri electromecanice ale detectorului de unde gravitationale AURIGA concomitent [24].
Acestia au atins performanta racirii barei detector de la temperatura rezervorului de 4,2 K la
0,17 mK. Aceasta tehnica de racire permite impunerea unui comportament cuantic unor obiecte
masive de ordinul kg si atingerea unor precizii inalte de masurare, imperioase in cazul undelor
gravitationale.

O serie intreagd de tehnici si dispozitive care permit mdsurdri ultrasensibile ale maselor
sunt prezentate in [46]. Autorii analizeaza avantajele utilizarii rezonatoarelor mecanice fata de
alte metode, se focuseaza pe aplicatii ale determinarilor de mase mici si au elaborat un protocol
ce permite determinarea maselor obiectelor microscopice atasate pe unul sau mai multe
rezonatoare cuplate. In sensul determinirii maselor evolutia senzorilor este spectaculoasi [47]
— in circa o decada pornind de la determindrii ale maselor unor molecule mari (de ordinul fg)
se ajunge la determindrii ale maselor de ordinul masei atomului de hidrogen (vezi si figura
1.4). Micsorarea masei elementului sensibil (cantileverul) duce la cresterea sensibilitatii
determinirii maselor. Intr-adevir, asa cum masa suplimentard plasati pe RnM duce la o
modificare a frecventei de rezonanta data de:

Vo

Ay =— Am, (1.1)
2m,

unde:

v, este frecventa proprie a RnM,
m, masa RnM,

Av modificare frecventei oscilatiilor,
Am masa plasata suplimentar pe RnM.

Relatia (1.1) se obtine daca dezvoltam in serie de puteri frecventa unui oscilator armonic
si pastram doar termenii liniari. Semnul ,,-” este datorat micsorarii frecventei de oscilatie la
modificarea masei pendulului. Se observa clar ca atat la micsorarea masei elementului oscilant
cat si la marirea frecventei proprii a acestuia deplasarea frecventei de oscilatie creste la 0 masa
concretd masurata, ceea ce implicit duce la cresterea preciziei masei masurate.

Tehnologiile de sus in jos par sa piarda teren in fata tehnologiilor de fabricare de jos in
sus daca vorbim de determindri ale maselor mici. Senzori confectionati din nanofire

semiconductoare sau de carbon permit cele mai precise determindri ale maselor ultra mici.
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Figura 1.4. Evolutia sensibilitatii nanorezonatoarelor si a frecventelor de rezonanta ale

acestora. (color online)
In partea de sus a imaginii sunt prezentate doud elemente oscilante care permit determinarea
maselor confectionate prin tehnologii diferite, top down si bottom up. Graficul contine date
despre masele rezonatoarelor (patrate), masele masurate de acestea (cercuri) si frecventa de
rezonanta. Masurdrile se fac in vid la un factor de calitate de ordinul 10 000 . Imagine

adaptata dupa [47]

O problemd care apare la studiul RnM este detectarea experimentala a vibratiilor
mecanice ale acestuia. Sunt elaborate si implementate cu succes mai multe metode care ar
permite determinarea caracteristicilor RnM. Printre acestea sunt: metodele magnetica,
electrostatica sau optica [10], corespunzator deplasarile RnM sunt transformate in semnale ce

pot fi prelucrate prin intermediul campurilor magnetice, electrostatice sau ca rezultatul
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interferentei cdmpului electromagnetic [48]. Ultima metodd este limitata de difractia
fascicolului incident, ceea ce plafoneaza dimensiunile cercetate ale RnM-ului. Pe langa aceste
metode de detectare a miscdrii RnM sunt aplicate cu succes si altele. Una dintre optiuni ar fi
utilizarea unui interferometru supraconductor cuantic, in care vibratiile mecanice sunt
detectate prin variatia campului magnetic [49]. Vibratiile mecanice pot fi detectate si prin
tranzistorul cu un singur electron, care este extrem de sensibil la sarcini electrice [50].
Suplimentar poate fi utilizat si efectul de tunelare dintre RnM si un ac cu varf atomic [51], iar
semnalul parvenit la o amplificare corespunzitoare permite detectdri ale vibratiilor mecanice
cu sensibilitatea comparabila celei obtinute prin metoda tranzistorului cu un singur electron.
Mai mult chiar, monitorizarea optica ultrasensibila a rezonatorului micro mecanic cu un senzor
optomecanic limitat cuantic a fost raportata in [52]. Este de remarcat cd miscarea cuantica a
rezonatorului nanomecanic a fost observatd experimental 1n [9]. Posibilitatea detectarii in timp
real a deplasarilor prin detectarea semnalului de luminiscenta si a fluctuatiilor deplasarii prin
gradul functiilor de coerenta de ordinul doi a fost recent demonstrata [53]. O’Connell si colegii
[18] au confectionat un RnM de tip sandvis, din nitrurd de aluminiu incorporatd intre doua
placi de Al, cu proprietdti piezoelectrice. Aceasta structurd poate oscila sub influenta unui
semnal electric, sau viceversa la oscilatiile acestuia se genereaza semnal electric. Pentru
masurarea starilor cuantice ale oscilatorului a fost folosit un qubit cuplat cu acesta si s-a aratat
ca poate fi creat un singur fonon, ceea ce reprezintd o cale de a controla cuantic un rezonator
mecanic.

O serie intreagd de abordari care duc la racirea cuantica a unui rezonator sunt la fel
prezentate in [54, 55]. Acestea, impreuna cu modeldrile teoretice si realizarile experimentale
prezentate mai sus, aratd concludent importanta rezultatelor legate de racirea cuanticd a unui
rezonator. Desi cuplarea optomecanica intre subsistemul optic si cel mecanic este robusta,
aceasta nu este singura modalitate de formare a unei cavitati. In [56] a fost realizatid schema
experimentald cu un RnM piezoelectric, dublu ancorat, in care cavitatea fononica este formata
prin generarea armonicii secundare, prin care se obtine o racire a primului mod de oscilatie.

Un material promitator pentru fabricarea elementelor dispozitivelor nanomecanice este
carbonul incadrat fie ca structurd planara — grafen, fie sub forma filiforma — nanotub [57, 58,
59, 60, 61]. Acestea sunt materiale ideale gratie densitatii mici, lipsei defectelor, proprietatilor
elastice deosebite, factorului de -calitate inalt. Utilizarea nanotuburilor de carbon in
nanoelectronica este la ordinea zilei, iar recent, a fost prezentat primul tranzistor pe baza de
nanotub de carbon cu dimensiuni sub 40 nm [62], iar in [63] este descrisa instalatia

experimentald care permite masurdri de forte de ordinul zN. Materialele pe baza de carbon
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sunt intens si suficient de bine studiate intr-un anumit context, iar utilizarea in domenii afiliate
necesitd atat adaptarea metodelor de analizare cat si a tehnicilor care ar permite observarea /
masurarea altor efecte noi.

Obtinerea unui semnal masurabil, mult peste zgomotul prezent in oricare sistem este o
problema uneori dificil de rezolvat. Intr-adevar, la dimensiuni mici in urma interactiunii dintre
obiectul supus masurdrii si aparatul de masura se obtine informatia despre starea comuna a
acestora si niciodata informatii despre starea in care se afla sistemul. Prin urmare, o conditie
care trebuie sa o respecte aparatul de masura este ca acesta sa nu influenteze deloc, sau cat mai
putin sistemul masurat. In acest sens, utilizarea unui laser de proba pentru citirea informatiei
din sistemul mecanic este avantajatd atat de influenta micd a radiatiei coerente, cat si de
precizia mare permisa de semnalul optic. Am prezentat mai sus mai multe cercetari teoretice
si experimentale in care elementul cheie este un RnM. Din acestea le mentionam pe celea care
au si un subsistem optic si formeazi un sistem optomecanic. In sectiunea urmitoare vom
analiza mai multe sisteme care combind armonios subsistemul mecanic cu cel optic, iar

simbioza respectiva, din cate se pare, imprima avantaje suplimentare.
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1.3 Sisteme mixte opto-nanomecanice

Faptul ca lumina poate exercita o forta asupra obiectelor macroscopice este cunoscut de
peste 100 ani. Unul dintre primele experimente (interpretat gresit la vremea respectivd) a fost
cel al lui Crookes (1873), care a inventat radiometrul omonim [64]. Desi ipoteza despre
presiunea luminii a fost emisa inca de catre Kepler (1619), fundamentarea teoretica (Maxwell
1862) si dovada experimentald certa (Lebedev 1900), au avut loc mult mai tarziu [65].
Oglinzile sunt incadrate sintetic in fizicd si desi sunt cunoscute din cele mai vechi timpuri,
relativ recent interactiunea acestora cu radiatia a depasit cadrul opticii geometrice. In
interferometrul Fabry Perot, de exemplu, pierderile la reflexie desi mici, trebuie luate in calcul
daca fascicolul de lumina se reflectd de mai multe ori. In plus, forta de presiune a luminii,
poate modifica frecventa proprie a cavitatii si aceasta duce la efecte noi. Forta de presiune a
luminii este foarte mica: Soarele exercitd la suprafata terestrd o presiune de ordinul pPa pe o
suprafatd neagra, si descreste de vreo 10 ori in zona centurii de asteroizi ai sistemului solar.

Presiunea luminii poate fi determinata astfel:

1,4kW/
F _FM_ P E C Al _4.7-10°Pa,

—_—
~

TS SA SA SAic ¢ 3,0-10°m/
S

p (1.2)

unde:

F este forta exercitatd de radiatie,

S — aria suprafetei plasata perpendicular pe razele incidente,

P — impulsul sumar al fotonilor incidenti,

E — energia fotonilor incidenti,

— constanta solara (energia radiatiei incidente timp de o secundd normal pe o suprafata neagra
de 1 m?, aflati la distanta de 1 ua de la Soare)

Presiunea luminii micd ca valoare in conditii cotidiene, se manifesta la scara mare,
cosmicd, iar coada cometelor reprezinta o dovada clard. Pe de altd parte, la scari micro- sau
nano-metrice In structuri optomecanice cand alte forte sunt comparabile sau mai mici decat
forta de presiune a luminii, ultima influenteaza sesizabil dinamica sistemului i nu mai poate

fi neglijatd. Un sistem optomecanic nanometric este tributar fizicii mezoscopice, si desi este

format din entitdti care contin multe particule C = 1’4k%2 (atomul artificial are circa 10°

atomi, iar un RnM si mai multi) comportamentul acestora nici pe departe nu este clasic, iar
efectele care apar sunt tipic cuantice, care nu se intalnesc la interactiuni ale particulelor mici.

Felul interactiunilor, caracterul acestora impune un aparat matematic al opticii cuantice,
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aproximatii uzuale si interpretari adecvate.

Marea parte a sistemelor opto-nanomecanice sunt construite fie cu scopul de a afla mai
multd informatie despre nano lume (corelatii cuantice, depasiri ale limitelor cuantice etc), fie
joacd roluri de senzori si traductori minusculi, ultrasensibili, fiabili si ieftini. Ponderea mare a

.....

a componentelor optice, relativ usor de confectionat si etalonat.
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Figura 1.5. Evolutia ponderii subclaselor de biosenzori . (color online)
In dependenti de efectul fizic in mediul traductor al unui senzor acestia se impart in optici,
electrici, mecanici si nanomecanici. Se observa ponderea in crestere a senzorilor optici, dar si
aparitia sustinuta odata cu dezvoltarea nanotehnologiilor a nanosenzorilor mecanici.

Statistica adaptata dupa [47]

Pe langa tendinta utilizarii prioritare a senzorilor optici se remarcd aparitia in ultima
decada a unor senzor nanomecanici si a elementelor combinate opto-mecanice [47].
Iatd de ce studiul sistemelor mixte prezinta interes stiintific si practic, rezultand noi

dispozitive, noi efecte, noi explorari si utilizari.
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1.3.1 Unele sisteme optomecanice

Exista o gama mare de sisteme optomecanice, de la macro-, micro- si mezo-scopice. Unul
dintre cele mai cunoscute sisteme este, probabil, balanta de torsiune utilizatd de Coulomb,
adaptata de Cavendish pentru masurari gravitationale fine, apoi sisteme similare in care lumina
permitea obtinerea informatiilor despre deplasari liniare sau unghiulare foarte mici. Ceva mai
recent, acelasi caracter de propagare geometricd a luminii a fost folosit n microscopul de forta
atomicd [30] pentru analiza suprafetei structurilor la nivel nanometric. O raza de lumina
incidentd pe suprafata reflectatoare a unui cantilever permitea obtinerea informatiei despre
oscilatia varfului acestuia prin detectarea spotului reflectat. Acesta tehnica este similara celei
folosite la balantele de torsiune, galvanometre sensibile etc. Ulterior microscopul de forta
atomica a fost modificat pentru analiza proprietatilor magnetice ale straturilor, dar informatia
de pe cantileverul oscilant (plasat vertical) deja este ,,cititd” gratiei interferentei fascicolului
incident cu cel reflectat. Caracterul coerent al luminii neglijat in primele cazuri, devine un atu
pentru microscopul de fortd magneticd [66], iar sensibilitatea acestuia ajunge la ordinul
campurilor magnetice ale protonului separat [66, 10].

Sistemele optomecanice se intdlnesc intr-un spectru larg de dimensiuni: de la
nanometrice la kilometrice. In interferometre cu lungimea bratelor de ordinul km si mai mari
(vezi de exemplu, interferometrul LISA [67]), vibratiile unei oglinzi modifica substantial
interferograma. La fel si modificarea metricii spatiului duce la efecte combinate optomecanice
care au permis depistarea undelor gravitationale [27], succes soldat cu acordarea premiului
Nobel pentru Fizica 2017 [68]. Lumina poate interactiona intr-un sistem mixt optomecanic cu
subsistemul mecanic, cauzand noi efecte [10]. Sunt cunoscute si intens explorate diverse
sisteme optomecanice — la scard mare — interferometrul destinat detectarii undelor
gravitationale LIGO [69], iar la scard micro-, nano-metricd cantilevere, microtoroide sau
membrane care vibreaza [70]. Utilizarea sistemelor nanomecanice in biomedicind in calitate
de senzori de masa ultrasensibili face posibila determinarea maselor unor molecule in parte
[10]. Oscilatia unei bare nanometrice are diferite frecvente daca sunt atasate sau nu molecule
pe ea. Informatia despre frecventa de oscilatie a barei se obtine prin diferite metode —
capacitativa, inductiva, electrica, dar una dintre cele mai eficiente este metoda interferometrica
opticd, cand fascicolul incident interfera cu fascicolul reflectat. Aceastd metoda permite
misuridri ultrasensibile ale deplasarilor (102* m), fortelor (102! N), maselor (102! g) sau
inductii ale cAmpurilor magnetice [71] de 10 uT la o rezolutie spatiala de ordinul 10 nm [66].

Pe langa acestea sunt intens studiate sisteme formate din cavitati optice 1n care una sau

ambele oglinzi oscileaza, iar in dependenta de parametrii sistemului pot fi obtinute fie efecte
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de racire cuantica, fie efecte de amplificare parametrica a fortelor mici [72, 73]. Prima
observare experimentalda a amortizarii electromagnetice (atit pozitive cat si negative) intr-un
interferometru Fabry-Perot cu o margine oscilanta a fost relatatd in [15]. Prin racire cuantica
se Intelege situatia in care are loc micsorarea energiei unui mod de vibratie a subsistemului
mecanic, mediul ramanand la temperaturd mai mare. Eficienta unei astfel de raciri a fost
demonstratd atat in detectori de unde gravitationale care reprezintd o bara masiva [74], cat si
in sisteme mecanice cu dimensiuni micrometrice [23], unde temperatura efectiva a coborat la
ordinul 30 mK, fatd de temperatura criostatului de 5 K.

O demonstratie experimentald a fenomenului racirii unui sistem optomecanic format
dintr-un fir metalic si un circuit supraconductor a carui frecventd de rezonanta este influentata
de firul care oscileaza este demonstrata in [75]. Teufel si colegii sdi au aratat ca microundele
pot influenta atat fenomene de racire, cat si fenomene de amortizare ale microfirului metalic.

Corelarea subsistemelor mecanic si optic permit masurari sub limita cuantica standard
[25, 76], deoarece informatii despre starea unui subsistem sunt obtinute prin masurari asupra
altui sistem corelat cu primul. Unul dintre experimentele recente care confirmd corelari
cuantice intre subsistemul fononic si cel fotonic este relatat in [77]. Autorii au realizat
experimental un rezonator nanomecanic ai carui fononi sunt corelati cu un singur foton, ceea
ce reprezintd o interfata cuanticd viabila pe un singur chip pentru utilizari in comunicari si
arhitecturi cuantice. A fost mdsuratd functia de corelare de ordinul doi foton-fonon, care a
confirmat performanta sistemului si natura cuantica a corelatiilor.

Cuplarea unui punct cuantic cu un oscilator armonic este studiata pentru diferite regimuri
in [78], inclusiv cuplare ultra-puternica, pentru constante de cuplare comparabile cu frecventa
de tranzitie a qubitului, sau cuplare slaba. Sunt analizate prezicerile mai multor modele in
vederea prepardrii starilor non-clasice a qubitului. Confirmari de observare experimentald a
cuplarilor ultra-puternice au fost publicate in [79], si a fost aratat cd modelul uzual utilizat
(Jaynes-Cummings [80]) nu descrie adecvat sistemul.

Un sistem interesant este analizat in [81] format din cavitate optica, rezonator mecanic
si 0 impuritate, care la temperaturi joase poate fi analizatd ca sistem cu doua niveluri. Cuplarea
dintre impuritate si modurile optic si mecanic, controlarea pierderilor in cavitatile optice sau
mecanice deschid posibilitdti de manipulare a parametrilor si caracteristicilor neliniare ale
sistemului.

Entanglarea (inseparabilitatea cuanticd) — fenomenul cand doua sau mai multe sisteme
cuantice diferite au starile cuplate — este tot mai des prezisa in sisteme optomecanice [40, 82,

83, 84, 85, 86, 87, 88]. Doua cavitati coaxiale cuplate mecanic prezintd un interes remarcat de
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[87], deoarece prin intermediul presiunii unui foton care saltd intre ele, acestea (oglinzile
macroscopice) pot fi entanglate. A fost aratat ca entanglarea este mai puternica daca se lucreaza
intr-un regim cu un singur foton si cuplare puternicd. Interferometrul Fabry-Perot clasic cu
oglinda oscilanta a fost studiat in [89]. Cuplarea acestuia cu un condensat Bose Einstein excitat
din exterior de o radiatie externd modulata, creeaza premise pentru obtinerea inseparabiltatii
atomi-oglinda. In regim de modulare a radiatiei de pompare atit pentru durate mari, cat si
pentru cele mici, se aratd o crestere a inseparabilitatii de mai multe ori, crestere semnificativa
cu atadt mai importantd cu cat radiatia de pompare rdmane monocromaticd in sistemul
optomecanic hibrid dat. Mai mult, doua cavitati dublu rezonante cuplate cu un sistem de atomi
cu trei (patru) niveluri, a fost studiat in [86]. La o excitare exterioard cu un camp cu doua
moduri se aratd un transfer de inseparabilitate dintre cAmp si oglinzi micromecanice. Regimul
de cuplare parametrica puternicd reprezintd o cerintd pentru pdstrarea entangldrii si la
temperaturi ridicate, ceea ce ar putea servi pentru realizarea unei scheme robuste de entanglare
macroscopica.

Un exemplu de entanglare este studiat dintre niveluri excitonice ale unui punct cuantic
si cavitate, rolul careia il preia un cristal fotonic [90]. A fost aratat ca entanglarea este limitata
de pierderile fotonice ale cavitdtii si au fost propuse solutii concrete pentru realizari
experimentale.

In [91] a fost demonstrat experimental o cuplare dintre un rezonator multistrat de grafen
si o cavitate supraconductoare. Gratie factorului de calitate 1nalt al rezonatorului mecanic

(peste 220000) si utilizand zgomotul termomecanic in calitate de calibrare, a fost atinsa o

sensibilitate de 17fm iz Cuplarea optomecanica a fost demonstrata prin inducerea reflexiei
V4

si absorbtiilor microundelor. S-a observat o amplificare de 17 dB si o actiune inversa puternica.

Detectarea undelor radio prin intermediul unei membrane nanomecanice este relatatd in
[92]. Semnalul radio este detectat prin schimbarea fazei semnalului optic incident pe o nano-
membrand de Tnalta calitate din nitrura de siliciu si Al. Tensiunea de prag de pana la 10 V este
suficientd pentru a induce o cuplare puternica dintre fluctuatiile tensiunii aplicate, semnalul
radio si deplasdrile mici ale membranei. Desi sistemul poate functiona la temperatura camerei,
sensibilitatea acestuia creste de cateva ori daca temperatura membranei coboara sub un Kelvin.
Aceasta realizare experimentala — conversia semnalului radio in semnal optic prin intermediul
miscarilor mecanice — deschide orizonturi noi de exploatare in domenii cheie ca
radioastronomie, comunicare, navigare sau imagisticd medicald. Reducerea momentului de

inertie al elementului sensibil la masurarea rasucirilor, inevitabil duce la micsorarea masei
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acestui, care la randul sau face dificila ,,citirea” semnalului. Utilizarea unei cavitati optice
pentru cuplari cu un sistem mecanic [93] a sporit sensibilitatea ultimului la masurari ale
momentului fortei de mai multe ori, aceasta limitdndu-se doar la zgomotul termic al

elementului sensibil. Dispozitivul descris 1n lucrarea citatd mai sus a atins limita de

sensibilitate de 2,9 yNm i la o temperatura de 25 mK, ceea ce e doar de 10 ori peste limita
z

cuanticd de mdsurare. Cu mici ajustdri sensibilitatea mentionata ar permite masurari atat statice
cat si dinamice de ordinul 200 — 300 spini electronici.

Rezultate importante despre racirea RnM in regimuri cuantice au fost expuse in mai
multe lucrdri. In [94] ricirea rezonatorului nanomecanic se face cu ajutorul unui laser in
rezonanta cu tranzitiile fononice ale unui punct cuantic intercalat. Aplicatii posibile ale acestei
scheme de racire sunt printre altele si posibilitati de generare ale starilor neclasice ale miscarii
mecanice. In [95] este prezentat in premierd un experiment in care un rezonator mecanic este
utilizat in calitate de oglinda a unei cavitati optice ultra fine si deplasarea acesteia este
monitorizata cu o precizie mare. Prin dezacordarea corespunzatoare a frecventei laserului cu
respectarea frecventei de rezonanta a cavitatii, s-a observat o racire drasticd a rezonatorului,
prin intermedierea presiunii radiatiei, pani la temperatura efectivd de 10 K. In opozitie, la
dezacordul opus, se observi o incilzire eficientd a aceluiasi sistem. In lucririle [96, 97] se
fundamenteaza teoretic racirea cuantica a unui rezonator mecanic cuplat cu o cavitate optica.
A fost aratat ca un cantilever poate fi ricit pana la starea fundamentald prin selectarea
frecventei de rezonanta a acestuia mult mai mare decat rata de inundare a cavitdtii (the cavity
ringdown rate). Efectul laser manifestat in spectrul vibratiilor mecanice a fost dezvoltat in [98].
Autorii analizeazd un rezonator electromecanic vibratiile cdruia sunt excitate / masurate
piezoelectric. Folosind schema cu trei niveluri echivalentd pentru efectul laser optic, sistemul
racit pana la 2 K si plasat in vid (0,1 pbar), excitat necoerent in modul superior, emite fononi
coerenti in modul inferior. Acest tip de lasing fononic deschide calea investigatiilor efectelor
de interferentd si coerenta a fononilor cu aplicatii promitatoare in criptografia cuantica.

Cuplarea dintre undele electromagnetice si vibratiile mecanice prin intermediul presiunii
fotonilor este un instrument atractiv de investigare teoreticd si experimentald. Veriga slaba a
acestei cuplari este faptul ca un singur foton exercitd o presiune mica asupra sistemelor
macroscopice si detectarea acesteia este o problemi greu de solutionat. In asa caz, un
intermediar ,,inteligent” ar putea mari sensibilitatea, ceea ce ar crea avantaje pentru cuplari
inclusiv slabe. In calitate de mediator de amplificare poate servi un punct cuantic [99].

Intercalarea acestuia intr-o cavitate imbogateste tabloul fizic cu neliniaritati ce pot fi explorate
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atat in scopuri de amplificarea cupldrii optomecanice cat si pentru efecte noi. A fost
demonstratd marirea interactiunii prin presiune a radiatiei de circa 6 ori, ceea ce implica
regimuri de cuplare puternicd. S-au observat efecte neliniare la energii ale unui foton asa ca
imbunatatirea amortizarii datorate qubitului. Lucrarea deschide perspective pentru cercetari
optomecanice neliniare si cercetari ale proprietatilor cuantice ale miscarii.

Tinand cont de rolul important jucat de un punct cuantic in vederea sporirii considerabile
pe de o parte, a complexitatii sistemului si interactiunii, pe de alta parte oferind mai multe
instrumente si parametri prin care se poate controla sistemul, in cele ce urmeaza vom analiza

sisteme care contin unul sau mai multi qubiti, rezonator mecanic filiform si o cavitate optica.

36



1.3.2 Sisteme cuantice deschise

Modul uzual de rezolvare a problemelor din mecanica cuantica este abordarea sistemelor
izolate — asa cum ar fi particula In groapad potentiala, atomul de hidrogen sau oscilatorul
armonic. Aceastd abordare presupune ca sistemul este completamente descris de hamiltonianul
acestuia si restul universului nu are nicio importantd in evolutia sistemului dat. Astfel, putem
conventional sd impartim sistemele in izolate si deschise. Cele izolate sunt sistemele care nu
interactioneaza cu mediul inconjurator, iar pentru cele deschise interactiunea cu mediul
inconjurator trebuie luata in consideratie.

In realitate, cu exceptia Universului insusi, nici un alt sistem nu este completamente
izolat — atomul interactioneaza cu radiatia electromagneticd care duce la procese de absorbtie
sau emisie, electronul dintr-un metal interactioneaza cu ionii retelei etc. Astfel sistemele reale
interactioneaza cu altele, adica sunt deschise, iar gradul de deschidere depinde de constantele
de interactiune cu alte subsisteme din mediul inconjurator. Evident, in acest caz se poate forma
un operator Hamilton care contine toatd informatia despre sistemele cercetate si toate
interactiunile dintre ele, astfel incat rezolvarea ecuatiei Schrodinger sa permitd obtinerea
informatiei despre acestea. Totusi aceasta modalitate intdimpina cateva dificultéti: [100, 101]

1. ecuatia Schrodinger obtinutd este foarte complexa si de cele mai multe ori

nerezolvabild analitic.

2. natura subsistemelor care interactioneaza cu sistemul de care suntem interesati

poate fi cunoscuta putin, la fel ca si tipul de interactiune dintre acestea. Mai mult, tipul

interactiunii poate sa conteze putin in unele cazuri: e.g. efectul relaxarii unui atom de la
suprafata unui corp nu depinde de particula emisa — foton sau fonon.

3. de cele mai multe ori suntem interesati de un sistem anume — un atom concret

— si mai putin de vidul electromagnetic, sau de electronul din groapa de potential si nu

de ionii retelei cristaline in care acesta se misca.

Astfel, descrierea unui sistem care interactioneaza cu alte subsisteme se va face prin
utilizarea unui aparat matematic care tine cont de evolutia sistemului dat ca a unui izolat, iar
influenta mediului exterior va fi contabilizatd, In lumina mai multor aproximatii (Born-
Markov, de exemplu) si prin prezenta unor termeni suplimentari intr-o ecuatie care deriva din
ecuatia Schrodinger. Aceasta abordare, presupune excluderea (in anumite conditii) a
variabilelor sistemelor adiacente si obtinerea informatiilor doar despre sistemul de interes.
Ideea de baza in teoria sistemelor cuantice deschise este sa se studieze dinamica Intregului
sistem si sd se obtind, prin mediere dupa variabilele rezervorului a informatiei despre

subsistemului de interes. Aplicatii ale teorie sistemelor cuantice deschise se regasesc in mai
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multe arii ale fizicii: optica cuantica, fizica solidului, nanotehnologie, informatica cuantica etc.

Dinamica sistemelor deschise diferda esential de evolutia sistemelor care nu
interactioneazd cu mediul inconjurdtor [102], cel putin din cauza cd la interactiunea cu
termostatul informatii esentiale din sistem pot fi pierdute irecuperabil. Interesul fata de
sistemele deschise este datorat progreselor atinse in informatica cuantica, care analizeaza
sisteme reale aflate in medii disipative. Sistemele cuantice care fac schimb de informatie
(energie) cu mediul exterior pot fi divizate conventional in doud categorii In dependenta de
tipul de interactiune cu rezervorul. Dacd procesele care au loc in sistem au un timp caracteristic
mult mai mare decat timpul de corelare a elementelor rezervorului, atunci termostatul nu are
memorie si procesele (sistemele) sunt numite markoviene. In astfel de sisteme orice informatie
transmisd in rezervor este irecuperabila. Evolutia sistemelor depinde doar de evenimentele din
trecutul imediat al acestora, descrisd de un semigrup dinamic [103]. Din contra, in sistemele
in care timpul de relaxare al rezervorului este comparabil cu timpul caracteristic al proceselor
ce au loc in sistem, evolutia acestora depinde de intreaga istorie a interactiunii sistem-
termostat. Sistemele evoluecaza non-markovian, iar dinamica sistemului nu formeaza un
semigrup. Aspecte de dinamicd markoviana sau non-markoviand ale sistemelor deschise sunt
descrise in [102]. Autorii lucrarii mentionate au analizat comportamentul markovian al unui
sistem de qubiti in calitate de sistem deschis, cuplat la un termostat cu un singur qubit care
este reimprospatat continuu prin racire cuantica. La fel a fost ardtat ca ratd racirii bdii poate
modifica comportamentul de la markovian la non-markovian.

Conform electrodinamicii cuantice, campul electromagnetic intr-un cub cu latura d poate
fi reprezentat printr-o suprapunere de unde plane stationare, unde sferice sau unde progresive
¢*” . In acest volum complet populat de fotoni distributia acestora este nhi®, unde n este

numadrul fotonilor, iar @ este pulsatia fotonului corespunzatoare vectorului de unda al acestuia

—

k . Interactiunea fotonilor cu un alt sistem duce la modificarea numarului fotonilor cu +1,
corespunzator emisiei sau absorbtiei acestora. Rezervorul, prin urmare poate fie s absoarba
fotoni (fononi) din sistemul de interes, fie si ii emitd. In conditiile mentionate mai sus,
comportamentul markovian presupune ca rezervorul doar absoarbe fotonul (fononul) si acestia
sunt pierduti fard urma pentru subsistemul de interes.

Hamiltonianul care descrie intregul sistem este dat de [104, 105]:

H, =H +H,+Hg,, (1.3)

Total
unde

H reprezintd operatorul ce descrie sistemul optomecanic,
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H, este partea de hamiltonian care descrie rezervorul fononic si fotonic, iar

H, reprezintd energia de interactiune dintre rezervor si sistemul analizat.

Sistem 5
Hy S

SR H

Rezervor

R

Figura 1.6. Reprezentarea schematica a subsistemelor in interactiune.

Sistemul studiat nefiind izolat poate fi privit ca un sistem aparte pierderile caruia sunt
analizate ca interactiuni slabe cu rezervorul. Ultimul este mult mai mare (in sensul ca are o
infinitatea de grade de libertate) si nu se simte afectat de influenta sistemului studiat, iar
sistemul este cel care sufera pierderi, fie prin defazare sau emisie spontana, fie pierde fononi

/ fotoni. [106]

Sistemele optomecanice studiate in dependenta de subsistemele incluse sunt destul de
complexe si pot avea comportamente diferite in dependenta de componentele considerate sau
felul interactiunii dintre acestea. In unele situatii pentru constante de cuplare mici,
interactiunea poate fi liniarizatd, iar dacad constantele de cuplare sunt comparabile cu
frecventele caracteristice ale subsistemelor care interactioneaza hamiltonianul de interactiune
contine termeni patratici si superiori.

Cateva dintre cele mai uzuale subsisteme si hamiltonianul care le descrie sunt:

Cavitate opticd unimod [101]

H =ha, (a*a%). (1.4)
Rezonator mecanic separat de cavitate [45]
H:ha)(b"lﬁéj. (1.5)

Oglinda (-zi) a (ale) cavitatii care oscileaza [81]
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H =hg(a' +a)(b'+b). (1.6)

Atom artificial cu doua niveluri incorporat in rezonatorul mecanic [101].

o L] .
unde
., @, @, sunt frecventele modurilor corespunzdtoare,

g este constanta de cuplare oglinda rezonator,

{aT,a}, {bT,b}, {|e><e

definiti mai jos.

b

g)(g|} sunt operatorii uzuali fotonic, fononici si atomici, care vor fi

Laserul (unul sau mai multe) pompeazd sau analizeaza sistemul si in dependentad de
intensitatea acestuia este tratat clasic, la intensitate mare, sau cuantic, daca intensitatea este mica.

Subsistemele concrete incluse intr-un sistem dat pot sau nu sa interactioneze intre ele,
ceea ce modificd hamiltonianul total al sistemului deschis, care interactioneazd si cu
termostatul. Unele lucrari care rezuma realizarile experimentale si puncteaza teoriile viabile la
momentele respective sunt [107, 108].

Hamiltonianul de referintd pentru sisteme optomecanice este modelul propus de Jaynes-
Cummings [vezi de exemplu 101]. Acesta contine termenii care descriu modul cavitatii, atomul
artificial si interactiunea acestora. Sunt cunoscute solutiile exacte ale acestui model si de aceea
in unele cazuri pot fi adiugati noi termeni perturbativi si aplicati teoria perturbatiilor. in
aceastd lucrare modul de abordare este putin mai diferit, deoarece:

1. Hamiltonianul total al sistemului contine multi termeni.

2. Termenii suplimentari (energia modului vibronic, interactiunile atom fonon laser) nu
sunt mici fatd de termenii hamiltonianului Jaynes-Cummings si deci nu poate fi
aplicata teoria perturbatiilor.

Rezervorul este modelat printr-o infinitate de oscilatori cu toate frecventele posibile care

interactioneaza cu subsistemele cercetate. Energia acestora este datd de [109]:
H, =IO va'(v)a (v)dv. (1.8)

Hamiltonianul total al sistemului se compune din termenii 1.4 -1.7 in dependenta de
subsistemele implicate, termeni care descriu interactiunile dintre subsisteme si termenii legati
de rezervor — energia modurilor rezervorului si energia de interactiune a subsistemelor
componente cu acesta.

Informatia statistica despre sistem este continuta in operatorul matricei de densitate [101, 110]:
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p=|v){v|, (1.9)
unde |t//> este functia de unda care descrie sistemul.

Unele proprietati ale operatorului de densitate sunt:
p=p — hermiticitate; (1.92)
Tr { p} =1 — normalitate; (1.9b)
p >0 — pozitiv definit. (1.9¢)

Ultima proprietate Inseamna ca valorile proprii ale operatorului p sunt pozitiv definite.

Evolutia sistemului In caz coerent este descrisa de ecuatia temporald Schrodinger sau

echivalentul acesteia von Neuman pentru matricea de densitate:

d
nL p=[H,p], 1.10
ih—-p [H.p] (1.10)

iar pentru cazul necoerent de ecuatia master [111, 112]. Aceasta pentru cuplari slabe cu
rezervorul are forma Redfield [113], iar dupa aplicarea aproximatiei seculare are forma Linblad
[114]. In forma diagonali aceasta poate fi scrisi:

d

da _ _ I P Ly
ol h[H,p]+Z%(L,«pLi 2{L,«L,«,p}j, (1.11)

unde

y, sunt parametrii care descriu amortizarea (interactiunea cu rezervorul) fiecarui subsistem in
parte,

L, sunt numiti operatorii Linblad ai sistemului, iar
parantezele {A,B} = AB + BA definesc anticomutatorul operatorilor 4 si B.

In ecuatia 1.11 au fost operate medieri dupa variabilele rezervorului si aproximatiile
Born-Markov si seculara.

O harta conceptuala a sistemelor cuantice deschise in dependenta de tipul sistemului este
analizata in [112], prezentatad in figura 1.7. Pentru cazurile analizate in teza sistemele sunt
markoviene si locul acestora este marcat cu un chenar punctat. Conditiile cand aceste sisteme
pot fi tratate anume asa sunt expuse in text.

In aceasta lucrare vom analiza dou sisteme optomecanice oarecum similare. Primul consta
dintr-un rezonator nano mecanic pe care este Incadrat un punct cuantic excitat cu radiatie
coerenti externd. Intregul sistem cuanto-mecanic este plasat intre oglinzile unui rezonator optic.
Al doilea model consta dintr-o bara nanomecanica pe care sunt depuse mai multe puncte cuantice

excitate din exterior de un laser. Acest sistem nu contine niciun rezonator optic.
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Ambele structuri sunt sisteme cuantice deschise adica interactioneaza cu rezervorul fie
fotonic fie fononic. Analiza ambelor sisteme presupune excluderea variabilelor rezervorului si
a variabilelor punctului cuantic ca sistem rapid oscilant. In ambele structuri prezenta punctelor
cuantice imbunatateste si imbogateste proprietdtile sistemelor, iar dinamica rezonatorului
nanomecanic este influentata de dinamica punctului cuantic pompat. Desi variabilele punctului
cuantic vor fi eliminate proprietdtile acestuia sunt prezente in ecuatiile finale prin diferiti
parametri caracteristici. Ecuatiile vor descrie statistica fotonilor / fononilor in dependenta de

parametrii sistemului.

------------ n

Egemigrup " Semigrup pr. deterministic | Jec. diferentiale
Hiniar {Linblcd)i neliniar pe porfiuni stohastice

_____________ -

Procese
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Figura 1.7. Conceptele si metodele fundamentale utilizate in teoria sistemelor cuantice

deschise. (color online)

Clasificarea sistemelor optomecanice in dependentd de tipul sistemului, aproximatiile

utilizate si teoriile utilizate [112]

Locul studiului din aceastd lucrare in harta prezentatd in figura 1.7 este marcat cu linie
rosie intreruptd. Sistemul analizat este markovian, iar dinamica redusa a acestuia presupune

excluderea variabilelor punctului cuantic si medierea dupa variabilele rezervorului.
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1.4 Concluzii la capitolul 1

In acest capitol a fost ficutd o sintezd bibliografica a situatiei din domeniul legat de
rezonatoarele nanomecanice. Au fost expuse cronologic cercetérile din domeniu pornind de la
microrezonatoare, nanorezonatoare si finalizand cu sisteme mixte optomecanice, cu exemple
concrete de realizdri experimentale. Au fost analizate succesiv si comparativ fiecare categorie
si au foste evidentiate mai multe aplicatii si utilizari ale acestora. In calitate de sisteme cu
rezonator nanomecanic au fost descrise mai multe sisteme, iar structurile analizate in aceasta
lucrare au fost puse in evidenta si caracterizate avantajele acestora.

Diferite manifestari ale micro si nano lumii, cum ar fi marirea raportului suprafetei la
volum cu aproape un ordin, de exemplu, duc la ponderea mai mare a efectelor legate de frecare
sau interactiuni electrostatice neglijate in cazul corpurilor mari. Acestea creeaza premise i
sunt valorificate in industria electronica, prin urmare cercetarea teoreticd este imperios
necesard, cu atat mai mult ca interactiunile se cuantifica si teoriile clasice nu mai sunt valabile.

Micro si nano- rezonatoarele care sunt elementele cheie ale MEMS-urilor si NEMS-
urilor, sunt mult mai eficiente, mai ieftine si mai fezabile decat analogii macroscopici. Aceste
avantaje pe langa micsorarea costurilor totale ale beneficiilor civilizatiei moderne, ofera o
gama intreagd de efecte si fenomene noi care duc la dezvoltarea stiintei si la progresul social.
Iata de ce studiul dispozitivelor cu nano-, micro- rezonatoare este important si executat cu
atentie va conduce la punerea in valoare a unor aplicatii cu impact in societatea bazata pe
cunoastere.

Sistemele optomecanice mixte confera precizie si sensibilitate sporite fatd de analogii
electro- magneto-mecanici, iar uneori creeaza noi efecte si aplicatii. La includerea unui sau
mai multor puncte cuantice in sistemul optomecanic se obtin nelinearitati ce imbunatétesc
tabloul fizic si extind spectrul aplicatiilor. Orice sistem este Intr-un fel deschis si trebuie tratat

corespunzator pentru obtinerea rezultatelor adecvate.
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2. CORELATII CUANTICE INTRE FONONI SI FOTONI

Capitolul este organizat dupd cum urmeaza: in partea 2.1 este conturat modelul studiat.
Sunt descrise consecutiv formalismele de cuantificare a campurilor fononice si fotonice, sunt
stabilite componenta, influenta si tipul interactiunii rezervorului asupra sistemului de interes.
Este obtinutd energia de interactiune dintre radiatia coerentd intensa si punctul cuantic. Este
prezentat hamiltonianul sistemului si sunt justificati termenii acestuia. Este descris
formalismul analitic aplicat, obtinuti ecuatia master. In partea 2.2 este studiat sistemul pentru
cazul cand radiatia laser este in dezacord albastru cu frecventa modului cavitatii optice. Sunt
obtinute ecuatiile de miscare care caracterizeaza corelatiile intre modurile optice si fononice
prin intermediul punctului cuantic. In partea 2.3 este analizat fenomenul ricirii cuantice si sunt
discutate rezultatele obtinute. Racirea cuanticad se atestd pentru cazul cand radiatia laser este
in dezacord rosu cu frecventa tranzitiei qubitului. In acest capitol se va analiza o frecventi a
laserului usor diferita de frecventa cavitatii. In cazul cand frecventele radiatiei laser este usor
superioara frecventei modului optic al cavitatii vom avea procese in care absorbtia de catre
punctul cuantic a unui foton laser va duce la emisia unui foton in cavitate si a unui vibron a
barei nanomecanice, ceea ce va duce la corelatii cuantice. Pentru situatia cand frecventa
fotonului laser este inferioara usor frecventei tranzitiei punctului cuantic, pentru completarea
absorbtiei de cdtre qubit a fotonului laser este necesar un fonon al RnM-ului ceea ce va duce

la micgorarea energiei barei si, implicit, la ricirea acesteia.
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2.1 Modelul si formalismul analitic

Sistemele mixte opto-mecanice sunt formate dintr-un subsistem optic si unul mecanic
care interactioneaza. Subsistemul cuanto-mecanic reprezinta un punct cuantic plasat pe o bara
nanomecanica, iar subsistemul optic este rezonatorul optic si laserul care excitd qubitul.
Intensitatea radiatiei coerente este astfel incat aceasta poate fi tratata clasic, iar atomul artificial
cuantificat. Oglinzile rezonatorului sunt fixate, astfel ca modurile de vibratie fononica a
acestora nu vor fi considerate. Pierderile fononice sau fotonice vor fi luate in calcul prin
interactiunea subsistemelor respective (RnM si atomul artificial) cu termostatul fononic sau
cel electromagnetic — rezervorul, care este considerat mare si pentru care timpul de relaxare
este mic. Ultimul rationament implica posibilitatea excluderii variabilelor rezervorului, iar
parametrii legati de acesta (defazarea si emisia spontana a qubitului, pierderile fononice sau
fotonice) se vor contine in ecuatia master. Acest mod de tratament analitic al pierderilor este
frecvent utilizat in analiza sistemelor in optica cuantica [100, 115] insemnand o amnezie
selectiva. Variabilele subsistemelor adiacente vor fi excluse, iar variabilele sistemului de
interes vor ramane, iar toate efectele cauzate de subsistemele complementare se vor include in

dinamica sistemului printr-o ecuatie mult mai elegantd prezentata in aceasta sectiune.
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Figura 2.1. Schema interactiunilor dintre subsisteme. (color online)

Subsistemele implicate, energiile de interactiune si constantele de cuplare.



2.1.1 Cuantificarea cAmpului fotonic / fononic
Campul electromagnetic cu care interactioneaza punctul cuantic in aceasta problema
provine din urmatoarele surse: radiatia laser, modul cavitatii optice si vidul electromagnetic.
Sursa de radiatie coerentd este intensd, ceea ce permite tratarea semiclasicd a campului
acesteia, iar vidul electromagnetic si cavitatea optica se cuantifica,
Consideram o cavitate cu lungimea L, coaxiald cu axa Oz. Campul electric, polarizat

linear poate fi dezvoltat dupa modurile rezonatorului [116]:

E (z,t) = Z/:

unde v, este frecventa modului j, iar ¢, este amplitudinea acestuia. Sumarea se face dupa toate

t)sin(‘]%zj, (2.1)

modurile cavitatii.

Tinand cont ca intensitatea campului magnetic este datd de

%50 ﬂ
zt Z Vgo [ jcos( . zj, (2.2)

hamiltonianul clasic al cAmpului electromagnetic poate fi scris: [101]

H=— j dr (,E + iy} ), (2.3)
unde
4;,=D;> (2.4)

este impulsul canonic al modului ;.

Cuantificarea se face atribuind marimilor ¢, p; operatorii g;, p; care respecta relatiile

de comutare:

(4B, |=ih5,,, (2.52)
[4,.4,]=0, (2.5b)
[ 5B ]=0. (2.5¢)

A RPN A T o . s
Trecand de la operatorii g,, p; la a;, a; definiti prin:

—iv;t 1
a.e =

= ).
J
T iv/-t _ 1

ae _W(Vjéj_lﬁj)’ (2.7)

se obtine hamiltonianul cuantificat

(2.6)
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X = hz v, ( aj.aj +%j . (2.8)

Relatiile de comutare pentru operatorii a;, a; sunt:

[a,.a}]=36,,, (2.92)
[a].a] ]=0, (2.9b)
[a,.a,]=0. (2.9¢)

Astfel campul unei cavitdti unimod cu frecventa @, poate fi descrisd de hamiltonianul

care deriva din 2.8:

H., =hwada, (2.10)

unde termenu

nivelurilor energetice.
Similar, procedurii descrise mai sus pot fi cuantificate modurile vibronice, iar

hamiltonianul acestora este:

/{—th(bb+ J (2.11)
unde

w, este frecventa modului j, iar

b, b/* sunt operatorii de anihilare, respectiv generare a modului fononic j, cu relatiile de

comutare standarde pentru operatori bozonici [110, 117]:

[5,.5} =5, (2.12a)
(65,5 ]=0, (2.12b)
5,.5, ]=0. (2.12¢)

Tinand cont ca RnM intruneste conditiile pentru a oscila unimod (atunci cdnd grosimea
este mult inferioard latimii, care la randul sau este mult mai mica decat lungimea rezonatorului
mecanic) avem:

H,., =hob'b. (2.13)

RnM

Termenul — din energia modului mecanic al barei a fost neglijat deoarece acesta doar

renormeaza energia si nu modifica tabloul fizic. Atat rezonatorul optic cat si cel mecanic sunt
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considerate unimod. Aceasta conditie se realizeazd pentru cavitatea optica cu un factor de
calitate inalt, alegdnd corespunzator distanta dintre oglinzi, iar pentru rezonatorul mecanic
atunci cand lungimea RnM este mult mai mare decat latimea acestuia, care la randul sdu este
mult inferioara grosimii barei rezonatoare.

Procedura de cuantificare a campului electromagnetic dintr-o cavitate marginita poate fi
extinsa si la un volum infinit, notiunea de cavitate deformandu-se la un domeniu al spatiului
ale carui margini nu sunt precizate. Intensitatea cAmpului electric, In acest caz poate fi scrisa

[101]:

E(F.0)=Y(&Eae ™" + & Eale™ ™), (2.14)
k

unde &, este vectorul unitar corespunzator polarizarii undei,

k={k,.k, .k}, (2.15)

este vectorul de unda dupa valorile discrete ale caruia se face sumare.

E, este amplitudinea undei definita de :

E, = [ (2.16)
2,V

Potentialul vectorial al undei Z(F,t) poate fi scris ca [101]::

A(F,1) = A(t)explik -7} = A(e){1+ik -F+..} (2.17)

iar in aproximatia dipol acesta nu mai depinde de coordonat spatiald. Tinind cont ca

F=-27 , (2.18)
Ot

reiese ca unda nu isi schimba intensitatea pe dimensiunile atomului artificial, astfel intensitatea

campului electric cuantificat are forma:
E(0.t)=Y &E,(a,+af). (2.19)
k

In cazul unor campuri intense, cum ar fi cel al laserului, intensitatea cAmpului ramane

necuantificata si are expresia:
E(0,1)=Ecosm,t. (2.20)

Campurile electromagnetice intense sunt caracterizate de un numar mare de fotoni si
atunci cuantificarea isi pierde sensul. Efectele cuantice apar la un numar mic de particule,

atunci cand se manifesta caracterul discret al materiei / energiei.
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2.1.2 Influenta rezervorului asupra sistemului de interes

Sistemul care il studiem, la fel ca si marea parte a sistemelor reale, interactioneazd cu
mediul Inconjurdtor, emite si absoarbe fotoni — daca e vorba despre atomul artificial, sau fononi
—cand e vorba de bara nanomecanica (vezi figura 2.1 pentru mai multa relevantd). Pierderile
fotonice, fononice sau cele legate de defazarea qubitului sunt luate in calcul prin interactiunea
subsistemelor date cu rezervorul sau baia termica.

Rezervorul, atat fotonic cat si fononic reprezinta un conglomerat de oscilatori, care sunt

descrisi de:

Hy e =Zhvj(a;‘?a,- +%) (2.21)
J

H t ononic = ;hwj (616, + 15). (2.22)

unde

w, si v, sunt frecventele modurilor termostatului, iar suma se face pentru toate frecventele.

Asa cum rezervorul este mare vom avea o infinitate de frecvente ale radiatiei sau ale modurilor

vibronice.

"

Operatorii a;, a; si b;, b, sunt operatorii de generare si anihilare pentru modurile

fotonice si fononice ale rezervorului cu relatiile de comutare date de relatiile 2.9a, 2.9b, 2.9¢

si2.12a, 2.12b, 2.12c. Termenul % va fi omis 1n calculele ulterioare, deoarece duce doar la

deplasarea nivelurilor energetice.

Oscilatorii care modeleaza vidul interactioneaza cu sistemul optomecanic, iar energia
de interactiune este datd de trei termeni care descriu interactiunile dintre RnM si rezervor,
cavitatea optica si rezervor si punct cuantic si rezervor, corespunzator:

Hg=Hyy r+tHepp +HQ—R’ (2.23)
H sz =€xpliot} Y Bb'b, exp {—iwft} +
’ (2.24)
+exp{—iwt} Y b bl exp {iwl_t} ,
J

Heop =expliot} Y a,a’a; exp {—ivjt} +
’ (2.25)
+exp{—iat} Y aa aexp {ivjt},

J
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Hy, =Yg, (“.f‘eﬂAM/‘S+ + a;eiw/.si ) ’ (2.26)
7

unde

B;, a,, g; sunt constantele de interactiune dintre RnM, CO, qubit si modurile rezervorului,

corespunzator.

In expresiile 2.24- 2.26 suma se face dupa toate modurile rezervorului.
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2.1.3 Sistemul LASER-qubit-rezonator nanomecanic-cavitate
Modelul cercetat este urmatorul (vezi figura 2.2): un punct cuantic cu doua niveluri

energetice cu frecventa de tranzitie @, este fixat pe o structura filiforma (membrand Ingusta)

in interiorul unei cavitati optice. Punctul cuantic este pompat din exterior de catre radiatia

coerentd a unui laser. Interactiunea rezonanta dintre un camp laser coerent cu vectorul de unda
k, si atomul artificial cuantificat cu doud niveluri duce la corelatii intre vibratiile mecanice si

fotonii imprastiati.

Figura 2.2. Modelul studiat. (color online)

Un atom artificial excitat laser este plasat pe un RnM, intercalat intr-o cavitate optica.

Frecventa radiatiei laser este @, , frecventa tranzitiei punctului cuantic — @,, iar frecventele
cavitdtii si a rezonatorului nano-mecanice sunt @, si . Stdrile |e> si |g> reprezintd starile

electronice ale punctului cuantic excitata si, respectiv fundamentala.

Dacéd grosimea barei de suspensie este mai micd decat latimea acesteia, rezonanta la
energie mica corespunde modului de flexiune fundamentala cu frecventa de ordinul GHz.
Flexiunile RnM induc extensiuni si compresiuni in volumul punctului cuantic, modificand

dimensiunile acestuia si, respectiv, parametrii nivelurilor energetice. Punctul cuantic
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reprezintd un conglomerat de atomi (de ordinul 10°) care pot fi modelati energetic, in cel mai
simplu caz printr-o groapa de potential cu bariere infinite. Astfel, asa cum latimea gropii
influenteaza energia nivelurilor energetice din groapa [118],
W n’
VVn = )
2m d

(2.27)

avem o dependentd dintre oscilatiile barei nanomecanice si dimensiunile punctului cuantic,

respectiv, distanta dintre doua niveluri convenabile.

Aici

m este masa purtatorului de sarcina,

d este latimea gropii cu pereti infiniti, iar

n=1,2,3,... este numarul cuantic principal care determind numarul nivelului energetic.
Concomitent emitdtorul artificial cu doud niveluri interactioneazd cu modul cavitdtii

optice. Frecventele modurilor optice si de vibratie sunt @, si @, respectiv. Frecventa tranzitiei

punctului cuantic este corespunzatoare frecventei radiatiei incidente sau emise in cavitate.

Modelul studiat este unul din sistemele optomecanice care datorita prezentei RnM si a
qubitului (qubitilor) poseda proprietdti imbogatite legate de prezenta fononilor, de parametri
de cuplare suplimentari. Operatorul Hamilton care descrie sistemul optomecanic dat este:

HS = HCO + HRnM + HQubit + HQubit—CO + HQubit—Laser + HQuhit—RnM 4 (2'28)

unde primii trei termeni descriu energiile libere ale modurilor optic, mecanic si ale atomului
artificial cu doud niveluri, corespunzator. Termenii patru si cinci caracterizeazd respectiv
interactiunile dintre punctul cuantic si modul optic al rezonatorului sau campul laser. Ultimul
termen descrie interactiunea dintre gradele de libertate de vibratie ale RnM si radiator [94]. In
aceasta lucrare a fost ales modul de tratare a pierderilor qubitului sau RnM ca interactiuni cu
rezervorul, ceea ce va duce la completarea ecuatiei master cu termeni necoerenti, iar
hamiltonianul sistemului studiat nu va contine termenii de interactiune dintre subsistemele

respective si bdile fononice sau fotonice.

52



2.1.4 Interactiunea atomului artificial cu radiatia electromagnetica sau cu vibratiile
cuantificate
Interactiunea atomului cu radiatia este una dintre problemele fundamentale ale opticii
cuantice si se rezolva exact In unele cazuri (atom cu doud niveluri, aproximatii realiste etc).
Desi atomul real nu are doar doud niveluri, aceastd idealizare este valabild cand radiatia
incidentd sau emisd este in rezonanta (sau cu mici abateri de la rezonantd) cu frecventa de
tranzitie dintre nivelurile atomice.
Interactiunea dintre modurile cavitdtii si atomul artificial este scrisda in aproximatiile
dipol si a undei rotative termenii anti-rotativi care nu duc la respectarea legii conservarii
energiei sunt omisi. Termenul de interactiune dintre laser si punctul cuantic presupune radiatia

laser intensa, tratatd deci clasic, iar punctul cuantic cuantificat cu operatorii respectivi S*si
S.. Parametrii g si Asunt constantele de interactiune intre emitatorul cu doua niveluri si

modurile optic si mecanic corespunzatoare, iar Q este frecventa Rabi datoratd pomparii laser.

Energia libera a punctului cuantic

Fie S, este operatorul tranzitiilor atomice definit astfel:

il (2.29)

unde

|i> reprezintd setul complet de stari energetice proprii ale atomului, astfel ca are loc relatia

de completare:
Z|l’><l’|=1a (2.30)

si care respectd ecuatia pentru valori proprii si functii proprii:
H |y =E, |i). (2.31)

Pentru cazul cand atomul are doud niveluri, respectiv douad stari fundamentala si excitata

ale punctului cuantic | g> si |e>, putem scrie:

HQubit|g> = Eg

g), (2.32)

HQubit |e> = E

e

e), (2.33)

Inmultind ecuatiile 2.32, 2.33 din stanga cu < g , folosind relatia de

, respectiv <e
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completare 2.30 in forma

|&){gl+[e)(e|=1. (2.30a)

avem:

Houw = 2 E )i = E |g){g|+ E.

e)el-
1

(2.34)
— e (el -[e)(el)+ 5 (E, +E.).

Ultimul termen din hamiltonian se va omite (ca rezultat doar se vor deplasa energiile
nivelurilor energetice), si se va folosi notatia:

28, =|e)(e|-|g)(g]- (2.35)

Acest operator descrie inversia populatiei de pe starile excitatad si fundamentala.

In cele din urma, hamiltonianul atomului devine:

H gy = hao, S, : (2.36)

Interactiunea punctului cuantic cu cimpul cavitatii
Interactiunea atomului cu campul cavitétii are loc in cadrul aproximatiei dipol —
intensitatea campului este aceeasi pe toatd dimensiunea atomului. Astfel energia de

interactiune dintre aceste doud entitati este:

H i co = —er-E (2.37)
unde
e=1,602176 620 8(98)x 107"° C este sarcina elementara, iar

7 este vectorul ce determina pozitia electronului din atom.

Pentru momentul dipolar putem aplica transformarea:

e = 2 e )il 7| )i = 2d, i) (238)
unde
d, =e(i|7| j), (2.39)

este elementul de matrice al tranzitiei dipol.

Tinand cont cd intensitatea cAmpului este data de 2.19, iar atomul artificial este cu doua
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niveluri, obtinem:
Heypyco=hy. g (S +5)(a, +a]), (2.40)
k

unde constanta de interactiune este:

i _ i % Ek
8 =8 =8 =~ PR (2.41)
si am considerat echiprobabila tranzitia de pe un nivel pe altul.

Operatorii qubitului $* sunt operatori tranzitiilor din starea fundamentala pe cea

excitata si viceversa. Acestia sunt definiti dupa cum urmeaza:

St =|e)(g] (2.42)
— operatorul tranzitiei din starea fundamentala in starea excitata, iar

S™=|g){e| (2.43)
este operatorul tranzitiei din starea |e> in starea | g>: Acestia satisfac relatiile standarde

de comutare

[5..57]=s5", (2.44a)
(5.5 |=-5", (2.44b)
(57,57 ]=28.. (2.44c)

In expresia hamiltonianului de interactiune sunt patru termeni: alS~ care corespunde
situatiei cand atomul trece din starea excitata pe cea fundamentala cu emisia unui foton si a, S
care corespunde cazului cand absorbtia unui foton duce la tranzitia de jos in sus a atomului. In
ambele cazuri are loc respectarea legii conservarii energiei. Alti doi termeni @, S~ si a/S*
corespund situatiei cdnd energia atomului fie creste cu 2@, fie scade cu aceeasi valoare.

Acesti termeni care nu respectd legea conservarii energiei sunt neglijati, ceea ce corespunde

aproximatiei undei rotative. Astfel,

Hypirco = th: g (a5 +als"). (2.45)
In final, pentru cavitatea optica unimod hamiltonianul de interactiune cu punctul cuantic

poate fi scris:

Ho,pco =hg(a'S™ +aS™), (2.452)

unde

a’ si a sunt operatorii de generare, respectiv, anihilare pentru fotonii din modul cavitatii, care
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respecta relatiile de comutare:
[a.a" =1, (2.46a)

[a',a" |=[a.a]=0. (2.46b)

Interactiunea punctului cuantic cu radiatia coerenta intensa

Interactiunea atomului artificial cu radiatia laser este principial diferitd de interactiunea
atomului cu modurile campului electromagnetic din rezervor. Datoritd intensititii mult mai
mari a radiatiei coerentd o buna aproximare / tratarea a acesteia este teoria semiclasica. Aceasta

prevede tratarea atomului ca un obiect cuantificat, iar cAmpul — clasic. Astfel avem:
E(t)=E, cos(a,t), (2.47)
unde

E, este amplitudinea campului laser, iar

@, este frecventa acestuia.

Tinand cont de relatia (2.38), energia interactiunii qubit laser se transforma:

H e)(g|+d, g><e|)E(t)=deg(S++S")Ecos(a)Lt)=

Qubit—Laser =—€ex E (t) = (d‘-’g

(2.48)
= hQ(S+ +S” )(exp (iw,t)+exp(—ie,1)).
La obtinerea relatiei 2.48 s-a tinut cont de definitiile 2.42, 2.43, iar
d E
Q=" (2.49)
2h

este frecventa Rabi. Momentul dipolar al atomului oscileazd cu frecventa Q, ceea ce face
interactiunea atomului cu un camp intens similard cu interactiunea atomului ce are un spin
semiintreg cu un camp magnetic. Atomul efectueazad tranzitii dintre starile |g> si |e> cu
frecventa determinatd de 2.49.

Eliminand termenii anti-rotativi care nu respecta legea conservarii energiei avem:
Hpuraner = NS +57€ ). (2.50)

Valabilitatea aproximatiei undei rotative se extinde pentru frecventa laserului mult mai
mare decat dezacordul dintre frecventa cavitatii si cea a laserului cat si frecventa Rabi.

w, > |o. - o,

: (2.51a)

@, >Q. (2.51b)

Atat la deducerea expresiei 2.50 cat si la obtinerea hamiltonianului 2.45 a fost
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consideratd doar intensitatea campului electric al undei, neglijand tacit componenta magnetica.
Acesta este valabil deoarece, conform teoriei electronice clasice radiatia actioneazd asupra
particulelor cu sarcind — electroni sau ioni. Ultimii, din cauza masei mult mai mari nu oscileaza
sub actiunea unor unde cu frecventa de ordinul 10'> Hz. Forta Lorentz care actioneazi asupra

electronilor este data de [119]:

F=—eE—euoxH, (2.52)
unde

—

E si H sunt componentele electrica si magneticd a campului electromagnetic,

o este viteza electronului.

Comparand contributia termenilor din 2.52 trebuie sd tinem cont ca viteza luminii de

. m . N : m
ordinul ¢ ~10° — este mult mai mare decét viteza electronului (o ~10° —), astfel:
S S

‘yoixfl‘SyOvH:%E <E. (2.53)

Prin urmare contributia termenului determinat de cAmpul magnetic poate fi neglijata, fara

a pierde din rezultatele esentiale.

Interactiunea punctului cuantic cu un oscilator mecanic

Punctul cuantic este fixat pe rezonatorul mecanic si flexiunile ultimului influenteaza
dimensiunile primului. In acest caz energia, respectiv frecventa de tranzitie dintre niveluri se
modifica putin:
H = (@, +60,)S. . (2.54)

Abaterea frecventei poate fi determinatd considerand atomul artificial din punct de

vedere energetic o groapa infinitd, a carei niveluri energetice sunt determinate de relatia 2.27,

iar frecventa tranzitiei dintre niveluri devine:

222 2 1
h(a)0+5a)0):m+l—mz’;—h(';—j){1+z—x}, (2.55)
m 0 0

unde

d, este latimea gropi de potential, iar

x este abaterea latimii gropii de la valoarea d,, astfel ca

d=d,+x. (2.56)

La obtinerea relatiei 2.55 am folosit dezvoltarea:
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ﬁ:1—2x+3x2—4x3+0(x)4, (2.57)
+Xx

din care au fost neglijati termenii pdtratici si mai mari. Tindnd cont cd coordonata x se

cuantifica conform:

o
x= %(b’ +b), (2.58)

unde
o este frecventa oscilatiilor RnM, iar
b' si b sunt operatorii de generare, respectiv, anihilare pentru subsistemul fononic. Acestia

satisfac relatiile de comutare pentru operatori bozonici:

(66" ]=1, (2.59a)

(67,67 |=[b, b |=0. (2.59b)
Hamiltonianul de interactiune qubit RnM devine:

Hpypie gy = 1AS. (b7 +D), (2.60)

unde A este constanta de interactiune qubit oscilator nano-mecanic.
Evident, in relatia 2.55 pot fi scrisi si termenii superiori celor liniari, a caror contributie
este mai micad. Neglijarea acestora este echivalentd conditiei:

r<d,, (2.61)

adicad cazului cand amplitudinea oscilatiilor cuantificate ale RnM sunt mult mai mici decat
dimensiunile punctului cuantic.

Modelul analizat, desi este unul simplu, permite obtinerea hamiltonianului de
interactiune dintre modurile vibronice si punctul cuantic care este utilizat frecvent in analiza
acestor sisteme [78, 120]. Totusi tratarea unui punct cuantic ca o groapa infinitd, chiar cu
simetrie sferica, este intuitiv, dar nu descrie complet modelul real si este valabil doar in
anumite conditii. In particular, influenta benzii de valentd in cazul punctelor cuantice
semiconductoare in descrierea de mai sus este neglijatd, daca consideram profilul potential al
acestuia o groapa de potential infinita.

Un punct cuantic reprezinta o mica regiune a unui material semiconductor (cu un numar
de atomi de ordinul milioanelor) plasat pe alta structurd semiconductoare. In particular, acesta
poate fi o insuld de InAs pe un substrat de GaAs. Diferenta dintre constantele de retea a fiecarui
material duce la tensionarea straturilor si formarea unei structuri radial contorsionate, in care,

din cauza diferitor energii ale benzilor interzise, se modificd esential spectrul electronic care
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devine discret, similar spectrului atomic. Totodata limitarea dimensionala are loc pe toate trei
dimensiuni, astfel punctul cuantic este o structura conventional zero dimensionald. Punctul
cuantic poseda moment dipolar de tranzitie, permitand prin intermedierea excitdrii optice atat
absorbtia / emisia fotonilor cat si defazarea sau emisia spontana [120] a dipolului. Dincolo de
similitudinea dintre atom si punctul cuantic, ultimul prezinta diferente majore la interactiunea
cu radiatia electromagnetica deoarece atomul solitar interactioneaza cu aceasta, iar punctul
cuantic este nemijlocit legat de substratul pe care e crescut. Datorita structurii si substratului
solid al punctului cuantic cAmpul electromagnetic schimba distributia sarcinilor in acesta, ceea
ce duce la perturbarea echilibrului ionilor retelei. Prin urmare, excitonul (perechea electron-
gol) este sensibila la modurile fononice sau la temperatura mediului. Cuplarea exciton fonon
a fost observatd in spectrul de fotoluminescenta sau in spectrele de fluorescentad rezonanta
[121, 122].

Punctul cuantic semiconductor are doud stari distincte: starea |g> si |e>. Starii |g> i

corespunde vacuumul semiconductor — niciun electron excitat in banda de conductie, iar starea

|e> reprezintd starea excitonului formatd dintr-o singurd pereche electron-gol. Aceasta

idealizare este valabild pentru cadmpuri de pompare cu frecvente apropiate de frecventa de

tranzitie dintre starile |g> si |e>. La fel aproximarea la doua niveluri impune limite asupra

temperaturii mediului ambiant, astfel incat sa nu fie excitate stari superioare. Pentru
suprimarea despicarii fine a starii excitonice, care complicad extrem structura de niveluri
energetice, polarizarea radiatiei de pompaj se alege astfel incét s se obtind o singura tranzitie
excitonica [123].

Interactiunea dintre oscilatorul mecanic si punctul cuantic are loc prin potentialul de
deformare: miscarile RnM modificd pozitia ionilor retelei punctului cuantic, iar excitonul care
apare la pompaj extern este influentat de acestia. Excitarea electronului in banda de conductie
altereaza distributia de sarcina in cristalul semiconductor, la fel si pozitia de echilibru a ionilor,
ceea ce duce la cuplarea exciton — fonon. Energia de interactiune exciton-fonon poate fi scrisa

[120]:

Helectron—ioni :Jd?G(F)ZV(f—Em), (262)

unde

o=yl ., (2.63)
Jk

este operatorul densitatii de sarcind in solid. Aici electronul are functiile de undda y, si
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operatorii de generare si anihilare corespunzatori cj. sic .

V' este potentialul creat de electron si ionii retelei cu
7 vectorul de pozitie al electronului, iar
R vectorul de pozitie al ionului cu indicele .
Domeniul de integrare este in limitele punctului cuantic, iar suma se face dupa toti ioni
retelei.

Dezvoltand potentialul V(F —ﬁm) in serie de puteri ale abaterii ionilor de la pozitia de

echilibru, pastrand termenii liniari, si considerand cuantificatd miscarea ionilor, vom obtine

un factor proportional cu (bT + b) .

Tinand cont cd punctul cuantic are doud niveluri corespunzator starilor |g> si |e>,

integrala din expresia 2.62 va genera patru termeni — doi diagonali si doi nediagonali. Tinand

cont cd energia de tranzitie din | g> in |e> este mult mai mare decat energia modului fononic,

termenii nediagonali pot fi neglijati, ceea ce va duce la un hamiltonian
H, , ~|e){e|(p" +b), (2.64)

similar celui obtinut mai sus in 2.60. Intr-adevir prin renormarea operatorilor »*, b si prin
utilizarea relatiei de completare 2.30 expresia 2.64 devine identica 2.60.

Prin urmare, chiar daca la inceputul acestei sectiuni a fost folosit un model simplificat al
interactiunii punct cuantic RnM (groapa cuantica cu pereti oscilanti), pentru un atom artificial
real care interactioneazd cu modurile fononice caracterul interactiunii nu se modifica, iar
energia de interactiune are aceeasi expresie. In aceeasi ordine de idei in [81] este analizati o
impuritate incorporatd intr-o bard rezonatoare. Asa cum impuritatea incorporata in rezonatorul
mecanic este tratatd ca o structura cu doua gropi de potential, iar tunelarea barierei dintre gropi
este similard tranzitiei de pe nivelul fundamental pe cel excitat, interactiunea cu modurile
fononice ale rezonatorului este descrisd de un hamiltonian similar celui folosit in sistemele

studiate Tn aceasta tezd, obtinut printr-o metodd destul de apropiata cu modelarea 2.54-2.60.
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2.1.5 Ecuatia master
Rezervorul este considerat a fi mare si nu este afectat de interactiunea cu sistemul, iar
procesele de relaxare in acesta sunt foarte rapide. Sistemul este considerat mic si este afectat
profund de catre rezervor, mai mult, orice excitatie a sistemului cuplatd cu rezervorul este
pierdutd irecuperabil [105]. Ecuatia master in forma care va fi prezentatd in aceasta sectiune
contine termeni care vor lua in calcul pierderile fononice ale RnM, fotonice ale CO si pierderile

prin defazare si emisie spontana a qubitului, iar variabilele care descriu rezervorul vor fi omise.

Pentru un sistem concret existd un vector de stare |l//> care contine toatd informatia

despre sistem. Odatd ce ne intereseaza o anume informatie din acest sistem este necesar s se

medieze operatorul concret 4 [101]:

(4)=(w|Alw). (2.65)
Aceasti mediere este cunoscuti ca medierea cuanto-mecanici. In unele situatii nu este

cunoscut |l,y> ci doar probabilitatea F, ca sistemul de afla in starea |l//> . In acest caz pe langa

medierea 2.65 este necesar sa se facad si media dupd ansamblul unor sisteme identice preparate

la fel.
((4))=Tr{4p}, (2.66)

unde

p este operatorul matricei de densitate definit:
p=2.R v

iar suma se ia dupa toate starile sistemului.

: (2.67)

Pentru cazul cand £, este nul pentru toate starile cu exceptia uneia expresia 2.67 devine:

p=lw){w|. (2.68)

iar starea respectiva |l//> este numita pura.

Derivand dupa timp expresia pentru operatorul matricei de densitate si substituind din

ecuatia Schrodinger pentru intregul sistem,

e
Lpy=-Lr (o) o). 269

. d . . L. .
expresiile pentru d—|1//> , obtinem o ecuatie cunoscuta si ca ecuatia Liouville-von Neumann
t

sau ecuatia master:
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L p(e)=—L[H(e),p(1)]. (2.70)

Ecuatia de miscare a operatorului de densitate este mai generala decat ecuatia Schrodinger,
deoarece contine si informatia statistica despre sistem [101, 111, 112, 124].

Problema este pe de o parte in complexitatea enormd a calculelor, pe de alta parte,
modurile rezervorului nu sunt interesante, motiv pentru care se procedeaza altfel. Asa cum
interactiunea termostatului (rezervorului) cu sistemul de interes este slaba (parametrii de
cuplare cu rezervorul «;, B, g, sunt inferiori constantelor 4 sau g, de exemplu), iar acesta
este mare (cu o infinitate de moduri), variabilele acestuia vor fi eliminate, fara a pierde

informatia despre pierderile care afecteaza sistemul studiat [125]. Presupunand interactiunea

dintre sistem si rezervor slaba avem:

,0(0)2,05 (0)pR (0) ) (2.71)
dar si
p(1)=ps (1) pr (). (2.72)

Rezervorul are un numar mare de grade de libertate, timpul sau de corelare este mic si
relaxarea acestuia este rapidi. Inainte ca orice modificari ale starii sistemului analizat s se
produca, rezervorul are suficient timp sd ajunga la starea de echilibru termodinamic, astfel
acesta nu este afectat de interactiunea cu sistemul, prin urmare, operatorul matricei de densitate

care descrie Intregul sistem poate fi aproximat la:
p(l‘)zps (t)pR (0), (2.73)
scriind operatorul matricei de densitate in reprezentarea interactiunii

(HytHg)  —(HyrHg)

L en p e (2.74)

si integrand formal ecuatia master 2.70 avem:
1 ! ! ! !
P(Z)ZP(0)+EIO[HSR(t),p(t )]ar', (2.75)

substituind relatia pentru p(t') similara expresiei (2.75) 1n relatia de mai sus, limitdndu-ne la

aproximatia a doua, obtinem expresia pentru operatorul matricei de densitate in aproximatia

Born:

p(t)~ = [Hy (1), p(0)] _% [{[ Hoe (0).[Hye (). p ()] (2.76)

Considerand termostatul lipsit de memorie (adicad procesele care au loc in rezervor sunt

procese markoviene, cu alte cuvinte ceea ce va fi in viitor depinde de ceea ce este in prezent
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si nu de ceea ce a fost In trecut) avem [125]:
Ps (l‘)zps (t'): (2.77)
unde
¢’ este un moment de timp anterior momentului # si integrarea in 2.76 se poate face in anumite
conditii.

Procedand astfel pentru fiecare termen din H, se obtin termeni suplimentari in ecuatia

2.70, care in aproximatiile Born-Markov devine:

%m%[flmp] =—{[$".8p]+[ps".5 ]} -
~e {[S S.p|+] pS..8, ]} —k, {[a*,ap] + [paT,a]} - (2.78)
ki, (n,, +1){[6,bp |+ pb",b |} =y, {[ .6 | +[ pb,5" ]}

unde
y sl y. reprezintd ratele tranzitiei spontane si a defazarii qubitului, invers proportionale

timpului de viatd al atomului pe nivelul excitat sau timpului de defazare.

1
V- P
emlstle spont. (279)
7C - s
Tdefazare
iar k, si k, sunt ratele pierderilor fotonice si fononice selectate corespunzator:
k,>k,. (2.80)

n, este numarul mediu de fononi ai RnM corespunzator temperaturii mediului ambiant. Acesta

se supune statisticii Bose-Einstein:

1

T The| [
exp{”}—l
B

iar pentru temperaturi usor sub 1 K si frecvente @ de ordinul GHz, corespunzator frecventei

n,

(2.81)

de vibratie fononice, numarul mediu de fononi poate fi n, ~10.
In cazul pierderilor RnM prezenta a ultimilor doi termeni in (2.78) se explici astfel:
primul proportional cu (”m +1) este datorat emisiei fononului, iar cel proportional cu n, -

absorbtiei fononului din rezervor. Termenii care descriu pierderile in cavitatea optica nu au aceeasi
structurd, deoarece numdrul mediu de fotoni optici cu frecventa tranzitie de circa 10'° Hz,

corespunzatori temperaturii date de la temperaturi criogenice pana la temperatura camerei (dar
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si mult mai mari) conform statisticii date de (2.81) este neglijabil, vezi tabelul 2.1.

Tabelul 2.1

Numarul bozonilor corespunzator frecventei si temperaturii mediului ambiant

T,K 0,01 0,1 1 10 100 300
o, 27 Hz
10° 0 2 20 200 2000 6000
10'? 0 0 0 0 2 6
1013 0 0 0 0 0 0

Termenii din partea dreapta a ecuatiei master (2.78) descriu amortizarea (damping-ul)

subsistemelor opto- cuanto-mecanice. Tinand cont de superoperatorul Linblad ecuatia master

devine:

/)+%[Hs,p] = yL(S7 )4 7L (S. )+ k,L(a)+ K, (my +1) L(B)+ ko, L(6) (2.82)
Operatorul Linblad care descrie amortizarea necoerenti este definit [90]:

L(0)=20p0"-0'0p-p0'0=[0p,0" |+he., (2.83)

unde

O este un operator ce descrie sistemul, iar
p este operatorul matricei de densitate.

Informatia despre interactiunea sistemului descris in figura 2.2 cu termostatul se contine
in partea dreaptd a ecuatiei 2.82, numitd partea necoerentd a ecuatiei master. Aceasta nu
contine direct variabilele termostatului, dar contine suficienta informatie despre influenta
acestuia asupra sistemului de interes.

Pentru o simplificare a expresiei 2.82 vom trece in reprezentarea interactiunii:

H, —>exp {%Hot}(HS —Ho)exp{—%Hot}, (2.84)
unde
H,=hw,S. +hw,a'a. (2.85)

Astfel hamiltonianul sistemului scris in sistemul de coordonate care se roteste cu
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frecventa laserului devine:

H, =hob'b—nAa'a+hAS. +hg(a'S™ +aS™)+hQ(S* +S7)+hAS_(b' +D), (2.86)
unde
A=o,-o,, (2.87)

este abaterea frecventei de tranzitie in sistemul cu doud niveluri de la frecventa laserului, iar

A=w -, (2.88)

este abaterea frecventei laserului o, de la frecventa modului cavitatii.
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2.1.6 Stari imbracate

Rezolvarea ulterioara a ecuatiei master, este Inca dificild si Tn scopul simplificarii
acesteia se va trece in reprezentarea starilor imbracate [110, 126, 127, 128, 129, 130]. Acestea
reprezintd stari noi ale atomului pompat si au urmatoarea semnificatie fizica: radiatia modifica
modul in care atomul pompat interactioneaza cu campul electromagnetic.
|g> :sin¢9|+> | +cost9|—>,

(2.89)

|e> = cos6’|+>—sin6?|—>,
unde
|+> si |—> sunt stdrile imbracate corespunzatoare starilor excitatd si fundamentala ale
punctului cuantic,

6 e un parametru liber, alegerea caruia va fi dictata de reducerea operatorului Hamilton la o

forma diagonala (vezi expresiile 2.97 si 2.99)

SN ) — Tt

*
‘
. |+> ..... L[+
. ,/ i | >
* \g " \ A 4
% ',fé‘\ ‘ - >
-’ (r> 1 I | >
S
, @
a) b)
Figura 2.3. Stari imbracate. (color online)
a) Stérile |+> s |—> reprezinta noi stiri ale atomului care interactioneaza cu radiatia. In

spatiul Hilbert sunt doi vectori de stare obtinuti prin rotirea sub unghiul € a vectorilor |e> si |g> .

b) Fiecare stare a atomul artificial cu doua niveluri se despica in starile |+> s |—> .

Tratarea interactiunilor atomului cu radiatia coerenta prin teoria starilor Tmbracate este

justificata de prezenta in spectrul de emisie a tripletului Mollow [101]. Distanta dintre

niveluri |+> si |—> este ), astfel satelitii frecventei conventional notate cu @, sunt @, +Q.

Operatorii punctului cuantic care descriu starile acestuia in reprezentarea starilor

imbracate sunt definiti dupd cum urmeaza:
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R, = +){+[ =)= (2.90)
— operatorul inversiei populatiei pe starile |+> si |—> ,

R, = +){-| (2.91)
— operatorul tranzitiei de pe starea |—> pe |+>

R = =)(+] (2.92)
— operatorul tranzitiei de pe starea |+> pe |—>

care satisfac relatiile standarde de comutare ale algebrei su(2):

[R.R.]=R., (2.93)
[R.,R.]=-2R,, (2.94)
[R.,R.]=2R.. (2.95)
26 2,
A2
2

Figura 2.4. Spatiul imaginat al frecventelor

In spatiul imaginat al frecventelor triunghiul corespunzitor defineste unghiul sub care

se rotesc vectorii de stare |+> si |—> fata de vectorii |e> si | g>. Catetele sunt corespunzator:

frecventa Rabi si jumatate din dezacordul dintre frecventa tranzitiei qubitului si laser, iar

2
. . o A
ipotenuza este frecventa Rabi generalizatd Q, = [—J +Q° .

Hamiltonianul care descrie atomul si interactiunea acestuia cu laserul (parte componenta
a 2.86) este:

H

Atom—Laser

=hAS. +hQ(S* +57), (2.96)

iar la trecerea in reprezentarea starilor imbracate devine:
A . A .
H, ,.=h - cos 20+Qsin20 |R_+h - sin 20+Qcos20 |(R,-R.). (2.97)

Simplificarea expresiei acestuia se va face anuldnd termenul al doilea, nondiagonal,

gratie parametrului liber 6. Astfel,
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2Q

tg26 = e (2.98)
si 20 e unghiul dintr-un triunghi dreptunghic intr-un spatiu imaginat al frecventelor, conform
figurii 2.4.
Hamiltonianul 2.97, dupa alegerea parametrului & conform 2.98, devine:
H i raser = PELR. . (2.99)
In reprezentarea stirilor imbricate (dressed states) Hamiltonianul 2.86 poate fi scris:
H,=H,+H,, (2.100)
unde
H,=hQ,R. —hAa"a+hwb'b (2.101)

este partea care descrie energiile libere ale atomului imbracat, si ale modurilor cavitatii optice
si fononice, iar

H, = AR +B'R.e”* + BR, ", (2.102)
descrie actiunile reciproce ale atomului si modurile cavitatii optice si a rezonatorului nano
mecanic, scris In reprezentarea interactiunii.

A, =w, —w, este abaterea frecventei laserului de la cea a cavitatii, iar

A 2
Q, = (Ej o, (2.103)

este frecventa Rabi generalizata. A se vedea si figura 2.4 cu triunghiul imaginat al frecventelor
pentru explicatie suplimentara.

Parametrii care figureaza in relatia 2.102 sunt:

A= g(g (aeiA" +afe™ )sin 20+ 1 (be""‘” +b'e™ ) cos 26’) , (2.104)

B =hg(ae™ cos’ 0—a'e ™" sin’ ) —%ﬂ sin20(be ™ +b'e™" ). (2.105)

Acestia contin atdt constantele de interactiune cat si operatorii cavitdtii si RnM, prin
urmare, sunt niste operatori. Astfel, Hamiltonianul 2.102 nu contine doar operatorii atomului
artificial, dar si operatori ai campurilor fotonic si fononic.

Ecuatia master 1n reprezentarea starilor imbréacate se obtine substituind expresiile pentru
operatorii qubitului $*, S™ si S prin operatorii R,, R_si R_, iar ecuatia master prin operatorii

starilor imbracate devine:
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.
p+£[H,p] ==7[R.R.p]=7.[R., R p]l-y [R..R.p]-

(2.106)
—x,[a',apl-x,(1+n,)[b",bpl-Kx,n,[b,b" p+hc.,
Constantele
) = ysin® 20+ y. cos’ 20 , (2.107)
4
7. =y cos* 0+%sin2 20, (2.108)
y_ =ysin* 6’+%sin2 20. (2.109)

descriu procesele spontane de tranzitie intre starile imbracate corespunzatoare:
¥, — rata tranzitiei de pe starea de pe |+> pe |+> si de pe |—> pe |—> ,
y, — rata tranzitiei de pe starea |+> pe |—> , lar
y_ — rata tranzitiei de pe starea |—> pe |+>

In ecuatia 2.106 termenii care descriu amortizarea fotonicd si fononicd 1si pastreaza
structura identicd cu cea din ecuatia 2.78, deoarece variabilele punctului cuantic comuta cu
variabilele care descriu modurile fotonice sau fononice, astfel Incat in reprezentarea starilor

imbracate sau a interactiunii acestia nu au fost afectati. S-a efectuat aproximatia secularad in

termenii care descriu emisia spontand si defazarea qubitului. Aceasta aproximatie este valabila

pentru 2>y, respectiv Q> y.
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2.1.7 Excluderea variabilelor qubitului

Ecuatia master 2.106 este destul de complexa si solutionarea analitica a acesteia nu este
posibild. Totusi pentru scopurile noastre aceasta poate fi simplificatd semnificativ. In
particular, vom cerceta situatia cdnd dinamica punctului cuantic pompat este mai rapida decat
cea a subsistemului format din fotonii din cavitate si fononii de vibratie. Respectiv, variabilele
punctului cuantic pot fi eliminate din descrierea dinamica a sistemului, iar aceastd aproximatie
este valabild pentru
Q>yr>k, (2.110)
si
Q> {g,1}. (2.111)

Vom remarca ca aceastd aproximatie este pe larg utilizatd in alte sisteme oarecum
similare [84, 85, 86, 131, 132, 133, 134, 135], iar in studiul dinamicii vom aplica metodele
expuse in referintele citate. In continuare vom urma metoda dezvoltatd de [117, 134] adaptata
la modelului problemei.

Pentru a exclude variabilele rapid oscilante vom scrie operatorul matricei de densitate ca

produsul a doi operatori:
P=p; Py (2.112)
unde p, este operatorul matricei de densitate a qubitului, iar p, este operatorul matricei de

densitate pentru cdmpurile fononic si fotonic. Variabilele care descriu punctul cuantic variaza
mai rapid decat cele ale cavitatii si RnM-ului, astfel putem media 2.106, in care este substituita

expresia 2.112, dupa gradele de libertate ale punctului cuantic. Ca rezultat se obtine:

ipf = —i[A,p++ —p,,]—i[B'f’p+7]e—2iQRt —i[B, p#]eZiQRx _

dt (2.113)
-K, [a*, apf] -, (1+ nth)[bT,bpf ] —K,n, [b,b*pf ] +h.c.,

unde

P =P Flp, I+, (2.114)
p_=p, ~lp, =), (2.115)
p=p; Flp, 1), (2.116)
p.=p, =lp, ). (2.117)

Pentru simplitatea expresiilor in ecuatia 2.113, constanta lui Planck a fost considerata
h=1. La calcule finale aceasta constantd va avea valoarea tabelara cunoscuta. Explicit

elementele matriciale 2.114, 2.115, 2.116, 2.117 pot fi obtinute din ecuatia 2.106.
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%/A =-T,p, —i(dp,_+p,_A)-i(Bp_—p, B)e"™, (2.118)

% P ==2r.p. +2r p_—i(4p,. —p, A)=i(Bp_ e —p B'e? ), (2.119)

% p_=2y.p.. =2y p +i(Ap_—p A)+i(p_ B —B'p ), (2.120)

cu

L) =dy,+y. +y.. (2.121)
Pentru solutionarea ecuatiei 2.118, de exemplu, se va proceda astfel:

I. se va neglija al doilea termen din partea dreaptd deoarece solutia aproximativa
obtinuta din 2.118, substituitd in ecuatia 2.113 va genera un termen rapid
oscilant ~ e***, Aceastd aproximatie este cunoscutd ca aproximatie seculara.

p =T p ~i(Bp. - p, B, (2.122)

IL. Se rezolva ecuatia prin metoda variatiei constantelor

p_(1)=C(t)e™, (2.123)

p. ()=—i[ d e (B(¢) p_(1)-p., () B(1)). (2.124)
III.  Se considera procesele analizate procese de tip Markov, adica

oo (t)=p. (1), (2.125a)

p_(t)=p__(t). (2.125b)

Astfel In aproximatia seculara si in prima aproximatie a parametrilor de interactiune

{g, A}, solutia ecuatiei 2.118 este:

p. =—ie"*(Bp_—p, B), (2.126)
Similar se procedeaza si pentru ecuatiile 2.119 si 2.120, obtinandu-se:
p..—p_==i(Ap, —p,A), (2.127)
unde:
_ t _—iAt iAt T ot —iwt
a-8[eet  ae lGnag+ k| L L PeT | osoe, (2.128)
2\ T —iA, T +iA, 2\I' +io T —iw
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— A sin26b'e™ sin 260be "
Bt viea 0 T rica.—w )
l —

P oo (2.129)

N acos’ Ge™' B a’sin® Ge™™"
ST, 420, +A) T, +i2Q,—A) )

iar
[, =y(1+cos’ 20)+y,sin’ 20. (2.130)

Substituind solutiile (2.126, 2.127) in ecuatia 2.113, obtinem ecuatia master pentru
operatorii campurilor fotonic si fononic:
d 1 - s 1 - = .
—p, == EAA+RB B \p,—p, EAA+RBB +

di 2.131)

1,— — -
+E(A,o_,.A+P_ApfA)+P+B*,ofB+P_Bp_,.B+ +he.
Variabilele 4, 4, B, B nu contin decit parametri ai punctului cuantic si operatori ai
campurilor, definiti in 2.128 si 2.129, astfel am exclus variabilele punctului cuantic. Aceasta
excludere este cauzatd de medierea dupd variabilele punctului cuantic. P si P definesc

gradul de populare a starilor imbracate, definite de:

p=—r

+

a7 (2.132)
po_t

V. +7.

cu parametrii y, si y_ definiti In 2.108 si 2.109. Pentru o clarificare a sensului acestora se

poate vedea figura 3.3.
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2.2 Corelatii cuantice fononi-fotoni

2.2.1 Dezacord albastru laser-cavitate

Corelatiile cuantice reprezinta situatiile in care se manifestd legaturi dintre doua
subsisteme diferite. Acestea pot fi atat clasice, cat si cuantice, atunci cand dimensiunile
sistemelor implicate favorizeaza cuantificarea. Natura cuantica a corelatiilor va fi demonstrata
prin incalcarea inegalitatii Cauchy- Schwarz — vezi relatia 2.180. S-a demonstrat ca In sisteme
care contin atomi cu doud niveluri diverse neliniaritati contribuie la corelatii fotonice mai
intense [136]. In acest paragraf vom analiza corelatiile cuantice dintre subsistemele de fononi
si fotoni, care se vor atesta pentru un dezacord pozitiv dintre frecventele laser si cea a cavitatii,
adica:

A=w -w.>0. (2.133)

Pentru un dezacord mic frecventa laserului este usor mai mare decat cea a cavitatii. Asa
cum radiatia laser excitd punctul cuantic, dezexcitarea a acestuia are loc prin emiterea unui

foton in cavitate si a unui fonon in bara pe care se afla punctul cuantic (vezi figura 2.5).

Figura 2.5. Schema absorbtiei / emisiei fotonilor /fononilor. (color online)

Dezacordul dintre frecventa laserului si cea a cavitatii este pozitiv, sau asa numit, albastru

A >0.

Substituind in ecuatia 2.131 expresiile pentru constantele 4, B, (2.104 si 2.105) de rand

cu A, B, (2.128 si 2.129) se vor obtine termeni care oscileazd cu frecventele

+2A,,2(A, t ), £2w. Deoarece vom examina regimuri cand abaterea frecventei laserului de

la frecventa rezonatorului optic este de ordinul frecventei modului mecanic al RnM

A~w,
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termenul e

A yariazd lent fatd de termenii e™™', e , e

RiNt Fi(Ate)  Riot

, prin urmare, ultimii pot

fi ignorati ca termenii rapid oscilanti. Astfel, dupd unele simplificari si optimizéri ecuatia

master devine:

da
ar’

(t)—i(A1 —a)) aT(Jt+bTb,p]:—A1 [pa,a*]—Bl [aT,a,O]—Az [pb,b*]—

2

(2.134)

~B,[b".bp|+C, [b.a'p|+D, [ pa'.b" |+ C,[a' b p|+D,[ pb'.a" |+ he.

aici si mai departe indicele f (field) al operatului matricei de densitate va fi omis pentru

simplitatea expresiilor, iar parametrii 4,,4,,B,,5,,C,,C,,D,,D, sunt definiti dupa cum

urmeaza:

1

2

1

2

1

2

1

2

lgzsin22¢9+ g’Psin* @ N g’P.cos' 0
4 T +iA, T, -i(2Q,-4,) T, +i(2Q,+A,)’

1{ A%cos’260  A’P.sin’26 A’P_sin® 26
+ oM s

— + +K
40 T —iw T,-i2Q,+®) T, +i2Q, - )

1 g*sin’ 20 . g’P.sin* @ . g’P cos* @ .
4 T +iA, T, -i(2Q,—A) T, +i(2Q,+A)

1 A% cos’ 20 . A’P_sin® 20 . AP sin* 260
4 T ~io T, -iQ,+w) T +i(2Q,-w)

]-ﬁ-l(h(nth-l—l),

P gAsin20cos’@ P gAsin20sin’@ 1 gAsin260cos26
2T, -i2Q,+4,) 27T, +i2Q,-A) 4 T —iA

b

P gAsin20cos’@ P, gAsin20sin’@ 1 gAsin26cos26
2T, +i2Q,+w) 27T, -i2Q,-») 4 T tio

P gAsin2@cos’ 6 P gAsin2@sin’ @ _ 1 gAsin268cos26
2T, -i(2Q,+A,) 2T, +i2Q,-A) 4 I —iA,

9

P_gAsin20cos’@ P gAsin20sin’ @ 1 gAsin26cos26
2T, +i2Q,+w) 2T, -i2Q,-w) 4 T +io
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2.2.2 Ecuatia master in reprezentarea Heisenberg
Pentru exprimarea evolutiei corelatorilor care contin operatorii cAmpurilor — a',a, b',b
— vom scrie ecuatia 2.134 1n reprezentarea Heisenberg, utilizdnd identitatea:
Tr{p(t)Q}=Tr{0(1) p}, (2.143)
lar ecuatia master pentru orice operator al subsistemelor fononic si fotonic, care descrie

dinamica cuantica a subsistemelor fononice si fotonice pentru o cavitate cu factorul de calitate

inalt este:

([0.d'] Ba+Cb) (4a-Dp")[Q.a" )+ (2.144)
+<Qb](Da Asz) (Bb* Cla)[Q.b])+
(.

In continuare vom analiza statisticile pentru numarul mediu de fononi / fotoni, calculand

functiile de corelare de ordinul doi. Pentru aceasta vom defini operatorul
O=d"a"b"p", (2.145)
(unde { 7 k,l,m} sunt oricare numere Intregi) ca un operator general care apartine ambelor

subsisteme fononice si fotonice. Astfel comutatorii din relatia 2.144 vor fi:

[0.a'a]=(k—-j)a"a"b"'p", (2.146)
[0.a |=—ja"d"b"b", (2.147)
[0.a" | =ka" a""b"b", (2.148)
[0.6'b]=(m~1)a"d"b"b", (2.149)
(0.6 |=1aVd"'b" b, (2.150)
(0.6 |=ma"a"b"'p"", (2.151)

Ecuatiile de miscare pentru oricare corelatori pot fi obtinute mai intdi in forma generala,
apoi selectiv pentru fiecare corelator in parte pana la completarea sistemului de ecuatii.
Executarea calculelor analitice cu operatori in pachetul Mathematica a fost posibild prin
setarea parametrului Ordless in functia Time. Aceasta a permis pastrarea pozitiilor operatorilor

in expresiile operatoriale, si formarea sistemului de corelatori — vezi Anexe, pg.138.
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%<a”akb”bm > =

(a"a'b"b" (4 =B ) j+(4 B, )k+(4,—B])I+(4,~ B, )m-

*

+< -1 kalbm+1> X ]+< k+lel lbm> 1)l+ (2152)
™" k+<a“ kb= 1b”’> C +C, )]l+
)

_E(A —o)(j—k+1-m) }+<a”+1 kb”b’"1 (Cl—Dl)m+
)
(a" )(C.-D,)
+(a"d b ) (4, + A7) jk +(aVd DN (C + C, Y hom +
(a” )

—+

+(ad'b" b ) (4, + 4, ) Im.

Selectand, de exemplu, indicii
{1,1,0,0},
{0, 0,1,1},
{0,1,0,1},
{1, 0,1, O},

{J.k,l,m} = (2.153)

vom obtine explicit ecuatiile de miscare pentru valorile medii ale numerelor de fotoni, fononi

si corelatorii corespunzatori de ordinul 1. Sistemul de patru ecuatii pentru corelatorii <a*a> ,
<b"'b> , <a b>, <a*b*> este un sistem inchis si permite stabilirea evolutiilor valorilor medii ale

fononilor sau fotonilor.

d . . . N .

E<a'a>=<a*a>(z‘ll —B +4 -5 )+<ab>(C2 _D2)+<aTbT>(C2_D2)+ (2.154)
+ A+ A4,

E(b%}:(b*b}(/lz ~B,+ 4, - B} )+(ab)(C] - D} )+(a'b")(C, - D) + (2.155)
+ A, + A,

%@b):(ab)(/g—Bl+Az—Bz+i(A1—w))+<“'*'“>(C1_D1)+ (2.156)
+<bTb>(C2—D2)+Cl+C2,

E(a*b*>=<a*b*>(/ll ~ B +4,~B,~i(A, ~w))+{a'a)(C] - D) )+_ (2.157)

+(b'b)(C; - D} )+ C} +C;.
Evaluarea statisticii numarului de fononi / fotoni pentru starile stationare este necesara

pentru stabilirea tipului de corelatii care existd in sistemul dat. La procesarea numericd

ulterioara 1n ecuatiile care deriva din 2.154-2.157 se vor norma toate frecventele (ratele) la
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rata tranzitiei spontane y, ceea ce va duce la evitarea calculelor pentru construirea graficelor

cu numere foarte mari sau foarte mici si, implicit, la evitarea erorilor care pot sa apara la
reprezentarea valorilor acestora in sistemul binar. Adicd considerdnd y =1, obtinem un
rezultat similar daca am fi adimensionalizat problema. O alta solutie pentru evitarea erorilor
de rotunjire sau reprezentare pe calculator a fractiilor ar fi trecerea la un sistem de unitati de
masurd a marimilor implicate [137], dar deoarece marimile tintd — numarul mediu de fononi /
fotoni sunt adimensionale si nu necesitd o renormare a altor unitati, am ales procesarea

numerica a ecuatiilor cu parametrul y =1 ales ca etalon. Evident, valoarea unitard a ratei

emisie spontane nu va afecta in nici un fel rezultatele finale, atata timp cat celelalte frecvente
vor pastra valorile proportionale acesteia, dar vor simplifica complexitatea procesarii numerice

si va permite prevenirea erorilor legate de rotunjire intr-un sistem computational dat.
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2.2.3 Corelatii cuantice, cazul stationar
Din sistemul de ecuatii 2.154-2.157 se poate determina atat evolutia valorilor medii ale
numarului fotonilor cat si numarul mediu de fononi. Deoarece durata proceselor de relaxare
sunt determinate de ratele pierderilor fononice sau fononice, suntem interesati in mare parte
de valori caracteristice ale subsistemelor fotoni sau fononi departe de momentele initiale,
atunci cand se instaleaza regimul de stari stationare. Aceasta inseamna ca mediile corelatorilor
implicati in 2.154-2.157 nu depinde de timp si, prin urmare, partea stingd a sistemului dat va

fi nula. Astfel sistemul in forma matriceala poate fi scris:

*

M, 0 K, K, )\ {a'a a,

0 M, K K b'b
2 oy | | (2.158)
K K, M 0 (ab) c

K K, 0 M (b)) (¢

[

—_

unde elementele matricei sistemului si termenii liberi sunt:

M, =A4-B +cc., (2.159)

M =A4-B+4,-B,+i(A -w), (2.160)

K, =C-D, (2.161)

a,=-(4+4), (2.162)

c=—(C+G,). (2.163)

Solutiile sistemului 2.158 pot fi usor obtinute:

(a'a) = B+ , (2.164)
T

'y = b i (2.165)
T

F=aK KM +a, KM +c'K, (KK, K, K; + MM, )+ %a(i+(l)il)MiM*M , (2.166)

T=J(J=2J" +MM,+ MM )+J"(J = MM, +M,M" )+ M,MMM", (2.167)

J=KK,. (2.168)

Folosind expresiile pentru <a1'a> s <b'*'b> pot fi trasate graficele pentru diferiti parametri

ai punctului cuantic, cavitatii, pompadrii laser etc, in functie de dezacordul laser-cavitate.
Parametri cat mai apropiati de valorile experimentelor reale [10, 11, 61, 63, 77, 99] au fost

folositi la procesarea numerica, doar ca au fost renormati la rata emisiei spontane y .
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Figura 2.6. Numirul mediu de fononi (b'b), fotoni (a'a) in dependenti de Aly.
(color online) culoare rosie n, =2, iar culoare albastra pentru n, =0.5. Linia continua

corespunde numarului mediu de fotoni, iar cea intreruptd — numarului mediu de fononi.

Parametrii pentru care a fost trasat graficul sunt:
v.ly=03, g/y=3, Aly=5 Q/y=50, o/y=50, A/(2Q)=-0.263, «,/y=0.09,

K, /7 =0.009.

Conform figurii 2.6 maximul numarului mediu de fotoni si a celui de fononi se atesta

pentru acelasi dezacord laser cavitate (curbele continue si cele Intrerupte), ceea ce aratd

corelarea modurilor fotonice cu cele vibronice. Mai mult, cresterea temperaturii — cresterea

numadrului mediu de fononi termali 7, — duce la cresterea numarului de fotoni emisi in cavitate

(A se vedea curbele de culoare rosie si cele de culoare albastra, intrerupte si continue). Prin

urmare, modificand temperatura mediului in care se afla RnM afectim numarul fotonilor din

cavitate.

In scopul analizei statisticii fononilor / fotonilor vom calcula varianta V' si o vom
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compara cu numarul mediu de particule <n> :

o) = () = (') (e @169

sau folosind relatiile de comutare pentru operatorii cAmpului obtinem:

V—<n> :<afa"'aa>—<aTa>2. (2.170)
Prin urmare, functia de corelare de ordinul 2 foton-foton [138, 77]:
t o
g;2>(o):—<“ aaa) (2.171)

@

va contine informatia despre abaterea variantei de la numarul mediu de fotoni.

Pentru lumina clasica (haoticd/termald) avem statistica fotonica super-poissoniana si:

g7 (0)>1. (2.172)
Pentru stari coerente (cAmp laser, de exemplu) — statistica fotonicd conform distributiei

Poisson si :

gfz)(O):l, (2.173)

iar pentru lumina neclasica statistica sub-poissoniana

g7 (0)<1. (2.174)
Similar cazului campului fotonic, pentru perechea fonon—fonon se poate defini functia

de corelare de ordinul doi:

<b*b*bb>

@ () =
g, (0)=—F+, (2.175)

2 ( ) <bTb>2
iar pentru foton—fonon:

'ab'b)

@ (0)-ACa) 2176

& O =iy (2.176)
Astfel, daca functiile de corelare de ordin 1 [138]
E(t)E(t+

gf”(r)z< (1) E( T)>, (2.177)

(E@)

caracterizeaza fluctuatiile in timp a intensitatilor campurilor electrice, atunci functiile

de corelare de ordinul doi

()= <EE**Et)EEz)E*(z+r)E(z+T)> (1(1)1(t+7))

= (2.178)

(B (E@)E (t+2)E(+z)) (1)1 (1+7))
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descriu fluctuatiile in timp a infensitatilor radiatiei.

In scopul determinarii functiilor de corelare de ordinul 2 se vor procesa suplimentar
ecuatiile de miscare 2.152 pentru obtinerea corelatorilor corespunzatori incrucisati, care apar
in expresiile 2.171, 2.175, 2.176. Acestia pot fi obtinuti din 2.152 prin utilizarea setului de
numere:

{2,2,0,0},

{0,0,2,2},

{LLL1},

{1,0,2,1},

{j.k,l,m}=1{0,1,1,2}, (2.179)
{2,1,1,0},

{1,2,0,1},

{2,0,2,0},

{0,2,0,2}.

Aceste seturi de numere corespund corelatorilor: <a*a*aa>, <bTb*bb> , <a*a b*b>,

<aTbTbTb>, <ab*bb>, <a*aTabT>, <aTaab>, <aTaab>, <aTaTbTbT>, <aa bb>.

Un instrument eficient pentru investigarea caracteristicilor cuantice ale corelatiilor dintre

fononi si fotoni este inegalitatea Cauchy-Schwarz (CSI), definitd conform [139, 140]:

g (0)g)" (0) _ (a'a'aa)(b'b'bh)
ggz) (O)g§2) (0) - <aTa bTb><aTa bTb> '

Amintim ca in fizica clasica inegalitatea Cauchy-Schwarz poate fi aplicatd marimilor

CSI = (2.180)

care fluctueazd X,Y siinseamna limitarea superioard a corelatiilor incrucisate <XY > de catre

auto-corelatiile fiecarei marimi

(x7)|< J(X*)(r?), (2.181)
sau
CSI e = % >1 (2.182)

Ultima inegalitate se respecta pentru doi curenti clasici care provin de la aceeasi sursa.
In lumea cuantica corelatiile sunt mai puternice decat limita impusa de 2.182. Astfel, corelatii
non-clasice au fost demonstrate in repetate randuri [141 vezi si referintele atasate]. In

particular, corelatiile induse sunt de natura cuantica daca
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CSI <1, (2.183)

adica

\/<aTaTaa><bTbTbb> < <aTa bTb> . (2.184)

Dependenta CSI de dezacordul laser cavitate este prezentat in figura de mai jos pentru

doua valori ale temperaturii la care se poate afla sistemul.

JOO = = = = o= omom mm mm o mm mmom o= omomomom o= o=

0.95

S 0.90]

~
/7

: / ~
0.85! / ==
: /
‘-—-"/
0.80-— — i N —— —
49.95 50.00 50.05 50.10 50.15 50.20
A
¥

Figura 2.7. Valorile pentru CSI in stirile stationare versus A, / y . (color online)
Curbele de culoare rosie continua sunt pentru 7, =2, iar culoare albastrd intrerupta —
n,=0.5.

Parametrii pentru care au fost trasate graficele sunt:
v.ly=03, g/y=3, A/y=5 Q/y=50, w/y=50, A/(2Q)=-0.263, «,/y=0.09,
Kk, [y =0.009.

Incalcarea CSI apare sub linia orizontald punctata, corespunzatoare valorii 1.

Sistemul analizat, descris in sectiunea 2.1.3 cu dezacordul 2.133, prezintd corelatii, iar
natura cuanticd a acestora este demonstrata prin Incalcarea inegalitatii CSI care se atesta in

graficul prezentat in figura de mai sus.
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In figurile 2.6 si 2.7 sunt prezentate valorile numerelor medii de fononi si fotoni in stiri
stationare si CSI pentru parametrii particularizati apropiati de cei analizati in alte lucrari [10,
39, 45, 94, 127, 142].

Pentru cuplari mai puternice dintre qubit si cavitate se observd un maxim al acestor
marimi in jurul:

A~ro, (2.185)
adica atunci cand absorbtia unui foton laser este insotitd de generarea unui fonon si a unui
foton optic in cavitate, pe cand

A #A. (2.186)

Este de mentionat ca deplasarea frecventelor datoritd efectelor neliniare care exista in
limita dispersiva aplicatd aici (vezi [85, 86, 131, 132, 133, 137]), este responsabild pentru
rezonanta in jurul lui @, dar nu exact la valoarea acesteia.

Mai mult decat atét, temperatura mediului care influenteaza explicit gradele de libertate
de vibratie, influenteaza implicit numarul mediu de fotoni in modul rezonatorului optic (a se
vedea liniile continud si intreruptd din graficul prezentat in figura 2.6) demonstreaza astfel
existenta corelatiilor intre fotoni si fononi. Natura cuantica a acestor corelatii este demonstrata

si de incdlcarea inegalitatii CS/ data de relatia 2.182, a carei dependenta de parametrul A, /y

este prezentat In figura 2.7. Inegalitatea Cauchy-Schwarz este incalcatd, daca CS/ <1 (sub

dreapta punctata neagrd din figura 2.7), pentru A, = @ , unde valorile pentru numerele medii

de fononi si fotoni sunt maximale.

In ceea ce urmeaza vom opera cu anumite aproximatii, vom prezenta expresiile analitice
pentru observabilele implicate si vom discuta conditiile de Incdlcare ale CSI.

Daca expresiile pentru numarul mediu de fononi / fotoni care se obtin in cazul starilor
stationare din sistemul 2.154-157 au fost obtinute, expresiile explicite 2.171, 2.175, 2.176 si
2.180, ar necesita zeci de pagini, daca le-am prezenta aici! Totusi acestea pot fi simplificate

simtitor daca consideram aproximatiile:

(A, 0} >T,, (2.187)
20, £A,>T (2.188)
20, *0>T . (2.189)

In acest caz expresiile 2.135-2.142 se vor modifica simtitor (numitorul se va simplifica),
iar in final vom obtine urmatoarele expresii stationare ale numerelor medii de fononi sau fotoni

si corelatiile corespunzétoare de ordinul unu sau doi pentru stérile.
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(a'a)= ( (o) (2.190a)

_ x,(1+n, )%
(b'b) n’h+(f<a+f<b)(f<affb—22)’ (2.190b)
ik, (1+n,)X
{ab) = (. <5k, —5) (2.190c¢)
cu
(a'0")={a b)', (2.191)

iar pentru a evita rezultate fara sens fizic produsul x,k, trebuie sd fie mai mare decat>’,

adica

KK, > 27, (2.192)
Respectiv:

gi”(0)=g"(0)=2, (2.193a)

kK. (1+n,)

g (0)=1+ Kk, (k, +x,)n, +(x, —x,n, )= (2.1930)
Aici,

s=84(p _p)HEUCB20-0y o (2.194)
2 40, —w

la fel, am presupus:

A—wx5,+5, (2.195)

unde o, si 0, descriu deplasari de frecvente observate in figura 2.6 si sunt definite de:

. 4 4
5 =g (p—p) S0 , cos0 | (2.196)
‘ 20, -A, 20, +A,

sin’ 260

0. =1Q (P -P)——.
’ o(P ‘)4Q;—a)2

(2.197)

Utilizand expresiile analitice date de 2.193 si 2.190, CSI ia forma:

CSI:{ Kk (Ko 40 ) (e — 1) 2 )22] (2.198)

KK, (/(a +x,n, +2K,n, ) + (K —K,n,

a
Din expresia de mai sus, adica 2.198, urmeaza cd incalcarea CSI se reduce la conditia:

(x, —iyn, )(Z2 —K‘aK‘b) <0. (2.199)
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Deoarece &k, >’ (vezi explicatia la relatiile 2.192), incalcarea CSI necesita realizarea

ambelor conditii:

K, >K,n,
{ oT o (2.200)

KK, >’ .
Este notabil cd, caracteristicile cuantice ale acestor corelatii vor dispare pentru
|A —o>y. (2.200)
Acest fapt poate fi observat din ecuatia master 2.152 unde termenii responsabili de
corelatiile incrucisate intre doud moduri diferite vor dispare in regimul cand
14 -0 >1. (2.201)
4
La moment sunt cunoscute o multitudine de tehnici care permit detectarea vibratiilor
mecanice fine [10, 144] care in combinatie cu schemele traditionale de detectare ale fotonilor
pot permite masurarea corelatiilor intre cuantele optice si cele de vibratie cercetate in acest

capitol.
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2.2.4 Corelatii cuantice, cazul nestationar

Desi sistemul a fost studiat atunci cand se ajunge in stare stationard, prezintd interes si
evolutia acestuia pand la aceastd stare. Din ecuatiile 2.154-2.157 pentru valori medii ale
operatorilor dependente de timp, obtinem un sistem de ecuatii diferentiale, a carei solutionare
permite studierea dependentei de timp a corelatorilor si a marimilor de interes. Conditiile

initiale sunt:
(2.202)

Evolutia temporald a numarului mediu de fononi sau fotoni se arata a fi un proces de

tranzitie cu o rata de atingere a starii stationare cu atat mai rapida cu cat suntem mai departe

A ) . - . .
de rezonantd (fatd de parametrul —). Timpul de atingere a starii stationare (timpul de
4

relaxare) este mai mic pentru starile fotonice corespunzator la circa 10 de unitati %/ Aceste

valori corespund inversului ratei de pierderi fotonice care este de circa 10-100 ori mai mic

decat y. Similar, starile fononice sunt caracterizate de timpi de relaxare de ordinul inversului

ratei pierderilor fononice si corespund valorilor de ordinul 100 unitati %/

In toate cazurile numarul mediu de fotoni sau fononi in limita unui interval de timp mare,
coincide cu valorile obtinute din graficul prezentat in figura 2.6. In acelasi grafic sunt
prezentate familii de curbe pentru numarul mediu de fotoni sau fononi, iar pentru valorile

maxime din aceeasi figura, dependenta de timp este prezentatd in familia de curbe din figura

o 9 9 9 . A
2.8 limitate de curbele cu culoare neagrd. Aceastd curbd corespunde parametrului —- la
4

rezonantd, conform figurii 2.6.
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Figura 2.8. Dependenta de timp a numarul de fotoni (continuu) / fononi (intrerupt). (color online)

Parametrul A a luat valori in jurul frecventei modului fononic @_ 50,09; £0,025; £0,05.
v v

Liniile de culoare neagra care marginesc familia de curbe cu linii intrerupte sau continue sunt
construite pentru frecventa de rezonanta care corespunde maximului numarului de fononi sau

fotoni din figura 2.6.

Alti parametrii pentru care au fost trasate graficele sunt:

v.ly=03, g/y=3, A/y=5 Q/y=50,A/(2Q)=-0.263, «,/y=0.09, «,/y=0.009.
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2.3 Dinamica cuantica a racirii fononice

2.3.1 Dezacord rosu laser-cavitate

Situatia descrisa in paragraful precedent cand un foton laser este absorbit de punctul
cuantic si sunt emisi un foton in cavitate si un fonon in bara nu este unicul mod posibil. De
exemplu, frecventa fotonului radiatiei coerente poate fi inferioara frecventei de tranzitie dintre
nivelurile qubitului. Astfel, se atesta situatia cand qubitul absoarbe un foton laser si un fonon

al barei nanomecanice, iar ca rezultat se emite un foton in cavitate, conform figurii:

We

A

Figura 2.9. Schema absorbtiei / emisiei fotonilor /fononilor. (color online)

Dezacordul dintre frecventa laserului si cea a cavitatii este negativ, sau asa numit, rosu

A, <0.

Astfel, asa cum energia barei nanomecanice se micsoreaza (sunt absorbiti fononii care
completeazd cuantele de energie absorbite de qubit pentru emiterea unui foton in cavitate)
temperatura efectiva a acesteia se micsoreazd. Dezacordul dintre frecventa radiatiei coerente
externe si frecventa modului cavitdtii optice este negativ,

A=0,-0.<0, (2.203)

ceea ce va modifica esential aproximatiile ce se vor opera in ecuatia master. Ratele pierderilor
in cavitatile optice si mecanice sunt mult mai mici decét ratele pierderilor cauzate de defazare
si tranzitie spontand a qubitului, iar acestea sunt mult inferioare frecventei Rabi

corespunzatoare radiatiei laser intensa, adica
Qx{y,7.}>x,,. (2.204)

In aceeasi cheie, radiatia coerenta intensa implica superioritatea frecventei Rabi fatd de

constantele de interactiune dintre punctul cuantic si cavitdtile optica si mecanica, sau explicit
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Q> {g, A} >{y,7.}. (2.205)

Prin urmare dinamicele subsistemelor fotonilor cavitdtii si a fononilor RnM sunt mai
lente decét cea a punctului cuantic si pot fi eliminate variabilele punctului cuantic (vezi si [86,
94, 143]). Aceasta procedura va incepe de la ecuatia master 2.131 in care constantele 2.104 si
2.105 au fost substituite explicit. Unii termeni intrd in ecuatia master ca termeni oscilanti cu
frecventele
2A,, 2w, (2.206)
altii — cu frecventele
(A tw). (2.207)

Deoarece are loc conditia 2.203, dar si A, ® —®, termenii

g (2.208)
o (2.209)
e, (2.210)

sunt rapid oscilanti fatd de termenul lent

BN (2.211)
ceea ce Inseamna cd primii pot fi neglijati, iar ecuatia master care descrie cavitatea si gradele
de libertate ale RnM va cédpata forma:

d i _

E'D(r)-'_E(AI +w)[b*b—a1a,p] =
—A [a,a*pJ—B;‘ [a*,ap]—Az* [b,b*p]— (2.212)
B;[b'.bp|+C;[b.a'p|+D;[b'.ap]+
+C, [aT , bp] +D; [a, pr] +he.

Prin * s-a notat operatia de conjugare complexa

" g’sin’ 26 N g’P sin* 6 N g’P.cos' 0

= ; ; ; ) (2.213)
4 T, —iA, T +i(2Q,-A) T -i(2Q, +A)
2 2 2 s 2 2 s 2
A;:l A~ cos 20+ AP sin” 20 N A°P, sin” 20 rxn, (2.214)
4 I'i+io T +iRQ+w) T -i(2Q,;-w)
2 .2 2 s 4 2 4
Bl*:lg s1n. 20+ g .Rsm 0 L8 .Rcos 0 ik, (2.215)
4 T —iA, T +i2Q,-A) T —-i(2Q,+A))
2 2 2 : .2 2 s 2
Bg‘:l A" cos 26+ A°P sin” 260 N A°P sin” 260 i, (m, +1), (2.216)
4 I'i+io T +i2Q+w) T} -i(2Q; -w)
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c _ P gAsin 20 cos’ 0 P gAsin 20sin’ 6 _ 1 gAsin268cos26

. , (2.217)
2T, -i(2Q,+A) 2T, +i2Q,-A) 4 [, —iA,
._ P gAsin20cos’@ P, gAsin20sin’@ 1 gAsin26cos26 (2.218)
T2 T, +i2Q-w) 2T, -i2Qu+w) 4 T,-iw '
B gAsin20cos’@ P gAsin20sin’ @ 1 gAsin26cos26 (2.219)
L2 T, -i2Q.+4) 2T, +i2Q,-A) 4 T,-in '
. 2 . . 2 .
D _ P, gAsin20cos" 0 P gAsin2@sin” 6 _lgﬂst@cosZQ. (2.220)

2T, +i2Q-w) 2T, -i2Q+w) 4 T,-io
Parametrii I' ), I'\, 7, 7., P, sunt definiti de 2.121, 2.130, 2.107-2.109 si 2.132,
respectiv. Desi notatiile variabilelor sunt similare celor din sectiunea 2.2, ecuatia master 2.212
este semnificativ diferitd de cea scrisd pentru cazul corelatiilor cuantice 2.134, atat prin
prezenta altor termeni cat si prin parametrii 4, B, C,, D,. Acestea au fost cauzate de omiterea
diferitor termeni rapizi oscilanti datorati schemelor de absorbtie-emisie diferite.
Urmand aceeasi procedura de scriere a ecuatiei master in reprezentarea Heisenberg data

de identitatea 2.143, obtinem ecuatia de miscare pentru un operator al campurilor fononic sau

fotonic:

[0.a"|(B.a-C,b")+(4a-Dp )[0.a" )+ (2.221)
Coa'—A4,b")+(Byb' - D, a*)[Q,b]> +
+([0.b"](Dia—B,b)+(4b-Cla)[ 0. ]).

In ceea ce urmeaza vom descrie dinamica racirii corelate a starilor stationare ale gradelor

de libertate de vibratie. De fapt ajustand frecventa laserului la conditia

o+A =0, (2.222)
vom obtine situatia cdnd absorbtia simultana a unui foton laser si a unei cuante de vibratii este
insotitd de emisia unui foton in modul cavitatii, in conformitate cu schema data in figura 2.9.
Definind operatorul Q conform 2.145, rescriem ecuatia 2.221 in forma 2.223. Procesarea
ulterioard a acestei ecuatii in scopul obtinerii sistemului de corelatori a fost executatda in

pachetul Mathematica (vezi Anexe, pg. 141).

90



%<a'“akb'}'lbm> — <a“akbﬂbm>(§.(Al + a))(—j+k+l—m)+

+Ak+ A j+ Am+ A;Z—Blk—ij—Bzm—B;1j+

+( A jl+ 45 jk)(a"0a* b )+ (Dyem— Cm){a"a* b b )+ (2.223)

+(Coke—Dyke) (aa* "b"b" ) + (~C ikl = Dokl ) (@' a* VbV ) +

+(Aydm -+ Aim)(a"a* b OB +(=C; jm = D} jm) (@™ b B )+

+(D1=GI) (a0 d b b +(Cy - Dy ) (a"0a B "),
Utilizand ecuatia master (2.223), cu setul de numere

{1,1,0,0},

{0,0,1,1},

{1,0,0,1},
{0,1,1,0},

{J.k,l,m} = (2.224)

pot fi obtinute urmatoarele ecuatii de miscare pentru numarul mediu de fotoni si fononi.

i<aTa> =(a'a)( 4~ B+ 4 - B])+(a'b)(C; - D,)+(b'a)(C, - D})+

d
+ A+ A4,
%<b*b> =(b'b)(4, B, + 4, - B;)~(a'b)(C] - D))~ (b'a)(C, - D)) +
+4,+ 4,
(2.225)

%(db} =(a'b)(4; - B, + 4, B, =i(A, + )~ {a'a)(C, - D) +(b'b)(C, - D}) -
-C,-D;,
%(bh} =(b'a)(4 - B} + 4 B, +i(A, + @)~ (a'a)(C] D) +(b'b)(C, - D,) -
~-C/ -D,.
Ultimele doua ecuatii din sistemul 2.225 indica clar sensul schemei absorbtiei / emisiei
fotonilor / fononilor: a'h semnifica generarea unui foton in cavitate insotita de anihilarea unui
fonon in RnM, iar b'a — generarea unui fonon este insotita de anihilarea unui foton. In baza

ecuatiilor (2.225) pot fi analizate starile stationare ale numarului mediu de fotoni din cavitate

si numarul mediu al fononilor RnM pentru stérile stationare.
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2.3.2 Racire cuantica: cazul stationar
Starile stationare ale unui sistem se instaleazd dupa un anumit interval de timp. Acesta
depinde de cét de intense sunt interactiunile si de reguld se numeste timp caracteristic de
relaxare. In cazul sistemului analizat qubit-cavitate-RnM-laser acesta depinde de ratele de
pierderi fotonice / fononice. Pentru durate de timp mult peste inversul ratei pierderilor fotonice
dependenta de timp a sistemului fizic cercetat este nesemnificativa, ceea ce impune anularea
partii stangi a sistemului 2.225 si transformarea acestuia dintr-un sistem de ecuatii diferentiale

intr-un sistem algebric de ecuatii. Astfel,
M, 0 K, K, \[{a) (a

£

_ _ i
PR P @229
K K, 0 M J(ab®))

unde elementele matricei sistemului si termenii liberi sunt:

M,=4-B +cc., (2.227)

M :AI—BI+A2—Bz+i(A1—a)), (2.228)

K, =C,-D,, (2.229)

a,=—(4+4), (2.230)

¢=C +D. (2.231)

Sistemul (2.226) este diferit atat prin matricea sistemului de 2.158, cat si prin variabilele

sale. Solutiile sistemului linear mentionat sunt:

(@lay="21ts (2.232)
T
(b'py =1 +TE , (2.233)

unde

F=(-1)" aKKM-a, KM+ (1) K, (K, K; ~ KK, + MM, )+

1 ) , (2.234)
+—a, MMM,
2 (i+(—1) ) !
T=J(J=2J" +MM,+ MM )+J"(J = MM, +M,M" )+ M,MMM", (2.235)
J=-KK,. (2.236)

Pentru trasarea dependentelor grafice vom utiliza diferiti parametri ai sistemului, apropiati de

valorile sistemelor oarecum similare [10, 11, 61, 63, 77, 99]
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Figura 2.10 Numiirul mediu de fotoni (a'a) fononi (b'b), in dependentii de A, /.
(color online) Linia neagra intrerupta lung corespunde valorii n, =10, linia intreruptd rosie
pentru numarul de fononi, iar linia continud pentru numarul de fotoni.

Aici y, /y=03, g/y=2, Aly=4,Q/y=50, /y=50, A/(2Q)=0.5,

x,/y=0.01 si x/y=0001

Maximul numarului de fotoni detectati corespunde numarului minim de fononi ai RnM
injurul A, +@w~0.

Récirea cuanticd apare pentru cazul cand numarul mediu de fononi trece sub pragul
numdrului de fononi determinati de rezervorul necoerent exterior i.e. {(b'b) <n, (curba rosie
din figura 2.10 este sub linia neagra intrerupta lung). Pentru stabilirea influentei numarului de
fononi termici, datorati temperaturii la care se afld sistemul vom construi graficele

tridimensionale in care n, va fi o coordonata din grafic.
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Figura 2.11 a) Dependenta numiirului de fotoni din cavitate (a'a) si b) fononi ai

barei nanomecanice (b'b) de parametrul A, si de numarul mediu de fononi din

sistem. (color online)

Rata de defazare este y. = 0,3, frecventa barei nanomecanice @ =50, frecventa Rabi

(=50, constantele de interactiune a qubitului cu cavitatea si bara nanomecanica

g =3; A =5, ratele pierderilor fotonice, fononice sunt k, =0,02; &, =0,002 si

parametrul % 0~ 0,5 . Toate frecventele sunt normate la rata de dezintegrare a qubitului .
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Numadrul mediu de fononi al rezonatorului nanomecanic variaza in dependentd de
parametrii sistemului. Astfel se atesta coborarea valorii acestuia sub numarul mediu de fononi
din sistem, ceea ce indica aparitia fenomenului de racire cuantica (vezi Figura 2.11 b). Minimul
numadrului de fononi corespunde maximului numarului de fotoni emisi in cavitate, ceea ce
permite detectarea fenomenului de racire (vezi Figura 2.11 a) pentru diferite valori ale
numarului initial de fononi in RnM.

Acest comportament poate fi inteles tindnd cont cd pentru o oarecare valoare pozitiva a

abaterii frecventei laser de la frecventa qubitului, nivelul cel mai de jos al starilor imbracate

|—> este cel mai populat. Aceasta inseamnd cd procesele de generare ale fononilor sunt

minimizate pe cand absorbtia fononului urmatd simultan de absorbtia fotonului laser este
insotitd de emisia unui foton in modul cavitatii. latd de ce maximul fotonilor detectati in
cavitate implicd minimul cuantelor de vibratie ceea ce Inseamna detectarea raciriit RnM. Este
de remarcat o mica deplasare dintre frecventele corespunzatoare maximului fotonilor si
minimului fononilor detectati (vezi si ecuatia 2.241). In final, o ricire eficienta apare pentru
regimurile necorelate ale proceselor de detectare fonon-foton, adicd cand

A+w>y, (2.237)
pe cand regimurile corelate apar pentru

A+o<y. (2.238)

Desi 1n aceste cazuri (regimuri necorelate) este dificild obtinerea unei emisii maxime de
fotoni in cavitate corespunzatoare unei proces de racire a RnM, deoarece aceste procese sunt
necorelate. Vom arata expresiile aproximative analitice ale variabilelor de interes in starile
stationare. Aceasta va permite comprehensiunea comportamentului reprezentat in figurile 2.10

si 2.11. Daca se vor face aproximatiile

{Al, a)} >I , (2.239)
2Q, A>T si (2.240)
2Q, rw>T",

ecuatia master 2.221 cu constantele 2.213-2.220 care se vor simplifica considerabil, iar ecuatia
master va deveni:

d

EP(Z)=1(A1 +a)—é_'a +é)7b)[aTa—b*b,p]+in[abT,p}—

4
~x,[a' ap|-x,(1+n,)[ b'.bp |- K7 | b.b'p |+ he.

(2.241)

Aici abaterea micd 6, —o, observatd si In figurile 2.10 este descrisd de urmatoarele
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expresii:

- 4 4
5 Zgz(ﬂ—P_) sin” @ L _cos 0 ’ (2.242)
¢ 2Q, v+ 2Q,-w

sin” 26

5, =QA* (P, _R)W’ (2.243)
pe cand

Q. cos20+%
n=gA(P,—P)sin20— A . (2.244)

4Q0; - &’
Ultimul termen din prima linie a relatiei 2.241 cu partea sa auto adjuncta descrie emisia

fononilor urmati de procesele de absorbtie ale fotonului cavitatii si viceversa, intermediata de

campul laser si este responsabila de racire si detectare a gradelor de libertate de vibratie.

Respectiv, in baza ecuatiilor 2.241 sistemul de ecuatii pentru valori medii ale

corelatorilor {(a'a), (b'b), (a'b), (ab") poate fi redus la:
%<a*a> =—in(x)-2x, <a"'a> ,
%(x) = 2i77(<b*b>—<a*a>)—(/(a +Kb)<x>, (2.245)

%(b*b} = in{x) - 2k, (b'b) + 2K,

unde:

x=ab"—a'b. (2.246)
Am presupus ca

A+w=36,-3,, (2.247)
adica suntem interesati ca maximul numarului mediu de fotoni sd corespunda valorii maxime

a numadrului mediu de fononi, respectiv (vezi si figura 2.10). Pentru starile stationare din

ecuatia 2.245 se obtine:

x,(a'a)+x,(b'b)=rxn, . (2.248)
Cu ajutorul acestor expresii se poate estima numarul mediu de fononi daca se cunoaste

numarul mediu de fotoni (detectati). Expresiile explicite pentru stdrile stationare pentru

numadrul mediu de fotoni si fononi sunt:

2
n,K,n
<aTa> th b

= o (2.249)
(k, +K,)(K K, +17")
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(b'b) =% (1+ e ] (2.250)

K, +K, KK, +1°
sau
(b'b)= <a*a>(1 +K(K—2+Kb)j (2.251)
n

Ecuatiile 2.249 si 2.250 caracterizeaza dinamica starilor stationare ale racirii vibrational
fononice 1n lumina aproximatiilor facute, care pot fi considerate conditii pentru ca efectul de
racire sa aiba loc. Mai mult decat atat expresiile (2.248) si (2.249) descriu eficienta metodei

de racire propusa. In particular, daca

K,>K,, (2.252)
pe cand
P 2
[ ”j <1, (2.253)
n
atunci
<b’rb> ~< i >~ Ky
~(a'a)=—>n,, (2.254)
K

a

care poate fi mult subunitar, i.e.,
(b'b)<1. (2.255)

In final, schemele de detectare ale fononilor optici sunt destul de avansate la moment, la

fel sunt Inregistrate progrese remarcabile in detectarea vibratiilor mecanice ultra mici [10].
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2.3.3 Racire cuantica: cazul nestationar
Descrierea sistemului la intervale de timp mari presupune cd acesta a ajuns la starea
stationara cand dependenta de timp nu mai conteaza. Totusi pana la atingerea acesteia sistemul
evolueaza, iar dependenta de timp a parametrilor acestuia poate fi determinata din sistemul

pentru corelatori (2.225) cu conditiile initiale

(2.256)

Solutiile obtinute nu vor fi prezentate acestea au un caracter informativ, pentru
justificarea solutionarii sistemului 2.225 1n cazul stationar.

Instalarea stdrii stationare are loc pentru un interval de circa citeva sute din inversul ratei
emisiei spontane a qubitului, care corespunde inversului ratei pierderilor fononice. Astfel
rezolvarea sistemului 2.225 cu partea stanga nula, este justificatd. Rezumand cele expuse, si tinand
cont de viabilitatea modelului aplicat putem afirma ca sistemul cercetat reprezinta unul in care se
manifestda fenomenul ricirii cuantice, Insotit de emisia fotonilor in cavitatea optica ceea ce permite

detectarea acestui fenomen.
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1.0

R ! + A
<a’a> continuu, < b’b> intrerupt

0.0¢

0 100 200 300 400 500 600
t, 1/yunitati

Figura 2.12 Numirul mediu de fotoni (¢'a) , fononi (»'b) , in dependentii de timp. (color online)
Perechea de curbe din extremele sus si jos sunt pentru cazul cand A, =~ @ =-49,4y

corespunzator maximului (minimului) numarului de fotoni (fononi) din figura 2.11, iar celelalte

sunt pentru cazul A, =-50y
Alti parametrisunt: y,/y =03, g/y=2, A/y=4,Q/y=50, @/ y =50,

Al (2Q)=0.5, k,/y=0.01si x, /¥ =0.001, n, =2
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2.4 Concluzii la capitolul 2

A fost analizat un sistem compus dintr-un punct cuantic cu doud niveluri fixat pe un RnM
suspendat intr-o cavitate optica. Punctul cuantic este pompat din exterior cu un laser. Au fost luate
in calcul atat emisia spontana si defazarea qubitului, cat si ratele de amortizare ale modurilor optice
st de vibratie. S-a cercetat regimul cdnd dinamica punctului cuantic este mai rapida decat dinamica
altor subsisteme implicate, adica pentru o cavitate cu factorul de calitate nalt. In acest fel se poate
reduce intregul sistem la dinamica cuantica a doud moduri — de vibratie si optic.

Au fost calculate corelatiile cuantice intre cuantele de vibratie si optice in cazul unei
interactiuni puternice intre punctul cuantic si rezonator.

S-a demonstrat Incalcarea inegalitdtii Cauchy-Schwarz (CSI) definitd ca produsul
functiilor de corelare de ordinul doi de tip foton-foton si fonon-fonon raportate la patratul
functiilor de corelare incrucisate foton-fonon. Mai mult ca atét, a fost aratat ca temperatura
mediului care afecteazd explicit subsistemul mecanic, modificd si numarul mediu de fotoni in
modul rezonatorului optic, demonstrand existenta corelatiilor dintre modurile fononice si
fotonice.

Dincolo de interesul sub aspect stiintific fundamental, corelatiile cuantice Intre cuantele
de vibratie si optice pot servi ca baza pentru elaborarea diferitor dispozitive care ar amplifica
frecvente optice Tnalte prin intermediul oscilatiilor mecanice de frecventd mica. Asa tip de
convertoare prezintd un interes pentru reteaua de informatie cuantica (vezi si [144]).

A fost aratat ca modelul propus 1n acest capitol prin qubitul plasat pe RnM imprima avantaje
suplimentare de sensibilitate, iar cuplarea optomecanica conduce la corelatii cuantice.

La fel s-a propus o schema de racire a modurilor fononice ale RnM si a fost sugerata
modalitatea de detectare a racirii vibrational-fononice ale unui oscilator nanomecanic in stare
stationara. Ideea este bazatd pe corelarea gradelor de libertate de vibratie cu cele ale punctului
cuantic pompat laser cand primul este fixat pe o structurd filiformd nanomecanica, care
interactioneaza cu rezonatorul optic. Mai exact, cand dinamica punctului cuantic este mai
rapida decat cea corespunzatoare subsistemelor implicate, este necesara ajustarea frecventei
laser, astfel incat absorbtia fotonului laser si a fononului RnM sa fie insotitd de emisia unui
foton in modul optic al cavitatii. De aceea detectarea fotonilor din cavitate este urmata de
ricirea rezonatorului nanomecanic. In finalul capitolului au fost prezentat expresiile analitice
aproximative pentru variabilele de interes care descriu si eficienta metodei de racire.

Rezultatele principale obtinute in acest capitol au fost publicate in [145, 146, 147, 148,
149, 150].
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3 CUPLAREA INTENSA DINTRE REZONATORUL NANOMECANIC SI
PUNCTELE CUANTICE

Sisteme optomecanice in care sunt studiate conglomerate de subsisteme sunt cunoscute
si destul de des intdlnite. Mai multe subsisteme permit in anumite conditii obtinerea unui efect
mai pronuntat, iar in cazul cand sunt identice aparatul matematic poate fi simplificat. Punctele
cuantice plasate pe un rezonator mecanic sunt adesea preferate in calitate de subsisteme,
deoarece ofera o cuplare cuanto-mecanica a oscilatiilor si deschid perspectivele explorarii unor
noi proprietati, cu neliniaritdti ce pot fi utilizate in proiectarea dispozitivelor nanometrice.
Sistemul de puncte cuantice poate fi cercetat de rand cu alte modele, deoarece ofera posibilitati
de amplificare a unor efecte, dar si aparitia efectelor noi. In particular, numarul mare de qubiti,
nu permite neglijarea unor termeni in aproximatia seculard, aproximatie uzuald pentru cazul
unui singur qubit, iar statistica corelatiilor cuantice fonon-fonon se modificad substantial.
Sisteme similare analizate sub diverse aspecte a fost analizate in [151, 152] si au fost
demonstrate proprietati imbunatatite datorate colectivelor de atomi.

Procedeul matematic de solutionare a problemei interactiunii dintre rezonator, sistem de
qubiti, laser si rezervoarele optic si vibronic va fi similar celui utilizat in capitolul precedent —
se va scrie ecuatia master, apoi se vor opera simplificarile / aproximatiile corespunzatoare si
se vor obtine ecuatiile de miscare pentru operatorii RnM.

Trebuie sd mentionam cd sistemul optomecanic analizat in acest capitol este diferit
esential de cel analizat 1n capitolul precedent:

1) prin absenta cavitatii optice si

i1) prin prezenta unui numar mai mare de qubiti care modifica esential tabloul fizic.

In ceea ce urmeazi se va analiza interactiunea a doud subsisteme — RnM si un set de
puncte cuantice excitate de un laser. Capitolul este structurat astfel: in partea 3.1 se va descrie
modelul si se vor analiza aproximatiile / idealizarile operate, se va prezenta hamiltonianul
sistemului si se va obtine ecuatia master corespunzatoare. Va fi analizata dinamica sistemului
in reprezentarea stdrilor stationare si vor fi eliminate variabilele subsistemelor rapid oscilante.
In paragraful 3.3 se vor descrie corelatiile cuantice care apar in sistemul studiat. Vor fi
analizate anumite aproximatii uzuale si se vor argumenta necesitatea sau refuzul aplicarii
acestora in cazuri concrete. Se va determina numadrul mediu de fononi ai RnM-ului in
dependentd de diferiti parametri ai sistemului si se va analiza statistica fononilor atat in
evolutie temporald cat si cea stationard. Rezultatele pot fi utilizate la determinarea frecventei

Rabi sau a frecventei de oscilatie a barei nanomecanice
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3.1 Modelul studiat

3.1.1 Sistemul LASER-qubiti- rezonator nanomecanic in interactiune cu rezervorul

Vom analiza un sistem din N puncte cuantice identice plasate pe o bard nanomecanica.

Punctele cuantice nu interactioneazd intre ele, iar frecventa de tranzitie este «,. Bara

nanomecanica oscileaza unimod cu frecventa @ . Din exterior sistemul este actionat de radiatie

coerentd cu frecventa o, . Lungimea de unda a radiatiei coerente este suficient de mare in

raport cu dimensiunile liniare ale unui singur qubit, astfel incat sa fie posibild aplicarea
aproximatiei dipol. Pe de alta parte, dezideratele considerarii punctelor cuantice independente
si a barei mecanice care le contine unimod, impune limite la dimensiunile barei. Conditia ca
bara sd oscileze cu o singurd frecventa este

L>I>h, (3.1)

unde L, /, h sunt respectiv lungimea, latimea si, respectiv, grosimea.

Tinadnd cont ca, dimensiunea unui punct cuantic este de ordinul cativa nm, pentru ca
aceasta sd nu interactioneze cu vecinii sai distanta pana la acesta trebuie sa fie cel putin 10 nm.
Astfel, 1a un numar de cateva zeci de atomi artificiali latimea barei trebuie sd fie de ordinul pm.

Sistemul analizat este deschis, pierderile vor fi luate in calcul prin defazarea si emisia
spontana a qubitului, dar si prin pierderi fononice.

Cuplarea dintre punctul cuantic cu doud niveluri si rezonatorul mecanic este realizata
astfel: daca grosimea rezonatorului mecanic este mai mica decat latimea acestuia, rezonanta
vibrational fononica cu energie minima, corespunde modurilor de flexiune fundamentala cu
frecventa de ordinul GHz. Flexiunile induc extensiuni si compresiuni in structura, modificand
cuplarea potentialului de deformare a punctelor cuantice incorporate, astfel modificand si
nivelurile energetice [94]. Mai mult, efectul mecanic provocat de radiatia laser este mult
inferior interactiunii prin potentialul de deformare qubit-fonon [45]. Mentionam cd sistemul
cercetat nu contine rezonator optic si este diferit de sistemul analizat in capitolul precedent sau
de sistemele optomecanice cercetate de alti autori [81, 153, 154, 155, 156].

Reamintim ca un sistem optomecanic deschis poate fi analizat ca format din doua
subsisteme — S si R. Subsistemul S reprezintd partea coerenta, iar R este numita rezervor (baie
sau termostat). Subsistemul S si termostatul formeaza un sistem Inchis, pe cand subsistemul S
poate fi considerat un sistem deschis. In cazul nostru, in calitate de sistem care interactioneaza

cu baia sunt rezonatorul mecanic si qubitii plasat pe acesta.
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Figura 3.1 Sistemul optomecanic analizat. (color online)
Pe un rezonator nanomecanic este plasat un sistem din N puncte cuantice identice,
independente, excitate din exterior de radiatie coerentd. Frecventa tranzitiei punctului cuantic

este ®,, radiatia laser are frecventa @, , iar RnM oscileaza unimod cu frecventa .

Solutionarea ecuatiei Schrodinger pentru intregul sistem este dificild si, chiar dacd e
posibil de executat numeric, calculele sunt anevoioase si pot depdsi termene rezonabile de
procesare, iar erorile cumulate la fiecare pas ar putea reduce la absurd utilitatea metodei.
Totusi, asa cum ne intereseaza sistemul concret, mai exact suntem curiosi sa vedem statistica
fononilor barei nanomecanice, este rational sd operdm cu diferite aproximatii, care vor
simplifica considerabil problema si care nu vor stirbi din generalitatea rezultatelor obtinute.

Sistemul analizat intruneste conditiile utilizarii aproximatiilor dipol si a undei rotative,
iar termostatul este mare si fara memorie, ceea ce permite aplicarea aproximatiilor Born-
Markov. In plus, in cazul cind ecuatia master contine termeni rapid oscilanti, acestia pot fi
omisi (neglijati) fard a influenta sesizabil rezultatele finale. Aceastd aproximatie este numita

aproximatia seculard. Totodata termenii contributia cdrora depinde de numadrul qubitilor si
anume termenii ecuatiei master ~ [b, bp] si~ [b*,bT p] , nu vor putea fi neglijati in conditiile

expuse mai sus, ceea ce plaseazad problema data dincolo de aproximatia undei rotative.
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3.1.2 Hamiltonianul problemei

Sistemul considerat consta din mai multi atomi artificiali plasati pe un rezonator mecanic

cuantificat. Atomii sunt pompati din exterior de catre un camp laser coerent cu frecventa @, ,
iar frecventa de tranzitie a fiecarui emitator este «,. Rezonatorul mecanic cuantificat este

considerat ca un oscilator unimod cu frecventa .

Astfel hamiltonianul sistemului dat este:

N N
Hy=ha, > SV +hab'b+ng> SVI(b" +b)+
=1 j=1
; | ’ | (3.2)
+hQY” (SE’) exp{—io, } + SV explim, }),
j=1

unde primul termen descrie energia liberd a sistemului de qubiti fard interactiune, termenul al
doilea este energia liberd a modului RnM, termenul al treilea descrie interactiunea dintre qubit
si RnM, iar ultimul termen este responsabil de interactiunea atomilor artificiali cu radiatia laser
coerentd. Deoarece este vorba de radiatii laser suficient de intense, in termenul de interactiune

dintre laserul si atomii artificiali laserul este tratat clasic, iar atomii cuantificat.

Operatorii SS’ ), Sy ) sunt operatori uzuali care descriu qubitul ;j sunt definite astfel:

250 =[¢), (el-2),, (&

este operatorul inversie populatiei pe starile | g>j si |e>j, unde | g>j si |e>j sunt starile

(3.3)

b

fundamentala si excitata ale punctului cuantic [101].

SJ(fj) :|e>j j <g ’ (34)
operatorul tranzitiei din starea | g>j in starea |e>j , 1ar
sU'=lg). (el (3.5)

operatorul tranzitiei din starea |e>j in starea| g>j ale qubitului. Acestia satisfac relatiile

standarde de comutare

[Sj"),sfﬂ =+5 W, (3.6)
[Si’” , Sf’”)] =25, S". (3.7)

Respectiv operatorii b', b sunt operatori de generare si anihilare a modurilor de vibratie care

respecta relatiile de comutare:
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(6. b]=[b"b"|=0, (3.8)

si

(6,67 ]=1. (3.9)

g este constanta de interactiune dintre qubit si RnM, iar Q este frecventa Rabi

corespunzatoare pomparii laserului [101].

Considerand
H, =ha,Y SV (3.10)

si aplicand transformarea unitara

U(t):exp[%Hot}, (3.11)

obtinem hamiltonianul sistemului in reprezentarea interactiunii:

H=U@®)H )U(t)" —ihU(t)(0/ot)U ' (2), (3.12)

sau

H =AY 8V +hab'b+ngy SV (b' +b) +1QY" (sV+51), (3.13)
J=1 j=1 Jj=1

cu dezacordul dintre frecventa tranzitiei punctului cuantic si cea a laserului:

A=, -0, (3.14)
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3.1.3 Ecuatia master
Informatiile despre pierderile fononice si cele legate de defazarea si emisia spontana a

punctelor cuantice vor fi incluse in ecuatia Liouville-von Neuman
—p()==-[H(0).p(1)]. (3.15)

printr-o procedurd similara descrisd in capitolul precedent, din care vom puncta elementele
esentiale.

Deoarece interactiunea dintre termostat si sistemul cercetat, descrise de operatorii pg si

Py respectiv, este slaba putem scrie:

p(t)=ps (1) pe (). (3.16)

relatie valabila atat pentru momentul initial de timp cat si pentru oricare moment ulterior. Asa
cum rezervorul are un numar mare de grade de libertate, iar relaxarea acestuia este rapida,
adica acesta ajunge la starea de echilibru termodinamic mult mai repede decat au loc schimbari

relevante 1n sistemul analizat, devine valabild aproximatia:

p(t)zps(t)pR(O), (3.17)

ceea ce semnifica neafectarea rezervorului de catre sistemul studiat. Integrand formal ecuatia
master 3.15 si substituind consecutiv expresiile aproximative ale operatorului matricei de

densitate avem:

J 1 ! ! ! !
p(t)= —%[HSR (t),,o(o)]—h—2 [ Ha ([ Hy (), p()] ]t (3.18)
Aici Hg, este hamiltonianul de interactiune dintre sistem si rezervor, dat de relatia 3.13

La obtinerea expresiei de mai sus (3. 18) ne-am limitat la ordinul doi de marime ceea
ce corespunde aproximatiei Born. Procesele care au loc in rezervor sunt procese de tip

Markov, adica procese fara memorie, astfel avem: [125]:
pS(t)sz(l"), (3.19)
unde ¢’ <t este un moment de timp anterior momentului ¢. in final, transferand partea coerent

a ecuatiei master in stdnga, iar partea necoerentd in dreapta, vom obtine ecuatia master care

descrie modelul analizat in aproximatia Born-Markov:
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ip+i[H :_7%‘{“(/) NG ] [pS‘f) S(f)]}—

a’ TRt o

ey {[s9,80p]+[ P, 89}~ (3.20)
=

(1, ){[6".bp |+ [ .0 ]} —5en,, {[ .67 p |+ pb.b" ]},
unde y, 7. si x sunt, respectiv, ratele de tranzitie spontand, de defazare si amortizare a

fononilor. n, este numarul mediu de fononi determinat de temperatura rezervorului (vezi

relatia 2.81 si tabelul 2.1).
Folosind definitia operatorului Linblad (2.83) ecuatia master (3.20) in forma standard

(numitd si forma Lindblad-Gorini-Kossakowski-Sudarshan [125]) este:
O+ h Hg,p] yZL( )+7/ch( )+K‘ nth+1)L(b)+KnthL(bT). (3.21)

In ecuatia 3.21 operatorul matricei de densitate care descrie statistica sistemului contine
atat informatia despre evolutia sistemului fara pierderi (termenul doi din partea stanga a relatiei

3.20), cat si informatii care vizeaza pierderile legate de emisia spontand ~ y, cele legate de
defazarea qubitului ~ y,., cat si pierderile rezonatorului nanomecanic ~ x (partea dreapta a

relatiei 3.20). Aceste pierderi au fost incluse ca rezultatul interactiunilor subsistemelor

mentionate cu rezervoarele corespunzatoare.
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3.1.4 Diagonalizarea hamiltonianului de interactiune. Stari imbracate
Interactiunea radiatiei cu atomul schimba modul in care acesta percepe radiatia externa,
ceea ce poate fi luat in calcul prin schimbarea vectorilor de stare ale punctului cuantic de la

starile excitatd| e) ; si fundamentala | g), la starile imbracate [+); si ), .

€) m—
i

— |+,

=
uQ

Figura 3.2. Despicarea nivelurilor qubitului conform efectului Stark dinamic. (color online)

Intr-un cdmp intens atomul artificial interactioneaza cu radiatia, iar ultima modifica modul in
care se realizeaza interactiunea. Despicarea nivelurilor energetice ale atomului artificial cu
indicele j. In spectrul de emisie a unui atom artificial pompat intens se vor observa trei linii —

tripletul Mollow

In reprezentarea semi clasica a starilor imbracate data de [157] (vezi si [158])

. - i + j
|6>J _ C?S o sin @ | >J , (3.22)
|g>j sin@ cosé |—>j
cu
[ =%arctg{%}, (3.23)

definit din conditia diagonalizarii Hamiltonianului scris in reprezentarea starilor imbracate,
vezi si figura 2.4 dar si expresiile 2.97, 2.99 pentru hamiltonianul sistemului scris in
reprezentarea starilor imbracate. Ecuatia master corespunzatoarea devine:

i N N N N N N
pr—[H.pl=7 2 | RV Rp =y 3 [ ROR p |~y Y[RV Rp ]

h p= = = (3.24)
—(1+n,)[ b",bp |- xn, [ b.b'p |+ he.,

unde

B ysin® 20 +y,. cos’ 20

% ; (3.25)

5
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7, =ycos' 9+%sin2 26, (3.26)

7. =ysin* 0+%sin2 20, (3.27)
sunt ratele tranzitiilor dintre starile |+>j si |—>j corespunzatoare fiecarei stari ale atomului j —
|e>j sau | g>j, mai exact:

¥, — rata tranzitiei de pe starea de pe |+>J_ pe |+>,- si de pe |—>J_ pe |_>,- ,
y. — rata tranzitiei de pe starea |+>j pe |—>j , lar

y_ — rata tranzitiei de pe starea |—>j pe |+>j .

Operatorii qubitului in reprezentarea starilor imbracate sunt definiti ca:

() _
R =[+), (+ = [, (-, (3.28)
RV =|+), (-|si (3.29)
)

R =|-), (+|. (3.30)
cu relatiile de comutare:

R R" =5, R, (3.31)
_Rim)9Rz(n)_ = _25mnRim) s (332)
R™,R" =25, R (3.33)

In ecuatia 3.24 am operat aproximatia seculard In termenii de amortizare (damping),
datorati emisiei spontane — aproximatie care este justificatd daca

Q,>vy, (3.34)

Q,>7.. (3.35)

+2Qpt +4Qpt

Aceasta consta in neglijarea termenilor rapid oscilanti proportionali cu e sau e

care apar la produsele operatorilor Rim)Rim) , Rfrm)Rj(rm) , Rim)Rim) . Corectiile in rezultatul obtinut

in aproximatia seculara sunt de ordinul 2 sau é—c, dacd y. >y, si pot fi omise in limita

R R
campului intens.

Hamiltonianul sistemului in reprezentarea starilor imbracate este:
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H=hQ ZR<J>+hwb*b+2gcos (26 i(mb'*)zey)—
j=1 Jj=1

v (3.36)
——gsm (20 Z(b+b*)(&’ +RV ))
Jj=1

Ultimii doi termeni din 3.36, la alegerea inteligentd a unghiului & (vezi relatia 3.23) se
vor anula, iar hamiltonianul sistemului in reprezentarea interactiunii si a starilor imbracate,

obtinut prin transformarea unitard —

V(t)_exp{ (a)b*mg ZRW] } (3.37)

este:
i ) ﬁ: () 2002 i () 200
H=a) RV - Y RV _ g3 RN (3.38)
= j1 =
unde
h —iot T iot
a:Egcos20(be +b'e ), (3.39)
si
h : —iot T it
ﬂ=5gsm29(be +b'e”"), (3.40)

sunt parametri care contin operatorii cAmpului fononic, iar frecventa Rabi generalizata este

definita prin relatia:
A 2
Q§:92+(3j : (3.41)
Astfel, folosind expresiile 3.38 si 3.39, 3.40, ecuatia master 3.24 devine

> N
p+%2[al€§” _ﬁKi_/)efziﬂRt _ﬂRi.neziﬂRt’p] —

j=1
_ 7,02[13(]) R(“ ]_7,+ N [Rij),Rg)P]—ﬂ/_i[Rg),Rij)p] _ (3.42)
Jj=1 Jj=1

—(1+n,)[b".bp |- xn, | b,b'p |+ he.
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3.1.5 Eliminarea qubitului ca sistem rapid oscilant
Din pacate, ecuatia master scrisa In reprezentarea starilor imbracate (3.42), chiar daca
are o forma mai simpla decat ecuatia master initiald (3.20) nu poate fi solutionatd analitic, dar
in schimb poate fi redusad la o forma si mai simplad in unele cazuri particulare. Atunci cand
dinamica punctului cuantic este mai rapida decat cea a rezonatorului mecanic dinamica
punctului cuantic practic nu influenteazd dinamica rezonatorului mecanic. Astfel, se poate
utiliza procedura de eliminarea variabilelor qubitului [85, 131, 133, 159], utilizatd si in

capitolul precedent. Aceasta aproximatie este valabild pentru:

Q>y>k, (3.43)
adica
Q> gJN, (3.44)

iar, in final, se va obtine ecuatia master care descrie doar proprietatile rezonatorului mecanic.

In sistemele complexe formate din subsisteme unul dintre care variaza rapid, iar altul
lent, de reguld, subsistemul rapid este inlaturat prin medierea dupad variabilele acestuia.
Operatorul matricei de densitate poate fi scris ca produsul a doi operatori ai caAmpului si al

qubitului:
10 = Ioﬁmon patom 4 (345)
unde p,,, este operatorul matricei de densitate a qubitului, iar p,, .~ este operatorul matricei

de densitate a campului fononic. Variabilele care descriu punctul cuantic variaza mai rapid
decat cele ale si RnM-ului, astfel putem media 3.42, in care sunt substituite expresiile 3.39 si
3.40, dupa gradele de libertate ale punctului cuantic. Un analog mecanic al sistemului analizat
care ar permite intelegerea acestei aproximatii ar fi un “cor coerent” de tantari care se leagana
pe o frunza ingustd — medierea dupa variabilele care descriu bazaitul produs de tantari permite
excluderea acestora, iar dinamica frunzei, mult mai lenta, nu este afectata de aceasta mediere.

Tinand cont ca

T o P} = Ponon Ttom { Paton - (3.46)
obtinem:

gy%mn=—%N{a,pﬁ—p_]—%N{ﬁ,p%}emw—é{ﬁ,pﬁ]fm“— 5.47)
—x(1+n,)[b".bp |- xn, | b.b'p |+ he.,

unde

Pr = Pron {H| Paon| +) (3.48)

111



P = Pron (| Paon| ) (3.49)
p+— = pfom)n <+ patom _> b (350)
IO7+ :pfonon <_ patom +>‘ (351)

Expresiile pentru marimile definite in 3.48-3.51 pot fi obtinute din 3.42 operand
neglijarea termenilor rapid oscilanti si repetand procedura de excludere a variabilelor aplicata

in capitolul precedent — vezi 2.122-2.125:

p._(t)=ie**{B(t)p_—p,.B(1)}, (3.52)
P (t)=—i g 2! {,0__BT (¢) - B! (t)p++} , (3.53)
p..(t)—p_ (t):—i(A(t)pf+pfA(t)), (3.54)
cu parametrii
T iot —iwt

A(t)=§{ be |, be” Jcos29, (3.55)

2\I' +io T —iw

T it —iot

B(t)=§[ be g re Jsin20, (3.56)

2\I' +i2Q, +w) T +i(2Q, —w)
iar
r = 7/(1 +cos’ 26’) +y,sin’ 26 (3.57)
si
I =dy,+y, +7_. (3.58)

Substituind expresiile 3.52-3.54 in 3.47, tinand cont de forma explicitd a parametrilor

3.55-3.56 si 3.39-3.40, regrupand si simplificind, vom obtine:

d
TS e B e

(3.59)
—(n+xn, )[b,b*,p] —¢&[b,bp]-n [b*,b*p] +hec.,
unde
2 2 < 2 .2
£= Ng 8 cos 29+ P sin“ 26 N P sin” 20 ’ (3.60)
4 I'-io T +i2Q, -w) FL—i(2QR+a))
2 2 : 2 .2
y = Ng 8 cos 29+ P sin“ 26 N P sin” 260 (3.61)
4 I +io Fl+i(2QR+a)) FL—i(2QR—a))
Ecuatia 3.59 a fost scrisd in reprezentarea interactiunii:
0 eiwob"'bx o e—iwob"'bt . (3.62)
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Gradele de populare ale starilor imbracate sunt definite mai jos, iar dependenta acestora

de parametrul % este prezentatd in figura 3.3

P =—1
+

F+7- (3.63)
po_t

V. +7.
_ L0}
A
o 05
Y,

0.0

P_ intrerupt,

=0.5}

P, continuu,

.
_1{)— R e S ey e e e e

—4 -2 0 2 4

Figura 3.3. Dependenta gradelor de populare ale stiarilor imbracate de parametrul A .
(color online)
Gradul de populare a starii |+> — P continuu, albastru, gradul de populare a starii |—> —

P intrerupt, rosu, iar valoarea medie a operatorului de inversie a populatiei pentru un qubit
solitar (R )=P —P .

Parametrii marimilor reprezentate pe grafic sunt normate la rata emisiei spontane y, =0.1y.
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3.2 Corelatii cuantice neliniare fononi-fononi
3.2.1 Nerespectarea aproximatiei seculare
De regula, termenii & [b,b p] si g [b*,bT p] (si partea hermitic conjugatd) in relatia 3.59
sunt neglijati Tn aproximatia undei rotative cand
0w>g, (3.64)
deoarece acestia sunt rapizi oscilanti si pot fi omisi in aproximatia seculara, ajungandu-se

astfel la situatia cunoscuta ca efect de racire a gradelor de libertate mecanice, e.g. [94]. Totusi

daca ratele @ s M nu sunt neglijabile termenii /f[b,b p] 7 [bT,b*p] nu pot fi omisi, prin
0 o

urmare vor influenta dinamica cuanticad a rezonatorului mecanic. Intr-adevar, parametrii & si

4

n sunt proportionali numarului de qubiti, iar ultimul modifica esential rapoartele — si M
10} @

Utilizand identitatea

(Lol el

se obtine ecuatia master corespunzatoarea in reprezentarea Heisenberg pentru un operator Q

al campului fononic:

(0)vio{[0s])-

:<[Q,b J(~4b—b (B+xn,))+(Bb+5' (4 +x(n, +1)))[ 0. ]>+ (3.66)
+<[Q,b*](—(A +ic(n, + 1))b —b*B) +((B* +Kn, )b +A'D )[Q,b*]>,

unde Q este un operator al RnM. Acesta poate lua in caz general forma:

0=>b"b", (3.67)
iar comutatorii din ecuatia 3.66 vor fi:

(0.6 ] =(m—1)b"b", (3.68)
(0.6 [=1b""p", (3.69)
[0.b" J=mb"b"". (3.70)

Aceste ecuatii pot fi obtinute si din relatiile 2.149-2.151 daca se va tine cont de modelul
problemei si se vor inldtura variabilele CO, care nu existd in problema studiata in acest capitol.

In caz general, ecuatia 3.66 prin prisma relatiilor 3.68-3.70 poate fi rescrisa :
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%<b“bm> =((~4" +B=x)i+(=4+B —x)m+io(l-m))(b"b" ) +
(B+B" +2kn, )im(b"'b"")+(4 =B )m(p""b" ) + (3.71)
+B"(1=1)1(b"2b" )+ B(1=m)m(b"b"> )+ (4B )1 (6" "b"").

In continuare vom cerceta stirile stationare, stiri care descriu statistica fononica pentru
intervale de timp mari, fata de inversul ratei de pierderi fononice. In sistemele cu RnM aceste

intervale sunt mai mari decét inversul ratei pierderilor fononice. Pentru obtinerea numarului

mediu de fononi <b*b> trebuie de rezolvat sistemul de mai jos, obtinut prin substituirea in

ecuatia de miscare a operatorilor fononici 3.71 a setului {/,m}cu {1,1} {2,0} {0,2}. Sistemul

de ecuatii devine:

%(bw:(mn* —E=& = 2)(B'D)+(E =" ) (b7 )+ (& =n) (b7 )+ n+n" + 2xcm,,

%(zf} =2(iw+&-n"+x)(b*)+2(& ~n)(b'b)-2n, (3.72)
%<b“> =2(iw-¢& +n-x)(b")+2(£-7")(b'b)-21".

Solutionarea acestuia pentru starile stationare (steady states) se va face cu partea stanga
nuld, ceea ce corespunde cazului cand corelatorii implicati nu depind de timp. Desi aceasta
abordare este valabild pentru intervale de timp mari, se pot obtine si dependentele de timp
(vezi figurile 3.6 si 3.7) care confirmd comportamentul stationar pentru intervale de timp de

ordinul ~(20+50)l .
4

In acelasi mod se va proceda pentru obtinerea functiilor de corelatii de ordinul 2 definite

in [160]:

g% (0)= W—b?- (3.73)
(b'b)

Exponentii operatorilor ', b din relatia 3.71 vor lua valorile

{2,2},

(3,1},

{L,m} =4{1,3}, (3.74)
{0.4},
{4,0}.

Adica:
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%<b”b2> =-2E+& —n-n" +26) (b5 )+ 2 =) (bPb) + 2E -1 ) (b'B7) +

+4(n+n +2xn) <bTb> —-2n <sz > -2 <b2 > )

d
dt
+3(+n"+2xm) (b7 ) =61 (b'b),

d
dt
+3(+n"+2x7) (b ) =63 (b'b),
d

E<b“> =4(n-& —x+io)(b™) +4(E-n")(b"b) 129" (b"),

d

E<b“> =4(n - -k —i)(b*) +4(& -n)(b'b*)-12n(b*).
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—(bPb)=Bn+n —3& —E—4x+2i0) (b7b)+3(£ -7 ) (b7B )+ (£ ) (b") +

—(b'DY =0 +n-3E-& —4x=2i0)(b'D*) +3(&"—n) (b6 )+ (E-n") (b*)+

(3.75)

(3.76)

(3.77)

(3.78)

(3.79)



3.2.2 Dinamica starilor stationare ale rezonatorului mecanic cuantificat

Dinamica rezonatorului mecanic care interactioneazd cu punctele cuantice excitate
continuu, din cauza proceselor de relaxare si a pierderilor are tendinta sa devina slab sau deloc
dependentd de timp. Astfel variabilele caracteristice determinate din sistemul 3.72 si ecuatiile
3.75-3.79 descriu starile stationare. Aceasta din punct de vedere matematic presupune anularea
derivatelor temporale ale marimilor implicate, iar sistemul de ecuatii devine un sistem liniar
algebric:

MM kK (0)) (E
2K 2M" 0 || (bb) |=| E |, (3.80)
2K 0 2M <bw> E

unde elementele matricei sistemului sunt:

M =io-& +n —x, (3.81)
K=&+, (3.82)
~E,=n+n +2«n,, (3.83)
E=2ng. (3.84)
Asa cum suntem interesati doar de numarul mediu de fononi, acesta din 3.80 poate fi
determinat:
E-2M’

b'b)=—""—. 3.85
') ="3% (3.85)

In figura 3.4 este reprezentat graficul dependentei numarului mediu de fononi obtinut din
ecuatia 3.85 pentru starile stationare. Au fost analizate rezultatele atat in aproximatia seculara
cat si 1n afara acestei aproximatii. Diferenta dintre aceste doua cazuri (cu si fard neglijarea
termenilor rapid oscilanti) este vizibild, asimetrica si trebuie de luat in calcul pentru cazul a
unui numar mai mare de qubiti. Chiar daca atomii artificiali sunt identici, acestia nu contribuie
doar multiplicaind numarul mediu de fononi ai barei, ci schimba statistica acestora deoarece
anumite aproximatii nu pot fi operate.

Valorile pentru care se vor trasa graficele au fost pescuite de prin diferite surse [10, 11,

61, 63,77, 99] si sunt date in descrierea figurilor 3.4 si 3.5.
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Figura 3.4 Numarul mediu de fononi <bTb> pentru starile stationare in dependenta de A/ (2Q)

(color online). Parametrii pentru grafice au fost raportati la rata emisiei spontane a qubitului
vely=0.1, g/y=5,Q/y=42, o/y =10, x/y =0.05, iar numarul qubitilor N =60 si
numadrul mediu de fononi termici n, =15 au valori absolute.

Curbele continua (albastra) /intrerupta (galbend) au fost obtinute fara / in aproximatia

seculara.

Se atestd un maxim al numarului mediu de fononi dincolo de aproximatia undei rotative
(curba continud din figurd). Pentru a elucida cauza aparitiei acestui maxim vom opera cu o alta
aproximatie In ecuatia master care are sens cu parametrii luati in calcul la construirea

dependentelor prezentate in figura 3.4.

20, > 0> {y,7.}. (3.86)

In acest caz RnM poate fi descris de Hamiltonianul neliniar redus:
H,=h(w+5,)b'b+hg(b*+b7), (3.87)
cu

s, (RJ(%QM&\/?) (3.88)

si
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(3.89)

Valoarea medie a operatorului de inversie a unui qubit solitar este definitd dupa cum

urmeaza (vezi si figura 3.3):
(R)=P—P. (3.90)
2.8¢
2.67
< 24|
ut:r.
2.2
:.r)-----/—\/ S
1.8 : ! )
-3 -2 —1 0 I 2 3
A4/(202)

Figura 3.5: Functia de corelatie de ordinul 2 g*(0) pentru stirile stationare in
dependenta de A/ (2Q)). (color online)
Parametrii pentru grafice au fost raportati la rata emisiei spontane a qubitului y./y =0.1,
gly=5,Qly=42, o/ y=10, x/y =0.05, iar numarul qubitilor N =60 si numarul mediu
de fononi termici n, =15 au valori absolute.

Curbele continud (albastrd) sau intreruptd (galbend) au fost obtinute fara si cu respectarea

aproximatiei seculare pentru gradele de libertate fononice.

Se poate observa in expresia Hamiltonianului 3.87 ca frecventa modului fononic @ are

o deplasare suplimentard J, . Maximul numarului mediu de fononi (vezi figura 3.4) apare cand
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@+, are valoare minimald, adicd @, —®, ~ Q+w+ 9, . Din aceasta rezulta ca pozitia acestui

maxim poate fi folosita la masurarea frecventei Rabi Q determinatd de punctul cuantic. La fel
este valabild si afirmatia inversd, cunoasterea frecventei Rabi determind frecventa barei
nanomecanice.

Afirmam cd emisia sau absorbtia bifononica este responsabild de prezenta maximului in

figura 3.4, poate fi depistat si din ecuatia de miscare pentru <b1'b> data de sistemul de ecuatii

3.80. Corespunzdtor in figura 3.5 este prezentat graficul functiei de corelatie de ordinul 2 -
2'”(0) determinata de 3.73 si de sistemul de corelatori 3.72 si 3.75-79. Iarisi este observat un
maximum la @,—o, *Q+w+6, si un maxim mai putin pronuntat aditional Ia
o, —®, = Q+w+ 0, (vezi curba continua din figura 3.5). Ambele maxime permit determinarea

frecventei Rabi Q, sau a frecventei @ de vibratie a RnM. Mai mult decat atat, statistica
fononilor este super-poissoniand, ceea ce demonstreazd cresterea corelarii fonon-fonon in
afara aproximatiei seculare. Prin urmare corelatiile neliniare fonon-fonon sunt acelea care
determind maximul numarului mediu de fononi.

In final, desi exista si alte metode de determinare a frecventei Rabi schema propusi aici
are avantajul cd amplitudinea vibratiilor creste datoritd cupldrii qubitilor cu rezonatorul
mecanic dincolo de aproximatia undei rotative cu pastrarea variabilelor fononice. Ca
alternativa frecventa Rabi poate fi determinatd din spectrul fluorescentei de rezonantd a
fotonilor imprastiati spontan, sau din spectrul Mollow, desi acesta poate fi asimetric din cauza
prezentei vibratiilor. Vibratiile mecanice pot fi detectate la fel utilizand efectul de interferenta
dintre lumina incidentd pe rezonatorul mecanic si cea reflectatd [10]. In acest caz cresterea
amplitudinilor de vibratie sporeste validitatea schemei propuse in lucrare.

Functia de corelare fonon-fonon de ordinul 2 a sistemului dacd ar fi obtinutd in
aproximatia undei rotative ar fi fost strict egald cu 2 (vezi linia Intrerupta in figura 3.5) ceea
ce ar fi reprezentat un caz banal. Totusi In regimul cupldrii puternice si dincolo de aproximatia

undei rotative acest model permite determinarea parametrilor de interes descrisi mai sus.
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3.2.3 Cazul nestationar

Din sistemele de ecuatii 3.72 si 3.75-3.79 poate fi obtinutd statistica nestationard a
sistemului fononic. Pentru intervale de timp mari starea dinamicd a sistemului este stationara
si prezentatd in figurile 3.4 si 3.5. Totusi pand la atingerea starii stationare avem procese de
tranzitie care pot fi elucidate rezolvand sistemul mentionat. Conditiile initiale pentru

corelatorii implicati sunt:
(b'b)(t=0)=n,,
(b'p")(r=0)=0, (3.91)
(bb)(t=0)=0.
Una dintre metodele care ar permite rezolvarea sistemului 3.72 este metoda transformatei

Laplace [161]. Aceasta constd in aplicarea transformatei Laplace sistemului mentionat,

obtinerea unui sistem de ecuatii algebrice fatd de marimile implicate, apoi aplicarea

transformatei inverse Laplace si obtinerea functiilor de timp pentru marimile <bTb>, <bTbT> si

(bb).
Notam cu x(¢), y() si z(¢) valorile medii ale operatorilor <b*b>, <b*b*>§i <b b> , iar
cu X (s), Y (s) si Z (s) transformatele Laplace ale respectivilor marimi. Aici s este variabila

complexa. Adica:

X(s) = [[x(t)] = Ix(t)e"”dt,
0
Y(s)=2L[y(1)]. (3.92)
Z(s)= [[z(l)].
Aplicand transformata Laplace sistemului 3.72 si tindnd cont de conditiile initiale 3.91,

obtinem:
sX(s)-n, :—(77+77* ey —2K)X(S)+(§—77*)Z(s)+

+(§*—77)Y(S)+M

b

S
. (3.93)

Y(S):2(ia)—cf* +77—K‘)Y(S)+2(§—77*)X(S)—2%=

* * 2
Z(s)= —Z(ia)+§—77 +K)Z(s)+2(§ —n)X(s)—Tn.
Solutiile acestuia pot fi obtinute cu usurinti, iar mirimile <b*b>(t), <bTbT>(t) si (bb)(¢)
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se vor obtine prin aplicarea inversei transformatei Laplace (£ '):
()0)= 5(0)= £ X (9]
(b'0")(1)=y(1)=2£"[¥(s)], (3.94)
(b b)(t)=2(t)=L"[2(s)].
Prezentam mai jos evolutia numarului de fononi ai sistemului in dependentd de timpul

exprimat in unitdti inverse ratei de emisie spontana a qubitului.

16.2
16.0 H
! i
el
15.8] )I
~ 16.2}
- [ 15.8F
15,4l 15.6}
- 5.4}
/s N 15.2
_ I 2 3 4 5
f5.0j
0 10 20 30 40

t, 1/ yunitati
Figura 3.6: (color online) Numaérul de fononi in dependenta de timp.
Parametrul A/(2Q)=0.1.Alti parametri au fost raportati la rata emisie spontane a qubitului
ve!ly=0.1, g/y=5,Q/y=42, o/y =10, x/y =0.05, iar numarul qubitilor N =60 si
numarul mediu de fononi termici 7, =15 au valori absolute.
Graficul inserat contine dependenta numarului mediu de fononi pentru un interval mai mic
de timp. Se observa clar caracterul oscilant al numarului mediu de fononi, pornind de la

valoarea n, =15.

Tendinta asimptoticd este tipicd pentru procese de tranzitie similar (din punct de vedere
matematic) procesului de incarcare a unui condensator. Oscilatiile care apar sunt cauzate de

procese de absorbtie, emisie si pierderi fononice. Frecventa acestor oscilatii scade usor in timp,
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la fel si amplitudinea acestora — fenomen tipic pentru procese de relaxare.

O dependenta determinata din graficul 3.6 este:
; t
<b b> = M max _(nthmax _nth)exp T
4
(3.95)
—(nthmax —nth)exp —L cos[vt],
2}
unde 7,, 7, sunt perioadele de relaxare pentru numarul mediu de fononi si a amplitudini,

respectiv. Stabilirea valorilor concrete ale acestora se poate face prin substituirea ecuatiei 3.95

in sistemul 3.72.
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Figura 3.7: Numéarul mediu de fononi in dependenta de parametrul x =——. (color online)

Parametrii pentru grafice au fost raportati la rata emisie spontane a qubituluiy,./y =0.1,
gly=5,Q/y=42, o/ y=10, x/y =0.05, 1ar numarul qubitilor N =60 si numarul mediu
de fononi termici n, =15 au valori absolute.

Curbele continud sau intrerupta au fost obtinute pentru intervale de timp din perioada de

tranzitie si la interval de timp mare cand se instaleaza starea stationara.
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Tendinta de atingere a stdrii stationare poate fi urmaritd si pentru dependentele de

A o . e a1 -
parametrul x =—— dar pentru momente diferite de timp: dupd si pand la instalarea starii
stationare. Aceste curbe sunt prezentate in figura 3.7. Din grafic rezuma clar ca pentru un

: 1 1 . 5 .
moment de timp mare ¢>10—~— (curba rosie intreruptd) dependenta coincide cu curba
Yy K

continua din figura 3.4 pentru cazul stationar, iar curba continua albastra din figura 3.7 prezinta

. < .. . 1 .
un comportament oscilator corespunzator figurii 3.6 pentru un moment de timp¢~—. Din
/4

acestea rezuma interesul prioritar acordat starilor stationare, care in sisteme reale pentru rate
ale pierderilor fononice de ordinul 10® Hz, apar pentru timpi de ordinul ps.

In final, pentru inliturarea dubiilor privind corectitudinea solutiilor analitice complexe
si voluminoase ale sistemului de ecuatii 3.72 cu conditiile initiale 3.91 am executat calcule
numerice $i am obtinut solutiile numerice ale sistemului de ecuatii diferentiale. Suprapunerea
graficelor (numeric si analitic) arata acelasi comportament oscilant, dar solutia numerica are o
asimptota usor sub cea analiticd, care coincide cu solutia pentru stdrile stationare la intervale
mari de timp. Acestea confirma corectitudinea solutiei analitice, iar discordanta dintre valorile
asimptotice se explicd prin cumularea erorii la fiecare pas iterativ pe segmentul de timp dat.
La micsorarea segmentului pe care se rezolva sistemul de ecuatii diferentiale, sau la micsorarea

pasului unei iteratii, discordantele se pastreaza, dar sunt mult mai mici.
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3.3 Concluzii la capitolul 3

A fost studiatd dinamica unui oscilator mecanic cuantificat care interactioneaza cu un
sistem din N qubiti independenti cu doud niveluri pompati laser care sunt fixati pe acesta. S-a
obtinut hamiltonianul de interactiune care ia in calcul energiile libere ale punctelor cuantice,
RnM si interactiunile dintre acestea. Sistemul dat este un sistem optomecanic deschis, adica
au fost luate 1n calcul si interactiunile RnM cu rezervorul fononic. Variabilele termostatului
au fost inldturate, iar parametrii de interactiune cu acesta au fost inclusi in ecuatia master cu
partea necoerentd de tip Linblad. Interactiunile cu rezervorul mare si inert au putut fi
considerate procese markoviene, iar in ecuatia care descrie dinamica sistemului au fost pastrati
termenii pand 1n aproximatia a doua (Born). Prin medierea dupa variabilele punctului cuantic
care descriu dinamica acestuia, mult mai rapida decat cea a rezonatorului mecanic, acestea au
fost eliminate si a fost obtinutd ecuatia master care descrie gradele de libertate ale
rezonatorului mecanic cuantificat. A fost justificata necesitatea sau inoportunitatea aplicarii
aproximatiei seculare. Pentru cazul cand numarul qubitilor este mic, termenii care, de regula,
sunt neglijati deoarece sunt rapid oscilanti (aproximatia seculara), nu pot fi omisi pentru un
numdr mai mare de atomi artificiali, ceea ce implica modificarea dinamicii RnM. A fost
obtinutd evolutia numarului de fononi atat pana la stabilirea starilor stationare cat si am descris
dinamica starilor independente de timp. S-a justificat acest ultim caz si s-a ardtat de la care
valori ale timpului se instaleazd stdrile stationare. Dincolo de aproximatia seculard cu
respectarea subsistemului fononic, am obtinut structurd cu maxim a numarului mediu de
fononi, la fel si a functiei de corelare fonon-fonon de ordinul 2. In limita aproximatiei seculare
aceste maxime dispar. Am stabilit cd procesele de absorbtie emisie bifononice sunt
responsabile de structura de maxime atestatd. Pozitia acestor maxime ar putea permite
determinarea frecventei Rabi, care apare la pomparea laser a qubitilor. Statistica fononilor este
super-poissoniand, demonstratd prin incalcarea inegalitatii Cauchy-Schwarz, ceea ce arata
cresterea coreldrii fonon-fonon in afara aproximatiei seculare.

Cele mai importante si relevante rezultate din capitolul prezentat au fost publicate in

[162, 163].
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CONCLUZII GENERALE SI RECOMANDARI

Au fost analizate In premierd doud sisteme optomecanice deschise: I — laser-qubit-
rezonator mecanic-cavitate optica si II — laser-qubiti-rezonator mecanic. In ambele
cazuri rezonatorul mecanic are oscilatii cuantificate si interactioneazd cu punctele
cuantice prin potentialul de deformare[145, 146, 162]. Configuratia data de subsisteme
nu s-a regasit in alte surse bibliografice pana la finalizarea subiectelor de cercetare
prezentate in tezd. Se recomanda includerea punctului cuantic in calitate de subsistem

intr-un sistem optomecanic pentru modificarea / obtinerea proprietatilor noi.

Au fost obtinute ecuatiile master pentru fiecare caz considerand interactiunile cu
rezervorul ca procese markoviene, si limitand interactiunea cu acesta la ordinul doi de
marime. A fost analizatd dinamica rezonatorului nanomecanic atat pentru sistemul I cat
si pentru sistemul II. Au fost obtinute numarul mediu de fononi ai RnM atét in
dependentd de timp cét si pentru cazul stationar [149,150, 162]. Se recomanda utilizarea
ecuatiilor master obtinute, sau a metodicii lor de obtinere descrisa in tezad pentru studiul
dinamicii sistemelor optomecanice deschise similare sau oarecum similare celor

analizate aici.

In scopul studiului statisticii fononilor / fotonilor au fost obtinute functiile de corelare
de ordinul doi si a fost analizatd inegalitatea Cauchy-Schwartz in vederea incalcarii
acesteia. Au fost identificate regimurile / parametrii pentru care aceasta inegalitate este
violatd, adicd cazurile cand corelatiile sunt de naturd cuanticd. Se recomanda
verificarea inegalitdtii Cauchy-Schwartz pentru sisteme optomecanice in scopul

stabilirii regimului cuantic al proprietatilor [145, 146, 147].

Au fost identificate pentru sistemul I doud regimuri diferite: regimul de corelatii
cuantice pentru detuning laser-cavitate pozitiv si regimul de racire cuanticd pentru
dezacordul laser-cavitate negativ. In regimul de corelatii cuantice numirul fotonilor
emisi 1n cavitate depinde de numarul fononilor termici datorati temperaturii RnM, ceea
ce inseamnd afectarea gradelor de libertate optice prin intermediul temperaturii
mediului. Se recomanda utilizarea schemei descrise pentru corelarea gradelor de
libertate fotonice cu cele vibronice si pentru amplificarea semnalului optic [145, 147,

1501].
Au fost obtinute dovezi clare ale instaldrii regimului de racire cuanticd a RnM, si au
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fost propuse scheme de identificare a acestui fenomen prin detectarea fotonului emis in
cavitate. Se recomanda utilizarea parametrilor particularizati pentru scheme similare

modelelor descrise in scopul racirii efective a rezonatorului mecanic [146].

Rezonatorul mecanic pe care sunt plasate mai multe puncte cuantice prezintd o
dinamica diferita legata de cuplarea puternica dintre qubiti si rezonator. S-a aratat ca in
ecuatia master anumiti termeni nu pot fi neglijati si s-a calculat numarul mediu de
fononi ai RnM cu sau fard aproximarea seculara. Se recomanda utilizarea modelului
dezvoltat in cazul cand pe RnM vor fi plasate mai multe puncte cuantice. Se propune
utilizarea in experimentele reale a unui numar mai mare de qubiti pentru obtinerea unor

corelatii si cuplari mai puternice care vor genera proprietati suplimentare [162].

S-a identificat prezenta unui maximi in numarul mediu de fononi ai rezonatorului
mecanic cuantificat si s-a demonstrat posibilitatea determindrii frecventei Rabi din
pozitia acestui maxim. Se recomanda utilizarea acestei metode pentru determinarea
frecventei Rabi. Se propune includerea unui sau mai multe puncte cuantice intr-un
sistem optomecanic in scopul Tmbogdtirii proprietdtilor sistemului, dar si pentru
obtinerea neliniaritdtilor interactiunilor, ceea ce va creste posibilitatea manipuldrilor
cuantice a subsistemelor implicate. Sistemele analizate ar putea servi ca modele pentru
dispozitive de procesarea informatici cuantice, sau in calitate de elemente utilizate in

transmisiuni de date [163].
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ANEXE

I LISTING-UL PROGRAMULUI PENTRU FORMAREA SISTEMULUI DE

CORELATORI I (2.152)
(%

Formarea sistemului de corelatori prob A
start 15 dec 13
fin 25 nov 17

scop obtinerea sistemului de corelatori prob A steady states si nestationar
*)
Attributes [Times]

{Flat, Listable, NumericFunction, Oneldentity, Orderless, Protected}

{Flat, Listable, NumericFunction, OneIdentity, Orderless, Protected}

{Flat, Listable, NumericFunction, OneIdentity, Orderless, Protected}

ClearAttributes [Times, {Orderless, Protected}]

SetAttributes [Times, {Orderless, Protected}]
(#definirea coeficientilor [Q lalala]x)
Qaac = -a (Ba""* ! af b Tpl 42" " Af BV BE) ;
Qab = -a a“+“a-l aB b"q-"'r bé{l:

acQa = -aa"t"%afp"*"Vp?;

an PV = (Y ar'..."a-l aB b"*"‘i’-l b5 + a“o"a-l aﬁ b"+"‘r b6+1) ;

Qaca=pga"*"%afb"*"vpd;
Qache = B (6 a"t"@ gB-l "+ Y o1, a"+"a 81 ety b") .
aQac = 8 (a a"t"a-l gBf-l K+ T O 4 24" gB Y ba) ;

beQac = fa"t " af-lp "Vl s,

Qbbe = -y (6™ af b+ 1 b1 4 2" QB0 Y ) ;
Qba = -ya"t"®af*lp "Y1 pd,;
beQb = -ya't"*af """V bd;

aQb = -y (a e S S T e b‘s) :

138



Qbcba = 6a"*"*afb"*"Yb%; (xlitera a la sfarsit e de prisos trebuie sa fie Qbcb,
de scos si de schimbat si in fata lui B2,

sau de lasat fara schimbare, ca merge si asax)

Qbcbe = & (,G Rl Rl L R e Lo b‘s'l) ?

bobcs 8 (ya™ " alf "+ 71 p%1 4 a8 W BV 1) ;

acQbc = 5§ a"*"%*1 af pb"+"Y bo-1;

(#*ecuatia din sistem pentru oricare a B y &%)

ec = -— (al -w) a"t"*aPfb"*"¥b® (a-B+y-5) -QaacAlc + QabD2c + acQa Blc - bQa C2¢ -
2

Qaca Bl + Qacbc C2 + aQac Al - bcQac D2 - Qbbec A2c + Qba D1lc + beQb B2¢c - aQb Clc -
Qbcba B2 + Qbcbe Cl + bQbc A2 - acQbe D1 ;

(* cazul stationar
*)

(#*formarea sistemuluis)

(*etapa 1 doi operatorix)

Clear[a, B, ¥, 6, rez, rezV]

k=2;

R

rezReg = {};

rezEc = {};

rezVar = {};

Do [If [cx +B+y+6 =k, rezReg = Join [rezReg, -[a"'"" aPp"*" v b% 5 x[i] ]-] 2
rezVar = Join[rezVar, {x[i]}]:
rezEc = Join[rezEc, {ec = 0}];

i++], {a, 0, k}, {B, 0, k}, {¥, 0, k}, {6, 0, k}]

corelatori = rezReg;
variabile = rezVar;

sistem = rezEc;

(*etapa 2 PATRU operatorix)
Clear[a, B, ¥, 6, rez]
k=4;
rezReg = {};
rezEc = {}:
rezVar = {};
Do [If [a +B+¥y+6 =k, rezReg = Join [rezReg, {a"’"“ af b pd o x[i]}] :
rezVar = Join[rezVar, {x[1i]}]:
rezEc = Join[rezEc, {ec = 0}];
i++], {«, 0, k}, {B, 0, k}, {¥, 0, k}, {6, 0, k}]
corelatorI = rezReg;
variabilE = rezVar;
sisteM = rezEc;

Corelatori = Join[corelatori, corelatorI]
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Sistem = Join[sistem, sisteM];
Variabile = Join[variabile, variabilE]

(#*Inlocuirea corelatorilor prin variabilele x[i],

conform schemei corelatori si corelatorIx)

sisteml = Sistem /. corelatorI

sistem2 = sisteml /. corelatori

SistemVar = Collect[sistem2, Variabile]

(*excluderea ecuatiilor care nu sunt necesarea la inchiderea sistemuluix)

(*scrierea ecuatiilor sistemului cu

corelatorii si variabilele corespunzatoare in fatas)

SistemFin = {};

VariabileFin = {};

Do[I£f[(j#11) && (3 #15) && (j # 19) && (J #22) && (j # 24) && (j # 25) && (j # 26) &&

(3 #36) && (3 # 42) && (j # 45), Print[Corelatori[[j]], " ", SistemVar[[j]]];

SistemFin = Join[SistemFin, {SistemVar[[j]]}]:
VariabileFin.=Jbin[VariabileFin,{Variabile[[j]]}]],{j, 1,45}]

SistemFin

VariabileFin

(* Cazul Nestationar,

sistemul e format din SistemFin in care am inlocuit variabilele
{x[1]-bb[t],x[2]»bcb[t],x[3]-bcbc[t],x[4]»ab[t],x[5]=»abc[t],
x[6]=aa[t],x[7]->acb[t] ,x[8]—»acbc[t],x[9]->aca[t],x[10]=acac[t],
x'[1]-bb'[t],x'[2]=bcb'[t],x'[3]=bcbc'[t],x'[4]=ab'[t],x"'[5]=abc'[t],
x'[6]=aa’'[t],x'[7]->acbh'[t],x'[8]=acbc'[t],x'[9]->aca’'[t],x'[1l0]=acac'[t]}

2. Am selectat DOAR ecuatiile necesare pentru sistemul mic
(4) vezi PRB8Y9 si am fixat conditiile initialex)

Date[]

DSolve[
{32 +a2¢c+ (Clc-Dic) ab[t] + (C1-D1) acbe[t] + (A2 + A2c - B2 - B2¢) beb[t] = beb’ [t],

Cl+C2+ (A1+A2-B1-B2+i (Al-w)) ab[t] + (C1-D1) aca[t] + (C2-D2) beb[t] =
ab’[t], Clc+C2c+ (Clc-Dlc) aca[t] +
(Alc+A2c-Blc-B2c-i (a1-w)) acbe[t] + (C2c -D2c) beb[t] = acbe’[t],
Al +Alc+ (C2c-D2c) ab[t] + (Al + Alc - Bl -Blc) aca[t] + (C2-D2) acbe[t] = aca’[t],
ab[0] = 0, acbec[0] =0, aca[0] =0, bcb[0] == n},
{aca[t], beb[t], acbe[t], ab[t]}, t]
Date[] - %%
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(#*Cazul stationar, sistemul e format din SistemFinx)
Solve[{(2A2-2B2+i (a1-w)) x[1] + (2C1-2D1) x[7] =0,
A2 +A2c + (A2 + A2c - B2 - B2¢) x[2] + (Clc -Dlc) x[4] + (C1-D1) x[8] =0,
(2Aa2c-2B2c-i (a1-w)) x[3] + (2Clc-2D1lc) x[5] =0,
Cl+C2+ (C2-D2) x[2] + (A1+A2-B1-B2+i (Al-w)) x[4] + (C1-D1) x[9] =0,
(c2-D2) x[3] + (Al + A2c - B1 - B2c) x[5] + (Clc - Dlc) x[6] =0,
(2c2-2D2) x[5] + (2A1-2B1l+i (Al-w)) x[6] =0,
(c2c -p2c) x[1] + (Alc +A2-Blc-B2) x[7] + (C1-D1) x[10] =0,
Clc +C2c+ (CZc—DZc) x[2] + (A1c+A2c—Blc—32c—i (L\l—w)) x[B] + (Clc—ch) x[9] =
0, Al +Alc+ (C2c -D2c) x[4] + (C2 -D2) x[8] + (Al +Alc - Bl -Blc) x[9] = 0,
(2c2c-2D2c) x[7] + (2Alc-2Blc-i (al-w)) x[10] =0},
{x[1], x[2], x[3], x[4], x[5], x[6], x[7], x[8], x[9], x[10]}]
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II.  LISTING-UL PROGRAMULUI PENTRU FORMAREA SISTEMULUI DE
CORELATORI II (2.223)

pentru obtinerea expresiei lui Qdot

pentru obtinerea sistemului de ecuatii pentru corelatori

pentru solutionarea sistemului de ecuatii

start 30 1an 15

revized 02 aug 16

fin 1 feb 2015

Carlig Sergiu

concluzie Ok, bcbh, sig2 obtinute (inclusiv pentru aproximatiileI << QR)

vezigrafice.nb

Needs ["Quantum Notation "]

SetQuantumAliases|[];

Clear[a, b, ac, be, p]:
SetQuantumObject[a, b, ac, be, Q] ;

(#*definirea coeficientilor [Q operator]=)
Qaac = -« (,‘3 at®l . af-1 . pt¥ . pd,at®. af . piv. ba) s (*x[Q,alacxk)

Qab = —aa'™! . af .b' . b5 (x« [Q,a]bx)

acQa = —aa'®. af . b!'Y . b%; (xac[Q,a] *)

bQa = -a (ya'™ ™ -af . b . pP+at™? . af . B! . B%) ; (x b[Q,al¥)

Qaca=pa'®.af .b'Y.bd%; (x[Q,ac]a *)
Qacbc =g (6a'™ - af1 - b'Y . o1 +at . 281 . ! . b%); (+ [Q,ac]bes)
aQac = B (a at®l . af-1 . ptY . pé,at®. af . ptY. ba) ;(*a[Q,ac] *)

bcQac = gat® . af-1 . bt¥*! . b%; (xbc[Q,ac] *)

Qbbc = -y (6a' - a® . B! . p% T +at?. 2% . B! . B%); (» [Q,blbcw)
Qba = -yal®.af*l . p!" 1 . pd; (« [Q,blax)
begb = -y a'®. af . b' . b%; (x be[Q,b]*)
agb = -y (a at®?l . af . pt¥l o pl g at®c afedl vl ba) ; (* a[Q,b]x)

Qbcb = §a'® . af . b' . b%; (x [Q,bc]bx)

Qbcac = & (,B at®. af-1.pt¥.pd-1,at3tl . 4f . ptY. b‘s'l) ; (»[Q,bclac *)
bobc = 6 (ya'™ - af - b . p% 1 +at®. af . b . b%); (x b[Q,bc]¥)
acQbc = s at™! . af . b!Y . b%1; (% ac[Q,bc]*)

bQac=gByal®.af ! .bt"1.plspal®. afl.pt¥.bo%*; (4b[Q,ac] *)
Qacb = gat®. af1.b!Y . p%1; (x[Q,ac]lb %)

beQa = ~aal®? . af . b1 . b%; (abc[Q,a] #)

Qabc = —aal®™ .af .p!1" . pP_asal®™ . af . b1V . b%1; (+[Q,a]lbec *)

aQbc =asa'™.af.b'W.b%1s5a'. 2P . b .b%1; (» a[Q,bc]w)
Qbca = sa'® . af*1 . b' . b%1; (x[Q,bc]a *)

acgb = -y a'™! . af . b1 . p%; (& ac[Q,b]*)

Qbac = -yBa'®.af1.pv1.pé_yalal. af .p!¥1.pd; (+[Q,blac #)
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bob = -y a'®.af . b . b -y (y-1) a'® . af . B! . b%; (#b[Q,b] *)
Qbb = -y af®. af . ptv-1. béfl; (*[Q,b]b %)

begbe = 5§ a'? . af . b . b%1; (sbc[Q,bc] %)

Qbcbc = sa'® . af . b . p% 145 (6-1) at® - af . b . b%2; (x[Q,bc]lbe #)

Qb2 = -y (..r_ 1) ata . aﬁ o b?‘l’-2 B b5 -273”‘ . aﬁ i bt'}’-l ” b&vl: (*[Q,bz] *)
Qbc2 = & (6- 1) at®.af .b'.p%2,25at.af . b7 . po-2; (*[Q,bcz] *)

Qacambcb = (B-a+y-8) a'®. af . b!'Y . b%; (#[Q,aca-bcb] #)

QCbcb = - (y-6) a'?. af . b'Y . b%; (#[Q,bcb] *)

ecl[a_, B_, ¥_: 6_] = -1 wQCbcb + (Bc bQb - A Qbb) +
((Ac+k (n+1)) begb - (B + k n) Qbbe) + (Ac begbe - B Qbcbe) +
((Bc+kn) bgbc- (A+k (n+1)) Qbcb) = 0;

ecAPROX[a_, B_, ¥_, 6_] = -I (w+6&s) QCbcb - I gB (Qb2 + Qbc2) -
k (n+1) (Qbcb -begb) -k n (Qbbe -bgbe) - I x (Qbb - bob - Qbebe + begbe) = 0;

SistemMicAPROX = {ecAPROX[0, 0, 1, 1], ecAPROX[0, 0, 0, 2], ecAPROX[0, 0, 2, 0]}
Collect[%, {b?, b'-b, b'?’}]
(* sysMicAprox={2 i b? g+2 k n-2 k b'-b-2 i g (b‘)2=0,
-2 i g+2 i x-2 (k+i (6s+w)) b?-4 i g b'-b=0,
2 i g-2ix+4igbb+ (b')? (-2 ke2 i (6s+w))=0};)
%/.{b?+x1, b'.bx2, b'? 5 x3}
Solve[%, {x1, x2, x3}]

{{:»:l—)—((—igk—iigkn—g-ﬁs—ignés+ikx+5s ,\f_‘—gu—jgnu+xw)/
(49%2-k2-632-263w-0w?)),

x2>-((29*°+k*n+nés*-2gx+2nésw+nw?) / (4g>-k*-6s 3

x3>-((igk+2igkn-gés-2gnés-ikx+6sx-guw-2gnw+xw)/
(4g2-k?-632-265w-0w?))}}

FullSimplify|

x2-r-((2932+k2n+n652-2ng+2nésw¢-an)/(4gB2-k2-552-2¢5sm-mz))]

2gB (gB+2gBn-x)

~

X =N+

-4gB2+k%+ (63 +w)?

SistemMic = {ec[0, 0, 1, 1], ec[0, 0, 0, 2], ec[0, 0, 2, 0]}
Collect[%, {b?, b'-b, b'?}]

%/.{b?>x1, b'.b>x2, b'? 5 x3}

Solve[%, {x1, x2, x3}]

SistemMare = {ec[0, 0, 1, 1], ec[0O, O, O, 2], ec[0, O, 2, O], ec[0O, 0, 2, 2],
ec[0, 0,1, 3], ec[0, 0, 3, 1], ec[0, O, 4, 0], ec[0, O, O, 4]}
Collect[%, {b?, b'-b, b'?, (b')*.b, (b')?.b?, b'-b*, (b')*, b*}]
%/.{b’>x1,b'-b>x2, b'?>x3,
(b')* -b-x4, (b')”.b* x5, b' - b* »x6, (b')" - x7, b* » x8}
Solve[%, {x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8}]
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