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REPERE CONCEPTUALE ALE CERCETARII

Actualitatea temei. Este remarcabil faptul cia dezvoltarea dinamica a
unor clase de algebre neasociative: algebre alternative, algebre Jordan, alge-
bre Mal’cev, algebre Lie, etc., s-a produs gratie studierii algebrelor respective
cu diverse conditii de finitudine. Conditia de finitudine a unei clase de alge-
bre reprezintd o proprietate algebrica pe care o poseda toate algebrele finite
din clasa respectiva dar, in acelagi timp, exista algebre infinite ce nu poseda
proprietatea daté.

Astfel, un punct de cotitura in dezvoltarea algebrelor alternative il con-
stituie demonstratia celebrei teoreme a matematicianului scotian de J. H. M.
Wedderburn, prin care reugegte sa arate ca orice corp finit este comutativ.
Ulterior, Emil Artin gi Max Zorn au extins rezultatul respectiv pentru alge-
bre neasociative. Astfel, teorema Artin-Zorn este o generalizare a teoremei
Wedderburn, care afirmi ci corpul neasociativ, in care orice douad elemente
genereazd un subcorp asociativ, la fel este corp finit comutativ. Ceva mai
tarziu E. Noether a aratat ca rezultatele obtinute de E. Artin sunt adevarate
pentru inele ce satisfac doar conditia de minimalitate.

In contextul respectiv mentiondm faptul ci rezultate importante care tin
de cercetarea algebrelor alternative, Jordan, Mal’cev au fost obtinute gi de
matematicienii: A. I. Shirshov, K. A. Zhevlacov, E. N. Kuz’'min, I. P. Shes-
takov, V. T. Filippov etc. O contributie importanta in cercetarea grupurilor
cu conditii de finitudine tine de rezultatele obtinute de gcoala Profesorului S.
N. Chernicov gi de discipolii sii Ia. D. Polovithkii, D. I. Zait’ev, V. A. Onish-
ciuk, etc. De exemplu, in lucrarea [1], S. N. Chernicov a introdus clasele de
grupuri local nilpotente si local rezolubile pentru a scoate in evidenta obiecte
de cercetare cu conditii de finitudine.

In conditiile respective, cercetarea buclelor Moufang comutative (abreviat
BMC) ce satisfac diferitor conditii de finitudine reprezintd o directie impor-
tantd a algebrei contemporane.

Descrierea situatiei in domeniul de cercetare si identificarea pro-
blemelor de cercetare

Aparitia gi cercetarea buclelor Moufang are conexiune stransi cu exami-
narea planelor proiective, in mod special, in anii 30 a secolului XX. Termenul
de quasigrup a fost introdus pentru prima datd in lucrarea matematicienei
de origine germana R. Moufang care cerceta coordinatizarea planelor proiec-
tive [2]. Prin notiunea de quasigrup R. Moufang intelegea obiectul matema-
tic care astdzi se numegte bucla Moufang - bucla in care au loc identitatile
(x-yz)r =zy-zz, x(yz-x) = 2y -2z, v(y-xz) = (xy-2)z, (2z0-y)x = z(z-yz).
R. Moufang a demonstrat o teorema remarcabila care ilustreaza ”"conexiunea”
dintre buclele Moufang si grupuri:

Teotema Moufang [2]. Daci pentru trei elemente a, b, ¢ din bucla Mo-
ufang are loc legea asociativd (a-b)-c = a- (b-c), atunci ele genereazi o bucla



asociativa (grup).

O consecintd importants a acestei teoreme se referd la diasociativitatea
buclei Moufang: orice doud elemente a buclei Moufang genereaza o bucla
asociativd. In prezent sunt cunoscute putine metode si algoritmi care ne
permit, constructia buclelor Moufang noi. Una din cele mai cunoscute metode
este metoda Chein, care ne oferda posibilitatea si construim bucle Moufang
neasociative de ordinul 2n din orice grup necomutativ de ordinul n.

Este interesant de punctat faptul cd O. Chein gi H. O. Pflugfelder [3] au
gasit bucla Moufang neasociativa de ordinul cel mai mic. Aceasta este bucla
Moufang de ordinul 12 cu trei generatori. O. Chein a identificat si clasifi-
cat toate buclele Moufang de ordinul mai mic ca 64. Ulterior toate buclele
Moufang neasociative de ordin mai mic ca 64 au fost gasite prin intermediul
computerului de G. Nagy si P. Vojtechovsky in 2007.

Orice abordare noua utilizata la studierea buclelor Moufang este impor-
tanta gi necesard, deoarece permite intelegerea mai profunda a proprietatilor
algebrice examinate.

Astfel, Stephen M. Gagola examineaza proprietitile grupurilor cu triali-
tate gi le aplicd la demonstratia unor rezultate importante din teoria buclelor
Moufang finite [4]. In contextul respectiv, M. W. Liebeck utilizand grupurile
cu trialitate a finalizat clasificarea buclelor Moufang simple neasociative. A.
N. Grishcov ¢i A. V. Zavarnitsine au demonstrat teorema Lagrange generali-
zatd si teorema Sylow pentru buclele Moufang finite.

Teoria buclelor Moufang comutative igi are inceputul din anul 1936, odata
cu constructia de catre Hans Julius Zassenhaus, cunoscut matematician ger-
man in domeniul algebrei abstracte gi algebrei computeriale, a primelor exem-
ple de bucle Moufang comutative, utilizate ulterior de catre Boll pentru cerce-
tarea obiectelor geometrice. In anii 40, mai multi matematicieni din diferite
tari au cercetat intensiv buclele Moufang comutative structura cirora era
“aproape”, intr-un anumit sens, de structura grupurilor abeliene. Rezultate
fundamentale din teoria buclelor Moufang comutative pot fi gésite in [5], [6].

Pentru buclele Moufang comutative (bucle pentru care identitatea x2-yz =
xy - xz este justd) s-a demonstrat urmatorul rezultat fundamental:

Teorema Bruck-Slaby [5]. Bucla Moufang comutativi generatd de n
elemente este central nilpotenta de clasa n — 1.

Central nilpotenta se definegte analog nilpotentei pentru grupuri. Daca o
bucla este isotopa unei bucle Moufang, atunci ea insasi este bucla Moufang,
altfel spus proprietatea de a fi bucld Moufang este universald. Mai mult, daca
doud bucle Moufang comutatuve sunt isotope, atunci ele sunt si isomorfe. In
prezent aceste bucle au o vastd aplicatie in studiul diferitor algebre, cum ar fi
quasigrupurile distributive gi C' H-quasigrupurile. Destul de detaliat sunt stu-
diate buclele Moufang in monografiile [5], [6] si [7]. O contributie importantd
la dezvoltarea teoriei buclelor Moufang, la etapa initiala, au avut lucrarile de



o inalta tinuta stiintificd elaborate de R. Bruck [5], [8] V. Belousov [6], Iu.
Manin [9].

In anul 1958, V. Belousov a demonstrat ci utilizand careva automorfisme
ale buclei Moufang comutative (Q,+) folosind constructia = -y = px + ¥y,
unde ¢ si ¢ sunt automorfisme BMC (Q, +) poate fi obtinut orice quasigrup
distributiv (@, -) . Quasigrupul in care au loc identititile zy = yz, x(zy) =
y si orice trei elemente genereaza un subquasigrup medial se numeste C'H-
quasigrup. Quasigrupul (Q,-) este medial daca are loc identitatea zy - 2t =
xz-yt. Notiunea de C'H-quasigrup a fost introdusa de Iu. Manin in legatura cu
investigatiile din geometria algebrica gi anume cu studierea hipersuprafetelor
cubice. Iu. Manin a demonstrat ci orice C'H-quasigrup poate fi obtinut
aplicand constructia zy = (—z — y) + d, unde d este un element din centrul
BMC (Q,+). Prin centrul BMC vom intelege aga o multime Z, astfel incat
Z={acQla+(z+y)=(a+2)+tyzycQ}

Dupa cum mentioneazd H.O. Pflugfelder [10] rezultatele obtinute de Profe-
sorul V. Belousov au influentat pozitiv cercetarile din domeniu si au contribuit
esential la dezvoltarea teoriei quasigrupurilor si buclelor.

Astfel, de exemplu, T. Kepka si P. Némec descriu buclele Moufang comu-
tative de ordinul < 728, quasigrupurile distributive de ordinul < 15, quasi-
grupurile distributive nemediale de ordinul 81 gi quasigrupurile distributive
comutative nemediale de ordinul 81 si 82. Un rezultat in care se arata conexiu-
nea dintre buclele Moufang, I P-buclele gi A-bucle au obtinut M. K. Kinyon,
K. Kunen si J. D. Phillips. Astfel, s-a demondtrat ca pentru orice A-bucld L
sunt echivalente afirmatiile: (i) L este I P-buclg; (ii) in L sunt adeviarate iden-
titatile de alternativitate de stanga si de dreapta z-zy = 2% -y, yx -z = y - 22
(iii) L este diasociativd; (iv) L este bucld Moufang.

Reamintim ca bucla L se numeste I P-bucla, dacd in L sunt adevarate
identitatile: 27! -2y = y si yz - 27! = y. Notiunea de I P-bucl, dar si IP-
quasigrup, a fost introdusa de R. H. Bruck. Bucla L se numegte A-bucla, daca
orice substitutie interna a ei este automorfism. Inca un rezultat interesant tine
de lucrdrile lui J. Smith [11], G. Malbos [12] si L. Beneteau [13] in care s-a
demonstrat cid granita exactd de sus a clasei de nilpotenta a buclei Moufang
comutative libere 3-periodice cu n-generatori liberi este n — 1, de unde rezulta
ca clasa tuturor buclelor Moufang comutative 3-periodice nu este nilpotenta.

Monografiile elaborate de V. Andrunachievici [14], Iu. Reabuhin [15], V.
Belousov [6] au contribuit la dezvoltarea algebrei in Moldova si alte tari.

O contributie importanti in dezvoltarea teoriei buclelor Moufang gi a con-
exiunilor cu alte quasigrupuri, a fost adusa de reprezentantii scolii de mate-
maticd fondata de V. D. Belousov: A. S. Basarab [16], N. I. Sandu [17], [18],
[19], F. Sokhatsky [20], W. Dedek [21], L. Ursu [22], G. Beleavscaia, A. Ta-
barov [23], V. Shcerbacov [24], V. Izbag [25], V. Ursu [26], [27], I. Leah [28],
E. Kuznetov [29], etc.



Putem constata cd cercetarile descriu in mare masurd cat de “aproape”
buclele Moufang comutative sunt de grupuri. La cercetarea quasigrupurilor
apar in evidenta urmaétoarele structuri:

— grupul multiplicativ 91;

— grupul automorfismelor;

— semigrupul endomorfismelor;

— semigrupul matricilor peste cAmpuri, etc.

In cercetarile predecesorilor nu au fost stabilite profund conexiunile bucle-
lor Moufang comutative cu aceste grupuri gi semigrupuri. Prin urmare este
actuala urmatoarea problema.

Problema de cercetare. Descrierea proprietatilor buclelor Moufang co-
mutative care va contribui la identificarea conexiunii lor cu grupul multipli-
cativ gi cu grupul de automorfisme in vederea determinarii structurii buclelor
Moufang comutative cu conditii de finitudine.

Pentru solutionarea problemei de cercetare este necesar sa realizam
urmitoarele obiective:

- De determinat conditiile in care bucla Moufang comutativi este central
nilpotenta (de clasa data).

- De descris grupul de automorfisme F'(1) al buclei Moufang comutative ce
se aproximeazi cu bucle Moufang central nilpotente.

- De determinat grupul de automorfisme al buclei Moufang comutative cu
conditii de minimalitate.

- De determinat structura buclelor Moufang comutative ce admit descompu-
nere in gir central inferior.

- De determinat structura buclelor Moufang comutative metahamiltoniene.

Metodologia cercetarii stiintifice. Constructiile si metodele stiintifice
se bazeaza pe aplicarea notiunilor de buclda Moufang comutativa cu conditii
de finitudine, grupul automorfismelor si semigrupul endomorfismelor ei.

Noutatea si orignalitatea stiintificd: Rezultatele principale din lu-
crare sunt noi. Astfel, sunt stabilite conditiile in care bucla Moufang comuta-
tiva este central nilpotentid de clasa n. Este descris grupul de automorfisme
F(1) al buclei Moufang comutative ce se aproximeazi cu buclele Moufang
central nilpotente. Este determinat grupul de automorfisme al buclei Mou-
fang comutative cu conditii de minimalitate. Este demonstrat ca semigrupul
endomorfismelor buclei Moufang comutative ce poseda descompunere in pro-
dus direct a propriilor subbucle este izomorf semigrupului M—matricilor. Este
determinata structura buclelor Moufang comutative ce admit descompunere
in gir central inferior. Este determinata structura buclelor Moufang metaha-
miltoniene.



Problema stiintifici solutionata rezida in descrierea proprietdfilor bu-
clelor Moufang comutative care contribuie la identificarea conexiunii lor cu
grupul multiplicativ si cu grupul de automorfisme in vederea determinarii
structurii buclelor Moufang comutative cu conditii de finitudine.

Semnificatia teoretica. Au fost elaborate conceptii, metode si constructii
noi care au contrubuit la rezolvarea obiectivelor propuse. Rezultatele obtinute
reprezintd un pas important in studiul buclelor Moufang comutative cu
conditii de finitudine.

Valoarea aplicativa a lucrarii. Lucrarea poartd un caracter teore-
tic. Metodologia aplicatd, conceptiile gi metodele elaborate in lucrare au
permis solutionarea unor probleme concrete ori ale unor aspecte ale proble-
melor formulate in cadrul teoriei buclelor Moufang comutative. De asemenea
rezultatele lucrarii pot fi utilizate in predarea cursurilor de specialitate pen-
tru studentii, masteranzii si doctoranzii de la specialitatile de matematica,
matematicd aplicata, etc.

Rezultatele principale stiintifice inaintate spre sustinere:

- Au fost stabilite conditiile in care bucla Moufang comutativa este central
nilpotentad de clasa n (Teorema 2.1);

- A fost descris grupul de automorfisme F'(1) al buclei Moufang comutative
ce se aproximeazd cu bucle Moufang central nilpotente (Teorema 2.2);

- A fost determinat grupul de automorfisme al buclei Moufang comutative cu
conditii de minimalitate (Teorema 2.3 gi Teorema 2.4);

- A fost determinata structura buclelor Moufang comutative ce admit des-
compunere in gir central inferior (Teorema 3.1);

- A fost stabilita structura buclelor Moufang metahamiltoniene (Teorema 4.1,
Teorema 4.2 gi Teorema 4.3).

Implementarea rezultatelor stiintifice. Rezultatele lucrarii pot fi
implementate in teoria buclelor Moufang comutative, criptografie, sisteme
informationale, la elaborarea unor cursuri speciale pentru masteranzi si doc-
toranzi.

Aprobarea rezultatelor stiintifice. Rezultatele tezei au fost expuse in
cadrul urméatoarelor conferinte si seminare stiintifice:

1. Second Conference of the Matemathical Society of Republic of Moldova,
august 17 — 19, 2004.

2. Seminarul stiintific anual dedicat matematicianului V. D. Belousov.

3. Profesorul Osmatescu — 80 de ani, Universitatea Tehnica din Moldova,
Chisinau, noiembrie 19, 2005.



10.

A 6-a Conferinta Anuala a Societitii de Stiinte Matematice din Romaénia,
Bucuregti, 28 iunie - 4 iulie, 2007.

. The XIV-th Conference on Applied and Industrial Mathematics, dedica-

ted to the 60th anniversary of the Faculty of Mathematics and Computer
Science of Moldova State University, Chisindu, august 17-19, 2006.

International conference "Mathematics & Information techoloies: Re-
search and Education” (MITRE 2011), dedicated to the 65th anniver-
sary of the Moldova State University, August 22 — 25, 2011.

The XIV-th Conference on Applied and Industrial Mathematics, Iagi,
septembrie 22 — 25, 2011.

The XXV-th Conference on Applied and Industrial Mathematics, Iasi,
septembrie 14 — 17, 2017.

Seminarul catedrei Algebrd, Geometrie gi Topologie al Universitati de
Stat din Tiraspol (cu sediul in Chigindu).

International conference on mathematics, informatics and information
technologies: dedicated to the illustrious scientist Valentin Belousov,
April 19 — 21, 2018, Balti.

Publicatii la tema tezei. Rezultatele de baza ale tezei au fost publicate
in 12 lucrari stiintifice, inclusiv:

1.

2.

3.

Monografia "Kommyrarustbie jiyibl MydaHr ¢ HEKOTOPbIMY YCJIOBUAMU
muHuMasbHocTn”, Tipografia UST, 2017, 103 p. [37]

(a) Doua articole in revista "Buletinul Academiei de Stiinte a Republi-
cii Moldova” seria Matematica Nr 2(51) 2006 [38] si Nr 3(61) 2009
[39] (categoria B, actual de categoria A).

(b) Un articol publicat in revista "Maremarnaeckue 3amerkn” 2012, .
91, Ne 3 (impact factor 0.46) [40];
Articolul respectiv publicat in versiunea engleza in "Mathematical
Notes” April 2012, Volume 91, Issue 3-4 (impact factor 0.484).

(c) Doud articole in revista ”Inckpernas Maremaruka”, 2011, r. 23,
Ne 1, [41] si 2011, 7. 23, Ne 2 [42] (impact factor 0.453);
Articolele respective in versiunea englezd publicate in revista "Dis-
crete Mathematics And Applications”, respectiv Volume 21, Issue 1
(Jan 2011) si Volume 21, Issue 3 (Apr 2011), (impact factor 0.552).

Sase rezumate la conferinte nationale gi internationale: MITI 2018 [43],
MITRE 2011 [44], CAIM 2006 [45], CAIM 2011 [46], CAIM 2017 [47] si
la "The 6th Congres of Romanian Mathematicians” 2007 [48].



Dintre care de un singur autor: o monografie, 3 articole gi 5 teze la
conferinte nationale i internationale. Volumul total al publicatiilor este apro-
ximativ 9.75 coli de autor.

Structura si volumul tezei. Teza contine introducere, patru capitole,
concluzii generale si recomandiri, bibliografia ce include 113 de titluri. Volu-
mul total de baza este de 111 pagini.

Cuvinte cheie: bucld Moufang comutativi, conditii de finitudine, grupul
automorfismelor din BMC, semigrupul endomorfismelor.

CONTINUTUL TEZEI

In introducere se argumenteaza actualitatea temei tezei, se prezintd scopul
si obiectivele, problemele cercetarii gi se expune succint continutul lucrarii.

in primul Capitol - Analiza situatiei in domeniul buclelor Mou-
fang comutative - se face o analizd a publicatiilor in domeniul cercetarii,
se efectueazd o trecere in revistd a unor elemente introductive din litera-
tura de specialitate, sunt prezentate rezultate cunoscute care sunt utilizate in
urmatoarele capitole. De asemenea se argumenteaza actualitatea problemei
de cercetare.

In al doilea Capitol - Grupul automorfismelor buclei Moufang
comutative - constd din gase paragrafe. Rezultatele acestui capitol au fost
publicate in [37], [40], [41], [42], [44], [46]. In acest capitol au fost cercetate
obiectivele 1-3.

In primul paragraf se examineazi grupul automorfismelor buclei Moufang
comutative. Evedentiem: Teorema 2.1, Propozitia 2.1. In contiunare este
caracterizatd bucla Moufang comutativa cu conditii de finitudine prin grupul
automorfismelor.

Vom scoate in evidentd urmatoarele notiuni.

In orice bucld Moufang comutativa arbitrard sunt adevarate identitatile

L(z,y)z = z(z,y,2) (2.1)
T,Y, 2 = (y_l,amz) = (y7x7z)_1 = (y,z,z) (2.1)
(z,y,2)° =1 (2.3)

(zy,u,v) = (2, u,0)((,u,0),2,9) - (y, u,0)((y,y,0),y, ) (2-4)

Sir central a buclei Moufang comutative se numegte consecutivitatea ordonata
dupa incluziune

1=20CZ1CZC...CZyC...CZ,=Q (2.5)
de subbucle normale a buclei Moufang comutative @, ce satisfac conditiilor:

(1) Zy = ¥g<aZp pentru numirul limitd de ordine « si



(2) Bucla-factor Zyy1/Z — factorul sirului (2.5) pentru orice « se contine in
centrul buclei-factor Q/Z,.

Sirul central crescitor (2.5) al buclei Moufang comutative () se numegte sir
central superior daca factorul crescitor Z,11/Z, pentru orice « coincide cu
centrul buclei factor Q/Z,.

Bucla Moufang comutativa care dispune de sir central superior se numegte
Z A-bucld.

Daca sirul central superior al ZA—-buclei este finit, atunci ea se numegte
central nilpotenta, iar numarul de factori cu astfel de giruri se numegte clasa
central nilpotenta.

Se noteaza prin @Q; subbuclele buclei Moufang comutative ), generate de
toti asociatorii de forma (x1,xa,...,z2;41) unde (x1,..., &1, T2, Toiqr1) =
((z1,...,22i-1), Tai, T2+1). Sirul de subbucle normale

RQ=0Q2012Q22...2Q;2... (2.6)

se numegte gir cenrtal inferior al buclei Moufang comutative Q.
Bucla Moufang comutativa ) se numeste central nilpotenta de clasa n,
daca sirulrile central superior (2.5) si inferior (2.6) au structura:

1=20C21CZC...CZ,=Q
Q=Q020Q12@22...2Q,=1

In lucrarile [11], [12], [13] sunt construite exemple de bucle Moufang co-
mutative cu n generatori, care sunt central nilpotente de clasa n — 1. Astfel,
conform teoremei Bruck-Slaby, este adevarata:

Lema 2.1 Bucla Moufang comutativa libera cu n generatori liberi este
central nilpotenta de clasa n — 1.

Fie bucla Moufang comutativa @ cu sir central inferior (2.6). Prin Aut@
notam grupul automorfismelor buclei Q, iar prin F(k), k = 1,2, ... multimea
tuturor automorfismelor din Aut@ care induc aplicatia identicd pe @Q/Qy.
Subgrupul F(k) este subgrup normal al grupului AutQ.

Notdm prin F(1) = Fy 2 F1 2 ... 2 F; D ... girul central inferior a
subgrupului F (1) a grupului Aut@. Are loc urmaitoarea lema:

Lema 2.2 Pentrum = 1,2,... i pentru orice numdr nenegativ k elemen-
tele grupului F(k) induc aplicatia identica pe Qu/Qm+k-

Fie acum @ o bucld Moufang comutativd cu centrul Z(Q) si cu grupul
substitutiilor interne 3(Q), si Z(J) centrul grupului 3(Q). In lucrarea [5] s-a
demonstrat, 3(Q/Z) = 3/Z (7). Atunci din aceasta egalitate gi definitiile ZA-
buclei si buclei central nilpotente cu ajutorul inductiei se obtine afirmatia:

Teorema 2.1 Pentru bucla Moufang comutativa QQ si grupul de automor-
fisme F(1) urmatoarele conditii sunt echivalente:
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1. Bucla Q) este central nilpotentd de clasa n;
2. Grupul F(1) este nilpotent de clasa n — 1;
3. Grupul substitugilor interne J(Q) este nilpotent de clasa n — 1.

Propozitia 2.1 Pentru bucla Moufang comutativa Q urmatoarele conditii
sunt echivalente:

1. Bucla Q este ZA-bucla;
2. Grupul F(1) este ZA-grup;
3. Grupul 3(Q) este ZA-grup.

In 2.2 este caracterizata bucla Moufang comutativa prin grupul automor-
fismelor.

Teorema 2.2 Fie ca bucla Moufang comutativa Q se aproximeaza cu bucle
Moufang comutative central nilpotente. Atunci grupul sau de automorfisme
este extensie a grupului F(1). Dacd bucla Q este central nilpotentd de clasa
n, atunci grupul F(1) este nilpotent de clasa n — 1 si ordinul 3%, unde k =
max{r|2" < n}. In particular, dacd, bucla Q este finit generatd, atunci F(1)
este 3-grup finit.

Este bine cunoscuta teorema A. I. Mal’cev [30] (la fel [31]):

Grupul resolubil de automorfisme a grupului abelian finit generat este polici-
clic.

Acest rezultat a fost extins si pentru buclele Moufang comutative, astfel
este adevarata

Propozitia 2.2 Grupul resolubil al automorfismelor al buclei Moufang
comutative finit generate este policiclic.

In 2.3 este realizat obiectivul 3.

Bucla (grupul) satisface conditiei de minimalitate pentru subgrupuri (vom
utiliza doar termenul conditiei de minimalitate) dacd nu existd nici un gir
infinit descrescitor de subbucle (subgrupuri). Datorita observatiei formulate
de V. Ursu in lucrarea [32] am revazut formularea si demonstratiile lemei ce
urmeaza si toate afirmatiile care folosesc lema in demonstratie.

Fie acum @ o buclda Moufang comutativd cu grupul multiplicativ 9, ce
satisface conditiilor de minimalitate pentru subbucle.

Lema 2.11 Pentru bucla Moufang comutativa central simpla Q cu grupul
multiplicativ 9, urmdatoarele conditii sunt echivalente:

1) Bucla Q satisface conditia de minimalitate pentru subbucle;

2) Bucla @ poate fi descompusd tn produs de un numdr finit de grupuri qua-
siciclice D = Hpes Cpeo din centrul Z(Q) al buclei Q si o bucld Moufang
comutativa finita H;
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3) Bucla Q poate fi descompusd tn produs direct de un numdar finit de grupuri
quasiciclice Hpes Cpo 5iQs, Q = Hpes Cpe X Q3, unde S este o mulfime
de numere prime diferit de 3, iar Q3 este finitd sau Q3 = Cpeo - F, F 0
subbucla finita;

4) Grupul multiplicativ MM poate fi descompus in produs direct de un numar
finit de grupuri D = [[ .o Cpe din centrul Z(M) al grupului M si un
grup finit G.

peES

in conformitate cu Lema 2.11

Q=DxH, M=DxG, unde D = [] Cpe,
peS

H este bucld Moufang comutativa finitd, G este grup finit. In conformitate
cu Lema 2.10,

H =[] Hy, G =[] Gy unde G, =My,
peT peT

si daca bucla Moufang comutativa () este neasociativa, atunci 3-subbucla Hj
este neasociativa gi 3 - subgrupul maximal G5 este necomutativ. Multimile
de numere prime S, T sunt finite. Are loc:

Teorema 2.3 Fie Q o bucla Moufang comutativa cu grupul multiplicativ
I, ce satisface condifiilor de minimalitate pentru subbucle. Atunci grupurile
automorfismelor AutQ, AutIR izomorf se reprezintd prin matrici peste suma
directd de cdmpuri GL,,(Zp~) de numere intregi p-adice. Mai exact, aici
p € S, unde S este mulfimea numerelor prime, din Lema 2.11, iar n este
numdrul lor.

Reamintim ca fiecare bucla aproape toatd se aproximeazid daca dispune
de careva proprietate dacd ea contine o subbucld normald de indice finit,
care dispune de aceeagi proprietate. Atunci, ca in cazul grupurilor [33] si din
Teorema 2.2 similar rezulta:

Corolarul 2.6 Fie bucla Moufang comutativa QQ cu grupul multiplicativ
M, ce satisface conditiilor de minimalitate pentru subbucle. Atunci grupul
automorfismelor AutQ (respectiv Autdt) aproape nu are torsiune gi aproape
toatd se aproximeazd cu p-grupuri finite nilpotente.

In [33] Teorema 2.3 si corolarul ei se demonstreaza pentru grupul auto-
morfismelor externe AutG = AutG/IntG, unde G este grup Chernicov, adicd
este extensie finitd al produsului direct de un numér finit de grupuri quasi-
ciclice, iar IntG este grupul automorfismelor lui interne. Dar, spre deosebire
de bucla Moufang comutativa, aceste afirmatii nu sunt adevarate pentru tot
grupul automorfismelor AutG. Este suficient si analizidm in calitatea de G
conexiunea dintre grupurile quasiciclice cu grupul finit netrivial.
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In 2.4 este caracterizatd bucla Moufang comutativd cu conditia de mini-
malitate

Teorema 2.4 Pentru bucla Moufang comutativa neasociativa @ cu grupul
multiplicativ M urmadtoarele conditii sunt echivalente:

1) Bucla Q satisface conditiei de minimalitate pentru subbucle.

2) a)
b)
3) a)
b)

4) a)
b)

5) a)
b)
)

6) a)
b)

7) a)
b)

8) o)
b)

9) a)
b)
10) a)
b)
c)

Bucla Q este periodica,

Grupul periodic de automorfisme al Q este finit.

Bucla Q este periodicd,

Grupul periodic de automorfisme al buclei QQ satisface conditiilor de
minimalitate pentru subgrupuri.

Bucla Q este periodicd,

3-subgrupurile elementare abeliene a grupului automorfismelor al buclei
Q sunt numerabile.

Bucla Q este periodica,

Grupul substitutiilor interne J(Q) al buclei Q este un 3-grup finit,
Grupul O admite prezentare matriciald izomorfd asupra unui camp de
caracteristica zero.

Bucla Q) este periodicd,

Subgrupurile normale (respectiv neabeliene) grupului 9 admit prezen-
tare izomorfd matriciald asupra unui cdmp de caracteristica zero.
Bucla Q este periodicd,

Cel putin un subgrup abelian mazximal al grupului M admite prezentare
izomorfda matriciald asupra unui cdmp de caracteristica zero.

Bucla Q este periodic,

Grupul O este local nilpotent, de aceea subgrupurile normale (respectiv
neabeliene) grupului M admit prezentare izomorfd matriciald asupra
unui cdmp de caracteristica zero.

Bucla Q este periodicd,

Orice grup periodic de automorfisme al grupului I este finit.

Bucla Q) este periodici,
Factor-grupul M/ Z (M) este un 3-grup finit,

Grupurile elementare primare abeliene ale grupului automorismelor M
sunt numerabile.
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In al treilea Capitol - Semigrupul endomorfismelor buclei Mou-
fang comutative - este cercetet obiectivul 4, iar reflectate rezultatele sunt
publicate in lucrarile: [37], [41], [48].

Se cunoagte ca endomorfismele gi automorfismele spatiilor vectoriale pot fi
prezentate ca matrici asupra campurilor respective. Aceastd prezentare ma-
tricialad joacd un rol important in teoria grupurilor liniare - grupurile automor-
fismelor spatiilor vectoriale. Analogic, prezentarea matriciala se cerceteaza si
pentru produsele directe ale grupurilor multiplicative [34].

Fie ca bucla Moufang comutativa @ se descompune in produs direct ale
componentelor sale

Q=0Q1 XQax...xQ;x... (3.1)

Daci u € Qi,v € Qj,w € @ si cel putin doi din trei indici %, j,¢ sunt
diferiti, atunci din definitia produsului direct rezultd ca wv - w = wu - vw.
Mai mult, analizim produsul a = (ajas...a,), pentru o careva distributie
a parantezelor «, unde a; € Q;. Daca (a1az...a,)s contine nu mai mult de
doi factori a;,a; (4,7 = 1,...,n), ce apartin uneia i aceleiasi componente Qy,
atunci expresia (ajas...an)s nu se schimba pentru orice altd distributie a
parantezelor « gi pentru orice substitutie ale factorilor a1, as, ..., a,. Aceastd
proprietate a expresiei & o vom numi asociativitatea componentelor.

Acum, analdgic ca in [34], definim urmatoarele notiuni. Fie M, N douid
multimi gi L un sistem algebric cu operatii de inmultire (-), adunare (+) si
operatia nulara 0. Se vor examina diferite functii A, B, ... de doud variabile,
definite pe produsul cartezian M x N si cu valori in L. Astfel de functii
se numesc M, N-matrici asupra sistemului L. Prin a,g se noteazd valorile
functiei pentru argumentele « i 5 : A(e, 8) = aqg, iar functia este matrice
ce se noteazd prin (aqg). Dacd A = (aqp) este matrice, atunci, fixdnd in
aceasta primul element, obtinem functia de o singura variabila este linia @, =
(@a(B)), si analogic, fixand al doilea argument, obtinem coloana @” = (@°(a)).
Matricea A se numegte linie finitd, daca in toate liniile sale este doar un numér
finit de zerouri. Respectiv se definesc matricile de coloane finite. Fie acum A
este M, N-matrice gi B este N, K-matrice, cu conditia ca A este linie finita gi
B este coloana finita. Atunci produsul C = AB este M, K-matrice, definita

prin formula
Cap = Zaavbvﬁv
¥

unde o € M, v € N, § € K gi sumind numérul infinit de zerouri la fel obtinem
zero. In final, functia @ = (@aa) este diagonald principald a M-matricii (aqs).

Acum trecem la cercetarea legaturilor intre M-matrici i endomorfismele
buclei Moufang comutative @, ce dispune de descompunere in produs direct
(3.1).
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Teorema 3.1 Semigrupul endomorfismelor buclei Moufang comutative Q,
ce dispune de descompunere tn produs direct de subbucle (8.1) cu proprietatea
de asociativitatea componentelor este izomorf semigrupului M -matricilor.

In [17] este demonstrat, ca orice bucla Moufang comutativa periodica se
descompune in produs direct al p-componentelor sale. Unde p-componentele
sunt bucle complet caracteristice. Atunci din Teorema 3.1 rezulta:

Corolarul 3.1 Semigrupul endomorfismelor buclei Moufang comutative
periodice este izomorf cu semigrupul M -matricilor diagonale.

In 3.2 este examinata interconexiunea dintre produsul direct, semigrupul
endomorfismelor §i repzezentarea lor matriciala in bucla Moufang comutativa.

In Capitol patru - Bucle Moufang comutative cu restrictii - se
expun studiile asupra obiectivului 5, care au fost reflectate in publicatiile [38],
[39], [45], [47].

Grupul G se va numi fard torsiune dacd orice element g # e din grupul
respectiv are ordin infinit. Daca orice element g # e din grupul G are ordin
finit atunci grupul se numegte periodic.

Un grup se numeste ciclic, daca este generat de un singur element al sau.
Acest element se numeste generator al grupului.

Un grup neabelian finit este numit grup Miller—Moreno daca toate sub-
grupurile sale sunt abeliene.

Un IH-grup (respectiv IH-grup) este un grup infinit in care toate sub-
grupurile sale abeliene infinite (respectiv nonabeliene) sunt normale.

Grupul Hamiltonian este grupul neabelian in care toate subgrupurile sunt
normale.

Grupul G se numegte metahamiltonian daca toate subgrupurile neabeliene
din G sunt normale.

In [1] este descrisa constructia I H-grupurilor, cu elemente de ordin infi-
nit gi I H-grupurilor periodice, care nu satisfac conditia minimalitatii pentru
subgrupurile abeliane. De asemenea, se descriu grupurile resolubile TH cu
subgrupuri finite sau infinite de comutatori i se caracterizeazs I H-grupurile
(resolubile) metahamiltoniene sau non-metahamiltoniene.

Fie M(H) un subgrup al grupului multiplicativ 9t(Q) al buclei Moufang
comutative @, generat de multimea {L(z)|z € H}. Are loc:

Teorema 4.1 Daca grupul multiplicativ 9 al buclei Moufang comutative
Q este un ITH-grup, atunci N este abelian gi, prin urmare, bucla Q) este
asociativa.

Propozitia 4.1 Grup multiplicativ O al buclei Moufang comutative nea-
sociative infinite Q nu confine subgrupuri infinite neabeliene, dacd si numai
daca Q = D x H, unde D este un grup quasiciclic, H este o 3-bucld generata
neasociativa seu M = D x G, unde G este un grup Miller-Moreno.

Teorema 4.2 Daca grupul multiplictiv 9 al buclei Moufang comutative
Q este un m—grup, atunci:
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1) Grupul 9N este un grup meta-hamiltonian;
2) Toate subbuclele neasociative ale buclei Q sunt normale;

3) Daca grupul 9 este neperiodic, atunci subgrupul comutator M’ din grupul
M este 3-grup finit abelian;

4) Daca O este periodic, atunci subgrupul comutator M’ din grupul M este
3-grup resolubil finit de clasda nu mai mare ca trei.

In 4.2 se cerceteazi bucla Moufang comutativi cu restrictii asupra siste-
melor de subbucle asociative infinite.

Teorema 4.3 Pentru o bucld Moufang comutativa QQ cu grupul multiplictiv
M urmadatoarele afirmatii sunt echivalente:

1) Bucla Q este asociativd.

2) Bucla Q are aga o subbucld infinitd H pentru care orice subbucld asociativa
ce are o intersectie infinita cu H este o subbucla normala in Q.

3) Grupul M este abelian.

4) Grupul O are un subgrup infinit N pentru care orice subgrup are o
intersectie infinitd cu I este un subgrup normal in IN.

Constructia grupurilor arbitrare care satisfac echivalenta afirmatiilor 3),
4) din Teorema 4.3 este descrisa in [36]. Demonstratia echivalentei afirmatiilor
3), 4) din Teorema 4.3, prezentate aici, este similard cu demonstratia
echivalentei afirmatiilor 1), 2) din aceegi Teorem3 4.3.

CONCLUZII GENERALE SI RECOMANDARI

Cercetérile in domeniul teoriei buclelor Moufang au fost initiate in a doua
jumatate a secolului XIX-lea. Teoria buclelor Moufang comutative cu restrictii
de finitudine prezinta un interes special pentru cercetare datorita “apropierii”
de teoria grupurilor. Dar s-a determinat ca nu sunt suficient cercetate pro-
prietatile buclelor Moufang comutative cu conditii de finitudine gi conexiunea
lor cu diverse structuri asociate.

Rezultatele principale ale lucririi sunt noi. Cercetarile realizate in aceasta
lucrare se refera la obiectivele propuse pentru investigatie gi ne permit sa
formulam urmatoarele concluzii:

1. Aplicand grupul de automorfismre, au fost determinate conditiile in care
bucla Moufang comutativa este central nilpotentd (de clasa data).

In acest scop a fost demonstrat ci urméatoarele conditii sunt echivalente:
bucla Moufang comutativa @ este central nilpotenta de clasa n; grupul
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F(1) este nilpotent de clasa n — 1; grupul aplicatiilor interne J(Q) este
nilpotent de clasa n — 1.

. Pentru buclele Moufang comutative ce se aproximeaza cu bucle Moufang
central nilpotente a fost descrisd sructura grupului F(1).

In acest scop a fost demonstrat ci dacd bucla Moufang comutativi Q se
aproximeaza cu bucle Moufang comutative central nilpotente, atunci gru-
pul sdu de automorfisme este extensia grupului F(1) nilpotent aproximabil,
generat de toate automorfismele ce induc aplicatia identica pe Q/Q1, prin
grupul automorfismelor grupului abelian @/Q;. De asemeni s-a extins re-
zultatul lui A. I. Mal’cev asupra grupul resolubil al automorfismelor ¢ al
buclei Moufang comutative @ finit generata s-a demonstrat ci este polici-
clic.

. A fost determinat grupul de automorfisme al buclei Moufang comutative
cu conditii de minimalitate.

Pentru realizarea acestui obiectiv a fost demonstrat ca bucla Moufang co-
mutativa @ cu grupul multiplicativ 91, ce satisface conditiilor de minima-
litate pentru subbucle, atunci grupurile automorfismelor Aut@, Aut9 izo-
morf se reprezinta prin matrici peste suma directd de cAmpuri GL,,(Zp~)
de numere intregi p-adice. La fel au fost caracterizate buclele Moufang
comutative neasociative arbitrare prin grupul sau de automorfisme, de-
monstrandu-se echivalenta unui set de conditii.

. Folosind asociativitatea componentelor buclei a fost determinata structura
buclelor Moufang comutative ce admit descompunere in gir central inferior.

In acest sens a fost definitd asociativitatea componenetelor buclei Moufang
comutative. Pentru buclele Moufang comutative cu asociativitatea com-
ponenetelor gi descompunere in produs direct de subbucle, semigrupul en-
domorfismelor este izomorf semigrupului M-matricilor. La fel semigrupul
endomorfismelor buclei Moufang comutative @ este izomorf semigrupului
M -matricilor. Pentru semigrupul endomorfismelor s-au demonstrat cateva
proprietati.

. A fost stabilitd structura buclelor Moufang comutative metahamiltoniene.

Pentru buclele Moufang comutative cu restrictii asupra subbuclelor gi su-
bgrupurilor grupului multiplicativ au fost stabilite conditiile pentru care
bucla Moufang comutativd ) este asociativa.

Pentru bucla Moufang comutativa @ cu restrictii asupra sistemelor de su-
bgrupuri ale grupului multiplicativ 9t au fost stabilite conditiile pentru
care: grupul 9 este grup metahamiltonian; toate subbuclele neasociative
din bucla Moufang comutativd @ sunt normale; subgrupul comutator 9t
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din 91 este 3-grup finit abelian; subgrupul comutator 9 din I este 3-grup
finit resolubil.

Pentru bucla Moufang comutativd cu restrictii asupra sistemelor de sub-
bucle asociative infinite au fost stabilite conditiile pentru care urmatoarele
afirmatii sunt echivalente: bucla Moufang comutativa @) este asociativi;
Bucla @ are aga o subbucld infinitd H pentru care orice subbucla aso-
ciativd ce are o intersectie infinitd cu H este o subbucld normald in Q.
grupul 9 este abelian; Grupul 9t are un subgrup infinit 91 pentru care
orice subgrup are o intersectie infinita cu 91 este un subgrup normal in 9.

Prin urmare, toate obiectivele tezei sunt realizate gi este complet solutionata
problema stiintificd: rezida in descrierea proprietagilor buclelor Moufang co-
mutative care a contribuit la identificarea conexiunii lor cu grupul multiplicativ
st cu grupul de automorfisme in vederea determinarii structurii buclelor Mo-
ufang comutative cu conditii de finitudine.

Recomandari:

1. LuAand in consideratie rolul buclelor Moufang comutative in algebra abs-
tracta, fizica teorietica si aplicata, criptografie gi sisteme informationale
putem considera ca teoria si metodele elaborate pot fi aplicate eficient in
cercetarile din domeniile mentionate, cit gi in alte directii de cercetare.

2. Se recomanda ca rezultatele obtinute gi constructiile elaborate sa fie
aplicate:

- la examinarea proprietatilor algebrice ale buclelor Moufang comuta-
tive cu diverse restrictii;

- la cercetarea proprietatilor topologice si algebrice ale buclelor Moufang
topologice;

- la studierea anumitor compartimente din criptografie si sisteme
informationale;

- la elaborarea cursurilor optionale pentru masteranzi si doctoranzi.

18



LISTA PUBLICATIILOR

1.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Yepuukos C. H. I'pynnot ¢ 3adannvimu ceoticmeamu cucmems, nodepynn.
Hayxa, Mocksa, 1980.

Moufang R. Zur Asruktur von Alternativ Korpen. Mathematische An-
nalen, pages 416 — 430, 1935.

Chein O. and Pflugfelder H. O. The smallest Moufang loop. Archiv der
Mathematik, 22(6):273 — 276, 1971.

Stephen M. Gagola III. The conjugacy of triality subgroups of Sylow
subloops of Moufang loops. Journal of Group Theory, (13):821 — 840,
2010.

Bruck R. H. A survey of binary systems. Springer Verlag, Berlin-
Heidelberg, 1958.

Benoycos B. /1. Ocnosv meopuu keasuepynn u ayn. Hayka, Mocksa,
1967.

Chein O., Pflugfelder H. O., and Smith J. D. H. Quasigroups and Loops:
Theory and applications. Helderman Verlag, Berlin, 1990.

Bruck R. H. Contributions to the Theory of Loops. Transactions of the
American Mathematical Society, (60):245 — 354, 1946.

Manun FO. U. Kybuueckue gopmu.. Hayka, Mocksa, 1972.

Pflugfelder H. O. Historical notes on loop theory. Commentationes
Mathematicae Universitatis Carolinae, 41(2):359 — 370, 2000.

Smith J. D. H. On the nilpotence class of commutative Moufang lo-
ops. Mathematical Proceedings of the Cambridge Philosophical Society,
3(84):387 — 404, 1978.

Malbos J.-P. Sur la classe de nilpotence des boucles commutatives de
Moufang et des espaces mediaux. Comptes Rendus de [’Académie des
Sciences - Series I - Mathematics, 287:691 — 693, 1998.

Beneteau L. Free commutative Moufang loops and anticommutative
graded rings. Journal of Algebra, 67:1 — 35, 1980.

Angnpynakuesua B. A. and Apmayros B. U. Koncmpyrxuuu
monoaoeuueckus xonrey, u modyset. Il rummma, Kumuués, 1988.

Aunpynakmesna B. A. and Pabyxun FO. M. Padukasv. anzebp u
cmpyxmypras meopus. Hayka, Mocksa, 1979.

19



16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

Basarab A. S. Generalized Moufang L-loops. Quasigroups and Related
Systems, 3:1 — 5, 1996.

Canny H. . Kommyrarupabie siynbl MydaHr ¢ KOHEYHBIME KJIACCAMU
COILPS?KEHHBIX nomiyl. Mamemamuueckue szamemxu, 73(2):269 — 280,
2003.

Sandu N. I. Commutative Moufang loops with minimum condition for
subloops 1. Buletinul Academiei de Stiinfe a Republicii Moldova, Mate-
matica, 3(43):25 — 40, 2003.

Sandu N. I. Commutative Moufang loops with minimum condition for
subloops II. Buletinul Academiei de Stiinte a Republicii Moldova, Mate-
matica, 2(45):33 — 48, 2004.

Sokhatsky Fedir M. and Fryz Iryna V. Invertibility criterion of com-
position of two multiary quasigroups. Commentationes Mathematicae
Universitatis Carolinae, 53:429 — 445, 2012.

Dudek W. A., Glazek K., and Gleichgewicht B. A note on the axioms of
n-groups. Coll. Math. Soc. J. Bolyai, 29:195 — 202, 1978.

Ursu Leonid. About one special inversion matrix of non-symmetri. In The
Fourth Conference of Mathematical Society of the Republic of Moldova
dedicated to the centenary of Vladimir Andrunachievici, pages 165 — 169,
2012.

Benspckas I. B. u Tabapos A. X. [I'pynmouasl ¢ TOXKIECTBOM,
OLpee/IAoMUM KOMMyTaTuBHbie Jyinbl Mydanr. Pyndamernmanvras

U Ipuxaradnas Mamemamuska, 14(6):33 — 39, 2008.

Shcherbacov Victor. Elements of Quasigroup Theory and Applications.
Taylor Francis Group CRC Press, Boca Raton London New York, 2017.

Izbag V. Crossed-inverse-property groupoids. Buletinul Academiei de
Stiinte a Republicii Moldova, Matematica, (2(54)):101 — 106, 2007.

Ursu Vasile I. On quasivarieties of nilpotent Moufang loops. I. Commen-
tationes Mathematicae Universitatis Carolinae, 53(3):475 — 489, 2012.

Ursu Vasile I. On quasivarieties of nilpotent Moufang loops. II.  Co-
mmentationes Mathematicae Universitatis Carolinae, 53(3):491 — 499,
2012.

Jlax . O npeobpasosaHUAL OPMOZOHANLHOLL CUCTEM ONEPaY b
u anzebpauveckuxr cucmem. PhD thesis, Uncturyr maremarnku u
ungopmaruku AH MCCP, 1986.

20



29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.
36.

Kuznetsov E. General form transversals in groups. Buletinul Academiei
de Stiinte a Republicii Moldova, Matematica, (2(81)), 2016.

Mausbies A. . O HEKOTOPBIX KJlaccax OECKOHEYHBIX Pa3PeIiuMbIX
rpynn. Mamemamuuseckutd cooprus, 3(28):567 — 588, 1951.

Cauny H. . O menTpajbHO HUJIHIOTEHTHBIX KOMMYTATHBHBIX JIYIIAX
Mydanr. B c¢6.: Keaszuepynno, u ayno.. HImuunye, Kuwunes, pages
145 — 155, 1979.

Ursu V. O observatie asupra buclelor moufang comutative cuconditia
minimalitatii. In International conference Mathematics, Informatics and
Information technologies: dedicated to the illustrous scientist Valentin
Belousov, pages 98 — 99, Balti, 4 2018. USARB.

Mepsznsakos HO. M. MarpuyHoe TpeaCTaBIeHNe TPYII BHEITHUX
aBTOMOP(MDU3MOB YEPHUKOBCKUX Tpymm. Aazebpa u sozuka, 4(8):478 —
482, 1969.

I[Inorkur B. U. I'pynno. asmomopdusmos aazebpauteckusr cucmem.
Hayxka, Mocksa, 1966.

Kapramomos M. 1. Ocnosvr meopuu 2pynn. Hayka, Mocksa, 1977.

Semko N. N. Some forms of non-abelian groups with given systems of
invariant infinite abelian subgroups (in russian). Ukrainian Mathematical
Journal, (2):211 — 213, 1981.

Lista publicatiilor autorului la tema tezei

37.

38.

39.

40.

Jlymammko H.  Kommymamuenwve aynve  Mygane ¢ Hexomopvimu
ycaosuamu munumasorocmu. Tipografia UST, Kumumsy, 2017.

Lupagco N. T. On commutative Moufang loops with some restrictions for
subgroups of its multiplication groups. Buletinul Academiei de Stiinte a
Republicii Moldova, Matematica, (2):95 — 101, 2006.

Lupagco N. T. On commutative Moufang loops with some restrictions for
subloops and subgroups of its multiplication groups. Buletinul Academiei
de Stiinte a Republicii Moldova, Matematica, (3):52 — 56, 2009.

Jlynmamko H. T. n Canay H. V1. O6 aBroMopdn3amMax KOMMYTATHBHBIX JIYTI
Mydanr ¢ ycnoBueM MUHHMAJIBHOCTH. Mamemamuveckue 3amemyu,
91(3):407 — 421, 2012.

21



41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

Jlynamko H. T. u Canngy H. . O nonyrpynnax sum0MOp¢U3MOB
TMIPSAIMBIX TTPOM3BEIEHNH KOMMYTATUBHBIX Jyn Mydanr. Jluckpemnas
Mamemamuxa, 23(1):84 — 93, 2011.

Jlymamko H. T. O6 aBromopdusmax KOMMyTaTUBHBIX jJyn Mydanr.
Juckpemnas Mamemamura, 23(2):108 — 114, 2011.

Lupasco N. Despre conditia de minimalitate a buclei Moufang comuta-
tive. In International conference Mathematics, Informatics and Informa-
tion technologies: dedicated to the illustrous scientist Valentin Belousov,
pages 55 — 57, Balti, 4 2018. USARB.

Lupasco N. On automorphisms of commutative Moufang loops. In Inter-
national conference Mathematics and Information technologies: research
and education, Abstracts, pages 71 — 71, Chigindu, 8 2011. Moldova State
University.

Lupasco N. About commutative Moufang loops with some restriction
for subgroups of its multiplication groups. In The XIV Conference On
Append And Industrial Mathematics, Book of abstracts, pages 230 — 231,
Chiginau, 8 2006. ROMAI, MSRM.

Lupasco N. and Sandu N. On groups of automorphsms of commutative
Moufang loops. In The XXV Conference On Append And Industrial
Mathematics, Book of abstracts, pages 89 — 90, Iagi, 9 2011. ROMAI,
UAIC.

Lupasco N. About commutative Moufang lops with some restrictions for
subloops. In The XXV Conference On Append And Industrial Mathe-
matics, Book of abstracts, pages 89 — 90, Iasi, 9 2017. ROMAI, UAIC.

Lupashco N. T. On endomorphism semigroups of direct products of
commtative Moufang loops. In The 6th Congres of Romanian Mathema-
ticians, Abstracts, pages 98 — 99, Bucharest, 7 2007. IMAR.

22



ADNOTARE
la teza de doctor "Bucle Moufang comutative cu conditii de finitu-
dine”, prezentata de catre Natalia Lupagco pentru obtinerea titlului de doctor
in gtiinte matematice la specialitatea 111.03 — Logica Matematica, Algebra si
Teoria Numerelor. Teza a fost elaborata la Universitatea de Stat din Tiraspol,
Chisindu, anul 2018.
Structura tezei: teza este scrisd in limba roman si consta din introducere,
4 capitole, concluzii generale gi recomadari, 113 titluri bibliografice, 111 pagini
text de baza. Rezultatele obtinute sunt publicate in 12 lucrari.
Cuvinte cheie: bucld Moufang comutativa (BMC), conditii de finitudine,
grupul automorfismelor, semigrupul endomorfismelor.
Domeniul de studiu al tezei: BMC cu conditii de finitudine.
Scopul si obiectivele lucrarii: De determinat conditiile in care bucla Mo-
ufang comutativd este central nilpotentd (de clasa data). De descris grupul
F(1) al buclei Moufang comutative ce se aproximeazi cu buclele Moufang
central nilpotente. De determinat grupul de automorfisme al buclei Moufang
comutative cu conditii de minimalitate. De determinat structura buclelor Mo-
ufang comutative ce admit descompunere in sir central inferior. De determinat
structura buclelor Moufang comutative metahamiltoniene.
Noutatea si originalitatea stiintifici: Rezultatele principale din lucrare
sunt noi. Astfel, sunt stabilite conditiile in care bucla Moufang comutativa
este central nilpotenta de clasa n. Este descris grupul F'(1) al buclei Mo-
ufang comutative ce se aproximeazid cu buclele Moufang central nilpotente.
Este determinat grupul de automorfisme al buclei Moufang comutative cu
conditia de minimalitate. Este demonstrat ca semigrupul endomorfismelor
buclei Moufang comutative ce poseda descompunere in produs direct a pro-
priilor subbucle este izomorf semigrupului M-matricelor. Este determinata
structura buclelor Moufang comutative ce admit descompunere in gir central
inferior. Este determinata structura buclelor Moufang metahamiltoniene.
Problema stiintifica importantd solutionata rezida in descrierea pro-
prietatilor buclelor Moufang comutative, care contribuie la identificarea con-
exiunii lor cu grupul multiplicativ gi cu grupul de automorfisme, in vederea
determindrii structurii buclelor Moufang comutative cu conditii de finitudine.
Semnificatia teoretica si valoarea aplicativa a lucrarii: Metodologia
aplicata gi conceptiile elaborate in lucrare au permis solutionarea unor pro-
bleme concrete ori a unor aspecte ale problemelor formulate in cadrul teoriei
BMC.
Implementarea rezultatelor stiintifice: Rezultatele lucrarii pot fi imple-
mentate in teoria BMC, criptografie, sisteme informationale, la elaborarea
unor cursuri speciale pentru masteranzi gi doctoranzi.
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AHHOTAIINA
mucceprarnyn "KomvyraruBHbIe dynbl MydaHr ¢ yciioBUSMY KOHEIHO-
ctu”’, npesncrasnennas Haranbsa Jlymamko Ha COMCKAHWE yYEHON CTETEHU
JOKTOpa MaTeMaTHdeCKnX HayK mo crenmanabHocTu 111.03. dwmcceprarms
6pu1a pazpaborana B Kummuuése, 8 TT'Y, B 2018 1.
CrpyKTrypa auccepranum: [luccepraius HAIUCAHA HA PYMBIHCKOM $i3bIKE
U COJEP2KUT BBeenue, 4 riiasbl, BbiBOAbI, 113 bubsmorpaduieckux Ha3BaHus,
111 crpanwurn ocHoBHOrO Tekcrta. (OCHOBHOI pe3yabTaT IUCCEPTAIUU ObLI
omny0anKkoBaH B 12 HAy9IHBIX pabOTax.
Kuntouesbie ciaoBa: Kommyrarusabie synbl Mydanr (KJIM), yciaosus
KOHEYHOCTH, TPYIIa aBTOMOPMOU3MOB, MOIYTPYIINa SHIOMOPGMHU3IMOB.
Ob6aactp n3ydyenud auccepranum: KJIM c ycioBusiMu KOHEIHOCTH.
Hens m 3amaum muccepramuum: OnpenenuTh yCaoBusi, B KOTOpbix KJIM
ABJIAETCS [EHTPAJbHON HUIBIOTEHTHOH (JaHHoro kiaacca). Onucarsh rpymiy
F (1) KJIM, koTopas anupoKCUMUPYETCs IEHTPAJIbHBIM HIJIBIOTEHTHIM JIyTIaM
Myddanr. Omnpenenurs rpynmy aBromopduzmo KJIM ¢ ycaoBusmu MuH#-
mvasibroctu. Oupenenurs crpykrypy KJIM, koropas paznoraercs: B HEUKHEN
neHTpasbublil psz. Oupejenurs crpykTypy MeraramuibroHoBoit KJIM.
Hayuynble maHHOBaiu U OPUTHHAIBHOCTh: OCHOBHBIE PE3Y/IHTATHI
JIMCCEPTAIMY HOBBI, TAKUM 00Pa30M, OMMUCHIBAIOTCS YCJIOBHS, B KOTOPbIX KJIM
ABJISIETCS [EHTPAJIbHBIM HUJIBIIOTEHTOM Kiacca n. Ouucbiaercs rpynna F'(1)
KJIM, koropasi anmpOKCHMHUPYETCS MEHTPAJIbHBIM HUJIBIIOTEHTHBIM JIyIAM
Myddanr. Onpegensiercst rpynna apromopdusmos KJIM ¢ MuHUMabHbIMEU
yenoBusivu.  Ilokasano, uro mosyrpymma sumoMmopdusmor KJIM, koropas
“MeeT PA3JIOKEHNEe B PSIMOe IPOU3BEIeHNE Oy, n30MOpdHbI M-MaTpud-
wvoit momyrpynnel. Omupenesnena crpykrypa KJIM, koropbie pasioraiorcs B
HUKHUM [eHTpaibHblil psg.  Ompenenena cTpyKTypa MeTAraMUAIBTOHOBOM
KJIM.
Pemiénass HaydHasi 3aJada: 3akjai0vaercd B ommcanme cpoiicts KJIM
KOTOpPOE CIOCOOCTBOBAJIO YCTAHOBJIEHWIO WX CBS3W C MYJIbTUILIMKATHBHON
TPYNNoOH W Ipynmnoil aBToMOpGuU3MOB i onpeesenus: crpyKrypsl KJIM ¢
YCJIOBUSIMA KOHEYHOCH.
Teoperndeckas 3HAYNMOCTh U MPUKJIAJHAA EeHHOCTh JUCCEPTAIINN:
pa3paboTaHbl HOBbIE KOHIEIIUU, METOIbl U HOBbIE KOHCTPYKIIMH, KOTODbIE
CTOCOOCTBOBANIA JIOCTUIKEHUIO Tiesieit U 3a1a4 uccienoBanus. (OcHOBHBIE
HCCIe0BaHus 3TOM paboThl HOBBI. MeTomosorus, nmpumeHsiemas B pabore,
MTO3BOJINJIA, HANTH Pelrienre KOHKPeTHbIX npobsem Teopun KJIM.
Peasinzanus HaydYHBIX Pe3YJIBTATOB: MOI'YT OBbITH HCIIOJIB30BAHBL B TEOPUU
KBa3WTPYIII | JIyIl, B Kpunrorpadguu u B pa3zpaboTke y4eOHbIX KyPCOB.
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SUMMARY
of the thesis Commutative Loops Moufang with finiteness condi-
tions” presented by Natalia Lupagco for the competition of Ph. Doctor de-
gree in Mathematical Sciences, speciality 111.03. The thesis was elaborated
in Chisinau, Tiraspol State University, in 2018.
Thesis structure: the thesis is written in Romanian and contains introduc-
tion, 4 chapter, conclusions, 113 references, 111 pages of basic text. The main
result of the thesis was published in 12 scientific works.
Key words: commutative loop Moufang(CLM), finiteness conditions, group
of automorphism, semigroup of endomorphisms.
Field of study of the thesis: CLM with finiteness conditions.
Thesis aim and objectives: establishing the condition for which the co-
mmutative Moufang loop is the central nilpotent (of the given class); descri-
bing the group F(1) of the commutative Moufang loop which is approximate
with commutative Moufang central nilpotence loops; determining the group of
automorphism of commutative Moufang loop with minimal conditions; deter-
mining the structure of commutative Moufang loop which admit decomposi-
tion in the lower central series; determining the structure of meta-hamiltonian
commutative Moufang loops.
Scientific innovation and originality: The main results of the paper are
new. Thus, there have been established the condition for which the commu-
tative Moufang loop is the central nilpotent (of the given class); there have
been described the group F(1) of the commutative Moufang loop which is
approximate with commutative Moufang central nilpotence loops; there have
been determined the group of automorphism of commutative Moufang loop
with minimal conditions; there have been determined the structure of com-
mutative Moufang loop which admit decomposition in the lower central series;
there have been determined the structure of meta-hamiltonian commutative
Moufang loops.
The important scientific problem solved: consists in the description pro-
prietes of commutative Moufang loops and identifying their connection to the
multiplicative group and the groups of automorphisms in order to determine
the structure of commutative Moufang loops with finiteness conditions.
The theoretical significance and applicative value of the thesis: there
have been elaborated the new concepts, methods and new constructions which
contributed to achieving goals and objectives of the research. The basic re-
search of the work are new. The methodology applied in work allowed to find
the solution of concrete problems of the theory of CLM.
The implementation of the scientific results: the results from this work
can be used in the theory of quasigroups and loops, in cryptography and in
elaborating teaching courses.
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