
UNIVERSITATEA DE STAT DIN TIRASPOL

Cu titlu de manuscris

C.Z.U.: 512.548(043.3)

LUPA�SCO Natalia

BUCLE MOUFANG COMUTATIVE

CU CONDI�TII DE FINITUDINE

111.03 � LOGICA MATEMATIC �A, ALGEBR�A �SI TEORIA NUMERELOR

Tez�a de doctor ��n �stiin�te matematice

Conduc�ator �stiin�ti�c: SANDU Nicolae

doctor ��n �stiin�te �zico-

matematice, conferen�tiar universitar

Consultant �stiin�ti�c: CHIRIAC Liubomir

doctor habilitat ��n �stiin�te �zico-

matematice, profesor universitar,

Autor: LUPA�SCO Natalia

CHI�SIN�AU, 2018



c© Lupa�sco Natalia, 2018



CUPRINS

LISTA ABREVIERILOR 8

INTRODUCERE 9

1. ANALIZA SITUA�TIEI �IN DOMENIUL BUCLELOR MOUFANG

COMUTATIVE 18

1.1 No�tiuni fundamentale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

1.2 Grupuri, construc�tii �si propriet�a�ti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

1.3 Analiza unor rezultate �si construc�tii ale teoriei buclelor Moufang . . . . . . . 27

1.4 Concluzii la capitolul 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

2. GRUPUL AUTOMORFISMELOR BUCLELOR MOUFANG

COMUTATIVE 35

2.1 Construc�tia grupul automor�smelor buclelor Moufang comutative . . . . . . 35

2.2 Caracterizarea buclelor Moufang comutative cu condi�tii de �nitudine prin

grupul automor�smelor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

2.3 Reprezentarea matriceal�a a grupului automor�smelor . . . . . . . . . . . . . 43

2.4 Caracterizarea buclelor Moufang comutative �nite cu condi�tia de minimalitate 55

2.5 Descrierea unor clase de bucle Moufang comutative . . . . . . . . . . . . . . 66

2.6 Concluzii la capitolul 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

3. SEMIGRUPUL ENDOMORFISMELOR BUCLELOR MOUFANG

COMUTATIVE 69

3.1 Reprezentarea matriceal�a a semigrupul endomor�smelor buclelor Moufang

comutative . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69

3.2 Interconexiunea produsului direct, endomor�sme �si reprezentarea matriceal�a 77

3.3 Concluzii la capitolul 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82

4. BUCLE MOUFANG COMUTATIVE CU RESTRIC�TII 83

4.1 Bucle Moufang comutative cu restric�tii asupra sistemelor de subgrupuri ale

grupului multiplicativ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83

3

ADNOTARE 5



4.2 Bucle Moufang comutative cu restric�tii asupra sistemelor de subbucle

asociative in�nite . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90

4.3 Concluzii la capitolul 4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94

CONCLUZII GENERALE �SI RECOMAND �

DECLARA�TIA PRIVIND ASUMAREA R �

4

ARI 96

BIBLIOGRAFIE 97

ASPUNDERII 108

CV-ul AUTORULUI 109



ADNOTARE

la teza de doctor �Bucle Moufang comutative cu condi�tii de �nitudine� , prezentat�a

de c�atre Natalia Lupa�sco pentru ob�tinerea titlului de doctor ��n �stiin�te matematice la specia-

litatea 111.03 � Logica Matematic�a, Algebr�a �si Teoria Numerelor. Teza a fost elaborat�a la

Universitatea de Stat din Tiraspol, Chi�sin�au, anul 2018.

Structura tezei: teza este scris�a ��n limba rom�an�a �si const�a din introducere, 4 capitole, con-

cluzii generale �si recomad�ari, 113 titluri bibliogra�ce, 111 pagini text de baz�a. Rezultatele

ob�tinute sunt publicate ��n 12 lucr�ari.

Cuvinte cheie: bucl�a Moufang comutativ�a (BMC), condi�tii de �nitudine, grupul automor�s-

melor, semigrupul endomor�smelor.

Domeniul de studiu al tezei: BMC cu condi�tii de �nitudine.

Scopul �si obiectivele lucr�arii: De determinat condi�tiile ��n care bucla Moufang comutativ�a

este central nilpotent�a (de clasa data). De descris grupul F (1) al buclei Moufang comutative

ce se aproximeaz�a cu bucle Moufang central nilpotente. De determinat grupul de automor�sme

al buclei Moufang comutative cu condi�tii de minimalitate. De determinat structura buclelor

Moufang comutative ce admit descompunere ��n �sir central inferior. De determinat structura

buclelor Moufang comutative metahamiltoniene.

Noutatea �si originalitatea �stiin�ti�c�a: Rezultatele principale din lucrare sunt noi. Astfel,

sunt stabilite condi�tiile ��n care bucla Moufang comutativ�a este central nilpotent�a de clasa n.

Este descris grupul F (1) al buclei Moufang comutative ce se aproximeaz�a cu bucle Moufang

central nilpotente. Este determinat grupul de automor�sme al buclei Moufang comutative

cu condi�tia de minimalitate. Este demonstrat c�a semigrupul endomor�smelor buclei Moufang

comutative ce posed�a descompunere ��n produs direct a propriilor subbucle este izomorf se-

migrupului M -matricelor. Este determinat�a structura buclelor Moufang comutative ce admit

descompunere ��n �sir central inferior. Este determinat�a structura buclelor Moufang metahamil-

toniene.

Problema �stiinti�c�a solu�tionat�a: Descrierea propriet�a�tilor buclelor Moufang comutative

care contribuie la identi�carea conexiunii lor cu grupul multiplicativ �si cu grupul de automor-

�sme ��n vederea determin�arii structurii buclelor Moufang comutative cu condi�tii de �nitudine.

Semni�ca�tia teoretic�a �si valoarea aplicativ�a a lucr�arii: Metodologia aplicat�a �si concep�tii-

le elaborate ��n lucrare au permis solu�tionarea unor probleme concrete ori a unor aspecte ale

problemelor formulate ��n cadrul teoriei BMC.

Implementarea rezultatelor �stiin�ti�ce. Rezultatele lucr�arii pot � implementate ��n teoria

BMC, criptogra�e, sisteme informa�tionale, la elaborarea unor cursuri speciale pentru masteranzi

�si doctoranzi.
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ÀÍÍÎÒÀÖÈß

äèññåðòàöèè �Êîììóòàòèâíûå ëóïû Ìóôàíã ñ óñëîâèÿìè êîíå÷íîñòè� , ïðåäñòàâ-

ëåííàÿ Íàòàëüÿ Ëóïàøêo íà ñîèñêàíèå ó÷åíîé ñòåïåíè äîêòîðà ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê

ïî ñïåöèàëüíîñòè 111.03. Äèññåðòàöèÿ áûëà ðàçðàáîòàíà â Êèøèí¼âå, â Òèðàñïîëüñêîì

Ãîñóäàðñòâåííîì Óíèâåðñèòåòå, â 2018 ãîäó.

Ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè: Äèññåðòàöèÿ íàïèñàíà íà ðóìûíñêîì ÿçûêå è ñîäåðæèò ââå-

äåíèå, 4 ãëàâû, âûâîäû, 113 áèáëèîãðàôè÷åñêèõ íàçâàíèÿ, 111 ñòðàíèö îñíîâíîãî òåêñòà.

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò äèññåðòàöèè áûë îïóáëèêîâàí â 12 íàó÷íûõ ðàáîòàõ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: Êîììóòàòèâíûå ëóïû Ìóôàíã (ÊËÌ), óñëîâèÿ êîíå÷íîñòè, ãðóïïà

àâòîìîðôèçìîâ, ïîëóãðóïïà ýíäîìîðôèçìîâ.

Îáëàñòü èçó÷åíèÿ äèññåðòàöèè: ÊËÌ ñ óñëîâèÿìè êîíå÷íîñòè.

Öåëü è çàäà÷è äèññåðòàöèè: Îïðåäåëèòü óñëîâèÿ, â êîòîðûõ êîììóòàòèâíàÿ ëóïà

Ìóôàíã ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíîé íèëüïîòåíòíîé (äàííîãî êëàññà). Îïèñàòü ãðóïïó F (1)

êîììóòàòèâíîé ëóïû Ìóôàíã, êîòîðàÿ àïïðîêñèìèðóåòñÿ öåíòðàëüíûì íèëüïîòåíòûì

ëóïàì Ìóôàíã. Îïðåäåëèòü ãðóïïó àâòîìîðôèçìîâ êîììóòàòèâíîé ëóïû Ìóôàíã ñ óñëî-

âèÿìè ìèíèìàëüíîñòè. Îïðåäåëèòü ñòðóêòóðó êîììóòàòèâíîé ëóïû Ìóôàíã, êîòîðàÿ ðàç-

ëîãàåòñÿ â íèæíåé öåíòðàëüíûé ðÿä. Îïðåäåëèòü ñòðóêòóðó ìåòàãàìèëüòîíîâîé êîììóòà-

òèâíîé ëóïû Ìóôàíã.

Íàó÷íûå èííîâàöèè è îðèãèíàëüíîñòü: Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè íîâû,

òàêèì îáðàçîì, îïèñûâàþòñÿ óñëîâèÿ, â êîòîðûõ êîììóòàòèâíûå ëóïû Ìóôàíã ÿâëÿåòñÿ

öåíòðàëüíûì íèëüïîòåíòîì êëàññà n. Îïèñûâàåòñÿ ãðóïïà F (1) êîììóòàòèâíîé ëóïû

Ìóôàíã, êîòîðàÿ àïïðîêñèìèðóåòñÿ öåíòðàëüíûì íèëüïîòåíòíûì ëóïàì Ìóôàíã. Îïðå-

äåëÿåòñÿ ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ êîììóòàòèâíîé ëóïû Ìóôàíã ñ ìèíèìàëüíûìè óñëîâèÿ-

ìè. Ïîêàçàíî, ÷òî ïîëóãðóïïà ýíäîìîðôèçìîâ êîììóòàòèâíîé ëóïû Ìóôàíã, êîòîðàÿ

èìååò ðàçëîæåíèå â ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ïîäëóï, èçîìîðôíû M -ìàòðè÷íîé ïîëóãðóïïû.

Îïðåäåëåíà ñòðóêòóðà êîììóòàòèâíûõ ëóï Ìóôàíã, êîòîðûå ðàçëîãàþòñÿ â íèæíèé öåí-

òðàëüíûé ðÿä. Îïðåäåëåíà ñòðóêòóðà ìåòàãàìèëüòîíîâîé êîììóòàòèâíîé ëóïû Ìóôàíã.

Ðåø¼íàÿ íàó÷íàÿ çàäà÷à: Îïèñàíèå ñâîéñòâ êîììóòàòèâíûõ ëóï Ìóôàíã êîòîðîå

ñïîñîáñòâîâàëî óñòàíîâëåíèþ èõ ñâÿçè ñ ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïîé è ãðóïïîé àâòîìîðô-

èçìîâ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñòðóêòóðû êîììóòàòèâíûõ ëóï Ìóôàíã ñ óñëîâèÿìè êîíå÷íîñè.

Òåîðåòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü è ïðèêëàäíàÿ öåííîñòü äèññåðòàöèè: Ðàçðàáîòàíû

íîâûå êîíöåïöèè, ìåòîäû è íîâûå êîíñòðóêöèè, êîòîðûå ñïîñîáñòâîâàëè äîñòèæåíèþ

öåëåé è çàäà÷ èññëåäîâàíèÿ. Îñíîâíûå èññëåäîâàíèÿ ýòîé ðàáîòû íîâû. Ìåòîäîëîãèÿ,

ïðèìåíÿåìàÿ â ðàáîòå, ïîçâîëèëà íàéòè ðåøåíèå êîíêðåòíûõ ïðîáëåì òåîðèè ÊËÌ.

Ðåàëèçàöèÿ íàó÷íûõ ðåçóëüòàòîâ: Ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â òåîðèè êâàçèãðóïï è

ëóï, â êðèïòîãðàôèè è â ðàçðàáîòêå ó÷åáíûõ êóðñîâ.
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SUMMARY

of the thesis �Commutative Loops Moufang with �niteness conditions� presented by

Natalia Lupa�sco for the competition of Ph. Doctor degree in Mathematical Sciences, speciality

111.03. The thesis was elaborated in Chisinau, Tiraspol State University, in 2018.

Thesis structure: the thesis is written in Romanian and contains introduction, 4 chapter,

conclusions, 113 references, 111 pages of basic text. The main result of the thesis was published

in 12 scienti�c works.

Key words: commutative loop Moufang(CLM), �niteness conditions, group of automorphism,

semigroup of endomorphisms.

Field of study of the thesis: CLM with �niteness conditions.

Thesis aim and objectives: establishing the condition for which the commutative Moufang

loop is the central nilpotent (of the given class); describing the group F (1) of the commuta-

tive Moufang loop which is approximate with commutative Moufang central nilpotence loops;

determining the group of automorphism of commutative Moufang loop with minimal condi-

tions; determining the structure of commutative Moufang loop which admit decomposition in

the lower central series; determining the structure of meta-hamiltonian commutative Moufang

loops.

Scienti�c innovation and originality: The main results of the paper are new. Thus, there

have been established the condition for which the commutative Moufang loop is the central

nilpotent (of the given class); there have been described the group F (1) of the commutative

Moufang loop which is approximate with commutative Moufang central nilpotence loops; there

have been determined the group of automorphism of commutative Moufang loop with minimal

conditions; there have been determined the structure of commutative Moufang loop which

admit decomposition in the lower central series; there have been determined the structure of

meta-hamiltonian commutative Moufang loops.

The important scienti�c problem solved: consists in the description proprietes of com-

mutative Moufang loops and identifying their connection to the multiplicative group and the

groups of automorphisms in order to determine the structure of commutative Moufang loops

with �niteness conditions.

The theoretical signi�cance and applicative value of the thesis: there have been elabo-

rated the new concepts, methods and new constructions which contributed to achieving goals

and objectives of the research. The basic research of the work are new. The methodology

applied in work allowed to �nd the solution of concrete problems of the theory of CLM.

The implementation of the scienti�c results: the results from this work can be used in

the theory of quasigroups and loops, in cryptography and in elaborating teaching courses.
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LISTA ABREVIERILOR

BMC � bucla Moufang comutativ�a

Aut � grupul automor�smelor

Hom � grupul omomor�smelor

Hol � holomorful

M � grupul multiplicativ

I � grupul substitu�tiilor interne

N(Q) � nucleul buclei Q

Z(Q) � centrul buclei Q

A(Q) � subbucla asociatorilor buclei Q

F (Q) � subbucla Frattini

Qp � subbucle maximale

Qp � subbucle (componente) asociatoare

Zp � grupul ciclic de numere ��ntregi
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INTRODUCERE

Actualitatea temei. Este remarcabil faptul c�a dezvoltarea dinamic�a a unor clase de

algebre neasociative: algebre alternative, algebre Jordan, algebre Mal'cev, algebre Lie, etc.,

s-a produs gra�tie studierii algebrelor respective cu diverse condi�tii de �nitudine. Condi�tia de

�nitudine a unei clase de algebre reprezint�a o proprietate algebric�a pe care o posed�a toate

algebrele �nite din clasa respectiv�a dar, ��n acela�si timp, exist�a algebre in�nite ce nu posed�a

proprietatea dat�a.

Astfel, un punct de cotitur�a ��n dezvoltarea algebrelor alternative �tine de demonstra�tia

celebrei teoreme a matematicianului sco�tian de J. H. M. Wedderburn [1], prin care reu�se�ste

s�a arate c�a orice corp �nit este comutativ. Ulterior, Emil Artin �si Max Zorn au extins rezul-

tatul respectiv pentru algebre neasociative. Astfel, teorema Artin-Zorn este o generalizare

a teoremei Wedderburn care a�rm�a c�a corpul neasociativ, ��n care orice dou�a elemente gene-

reaz�a un subcorp asociativ, este corp �nit comutativ [2]. Mai t�arziu E. Noether a ar�atat c�a

rezultatele ob�tinute de E. Artin [3] sunt adev�arate pentru inele ce satisfac doar condi�tia de

minimalitate.

�In contextul respectiv men�tion�am faptul c�a rezultate importante care �tin de cercetarea

algebrelor alternative, Jordan, Mal'cev au fost ob�tinute �si de matematicienii ru�si: A. I.

Shirshov, K. A. Zhevlacov, E. N. Kuz'min, I. P. Shestakov, V. T. Filippov, etc. O sintez�a

a acestor rezultate au fost publicate ��n lucrarea [4]. O contribu�tie important�a ��n cercetarea

grupurilor cu condi�tii de �nitudine �tine de rezultatele ob�tinute de �scoala profesorului S. N.

Chernikov �si de discipolii s�ai Ia. D. Polovithkii, D. I. Zait'ev, V. A. Onishciuk, etc. De

exemplu, ��n lucr�arile [5], [6], [7], [8], [9], [10], [11], [12] S. N. Chernikov a introdus clasele de

grupuri local nilpotente �si local resolubile pentru a scoate ��n eviden�t�a obiecte de cercetare

cu condi�tii de �nitudine.

�In condi�tiile respective cercetarea buclelor Moufang comutative ce satisfac diferitor

condi�tia de �nitudine reprezint�a o direc�tie important�a a algebrei contemporane.

Apari�tia �si cercetarea buclelor Moufang are conexiune str�ans�a cu examinarea planelor

proiective din anii 30 a secolului XX. Termenul de quasigrup a fost introdus pentru prima

dat�a ��n lucrarea matematicienei de origine german�a Ruth Moufang care cerceta coordina-

tizarea planelor proiective [13]. R. Moufang prin no�tiunea de quasigrup ��n�telegea obiectul

matematic care ast�azi se nume�ste bucl�a Moufang adic�a bucla ��n care au loc identit�a�tile

(x · yz)x = xy · zx, x(yz ·x) = xy · zx, x(y ·xz) = (xy ·x)z, (zx · y)x = z(x · yx). Toerema re-

marcabil�a care ilustreaz�a �conexiunea� dintre buclele Moufang �si grupuri a fost demonstrat�a
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de c�atre R. Moufang:

Teorema Moufang. Dac�a pentru trei elemente a, b, c din bucla Moufang are loc legea

asociativ�a (a · b) · c = a · (b · c), atunci ele genereaz�a o bucl�a asociativ�a.

O consecin�t�a important�a a acestei teoreme se refer�a la diasociativitatea buclei Moufang:

orice dou�a elemente a buclei Moufang genereaz�a o bucla asociativ�a. �In prezent sunt cunoscute

pu�tine metode �si algoritmi care ne permit construc�tia buclelor Moufang noi. Una din cele

mai cunoscute metode este metoda Chein, care ne ofer�a posibilitatea s�a construim bucle

Moufang neasociative de ordinul 2n din orice grup necomutativ de ordinul n.

Este interesant de punctat faptul c�a O. Chein �si H. O. P�ugfelder [14] au g�asit cea

mai mic�a bucl�a Moufang neasociativ�a. Aceasta este bucla Moufang de ordinul 12 cu trei

generatori. O. Chein [15] a identi�cat �si clasi�cat toate buclele Moufang de ordinul mai mic

ca 64. Ulterior toate buclele Moufang neasociative de ordin mai mic ca 64 au fost g�asite prin

intermediul algebrei computa�tionale de c�atre G. Nagy �si P. Vojtechovsky ��n 2007. Fie M(n)

num�arul de bucle Moufang comutative nonizomorfe. �In lucrarea [16] este determinat M(n)

pentru to�ti n ≤ 63 �si M(n) 6= 0.

Orice abordare nou�a utilizat�a la studierea buclelor Moufang este important�a �si necesar�a,

deoarece permite ��n�telegerea mai profund�a a propriet�a�tilor algebrice examinate.

�In acest sens, descoperirea conexiunilor dintre buclele Moufang �si grupurile cu trialitate

a contribuit semni�cativ la elaborarea unor abord�ari noi privind studierea buclelor Moufang

prin aplicarea unor metode puternic dezvoltate ��n teoria grupurilor la solu�tionarea proble-

melor din teoria buclelor Moufang.

Astfel, Stephen M. Gagola ��n lucrarea [17] examineaz�a propriet�a�tile grupurilor cu triali-

tate �si le aplic�a la demonstra�tia unor rezultate importante din teoria buclelor Moufang �nite.

�In contextul respectiv, M. W. Liebeck [18] utiliz�and grupurile cu trialitate a �nalizat clasi-

�carea buclelor Moufang neasociative simple. A. N. Grishcov �si A. V. Zavarnitsine [19] au

demonstrat teorema Lagrange generalizat�a �si teorema Sylow pentru buclele Moufang �nite.

Teoria buclelor Moufang comutative���si are��nceputul��n anul 1936, odat�a cu construc�tia de

c�atre Hans Julius Zassenhaus, cunoscut matematician german��n domeniul algebrei abstracte

�si algebrei computa�tionale, a primelor exemple de bucle Moufang comutative ��n lucrarea [20],

utilizate ulterior de c�atre Boll la cercetarea obiectelor geometrice. �In anii 40 mai mul�ti mate-

maticieni din diferite �t�ari au cercetat intensiv buclele Moufang comutative structura c�arora

era �aproape�, ��ntr-un anumit sens, de structura grupurilor abeliene. Rezultate fundamentale

din teoria buclelor Moufang comutative pot � g�asite ��n [21] �si [22].
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Pentru buclele Moufang comutative (bucle pentru care este just�a identitatea x2 · yz =

xy · xz) s-a demonstrat urm�atorul rezultat fundamental

Teorema Bruck-Slaby (vezi [21]). Bucla Moufang comutativ�a generat�a de n elemente

este central nilpotent�a de clasa ≤ n− 1.

Central nilpoten�ta se de�ne�ste analog nilpoten�tei pentru grupuri. Dac�a o bucl�a este iso-

top�a unei bucle Moufang, atunci ea ��ns�a�si este bucl�a Moufang, altfel spus proprietatea de

a � bucl�a Moufang este universal�a. Mai mult, dac�a dou�a bucle Moufang comutative sunt

isotope, atunci ele sunt izomorfe. �In prezent aceste bucle au o vast�a aplica�tie ��n studiul

diferitor algebre, cum ar � quasigrupurile distributive �si CH-quasigrupurile. Destul de de-

taliat sunt studiate buclele Moufang ��n monogra�ile [21], [22], [23] �si [24]. O contribu�tie

important�a la dezvoltarea teoriei buclelor Moufang, la etapa ini�tial�a, au avut lucr�arile de o

��nalta �tinut�a �stiin�ti�c�a elaborate de R. H. Bruck [21], [25], [26], [27], [28] V. Belousov [22],

Iu. Manin [29], [30]. Astfel, ��n anul 1958, V. Belousov a demonstrat c�a folosind unele auto-

mor�sme ale buclei Moufang comutative (Q,+) poate � ob�tinut orice quasigrup distributiv

(Q, ·), utiliz�and construc�tia x ·y = ϕx+ψy, unde ϕ �si ψ sunt automor�sme ale buclei (Q,+).

Quasigrupul ��n care au loc identit�a�tile xy = yx, x(xy) = y �si orice trei elemente genereaz�a

un subquasigrup medial se nume�ste CH-quasigrup. No�tiunea de CH-quasigrup a fost intro-

dus�a de Iu. Manin ��n leg�atur�a cu investiga�tiile din geometria algebric�a �si anume cu studierea

hipersuprafe�telor cubice. Iu. Manin a demonstrat c�a orice CH-quasigrup poate � ob�tinut,

aplic�and construc�tia xy = (−x− y) + d, unde d este un element din centrul buclei Moufang

comutative (Q,+). Prin centrul buclei Moufang comutative vom��n�telege o mul�time Z, astfel

��nc�at Z = {a ∈ Q|a+ (x+ y) = (a+ x) + y, pentru orice x, y ∈ Q}.

Dup�a cum men�tioneaz�a profesoara H. O. P�ugfelder [31] rezultatele ob�tinute de profe-

sorul V. Belousov au in�uen�tat pozitiv cercet�arile din domeniu �si au contribuit esen�tial la

dezvoltarea teoriei quasigrupurilor �si buclelor ��n �t�arile din Europa de Est �si Central�a. De

exemplu, T. Kepka �si P. N�emec ��n lucrarea [32] descriu buclele Moufang comutative de ordi-

nul ≤ 728, quasigrupurile distributive de ordinul ≤ 15, quasigrupurile distributive nemediale

de ordinul 81 �si quasigrupurile distributive comutative nemediale de ordinul 81 �si 82. Un

rezultat care arat�a conexiunea dintre buclele Moufang, IP -buclele �si A-bucle au ob�tinut M.

K. Kinyon, K. Kunen �si J. D. Phillips [33]. S-a demonstrat c�a pentru orice A-bucl�a L sunt

echivalente a�rma�tiile: (i) L este IP -bucl�a; (ii) ��n L sunt adev�arate identit�a�tile de alterna-

tivitate de st�anga �si de dreapta x · xy = x2 · y, yx · x = y · x2 (iii) L este diasociativ�a; (iv) L

este bucl�a Moufang. Reamintim c�a bucla L se nume�ste IP -bucl�a dac�a ��n L sunt adev�arate
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identit�a�tile: x−1 · xy = y �si yx · x−1 = y. No�tiunea de IP -bucl�a, dar �si IP -quasigrup, a fost

introdus�a de R. H. Bruck. Bucla L se nume�ste A-bucl�a dac�a orice substitu�tie intern�a a ei

este automor�sm. �Inc�a un rezultat interesant �tine de lucr�arile lui J. Smith [34], G. Malbos

[35] �si L. Beneteau [36], [37] ��n care s-a demonstrat c�a grani�ta exact�a de sus a clasei de

nilpoten�t�a a buclei Moufang comutative libere 3-periodice cu n-generatori liberi este n− 1,

de unde rezult�a c�a clasa tuturor buclelor Moufang comutative 3-periodice nu este nilpotent�a.

Un bilan�t al cercet�arilor din domeniul teoriei buclelor Moufang comutative este prezentat�a

��n monogra�a elaborata de J. D. H. Smith [38].

Monogra�ile elaborate de V. Andrunachievici [39], Iu. Reabuhin [40], V. Belousov [22]

au contribuit la dezvoltarea algebrei ��n Moldova �si alte �t�ari.

O contribu�tie important�a ��n dezvoltarea teoriei buclelor Moufang �si a conexiunilor cu alte

quasigrupuri, a fost adus�a de reprezentan�tii �scolii de matematic�a fondat�a de V. D. Belousov:

A. S. Basarab [41], [42], [43], [44], [45], N. I. Sandu [46], [47], [48], [49], [50], [51], [52], [53], F.

Sokhatsky [54], W. Dedek [55], L. Ursu [56], G. Beleavscaia, A. Tabarov [57], V. Shcerbacov

[58], V. Izba�s [59], [60], V. Ursu [61], [62], [63], [64], [65], I. Leah [66], E. Kuzne�tov [67], etc.

Putem constata c�a cercet�arile descriu ��n mare m�asur�a c�at de �aproape� sunt buclele Mo-

ufang comutative de grupuri. La cercetarea quasigrupurilor ��n mod �resc apar urm�atoarele

structuri: grupul multiplicativ; grupul automor�smelor; semigrupul endomor�smelor; semi-

grupul matricelor peste c�ampuri, etc.

�In cercet�arile predecesorilor nu au fost stabilite profund conexiunile buclelor Moufang

comutative cu aceste structuri algebrice. Prin urmare, este actual�a urm�atoarea problema

de cercetare: rezid�a ��n descrierea propriet�a�tilor buclelor Moufang comutative care va con-

tribui la identi�carea conexiunii lor cu grupul multiplicativ �si cu grupul de automor�sme ��n

vederea determin�arii structurii buclelor Moufang comutative cu condi�tii de �nitudine.

Pentru solu�tionarea problemei de cercetare au fost stabilite urm�atoarele obiective:

1. De determinat condi�tiile ��n care bucla Moufang comutativ�a este central nilpotent�a (de

clasa dat�a).

2. De descris grupul de automor�sme F (1) al buclei Moufang comutative care se aproxi-

meaz�a cu bucle Moufang central nilpotente.

3. De determinat grupul de automor�sme al buclei Moufang comutative care satisface

condi�tia de minimalitate.
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4. De determinat structura buclelor Moufang comutative care admit descompunere ��n �sir

central inferior.

5. De determinat structura buclelor Moufang comutative metahamiltoniene.

Unele rela�tii dintre grupul automor�smelor �si semigrupul endomor�smelor sunt bine cu-

noscute ��n teoria grupurilor. La demonstrarea unor echivalen�te, aceste rezultate se aplic�a

direct. �Ins�a scopul cercet�arii const�a ��n eviden�tierea leg�aturilor cu propriet�a�tile buclelor Mo-

ufang comutative.

Metodologia cercet�arii �stiin�ti�ce. Construc�tiile �si metodele �stiin�ti�ce se bazeaz�a pe

teoria general�a a quasigrupurilor �si teoria grupurilor.

Noutatea �si orignalitatea �stiin�ti�c�a: Rezultatele principale din lucrare sunt noi.

Astfel, sunt stabilite condi�tiile ��n care bucla Moufang comutativ�a este central nilpotent�a de

clasa n. Este descris grupul de automor�sme F (1) al buclei Moufang comutative ce se apro-

ximeaz�a cu bucle Moufang central nilpotente. Este determinat grupul de automor�sme al

buclei Moufang comutative ce satisface condi�tia de minimalitate. Este demonstrat c�a semi-

grupul endomor�smelor buclei Moufang comutative ce posed�a descompunere��n produs direct

a propriilor subbucle este izomorf semigrupului M -matricelor. Este determinat�a structura

buclelor Moufang comutative ce admit descompunere ��n �sir central inferior. Este descris�a

structura buclelor Moufang metahamiltoniene.

Problema �stiinti�c�a important�a solu�tionat�a rezid�a ��n descrierea propriet�a�tilor bu-

clelor Moufang comutative care contribuie la identi�carea conexiunii lor cu grupul multi-

plicativ �si cu grupul de automor�sme ��n vederea determin�arii structurii buclelor Moufang

comutative cu condi�tii de �nitudine.

Semni�ca�tia teoretic�a. Au fost elaborate concep�tii, metode �si construc�tii noi care

au contrubuit la rezolvarea obiectivelor propuse. Rezultatele ob�tinute reprezint�a un pas

important ��n studiul buclelor Moufang comutative cu condi�tii de �nitudine.

Valoarea aplicativ�a a lucr�arii. Lucrarea poart�a un caracter teoretic. Metodologia

aplicat�a, concep�tiile �si metodele elaborate ��n lucrare au permis solu�tionarea unor probleme

concrete ori ale unor aspecte ale problemelor formulate ��n cadrul teoriei buclelor Moufang

comutative. De asemenea, rezultatele lucr�arii pot � utilizate ��n predarea cursurilor de spe-

cialitate pentru studen�tii, masteranzii �si doctoranzii de la specialit�a�tile de matematic�a, ma-

tematic�a aplicat�a, etc.

Rezultatele principale �stiin�ti�ce ��naintate spre sus�tinere:
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- Au fost stabilite condi�tiile ��n care bucla Moufang comutativ�a este central nilpotent�a de

clasa n (Teorema 2.1);

- A fost descris grupul de automor�sme F (1) al buclei Moufang comutative ce se aproximeaz�a

cu bucle Moufang central nilpotente (Teorema 2.2);

- A fost determinat grupul de automor�sme al buclei Moufang comutative cu condi�tia de

minimalitate (Teorema 2.3 �si Teorema 2.4);

- A fost determinat�a structura buclelor Moufang comutative ce admit descompunere ��n �sir

central inferior (Teorema 3.1);

- A fost stabilit�a structura buclelor Moufang metahamiltoniene (Teorema 4.1, Teorema 4.2

�si Teorema 4.3).

Aprobarea rezultatelor �stiin�ti�ce. Rezultatele tezei au fost expuse ��n cadrul

urm�atoarelor conferin�te �si seminare �stiin�ti�ce:

1. Second Conference of the Matemathical Society of Republic of Moldova, august 17 �

19, 2004.

2. Seminarul �stiin�ti�c anual dedicat matematicianului V. D. Belousov, februarie 17, 2005.

3. Profesorul Osm�atescu � 80 de ani, Universitatea Tehnic�a din Moldova, Chi�sin�au, no-

iembrie 19, 2005.

4. The 6th Congres of Romanian Mathematicians, Bucure�sti, 28 iunie � 4 iulie, 2007.

5. The XIV-th Conference on Applied and Industrial Mathematics, dedicated to the 60th

anniversary of the Faculty of Mathematics and Computer Science of Moldova State

University, Chisin�au, august 17-19, 2006.

6. International conference �Mathematics & Information technologies: Research and Edu-

cation� (MITRE 2011), dedicated to the 65th anniversary of the Moldova State Uni-

versity, August 22 � 25, 2011.

7. The XIV-th Conference on Applied and Industrial Mathematics, Ia�si, septembrie 22 �

25, 2011.
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8. The XXV-th Conference on Applied and Industrial Mathematics, Ia�si, septembrie 14

� 17, 2017.

9. Seminarul catedrei Algebr�a, Geometrie �si Topologie al Universit�a�ti de Stat din Tiraspol

(cu sediul ��n Chi�sin�au).

10. International conference on mathematics, informatics and information technologies:

dedicated to the illustrious scientist Valentin Belousov, April 19 � 21, 2018, B�al�ti.

Publica�tii. Rezultatele de baz�a ale tezei au fost publicate ��n 12 lucr�ari �stiin�ti�ce:

1. Monogra�a �Êîììóòàòèâíûå ëóïû Ìóôàíã ñ íåêîòîðûìè óñëîâèÿìè ìèíè-

ìàëüíîñòè�, Tipogra�a UST, 2017, 103 p. [68]

2. (a) Dou�a articole ��n revista �Buletinul Academiei de �Stiinte a Republicii Moldova�

seria Matematica Nr 2(51) 2006 [69] si Nr 3(61) 2009 [70] (categoria B).

(b) Un articol publicat ��n revista �Ìàòåìàòè÷åñêèå Çàìåòêè� 2012, ò. 91, � 3 (im-

pact factor 0.46) [71];

Articolul respectiv publicat ��n versiunea englez�a ��n �Mathematical Notes� April

2012, Volume 91, Issue 3-4 (impact factor 0.484).

(c) Dou�a articole ��n revista �Äèñêðåòíàÿ Ìàòåìàòèêà�, 2011, ò. 23, � 1, [72] �si 2011,

ò. 23, � 2 [73] (impact factor 0.453);

Articolele respective ��n versiunea englez�a publicate ��n revista �Discrete Mathe-

matics and Applications�, respectiv Volume 21, Issue 1 (Jan 2011) �si Volume 21,

Issue 3 (Apr 2011), (impact factor 0.552).

3. �Sase rezumate la conferin�te na�tionale �si interna�tionale: MITI2018 [74], MITRE 2011

[75] �si CAIM 2006 [76], CAIM 2011 [77], CAIM 2017 [78] �si la �The 6th Congres of

Romanian Mathematicians 2007� [79].

Dintre care de un singur autor: o monogra�e, 3 articole �si 5 teze la conferin�te na�tionale

�si interna�tionale. Volumul total al publica�tiilor este aproximativ 9.75 coli de autor.

Structura �si volumul tezei. Teza con�tine introducere, patru capitole, concluzii gene-

rale �si recomand�ari, bibliogra�a care include 113 de titluri. Volumul total de baz�a este de

111 pagini.
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Sumarul compartimentelor tezei. �In introducere se argumenteaz�a actualitatea temei

tezei, se prezint�a scopul �si obiectivele, problema cercet�arii �si se expune succint con�tinutul

lucr�arii.

�In primul Capitol - Analiza situa�tiei��n domeniul buclelor Moufang comutative

- se face o analiz�a a publica�tiilor ��n domeniul cercet�arii, se efectueaz�a o trecere ��n revist�a a

unor elemente introductive din literatura de specialitate, se prezent�a rezultate cunoscute care

sunt utilizate ��n urm�atoarele capitole. De asemenea se argumenteaz�a actualitatea problemei

de cercetare.

�In al doilea Capitol - Grupul automor�smelor buclei Moufang comutative -

se stabilesc condi�tiile ��n care bucla Moufang comutativ�a este central nilpotent�a de clasa n

(Teorema 2.1); se descrie grupul de automor�sme F (1) al buclei Moufang comutative ce se

aproximeaz�a cu bucle Moufang central nilpotente (Teorema 2.2); se determin�a grupul de

automor�sme al buclei Moufang comutative cu condi�tia de minimalitate (Teorema 2.3 �si

Teorema 2.4); Pentru buclele Moufang comutative a fost demonstrat�a a�rma�tia echivalent�a

teoremei A. I. Mal'cev[80]: �Grupul resolubil de automor�sme al grupului abelian �nit

generat este policiclic� . Rezultatele acestui capitol au fost publicate ��n [73], [71], [75], [77],

[68], [74].

�In al treilea Capitol - Semigrupul endomor�smelor buclei Moufang comutative

- se determin�a structura buclelor Moufang comutative ce admit descompunere ��n �sir central

inferior (Teorema 3.1).

Se cunoa�ste c�a endomor�smele �si automor�smele spa�tiilor vectoriale pot � prezentate ca

matrice peste c�ampurilor respective. Aceast�a prezentare matriceal�a joac�a un rol important

��n teoria grupurilor liniare, anume grupurile automor�smelor spa�tiilor vectoriale. Analog,

prezentarea matriceal�a se cerceteaz�a �si pentru produsele directe ale grupurilor multiplicative

[81]. Se cerceteaz�a leg�aturile ��ntre M -matrice �si endomor�smele buclei Moufang comutative

Q, ce admite descompunere ��n produsul direct (3.1). �In [51] este demonstrat, c�a orice bucl�a

Moufang comutativ�a periodic�a se descompune ��n produs direct al p-componentelor proprii,

unde p-componentele sunt bucle complet caracteristice. Acest rezultat a fost extins s.i pentru

semigrupul endomor�smelor buclei Moufang comutative periodice. Rezultatele re�ectate ��n

acest capitol sunt publicate ��n lucr�arile: [72], [79], [68].

�In Capitol patru - Bucle Moufang comutative cu restric�tii - se stabile�ste structura

buclelor Moufang metahamiltoniene (Teorema 4.1, Teorema 4.2 �si Teorema 4.3).

�In [5] este descris�a construc�tia IH-grupurilor cu elemente de ordin in�nit �si IH-grupurilor
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periodice care nu satisfac condi�tia minimalit�a�tii pentru subgrupurile abeliane. De asemenea,

se descriu IH-grupurile resolubile cu subgrupuri �nite sau in�nite de comutatori �si se carac-

terizeaz�a IH-grupurile (resolubile) metahamiltoniene sau nonmetahamiltoniene. Se prezint�a

condi�tii echivalente, satisfacerea c�arora asigur�a asociativitatea buclelor Moufang comuta-

tive. De asemeni, se cerceteaz�a bucla Moufang comutativ�a cu restric�tii asupra sistemelor

de subbucle asociative in�nite. Rezultatele studiilor din acest capitol au fost re�ectate ��n

publica�tiile [69], [70], [76], [78].

Mul�tumiri:

Exprim recuno�stin�te sincere regretatului Profesor Nicolae Sandu, pentru determi-

narea domeniului de cercetare, pentru formularea obiectivelor de cercetare, ��ndrumarea ��n

munca doctorandului cu mult�a competen�t�a, pentru cunostin�tele proprii, pentru materia-

lul bibliogra�c personal foarte pre�tios prin con�tinut, pentru ajutorul ��n realizarea lucr�arilor

�stiin�ti�ce.

Cu deosebit�a considera�tie �si recuno�stin�t�a aduc mul�tumiri Profesorului Liubomir Chi-

riac pentru ��ndemn �si ajutor ��n dep�a �sirea unor etape necesare ��n preg�atirea tezei de doctor,

pentru timpul pe care l-a petrecut, motiv�andu-ma, pentru criticile constructive �si pentru

r�abdarea deosebit�a.

Exprim sincere mul�tumiri Seminarului �Stiin�ti�c de Pro�l pentru sfaturile �si criticile

constructive care au contribuit la realizarea unei teze calitative.

17



1. ANALIZA SITUA�TIEI �IN DOMENIUL BUCLELOR MOUFANG COMU-

TATIVE

�In capitolul respectiv se realizeaz�a o analiz�a a conceptelor algebrice fundamentale. Sunt

examinate construc�tiile de baz�a ale teoriei buclelor Moufang, inclusiv a teoriei buclelor Mo-

ufang comutative. Se face o sintez�a a situa�tiei ��n domeniul cercet�arii.

1.1 No�tiuni fundamentale

Mul�timi �si aplica�tii

Dac�a A este o mul�time �si �ec�arui element α ∈ A i se asociaz�a un obiect xα, atunci A se

nume�ste mul�time de indici, iar B = {xα : α ∈ A} se nume�ste mul�time indexat�a.

O mul�time elementele c�areia sunt mul�timi se nume�ste familie de mul�timi.

Fie A �si B dou�a mul�timi nu neap�arat distincte. Mul�timea notat�a A×B �si de�nit�a astfel:

A×B = {(x, y)|x ∈ A �si y ∈ B}

�si se nume�ste produs cartezian al mul�timilor A �si B. �In caz general, dac�a n este un num�ar

natural, n ≥ 3 �si A1, A2, . . . , An sunt mul�timi, nu neap�arat distincte, atunci produsul carte-

zian al acestor mul�timi se noteaz�a cu A1 × A2 × . . . × An sau
∏
Ai, i = 1..n �si se de�ne�ste

astfel:

A1 × A2 × . . .× An =
∏
Ai = {(x1, x2, . . . , xn)|xi ∈ Ai,∀i, 1 ≤ i ≤ n}

Se spune c�a f este aplica�tie, func�tie, coresponden�t�a func�tional�a a mul�timii A ��n mul�timea

B �si se noteaz�a f : A → B, dac�a �ec�arui element x ∈ A i se asociaz�a un singur element

b = f(a) ∈ B.

Fie dat�a aplica�tia f : A→ B. Func�tia f se nume�ste:

- surjec�tie, aplica�tie pe, dac�a pentru �ecare element b ∈ B exist�a preimaginea a ∈ A, astfel

��nc�at b = f(a);

- injec�tie, dac�a pentru orice x1, x2 ∈ A, x1 6= x2 implic�a f(x1) 6= f(x2);

- bijec�tie, aplica�tie bijectiv�a, aplica�tie biunivoc�a, dac�a f este simultan injec�tie �si surjec�tie [84].

Algebre universale

No�tiunea de algebr�a universal�a a fost introdus�a, ��n anul 1898, de Alfred Whitehead ��n

lucrarea �A Treatise on Universal Algebra�. �In conformitate cu Whitehead, pentru a ob�tine
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no�tiunea de algebr�a universal�a este necesar de introdus no�tiunea de opera�tie. Astfel, aplica�tia

f : An → A se nume�ste opera�tie algebric�a n-ar�a pe mul�timea A pentru n ≥ 0. �In a�sa fel

Whitehead de�ne�ste algebra universal�a ca un sistem (A, S), unde A este o mul�time nevid�a

�si S o mul�time de opera�tii �nite, numit�a algebra A de signatura S.

�In 1935 Garret Birkho� ��n celebra lucrare �On the structure of abstract algebras�, in-

troduce conceptele de baz�a ale algebrei universale: varietate, identitate, produs cartezian,

congruen�t�a, obiect liber, etc.

Condi�tia de �nitudine a unei clase de algebre este a�sa o proprietate pe care o posed�a toate

algebrele �nite ale acestei clase, ��ns�a exist�a algebre in�nite ce nu posed�a aceast�a proprietate.

Algebra A satisface condi�tia de minimalitate (respectiv maximalitate) pentru subalgebre ce

posed�a proprietatea α dac�a orice �sir descresc�ator A1 ⊇ A2 ⊇ . . . (respectiv cresc�ator A1 ⊆

A2 ⊆ . . .)) de subalgebre ce posed�a proprietatea α se stabilizeaz�a, adic�a An+1 = An = . . .

pentru un careva n ∈ N. Pentru orice algebr�a A urm�atoarele a�rma�tii sunt echivalente:

a) algebra A satisface condi�tia de maximalitate pentru subalgebre;

b) at�at algebra A, c�at �si toate subalgebrele proprii, sunt �nit generate.

Astfel, grupoidul poate � de�nit ca o algebr�a cu o opera�tie binar�a. Quazigrupul este

de�nit ca o algebr�a ce are o opera�tie binar�a (·), astfel inc�at ecua�tiile ax = b �si ya = b au

solu�tii unice pentru orice doua elemente a, b din quasigrup.

�In unele situa�tii quasigrupul este de�nit ca o algebra Q de signatura S = {·, /, \} ��n care

se ��ndeplinesc rela�tiile

x(x\y) = y, (x/y)y = x, (1.1)

x\(xy) = y, (xy)/y = x (1.2)

unde, a\b este o opera�tie de diviziune la st�anga, b/a este opera�tia de diviziune la dreapta �si

a · (a\b) = b, iar (b/a) · a = b.

Identit�a�tile (1.1) con�rm�a existen�ta solu�tiilor ecua�tiilor ax = b �si ya = b, iar (1.2)

con�rm�a unicitatea acestora. Mai mult, aceste opera�tii �si identit�a�ti permit s�a elabor�am

no�tiuni �si construc�tii importante din teoria quasigrupurilor.

Fie (Q, ·) quasigrup �si �e exist�a a�sa un element e ∈ Q astfel, ��nc�at ae = ea = a, pentru

orice a ∈ Q. A�sa alement e se nume�ste unitate ��n Q.

Dac�a quasigrupul (Q, ·) con�tine elementul e astfel ��nc�at e · x = x(x · e = x) pentru orice

x ∈ Q, atunci e se nume�ste element unitate de st�anga (dreapta) ��n Q �si (Q, ·) se nume�ste

bucl�a de st�anga (dreapta).

19



Mor�sme, izomor�sme �si izotopisme

O mul�time nevid�a G se nume�ste grupoid cu opera�tia binar�a notat�a prin {·} dac�a pentru

orice pereche ordonat�a de elemenete (a, b) ∈ G, se de�ne�ste ��n mod unic produsul ab ∈ G.

Grupoidul (G, ·) se nume�ste grupoid cu diviziune, dac�a pentru �ecare elemente a, b ∈ G

ecua�tiile ax = b �si ya = b au solu�tii, nu necesar unice.

Grupoidul (N, ◦) se nume�ste subgrupoid al grupoidului (G, ·) dac�a s��nt ��ndeplinite

urm�atoarele condi�tii:

1. N ⊆ G;

2. x ◦ y = x · y,∀x, y ∈ G.

Un grupoid (G, ·) se nume�ste �nit dac�a mul�timea ce-l formeaz�a este �nit�a. �In acest caz

num�arul de elemente se nume�ste ordinul grupoidului �si se noteaz�a |G|.

Fie (M, ·) �si (N, ◦) doi grupoizi. Aplica�tia f : M → N se nume�ste mor�sm, omomor�sm,

(homomor�sm) al grupoidului (M, ·) ��n grupoidul (N, ◦) dac�a este satisf�acut�a condi�tia f(x ·

y) = f(x) ◦ f(y), ∀x, y ∈M .

Un mor�sm bijectiv se nume�ste izomor�sm.

Un mor�sm (respectiv izomor�sm) de tipul f : M →M se nume�ste endomor�sm (auto-

mor�sm) al grupoidului M .

Propozi�tia 1.1. Fie (M, ∗), (N, ◦) �si (P, ·) trei grupoizi. Sunt adev�arate urm�atoarele

a�rma�tii:

1. Func�tia identic�a 1M : M →M este un automor�sm al grupoidului (M, ∗);

2. Dac�a f : M → N �si g : N → P sunt mor�sme de grupoizi, atunci func�tia g ◦ f : M → P

de asemenea este un mor�sm de grupoizi;

3. Dac�a f : M → N este un izomor�sm de grupoizi, atunci �si func�tia invers�a f−1 : N →M

de asemenea este un izomor�sm.

Fie Q(·) un quasigrup. Aplica�tia x→ ax se nume�ste transla�tie de st�anga prin elementul

a �si se noteaz�a La : Lax = ax, care este substitu�tie a mul�timii Q. Transla�tia de dreapta prin

elementul a se de�ne�ste prin egalitate Ra : Rax = xa, care respectiv este substitu�tie.

Propozi�tia 1.2. Fie (M, ∗) �si (N, ◦) doi grupoizi �si aplica�tia f : M → N un mor�sm sur-

jectiv (��n particular un izomor�sm). Au loc urm�atoarele a�rma�tii:

1. Dac�a opera�tia (∗) este comutativ�a(respectiv asociativ�a), atunci �si opera�tia (◦) este comu-

tativ�a (respectiv asociativ�a);
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2. Dac�a e este element unitate pentru (M, ∗) atunci f(e) este element unitate pentru (N, ◦);

3. Dac�a a ∈ M �si transla�tia la st�anga La : M → M(respectiv transla�tia la dreapta Ra :

M →M ) de�nit�a de a este surjectiv�a atunci �si transla�tia la st�anga Lf(a) : N → N(respectiv

transla�tia la dreapta Rf(a) : N → N ) de�nit�a de f(a) este surjectiv�a.

Fie (M, ·) �si (N, ◦) doi grupoizi. Se nume�ste omotopism sau homotopism al grupoidului

(M, ·) ��n grupoidul (N, ◦) orice triplet ordonat (α, β, γ) care satisfac urm�atoarele condi�tii:

� α, β, γ : M → N sunt aplica�tii bijective;

� α(x) ◦ β(y) = γ(x · y),∀x, y ∈M.

Vom spune c�a tripletul de permut�ari (α, β, γ) este o izotopie, α este o substitu�tie de

st�anga (permutarea elementelor dup�a coloane), β este o substitu�tie de dreapta (permutarea

elementelor dup�a linii); γ-substitu�tie principal�a (permutarea elementelor ��n interiorul gru-

poidului). Dac�a α = β = γ, atunci izotopismul se transform�a ��n izomor�sm. Izotopia de

tipul (T = α, β, 1) se nume�ste principal�a. Prin izotopism al grupoidului (M, ·) pe (N, ◦) se

��n�telege un omotopism (α, β, γ) ��n care cele trei componente (α, β, γ) sunt bijec�tii ale lui M

pe N .

Grupoidul (M, ·) se nume�ste izotop cu (N, ◦) (sau al lui (N, ◦)), �si se noteaz�a N = MT

sau N = M (α,β,γ), dac�a exist�a m�acar un izotopism (α, β, γ) al grupoidului (M, ·) pe (N, ◦).

Quasigrupul cu element unitate se nume�ste bucl�a. Bucla asociativ�a se nume�ste grup.

Fie (Q, ·) o bucl�a. Prin 〈a, b, . . .〉 not�am subbucla buclei Q, generat�a de elementele

a, b, . . . ∈ Q.

Dac�a S, T, . . . sunt submul�timi sau elemente ale buclei Q, atunci prin {S, T, . . .} not�am

subbuclele din Q generate de S, T, . . .. Elementul x ∈ Q este nongenerator al buclei Q [85],

[21] dac�a pentru orice submul�time S din Q {x, S} = Q implic�a {S} = Q

Teorema 1.1. [85] Mul�timea tuturor nongeneratorilor buclei formeaz�a o subbucl�a F (Q),

numit�a subbucla Frattini.

1.2 Grupuri, construc�tii �si propriet�a�ti

Fie G un grup multiplicativ. Dac�a g este un element din G, atunci produsul a n elemente

g se va numi puterea elementului g �si va � notat gn. Dac�a gn = e pentru un num�ar n ��ntreg

pozitiv, atunci cel mai mic n pentru care are loc rela�tia respectiv�a se va numi ordinul ori
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perioada elementului g. Dac�a gn 6= e pentru orice num�ar n ��ntreg pozitiv, atunci ordinul ori

perioada elementului g va � in�nit�a.

Grupul G se va numi f�ar�a torsiune dac�a orice element g 6= e din grupul respectiv are

ordin in�nit. Dac�a orice element g 6= e din grupul G are ordin �nit, atunci grupul se

nume�ste periodic. Dac�a ��n grupul periodic G toate ordinile elementelor reprezint�a o mul�time

�nit�a, atunci cel mai mic multiplu comun al elementelor din mul�timea respectiv�a se nume�ste

perioad�a a grupului G. Fie p un num�ar prim. Dac�a ��n grupul periodic G toate ordinele

elementelor din G reprezint�a puteri a num�arului p atunci vom spune c�a G este p-grup.

Grupurile care sunt p-grupuri, pentru un num�ar prim p, se numesc grupuri primare.

Un grup ciclic este un grup ale c�arui elemente sunt puteri (c�and opera�tia de grup este

considerat�a a � de natur�a aditiv�a, se prefer�a termenul multipli) ai unui element a. Altfel,

spus un grup se nume�ste ciclic, dac�a este generat de un singur element al s�au, acest element

se nume�ste generator al grupului. Sunt cunoscute ��n acest context urm�atoarele teoreme:

Teorema 1.2. Orice grup ciclic in�nit este isomorf grupului Z �si orice grup ciclic de ordinul

�nit n este isomorf cu grupul Zn.

Teorema 1.3. Orice subgrup al grupului ciclic este ciclic.

Grupul se nume�ste local ciclic dac�a orice submul�time genereaz�a un subgrup ciclic.

�In anii 30 ai secolului XX O. Iu. Shmidt a formulat urm�atoarea:

Problema Schmidt: De descris toate grupurile in�nite (numite ulterior grupurile Sch-

midt) ale c�aror subgrupuri proprii sunt �nite.

Problema respectiv�a s-a dovedit a � destul de di�cil�a. �In anul 1962, M. Kargapolov

[12] a demonstrat c�a ��n clasa grupurilor local �nite unicul grup de tip Shmidt este grupul

quasiciclic.

Vom spune c�a grupul este local �nit dac�a toate subgrupurile �nit generate sunt �nite.

Mul�timea Cp∞ , unde p este num�ar prim, care reprezint�a toate r�ad�acinile ecua�tiei x
pn = 1,

n = 1, 2, 3, . . ., din c�ampul numerelor complexe cu ��nmul�tirea obi�snuit�a este p�grup abelian

in�nit. Grupul respectiv se nume�ste quasiclic de tipul p∞. Mai t�arziu, ��n anul 1962, A.

Olshanskii a construit primul exemplu de grup nonquasiciclic de tip Shmidt, in�nit generat

de 2 elemente la care toate subgrupurile proprii au ordin �nit �si chiar prim.
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Grupuri nilpotente

Grupurile nilpotente reprezint�a o clas�a intermediar�a ��ntre grupurile abeliene �si grupurile

resolubile. Fie G este un grup care posed�a un �sir normal

G = A1 ⊇ A2 ⊇ . . . ⊇ Ak ⊇ Ak+1 = 1

care se nume�ste central dac�a orice grup-factor Ai/Ai+1 se con�tine ��n centrul grupului-factor

G/Ai+1 pentru orice i. Grupul care posed�a un �sir central de lungime �nit�a se nume�ste

nilpotent. Lungimea celui mai mic �sir central se nume�ste clas�a de nilpoten�t�a.

Orice grup trivial este nilpotent, cu clasa de nilpoten�t�a 0. Orice grup abelian este nilpo-

tent cu clasa de nilpoten�t�a unul. Grupul diedral de ordinul 8 este cel mai mic grup nilpotent

neabelian (��n termeni de ordin). Clasa de nilpoten�t�a al grupului diedral este doi. Mai jos

vom relata unele prorpiet�a�ti ale grupurilor nilpotente:

1. �In orice grup nilpotent �sirul central de subgrupuri diferite are lungimea mai mare sau

egal�a cu clasa de nilpoten�t�a.

2. �In orice grup nilpotent elementele de ordin �nit constituie un subgrup, grupul-factor

al c�arui este f�ar�a torsiune.

3. Grupurile nilpotente �nit generate sunt grupuri policiclice. Mai mult ca at�at, ele

posed�a un �sir central cu factori ciclici.

4. �In grupurile nilpotente orice subgrup normal netrivial are o intersec�tie netrivial�a cu

centrul.

5. �In orice grup care este produsul a dou�a subgrupuri nilpotente normale de clasa s �si t,

este un subgrup nilpotent normal de clasa ≤ s+ t.

Grupuri resolubile

Fie G un grup. �Sirul de subgrupuri:

G = G0 ⊇ G1 ⊇ . . . ⊇ Gn = {e} (1.3)

este un �sir descresc�ator de subgrupuri. Dac�a orice Gi este subgrup normal al grupului G

atunci �sirul (1.3) se nume�ste �sir normal. Dac�a pentru orice i subgrupul Gi+1 este subgrup

normal al grupului Gi, atinci �sirul (1.3) se nume�ste �sir subnormal.

Num�arul n se nume�ste lungimea �sirului, iar grupurile Gi/Gi+1 se numesc factorii �sirului.

Spunem c�a �sirul normal (1.3) este resolubil, dac�a to�ti factorii s�ai sunt grupuri abeliene.

Un grup se nume�ste resolubil, dac�a posed�a un �sir normal resolubil. De unde rezult�a, c�a orice
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grup abelian este resolubil. Exist�a grupuri neabeliene care sunt resolubile. Un subgrup al

unui grup resolubil este resolubil. Orice grup factor al unui grup resolubil este resolubil.

Fie K un corp comutativ. Atunci ordinul ord(1) al elementului 1 din K, ��n grupul aditiv

(K,+) poate � �nit ori in�nit. Spunem c�a corpul K are caracteristica zero (ori este de

caracteristica zero), dac�a ord(1) este in�nit, adic�a m · 1 6= 0, pentru orice num�ar ��ntreg

pozitiv m. Spunem c�a corpul K are caracteristica n, dac�a, ord(1) = n, adic�a n este cel mai

mic num�ar ��ntreg pozitiv, astfel ��nc�at n · 1 = 0.

Are loc urm�atoarea a�rma�tie

Teorem�a.[82] Fie H un subgrup normal al unui grup G. Atunci G este resolubil dac�a

�si numai dac�a H �si G/H sunt resolubile.

Grupul G este nilpotent dac�a posed�a un lan�t central de lungime �nit�a. Grupul G se

nume�ste policiclic dac�a exist�a un lan�t subnormal {e} = G0 ⊆ G1 ⊆ . . . ⊆ Gn = G cu to�ti

factorii ciclici.

Cel mai mic n din (1.3) pentru care Gn = {e} se nume�ste clasa resolubilit�a�tii grupului G

de ordinul n. Grupurile resolubile de clasa resolubilit�a�tii ≤ n constituie o varietate pe care o

von nota V n. Pentru n = 1 ob�tinem o varietate a grupurilor abeliene. Pentru n = 2 ob�tinem

o varietate a grupurilor metabeliene. Grupurile nilpotente �si policiclice de asemenea sunt

resolubile.

Clasa grupurilor resolubile este ��nchis�a ��n raport cu subgrupurile, factor-grupurile �si ex-

tinderile. Produsul cartezian a dou�a subgrupuri normale resolubile dintr-un grup arbitrar

este un subgrup resolubil.

Rang al grupului G se nume�ste cel mai mic num�ar r cu proprietatea: toate subgrupurile

�nit generate din G sunt generate nu mai mult dec�at de r elemente. Dac�a nu exist�a un astfel

de num�ar atunci se spune c�a grupul G este de rang in�nit. �In contextul respectiv a fost

demonstrat�a urm�atoarea teorem�a.

Teorema Kargapolov. [82] Orice grup resolubil, ale c�arui subgrupuri abeliene au

ranguri �nite, are rang �nit.

Se spune c�a grupul este local resolubil dac�a toate subgrupurile �nit generate sunt resolu-

bile.

Subgrupurile �si factor-grupurile grupurilor local resolubile sunt local resolubile.

Eviden�tiem urm�atoarele propriet�a�ti cunoscute ale grupurilor resolubile �si local resolubile:

1. Grupul local resolubil f�ar�a torsiune de rang �nit este resolubil.

2. Orice grup periodic local resolubil la care rangurile subgrurilor abeliene sunt �nite de
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asemenea este de rang �nit.

3. Produsul cartezian a dou�a subgrupuri normale local resolubile dintr-un grup arbitrar

nu ��ntotdeauna este un subgrup local resolubil.

4. Dac�a grupul G este resolubil �si este dat omomor�smul din G pe grupul H, atunci �si

H este resolubil.

5. Dac�a grupul G este resolubil �si N este subgrup normal, atunci G/N este resolubil.

6. Dac�a H �si G/H sunt resolubile, atunci G la fel este resolubil.

7. Orice grup �nit de ordin impar este resolubil. (Teorema Feit-Thompson)

Este necesar de men�tionat c�a dac�a ��n de�ni�tia grupului resolubil vom omite condi�tia

de �nitudine ob�tinem o generalizare a grupurilor resolubile, a�sa numita clasa grupurilor

resolubile Kurosh�Chernikov.

Grupuri cu condi�tia de �nitudine

Condi�tia de �nitudine este o proprietate din teoria grupurilor pe care o posed�a toate

grupurile �nite. Condi�tia de �nitudine se refer�a la grupurile periodice, local �nite, �nit

generate, condi�tia de maximilitate �si minimalitate pentru subgrupuri �si subgrupuri normale,

etc.

S�a examin�am, condi�tia de �nitudine prin intermediul grupurilor care satisfac condi�tia de

minimalitate.

Grupul satisface condi�tia de minimalitate pentru subgrupuri (vom utiliza doar termenul

condi�tia de minimalitate ) dac�a nu exist�a nici un �sir in�nit descresc�ator de subgrupuri.

Condi�tia de minimalitate, de regul�a, se studiaz�a prin impunerea unor restric�tii supli-

mentare. Unele din cele mai importante restric�tii este a�sa numita resolubilitate local�a a

grupului, despre care am discutat mai sus, �si care a permis construc�tia teoriei grupurilor lo-

cal resolubile cu condi�tia de minimalitate. Un rol important ��n lansarea acestei teorii l-a avut

�scoala profesorului S. N. Chernikov. Trebuie de men�tionat faptul c�a grupurile cu condi�tia

de minimalitate au fost examinate �si prin prisma altor restric�tii, mai generale comparativ

cu resolubilitatea local�a. �Ins�a, metodele elaborate ��n cazul resolubilit�a�tii locale au fost mai

mult dec�at utile, au fost chiar decisive ��n situa�tia generalit�a�tilor examinate.

Dar, dezvoltarea ulterioar�a a teoriei grupurilor cu condi�tia de minimalitate s-a confruntat

cu probleme majore, care au ap�arut odat�a cu ��ncercarea de a generaliza cunoscuta teorem�a

a lui Chernikov pentru orice grup cu condi�tia minimalit�a�tii. �In leg�atur�a cu acest fapt, ��n
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cunoscuta sintez�a a lui Kurosh-Chernikov [86], din anul 1947, a fost formulat�a problema,

denumit�a problema minimalit�a�tii:

Problema minimalit�a�tii: Va � grupul in�nit cu condi�tia de minimalitate (��n particular,

grupul local �nit cu condi�tia minimalit�a�tii) extindere �nit�a a produsului cartezian a unui

num�ar �nit de grupuri quasiciclice?

Problema respectiv�a a fost solu�tionat�a negativ de c�atre A. Iu. Olshanskii.

Dup�a cum am men�tionat anterior, M. Kargapolov [87] a ob�tinut printre primii un rezultat

important ��n acest sens, rezolv�and negativ problema lui Shmidt ��n clasa grupurilor local

�nite, care este un caz particular a problemei minimalit�a�tii. Ulterior rezultatul respectiv

a fost ob�tinut �si ��n lucr�arile [88], [89], [82] �si [90]. Dac�a problema minimalit�a�tii se rezolv�a

negativ, atunci se poate demonstra c�a exist�a un grup in�nit G astfel ��nc�at orice subgrup

in�nit al grupului G nu este extindere �nit�a a produsului cartezian a unui num�ar �nit de

grupuri quasicicilice [88].

S�a studiem acum condi�tia de �nitudine prin prisma conexiunii dintre grupurile local �nite

�si periodice. Este clar c�a orice grup local �nit este periodic. Dar este oare corect�a a�rma�tia

invers�a? �Inc�a la ��nceputul secolului trecut a fost fomulat�a problema Burnside:

1. Problema general�a Burnside: Este oare orice grup periodic local �nit?

2. Problema limitat�a Burnside: Este oare �nit orice grup de perioada m (adic�a

pentru care are loc rela�tia xm = 1 cu un num�ar dat de generatori r?

3. Problema Burnside cu condi�tie sl�abit�a: Este oare �nit num�arul de grupuri �nite

de perioada m cu un num�ar �nit de elemente generatoare r?

Este clar, c�a din solu�tionarea negativ�a problemei limit�a pentru careva r,m rezult�a rezol-

varea negativ�a a problemei generale, iar din solu�tionarea pozitiv�a a problemei limit�a rezult�a

rezolvarea pozitiv�a a problemei cu condi�tie sl�abit�a.

Fie grupul liber cu n generatori. Pentru orice m,n ∈ N not�am F n
m = {gn : g ∈ Fm}.

Subgrupul F n
m este subgrup normal al grupului Fm. Grupul B(m,n) = Fm/F

n
m se nume�ste

grup Burnside. Fie B(1, n) = Cn. �In 1902 Burnside a demonstrat urm�atoarele a�rma�tii:

1. B(m, 2) este un grup abelian de ordinul 2n �si un produs direct de n copii ale grupului C2.

2. B(m, 3) este un grup �nit de ordinul ≤ 32m−1.

3. B(2, 4) este un grup de ordinul ≤ 212.

Se �stie c�a E. Golod (1964) �si S. Aleshin (1972) au construit exemple de grupuri in�nite,

generat �nit, periodice. Acest fapt solu�tioneaz�a negativ problema general�a Burnside. P.

Novicov �si S. Adean (1968) au demonstrat in�nitivitatea grupului liber B(r,m) ��n varietatea
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grupurilor cu identitatea xm = 1 �si cu r generatori liberi, unde r ≥ 2 �si m este un num�ar

impar ≥ 4381. Ulterior s-a demonstrat acest rezultat pentru m impar ≥ 665. A. Kostrikin

��n anul 1959 a solu�tionat pozitiv Problema Burnside cu condi�tie sl�abit�a B′(r,m) ��n cazul

c�and m este num�ar prim.

1.3 Analiza unor rezultate �si construc�tii ale teoriei buclelor Moufang

�In acest paragraf se examineaz�a unele rezultate fundamentale care �tin de caracterizarea

�si construc�tia buclelelor Moufang comutative.

De�ni�tia 1.1. ([21], p.115), Bucl�a ce satisface una din urm�atoarele identit�a�ti:

[(xy)z]y = x[y(zy)] (1.4)

(xy)(zx) = x[(yz)x] (1.5)

se nume�ste bucl�a Moufang.

Buclele Moufang sunt diasociative, adic�a orice dou�a elemente ale proprii genereaz�a sub-

bucl�a asociativ�a [13].

�In clasa buclelor Moufang identit�a�tile :

(xy · x)z = x(y · xz), x(y · zy) = (xy · z)y, xy · zx = (x · yz)x,

numite respectiv de st�anga, de dreapta �si central�a, sunt echivalente (vezi [21] p.115).

Pentru buclele Moufang comutative identitatea (1.5) poate � rescris�a, utiliz�and diasoci-

ativitatea, ��n forma

(xy)(xz) = x2(yz). (1.6)

Pe de alt�a parte, bucla care satisface (1.6) este comutativ�a (substituind ��n (1.6) y = e

ob�tinem x(xz) = x2z �si ��nlocuind z = e ��n (1.6), ob�tinem (xy)x = x2y = x(xy), deci

ωx = xω, pentru orice x �si ω, unde y = x\ω) �si la fel satisface (1.5). Urmeaz�a c�a identitatea

(1.6) caracterizeaz�a bucla Moufang comutativ�a.

Ruth Moufang ��n lucrarea [13] a demonstrat teorema de baz�a a buclelor Moufang:

TeoremaMoufang. Dac�a trei elemente ale buclei Moufang sunt legate prin legea asociativ�a,

atunci ele genereaz�a o subbucl�a asociativ�a.

Fie (Q, ·, e) o bucl�a Moufang comutativ�a. Grupul multiplicativ M(Q) al buclei Q este

gupul generat de toate transla�tiile L(a), unde L(a)x = ax.
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Grupul I(Q) generat de toate substitu�tiile interne L(x, y) = L(xy)−1L(x)L(y), unde

L(x)y = xy, se nume�ste grupul substitu�tiilor interne al buclei Q.

Propozi�tia 1.3. [21] �In bucla Moufang comutativ�a substitu�tiile interne sunt automor�sme.

Propozi�tia 1.4. [22] Fie (Q, ·, e) o bucl�a. Pentru subbucla H a buclei Q urm�atoarele

a�rma�tii sunt echivalente:

1. H este subbucl�a normal�a

2. I(H) = H.

3. H satisface egalit�a�tilor:

xy ·H = x · yH,

H · xy = Hx · y,

xH = Hx

pentru orice x, y ∈ Q .

Fie (Q, ·, e) o bucl�a. Subbucla

N(Q) = {a ∈ Q|a · xy = ax · y ∀x, y ∈ Q}

∩ {a ∈ Q|x · ay = xa · y ∀x, y ∈ Q}

∩ {a ∈ Q|x · ya = xy · a ∀x, y ∈ Q}

se nume�ste nucleu, iar subbucla normal�a

Z(Q) = {a ∈ Q|ax = xa ∀x ∈ N(Q)}

se nume�ste centrul buclei (Q, ·, e) [38].

Fie (Q, ·) o bucl�a Moufang comutativ�a cu nucleul N(Q) �si centrul Z(Q). Elementul a

(respectiv automor�smul ϕ) al buclei Q se nume�ste central (respectiv nuclear ), dac�a a ∈

Z(Q) (respectiv ϕ(a) + a ∈ N(Q)) [24].

Fie a, b, c ∈ (Q, ·). Asociatorul (a, b, c) �si comutatorul [a, b] se de�nesc respectiv prin

egalit�a�tile ab · c = (a · bc)(a, b, c) �si ab = ba · [a, b] [21]. Totalitatea A(Q) a asociatorilor

formeaz�a o subbucl�a normal�a a buclei Q [21].

Propozi�tia 1.5. [21] Fie Z(Q) centrul buclei Moufang comutative Q. Atunci:

1. Bucla factor Q/Z(Q) are exponentul 3, adic�a satisface identitatea x3 = 1.

2. Subbucla asociator A(Q) este 3-bucl�a, adic�a satisface identitatea x3 = 1.

3. Dac�a bucla Moufang comutativ�a Q este �nit generat�a, atunci subbucla A(Q) este �nit�a.
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Propozi�tia 1.6. [91] Fie Q o bucl�a Moufang comutativ�a. Subbucla Frattini F (Q) a buclei

Q este normal�a ��n Q �si A(Q) ⊆ F (Q).

Teorema 1.4. [21] Fie I(Q) grupul substitu�tiilor interne �si M grupul multiplicativ cu centrul

Z(M) ale buclei Moufang comutative Q. Dac�a bucla Q este �nit generat�a, atunci I(Q),

grupul factor M/Z(M) �si comutatorul [M,M] sunt 3-grupuri �nite.

Urm�atoarele rezultate �tin de teoria buclelor Moufang comutative periodice:

Propozi�tia 1.7. [21] Bucla Moufang comutativ�a periodic�a este local �nit�a. Grupul multi-

plicativ al buclei Moufang comutative este grup periodic �si local �nit.

Pentru orice subbucl�a Q se determin�a submul�timea Qp = {x ∈ Q : xp = 1}. Dac�a Q este

bucl�a Moufang, atunci Qp este o p-subbucla maximal�a. Examin�am Qp numai pentru numere

prime p ([21, Propozitia 1.8] �si [92])

Propozi�tia 1.8. [91] Bucla Moufang comutativ�a periodic�a Q se descompune ��n produsul

direct al p-subbuclelor sale maximale Qp. Dac�a p 6= 3, atunci subbucla Qp este asociativ�a.

�In mod analog, grupul multiplicativ M al buclei Moufang comutative periodice este grup

periodic �si se descompune ��n produsul direct al p-subgrupurilor proprii maximale Mp. Dac�a

p 6= 3, atunci subgrupul Mp se con�tine ��n centrul grupului M [52].

S�a expunem �si unele din cele mai importante rezultate privind buclele Moufang comuta-

tive nilpotente.

Teorema 1.5. Bruck-Slaby.[21] Bucla Moufang comutativ�a cu n generatori este central

nilpotent�a de clasa ≤ n− 1.

Limita exact�a a clasei de nilpoten�t�a pentru bucla Moufang comutativ�a liber�a generat�a de

n generatori liberi a fost stabilit�a ��n lucr�arile [34], [36], [35]. S-au construit exemple de bucle

Moufang comutative, generate de n elemente, care sunt central nilpotente de clasa n− 1.

Teorema 1.6. [34], [36], [35] Bucla Moufang comutativ�a liber�a cu n generatori liberi este

central nilpotent�a de clasa n− 1 .

Teorema 1.7. [21] Bucla Moufang comutativ�a este central nilpotent�a de clasa n dac�a �si

numai dac�a grupul s�au de substitu�tii interne este nilpotent de clasa n− 1 .

Men�tion�am un rezultat important din teoria buclelor Moufang comutative:
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Teorema 1.8. [21] Bucla Moufang comutativ�a este central nilpotent�a de clasa n dac�a �si

numai dac�a grupul s�au multiplicativ este nilpotent de clasa 2n− 1 .

Mai jos expunem unele din rezultatele demonstrate de Nicolae Sandu [52], [53] privind

buclele Moufang comutative ce satisfac condi�tia de minimalitate pentru subbucle.

Teorema 1.9. [52] Urm�atoarele condi�tii sunt echivalente pentru o bucl�a Moufang comutativ�a

arbitrar�a Q:

1) Q este o bucl�a �nit cogenerat�a;

2) bucla Q posed�a o subbucl�a normal�a �nit�a B astfel ��nc�at B∩H = 1, pentru orice subbucla

normal�a H a buclei Q;

3) bucla Q este un produs direct al unui num�ar �nit de grupuri quasiciclice care se a��a ��n

centrul Z(Q) al buclei Q �si o bucl�a �nit�a;

4) bucla Q satisface condi�tia minimalit�a�tii pentru subbucle;

5) bucla Q posed�a o serie �nit�a de subbucle normale, orice factor care este �e un grup de

ordin simplu, �e un grup quasiciclic.

Teorema 1.10. [53] Pentru o bucl�a Moufang nonasociativ�a comutativa Q cu un grup mul-

tiplicativ M urm�atoarele condi�tii sunt echivalente:

1. bucla Q ��ndepline�ste condi�tia minimalit�a�ti pentru subbucle;

2. grupul M este un produs cu un num�ar �nit de grupuri quasiclice situate ��n centrul

grupului M �si un grup �nit;

3. grupul M satisface condi�tia minimalit�a�tii pentru subgrupuri;

4. grupul M satisface condi�tia minimalit�a�tii pentru subgrupuri normale;

5. grupul M satisface condi�tia minimalit�a�tii pentru subgrupul non-abelian;

6. cel pu�tin un subgrup maximal abelian din grupa M satisface condi�tia minimalit�a�tii

pentru subgrupuri;

7. dac�a grupul M con�tine un subgrup resolubil din clasa r, atunci M satisface condi�tia

minimalit�a�tii pentru subgrupurile resolubile din clasa r;
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8. dac�a grupul M con�tine un subgrup nilpotent de clasa n, atunci M satisface condi�tia

minimalit�a�tii pentru subgrupurile nilpotent din clasa n.

Teorema 1.11. [51]Dac�a centrul Z(Q) al ZA-buclei Moufang comutative Q satisface

condi�tia minimalit�atii pentru subbucle, atunci �si Q satisface condi�tia minimalit�a�tii.

Teorema 1.12. [51] Dac�a o bucl�a Moufang comutativ�a satisface condi�tia minimalit�a�tii pen-

tru subbucle normale, acesta ��ndepline�ste condi�tia minimalit�a�tii pentru subbucle.

Mai jos vom expune alte direc�tii de cercetare a buclelor Moufang comutative. Men�tion�am

faptul c�a Vasile Ursu a descris ��n lucr�arile [61], [62], [64], [65], [63], quasivariet�a�tile buclelor

Moufang comutative nilpotente de clasa < 2, care au un num�ar �nit de subquasivariet�a�ti. A

demonstrat c�a dac�a srtuctura subquasivariet�a�tilor quasivariet�a�tii generate de bucla Moufang

comutativ�a de clasa < 2 cu un num�ar �nit generatori nu este �nit�a, atunci ea este continu�a.

Un rezultat important a fost ob�tinut de Parascovia S�arbu [93], care a determinat condi�tiile

necesare �si su�ciente pentru ca IP -buclele cu elasticitate universal�a s�a �e bucle Moufang

comutative.

Bucla ce satisface urm�atoarele dou�a identit�a�ti este IP -bucl�a : x−1·(x·y) = y �si (y·x)·x−1 =

y. �In orice IP -bucl�a are loc identitatea: (x · y)−1 = y−1 · x−1.

Eviden�tiem rezultatul ob�tinut de Victor Shcerbacov �si Vladimir Izba�s [59], care au de-

monstrat c�a quasigrupul cu una din identit�a�tile Moufang este bucl�a.

Un aport considerabil la dezvoltarea teoriei buclelor Moufang generalizate a fost adus de

Alexandru Basarab, care a activat ��n cadrul Universirt�a�tii de Stat din Tiraspol. Alexandru

Basarab a introdus no�tinea de bucl�a Moufang generalizat�a [41]. Pentru a men�tiona unele

rezultate ob�tinute de A. Basarab avem nevoie de urm�atoarele no�tiuni [45]:

Bucla Q(·) se numeste:

(a) G-bucl�a [22] dac�a �ecare bucl�a izotop�a cu Q(·) este izomorf�a cu ea;

(b) bucl�a Moufang generalizat�a [43] dac�a se ��ndepline�ste una dintre urm�atoarele identit�a�ti:

x · (yz · x) = I(I−1y · I−1x) · zx,

(x · yz) · x = I−1(Ix · Iz),

unde Ix = x−1 �si I−1x =−1 x

(c) bucl�a Osborn [42] ��n cazul ��n care este valabila identitatea

xy · (Θxz · x) = (x · yz) · x,
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unde Θx este o substitu�tie intern�a care depinde de x;

(d) K-bucl�a [44] dac�a se ��ndeplinesc urm�atoarele identit�a�ti:

(x · yIx) · xz = x · yz, (y · x) · ((I−1xz) · x) = yz · x;

(e) V D-bucl�a dac�a au loc egalit�a�tile

(·)x = (·)L
−1
x Rx

x , x(·) = (·)R
−1
x Lx(2),

care sunt valabile pentru orice x ∈ Q, unde

(·)x = (·)(Lx,1,Lx), x(·) = (·)(1,Rx,Rx).

Orice K-bucla (orice V D-bucl�a) este G-bucl�a.

Teorema 1.13. Bucla Moufang generalizat�a Q(·) este K-bucl�a dac�a �si numai dac�a x2 ∈ N

pentru to�ti x ∈ Q, unde N este nucleul buclei Moufang generalizate (Q, ·).

Teorema 1.14. Bucla Moufang generalizat�a Q(·) este V D-bucl�a, dac�a x4 ∈ N pentru orice

x ∈ Q, unde N este nucleul buclei Moufang generalizate (Q, ·).

Teorema 1.15. Orice V D-bucl�a este Osborn-bucl�a.

Unele din rezultatele impotrante ob�tinute de Aliona Gurdi�s sunt a fost propus un criteriu

ca bucla Moufang comutativ�a s�a satisfac�a diferite condi�tii: de �nitudine, de minimalitate

pentru subbucle, de maximalitate pentru subbucle; de rang �nit; pentru CH-quasigrupuri a

fost stabilit�a echivalen�ta diferitor condi�tii de �nitudine [94].

Bucla Q se nume�ste A-bucl�a dac�a orice substitu�tie intern�a a ei este automor�sm.

Din rezultatele lui Alexandru Covalschi putem men�tiona: subbuclele oric�arei A-bucle

nilpotente �si �nit generate veri�c�a condi�tia maximalit�a�tii; orice A-bucl�a nilpotent�a �si �-

nit generate este rezidual �nit�a; identit�a�tile oric�arei A-bucle nilpotente au baz�a �nit�a; este

resolubil�a problema egalit�a�tii a dou�a cuvinte ��n A-bucla nilpotent�a �si �nit generate; quasii-

dentit�a�tile A-buclei nilpotente �nit generate au baz�a �nit�a dac�a �si numai dac�a ea este un

grup abelian �nit [95].

N. S. Chernikov��n articolul [96], publicat ��n anul 2014, determin�a o clas�a vast�a de grupuri

nonabelene care satisfac condi�tia de minimalitate pentru subgrupuri nonabeliene �si nonnor-

male, �si care sunt grupuri nonabeliene Chernikov ��n acela�si timp sunt resolubile nonabeliene

cu subgrupuri normale nonabeliene.
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Conexiunea dintre buclele Moufang comutative �si algebrele alternative a fost studiat�a de

c�atre Alexander N. Grishkov �si Ivan P. Shestacov ��n lucrarea [97] publicat�a ��n revista �Jornal

of Algebra� ��n 2011, ��n care au reu�sit s�a descrie bazele buclei Moufang comutative libere cu

�sapte generatori �si au calculat ordinul acestei bucle.

Alexander N. Grishkov �si Andrei V. Zavarnitsine public�a ��n 2009 lucrarea �Sylow's te-

orem for Moufang loops� ��n �Jornal of Algebra� [98]. Autorii au demonstrat pentru bucle

Moufang comutative �nite, prima teorema Sylow, g�asind criteriilie de existen�t�a a subbucle-

lor p-Sylow. De asemenea a fost g�asit ordinul maximal al p-buclelor ��n bucla Moufang care

posed�a subbucle p-Sylow.

Comutantul unei bucle reprezint�a mul�timea tuturor elementelor care comut�a cu toate

elementele din bucl�a. Comutantul buclei Moufang este o subbucl�a. R�am�ane deschis�a pro-

blema clasi�c�arii buclelor Moufang pentru care comutantul este normal. S. Doro [99] a

formulat urm�atoarea ��ntrebare: ��n ce condi�tii bucla Moufang are comutant normal? �In 2012

Stephen M. Gagola, ��n lucrarea [100], demonstreaz�a c�a comutantul oric�arei bucle Moufang

este ��ntodeauna subbucl�a normal�a. G�abor P. Nagy �si Petr Vojt�echovsk�y ��n lucrarea [101]

publicat�a ��n 2017 clasi�c�a buclele Moufang de ordinul 64 �si ordinul 81. Autorii demonstreaz�a

c�a suplimentar la cele 267 de grupuri de ordinul 64, exist�a 4262 de bucle Moufang nonasoci-

ative de ordinul 64. �Si suplimentar la cele 15 grupuri de ordinul 84 exist�a 5 bucle Moufang

nonasociative, dou�a dintre care sunt comutative. Mai t�arziu, Vojt�echovsk�y mai examineaz�a

��n lucrarea [101] rela�tia dintre buclele Moufang �si grupul substitu�tiilor interne. �In 2016

��n articolul [102] se examineaz�a trialiatatea grupurilor multiplicative universale ale buclei

Moufang. Alexander N. Grishkov , P. Plaumann, M. Rasskazova �si L. Sabinina studiaz�a

propriet�a�tile semi-automor�smelor buclei Moufang, automor�sme libere ��n lucrarea [103],

publicat�a ��n �Mathematical Notes� ��n 2015.

1.4 Concluzii la capitolul 1

Cercet�arile ��n domeniul teoriei buclelor Moufang au fost ini�tiate ��n anii 30 ai secolu-

lui XIX-lea. Metodele elaborate �si rezultatele ob�tinute ��n acest domeniu de mare interes

�stiin�ti�c, sunt cu succes implementate nu numai ��n algebra abstract�a, dar �si ��n �zica teore-

tic�a �si aplicativ�a, criptogra�e, sisteme informa�tionale, etc.

Putem constata c�a cercet�arile descriu ��n mare m�asur�a c�at de �aproape� sunt buclele

Moufang comutative de grupuri. La cercetarea quasigrupurilor apar ��n eviden�t�a urm�atoarele
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structuri:

� grupul multiplicativ;

� grupul automor�smelor;

� semigrupul endomor�smelor;

� semigrupul matricelor peste c�ampuri, etc.

�In cercet�arile predecesorilor nu au fost stabilite profund conexiunile buclelor Moufang

comutative cu aceste structuri algebrice. Prin urmare este actual�a urm�atoarea problem�a.

Problema de cercetare. Rezid�a ��n descrierea propriet�a�tilor buclelor Moufang comu-

tative care contribuie la identi�carea conexiunii lor cu grupul multiplicativ �si cu grupul de

automor�sme ��n vederea determin�arii structurii buclelor Moufang comutative cu condi�tii de

�nitudine.

Pentru solu�tionarea problemei de cercetare este necesar s�a realiz�am urm�atoarele obiec-

tive:

- De determinat condi�tiile ��n care bucla Moufang comutativ�a este central nilpotent�a n dac�a

grupul F (1) este nilpotent de clasa n− 1.

- De descris grupul de automor�sme F (1) al buclei Moufang comutative ce se aproximeaz�a

cu bucle Moufang central nilpotente.

- De determinat grupul de automor�sme al buclei Moufang comutative cu condi�tia de mini-

malitate.

- De determinat structura buclelor Moufang comutative ce admit descompunere��n �sir central

inferior.

- De determinat structura buclelor Moufang comutative metahamiltoniene.

Metodologia cercet�arii �stiin�ti�ce. Construc�tiile �si metodele �stiin�ti�ce se bazeaz�a pe

teoria general�a a quasigrupurilor �si teoria grupurilor.
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2. GRUPUL AUTOMORFISMELOR BUCLELOR MOUFANG

COMUTATIVE

2.1 Construc�tia grupul automor�smelor buclelor Moufang comutative

Una din cele mai cercetate clase ale buclelor neasociative este clasa buclelor Moufang

comutative. �In paragraful dat se cerceteaz�a construc�tia grupului automor�smelor AutQ

pentru astfel de bucle Q. Fie A(Q) subbucla asociatorilor a buclei Q �si �e F (1) mul�timea

tuturor automor�smelor din AutQ care induc aplica�tia identic�a pe bucla-factor Q/A(Q).

Se demonstreaz�a c�a grupul AutQ este o extindere a grupului F (1) prin intermediul grupu-

lui automor�smelor grupului abelian Q/A(Q). Se cerceteaz�a construc�tia grupului F (1) cu

condi�tia c�a bucla Q este central nilpotent�a sau ZA-bucla, sau �nit generat�a. Men�tion�am

faptul c�a grupul atomor�smelor al buclei Moufang comutative se cerceteaz�a ��n lucrarea [48],

iar ��n lucr�arile [21] �si [49] este examinat grupul substitu�tilor interne pentru astfel de bucle,

care este subgrupul grupului automor�smelor.

�In orice bucl�a Moufang comutativ�a arbitrar�a sunt adev�arate identit�a�tile

L(x, y)z = z(z, y, x) (2.1)

(x, y, z) = (y−1, x, z) = (y, x, z)−1 = (y, z, x) (2.2)

(x, y, z)3 = 1 (2.3)

(xy, u, v) = (x, u, v)((x, u, v), x, y) · (y, u, v)((y, u, v), y, x) (2.4)

�Sir central a buclei se nume�ste �sirul ordonat dup�a incluziune

Z0 ⊂ Z1 ⊂ Z2 ⊂ . . . ⊂ Zα ⊂ . . . ⊂ Zγ = Q (2.5)

de subbucle normale a buclei Q care satisfac condi�tiilor:

(1) Zα = Σβ<αZβ pentru num�arul limit�a de ordine α,

(2) Bucla-factor Zα+1/Zα, factorul �sirului (2.5), pentru orice α se con�tine ��n centrul buclei-

factor Q/Zα.

�Sirul central cresc�ator (2.5) al buclei Q se nume�ste �sir central superior dac�a factorul s�au

Zα+1/Zα coincide cu centrul buclei factor Q/Zα, pentru orice α .

Bucla Moufang comutativ�a care posed�a �sir central superior se nume�ste ZA-bucl�a. Dac�a

�sirul central superior al ZA-buclei este �nit, atunci ea se nume�ste central nilpotent�a, iar

num�arul de factori cu astfel de �siruri se nume�ste clas�a de central nilpoten�t�a.
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Pentru bucla Moufang comutativ�a Q not�am A1(Q) = A(Q) �si prin induc�tie de�nim

An+1(Q) c�a subbucla generat�a de to�ti asociatorii (u, x, y) unde u ∈ An(Q) �si x, y ∈ Q. �Sirul

de subbucle normale

Q = A0(Q) ⊃ A1(Q) ⊃ A2(Q) ⊃ . . . ⊃ Ai(Q) ⊃ . . . (2.6)

se nume�ste �sir cenrtal inferior al buclei Moufang comutative Q.

Bucla Moufang comutativ�a Q se nume�ste central nilpotent�a de clas�a n dac�a �sirurile central

superior �si inferior au structura:

Z0 ⊂ Z1 ⊂ Z2 ⊂ . . . ⊂ Zα ⊂ . . . ⊂ Zγ = Q

Q = A0(Q) ⊃ A1(Q) ⊂ A2(Q) ⊃ . . . ⊃ An(Q) = 1
(2.7)

Un rezultat important ��n teoria buclelor Moufang comutative este teorema Bruck-

Slaby. �In lucr�arile [34], [35], [36] sunt construite exemple de bucle Moufang comutative cu

n generatori, care sunt central nilpotente de clasa n− 1. De aceea este adev�arat�a

Lema 2.1. [35] Bucla Moufang comutativ�a liber�a cu n generatori liberi este central nilpotent�a

de clasa n− 1.

Fie Q o bucl�a Moufang comutativ�a cu �sir central inferior (2.6). Prin AutQ not�am grupul

automor�smelor buclei Moufang comutative Q, iar prin F (k), k = 1, 2, . . ., mul�timea tuturor

automor�smelor AutQ din Q care induc aplica�tia identic�a pe Q/Ak(Q). Grupul F (k) este

subgrup normal al grupului AutQ. Are loc urm�atoarea a�rma�tie

Lema 2.2. [48] Pentru m = 1, 2, . . . �si pentru orice num�ar nenegativ k elementele grupului

F (k) induc aplica�tia identic�a pe Am(Q)/Am+k(Q).

Not�am prin F (1) = F0 ⊇ F1 ⊇ . . . ⊇ Fi ⊇ . . . �sirul central inferior al subgrupului F (1)

al grupului AutQ. Are loc

Lema 2.3. Pentru orice num�ar nenegativ i este adev�arat�a incluziunea Fi ⊆ F (i+ 1). Dac�a

ϕ ∈ F (i), atunci ϕ3 ∈ F (2i). Mai mult ca at�at, pentru ϕ ∈ F (i), ϕf(i) ∈ F (g(i)), unde

f(i) = 3i, g(i) = 2i.

Demonstra�tie. Avem F0 = F (1). Presupunem c�a Fi−1 ⊆ Fi. �In [48] se demonstreaz�a

c�a pentru orice numere ��ntregi nenegative k �si m este adev�arat�a rela�tia (F (m), F (k)) ⊆

F (m+ k), unde (F (m), F (k)) este subgrupul, generat de to�ti comutatorii (u, v), u ∈ F (m),

v ∈ F (k). Atunci

Fi = (Fi−1, F0) = (Fi−1, F1) ⊆ (F (i), F (1)) ⊆ F (i+ 1).
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Prin urmare, Fi ⊆ F (i+ 1) pentru orice num�ar nenegativ i.

Fie acum ϕ ∈ F (i), x ∈ Q. Conform de�ni�tiei subgrupului F (i) avem ϕx = xy, unde

y ∈ Ai(Q). �In conformitate cu Lema 2.2 avem

ϕy = y(modA2i(Q)).

Bucla Moufang comutativ�a este diasociativ�a, atunci

ϕ2x = ϕ(xy) = ϕx · ϕy = (yx · y)(modA2i(Q)) = (xy2)(modA2i(Q)).

�In mod analog ϕ3x = (xy3)(modA2i(Q)). Dar y ∈ Ai(Q) �si i > 0, atunci conform rela�tiei

(2.3) avem y3 = 1. Atunci ϕ3 ∈ F (2i).

Vom ar�ata c�a din ϕ ∈ F (1) rezult�a ϕf(t) ∈ F (g(i)) pentru orice num�ar ��ntreg i ≥ 1.

�Intr-adev�ar, pentru i = 1 a�rma�tia este demonstrat�a mai sus. Fie ϕf(i−1) ∈ F (g(i − 1)).

Atunci

ϕf(i) = (ϕf(i−1))3 ∈ F (g(i− 1) · 2) = F (g(i)).

Lema este demonstrat�a.

Corolarul 2.1. [48] Fie Q bucla Moufang comutativ�a central nilpotent�a de clasa n �si �e F (1)

subgrupul grupului automor�smelor ei. Atunci F (1) va � grup nilpotent de clas�a nu mai mare

de c�at n− 1 �si generatori de ordinul multiplul care devide 3r, unde r = min{r|2r ≥ n}, �si ��n

consecin�t�a va � grup local �nit.

Corolarul 2.2. Dac�a Q este o bucl�a Moufang comutativ�a �nit generat�a, atunci subgrupul

F (1) al grupului Aut(Q) este 3-grup �nit.

Demonstra�tie. Din de�ni�tia grupului F (1) rezult�a c�a dac�a α ∈ F (1) atunci α induce

aplica�tia identic�a pe Q/A(Q). Not�am X = {x1, x2, . . . xn}. Pentru orice α ∈ F (1) �si i ≤ n

exist�a un unic element h(i,α) ∈ A(Q) pentru care αxi = xihi,α. Perechile {(xi, hi,α) : i ≤ n}

determin�a ��n mod univoc automor�smul α. Totalitatea acestor mul�timi de perechi este

mai mare dec�at num�arul |A(Q)|n, unde num�arul |A(Q)|n este egal cu totalitatea aplica�tiilor

X → A(Q). Deci |F (1)| ≤ |A(Q)|n. Prin urmare grupul F (1) este �nit.

Conform Lemei 2.1 bucla Moufang comutativ�a este central nilpotent�a. Atunci din Coro-

larul 2.1 rezult�a c�a F (1) este 3-grup �nit. Corolar demonstrat.

Bucla Q se aproximeaz�a cu bucle cu proprietatea α sau este aproximabil�a cu proprietatea

α, dac�a pentru orice element a din Q exist�a o subbucl�a normal�a H a buclei Q astfel ��nc�at

a /∈ H �si Q/H satisface proprietatea α.
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Bucla Moufang comutativ�a central nilpotent aproximabil�a se caracterizeaz�a prin produsul

cartezian de bucle central nilpotente. Orice bucl�a central nilpotent aproximabil�a este o

subbucl�a a unui produs cartezian de bucle nilpotente. Folosind Lema 2.1 ne convingem c�a

bucla Moufang comutativ�a liber�a se aproximeaz�a cu bucle central nilpotente. �In lucrarea [50]

se prezint�a exemple de bucle Moufang comutative la care lungimea �sirului central inferior

este egal�a cu un num�ar de ordine dat. De unde rezult�a c�a clasa de bucle Moufang comutative

central nilpotent aproximabile nu este inchis�a ��n raport cu imaginile epimorfe.

Lema 2.4. [50] Dac�a bucla Moufang comutativ�a Q se aproximeaz�a cu bucle Moufang comu-

tative central nilpotente, atunci subgrupul F (1) al grupului automor�smelor AutQ se apro-

ximeaz�a cu grupuri nilpotente.

Fie L este o subbucl�a Moufang comutativ�a arbitrar�a cu grupul automor�smelor AutL.

Prin J(L) not�am mul�timea tuturor automor�smelor din AutL care ac�tioneaz�a identic pe

L/A(L). Are loc

Lema 2.5. Fie Q o bucl�a Moufang comutativ�a cu grupul automor�smelor AutQ �si J(L) =

F (1), F , Zi = Zi(Q). Atunci J(Q/Zi) ∼= J/Zi(J).

Demonstra�tie. Expresia J(Q/Zi) ∼= J/Zi(J) are forma extins�a F1(Q)/Zi(Q) ∼=

(F1(Q)/Zi)(F1(Q)). Avem J(Q/Z) ∼= J/R, unde Z = Z1, R = {ϕ ∈ J |ϕx · Z = xZ ∀x ∈

Q}. Fie ϕ ∈ R pentru x, y, v ∈ Q. Atunci ϕu = uz1, ϕv = vz2, unde z1, z2 ∈ Z. Consider�and

(2.1) �si (2.4) avem

ϕL(u, v)x = ϕ(x(x, v, u))

= ϕx(ϕx, ϕv, ϕu)

= ϕx(ϕx, vz2, u1)

= ϕx(ϕx, v, u)

= L(u, v)ϕx,

adic�a ϕL(u, v) = L(u, v)ϕ pentru orice u, v ∈ Q. Aceasta ��nseamn�a c�a ϕ ∈ Z(J), dar atunci

R ⊆ Z(J).
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Reciproc �e ϕ ∈ Z(J). Conform rela�tiei (2.1) pentru orice x, y, z ∈ Q avem

ϕx(ϕx, y, z) = L(z, y)ϕx

= ϕL(z, y)x

= ϕ(x(x, y, x))

= ϕx · ϕ(x, y, z),

adic�a

(ϕx, y, z) = ϕ(x, y, z) (2.8)

Din rela�tiile (2.8) �si (2.2) ob�tinem

ϕ(x, y, z) = (ϕx, ϕy, ϕz) = ϕ3(x, y, z),

(x, y, z) = ϕ2(x, y, z).

Rezult�a c�a automor�smul ϕ2 ac�tioneaz�a identic pe A(Q).

Fie H o subbucl�a �nit generat�a a buclei Moufang comutative Q. Not�am prin ϕ restric�tia

automor�smului ϕ pe A(H). Fie ϕ2 ac�tioneaz�a identic pe A(H). �In conformitate cu Teorema

Bruck-Slaby subbucla H este central nilpotent�a, de aceea ��n conformitate cu Corolarul 2.1

automor�smul ϕ are ordin de puterea lui 3. Atunci ϕ ac�tioneaz�a identic pe A(H). Deoarece

H este o subbucl�a arbitrar�a �nit generat�a a buclei Q, atunci �si automor�smul ϕ ac�tioneaz�a

identic pe A(Q). Rezult�a din (2.8) c�a

(ϕx, y, z) = (x, y, z) (2.9)

Fix�am elementul x �si de�nim elementul a : ϕx = xa. Din (2.9) �si (2.4) ob�tinem

(x, y, z) = (xa, y, z)

= (x, y, z)((x, y, z), x, a) · (a, y, z)((a, y, z), a, x).

Atunci pentru orice y, z ∈ Q avem

(a, y, z) = ((x, y, z), x, a)−1((a, y, z), a, x)−1. (2.10)

Din (2.10) c�and y = x, z = w ob�tinem (a, x, w) = 1 pentru orice w ∈ Q. �In particular, ambii

factori ai p�ar�tii drepte a egalit�a�tii (2.10) sunt egali cu unitatea. De aceia a ∈ Q, �si atunci
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ϕx · z = xz pentru orice x ∈ Q, deci Z(J) ⊆ R. Deci, rezult�a c�a R = Z(J). Presupunem c�a

a�rma�tia Lemei este adev�arat�a pentru un i. Atunci prin induc�tie

J(Q/Zi+1) ∼= J((Q/Zi)/(Zi+1/Zi))

= J((Q/Zi)/Z(Q/Zi))

∼= J(Q/Zi)/Z(Q/Zi)

∼= (J/Zi(J))/Z(J/Zi(J))

∼= (J/Zi(J))/Zi+1(J)/Zi(J)

∼= J/Zi+1(J).

Lema este demonstrat�a.

Fie acum Q este o bucl�a Moufang comutativ�a cu centrul Z(Q) �si grupul substitu�tiilor

interne I(Q), �si Z(I) este centrul grupului I(Q). �In lucrarea [21] s-a demonstrat, I(Q/Z) ∼=

I/Z(I). Atunci din aceasta, de�ni�tiile ZA-buclei �si buclei central nilpotente, aplic�and

induc�tia ob�tinem a�rma�tia

Teorema 2.1. Pentru bucla Moufang comutativ�a Q �si grupul de automor�sme F (1)

urm�atoarele condi�tii sunt echivalente:

1. Bucla Q este central nilpotent�a de clasa n;

2. Grupul F (1) este nilpotent de clasa n− 1;

3. Grupul substitu�tilor interne I(Q) este nilpotent de clasa n− 1.

Implica�tiile 1→ 3→ 1 au fost demonstrate ��n lucrarea [21]. Induc�tia poate � aplicat�a �si

pentru un �sir central superior de orice lungime �nit�a sau in�nit�a. �In acest caz ob�tinem

Propozi�tia 2.1. Pentru bucla Moufang comutativ�a Q urm�atoarele condi�tii sunt echivalente:

1. Bucla Q este ZA-bucl�a;

2. Grupul F (1) este ZA-grup;

3. Grupul I(Q) este ZA-grup.
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2.2 Caracterizarea buclelor Moufang comutative cu condi�tii de �nitudine

prin grupul automor�smelor

Acum s�a cercet�am grupul automor�smelor buclei Moufang comutative cu centrul trivial,

care conform lucr�arii [50] esen�tial se deosebe�ste de buclele central nilpotente. Consider�and

Lema 2.1 astfel de bucle nu pot s�a �e �nit generate. Exemple de astfel de bucle pot �

g�asite ��n lucrarea [21]. Din Lema 2.5 rezult�a c�a dac�a centrul buclei Moufang comutative Q

este trivial, atunci �si centrul subgrupului F (1) al grupului automor�smelor AutQ al buclei

Moufang comutative Q la fel este trivial. �In particular centrul grupului substitu�tilor interne

al buclei Moufang comutative Q la fel este trivial. Acum s�a ar�at�am c�a centrul Z(AutQ)

al grupului automorfsmelor AutQ al buclei Moufang comutative Q este format doar din

automor�sme ϕ, a�sa ��nc�at ϕ2 = 1. Evident automor�smul x→ x−1 pentru x ∈ Q, apar�tine

lui Z(AutQ). �Intr-adev�ar, �e ϕ ∈ Z(AutQ) �si ϕ2 6= 1. Rezult�a c�a exist�a un element a ∈ Q

a�sa ��nc�at ϕ2a 6= a. Dac�a x, y ∈ Q atunci conform (2.8) �si (2.2) ob�tinem

ϕ(a, x, y) = (ϕa, ϕx, ϕy) = ϕ(ϕ2a, x, y).

De unde, folosind (2.4) �si (2.2) ob�tinem (ϕ2a · a−1, x, y) = 1 pentru orice x, y ∈ Q. Ceea ce

��nseamn�a c�a 1 = ϕ2a ·a−1 ∈ Z(Q). Ob�tinem contradic�tie. �In consecin�t�a, centrul Z(AutQ) al

grupului AutQ al buclei Moufang comutative Q este format doar din automor�sme ϕ astfel

ϕ2 = 1.

Fie Q o bucl�a cu asociatorul A(Q), iar ϕ : Q→ Q un endomor�sm. Din ϕ(A(Q)) ⊆ A(Q)

rezult�a c�a ϕ(x(A(Q))) ⊆ ϕ(x)A(Q). Prin urmare, endomor�smul ϕ induce pe Q/A(Q) un

endomor�sm ψ : Q/A(Q) → Q/A(Q), unde ψ(xA(Q)) = ϕ(x)A(Q) pentru orice x ∈ Q.

Este evident c�a diagrama

Q Q

Q/A(Q) Q/A(Q)

g

ϕ

g

ψ

este comutativ�a, unde g : Q → Q/A(Q) este omomor�smul factor. Acum s�a demonstr�am

urm�atoarea a�rma�tie

Lema 2.6. Fie Q o bucl�a Moufang comutativ�a cu condi�tia c�a A(Q) 6= Q. Endomor�smul

buclei Q este automor�sm dac�a �si numai dac�a el induce automor�sm pe Q/A(Q).

41



Demonstra�tie. Fie ϕ : Q → Q un endomor�sm al buclei Moufang comutative Q �si ψ :

Q/A(Q)→ Q/A(Q) automor�smul indus de ϕ. Dac�a ϕ este automor�sm, atunci ϕ(A(Q)) =

A(Q) �si, prin urmare, ψ este reciproc biunivoc. Deci orice automor�sm induce automor�sm.

Fie ψ este automor�sm. �In acest caz ϕ(A(Q)) = A(Q) �si ϕ(Q) = Q. Prin urmare

Conform [25, Teorema 5A] ϕ este un automor�sm.

Corolarul 2.3. Fie H o subbucl�a normal�a a buclei Moufang comutative Q cu condi�tia

A(Q) 6= Q �si H ⊆ A(Q). Atunci pentru orice automor�sm ϕ al buclei factor Q/H exist�a un

automor�sm al buclei Q care induce ϕ.

Demonstra�tie. �Intr-adev�ar, exst�a un endomor�sm al buclei Q, care induce automor�smul

ϕ al buclei Q/H. Astfel, cum H ⊆ A(Q), atunci acest endomor�sm induce un automor�sm

pe Q/A(Q). Conform Lemei 2.6 acest endomor�sm este automor�sm.

Corolarul 2.4. Fie Q o bucl�a Moufang comutativ�a la care A(Q) 6= Q. Atunci grupul

automor�smelor AutQ al buclei Q este o extensie a grupului F (1) prin intermediul grupului

automor�smelor grupului de automor�sme ale grupului Q/A(Q).

Din Corolarele 2.1, 2.2, 2.4 �si Lema 2.4 ob�tinem:

Teorema 2.2. Fie c�a bucla Moufang comutativ�a Q se aproximeaz�a cu bucle Moufang co-

mutative central nilpotente. Atunci grupul de automor�sme este extensie a grupului F (1).

Dac�a bucla Q este central nilpotent�a de clasa n, atunci grupul F (1) este nilpotent de clasa

n−1 �si ordinul 3k, unde k = max{r|2r ≤ n}. �In particular, dac�a bucla Q este �nit generat�a,

atunci F (1) este 3-grup �nit.

Este bine cunoscut�a [80] (la fel [47])

Teorema A. I. Mal'cev: Grupul resolubil de automor�sme al grupului abelian �nit generat

este policiclic.

Pentru bucla Moufang comutativ�a este adevarat�a

Propozi�tia 2.2. Grupul resolubil al automor�smelor buclei Moufang comutative �nit gene-

rate este policiclic.

Demonstra�tie. Fie H partea periodic�a a buclei Moufang comutative Q. A�sa cum ��n bucla

Moufang comutativ�a substitu�tiile interne sunt automor�smele ei [21], rezult�a c�a H este

subbucl�a normal�a ��n Q. Conform ra�tionamentelor din [91] bucla Moufang comutativ�a Q
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satisface condi�tia de minimalitate pentru subbucle. Atunci H este �nit generat�a �si din

teorema Bruck-Slaby �si condi�tia de maximalitate rezult�a c�a ea este �nit�a.

S�a cercet�am automor�smul α : Φ → Aut(Q/H), ce pune ��n coresponden�t�a pentru orice

ϕ ∈ Φ un automor�sm ϕ̄ al buclei factor Q/H care induc ϕ, adic�a ϕ̄(aH) = ϕ(a)H. A�sa cum

Q/H este grup abelian �nit generat f�ar�a torsiune, atunci el se descompune ��n produs direct

de un num�ar �nit de grupuri ciclice. Atunci Aut(Q/H) este izomorf grupului matricelor de

numere ��ntregi cu determinantul ±1. Conform lucr�arilor [80], [90] orice grup resolubil de

matrice de numere ��ntregi este policiclic. De aceia Φ/Ψ este grupul policiclic de matrice al

numerelor ��ntregi, unde Ψ = kerα.

S�a demonstr�am �nitudinea lui Ψ. �Intr-adev�ar, dac�a a1, . . . , ak este sistemul care gene-

reaz�a bucla Moufang comutativ�a Q, atunci pentru orice ψ ∈ Ψ avem ψ(ai) = aihi, hi ∈ H.

Consider�and �nitudinea lui H are loc doar pentru un num�ar �nit de imagini posibile ale

generatorilor ai pentru aplica�tiile din Ψ, atunci �si Φ este policiclic.

2.3 Reprezentarea matriceal�a a grupului automor�smelor

�In caz general grupul automor�smelor algebrelor con�tine pu�tin�a informa�tie despre alge-

brele date, dar situa�tia se schimb�a dac�a algebrelor respective li se pun anumite restric�tii.

De exemplu, pentru grupuri abeliene astfel de restric�tii sunt examinate ��n [104]. �In para-

graful dat se cerceteaz�a grupurile automor�smelor unei clase mai largi ca grupurile abeliene,

�si anume pentru clasa buclelor Moufang comutative. Se cerceteaz�a grupul automor�sme-

lor buclei Moufang comutative periodice �si bucla Moufang comutativ�a ce satisface codi�tia de

minimalitate pentru subbucle. �In continuare expresia �pentru subbucle� vom omite-o par�tial.

�In continuare prin < M > vom nota subbucla buclei Q generat�a de mul�timea M ⊆ Q.

Subbucla < M > coincide cu intersec�tia tuturor subbuclelor care con�tin mul�timea M .

Lema 2.7. [47] Pentru bucla Moufang comutativ�a Q arbitrar�a cu grup multiplicativ M,

grupul substitu�tiilor interne I(Q), comutatorul M′ grupului M �si grupul factor M/Z(M) a

grupului M dup�a centrul s�au Z(M), sunt 3-grupuri local �nite.

Lema 2.8. [21] Pentru o bucl�a comutativ�a Moufang Q arbitrar�a subbucla asociatoare Q′ �si

factor-bucla Q/Z(Q) sunt 3-bucle local �nite.

Lema 2.9. [21] Bucla comutativ�a Moufang periodic�a este local �nit�a.
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Fie Q o bucl�a Moufang comutativ�a. Atunci se determin�a p-subbuclele maximale Qp:

Qp = {x ∈ Q|xpi = 1, i = 0, 1, 2, . . .}, p num�ar prim. Fiecare Qp, p 6= 3, este un grup ciclic

sau quasiciclic (un grup care nu este ciclic �si ��n care orice subgrup �nit generat este grup

ciclic). Pentru o bucl�a Moufang comutativ�a Q cu condi�tia minimalit�a�tii pentru subbucle �si

p = 3 avem c�a Q3 satisface una din urm�atoarele trei condi�tii:

- este o subbucl�a �nit�a;

- este produsul grupului ciclic C3n cu o bucl�a �nit�a F cu elemente de perioada 3k, k =

0, 1, 2, . . .;

- este produsul grupului quasiciclic C3∞ cu o bucl�a �nit�a F cu elemente de perioada 3k,

k = 0, 1, 2, . . ..

Propozi�tia 2.3. Fie Q o bucl�a Moufang comutativ�a cu condi�tia minimalit�a�tii pentru sub-

bucle. Atunci exist�a o subucl�a �nit�a H pentru care Q = Z(Q) ·H = H · Z(Q).

Demonstra�tie. Subbucla Z(Q) este un subgrup abelian comutativ normal ��n Q �si x3 ∈

Z(Q) pentru orice x ∈ Q [21]. Examin�am omomor�smul natural ψ : Q → Q/Z(Q) = L.

Demontr�am c�a L este o bucl�a �nit�a. �In primul r�and men�tion�am c�a x3 = 1 pentru orice

x ∈ L. Imaginea omomorf�a a buclei cu condi�tia de minimalitate pentru subbucle este bucla

cu condi�tia de minimalitate pentru subbucle. Deci L este o bucla cu condi�tia de minimalitate

pentru subbucle. Conform ([21], Teorema 11.3) bucla L este local �nit�a.

Admitem c�a bucla L este in�nit�a. Atunci putem construi un �sir in�nit

{a1, a2, . . . , an, . . .}

de elemente din L cu proprit�a�tile:

- subbucla Ln generat�a de primile n elemente {a1, a2, . . . , an} este �nit�a;

- elemental an+1 nu se con�tine ��n Ln pentru orice n.

Fie Mk subbucla buclei L generat�a de submul�timea {ai : i = 2kn, n = 1, 2, . . .}. Ob�tinem

un s�ir monoton descresc�ator M1,M2, . . . ,Mk, . . . de subbucle in�nite diferite. Contrazicere

cu condi�tia de minimalitate pentru subbucle. Am stabilit c�a L este o subucl�a �nit�a. Atunci

��n Q exist�a o submul�time �nit�a M pentru care ψM = L. Deoarece bucla Q este local �nit�a

mul�timea M genereaz�a o subbucl�a �nit�a H. Vom avea ψH = L. Astfel putem constata c�a

Q = Z(Q) ·H = H · Z(Q).

Fix�am bucla Q cu centrul Z(Q). Subbucla H se nume�ste cocentric�a dac�a H ·Z(Q) = Q.

Este evident c�a pentru orice bucl�a neasociativ�a totalitatea subbuclelor cocentrice CZ(Q)
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este nevid�a. �In primul r�and observ�am c�a < Q \ Z(Q) >∈ CZ(Q) este cocentrul maximal.

Pentru a construi subbucle cocentrice folosim omomor�smul ψ : G −→ G/Z(G) = L. Fie

M ⊂ Q \ Z(Q), aplica�tia ψ|M : M −→ ψ(M) este bijectiv�a �si mul�timea ψ(M) genereaz�a

bucla L. Atunci < M \ Z(Q) > = < M >, < M >∈ CZ(Q) �si < M > va � un cocentru

�minimal�.

�In baza rezultatelor la Bruck [21] ob�tinem urm�atoarele propriet�a�ti ale buclelor cocentrice:

Proprietatea 1. Dac�a a ∈ H =< H \ Z(Q) >, H ∈ CZ(Z) �si ord(a) < ∞, atunci

ord(a) = 3k pentru un k ∈ {0, 1, 2, . . .}.

Proprietatea 2. Dac�a Q este bucl�a periodic�a cu condi�tia de minimalitate pentru sub-

bucle, atunci CZ(Q) contine bucle �nite.

Proprietatea 3. Pentru bucla periodic�a Q avem c�a H∩Z(Q) ⊆ Q3 pentru orice subbucl�a

�nit�a H ∈ CZ(Q) si < H \ CZ(Q) >= H.

Ob�tinem c�a Z(Q, 3) = Z(Q)∩ < Q \ Z(Q > este 3-centru buclei Q.

Vom spune c�a bucla Q este central simpl�a dac�a exist�a o subbucl�a cocentric�a D �si o

subbucl�din H ⊂ Z(Q) pentru care D∩C(Z) este o subbuc�a �nit�a, D∩H = {1} �si D ·H = Q.

Recent V. Ursu [106]a construit un exemplu de bucl�a Moufang comutativ�a cu condi�tia

minimalit�a�tii pentru subbucle care nu este central simpl�a �si care are subbucle cocentrice

�nite.

Dac�a subbucla Q3 este �nit�a, atunci bucla Q este central simpl�a.

Subbucla D a buclei Q se nume�ste subbucl�a cocentric�a simpl�a dac�a D ∈ CZ(Q) �si

D ∩ Z(Q) = {1},

Proprietatea 4. Dac�a D ∈ CZ(Q) este o subbucl�a cocentric�a simpl�a, atunci bucla Q

este central simpl�a.

Proprietatea 5. Pentru o subbucl�a concentric�a simpl�a D a buclei Moufang comutative

Q vom avea (x, y, z) = x3 = 1 pentru orice x, y, z ∈ D.

Prin urmare, u�sor se construiesc subbucle care nu con�tin subbucle cocentrice simple.

A.G. Kurosh [105], [86] a determinat structura grupurilor abeliene cu condi�tia de mi-

nimalitate pentru subgrupuri: grupul abelian G este cu condi�tia de minimalitate pentru

subgrupuri dac�a �si numai dac�a G este produsul unui num�ar �nit de grupuri quasiciclice Cp∞

�si un num�ar �nit de grupuri ciclice. Putem scrie

G =
∏
p∈S

Cp∞ ×
∏
p∈T

Cpn ,

45



unde S �si T sunt dou�a mul�timi �nite de numere prime cu intersec�tie vid�a: S ∩ T = ∅.

Acest rezultat joac�a un rol important ��n teoria buclelor Moufang comutative. Centrul Z(Q)

este un grup abelian. Deci ��n cazul c�and Q este o bucl�a Moufang comutativ�a cu condi�tia

minimalit�a�tii vom avea

Z(Q) =
∏
p∈S

Cp∞ ×
∏
p∈T

Cpn(p) ,

unde S �si T sunt dou�a mul�timi �nite de numere prime cu intersec�tie vid�a: S ∩ T = ∅.

Corolarul 2.5. Dac�a Q este bucl�a Moufang comutativ�a central simpl�a cu condi�tia de mini-

malitate, atunci Q se descompune

Q =
∏
p∈S

Cp∞ ×
∏
p∈T

Cpn(p) ×H,

unde H este o bucl�a Moufang comutativ�a �nit�a �si S, T sunt dou�a mul�timi �nite de numere

prime cu intersec�tie vid�a: S ∩ T = ∅.

Corolarul 2.6. Dac�a Q este bucl�a Moufang comutativ�a cu condi�tia de minimalitate, atunci

Q se descompune

Q =
∏
p∈S

Cp∞ ×Q3 ×H,

unde H este un grup comutativ �nit �si S este o mul�timi �nit�a de numere prime.

Lema 2.10. [47], [52] Orice bucl�a comutativ�a Moufang Q periodic�a poate � extins�a ��n produs

direct de p-subbuclele maximale Qp, ��nc�at pentru p 6= 3, Qp apar�tine centrului Z(Q), iar

grupul s�au multiplicativ M se descompune ��n produs direct de p-subgrupuri maximale Mp
∼=

M(Qp) �si pentru p 6= 3 Mp apar�tine centrului Z(M) al grupului M.

S�a aplic�am Lema 2.10 asupra grupului automor�smelor buclei Moufang comutative �si

asupra grupului s�au multiplicativ. Ini�tial vom face unele observa�tii generale.

Dac�a B este subbucl�a caracteristic�a a buclei Moufang comutative Q �si α ∈ AutQ, atunci

restric�tia α pe B este automor�smul buclei Moufang comutative B �si aB → αa · B este

automor�smul buclei Moufang comutative Q/B.

Dac�a bucla Moufang comutativ�a Q se descompune ��n produs direct Q = A × B, atunci

grupul AutA poate � cercetat ca subgrup al grupului AutQ: identi�c�am AutA cu mul�timea

tuturor α ∈ AutQ pentru care αB = B. Aceast�a identi�care depinde de alegerea factorului

B.
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FieQ =
∏

i∈I Qi un produs direct. Atunci AutQi este subgrup al grupului AutQ, aplic�and

identi�carea anterioar�a. Produsul direct
∏

i∈I AutQi este un subgrup al grupului AutQ.

Observ�am c�a subgrupul
∏

i∈I AutQi este format din toate automor�smele α ∈ AutQ care

aplic�a �ecare subbucl�a Qi pe ea ��ns�a�si.

Subbucla B a buclei Q se nume�ste subbucl�a caracteristic�a dac�a B este invariant�a fa�t�a de

toate automor�smele buclei Q.

Subbucla B a buclei Q se nume�ste complet caracteristic�a, dac�a ϕ(B) ⊆ B pentru orice

endomor�sm ϕ al buclei Q.

Dac�a Q este o subbucl�a Moufang comutativ�a �si �ecare Qi este o subbucl�a complet ca-

racteristic�a a buclei Q, atunci AutQ =
∏

i∈IAutQi, unde prin
∏

not�am simbolul produsului

cartezian.

Fie acum Q o bucl�a comutativ�a Moufang periodic�a cu grupul multiplicativ M. Fiecare p-

subbucl�a maximal�a Qp (respectiv p-subgrup Mp) este subbucl�a (respectiv subgrup) complet

caracteristic�a a buclei Moufang comutative Q (respectiv M). Atunci din Lema 2.10 rezult�a

Propozi�tia 2.4. Fie Q o bucl�a comutativ�a Moufang periodic�a neasociativ�a cu grupul multi-

plicativ M. Qp sunt p-subbucle ale buclei Q �si Mp sunt p-subgrupuri maximale ale grupului

M, p ∈ P . Atunci

AutQ =
∏

p∈P
AutQp

�si respectiv

AutM =
∏

p∈P
Mp

pentru p 6= 3, Qp �si Mp sunt grupuri abeliene.

Acum s�a extindem propozi�tia 2.4 ��n cazul c�and bucla Moufang comutativ�a Q satisface

condi�tia de minimalitate. Astfel de bucle Moufang comutative sunt studiate��n [51], [52], [53].

�In particular, este adev�arat�a urm�atoarea lem�a pentru care echivalen�ta condi�tiilor 1), 2) este

demonstrat�a ��n [51], [53], iar ale condi�tiilor 1), 4) ��n [52]. Iar datorit�a observa�tiei formulate

de V. Ursu ��n lucrarea [106] am rev�azut formularea �si demonstra�tiile lemei ce urmeaz�a �si

toate a�rma�tiile care folosesc lema ��n demonstra�tie.

Lema 2.11. Pentru bucla Moufang comutativ�a central simpl�a Q cu grupul multiplicativ M,

urm�atoarele condi�tii sunt echivalente:

1) Bucla Q satisface condi�tia de minimalitate pentru subbucle;
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2) Bucla Q poate � descompus�a ��n produs de un num�ar �nit de grupuri quasiciclice D =∏
p∈S Cp∞ din centrul Z(Q) al buclei Q �si o bucl�a Moufang comutativ�a �nit�a H;

3) Bucla Q poate � descompus�a ��n produs direct de un num�ar �nit de grupuri quasiciclice∏
p∈S Cp∞ �si Q3, Q =

∏
p∈S Cp∞ × Q3, unde S este o mul�time de numere prime diferit

de 3, iar Q3 este �nit�a sau Q3 = Cp∞ · F , F o subbucl�a �nit�a;

4) Grupul multiplicativ M poate � descompus ��n produs direct de un num�ar �nit de grupuri

D =
∏

p∈S Cp∞ din centrul Z(M) al grupului M �si un grup �nit G.

Demonstra�tie. Subbucla Z(Q) se descompune ��n produs direct de componente Z(p). Con-

form Propozi�tiei 2.3 exist�a o mul�time �nit�a M ⊂ Q \ Z(Q) ��nc�at (M ∩ {a})Z(Q) = Q.

Fiecare element a ∈ M va avea ordinul 3k. Admitem contrariul. Fie n num�arul natural

pentru care an = 1 �si n = 3k · m, unde numerele (m, 3) = 1. Atunci a3 6= 1. Deoarece

a3 ∈ Z(Q) ob�tinem c�a < a >=< a3 >⊆ Z(Q), contrazicere. Deci a are ordinul 3k. Not�am

cu Q3 subbucla generat�a de Z(3) �si M . Vom avea a3 ∈ Z(3) pentru orice a ∈ M . Prin

urmare Q3 ∪ (
∏
{Qp : p 6= 3}) = {1}. Lem�a demonstrat�a.

Fie Cp∞ este p-grup quasiciclic. Conform [90] grupul AutCp∞ este izomorf cu grupul

multiplicativ Z∗p∞ de elementelor reversibile din inelul numerelor ��ntregi p-adice Zp∞ . Grupul

Z∗p∞ este format din numere ��ntregi p-adice de tipul

. . . an . . . a1a0 =
∞∑
n=0

anp
n, 0 ≤ an < p

cu factorul liber a0 diferit de zero. Mul�timea Z∗p∞ are puterea continuumului. Din Lema 2.4

rezult�a

Corolarul 2.7. Fie descompunerea buclei Q �si al grupului multiplicativ M, descrise ��n Lema

2.11

Q = H ×
∏
p∈P

Cp∞ , M = G×
∏
p∈P

Cp∞ .

Atunci

AutQ = AutH ×
∏
p∈P

AutCp∞ , AutM = AutG×
∏
p∈P

AutCp∞ ,

��nc�at grupurile AutH �si AutG sunt �nite, iar grupurile AutCp∞ pentru p ∈ P au puterea

continuumului.
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Bucla comutativ�a Moufang Q se nume�ste divizibil�a dac�a pentru orice num�ar ��ntreg n > 0

�si orice element a ∈ Q ecua�tia xn = a are ��n Q cel pu�tin o solu�tie.

Dac�a n 6= 3, atunci din identit�a�tile

(xp, yq, zs) = (x, y, z)pqs,

(x, y, z)3 = 1

de�nite ��n [21] rezult�a c�a subbuclele divizibile ale buclei Moufang comutative Q apar�tin cen-

trului Z(Q), �si deci sunt grupuri abeliene. Bucla Moufang comutativ�a care nu are subbucle

neunitare divizibile se nume�ste reductibil�a.

Fie Q = DH o bucl�a Moufang comutativ�a examinat�a prin prisma Lemei 2.11. Fie

µ : Q → Q un monomor�sm a buclei Moufang comutative Q �si �e µD restric�tia lui µ ��n

D. Grupul abelian D este divizibil, iar bucla Moufang comutativ�a H �nit�a. Atunci din

construc�tia grupului abelian divizibil [90] rezult�a c�a D este subbucl�a maximal�a divizibil�a a

buclei Q. Imaginea epimorf�a a grupului divizibil este grup divizibil. Atunci µD(D) ⊆ D

�si conform [90, exer. 4, pag. 133] monomor�smul µD : D → D va � automor�smul,

µD(D) = D. Fie µH restric�tia monomom�smului µ pe bucla H. A�sa cum D∩H = 1, atunci

µ(D) ∩ µ(H) = 1.

Deaceea µH va � monomor�smul lui H ��n H. Bucla comutativ�a Moufang H este �-

nit�a dac�a µH va � automor�sm al buclei Moufang comutative H, µH(H) = H. Deoarece

µD(D) = D, atunci µ(Q) = Q. �In consecin�t�a: orice monomor�sm al buclei Moufang comu-

tative ce satisface condi�tia de minimalitate ��n sine va � automor�sm . Dac�a M este grupul

multiplicativ al unei astfel de bucle comutative Moufang atunci ��n mod similar se demon-

streaz�a c�a orice monomor�sm a grupului M ��n sine va vi automor�sm al grupului M.

Vom introduce urm�atoarea no�tiune. Fie L o bucl�a, G un grup abelian, iar α, β omo-

mor�smele buclei L ��n grupului G. De�nim suma α + β, consider�and (α + β)a = αa · βa

pentru orice α ∈ L. U�sor se veri�c�a c�a α + β : L → G este omomor�sm �si mul�timea

tuturor omomor�smelor din L ��n G ��n raport cu opera�tia de�nit�a formeaz�a grup abelian,

not�andu-l prin Hom(L,G). Zero acestui grup este omomor�smul trivial al buclei L ��n grupul

G, elementul invers −α pentru elementul α : L → G trece elementul x ∈ L ��n elementul

(αx)−1 = αx−1 ∈ G. Ca �si ��n cazul grupurilor abeliene [90] este adev�arat�a

Lema 2.12. Presupunem c�a bucla L poate � descompus�a ��n produs direct L =
∏

i∈I Li, iar
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grupul abelian G se descompune ��n produs direct G =
∏

j∈J Gj. Atunci

Hom(L,G) ∼=
∏
i∈I

∏
j∈J

Hom(Li, Gj).

Demonstra�tie. Restric�tia omomor�smului α :
∏
Li → G pe Li este automor�smul

αi : Li → G. �In acest mod ob�tinem aplica�tia (. . . , αi, . . .) grupului Hom(
∏
Li, G) ��n∏

Hom(Li, G), care este un omomor�sm ϕ. Evident c�a ϕ trece ��n (0, . . . , 0, . . .) doar

elementul α = 0, adic�a ϕ este monomor�sm. Deoareace orice mul�time {αi}i∈I , unde

αi ∈
∏
Hom(Li, G), de�ne�ste un element α ∈ Hom(

∏
Li, G), astfel ��nc�at restric�tia α pe

Li coincide cu αi, atunci ϕ este epimor�sm. Deaceea

Hom(
∏
i∈I

Li, G) ∼=
∏
i∈I

Hom(Li, G).

�In acela�si mod se demonstreaz�a c�a

Hom(L,
∏
j∈J

Gj) ∼=
∏
j∈J

Hom(L,Gj).

�In consecin�t�a,

Hom(L,G) ∼=
∏
i∈I

∏
j∈J

Hom(Li, Gj).

Corolarul 2.8. Fie Q o bucla Moufang comutativ�a periodic�a cu p-componente Qp �si M

grupul s�au multiplicativ cu p-componente Mp (p ∈ P ) �si �e Gp sunt p-componentele grupului

abelian G. Atunci

Hom(Q,G) ∼=
∏
p∈P

Hom(Qp, Gp), Hom(M, G) ∼=
∏
p∈P

Hom(M(p), Gp).

Lema 2.13. Dac�a subbucla H apar�tine centrului Z(L) al buclei L, atunci subgrupul∑
L(L/H,H) al grupului AutL este format din toate automor�smele din AutL, care induc

aplica�tia identic�a pe grupul H �si bucla factor L/H este izomorf�a grupului Hom(L/H,H).

Demonstra�tie. Cercet�am automor�smele α, β ∈
∑

L(L/H,H). Atunci pentru elementul

a ∈ L exist�a a�sa elemente b, c ∈ H pentru care αa = ab, βa = ac. Acum αβa = α(ac) = ab·c.

Aplica�tiile

ᾱ : aH → (α− 1)a = b,

β̄ : aH → (β − 1)a = c
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sunt omomor�sme din L/H ��n H �si αβ : aH → bc. De unde rezult�a c�a aplica�tia α → ᾱ

este un automor�sm
∑

L(L/H,H) → Hom(L/H,H) cu nucleu trivial. Pentru orice ϕ ∈

Hom(L/H,H) aplica�tia α : a→ aϕ(aH) apar�tine subgrupul
∑

L(L/H,H). Deci rezult�a c�a∑
L

(L/H,H) ∼= Hom(L/H,H).

Lema 2.14. Fie B o subbucl�a normal�a a buclei Moufang comutative Q, A o subbucl�a a buclei

Q astfel ��nc�at A ⊆ B ∩ Z(Q), �si �e
∑

=
∑

Q(A,B) grupul automor�smelor buclei Q care

ac�tioneaz�a identic pe Q/A �si B. Atunci
∑

Q(A,B) ∼= Hom(Q/B,A) ∼= Hom(Q/BQ′, A),

unde Q′ = A(Q).

Demonstra�tie. Dac�a σ este un automor�sm din
∑
, atunci σ − 1 �si (σ − 1)x = σx · x−1,

sunt aplica�tii de acela�si tip ��n Q �si A, deoarece

(σ − 1)(gA) = σ(gA) · (gA)−1

= gA · g−1A

= gg−1 · AA

= A

pentru orice element g ∈ Q. Dac�a x, y sunt elemente din Q, atunci folosind identitatea

(x, y, uv) = (x, y, u)((x, y, u), u, v) · (x, y, v)((x, y, v), v, u)

din [21], ob�tinem

(σ − 1)(xy) = (σxσy)(y−1x−1)

= (σx(σx, σy, y−1x−1))(σy · y−1x1)

= (σx(σx, σy, x−1))(x−1(x−1, y−1, σy) · y−1σy).

Apoi

(σx, σy, y−1x−1) =(σx, σy, y−1)((σx, σy, y−1), y−1, x−1)

·(σx, σy, x−1)((σx, σy, x−1), x−1, y−1)

�si

(σx, σy, x−1) = (σx · x−1, σy, x−1) = 1,
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deoarece σx · x−1 = (σ − 1)x ∈ A ⊆ Z(Q). Rezult�a

(σ − 1)(xy) = σx(x−1(σ − 1)y)

= (σx · x−1) · (σ − 1)y

= (σ − 1)x · (σ − 1)y.

Astfel, dac�a σ este un element din
∑
, atunci σ − 1 induce omomor�smul σ∗ din Q/B ��n

B : σ∗(gB) = (σ − 1)g. Fie α, β ∈
∑
, g ∈ Q. Atunci

(αβ − 1)g = (αβ)g · g−1

= (αβ)g · αg−1αg)g−1

= (α((β − 1)g)αg)g−1

= ((β − 1)g · αg)g−1

= (β − 1)g · (α− 1)g,

deoarece (β − 1)g ∈ A ⊆ Z(Q) �si (β − 1)g ∈ A ⊆ B, dar orice element din B r�am�ane

invariant pentru automor�smul α. �In cosecin�t�a (αβ)∗ = α∗ + β∗ pentru to�ti α, β ∈
∑
. Deci

σ → σ∗ este un omomor�sm din
∑

��n Hom(Q/B,A). Dac�a σ∗ = 0 �si g ∈ Q atunci

1 = σ∗(gB) = (σ − 1)g.

Ceea ce induce g = σg pentru orice g ∈ Q adic�a σ = 1. Deci aplica�tia σ → σ∗ este

monomor�sm din
∑

��n Hom(Q/B,A).

Pentru orice γ din Hom(Q/B,A) de�nim aplica�tia identic�a δ : Q → Q prin regula

δg = γ(gB)g pentru orice g ∈ Q. Dac�a x, y ∈ Q, atunci

δ(xy) = γ(xy ·B) · xy

= (γ(xB) · γ(yB)) · xy

= γ(xB)x · γ(yB)y

= σx · σy,

deoarece γ(Bx) apar�tine lui A ⊆ Z(Q). Atunci σ este endomor�sm al buclei Moufang

comutative Q. Dac�a σx = 1 atunci γ(Bx)x = 1. Ceea ce ��nseamn�a c�a x ∈ B, deoarece

γ(Bx) ∈ A ⊆ B. Deci γ(Bx) = γ(B) = 1 ��nc�at x = 1. �In consecin�t�a, δ este monomor�sm

din Q ��n Q. A�sa cum γB = 1, γ(gB) ∈ A, atunci este evident c�a δ induce aplica�tia identic�a
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��n B �si Q/A. Fie g ∈ Q �si �e x = γ(Bg−1)g. Atunci

δx = γ(Bx)x

= γ[B(γ(Bg−1)g)] · γ(Bg−1)g

= γ(Bg)[γ(Bg)−1g]

= g.

Deoarece γ(Bg−1) ∈ A ⊆ B, rezulut�a c�a δ este automor�sm al buclei Q care apar�tine lui∑
. �In �nal (σ − 1)g = γ(Bg) pentru orice g ∈ Q. �In consecin�t�a σ∗ = γ �si σ → σ∗

este izomor�sm din
∑

��n Hom(Q/B,A). Din asociativitatea subbuclei A ⊆ Z(Q) rezult�a

izomor�smul Hom(Q/B,A) ∼= Hom(Q/B
′
, A). Lema este demonstrat�a.

Fie acum Q o bucla Moufang comutativ�a cu grup multiplicativ M care satisface condi�tia

de minimalitate pentru subbucle. �In conformitate cu Lema 2.11

Q = D ×H, M = D ×G, unde D =
∏
p∈S

Cp∞ ,

unde H este bucla Moufang comutativ�a �nit�a, G este grup �nit. �In conformitate cu Lema

2.10,

H =
∏
p∈T

Hp, G =
∏
p∈T

Gp, unde Gp
∼= M(Hp)

�si dac�a bucla Q este neasociativ�a, atunci 3-subbucla H3 este neasociativ�a �si 3-subgrupul

maximal G3 este necomutativ. Mul�timile S, T de numere prime sunt �nite. Are loc:

Propozi�tia 2.5. Fie Q o bucl�a Moufang comutativ�a care satisface condi�tia de minimalitate

pentru subbucle �si grupul multiplicativ M. Atunci grupul automor�smelor AutQ este produs

semidirect al unui grup abelian �nit∑
Q

(H,D) ∼=
∏

p∈S
⋂
T

Hom(HP ,Cp∞)

�si subgrupurile AutD ×
∏

p∈T AutHp.

Respectiv grupul AutM este produs semidirect al unui grup abelian �nit∑
Q

(G,D) ∼=
∏

p∈S
⋂
T

Hom(Gp,Cp∞)

�si subgrupurile AutD ×
∏

p∈T AutGp.
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Demonstra�tie. Imaginea omomorf�a a buclei Moufang comutative divizibile este bucl�a Mo-

ufang comutativ�a divizibil�a. Subbucla D este subbucl�a maximal�a divizibil�a a buclei Q. De

aceea D este complet caracteristic�a a buclei Q. Atunci orice automor�sm α ∈ AutQ induce

automor�smele αD ∈ AutD �si

αH ∈ Aut(Q/D) = AutH.

Coresponden�ta α→ (αD, αH) este omomor�smul

ϕ : AutQ→ AutD × AutH,

nucleul c�aruia coincide cu
∑

Q(Q/D,D) =
∑

Q(H,D). Deoarece∑
Q

(Q/D,D)
⋂

ϕ(AutQ) = 1,

atunci AutQ este produs semidirect de subgrupuri
∑

Q(H,D) �si AutD×
∏

p∈T AutHp. Des-

compunerea AutH =
∏

p∈T AutH rezult�a din propozi�tia 2.4, iar automor�smul∑
Q

(H,D) ∼=
∏

p∈S
⋂
T

Hom(Hp, Dp)

rezult�a din Lema 2.14 �si consecin�ta la Lema 2.12. Ordinul subbuclei Hp este egal cu pk.

Grupul quasiciclic Cp∞ con�tine un num�ar �nit de subgrupuri de ordinul ≤ pk. De aceea

Hom(Hp,Cp∞) este grup abelian �nit, iar atunci �si∏
p∈T

Hom(Hp,Cp∞)

este grup abelian �nit. Similar se demonstreaz�a �si pentru AutM. Propozi�tia este demon-

strat�a.

Teorema 2.3. Fie bucla Moufang comutativ�a Q cu grupul multiplicativ M ce satisface

condi�tia de minimalitate pentru subbucle. Atunci grupurile automor�smelor AutQ, AutM se

reprezint�a izomorf prin matrice peste suma direct�a de c�ampuri GLn(Zp∞) de numere ��ntregi

p-adice. Mai exact, p ∈ S, unde S este mul�timea numerelor prime de�nite ��n Lema 2.11,

iar n este num�arul lor.

Demonstra�tie. Fie

AutD ×
∏
p∈T

AutHp,
∑
Q

(H,D), AutD ×
∏
p∈T

AutGp,
∑
M

(G,D)
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subgrupuri ale gupurilor AutQ, AutM, examinate ��n propozi�tia 2.5. Conform [107] grupul

AutD este izomorf reprezentat prin matrice peste suma direct�a de c�ampuri GLn(Zp∞) de

numere ��ntregi p-adice (p ∈ S). �In [108, pag. 136] s-a ar�atat c�a dac�a un grup G are

subgrup de indice �nit ce admite prezentare izomorf�a prin matrice peste un inel, atunci

grupul G admite o prezentare izomorf�a asupra aceluia�si inel. Subgrupurile AutH,
∑

Q(H,D),

AutG,
∑

M(G,D) sunt �nite. Atunci grupurile AutQ, AutM dispun de aceea�si prezentare

matriceal�a ca �si subgrupul s�au AutD. Teorema este demonstrat�a.

Reamintim c�a o bucl�a Q aproape satisface proprietate π dac�a ea con�tine o subbucl�a

normal�a de indice �nit cu proprietatea π. Atunci, similar ca ��n cazul grupurilor [107] din

Teorema 2.3 rezult�a

Corolarul 2.9. Fie Q bucla Moufang comutativ�a cu grupul multiplicativ M care satisface

condi�tia de minimalitate pentru subbucle. Atunci grupul automor�smelor AutQ (respectiv

AutM) aproape nu are torsiune �si aproape toat�a se aproximeaz�a cu p-grupuri �nite nilpotente.

2.4 Caracterizarea buclelor Moufang comutative �nite cu condi�tia de mini-

malitate

Acum s�a trecem la caracterizarea buclei Moufang comutative cu condi�tia de minimalitate

(bucla Moufang comutativ�a �nit�a) prin intermediul grupului automor�smelor ei. Pentru

aceasta sunt necesare

Lema 2.15. p-bucla Moufang comutativ�a reductibil�a (Q,+, 0) cu factorul Q/pQ �nit, unde

pQ = {pa|a ∈ Q}, este �nit�a.

Demonstra�tie. A�sa cum Q/pQ este �nit, atunci exist�a subbucl�a L �nit generat�a a buclei

Moufang comutative Q astfel ��nc�at Q = L + pQ. Conform Lemei 2.9 L este p-bucla �nit�a.

Atunci exist�a num�ar n astfel ��nc�at pnL = 0. �In consecin�t�a

pnQ = pnL+ pn+1Q = p(pnQ)

este bucl�a Moufang comutativ�a divizibil�a. Dar Q este reductibil�a, de aceea pnQ = 0. Din

egalitatea Q = L+ pQ ob�tinem

Q = L+ pL+ p2Q = L+ p2Q = . . . = L+ pnQ = L,

adic�a bucla Q este �nit�a.
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Lema 2.16. Fie Q o bucl�a Moufang comutativ�a �si B un grup abelian care satisface condi�tia

de minimalitate pentru subgrupuri. Atunci orice grup periodic din Hom(Q,B) este �nit.

Demonstra�tie. Conform Lemei 2.11 bucla Moufang comutativ�a Q este sum�a direct�a a

buclei Moufang comutative L �si grupului abelian divizibil D. Atunci exist�a un num�ar ��ntreg

n astfel ��nc�at nL = 0. Fie F = {a ∈ B|na = 0}. Cum B satisface condi�tia de minimalitate

F este �nit�a. Dac�a α este element din Hom(Q,B) de rangul r, atunci conform de�ni�tiei

opera�tiei (+) ��n Hom(Q,B) ob�tinem

αD = α(rD) = r(αD) = αD + . . .+ αD︸ ︷︷ ︸
r

= (rα)D = 0D = 0,

n(αQ) = n(αL+ αD) = α(nL+ nD) = α(nD) = n(αD) = 0.

Deci, αQ ⊆ F . �In consecin�t�a, grupul periodic din Hom(Q,B) este echivalent subgrupului

grupului omomor�smelor buclei Moufang comutative Q/D ∼= L �nit�a ��n grupul �nit F . De

unde rezult�a �nitudinea ei.

Lema 2.17. Dac�a bucla Moufang comutativ�a (Q,+, 0) este sum�a direct�a a unei mul�timi

in�nite de subbucle Qα, atunci grupul automor�smelor buclei Q con�tine un 2-grup abelian

elementar nenum�arabil.

Demonstra�tie. Fie Q =
∑

α∈AQα �si A este o mul�time in�nit�a cu Qα 6= {0} pentru orice

α ∈ Q. Descompunem A ��n trei submul�timi A1, A2, A3:

1) A1 este format din indicii α ∈ A pentru care Qα nu este 2-grup;

2) A2 este format din indicii a ∈ A pentru care Qα este 2-grup periodic;

3) A3 = A \ (A1 ∪ A2) �si este format din indicii pentru care Qα este 2-grup quasiciclic.

Pentru α ∈ A not�am cu idα : Qα → Qα automor�smul identic. Cel pu�tin una din

submul�timile A1, A2, A3 este in�nit�a.

Cazul 1. Mul�timea A1 este in�nit�a. Pentru �ecare α ∈ A1 automor�smul ϕα : x→ (−x)

are periodicitatea doi si nu coincide cu idα. Acest automor�sm genereaz�a automor�smul

ϕα : Q → Q la care ϕα|Qα = ϕα �si ϕα|Qβ = idβ pentru β 6= α. Ob�tinem subgrupurile

{idQ, ϕα}. Fiecare submul�time B ⊆ A1, genereaz�a automor�smul ϕB : Q → Q la care

ϕB|Qα = ϕα pentru α ∈ B �si ϕB|Qα = idα pentru α ∈ A \ B. Totalitatea ϕB : B ⊆ A1 are

puterea 2|A1| ≥ 2ℵ0 .

Cazul 2. Mul�timea A2 este in�nit�a. Fiecare 2-grup periodic este produsul direct al unui

num�ar �nit de grupuri de dou�a elemente. Deci putem considera c�a Qα = {01, 11} × {02, 12}
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pentru α ∈ A2. Fie ϕα : Qα → Qα automor�smul la care ϕα(12) = 11. Ca �si ��n cazul 1

constuim automor�smul ϕB pentru orice B ⊆ A2.

Cazul 3. Mul�timea A3 este in�nit�a. Fiecare Qα, α ∈ A3 este 2-grup quasiciclic C2∞ =

C2∞ ×C2∞ . Deci pentru �ecare α ∈ A3 construim automor�smul ϕα 6= idα de perioada doi.

Apoi pentru orice B ⊆ A3 construim automor�smul ϕB : Q→ Q.

Propozi�tia 2.6. Pentru orice bucl�a Moufang comutativ�a Q urm�atoarele a�rma�tii sunt echi-

valente:

1) Grupul substitu�tiilor interne I(Q) al buclei Q este 3-grup �nit;

2) Subbucla asociatoare Q′ este 3-bucl�a �nit�a;

3) Bucla factor Q/Z(Q) este 3-bucl�a elementar�a �nit�a;

4) Bucla Q con�tine o subbucl�a H normal�a asociativ�a astfel ��nc�at Q/H �si (H,Q,Q) este

3-bucl�a �nit�a.

Demonstra�tie. Vom folosi Lemele 2.7 �si 2.8. Fie bucla Moufang comutativ�a Q ce satisface

condi�tiei 1) �si �e pentru elementele ui, uj, v, w ∈ Q

(ui, v, w) 6= (uj, v, w).

Conform [21]

L(x, y)z = z(z, y, x),

(x, y, z) = (y, z, x)

avem

v(v, w, ui) 6= v(v, w, uj),

L(ui, w)v 6= L(uj, w)v,

L(ui, w) 6= L(uj, w).

Deoarece I(Q) este �nit rezult�a c�a pentru v, w ∈ Q �xa�ti bucla Moufang comutativ�a Q are

un num�ar �nit de asociatori neunitari (u1, v, w), (u2, v, w), . . . , (ur, v, w), dac�a prima compo-

nent�a u al asociatorului (u, v, w) parcurge toat�a mul�timea Q. �In mod similar pentru w, ui,

i = 1, 2, . . . , r �xa�ti, bucla Moufang comutativ�a Q are un num�ar �nit de asociatori neuniari

(ui, v1, w), . . . , (ui, vs, w), dac�a a doua component�a v al asociatorului (ui, v, w) parcurge toat�a
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mul�tmea Q. Exact ��n acela�si mod ob�tinem c�a pentru ui, vj, i = 1, 2, . . . , r, j = 1, 2, . . . , s

�xa�ti, bucla Q are un num�ar �nit de asociatori neunitari (ui, vj, w) c�and w parcurge toat�a

mul�timea Q. De unde rezult�a c�a mul�timea tuturor asociatorilor neunitari ai buclei Q este �-

nit�a. Atunci conform Lemei 2.8 subbucla asociatoare Q′ este �nit�a �si ��n consecin�t�a implica�tia

1)⇒ 2) este adev�arat�a.

2) ⇒ 3). �In [51] se demonstreaz�a c�a pentru elementele a, b ale unei bucle Moufang

comutative L avem aZ(L) = bZ(L), atunci �si numai atunci, c�and pentru orice u, v ∈ L

L(a, b)(a, u, v) = (b, u, v).

Avem

L(a, b)(a, u, v) = (a, u, v)((a, u, v), b, a).

Dac�a bucla Moufang comutativ�a Q satisface condi�tia 2), atunci ��n ea este adev�arat doar un

num�ar �nit de identit�a�ti de tipul

(a, u, v)((a, u, v), b, a) 6= (b, u, v).

De aici rezult�a c�a centrul Z(Q) are indice �nit ��n Q. Atunci conform Lemei 2.8 bucla-factor

Q/Z(Q) este 3-bucl�a �si ��n consecin�t�a condi�tia 3) este adev�arat�a.

3)⇒ 1). Fie bucla Q satisface condi�tiei 3) �si �e a1, a2, . . . , ak un sistem de echivalen�te ale

buclei Q dup�a Z(Q). Orice element din Q are forma aizi unde zi ∈ Z(Q). Fie u = aizi, v =

ajzj, w sunt elemente arbitrare din Q. Folosind identitatea din [21] avem:

(uv, x, y) = (u, x, y)((u, x, y), u, v) · (v, x, y)((v, x, y), v, u),

(x, y, z) = (y, z, x).

Deci, ob�tinem

L(u, v)w = w(w, v, u) = w(w, ajzj, aizi) = w(w, aj, ai) = L(ai, aj)w,

L(u, v) = L(ai, aj).

De unde rezult�a c�a grupul substitu�tilor interne I(Q) este generat de un num�ar �nit de

substitu�tii L(ai, aj). �In consecin�t�a, conform Lemei 2.7, grupul I(Q) este 3-grup �nit, deci

condi�tia 1) este adev�arat�a.

Evident�a este �si implica�tia 3)⇒ 4) dac�a consider�am echivalen�ta condi�tiilor 2), 3). Pre-

supunem acum c�a ��n bucla Q este adev�arat�a condi�tia 4). �In bucla Moufang comutativ�a
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substitu�tile interne sunt automor�smele ei. Atunci din faptul c�a subbucla H este normal�a

��n Q rezult�a normalitatea subbuclei (H,Q,Q) ��n Q. Not�am prin ϕ omomor�smul natural

Q → Q/(H,Q,Q) = Q. Atunci K = ϕH este subbucl�a normal�a asociativ�a a buclei Q �si

Q/K este �nit�a, deoarece Q/H este �nit�a. Din

(K,Q,Q) = ϕH,ϕQ,ϕQ = ϕ(H,Q,Q) = 1

rezult�a c�a K ⊆ Z(Q). �In consecin�ta Q/ZQ este bucl�a Moufang comutativ�a �nit�a �si din

echivalen�ta condi�tiilor 2), 3) rezult�a c�a Q′ este bucl�a Moufang comutativ�a �nit�a. Dar

Q′ = ϕQ′ = Q′/(H,Q,Q).

Bucla Moufang comutativ�a Q �si (H,Q,Q) sunt �nite. Atunci �si subbucla asociatoare Q′ la

fel este �nit�a. Deci bucla Q satisface condi�tie 2). Astfel propozi�tia este demonstrat�a.

Propozi�tia 2.7. Pentru orice bucl�a Moufang comutativ�a Q cu grupul multiplicativ M

urm�atoarele condi�tii sunt echivalente:

1) Grupul substitu�tiilor interne I(M) este 3-grup �nit;

2) Grupul factor M/Z(M) este 3-grup �nit;

3) Comutantul M′ este 3-grup �nit;

4) Grupul M con�tine un subgrup abelian normal ��nc�at M/A �si (A,M) sunt 3-grupuri �nite.

Demonstra�tie. Echivalen�ta condi�tia 1), 2) rezult�a din Lema 2.7 �si izomor�smul I(G) ∼=

G/Z(G), adev�arat pentru orice grup G arbitrar. Implica�tia 1)⇔ 3) rezult�a din Lema 2.7 �si

rela�tiile

xy 6= xz,

x−1xy 6= x−1xz,

x−1y−1xy 6= x−1z−1xz,

(x, y) 6= (x, z).

Acum, dac�a consider�am echivalen�ta condi�tia 2) �si 3), atunci implica�tia 2) ⇒ 4) este evi-

dent�a, iar implica�tia 4) ⇒ 3) se demonstreaz�a analog cu implica�tia 4) ⇒ 2) din propozi�tia

precedent�a. Propozi�tia este demonstrat�a.
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Teorema 2.4. Pentru bucla Moufang comutativ�a neasociativ�a arbitrar�a Q cu grupul multi-

plicativ M urm�atoarele condi�tii sunt echivalente:

1) Bucla Q satisface condi�tia de minimalitate pentru subbucle.

2) a) Bucla Q este periodic�a,

b) Grupul periodic de automor�sme al buclei Q este �nit.

3) a) Bucla Q este periodic�a,

b) Grupul periodic de automor�sme al buclei Q satisface condi�tia de minimalitate pentru

subgrupuri.

4) a) Bucla Q este periodic�a,

b) Bucla Q satisface o condi�tie echivalent�a din propozi�tia 2.6,

c) 3-subgrupurile elementare abeliene ale grupului automor�smelor buclei Q sunt

num�arabile.

5) a) Bucla Q este periodic�a,

b) Grupul M admite o prezentare izomorf�a matriceal�a peste un c�amp de caracteristica

zero.

6) a) Bucla Q este periodic�a,

b) Subgrupurile normale (respectiv neabeliene) ale grupului M admit prezentare izomorf�a

matriceal�a peste un c�amp de caracteristica zero.

7) a) Bucla Q este periodic�a,

b) Cel pu�tin un subgrup abelian maximal al grupului M admite prezentare izomorf�a ma-

triceal�a peste un c�amp de caracteristica zero.

8) a) Bucla Q este periodic�a,

b) Grupul M este local nilpotent, de aceea subgrupurile normale (respectiv neabeliene)

ale grupului M admit prezentare izomorf�a matriceal�a peste un c�amp de caracteristica

zero.

9) a) Bucla Q este periodic�a,

b) Orice grup periodic de automor�sme al grupului M este �nit.
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10) a) Bucla Q este periodic�a,

b) Este adev�arat�a una din a�rma�tile echivalente din propozi�tia 2.7,

c) Grupurile elementare primare abeliene ale grupului automorismelor M sunt

num�arabile.

Demonstra�tie. Demonstr�am implica�tia 1)⇒ 2). Fie c�a bucla Moufang comutativ�a Q satis-

face condi�tia de minimalitate. Conform Lemei 2.11, centru Z(Q) al buclei Q are indice �nit

��n Q. Not�am prin Φ1 �si Φ2 subgrupurile periodice ale grupului automor�smelor Φ ale buclei

Q, ce con�tine astfel de automor�sme Φ care induc aplica�tia identic�a ��n Z(Q) �si Q/Z(Q)

respectiv. U�sor se veri�c�a normalitatea subgrupirilor Φ1 �si Φ2 ��n Φ. Conform Lemei 2.16,

grupul factor Φ/Φ1, ca grup periodic de automor�sme al grupului abelian Z(Q) care satisface

condi�tia de minimalitate, este �nit. Grupul factor Φ/Φ2 ca grupul automor�smelor buclei

Moufang comutative Q/Z(Q) �nit�a de asemenea este �nit. Astfel grupul factor Φ/(Φ1 ∩Φ2)

este �nit. Conform Lemei 2.14,

Φ/(Φ1 ∩ Φ2) ∼= Hom(Q/Z(Q), Z(Q)) ∼= Hom(Q/Z(Q)Q′, Z(Q)),

iar conform Lemei 2.16, grupul Hom(Q/Z(Q)Q′, Z(Q)) este �nit. Dac�a Φ/(Φ1∩Φ2) �si grupul

automor�smelor Φ este �nit. Deci ��n consecin�t�a 1)⇒ 2) este adev�arat�a.

Implica�tia 2) ⇒ 3) este evident�a. Dac�a pentru bucla Moufang comutativ�a Q este

adev�arat�a condi�tia 3), atunci grupul I(Q) satisface condi�tiei de minimalitate. Din Teorema

1.5 din [5] rezult�a c�a ��n p-grupuri care satisfac condi�tia de minimalitate num�arul elemetelor

de �ecare ordin este �nit. Deaceea mul�timea tuturor substitu�tilor interne L(u, v) a buclei Q

este �nit�a. Atunci conform Lemei 2.7 grupul I(Q) este �nit. �In consecin�t�a, bucla Q satisface

uneia din condi�tiile echivalente ale propozi�tiei 2.6. Astfel am demonstrat implica�tia 3)⇒ 4).

Demonstr�am implica�tia 4) ⇒ 1). Dac�a bucla Moufang comutativ�a Q satisface condi�tiei

4) atunci pentru ea este adev�arat�a a�rma�tia:

(a) dac�a bucla Moufang comutativ�a Q se descompune ��n produs direct, atunci factorul

asociativ A satisface condi�tia de minimalitate.

�Intr-adev�ar, dac�a A con�tine un num�ar in�nit de componente primare ��n descompunerea

��n produs direct, atunci conform Lemei 2.17 A are un 2-grup abelian elementar nenum�arabil

de automor�sme. Ultima a�rma�tie este evident�a, de oarece este posibil de inclus izomorf

��n grupul automor�smelor buclei Q. Am ob�tinut contradic�tie pentru condi�tia 4.c). Deci A

con�tine un num�ar �nit de componente Ap.
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Conform Lemei 2.11 grupul Ap se decompune ��n produs direct Ap = D×C, unde D este

grup divizibil, C grup reductibil. Conform condi�tiei 4.a) grupul divizibil D este periodic,

astfel D este produs direct de grupuri quasiciclice [90]. Acest produs con�tine un num�ar �nit

de factori, altfel ob�tinem contradic�tie cu Lema 2.17. Deci grupul D satisface condi�tia de

minimalitate.

Dac�a C 6= 1, atunci C con�tine subgrupul L de ordin p. Conform Lemei 2.14 Hom(C/L,L)

este izomorf cu un subgrup al grupului de automor�sme ale grupului G. Grupul C/L este

reductibil ca imagine omomorf�a a grupului C. Dac�a grupul C este in�nit, atunci C/L

la fel este in�nit, conform Lemei 1.2 din [109], Hom(C/L,L) con�tine un p-grup abelian

elementar nenum�arabil care este izomorf cu un grup de automor�sme ale grupului C. Ceea

ce contrazice condi�tiei 4.c). Astfel, grupul C, iar din cele spuse mai sus, �si factorul direct A,

satisface condi�tia de minimalitate.

Conform Lemei 2.10 bucla periodic�a Q se descompune ��n produs direct de componentele

proprii primare Qp, mai mult, pentru p 6= 3, Qp sunt asociative. Astfel pentru a demonstra

condi�tia 1) este su�cient s�a consider�am bucla conform a�rma�tiei (a) 3-bucl�a.

Consider�and Lema 2.9 din condi�tia 3) a propozi�tiei 2.6 rezult�a:

(b) exist�a subbucla E a buclei Q astfel c�a Q = Z(Q)E.

Not�am prin R subgrupul maximal divizibil al grupului Z(Q). A�sa cum Z(Q) este grup

periodic, atunci R este produs direct de grupuri quasiciclice [107]. Not�am prin R1 produsul

la astfel de grupuri quasiciclice, care au intersec�tie netrivial�a cu EQ′. Fie ai ∈ R1 ∩EQ′(i ∈

1, 2, . . .). Consider�and divizibilitatea, ��n grupul R1 pentru �ecare i exist�a un �sir in�nit de

elemente ai1 , . . . , ain , . . . , astfel ��nc�at

ai1 = ai, ain = a3in+1
, n = 1, 2, . . . .

Deci conchidem c�a �ecare element ai poate � inclus ��n 3-grup quasiciclic

Ai =< ai, . . . , ain , . . . > .

Confom condi�tiei 2) din propozi�tia 2.6 subbucla asociatoare Q′ este �nit�a, atunci subgrupul

R1 este produs direct de un num�ar �nit de grupuri quasiciclice care satisac condi�tia de

minimalitate. Mai mult, R1 este grup divizibil, deci conform [107, Teorema 21.3] R =

R1 × R2, unde R2 este un grup divizibil ca imagine omomor�c�a a grupului divizibil. Dac�a

x ∈ R2 ∩ Q′E, atunci ca �si mai sus poate � ar�atat c�a x poate � inclus ��ntr-un subgrup

quasiciclic. Dar aceasta contrazice condi�tia minimalit�a�tii grupului R1. Deci

R2 ∩Q′E = R2 ∩ (Z(Q) ∩Q′E) = 1.
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Consider�and [107, Teorema 21.2], exist�a subgrupul S al grupului Z(Q) care include Z(Q) ∩

Q′E astfel ��nc�at Z(Q) = R2 × S. Din b) ob�tinem

Q = Z(Q)E = R2SE = R2(SQ
′E),

R2 ∩ SQ′E = R2 ∩ Z(Q) ∩Q′E

= R2 ∩ S(Z(Q) ∩Q′E)

= R2 ∩ S = 1.

Deoarece R2 ⊆ Z(Q), atunci subbucla R2 este normal�a ��n Q �si Q = R2×SQ′E. Aplic�and a),

conchidem c�a R2 satisface condi�tia de minimalitate �si atunci subgrupul R satisface aceea�si

condi�tie. Astfel:

(c) subgrupurile divizibile din centrul buclei Moufang comutative Q satisfac condi�tia de

minimalitate.

Not�am prin L subgrupul de ordinul trei al centrului Z(Q). Not�am Z3 = {x3|∀x ∈ Z(Q)}.

S�a analiz�am

Hom(Q/Q′ELZ3, L) = Hom(Z(Q)Q′/Q′ELZ3, L)

= Hom(Z(Q)/(Q′ELZ3 ∩ Z(Q)), L)

≡ H.

Grupul L este ciclic de ordinul trei. Atunci din de�ni�tie grupul HomH va � 3-grup abe-

lian elementar. Conform Lemei 2.14 va � izomorf cu grupul automor�smelor buclei Q.

De aceea, conform condi�tiei 4.c), H va � num�arabil�a. Conform Teoremei Pr�ufer, [107]

grupul Z(Q)/(Q′EZ3 ∩ Z(Q)) se descompune ��n produs direct de grupuri de ordinul trei.

Atunci din consecin�ta Lemei 2.12 rezult�a c�a grupul Z(Q)/(Q′EZ3∩Z(Q)) este �nit. Atunci

Z(Q)/Z3 va � grup �nit, altfel ��n caz contrar (Q′EZ3∩Z(Q))/Z3 va � i�nit �si va coincide cu

Z3(Q′EZ3 ∩ Z(Q))/Z3 ∼= (Q′ELZ ∩ Z(Q))/(Q′EL ∩ Z3),

care este 3-grup abelian elementar care satisface condi�tia de minimalitate. �In consecin�t�a,

grupul este �nit. Astfel

(d) factor grupul Z(Q)/Z3 este �nit.

Z(Q) este grup periodic, de aceea conform [107, Teorema 21.3] Z(Q) = A × B, unde

A este grup divizibil, iar B este grup reductibil. Conform (a) grupul A satisface condi�tia

de minimalitate, iar conform (d) B/B3 este grup �nit �si deoarece B este grup reductibil,
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conform Lemei 2.15 B este �nit. Astfel, centrul Z(Q) satisface condi�tia de minimalitate, iar

atunci conform (b) bucla Q la fel satisface aceast�a condi�tie. Deci implica�tia 4) ⇒ 1) este

adev�arat�a.

S�a demonstr�am implica�tia 1)⇒ 5). Conform Lemei 2.11 condi�tia 1) este echivalent�a cu

condi�tia: grupul M se descompune ��n produs direct de un num�ar �nit de grupuri quasiciclice

�si un grup �nit. Ceea ce ��nseamn�a c�a M este grup special Chernikov �si conform [110]

satisface condi�tia 5). Conform Lemei 2.10 grupul multiplicativ N al oric�arei bucle Moufang

comutative periodice se descompune ��n produs direct de p-subgrupuri Np ��nc�at pentru p 6= 3

avem Np ⊆ Z(N). Dac�a este adev�arat�a condi�tia 5), atunci grupul M admite prezentare

matriceal�a peste un c�amp de caracteristic�a zero, este special, adic�a posed�a un subgrup abelian

normal de indice �nit, exprimat ��n produs direct de un num�ar �nit de p-grupuri quasiciclice.

GrupulM este periodic �si deoarece pentru p 6= 3,Mp ⊆ Z(M), atunci concludem c�a num�arul

de subgrupuri Mp nu poate � in�nit. Deci grupul M satisface condi�tia de minimalitate, iar

conform Lemei 2.11 �si bucla Q satisface condi�tia de minimalitate. Concludem c�a implica�tia

1)⇒ 5) este adev�arat�a.

Implica�tile 5) ⇒ 6); 7); 8) sunt evidente. �In [52] este demonstrat c�a pentru orice bucl�a

Moufang comutativ�a neasociativ�a Q cu grupul multiplicativ M urm�atoarele condi�tii sunt

echivalente:

1) Bucla Q satisface condi�tia de minimalitate;

2) Subgrupurile normale (respectiv neabeliene) ale grupului M satisfac condi�tia de minima-

litate;

3) Cel pu�tin un subgrup abelian maximal al grupului M satisface condi�tia de minimalitate;

4) Dac�a grupul M con�tine un subgrup nilpotent (respectiv resolubil) de clasa k, atunci toate

subgrupurile nilpotente (respectiv resolubile) de clas�a k ale grupului M satisfac condi�tia

de minimalitate.

De aici �si din echivalen�ta condi�tiilor 1), 5) rerult�a c�a implica�tile 6); 7); 8) ⇒ 1) sunt

adev�arate. Din periodicitatea buclei Q rezult�a periodicitatea grupului M, iar dac�a Q satis-

face condi�tia de minimalitate, atunci conform Lemei 2.11 M satisface condi�tia de minima-

litate pentru subgrupuri �si grupul factor M/Z(M) este �nit. Consider�and aceste oberva�tii

echivalen�ta condi�tiilor 1), 9) este consecin�ta 6.1 din [109], iar echivalen�ta condi�tiilor 1),

64



10) este echvalen�ta condi�tiilor (1), (5) a Teoremei de baz�a din [109]. Teorma este demon-

strat�a.

Remarca 2.1. Grupul ciclic in�nit este exemplu de grup abelian periodic cu grupul auto-

mor�smelor �nit. Ceea ce arat�a c�a condi�tiile 2.a) - 4.a), 8.a) - 10.a) sunt necesare pentru

veridicitatea Teoremei 2.4. Produsul direct a unui num�ar in�nit de grupuri cicice de ordin

prim satisfac condi�tiile 4.a), 4.c) �si 10.a), 10.b). Aceasta arat�a c�a condi�tiile 4.c) �si 10.c)

sunt su�ciente.

Corolarul 2.10. Pentru bucla Moufang comutativ�a Q cu grupul multiplicativ M urm�atoarele

condi�tii sunt echivalente:

1) Bucla Q este �nit�a;

2) Bucla Q este periodic�a �si grupul s�au de automor�sme este �nit;

3) Bucla Q este periodic�a �si grupul s�au de automor�sme este num�arabil;

4) Bucla Q este periodic�a �si grupul de automor�sme al grupului M este �nit;

5) Bucla Q este periodic�a �si grupul de automor�sme al grupului M este num�arabil.

Demonstra�tie. Implica�tiile 1)⇒ 2)⇒ 3) sunt evidente. Fie bucla Q ��ndepline�ste condi�tia

3). Conform [52] bucla Q se descompune ��n produs direct Q = D × C, unde D este grup

divizibil, C este bucl�a Moufang comutativ�a reductibil�a. Dup�a [111] grupul D se descompune

��n produs direct de grupuri quasiciclce. Grupul automor�melor grupului quasiciclic este

izomorf grupului multiplicativ al c�ampului de numere p-adice

∞∑
n=−s

anp
n, 0 ≤ an < p,

la care factorul �liber� termenul a0 este diferit de zero [90]. Exist�a o mul�time nenum�arabil�a

de astfel de numere. De aceea D = 1. Conform Teoremei 2.4 bucla Moufang comutativ�a C

satisface condi�tia de minimalitate. Atunci conform Lemei 2.11 bucla C este �nit�a. Astfel

�si bucla Q este �nit�a, adic�a Q ��ndepline�ste condi�tia 1). Dac�a bucla Moufang comutativ�a Q

este �nit�a atunci grupul M de asemenea este �nit, iar dac�a bucla Q este periodic�a atunci �si

grupul M este peiodic. Atunci echivalen�ta condi�tiilor 1), 4), 5) este conecin�ta 6.2 din [109].

Astfel, corolarul este demonstrat.
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2.5 Descrierea unor clase de bucle Moufang comutative

Acum analog cu [109], folosind propriet�a�tile mul�timilor putem caracteriza clasa bucle-

lor Moufang comutative care ��ndeplinesc condi�tia de minimalitate pentru subbucle �si clasa

buclelor Moufang comutative �nite. Bucla ce apar�tine clasei ω o vom numi ω-bucl�a.

Propozi�tia 2.8. Not�am prin ω clasa buclelor ce satisfac condi�tiile:

1) Orice subbucl�a a ω-buclei este ω-bucl�a;

2) Orice ω-bucl�a este num�arabil�a;

3) Dac�a Q este ω-bucl�a, atunci Q este periodic�a �si orice grup periodic al automor�smelor

buclei Moufang comutative Q apar�tne clasei ω.

Atunci bucla Moufang comutativ�a Q va satisface condi�tia de minimalitate pentru subbucle

dac�a �si numai dac�a ea apar�tine clasei ω.

Demonstra�tie. Necesitatea. Dac�a bucla Moufang comutativ�a Q satisface condi�tia de mi-

nimalitate, atunci conform Lemei 2.11 Q este un podus direct al unui num�ar �nit de grupuri

quasiciclice �si o bucl�a Moufang comutativ�a �nit�a. Grupurile quasiciclice sunt num�arabile �si

deci bucla Q este num�arabil�a. Veridicitatea condi�tiei 3) rezult�a din Teorema 2.4.

Su�cien�ta. Dac�a A este bucl�a Moufang comutativ�a asociativ�a din clasa ω, atunci conform

condi�tiei 3) ea este periodic�a �si grupul s�au periodic de automor�sme de asemenea apar�tine

clasei ω. Conform condi�tiei 2) acest grup este num�arabil. Atunci din echivalen�ta condi�tiilor

1) �si 4) din Teorema 2.4 rezult�a c�a A satisface condi�tia de minimalitate. De aici folosind

condi�tia 1) ob�tinem c�a dac�a bucla Q apar�tine clasei ω atunci orice subbucl�a asociativ�a a ei

satisface condi�tia de minimalitate. Atunci conform [51], [53] bucla Q satisface condi�tia de

minimalitate.

Propozi�tia 2.9. Not�am prin ω clasa buclelor ce satisfac condi�tiile:

1) Orice subbucl�a a ω-buclei este ω-bucl�a;

2) Orice ω-bucl�a este num�arabil�a;

3) Produsul direct a unui num�ar num�arabil de ω-bucle este ω-bucl�a;

4) Grupul automor�smelor ω-buclei apar�tne clasei ω.
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Atunci bucla Moufang comutativ�a Q va � �nit�a dac�a �si numai dac�a ea apar�tine clasei ω.

Demonstra�tie. Fie c�a bucla Moufang comutativ�a Q satisface condi�tiile 1) � 4). Vom de-

monstra periodicitatea ei. Presupunem contrariul. Atunci Q con�tine un grup in�nit ciclic Z

care este ω-bucl�a, conform condi�tiei 1). Astfel conform condi�tiei 3) F = Z×Z este ω-bucla.

Fie F =< a > × < b >. De�nim automor�smele ϕ, ψ ale grupului F prin rela�tiile

ϕa = ab2, ϕb = b, ψa = a, ψb = a2b.

Conform condi�tiei 4) grupul Σ =< ϕ,ψ > apar�tine clasei ω �si conform 1) comutantul s�au

Σ
′
apa�tine clasei ω. Conform de�ni�tiei grupul Σ este grup liber de ordinul 2. De asemenea

comutantul Σ
′
este grup liber de rang in�nit.

Dac�a L este mul�timea grupurilor generatorilor liberi ale lui Σ
′
�si S o submul�time nevid�a

a mul�timii L, atunci exist�a un unic automor�sm de ordinul doi ce aplic�a elementele mul�timii

S pe ea ins�a�si �si care aplic�a elementul mul�timii S pe ele ��nsu�si, iar �ecare element din

L \ S se aplic�a pe inversul s�au. Grupul de automor�sme generat de toate automor�smele

men�tionate pentru toate submul�timile S ′ ⊆ L apar�tine clasei ω. Grupul automor�smelor nu

este num�arabil, ceea ce contrazice condi�tiei 2). Astfel bucla Q este periodic�a �si ��n virtutea

condi�tiilor 2), 4) �si Corolarului 2.10 al Teoremei 2.4 bucla este �nit�a.

2.6 Concluzii la capitolul 2

�In acest capitol au fost examinate obiectivele 1-3. �In contextul respectiv punct�am

urm�atoarele concluzii:

1. Aplic�and grupul de automor�smre, au fost determinate condi�tiile ��n care bucla Moufang

comutativ�a este central nilpotent�a (de clasa dat�a).

�In acest scop a fost demonstrat c�a urm�atoarele condi�tii sunt echivalente: bucla Moufang

comutativ�a Q este central nilpotent�a de clasa n; grupul F (1) este nilpotent de clasa n−1;

grupul substutu�tiilor interne I(Q) este nilpotent de clasa n− 1.

2. Pentru buclele Moufang comutative ce se aproximeaz�a cu bucle Moufang central nilpotente

a fost descris�a structura grupului F (1).

�In acest scop a fost demonstrat c�a dac�a bucla Moufang comutativ�a Q se aproximeaz�a

cu bucle Moufang comutative central nilpotente, atunci grupul s�au de automor�sme este
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extensie a grupului F (1) nilpotent aproximabil, generat de toate automor�smele ce induc

aplica�tia identic�a pe Q/Q1, prin grupul automor�smelor grupului abelian Q/Q1. De

asemeni s-a extins rezultatul lui A. I. Mal'cev asupra grupul resolubil al automor�smelor

Φ al buclei Moufang comutative Q �nit generat�a s-a demonstrat c�a acesta este policiclic.

3. A fost determinat grupul de automor�sme al buclei Moufang comutative cu condi�tia de

minimalitate.

Pentru realizarea acestui obiectiv a fost demonstrat c�a bucla Moufang comutativ�a Q cu

grupul multiplicativ M, ce satisface condi�tia de minimalitate pentru subbucle, atunci

grupurile automor�smelor AutQ, AutM izomorf se reprezint�a prin matrice peste suma

direct�a de c�ampuri GLn(Zp∞) de numere ��ntregi p-adice. La fel au fost caracterizate

buclele Moufang comutative neasociative arbitrare prin grupul s�au de automor�sme, de-

monstr�andu-se echivalen�ta unui set de condi�tii.

Metodologia de cercetare propus�a ��n capitolul 2 poate � utilizat�a la:

- Studierea ��n profunzime a grupului de automor�sme AutQ �si AutM ��n bucla Moufang

comutativ�a Q cu grupul multiplicativ M.

- Studierea condi�tiilor pentru care bucla Moufang comutativ�a cu grup multiplicativ satisface

condi�tia de minimalitate pentru subbucle.
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3. SEMIGRUPUL ENDOMORFISMELOR BUCLELOR MOUFANG

COMUTATIVE

3.1 Reprezentarea matriceal�a a semigrupul endomor�smelor buclelor Mou-

fang comutative

Se demonstreaz�a c�a semigrupul endomor�smelor buclei Moufang comutative care po-

sed�a descompunere ��n produse directe ale subbuclelor proprii, este izomorf cu semigrupul

M -matricelor. No�tiunea de holomorf al buclei Moufang comutative se aplic�a �si pentru bu-

cla Moufang comutativ�a care se descompune ��n produs direct, se prezint�a descompunerea

matriceal�a a holomorfului.

Se cunoa�ste c�a endomor�smele �si automor�smele spa�tiilor vectoriale pot � prezetate prin

matrice peste c�ampurile respective. Aceast�a prezentare matriceal�a joac�a un rol important ��n

teoria grupurilor liniare, anume grupul automor�smelor spa�tiilor vectoriale. �In mod analog,

prezentarea matriceal�a se cerceteaz�a �si pentru produsele directe ale grupurilor multiplicative

[81].

�In acest paragraf se cerceteaz�a aceia�si ��ntrebare pentru una din cele mai studiate clase

de bucle neasociative-buclele Moufang comutative.

Se demonstreaz�a c�a subgrupul endomor�smelor buclei Moufang comutative care se des-

compune ��n produs direct de subbuclele proprii, este izomorf�a cu semigrupul de M -matrice.

Sunt �si alte studii asupra endomor�smelor �si automor�smelor, descompunerilor directe ale

buclelor Moufang comutative. �In particular, se cerceteaz�a no�tiunea de holomorf pentru bucla

Moufang comutativ�a �si se prezinta descompunerea matriceal�a a holomorfului buclei Moufang

comutative, care se descompune ��n produs direct de subbuclele proprii.

Cunostin�tele necesare despre teoria buclelor pot � ga�site ��n [104]. Vom aminti doar c�a

grupul substitu�tiilor ��nterne ale unei bucle arbitrare sunt generate de substitu�tiile

T (a) = L−1(a)R(a),

L(a, b) = L−1(a, b)L(a)L(b),

R(a, b) = R−1(a, b)R(b)R(a),

unde L(a)x = ax, R(a)x = xa. �In bucla Moufang comutativ�a substitu�tiile ��nterne sunt

automor�smele ei.

Fie Q o bucl�a Moufang comutativ�a. Se noteaz�a prin Qi subbuclele buclei Q, ge-

nerate de to�ti asociatorii de forma (x1, x2, . . . , x2i+1) unde (x1, . . . , x2i−1, x2i, x2i+1) =
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((x1, . . . , x2i−1), x2i, x2i+1). Bucla Q se descompune ��n produs direct ale componentelor pro-

prii Qi

Q = Q1 ×Q2 × . . .×Qr × . . . (3.1)

Dac�a u ∈ Qi, v ∈ Qj, w ∈ Qt �si cel pu�tin doi din trei ��ndici i, j, t sunt diferi�ti, atunci

din de�ni�tia produsului direct rezult�a c�a uv · w = u · vw. Mai mult, analiz�am produsul

a = (a1a2 . . . an)α pentru o distribu�tie a parantezelor α, unde ai ∈ Qj.

Dac�a (a1a2 . . . an)α con�tine nu mai mult de doi factori ai, aj, pentru i, j = 1, . . . , n care

apar�tin uneia �si aceleia�si componente Qk, atunci expresia (a1a2 . . . an)α nu se schimb�a pentru

orice alt�a distribu�tie a parantezelor α �si pentru orice substitu�tie a factorilor a1, a2, . . . , an.

Aceast�a proprietate a expresiei a o vom numi asociativitatea componentelor.

Demonstara�tia acestei a�rma�tii o realiz�am ��n induc�tie pe lungimea n a cuv�antului a.

Adev�arul acesteia pentru n = 3 este ��ndicat mai sus. Fie n > 3 �si a = uv. Presupunem, c�a u

con�tine factorul ak. Atunci conform ipotezei ��nductive u = u1ak. A�rma�tia va � demonstrat�a

dac�a ar�at�am c�a a = u1ak · v = u1 · akv sau (u1, ak, v) = 1, unde xy · z = (x · yz)(x, y, z).

Presupunem, c�a u1 = u2u3. Folosim identitatea

(xy, z, t) = (x, z, t)((x, z, t), x, y) · (y, z, t)((y, z, t), y, x),

adev�arat�a ��n bucla Moufang comutativ�a arbitrar�a. Atunci

(u1, ak, v) = (u2u3, ak, v)

= (u2, ak, v)((u2, ak, v), u2, u3) · (u3, ak, v)((u3, ak, v), u3, u2)

= 1,

deoarece, prin ipoteza ��nductiv�a (u2, ak, v) = 1, (u3, ak, v) = 1. Dac�a ��ns�a v = v1v2, atunci

este su�cient s�a folosim identitatea (x, y, z) = (y, z, x) [21]. Cu aceasta s-a demonstrat c�a

bucla Q dispune de asociativitatea componentelor.

Consider�and descompunerea (3.1), �ecare element a ∈ Q are forma a =
∏t

i=1 ai. Dac�a ϕ

este un endomor�sm al buclei Q, atunci ϕa =
∏t

i=1 ϕai. Astfel pentru a de�ni un endomor-

�sm ϕ este su�cient de ��ndicat cum actioneaz�a ϕ pe componentele Qi. Dac�a ϕai =
∏
aki,

atinci se scrie ϕai =
∏
ϕkiai. Deoarece elementul aki = ϕkiai este univoc de�nit de elementul

ai �si aplica�tia ϕ, atunci ϕki determin�a o aplica�tie univoc�a a lui Qi ��n Qk. Demonstr�am c�a

ϕik este un homomor�sm al buclei Moufang comutative Qi ��n bucla Moufang comutativ�a
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Qk. Sigur, �e ai, bi ∈ Qi �si

ϕai = ϕ1iai · . . . · ϕkiai · . . . · ϕniai,

ϕbi = ϕ1ibi · . . . · ϕkibi · . . . · ϕnibi.

Consider�and asociativitatea componenetelor buclei Moufang comutative Q ��n raport cu su-

bbuclele Qi, ��n ultimele dou�a expresii omitem parantezele. Atunci

ϕai · ϕbi = (ϕ1iai · . . . · ϕkiai · . . . · ϕniai)(ϕ1ibi · . . . · ϕkibi · . . . · ϕnibi)

= ϕ1iaiϕ1ibi · . . . · ϕkiaiϕkibi · . . . · ϕniaiϕnibi.

A�sa cum ϕ este endomor�sm al buclei Q, atunci

ϕai · ϕbi = ϕ(aibi).

Fie

ϕ(aibi) = ϕ1i(aibi) · . . . · ϕki(aibi) · . . . · ϕni(aibi).

Atinci

ϕ1iaiϕ1ibi · . . . · ϕkiaiϕkibi · . . . · ϕniaiϕnibi

= ϕ1i(aibi) · . . . · ϕki(aibi) · . . . · ϕni(aibi).

�In acest produs factorii ϕkiaiϕkibi �si ϕki(aibi) apar�tin componentei Qk. Atunci din de�ni�tia

produsului direct rezult�a c�a

ϕkiaiϕkibi = ϕki(aibi).

Prin urmare, ϕki este homomor�sm al subbuclei Qi ��n bucla Moufang comutativ�a Qk.

Lema 3.1. Fie bucla Moufang comutativ�a Q descompus�a ��n produsul direct (3.1) �si ϕ endo-

mor�smul buclei Q. Atunci bucla Qi posed�a proprietatea de asociativitate a componentelor

��n raport cu subbuclele proprii ϕikQk.

Demonstra�tie. Fie ai ∈ Qi, bj ∈ Qj, ct ∈ Qt �si �e cel pu�tin doi din trei ��ndici i, j, t diferi�ti.

Atunci

aibj · ct = ai · bjct,

ϕ(aibj · ct) = ϕ(ai · bjct),

ϕaiϕbj · ϕct = ϕai · ϕbjϕct.
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Astfel, se ob�tine egalitatea∏
ϕkiai

∏
ϕkjbj ·

∏
ϕktct =

∏
ϕkiai ·

∏
ϕkjbj

∏
ϕktct.

Folosind asociativitatea componenetelor buclei Q ��n raport cu descompunerea (3.1), se

ob�tine:

(ϕ1iaiϕ1jbj · ϕ1tct)
(∏
k=2

ϕkiai
∏
k=2

ϕkjbj ·
∏
k=2

ϕktct

)
=

= (ϕ1iai · ϕ1jbjϕ1tct)
(∏
k=2

ϕkiai ·
∏
k=2

ϕkjbj
∏
k=2

ϕktct

)
.

De unde

ϕ1iaiϕ1jbj · ϕ1tct = ϕ1iai · ϕ1jbjϕ1tct.

Folosindu-se acelea�si ra�tionamente, se veri�c�a �si identit�a�tile:

ϕkiaiϕkjbj · ϕktct = ϕkiai · ϕkjbjϕktct, k = 2, 3, . . . .

S�a examin�am acum produsul d = d1d2 . . . dn pentru o distribu�tie de paranteze, unde

di ∈ ϕkjQj, di = ϕkjaj �si ��n condi�tia c�a ��n cuv�antul d se ��nt�alnesc nu mai mult de dou�a

variabile care apar�tin unei �si aceia�si subbucle ϕkjQj ⊆ Qk. Fie a = a1a2 . . . an. Atunci

ϕa = d. Elementul a este asociativ componen�tial ��n raport cu factorul ai. De unde rezult�a,

c�a elementul d este asociativ componen�tial ��n raport cu factorii di ∈ ϕkjQj. Astfel Lema

este demonstrat�a.

Acum, anal�ag cu [81], de�nim urm�atoarele no�tiuni. Fie M , N dou�a mul�timi �si L un sistem

algebric cu opera�tii de��nmul�tire (·), adunare (+) �si opera�tia nulara 0. Se vor examina diferite

func�tii A,B, . . . de dou�a variabile, de�nite pe produsul cartezian M × N �si cu valori ��n L.

Astfel de func�tii se numesc (M,N)-matrice apeste sistemul L. Prin aαβ se noteaz�a valorile

func�tiei pentru argumentele α �si β : A(α, β) = aαβ, iar func�tia este matrice ce se noteaz�a

prin (aαβ). Dac�a A = (aαβ) este matrice, atunci, �x�and primul indice, ob�tinem o func�tie

de o singur�a variabil�a este matrice linie Aα = (aα(β)), �si analog, �x�and al doilea indice,

ob�tinem matrice coloan�a A
β

= (aβ(α)), unde matricea A se nume�ste matrice linie �nit�a,

dac�a �ecare linie con�tine doar un num�ar �nit de non-zerouri. Respectiv se de�ne�ste matrice

coloan�a �nit�a. Fie acum A o (M,N)-matrice linie �nit�a �si B o (N,K)-matrice coloan�a �nit�a.

Atunci se de�ne�ste produsul C = AB care este o (M,K)-matrice cu elementele

cαβ =
∑
γ

aαγbγβ,

72



unde α ∈ M , γ ∈ N , β ∈ K. Consider�am c�a suma unui num�ar ��n�nit de zerouri este

egal cu zero. Vom examina examina numai (M,N)-matrice linie �nit�a �si coloan�a �nit�a.

Dac�a M = N atunci (M,N)-matricea se nume�ste M -matrice �In �nal, pentru M -matricea

A = (aαβ) de�nim M -matricea diagonal�a A = (aαα) la care aαβ = 0 pentru α = β.

Acum trecem la cercetarea leg�aturilor ��ntre M -matrice �si endomor�smele buclei Q care

dispune de descompunere ��n produs direct (3.1). Conform Lemei 3.1, oric�arui endomor�sm

ϕ al buclei Q poate � pus ��n coresponden�t�a M -matricea linie �nit�a �si coloan�a �nit�a prin

omomor�smul ϕki : Qi → Qk. Dac�a descompunerea (3.1) con�tine n factori, atunci matricea

(ϕki), corespunz�atoare endomor�smului ϕ, const�a din n
2 omomor�sme ϕki.

Se demonstreaz�a a�rma�tia invers�a: M -matricea, format�a din omomor�smele ϕki : Qi →

Qk �si ��ndepline�ste condi�tiile Lemei 3.1, univoc de�ne�ste endomor�smul ϕ al buclei Q.

Desigur, �e a, b elemente arbitrare din Q �si �e

a =
k∏
i=1

ai, b =
k∏
i=1

bi, ai =
t∏

j=1

aji, bi =
t∏

j=1

bji,

unde ai, bi ∈ Qi, aji, bji ∈ Qj. Utiliz�and omomor�smele speci�cate ϕji : Qi → Qj se de�ne�ste

aplica�tie ψ a mul�timii Q, consider�and

ψai =
t∏

j=1

ϕjiai, ψbi =
t∏

j=1

ϕjibi, µa =
k∏
i=1

ψai, µb =
k∏
i=1

ψbi.

Se observ�a c�a prin trecerea la imaginea matriceal�a a endomor�smului ϕ de�nirea omomor�s-

mului ϕji depinde de elemntele subbuclei Qi �si Qj. Se arat�a c�a aplica�tia µ este endomor�sm

al buclei Q. Fie

ab =
k∏
i=1

(ab)i, (ab)i =
t∏

j=1

ϕji(ab)i.

Atunci

µ(ab) =
k∏
i=1

( t∏
j=1

ϕji(ab)i

)
.

Se transform�a ψ(ab). Pentru aceasta se u�tilizeaz�a corela�tia ϕji(ab)i = ϕji(aibi) = ϕjiaiϕjibi

�si asociativitatea componenetelor buclei Moufang comutative Qj ��n raport cu ϕjiQi de unde

rezult�a c�a ψ este endomor�sm al subbuclei Qi. Dac�a u�tiliz�am asociativitatea componentelor

Qi ale buclei Q. Ob�tinem
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µ(ab) =
k∏
i=1

ψ(ab)i

=
k∏
i=1

( t∏
j=1

ϕji(ab)i

)
=

k∏
i=1

( t∏
j=1

(ϕjiai · ϕjibi)
)

=
k∏
i=1

( t∏
j=1

ϕjiai ·
t∏

j=1

ϕjibi

)
=

k∏
i=1

(
ψai · ψbi

)
=

k∏
i=1

ψai ·
k∏
i=1

ψbi

= µa · µb.

�In consecin�t�a, µ este endomor�sm al buclei Q, care ��nduce acelea�si omomor�sme ��ntre sub-

buclele Qi �si Qj identic ϕ. Atunci endomor�smele µ �si ϕ coincid. Astfel s-a demonstrat c�a

��ntre endomor�smele buclei Q �si M -matricele cu condi�tia de asociativitatea componenetelor

exist�a o coresponden�t�a univoc�a.

Vom determina matricea care corespunde produsului endomor�smelor. Pentru aceasta

ini�tial se arat�a, cum u�tilizarea endomor�smului la elementele buclei Q cu descompunerea

(3.1) se reduce la produsul matriceal. Fie a ∈ Q �si ϕ un endomor�sm al buclei Q. Conform

(3.1), a =
∏
ai, unde ai ∈ Qi, i = 1, 2, . . . , r, . . ., �si doar un num�ar �nit de factori ai diferi�ti de

unitate. Se noteaz�a prin a matrice coloan�a cu elementele a1, a2, . . . , ar, . . ., iar prin ϕ = (ϕkj)

not�am M -matrice, ce corespunde endomor�smului ϕ. Atunci ϕa = ϕ · a, unde din dreapta

matricea se ��nmul�te�ste la coloan�a, ��n rezultat ob�tin�andu-se coloan�a.

�In continuare, pentru asociativitatea componentelor, ��n expresia a = a1a2 . . . an se va

folosi ��nscrierea aditiv�a a = a1 + a2 + . . .+ an. Atunci

(ϕa) =
∑
j

(∑
k

ϕjkak

)
.

Se arat�a, c�a ∑
j

(∑
k

ϕjkak

)
=
∑
k

(∑
j

ϕjkak

)
. (3.2)

Se folosesc real�tiile ϕjkak ∈ Qj pentru ak ∈ Qk, dar �si asociativitatea componentelor buclei
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Q ��n raport cu subbuclele proprii Qi �si asociativitatea componentelor subbuclei Moufang

comutative Qj ��n raport cu subbuclele proprii ϕjkQk. Atunci

t∑
i=1

( t∑
k=1

ϕjkak
)

= (ϕ11a1 + ϕ12a2 + ϕ13a3 + . . .+ ϕ1tat)+

+ (ϕ21a1 + ϕ22a2 + ϕ23a3 + . . .+ ϕ2tat)

+ (ϕ31a1 + ϕ32a2 + ϕ33a3 + . . . . . .+ ϕ3tat) + . . .

+ (ϕt1a1 + ϕt2a2 + ϕt3a3 + . . .+ ϕttat)

= (((ϕ11a1 + (ϕ12a2 + ϕ13a3 + . . .+ ϕ1tat))

+ (ϕ21a1 + (ϕ22a2 + . . .+ ϕ2tat)))+

+ (ϕ31a1 + ϕ32a2 + . . .+ ϕ3tat) + . . .

+ (ϕt1a1 + ϕt2a2 + ϕt3a3 + . . .+ ϕttat)

= (ϕ11a1 + ϕ21a1 + (ϕ12a2 + ϕ13a3 + . . .+ ϕ1tat)

+ (ϕ22a2 + ϕ23a3 + . . .+ ϕ2tat))

+ (ϕ31a1 + ϕ32a2 + ϕ33a3 + . . .+ ϕ3tat)

+ . . .+ (ϕt1a1 + ϕt2a2 + ϕt3a3 + . . .+ ϕttat)

= (ϕ11a1 + ϕ21a1 + (ϕ31a1 + (ϕ32a2 + . . .+ ϕ3tat))) + . . .

+ (ϕt1a1 + ϕt2a2 + . . .+ ϕttat)

+ (ϕ12a2 + ϕ13a3 + . . .+ ϕ1tat)

+ (ϕ22a2 + ϕ23a3 + . . .+ ϕ2tat)

= (ϕ11a1 + ϕ21a1 + ϕ31a1) + . . .

+ (ϕt1a1 + ϕt2a2 + ϕt3a3 + . . .+ ϕttat)

+ (ϕ12a2 + ϕ13a3 + . . .+ ϕ1tat)

+ (ϕ22a2 + ϕ23a3 + . . .+ ϕ2tat)

+ (ϕ32a2 + . . .+ ϕ3tat) = . . .
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= (ϕ11a1 + ϕ21a1 + . . .+ ϕt1a1)

+ ((ϕ12a2 + ϕ13a3 + . . .+ ϕ1tat)

+ (ϕ22a2 + ϕ23a3 + . . .+ ϕ2tat)

+ (ϕ32a2 + ϕ33a3 + . . .+ ϕ3tat) + . . .

+ (ϕt2a2 + ϕt3a3 + . . .+ ϕttat)) = . . .

= (ϕ11a1 + ϕ21a1 + . . .+ ϕt1aa)

+ ((ϕ12a2 + ϕ22a2 + . . .+ ϕt2a2)

+ ((ϕ13a3 + ϕ23a3 + . . .+ ϕt3a3) + . . .

+ (ϕ1tat + ϕ2tat + ϕ3tat + . . .+ ϕttat) . . .))

=
∑
k

(∑
j

ϕjkak
)
.

Din transform�arile expuse mai sus se observ�a c�a sumarea dup�a k ��n ultima expresie se

realizeaz�a pentru o distribu�tie arbitrar�a a parantezelor.

Totaliatatea endomor�smelor unei algebre arbitrare ��n mod natural se transform�a ��n

semigrup. �Inmul�tirea este realizarea succesiv�a a endomor�smelor. S�a se determine matricea

corespunz�atoare produsului endomor�smelor buclei Q care posed�a descompunerea (3.1). Fie

a ∈ Q, a =
∏
ak, ak ∈ Qk, σ �si ϕ endomor�smele buclei Q �si acestor endomor�sme le

corespund matricele (σij) �si (ϕjk). S�a se calculeze σ(ϕa), folosind (3.2)

σ(ϕa) = σ

(∑
j

(∑
k

ϕjkak

))

=
∑
j

(∑
k

(
σ(ϕjkak)

))

=
∑
i

(∑
j

(∑
k

(
σij(ϕjkak)

)))

=
∑
i

(∑
j

(∑
k

(
σij(ϕjkak)

)))

=
∑
i

(∑
k

(∑
j

(
σij(ϕjkak)

)))

=
∑
i

(∑
k

(
(σϕ)ikak

))
.

Se observ�a c�a elementele matricei corespunz�atoare endomor�smelor buclei Q, corespund

anumitor descompuneri (3.1). Elementele σijϕjk sunt omomor�sme Qk ��n Qi. Astfel, sum�and
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dup�a ��ndicele j, urm�atoarea expresie trebuie ��n�teleas�a ca:

(σij1ϕj1k + σij2ϕj2k)ak = σij1ϕj1kak · σij2ϕj2kak.

Astfel, s-a demonstrat:

Teorema 3.1. Semigrupul endomor�smelor buclei Moufang comutative Q care dispune de

descompunere ��n produs direct de subbuclele proprii (3.1) este izomorf semigrupului M-

matricelor cu proprietatea de asociativitate a componentelor, ��ndicate ��n Lema 3.1.

�In [52] este demonstrat c�a orice bucl�a Moufang comutativ�a periodic�a se descompune ��n

produs direct al p-componentelor proprii. Unde p-componentele sunt bucle complet caracte-

ristice. Atunci din Teorema 3.1 rezult�a

Corolarul 3.1. Semigrupul endomor�smelor buclei Moufang comutative periodice este izo-

morf cu semigrupul M-matricelor diagonale.

3.2 Interconexiunea produsului direct, endomor�sme �si reprezentarea ma-

triceal�a

Acum, ca �si ��n cazul grupurilor abeliene �si c�ampurilor proprii de endomor�sme [104], se

prezint�a unele a�rma�tii privind leg�aturile dintre descompunerea direct�a a buclei Moufang

comutative Q �si semigrupul endomor�smelor E(Q), dar �si a M -matricelor, care reprezint�a

aceste endomor�sme. S�a demonstr�am urm�atoarele a�rma�tii.

(a) Dac�a Q = A×B, atunci semigrupul E(B) poate � analizat ca subsemigrup al semi-

grului E(Q), identi�c�and E(B) cu mul�timea tuturor α ∈ E(Q), care ��nduc aplica�tia identic�a

pe subbucla A. Mai mult, dac�a Q =
∏

i∈I Ai, acel produs cartezian
∏

i∈IE(Ai) al tuturor se-

migrupurilor E(Ai) este subsemigrup al semigrupului E(Q). Acest subsemigrup este format

din toate endomor�smele α ∈ E(Q), care aplic�a �ecare subbucl�a Ai pe sine. Pentru semi-

grupul endomor�smelor α prezentarea matriceal�a
∏

i∈IE(Ai) este exact mul�timea tuturor

M -matricelor diagonale, ��nafara diagonalei sunt doar zerouri.

(b) Fie Q = B × C �si ε : Q → B proiec�tia respectiv�a. Atunci poate � realizat�a identi�-

carea

E(B) = εE(Q)ε.

Dac�a α ∈ E(Q), atunci εαε este endomor�smul buclei Moufang comutative B. Pe de

alt�a parte, dac�a θ este un endomor�sm al buclei Moufang comutative B, atunci, realiz�and

identi�carea θ cu endomor�smul buclei Q, ob�tinem θ = εθε.
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(c) Fie bucla Moufang comutativ�a Q = B×C �si Q posed�a semigrupuri de endomor�sme

�si ϕ : E(Q)→ E(Q) sunt izomorfe ��ntre ele. Atunci Q = B × C �si ϕ induce izomor�smele

E(B)→ E(B) �si E(C)→ E(C).

Not�am prin ε proiec�tia Q → B, iar prin ν not�am proiec�tia Q → C �si presupunem c�a

ϕ : ε → µ, ϕ : ν → η. Not�am B = µ(Q), C = kerµ. Atunci C este subbucl�a normal�a a

buclei Q �si Q = B̄C̄. Avem εε = ε, atunci �si µµ = µ. Deci orice element ce se a��a ��n acela�si

timp ��n µB �si ��n µC la endomor�smul µ se aplic�a ��n sine sau ��n 1, a�sa ��nc�at B ∩ C = {1}.

Vom demonstra c�a B este subbucl�a normal�a a buclei Moufang comutative Q. Fie b ∈ B �si

u, v ∈ Q. Atunci u = b1c1, v = b2c2, unde b1, b2 ∈ B, c1, c2 ∈ C. Are loc

µL(u, v)b = µL−1(u, v)L(u)L(v)b

= L−1(µu · µv)L(µu)L(µv)µb

= L−1(µb1 · µb2)L(µb1)L(µb2)µb ∈ B.

Deci, subbucla B este normal�a ��n Q, iar atunci Q = B×C. Acum, realiz�andu-se identi�carea

indicat�a ��n a�rma�tia (b)

E(B) = εE(Q)ε,

E(C) = νE(Q)ν,

E(B) = µE(Q)µ,

E(C) = ηE(Q)η.

rezult�a

ϕ(εE(Q)ε) = µE(Q)µ, ϕ(νE(Q)ν) = ηE(Q)η

ob�tinem c�a izomor�smul ϕ : E(Q)→ E(Q) ��nduce izomor�smele

E(B)→ E(B), E(C)→ E(C).

Astfel a�rma�tia (c) este demonstrat�a.

Urm�atoarea a�rma�tie ��ndic�a, cum izomor�smul a doi factori poate � de�nit ��n termenii

endomor�smelor.

(d) Fie

Q = B × C = B × C

este descompunerea direct�a a buclei Moufang comutative Q �si ε : Q → B, µ : Q → B sunt

proiec�tiile respective. Atunci B ∼= B dac�a �si numai dac�a exist�a a�sa elemente α, β ∈ E(Q),

astfel ��nc�at βα = ε �si αβ = µ.
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Dac�a α, β ∈ E(Q) satisface aceste identit�a�ti atunci

βαβ = εβ = βµ, αβα = αε = µα

rezult�a c�a restric�tia β a omomor�smului βαβ pe subbucla B �si restric�tia α a omomor�smului

αβα pe subbucla B sunt omomor�smele β : B → B �si α : B → B. Identit�a�tile

(βαβ)(αβα) = ε, (αβα)(βαβ) = µ

arat�a c�a α �si β sunt aplica�tii reciproc ��nverse. Astfel B ∼= B. Reciproc, dac�a β : B → B

�si α : B → B sunt izomor�sme reciproc ��nverse, atunci pentru β = εβ �si α = µα sunt

adev�arate egalit�a�tile βα = ε �si αβ = µ.

(e) Izomor�smul α : Q → B al buclei Moufang comutative ��nduce izomor�smul semi-

grupurilor α : E(Q) → E(B), de�nit prin formula α : ϕ → αϕα−1. Se trece acest fapt ��n

limbajul matriceal ��n cazul c�and bucla Q admite descompunerea (3.1) �si α este automor�smul

buclei Q. Fie c�a α transfer�a descompunerea (3.1) ��ntr-o nou�a descompunere

Q = Q1 ×Q2 × . . .×Qr × . . . (3.3)

unde Qi = αQi, �si �e σ un endomor�sm al buclei Moufang comutative Q. S�a presupunem

c�a endomor�smul σ ��n vechea descompunerea corespunde la M -matricea (σik) �si ��n noua

descompunere la (ϕik). Pentru a determina leg�atura ��ntre aceste matrice trebuie luat ��n

considera�tie urm�atorul fapt. Cum este ��ndicat anterior Teoremei 3.1, elementele matricei

depind de o descompunere anume �si nu sunt obiecte ��ndependente. �In legatur�a cu acesta se

��ntroduce urm�aroarea no�tiune.

Fie ω un endomor�sm al buclei Q �si Q1 este o subbucl�a a buclei Q �si Q2 = ωQ1. Se

presupune c�a este de�nit un careva izomor�sm β ��ntre subbucle Q1, Q1 �si Q2, Q2:

Q1 = βQ1, Q2 = βQ2.

Atunci omomor�smul ω : Q1 → Q2 induce omomor�smul ω : Q1 → Q2, de�nit ��n felul

urm�ator. Dac�a a ∈ Q1, a = βa, atunci presupunem

ωa = ωβa = βωa = ωa.

Astfel M -matricea (σik), conectat�a la descompunerea (3.1), poate � conectat�a la des-

compunerea (3.3) �ec�arui σik : Qk → Qi i se pune ��n coresponden�t�a o anumit�a aplica�tie
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ϕik : αQk → αQi. Mai mult, matricea (ϕik) va corespunde unui nou endomor�sm ϕ al buclei

Q. S�a se detrmine leg�atura dintre ϕ �si σ. Fie a este un element arbitrar din Q. Atunci

ϕαa =
∑
k

(
∑
i

ϕik(αa)k)

=
∑
k

(
∑
i

ασikak)

= α(
∑
k

(
∑
i

σikak))

= ασa.

De unde rezult�a

ϕα = ασ, ϕ = ασα−1.

Dac�a se alege o M -matrice ce corespunde automor�smului α dup�a a doua descompunere,

atunci s-a demonstrat c�a M-matricea (ϕik) care corespunde endomor�smului σ ��n vechea

descompunere (3.1), �si M-matricea (σik) care corespunde endomor�smului ϕ ��n noua des-

compunere (3.3), sunt conjugate.

(f) Fie Q un grup arbitrar �si Φ grupul automor�smelor lui. Se cunoa�ste (vezi, de exemplu,

[82]) c�a mul�timea Hol Q perechilor (ϕ, g), pentru ϕ ∈ Φ, g ∈ Q care se��nmul�tesc dup�a regula:

(ϕ, g)(ϕ1, g1) = (ϕϕ1, gϕ1 · g1) (3.4)

formeaz�a un holomorf al grupului Q (ca �si ��n [82] imaginea elementului a pentru aplica�tia ϕ

se noteaz�a aϕ). Aplica�tia

Φ→ HolQ, Q→ HolQ,

dat�a de regula ϕ→ (ϕ, 1), g → (1, g), este ��ncluziune izomorf�a. Dac�a se identi�c�a Φ �si Q cu

subgrupurile din Hol Q ��n virtutea acestor ��ncluziuni atunci

ϕ−1gϕ = gϕ, ϕ ∈ Φ, g ∈ Q (3.5)

�si HolQ este produs semidirect Q �si Φ. Egalitatea (3.5) ��ndic�a, c�a �ecare automor�sm ϕ ∈ Φ

este o comprimare a unui automor�sm intern din grupul HolQ.

Se presupune acum c�a Q este bucl�a Moufang comutativ�a �si Φ este grupul automor�sme-

lor ei. Se veri�c�a mul�timea HolQ perechilor (ϕ, g), ϕ ∈ Φ, g ∈ Q, ��nmul�tite conform rela�tiei

(3.4), formeaz�a bucl�a �si pentru ea sunt adev�arate toate ra�tionamentele anterioare, f�ar�a ul-

tima a�rma�tie. Totu�si, dac�a α, β ∈ Φ, atunci se veri�c�a direct c�a substu�tiile ��nterne T (α),

L(α, β), R(α, β) sunt automor�smele buclei HolQ. Atunci identitatea (3.5) arat�a c�a �ecare
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automor�sm ϕ ∈ Φ este o contrac�tie a substitu�tiei ��nterne a buclei HolQ de tipul T (ϕ). Ca

�si ��n cazul grupurilor, bucla HolQ se nume�ste holomorful buclei Moufang comutative Q.

Acum vom efectua reprezentarea matriceal�a a holomorfului HolQ al buclei Q care ad-

mite descompunerea (3.1), utiliz�and reprezentarea matriceal�a a automor�smelor buclei Q.

Elementele din Q se analizeaz�a ca linie, mai mult dac�a g =
∑

i∈I gi, �sirul respectiv se va

scrie c�a g = (g1, g2, . . . , gr, . . .). Conform Teoremei 3.1, grupul AutQ poate � prezentat

ca M -matrice de tipul (σik), unde σik : Qk → Qi sunt omomor�sme �si orice subbucl�a Qi

din descompunerea (3.1) respect�a asociativitatea componentelor subbuclelor proprii Qkσik.

Dac�a ϕ este automor�sm din AutQ = Φ, atunci M -matricea respectiv�a se noteaz�a prin ϕ.

Linia g se ��nmul�teste la matricea ϕ conform regulei obi�snuite de ��nmul�tirea matricelor:

ḡϕ̄ =
(
g1ϕ11 + g2ϕ21 + . . .+ grϕr1 + . . . ,

g1ϕ12 + g2ϕ22 + . . .+ grϕr2 + . . . ,

. . . ,

g1ϕ1r + g2ϕ2r + . . .+ grϕrr + . . . ,

. . .
)
.

Aici (+) este opera�tia ��nmul�tire a elementelor din subbuclele Qi care posed�a asociativitatea

componentelor. �In rezultatul ��nmul�tirii ob�tinem linia, mai mult gϕ = ḡ · ϕ̄. Analiz�am

M -matricea de tipul

M(ϕ, g) =

 σ 0

g 1

 , (3.6)

unde 0 este coloana format�a din omomor�sme nule �si 1 este unitatea buclei Moufang co-

mutative Q. Se noteaz�a totalitatea de M -matrice de acest tip prin M . �Inmul�tirea acestor

matrice se face conform regulilor obi�snuite de ��nmul�tire a matricelor. Folosind ��nmul�tirea

celular�a a matricelor se veri�c�a adev�arul formulei:

M(σ, a)M(ϕ, b) = M(σ̄ϕ̄, āϕ̄ · b);

M(E, a)M(σ, 1) = M(σ, a);

M−1(σ, 1)M(E, a)M(σ, 1) = M(E, āσ̄).

Aici E este M -matrice unitar�a (pe diagonala principal�a sunt unit�a�ti, iar ��n celelalte pozi�tii

sunt zerouri). Aplica�tiile Φ→M , Q→M , de�nite de regula

σ →

 σ 0

1 1

 , g →

 E 0

g 1

 ,
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sunt incluziuni izomorfe. Atunci totalitatea M de M-matrice de tipul (3.6) pot � analizate

ca reprezentarea matrice�a a holomorfului buclei Moufang comutative Q care posed�a descom-

punerea (3.1).

3.3 Concluzii la capitolul 3

�In acest capitol a fost examinat obiectivul 4. �In contextul respectiv punct�am urm�atoarele

concluzii:

Folosind asociativitatea componentelor buclei a fost determinat�a structura buclelor Mo-

ufang comutative ce admit descompunere ��n �sir central inferior.

�In acest sens a fost de�nit�a asociativitatea componenetelor buclei Moufang comutative.

Pentru buclele Moufang comutative cu asociativitatea componenetelor �si descompunerea

��n produs direct de subbucle, semigrupul endomor�smelor este izomorf semigrupului M -

matricelor. La fel semigrupul endomor�smelor buclei Moufang comutative Q este izomorf

semigrupului M -matricelor. Pentru semigrupul endomor�smelor s-au demonstrat c�ateva

propriet�a�ti.

Metodologia de cercetare propus�a ��n capitolul 3 poate � utilizat�a la studierea pro-

priet�a�tilor semigrupului de endomor�smelor al buclei Moufang comutative Q ce admite des-

compunere ��n produs direct al propriilor subbucle.
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4. BUCLE MOUFANG COMUTATIVE CU RESTRIC�TII

4.1 Bucle Moufang comutative cu restric�tii asupra sistemelor de subgrupuri

ale grupului multiplicativ

La cercetarea diferitor clase de algebre un rol important joac�a existen�ta anumitor su-

balgebre cu propriet�a�ti speci�ce. �In aceste cazuri apare necesitatea de a cunoa�ste structura

algebrelor ��n care nu exist�a subalgebre cu propriet�a�tile solicitate.

Fie M este grupul multiplicativ al buclei Moufang comutative Q. �In aceast paragraf se

demonstreaz�a c�a dac�a toate subgrupurile in�nite abeliene din M sunt normale ��n M, atunci

Q este asociativ�a. Dac�a toate subgrupurile in�nite nonabeliene din M sunt normale ��n M,

atunci toate subbuclele nonasociative din Q sunt normale��n Q, toate subgrupurile neabeliane

din M sunt normale ��n M �si subgrupul comutator M′ este 3-grup �nit.

Vom aminti unele no�tiuni din teoria grupului �si buclele Moufang comutative din [5] �si

[21].

Un grup neabelian �nit este numit grup Miller-Moreno dac�a toate subgrupurile sunt

abeliene.

Un IH-grup este un grup in�nit dac�a toate subgrupurile abeliene in�nite sunt normale.

Un IH-grup este un grup in�nit dac�a toate grupurile proprii nonabeliene in�nite sunt

normale.

Grupul hamiltonian este grupul neabelian ��n care toate subgrupurile sunt normale.

Grupul se nume�ste metahamiltonian dac�a toate subgrupurile neabeliene sunt normale.

Construc�tia IH-grupurilor este descris�a ��n [5] cu elemente de ordin in�nit �si ale IH-

grupurilor periodice, care nu satisfac condi�tia minimalit�a�tii pentru subgrupurile abeliene. De

asemenea, se descriu IH-grupurile resolubile cu subgrupuri �nite sau in�nite de comutatori

�si se caracterizeaz�a IH-grupurile (resolubile) metahamiltoniene sau nonmetahamiltoniene.

Fie M(H) subgrupul grupului multiplicativ M(Q) al buclei Moufang comutative Q, ge-

nerat de mul�timea {L(x)|∀x ∈ H}. Are loc

Lema 4.1. [52]. Fie Q bucl�a Moufang comutativ�a cu grupul multiplicativ M. Z(M), este

centrul grupului M, iar Z(Q) este centrul buclei Q. Admitem c�a bucla Q se descompune ��n

produsul direct Q = D×H, unde D ⊆ Z(Q). Atunci M = M(D)×M(H), M(D) ⊆ Z(M),

�si M(D) ∼= D.

�In lucr�arile [52], [53], [51] bucla Moufang comutativ�a este caracterizat�a prin interme-
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diul diferitor sisteme de subbucle proprii �si deasemeni prin diferite sisteme de subgrupuri

multiplicative ale ei. �In particular, este demonstrat�a

Lema 4.2. [53] Urm�atoarele a�rma�tii sunt echivalente pentru o bucl�a Moufang comutativ�a

nonasociativ�a arbitrar�a Q cu grupul multiplicativ M:

1) Bucla Q satisface condi�tia minimalit�a�tii pentru subbucle;

2) Grupul M satisface condi�tia minimalit�a�tii pentru subgrupuri;

3) Bucla Q se descompune ��n produs direct al unui num�ar �nit de grupuri quasiciclice care

se con�tin ��n centrul buclei Q �si o bucl�a �nit�a;

4) Grupul M se descompune ��n produs direct al unui num�ar �nit de grupuri quasiciclice,

care se con�tin ��n centrul M, �si un grup �nit;

5) Bucla Q satisface condi�tia minimalit�a�tii pentru subbucle nonnormale;

6) Grupul M satisface condi�tia minimalit�a�tii pentru subgrupuri nonnormale;

7) Grupul M satisface condi�tia minimalit�a�tii pentru subgrupuri neabeliene;

8) Grupul M satisface condi�tia minimalit�a�tii pentru subgrupuri abeliene.

Urm�atoarele a�rma�tii sunt o reducere natural�a a a�rmai�tilor 5) �si 6):

i) Toate subbuclele in�nite asociative ale Q sunt normale ��n Q;

ii) Toate subbuclele in�nite nonasociative ale Q sunt normale ��n Q;

iii) Grupul M este un IH-grup;

iv) Grupul M este un IH-grup.

Structura buclei Moufang comutative cu condi�tiile i), ii) este examinat�a ��n [53]. Este

demonstrat c�a bucla Moufang comutativ�a cu condi�tia i) este asociativ�a, bucla Moufang

comutativ�a cu condi�tia ii) are o subbucl�a asociativ�a �nit�a �si ��ntr-o astfel de bucl�a Moufang

comutativ�a orice subbucle neasociative (�nite sau in�nite) sunt normale. �In aceast paragraf

vom demonstra c�a bucla Moufang comutativ�a cu condi�tia iii) este asociativ�a. Vom demonstra

de asemene c�a bucla Moufang comutativ�a cu condi�tia iv) satisface condi�tia ii), grupul s�au

multiplicativ M este metahamiltonian �si subgrupul M′ este 3-grup �nit.
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Lema 4.3. Dac�a elementul a de ordinul in�nit s�au de ordinul trei din grupul multiplicativ

M al buclei Moufang comutative arbitrare Q genereaz�a un subgrup normal, atunci elementul

a apar�tine centrului Z(M) al grupului M.

Demonstra�tie. Este evident c�a a 6= 1. Not�am (x, y) = x−1y−1xy, xy = y−1xy. Observ�am

c�a xy = x(x, y).

Din faptul c�a subgrupul H generat de elementul a este normal, pentru elementul b ∈M

exist�a un a�sa num�ar ��ntreg k 6= 0 pentru care ab = b−1ab = ak. Vom avea ab = a(a, b) �si

(a, b) = ak−1.

Dac�a k = 1, atunci (a, b) = a0 = 1. Prin urmare a ∈ Z(M).

Admitem c�a k > 1, atunci �si a3 = 1. Atunci k = 2 �si (a, b) = a. Din faptul c�a grupul

multiplicativ M este local nilpotent [52], ob�tinem c�a

a = (a, b) = ((a, b), b) = (((a, b), b), b) = . . . = 1,

contradic�tie cu cazul a 6= 1. Deci ��n cazul a3 = 1 vom avea k 6= 2, adic�a k = 1.

Admitem c�a elementul a este de ordin in�nit �si k 6= 1. Conform [21, Teorema 11.2]

subgrupul comutatorilor al grupului multiplicativ M este 3-grupul local �nit. Prin urmare,

exist�a un num�ar natural �si pentru care (ak−1)3n = (a, b)3n = 1. Deci a3nk−3n = a0, contrazi-

cere cu condi�tia c�a an 6= am pentru numerele ��ntregi n,m diferite. Prin urmare, cazul k 6= 1

este imposibil. Lema este demonstrat�a.

Teorema 4.1. Dac�a grupul multiplicativ M al buclei Moufang comutative Q este un IH-

grup, atunci M este abelian �si, prin urmare, bucla Q este asociativ�a.

Demonstra�tie. Presupunem c�a grupul M este neabelian. �In acest caz grupul M trebuie

s�a �e periodic. Presupunem c�a grupul multiplicativ M nu este periodic. Atunci bucla Q

de asemenea nu este periodic�a. Fie a un element de ordin in�nit ��n Q. Conform lucr�arii

[21] elementul a3 apar�tine centrului Z(Q) al buclei Q. Este u�sor s�a ar�at�am, av�and ��n vedere

de�ni�tia grupului M, c�a elementul α = L(a3) apar�tine centrului Z(M) al grupului M. Prin

urmare, grupul A =< α > este un subgrup normal in�nit abelian din grupul M. Fie β un

element periodic arbitrar al grupului M �si B =< β >. Din incluziunea A ⊆ Z(M) ob�tinem

c�a produsul AB va � un subgrup abelian in�nit al grupului M. Prin supozi�tie, subgrupul

AB este normal ��n M, deci, dac�a ϕ este un automor�sm intern al grupului M, atunci

AB = ϕ(AB) = ϕ(A) · ϕ(B) = A · ϕ(B).
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Prin urmare,

AB = A · ϕ(B).

Fie β1 un element arbitrar din B. Atunci exist�a astfel de elemente α1 ∈ A, β2 ∈ B ��nc�at

ϕ(β1) = α1β2 sau ϕ(β1)β
−1
2 = α1. Deoarece β1 este un element periodic, atunci ϕ(β1) este,

de asemenea, un element periodic �si α1 ca element al grupului ciclic in�nit nu este periodic.

Mai mult, ϕ(β1), β2 ∈M, apoi �e

ϕ(β1) = L(u1) . . . L(uk),

β−12 = L(v1) . . . L(vn),

unde ui, vj ∈ Q. Vom nota cu H subbucla buclei Q generat�a de mul�timea

{a, u1, . . . , uk, v1, . . . , vn}. Subbucla Moufang comutativ�a H este �nit generat�a �si atunci

conform Teorema Bruck-Slaby [21, Teorema 10.1] ea este central nilpotent�a. Din nou, prin

[21, Teorema 11.5] ob�tinem c�a grupul multiplicativ M(H) este nilpotent. �In continuare vom

nota prin ϕ(β1), β
−1
2 , α1 restric�tiile pe H ale aplica�tiilor ϕ(β1), β

−1
2 , α1 mul�timii Q. Este

evident c�a ϕ(β1), β
−1
2 , α1 ∈ M(H). Astfel ϕ(β1), β

−1
2 sunt elemente periodice �si α1 este un

element de ordin in�nit. Elementele periodice formeaz�a un subgrup ��n grupul nilpotent, de

unde rezult�a c�a produsul ϕ(β1) ·β
−1
2 este un element periodic. Din egalitatea ϕ(β1)β

−1
2 = α1

urmeaz�a egalit�a�tile

ϕ(β1) · β
−1
2 = α1,

α1 = 1,

ϕ(β1) = β2,

ϕ(B) = B.

Am stabilit c�a orice element din M genereaz�a un subgrup normal. Prin urmare, orice subgrup

din M este normal ��n M. Atunci M este un grup hamiltonian.

�Intr-adev�ar, grupurile arbitrare hamiltoniene sunt descrise de urm�atoarea a�rma�tie. Gru-

pul hamiltonian poate � descompus ��ntr-un produs direct de grupul quaternionilor �si grupuri

abeliene, a c�aror �ecare element are ordinul nu mai mare ca 2. Pe de alt�a parte, un grup

care posed�a o astfel de descompunere este hamiltonian.

Grupul quaternionilor este grupul generat de generatorii a, b �si care satisfac rela�tiile

identice α4 = 1, α2 = β2, β−1αβ = α−1.

�In [21, Theorem 11.4] este demonstrat c�a grupul factor M/Z(M) este un 3-grup local

�nit. Atunci, din α4 = 1 rezult�a α ∈ Z(M), din β−1αβ = α−1 rezult�a α2 = 1, din α2 = β2
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rezult�a β2 = 1 �si, ��n cele din urm�a, din β2 = 1 rezult�a β ∈ Z(M). Ob�tinem c�a subgrupul

hamiltonian al grupului multiplicativ al buclei Moufang comutative este abelian . Din cele

men�tionate anterior rezult�a c�a grupul multiplicativ M al buclei Moufang comutative Q este

abelian. Dar acest lucru contrazice presupunerea noastr�a despre grupul neabelian M. �In

consecin�t�a, grupul M este periodic.

Din Lemele 1.4 �si 3.1 din [52] rezult�a c�a grupul periodic multiplicativ M al buclei Q

se descompune ��ntr-un produs direct de p-subgrupurile proprii maximale Mp, ��n plus, Mp

apar�tine centrului Z(M) pentru p 6= 3. Not�am M = N ×M3, unde N =
∏

p 6=3Mp. Presu-

punem c�a N este un grup in�nit �si �e α un element arbitrar ��n M3. Dac�a A =< α > atunci

prin supozi�tie, grupul abelian in�nit N×A este normal ��n M. Fie ϕ un automor�sm din M.

Atunci N × A = ϕ(N × A) = ϕN × ϕA = N × ϕA, adic�a N × A = N × ϕA. Apoi, pentru

un anumit α1 ∈ A exist�a astfel de elemente α2 ∈ A, β ∈ N ��nc�at βα2 = ϕαϕ. Mai mult,

β3α3
2 = ϕα3

1, β
3kα3k

2 = ϕα3k

1 �si pentru un anumit num�ar ��ntreg n avem α3n

2 = ϕα3n

1 = 1. Prin

urmare β3k = 1. Dar ordinul lui β nu divide 3. Prin urmare, β = 1 �si ob�tinem ϕα1 = α2,

ϕA = A. De aici rezult�a c�a subgrupul M3 este hamiltonian. Prin urmare, ca �si ��n cazul

de mai sus, M3, de asemenea �si M este grup abelian. �In consecin�t�a, ��n descompunerea

M = N ×M3 ar trebui s�a lu�am ��n considerare cazul ��n care subgrupul N este �nit. Mai

mult, f�ar�a a limita generalizarea, vom considera c�a M este un 3-grup.

Presupunem c�a M nu satisface condi�tia de minimalitate pentru subgrupuri. Atunci,

utiliz�and 8) din Lema 4.2, grupul M con�tine un subgrup abelian care nu��ndeplineste condi�tia

minimalit�a�tii pentru subgrupuri. Apoi con�tine un grup in�nit abelian elementar H. Fie

H = H1 × H2 × . . . × Hn × . . . o descompunere a grupului H ��n produs direct al grupurilor

ciclice de ordinul 3. Pentru orice element α ∈ H vor exista astfel de elemente ��n subgrupul

in�nit H(α) ⊆ H, pentru care < α > ∩H(x) = 1. Fie H(α) = H1(α) este o descompunere

a grupului H(α) ��n produsul direct a doi factori in�ni�ti. Deoarece grupul ciclic < a > este,

evident, intersec�tia a dou�a subgrupuri in�nite asociative < a > H1(α) �si < a > H2(α), atunci

el este normal ��n M. Av�and ��n vedere elementul arbitrar α ∈ H, rezult�a c�a to�ti factorii Hn

sunt normali ��n M. Fiecare factor Hn este un grup ciclic de ordinul 3 �si conform Lemei 4.3

se include ��n centrului Z(M). Prin urmare H ⊆ Z(M). Fie acum β este un element arbitrar

din M �si H(β) un subgrup in�nit din H pentru care < β > ∩H(β) = {1}. Admitem c�a

H(β) = H1(β)× H2(β) este o descompunere a grupului H(β) ��n produs direct de doi factori

in�ni�ti. Din condi�tia H(β) ⊂ Z(M) ob�tinem c�a H1(β),H2(β) sunt subgrupuri normale ale

grupului M �si produsele βH1(β) �si βH2(β) sunt subgrupuri abeliene in�nite. Atunci, βH1(β)
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�si βH2(β) sunt subgrupuri normale, prin urmare < β >=< β > H1(y) ∩ H2(β) �si βH2

este subgrup normal. Avem orice element din M genereaz�a un subgrup normal ��n M. �In

consecin�t�a, M este un grup hamiltonian �si, a�sa cum s-a demonstrat mai sus, este abelian.

Acest fapt contrazice presupunerii noastre c�a M este grup neabelian. Prin urmare, grupul

M satisface condi�tia minimalit�a�tii pentru subgrupuri.

Din condi�tia minimalit�a�tii pentru subgrupurile pentru M �si din Lema 4.2 rezult�a c�a

M = B × C, unde C ⊆ Z(M) �si B este un grup �nit. Dac�a γ este un element arbitrar

din M, atunci < γ > C este un subgrup in�nit abelian. Mai mult, din faptul c�a < γ > C

este normal ��n M urmeaz�a faptul c�a < γ > este normal ��n M. Rezult�a c�a M este un grup

hamiltonian. Conform argumentelor de mai sus, M este un grup abelian. Teorema este

demonstrat�a.

Propozi�tia 4.1. Grupul multiplicativ M al buclei Moufang comutative neasociative in�nite

Q nu con�tine subgrupuri in�nite neabeliene dac�a �si numai dac�a Q = D × H, unde D este

grup quasiciclic, H este o 3-bucl�a generat�a neasociativ�a sau echivalent M = D×G, unde G

este grup Miller-Moreno.

Demonstra�tie. Sa analiz�am acum o bucl�a Moufang comutativ�a cu anumite restric�tii asupra

subgrupurilor neabeliane din grupul multiplicativ. Presupunem c�a grupul multiplictiv M al

buclei Q nu are subgrupuri in�nite neabeliene. Unde din Lema 4.2 M satisface condi�tia

minimalit�a�tii pentru subgrupuri �si M = K×G, unde K este un produs direct al unui num�ar

�nit de grupuri quasiciclice care se con�tin ��n centrul Z(M) al grupului M, iar G este un

grup �nit. Dar, deoarece M nu are subgrupuri propri in�nite neabeliene, atunci K este grup

quasiciclic �si G este grup Miller-Moreno.

Conform Lemei 4.2, bucla Q satisface condi�tia minimalit�a�tii pentru subbucle �si Q =

D×H, unde D este produs direct al unui num�ar �nit de grupuri quasiciclice care se con�tine��n

centrul Z(Q) al buclei Q, H este o bucl�a �nit�a. Mai mult, din Lema 4.1 M = M(D)×M(H)

�si M(D) ∼= D. �In consecin�t�a, avem M(H) ∼= G. Ulterior, dac�a pentru a, b, c ∈ H avem

ab · c 6= a · bc, atunci

L(c)L(a)b 6= L(a)L(c)b,

L(c)L(a) 6= L(a)L(c).

Prin urmare, dac�a bucla Moufang comutativ�a H con�tine subbucle neasociative, atunci grupul

M(H) con�tine subgrupuri neabeliene. Bucla Moufang comutativ�a este diasociativ�a [21].
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Atunci din rela�tia M(H) ∼= G rezult�a c�a bucla Moufang comutativ�a H este generat�a de trei

elemente. Propozi�tie demonstrat�a.

Teorema 4.2. Dac�a grupul multiplictiv M al buclei Moufang comutative Q este IH-grup,

atunci:

1) Grupul M este grup metahamiltonian;

2) Toate subbuclele neasociative ale buclei Q sunt normale;

3) Dac�a grupul M este neperiodic, atunci subgrupul comutator M′ din grupul M este 3-grup

�nit abelian;

4) Dac�a M este periodic, atunci subgrupul comutator M′ din grupul M este 3-grup resolubil

�nit de clas�a nu mai mare dec�at trei.

Demonstra�tie. Conform [52], grupul multiplicativ M al unei bucle Moufang comutative

arbitrare este local nilpotent. Atunci, conform [5, Teorema 1.18], grupul M este prezen-

tat ca un sistem central cu factori ciclici de ordin prim. �In aceste cazuri, dac�a M este

un IH-grup, atunci conform [5, Propozi�tiei 6.5] M este resolubil. Corolarul 6.11 din [5]

arat�a c�a un IH-grup nonmetahamiltonian resolubil satisface condi�tia minimalit�a�tii pentru

subgrupuri. Atunci ��n conformitate cu Lema 4.2 rezult�a c�a IH-grupul multiplictiv M este

metahamiltonian. �In consecin�t�a, a�rma�tia 1) este demonstrat�a.

Fie acum H o subbucl�a arbitrar�a neasociativ�a a buclei Q �si grupul s�au multiplicativ M

este un IH-grup. Atunci, subgrupul N, generat de aplica�tiile L(a), a ∈ Q, este neabelian �si,

potrivit a�rma�tiei 1), este normal ��n M. Mul�timea Na pentru a ∈ Q, este o parte din bucla

Q �si

Na ·Nb = L(Nb)Na = NL(Nb)a

= N(Nb · a) = N(L(a)Nb)

= N(NL(a)b) = NL(a)b

= N(ab).

Dac�a N(ba) = N(ca), atunci

Nb · a = L(a)Nb = NL(a)b

= N(ba) = N(ca)

= NL(a)
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deci Nb = Nc. Prin urmare, aplica�tia ϕ de�nit�a de ϕa = Na este un omomor�sm al buclei

Q pe o bucl�a ϕQ �si nucleul N1 = H este o subbucl�a normal�a a buclei Q. �In consecin�t�a, orice

subbucl�a nonasociativ�a H a buclei Q este normal�a ��n Q, adic�a a�rma�tia 2) este demonstrat�a.

�Tin�and cont de Teorema 6.3 din [5], subgrupul comutatorilor M′ al IH-grupului neperio-

dic este un p-grup abelian �nit. Dar subgrupul comutatorilor grupului multiplicativ al buclei

Moufang comutative arbitrare este un 3-grup [21, Teorema 11.4]. Prin urmare, subgrupul

comutatorilor M′ este un 3-grup �nit abelian, adic�a a�rma�tia 3) este demonstrat�a.

Av�and ��n vedere Teorema 6.7 din [5], toate IH-grupurile resolubile cu subgrup in�nit

al comutatorilor ��ndeplinesc condi�tia minimalit�a�tii pentru subgrupuri. Dar din a�rma�tia 4)

a Lemei 4.2 rezult�a c�a ��n aceste cazuri subgrupul M′ din M este �nit. De aici subgrupul

comutatorilor M′ din IH-grupul M este �nit, iar conform [21, Teorema 11.4] este un 3-grup

�nit.

S�a presupunem c�a al doilea subgrup al comutatorilor M(2) al grupului M este neabelian.

Atunci orice subgrup care con�tine M(2) este neabelian �si ��n conformitate cu a�rma�tia 2), este

normal ��n M. Evident, grupul M /M(2) este hamiltonian �si cum s-a ar�atat ��n demonstra�tia

Teoremei 4.1, este un grup abelian. Prin urmare, M′ ⊆ M(2), adic�a M′ = M(2). Dar

subgrupul comutatorilor M′ este un 3-grup �nit, deci este nilpotent. Prin urmare, M′ 6=

M(2). Contradic�tie. �In consecin�t�a, M(2) este un subgrup abelian �si grupul M este resolubil

de clas�a nu mai mare dec�at trei. Aceasta ��ncheie demonstra�tia teoremei.

Ca �si ��n cazul Teoremei 4.2, subgrupul comutatorilor M′ al IH-grupului multiplicativ este

�nit, atunci din lucr�arile [85] �si [112] rezult�a c�a M este un grup cu clase �nite de elemente

conjugate �si num�arul de elemente ��n �ecare calas�a nu dep�a�se�ste num�arul |M|. Mai mult,

��n lucrarea [52] se demonstreaz�a c�a grupul factor M/Z(M) al unul grup multiplicativ M

cu centrul Z(M) este un 3-grup local �nit. Prin urmare, din lucr�arile [112] �si [113] rezult�a

c�a dac�a M este un IH-grup, atunci orice element din M/Z(M) se con�tine ��ntr-un 3-grup

normal �nit.

4.2 Bucle Moufang comutative cu restric�tii asupra sistemelor de subbucle

asociative in�nite

�In acest paragraf demonstr�am c�a bucla Moufang comutativ�a Q este asociativ�a dac�a �si

numai dac�a con�tine o subbucl�a in�nit�a H pentru care orice subgrup din Q cu intersec�tie
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in�nit�a cu H este subbucla normal�a.

�In lucrarea [52] se demonstreaz�a c�a �ecare bucl�a Moufang comutativ�a in�nit�a Q con�tine

o subbucl�a asociativ�a in�nit�a �si dac�a toate subbuclele asociative in�nite ale Q sunt normale

��n Q, atunci Q este asociativ�a [53]. Analog, echivalen�ta a�rma�tiilor 1), 2), 8) din Teorema

3.5 din [52], rezult�a c�a �ecare grup multiplicativ M al buclei Moufang comutative in�nite Q

con�tine un subgrup abelian in�nit �si dac�a toate subgrupurile abeliene in�nite ale grupului

multiplicativ M sunt normale ��n M atunci Q este asociativ�a [69].

�In aceast paragraf restric�tia privind subbuclele asociative in�nite �si subgrupurile abeliene

in�nite este redus�a.

Teorema 4.3. Pentru o bucl�a Moufang comutativ�a Q cu grupul multiplictiv M urm�atoarele

a�rma�tii sunt echivalente:

1) Bucla Q este asociativ�a;

2) Bucla Q con�tine o subbucl�a in�nit�a H pentru care orice subgrup din Q cu intersec�tie

infunit�a cu H este o subbucl�a normal�a ��n Q;

3) Grupul multiplicativ M este abelian;

4) Grupul multiplicativ M con�tine un subgrup N pentru care orice subgrup cu intersec�tie

in�nit�a cu N este un subgrup normal ��n M.

Demonstra�tie. Implica�tiile 1)⇒ 2), 3)⇒ 4), 1)⇔ 3) sunt evidente.

Vom demonstra implica�tia 2)⇒1). Presupunem c�a H este o subbucl�a nonperiodic�a �si �e

a ∈ H un element de ordin in�nit. �In lucrarea [21] se arat�a c�a elementul a3 se con�tine ��n

centrul Z(Q) al buclei Moufang comutative Q. Fie b un element arbitrar din Q astfel ��nc�at

< b > ∩ < a >= 1. Subbucla < a3 > este normal�a ��n Q. Atunci conform [21] produsul

< b >< a3 > este un subgrup. Deoarece < a3 >⊆< b >< a3 > ∩H atunci conform a�rma�tiei

2) < b >< a3 > este o subbucl�a normal�a ��n Q. Fie ϕ o aplica�tie intern�a din bucla Q. Fiindc�a

��n bucla Moufang comutativ�a substu�tiile interne sunt automor�smele proprii [21]. Atunci

< b >< a3 >= ϕ
(
< b >< a3 >

)
= ϕ

(
< b >

)
ϕ
(
< a3 >

)
= ϕ

(
< b >

)
< a3 >,

ϕ
(
< b >

)
=< b >< a3 > .

Cum < b > ∩ < a3 >= 1, atunci ϕ
(
< b >

)
=< b >. Prin urmare, subbucla < b > este

normal�a ��n Q.

91



Not�am < a3 >= A, < b >= B. Fie θ, η restric�tii ale omomor�smului natural λ : AB →

AB/A pe B �si ϕB respectiv. Evident, kerθ = B ∩A, kerη = ϕB ∩A. Atunci din egalit�a�tile

B ∩ A = 1, ϕB ∩ A = 1 rezult�a c�a θ, η sunt monomor�sme.

Fie b ∈ B. Atunci b = ca pentru un c ∈ ϕB, a ∈ A. Mai mult,

λb = λ(ca),

λb = λc · λa,

λb = λc · λ1,

λb = λc.

Prin urmare λc = ηc. Unde η este o restric�tie de λ pe ϕB �si este un monomor�sm de ϕB.

Atunci din λb = ηc rezult�a c�a b ∈ ϕB, B ⊆ ϕB. Similar, ϕB ⊆ B. Prin urmare ϕB = B.

�In consecin�t�a, subbucla < b > este normal�a ��n L.

Ulterior, utiliz�and normalitatea buclei < b > ��n Q prin analogie se demonstreaz�a c�a

subbucla < a > este normal�a ��n Q. Avem c�a orice element din Q, genereaz�a o subbucl�a

normal�a ��n Q. Aceasta ��nseamn�a c�a bucla Q este hamiltonian�a. Dar orice bucl�a Moufang

comutativ�a hamiltonian�a este asociativ�a [92]. Prin urmare implica�tia 2)⇒ 1) este adev�arat�a.

Acum presupunem c�a grupul abelian H este periodic. Atunci H se decompune ��n produs

direct de p-subgrupuri maximale Hp. Fie H = D ×H3. Din [47] avem D ⊆ Z(Q).

Subgrupul D este normal ��n Q. Dac�a D este in�nit atunci, ca �si ��n cazul precedent,

se demonstreaz�a c�a bucla Moufang comutativ�a Q este hamiltonian�a �si, prin urmare, este

asociativ�a. Dac�a D este �nit atunci subgrupul H3 este in�nit.

Presupunem c�a grupul abelian in�nit H3 satisface condi�tia de minimalitate pentru su-

bgrupurile proprii. Atunci H3 = T × K, unde K este un grup �nit �si T este un grup

in�nit divizibil. Din [52], T ⊂ Z(Q) �si ca ��n cazul precedent bucla Moufang comutativ�a este

asociativ�a.

Pentru a demonstra implica�tia 2) ⇒ 1) vom considera cazul c�and grupul abelian H3

nu satisface condi�tia de minimalitate pentru subgrupurile proprii. �In acest caz H3 posed�a

un subgrup abelian in�nit B care se decompune ��ntr-un produs direct de grupuri ciclice de

ordinul 3. Fie b ∈ B �si un subgrup R ⊆ B astfel ��nc�at < b > ∩R = 1. Fie R = R1 × R2 o

decompunere a grupului R ��ntr-un produs direct de dou�a subgrupuri in�nite. Din a�rma�tia

2) rezult�a c�a subbuclele R1, < b > ×R1, R2, < b > ×R2 sunt normale ��n bucla Moufang

comutativ�a Q. �In [53] se demonstreaz�a c�a dac�a ��n bucla Moufang comutativ�a un element de

ordinul 3 genereaz�a o subbucl�a normal�a, atunci acest element apar�tine centrul acestei bucle
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Moufang comutative. Apoi b ∈ Z(Q), �si ��n consecin�t�a B ⊆ Z(Q). Subgrupul B este in�nit,

atunci ca �si ��n cazurile anterioare se poate demonstra c�a bucla Moufang comutativ�a Q este

asociativ�a. Ca urmare implica�tia 2) ⇒ 1) aeste adev�arat�a.

Acum demonstr�am implica�tia 4)⇒ 3). Presupunem c�a N este un subgrup nonperiodic �si

�e α ∈ N un element de ordin in�nit. Fie Z(M) centrul grupului M. �In [21] este demonstrat

c�a factor-grupul M/Z(M) este 3-grup local �nit. Atunci elementul αk apar�tine centrului

Z(M) pentru orice num�ar ��nteg k. Fie ε unitatea pentru grupul M �si β un element arbitrar

din M astfel ��nc�at < β > ∩ < α >= ε. Subgrupul < αk > este normal ��n M. Atunci

rezult�a c�a produsul < β >< αk > este un subgrup. Cum < αk >⊆< β >< αk > ∩N, atunci

identitatea 4), < β >< αk > este un subgup normal din M. Fie ϕ un automor�sm intern al

grupului M. Atunci

< β >< αk >= ϕ
(
< β >< αk >

)
= ϕ

(
< β >

)
ϕ
(
< αk >

)
= ϕ

(
< β >

)
< αk >,

ϕ
(
< β >

)
=< β >< αk > .

Cum < β > ∩ < αk >= ε, atunci ϕ
(
< β >

)
=< β >. Prin urmare, subgrupul < β > este

normal ��n M.

Notam < αk >= A, < β >= B. Fie θ, η restric�tiile omomorphismului natural λ : AB→

AB/A pe B �si ϕB respectiv. Evident, ker θ = B∩A, ker η = ϕB∩A. Apoi, din egalit�a�tile

B ∩ A = ε, ϕB ∩ A = ε rezult�a c�a θ, η sunt monomor�sme.

Fie β ∈ B. Atunc β = γα pentru un γ ∈ ϕB, α ∈ A. Mai mult, λβ = λ(γα),

λβ = λγ · λα, λβ = λγ · λε, λβ = λγ. Omomor�smul λ ac�tioneaz�a pe ϕB ca η. Prin

urmare, λγ = ηγ. η este o restric�tie de λ pe ϕB �si este un monomor�sm pe ϕB. Atunci din

λβ = ηγ rezult�a c�a β ∈ ϕB, B ⊆ ϕB. �In mod analog, ϕB ⊆ B. Prin urmare, ϕB = B. �In

consecin�t�a, subgrupul < β > este normal ��n M.

Mai mult, folosind normalitatea lui < β > ��n M, se demonstreaz�a prin analogie c�a su-

bgrupul < α > este normal ��n M. Ob�tinem c�a orice element din M genereaz�a un subgrup

normal ��n M. Acest lucru ��nseamn�a c�a grupul M este hamiltonian. Dar orice grup multi-

plicativ hamiltonian din bucla Moufang comutati�a este abelian (Teorema 4.2). Prin urmare

implica�tia 4)⇒ 3) este adevarat�a pentru cazul c�and M este neperiodic.

S�a presupunem c�a grupul abelian N este periodic. Atunci N se decompune��ntr-un produs

direct de p-subgrupurile proprii maximale Np. Fie N = D×N3. Conform [53] D ⊆ Z(M).

Subgrupul D este normal ��n M. Dac�a D este in�nit, atunci ca �si ��n cazul precedent putem
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s�a demonstr�am c�a bucla Moufang comutativ�a M este hamiltonian�a �si, ��n consecin�t�a, este

asociativ�a. Dac�a D este �nit, atunci subgrupul N3 este in�nit.

Fie grupul in�nit abelian N3 satisface condi�tia de minimalitate pentru subgrupurile pro-

prii. Atunci N3 = T× K, unde K este grup �nit �si T este un grup in�nit divizibil. Din [52]

T ⊂ Z(M) �si, ca ��n cazul precedent, bucla Moufang comutativ�a Q este abelian�a.

Pentru a demonstra implica�tia 4) ⇒ 3), trebuie s�a consider�am doar cazul ��n care grupul

abelian N3 nu ��ndepline�ste condi�tia de minimalitate pentru subgrupurile acestuia. �In acest

caz, N3 are un subgrup in�nit abelian B care se descompune ��ntr-un produs direct al grupu-

rilor ciclice de ordin 3. Fie β ∈ B �si R ⊆ B astfel ��nc�at < β > ∩R = ε. Fie R = R1×R2 o

descompunere a grupului R ��ntr-un produs direct de dou�a subgrupuri in�nite. Din a�rma�tia

2) rezult�a c�a subbuclele R1, < β > ×R1, R2, < β > ×R2 sunt normale ��n grupul M. �In

Teorema 4.2 este demonstrat c�a dac�a ��ntr-un grup multiplicativ al buclei Moufang comuta-

tive un element de ordinul 3, genereaz�a un subgrup normal, atunci acest element este din

centrul grupului multiplicativ. Atunci b ∈ Z(M) �si, prin urmare, B ⊆ Z(M). Subgrupul B

este in�nit, atunci ca �si ��n cazurile anterioare se poate demonstra c�a grupul M este abelian.

Prin urmare, implica�tia 4) ⇒ 3) are loc �si ��n acest caz. Aceasta �nalizeaz�a demonstra�tia

teoremei.

Construc�tia de grupuri arbitrare care satisfac echivalen�ta a�rma�tiilor 3), 4) din Teorema

4.3 este descris�a ��n [83]. Demonstrarea echivalen�tei a�rma�tiilor 3), 4) din Teorema 4.3,

oferite aici, coincide ��n mod direct �si gra�c cu demonstra�tia echivalen�tei a�rma�tiilor 1), 2)

din Teorem�a 4.3 pentru buclele Moufang comutative. Dar dac�a se utilizeaz�a rezultatele din

lucrarea [83] pentru a demonstra echivalen�ta a�rma�tiilor 3), 4), atunci demonstrarea nu este

mai u�soar�a, dar, din contra, acesta este mai complex�a.

4.3 Concluzii la capitolul 4

�In acest capitol au fost examinat obiectivul 5. �In contextul subiectelor examinate

punct�am urm�atoarele concluzii:

A fost stabilit�a structura buclelor Moufang comutative metahamiltoniene.

Pentru buclele Moufang comutative cu restric�tii asupra subbuclelor �si subgrupurilor gru-

pului multiplicativ au fost stabilite condi�tiile pentru care bucla Moufang comutativ�a Q este

asociativ�a.
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Pentru bucla Moufang comutativ�a Q cu restric�tii asupra sistemelor de subgrupuri ale

grupului multiplicativ M au fost stabilite condi�tiile pentru care: grupul M este grup meta-

hamiltonian;

� toate subbuclele neasociative din bucla Moufang comutativ�a Q sunt normale;

� subgrupul comutator M′ din M este 3-grup �nit abelian;

� subgrupul comutator M′ din M este 3-grup �nit resolubil.

Pentru bucla Moufang comutativ�a cu restric�tii asupra sistemelor de subbucle asociative

in�nite au fost stabilite condi�tiile pentru care urm�atoarele a�rma�tii sunt echivalente: bucla

Moufang comutativ�a Q este asociativ�a; bucla Q care are o subbucl�a in�nit�a H ��n care �ecare

subbucl�a asociativ�a are o intersec�tie in�nit�a cu H este o subbucl�a normal�a ��n Q; grupul M

este abelian; grupul M care are o subbucl�a in�nit�a N ��n care �ecare subbucl�a asiciativ�a are

o intersec�tie in�nit�a cu N este un subgrup normal ��n M.

Metodologia de cercetare descris�a ��n capitolul patru poate � utilizat�a la:

- stabilirea condi�tiilor pentru care ��n bucla Moufang comutativ�a Q cu restric�tii asupra sis-

temelor de subbucle asociative in�nite grupul multiplicativ M este metahamiltonian.

- stabilirea condi�tiilor pentru care ��n bucla Moufang comutativ�a Q cu restric�tii aupra siste-

melor de subgrupuri ale grupului multiplicativ M, grupul multiplicativ este metabelian.
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CONCLUZII GENERALE �SI RECOMAND �ARI

Cercet�arile ��n domeniul teoriei buclelor Moufang au fost ini�tiate ��n a doua jum�atate a

secolului XIX-lea. Teoria buclelor Moufang comutative cu restric�tii de �nitudine prezint�a un

interes special pentru cercetare datorit�a �apropierii� de teoria grupurilor. Dar s-a determi-

nat c�a nu sunt su�cient cercetate propriet�a�tile buclelor Moufang comutative cu condi�tii de

�nitudine �si conexiunea lor cu diverse structuri asociate.

Rezultatele principale ale lucr�arii sunt noi. Cercet�arile realizate ��n aceast�a lucrare se

refer�a la obiectivele propuse pentru investiga�tie �si ne permit s�a formul�am urm�atoarele con-

cluzii:

1. Aplic�and grupul de automor�smre, au fost determinate condi�tiile ��n care bucla Moufang

comutativ�a este central nilpotent�a (de clasa dat�a) [73], [75], [68].

�In acest scop a fost demonstrat c�a urm�atoarele condi�tii sunt echivalente: bucla Moufang

comutativ�a Q este central nilpotent�a de clasa n; grupul F (1) este nilpotent de clasa n−1;

grupul aplica�tiilor interne I(Q) este nilpotent de clasa n− 1.

2. Pentru buclele Moufang comutative ce se aproximeaz�a cu bucle Moufang central nilpotente

a fost descris�a sructura grupului F (1), [73], [75], [68].

�In acest scop a fost demonstrat c�a dac�a bucla Moufang comutativ�a Q se aproximeaz�a cu

buclele Moufang comutative central nilpotente, atunci grupul s�au de automor�sme este

extensia grupului F (1) nilpotent aproximabil, generat de toate automor�smele ce induc

aplica�tia identic�a pe Q/Q1, prin grupul automor�smelor grupului abelian Q/Q1. De

asemeni s-a extins rezultatul lui A. I. Mal'cev asupra grupul resolubil al automor�smelor

Φ al buclei Moufang comutative Q �nit generat�a s-a demonstrat c�a este policiclic .

3. A fost determinat grupul de automor�sme al buclei Moufang comutative cu condi�tia de

minimalitate [72], [71], [77], [78] [68], [74].

Pentru realizarea acestui obiectiv a fost demonstrat c�a bucla Moufang comutativ�a Q cu

grupul multiplicativ M, ce satisface condi�tiilor de minimalitate pentru subbucle, atunci

grupurile automor�smelor AutQ, AutM izomorf se reprezint�a prin matrice peste suma

direct�a de c�ampuri GLn(Zp∞) de numere ��ntregi p-adice. La fel au fost caracterizate

buclele Moufang comutative neasociative arbitrare prin grupul s�au de automor�sme, de-

monstr�andu-se echivalen�ta unui set de condi�tii.
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4. Folosind asociativitatea componentelor buclei a fost determinat�a structura buclelor Mo-

ufang comutative ce admit descompunere ��n �sir central inferior.

�In acest sens a fost de�nit�a asociativitatea componenetelor buclei Moufang comutative.

Pentru buclele Moufang comutative cu asociativitatea componenetelor �si descompunere��n

produs direct de subbucle, semigrupul endomor�smelor este izomorf semigrupului M,M -

matricelor. La fel semigrupul endomor�smelor buclei Moufang comutative Q este izo-

morf semigrupuluiM,M -matricelor. Pentru semigrupul endomor�smelor s-au demonstrat

c�ateva propriet�a�ti [68], [72], [79].

5. A fost stabilit�a structura buclelor Moufang comutative metahamiltoniene.

Pentru buclele Moufang comutative cu restric�tii asupra subbuclelor �si subgrupurilor gru-

pului multiplicativ au fost stabilite condi�tiile pentru care bucla Moufang comutativ�a Q

este asociativ�a.

Pentru bucla Moufang comutativ�a Q cu restric�tii asupra sistemelor de subgrupuri ale

grupului multiplicativ M au fost stabilite condi�tiile pentru care: grupul M este grup

metahamiltonian; toate subbuclele neasociative din bucla Moufang comutativ�a Q sunt

normale; subgrupul comutator M′ din M este 3-grup �nit abelian; subgrupul comutator

M′ din M este 3-grup �nit resolubil.

Pentru bucla Moufang comutativ�a cu restric�tii asupra sistemelor de subbucle asociative

in�nite au fost stabilite condi�tiile pentru care urm�atoarele a�rma�tii sunt echivalente: bucla

Moufang comutativ�a Q este asociativ�a; bucla Q care are o subbucl�a in�nit�a H ��n care

�ecare subbucl�a asociativ�a are o intersec�tie in�nit�a cu H este o subbucl�a normal�a ��n Q;

grupul M este abelian; grupul M care are o subbucl�a in�nit�a N ��n care �ecare subbucl�a

asiciativ�a are o intersec�tie in�nit�a cu N este un subgrup normal ��n M [79], [69], [70], [76].

Prin urmare, toate obiectivele tezei sunt realizate �si este complet solu�tionat�a problema

�stiin�ti�c�a: descrierea propriet�a�tilor buclelor Moufang comutative care contribuie la identi�ca-

rea conexiunii lor cu grupul multiplicativ �si cu grupul de automor�sme ��n vederea determin�arii

structurii buclelor Moufang comutative cu condi�tii de �nitudine.

Recomand�ari:

1. Lu�and ��n considera�tie rolul buclelor Moufang comutative ��n algebra abstract�a, �zica

teorietic�a �si aplicat�a, criptogra�e �si sisteme informa�tionale putem considera c�a teoria
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�si metodele elaborate pot � aplicate e�cient ��n cercet�arile din domeniile men�tionate,

c�at �si ��n alte direc�tii de cercetare.

2. Se recomand�a ca rezultatele ob�tinute �si construc�tiile elaborate s�a �e aplicate:

- la examinarea propriet�a�tilor algebrice ale buclelor Moufang comutative cu diverse

restric�tii;

- la cercetarea propriet�a�tilor topologice �si algebrice ale buclelor Moufang topologice;

- la studierea anumitor compartimente din criptogra�e �si sisteme informa�tionale;

- la elaborarea cursurilor op�tionale pentru masteranzi �si doctoranzi.
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