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ADNOTARE

la teza de doctor ”Bucle Moufang comutative cu conditii de finitudine”, prezentata
de catre Natalia Lupagco pentru obtinerea titlului de doctor in stiinte matematice la specia-
litatea 111.03 — Logica Matematica, Algebra gi Teoria Numerelor. Teza a fost elaborata la
Universitatea de Stat din Tiraspol, Chiginau, anul 2018.

Structura tezei: teza este scrisd in limba romana si consta din introducere, 4 capitole, con-
cluzii generale si recomadari, 113 titluri bibliografice, 111 pagini text de baza. Rezultatele
obtinute sunt publicate in 12 lucrari.

Cuvinte cheie: bucla Moufang comutativa (BMC), conditii de finitudine, grupul automorfis-
melor, semigrupul endomorfismelor.

Domeniul de studiu al tezei: BMC cu conditii de finitudine.

Scopul si obiectivele lucrarii: De determinat conditiile in care bucla Moufang comutativa
este central nilpotenta (de clasa data). De descris grupul F'(1) al buclei Moufang comutative
ce se aproximeaza cu bucle Moufang central nilpotente. De determinat grupul de automorfisme
al buclei Moufang comutative cu conditii de minimalitate. De determinat structura buclelor
Moufang comutative ce admit descompunere in gir central inferior. De determinat structura
buclelor Moufang comutative metahamiltoniene.

Noutatea si originalitatea stiintifica: Rezultatele principale din lucrare sunt noi. Astfel,
sunt stabilite conditiile in care bucla Moufang comutativa este central nilpotenta de clasa n.
Este descris grupul F(1) al buclei Moufang comutative ce se aproximeaza cu bucle Moufang
central nilpotente. Este determinat grupul de automorfisme al buclei Moufang comutative
cu conditia de minimalitate. Este demonstrat ca semigrupul endomorfismelor buclei Moufang
comutative ce posedd descompunere in produs direct a propriilor subbucle este izomorf se-
migrupului M-matricelor. Este determinata structura buclelor Moufang comutative ce admit
descompunere in gir central inferior. Este determinata structura buclelor Moufang metahamil-
toniene.

Problema stiintificd solutionata: Descrierea proprietatilor buclelor Moufang comutative
care contribuie la identificarea conexiunii lor cu grupul multiplicativ si cu grupul de automor-
fisme in vederea determinarii structurii buclelor Moufang comutative cu conditii de finitudine.
Semnificatia teoretica gi valoarea aplicativa a lucrarii: Metodologia aplicata si conceptii-
le elaborate in lucrare au permis solutionarea unor probleme concrete ori a unor aspecte ale
problemelor formulate in cadrul teoriei BMC.

Implementarea rezultatelor stiintifice. Rezultatele lucrarii pot fi implementate in teoria
BMC, criptografie, sisteme informationale, la elaborarea unor cursuri speciale pentru masteranzi

si doctoranzi.



AHHOTAIINA
juccepranun "KommyTatuBabie jiynibl MydaHr ¢ ycaoBUgMN KOHEYHOCTH , TPEJICTAB-
nennasd Haranpa Jlymamko Ha coucKanme ydeHO#l CTelmeHH MTOKTOpa MaTeMaTHIeCKUX HayK
1o crenuasgibuoctu 111.03. Tuccepramus Obia pa3dpaborana B Kumunése, B Tupacuoibckom
locynapcrBennom Yuusepcurere, B 2018 rojy.
CrpykTypa auccepramun: /luccepraius HanncaHa Ha PYMBIHCKOM sI3bIKE W COJIEPZKUT BBeE-
Jienne, 4 raaBbl, BBIBOILI, 113 Oubunorpadudeckux HaszBanus, 111 cTpaHuI OCHOBHOTO TEKCTA.
OcHoBHOIT pe3ysibTaT Auccepraruu ObLT OyO/IMKOBaH B 12 HaydHbIX paboTax.
Kurouessie ciaoBa: Komwmyrarusabie synbl Mydanr (KJIM), yciaoBusi koHedHocTH, rpymmna
aBTOMOP(MU3MOB, MOIYTPYIIIA SHIOMOPMOU3MOB.
ObaacTs uzyuenns guccepranun: KJIM c ycioBugaMu KOHETHOCTH.
IHenr u 3amaum guccepramuum: Oupeje/MTb yCJIOBHS, B KOTOPHIX KOMMYTATUBHAS JIyIla
Mydanr sBasercss neHTpaIbHONR HUIBIOTEHTHO! (manHOrO Kiacca). Onwmcars rpymnmy F(1)
KOMMYTATUBHOIl Jiynbl MydaHr, KoTopas ammpOKCUMUDYeTCs IeHTPAJbHBIM HUJIBIOTEHTHIM
aynam Mydanr. OnpeaeuTs rpynmy aBToMOphU3IMOB KOMMYTaTHBHOM Tyl Mydanr ¢ yemo-
BUSIME MUHUMAJILHOCTH. OIpeie/inTh CTPYKTYPY KOoMMyTaTuBHOM Jy1bl Mydanr, koropast pas-
JIOTAeTCs B HUKHEH meHTpaIbublil psijt. OnpenenTsh CTPYKTYPY METaraMuIbTOHOBOIT KOMMY Ta-
TUBHO Jiyiel MydaHr.
Hayuynbie MHHOBANum M OPUTUHAJIBLHOCTh: (CHOBHBIE Pe3yJIbTATHI JUCCEPTAIMHA HOBBI,
TaKuM 00pa30M, OIUCHIBAIOTCS YCJIOBUS, B KOTOPbIX KOMMyTaTUBHBIE Jiyiibl Mydanr ssiisiercs
IEHTPAIBHBIM HUJIBIIOTEHTOM Kjacca n. OmnuceiBaercst rpymna F(1) KOMMyTaTHBHOI JIyIIbI
Myddanr, KoTopas anmpoKCUMUPYeTCs IeHTPAJTbHBIM HIJIBIOTEeHTHBIM JtymnamM Mydanr. Ompe-
JIeJIeTcs TPYIna aBTOMOP(MU3IMOB KOMMYTATUBHOM JTynmbl MydaHr ¢ MUHIMATBHBIMA YCJIOBHUSI-
mu. [lokazano, 4ro mojyrpynmna 3ua0MopduU3MOB KOMMYTAaTUBHOM Jiyibl Mydanr, koropas
UMeeT pa3/IoyKeHue B MPsSMOe TPOU3BEIeHUE Oy, H30MOPGHBI M -MATPUUHON Oy IPYIIIHL.
Onpesenena CTPYKTypa KOMMYTATHBHBIX JIynl MydaHnr, KoTopble pa3aoralTcsd B HUKHAN TeH-
TpadbHbI paa. OnupereneHa CTPYKTYypa METAraMIJIBTOHOBO KOMMYTATUBHO Jynbl Mydamnr.
Peménag maydyHasa 3amada: Onmcanue cBoiicTB KOMMyTarwBHBIX Jyn Mydanr koropoe
C1I0CcOOCTBOBAJIO YCTAHOBJIEHUIO UX CBSI3H C MYJILTUILINKATUBHON I'PYIITION U TPyIINoit aBTOMOPGh-
U3MOB JIJIs ONpeJieIeHrs CTPYKTYPbl KOMMYTAaTHBHBIX Iyl Mydanr ¢ ycaoBusgMu KOHEIHOCH.
Teoperuyeckas 3HAYMMOCTh U IIPUKJAJAHASA IEHHOCTH auccepranum: Paspaboranb
HOBbIE KOHIEMIUU, METOJbl U HOBbIE KOHCTPYKIIMH, KOTOPbIE CHOCOOCTBOBAJIU JOCTUKEHUIO
neseit u 3aja4d uccaegoBanusi. (OCHOBHBIE WCCJIeIOBaHUs ITOH pabOTH HOBBI. MeTtooiorus,
npuMeHsgeMas B paboTe, TO3BOJIIIA HANTH pelllenne KOHKPeTHBIX mpodsaeMm Teopun KJIM.
Peanuzanmnsa Hay9HBIX pe3yabTaToB: Moryr ObITh UCIHOJIB30BAHbI B TEOPUU KBA3UIPYIII U

JIyIl, B Kpunrorpadguu u B pa3paboTKe yu4eOHbIX KYPCOB.



SUMMARY
of the thesis ’Commutative Loops Moufang with finiteness conditions” presented by
Natalia Lupagco for the competition of Ph. Doctor degree in Mathematical Sciences, speciality
111.03. The thesis was elaborated in Chisinau, Tiraspol State University, in 2018.
Thesis structure: the thesis is written in Romanian and contains introduction, 4 chapter,
conclusions, 113 references, 111 pages of basic text. The main result of the thesis was published
in 12 scientific works.
Key words: commutative loop Moufang(CLM), finiteness conditions, group of automorphism,
semigroup of endomorphisms.
Field of study of the thesis: CLM with finiteness conditions.
Thesis aim and objectives: establishing the condition for which the commutative Moufang
loop is the central nilpotent (of the given class); describing the group F(1) of the commuta-
tive Moufang loop which is approximate with commutative Moufang central nilpotence loops;
determining the group of automorphism of commutative Moufang loop with minimal condi-
tions; determining the structure of commutative Moufang loop which admit decomposition in
the lower central series; determining the structure of meta-hamiltonian commutative Moufang
loops.
Scientific innovation and originality: The main results of the paper are new. Thus, there
have been established the condition for which the commutative Moufang loop is the central
nilpotent (of the given class); there have been described the group F'(1) of the commutative
Moufang loop which is approximate with commutative Moufang central nilpotence loops; there
have been determined the group of automorphism of commutative Moufang loop with minimal
conditions; there have been determined the structure of commutative Moufang loop which
admit decomposition in the lower central series; there have been determined the structure of
meta-hamiltonian commutative Moufang loops.
The important scientific problem solved: consists in the description proprietes of com-
mutative Moufang loops and identifying their connection to the multiplicative group and the
groups of automorphisms in order to determine the structure of commutative Moufang loops
with finiteness conditions.
The theoretical significance and applicative value of the thesis: there have been elabo-
rated the new concepts, methods and new constructions which contributed to achieving goals
and objectives of the research. The basic research of the work are new. The methodology
applied in work allowed to find the solution of concrete problems of the theory of CLM.
The implementation of the scientific results: the results from this work can be used in

the theory of quasigroups and loops, in cryptography and in elaborating teaching courses.



LISTA ABREVIERILOR

BMC - bucla Moufang comutativa
Aut — grupul automorfismelor
Hom — grupul omomorfismelor

Hol — holomorful

N — grupul multiplicativ

J — grupul substitutiilor interne
(Q) — nucleul buclei @

@) — centrul buclei )

=

A

(@)
A(Q) — subbucla asociatorilor buclei @
F(Q) — subbucla Frattini
P — subbucle maximale
(), — subbucle (componente) asociatoare

Z,, — grupul ciclic de numere intregi



INTRODUCERE

Actualitatea temei. Este remarcabil faptul cid dezvoltarea dinamica a unor clase de
algebre neasociative: algebre alternative, algebre Jordan, algebre Mal’cev, algebre Lie, etc.,
s-a produs gratie studierii algebrelor respective cu diverse conditii de finitudine. Conditia de
finitudine a unei clase de algebre reprezinta o proprietate algebrica pe care o poseda toate
algebrele finite din clasa respectiva dar, in acelagi timp, exista algebre infinite ce nu poseda
proprietatea data.

Astfel, un punct de cotiturd in dezvoltarea algebrelor alternative tine de demonstratia
celebrei teoreme a matematicianului scotian de J. H. M. Wedderburn [1], prin care reusegte
sa arate ca orice corp finit este comutativ. Ulterior, Emil Artin si Max Zorn au extins rezul-
tatul respectiv pentru algebre neasociative. Astfel, teorema Artin-Zorn este o generalizare
a teoremei Wedderburn care afirma ca corpul neasociativ, in care orice doua elemente gene-
reazd un subcorp asociativ, este corp finit comutativ [2|. Mai tarziu E. Noether a aratat ca
rezultatele obtinute de E. Artin [3] sunt adevarate pentru inele ce satisfac doar conditia de
minimalitate.

In contextul respectiv mentionam faptul ca rezultate importante care tin de cercetarea
algebrelor alternative, Jordan, Mal’cev au fost obtinute gi de matematicienii rugi: A. I.
Shirshov, K. A. Zhevlacov, E. N. Kuz’'min, I. P. Shestakov, V. T. Filippov, etc. O sintezi
a acestor rezultate au fost publicate in lucrarea [4]. O contributie important in cercetarea
grupurilor cu conditii de finitudine tine de rezultatele obtinute de gcoala profesorului S. N.
Chernikov si de discipolii sai Ta. D. Polovithkii, D. 1. Zait’ev, V. A. Onishciuk, etc. De
exemplu, in lucrarile [5], [6], [7], [8], [9], [10], [11], [12] S. N. Chernikov a introdus clasele de
grupuri local nilpotente si local resolubile pentru a scoate in evidenta obiecte de cercetare
cu conditii de finitudine.

In conditiile respective cercetarea buclelor Moufang comutative ce satisfac diferitor
conditia de finitudine reprezinta o directie importanta a algebrei contemporane.

Aparitia si cercetarea buclelor Moufang are conexiune stransa cu examinarea planelor
proiective din anii 30 a secolului XX. Termenul de quasigrup a fost introdus pentru prima
data in lucrarea matematicienei de origine germana Ruth Moufang care cerceta coordina-
tizarea planelor proiective [13|. R. Moufang prin notiunea de quasigrup intelegea obiectul
matematic care astizi se numeste bucla Moufang adica bucla in care au loc identitatile
(x-yz)r =ay-zx, x(yz-x) = xy- 2z, x(y-x2) = (xy-x)z, (22 -y)x = z(z - yz). Toerema re-

marcabila care ilustreaza "conexiunea” dintre buclele Moufang si grupuri a fost demonstrata



de catre R. Moufang:

Teorema Moufang. Dacad pentru trei elemente a,b,c din bucla Moufang are loc legea
asociativa (a-b)-c=a- (b-c), atunci ele genereazda o bucld asociativa.

O consecinta importanta a acestei teoreme se refera la diasociativitatea buclei Moufang:
orice doui elemente a buclei Moufang genereazi o bucla asociativd. In prezent sunt cunoscute
putine metode gi algoritmi care ne permit constructia buclelor Moufang noi. Una din cele
mai cunoscute metode este metoda Chein, care ne ofera posibilitatea sa construim bucle
Moufang neasociative de ordinul 2n din orice grup necomutativ de ordinul n.

Este interesant de punctat faptul ca O. Chein si H. O. Pflugfelder [14]| au gasit cea
mai mica bucld Moufang neasociativa. Aceasta este bucla Moufang de ordinul 12 cu trei
generatori. O. Chein [15] a identificat si clasificat toate buclele Moufang de ordinul mai mic
ca 64. Ulterior toate buclele Moufang neasociative de ordin mai mic ca 64 au fost gasite prin
intermediul algebrei computationale de citre G. Nagy si P. Vojtechovsky in 2007. Fie M (n)
numérul de bucle Moufang comutative nonizomorfe. In lucrarea [16] este determinat M (n)
pentru toti n < 63 i M(n) # 0.

Orice abordare noua utilizata la studierea buclelor Moufang este importanta si necesara,
deoarece permite intelegerea mai profunda a proprietatilor algebrice examinate.

In acest sens, descoperirea conexiunilor dintre buclele Moufang si grupurile cu trialitate
a contribuit semnificativ la elaborarea unor abordari noi privind studierea buclelor Moufang
prin aplicarea unor metode puternic dezvoltate in teoria grupurilor la solutionarea proble-
melor din teoria buclelor Moufang.

Astfel, Stephen M. Gagola in lucrarea [17| examineazi proprietitile grupurilor cu triali-
tate si le aplica la demonstratia unor rezultate importante din teoria buclelor Moufang finite.
In contextul respectiv, M. W. Liebeck [18] utilizand grupurile cu trialitate a finalizat clasi-
ficarea buclelor Moufang neasociative simple. A. N. Grishcov si A. V. Zavarnitsine [19] au
demonstrat teorema Lagrange generalizata si teorema Sylow pentru buclele Moufang finite.

Teoria buclelor Moufang comutative isi are inceputul in anul 1936, odata cu constructia de
catre Hans Julius Zassenhaus, cunoscut matematician german in domeniul algebrei abstracte
si algebrei computationale, a primelor exemple de bucle Moufang comutative in lucrarea [20],
utilizate ulterior de ciitre Boll la cercetarea obiectelor geometrice. In anii 40 mai multi mate-
maticieni din diferite tari au cercetat intensiv buclele Moufang comutative structura carora
era "aproape”, intr-un anumit sens, de structura grupurilor abeliene. Rezultate fundamentale

din teoria buclelor Moufang comutative pot fi gisite in [21] si [22].
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Pentru buclele Moufang comutative (bucle pentru care este justa identitatea z?-yz =
xy - rz) s-a demonstrat urmatorul rezultat fundamental

Teorema Bruck-Slaby (vezi [21]). Bucla Moufang comutativa generata de n elemente
este central nilpotenta de clasa <n — 1.

Central nilpotenta se definegte analog nilpotentei pentru grupuri. Daca o bucla este iso-
topa unei bucle Moufang, atunci ea insagi este bucla Moufang, altfel spus proprietatea de
a fi bucla Moufang este universala. Mai mult, daca doua bucle Moufang comutative sunt
isotope, atunci ele sunt izomorfe. In prezent aceste bucle au o vastd aplicatie in studiul
diferitor algebre, cum ar fi quasigrupurile distributive gi C'H-quasigrupurile. Destul de de-
taliat sunt studiate buclele Moufang in monografiile [21], [22], [23] si [24]. O contributie
importanta la dezvoltarea teoriei buclelor Moufang, la etapa initiala, au avut lucrarile de o
inalta tinutd gtiintifici elaborate de R. H. Bruck [21], [25], [26], [27], [28] V. Belousov [22],
Iu. Manin [29], [30]. Astfel, in anul 1958, V. Belousov a demonstrat ca folosind unele auto-
morfisme ale buclei Moufang comutative (Q,+) poate fi obtinut orice quasigrup distributiv
(@, -), utilizand constructia x-y = pz 41y, unde @ si 1 sunt automorfisme ale buclei (Q, +).
Quasigrupul in care au loc identitdtile xy = yz, x(xy) = y si orice trei elemente genereazi
un subquasigrup medial se numegte C'H-quasigrup. Notiunea de C'H-quasigrup a fost intro-
dusa de Iu. Manin in legatura cu investigatiile din geometria algebrica si anume cu studierea
hipersuprafetelor cubice. Iu. Manin a demonstrat ca orice C'H-quasigrup poate fi obtinut,
aplicand constructia xy = (—x — y) + d, unde d este un element din centrul buclei Moufang
comutative (@, +). Prin centrul buclei Moufang comutative vom intelege o multime 7, astfel
incat Z = {a € Qla+ (x +y) = (a + x) + y, pentru orice z,y € Q}.

Dupéa cum mentioneazd profesoara H. O. Pflugfelder [31] rezultatele obtinute de profe-
sorul V. Belousov au influentat pozitiv cercetarile din domeniu si au contribuit esential la
dezvoltarea teoriei quasigrupurilor si buclelor in tarile din Europa de Est gi Centrala. De
exemplu, T. Kepka gi P. Némec in lucrarea [32| descriu buclele Moufang comutative de ordi-
nul < 728, quasigrupurile distributive de ordinul < 15, quasigrupurile distributive nemediale
de ordinul 81 gi quasigrupurile distributive comutative nemediale de ordinul 81 gi 82. Un
rezultat care arati conexiunea dintre buclele Moufang, I P-buclele si A-bucle au obtinut M.
K. Kinyon, K. Kunen si J. D. Phillips |33]|. S-a demonstrat ci pentru orice A-bucla L sunt
echivalente afirmatiile: (i) L este I P-bucl; (ii) in L sunt adevarate identitdtile de alterna-
tivitate de stanga si de dreapta x-xy = 2%y, yz - = y - 2? (iii) L este diasociativa; (iv) L

este bucla Moufang. Reamintim ca bucla L se numegte I P-bucla daca in L sunt adevarate
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identitatile: 7' -2y = v si yr - 7! = y. Notiunea de IP-bucli, dar si I P-quasigrup, a fost
introdusd de R. H. Bruck. Bucla L se numegte A-bucld dacd orice substitutie interna a ei
este automorfism. Incd un rezultat interesant tine de lucririle lui J. Smith [34], G. Malbos
[35] si L. Beneteau [36], [37] in care s-a demonstrat ci granita exactd de sus a clasei de
nilpotenta a buclei Moufang comutative libere 3-periodice cu n-generatori liberi este n — 1,
de unde rezulta ca clasa tuturor buclelor Moufang comutative 3-periodice nu este nilpotenta.

Un bilant al cercetarilor din domeniul teoriei buclelor Moufang comutative este prezentata
in monografia elaborata de J. D. H. Smith [38].

Monografiile elaborate de V. Andrunachievici [39], Iu. Reabuhin [40], V. Belousov [22]
au contribuit la dezvoltarea algebrei in Moldova gi alte tari.

O contributie importanta in dezvoltarea teoriei buclelor Moufang si a conexiunilor cu alte
quasigrupuri, a fost adusa de reprezentantii scolii de matematica fondata de V. D. Belousov:
A. S. Basarab [41], [42], [43], [44], |45], N. I. Sandu [46], [47], 48], [49], [50], [51], [52], [53], F.
Sokhatsky [54], W. Dedek [55], L. Ursu [56], G. Beleavscaia, A. Tabarov [57], V. Shcerbacov
[58], V. Izbag [59], [60], V. Ursu [61], [62], [63], [64], [65], I. Leah [66], E. Kuznetov [67], etc.

Putem constata ca cercetarile descriu in mare méasura cit de "aproape” sunt buclele Mo-
ufang comutative de grupuri. La cercetarea quasigrupurilor in mod firesc apar urmatoarele
structuri: grupul multiplicativ; grupul automorfismelor; semigrupul endomorfismelor; semi-
grupul matricelor peste cAmpuri, etc.

In cercetirile predecesorilor nu au fost stabilite profund conexiunile buclelor Moufang
comutative cu aceste structuri algebrice. Prin urmare, este actuala urmatoarea problema
de cercetare: rezida in descrierea proprietatilor buclelor Moufang comutative care va con-
tribui la identificarea conexiunii lor cu grupul multiplicativ $i cu grupul de automorfisme in
vederea determindarii structurit buclelor Moufang comutative cu condifii de finitudine.

Pentru solutionarea problemei de cercetare au fost stabilite urméitoarele obiective:

1. De determinat conditiile in care bucla Moufang comutativa este central nilpotenta (de

clasa data).

2. De descris grupul de automorfisme F(1) al buclei Moufang comutative care se aproxi-

meaza cu bucle Moufang central nilpotente.

3. De determinat grupul de automorfisme al buclei Moufang comutative care satisface

conditia de minimalitate.
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4. De determinat structura buclelor Moufang comutative care admit descompunere in gir

central inferior.
5. De determinat structura buclelor Moufang comutative metahamiltoniene.

Unele relatii dintre grupul automorfismelor gi semigrupul endomorfismelor sunt bine cu-
noscute in teoria grupurilor. La demonstrarea unor echivalente, aceste rezultate se aplica
direct. Insi scopul cercetirii constd in evidentierea legdturilor cu proprietitile buclelor Mo-
ufang comutative.

Metodologia cercetarii stiintifice. Constructiile i metodele gtiintifice se bazeaza pe
teoria generala a quasigrupurilor si teoria grupurilor.

Noutatea gi orignalitatea gtiintifica: Rezultatele principale din lucrare sunt noi.
Astfel, sunt stabilite conditiile in care bucla Moufang comutativa este central nilpotenta de
clasa n. Este descris grupul de automorfisme F'(1) al buclei Moufang comutative ce se apro-
ximeaza cu bucle Moufang central nilpotente. Este determinat grupul de automorfisme al
buclei Moufang comutative ce satisface conditia de minimalitate. Este demonstrat ca semi-
grupul endomorfismelor buclei Moufang comutative ce poseda descompunere in produs direct
a propriilor subbucle este izomorf semigrupului M-matricelor. Este determinata structura
buclelor Moufang comutative ce admit descompunere in gir central inferior. Este descrisa
structura buclelor Moufang metahamiltoniene.

Problema stiintificd importanta solutionata rezida in descrierea proprietatilor bu-
clelor Moufang comutative care contribuie la identificarea conexiunii lor cu grupul multi-
plicativ st cu grupul de automorfisme in vederea determinarii structurii buclelor Moufang
comutative cu condifii de finitudine.

Semnificatia teoreticd. Au fost elaborate conceptii, metode si constructii noi care
au contrubuit la rezolvarea obiectivelor propuse. Rezultatele obtinute reprezinta un pas
important in studiul buclelor Moufang comutative cu conditii de finitudine.

Valoarea aplicativa a lucrarii. Lucrarea poartd un caracter teoretic. Metodologia
aplicata, conceptiile si metodele elaborate in lucrare au permis solutionarea unor probleme
concrete ori ale unor aspecte ale problemelor formulate in cadrul teoriei buclelor Moufang
comutative. De asemenea, rezultatele lucrarii pot fi utilizate in predarea cursurilor de spe-
cialitate pentru studentii, masteranzii si doctoranzii de la specialitatile de matematica, ma-
tematica aplicata, etc.

Rezultatele principale stiintifice inaintate spre sustinere:
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Au fost stabilite conditiile in care bucla Moufang comutativa este central nilpotenta de

clasa n (Teorema 2.1);

A fost descris grupul de automorfisme F'(1) al buclei Moufang comutative ce se aproximeazi

cu bucle Moufang central nilpotente (Teorema 2.2);

A fost determinat grupul de automorfisme al buclei Moufang comutative cu conditia de

minimalitate (Teorema 2.3 si Teorema 2.4);

A fost determinata structura buclelor Moufang comutative ce admit descompunere in gir

central inferior (Teorema 3.1);

A fost stabilitd structura buclelor Moufang metahamiltoniene (Teorema 4.1, Teorema 4.2

i Teorema 4.3).

Aprobarea rezultatelor gtiintifice. Rezultatele tezei au fost expuse in cadrul

urmatoarelor conferinte gi seminare gtiintifice:

1. Second Conference of the Matemathical Society of Republic of Moldova, august 17 —
19, 2004.

2. Seminarul gtiintific anual dedicat matematicianului V. D. Belousov, februarie 17, 2005.

3. Profesorul Osmatescu — 80 de ani, Universitatea Tehnica din Moldova, Chiginau, no-

iembrie 19, 2005.
4. The 6th Congres of Romanian Mathematicians, Bucuresti, 28 iunie — 4 iulie, 2007.

5. The XIV-th Conference on Applied and Industrial Mathematics, dedicated to the 60th
anniversary of the Faculty of Mathematics and Computer Science of Moldova State

University, Chisinau, august 17-19, 2006.

6. International conference "Mathematics & Information technologies: Research and Edu-
cation” (MITRE 2011), dedicated to the 65th anniversary of the Moldova State Uni-
versity, August 22 — 25, 2011.

7. The XIV-th Conference on Applied and Industrial Mathematics, Iasi, septembrie 22 —
25, 2011.
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8. The XXV-th Conference on Applied and Industrial Mathematics, lasi, septembrie 14
- 17, 2017.

9. Seminarul catedrei Algebra, Geometrie gi Topologie al Universititi de Stat din Tiraspol

(cu sediul in Chiginau).

10. International conference on mathematics, informatics and information technologies:

dedicated to the illustrious scientist Valentin Belousov, April 19 — 21, 2018, Balti.

Publicatii. Rezultatele de baza ale tezei au fost publicate in 12 lucrari gtiintifice:

1. Monografia "Kommyrtarusabie Jjymnsl MydaHr ¢ HEKOTOPBIMEH YCIOBUSMHU MUHU-

manbHocTn”, Tipografia UST, 2017, 103 p. [68|

2. (a) Doua articole in revista "Buletinul Academiei de Stiinte a Republicii Moldova”

seria Matematica Nr 2(51) 2006 [69] si Nr 3(61) 2009 [70] (categoria B).

(b) Un articol publicat in revista "Maremarndeckne 3amerku” 2012, 1. 91, Ne 3 (im-
pact factor 0.46) [71];
Articolul respectiv publicat in versiunea engleza in "Mathematical Notes” April

2012, Volume 91, Issue 3-4 (impact factor 0.484).

(c) Doua articole in revista "/Inckpernas Maremarnka”, 2011, 1. 23, Ne 1, [72] i 2011,
1. 23, Ne 2 [73] (impact factor 0.453);
Articolele respective in versiunea engleza publicate in revista "Discrete Mathe-
matics and Applications”, respectiv Volume 21, Issue 1 (Jan 2011) gi Volume 21,
Issue 3 (Apr 2011), (impact factor 0.552).

3. Sase rezumate la conferinte nationale i internationale: MITI2018 [74], MITRE 2011
[75] si CAIM 2006 [76], CAIM 2011 [77], CAIM 2017 [78] si la "The 6th Congres of
Romanian Mathematicians 2007” [79].

Dintre care de un singur autor: o monografie, 3 articole si 5 teze la conferinte nationale
si internationale. Volumul total al publicatiilor este aproximativ 9.75 coli de autor.

Structura gi volumul tezei. Teza contine introducere, patru capitole, concluzii gene-
rale si recomandari, bibliografia care include 113 de titluri. Volumul total de baza este de

111 pagini.
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Sumarul compartimentelor tezei. In introducere se argumenteazi actualitatea temei
tezei, se prezinta scopul si obiectivele, problema cercetarii si se expune succint continutul
lucrarii.

In primul Capitol - Analiza situatiei in domeniul buclelor Moufang comutative
- se face o analiza a publicatiilor in domeniul cercetarii, se efectueaza o trecere in revista a
unor elemente introductive din literatura de specialitate, se prezenta rezultate cunoscute care
sunt utilizate in urmatoarele capitole. De asemenea se argumenteaza actualitatea problemei
de cercetare.

In al doilea Capitol - Grupul automorfismelor buclei Moufang comutative -
se stabilesc conditiile in care bucla Moufang comutativa este central nilpotenta de clasa n
(Teorema 2.1); se descrie grupul de automorfisme F(1) al buclei Moufang comutative ce se
aproximeazd cu bucle Moufang central nilpotente (Teorema 2.2); se determind grupul de
automorfisme al buclei Moufang comutative cu conditia de minimalitate (Teorema 2.3 si
Teorema 2.4); Pentru buclele Moufang comutative a fost demonstrata afirmatia echivalenta
teoremei A. I. Mal’cev[80]: "Grupul resolubil de automorfisme al grupului abelian finit
generat este policiclic”. Rezultatele acestui capitol au fost publicate in 73|, |71]|, |75], |[77],
[68], [74].

In al treilea Capitol - Semigrupul endomorfismelor buclei Moufang comutative
- se determina structura buclelor Moufang comutative ce admit descompunere in gir central
inferior (Teorema 3.1).

Se cunoaste ca endomorfismele si automorfismele spatiilor vectoriale pot fi prezentate ca
matrice peste campurilor respective. Aceasta prezentare matriceald joaca un rol important
in teoria grupurilor liniare, anume grupurile automorfismelor spatiilor vectoriale. Analog,
prezentarea matriceala se cerceteaza si pentru produsele directe ale grupurilor multiplicative
[81]. Se cerceteaza legdturile intre M-matrice si endomorfismele buclei Moufang comutative
Q, ce admite descompunere in produsul direct (3.1). In [51] este demonstrat, ci orice bucli
Moufang comutativa periodica se descompune in produs direct al p-componentelor proprii,
unde p-componentele sunt bucle complet caracteristice. Acest rezultat a fost extins si pentru
semigrupul endomorfismelor buclei Moufang comutative periodice. Rezultatele reflectate in
acest capitol sunt publicate in lucrarile: [72], |79], |68].

In Capitol patru - Bucle Moufang comutative cu restrictii - se stabileste structura
buclelor Moufang metahamiltoniene (Teorema 4.1, Teorema 4.2 si Teorema 4.3).

In [5] este descrisa constructia  H-grupurilor cu elemente de ordin infinit si 7 H-grupurilor
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periodice care nu satisfac conditia minimalitatii pentru subgrupurile abeliane. De asemenea,
se descriu I H-grupurile resolubile cu subgrupuri finite sau infinite de comutatori si se carac-
terizeaza [ H-grupurile (resolubile) metahamiltoniene sau nonmetahamiltoniene. Se prezinta
conditii echivalente, satisfacerea carora asigura asociativitatea buclelor Moufang comuta-
tive. De asemeni, se cerceteaza bucla Moufang comutativd cu restrictii asupra sistemelor
de subbucle asociative infinite. Rezultatele studiilor din acest capitol au fost reflectate in

publicatiile [69], [70], [76], [78].

Multumiri:

Exprim recunostinte sincere regretatului Profesor Nicolae Sandu, pentru determi-
narea domeniului de cercetare, pentru formularea obiectivelor de cercetare, indrumarea in
munca doctorandului cu multd competentd, pentru cunostintele proprii, pentru materia-
lul bibliografic personal foarte pretios prin continut, pentru ajutorul in realizarea lucrarilor
stiintifice.

Cu deosebita consideratie si recunostintd aduc multumiri Profesorulu: Liubomar Chi-
riac pentru indemn gi ajutor in depa sirea unor etape necesare in pregatirea tezei de doctor,
pentru timpul pe care l-a petrecut, motivindu-ma, pentru criticile constructive si pentru
rabdarea deosebita.

Exprim sincere multumiri Seminarulu: Stiintific de Profil pentru sfaturile si criticile

constructive care au contribuit la realizarea unei teze calitative.
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1. ANALIZA SITUATIEI IN DOMENIUL BUCLELOR MOUFANG COMU-
TATIVE

In capitolul respectiv se realizeazi o analizii a conceptelor algebrice fundamentale. Sunt
examinate constructiile de baza ale teoriei buclelor Moufang, inclusiv a teoriei buclelor Mo-

ufang comutative. Se face o sinteza a situatiei in domeniul cercetarii.

1.1 Notiuni fundamentale

Multimi si aplicatii

Dacid A este o multime gi fiecarui element o € A i se asociazd un obiect z,, atunci A se
numeste mulfime de indici, iar B = {x, : @ € A} se numegte mulfime indezatd.
O multime elementele careia sunt multimi se numeste familie de multims.

Fie A si B douid mul{imi nu neaparat distincte. Multimea notata A x B si definita astfel:
Ax B={(z,y)lr € Asiy e B}

si se numeste produs cartezian al multimilor A si B. In caz general, daci n este un numdir
natural, n > 3 si Ay, Ao, ..., A, sunt multimi, nu neaparat distincte, atunci produsul carte-
zian al acestor multimi se noteazia cu A; X Ay X ... x A, sau [[ A;,i = 1..n si se definegte

astfel:
Ay x Ag x ... x Ay = [TA = {(z1, 29, ..., xp)|2; € A, Vi, 1 < i <n}

Se spune ca f este aplicafie, functie, corespondenta functionald a multimii A in multimea
B si se noteazd f : A — B, daci fiecarui element x € A i se asociazd un singur element
b= f(a) € B.

Fie data aplicatia f : A — B. Functia f se numeste:
- surjectie, aplicatie pe, dacd pentru fiecare element b € B exista preimaginea a € A, astfel
incat b = f(a);
- injectie, daca pentru orice xq,x9 € A, x1 # xo implicd f(z1) # f(x2);

- bijectie, aplicatie bijectiva, aplicatie biunivoca, dacd f este simultan injectie si surjectie [84].
Algebre universale

Notiunea de algebra universala a fost introdusa, in anul 1898, de Alfred Whitehead in

lucrarea ”A Treatise on Universal Algebra”. In conformitate cu Whitehead, pentru a obtine
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notiunea de algebra universala este necesar de introdus notiunea de operatie. Astfel, aplicatia
f: A" — A se numeste operatie algebrici n-ari pe multimea A pentru n > 0. In aga fel
Whitehead definegte algebra universald ca un sistem (A, S), unde A este o multime nevida
si S o multime de operatii finite, numita algebra A de signatura S.

In 1935 Garret Birkhoff in celebra lucrare "On the structure of abstract algebras”, in-
troduce conceptele de baza ale algebrei universale: varietate, identitate, produs cartezian,
congruenta, obiect liber, etc.

Conditia de finitudine a unei clase de algebre este asa o proprietate pe care o poseda toate
algebrele finite ale acestei clase, insa exista algebre infinite ce nu poseda aceasta proprietate.
Algebra A satisface conditia de minimalitate (respectiv mazimalitate) pentru subalgebre ce
posedd proprietatea o dacd orice sir descrescitor A; O Ay O ... (respectiv crescator Ay C
Ay C ...)) de subalgebre ce posedd proprietatea « se stabilizeazi, adicd A,,1 = A4, = ...
pentru un careva n € N. Pentru orice algebra A urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

a) algebra A satisface conditia de maximalitate pentru subalgebre;

b) atat algebra A, cat si toate subalgebrele proprii, sunt finit generate.

Astfel, grupoidul poate fi definit ca o algebra cu o operatie binard. Quazigrupul este
definit ca o algebra ce are o operatie binara (-), astfel incat ecuatiile az = b si ya = b au
solutii unice pentru orice doua elemente a, b din quasigrup.

In unele situatii quasigrupul este definit ca o algebra @ de signatura S = {-, /,\} in care

se indeplinesc relatiile

z(z\y) =y, (z/y)y = =, (1.1)

z\(vy) =y, (zy)/y =2z (1.2)

unde, a\b este o operatie de diviziune la stanga, b/a este operatia de diviziune la dreapta si
a- (a\b) = b, iar (b/a)-a =b.

Identitétile (1.1) confirma existenta solutiilor ecuatiilor ax = b si ya = b, iar (1.2)
confirma unicitatea acestora. Mai mult, aceste operatii i identitati permit sa elaboriam
notiuni gi constructii importante din teoria quasigrupurilor.

Fie (@Q,-) quasigrup si fie existd aga un element e € @ astfel, incat ae = ea = a, pentru
orice a € (). Aga alement e se numeste unitate in Q.

Dacé quasigrupul (@, -) contine elementul e astfel incat e - x = x(x - e = x) pentru orice
r € @, atunci e se numegte element unitate de stanga (dreapta) in @ si (Q,-) se numegte

bucld de stanga (dreapta).
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Morfisme, izomorfisme si izotopisme

O multime nevidd G se numegte grupoid cu operatia binard notatd prin {-} dacd pentru
orice pereche ordonatid de elemenete (a,b) € G, se definegte in mod unic produsul ab € G.

Grupoidul (G, -) se numegte grupoid cu diviziune, dacd pentru fiecare elemente a,b € G
ecuatiile ax = b si ya = b au solutii, nu necesar unice.

Grupoidul (N,o) se numegte subgrupoid al grupoidului (G,-) dacd sint indeplinite
urmatoarele conditii:

1. N CG;
2. xoy=x-y,Vr,y € G.

Un grupoid (G, -) se numeste finit dacad multimea ce-1 formeaza este finita. In acest caz
numirul de elemente se numesgte ordinul grupoidului gi se noteazd |G|.

Fie (M,-) i (N, o) doi grupoizi. Aplicatia f : M — N se numeste morfism, omomorfism,
(homomorfism) al grupoidului (M, -) in grupoidul (N, o) daca este satisfacuta conditia f(x -
y) = f(x)o fy),Vo,y € M.

Un morfism bijectiv se numesgte izomorfism.

Un morfism (respectiv izomorfism) de tipul f : M — M se numegte endomorfism (auto-

morfism) al grupoidului M.

Propozitia 1.1. Fie (M,x), (N,o) si (P,-) trei grupoizi. Sunt adevdrate urmdatoarele
afirmatui:

1. Functia identica 1y : M — M este un automorfism al grupoidului (M, x);

2. Daca f: M — N si g: N — P sunt morfisme de grupoizi, atunci functia go f : M — P
de asemenea este un morfism de grupoizi;

3. Dacd f : M — N este un izomorfism de grupoizi, atunci si functia inversa f=': N — M

de asemenea este un izomorfism.

Fie () un quasigrup. Aplicatia x — ax se numeste translatie de stdnga prin elementul
a si se noteaza L, : L,x = ax, care este substitutie a multimii (). Translatia de dreapta prin

elementul a se definegte prin egalitate R, : R,z = xa, care respectiv este substitutie.

Propozitia 1.2. Fie (M, x) gi (N,o) doi grupoizi si aplicatia f: M — N un morfism sur-
jectiv (in particular un izomorfism). Au loc urmdatoarele afirmatii:
1. Daca operatia (x) este comutativa(respectiv asociativa), atunci gi operatia (o) este comu-

tativa (respectiv asociativd);
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2. Daca e este element unitate pentru (M, *) atunci f(e) este element unitate pentru (N,o);
3. Daca a € M gi translatia la stdnga L, : M — M (respectiv translatia la dreapta R, :
M — M ) definita de a este surjectivi atunci si translatia la stanga Lyqy : N — N (respectiv

translatia la dreapta Ryq) : N — N ) definita de f(a) este surjectiva.

Fie (M,-) si (IV,0) doi grupoizi. Se numegte omotopism sau homotopism al grupoidului
(M, -) in grupoidul (N, o) orice triplet ordonat («, 3,7) care satisfac urmitoarele conditii:
—a,B,7: M — N sunt aplicatii bijective;

—a(z)oBly) =~(x-y),Vo,y € M.

Vom spune ci tripletul de permutdri (o, 3,7) este o izotopie, « este o substitutie de
stanga (permutarea elementelor dupa coloane), /3 este o substitutie de dreapta (permutarea
elementelor dupa linii); 7-substitutie principala (permutarea elementelor in interiorul gru-
poidului). Dacd a = 8 = =, atunci izotopismul se transforma in izomorfism. Izotopia de
tipul (T = «, 3,1) se numeste principald. Prin izotopism al grupoidului (M, -) pe (N, o) se
intelege un omotopism («, 3,7) in care cele trei componente («, 5,7) sunt bijectii ale lui M
pe N.

Grupoidul (M, -) se numeste izotop cu (N, o) (sau al lui (IV,0)), si se noteaza N = M7
sau N = M7 daca existd micar un izotopism (o, 3,7) al grupoidului (M, -) pe (N, o).
Quasigrupul cu element unitate se numeste bucla. Bucla asociativa se numeste grup.

Fie (@,-) o bucld. Prin (a,b,...) notdm subbucla buclei @, generati de elementele
a,b,... € Q.

Daca S, T, ... sunt submul{imi sau elemente ale buclei @, atunci prin {S, T, ...} notidm
subbuclele din @ generate de S, T, .... Elementul « € ) este nongenerator al buclei Q) [85],
[21] dacd pentru orice submultime S din @ {z, S} = @ implicd {S} = Q

Teorema 1.1. [85] Mulfimea tuturor nongeneratorilor buclei formeazd o subbucld F(Q),

numitd subbucla Fratting.

1.2 Grupuri, constructii gi proprietati

Fie G un grup multiplicativ. Daca ¢ este un element din G, atunci produsul a n elemente
g se va numi puterea elementului g si va fi notat ¢g". Daca ¢g" = e pentru un numar n intreg

pozitiv, atunci cel mai mic n pentru care are loc relatia respectiva se va numi ordinul ori
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perioada elementului g. Daca g™ # e pentru orice numar n intreg pozitiv, atunci ordinul ori
perioada elementului g va fi infinita.

Grupul G se va numi fara torsiune daca orice element g # e din grupul respectiv are
ordin infinit. Daca orice element g # e din grupul G are ordin finit, atunci grupul se
numeste periodic. Daca in grupul periodic G toate ordinile elementelor reprezinta o multime
finita, atunci cel mai mic multiplu comun al elementelor din multimea respectiva se numeste
perioadd a grupului G. Fie p un numar prim. Daca in grupul periodic G toate ordinele
elementelor din G reprezinta puteri a numarului p atunci vom spune cid G este p-grup.
Grupurile care sunt p-grupuri, pentru un numar prim p, se numesc grupuri primare.

Un grup ciclic este un grup ale ciirui elemente sunt puteri (cand operatia de grup este
consideratd a fi de naturd aditivd, se prefera termenul multipli) ai unui element a. Altfel,
spus un grup se numeste ciclic, daca este generat de un singur element al siu, acest element

se numeste generator al grupului. Sunt cunoscute in acest context urmatoarele teoreme:

Teorema 1.2. Orice grup ciclic infinit este isomorf grupului Z si orice grup ciclic de ordinul

finit n este isomorf cu grupul Z,,.
Teorema 1.3. Orice subgrup al grupului ciclic este ciclic.

Grupul se numeste local ciclic daca orice submultime genereazd un subgrup ciclic.

In anii 30 ai secolului XX O. Tu. Shmidt a formulat urmétoarea:

Problema Schmidt: De descris toate grupurile infinite (numite ulterior grupurile Sch-
midt) ale caror subgrupuri proprii sunt finite.

Problema respectiva s-a dovedit a fi destul de dificila. In anul 1962, M. Kargapolov
[12] a demonstrat ca in clasa grupurilor local finite unicul grup de tip Shmidt este grupul
quasiciclic.

Vom spune ca grupul este local finit daca toate subgrupurile finit generate sunt finite.
Multimea C,, unde p este numar prim, care reprezinti toate radicinile ecuatiei 27" = 1,
n=1,2,3,..., din cAmpul numerelor complexe cu inmultirea obignuita este p—grup abelian
infinit. Grupul respectiv se numeste quasiclic de tipul p>. Mai tarziu, in anul 1962, A.
Olshanskii a construit primul exemplu de grup nonquasiciclic de tip Shmidt, infinit generat

de 2 elemente la care toate subgrupurile proprii au ordin finit i chiar prim.
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Grupuri nilpotente

Grupurile nilpotente reprezinta o clasa intermediara intre grupurile abeliene si grupurile

resolubile. Fie GG este un grup care poseda un gir normal
G=A41242.. 04,2441 =1

care se numeste central dacd orice grup-factor A;/A;,1 se contine in centrul grupului-factor
G/A;41 pentru orice i. Grupul care posedd un gir central de lungime finitd se numegte
nilpotent. Lungimea celui mai mic gir central se numegte clasa de nilpotenta.

Orice grup trivial este nilpotent, cu clasa de nilpotenta 0. Orice grup abelian este nilpo-
tent cu clasa de nilpotenta unul. Grupul diedral de ordinul 8 este cel mai mic grup nilpotent
neabelian (in termeni de ordin). Clasa de nilpotentd al grupului diedral este doi. Mai jos
vom relata unele prorpietati ale grupurilor nilpotente:

1. In orice grup nilpotent sirul central de subgrupuri diferite are lungimea mai mare sau
egala cu clasa de nilpotenta.

2. In orice grup nilpotent elementele de ordin finit constituie un subgrup, grupul-factor
al carui este fara torsiune.

3. Grupurile nilpotente finit generate sunt grupuri policiclice. Mai mult ca atat, ele
poseda un sir central cu factori ciclici.

4. In grupurile nilpotente orice subgrup normal netrivial are o intersectie netriviald cu
centrul.

5. In orice grup care este produsul a doud subgrupuri nilpotente normale de clasa s si t,

este un subgrup nilpotent normal de clasa < s+ t.
Grupuri resolubile

Fie G un grup. Sirul de subgrupuri:

este un gir descrescator de subgrupuri. Daca orice G; este subgrup normal al grupului G
atunci girul (1.3) se numegte gir normal. Dacd pentru orice i subgrupul G, este subgrup
normal al grupului G, atinci girul (1.3) se numeste gir subnormal.
Numarul n se numeste lungimea sirului, iar grupurile G; /G, se numesc factorii sirului.
Spunem ci girul normal (1.3) este resolubil, daca toti factorii sai sunt grupuri abeliene.

Un grup se numeste resolubil, daca poseda un sir normal resolubil. De unde rezulta, ca orice
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grup abelian este resolubil. Exista grupuri neabeliene care sunt resolubile. Un subgrup al
unui grup resolubil este resolubil. Orice grup factor al unui grup resolubil este resolubil.

Fie K un corp comutativ. Atunci ordinul ord(1) al elementului 1 din K, in grupul aditiv
(K,+) poate fi finit ori infinit. Spunem c& corpul K are caracteristica zero (ori este de
caracteristica zero), dacd ord(1) este infinit, adicdi m - 1 # 0, pentru orice numar intreg
pozitiv m. Spunem c& corpul K are caracteristica n, daca, ord(1) = n, adicd n este cel mai
mic numar intreg pozitiv, astfel incat n-1 = 0.

Are loc urmitoarea afirmatie

Teorema.[82] Fie H un subgrup normal al unui grup G. Atunci G este resolubil daca
i numai dacd H si G/H sunt resolubile.

Grupul G este nilpotent dacd poseda un lant central de lungime finitd. Grupul G se
numeste policiclic dacd existd un lant subnormal {e} = Gy C G; C ... C G,, = G cu toti
factorii ciclici.

Cel mai mic n din (1.3) pentru care G,, = {e} se numeste clasa resolubilitatii grupului G
de ordinul n. Grupurile resolubile de clasa resolubilitatii < n constituie o varietate pe care o
von nota V". Pentru n = 1 obtinem o varietate a grupurilor abeliene. Pentru n = 2 obtinem
o varietate a grupurilor metabeliene. Grupurile nilpotente si policiclice de asemenea sunt
resolubile.

Clasa grupurilor resolubile este inchisa in raport cu subgrupurile, factor-grupurile si ex-
tinderile. Produsul cartezian a doua subgrupuri normale resolubile dintr-un grup arbitrar
este un subgrup resolubil.

Rang al grupului G se numegte cel mai mic numér r cu proprietatea: toate subgrupurile
finit generate din G sunt generate nu mai mult decit de r elemente. Daca nu exista un astfel
de numir atunci se spune ci grupul G este de rang infinit. In contextul respectiv a fost
demonstrata urmatoarea teorema.

Teorema Kargapolov. [82] Orice grup resolubil, ale cirui subgrupuri abeliene au
ranguri finite, are rang finit.

Se spune ca grupul este local resolubil daca toate subgrupurile finit generate sunt resolu-
bile.

Subgrupurile si factor-grupurile grupurilor local resolubile sunt local resolubile.
Evidentiem urmatoarele proprietati cunoscute ale grupurilor resolubile si local resolubile:

1. Grupul local resolubil fara torsiune de rang finit este resolubil.

2. Orice grup periodic local resolubil la care rangurile subgrurilor abeliene sunt finite de
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asemenea este de rang finit.

3. Produsul cartezian a doua subgrupuri normale local resolubile dintr-un grup arbitrar
nu intotdeauna este un subgrup local resolubil.

4. Daca grupul G este resolubil si este dat omomorfismul din G pe grupul H, atunci si
H este resolubil.

5. Daca grupul G este resolubil gi IV este subgrup normal, atunci G/N este resolubil.

6. Dacd H si G/H sunt resolubile, atunci G la fel este resolubil.

7. Orice grup finit de ordin impar este resolubil. (Teorema Feit-Thompson)

Este necesar de mentionat ca daca in definitia grupului resolubil vom omite conditia
de finitudine obtinem o generalizare a grupurilor resolubile, asa numita clasa grupurilor

resolubile Kurosh-Chernikov.
Grupuri cu conditia de finitudine

Conditia de finitudine este o proprietate din teoria grupurilor pe care o poseda toate
grupurile finite. Conditia de finitudine se referda la grupurile periodice, local finite, finit
generate, conditia de maximilitate gi minimalitate pentru subgrupuri si subgrupuri normale,
etc.

Sa examinam, conditia de finitudine prin intermediul grupurilor care satisfac conditia de
minimalitate.

Grupul satisface conditia de minimalitate pentru subgrupuri (vom utiliza doar termenul
conditia de minimalitate) dacd nu existd nici un sir infinit descrescitor de subgrupuri.

Conditia de minimalitate, de regula, se studiaza prin impunerea unor restrictii supli-
mentare. Unele din cele mai importante restrictii este aga numita resolubilitate locald a
grupului, despre care am discutat mai sus, gi care a permis constructia teoriei grupurilor lo-
cal resolubile cu conditia de minimalitate. Un rol important in lansarea acestei teorii l-a avut
scoala profesorului S. N. Chernikov. Trebuie de mentionat faptul ca grupurile cu conditia
de minimalitate au fost examinate si prin prisma altor restrictii, mai generale comparativ
cu resolubilitatea locala. Insd, metodele elaborate in cazul resolubilitatii locale au fost mai
mult decat utile, au fost chiar decisive in situatia generalitatilor examinate.

Dar, dezvoltarea ulterioara a teoriei grupurilor cu conditia de minimalitate s-a confruntat
cu probleme majore, care au aparut odata cu incercarea de a generaliza cunoscuta teorema

a lui Chernikov pentru orice grup cu conditia minimalititii. In legiturd cu acest fapt, in
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cunoscuta sintezd a lui Kurosh-Chernikov [86], din anul 1947, a fost formulata problema,
denumita problema minimalitatii:

Problema minimalitatii: Va fi grupul infinit cu conditia de minimalitate (n particular,
grupul local finit cu conditia minimalitatii) extindere finita a produsului cartezian a unui
numdar finit de grupuri quasiciclice?

Problema respectiva a fost solutionata negativ de catre A. Tu. Olshanskii.

Dupa cum am mentionat anterior, M. Kargapolov [87] a obtinut printre primii un rezultat
important in acest sens, rezolvand negativ problema lui Shmidt in clasa grupurilor local
finite, care este un caz particular a problemei minimalitatii. Ulterior rezultatul respectiv
a fost obtinut si in lucrarile [88], [89], [82] si [90]. Daca problema minimalititii se rezolva
negativ, atunci se poate demonstra ci existd un grup infinit G astfel incat orice subgrup
infinit al grupului G nu este extindere finita a produsului cartezian a unui numar finit de
grupuri quasicicilice [88].

Sa studiem acum conditia de finitudine prin prisma conexiunii dintre grupurile local finite
si periodice. Este clar ca orice grup local finit este periodic. Dar este oare corectd afirmatia
inversi? Inci la inceputul secolului trecut a fost fomulatd problema Burnside:

1. Problema generalda Burnside: Este oare orice grup periodic local finit?

2. Problema limitatd Burnside: Este oare finit orice grup de perioada m (adica
pentru care are loc relatia ™ = 1 cu un numar dat de generatori r?

3. Problema Burnside cu conditie slabita: Este oare finit numarul de grupuri finite
de perioada m cu un numar finit de elemente generatoare r?

Este clar, ca din solutionarea negativa problemei limita pentru careva r, m rezulta rezol-
varea negativa a problemei generale, iar din solutionarea pozitiva a problemei limita rezulta
rezolvarea pozitiva a problemei cu conditie slabita.

Fie grupul liber cu n generatori. Pentru orice m,n € N notdm F” = {¢" : g € F,,}.
Subgrupul F este subgrup normal al grupului F,,. Grupul B(m,n) = F,,/F se numeste
grup Burnside. Fie B(1,n) = C,. In 1902 Burnside a demonstrat urmitoarele afirmatii:

1. B(m,2) este un grup abelian de ordinul 2" gi un produs direct de n copii ale grupului Cs.
2. B(m,3) este un grup finit de ordinul < 3™~1.
3. B(2,4) este un grup de ordinul < 2'2.

Se gtie cd E. Golod (1964) si S. Aleshin (1972) au construit exemple de grupuri infinite,

generat finit, periodice. Acest fapt solutioneazi negativ problema generala Burnside. P.

Novicov §i S. Adean (1968) au demonstrat infinitivitatea grupului liber B(r,m) in varietatea
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grupurilor cu identitatea ™ = 1 gi cu r generatori liberi, unde r > 2 gi m este un numar
impar > 4381. Ulterior s-a demonstrat acest rezultat pentru m impar > 665. A. Kostrikin
in anul 1959 a solutionat pozitiv Problema Burnside cu conditie slabitda B’(r,m) in cazul

cand m este numar prim.

1.3 Analiza unor rezultate si constructii ale teoriei buclelor Moufang

In acest paragraf se examineaza unele rezultate fundamentale care {in de caracterizarea

si constructia buclelelor Moufang comutative.

Definitia 1.1. (/21], p.115), Bucla ce satisface una din urmdtoarele identitati:

[(zy)2]y = z[y(2y)] (1.4)

(zy)(zz) = z[(yz)x] (1.5)
se numeste bucla Moufang.

Buclele Moufang sunt diasociative, adica orice doua elemente ale proprii genereaza sub-
bucla asociativa [13].

In clasa buclelor Moufang identititile :

(zy-w)z=x(y-22),  x(y-2y)=(2y-2)y, @y ze=(r-y2)z,

numite respectiv de stanga, de dreapta si centrald, sunt echivalente (vezi [21] p.115).

Pentru buclele Moufang comutative identitatea (1.5) poate fi rescrisa, utilizand diasoci-
ativitatea, in forma

(ey)(w2) = 22(y2). (1.6)

Pe de altd parte, bucla care satisface (1.6) este comutativa (substituind in (1.6) y = e
obtinem z(rz) = x?z si inlocuind z = e in (1.6), obtinem (zy)r = 2%y = x(xy), deci
wx = xw, pentru orice x i w, unde y = x\w) si la fel satisface (1.5). Urmeaza ca identitatea
(1.6) caracterizeazd bucla Moufang comutativa.

Ruth Moufang in lucrarea [13] a demonstrat teorema de bazd a buclelor Moufang:
Teorema Moufang. Daca trei elemente ale bucler Moufang sunt legate prin legea asociativa,
atunci ele genereaza o subbucla asociativa.

Fie (@,-,e) o buclda Moufang comutativa. Grupul multiplicativ 9(Q) al buclei @ este

gupul generat de toate translatiile L(a), unde L(a)x = ax.
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Grupul J(Q) generat de toate substitutiile interne L(z,y) = L(zy) 'L(z)L(y), unde

L(z)y = xy, se numeste grupul substitutiilor interne al buclei Q.
Propozitia 1.3. /21/ In bucla Moufang comutativa substitutiile interne sunt automorfisme.

Propozitia 1.4. [22] Fie (Q,-,e) o bucla. Pentru subbucla H a buclei Q urmdtoarele
afirmatii sunt echivalente:

1. H este subbucla normala

2. 3J(H)=H.

3. H satisface eqgalitatilor:

xy-H=ux- yH,
H-xy=Hzx-vy,
xH = Hx

pentru orice T,y € Q) .

Fie (@, -, e) o bucla. Subbucla

NQ) ={a€Qla-zy=axr-y Vz,ye€ Q}
N{a€Q|r-ay=2xa-y Ve, y € Q}

N{a €|z -ya=2xy-a Va,y € Q}

se numeste nucleu, iar subbucla normala

Z(Q) ={a € Qlax = za Ve e N(Q)}

se numeste centrul buclei (Q,-,e) [38].

Fie (@,-) o bucld Moufang comutativd cu nucleul N(Q) si centrul Z(Q). Elementul a
(respectiv automorfismul ¢) al buclei () se numeste central (respectiv nuclear), dacd a €
Z(Q) (respectiv ¢(a) +a € N(Q)) [24].

Fie a,b,c € (Q,-). Asociatorul (a,b,c) si comutatorul [a,b] se definesc respectiv prin
egalitatile ab - ¢ = (a - bc)(a,b,c) i ab = ba - [a,b] [21]. Totalitatea A(Q) a asociatorilor
formeazd o subbucld normald a buclei @ [21].

Propozitia 1.5. [21] Fie Z(Q) centrul buclei Moufang comutative Q. Atunci:
1. Bucla factor Q/Z(Q) are exponentul 3, adicd satisface identitatea x> = 1.

2. Subbucla asociator A(Q) este 3-bucld, adica satisface identitatea x° = 1.

3. Daca bucla Moufang comutativa Q) este finit generatd, atunci subbucla A(Q) este finita.
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Propozitia 1.6. [91] Fie Q) o bucla Moufang comutativa. Subbucla Frattini F(Q) a buclei
Q este normala in Q si A(Q) C F(Q).

Teorema 1.4. [21] Fie 3(Q) grupul substitutiilor interne si M grupul multiplicativ cu centrul
Z(M) ale buclei Moufang comutative Q). Daca bucla @ este finit generata, atunci J(Q),
grupul factor M/ Z (M) si comutatorul [IN, M] sunt 3-grupuri finite.

Urmatoarele rezultate tin de teoria buclelor Moufang comutative periodice:

Propozitia 1.7. [21] Bucla Moufang comutativa periodica este local finita. Grupul multi-

plicativ al bucler Moufang comutative este grup periodic st local finit.

Pentru orice subbucld @) se determind submultimea @, = {z € @ : 27 = 1}. Daca @ este
bucla Moufang, atunci @), este o p-subbucla maximala. Examinam (), numai pentru numere

prime p (|21, Propozitia 1.8] si [92])

Propozitia 1.8. [91] Bucla Moufang comutativa periodica @) se descompune in produsul

direct al p-subbuclelor sale mazimale Q,. Daca p # 3, atunci subbucla @), este asociativa.

In mod analog, grupul multiplicativ 9t al buclei Moufang comutative periodice este grup
periodic si se descompune in produsul direct al p-subgrupurilor proprii maximale 91,. Daca
p # 3, atunci subgrupul 91, se contine in centrul grupului M [52].

Sa expunem si unele din cele mai importante rezultate privind buclele Moufang comuta-

tive nilpotente.

Teorema 1.5. Bruck-Slaby.[21] Bucla Moufang comutativa cu n generatori este central

nilpotenta de clasa <n — 1.

Limita exacta a clasei de nilpotenta pentru bucla Moufang comutativa libera generata de
n generatori liberi a fost stabilitd in lucrarile [34], [36], [35]. S-au construit exemple de bucle

Moufang comutative, generate de n elemente, care sunt central nilpotente de clasa n — 1.

Teorema 1.6. [34], [36], [35] Bucla Moufang comutativa libera cu n generatori liberi este

central nilpotenta de clasa n — 1 .

Teorema 1.7. [21] Bucla Moufang comutativa este central nilpotentd de clasa n dacd si

numat daca grupul sau de substitufic interne este nilpotent de clasa n — 1 .
Mentionam un rezultat important din teoria buclelor Moufang comutative:
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Teorema 1.8. [21] Bucla Moufang comutativa este central nilpotenta de clasa n dacd gi

numait daca grupul sau multiplicativ este nilpotent de clasa 2n — 1 .

Mai jos expunem unele din rezultatele demonstrate de Nicolae Sandu [52], [53] privind

buclele Moufang comutative ce satisfac conditia de minimalitate pentru subbucle.

Teorema 1.9. [52] Urmatoarele conditii sunt echivalente pentru o bucla Moufang comutativa

arbitrara Q:
1) Q este o bucla finit cogeneratd;

2) bucla Q poseda o subbucla normala finita B astfel tncat BN H = 1, pentru orice subbucla

normald H a buclei QQ;

3) bucla Q este un produs direct al unui numar finit de grupuri quasiciclice care se afla in

centrul Z(Q) al buclei Q si o bucla finita;
4) bucla Q satisface conditia minimalitatii pentru subbucle;

5) bucla Q poseda o serie finita de subbucle normale, orice factor care este fie un grup de

ordin simplu, fie un grup quasiciclic.

Teorema 1.10. [53] Pentru o bucla Moufang nonasociativa comutativa @ cu un grup mul-

tiplicativ M urmatoarele condiii sunt echivalente:

~

. bucla Q indeplineste conditia minimalitati pentru subbucle;

2. grupul N este un produs cu un numar finit de grupuri quasiclice situate in centrul

grupulus MM st un grup finit;
3. grupul M satisface conditia minimalitatic pentru subgrupuri;
4. grupul M satisface condifia minimalitatic pentru subgrupurt normale;
5. grupul M satisface condifia minimalitatic pentru subgrupul non-abelian;

6. cel putin un subgrup maximal abelian din grupa N satisface conditia minimalitatii

pentru subgrupuri;

7. daca grupul 9 contine un subgrup resolubil din clasa r, atunci M satisface condifia

minimalitatic pentru subgrupurile resolubile din clasa r;
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8. daca grupul M contine un subgrup nilpotent de clasa n, atunci N satisface condifia

minimalitatic pentru subgrupurile nilpotent din clasa n.

Teorema 1.11. [51/Daca centrul Z(Q) al ZA-buclei Moufang comutative Q satisface

conditia minimalitatii pentru subbucle, atunci si Q) satisface condifia minimalitatii.

Teorema 1.12. [51] Daca o bucla Moufang comutativa satisface conditia minimalitatii pen-

tru subbucle normale, acesta indeplineste conditia minimalitatii pentru subbucle.

Mai jos vom expune alte directii de cercetare a buclelor Moufang comutative. Mentionam
faptul cd Vasile Ursu a descris in lucririle [61], [62], [64], [65], [63], quasivarietatile buclelor
Moufang comutative nilpotente de clasa < 2, care au un numar finit de subquasivarietati. A
demonstrat cd daca srtuctura subquasivarietatilor quasivarietatii generate de bucla Moufang
comutativa de clasa < 2 cu un numar finit generatori nu este finita, atunci ea este continua.

Un rezultat important a fost obtinut de Parascovia Sarbu [93], care a determinat conditiile
necesare gi suficiente pentru ca I P-buclele cu elasticitate universala sa fie bucle Moufang
comutative.

Bucla ce satisface urmitoarele doud identititi este I P-bucla: x=1-(x-y) = ysi (y-x)-z~! =

1 1

y. In orice I P-bucld are loc identitatea: (z-y)' =y ' -z~

Evidentiem rezultatul obtinut de Victor Shcerbacov si Vladimir Izbag [59], care au de-
monstrat cd quasigrupul cu una din identitatile Moufang este bucla.

Un aport considerabil la dezvoltarea teoriei buclelor Moufang generalizate a fost adus de
Alexandru Basarab, care a activat in cadrul Universirtatii de Stat din Tiraspol. Alexandru
Basarab a introdus notinea de bucla Moufang generalizata [41]. Pentru a mentiona unele
rezultate obtinute de A. Basarab avem nevoie de urméitoarele notiuni [45]:

Bucla Q(+) se numeste:
(a) G-bucla [22] dacd fiecare bucla izotopd cu Q(-) este izomorfa cu ea;
(b) bucla Moufang generalizata |43] daci se indeplinegte una dintre urméatoarele identitati:
v (yz-x)=I1I""y I '2)- 2z,
(x-y2)-x=1"Iz-12),
unde Jx =z~ tsi [Tla="12
(¢) bucld Osborn [42] in cazul in care este valabila identitatea

xy - (02 -2) = (x-yz) -,
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unde O, este o substitutie interna care depinde de x;
(d) K-bucla [44] daci se indeplinesc urméatoarele identit#ti:

(x-ylx) -xz=1"9yz, (y-z)- (I '22)-2)=yz- o

(e) V D-bucla dacd au loc egalitatile
Oe= 0" (=0
care sunt valabile pentru orice z € (), unde
(e = (b5, = (Rt
Orice K-bucla (orice V D-bucla) este G-bucla.

Teorema 1.13. Bucla Moufang generalizata Q(-) este K-bucld daca $i numai dacd x*> € N

pentru toti x € Q), unde N este nucleul buclei Moufang generalizate (Q),-).

Teorema 1.14. Bucla Moufang generalizata Q(-) este V D-bucld, dacd x* € N pentru orice

xr € Q, unde N este nucleul buclei Moufang generalizate (Q, ).
Teorema 1.15. Orice V D-bucla este Osborn-bucla.

Unele din rezultatele impotrante obtinute de Aliona Gurdis sunt a fost propus un criteriu
ca bucla Moufang comutativa sa satisfaca diferite conditii: de finitudine, de minimalitate
pentru subbucle, de maximalitate pentru subbucle; de rang finit; pentru C'H-quasigrupuri a
fost stabilitd echivalenta diferitor conditii de finitudine [94].

Bucla @) se numeste A-buclad daca orice substitutie interna a ei este automorfism.

Din rezultatele lui Alexandru Covalschi putem mentiona: subbuclele oricarei A-bucle
nilpotente gi finit generate verifici conditia maximalitatii; orice A-bucld nilpotenta si fi-
nit generate este rezidual finita; identitatile oricirei A-bucle nilpotente au bazi finita; este
resolubila problema egalititii a doud cuvinte in A-bucla nilpotenta si finit generate; quasii-
dentitatile A-buclei nilpotente finit generate au baza finita daca si numai daca ea este un
grup abelian finit [95].

N. S. Chernikov in articolul [96], publicat in anul 2014, determind o clasi vasta de grupuri
nonabelene care satisfac conditia de minimalitate pentru subgrupuri nonabeliene gi nonnor-
male, gi care sunt grupuri nonabeliene Chernikov in acelasi timp sunt resolubile nonabeliene

cu subgrupuri normale nonabeliene.
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Conexiunea dintre buclele Moufang comutative si algebrele alternative a fost studiata de
citre Alexander N. Grishkov gi Ivan P. Shestacov in lucrarea 97| publicata in revista "Jornal
of Algebra” in 2011, in care au reusit sa descrie bazele buclei Moufang comutative libere cu
sapte generatori si au calculat ordinul acestei bucle.

Alexander N. Grishkov si Andrei V. Zavarnitsine publica in 2009 lucrarea "Sylow’s te-
orem for Moufang loops” in “Jornal of Algebra” [98]. Autorii au demonstrat pentru bucle
Moufang comutative finite, prima teorema Sylow, gasind criteriilie de existenta a subbucle-
lor p-Sylow. De asemenea a fost gasit ordinul maximal al p-buclelor in bucla Moufang care
poseda subbucle p-Sylow.

Comutantul unei bucle reprezinta multimea tuturor elementelor care comuta cu toate
elementele din bucld. Comutantul buclei Moufang este o subbuclda. Ramane deschisa pro-
blema clasificirii buclelor Moufang pentru care comutantul este normal. S. Doro [99] a
formulat urmitoarea intrebare: in ce conditii bucla Moufang are comutant normal? In 2012
Stephen M. Gagola, in lucrarea [100], demonstreaza ca comutantul oricdrei bucle Moufang
este intodeauna subbucld normald. Gébor P. Nagy gi Petr Vojtéchovsky in lucrarea [101]
publicata in 2017 clasifica buclele Moufang de ordinul 64 si ordinul 81. Autorii demonstreaza
ca suplimentar la cele 267 de grupuri de ordinul 64, exista 4262 de bucle Moufang nonasoci-
ative de ordinul 64. Si suplimentar la cele 15 grupuri de ordinul 84 exista 5 bucle Moufang
nonasociative, doud dintre care sunt comutative. Mai tarziu, Vojtéchovsky mai examineaza
in lucrarea [101] relatia dintre buclele Moufang si grupul substitutiilor interne. In 2016
in articolul [102] se examineazd trialiatatea grupurilor multiplicative universale ale buclei
Moufang. Alexander N. Grishkov , P. Plaumann, M. Rasskazova gi L. Sabinina studiaza
proprietatile semi-automorfismelor buclei Moufang, automorfisme libere in lucrarea [103],

publicata in "Mathematical Notes” in 2015.
1.4 Concluzii la capitolul 1

Cercetarile in domeniul teoriei buclelor Moufang au fost initiate in anii 30 ai secolu-
lui XIX-lea. Metodele elaborate si rezultatele obtinute in acest domeniu de mare interes
stiintific, sunt cu succes implementate nu numai in algebra abstracta, dar si in fizica teore-
tica si aplicativa, criptografie, sisteme informationale, etc.

Putem constata ca cercetarile descriu in mare masura cat de “aproape” sunt buclele

Moufang comutative de grupuri. La cercetarea quasigrupurilor apar in evidenta urméatoarele

33



structuri:

— grupul multiplicativ;

— grupul automorfismelor;

— semigrupul endomorfismelor;

— semigrupul matricelor peste cAmpuri, etc.

In cercetirile predecesorilor nu au fost stabilite profund conexiunile buclelor Moufang
comutative cu aceste structuri algebrice. Prin urmare este actuala urmatoarea problema.

Problema de cercetare. Rezida in descrierea proprietatilor buclelor Moufang comu-
tative care contribuie la identificarea conexiunii lor cu grupul multiplicativ i cu grupul de
automorfisme in vederea determindrii structurii buclelor Moufang comutative cu condifii de
finitudine.

Pentru solutionarea problemei de cercetare este necesar s realizim urmatoarele obiec-

tive:

- De determinat conditiile in care bucla Moufang comutativa este central nilpotenta n daca

grupul F'(1) este nilpotent de clasa n — 1.

- De descris grupul de automorfisme F'(1) al buclei Moufang comutative ce se aproximeaza

cu bucle Moufang central nilpotente.

- De determinat grupul de automorfisme al buclei Moufang comutative cu conditia de mini-

malitate.

- De determinat structura buclelor Moufang comutative ce admit descompunere in gir central

inferior.
- De determinat structura buclelor Moufang comutative metahamiltoniene.

Metodologia cercetarii gtiintifice. Constructiile si metodele stiintifice se bazeaza pe

teoria generala a quasigrupurilor gi teoria grupurilor.

34



2. GRUPUL AUTOMORFISMELOR BUCLELOR MOUFANG
COMUTATIVE

2.1 Constructia grupul automorfismelor buclelor Moufang comutative

Una din cele mai cercetate clase ale buclelor neasociative este clasa buclelor Moufang
comutative. In paragraful dat se cerceteazi constructia grupului automorfismelor Aut@
pentru astfel de bucle Q). Fie A(Q) subbucla asociatorilor a buclei @ si fie F'(1) multimea
tuturor automorfismelor din Aut@ care induc aplicatia identica pe bucla-factor Q/A(Q).
Se demonstreaza ci grupul Aut@) este o extindere a grupului F(1) prin intermediul grupu-
lui automorfismelor grupului abelian Q/A(Q). Se cerceteaza constructia grupului F(1) cu
conditia ca bucla @ este central nilpotentd sau ZA-bucla, sau finit generatid. Mentionam
faptul ca grupul atomorfismelor al buclei Moufang comutative se cerceteaza in lucrarea [48],
iar in lucririle [21] gi [49] este examinat grupul substitutilor interne pentru astfel de bucle,

care este subgrupul grupului automorfismelor.

In orice bucld Moufang comutativi arbitrard sunt adevirate identititile

N
—_

L(z,y)z = z(z,y,x)

~~ o~
- W DN
— N N SN

(2,9, 2) =(y e 2)=(yz,2) = (y,2,2)

(z,y,2)° —1
(zy,u,v) = (,u,0)((z,u,v),2,y) - (y,u,0)((y,u,v),y, 7)
Sir central a buclei se numegte sirul ordonat dupa incluziune
ZoCZyCZyC...C Ly C...CZy=0Q (2.5)
de subbucle normale a buclei () care satisfac conditiilor:

(1) Zy = ¥3<aZs pentru numarul limitd de ordine «,

(2) Bucla-factor Z,.1/Z,, factorul girului (2.5), pentru orice « se contine in centrul buclei-

factor Q/Z,.

Sirul central crescator (2.5) al buclei ) se numeste gir central superior daca factorul sau
Zos1/Z, coincide cu centrul buclei factor @)/Z,, pentru orice « .

Bucla Moufang comutativia care poseda sir central superior se numeste ZA-bucld. Dacid
sirul central superior al ZA-buclei este finit, atunci ea se numeste central nilpotentd, iar

numarul de factori cu astfel de siruri se numeste clasa de central nilpotenta.
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Pentru bucla Moufang comutativd @ notidm A;(Q) = A(Q) si prin inductie definim
Ap;11(Q) ca subbucla generata de toti asociatorii (u,z,y) unde u € A,(Q) si z,y € Q. Sirul

de subbucle normale

Q=A4(Q) D A(Q) D A(Q) D ... D A4(Q) D ... (2.6)

se numeste gir cenrtal inferior al buclei Moufang comutative Q.
Bucla Moufang comutativa () se numeste central nilpotenta de clasa n daca sirurile central

superior gi inferior au structura:
ZoCZyCZyC...CZyC...CZy=0@Q

Q=A40(Q) D A(Q) CAQ)D ... D A(Q) =1

Un rezultat important in teoria buclelor Moufang comutative este teorema Bruck-

(2.7)

Slaby. In lucririle [34], [35], [36] sunt construite exemple de bucle Moufang comutative cu

n generatori, care sunt central nilpotente de clasa n — 1. De aceea este adevarata

Lema 2.1. /35] Bucla Moufang comutativa libera cu n generatori liberi este central nilpotenta

de clasa n — 1.

Fie @ o bucla Moufang comutativa cu sir central inferior (2.6). Prin Aut (@ notam grupul
automorfismelor buclei Moufang comutative @), iar prin F'(k), k = 1,2, ..., mult{imea tuturor
automorfismelor Aut@ din @ care induc aplicatia identicd pe Q/Ax(Q). Grupul F (k) este

subgrup normal al grupului Aut@). Are loc urméatoarea afirmatie
Lema 2.2. [}8] Pentru m = 1,2, ... si pentru orice numar nenegativ k elementele grupului
F(k) induc aplicatia identica pe Ap(Q)/Amir(Q).

Notdm prin F(1) = Fp 2 F; 2 ... D F; O ... sirul central inferior al subgrupului F(1)

al grupului Aut@). Are loc

Lema 2.3. Pentru orice numar nenegativ i este adevarata incluziunea F; C F(i+1). Daca
¢ € F(i), atunci ©* € F(2i). Mai mult ca atdt, pentru ¢ € F(i), o@D € F(g(4)), unde
fli)=3', g(i) = 2'.

Demonstratie. Avem Fy = F(1). Presupunem ci F;_; C F,. In [48| se demonstreaza
cd pentru orice numere intregi nenegative k si m este adevirata relatia (F(m), F(k)) C
F(m+ k), unde (F(m), F(k)) este subgrupul, generat de toti comutatorii (u,v), u € F(m),
v € F(k). Atunci

Fy = (Fi1, Fo) = (Fioq, Fr) C© (F(i), F(1)) € F(i+1).
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Prin urmare, F; C F(i + 1) pentru orice numar nenegativ i.
Fie acum ¢ € F(i), z € . Conform definitiei subgrupului F (i) avem gz = zy, unde

y € A;/(Q). In conformitate cu Lema 2.2 avem

@y = y(mod A (Q)).

Bucla Moufang comutativa este diasociativa, atunci

’r = p(zy) = ez - py = (y - y)(Mod A3 (Q)) = (zy*)(mod A (Q)).

In mod analog 3z = (23°)(modAy(Q)). Dar y € A;(Q) si i > 0, atunci conform relatiei
(2.3) avem y* = 1. Atunci ¢* € F(2i).

Vom arita ci din ¢ € F(1) rezultda o/} € F(g(i)) pentru orice numar intreg i > 1.
Intr-adevir, pentru i = 1 afirmatia este demonstratd mai sus. Fie /=) ¢ F(g(i — 1)).

Atunci
P! = (VY e Fg(i —1)-2) = F(g(i).

Lema este demonstrata. [

Corolarul 2.1. /48] Fie Q bucla Moufang comutativa central nilpotenta de clasa n i fie F'(1)
subgrupul grupului automorfismelor ei. Atunci F(1) va fi grup nilpotent de clasa nu mai mare
de cit n— 1 gi generatori de ordinul multiplul care devide 3", unde r = min{r|2" > n}, gi in

consecinta va fi grup local finit.

Corolarul 2.2. Daca @) este o bucla Moufang comutativa finit generata, atunci subgrupul

F(1) al grupului Aut(Q) este 3-grup finit.

Demonstratie. Din definitia grupului F(1) rezultd cd dacid o € F(1) atunci « induce
aplicatia identicd pe Q/A(Q). Notam X = {x1,xs,...x,}. Pentru orice a € F(1) sii <n
existd un unic element h(; o) € A(Q) pentru care ax; = x;h; . Perechile {(z;,hiq) 1 < n}
determina in mod univoc automorfismul «. Totalitatea acestor multimi de perechi este
mai mare decat numéarul |A(Q)|", unde numarul |A(Q)|™ este egal cu totalitatea aplicatiilor
X — A(Q). Deci |F(1)| < |A(Q)|™. Prin urmare grupul F(1) este finit.

Conform Lemei 2.1 bucla Moufang comutativa este central nilpotenta. Atunci din Coro-

larul 2.1 rezultd c& F(1) este 3-grup finit. Corolar demonstrat. [

Bucla ) se aproximeaza cu bucle cu proprietatea « sau este aproximabild cu proprietatea
«, daca pentru orice element a din () exista o subbucld normala H a buclei () astfel incat

a ¢ H si Q/H satisface proprietatea .
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Bucla Moufang comutativa central nilpotent aproximabila se caracterizeaza prin produsul
cartezian de bucle central nilpotente. Orice bucla central nilpotent aproximabila este o
subbucla a unui produs cartezian de bucle nilpotente. Folosind Lema 2.1 ne convingem ca
bucla Moufang comutativa libera se aproximeaza cu bucle central nilpotente. In lucrarea [50]
se prezintd exemple de bucle Moufang comutative la care lungimea girului central inferior
este egala cu un numar de ordine dat. De unde rezulta ca clasa de bucle Moufang comutative

central nilpotent aproximabile nu este inchisa in raport cu imaginile epimorfe.

Lema 2.4. [50] Daca bucla Moufang comutativa @ se aprozimeaza cu bucle Moufang comu-
tative central nilpotente, atunci subgrupul F(1) al grupului automorfismelor Aut@ se apro-

ximeaza cu grupuri nilpotente.

Fie L este o subbuclda Moufang comutativa arbitrard cu grupul automorfismelor Aut L.

Prin J(L) notdm multimea tuturor automorfismelor din AutL care actioneazi identic pe

L/A(L). Are loc

Lema 2.5. Fie Q) o bucla Moufang comutativa cu grupul automorfismelor Aut@ si J(L) =
FQ), F, Z; = Z;(Q). Atunci J(Q/Z;) = J/Z;(J).

Demonstratie. Expresia J(Q/Z;) = J/Z;(J) are forma extinsa Fi(Q)/Z;(Q) =
(F1(Q)/Z:)(F1(Q)). Avem J(Q/Z) =2 J/R,unde Z = Z1, R={p € J|lpx-Z =xZ Vz €
Q}. Fie ¢ € R pentru x,y,v € Q. Atunci pu = uzy, v = vz, unde 21, 29 € Z. Considerand
(2.1) si (2.4) avem

eL(u,v)r = p(x(z,v,u))
= px(pz, v, pu)
= px(pr,v29,U7)
= pa(px, v, u)

= L(u,v)px,

adicd ¢L(u,v) = L(u,v)y pentru orice u,v € (). Aceasta inseamnd cd ¢ € Z(J), dar atunci

RC Z(J).
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Reciproc fie ¢ € Z(J). Conform relatiei (2.1) pentru orice z,y, z € () avem

pr(px,y,2) = L(z,y)pz
= ¢L(z,y)z
= p(z(z,y, 7))
= ¢z - p(z,y, 2),
adica
(pz,y,2) = p(z,y,2) (2.8)

Din relatiile (2.8) si (2.2) obtinem
p(z,y,2) = (pz, 0y, 02) = ¢°(2,y, 2),

(z,y,2) = p*(,v, 2).

Rezultd ci automorfismul ¢? actioneaza identic pe A(Q).

Fie H o subbucla finit generata a buclei Moufang comutative ). Notam prin P restrictia
automorfismului ¢ pe A(H). Fie 3 actioneaza identic pe A(H). In conformitate cu Teorema
Bruck-Slaby subbucla H este central nilpotenta, de aceea in conformitate cu Corolarul 2.1
automorfismul @ are ordin de puterea lui 3. Atunci ¥ actioneaza identic pe A(H). Deoarece
H este o subbucla arbitrara finit generatd a buclei (), atunci si automorfismul ¢ actioneaza

identic pe A(Q). Rezulta din (2.8) ca
(pr,y,2) = (2,9,2) (2.9)
Fixam elementul z i definim elementul a : oz = za. Din (2.9) si (2.4) obtinem

(z,y,2) = (za,y,2)

= (z,y,2)((x,y,2),%,a) - (a,y,2)((a,y, 2), a, 7).
Atunci pentru orice y, z € () avem
(a7 y? Z) = (('x? y? Z)? x? a)_l((a'7 y’ Z)? a? x)_l' (2'10)

Din (2.10) cand y = =, z = w obtinem (a, ,w) = 1 pentru orice w € Q. In particular, ambii

factori ai partii drepte a egalitatii (2.10) sunt egali cu unitatea. De aceia a € @, si atunci
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px - z = xz pentru orice x € @, deci Z(J) C R. Deci, rezultd cd R = Z(J). Presupunem ca

afirmatia Lemei este adevarata pentru un <. Atunci prin inductie

J(Q/Zin1) = J(Q)Z:)/(Zis1/Z:))
=J(Q/%:)/Z(Q/Z))
= J(Q/%:)/Z(Q/Z:)
= (J/2:i(J)) /2] Z:(]))
= (J/2i(J))/Zix1(J) ] Zi(J)
=~ J/Ziq(J).

Lema este demonstrata. [

Fie acum @ este o bucla Moufang comutativa cu centrul Z(Q) si grupul substitutiilor
interne J(Q), si Z(3J) este centrul grupului J3(Q). In lucrarea [21] s-a demonstrat, 3(Q/Z) =
J/Z(3). Atunci din aceasta, definitiile ZA-buclei gi buclei central nilpotente, aplicind

inductia obtinem afirmatia

Teorema 2.1. Pentru bucla Moufang comutativa @ si grupul de automorfisme F(1)

urmatoarele condiii sunt echivalente:
1. Bucla Q) este central nilpotenta de clasa n;
2. Grupul F(1) este nilpotent de clasa n — 1;
3. Grupul substitutilor interne J(Q) este nilpotent de clasa n — 1.

Implicatiile 1 — 3 — 1 au fost demonstrate in lucrarea [21|. Inductia poate fi aplicata gi

pentru un gir central superior de orice lungime finiti sau infinitd. In acest caz obtinem
Propozitia 2.1. Pentru bucla Moufang comutativa QQ urmatoarele conditii sunt echivalente:
1. Bucla Q) este ZA-bucla;
2. Grupul F(1) este Z A-grup;

3. Grupul 3(Q) este Z A-grup.
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2.2 Caracterizarea buclelor Moufang comutative cu conditii de finitudine

prin grupul automorfismelor

Acum sa cercetam grupul automorfismelor buclei Moufang comutative cu centrul trivial,
care conform lucrarii [50] esential se deosebeste de buclele central nilpotente. Considerand
Lema 2.1 astfel de bucle nu pot sa fie finit generate. Exemple de astfel de bucle pot fi
gasite in lucrarea [21]. Din Lema 2.5 rezultd cd daca centrul buclei Moufang comutative @
este trivial, atunci si centrul subgrupului F'(1) al grupului automorfismelor Aut@ al buclei
Moufang comutative @ la fel este trivial. In particular centrul grupului substitutilor interne
al buclei Moufang comutative @ la fel este trivial. Acum sd ardtdm ca centrul Z(AutQ)
al grupului automorfsmelor Aut@ al buclei Moufang comutative () este format doar din
automorfisme ¢, asa incat ¢? = 1. Evident automorfismul z — z~! pentru x € ), apartine
lui Z(AutQ). Intr-adevir, fie ¢ € Z(AutQ) si ¢® # 1. Rezulti ci existd un element a € Q
asa incat ¢?a # a. Daci x,y € @ atunci conform (2.8) si (2.2) obtinem

ola,z,y) = (pa, pz, py) = p(°a, z,y).

De unde, folosind (2.4) si (2.2) obtinem (¢%a-a™!,z,y) = 1 pentru orice z,y € Q. Ceea ce
inseamni cd 1 = @?a-a~' € Z(Q). Obtinem contradictie. In consecinti, centrul Z(AutQ) al
grupului Aut@ al buclei Moufang comutative () este format doar din automorfisme ¢ astfel
©? = 1.

Fie @ o bucla cu asociatorul A(Q), iar ¢ : @ — @ un endomorfism. Din p(A(Q)) C A(Q)
rezultad cd p(z(A(Q))) C p(z)A(Q). Prin urmare, endomorfismul ¢ induce pe Q/A(Q) un
endomorfism ¢ : Q/A(Q) — Q/A(Q), unde Y (xA(Q)) = p(r)A(Q) pentru orice = € Q.

Este evident ca diagrama

Q Q

| E

Q/AQ) Q/AQ)

este comutativa, unde g : @ — Q/A(Q) este omomorfismul factor. Acum si demonstram

urmatoarea afirmatie

Lema 2.6. Fie Q) o bucla Moufang comutativa cu condifia ca A(Q) # Q. Endomorfismul

buclei Q este automorfism daca gi numai daca el induce automorfism pe Q/A(Q).
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Demonstratie. Fie ¢ : ) — ) un endomorfism al buclei Moufang comutative @ si v :
Q/A(Q) — Q/A(Q) automorfismul indus de . Daci ¢ este automorfism, atunci p(A(Q)) =
A(Q) si, prin urmare, 1 este reciproc biunivoc. Deci orice automorfism induce automorfism.

Fie 1) este automorfism. In acest caz p(A(Q)) = A(Q) si ¢(Q) = Q. Prin urmare

Conform [25, Teorema 5A]| ¢ este un automorfism. [

Corolarul 2.3. Fie H o subbucla normala a buclei Moufang comutative @) cu condifia
AQ) #Q si HC A(Q). Atunci pentru orice automorfism ¢ al buclei factor Q/H exista un

automorfism al buclei Q) care induce .

Demonstratie. Intr-adevir, exstd un endomorfism al buclei Q, care induce automorfismul
¢ al buclei Q/H. Astfel, cum H C A(Q), atunci acest endomorfism induce un automorfism

pe Q/A(Q). Conform Lemei 2.6 acest endomorfism este automorfism. [

Corolarul 2.4. Fie Q o bucla Moufang comutativa la care A(Q) # Q. Atunci grupul
automorfismelor AutQ al buclei Q) este o extensie a grupului F(1) prin intermediul grupului

automorfismelor grupului de automorfisme ale grupului QQ/A(Q).
Din Corolarele 2.1, 2.2, 2.4 si Lema 2.4 obtinem:

Teorema 2.2. Fie ca bucla Moufang comutativa () se aproximeazd cu bucle Moufang co-
mutative central nilpotente. Atunci grupul de automorfisme este extensie a grupului F(1).
Daca bucla Q este central nilpotenta de clasa n, atunci grupul F(1) este nilpotent de clasa
n—1 i ordinul 3*, unde k = max{r|2" < n}. In particular, dacd bucla Q este finit generatd,

atunci F(1) este 3-grup finit.

Este bine cunoscuta [80] (la fel [47])
Teorema A. I. Mal’cev: Grupul resolubil de automorfisme al grupului abelian finit generat
este policiclic.

Pentru bucla Moufang comutativa este adevarata

Propozitia 2.2. Grupul resolubil al automorfismelor buclei Moufang comutative finit gene-

rate este policiclic.

Demonstratie. Fie H partea periodica a buclei Moufang comutative (). Asa cum in bucla
Moufang comutativd substitutiile interne sunt automorfismele ei [21], rezultd cd H este

subbucld normald in (). Conform rationamentelor din [91] bucla Moufang comutativd @
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satisface conditia de minimalitate pentru subbucle. Atunci H este finit generata si din
teorema Bruck-Slaby si conditia de maximalitate rezulta ca ea este finita.

Sa cercetam automorfismul « : & — Aut(Q/H), ce pune in corespondenti pentru orice
¢ € ¢ un automorfism ¢ al buclei factor )/ H care induc ¢, adicd ¢(aH) = ¢(a)H. Asa cum
()/H este grup abelian finit generat fard torsiune, atunci el se descompune in produs direct
de un numir finit de grupuri ciclice. Atunci Aut(Q/H) este izomorf grupului matricelor de
numere intregi cu determinantul +1. Conform lucrarilor [80], [90] orice grup resolubil de
matrice de numere intregi este policiclic. De aceia ® /W este grupul policiclic de matrice al
numerelor intregi, unde ¥ = ker a.

Si demonstram finitudinea lui U. Intr-adevir, dacit ay,...,ay este sistemul care gene-
reazd bucla Moufang comutativd (), atunci pentru orice ¢ € ¥ avem v (a;) = a;h;, h; € H.
Considerand finitudinea lui H are loc doar pentru un numar finit de imagini posibile ale

generatorilor a; pentru aplicatiile din ¥, atunci gi ¢ este policiclic. [

2.3 Reprezentarea matriceald a grupului automorfismelor

In caz general grupul automorfismelor algebrelor contine putina informatie despre alge-
brele date, dar situatia se schimba daca algebrelor respective li se pun anumite restrictii.
De exemplu, pentru grupuri abeliene astfel de restrictii sunt examinate in [104]. In para-
graful dat se cerceteaza grupurile automorfismelor unei clase mai largi ca grupurile abeliene,
si anume pentru clasa buclelor Moufang comutative. Se cerceteaza grupul automorfisme-
lor buclei Moufang comutative periodice si bucla Moufang comutativa ce satisface coditia de
minimalitate pentru subbucle. In continuare expresia "pentru subbucle” vom omite-o partial.

In continuare prin < M > vom nota subbucla buclei Q generata de multimea M C Q.

Subbucla < M > coincide cu intersectia tuturor subbuclelor care contin multimea M.

Lema 2.7. [47] Pentru bucla Moufang comutativa Q arbitrara cu grup multiplicativ O,
grupul substitutiilor interne J(Q), comutatorul M grupului M si grupul factor M/Z (M) a
grupului M dupa centrul sau Z(M), sunt 3-grupuri local finite.

Lema 2.8. [21] Pentru o bucla comutativa Moufang Q) arbitrara subbucla asociatoare Q' si

factor-bucla Q/Z(Q) sunt 3-bucle local finite.

Lema 2.9. [21] Bucla comutativa Moufang periodica este local finita.
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Fie @ o bucla Moufang comutativda. Atunci se determind p-subbuclele maximale @,
Qp={z € Q|$pi =1,i=0,1,2,...}, p numdr prim. Fiecare Q),, p # 3, este un grup ciclic
sau quasiciclic (un grup care nu este ciclic i in care orice subgrup finit generat este grup
ciclic). Pentru o bucld Moufang comutativa () cu conditia minimalitdtii pentru subbucle si
p = 3 avem ca ()3 satisface una din urmaétoarele trei conditii:

- este o subbucla finita;

- este produsul grupului ciclic Cs» cu o bucld finita F' cu elemente de perioada 3%, k =
0,1,2,..

- este produsul grupului quasiciclic Cs~ cu o bucli finitd F cu elemente de perioada 3%,

k=0,1,2,...

Propozitia 2.3. Fie Q o bucla Moufang comutativa cu conditia minimalitatii pentru sub-

bucle. Atunci exista o subucla finita H pentru care Q = Z(Q)-H = H - Z(Q).

Demonstratie. Subbucla Z(Q) este un subgrup abelian comutativ normal in Q si 23 €
Z(Q) pentru orice x € @ |21]. Examinidm omomorfismul natural ¢ : Q — Q/Z(Q) = L.
Demontrim ci L este o bucli finitd. In primul rand mentiondm ci 2® = 1 pentru orice
x € L. Imaginea omomorfa a buclei cu conditia de minimalitate pentru subbucle este bucla
cu conditia de minimalitate pentru subbucle. Deci L este o bucla cu conditia de minimalitate
pentru subbucle. Conform (|21|, Teorema 11.3) bucla L este local finita.

Admitem ca bucla L este infinita. Atunci putem construi un sir infinit

{ai, a2, ... apn, ...}

de elemente din L cu propritatile:

- subbucla L,, generatd de primile n elemente {ay,as, ..., a,} este finita;

- elemental a,; nu se contine in L, pentru orice n.

Fie M subbucla buclei L generati de submultimea {a; : i = 2", n = 1,2,...}. Obtinem
un sir monoton descrescator My, My, ..., My, ... de subbucle infinite diferite. Contrazicere
cu conditia de minimalitate pentru subbucle. Am stabilit ca L este o subucla finita. Atunci
in @ existd o submultime finita M pentru care ¢»M = L. Deoarece bucla () este local finita

multimea M genereaza o subbucli finita H. Vom avea ¥H = L. Astfel putem constata ca

Q=2(Q)-H=H-Z(Q). O

Fixdm bucla @ cu centrul Z(Q). Subbucla H se numeste cocentrica dacd H - Z(Q) = Q.

Este evident ci pentru orice bucld neasociativi totalitatea subbuclelor cocentrice C'Z(Q)
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este nevida. In primul rand observim ci < Q \ Z(Q) >€ CZ(Q) este cocentrul maximal.
Pentru a construi subbucle cocentrice folosim omomorfismul ¢ : G — G/Z(G) = L. Fie
M C Q\ Z(Q), aplicatia ¢|M : M — (M) este bijectiva si multimea (M) genereaza
bucla L. Atunci < M\ Z(Q) > = < M >, < M > CZ(Q) si < M > va fi un cocentru
"minimal”.

In baza rezultatelor la Bruck [21] obtinem urmatoarele proprietiti ale buclelor cocentrice:

Proprietatea 1. Daci a € H =< H\ Z(Q) >, H € CZ(Z) gi ord(a) < oo, atunci
ord(a) = 3% pentru un k € {0,1,2,...}.

Proprietatea 2. Daca @) este bucld periodica cu conditia de minimalitate pentru sub-
bucle, atunci CZ(Q)) contine bucle finite.

Proprietatea 3. Pentru bucla periodica QQ avem ca HNZ(Q) C Q3 pentru orice subbucla
finita He CZ(Q) si < H\ CZ(Q) >= H.

Obtinem ca Z(Q,3) = Z(Q)N < Q \ Z(Q > este 3-centru buclei Q.

Vom spune cia bucla @) este central simpld daca exista o subbucld cocentrica D si o
subbucldin H C Z(Q) pentru care DNC(Z) este o subbuca finita, DNH = {1} si D-H = Q.

Recent V. Ursu |106]a construit un exemplu de bucld Moufang comutativa cu conditia
minimalitatii pentru subbucle care nu este central simpla si care are subbucle cocentrice
finite.

Daca subbucla )3 este finita, atunci bucla () este central simpla.

Subbucla D a buclei ) se numesgte subbucla cocentrica simpld dacd D € CZ(Q) si
DN Z(Q) = {1},

Proprietatea 4. Daca D € CZ(Q) este o subbucla cocentrica simpla, atunci bucla Q
este central simpld.

Proprietatea 5. Pentru o subbucla concentrica simpla D a buclei Moufang comutative
Q vom avea (x,y,z) = 2% =1 pentru orice x,y,z € D.

Prin urmare, ugor se construiesc subbucle care nu contin subbucle cocentrice simple.

A.G. Kurosh [105], [86] a determinat structura grupurilor abeliene cu conditia de mi-
nimalitate pentru subgrupuri: grupul abelian G este cu condifia de minimalitate pentru
subgrupuri daca $i numai daca G este produsul unui numar finit de grupuri quasiciclice Cpeo

st un numar finit de grupuri ciclice. Putem scrie

G=]]Cw x ] Cp

peS peT
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unde S si T sunt dou# multimi finite de numere prime cu intersectie vida: SNT = 0.
Acest rezultat joacd un rol important in teoria buclelor Moufang comutative. Centrul Z(Q)
este un grup abelian. Deci in cazul cand @ este o bucld Moufang comutativa cu conditia

minimalitatii vom avea

Z(Q) = l_Icpoo X H Cpn(p)a

peS peT

unde S si T sunt doud multimi finite de numere prime cu intersectie vida: S NT = (.

Corolarul 2.5. Daca () este bucla Moufang comutativa central simpla cu conditia de mini-
malitate, atunci () se descompune
Q = HCPOO X Hcpn(p) X _H7
peS peT
unde H este o bucla Moufang comutativa finita si S, T sunt doua mulfimi finite de numere

prime cu intersectie vida: SNT = (.

Corolarul 2.6. Daca () este bucla Moufang comutativa cu condifia de minimalitate, atunci

Q se descompune

Q=]]Co xQsx A,

peS

unde H este un grup comutativ finit si S este o mulfimi finita de numere prime.

Lema 2.10. /47], [52] Orice bucla comutativa Moufang Q) periodica poate fi extinsd tn produs
direct de p-subbuclele mazimale Q,, incdt pentru p # 3, Q, apartine centrului Z(Q), iar

grupul sau multiplicativ M se descompune in produs direct de p-subgrupurt mazimale 90,

M(Qy) si pentru p # 3 My, apartine centrului Z(IM) al grupului M.

Sa aplicam Lema 2.10 asupra grupului automorfismelor buclei Moufang comutative si
asupra grupului sadu multiplicativ. Initial vom face unele observatii generale.

Daca B este subbucla caracteristica a buclei Moufang comutative () si o € Aut(@), atunci
restrictia o pe B este automorfismul buclei Moufang comutative B gi aB — «aa - B este
automorfismul buclei Moufang comutative @/B.

Daca bucla Moufang comutativd () se descompune in produs direct () = A x B, atunci
grupul AutA poate fi cercetat ca subgrup al grupului AutQ: identificam AutA cu mulfimea
tuturor o € AutQ) pentru care aB = B. Aceasta identificare depinde de alegerea factorului

B.
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Fie @ = [],c; @ un produs direct. Atunci Aut(); este subgrup al grupului Aut(), aplicand
identificarea anterioara. Produsul direct [],.; AutQ; este un subgrup al grupului AutQ.
Observam ca subgrupul J],.; AutQ; este format din toate automorfismele o € Aut() care
aplica fiecare subbucla @); pe ea insasi.

Subbucla B a buclei () se numegte subbucla caracteristica daca B este invarianta fata de
toate automorfismele buclei Q).

Subbucla B a buclei @) se numeste complet caracteristica, dacd ¢(B) C B pentru orice
endomorfism ¢ al buclei Q).

Daca @ este o subbuclda Moufang comutativa si fiecare @); este o subbucla complet ca-
racteristica a buclei @), atunci AutQ) = ﬁie ;Aut@;, unde prin ﬁ notam simbolul produsului
cartezian.

Fie acum () o bucla comutativd Moufang periodica cu grupul multiplicativ 9)t. Fiecare p-
subbucla maximald @, (respectiv p-subgrup 9,) este subbucla (respectiv subgrup) complet

caracteristica a buclei Moufang comutative @ (respectiv 9t). Atunci din Lema 2.10 rezulta

Propozitia 2.4. Fie (Q o buclda comutativa Moufang periodica neasociativa cu grupul multi-
plicativ M. Q, sunt p-subbucle ale bucler Q) st M, sunt p-subgrupuri mazimale ale grupului

M, pe P. Atunci
AutQ = HpepAthp

st respectiv

Autont = ﬁpepsmp

pentru p # 3, Q, st M, sunt grupuri abeliene.

Acum si extindem propozitia 2.4 in cazul cdnd bucla Moufang comutativa () satisface
conditia de minimalitate. Astfel de bucle Moufang comutative sunt studiate in |51], [52], |53].
In particular, este adevirati urmitoarea lemi pentru care echivalenta conditiilor 1), 2) este
demonstrata in [51], [53], iar ale conditiilor 1), 4) in [52]. Iar datorita observatiei formulate
de V. Ursu in lucrarea [106] am revizut formularea gi demonstratiile lemei ce urmeaza si

toate afirmatiile care folosesc lema in demonstratie.

Lema 2.11. Pentru bucla Moufang comutativa central simpla Q) cu grupul multiplicativ I,

urmatoarele conditii sunt echivalente:

1) Bucla Q satisface conditia de minimalitate pentru subbucle;
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2) Bucla Q poate fi descompusa in produs de un numdar finit de grupuri quasiciclice D =

Hpes Cpee din centrul Z(Q) al buclei Q) si o bucla Moufang comutativa finita H;

3) Bucla Q) poate fi descompusa in produs direct de un numar finit de grupuri quasiciclice
Hpes Cpo 51 Q3, Q = HpES Cpe x Q3, unde S este o mulfime de numere prime diferit
de 3, iar Q3 este finitd sau Q)3 = Cpeo - F', F' 0 subbucla finitd,

4) Grupul multiplicativ M poate fi descompus tn produs direct de un numar finit de grupuri

D = [],e5Cpe din centrul Z(OM) al grupului M si un grup finit G.

Demonstratie. Subbucla Z(Q) se descompune in produs direct de componente Z(p). Con-
form Propozitiei 2.3 existd o multime finita M C Q \ Z(Q) incat (M N{a})Z(Q) = Q.
Fiecare element a € M va avea ordinul 3*. Admitem contrariul. Fie n numéarul natural
pentru care a® = 1 gi n = 3* - m, unde numerele (m,3) = 1. Atunci a® # 1. Deoarece
a® € Z(Q) obtinem cid < a >=< a® >C Z(Q), contrazicere. Deci a are ordinul 3*. Notim
cu @3 subbucla generatd de Z(3) si M. Vom avea a® € Z(3) pentru orice a € M. Prin
urmare Q3 U ([[{@, : p # 3}) = {1}. Lem& demonstratd. [

Fie C, este p-grup quasiciclic. Conform [90] grupul AutCpe este izomorf cu grupul
multiplicativ Z. de elementelor reversibile din inelul numerelor intregi p-adice Zy~. Grupul

Ly este format din numere intregi p-adice de tipul

oo
Sy ... Q10 :Zanp", 0<a, <p
n=0
cu factorul liber aq diferit de zero. Multimea Z . are puterea continuumului. Din Lema 2.4

rezulta

Corolarul 2.7. Fie descompunerea bucler Q) si al grupului multiplicativ N, descrise in Lema

2.11

Q=Hx[[Cp, M=G x [[Cpe-
peEP peEP
Atunci
AutQ = AutH x || AutCpe, Autht = AutG x [ [ AutCpe,
peP peEP

incat grupurile AutH st AutG sunt finite, iar grupurile AutCpe pentru p € P au puterea

continuumulusi.
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Bucla comutativa Moufang @) se numegte divizibila dacd pentru orice numar intreg n > 0
si orice element a € () ecuatia 2" = a are in @) cel putin o solutie.

Daca n # 3, atunci din identitatile

:Cp7 q? zs = a”’? 72 pqs?
Y Y

(z,y,2)° =1

definite in [21]| rezultd ca subbuclele divizibile ale buclei Moufang comutative ) apartin cen-
trului Z(Q), si deci sunt grupuri abeliene. Bucla Moufang comutativd care nu are subbucle
neunitare divizibile se numegte reductibila.

Fie Q = DH o buclda Moufang comutativa examinata prin prisma Lemei 2.11. Fie
1 — @ un monomorfism a buclei Moufang comutative () si fie pup restrictia lui g in
D. Grupul abelian D este divizibil, iar bucla Moufang comutativid H finitd. Atunci din
constructia grupului abelian divizibil |90] rezultd cd D este subbucla maximald divizibila a
buclei @). Imaginea epimorfa a grupului divizibil este grup divizibil. Atunci pup(D) C D
$i conform [90, exer. 4, pag. 133] monomorfismul pp : D — D va fi automorfismul,
pup(D) = D. Fie py restrictia monomomfismului g pe bucla H. Aga cam DN H = 1, atunci
u(D) N p(H) = 1.

Deaceea py va fi monomorfismul lui H in H. Bucla comutativa Moufang H este fi-
nitd dacd py va fi automorfism al buclei Moufang comutative H, uy(H) = H. Deoarece
pp(D) = D, atunci (Q) = Q. In consecinti: orice monomorfism al buclei Moufang comu-
tative ce satisface condifia de minimalitate in sine va fi automorfism. Daca 9N este grupul
multiplicativ al unei astfel de bucle comutative Moufang atunci in mod similar se demon-
streaza ca orice monomorfism a grupulur QN in sine va vi automorfism al grupului IN.

Vom introduce urmatoarea notiune. Fie L o bucla, G un grup abelian, iar «, 3 omo-
morfismele buclei L in grupului G. Definim suma « + 3, considerand (a + )a = aa - fa
pentru orice « € L. Usor se verificaA cd a + f : L — G este omomorfism i multimea
tuturor omomorfismelor din L in G in raport cu operatia definita formeaza grup abelian,
notandu-1 prin Hom (L, G). Zero acestui grup este omomorfismul trivial al buclei L in grupul
G, elementul invers —«a pentru elementul o : L — G trece elementul x € L in elementul

1

(ax)™! = az~! € G. Casi in cazul grupurilor abeliene [90] este adevirata

Lema 2.12. Presupunem cd bucla L poate fi descompusa in produs direct L =[], ; L;, iar
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grupul abelian G se descompune in produs direct G =[] . Atunci

jes G
Hom(L,G) HHHom L;,Gy)
iel jeJ
Demonstratie. Restrictia omomorfismului « : [[L; — G pe L; este automorfismul
o; : Ly — G. In acest mod obtinem aplicatia (..., q;,...) grupului Hom([] L;, G) in
[[Hom(L;,G), care este un omomorfism ¢. Evident cd ¢ trece in (0,...,0,...) doar
elementul « = 0, adicd ¢ este monomorfism. Deoareace orice multime {a;};c;, unde
a; € [[Hom(L;,G), defineste un element o € Hom(][] L;, G), astfel incat restrictia o pe
L; coincide cu «;, atunci ¢ este epimorfism. Deaceea
Hom(H L;,G)= HHom(Li, G).
i€l iel
In acelasi mod se demonstreazi ci
Hom(L, H G,) = HHom(L, G,).
jeJ jeJ
In consecinta,

Hom(L,G) = [ [ [ [ Hom(L;, G)).

el jed

]

Corolarul 2.8. Fie ) o bucla Moufang comutativa periodicd cu p-componente @), si M
grupul sau multiplicativ cu p-componente M, (p € P) si fie G, sunt p-componentele grupului
abelian G. Atunci
Hom(Q,G) H Hom(Q,,G,), Hom(M,G) H Hom(M(p), G,).
peP peP
Lema 2.13. Daca subbucla H apartine centrului Z(L) al buclei L, atunci subgrupul
Y (L/H,H) al grupului AutL este format din toate automorfismele din AutL, care induc

aplicatia identica pe grupul H gi bucla factor L/H este izomorfa grupului Hom(L/H, H).

Demonstratie. Cercetdm automorfismele o, 5 € >, (L/H,H). Atunci pentru elementul
a € L existd aga elemente b, c € H pentru care aa = ab, fa = ac. Acum afa = a(ac) = ab-c.

Aplicatiile

a:aH — (a—1)a=b,

™I

caH — (f—1)a=
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sunt omomorfisme din L/H in H si aff : aH — be. De unde rezultd ci aplicatia a — a
este un automorfism ), (L/H, H) — Hom(L/H, H) cu nucleu trivial. Pentru orice ¢ €
Hom(L/H, H) aplicatia o : @ — ap(aH) apartine subgrupul >, (L/H, H). Deci rezulta ca

S (L/H,H) = Hom(L/H, H).

]

Lema 2.14. Fie B o subbucla normala a buclei Moufang comutative QQ, A o subbucld a buclei
Q astfel incit A C BN Z(Q), si fie Y- = > (A, B) grupul automorfismelor buclei Q care
actioneazd identic pe Q/A si B. Atunci Y 5(A, B) = Hom(Q/B,A) = Hom(Q/BQ', A),
unde Q' = A(Q).

Demonstratie. Daci o este un automorfism din Y, atunci 0 — 1 si (¢ — 1)x = oz - 27,

sunt aplicatii de acelagi tip in @) si A, deoarece

(0 —1)(gA) = a(gA) - (gA)~"
—gA-g'A

pentru orice element g € (). Daca x,y sunt elemente din @, atunci folosind identitatea
(@,y, wv) = (z,y,w)(z,y,u),u,v) - (z,y,v)((z,y,v),v,u)
din [21], obtinem

(0 = D(ay) = (oxoy)(y "=

= (ox(ox, 0y, y’lx’l))(ay . y’la:l)

= (oz(ox,oy,z~ ) (= (= y ™ oy) -y oy).

Apoi

(ox,0y,y ta™) =(0ox, 0y, y )((oz, 09,y 1),y 2 t)

'(O’(L’, ay, ZL’_1>((O'J], ay, x_l)a x_la y_1>
si
(ax,ay,:rfl) = (ox- xil,ay,xfl) =1,

ol



deoarece oz - 27! = (0 — 1)z € A C Z(Q). Rezulti

(0 = )(zy) = ox(z" (o — 1)y)

=(ox-27') (60— 1)y
=(c—1Dx-(c—1y.

Astfel, daca o este un element din ), atunci ¢ — 1 induce omomorfismul ¢* din /B in

B:o*(gB)=(0c—1)g. Fiea,8 € >, g € Q. Atunci

(@B —=1)g=(aB)g-

= (af)g-aglag)g™
= (a((8 ~ Dg)ag)g™
= (
= (

(B—=1)g-ag)g™

B—1)g (a—1)g,

deoarece (B —1)g € A C Z(Q) si (B —1)g € A C B, dar orice element din B rdmane
invariant pentru automorfismul «. In cosecintd (3)* = o + B* pentru toti o, 8 € .. Deci

o — o* este un omomorfism din > in Hom(Q/B, A). Dacd ¢* = 0 si g € @ atunci

1=0"(yB) = (o —1)g.

Ceea ce induce g = og pentru orice g € ) adicd ¢ = 1. Deci aplicatia ¢ — o* este
monomorfism din Y in Hom(Q/B, A).

Pentru orice v din Hom(Q/B, A) definim aplicatia identicd § : @ — @ prin regula
dg = v(gB)g pentru orice g € ). Daca z,y € @, atunci

0(zy) =~(zy- B) -
= (v(xB) -y(yB)) - vy
=y(zB)z - v(yB)y

=ox -0y,

deoarece y(Bx) apartine lui A C Z(Q). Atunci o este endomorfism al buclei Moufang
comutative (). Dacd ox = 1 atunci v(Bz)x = 1. Ceea ce inseamna cd = € B, deoarece
v(Bz) € A C B. Deci v(Bx) = v(B) = 1 incat x = 1. In consecinti, J este monomorfism
din Q in Q. Asa cum 7B =1, v(gB) € A, atunci este evident c¢d § induce aplicatia identica
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in Bsi Q/A. Fie g € Q si fie z = v(Bg™')g. Atunci

dxr = v(Bx)x
=[B(v(Bg~")g)] - v(Bg™)g
= v(Bg)[v(Bg)'g]

Deoarece 7(Bg~') € A C B, rezulutd cii § este automorfism al buclei Q care apartine lui
5. In final (¢ — 1)g = v(Byg) pentru orice ¢ € Q. In consecintd o* = v gi 0 — o
este izomorfism din ) in Hom(Q/B, A). Din asociativitatea subbuclei A C Z(Q) rezulta
izomorfismul Hom(Q/B, A) = Hom(Q/B', A). Lema este demonstrati. [

Fie acum @ o bucla Moufang comutativa cu grup multiplicativ 9% care satisface conditia

de minimalitate pentru subbucle. In conformitate cu Lema 2.11

Q=DxH M=DxG, unde D =[] Cp~,
peS
unde H este bucla Moufang comutativi finits, G este grup finit. In conformitate cu Lema
2.10,
H=]]H, G=]]Gp unde G, =M(H,)

peT peT

si daca bucla @ este neasociativd, atunci 3-subbucla Hj este neasociativa gi 3-subgrupul

maximal G3 este necomutativ. Multimile S, T" de numere prime sunt finite. Are loc:

Propozitia 2.5. Fie Q o bucla Moufang comutativa care satisface condifia de minimalitate
pentru subbucle si grupul multiplicativ M. Atunci grupul automorfismelor AutQ) este produs

semadirect al unui grup abelian finit
Y (H,D)= [[ Hom(Hp,Cp)
Q peSOT

s1 subgrupurile AutD X HPGT AutH,.

Respectiv grupul AutOR este produs semidirect al unui grup abelian finit

Y (G, D)= [ Hom(G,,Cp)

Q peSNT

st subgrupurile AutD x [ cp AutG),.
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Demonstratie. Imaginea omomorfa a buclei Moufang comutative divizibile este bucla Mo-
ufang comutativa divizibila. Subbucla D este subbucla maximala divizibila a buclei ). De
aceea D este complet caracteristica a buclei (). Atunci orice automorfism o € Aut() induce

automorfismele ap € AutD si

ag € Aut(Q/D) = AutH.
Corespondenta a@ — (ap, ay) este omomorfismul

¢ Aut@ — AutD x AutH,

nucleul cdruia coincide cu ) ,(Q/D, D) = > ,(H, D). Deoarece

> (Q/D,D)(e(AutQ) =1,

Q
atunci Aut@ este produs semidirect de subgrupuri ,(H, D) si AutD x [[ ., AutH,. Des-

compunerea AutH = [[ _. AutH rezultd din propozitia 2.4, iar automorfismul

peT

> (H,D)= ][ Hom(H,, D,)

Q peSNT

rezultd din Lema 2.14 §i consecinta la Lema 2.12. Ordinul subbuclei H, este egal cu p".
Grupul quasiciclic Cpe contine un numdr finit de subgrupuri de ordinul < p*. De aceea
Hom(H,, C,e) este grup abelian finit, iar atunci si

[ [ Hom(H,, C,)

peT

este grup abelian finit. Similar se demonstreaza si pentru Aut)M. Propozitia este demon-

strata. O

Teorema 2.3. Fie bucla Moufang comutativa @ cu grupul multiplicativ 9N ce satisface
conditia de minimalitate pentru subbucle. Atunci grupurile automorfismelor Aut@), AutIN se
reprezintd izomorf prin matrice peste suma directd de cdmpuri GL,(Zy~) de numere tntregi
p-adice. Mai exact, p € S, unde S este mulfimea numerelor prime definite in Lema 2.11,

iar n este numarul lor.

Demonstratie. Fie

AutD x [JAutH,, Y (H,D), AutD x [[AutG,, Y (G, D)
Q om

peT peT
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subgrupuri ale gupurilor Aut@, Aut9l, examinate in propozitia 2.5. Conform [107] grupul
AutD este izomorf reprezentat prin matrice peste suma directd de cAmpuri GL,,(Zy~) de
numere intregi p-adice (p € S). In [108, pag. 136] s-a aritat ci dacd un grup G are
subgrup de indice finit ce admite prezentare izomorfa prin matrice peste un inel, atunci
grupul G admite o prezentare izomorfa asupra aceluiasi inel. Subgrupurile Aut H, ZQ(H, D),
AutG, Y (G, D) sunt finite. Atunci grupurile Aut@, Aut9 dispun de aceeasi prezentare

matriceala ca gi subgrupul sau AutD. Teorema este demonstrata. [

Reamintim cd o bucla ) aproape satisface proprietate m dacd ea contine o subbucla
normald de indice finit cu proprietatea 7. Atunci, similar ca in cazul grupurilor [107] din

Teorema 2.3 rezulta

Corolarul 2.9. Fie Q bucla Moufang comutativa cu grupul multiplicativ N care satisface
conditia de minimalitate pentru subbucle. Atunci grupul automorfismelor Aut@ (respectiv

AutdR) aproape nu are torsiune si aproape toatd se aprorimeazd cu p-grupuri finite nilpotente.

2.4 Caracterizarea buclelor Moufang comutative finite cu conditia de mini-

malitate

Acum sa trecem la caracterizarea buclei Moufang comutative cu conditia de minimalitate
(bucla Moufang comutativa finitd) prin intermediul grupului automorfismelor ei. Pentru

aceasta sunt necesare

Lema 2.15. p-bucla Moufang comutativa reductibila (Q,+,0) cu factorul Q/pQ finit, unde
pQ = {pala € Q}, este finita.

Demonstratie. Aga cum Q)/pQ este finit, atunci existd subbucla L finit generata a buclei
Moufang comutative @) astfel incat () = L + pQ). Conform Lemei 2.9 L este p-bucla finita.

Atunci existd numar n astfel incat p"L = 0. In consecinti
p"Q=p"L+p""'Q=p(p"Q)

este bucla Moufang comutativa divizibila. Dar @) este reductibila, de aceea p"@) = 0. Din

egalitatea () = L + pQ obtinem
Q=L+pL+pQ=L+p’Q=...=L+p"Q=L,
adica bucla @ este finita. [
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Lema 2.16. Fie Q o bucla Moufang comutativa s B un grup abelian care satisface conditia

de minimalitate pentru subgrupuri. Atunci orice grup periodic din Hom (Q, B) este finit.

Demonstratie. Conform Lemei 2.11 bucla Moufang comutativa () este suméa directa a
buclei Moufang comutative L gi grupului abelian divizibil D. Atunci existd un numar intreg
n astfel incat nL = 0. Fie F' = {a € B|na = 0}. Cum B satisface conditia de minimalitate
F este finitd. Daca « este element din Hom(Q, B) de rangul r, atunci conform definitiei
operatiei (+) in Hom(Q, B) obtinem

aD =a(rD)=r(aD)=aD+ ...+ aD = (ra)D = 0D = 0,

~~
s

n(aQ) = n(aL + aD) = a(nL +nD) = a(nD) = n(aD) = 0.

Deci, aQ C F. In consecinti, grupul periodic din Hom (@), B) este echivalent subgrupului
grupului omomorfismelor buclei Moufang comutative /D = L finitd in grupul finit F. De

unde rezultd finitudinea ei. O

Lema 2.17. Daca bucla Moufang comutativa (Q,+,0) este suma directa a unei mulfimi
winfinite de subbucle @, atunci grupul automorfismelor bucler () confine un 2-grup abelian

elementar nenumarabil.

Demonstratie. Fie Q = ) ., Qq si A este o multime infinitd cu @, # {0} pentru orice
a € (). Descompunem A in trei submultimi Ay, A, As:

1) A; este format din indicii « € A pentru care (), nu este 2-grup;

2) A, este format din indicii @ € A pentru care @, este 2-grup periodic;

3) A3 = A\ (A; U Ay) si este format din indicii pentru care ), este 2-grup quasiciclic.

Pentru @ € A notam cu id, : Q. — @, automorfismul identic. Cel putin una din
submultimile A;, Ay, A3 este infinita.

Cazul 1. Multimea A, este infinitd. Pentru fiecare a € A; automorfismul ¢, : © — (—x)
are periodicitatea doi si nu coincide cu ud,. Acest automorfism genereaza automorfismul
Pa 1 Q — Q la care 4|Qn = 9o §1 Pal@s = ids pentru § # a. Obtinem subgrupurile
{idg,Pa}. Fiecare submultime B C A;, genereazi automorfismul pp : Q — @ la care
©B|Qa = @a pentru a € B si pp|Q, = id, pentru a € A\ B. Totalitatea pp : B C A; are
puterea 21411 > 2%o,

Cazul 2. Multimea A, este infinitd. Fiecare 2-grup periodic este produsul direct al unui

numadr finit de grupuri de dou# elemente. Deci putem considera ci @, = {01,11} x {0q, 15}
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pentru o € Ay. Fie ¢, : Qo — Qo automorfismul la care ¢,(13) = 1;. Ca gi in cazul 1
constuim automorfismul ¢ pentru orice B C A,.

Cazul 3. Mulfimea Aj este infinita. Fiecare @),, a € Aj este 2-grup quasiciclic Coee =
Cox x Co. Deci pentru fiecare o € A construim automorfismul ¢, # id, de perioada doi.
Apoi pentru orice B C A3 construim automorfismul ¢p : Q — Q.

]

Propozitia 2.6. Pentru orice bucla Moufang comutativa () urmatoarele afirmatic sunt echi-

valente:

1) Grupul substitutiilor interne J(Q) al buclei QQ este 3-grup finit;
2) Subbucla asociatoare Q)" este 3-bucla finita;

3) Bucla factor Q/Z(Q) este 3-bucla elementard finita;

4) Bucla @ contine o subbucla H normald asociativa astfel incdt Q/H si (H,Q,Q) este
3-bucla finita.

Demonstratie. Vom folosi Lemele 2.7 gi 2.8. Fie bucla Moufang comutativa @) ce satisface

conditiei 1) i fie pentru elementele u;, u;, v, w € Q

(ui7 v, ’LU) 7é (uja v, ’U))
Conform [21]
L(x7 y)z = Z(Z’ y? x)’
(z,y,2) = (y, 2, 2)
avem
v(v,w,u;) # v(v,w, u;),
L(Ui, ’lU)'U 7é L(U], 'lU)U,
L(u;, w) # L(uj, w).
Deoarece J(Q) este finit rezultd cd pentru v, w € @ fixati bucla Moufang comutativd @ are
un numir finit de asociatori neunitari (uq, v, w), (ug, v, w), ..., (u,,v,w), dacid prima compo-
nentd u al asociatorului (u,v,w) parcurge toatd multimea Q. In mod similar pentru w, u;,

1 =1,2,...,r fixati, bucla Moufang comutativa () are un numar finit de asociatori neuniari

(ug, v1,w), ..., (u;,vs, w), dacd a doua componenta v al asociatorului (u;, v, w) parcurge toata
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mulf{mea (). Exact in acelagi mod obtinem ca pentru w;,v;, 1 = 1,2,...,r, j = 1,2,...,s
fixati, bucla @) are un numadr finit de asociatori neunitari (u;,v;, w) cand w parcurge toatd
multimea (). De unde rezulta ca multimea tuturor asociatorilor neunitari ai buclei @) este fi-
nitd. Atunci conform Lemei 2.8 subbucla asociatoare ()’ este finitd si in consecintd implicatia
1)= 2) este adevirata.

2) = 3). In [51] se demonstreazd ci pentru elementele a,b ale unei bucle Moufang

comutative L avem aZ(L) = bZ(L), atunci gi numai atunci, cind pentru orice u,v € L
L(a,b)(a,u,v) = (b,u,v).
Avem
L(a,b)(a,u,v) = (a,u,v)((a,u,v),b,a).

Daca bucla Moufang comutativa @) satisface conditia 2), atunci in ea este adevirat doar un

numar finit de identitati de tipul

(a,u,v)((a,u,v),b,a) # (b,u,v).

De aici rezultd ca centrul Z(Q) are indice finit in (). Atunci conform Lemei 2.8 bucla-factor
Q/Z(Q) este 3-bucla si in consecintd conditia 3) este adevirata.

3)=1). Fie bucla @ satisface conditiei 3) si fie a1, aq, ..., ax un sistem de echivalente ale
buclei @ dupi Z(Q). Orice element din @ are forma a;z; unde z; € Z(Q). Fie u = a;z;,v =

a;z;, w sunt elemente arbitrare din (). Folosind identitatea din |21] avem:
(UU, Z, y) = (u7 €, y)((ua Z, y): u, U) ’ (Uv L, y)((“? Z, y), v, u)?

(z,9,2) = (y, 2, 7).

Deci, obtinem
L(u,v)w = w(w,v,u) = w(w, a;z;, a;2;) = w(w, aj,a;) = L(a;, a;)w,

L(u,v) = L(a;, a;).

De unde rezultd cd grupul substitutilor interne J(Q) este generat de un numar finit de
substitutii L(a;, a;). In consecinti, conform Lemei 2.7, grupul J(Q) este 3-grup finit, deci
conditia 1) este adevarata.

Evidenta este si implicatia 3)= 4) daca consideram echivalenta conditiilor 2), 3). Pre-

supunem acum ca in bucla @ este adevirata conditia 4). In bucla Moufang comutativi
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substitutile interne sunt automorfismele ei. Atunci din faptul cd subbucla H este normala

in @) rezultd normalitatea subbuclei (H,Q,Q) in ). Notam prin ¢ omomorfismul natural
Q — Q/(H,Q,Q) = Q. Atunci K = @H este subbucld normald asociativa a buclei Q si
Q/K este finita, deoarece Q/H este finitd. Din

(K,Q,Q) = oH,pQ,0Q = p(H,Q,Q) =1

rezulti cd K C Z(Q). In consecinta Q/Z(Q este bucli Moufang comutativa finita si din

echivalenta conditiilor 2), 3) rezultii ci @’ este bucld Moufang comutativi finitd. Dar

Q=vQ =Q/(HQ,Q).

Bucla Moufang comutativa Q si (H, @, Q) sunt finite. Atunci si subbucla asociatoare Q' la

fel este finita. Deci bucla @ satisface conditie 2). Astfel propozitia este demonstratd. [

Propozitia 2.7. Pentru orice bucla Moufang comutativa @ cu grupul multiplicativ O

urmatoarele conditii sunt echivalente:

1) Grupul substitutiilor interne J(OM) este 3-grup finit;

2) Grupul factor M/Z (M) este 3-grup finit;

3) Comutantul M’ este 3-grup finit;

4) Grupul MM contine un subgrup abelian normal tncat M/A gi (A, M) sunt 3-grupuri finite.

Demonstratie. Echivalenta conditia 1), 2) rezultd din Lema 2.7 si izomorfismul J(G) =
G/Z(@G), adevirat pentru orice grup G arbitrar. Implicatia 1) < 3) rezultd din Lema 2.7 i
relatiile
x¥ # a®,
R A

cly ey £ a7 e e,

(z,y) # (v, 2).

Acum, daca consideram echivalenta conditia 2) si 3), atunci implicatia 2) = 4) este evi-
denti, iar implicatia 4) = 3) se demonstreazd analog cu implicatia 4) = 2) din propozitia

precedenta. Propozitia este demonstrata. [
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Teorema 2.4. Pentru bucla Moufang comutativa neasociativa arbitrara @ cu grupul multi-

plicativ M urmdatoarele condifit sunt echivalente:

1)
2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

9)

Bucla () satisface conditia de minimalitate pentru subbucle.

a)
b)

@)
b)

b)

b)

Bucla () este periodica,

Grupul periodic de automorfisme al buclei () este finit.

Bucla @) este periodica,

Grupul periodic de automorfisme al bucler Q) satisface condifia de minimalitate pentru
subgrupuri.

Bucla () este periodica,

Bucla () satisface o condifie echivalentd din propozitia 2.6,

3-subgrupurile elementare abeliene ale grupului automorfismelor bucler () sunt
numarabile.

Bucla @) este periodica,

Grupul 9N admite o prezentare izomorfa matriceald peste un cimp de caracteristica
ZEro.

Bucla () este periodica,

Subgrupurile normale (respectiv neabeliene) ale grupului 9 admit prezentare izomorfa
matriceald peste un camp de caracteristica zero.

Bucla () este periodica,

Cel putin un subgrup abelian mazimal al grupului 9N admite prezentare izomorfa ma-
triceala peste un camp de caracteristica zero.

Bucla @) este periodica,

Grupul M este local nilpotent, de aceea subgrupurile normale (respectiv neabeliene)
ale grupulus DN admit prezentare izomorfa matriceald peste un cimp de caracteristica
ZEro.

Bucla @) este periodica,

Orice grup periodic de automorfisme al grupului O este finit.
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10) a) Bucla Q este periodica,
b) Este adevarata una din afirmatile echivalente din propozitia 2.7,

¢) Grupurile elementare primare abeliene ale grupului automorismelor 9M  sunt

numarabile.

Demonstratie. Demonstram implicatia 1)= 2). Fie cd bucla Moufang comutativa () satis-
face conditia de minimalitate. Conform Lemei 2.11, centru Z(Q) al buclei @ are indice finit
in Q). Notam prin & si &, subgrupurile periodice ale grupului automorfismelor ® ale buclei
(), ce contine astfel de automorfisme ® care induc aplicatia identicd in Z(Q) si Q/Z(Q)
respectiv. Usgor se verificaA normalitatea subgrupirilor ®; gi &5 in ®. Conform Lemei 2.16,
grupul factor ®/®q, ca grup periodic de automorfisme al grupului abelian Z(Q)) care satisface
conditia de minimalitate, este finit. Grupul factor ®/®, ca grupul automorfismelor buclei
Moufang comutative /Z(Q) finitd de asemenea este finit. Astfel grupul factor ®/(®; N Py)

este finit. Conform Lemei 2.14,

©/(®1 N y) = Hom(Q/Z(Q), Z(Q)) = Hom(Q/Z(Q)Q', Z(Q)),

iar conform Lemei 2.16, grupul Hom(Q/Z(Q)Q’, Z(Q)) este finit. Dacd ®/(P;NPy) si grupul
automorfismelor ® este finit. Deci in consecintd 1) = 2) este adevirata.

Implicatia 2) = 3) este evidentd. Dacd pentru bucla Moufang comutativd @ este
adevirata conditia 3), atunci grupul J(Q) satisface conditiei de minimalitate. Din Teorema
1.5 din [5] rezultd c& in p-grupuri care satisfac conditia de minimalitate numéarul elemetelor
de fiecare ordin este finit. Deaceea multimea tuturor substitutilor interne L(u,v) a buclei @
este finita. Atunci conform Lemei 2.7 grupul J(Q) este finit. In consecinti, bucla Q satisface
uneia din conditiile echivalente ale propozitiei 2.6. Astfel am demonstrat implicatia 3) = 4).

Demonstram implicatia 4) = 1). Dacd bucla Moufang comutativd () satisface conditiei
4) atunci pentru ea este adeviratd afirmatia:

(a) daca bucla Moufang comutativa @) se descompune in produs direct, atunci factorul
asociativ A satisface condifia de minimalitate.

Intr-adevir, daci A contine un numir infinit de componente primare in descompunerea
in produs direct, atunci conform Lemei 2.17 A are un 2-grup abelian elementar nenumarabil
de automorfisme. Ultima afirmatie este evidenta, de oarece este posibil de inclus izomorf
in grupul automorfismelor buclei @). Am obtinut contradictie pentru conditia 4.c). Deci A

contine un numadr finit de componente A,.
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Conform Lemei 2.11 grupul A, se decompune in produs direct A, = D x C, unde D este
grup divizibil, C' grup reductibil. Conform conditiei 4.a) grupul divizibil D este periodic,
astfel D este produs direct de grupuri quasiciclice [90]. Acest produs contine un numar finit
de factori, altfel obtinem contradictie cu Lema 2.17. Deci grupul D satisface conditia de
minimalitate.

Daca C # 1, atunci C contine subgrupul L de ordin p. Conform Lemei 2.14 Hom(C/L, L)
este izomorf cu un subgrup al grupului de automorfisme ale grupului G. Grupul C'/L este
reductibil ca imagine omomorfa a grupului C. Dacd grupul C' este infinit, atunci C/L
la fel este infinit, conform Lemei 1.2 din [109|, Hom(C/L, L) contine un p-grup abelian
elementar nenumarabil care este izomorf cu un grup de automorfisme ale grupului C. Ceea
ce contrazice conditiei 4.c). Astfel, grupul C, iar din cele spuse mai sus, i factorul direct A,
satisface conditia de minimalitate.

Conform Lemei 2.10 bucla periodica @) se descompune in produs direct de componentele
proprii primare (),, mai mult, pentru p # 3, ), sunt asociative. Astfel pentru a demonstra
conditia 1) este suficient si consideram bucla conform afirmatiei (a) 3-bucla.

Considerand Lema 2.9 din conditia 3) a propozitiei 2.6 rezulta:

(b) ezista subbucla E a buclei Q astfel ca QQ = Z(Q)E.

Notdm prin R subgrupul maximal divizibil al grupului Z(Q). Asa cum Z(Q)) este grup
periodic, atunci R este produs direct de grupuri quasiciclice [107]. Notdm prin R; produsul
la astfel de grupuri quasiciclice, care au intersectie netriviala cu EQ’. Fie a; € RiNEQ'(i €
1,2,...). Considerand divizibilitatea, in grupul R; pentru fiecare ¢ exista un sir infinit de

elemente a;,,...,a;,,..., astfel incat
= . g3 —-1.2
a;, = a;, a;, = a; n=12,....
Deci conchidem ca fiecare element a; poate fi inclus in 3-grup quasiciclic
Ai =< gy eve y Wy e oo >

Confom conditiei 2) din propozitia 2.6 subbucla asociatoare @) este finita, atunci subgrupul
R, este produs direct de un numar finit de grupuri quasiciclice care satisac conditia de
minimalitate. Mai mult, R; este grup divizibil, deci conform [107, Teorema 21.3] R =
Ry X Ry, unde Ry este un grup divizibil ca imagine omomorficd a grupului divizibil. Daca
xr € Ry, N Q'FE, atunci ca si mai sus poate fi ardtat cd = poate fi inclus intr-un subgrup

quasiciclic. Dar aceasta contrazice conditia minimalitatii grupului R;. Deci
RaNQ'E=R,N(Z(Q)NQ'E) =1.
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Considerand [107, Teorema 21.2|, existd subgrupul S al grupului Z(Q) care include Z(Q) N
Q'E astfel incat Z(Q)) = Ry x S. Din b) obtinem

Q= Z(Q)E = RSE = Ry(SQ'E),

ReNSQ'E=R,NZ(Q)NQ'E
=R,NS(Z(Q)NQ'E)
=R,NS=1

Deoarece Ry C Z(Q), atunci subbucla Ry este normald in Q si Q = Ry x SQ'E. Aplicand a),
conchidem ca R, satisface conditia de minimalitate gi atunci subgrupul R satisface aceeasi
conditie. Astfel:

(c) subgrupurile divizibile din centrul buclei Moufang comutative @ satisfac conditia de
minimalitate.

Notam prin L subgrupul de ordinul trei al centrului Z(Q). Notam Z3 = {23|Vz € Z(Q)}.

S& analizdm

Hom(Q/Q'ELZ? L) = Hom(Z(Q)Q'/Q'ELZ?, L)
= Hom(Z(Q)/(Q'ELZ° N Z(Q)), L)
=H.

Grupul L este ciclic de ordinul trei. Atunci din definitie grupul Hom H va fi 3-grup abe-
lian elementar. Conform Lemei 2.14 va fi izomorf cu grupul automorfismelor buclei Q.
De aceea, conform conditiei 4.c), H va fi numdarabild. Conform Teoremei Priifer, [107]
grupul Z(Q)/(Q'EZ3 N Z(Q)) se descompune in produs direct de grupuri de ordinul trei.
Atunci din consecinta Lemei 2.12 rezulta ca grupul Z(Q)/(Q'EZ3*NZ(Q)) este finit. Atunci
Z(Q)/Z? va fi grup finit, altfel in caz contrar (Q'EZ>NZ(Q))/Z? va fi ifinit i va coincide cu
ZNQEZ*NZ(Q))/2* = (QELZ N Z(Q))/(Q'EL N 2°),

care este 3-grup abelian elementar care satisface conditia de minimalitate. In consecinti,
grupul este finit. Astfel

(d) factor grupul Z(Q)/Z?> este finit.

Z(Q) este grup periodic, de aceea conform [107, Teorema 21.3] Z(Q) = A x B, unde
A este grup divizibil, iar B este grup reductibil. Conform (a) grupul A satisface conditia

de minimalitate, iar conform (d) B/B? este grup finit si deoarece B este grup reductibil,
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conform Lemei 2.15 B este finit. Astfel, centrul Z(Q) satisface conditia de minimalitate, iar
atunci conform (b) bucla @ la fel satisface aceastd conditie. Deci implicatia 4) = 1) este
adevarata.

S& demonstram implicatia 1) = 5). Conform Lemei 2.11 conditia 1) este echivalenta cu
conditia: grupul 9N se descompune in produs direct de un numar finit de grupuri quasiciclice
st un grup finit. Ceea ce inseamnd ca 9 este grup special Chernikov si conform [110]
satisface conditia 5). Conform Lemei 2.10 grupul multiplicativ 91 al oricdrei bucle Moufang
comutative periodice se descompune in produs direct de p-subgrupuri 0, incat pentru p # 3
avem 91, C Z(M). Dacd este adevirata conditia 5), atunci grupul 9T admite prezentare
matriceala peste un camp de caracteristica zero, este special, adica poseda un subgrup abelian
normal de indice finit, exprimat in produs direct de un numar finit de p-grupuri quasiciclice.
Grupul 901 este periodic si deoarece pentru p # 3, 9, C Z (M), atunci concludem ca numéarul
de subgrupuri 91, nu poate fi infinit. Deci grupul 9 satisface conditia de minimalitate, iar
conform Lemei 2.11 si bucla () satisface conditia de minimalitate. Concludem ca implicatia
1) = 5) este adevarata.

Implicatile 5) = 6);7);8) sunt evidente. In [52| este demonstrat ci pentru orice bucld
Moufang comutativa neasociativa ) cu grupul multiplicativ 901 urmatoarele conditii sunt

echivalente:
1) Bucla @ satisface conditia de minimalitate;

2) Subgrupurile normale (respectiv neabeliene) ale grupului 9t satisfac conditia de minima-

litate;
3) Cel putin un subgrup abelian maximal al grupului 9t satisface conditia de minimalitate;

4) Daca grupul 9t contine un subgrup nilpotent (respectiv resolubil) de clasa k, atunci toate
subgrupurile nilpotente (respectiv resolubile) de clasa k ale grupului 9t satisfac conditia

de minimalitate.

De aici si din echivalenta conditiilor 1), 5) rerultd ca implicatile 6); 7); 8) = 1) sunt
adevarate. Din periodicitatea buclei () rezulta periodicitatea grupului 91, iar daca @) satis-
face conditia de minimalitate, atunci conform Lemei 2.11 9T satisface conditia de minima-
litate pentru subgrupuri si grupul factor 9t/Z(9M) este finit. Considerand aceste obervatii

echivalenta conditiilor 1), 9) este consecinta 6.1 din [109], iar echivalenta conditiilor 1),
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10) este echvalenta conditiilor (1), (5) a Teoremei de bazi din [109]. Teorma este demon-

strata. U

Remarca 2.1. Grupul ciclic infinit este exemplu de grup abelian periodic cu grupul auto-
morfismelor finit. Ceea ce aratd cda conditiile 2.a) - 4.a), 8.a) - 10.a) sunt necesare pentru
veridicitatea Teoremei 2.4. Produsul direct a unui numar infinit de grupuri cicice de ordin
prim satisfac conditiile 4.a), 4.c) si 10.a), 10.b). Aceasta arata ca conditiile 4.c) gi 10.c)

sunt suficiente.

Corolarul 2.10. Pentru bucla Moufang comutativa () cu grupul multiplicativ 9 urmatoarele

conditii sunt echivalente:

1) Bucla Q este finita;

2) Bucla Q este periodica gi grupul sau de automorfisme este finit;

3) Bucla Q este periodica si grupul sau de automorfisme este numdarabil;

4) Bucla Q) este periodica si grupul de automorfisme al grupului I este finit;

5) Bucla Q) este periodica si grupul de automorfisme al grupului M este numdarabil.

Demonstratie. Implicatiile 1) = 2) = 3) sunt evidente. Fie bucla @ indeplinegte conditia
3). Conform [52]| bucla @ se descompune in produs direct () = D x C, unde D este grup
divizibil, C' este bucld Moufang comutativa reductibild. Dupa [111] grupul D se descompune
in produs direct de grupuri quasiciclce. Grupul automorfimelor grupului quasiciclic este

izomorf grupului multiplicativ al cAmpului de numere p-adice

i anp”, 0 < ay, <p,

la care factorul "liber” termenul ag este diferit de zero [90]|. Exista o multime nenumarabild
de astfel de numere. De aceea D = 1. Conform Teoremei 2.4 bucla Moufang comutativa C'
satisface conditia de minimalitate. Atunci conform Lemei 2.11 bucla C' este finita. Astfel
si bucla @ este finitd, adica @ indeplinegte conditia 1). Daca bucla Moufang comutativd @
este finita atunci grupul 21 de asemenea este finit, iar daca bucla () este periodica atunci si
grupul 90 este peiodic. Atunci echivalenta conditiilor 1), 4), 5) este conecinta 6.2 din [109].

Astfel, corolarul este demonstrat. [J
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2.5 Descrierea unor clase de bucle Moufang comutative

Acum analog cu |109|, folosind proprietatile multimilor putem caracteriza clasa bucle-
lor Moufang comutative care indeplinesc conditia de minimalitate pentru subbucle si clasa

buclelor Moufang comutative finite. Bucla ce apartine clasei w o vom numi w-bucla.
Propozitia 2.8. Notam prin w clasa buclelor ce satisfac condifiile:

1) Orice subbucla a w-buclei este w-bucla;

2) Orice w-bucla este numarabila;

3) Daca Q este w-bucla, atunci Q) este periodica si orice grup periodic al automorfismelor

buclei Moufang comutative Q) aparine clasei w.

Atunci bucla Moufang comutativa ) va satisface condifia de minimalitate pentru subbucle

daca st numai daca ea aparfine claser w.

Demonstratie. Necesitatea. Daca bucla Moufang comutativa () satisface conditia de mi-
nimalitate, atunci conform Lemei 2.11 @) este un podus direct al unui numar finit de grupuri
quasiciclice si o bucla Moufang comutativa finita. Grupurile quasiciclice sunt numarabile si
deci bucla @ este numarabild. Veridicitatea conditiei 3) rezultd din Teorema 2.4.

Suficienta. Daca A este bucla Moufang comutativid asociativa din clasa w, atunci conform
conditiei 3) ea este periodica gi grupul siu periodic de automorfisme de asemenea apartine
clasei w. Conform conditiei 2) acest grup este numarabil. Atunci din echivalenta conditiilor
1) si 4) din Teorema 2.4 rezultd cd A satisface conditia de minimalitate. De aici folosind
conditia 1) obtinem ca daca bucla @ apartine clasei w atunci orice subbucld asociativd a ei
satisface conditia de minimalitate. Atunci conform [51], [53] bucla @ satisface conditia de

minimalitate. [J

Propozitia 2.9. Notam prin w clasa buclelor ce satisfac conditiile:
1) Orice subbucla a w-buclei este w-bucla;

2) Orice w-bucla este numarabild;

3) Produsul direct a unui numar numarabil de w-bucle este w-bucld;

4) Grupul automorfismelor w-buclei apartne clasei w.
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Atunci bucla Moufang comutativa @ va fi finita daca si numai daca ea apartine clasei w.

Demonstratie. Fie cd bucla Moufang comutativa () satisface conditiile 1) — 4). Vom de-
monstra periodicitatea ei. Presupunem contrariul. Atunci () contine un grup infinit ciclic Z
care este w-bucld, conform conditiei 1). Astfel conform conditiei 3) F' = Z x Z este w-bucla.

Fie FF =< a > x < b >. Definim automorfismele ¢, 1 ale grupului F' prin relatiile
wa = ab?, b =0, va = a, b = a?b.

Conform conditiei 4) grupul ¥ =< ¢, > apartine clasei w si conform 1) comutantul siu
> apatine clasei w. Conform definitiei grupul ¥ este grup liber de ordinul 2. De asemenea
comutantul ¥’ este grup liber de rang infinit.

Dacé L este multimea grupurilor generatorilor liberi ale lui ¥’ si S o submultime nevidi
a multimii L, atunci existd un unic automorfism de ordinul doi ce aplica elementele multimii
S pe ea insagi gi care aplicd elementul multimii S pe ele insusgi, iar fiecare element din
L\ S se aplica pe inversul siau. Grupul de automorfisme generat de toate automorfismele
mentionate pentru toate submultimile S’ C L apartine clasei w. Grupul automorfismelor nu
este numarabil, ceea ce contrazice conditiei 2). Astfel bucla @ este periodica i in virtutea

conditiilor 2), 4) si Corolarului 2.10 al Teoremei 2.4 bucla este finita. [

2.6 Concluzii la capitolul 2

In acest capitol au fost examinate obiectivele 1-3. In contextul respectiv punctim

urmatoarele concluzii:
1. Aplicand grupul de automorfismre, au fost determinate conditiile in care bucla Moufang
comutativa este central nilpotentd (de clasa datd).

In acest scop a fost demonstrat ci urmitoarele conditii sunt echivalente: bucla Moufang
comutativa () este central nilpotentd de clasa n; grupul F'(1) este nilpotent de clasa n—1;

grupul substututiilor interne J(Q)) este nilpotent de clasa n — 1.

2. Pentru buclele Moufang comutative ce se aproximeaza cu bucle Moufang central nilpotente

a fost descrisa structura grupului F'(1).

In acest scop a fost demonstrat ca daca bucla Moufang comutativd () se aproximeaza

cu bucle Moufang comutative central nilpotente, atunci grupul sau de automorfisme este
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extensie a grupului F(1) nilpotent aproximabil, generat de toate automorfismele ce induc
aplicatia identica pe Q/Q1, prin grupul automorfismelor grupului abelian @/@Q;. De
asemeni s-a extins rezultatul lui A. I. Mal’cev asupra grupul resolubil al automorfismelor

® al buclei Moufang comutative () finit generati s-a demonstrat cd acesta este policiclic.

3. A fost determinat grupul de automorfisme al buclei Moufang comutative cu conditia de

minimalitate.

Pentru realizarea acestui obiectiv a fost demonstrat ca bucla Moufang comutativa @) cu
grupul multiplicativ 2, ce satisface conditia de minimalitate pentru subbucle, atunci
grupurile automorfismelor Aut@, Aut9 izomorf se reprezinta prin matrice peste suma
directd de campuri GL,(Zy~) de numere intregi p-adice. La fel au fost caracterizate
buclele Moufang comutative neasociative arbitrare prin grupul sdu de automorfisme, de-

monstrandu-se echivalenta unui set de conditii.
Metodologia de cercetare propusa in capitolul 2 poate fi utilizata la:

- Studierea in profunzime a grupului de automorfisme Aut@ si Aut9 in bucla Moufang

comutativa ) cu grupul multiplicativ 9.

- Studierea conditiilor pentru care bucla Moufang comutativa cu grup multiplicativ satisface

conditia de minimalitate pentru subbucle.
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3. SEMIGRUPUL ENDOMORFISMELOR BUCLELOR MOUFANG
COMUTATIVE

3.1 Reprezentarea matriceald a semigrupul endomorfismelor buclelor Mou-

fang comutative

Se demonstreaza ca semigrupul endomorfismelor buclei Moufang comutative care po-
sedd descompunere in produse directe ale subbuclelor proprii, este izomorf cu semigrupul
M-matricelor. Notiunea de holomorf al buclei Moufang comutative se aplica si pentru bu-
cla Moufang comutativa care se descompune in produs direct, se prezinta descompunerea
matriceala a holomorfului.

Se cunoaste ca endomorfismele si automorfismele spatiilor vectoriale pot fi prezetate prin
matrice peste campurile respective. Aceasta prezentare matriceala joaca un rol important in
teoria grupurilor liniare, anume grupul automorfismelor spatiilor vectoriale. In mod analog,
prezentarea matriceala se cerceteaza si pentru produsele directe ale grupurilor multiplicative
[81].

In acest paragraf se cerceteazi aceiasi intrebare pentru una din cele mai studiate clase
de bucle neasociative-buclele Moufang comutative.

Se demonstreaza ca subgrupul endomorfismelor buclei Moufang comutative care se des-
compune in produs direct de subbuclele proprii, este izomorfa cu semigrupul de M-matrice.
Sunt si alte studii asupra endomorfismelor si automorfismelor, descompunerilor directe ale
buclelor Moufang comutative. In particular, se cerceteaza notiunea de holomorf pentru bucla
Moufang comutativa gi se prezinta descompunerea matriceala a holomorfului buclei Moufang
comutative, care se descompune in produs direct de subbuclele proprii.

Cunostintele necesare despre teoria buclelor pot fi gagite in [104]. Vom aminti doar c&

grupul substitutiilor interne ale unei bucle arbitrare sunt generate de substitutiile

T(a) = L™ (a)R(a),
L(a,b) = L™ (a,b)L(a)L(b),
R(a,b) = R "(a,b)R(b)R(a),

unde L(a)r = ax, R(a)r = za. In bucla Moufang comutativi substitutiile interne sunt
automorfismele ei.
Fie @ o bucla Moufang comutativid. Se noteaza prin (); subbuclele buclei @), ge-

nerate de toti asociatorii de forma (xy,z2,...,%941) unde (T1,...,T9 1, %9, Toiy1) =
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((x1,...,T21), T2, T2i11). Bucla Q se descompune in produs direct ale componentelor pro-
prii ¢

Q=0Q1 XxQyx...xQpx... (3.1)
Daca u € Q;,v € Q;,w € @ si cel putin doi din trei indici 7,7,¢ sunt diferiti, atunci
din definitia produsului direct rezultd ca wv - w = u - vw. Mai mult, analizdm produsul
a = (aasy...a,), pentru o distributie a parantezelor a, unde a; € Q;.

Dacé (ajas...an), contine nu mai mult de doi factori a;,a;, pentru i,j = 1,...,n care
apartin uneia si aceleiagi componente @y, atunci expresia (ajas . . . a,), nu se schimba pentru
orice alta distributie a parantezelor « si pentru orice substitutie a factorilor aq,as, ..., a,.
Aceasta proprietate a expresiei a o vom numi asociativitatea componentelor.

Demonstaratia acestei afirmatii o realizam in inductie pe lungimea n a cuvantului a.
Adevirul acesteia pentru n = 3 este indicat mai sus. Fie n > 3 si a = uv. Presupunem, ci u
contine factorul a;. Atunci conform ipotezei inductive u = uja;. Afirmatia va fi demonstrata
daca aratam ca a = ujay - v = uy - agv sau (ug, ag,v) = 1, unde zy - z = (z - yz)(x,y, 2).

Presupunem, ca u; = usus. Folosim identitatea

(xy,z,t) = (ZL‘,Z,t)(([E,Z,t),:L‘,y) ) (y,z,t)((y,z,t),y,x),

adevirata in bucla Moufang comutativa arbitrard. Atunci

(ulaakav) - (UgU,g,CLk,U)
= (W;%W)((Uz,ak,U),U2,U3) : (u?)uakuU)((U’37ak)v)7u37u2)

=1,

deoarece, prin ipoteza inductiva (ug,ay,v) = 1, (ug, ar,v) = 1. Daca insd v = vjvg, atunci
este suficient sd folosim identitatea (z,y,z) = (y,z,z) [21]. Cu aceasta s-a demonstrat ci
bucla @) dispune de asociativitatea componentelor.

Considerand descompunerea (3.1), fiecare element a € @) are forma a = Hle a;. Daca ¢
este un endomorfism al buclei (), atunci pa = HZZI wa;. Astfel pentru a defini un endomor-
fism @ este suficient de indicat cum actioneazi ¢ pe componentele ();. Daca pa; = [] axi,
atinci se scrie pa; = [ [ ¢ria;. Deoarece elementul ay; = py;a; este univoc definit de elementul
a; si aplicatia ¢, atunci ¢y; determind o aplicatie univoca a lui @); in QJx. Demonstram ca

;i este un homomorfism al buclei Moufang comutative (); in bucla Moufang comutativa
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Qk- Sigur, fie a;, b; € Ql §1

Pai = Prils « - Phili - - PniQ,
b = P1ibi - . Pribi - Pribs.

Considerand asociativitatea componenetelor buclei Moufang comutative () in raport cu su-

bbuclele ();, in ultimele doua expresii omitem parantezele. Atunci

= ©13a;1:b; + ... PrRiAPERD; - ... PRiiPnib;.

Asa cum ¢ este endomorfism al buclei ), atunci

wa; - by = p(a;b;).
Fie
Atinci
©01:0i013b; * - . .+ PR Prib; - - . PniQi P
In acest produs factorii pg;a;0kib; 1 pri(a;b;) apartin componentei Q. Atunci din definitia
produsului direct rezulta ca
kit Pribi = Pri(aib;).
Prin urmare, ¢; este homomorfism al subbuclei @); in bucla Moufang comutativa Q.
Lema 3.1. Fie bucla Moufang comutativa QQ descompusa in produsul direct (3.1) si ¢ endo-

morfismul buclei (). Atunci bucla (QQ; poseda proprietatea de asociativitate a componentelor

in raport cu subbuclele proprii ©;rQy.

Demonstratie. Fie a; € Q;, b; € Q;, ¢; € @y si fie cel putin doi din trei indici 7, j, ¢ diferiti.
Atunci

abj - c; = a; - bjcy,
p(aib; - ) = pla; - bjcy),

wa;pb; - pc, = pa; - pbjpc.

71



Astfel, se obtine egalitatea

[T ewiai [T enis - [T oweee = [T omiai - T ensbs [T enece-

Folosind asociativitatea componenetelor buclei @) in raport cu descompunerea (3.1), se

obtine:

(SOMCM(PUbj - P1eCt) (H Pril H ©Orzb; - H SOktCt> =
k=2 k=2 k=2
= (priai - P15b;p1e¢t) (H Ori; - H ©Orjb; H SOktCt>.
k=2 k=2 k=2

De unde
9011'6%'901;‘53‘ * P16 = P14 - 901jbj901t0t-

Folosindu-se aceleasi rationamente, se verifica si identitatile:

Ori@i b * PriCt = Pritts -+ Pribjprcs, k=2,3,....

Sa examindm acum produsul d = didsy...d, pentru o distributie de paranteze, unde
d; € priQj, di = pr;a; siin conditia ca in cuvantul d se intalnesc nu mai mult de doua
variabile care apartin unei si aceiagi subbucle ¢;;Q; € Qi. Fie a = ajas...a,. Atunci
wa = d. Elementul a este asociativ componential in raport cu factorul a;. De unde rezulta,
cd elementul d este asociativ componential in raport cu factorii d; € ¢;;Q;. Astfel Lema

este demonstrata. [

Acum, analdg cu [81], definim urmatoarele notiuni. Fie M, N dous multimi gi L un sistem
algebric cu operatii de inmultire (-), adunare (+) si operatia nulara 0. Se vor examina diferite
functii A, B, ... de doua variabile, definite pe produsul cartezian M x N si cu valori in L.
Astfel de functii se numesc (M, N)-matrice apeste sistemul L. Prin a,sz se noteazd valorile
functiei pentru argumentele « si 8 : A(q, ) = aug, lar functia este matrice ce se noteazi
prin (an3). Dacd A = (anp) este matrice, atunci, fixdnd primul indice, obtinem o functie
de o singurs variabild este matrice linie A, = (@, (3)), si analog, fixand al doilea indice,
obtinem matrice coloana A’ = (@’(a)), unde matricea A se numeste matrice linie finitd,
daca fiecare linie contine doar un numar finit de non-zerouri. Respectiv se defineste matrice
coloand finita. Fie acum A o (M, N)-matrice linie finita §i B o (N, K')-matrice coloana finita.

Atunci se definegte produsul C' = AB care este o (M, K)-matrice cu elementele

CaB = Z Qarybyg,

5
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unde « € M, v € N, § € K. Consideram ca suma unui numar infinit de zerouri este
egal cu zero. Vom examina examina numai (M, N)-matrice linie finitd §i coloana finita.
Daca M = N atunci (M, N)-matricea se numeste M-matrice In final, pentru M-matricea
A = (aqp) definim M-matricea diagonald A = (@ae) la care a,s = 0 pentru a = f3.

Acum trecem la cercetarea legdturilor intre M-matrice si endomorfismele buclei () care
dispune de descompunere in produs direct (3.1). Conform Lemei 3.1, oricarui endomorfism
¢ al buclei @) poate fi pus in corespondenta M-matricea linie finitd gi coloana finita prin
omomorfismul @y; : Q; — Q. Daca descompunerea (3.1) contine n factori, atunci matricea

(ori), corespunzitoare endomorfismului ¢, consté din n?

omomorfisme ;.
Se demonstreaza afirmatia inversa: M-matricea, formata din omomorfismele ¢; : Q; —
Q@ si indeplineste conditiile Lemei 3.1, univoc defineste endomorfismul ¢ al buclei Q.
Desigur, fie a, b elemente arbitrare din @) si fie

k k t t

a:Hai, b:Hbi’ ai:Haji7 b, = bji,
7j=1 j=1

i=1 i=1 ; i
unde a;,b; € Q;, aji, bj; € Q. Utilizind omomorfismele specificate ¢;; : Q; — @; se definegte

aplicatie v a multimii (), considerand

t t k k
Ya; = H ©jia;, Yby = H wjibi, pa = Hl/}ai, b = H Wb;.
J=1 Jj=1 i=1 i=1

Se observa ca prin trecerea la imaginea matriceald a endomorfismului ¢ definirea omomorfis-
mului ¢;; depinde de elemntele subbuclei @Q); si ();. Se arata ca aplicatia u este endomorfism

al buclei ). Fie
k

ab = H(ab)“ (ab)z = H goﬂ(ab)z

=1

Atunci

n(ab) = H(H pii(ab);).

i=1 j=1
Se transforma ¢ (ab). Pentru aceasta se utilizeaza corelatia ¢j;(ab); = wji(a;ib;) = @jia;p;ib;
si asociativitatea componenetelor buclei Moufang comutative (), in raport cu ¢;;(); de unde
rezulta ca 1) este endomorfism al subbuclei @);. Daca utilizam asociativitatea componentelor

Q; ale buclei (). Obtinem
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= f[ <lf[ (pji(ab)z)
= f[(lf[(%i% : Ssz‘b‘))
= le < L1 Pjili * 111 (Pjibi)

In consecinti, p este endomorfism al buclei @Q, care induce aceleagi omomorfisme intre sub-
buclele @; si @); identic ¢. Atunci endomorfismele p si ¢ coincid. Astfel s-a demonstrat ca
intre endomorfismele buclei () si M-matricele cu conditia de asociativitatea componenetelor
existd o corespondentd univoca.

Vom determina matricea care corespunde produsului endomorfismelor. Pentru aceasta
initial se arata, cum utilizarea endomorfismului la elementele buclei ) cu descompunerea
(3.1) se reduce la produsul matriceal. Fie a € @ si ¢ un endomorfism al buclei ). Conform
(3.1),a=1]Ja;, undea; € Q;, i =1,2,...,r,..., si doar un numadr finit de factori a; diferiti de
unitate. Se noteaza prin @ matrice coloana cu elementele ay, as, ..., a,,. .., iar prin @ = (py;)
notam M-matrice, ce corespunde endomorfismului ¢. Atunci pa = P - @, unde din dreapta
matricea se inmulteste la coloana, in rezultat obtindndu-se coloana.

In continuare, pentru asociativitatea componentelor, in expresia a = ajas...a, se va

folosi inscrierea aditiva a = a1 + as + ... + a,. Atunci

(pa) = Z (; @jk%)-

J
Se arata, ca

zj: (2}; ‘ij%) = Ek: (2]: gojkak) . (3.2)

Se folosesc realtiile p;ra; € Q); pentru a, € @, dar si asociativitatea componentelor buclei
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(@ in raport cu subbuclele proprii (); si asociativitatea componentelor subbuclei Moufang

comutative (); in raport cu subbuclele proprii ¢;;Q). Atunci

Z Z %kak (p1101 + Q1202 + Q13as + ... + Pra;)+

+ (o101 + Yo2as + Yazasz + . .. + paay)
+ (ps101 + P32a2 + Ps3asz + .. ... + p3as) + - .
+ (a1 + praz + paz + ... + puar)

= (((p1101 + (P1202 + p13a3 + . .. + ©1.a1))
+ (pa1a1 + (p22a2 + . .. + 02as)))+
+ (w3101 + @320 + ...+ @3pa;) + ...
+ (a1 + praz + praz + ... + puar)

= (pn1a1 + pa1a1 + (1202 + @r13a3 + ... + p1a;)
+ (2202 + pazaz + ... + paray))
+ (3101 + @s0as + @szas + ... + P3a;)
+ . 4 (paar + @pas + @as + ..+ ppay)

= (p11a1 + w2101 + (pa1a1 + (p32a2 + ... + zar))) + ...
+ (prar + @ras + ... + ppay)
+ (p12a2 + w1303 + . .. + ©1pa1)
+ (pa2a2 + pazas + ... + poay)
= (p1101 + Y2101 + @3101) + ...
+ (101 + Praaz + Przaz + . .. + praz)
+ (p12a2 + w1303 + . .. + ©1pa1)
+ (2202 + azas + ... + poay)
+(p

2a2+...+g03tat):...
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= (pnar + pa1a1 + ... + Yuas)
+ ((p12a2 + p13a3 + ... + prar)
+ (P02 + Pazas + ... + Yuay)
+ (3202 + Y33a3 + ... + Paraz) + . ..
+ (@202 + Yr3asz + ... + puar)) =

= (pra1 + @201 + ... + Pnaqg)
+ ((¢12a2 + P22a2 + ... + @r2a9)
+ ((¢p13a3 + Ya3as + ... + pzas) + . ..

+ (4P1tat + poray + Pz + ...+ @ttat) . ))

= ;(Z @jkak)-

Din transformarile expuse mai sus se observa ca sumarea dupa k in ultima expresie se
realizeaza pentru o distributie arbitrara a parantezelor.

Totaliatatea endomorfismelor unei algebre arbitrare in mod natural se transforma in
semigrup. Inmultirea este realizarea succesivi a endomorfismelor. S& se determine matricea
corespunzatoare produsului endomorfismelor buclei ) care posedd descompunerea (3.1). Fie
a € Q,a = [[ax,ar € Qr,0 si ¢ endomorfismele buclei @ si acestor endomorfisme le

corespund matricele (o;;) si (¢jx). Sa se calculeze o(pa), folosind (3.2)

)

Se observa ca elementele matricei corespunziatoare endomorfismelor buclei @), corespund

anumitor descompuneri (3.1). Elementele 0;;¢;; sunt omomorfisme @, in @;. Astfel, suméand
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dupa indicele j, urméatoarea expresie trebuie inteleasa ca:
(03 Pjik + Tiga Pjok ) Ul = Tijy Pk * Ty P ok k-
Astfel, s-a demonstrat:

Teorema 3.1. Semigrupul endomorfismelor buclei Moufang comutative Q) care dispune de
descompunere in produs direct de subbuclele proprii (3.1) este izomorf semigrupului M -

matricelor cu proprietatea de asociativitate a componentelor, indicate in Lema 3.1.

In [52| este demonstrat cd orice bucli Moufang comutativd periodicii se descompune in
produs direct al p-componentelor proprii. Unde p-componentele sunt bucle complet caracte-

ristice. Atunci din Teorema 3.1 rezultd

Corolarul 3.1. Semigrupul endomorfismelor bucler Moufang comutative periodice este izo-

morf cu semigrupul M-matricelor diagonale.

3.2 Interconexiunea produsului direct, endomorfisme gi reprezentarea ma-

triceala

Acum, ca si in cazul grupurilor abeliene si cAmpurilor proprii de endomorfisme [104], se
prezinta unele afirmatii privind legaturile dintre descompunerea directa a buclei Moufang
comutative ) si semigrupul endomorfismelor F((Q), dar si a M-matricelor, care reprezinta
aceste endomorfisme. Sa demonstram urmatoarele afirmatii.

(a) Daca @ = A x B, atunci semigrupul E(B) poate fi analizat ca subsemigrup al semi-
grului E(Q), identificand E(B) cu mulfimea tuturor o € E(Q), care induc aplicatia identica
pe subbucla A. Mai mult, dacd @ =[]

A;, acel produs cartezian [[,_,F(A;) al tuturor se-

iel iel
migrupurilor F(A;) este subsemigrup al semigrupului £(Q). Acest subsemigrup este format
din toate endomorfismele « € E(Q), care aplica fiecare subbucld A; pe sine. Pentru semi-
grupul endomorfismelor o prezentarea matriceala ﬁie ;E(A;) este exact multimea tuturor
M-matricelor diagonale, inafara diagonalei sunt doar zerouri.

(b) Fie @ = B x C gie: Q — B proiectia respectiva. Atunci poate fi realizata identifi-
careq

E(B) =cE(Q)e.
Dacd o € E(Q), atunci eae este endomorfismul buclei Moufang comutative B. Pe de

alta parte, daca 6 este un endomorfism al buclei Moufang comutative B, atunci, realizand

identificarea 6 cu endomorfismul buclei (), obtinem 6 = e0e¢.
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(c) Fie bucla Moufang comutativi Q = B x C' si QQ posedd semigrupuri de endomorfisme
si @ E(Q) — E(Q) sunt izomorfe intre ele. Atunci Q = B x C si @ induce izomorfismele
E(B) — E(B) si E(C) — E(C).

Notam prin € proiectia () — B, iar prin v notdm proiectia () — C' si presupunem ci
w:e—p o:v—mn Notim B = u(Q), C = kerp. Atunci C este subbucld normali a
buclei Q si Q@ = BC. Avem ec = ¢, atunci si up = p. Deci orice element ce se afld in acelasi
timp in uB si in uC la endomorfismul p se aplica in sine sau in 1, aga incat BN C = {1}.
Vom demonstra cd B este subbucld normald a buclei Moufang comutative Q. Fie b € B si

u,v € Q. Atunci u = bycy, v = bycy, unde by, by € B, ¢1,¢5 € C. Are loc
pL(u,v)b = pL~ " (u, v) L(u)L(v)b
= L™ (pu - po) L) L(prv) 1

= L™ (ubs - o) L(aby) L(pbz) b € B.

Deci, subbucla B este normald in @), iar atunci () = B x C'. Acum, realizandu-se identificarea

indicata in afirmatia (b)

E(B) =cE(Q)e,
E(C) =vEQ)v,
E(B) = nE(@Q)u,
E(C) =nE(@Q)n

rezulta

p(eB(Q)e) = pE@Q)n,  »(vE(Q)v) =nE@Q)n

obtinem c& izomorfismul ¢ : F(Q) — E(Q) induce izomorfismele

E(B) — E(B), E(C) — E(C).

Astfel afirmatia (c) este demonstrata.
Urmatoarea afirmatie indica, cum izomorfismul a doi factori poate fi definit in termenii
endomorfismelor.
(d) Fie
Q=BxC=BxC

este descompunerea directd a buclei Moufang comutative Q sie: Q — B, pn: Q — B sunt
proiectiile respective. Atunci B = B dacd si numai dacd existd asa elemente o, 8 € E(Q),

astfel incdt fa =€ si af = pu.
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Daca «, € F(Q) satisface aceste identititi atunci

faf =ef = Pp,  afa=as= pa

rezulta ca restrictia /4 a omomorfismului Saf pe subbucla B si restrictia @ a omomorfismului

afa pe subbucla B sunt omomorfismele 3 : B — B si @ : B — B. Identititile

(Bap)(afa) =e,  (aa)(Baf) = p

aratd ci @ si B sunt aplicatii reciproc inverse. Astfel B = B. Reciproc, daci 5 : B — B
si @ : B — B sunt izomorfisme reciproc inverse, atunci pentru f = ¢f si & = pa sunt
adevarate egalitatile fa = ¢ si aff = p.

(e) Izomorfismul o : @ — B al buclei Moufang comutative induce izomorfismul semi-

grupurilor @ : E(Q) — E(B), definit prin formula @ : ¢ — apa™'.

Se trece acest fapt in
limbajul matriceal in cazul cand bucla @) admite descompunerea (3.1) si « este automorfismul

buclei Q. Fie ca « transferd descompunerea (3.1) intr-o noud descompunere

Q=0Q, xQyx...xQ, x... (3.3)

unde Q; = aQ;, si fie o un endomorfism al buclei Moufang comutative (. Si presupunem
cd endomorfismul o in vechea descompunerea corespunde la M-matricea (o) si in noua
descompunere la (p;z). Pentru a determina legitura intre aceste matrice trebuie luat in
consideratie urmatorul fapt. Cum este indicat anterior Teoremei 3.1, elementele matricei
depind de o descompunere anume si nu sunt obiecte independente. In legatura cu acesta se
introduce urmaroarea notiune.

Fie w un endomorfism al buclei @) si ()1 este o subbucla a buclei @) si Q2 = w@;. Se

presupune ci este definit un careva izomorfism /3 intre subbucle Q1, @, si Q2, Q,:

Q1=5Q1,  Qy=pQs.

Atunci omomorfismul w : Q; — @Q, induce omomorfismul @ : Q, — Q,, definit in felul

urmator. Daca @ € ();, @ = fa, atunci presupunem
wa = wha = fwa = wa.

Astfel M-matricea (o), conectata la descompunerea (3.1), poate fi conectata la des-

compunerea (3.3) fiecirui oy, @ Qr — @Q; i se pune in corespondentd o anumita aplicatie
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ik + aQr — ;. Mai mult, matricea (p;;) va corespunde unui nou endomorfism ¢ al buclei

(. Sa se detrmine legatura dintre ¢ si 0. Fie a este un element arbitrar din ). Atunci
paa = Z(Z pir(oa)y)
koo
=2_(2_aoua)

k
= @(Z(Z Tikly))

= aoa.

De unde rezulta

po = oo, = aca L.

Daca se alege o M-matrice ce corespunde automorfismului o dupa a doua descompunere,
atunci s-a demonstrat cad M-matricea (@) care corespunde endomorfismului o in vechea
descompunere (3.1), si M-matricea (o) care corespunde endomorfismului ¢ tn noua des-
compunere (3.3), sunt conjugate.

(f) Fie Q un grup arbitrar si ® grupul automorfismelor lui. Se cunoagte (vezi, de exemplu,

[82]) c& multimea Hol @) perechilor (¢, g), pentru ¢ € &, g € @) care se inmultesc dupi regula:

(0, 9)(p1,91) = (Pp1, 901 G1) (3.4)

formeaza un holomorf al grupului @ (ca si in [82] imaginea elementului a pentru aplicatia ¢
se noteazi ap). Aplicatia

$ — HolQ), @ — HolQ,

data de regula ¢ — (¢, 1), g — (1, g), este incluziune izomorfa. Daca se identificd ® gi @ cu

subgrupurile din Hol @) in virtutea acestor incluziuni atunci

p lgp=gp, pEP, geQ (3.5)

si Hol@ este produs semidirect @) i ¢. Egalitatea (3.5) indica, cd fiecare automorfism ¢ € ¢
este o comprimare a unui automorfism intern din grupul Hol Q.

Se presupune acum ca () este bucld Moufang comutativa si ® este grupul automorfisme-
lor ei. Se verifici multimea Hol@ perechilor (¢, g), ¢ € ®, g € @, inmultite conform relatiei
(3.4), formeaza bucla i pentru ea sunt adevirate toate rationamentele anterioare, fard ul-
tima afirmatie. Totusi, dacd a, f € ®, atunci se verificd direct cd substutiile interne T'(«),

Lo, B), R(a, f) sunt automorfismele buclei Hol@. Atunci identitatea (3.5) arata ca fiecare
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automorfism ¢ € ® este o contractie a substitutiei interne a buclei Hol@ de tipul T'(¢). Ca
si in cazul grupurilor, bucla HolQ) se numeste holomorful buclei Moufang comutative Q).
Acum vom efectua reprezentarea matriceala a holomorfului Hol@ al buclei () care ad-
mite descompunerea (3.1), utilizand reprezentarea matriceald a automorfismelor buclei Q.
Elementele din @ se analizeaza ca linie, mai mult dacd g = Y ._; g, sirul respectiv se va
scrie ¢& ¢ = (91,92, -+, 9r,---). Conform Teoremei 3.1, grupul Aut() poate fi prezentat
ca M-matrice de tipul (o), unde oy, @ Q) — @Q; sunt omomorfisme si orice subbuclad Q;
din descompunerea (3.1) respecti asociativitatea componentelor subbuclelor proprii Qo
Daca ¢ este automorfism din Aut@) = ®, atunci M-matricea respectiva se noteaza prin .

Linia g se inmulteste la matricea ® conform regulei obignuite de inmultirea matricelor:

gp = <91<P11+929021+---+gr80r1+---,

9112 + Gap2e + ...+ Grpr2 + ..o,

91@1r+92902r+--- +grS0rr+ teey
Aici (4) este operatia inmultire a elementelor din subbuclele ); care poseda asociativitatea
componentelor. In rezultatul inmultirii obtinem linia, mai mult gp = g - ». Analizam

M-matricea de tipul
M(p,9) = , (3.6)
g 1

unde 0 este coloana formata din omomorfisme nule gi 1 este unitatea buclei Moufang co-
mutative Q. Se noteazd totalitatea de M-matrice de acest tip prin M. Inmultirea acestor
matrice se face conform regulilor obignuite de inmultire a matricelor. Folosind inmultirea

celulard a matricelor se verificd adevarul formulei:

Aici E este M-matrice unitara (pe diagonala principald sunt unitati, iar in celelalte pozitii

sunt zerouri). Aplicatiile ® — M, Q — M, definite de regula

7 0 E 0
g — , g — ,
1 g 1

|
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sunt incluziuni izomorfe. Atunci totalitatea M de M-matrice de tipul (3.6) pot fi analizate
ca reprezentarea matriced a holomorfului bucler Moufang comutative () care posedd descom-

punerea (3.1).

3.3 Concluzii la capitolul 3

In acest capitol a fost examinat obiectivul 4. In contextul respectiv punctim urméitoarele
concluzii:

Folosind asociativitatea componentelor buclei a fost determinata structura buclelor Mo-
ufang comutative ce admit descompunere in gir central inferior.

In acest sens a fost definitd asociativitatea componenetelor buclei Moufang comutative.
Pentru buclele Moufang comutative cu asociativitatea componenetelor si descompunerea
in produs direct de subbucle, semigrupul endomorfismelor este izomorf semigrupului M-
matricelor. La fel semigrupul endomorfismelor buclei Moufang comutative @) este izomorf
semigrupului M-matricelor. Pentru semigrupul endomorfismelor s-au demonstrat cateva
proprietati.

Metodologia de cercetare propusa in capitolul 3 poate fi utilizatd la studierea pro-
prietitilor semigrupului de endomorfismelor al buclei Moufang comutative () ce admite des-

compunere in produs direct al propriilor subbucle.
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4. BUCLE MOUFANG COMUTATIVE CU RESTRICTII

4.1 Bucle Moufang comutative cu restrictii asupra sistemelor de subgrupuri

ale grupului multiplicativ

La cercetarea diferitor clase de algebre un rol important joacad existenta anumitor su-
balgebre cu proprietiti specifice. In aceste cazuri apare necesitatea de a cunoaste structura
algebrelor in care nu exista subalgebre cu proprietatile solicitate.

Fie M este grupul multiplicativ al buclei Moufang comutative Q. In aceast paragraf se
demonstreaza ca daca toate subgrupurile infinite abeliene din 90 sunt normale in 9, atunci
( este asociativa. Daca toate subgrupurile infinite nonabeliene din 9t sunt normale in 91,
atunci toate subbuclele nonasociative din () sunt normale in @), toate subgrupurile neabeliane
din 9t sunt normale in 91 si subgrupul comutator 9 este 3-grup finit.

Vom aminti unele notiuni din teoria grupului si buclele Moufang comutative din [5] si
[21].

Un grup neabelian finit este numit grup Miller-Moreno daca toate subgrupurile sunt
abeliene.

Un IH-grup este un grup infinit daca toate subgrupurile abeliene infinite sunt normale.

Un IH-grup este un grup infinit daci toate grupurile proprii nonabeliene infinite sunt
normale.

Grupul hamailtonian este grupul neabelian in care toate subgrupurile sunt normale.

Grupul se numeste metahamiltonian daca toate subgrupurile neabeliene sunt normale.

Constructia I H-grupurilor este descrisa in [5| cu elemente de ordin infinit gi ale IH-
grupurilor periodice, care nu satisfac conditia minimalitatii pentru subgrupurile abeliene. De
asemenea, se descriu I H-grupurile resolubile cu subgrupuri finite sau infinite de comutatori
si se caracterizeaza I H-grupurile (resolubile) metahamiltoniene sau nonmetahamiltoniene.

Fie M(H) subgrupul grupului multiplicativ 9%(Q) al buclei Moufang comutative Q, ge-
nerat de multimea {L(z)|Vz € H}. Are loc

Lema 4.1. [52]. Fie Q bucla Moufang comutativa cu grupul multiplicativ M. Z (M), este
centrul grupului M, iar Z(Q) este centrul buclei Q. Admitem ca bucla Q) se descompune in
produsul direct Q = D x H, unde D C Z(Q). Atunci M = M(D) x M(H), M(D) C Z(M),
si M(D) = D.

In lucrarile [52], [53], [51] bucla Moufang comutativi este caracterizati prin interme-
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diul diferitor sisteme de subbucle proprii si deasemeni prin diferite sisteme de subgrupuri

multiplicative ale ei. In particular, este demonstrata

Lema 4.2. [58] Urmatoarele afirmatii sunt echivalente pentru o bucla Moufang comutativa

nonasociativa arbitrara Q) cu grupul multiplicativ ON:
1) Bucla @ satisface conditia minimalitatii pentru subbucle;
2) Grupul M satisface condifia minimalitatii pentru subgrupuri;

3) Bucla Q se descompune in produs direct al unui numdar finit de grupuri quasiciclice care

se contin in centrul bucler Q) si o bucla finita;

4) Grupul MM se descompune in produs direct al unui numar finit de grupuri quasiciclice,

care se contin in centrul M, st un grup finit;

5) Bucla Q satisface conditia minimalitatii pentru subbucle nonnormale;

6) Grupul MM satisface conditia minimalitatii pentru subgrupuri nonnormale;

7) Grupul M satisface conditia minimalitatii pentru subgrupuri neabeliene;

8) Grupul M satisface conditia minimalitatii pentru subgrupuri abeliene.
Urmaétoarele afirmatii sunt o reducere naturald a afirmaitilor 5) si 6):

i) Toate subbuclele infinite asociative ale ) sunt normale in Q);

ii) Toate subbuclele infinite nonasociative ale ) sunt normale in Q);

iii) Grupul 90 este un I H-grup;

iv) Grupul 9 este un I H-grup.

Structura buclei Moufang comutative cu conditiile i), ii) este examinata in [53|. Este
demonstrat cd bucla Moufang comutativa cu conditia i) este asociativd, bucla Moufang
comutativa cu conditia ii) are o subbucld asociativa finitd gi intr-o astfel de bucld Moufang
comutativi orice subbucle neasociative (finite sau infinite) sunt normale. In aceast paragraf
vom demonstra ca bucla Moufang comutativa cu conditia iii) este asociativid. Vom demonstra
de asemene cd bucla Moufang comutativa cu conditia iv) satisface conditia ii), grupul siu

multiplicativ 90T este metahamiltonian gi subgrupul 9 este 3-grup finit.
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Lema 4.3. Daca elementul a de ordinul infinit sau de ordinul trei din grupul multiplicativ
M al bucler Moufang comutative arbitrare () genereazd un subgrup normal, atunci elementul

a apartine centrului Z (M) al grupului ON.

Demonstratie. Este evident ¢ a # 1. Notdm (z,y) = 2 'y lzy, 2¥ = y~lzy. Observim
cd z¥ = z(x,y).

Din faptul ca subgrupul H generat de elementul a este normal, pentru elementul b € 9
existd un asa numadr intreg k # 0 pentru care a® = b~lab = a*. Vom avea a® = a(a,b) si
(a,b) = a*~L.

Daca k = 1, atunci (a,b) = a® = 1. Prin urmare a € Z(9M).

Admitem c& k > 1, atunci si @® = 1. Atunci k¥ = 2 si (a,b) = a. Din faptul cd grupul

multiplicativ 90T este local nilpotent [52|, obtinem ca

a=(a,b)=((a,b),b) = (((a,b),b),0) = ... =1,

contradictie cu cazul a # 1. Deci in cazul a® = 1 vom avea k # 2, adici k = 1.

Admitem ca elementul a este de ordin infinit i k& # 1. Conform [21, Teorema 11.2]
subgrupul comutatorilor al grupului multiplicativ 901 este 3-grupul local finit. Prin urmare,
existd un numar natural si pentru care (a*71)3" = (a,b)*" = 1. Deci a®"* 73" = a°, contrazi-
cere cu conditia ca a” # a" pentru numerele intregi n, m diferite. Prin urmare, cazul k # 1

este imposibil. Lema este demonstrata. [

Teorema 4.1. Daca grupul multiplicativ N al buclei Moufang comutative Q) este un IH-

grup, atuncit N este abelian si, prin urmare, bucla Q) este asociativa.

Demonstratie. Presupunem ci grupul 9 este neabelian. In acest caz grupul 9 trebuie
sd fie periodic. Presupunem ci grupul multiplicativ. 9t nu este periodic. Atunci bucla @
de asemenea nu este periodica. Fie a un element de ordin infinit in ). Conform lucrarii
[21] elementul a® apartine centrului Z(Q) al buclei ). Este ugor sa ardatam, avand in vedere
definitia grupului 9, ca elementul o = L(a®) apartine centrului Z(9M) al grupului 9. Prin
urmare, grupul A =< « > este un subgrup normal infinit abelian din grupul 9t. Fie 5 un
element periodic arbitrar al grupului 9% si B =< § >. Din incluziunea A C Z(90) obtinem
ca produsul AB va fi un subgrup abelian infinit al grupului 9. Prin supozitie, subgrupul

AB este normal in 9, deci, dacd ¢ este un automorfism intern al grupului 91, atunci
AB = ¢(AB) = p(A) - p(B) = A ¢(B).
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Prin urmare,

AB = A - p(B).

Fie £; un element arbitrar din B. Atunci exista astfel de elemente ay € A, 5y € B incéat
©(B1) = a1Py sau @(B1)B; " = ay. Deoarece ) este un element periodic, atunci ¢(/3;) este,
de asemenea, un element periodic gi o ca element al grupului ciclic infinit nu este periodic.

Mai mult, ¢(51), B2 € M, apoi fie

p(B1) = L(w) . .. L{ug),

Byt = L(vy)...L(vy),

unde u;,v; € Q. Vom nota cu H subbucla buclei () generatd de multimea
{a,uy, ..., up,v1,...,v,}. Subbucla Moufang comutativid H este finit generatd si atunci
conform Teorema Bruck-Slaby [21, Teorema 10.1] ea este central nilpotentd. Din nou, prin
[21, Teorema 11.5] obtinem ca grupul multiplicativ 9(H) este nilpotent. In continuare vom
nota prin go(Bl),BQ_I,al restrictiile pe H ale aplicatiilor ¢(3;), 85, a; multimii Q. Este
evident ca gp(Bl),B;l,al € M(H). Astfel 90(31),52_1 sunt elemente periodice gi a; este un
element de ordin infinit. Elementele periodice formeaza un subgrup in grupul nilpotent, de
unde rezulta ca produsul ¢(f5;) 32_1 este un element periodic. Din egalitatea ¢(53,)5; " = a1

urmeaza egalitatile

e(By) - By =0,
a =1,
p(B1) = B,
p(B) = B

Am stabilit ca orice element din 90T genereaza un subgrup normal. Prin urmare, orice subgrup
din 9 este normal in 9. Atunci 9N este un grup hamiltonian.

Intr-adevir, grupurile arbitrare hamiltoniene sunt descrise de urmatoarea afirmatie. Gru-
pul hamiltonian poate fi descompus intr-un produs direct de grupul quaternionilor $i grupuri
abeliene, a caror fiecare element are ordinul nu mai mare ca 2. Pe de altd parte, un grup
care poseda o astfel de descompunere este hamiltonian.

Grupul quaternionilor este grupul generat de generatorii a,b gi care satisfac relatiile
identice o* =1, o? = 5%, B laf = a7 L.

In [21, Theorem 11.4] este demonstrat ci grupul factor M/Z(M) este un 3-grup local

finit. Atunci, din o* = 1 rezultd o € Z(9M), din B 'af = o™t rezultd o® = 1, din o? = 3?
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rezultd 32 = 1 si, in cele din urmi, din 8% = 1 rezultd 3 € Z(9M). Obtinem ca subgrupul
hamiltonian al grupului multiplicativ al bucler Moufang comutative este abelian. Din cele
mentionate anterior rezulta ca grupul multiplicativ 9t al buclei Moufang comutative @) este
abelian. Dar acest lucru contrazice presupunerea noastri despre grupul neabelian 9. In
consecintd, grupul 9 este periodic.

Din Lemele 1.4 §i 3.1 din [52] rezulta ca grupul periodic multiplicativ 9t al buclei @
se descompune intr-un produs direct de p-subgrupurile proprii maximale 91,, in plus, 9,
apartine centrului Z(9) pentru p # 3. Notdm 9T = 91 x M3, unde N = Hp#) M,. Presu-
punem ca N este un grup infinit gi fie & un element arbitrar in 3. Daca A =< a > atunci
prin supozitie, grupul abelian infinit 91 x 2 este normal in 9. Fie ¢ un automorfism din 901.
Atunci M x A = (N x A) = N x A = N x A, adicd N x A =N x P Apoi, pentru
un anumit a; € 2 existd astfel de elemente oy € A, 5 € M incat fas = paw. Mai mult,
B3ad = pad, ¥ adk = pa? §i pentru un anumit numar intreg n avem 3" = pa?" = 1. Prin
urmare B3k = 1. Dar ordinul lui g nu divide 3. Prin urmare, § = 1 si obtinem pa; = as,
A = 2A. De aici rezultd ca subgrupul 913 este hamiltonian. Prin urmare, ca gi in cazul
de mai sus, M3, de asemenea si MM este grup abelian. In consecinta, in descompunerea
M = N x M3 ar trebui sa luam in considerare cazul in care subgrupul I este finit. Mai
mult, fara a limita generalizarea, vom considera ca 901 este un 3-grup.

Presupunem cd 9% nu satisface conditia de minimalitate pentru subgrupuri. Atunci,
utilizand 8) din Lema 4.2, grupul 9t contine un subgrup abelian care nu indeplineste conditia
minimalitatii pentru subgrupuri. Apoi congine un grup infinit abelian elementar §. Fie
H=9H XHY X...xXH, X...0 descompunere a grupului §H in produs direct al grupurilor
ciclice de ordinul 3. Pentru orice element a € $ vor exista astfel de elemente in subgrupul
infinit $H(a) C 9, pentru care < a > NH(z) = 1. Fie H(a) = H'(a) este o descompunere
a grupului $(«) in produsul direct a doi factori infiniti. Deoarece grupul ciclic < a > este,
evident, intersectia a doud subgrupuri infinite asociative < a > H'(«) si < a > $H*(a), atunci
el este normal in 9. Avand in vedere elementul arbitrar a € ), rezulta ca toti factorii ),
sunt normali in 9. Fiecare factor §),, este un grup ciclic de ordinul 3 gi conform Lemei 4.3
se include in centrului Z(9M). Prin urmare $ C Z(9M). Fie acum S este un element arbitrar
din 9 si H(F) un subgrup infinit din $H pentru care < § > NH(HF) = {1}. Admitem ca
H(B) = HY(B) x H(B) este o descompunere a grupului $H(3) in produs direct de doi factori
infiniti. Din conditia $(8) C Z(9M) obtinem ca $H'(5), H%(S) sunt subgrupuri normale ale
grupului 9 si produsele 8$H'(B) si 5$H2(B) sunt subgrupuri abeliene infinite. Atunci, 89 (3)
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si $9H%(B) sunt subgrupuri normale, prin urmare < 8 >=< 3 > H'(y) N H2(B) si BH
este subgrup normal. Avem orice element din 901 genereazi un subgrup normal in 9. In
consecinta, 9N este un grup hamiltonian gi, agsa cum s-a demonstrat mai sus, este abelian.
Acest fapt contrazice presupunerii noastre ci 91 este grup neabelian. Prin urmare, grupul
M satisface conditia minimalitatii pentru subgrupuri.

Din conditia minimalitatii pentru subgrupurile pentru 97 si din Lema 4.2 rezulta ca
M =B x €, unde € C Z(M) si B este un grup finit. Dacad v este un element arbitrar
din 91, atunci < v > € este un subgrup infinit abelian. Mai mult, din faptul cd < v > €
este normal in 9 urmeaza faptul ca < v > este normal in 9. Rezulta ca 9N este un grup
hamiltonian. Conform argumentelor de mai sus, 90 este un grup abelian. Teorema este

demonstratd. O

Propozitia 4.1. Grupul multiplicativ 9N al buclei Moufang comutative neasociative infinite
Q nu contine subgrupuri infinite neabeliene daca $i numai daca Q = D X H, unde D este
grup quasiciclic, H este o 3-bucla generata neasociativa sau echivalent M = D x G, unde G

este grup Miller-Moreno.

Demonstratie. Sa analizim acum o bucla Moufang comutativa cu anumite restrictii asupra
subgrupurilor neabeliane din grupul multiplicativ. Presupunem ca grupul multiplictiv 9 al
buclei ) nu are subgrupuri infinite neabeliene. Unde din Lema 4.2 91 satisface conditia
minimalitatii pentru subgrupuri i 91 = K X G, unde K este un produs direct al unui numar
finit de grupuri quasiciclice care se contin in centrul Z(91) al grupului 9, iar G este un
grup finit. Dar, deoarece 9t nu are subgrupuri propri infinite neabeliene, atunci K este grup
quasiciclic si G este grup Miller-Moreno.

Conform Lemei 4.2, bucla @) satisface conditia minimalitatii pentru subbucle si @ =
D x H, unde D este produs direct al unui numar finit de grupuri quasiciclice care se contine in
centrul Z (@) al buclei @, H este o bucla finitd. Mai mult, din Lema 4.1 9t = M (D) x M (H)
si M(D) = D. In consecinti, avem M(H) = G. Ulterior, dacd pentru a,b,c € H avem

ab - ¢ # a - be, atunci
L(c)L(a)b # L(a)L(c)b,
L(c)L(a) # L(a)L(c).

Prin urmare, daca bucla Moufang comutativa H contine subbucle neasociative, atunci grupul

M (H) contine subgrupuri neabeliene. Bucla Moufang comutativa este diasociativd [21].
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Atunci din relatia M(H) = G rezultd ca bucla Moufang comutativd H este generatd de trei

elemente. Propozitie demonstrata. [J

Teorema 4.2. Dacd grupul multiplictiv O al buclei Moufang comutative Q este IH-grup,

atunci:

1) Grupul 9 este grup metahamiltonian;
2) Toate subbuclele neasociative ale buclei Q) sunt normale;

3) Daca grupul 9 este neperiodic, atunci subgrupul comutator M din grupul M este 3-grup

finit abelian;

4) Daca O este periodic, atunci subgrupul comutator M din grupul M este 3-grup resolubil

finit de clasa nu mai mare decdt tres.

Demonstratie. Conform [52], grupul multiplicativ 9t al unei bucle Moufang comutative
arbitrare este local nilpotent. Atunci, conform [5, Teorema 1.18], grupul 9t este prezen-
tat ca un sistem central cu factori ciclici de ordin prim. In aceste cazuri, daca N este
un I H-grup, atunci conform [5, Propozitiei 6.5] 9% este resolubil. Corolarul 6.11 din [5]
aratd ci un JH-grup nonmetahamiltonian resolubil satisface conditia minimalititii pentru
subgrupuri. Atunci in conformitate cu Lema 4.2 rezultd ci IH-grupul multiplictiv 9t este
metahamiltonian. In consecintd, afirmatia 1) este demonstrata.

Fie acum H o subbucla arbitrara neasociativa a buclei () si grupul sau multiplicativ 9t
este un I H-grup. Atunci, subgrupul 91, generat de aplicatiile L(a), a € @, este neabelian si,

potrivit afirmatiei 1), este normal in 9. Multimea 9la pentru a € @), este o parte din bucla

Q si

Na - Nb = L(Nb)Na = NL(Nb)a
= NN - a) = N(L(a)Nb)
— N(NL(a)b) = NL(a)b
= N(ab).

Daca DM(ba) = N(ca), atunci

MNb-a= L(a)MNb=NL(a)b
= N(ba) = N(ca)
=NL(a)
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deci 91b = Ne. Prin urmare, aplicatia ¢ definita de pa = Ja este un omomorfism al buclei
@ pe o bucla ¢Q si nucleul D1 = H este o subbucla normala a buclei Q. In consecinti, orice
subbucld nonasociativa H a buclei ) este normala in ), adicd afirmatia 2) este demonstrata.

Tinand cont de Teorema 6.3 din [5], subgrupul comutatorilor 9 al I H-grupului neperio-
dic este un p-grup abelian finit. Dar subgrupul comutatorilor grupului multiplicativ al buclei
Moufang comutative arbitrare este un 3-grup [21, Teorema 11.4]. Prin urmare, subgrupul
comutatorilor 9 este un 3-grup finit abelian, adica afirmatia 3) este demonstrata.

Avand in vedere Teorema 6.7 din [5], toate IH-grupurile resolubile cu subgrup infinit
al comutatorilor indeplinesc conditia minimalitdtii pentru subgrupuri. Dar din afirmatia 4)
a Lemei 4.2 rezulta cd in aceste cazuri subgrupul 9t din 9 este finit. De aici subgrupul
comutatorilor M din I H-grupul 90 este finit, iar conform [21, Teorema 11.4] este un 3-grup
finit.

Sa presupunem ci al doilea subgrup al comutatorilor 92 al grupului 9t este neabelian.
Atunci orice subgrup care contine M) este neabelian i in conformitate cu afirmatia 2), este
normal in 9. Evident, grupul 9 /9®? este hamiltonian si cum s-a aritat in demonstratia
Teoremei 4.1, este un grup abelian. Prin urmare, 9 C MP), adicd M = M. Dar
subgrupul comutatorilor 9 este un 3-grup finit, deci este nilpotent. Prin urmare, 9" #
M@ . Contradictie. In consecinti, 9@ este un subgrup abelian si grupul 91 este resolubil

de clasd nu mai mare decat trei. Aceasta incheie demonstratia teoremei. [

Casi in cazul Teoremei 4.2, subgrupul comutatorilor 9 al I H-grupului multiplicativ este
finit, atunci din lucririle [85] gi [112] rezulta cd 90t este un grup cu clase finite de elemente
conjugate gi numarul de elemente in fiecare calasd nu depageste numarul |9t]. Mai mult,
in lucrarea [52] se demonstreaza ca grupul factor 9t/Z(9) al unul grup multiplicativ O
cu centrul Z(91) este un 3-grup local finit. Prin urmare, din lucririle [112] si [113] rezulta
cd daca 9 este un I H-grup, atunci orice element din 9t/Z(90) se contine intr-un 3-grup

normal finit.

4.2 Bucle Moufang comutative cu restrictii asupra sistemelor de subbucle

asociative infinite

In acest paragraf demonstram cd bucla Moufang comutativa () este asociativa daca si

numai daca contine o subbuclad infinitd H pentru care orice subgrup din () cu intersectie
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infinita cu H este subbucla normala.

In lucrarea [52| se demonstreaza ca fiecare bucla Moufang comutativa infinitd ) contine
o subbucla asociativa infinita si daca toate subbuclele asociative infinite ale () sunt normale
in @, atunci @ este asociativd [53]. Analog, echivalenta afirmatiilor 1), 2), 8) din Teorema
3.5 din [52], rezultd ci fiecare grup multiplicativ M al buclei Moufang comutative infinite @
contine un subgrup abelian infinit $i daca toate subgrupurile abeliene infinite ale grupului
multiplicativ 9t sunt normale in 9 atunci @ este asociativa [69].

In aceast paragraf restrictia privind subbuclele asociative infinite si subgrupurile abeliene

infinite este redusa.

Teorema 4.3. Pentru o bucla Moufang comutativa Q) cu grupul multiplictiv 9N urmatoarele

afirmatii sunt echivalente:
1) Bucla Q este asociativa;

2) Bucla @ confine o subbucla infinita H pentru care orice subgrup din @) cu intersecfie

infunita cu H este o subbucla normala in Q;
3) Grupul multiplicativ I este abelian;

4) Grupul multiplicativ 9 contine un subgrup I pentru care orice subgrup cu intersecfie

infinita cu N este un subgrup normal in DN.

Demonstratie. Implicatiile 1)=- 2), 3)= 4), 1)< 3) sunt evidente.
Vom demonstra implicatia 2)=-1). Presupunem ci H este o subbucld nonperiodica si fie

a € H un element de ordin infinit. In lucrarea [21] se aratd ci elementul a?

se confine in
centrul Z(Q) al buclei Moufang comutative (). Fie b un element arbitrar din @) astfel incat
<b>N<a>=1 Subbucla < a® > este normald in Q. Atunci conform [21]| produsul
< b >< a® > este un subgrup. Deoarece < a® >C< b >< a® > NH atunci conform afirmatiei

2) < b >< a® > este o subbucld normali in Q. Fie ¢ o aplicatie internd din bucla Q. Fiindca

in bucla Moufang comutativa substutiile interne sunt automorfismele proprii [21|. Atunci
<b><ad® >:gp(<b><a3 >> :gp<<b>>go<<a3 >> :<,0<<b>> <a® >,
gp<<b>> =<b><a’®>.

Cum < b >N < a® >= 1, atunci <p<< b >> =< b >. Prin urmare, subbucla < b > este

normald in Q).
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Notam < a® >= A, < b >= B. Fie 0, n restrictii ale omomorfismului natural \ : AB —
AB/A pe B si ¢B respectiv. Evident, kerf = BN A, kern = ¢ BN A. Atunci din egalitatile
BNA=1,¢BNA=1rezulta ca 6, n sunt monomorfisme.

Fie b € B. Atunci b = ca pentru un ¢ € 9B, a € A. Mai mult,

Ab = A(ca),
Ab = Xc- Aa,
Ab = Ac- A1,
Ab = Ac.

Prin urmare Ac = nc. Unde n este o restrictie de A pe @B i este un monomorfism de ¢B.
Atunci din Ab = nc rezulta ca b € ¢B, B C ¢B. Similar, o B C B. Prin urmare 9B = B.
In consecinta, subbucla < b > este normald in L.

Ulterior, utilizdnd normalitatea buclei < b > in @) prin analogie se demonstreaza ca
subbucla < a > este normald in (). Avem céa orice element din (), genereaza o subbucla
normald in (). Aceasta inseamnd ca bucla () este hamiltoniand. Dar orice bucla Moufang
comutativd hamiltoniand este asociativa [92]. Prin urmare implicatia 2) = 1) este adevirata.

Acum presupunem ca grupul abelian H este periodic. Atunci H se decompune in produs
direct de p-subgrupuri maximale H,,. Fie H = D x Hjs. Din [47] avem D C Z(Q).

Subgrupul D este normal in (). Dacd D este infinit atunci, ca si in cazul precedent,
se demonstreaza cd bucla Moufang comutativa () este hamiltoniana si, prin urmare, este
asociativa. Daca D este finit atunci subgrupul Hj este infinit.

Presupunem ca grupul abelian infinit Hj satisface conditia de minimalitate pentru su-
bgrupurile proprii. Atunci H3 = T x K, unde K este un grup finit si 7" este un grup
infinit divizibil. Din [52|, T" C Z(Q) si ca in cazul precedent bucla Moufang comutativa este
asociativa.

Pentru a demonstra implicatia 2) = 1) vom considera cazul cand grupul abelian Hj
nu satisface conditia de minimalitate pentru subgrupurile proprii. In acest caz Hj poseda
un subgrup abelian infinit B care se decompune intr-un produs direct de grupuri ciclice de
ordinul 3. Fie b € B si un subgrup R C B astfel incat <b > NR =1. Fie R=R; X Ry o
decompunere a grupului R intr-un produs direct de doud subgrupuri infinite. Din afirmatia
2) rezultd ca subbuclele Ry, < b > xXR;, Ry, < b > X Ry sunt normale in bucla Moufang
comutativi Q. In [53] se demonstreazi ci dacd in bucla Moufang comutativii un element de

ordinul 3 genereaza o subbucld normald, atunci acest element apartine centrul acestei bucle
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Moufang comutative. Apoi b € Z(Q), si in consecintd B C Z(Q). Subgrupul B este infinit,
atunci ca si in cazurile anterioare se poate demonstra ca bucla Moufang comutativa () este
asociativd. Ca urmare implicatia 2) = 1) aeste adevirata.

Acum demonstram implicatia 4)= 3). Presupunem ca 0 este un subgrup nonperiodic si
fie a € 91 un element de ordin infinit. Fie Z(9M) centrul grupului M. In [21] este demonstrat
ca factor-grupul 9/Z (M) este 3-grup local finit. Atunci elementul of apartine centrului
Z(9M) pentru orice numar integ k. Fie € unitatea pentru grupul 9 si 5 un element arbitrar
din 9 astfel incat < 8 > N < a >= e. Subgrupul < o > este normal in M. Atunci
rezultd ca produsul < 8 >< o > este un subgrup. Cum < o* >C< 8 >< of > NN, atunci
identitatea 4), < 8 >< a* > este un subgup normal din M. Fie © un automorfism intern al

grupului 9. Atunci
< B><a” >:¢(<B><ak>> :<p<<ﬁ>)g0<<ozk >) :go<<ﬁ>> <aof >,

cp(<ﬁ>)=<ﬁ><ozk>.

Cum < 8 >N < a* >= ¢, atunci g0<< 15} >> =< [ >. Prin urmare, subgrupul < g > este
normal in 1.

Notam < o >= 2, < B >= B. Fie 0, n restrictiile omomorphismului natural \ : A8 —
AB /A pe B gi pB respectiv. Evident, ker 0§ = B NA, kern = B NA. Apoi, din egalitatile
BNA=c¢c, pPBNA=c¢c rezulta ca @, n sunt monomorfisme.

Fie § € B. Atunc f = ~va pentru un v € B, a € A. Mai mult, A\ = A(ya),
AB = Ay Ada, AB = Ay - e, AB = Ay. Omomorfismul \ actioneaza pe ¢*B ca 7. Prin
urmare, Ay = 1y. 1 este o restrictie de A pe B si este un monomorfism pe ¢*B. Atunci din
A\B = ny rezultd cd B € B, B C ¢B. In mod analog, ¢B C B. Prin urmare, 0B = B. In
consecintd, subgrupul < § > este normal in 901.

Mai mult, folosind normalitatea lui < g > in M, se demonstreaza prin analogie ca su-
bgrupul < a > este normal in 9. Obtinem ca orice element din 90 genereaza un subgrup
normal in 9. Acest lucru inseamna ca grupul 901 este hamiltonian. Dar orice grup multi-
plicativ hamiltonian din bucla Moufang comutatis este abelian (Teorema 4.2). Prin urmare
implicatia 4)=- 3) este adevaratd pentru cazul caind 90t este neperiodic.

Sa presupunem ca grupul abelian 91 este periodic. Atunci 91 se decompune intr-un produs
direct de p-subgrupurile proprii maximale 9,. Fie 91 = ® x 3. Conform [53] © C Z(IM).

Subgrupul ®© este normal in 99t. Daca ® este infinit, atunci ca si in cazul precedent putem
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sa demonstram ca bucla Moufang comutativa 20 este hamiltoniand gi, in consecinta, este
asociativa. Daca ® este finit, atunci subgrupul 913 este infinit.

Fie grupul infinit abelian 913 satisface conditia de minimalitate pentru subgrupurile pro-
prii. Atunci M3 = T X K, unde K este grup finit si ¥ este un grup infinit divizibil. Din [52]
T C Z(M) si, ca in cazul precedent, bucla Moufang comutativa @ este abeliani.

Pentru a demonstra implicatia 4) = 3), trebuie si consideram doar cazul in care grupul
abelian D3 nu indeplineste conditia de minimalitate pentru subgrupurile acestuia. In acest
caz, M3 are un subgrup infinit abelian B care se descompune intr-un produs direct al grupu-
rilor ciclice de ordin 3. Fie § € 2B gi R C B astfel incat < > NR =¢. Fie R=NR; xRy 0
descompunere a grupului R intr-un produs direct de doua subgrupuri infinite. Din afirmatia
2) rezultd ca subbuclele Ry, < f > xRy, Ry, < f > xNRy sunt normale in grupul M. In
Teorema 4.2 este demonstrat cd daca intr-un grup multiplicativ al buclei Moufang comuta-
tive un element de ordinul 3, genereaza un subgrup normal, atunci acest element este din
centrul grupului multiplicativ. Atunci b € Z(9M) si, prin urmare, B C Z(9M). Subgrupul B
este infinit, atunci ca gi in cazurile anterioare se poate demonstra ca grupul 91 este abelian.
Prin urmare, implicatia 4) = 3) are loc si in acest caz. Aceasta finalizeazd demonstratia

teoremei. [

Constructia de grupuri arbitrare care satisfac echivalenta afirmatiilor 3), 4) din Teorema
4.3 este descrisd in [83]. Demonstrarea echivalentei afirmatiilor 3), 4) din Teorema 4.3,
oferite aici, coincide in mod direct gi grafic cu demonstratia echivalentei afirmatiilor 1), 2)
din Teorema 4.3 pentru buclele Moufang comutative. Dar daca se utilizeaza rezultatele din
lucrarea [83] pentru a demonstra echivalenta afirmatiilor 3), 4), atunci demonstrarea nu este

mai usoara, dar, din contra, acesta este mai complexa.

4.3 Concluzii la capitolul 4

In acest capitol au fost examinat obiectivul 5. In contextul subiectelor examinate
punctidm urmatoarele concluzii:

A fost stabilita structura buclelor Moufang comutative metahamiltoniene.

Pentru buclele Moufang comutative cu restrictii asupra subbuclelor gi subgrupurilor gru-
pului multiplicativ au fost stabilite conditiile pentru care bucla Moufang comutativa (@) este

asociativa.
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Pentru bucla Moufang comutativd () cu restrictii asupra sistemelor de subgrupuri ale
grupului multiplicativ 91 au fost stabilite conditiile pentru care: grupul 91 este grup meta-
hamiltonian;

— toate subbuclele neasociative din bucla Moufang comutativa () sunt normale;

— subgrupul comutator 9 din 9 este 3-grup finit abelian;

— subgrupul comutator 2 din 9 este 3-grup finit resolubil.

Pentru bucla Moufang comutativa cu restrictii asupra sistemelor de subbucle asociative
infinite au fost stabilite conditiile pentru care urmatoarele afirmatii sunt echivalente: bucla
Moufang comutativa () este asociativa; bucla @) care are o subbucla infinita H in care fiecare
subbucla asociativa are o intersectie infinita cu H este o subbucla normala in @Q; grupul 9t
este abelian; grupul 91 care are o subbucla infinita 91 in care fiecare subbucla asiciativa are
o intersectie infinita cu 1 este un subgrup normal in 9.

Metodologia de cercetare descrisa in capitolul patru poate fi utilizata la:

- stabilirea conditiilor pentru care in bucla Moufang comutativid () cu restrictii asupra sis-

temelor de subbucle asociative infinite grupul multiplicativ 91 este metahamiltonian.

- stabilirea conditiilor pentru care in bucla Moufang comutativa () cu restrictii aupra siste-

melor de subgrupuri ale grupului multiplicativ 90, grupul multiplicativ este metabelian.
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CONCLUZII GENERALE SI RECOMAND ARI

Cercetarile in domeniul teoriei buclelor Moufang au fost initiate in a doua jumatate a
secolului XIX-lea. Teoria buclelor Moufang comutative cu restrictii de finitudine prezinta un
interes special pentru cercetare datorita "apropierii” de teoria grupurilor. Dar s-a determi-
nat cd nu sunt suficient cercetate proprietatile buclelor Moufang comutative cu conditii de
finitudine gi conexiunea lor cu diverse structuri asociate.

Rezultatele principale ale lucrarii sunt noi. Cercetarile realizate in aceasta lucrare se

refera la obiectivele propuse pentru investigatie si ne permit si formulam urmatoarele con-

cluzii:

1. Aplicand grupul de automorfismre, au fost determinate conditiile in care bucla Moufang

comutativa este central nilpotenta (de clasa data) [73], [75], [68].

In acest scop a fost demonstrat cii urmitoarele conditii sunt echivalente: bucla Moufang
comutativa @) este central nilpotenta de clasa n; grupul F(1) este nilpotent de clasa n— 1;

grupul aplicatiilor interne J(Q) este nilpotent de clasa n — 1.

2. Pentru buclele Moufang comutative ce se aproximeaza cu bucle Moufang central nilpotente

a fost descrisd sructura grupului F(1), [73], [75], [68].

In acest scop a fost demonstrat ci daci bucla Moufang comutativid Q se aproximeazi cu
buclele Moufang comutative central nilpotente, atunci grupul sdau de automorfisme este
extensia grupului F(1) nilpotent aproximabil, generat de toate automorfismele ce induc
aplicatia identicd pe @)/Q1, prin grupul automorfismelor grupului abelian @/Q;. De
asemeni s-a extins rezultatul lui A. I. Mal’cev asupra grupul resolubil al automorfismelor

® al buclei Moufang comutative () finit generata s-a demonstrat ca este policiclic .

3. A fost determinat grupul de automorfisme al buclei Moufang comutative cu conditia de

minimalitate [72], [71], [77], [78] [68], [74].

Pentru realizarea acestui obiectiv a fost demonstrat cd bucla Moufang comutativd ¢ cu
grupul multiplicativ 2, ce satisface conditiilor de minimalitate pentru subbucle, atunci
grupurile automorfismelor Aut@, Aut9 izomorf se reprezinta prin matrice peste suma
directa de campuri GL,(Zy~) de numere intregi p-adice. La fel au fost caracterizate
buclele Moufang comutative neasociative arbitrare prin grupul sau de automorfisme, de-

monstrandu-se echivalenta unui set de conditii.
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4. Folosind asociativitatea componentelor buclei a fost determinata structura buclelor Mo-

ufang comutative ce admit descompunere in gir central inferior.

In acest sens a fost definiti asociativitatea componenetelor buclei Moufang comutative.
Pentru buclele Moufang comutative cu asociativitatea componenetelor i descompunere in
produs direct de subbucle, semigrupul endomorfismelor este izomorf semigrupului M, M-
matricelor. La fel semigrupul endomorfismelor buclei Moufang comutative () este izo-
morf semigrupului M, M-matricelor. Pentru semigrupul endomorfismelor s-au demonstrat

cateva proprietati [68], [72], [79].

5. A fost stabilita structura buclelor Moufang comutative metahamiltoniene.

Pentru buclele Moufang comutative cu restrictii asupra subbuclelor gi subgrupurilor gru-
pului multiplicativ au fost stabilite conditiile pentru care bucla Moufang comutativa @

este asociativa.

Pentru bucla Moufang comutativa () cu restrictii asupra sistemelor de subgrupuri ale
grupului multiplicativ 9 au fost stabilite conditiile pentru care: grupul 2 este grup
metahamiltonian; toate subbuclele neasociative din bucla Moufang comutativd ) sunt
normale; subgrupul comutator 9 din 9 este 3-grup finit abelian; subgrupul comutator

M’ din M este 3-grup finit resolubil.

Pentru bucla Moufang comutativa cu restrictii asupra sistemelor de subbucle asociative
infinite au fost stabilite conditiile pentru care urmatoarele afirmatii sunt echivalente: bucla
Moufang comutativa () este asociativa; bucla () care are o subbucla infinita H in care
fiecare subbucla asociativa are o intersectie infinita cu H este o subbucla normala in Q);
grupul 91 este abelian; grupul 90 care are o subbucla infinita 91 in care fiecare subbucla

asiciativd are o intersectie infinitd cu 9 este un subgrup normal in 9 [79], [69], [70], [76].

Prin urmare, toate obiectivele tezei sunt realizate si este complet solutionata problema
stiintifica: descrierea proprietatilor buclelor Moufang comutative care contribuie la identifica-
rea conexiunii lor cu grupul multiplicativ si cu grupul de automorfisme in vederea determinarii
structurii buclelor Moufang comutative cu conditii de finitudine.

Recomandari:

1. Luand in consideratie rolul buclelor Moufang comutative in algebra abstracta, fizica

teorietica si aplicata, criptografie si sisteme informationale putem considera ca teoria
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si metodele elaborate pot fi aplicate eficient in cercetarile din domeniile mentionate,

cat si in alte directii de cercetare.

. Se recomanda ca rezultatele obtinute si constructiile elaborate sa fie aplicate:

la examinarea proprietatilor algebrice ale buclelor Moufang comutative cu diverse
restrictii;

la cercetarea proprietatilor topologice si algebrice ale buclelor Moufang topologice;

la studierea anumitor compartimente din criptografie si sisteme informationale;

la elaborarea cursurilor optionale pentru masteranzi si doctoranzi.
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