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REPERELE CONCEPTUALE ALE CERCETARII

Teza de fatd poartd un caracter aplicativ si tine de modelarea
matematicd a miscarii a opt corpuri materiale. Pentru a rezolva problemele
ce tin de studiul modelului matematic al problemei a n corpuri se aplica
teoria calitativd a ecuatiilor diferentiale, teoria KAM si teoria stabilitdtii
miscarii descrise de sisteme de ecuatii diferentiale.

Actualitatea temei. Modelele matematice ale mecanicii ceresti si
ale dinamicii cosmice, la care se refera problema newtonoiand, sunt, de
reguld, descrise prin sisteme de ecuatii diferentiale neliniare avand o
structura analitica foarte complicata. Lipsa unor metode universale de
integrare exacta a unor astfel de sisteme a stimulat dezvoltarea unor metode
analitice aproximative si numerico-analitice care pot fi implementate in
algoritmi computerizati eficienti. Studiile in aceasta directie sunt asociate cu
numele lui K. Zundman, V.A. Brumberg, E.A. Grebenicov, Yu.A. Ryabov
si alti oameni de stiintd, in ale caror lucrdri au fost obtinute rezultate
fundamentale si s-au elaborat algoritmi pentru construirea solutiilor, in
primul rand, pentru problema clasicd newtoniana a trei corpuri si varietatile
ei sub forma unor serii. Aceste rezultate au fost obtinute, de regula, in
"perioada de precomputere”, prin urmare, nu pot fi adaptate intotdeauna la
noile tehnologii informationale.

In prezent devin tot mai eficiente metodele de cercetare calitative
ale sistemelor dinamice, bazate pe determinarea solutiilor particulare ale
ecuatiilor diferentiale ce descriu miscarea corpurilor si analiza ulterioara a
stabilitatii lor, folosind cele mai recente progrese i1n matematica
computerizata. Aceasta abordare apartine lui A. Poincaré si A.M. Lyapunov
si a lucrat bine in cazul modelului bine-cunoscut in astronomie, matematica
si mecanicd - problema marginitd a trei corpuri. Ea consta, in primul rand,
in dezvoltarea de metode matematice si algoritmi pentru construirea
solutiilor particulare exacte si poate fi aplicatd si in cazul problemei
newtoniene a n corpuri. Rezultate remarcabile in studiul acestei probleme
au fost obtinute de savanti din diferite tari, printre care trebuie mentionati,
in primul rand, V.M. Alekseev, G.N. Duboshin, A.A. Orlov, KA.
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Sitnickov, A. Albaouy, D. Bang, F. Cedo, A. Chenicer, J.M. Cors, O.
Dziobek, V. Elmabsout, L. Euler, Y. Hagihara, J.L. Lagrange, P.C. Laplace,
J. Llibre, K.R. Meyer, R. Moeckel, R. Montgomery, F.R. Moulton, J.I.
Palmore, L.M. Perko, D.G. Saari, D.S. Schmidt, V. Szebehely, E.L. Walter,
A.L. Whipple, A. Wintner si altii.

Cele mai multe dintre solutiile exacte cunoscute ale problemei
newtoniene a n corpuri apartin unei asa-numite clase de solutii homografice,
conditiile suficiente pentru existenta carora au fost obtinute de Wintner in
prima jumatate a secolului XX, iar conditiile necesare au fost formulate mai
apoi de E.A. Grebenicov. in ciuda acestor rezultate fundamentale legate de
determinarea solutiilor homografice exacte, algoritmii constructivi pentru
obtinerea lor cu ajutorul computerului in prezent sunt foarte putini. Aceasta
face ca problema dezvoltarii lor sa fie foarte relevanta.

Prin analogie cu problema clasicd a trei corpuri, formulata de
Jacobi si Poincaré, E.A. Grebenicov a propus un model nou in mecanica
cereascd — problema marginitda a (n+1) corpuri (n >3) in care campul
gravitational este generat de n corpuri ce formeaza figuri plane (poligoane
regulate si sisteme de astfel de poligoane), ce se rotesc in jurul centrului de
greutate si intr-un astfel de cdmp se studiaza miscarea a (n+1)-lea corp ce
graviteaza pasiv. Masa corpului (n+1) se considera neglijabila. Pentru a
rezolva problema miscarii corpului al (n+1)-lea este necesar mai intdi de
stabilit conditiile in care modelul (configuratia) primelor n corpuri este
infinit mici se poate face doar in baza teoriei KAM.

Determinerea si studierea stabilitatii punctelor de echilibru
(stationare) in problema marginitd a mai multor corpuri configuratia careia
nu posedd simetrie completa este una din directiile actuale ale teoriei KAM.

Scopul si obiectivele lucrarii. Scopul lucrarii consta in studierea
influentei cAmpului gravitational al modelului (configuratiei) format din
sapte corpuri asupra migcarii unei mase infinit mici amplasate in acest
sistem.

Pentru a rezolva aceastd problemd este necesar ca 1n studiul
modelului sa realizam urmatoarele obiective:

- determinarea conditiilor de existentd ale problemei newtoniene a sapte
corpuri configuratia cdreia reprezintd un patrat in varfurile caruia se afla
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masele my, my, M3, M4, doud mase Ms si Mg se afla pe o diagonala a sa, iar al
saptelea corp este plasat in centrul de greutate al sistemului;

- determinarea punctelor stationare in problema marginita a opt corpuri;

- liniarizarea ecuatiilor diferentiale ale problemei marginite in vecinatatea
punctelor stationare;

- determinarea valorilor proprii ale matricei sistemului liniarizat;

- determinarea conditiilor de stabilitate liniara a punctelor de echilibru;
- constructia hamiltonianului problemei marginite;

- liniarizarea sistemului hamiltonian;

- normalizarea formei patratice a hamiltonianului Hp;

- normalizarea formei cubice a hamiltonianului Hs;

- eliminarea formei cubice Hs si normalizarea formei Ha;

- determinarea stabilitatii in sens Lyapunov a punctelor de echilibru.

Metodologia cercetirii stiintifice. Metoda de cercetare a
modelului matematic al configuratiei se bazeazd pe aplicarea teoriei
analitice si calitative a ecuatiilor diferentiale, a teoriei stabilittii Lyapunov-
Poincaré, a teoriei Kolmogorov-Arnold-Moser (KAM) a solutiilor
conventional periodice ale sistemelor hamiltoniene, a teoriei si algoritmilor
de programare matematica si utilizarea capabilitatilor sistemelor moderne
de algebrd la efectuarea calculelor numerice, prelucrarea informatiilor
simbolice si vizualizarea rezultatelor obtinute, folosirea softului specializat
pentru efectuarea calculelor numerice si studierea modelelor elaborate.

Noutatea si originalitatea stiintificd. Deoarece clasele de solutii
cu simetrie incompletd au fost introduse recent de catre profesorul E.
Grebenicov ele au fost mai putin studiate. Una din directiile actuale ale
teoriei KAM este determinerea si studierea stabilitatii punctelor de echilibru
in problema marginitd a mai multor corpuri configuratia careia nu poseda
simetrie completd. In lucrare se cerceteazi o clasi noud de solutii in
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problema newtoniana a sapte corpuri configuratia careia reprezinta un patrat
cu doud mase pe una din diagonale §i a saptea masa plasata in originea
sistemului de coordonate, ce coincide cu centrul de greutate al patratului.
Au fost elaborate programe in codurile sistemului de calcul Mathematica
pentru studiul problemei date.

Problema stiintificA importanta solutionata consta in abordarea
metodelor calitative si constructive de studiu al ecuatiilor miscarii a opt
corpuri, ce descriu modelul matematic, ceea ce a contribuit la determinarea
configuratiei si a conditiilor de existenta a punctelor stationare in vederea
aplicarii lor ulterioare in descrierea exacta a evolutiei sistemului dinamic.

Semnificatia teoretici. in lucrarea dati s-a studiat o clasi noua de
solutii in problema marginitd a opt corpuri, s-a construit configuratia in
forma de patrat cu doud mase pe diagonald; s-a demonstrat cd existd asa
dimensiuni ale configuratiei pentru care punctele stationare in problema
marginita sunt stabile 1n prima aproximatie si in sens Lyapunov.

Valoarea aplicativi a lucrarii. Algoritmii si programele
computerizate dezvoltate in tezd au permis determinarea eficientd a
conditiilor de existentd a modelului si studiul stabilitatii solutiilor stationare.
Acestea pot fi utilizate in studiul altor modele matematice ale mecanicii
ceresti. Rezultatele tezei pot fi folosite in procesul de predare a ecuatiilor
diferentiale, mecanica cereasca, teoria stabilitatii, modelarea matematica.

Rezultatele stiintifice principale inaintate spre sustinere:
In modelul examinat:

- s-a determinat configuratia modelului a 7 corpuri;

- s-au determinat conditiile de existenta ale problemei newtoniene a sapte
corpuri configuratia careia reprezintd un patrat in varfurile caruia se afla
masele my, my, Mz, M4, doud mase mMs si Mg se afla pe o diagonala a sa, iar al
saptelea corp este plasat in centrul de greutate al sistemului;

- s-au determinat punctele stationare in problema marginita a opt corpuri;



- s-a studiat stabilitatea punctelor stationare in prima aproximatie a
modelului;

- s-au determinat conditiile de stabilitate in sens Lyapunov a punctelor
stationare stabile in prima aproximatie si au fost obtinute conditiile de
aplicare in practica a rezultatelor.

Implementarea rezultatelor stiintifice.

Aprobarea rezultatelor stiintifice. Rezultatele principale ale
lucrarii au fost prezentate si aprobate la diverse conferinte si seminare
stiintifice:

e Conferinta tehnico-stiintificd a studentilor i doctoranzilor consacrata
anului fizicii, UTM, noiembrie 17, 2005;

e CERMCS INTERNATIONAL CONFERENCE OF YOUNG
SCIENTISTS affiliated to the International Conference "Computer
Algebra in Scientic Computing-2006" (CASC 2006) September 11-15,
2006, Chisinau, Moldova;

o[l MexayHapoqHas HaydHO-TeopeTHueckas koHdepeHuus "Poib
($HU3MKO-MaTEeMaTHYECKMX HAayK B COBPEMEHHOM 00pa30BaTebHOM
npoctpadcte”, mai 15-16, Atarau, 2008, Kazahstan;

Conferinta jubiliara a colaboratorilor, doctoranzilor si studentilor, UTM,
noiembrie 17-18, 2006;

Conferinta tehnico-stiintifica a colaboratorilor, doctoranzilor si
studentilor, UTM, noiembrie 15-17, 2007;

Conferinta tehnico-stiintifici a colaboratorilor, doctoranzilor si
studentilor, UTM, decembrie 10-12, 20009;

Conferinta tehnico-stiintifici a colaboratorilor, doctoranzilor si
studentilor, UTM, noiembrie 17-19, 2010;

Conferinta tehnico-stiintifici a colaboratorilor, doctoranzilor si
studentilor, UTM, decembrie 8-10, 2011;

The 26" Conference on Applied and Industrial Mathematics (CAIM
2018), September 20-23, 2018, Chisinau, Moldova;

e Conferintd Internationald de Matematica, Informaticd si Tehnologii
Informationale (MITI), aprilie 19-21, USARB, Balti, Moldova, 2018;



e Seminarul Stiintific "Probleme actuale de Matematica si Informatica",
USM, martie 14, 2018;

e Seminarul "Ecuatii diferentiale si algebre" de pe langa Universitatea de
Stat din Tiraspol (cu sediul la Chisinau), noiembrie 13, Chisinau, 2018;

e Seminarul stiintifico-metodic "Prof. Petre Osmatescu", noiembrie 14,
Chisinau, 2018;

Publicatiile la tema tezei. Rezultatele principale ale lucrarii au
fost publicate in 15 lucrari: 5 articole in 4 reviste stiintifice [16, 17, 18, 19,
20], 5 teze si comunicari la manifestari stiintifice internationale [25, 27, 28,
29, 30]; 3 articole si 3 teze sunt publicate fara coautori.

Cuvintele-cheie: problema marginita a n-corpuri, model
matematic, configuratie centrald, punct stationar, stabilitate in prima
aproximatie, stabilitate in sens Lyapunov, sisteme hamiltoniene, algoritm,
algebra computerizata.

Volumul si structura tezei. Teza de doctor este scrisd in limba
romana si constd din introducere, trei capitole, concluzii generale si
recomandari, bibliografie (93 titluri), 117 pagini de bazi, adnotarea in
limbile romana, rusa si engleza.

CONTINUTUL TEZEI

in Introducere se descrie actualitatea si importanta problemei
abordate, scopul si obiectivele tezei, noutatea stiintifica a rezultatelor
obtinute, importanta teoretica si valoarea aplicativd a lucrarii, aprobarea
rezultatelor si sumarul compartimentelor.

In Capitolul 1, Scurt istoric al rezultatelor stiintifice de bazi
referitoare la problema newtoniania a mai multor corpuri [2, 3, 4, 5, 6,
9, 11, 12, 13, 14, 15, 17], sunt enuntate rezultatele clasice ce tin de teoria
calitativd a ecuatiilor diferentiale ce descriu problema newtoniana a mai
multor corpuri, sunt enuntate diferite aspecte ale integrabilitatii acestor
ecuatii, metodele de determinare a solutiilor exacte si de studiere a
stabilitatii solutiilor homografice. Se face o analiza a situatiei existente in
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domeniu, se formuleaza problema ce trebuie cercetatd si obiectivele ce
trebuie realizate pentru a o solutiona.

Problema newtoniana fard indoiald poate fi consideratd drept una
din cele mai renumite probleme ale matematicii clasice, mecanicii i
astronomiei. Formularea ei e destul de simpla:

Fie cd in spatiul euclidian tridimensional autonom O&7d avem n

(n=1, 2, 3,...) puncte materiale Pi, Py, ..., Pn, avand masele cunoscute m,
my, ..., Mpy, ce se atrag reciproc conform legii de atractie a Iui Newton.
Trebuie determinate traiectoriile miscarii punctelor materiale cunoscand
datele initiale (pozitii si viteze initiale).

Astfel, problema newtoniand consta in determinarea proprietatilor
miscarii sistemului izolat din n puncte materiale cu mase cunoscute §i care
se atrag reciproc dupa legile lui Newton, stiind pozitiile si vitezele initiale
ale acestor puncte in raport cu careva sistem fixat de coordonate.

Rezolvarea problemei formulate anterior depinde esential de
valoarea parametrului n, adicd de numaérul de puncte materiale. Desi a fost
formulatd cu mai mult de 300 de ani in urma pand 1in prezent €a ramane
inca nerezolvata.

La studierea ecuatiilor diferentiale ce descriu modelul dat apare
practic Intotdeauna problema existentei a asa solutii particulare care poseda
o careva simetrie, pastratd in procesul de variatie a variabilei independente.

Se stie cd orice solutie a problemei newtoniene a n corpuri
genereazd un nou model dinamic — problema marginita a (n+1) corpuri, ce
consta in studierea tuturor miscarilor posibile a masei infinit mici in cAmpul
gravitational format de celelalte n corpuri.

Studiul calitativ al problemei marginite a (n+1) corpuri consta, in
particular, in determinarea solutiilor stationare si verificarea stabilitatii lor.

Remarcabile in dezvoltarea teoriei stabilitatii in sens Lyapunov a
sistemelor hamiltoniene, la care se atribuie dinamica cosmica, sunt
rezultatele savantilor A.N. Kolmogorov, V.I. Arnold si Tu. Moser, care mai
sunt numiti fondatori ai teoriei KAM. Teoria KAM a dat raspuns la un sir
de intrebari asupra studiului stabilitatii solutiilor dinamicii hamiltoniene.

Profesorul E.A. Grebenicov a considerat ca prezintd interes
examinarea solutiilor in problema newtoniana a opt corpuri.



Scopul principal al tezei consta in aplicarea teoriei KAM la
cercetarea calitativa a ecuatiiilor diferentiale ce descriu problema marginita
a 7+1 corpuri, formulatd de profesorul E.A. Grebenicov. Ea consta in
studierea miscarii corpului 8, de masa infinit mica in raport cu celelalte
mase, in cimpul gravitational al celorlalte 7 corpuri, configuratia si miscarea
cérora este bine determinata si stabila.

in Capitolul 2, Studierea stabilititii in prima aproximatie a
solutiilor stationare in problema mirginita a opt corpuri [3, 4, 5, 7, 18,
19, 20, 21, 22, 23, 24, 26, 27, 28, 29], s-au determinat ecuatiile ce descriu
miscarea configuratiei; au fost determinate conditiile de existentd ale
problemei newtoniene a sapte corpuri configuratia careia reprezintd un
patrat in varfurile caruia se afla masele mi, mz, mz, M, douda mase ms si Mg
se afld pe o diagonald a sa, iar al saptelea corp este plasat in centrul de
greutate al sistemului; s-au calculat coordonatele punctelor stationare in
problema marginitd a opt corpuri; s-au studiat si determinat conditiile de
stabilitate liniara a punctelor de echilibru. Pentru efectuarea calculelor au

Se cerceteaza problema influentei campului gravitational format de
sapte corpuri asupra miscarii unui corp cu masa infinit mica plasat in acest
sistem. Se studiaza stabilitea liniard a unei noi clase de solutii exacte ale
problemei newtoniene marginite si plane a opt corpuri cu simetrie
incompleta.

Fie cé 1n spatiul neinertial de coordonate P,Xyz are loc migcarea a

opt corpuri Po, P1, P2, P3, P4, Ps, Ps, P, fiecare avand respectiv masele m,,
m, m,, my, m,, mg, mg, u, ce se atrag reciproc in corespundere cu legea
atractiei universale. Se va studia modelul dinamic plan format dintr-un
patrat in varfurile caruia se afla punctele P1, Py, P3, P4, celelalte doud puncte
Ps, Ps, avand masele m, =m,, se afld pe diagonala P1P; a patratului la
distante egale de punctul Po, in jurul céruia se roteste aceasta configuratie cu
o vitezd constantd @, determinatd exact din parametrii modelului. Se va
studia miscarea masei infinit mici x — O (asa-numitul corp ce graviteza
pasiv) in campul gravitational format de cele sapte corpuri Po, P1, P2, Ps3, P4,
Ps, Ps, ce se atrag reciproc si atrag corpul P.

In modelul studiat m7= ¢z — 0. Pentru simplitate se va considera in
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continuare  P(x,,Y;,Z,)=P (X, y,Z= 0) si atunci ecuatiile miscarii

punctului P(x,y,z =0)au forma:

d’x  fmyx oR
wie T
dt r 15)4
d’y fm R @1)
ay 1My _or
dt? r? oy’
unde
6 1 XX + VY.
R=fYm|—-2 "7
;mJ[AN r13 J’
(2.2)

Af :(XJ _X)2+(y1 _y)z‘
rF=x+y:ri=x’+y%

Pentru a determina @ vom efectua asa o transformare de
coordonate care ar exclude din partea dreaptd a ecuatiilor ce descriu
miscarea corpurilor, care au aceeasi forma ca si ecuatiile (2.1), timpul t:

{X,- =X, cos(awt)-Y,sin(at), (2.3)

y; = X;sin(wt)+Y, cos(at).
Se considerd cazul cidnd Pi(1,1), P2(-1,1), P3(-1,-1), Pa(1,-1),
Ps(a, @), Ps(—a,—), f =1, my =1, m, =mj, atunci, aplicind sistemul de

calcul simbolic Mathematica (SCS Mathematica), obtinem:

m =m;,m, =m, = f,(m,a), m;=m, = f,(m,a),0’ = f,(m,a). (2.4)
Valorile admisibile pentru parametrul « s-au determinat din
conditiile:
f.(m,a)>0, f,(m,a)>0,f,(m,a)>0.
Teorema 2.1. Verificarea relatiilor (2.4) reprezintd conditia suficientd de
existentd a solutiei homografice a problemei newtoniene a sapte corpuri,
11



configuratia céreia reprezintd un patrat P1P,PsP4 cu unul din corpuri (Po)
situat in originea de coordonate, iar alte doud situate pe diagonala P1Ps.
in tabelul 1 sunt prezentate intervalele admisibile ale lui o in

dependentd de careva valori ale Iui m, calculate aproximativ folosind
mijloacele grafice ale SCS Mathematica:

Tabelul 1 Intervale admisibile pentru «

m Intervale admisibile pentru «

0001 | e

0.01 (0.8582; 0.85857)

0.1 (0.715; 0.718)

1 (0.48965; 0.5053)

10 (0.291; 0.320)

100 (0.149; 0.2871)

1000 (0.050; 0.2838)

Conform definitiei solutiilor stationare ale ecuatiilor diferentiale
pozitiile de echilibru (in caz cid ele existd) sunt solutii ale sistemului
functional de ecuatii:

u=0,v=0,

O°X+ 20V — meX+ﬁ:0, (2.5)
3
r OX

@’y —20u- fm;’era—R:O,
r oy

Teorema 2.2. Conditiile de existentd a solutiilor sistemului (2.5) reprezinta

conditia necesara si suficientd de existentd a solutiilor stationare ale

problemei marginite a opt corpuri.

SCS Mathematica. Vom numi punctele ce se afla pe dreptele ce trec prin

centrul configuratiei si orice varf al patratului pozitii radiale de echilibru (le

vom nota pe viitor prin N;). Celelalte puncte le vom numi pozitii bisectoriale
12



de echilibru (le vom nota pe viitor prin S;). Tabelul 2 contine coordonatele
unor puncte stationare, calculate pentru careva valori admisibile ale lui « si

m;y.
Tabelul 2 Coordonatele punctelor stationare
N1 S1

ma o X" y X" y"
0.01 | 0.8584 1.15597 | 1.15597 1.41168 | -0.12379
0.1 0.715 1.34188 | 1.34188 1.34865 | -0.45766

1 0.48965 | 1.63351 | 1.63351 | 0.93934 | -1.05917
10 0.291 1.84521 | 1.84521 2.19692 | -0.00052
100 0.2 1.82945 | 1.82945 | 0.82914 | -0.02594

Vom nota, pentru simplitate, coordonatele oricarui punct N, Si prin
X',Y;,z; =0 siprin X vectorul
x:(u—u*,v—v*,w—w*,x—x*,y—y*,z—z*). (2.6)

Spatiul fazic sase-dimensional { X } este local, de aceea fiecare din
punctele de echilibru N; si Si (luate aparte) reprezinta punctul x=0 al
acestui spatiu. Efectuadnd procedura de liniarizare in vecinatatea punctului
fazic x=0 cu ajutorul SCS Mathematica obtinem urmdtorul sistem de
ecuatii diferentiale liniare:

dx
— = AX, 2.7
dt
in care matricea A de dimensiunea 6x6 are forma:
0 00 1 0 O
000 O 0
A 0 00 O 0 1 2.8)
“lab 0 0 20 0f '
b ¢c 0 20 0 0
0 0d 0 0 0
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Pentru fiecare pozitie de echilibru valorile elementelor a,b,c,d ale matricei
A vor fi diferite.

Ecuatia caracteristici din care se determina valorile proprii ale
matricei A are forma:

det(A-2E)=(4* —d)(ﬂ“ +(40” —a-c)A® +ac—b2) =0. (2.9)
Pentru ca fiecare pozitie de echilibru cercetata sa fie stabild, e necesar ca
toate solutiile ecuatiei caracteristice (2.9) sa fie imaginare. Asa cum d <0
obtinem ca doua valori proprii ale matricei A vor fi intotdeauna imaginare.
Le vom nota pe viitor prin A, 4.

Tabelul 3 contine valorile proprii A4,,4,,4,,4, pentru punctele
stationare N si Si.
Teorema 2.3. Existd asa valori ale parametrilor m si « pentru care
punctele stationare bisectoriale S; ale problemei marginite a opt corpuri

sunt stabile in prima aproximatie.
Tabelul 3 Valorile proprii ale matricei A

N1 Sl
my a Ay Aar Ay A2y Ao Ay
0.01 0.8584 | +1.307 +1.122i +0.494i +0.322i
0.01 0.8585 | +1.306 +1.122i +0.459i +0.369i
0.1 0.715 +1.191 +1.067i +0.344 + +0.344 -
+0.531i —0.531i
1 0.48965 | +1.367 +1.306i +0.744 + +0.744 -
+0.828i —0.828i
10 0.291 +2.503 +2.630i +1.66 + +1.66 —
+1.884i —1.884i
100 0.2 +8.226 +8.568i +15.31 +8.390i

in Capitolul 3, Studierea stabilititii in sens Lyapunov a
solutiilor stationare in problema mérginiti a opt corpuri, s-a studiat

stabilitatea in sens Lyapunov a punctelor stationare stabile in prima
14



aproximatie. In acest scop a fost construit hamiltonianul corespunzitor
problemei studiate si efectuat sirul de transformari ale hamiltonianului in
urma realizdrii carora poate fi aplicata teorema Arnold-Moser [1, 3, 4, 5, 6,
7,8, 16, 20, 30].

S-a determinat ca existd asa valori ale parametrilori m, si
a pentru care punctele stationare ale problemei marginite a opt corpuri sunt
stabile nu numai in prima aproximatie, dar sunt stabile si in sens Lyapunov.
Teorema 3.1. (Arnold-Moser) [3, 5]
Fie dat un sistem hamiltonian de ordinul patru:

dp __dH

dt  dg,

dg, _dH 3.1)
dt dp, '

k=12,

cu hamiltonianul H(p;, p,,q;,0,) analitic in vecinitatea G4 a punctului
fazic p,=p, =0, =0, =0, care este solutie de tip pozitie de echilibru a
sistemului (3.1). In plus la aceasta, fie ci existd transformarea canonica

(04,9, P P,) = (1,5, T1,T, ) in rezultatul careia hamiltonianul H se

transforma in hamiltonianul W:
H (00, Py P,) =W (w101, T T),
de forma:
W (w1, T T,) =W, (T, T,) +W, (T, T, ) + W (v, v, T T,), (3.2)
in care
W, =o.T, —0,T,, W, =C, T,” +C,T,T, +Co T, Wy (T, T, 0, 0,)

sunt componentele din descompunerea hamiltonianului W (v,,,,T,,T, ) de

ordin nu mai mic ca cinci in raport cu coordonatele canonice si

15
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2
Fie ca:

1. valorile proprii ale ale matricei sistemului obtinut dupa liniarizarea

sistemului (3.1) sunt numere pur imaginare tio,, tioc,,

2. ko, +k,o, #0, unde k;, k, suntnumere intregi ce verifica
inegalitatea

0 <|ky|+]k,| <4, (3.4)
3. C2007 +€,0,0, + €05 #0, (3.5)

atunci punctul stationar
T.=T,=y,=y,=0, (3.6)

al sistemului hamiltonian

dyy oW AT, aw

dt o1, dt oy,
dy, oW dT, oW

dt  oT,’ dt oy,

(3.7)

cu hamiltonianul (3.2) este stabil in sens Lyapunov.

sistemele hamiltoniene de ordinul patru se poate realiza doar in baza
teotemei Arnold-Moser. Conditiile acestei teoreme impun realizarea
preventiva a urmatoarelor transformari [3, 5, 18, 20, 25]:

1. si excludem din partea patratica a hamiltonianului, deci din structurile
functiei W-, a variabilele unghiulare w,, w,. Altfel spus functia W- trebuie

sd contina doar variabilele lente T, T, : W, =W, (T,,T,);
2. si egalam cu zero forma de ordinul trei: W, =0;
3. forma de ordinul patru, functia W,, trebuie si depindd doar de

variabilele lente, impulsurile T,, T, : W, =W, (T,,T,).
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in calculele si transformarile ulterioare s-a utilizat punctul stationar
stabil in prima aproximatie S; cu coordonatele

X =1.4116760833927924, y" = —0.12379179384743404, (3.8)

determinate pentru m, = 0.01, ¢ = 0.8584.

Efectuand sirul de transformari amanuntit expuse in [3, 5, 20, 25],
pentru hamiltonianul W 1in vecindtatea punctului stationar S; cu
coordonatele (3.8), se obtine forma finala:

W (pp, v, T T,) =W, (T, T,) +W, (T, T,) + R (v v, T T, )+

unde
W, (Tl,'l'2 ) =00, -0,T, = 3.9)
=0.49470788472448207T, —0.32200478020850365T,, '
w, (Tl,T2 ) =G, T2+, T,T, +Cy, T/, (3.10)

Cyo = -41.5987, ¢, = -458.902, c,, = 64.1789, W, (0,, 7, ) = 65.918 0.

Rezultate similare au fost obtinute si pentru celelalte pozitii
bisectoriale de echilibru S;. Acest rezultat indica ci toate calculele efectuate
in SCS Mathematica sunt corecte si in concordanta cu concluziile teoretice
rezultate din cauza simetriei modelului gravitational studiat. Astfel se poate
concluziona céd punctele stationare stabile in prima aproximatie sunt stabile
si in sens Lyapunov.

Teorema 3.2. Existd asa valori ale parametrului m, i valori

corespunzitoare ale parametrului o pentru care punctele stationare ale
problemei marginite a opt corpuri sunt stabile nu numai in prima
aproximatie, dar sunt stabile si In sens Lyapunov.

S-a studiat mai apoi stabilitatea solutiilor stationare in forma
numerica, S-au cercetat caracteristicele geometrice ale domeniului de
stabilitate a punctelor stationare. Asa cum pentru rezolvarea acestei
probleme nu pot fi aplicate metodele analitice, s-au efectuat un sir de
experimente numerice. Acestea oferd o informatie noua despre comportarea
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traiectoriei in vecindtatea punctelor de echilibru. Transformarile si calculele

Mathematica [5, 6, 7, 8, 25, 30].
Ecuatiile diferentiale ce descriu miscarea corpului P, (X,y,z) in

campul gravitational format de corpurile Po, P1, P2, P3, P4, Ps, Ps in spatiul
cu rotatii au forma:

2
ax z( —de—Y:a)ZX - fmgX +@,
dt dt r oX
2
Y 20X _ oy MY R (3.11)
dt dt r oY
d’z  fmZ ¢R
=)+ —
dt? P oz
unde
R:fimj iixxjw\a/ﬁzzj |
i\ Ay f
(3.12)

AS :(Xi’X)Z‘L(YJ’Y)Z“L(ZJ'*Z)Z'
P=XE+Y +Z2r = X24+Y 2427,

i=12,..6,

(X;.Y;,Z; =0)sunt coordonatele corpurilor Py, P, Ps, P, Ps, Pe, iar
m,=m, = f(m,a), my=m, = f,(m,a), ® = f;(m,a)se  determina
din conditiile de existentd ale configuratiei [1, 2, 19, 20]. Vom studia in
continuare punctul stationar

S(1.41168,-0.12379 ), (3.13)
determinat pentru m, =0.0lsi « =0.8584,Z =0. El este liniar stabil,
deoarece valorile proprii ale matricei sistemului liniarizat au partea reala
nula: £0.49471i; +0.32201i.

Folosind sistemul de calcul Mathematica, putem rezolva ecuatiile
diferentiale (3.11) cu datele initiale (3.13) pe un interval de timp destul de
mare sub forma de functii de interpolare. Solutiile ecuatiilor diferentiale se
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obtin nu sub forma de tabele, dar sub forma de functii de interpolare. Axele
de coordonate au originea in punctul S. Graficele acestora pot fi construite
pentru diferite intervale de inegrare. in Figura 3.1 este prezentat graficul
solutiei pentru intervalul de timp: 0 <t < 250.

Din desen se vede ca traiectoria nu se departeaza cu mult de la
punctul de echilibru S.

yt

- 0123792 |-

I I I N
141168 141168 141168 /1{11\6% 123792
\ .

\gﬁ

- 0:123792

Fig. 3.1 Graficul solutiei, 0 <t <250

Fie Ar(t) distanta locald de la punctul de echilibru pand la punctul

de pe traiectorie. Vom examina comportarea lui  Ar(t), pentru acelasi
interval de timp ca in Figura 3.1. Vom avea:

It

12110 9 /\
1110 9F /
8.1 10 101 |
6.1 10 0 F | M‘\‘ I
4.0 10 10 \H”\/\ \\\

/ ¥ \[ —
2.0 10 0 ) | [/ -

\ el
L L I L L

50 100 150 200 250

Fig.3.2 Graficul Ar(t), 0<t <250

Din Figura 3.2 se vede ca departarea traiectoriei de la punctul de
echilibru este destul de mica. La intervale mari de timp traiectoria tinde sa
pastreze aceeasi distantd. Deci, In baza acestor experimente numerice putem
admite cd punctul S este asimptotic stabil.
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Procedurile de rezolvare numericd a ecuatiilor diferentiale ale
miscarii corpurilor in problema marginita a opt corpuri permit de a estima
calitativ dimensiunea si forma domeniului de stabilitate pentru intervale de
timp suficient de mari. Rezultatele studiului numeric nu sunt in contradictie
cu cercetdrile teoretice.

CONCLUZII GENERALE SI RECOMANDARI

In lucrare s-au modelat matematic ecuatiile miscirii a opt corpuri si
s-a studiat influenta cdmpului gravitational al configuratiei formatd din
sapte corpuri asupra miscarii unei mase infinit mici amplasate in acest
sistem alpicand teoria KAM.

Problema stiintificaA importanta solutionata consta in abordarea
metodelor calitative si constructive de studiu al ecuatiilor miscarii a opt
corpuri ce descriu modelul matematic, ceea ce a contribuit la determinarea
configuratiei si a conditiilor de existentd a punctelor stationare in vederea
aplicarii lor ulterioare 1n descrierea exacta a evolutiei sistemului dinamic.
Rezultatele cercetarilor elaborate ne permit de a efectua urmatoarele
concluzii si recomandari:

Concluzii generale:

Pentru modelul cercetat:

1. a fost determinata configuratia modelului a 7 corpuri [17, 18, 24];

2. au fost obtinute conditiile de existenta ale problemei newtoniene a sapte
corpuri configuratia careia reprezintd un patrat in varfurile caruia se afla
masele ms, my, M3, M4, doud mase ms si Mg se afld pe o diagonala a sa, iar
al saptelea corp este plasat in centrul de greutate al sistemului [21, 22,
23, 24, 28, 29];

3. au fost determinate punctele stationare in problema marginitd a opt
corpuri si studiatd stabilitatea lor liniara [16, 18, 19, 20, 26, 27]. in
particular, au fost liniarizate ecuatiile diferentiale ale problemei
marginite In vecindtatea punctelor stationare, au fost determinate
valorile proprii ale matricei sistemului liniarizat, au fost obtinute
conditiile de stabilitate liniara a punctelor de echilibru (stationare);
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4. s-au obtinut conditiile de stabilitate In sens Lyapunov a punctelor de
echilibru [16, 20, 25, 30]. In particular, a fost construit hamiltonianul
problemei marginite, a fost liniarizat sistemul hamiltonian, a fost
normalizatd forma patratica a hamiltonianului Hy i forma cubica Hs, s-a
eliminat forma cubica Hs si s-a normalizat forma Hs. Au fost determinate
conditiile de aplicare in practica a rezultatelor.

Recomandairi:

Rezultatele obtinute si metodele de cercetare elaborate pot fi
folosite: in dezvoltarea de mai departe a studiului problemei newtoniene a
n-corpuri cu simetrie incompletd, in proiectarea, dirijarea zborurilor
cosmice, in procesul de predare a ecuatiilor diferentiale, cat si in asa
compartimente ca mecanica cereasca, teoria stabilitatii, modelarea
matematica.
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ADNOTARE
Cebotaru Elena
» Cercetarea stabilititii in sens Lyapunov a solutiilor stationare in modelul
dinamic Albaouy—Grebenicov (cazul a opt corpuri planare)”. Tezi de doctor in
stiinte matematice, specialitatea 112.03 — Cibernetica matematica si cercetéri
operationale. Chisinau, 2018.

Structura tezei: lurarea este scrisa in limba romana si consta din
introducere, 3 capitole, concluzii generale, bibliografie ce cuprinde 93 de titluri, 117
pagini de text de baza, 26 figuri si 3 tabele. Rezultatele obtinute sunt publicate in 15
lucrari stiintifice.

Cuvinte cheie: problemd marginita a n-corpuri, model matematic,
configuratie centrala, punct stationar, stabilitate in prima aproximatie, stabilitate in
sens Lyapunov, sisteme hamiltoniene, algoritm, algebra computerizata.

Domeniul de studiu al tezei: reprezintd bazele teoretice si metodele de
modelare matematicd si analizd a modelelor dinamicie ale mecanicii ceresti care
permit studiul acestora cu precizia necesara in scopuri practice.

Scopul si obiectivele lucririi: Scopul principal al lucrarii consta in a
studia influenta campului gravitational al configuratiei formate din sapte corpuri
asupra miscarii unei mase infinit mici amplasate in acest sistem. Pentru a rezolva
aceastd problemad este necesar sd realizim urmdtoarele obiective: determinarea
conditiilor de existenta ale modelului, determinarea punctelor stationare in problema
stationare.

Noutatea si originalitatea stiintifici: constd in determinerea si studierea
stabilitatii unei clase noi de solutii in problema marginitd a 7+1 corpuri configuratia
careia reprezintd un patrat cu doua mase pe una din diagonale si a saptea masa
plasata in originea sistemului de coordonate, ce coincide cu centrul de greutate al
patratului. Au fost elaborate programe in codurile sistemului de calcul Mathematica
pentru studiul problemei date.

Problema stiintifici importantia solutionati: constd in abordarea
metodelor calitative si constructive de studiu al ecuatiilor miscarii a opt corpuri,
ceea ce a contribuit la determinarea configuratiei si a conditiilor de existentd a
punctelor stationare in vederea aplicarii lor ulterioare in descrierea exacta a evolutiei
sistemului dinamic.

Semnificatia teoretica si valoarea aplicativi a lucririi: in lucrarea
curentd s-a aratat ca existd configuratie in forma de patrat cu doud mase pe
diagonald; s-a demonstrat ca existd asa dimensiuni ale configuratiei pentru care
punctele stationare in problema marginitd sunt stabile in prima aproximatie si in sens
Lyapunov.

Implementarea rezultatelor stiintifice: Algoritmii si programele
computerizate dezvoltate in tezd au permis determinarea eficientd a conditiilor de
existentd a modelului si studiul stabilitatii solutiilor stationare. Acestea pot fi
utilizate in studiul altor modele matematice ale mecanicii ceresti. Rezultatele tezei
pot fi folosite in procesul de predare a ecuatiilor diferentiale, mecanica cereasca,
teoria stabilitatii, modelarea matematica.
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AHHOTAIUA

Yedorapy Enena
«HMccienoBanne ycTOHYHBOCTH B cMbIcie JIAMYHOBY CTAHOHAPHBIX PeLICHHIi B
JAUHAMHYecKoi Mojeau AibOayun-I'pedennkoBa (ciaydaili BOCbMH TeJl B INIOCKOCTH)».
Juccepranusi Ha COMCKAHME YYEHOMH CTeNeHH KaHH1aTa MaTeMAaTHYeCKHX HAayK 10
cnenuanbHocTH 112.03 - Maremarnyeckasi KHGepHETHKA H ONlePAllHOHHbIE
uccaenoBanus. Kmmmnes, 2018.

CTpyKTypa auccepranuu: padora HalucaHa Ha PYMBIHCKOM SI3bIKE€ U COCTOMT M3
BBEJICHUS, TpeX IJIaB, 3aKJIOYeHUs, 93 HCTOUHMKA JuTepaTypbl, 117 cTpaHHIl OCHOBHOrO
TekcTa, 26 pucyHka u 3 tabmui. IlodydeHHble pe3ynbTaThl ONMyOIHKOBaHBI B 15 HaydHBIX
paboTax.

KarwueBble ci10Ba: orpaHdMYeHHas 3ajada n-TeJl, MaTeMaTHuYecKas MOJelb,
LEHTpaJIbHasE KOH(Urypanus, CTalHOHApHAsI TOYKA, YCTOMYUBOCTH B IEPBOM IPUOIIDKEHUN,
YCTOHUMBOCTh B cMbIcie JIsmyHOBa, raMHUJIBTOHOBBI CHUCTEMBI, aIlOPUTM, KOMIIBIOTEpHAs
anrebpa.

O0sacTh MCCJIeIOBAHUS JMCCEPTANMU: TEOPETHUECKUE OCHOBBI M METOJIbI
MaTEMATHYECKOr0 MOACIUPOBAHUSA U aHa/IM3a JUHAMHUYCCKUX MO}ICJ’IC]‘/‘I HeOeCHOMH MCXaHUKH,
KOTOPBIE IMO3BOJISIIOT UX UCCIICIOBAHUE C IOCTATOUHON TOYHOCTBIO JI MPAKTHUYECKUX LIENIEH.

Ieab u 3amaun: OCHOBHOM I€IbIO JAHHON PabOTHl ABJISAETCA M3ydEHHE BIMSHUS
I'PABUTALMOHHOTO TOJIs KOH(GUTYpaLUK, COCTOSILEr0 U3 CEMH Tel, Ha JABMKEHHE OECKOHEUHO
MaJloil Macchl, PacrojOXEHHOW B 3TOH cucreme. s pemieHus 3TOH 3a1aud HEOOXOAMMO
PEUIMTh CIEAYIOIIUE 3aJlaud: OMNPENeMTh YCJIOBUS CYIIECTBOBAHHMS MOJENHU, ONpPEJEIUTh
CTallMOHApHbIE TOYKH B OrPAaHMYEHHOH 3ajade, M3YYUTh JMHEHHYIO YCTOHYMBOCTH H
YCTOMUYUBOCTB B cMbICiIe JIsiMyHOBA CTAl[MOHAPHBIX PELICHUI.

HayyHasi HOBM3Ha M OPHIMHAJIBLHOCTBH: COCTOMT B ONPENCICHUH U U3YYECHUH
YCTOMYMBOCTH HOBOTO KJIacca PELICHHH B OrpaHuyYeHod 3amade 7 + 1 Ten, KoHQUrypamus
KOTOPO#i MpeacTaBisieT co0oi KBaJgpaT ¢ ABYMs MaccaMy Ha OJHOW U3 MaroHajiel u ceabpMoit
Maccoii, pacIioyloKEHHOW B Hauyajle CUCTEMbl KOOPAMHAT, COBMAJAIONIEH C IIEHTPOM TSKECTH
KBajparta. beum pa3zpaboTaHbl MPOrpaMMbl B KOJaX BBIYMCIMTENIBHON cucTeMbl Mathematica
JUISL M3ydEHUS POOIIEMBL.

I'naBHasi pelmeHHAasi 321a4a: COCTOUT B KAUECTBEHHOM U KOHCTPYKTHBHOM METOZIE
N3yYeHHs YPaBHEHMH IBIKCHHsS BOCBMH TeJ, ONMCBHIBAIOIIME MATEMATHUYECKYI0 MOJCIb,
KOTODPBIH IOMOT OHpeeInTh KOH(UIYpaIlMI0 M YCIOBUIl CyIIECTBOBAHMS CTAI[HOHAPHBIX
TOYEK UIA MX HOCJEIYIONIEro NPUMEHEHHS B TOYHOM ONMCAHHH IBOIIOIHUM THHAMHYECKOH
CHCTEMBI.

Teoperuyeckasi U NPUKJIAAHAS 3HAYUMOCTB: B TeKyIIel paboTe ObIIO MOKa3aHO,
YTO CYIIECTBYeT KOH(uUrypanus B (GopMe KBagpaTa ¢ IBYMsS MaccaMM IO AMArOHAIM; OBLIO
JOKA3aHO, UTO CYIIECTBYIOT TaKHE pa3Mepbl KOH(UIYpaluH, A1 KOTOPHIX CTAI[HOHAPHBIC
TOYKH B OTPAaHHYCHHON 3a/1aue yCTOHYHBEI B IIEPBOM IPHOIKEHUH U B cMEIcIe JIsmyHoBa.

BHeapenne Hay4YHBIX pe3y/1bTaToOB: PazpaGoTaHHbIC B UCCEPTALUH AATOPHTMEI X
KOMITBIOTEpHBIE IPOrPaMMBbI MO3BOMMIN 3()(GEKTUBHO ONpPEIEIUTh YCIOBHS CYIIECTBOBAHUS
MOJIENI U U3YYUTh YCTOMYMBOCTH CTAIMOHAPHBIX penreHui. OHH MOTYT OBITb HCIIOIb30BaHbI
IpH U3YYeHHH JAPYIHX MaTeMaTH4eCKUX Mojeneil HeOecHOH MeXaHUKH. Pe3ymbTaTs
JHCCePTallii MOTYT OBITh HCIONB30BAHBI IIPH IPOCKTHPOBAHMY, YIPABICHUH KOCMHUYECKHX
TIOJICTOB, IIPH IIpenofaBaHuu AU GepeHHaIbHBIX YpaBHEHHH, HeOSCHOH MEeXaHHKHU, TEOPUH
YCTOHYHBOCTH, METOJOB MaTEMAaTHIECKOI'O MOAEIHPOBAHHUSL.
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ANNOTATION

Cebotaru Elena
"'Researching stability in the Lyapunov sense of stationary solutions in the dynamic
Albaouy-Grebenicov model (the case of eight planar bodies)"".
PhD thesis in Mathematics Sciences, specialty 112.03 - Mathematical cybernetics and
operational research. Chisiniu, 2018.

Thesis structure: the study is written in Romanian and consists of an introduction,
3 chapters, general conclusions, 93 bibliography items, 117 pages of main text, 26 figures and
3 tables. The obtained results were published in 15 scientific papers.

Keywords: the restricted problem of n-bodies, mathematical model, central
configuration, stationary point, stability in the first approximation, stability in the Lyapunov
sense, Hamiltonians systems, algorithm, computer algebra.

Field of study of the thesis: the theoretical basis, the methods of mathematical
modeling and analysis of the dynamic models of the celestial mechanics which allow their
study with the necessary precision for practical purposes.

The aim of research: The main aim of the paper is to study the influence of the
gravitational field of the seven-body configuration on the movement of an infinitely small mass
placed in this system. To solve this problem it is necessary to achieve the following objectives:
determining the existence conditions of the model, determining the stationary points in the
restricted problem, studying the linear stability and Lyapunov stability of the stationary
solutions.

Scientific innovation and originality: consists in determining and studying the
stability of a new class of solutions in the restricted problem of 7 + 1 bodies whose
configuration is a square with two masses on one of the diagonals and the seventh table placed
in the origin of the coordinate system coinciding with the center of gravity of the square.
Programs have been developed in the Mathematica computing system codes to study the
problem.

The main scientific solved problem: consists in the using of the qualitative and
constructive study methods of the equations of the motion of the eight bodies, that describes a
mathematical model, which contributed to the determination of the configuration and the
existence conditions of the stationary points for their subsequent application in the exact
description of the evolution of the dynamic system.

The theoretical significance and applicative value of the thesis: in the current
paper it has been shown that there is a square-shaped configuration with two masses on
diagonally; it has been demonstrated that there are such dimensions of the configuration for
which the stationary points in the restricted problem are stable in the first approximation and
Lyapunov sense.

The implementation of the scientific results: The algorithms and computer
programs developed in the thesis have made it possible to effectively determine the model's
existence conditions and to study the stability of stationary solutions. They can be used in the
study of other mathematical models of celestial mechanics. The results of the thesis can be
used in the design, management of space flights, in the teaching of differential equations,
celestial mechanics, stability theory, mathematical modeling methods.
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