UNIVERSITATEA TEHNICA A MOLDOVEI

Cu titlu de manuscris

C.Z.U.: 519.718, 519.624

CEBOTARU ELENA

CERCETAREA STABILITATII iN SENS LYAPUNOV A

SOLUTIILOR STATIONARE iN MODELUL DINAMIC

ALBAOUY - GREBENICOV (CAZUL A OPT CORPURI
PLANARE)

112.03 — CIBERNETICA MATEMATICA SI CERCETARI
OPERATIONALE

Teza de doctor in stiinte matematice

Conducitor stiintific: Grebenicov Evghenii

Doctor hab. in stiinte
fizico-matematice,
prof. univ.

Consultant stiintific: Cioban Mitrofan,

Doctor hab. in stiinte
matematice, prof. univ.,
academician

Autorul: Cebotaru Elena

CHISINAU, 2018



©  Cebotaru Elena, 2018
2



CUPRINS

ADNOTARI .. ..o 5
INTRODUCERE ...ttt e e e e e 8
1. SCURT ISTORIC AL REZULTATELOR STIINTIFICE DE BAZA REFERITOARE
LA PROBLEMA NEWTONIANA A MAI MULTORCORPURI . ......coooviinnn . 15

1.1. Formularea matematica a problemei newtoniene a n corpuri............cc. .o oo v v oo v o 215

1.2. Diferite aspecte ale problemei integrabilitatii ecuatiilor diferentiale ale problemei a mai

MUROT COTPUNL . o e e e e e e e e e 20

1.3. Ideile lui Poincaré despre integrabilitatea asimptotica a ecuatiilor diferentiale......... .. ... . 25
1.4. Determinarea solutiilor particulare exacte.... . ...t i 31

1.5. Despre stabilitatea solutiilor homografice ale problemei newtoniene marginite.. . .. .. ... . 35

1.6. Concluzii lacapitolul 1 . .. .. .. o 39
2. STUDIEREA STABILITATII iN PRIMA APROXIMATIE A SOLUTIILOR
STATIONARE iN PROBLEMA MARGINITA A OPT CORPURI ....................ccc...... 41
2.1. Algoritmul general de generare a ecuatiilor diferentiale ce descriu problemele marginite ale

AINAMICTT COSIMICE ...ttt ettt ettt e e e e et e et e et e et et e e e et e e e e eeens 41
2.2. Ecuatiile diferentiale ale problemei marginite a opt COTPUIT .....ovvvviierniieiiiiieeeiieeaenns 47
2.3. Teoremele despre existenta solutiilor StationNare ..............cooceeieerieiiieieeniieie e e 50
2.4. Determinarea pozitiilor de echilibru ..., 52
2.5. Teoremele despre stabilitatea si instabilitatea liniara a punctelor stagionare ......................... 66
2.6. CoNCIUZIi 12 CAPILOIUL 2 ... et e 73
3. STUDIEREA STABILITATII iN SENS LYAPUNOV A SOLUTIILOR STATIONARE
N PROBLEMA MARGINITA A OPT CORPURI .........coooiiiimiiiiiiiiiiieeieii, 75
3.1. Teorema despre stabilitatea in sens Lyapunov a punctelor stationare ale sistemelor
NAMITEONIENE ...t r et b et b ettt e b ene e 75
3.2. Normalizarea partii patratice a hamiltonianului ...........ccoccoeiiiiiiiiiii i 77

3.3. Normalizare in sens Birghoff a formei cubice si a formei de ordinul patru a

NAMIIEONIANUIUT ... s 87
3.4. Studiul stabilitatii solutiilor stationare In forma numerica..................cooeviiiininnen. 102
3.5 Concluzii 1a capitolul 3.......c.ooiie e 115



CONCLUZII GENERALE SIRECOMANDARL..........ccccoccoovimionieinseseseseeeee e, 116

BIBLIOGRAFIE. . . o 118
DECLARATIA PRIVIND ASUMAREA RASPUNDERII ..............................125
CV-UL AUTORULUL . .o e e, 126



ADNOTARE

Cebotaru Elena
»Cercetarea stabilititii in sens Lyapunov a solutiilor stationare in modelul dinamic
Albaouy-Grebenicov (cazul a opt corpuri planare)”. Teza de doctor in stiinte matematice,
specialitatea 112.03 — Cibernetici matematica si cercetiri operationale. Chisinau, 2018.
Structura tezei: lurarea este scrisa in limba romana si consta din introducere, 3 capitole,

concluzii generale, bibliografie ce cuprinde 93 de titluri, 117 pagini de text de baza, 26 figuri si 3
tabele. Rezultatele obtinute sunt publicate in 15 lucrari stiingifice.

Cuvinte cheie: problema marginita a n-corpuri, model matematic, configuratie centrala,
punct stationar, stabilitate in prima aproximatie, stabilitate in  sens Lyapunov, sisteme
hamiltoniene, algoritm, algebra computerizata.

Domeniul de studiu al tezei: reprezinta bazele teoretice si metodele de modelare
matematica si analiza a modelelor dinamicie ale mecanicii ceresti care permit studiul acestora cu
precizia necesara n scopuri practice.

Scopul si obiectivele lucrarii: Scopul principal al lucrarii constd in a studia influenta
campului gravitational al configuratiei formate din sapte corpuri asupra miscarii unei mase
infinit mici amplasate in acest sistem. Pentru a rezolva aceastd problema este necesar s realizam
urmatoarele obiective: determinarea conditiilor de existenta ale modelului, determinarea
Lyapunov a solutiilor stationare.

Noutatea si originalitatea stiintifica: consta in determinerea si studierea stabilitatii unei
clase noi de solutii in problema marginitd a 7+1 corpuri configuratia careia reprezintd un patrat
cu doua mase pe una din diagonale si a saptea masa plasata in originea sistemului de coordonate,
ce coincide cu centrul de greutate al patratului. Au fost elaborate programe in codurile sistemului
de calcul Mathematica pentru studiul problemei date.

Problema stiintifica importanta solutionata: consta in abordarea metodelor calitative
si constructive de studiu al ecuatiilor miscarii a opt corpuri, ceea ce a contribuit la determinarea
configuratiei si a conditiilor de existentd a punctelor stationare in vederea aplicarii lor ulterioare
in descrierea exacta a evolutiei sistemului dinamic.

Semnificatia teoretica si valoarea aplicativa a lucrarii: in lucrarea curenta s-a aratat ca
existd configuratie in forma de patrat cu doua mase pe diagonald; s-a demonstrat cd exista asa
dimensiuni ale configuratiei pentru care punctele stationare in problema marginita sunt stabile in
prima aproximatie si in sens Lyapunov.

Implementarea rezultatelor stiintifice: Algoritmii si programele computerizate
dezvoltate In tezd au permis determinarea eficientd a conditiilor de existentd a modelului si
studiul stabilitétii solutiilor stationare. Acestea pot fi utilizate in studiul altor modele matematice
ale mecanicii ceresti. Rezultatele tezei pot fi folosite in procesul de predare a ecuatiilor
diferentiale, mecanica cereasca, teoria stabilitatii, modelarea matematica.
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«HccnenoBanne ycTOMYMBOCTH B CMbIcIe JISIMyHOBY CTAIIMOHAPHBIX PellIeHUI B
AUHAMUYECKOH Mojeu AibO0ayu-I'pedeHuKkoBa (ci1y4ail BOCBMH Tesl B IIJIOCKOCTH)».
Jduccepranysi Ha CONCKAHUE YUCHOIH CTeleHHU KaHIMAaTa MAaTeMaTH4eCKHX HAYK 10
cnennaabHocTH 112.03 - MaTtemaTHyeckasi KuOepHeTHKA M ONePAllMOHHbIE HCCJIeOBAHMS.
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CTpykTypa AuccepTrauuu: padoTa HaMMcaHa Ha PYMBIHCKOM $I3bIKE€ U COCTOUT M3 BBEIICHUS,

TpeX TIJaB, 3aKiI0ueHus, 93 UCTOYHUKA JUTEepaTypsl, 117 cTpaHuIl OCHOBHOrO TeKcTa, 26 pUCyHKa U
3 Tabmuu. [TonyueHHsle pe3ynbTaTsl onyOInKoBaHbI B 15 HaydHbIX paboTax.

KiroueBble cjioBa: orpaHHueHHas 3ajada n-Tej, MaTeMaTH4ecKas MOJAEb, LIEHTpalbHas
KOH(Urypanusi, CTallMOHAPHAs TOYKA, YCTONYMBOCTH B NEPBOM MPUOJIMKEHUH, YCTOWYMBOCTH B
CMBICIJIC .HHHYHOBa, TraMUJIbTOHOBBI CUCTEMBbI, AJITOPUTM, KOMIIBIOTCPHAA aJIre6pa.

O0JiacTe  HMCCIeI0BAHUSL  JAMCCEPTALMM:  TEOPETUYECKHME  OCHOBBI M METOJBI
MAaTeMaTU4CCKOro MOACIUPOBAHUA W aHAJIM3a JUHAMUYCCKUX MOI[CJ'ICI\/’I HeOecHOM MECXaHHKU,
KOTOpPBIE MO3BOJISIIOT UX UCCIIEIOBAHUE C JOCTATOYHON TOYHOCTBIO ISl IPAKTUYECKUX LIETEH.

Hear u 3agaum: OCHOBHOM 1ENbIO JaHHOM paOOTHI SBISIETCS W3Yy4YEHUE BIUSHUS
I'PaBUTALIMOHHOTO MO KOH(UTYPAINH, COCTOSAIIETO U3 CEMH TeJl, Ha IBUKEHNE OECKOHEYHO Majlon
Macchl, pacloONIOKEHHOH B 3TOW cucteme. [lng pemeHus 3TOM 3agadM HEOOXOOMMO pELINTH
CIIEQYIOIME 33Jauu: ONPENEIUTh YCIOBUS CYLIECTBOBAHUS MOJIENH, ONPEAEIUTHh CTAlMOHAPHbIE
TOYKA B OTPAHWUYEHHOM 3aJade, M3YYUTh JIMHEHHYI0 YCTOWYMBOCTh W YCTOWYHMBOCTH B CMEICIE
JIAmyHOBa CTalMOHAPHBIX PEMIEHUN.

Hayynass HOBHM3HAa M OpPHMIMHAJBHOCTb: COCTOUT B ONPEACICHUM M H3YyUCHHH
YCTOHYMBOCTH HOBOTO KJIacca peNIeHWH B OTpaHHUYCHOM 3amade 7/ + 1 Ten, KoHPUTypaius KoTopoi
MIPENICTaBISIET COOOM KBajpaT C ABYMsS MaccaMH Ha OIHOW W3 JHWaroHajed M CeIpbMOW Maccow,
PacrnoNoKeHHON B Hayajle CUCTEMbI KOOPAMHAT, COBIIAJAIONIEH ¢ LIEHTPOM TSDKECTH KBajparta. beuin
pa3paboTaHbl MpOrpaMMbl B KOJaX BBIYMCIMTENBbHOW cucTeMbl Mathematica s u3ydeHHS
MPOOJIEMBI.

I'maBHas pemeHHasi 3agada: COCTOMT B KAuyeCTBEHHOM M KOHCTPYKTUBHOM METOAE
W3Y4EHUsl ypaBHEHHWI JIBM)KEHHS BOCBMHU TEJl, OIHUCBHIBAIOIIME MATEMaTHYECKYI0 MOJIENb, KOTOPBII
MIOMOT ONpeAETIUTh KOH(MUTYPAIIMI0 M YCIOBHI CYIIECTBOBAHWS CTAI[MOHAPHBIX TOYEK VI HMX
MOCJIEAYIOLIETr0 MPUMEHEHHS B TOUHOM ONMCAHUU IBOJIIOLUHU JUHAMUYECKON CHCTEMBI.

Teopernyeckasi M NMPHUKJIAJHAA 3HAYMMOCTB. B TeKylleld pabore ObUIO MOKA3aHO, YTO
cymecTByeT KoHpurypauus B (opMe KBajgpaTa ¢ IBYMsS Maccami IO JWArOHaiI; ObLIO JIOKa3aHo,
YTO CYIIECTBYIOT Takue€ pa3Mepbl KOH(PUTypalHuu, Ui KOTOPHIX CTAllMOHAPHBIE TOYKH B
OrpaHMYEHHOI 3a/1aue YCTOWYMBEI B IEPBOM MPHOIMKEHUHU U B cMbIcie JIsmyHoBa.

BHeapenune HaydHbIX pe3yabTaToB: PaspaboraHHble B AMCCEPTALMM  ANTOPUTMBI U
KOMITBIOTEPHBIE MPOrPaMMBbI TI03BOIMIH 3(PPEKTUBHO OMPEAEIUTh YCIOBUS CYIIECTBOBAHUS MOJIEIN
U M3YYUTh YCTOWYHMBOCTH CTAI[MOHAPHBIX perieHnid. OHU MOTYT OBITh MCIONB30BAHBI MPU U3YYCHHUU
JIPYruxX MaTeMaTUYeCKuX Mojenedl HeOecHOW MeXaHWKH. Pe3ynmbTaThl auccepTaiii MOTYT OBITh
WCIOJb30BaHbl MPU MPOEKTUPOBAHUM, YNPABICHUM KOCMHYECKHX TIOJETOB, HpPU MpPEnojaBaHuu
T epeHInanbHbIX  YpaBHEHUH, HEOECHOHM MEXaHWKH, TEOpUH YCTOWYMBOCTH, METOJO0B
MaTeMaTUYECKOr0 MOAEIUPOBAHUS.



ANNOTATION
Cebotaru Elena
""Researching stability in the Lyapunov sense of stationary solutions in the dynamic
Albaouy-Grebenicov model (the case of eight planar bodies)™".
PhD thesis in Mathematics Sciences, specialty 112.03 - Mathematical cybernetics and
operational research. Chisinau, 2018.

Thesis structure: the study is written in Romanian and consists of an introduction, 3
chapters, general conclusions, 93 bibliography items, 117 pages of main text, 26 figures and 3
tables. The obtained results were published in 15 scientific papers.

Keywords: the restricted problem of n-bodies, mathematical model, central
configuration, stationary point, stability in the first approximation, stability in the Lyapunov
sense, Hamiltonians systems, algorithm, computer algebra.

Field of study of the thesis: the theoretical basis, the methods of mathematical modeling
and analysis of the dynamic models of the celestial mechanics which allow their study with the
necessary precision for practical purposes.

The aim of research: The main aim of the paper is to study the influence of the
gravitational field of the seven-body configuration on the movement of an infinitely small mass
placed in this system. To solve this problem it is necessary to achieve the following objectives:
determining the existence conditions of the model, determining the stationary points in the
restricted problem, studying the linear stability and Lyapunov stability of the stationary
solutions.

Scientific innovation and originality: consists in determining and studying the stability
of a new class of solutions in the restricted problem of 7 + 1 bodies whose configuration is a
square with two masses on one of the diagonals and the seventh table placed in the origin of the
coordinate system coinciding with the center of gravity of the square. Programs have been
developed in the Mathematica computing system codes to study the problem.

The main scientific solved problem: consists in the using of the qualitative and
constructive study methods of the equations of the motion of the eight bodies, that describes a
mathematical model, which contributed to the determination of the configuration and the
existence conditions of the stationary points for their subsequent application in the exact
description of the evolution of the dynamic system.

The theoretical significance and applicative value of the thesis: in the current paper it
has been shown that there is a square-shaped configuration with two masses on diagonally; it has
been demonstrated that there are such dimensions of the configuration for which the stationary
points in the restricted problem are stable in the first approximation and Lyapunov sense.

The implementation of the scientific results: The algorithms and computer programs
developed in the thesis have made it possible to effectively determine the model's existence
conditions and to study the stability of stationary solutions. They can be used in the study of
other mathematical models of celestial mechanics. The results of the thesis can be used in the
design, management of space flights, in the teaching of differential equations, celestial
mechanics, stability theory, mathematical modeling methods.



INTRODUCERE

Se examineaza problema newtoniana a sapte corpuri configuratia carora verifica
conditiile: corpurile formeaza un sistem plan centralizat In forma de patrat, in varfurile caruia se
afla masele my, mz, ms, M4, doud mase ms si Me se afla pe o diagonala a sa, iar al saptelea corp
este plasat in centrul de greutate al configuratiei.

Se studiaza influenta campului gravitational al configuratiei date asupra miscarii unei
mase infinit mici amplasate in acest sistem.

Actualitatea si importanta problemei abordate:

Modelele matematice ale mecanicii ceresti si ale dinamicii cosmice, la care se refera
problema Newtonoiana, sunt, de reguld, descrise prin sisteme de ecuatii diferentiale neliniare
avind o structura analitica foarte complicata. Lipsa unor metode universale de integrare exacta a
unor astfel de sisteme a stimulat dezvoltarea unor metode analitice aproximative $i numericO-
analitice care pot fi implementate in algoritmi computerizati eficienti. Studiile n aceastd directie
sunt asociate cu numele lui K. Zundman, V.A. Brumberg, E.A. Grebenicov, Yu.A. Ryabov si alti
oameni de stiintd, in ale cdror lucrdri au fost obtinute o serie de rezultate fundamentale si S-au
dezvoltat algoritmi pentru construirea solutiilor, in primul rdnd pentru problema clasica
Newtoniana a trei corpuri si varietatile ei sub forma unor serii. Aceste rezultate cunoscute au fost
obtinute, de reguld, in "perioada de precomputere", prin urmare, nu pot fi adaptate intotdeauna la
noile tehnologii informationale.

In prezent devin tot mai eficiente metodele de cercetare calitative ale sistemelor
dinamice, bazate pe determinarea solutiilor speciale exacte ale ecuatiilor diferentiale de miscare
si analiza ulterioara a stabilitatii lor, folosind cele mai recente progrese in matematica
computerizata [37, 63, 84, 85, 86]. Aceasta abordare apartine Iui A. Poincaré si A.M. Lyapunov
si a lucrat bine in cazul modelului bine-cunoscut in astronomie, matematica si mecanicd -
problema marginitd a trei corpuri. Ea consta, in primul rand, in dezvoltareca de metode
matematice si algoritmi pentru construirea solutiilor particulare exacte si poate fi aplicata si in
cazul problemei newtoniene a n corpuri deoarece numarul de solutii determinate ale ei este foarte
mic. Rezultatele remarcabile in aceasta directie au fost obtinute de oamenii de stiinta din diferite
tari, printre care trebuie citati, in primul rand, V.M. Alekseev, G.N. Duboshin, A.A. Orlov, K.A.
Sitnickov, A. Albaouy, D. Bang, F. Cedo, A. Chenicer, J.M. Cors, O. Dziobek, V. Elmabsout, L.
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Euler, Y. Hagihara, J.L. Lagrange, P.C. Laplace, J. Llibre, K.R. Meyer, R. Moeckel, R.
Montgomery, F.R. Moulton, J.I. Palmore, L.M. Perko, D.G. Saari, D.S. Schmidt, V. Szebehely,
E.L. Walter, A.L. Whipple, A. Wintner si altii. Cele mai multe dintre solutiile exacte cunoscute
ale problemei newtoniene a n corpuri apartin unei asa-numite clase de solutii homografice,
conditiile suficiente pentru existenta carora au fost obtinute de Wintner in prima jumatate a
secolului al XX-lea, iar conditiile necesare au fost formulate mai apoi de E.A. Grebenicov. in
ciuda acestor rezultate fundamentale legate de determinarea solutiilor homografice exacte,
algoritmii constructivi pentru obtinerea lor cu ajutorul computerului in prezent sunt foarte putini.
Aceasta face ca problema dezvoltarii lor sa fie relevanta [36, 76, 78, 81, 87].

E de mentionat faptul ca primele sisteme simbolice computerizate au aparut, mai intii de
toate, pentru rezolvarea efectivdi a problemelor practice ale dinamicii ceresti si ale fizicii
teoretice, dar ele nu erau sisteme universale. Mai tirziu, prin anii 70 ai secolului trecut profesorul
Hern din USA a elaborat primul sistem universal al algebrei computerizate ,,Reduce-2”, care a
obtinut popularitate In USA si fosta URSS.

Dezvoltarea mecanicii homografice ceresti se datoreaza in mare masura datorita aplicarii
largi a noilor tehnologii computerizate , in primul rand a Sistemelor Algebrei Computerizate , ce
permit convinabil si efectiv de efectuat volume mari nu numai de calcule numerice dar si
analitice, fard de care e imposibild rezolvarea oricarei probleme a mecanicii ceresti. Printre
acestea pot fi enumerate Sistemele de Calcul Simbolic: ,,Maple”, ,,Mathematica” [33, 89],
,,Matcad”, aplicate des in diferite cercetari stiintifice.

In acest context, dezvoltarea modelelor de dinamica spatiala, a aparatului matematic si
algoritmilor pentru investigarea lor cu ajutorul tehnologiilor computerizate sunt foarte actuale.
Rezultate remarcabile in aceastd directie au fost obtinute de catre: V.I. Arnold, A.D. Bruno,
M.A. Vashkovyak, Yu.F. Gordeeva, E.A. Grebenikov, S.A. Gutnik, V.F. Edneral, G.B. Efimov,
N.l. Zemtsova, A.P. lvanov, A.M. Leontovich, M.J. Lidov, A.P. Markeev, C.B. Mironov, Yu.A.
Ryabov, V.A. Sarychev, A.G. Sokolsky, A. Albaouy si altii [13, 24, 25, 23, 26, 28, 36, 90 ].

Lucrarea este dedicata problemei existentei si stabilitatii in sens Lyapunov a punctelor
stationare in problema marginita a opt corpuri. Prin analogie cu problema clasica a trei corpuri,
formulata de Jacobi si Poincaré, E.A. Grebenicov a propus un model nou in mecanica cereasca —
problema marginitd a mai multor corpuri (n >3) in care cadmpul gravitational este generat de

corpurile ce formeaza figuri plane (poligoane regulate si sisteme de astfel de poligoane), ce se
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rotesc in jurul corpului central si intr-un astfel de camp se studiaza miscarea masei ce graviteaza
pasiv. Pentru n=3 existenta a astfel de confuguratii rezulta din teoria solitiilor homografice ale
problemei newtoniene a trei corpuri, fondata de cunoscutul matematician american A. Wintner.
Din rezultatele obtinute de Wintner rezulta ca in problema generala a trei corpuri (toate trei mase
sunt diferite de zero) exista solutii exacte ale ecuatiilor diferentiale geometric reprezentate de
triunghiuri echilaterale ce se rotesc si care au fost numite de el solutii homografice [61, 88].

Daca presupunem cad unul din punctele materiale are masa egala cu zero si prin urmare
nu influenfeaza asupra campului gravitational al celorlalte doua mase diferite de zero, obtinem
problema newtoniand marginiti a trei corpuri. In acest model existd solutia homografici in forma
de triunghi echilateral. Ea se descrie printr-un sistem obisnuit de ecuatii diferentiale de ordinul
sase care Intotdeauna poate fi scris in forma hamiltoniana. E bine cunoscut faptul cd stabilitatea
a oricarei solutii particulare a ecuatiilor problemei marginite a trei corpuri poate fi studiata doar
cu ajutorul teoriei KAM (teoria solutiilor conventional periodice ale lui A. N. Kolmogorov, V. I.
Arnold, lu. Moser). Doar in teoria KAM exista teoremele despre stabilitatea in sens Lyapunov a
solutiilor particulare ale sistemelor hamiltoniene [11, 12, 21, 24, 42, 49, 50, 51, 55, 77].

Sinteza teoremelor clasice si a teoriei KAM a fost neevitabild asa cum in limitele teoriei
clasice in cel mai bun caz pot fi obtinute rezultate despre stabilitatea formala (stabilitatea liniara
s.a.) si nu stabilitatea in sensul lui Lyapunov. Insusi Lyapunov considera aceasta drept una din
cele mai compicate probleme matematice pentru sistemele hamiltoniene. Teoria KAM, cel putin
pentru sistemele hamiltoniene cu doua grade de libertate, da raspuns la aceasta intrebare. Mai
mult ca atat, arsenalul sau poseda teoreme despre ,,stabilitatea pe masura conditiilor initiale”,
care in principiu pot fi aplicate In modelele teoretice ale dinamicii cosmice si a caror rol devine
si mai evident la rezolvarea problemelor dinamicii computerizate .

Partea constructiva a teoriei sistemelor hamiltoniene necesita intotdeauna realizarea unui
sir de transformari canonice ale lui Birghoff [21, 24, 35, 42, 48] ce aduce hamiltonianul la
asa-numita forma normald. Actual acest lucru anevoios poate fi realizat efectiv aplicand
metodele algebrei computerizate - un atribut inevitabil al calculelor simbolice moderne.

In studiul obisnuit al ecuatiilor diferentiale neliniare intotdeauna apare problema
existentei solutiilor particulare care poseda o careva simetrie pastrata in timpul procesului de

schimbare a variabilei independente.
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Determinerea si studierea stabilitatii punctelor de echilibru in problema marginita a mai
multor corpuri configuratia careia nu poseda simetrie completa este una din directiile actuale ale
teoriei KAM.

Scopul lucririi consta in studierea influentei campului gravitational al modelului
(configuratiei) format din sapte corpuri asupra miscarii unei mase infinit mici amplasate in acest
sistem.

Pentru a rezolva aceasta problema este necesar sa realizim urmatoarele obiective:

- determinarea conditiilor de exstentd a problemei newtoniene a sapte corpuri configuratia careia
reprezinta un patrat in varfurile caruia se afla masele m1, mz, mz, ms, doua mase ms si Mg se afla
pe o diagonala a sa, iar al saptelea corp este plasat in centrul de greutate al sistemului;

- determinarea punctelor stationare in problema marginita a opt corpuri;

- liniarizarea ecuatiilor diferentiale ale problemei marginite in vecinatatea punctelor stationare;

- determinarea valorilor proprii ale matricei sistemului liniarizat;

- determinarea conditiilor de stabilitate liniara a punctelor de echilibru;

- constructia hamiltonianului problemei marginite;

- liniarizarea sistemului hamiltonian;

- normalizarea formei patratice a hamiltonianului Hp;

- normalizarea formei cubice a hamiltonianului Hs;

- eliminarea formei cubice Hs si normalizarea formei Hy;

- determinarea stabilitatii in sens Lyapunov a punctelor de echilibru;

- determinarea conditiilor de aplicare in practicd a rezultatelor.

Metodologia cercetarii stiintifice. Metoda de cercetare se bazeaza pe aplicarea teoriei
analitice si calitative a ecuatiilor diferentiale, a teoriei stabilitdtii Lyapunov-Poincaré, a teoriei
Kolmogorov-Arnold-Moser (KAM) a solutiilor conventional periodice ale sistemelor
hamiltoniene, a teoriei si algoritmilor de programare matematica si utilizarea sistemelor moderne
de algebra la efectuarea calculelor numerice, prelucrarea informatiilor simbolice si vizualizarea
rezultatelor obtinute, folosirea softului specializat pentru efectuarea calculelor numerice si
studierea modelelor elaborate.

Noutatea si originalitatea stiintifica: deoarece clasele de solutii cu simetrie incompleta
au fost introduse recent de catre profesorul E. Grebenicov ele au fost mai putin studiate. Una din

directiile actuale ale teoriei KAM este determinerea si studierea stabilitatii punctelor de echilibru
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in problema marginita @ mai multor corpuri configuratia cireia nu poseda simetrie completa. in
lucrare se cerceteaza o clasd noud de solutii In problema newtoniand a sapte corpuri,
configuratia cireia reprezintd un patrat cu doud mase pe una din diagonale §i a saptea masa
plasata in originea sistemului de coordonate, ce coincide cu centrul de greutate al patratului. Au
fost elaborate programe in codurile sistemului de calcul Mathematica pentru studiul problemei
date.

Problema stiintificd importanta solutionata consta in abordarea metodelor calitative si
constructive de studiu al ecuatiilor miscarii a opt corpuri ce descriu modelul matematic, ceea ce
a contribuit la determinarea configuratiei si a conditiilor de existentd a punctelor stationare in
vederea aplicarii lor ulterioare in descrierea exacta a evolutiei sistemului dinamic.

Problema principald rezolvata constd in modelarea matematicd a sistemului dinamic
descris de configuratie, determinarea conditiilor de existentd a configuratiei cercetate,
determinarea punctelor stationare in problema marginita, stabilirea conditiilor de stabilitate in
echilibru stabile in prima aproximatie.

Semnificatia teoretici si valoarea aplicativa a lucrarii: in lucrarea curenta s-a construit
configuratia in formd de patrat cu doud mase pe diagonald; s-a demonstrat ca existd asa
dimensiuni ale configuratiei pentru care punctele stafionare in problema marginita sunt stabile in
prima aproximatie si in sens Lyapunov.

Studiile calitative si numerice ale sistemelor de acest tip contribuie la rezolvarea
sistemelor hamiltoniene de ecuatii diferentiale care descriu problemele specifice ale dinamicii
spatiului, inclusiv problemele zborurilor spatiale [65, 68, 78, 79 ]. O caracteristica a acestora din
urma este faptul ca traiectoria de zbor incepe intotdeauna in vecindtatea unor puncte singulare
ale ecuatiilor diferentiale de miscare, iar celalalt capat e in vecinatatea altor puncte singulare. Cu
alte cuvinte, este necesar sa se examineze setul de solutii care sunt invariabile in raport cu timpul
t, care includ punctele stationare, precum si studiul vecinatatii lor (vecinatatea punctelor
stationare stabile ale ecuatiilor diferentiale).

Rezultatele obtinute pot fi utilizate in dezvoltarea de mai departe a studiului problemei
newtoniene a n-corpuri cu simetrie incompleta, in procesul de predare a ecuatiilor diferentiale,

mecanica cereasca, teoria stabilitatii, modelarea matematica.
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Rezultatele stiintifice principale inaintate spre sustinere:
- a fost determinatd configuratia modelului a 7 corpuri,
- s-au determinat conditiile de existenta ale problemei newtoniene a sapte corpuri configuratia
careia reprezintd un patrat in varfurile caruia se afla masele my, mz, ms, ms4, doud mase ms si Mg
se afld pe o diagonala a sa, iar al saptelea corp este plasat in centrul de greutate al sistemului;
- s-au determinat punctele stationare in problema marginita a 7+1 corpuri;
- S-a studiat stabilitatea punctelor stationare in prima aproximatie a modelului;
- s-au determinat conditiile de stabilitate in sens Lyapunov a punctelor stationare stabile in prima
aproximatie si au fost obtinute conditiile de aplicare in practica a rezultatelor.

Aprobarea rezultatelor: Rezultatele lucrarii au fost expuse la urmatoarele conferinte si
foruri stiintifice:
— Determinarea vitezei unghiulare a migcarii de rotatie a cinci corpuri . Conferinta tehnico-
stiintifica a studentilor si doctoranzilor consacrata anului fizicii, UTM, noiembrie 17, 2005;
— Existence condisions of the central configuration in sense Witner for the 4-body problem as
an isosceles acute-angled triangle. CERMCS INTERNATIONAL CONFERENCE OF YOUNG
SCIENTISTS affiliated to the International Conference "Computer Algebra in Scientic
Computing-2006" (CASC 2006) September 11-15, 2006, Chisindu, Moldova,
— [lpobrema cywecmeoganusi cemelcmsa CmMayuOHAPHLIX PEUeHUll 8 HbIOMOHOBOU npobieme
yemolpex mei, U300PANCAeMbIX PABHODEOPEeHHBIMU mpey2oabHuKamu ¢ maccou enympu ux . 1l
MEXIyHapOIHAs Hay9YHO-TeopeTHueckas KoHpepeHus "Poib Gpu3nKo-MaTeMaTHYeCKUX HAyK B
COBpEMEHHOM o0pa3oBaTeabHOM IpocTpaHcTBe'', Mait 15-16, Atsipay, 2008, Kazaxcran;
— Studierea stabilitatii in prima aproximatie a punctelor stationare in problema restrinsa a cinci
corpuri in forma de triunghi isoscel. Conferinta jubiliard a doctoranzilor si masteranzilor UTM,
noiembrie 17-18, 2006;
— Despre instabilitatea configuratiei in forma de triunghi isoscel ascutitunghic in problema
newtoniand a patru corpuri. Conferinta doctoranzilor si masteranzilor UTM, noiembrie 15-17,
2007,
— Determinarea intervalelor de stabilitate ale unor solutii particulare ale problemei newtoniene
a patru corpuri. Conferinta doctoranzilor si masteranzilor UTM, decembrie 10-12, 2009;
— Determinarea unor solutii particulare ale problemei newtoniene a sapte corpuri. Conferinta

doctoranzilor si masteranzilor UTM, noiembrie 17-19, 2010;
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— Studierea stabilitatii in forma numerica a punctelor stationare in problema restransa a sapte
corpuri. Conferinta doctoranzilor si masteranzilor UTM, decembrie 08-10, 2011;

— Studiul problemei stabilitatii a opt corpuri planare . Seminarul "Ecuatii diferentiale si
algebre” de pe langa Universitatea de Stat din Tiraspol (cu sediul la Chisindau); Noiembrie 13,
Chisinau, 2018;

— Cercetarea stabilitatii in sens Liapunov a solutiilor stationare in modelul dinamic Albaouy A.
—Grebenicov. Seminarul stiintifico-metodic "Prof. Petre Osmatescu", Noiembrie 14, Chisindu,
2018;

— Intervals of linear stability of geometrical parameters in the restricted eight bodies problem
with incomplete symmetry. The 26" Conference on Applied and Industrial Mathematics (CAIM
2018), September 20-23, 2018, Chisinau, Moldova;

— Aplicarea SCS Mathematica la studierea stabilitatii liniare a punctelor stationare din
problema marginita a opt corpuri. Seminarul Stiintific "Probleme actuale de Matematica si
Informatica"”, USM, martiel4, 2018;

— Normalizarea formei patratice H> a hamiltonianului in problema marginita a 8-corpuri.

Conferinta Internationald de Matematica, Informatica si Tehnologii Informationale (MITI),

aprilie 19-21, USARB, Bilti, Moldova, 2018.
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1. SCURT ISTORIC AL REZULTATELOR STIINTIFICE DE BAZA
REFERITOARE LA PROBLEMA NEWTONIANA A MAI MULTOR
CORPURI

1.1. Formularea matematica a problemei newtoniene a n corpuri

Problema newtoniana, fara indoiala, poate fi considerata drept una din cele mai renumite

probleme ale matematicii clasice, mecanicii si astronomiei. Formularea ei e destul de simpla:
Fie ca in spatiul euclidian tridimensional autonom O&nd avem n (n=1, 2, 3,...) puncte

materiale Pi, P2, ..., Pn, avind masele cunoscute mi1, my, ..., My, Ce Se atrag reciproc conform
legii de atractie a lui Newton. Trebuie determinate traiectoriile migcarii punctelor materiale
cunoscand datele initiale (pozifii si viteze inifiale).

Astfel, problema newtoniana constd in determinarea proprietatilor miscarii sistemului
izolat din n puncte materiale cu mase cunoscute si care se atrag reciproc dupa legile lui Newton,
stiind pozitiile si vitezele initiale ale acestor puncte in raport cu careva sistem fixat de
coordonate.

Modelul matematic al problemei formulate este reprezentat de un sistem obignuit de

ecuatii diferentiale neliniare de ordinul 6n de forma [21, 24]:

2 -
rk

k
dt?

=grad,U,

grad,U = |V e;+ U g+ v ez, (1.1)
0&y on, " 9S,

rk = (gk 177k’é,k)’k :1121"'1 n1

N

- >
€:,€,,€, - sunt vectorii unitari ai axelor de coordonate O&,07,,0¢ .

Functia scalara U reprezinta potentialul newtonian si se determina din relatia:

_in nlM
U_ZZZ Aks’

k=1 s=1 (12)
A =& —E) +(,—1)* + (S~ )
Semnul ,, > de la a doua suma indica faptul ca indicii de sumare K, S niciodatd nu sunt egali:
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k#s, f - este constanta gravitationala. In forma scalard sistemul de ecuatii diferentiale (1.1) are

structura:
d ka 6U
2 Z 3 '

2 n _
de ﬂsz'msns 377k
dt 877k s=1 Aks
d%¢, U & C-
2k el fz ms é/ - ;k
dt ¢, pur A
k=12,..,n.

(1.3)

Rezolvarea clasica a acestui sistem de ecuatii diferentiale (1.3) poate fi formulatda sub forma a

doua probleme:
Problema Cauchy: Fie ca se cunosc coordonatele si vitezele initiale ale punctelor

materiale P1, P2, ..., Pn, (pentru t=0 se cunosc marimile):

& =& 0),n, =1,(0),¢, =¢,(0),
d§k|t o= 5 ( ) d77k|t 0= nk( ) (1.4)

d§k|t0 4/ (O)k 11 " !

trebuie de determinat solutia particulard a sistemului (1.3), cu alte cuvinte trebuie de gasit
functiile &, (t),7, (t),<, (t) de doua ori derivabile ce verifica impreuna cu derivatele lor conditiile
initiale (1.4) si ecuatiile (1.3).

Problema despre integrala generald: Trebuie determinat un asa sistem de functii
derivabile & (t,Cy,...,.Cgn), 7k (t,C1,--.Cgn): <k (t,C1,.-.Cqn), k=12,...,n care depind de 6n parametri
arbitrari C,,...,C,, si care transforma fiecare ecuatie a sistemului (1.3) intr-o0 totalitate in raport

cutsi C,,...,Cg,. Se stie ca acest sistem de functii

E(t,Cpr Co )77 (6,Crs Ce ). & (6,C1rns ), k=12,

se numeste solutia generald sau integrala generald a sistemului (1.3). Cunoasterea lui da
posibilitatea, de regula, relativ usor de scris solutia problemei Cauchy (cu exceptia solutiilor
singulare). Necesitatile astronomiei $i mecanicii impun determinarea exactd a pozitiilor si
vitezelor initiale ale tuturor n puncte materiale pentru orice moment de timp t in sistemul de
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coordonate O&nd .

Rezolvarea problemelor formulate anterior in raport cu sistemele de ecuatii diferentiale
(1.3) depinde esential de valoarea parametrului n.

Cazul n=1 (problema unui corp). in spatiul euclidian tridimensional O £1¢ se considera
doar un punct material P1 asupra caruia nu actioneaza forte exterioare. Atunci sistemul
corespunzator de ecuatii diferentiale obtinut din sistemul (1.3) pentru n=1 are forma:

2 2 2
ddtfl :O,d 771 :O d é,l :0

dt> ' dt?

Intr-adevar, in acest caz indecele k=1, iar partile drepte ale ecuatiilor se transforma in zero

deoarece alte puncte materiale in spatiul O &g nu-s (me=ms=...=mp=0). Ecuatiile scrise se

integreaza usor:

EM)=Ct+C,, n(t)=C,;t+C,, g, (t) =C,t+C,. (1.5)

Egalitatile (1.5) exprima matematic primul postulat al dinamicii newtoniene (sau legea inertiei )

despre miscarea rectilinie si uniforma a corpului daca asupra lui nu actioneaza forte exterioare.
Cazul n=2 (problema a doud corpuri). In spatiul euclidian tridimensional O &n¢ se

considera doua puncte materiale P1 si P> avind masele my si mz corespunzator, ce se atrag

reciproc conform legii de gravitatie a lui Newton. Atunci potentialul newtonian a doud corpuri

obtinut din relatiile (1.2) pentru n=2 va avea forma:

_ fmm,

u Ay =& = &) + (1, —m) + (& - &) (L.6)

12

Ecuatiile diferentiale ale miscarii punctelor materiale P1 si P2 au forma:

dzé:l — fmz(éz _§1) dzgz — fm1(§1_§2)

dt’ A, dt’ A,

d2771 _ fm, (7, —m) d2772 _ fm, (7, —n,) (1.7)
dt? A, T dt? A, '
dzgl — fmz(gz_él) dzé/z — fml(gl_gz)

dt? A, 7 dt? A,

Observam ca sistemul (1.7) este neliniar in raport cu functiile &,,¢&,,7,,1,,4,,¢, st are ordinul

12. Cu toate acestea el este integrabil in sensul ca se poate construi cu ajutorul analizei

matematice solutia sa generala - rezultat remarcat de marele Newton.
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Cercetdrile teoretice ale lui Newton au demonstrat cd miscarea elipticd a planetei in jurul
Soarelui dupa legile Iui Kepler are loc doar in acel caz cdnd planeta este atrasa de Soare cu 0
fortd de o marime Invers proportionald distantei ,,Planetd-Soare” si intotdeauna indreptata spre
Soare. Newton a obtinut acest rezultat datoritd metodelor de calcul diferential si integral
elaborate de el. Putem afirma cd matematica superioara s-a nascut odata cu dinamica cereasca,
care mai tirziu, la sfarsitul secolului XVIII, la insistenta lui Laplace a inceput sa se numeasca
mecanica cereasca.

Cu alte cuvinte, Newton a stabilit ca legile miscarii planetelor, care au fost descoperite
cu mult mai inainte de Kepler, sunt de facto consecinte ale legii gravitatiei universale. Tinand
cont de acestea, el a demonstrat cd nu numai planetele se miscd in jurul Soarelui in prima
aproximatie in corespundere cu legile lui Kepler, dar si miscarea satelitilor in jurul planetelor,
precum si a cometelor in jurul Soarelui se supune acelorasi legi dinamice. Evident, aceste
afirmatii sunt adevarate in domeniul dinamicii fara perturbatii, adica in modelul problemei a
doua corpuri, cand nu se iau in cosideratie atractiile reciproce dintre planete [43, 56].

Astfel, dacd problema a doua corpuri este atat de importanta, este evident faptul ca rolul
problemei newtoniene a n>3 corpuri e si mai mare. In cosecinta devin tot mai actuale metodele
aproximative si exacte de rezolvare a sistemului de ecuatii diferentiale (1.3) [16, 18, 24, 53].

Prezinta ineres cognitiv analiza ampld si interpretarea ,,principiului de atractie
universala” efectuata de clasicul stiinfelor naturale Pier Simon Laplace, care trebuie mentionate
pentru a evidentia atat rolul matematic cat si stiintific al problemei newtoniene a mai multor
corpuri.

«Extrema dificultate a problemelor cu privire la lume, care recurg la aproximari,
intotdeauna pun la indoiald faptul daca valoarea atribiutd marimilor va avea sau nu un impact
notabil asupra rezultatelor cercetarilor. Atunci cand observatiile geometrilor conduceau la ideea
ca acest efect are loc, ei reveneau la analiza lui. Corectand, ei uneori determinau cauza
anomaliilor observate. Astfel se determinau legile si, adesea, inainte de a rezolva inegalitatile se
anticipau rezultatele observatiilor desi acestea nu erau incd evidente. Teoriile despre Luna,
Saturn, Jupiter si satelitii lor ofereau, dupa cum putem constata, multe exemple de acest fel. Prin
urmare, putem spune ca natura Insdsi a contribuit la dezvoltarea teoriilor astronomice, bazate pe
principiul gravitatiei universale. In opinia mea, aceasta este una dintre cele mai puternice dovezi

ale acestui uimitor principiu.
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Este oare acest principiu legea primard a naturii sau doar o consecintd unei cause
necunoscute? Aceasta e dilema cu privire la proprietatile interne ale materiei care ne cuprinde, ne
opreste si ne tine departe de orice speranta de a gasi un raspuns satisfacator la aceste Intrebari.»-
constatd Laplace. Vom retine faptul ca Laplace a folosit termenul «inegalitate» pentru unele
formule destul de complicate care descriu coordonatele planetelor.

Orice descoperire de epoca are o istorie bogata si o multime de participanti, coautori, ce
si-au adus propria lor contributie. Din aceasta perspectiva, laconicd, dar in acelasi timp, la
maxim de ampla caracteristica istoricd de descoperire a legii gravitatiei univesale, enuntata de
Laplace, reprezinta un model demn de urmat. El scria in faimosul «Sistemul Lumii»:

«Familiarizarea noastra cu principiul general al miscarii ceresti de soarta i-a fost destinata
lui Newton. Inzestrand-ul cu un talent genial, natura s-a mai straduit inca ca el sa traiasca in cele
mai favorabile conditii istorice. Descartes a dotat stiintele matematice cu fructuoasele aplicatii
ale algebrei in teoria curbelor si functiilor variabile. Fermat a pus bazele analizei infinitilor mici
prin metodele sale de maxim si tangente. Wallis, Rehn si Huygens recent au gasit legile de
transfer ale miscarii. Invataturile lui Galileo despre caderea corpurilor si ale lui Huygens despre
evoluta si forta centrifuga - toate acestea au condus la teoria de miscare a corpurilor pe curbe.
Kepler le-a identificat pe cele care le descriu planetele si a prezis fenomenul de gravitatie
universala. In cele din urma, Huk a observant ¢ miscarea planetelor este rezultatul fortei initiale
ale miscarii acordata cu atractia Soarelui. Astfel, mecanica cereasca pentru deplina sa prosperare
era in asteptarea unui geniu care, reunind si generalizand aceste descoperiri, sa fie capabil de a
enunta in baza lor legea gravitatiei. Newton a fost acela care a incununat aceste asteptari prin
«Inceputurile matematice ale filosofiei naturale.»

Analizdnd minunatele comentarii ale lui Laplace, concluzionam ca Newton intuitiv a
simtit imposibilitatea de integrare a ecuatiilor diferentiale (1.3) pentru problema a trei, patru si
mai multe corpuri. Mai mult decat atat, Newton acorda o mare importanta constructiei solutiilor
lor aproximative folosind noi «inegalitati», adica folosind metoda de aproximari succesive, pe
de o parte, si pe de alta parte, el a aratat ca traiectoriile eliptice ale planetelor pot fi rezultatul
doar a unei astfel de legi a atractiei reciproce, in care forta este proportionald cur .

Am formulat problema newtoniand a mai multor corpuri ca problema newtoniand a n
puncte materiale. De fapt, toate cele enuntate mai sus sunt valabile pentru n sfere materiale
omogene cu raze arbitrare, care In procesul dinamic nu au puncte comune.
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1.2. Diferite aspecte ale problemei integrabilititii ecuatiilor diferentiale ale problemei a

mai multor corpuri

In paragraful anterior s-a discutat problema integrabilititii ecuatiilor diferentiale (1.3)
pentru n = 1, 2. Putem afirma cu alte cuvinte, ca sistemul de ecuatii (1.3) pentru n = 1, 2 este
integrabil. In cazul in care numarul de puncte materiale ce se atrag reciproc nu este mai mic de
trei (n > 3), de exemplu, in cazul problemei newtoniene a trei, patru sau mai multe corpuri,
tentativele mai multor eminenti matematicieni de a integra sistemul de ecuatii diferentiale (1.3),
ce presupunea determinarea solutiei generale, au fost fara succes. De aceea, in contrast cu
termenul de «sistem integrabil», a aparut, de asemenea, termenul de «sistem neintegrabil» si,
prin urmare, in teoria ecuatiilor diferentiale a aparut prima clasificare a obiectelor matematice,
bazate pe ideea de solvabilitate si insolvabilitate ale ecuatiilor. Deoarece cronologic primele
ecuatii diferentiale descriau dinamica obiectelor cosmice, acest lucru a dus la raspandirea noului
termen de «sistem dinamicy, iar mai apoi - «sistem dinamic integrabily si «sistem dinamic
neintegrabil». Cu toate acestea, insasi esenta termenului de sistem «integrabil» si «neintegrabil»
a fost si este intr-o stare de continud evolutie, care i-a dat dreptul lui A. Poincaré filosofic sa
observe faptul cd nu existd nici un sistem integrabil sau neintegrabil, dar exista sisteme
integrabile intr-o masura mai mare sau mai mica [57, 58].

In epoca de dezvoltarea rapidi a analizei matematice clasice (sec. al 18-lea si prima
jumatate a sec. 19), a fost la moda sa se creada ca orice sistem de ecuatii diferentiale ordinare,
integrala generala (solutia generald) a caruia poate fi obtinuta prin metoda separarii de variabile,
sau prin metoda cuadraturelor, poate fi atribuit la categoria de sisteme integrabile [14, 57, 60].
Asa pareau lucrurile doar la prima vedere, Insa analiza mai ampla a aratat ca aceasta tratare a
problemei are lacune esentiale. Deseori, chiar daca se poate construi integrala generala a
ecuatiilor diferentiale sub forma unuei totalitati de integrale simple nedeterminate, identificarea
coordonatelor ca o functie de timp este imposibild fara operatia de  «transformare a

integralelory.
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Intr-adevar, chiar si in cazul celei mai simple probleme clasice - problema oscilatiilor
pendulului matematic Intr-un cimp gravitational omogen, care este descrisd de ecuatia

diferentiala [35, 52, 60, 64]

?j—:;( +a’sinx=0,

unde a’- este o constantd pozitiva, x - amplituda pendulului (unghiul de deviere a pendulului
de la pozitia de echilibru), cu ajutorul unor operatii elementare nu este posibil de a obtine in mod
explicit functia x(t). Pentru a rezolva aceasta problema Legendre a fondat teoria integralelor
eliptice si Jacobi-Weierstrass teoria functiilor eliptice.

In acest sens, A. Wintner a remarcat faptul ci de foarte multe ori «extractia» din solutia
generala a solutiei particulare nu este posibila fara a recurge la transformarea cuadraturilor, ce
necesitd, in general, o analizd mult mai complexd decat teorema de existenta a ecuatiilor
diferentiale ordinare» [61].

Metoda cuadraturelor a fost necesard, in primul rand, pentru a integra ecuatiile
diferentiale ale problemei a trei corpuri si care la randul sdu a si demonstrat marginirea §i
neefectivitatea ei. Dupa o cdutare fara succes a integralelor prime ale ecuatiilor diferentiale ale
problemei a trei corpuri, ce aveau ordinul 18, Bruns a demonstrat [20, 44] remarcabila teorema
depre inexistenta a altor integrale prime algebrice in problema a n > 3 corpri, in afara de primele
zece integrale clasice cunoscute: sase integrale prime de miscare a centrului de masa a celor trei
puncte materiale, trei integrale de conservare a momentului cantitatii de miscare si integrala de
conservare a energiei totale a sistemului.

Ideea este ca structura analitici a integralelor prime enumerate consta din functii
algebrice de coordonate speciale, asa ca se pare logica cautarea celorlalte opt necunoscute
(pentru n = 3) tot in forma de functii algebrice. Teorema Bruns a dat un raspuns negativ la
aceasta intrebare. Este adevarat cd acest raspuns nu poate fi considerat o dovada a faptului
neintegrabilitatii ecuatiilor diferentiale ale problemei a n > 3 corpuri, deoarece Bruns nu a
demonstrat lipsa de integrale prime «algebrice» in orice sistem de variabile dependente (in orice
spatiu de faza sau de configurare [42, 49]), ci doar numai intr-un anumit spatiu de faza
hamiltonian [21, 31, 45, 49]. Acesta este spatiul coordonatelor rectangulare absolute ale
corpurilor si impulsurile corespunzatoare calculate dupa normele formalismului hamiltonian.

Strict vorbind, rezultatul lui Bruns este relevant doar la problema a trei corpuri, agsa cum una din

21



lemele ajutdtoare a fost demonstratd numai pentru cazul n = 3. Lemd mentionatd mai sus a fost
demonstrata pentru orice n > 3 de matematicianul francez Penleve doar in anul 1898.
Dezvoltarea paraleld a teoriei analitice a ecuatiilor diferentiale ordinare, stimulatorul de
baza a careia a fost teoria perturbatiilor pentru problemele dinamicii cosmice create de Euler,
Lagrange [29, 45] si Laplace, a dat nastere la cea de-a doua interpretare a problemei
integrabilitatii. In cadrul acestei abordari, problema ar trebui si fie considerata integrabla daca se
poate construi solutia generald a ecuatiilor diferentiale in forma de serii infinite (in special, de
puteri sau trigonometrice), care converg intr-un interval parametric apriori dat al sistemului
dinamic, precum s§i pentru orice, inclusiv si infinit, interval de timp. Aceastd formulare este in
deplina concordanta cu rezultate remarcabile ale matematicianului finlandez K. Zundman. El,
bazandu-se pe teorema clasica a lui Cauchy-Picard, a construit o solutie generald a ecuatiilor
diferentiale ale problemei a trei corpuri in forma de serie de puteri dupa puterile unui careva
«timp regularizat» S, ce converge 1in intervalul unitar 0 <'s < 1. Ultimului interval de variatie a
«timpului» s ii corespunde intervalul infinit de timp primar - o <t < oo, astfel sumele seriilor lui
Zundman exprima solutia exacta a ecuatiilor problemei a trei corpuri pentru orice puncte inifiale

din spatiul inifial absolut euclidean tridimensional si viteze initiale ale maselor nmy, m,,mg. Cu

toate acestea, viteza de convergenta a unor astfel de serii, asa cum afirma matematicianul francez
J. Beloritsky, este foarte mica, de aceea chiar si in prezent, avand cele mai avansate calculatoare,
utilizarea lor nu este posibila.

In ceea ce priveste noua interpretare a problemei integrabilititii a ecuatiilor diferentiale
ale problemei mai multor corpuri, Poincaré a demonstrat teorema despre inexistenta integralelor
prime univoce a acestor ecuatii, scrise in variabile canonice speciale, in care energia totala
(Hamiltonianul) a celor trei corpuri este o functie analitica, periodica in aceste coordonate [49,
56, 57].

Daca nu exista integralele prime ale problemei a trei corpuri in forma de functii algebrice
a caror variabile sa fie coordonatele euclidiene absolute si impulsurile corespunzatoare, atunci,
evident, apare intrebarea despre existenta integralelor prime ale ecuatiilor diferentiale sub forma
de alte functii sau integrale ale caror argumente sunt diferite de cele enumerate mai sus. Raspuns
la aceasta intrebare, mentionata mai sus, a dat teorema lui Poincaré.

Teorema 1.1. Teorema Poincaré. Fie ca este dat sistemul hamiltonian autonom de

ordinul 2n de forma:
22



@_ oH dq oH

™A o &9
cu hamiltonianul

H(p,q)=H,(p)+4H,(p.0), (1.10)
H.(p,q+ (27))=H,(p,q), (1.11)
analitic Tn domemiul de dimensiunea (2n+1):

Gy ={P €G,,[Im p| < p <1, [Imq| = Sznl]lm 00 < < prp <1}, (1.12)
2 7t - periodic in raport cu toate coordonatele fazice q=(q1, g2, -..,qn),
Gn - varietate toroidala alcatuita din toruri de dimensiunea n.
Daca hamiltonianul neperturbat Ho(p) este astfel incat determinantul lui Hess 6?)2 I;; #0

K S

pentru orice valori p e G,, atunci sistemul hamiltonian (1.9) in afara de integrala prima evidenta

H(p.a, «)=C (1.13)
nu mai poseda altd inegrald prima univoca analitica in orice alt domeniu G,,,, G, ;.

Din aceasta teorema rezultd ca in varianta planetara a problemei a trei corpuri (in care
doud mase din trei sunt esential mai mici in raport cu a treia - condifie ce garanteaza existenta
parametrului mic x in hamiltonian) integrala energiei si cele trei integrale de conservare a
monentului cantitatii miscarii sistemului reprezintd integralele prime univoce. Alte integrale
prime in afara de cele enumerate sistemul (1.9) nu are.

Problema integrabilitatii ecuatiilor dinamice de tipul (1.9) Poincaré¢ a formulat-o in

termeni de conversie in felul urmator:

dP:_8I:|(P):Od_Q:_8I:|(P): -

— , P), 1.14
dt 20 dt » P (L.14)
sau 1n forma de transformari canonice:
) % Pl )
(p,q) — (P,Q) (L.15)

p=¢(P,Q),q=y(P,Q)

care reduc sistemul (1.9) la sistemul (1.14). In ultimul sistem noul hamiltonian H (P) depinde

doar de impulsurile noi P = (P1, P2, ..., Pn) si nu depinde de noile variabile fazice ,,unghiulare”
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Q=(Q1, Q2, ..., Qn) si prin urmare sistemul (1.14) este integrabil.

Constructia transformarilor canonice (1.15) e posibild doar sub forma de serii Fourier in
raport cu variabilele ,,unghiulare” Q, cu coeficienti ce depind de noile impulsuri P, dar in acest
caz apare problema convergentei acestor serii. Cercetarile lui Poincaré au aratat ca aceste serii
sunt in general divergente, de aceea este inadmisibila aplicarea lor. Astfel problema
integrabilitatii ramanea nerezolvata. Dar dupa aparitia in anii 40 ai secolului trecut a teoremelor
lui K. Siegel din domeniul teoriei numerelor s-a dovedit ca teorema lui Poincaré poate servi
drept baza a unei noi directii fundamentale in problema integrabilitatii sistemelor dinamice
hamiltoniene, care poate fi numitd ,,problema integrabilitdfii pentru majoritatea conditiilor
inifiale” sau teoria KAM, a carei fondatori au fost Kolmogorov A.N., Arnold V.I. si Moser Iu..

Realizdrile fundamentale ale teoriei KAM referitoare la problema integrabilitatii
sistemelor hamiltoniene de forma (1.9) afirma ca aproape pentru toate punctele din domeniul
Gon+1 (1.12) transformarile (1.15) exista si, prin urmare, sistemul (1.14) echivalent sistemului
hamiltonian initial (1.9) este integrabil. Acestea au fost publicate in diverse articole si
monografii, printre care mentionam [ 49, 50, 51, 64].

In limitele teoriei KAM transformirile canonice (p, q) — (P, Q), care transforma

sistemul (1.9) in (1.14), constituie un sir infinit convergent de substitutii canonice nedegenerate:
(p.a) e (p®.q%) e (p?q%) o .. (p".q%)=(P.Q). (1.16)

Varietatile, pe care converg transformarile canonice, reprezintd un lant de incluziuni de tip infinit

[45]:

G, oGP 5GP o..oG, (1.17)

in care varietatea finala nu e vida

G #0. (1.18)

Din pécate, varietatea de faza G\, asa cum s-a spus, e peste tot densi in varietatea initiala G, ,

dar Siegel a aratat cd masura Lebesgue a varietatii G,, =G,, \G{” e foarte mici in comparatie

)
n

cu misura intreagi a G,,, egald cu 1. Structura topologici a varietatii G2 nu permite la

moment de a dezvolta metode constructive pentru alcdtuirea sirului convergent de transformari
(1.16) care ar permite a «scrie» solutiile exacte ale sistemului hamiltonian (1.9). Principalul

obstacol 1n calea acestui fapt este ca, dacd n > 2 (sistemul dinamic are cel putin doua grade de
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libertate) atunci apar, in mod inevitabil, «rezonantele» frecventelor sistemului hamiltonian

liniarizat. Acest lucru inseamnd ca numerele — (frecventele) w,, @, ,..., o,

, verifica relatia:

(k,0)=0 (1.19)

unde k = (k;,K,,...,k, ) - vector cu componentele k. intregi, egale cu £1, +2, +3,....

1.3. Ideile lui Poincaré despre integrabilitatea asimptotica a ecuatiilor diferentiale

Intelegand esenta rezolvirii problemei integrabilitatii in sensul exact, Poincaré a sugerat o
alta interpretare a acesteia, numita de el problema integrabilitatii asimptotice, care are importanta
atat teoretica, cat si aplicativa.

Interpretarea acestei abordari este cel mai bine explicatd de 1insusi Poincaré in
nemuritoarele «Metode noi», in care el a scris:

«Geometrii si astronomii inteleg in mod diferit convergenta. Geometrii sunt interesati in
totalitate de rigoarea calculelor in cauza si adesea sunt destul de indiferenti la lungimea
calculelor complexe (realizarea carora ei o presupun, dar nu gandesc prea mult despre reala lor
punere in aplicare), ei declard ca careva serie va converge daca suma termenilor sdi tinde la o
anumita limitd, chiar si in in cazul in care primii termeni ai seriei descresc foarte incet. In
contrast, cu acestia, astronomii spun cd o serie € convergenta daca, de exemplu, primii douazeci
de termeni din aceasta serie descresc foarte rapid, in ciuda faptului ca ceilalti termeni urmatori ai
sdi este cresc nemarginit.

Ca exemplu, vom considera doua serii, termenii generali ai carora au forma

1000" .1-2-3---n
1230 10000

Geometrii vor spune ca prima serie converge mai repede, asa cum al milionulea termen este cu

mult mai mic de 1 /999999, iar cea de-a doua serie acestia o vor considera divergenta, asa cum
termenul general al ei creste la nesfarsit.

Astronomii, pe de alta parte, vor considera prima serie divergenta, deoarece primii 1000
de termeni din aceastd serie creasc, $i cea de-a doua serie convergentd, asa cum primii 1000 de

termeni ai sai descresc foarte rapid.
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Ambele puncte de vedere sunt legale: primul - in studiile teoretice, cel de-al doilea - in
aplicatii numerice, fiecare din ele sunt dominante individual, dar in diferite domenii si hotarele
dintre aceste zone ar trebui sa fie n mod clar delimitate.

Astronomi nu intotdeauna stiu exact sfera de aplicare a metodelor lor, dar ei rareori fac
greseli. Aceasta abordare, aplicata de ei, de obicei se afla in limitele in care aceste metode pot fi
aplicate. In plus, intuitia, le va permite si prevadi rezultatul corect, dar in cazul in care s-ar fi
facut o greseala, atunci compararea rezultatului cu observatiile inlaturd orice nedreptate.

Totusi, cred ca ar fi potrivit de a face pentru aceastda problema cateva precizari, $1 anume
aceasta am de gand sa fac, chiar dacd prin natura sa, problema in cauza nu este foarte potrivita
pentru acest scop. Pentru a evita orice neintelegere de la bun inceput, vreau sa avertizez ca in
cazul in care nu este specificat contrariul, voi folosi cuvantul de convergenta in sensul in care
acesta este infeles de geometri ».

In scopul punerii in aplicare a partii programului, care se refera la «astronomi», Poincaré
a creat o teorie a seriilor asimptotice (reprezentari asimptotice), in baza careia el si adeptii lui au
elaborat teoria asimptotica a oscilatiilor neliniare, dinamica analiticd cu rezonante si dinamica
cosmica [11, 59].

Potrivit lui Poincaré, vom considera seria infinita de puteri de forma:
> w7 (), (1.19)
k=0

in care fiecare termen este definit in G, = {(t, u):tel0,T], u<[0, ,u]} :

Vom nota suma partiald prin:

S, () =Y 42, (t,11) (1.20).

k=0
Definitia 1.1. In cazul in care in G, existd o functie S(t, 1) , astfel incat, pentru orice N>0

exista limita raportului

lim 2L =S {ta)

n )
u—0 ﬂ

(1.21)

vom spune ca seria (1.19) este reprezentarea asimptotica a functiei S(t, ) in G, .

Poincaré de asemenea a propus pentru definitia (1.21) a folosi un simbol al identitatii de

egalitate
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S(t) =3 42, (t, 1) (L.22)

sia numit astfel de relatii egalitati asimptotice.
Fiecare serie de puteri convergenta este, bineinteles, si serie asimptotica, dar afirmatia

inversa este n mod clar incorecta. Din aceasta definitie rezulta o foarte importanta egalitate

n

k

S(t ) =D 1z, (t, 1) +0(u"), (1.23)

k=0
unde 0(x") este un infinit mic de ordin mai mare ca " .

Doua serii asimptotice pot fi adunate si inmultite, adica, daca

S, (1,40 = - 42" (t.11), (L.24)
S,(t, ) = Y 12 (t,10), (L.25)
atunci

S(t, 1) = S,(t 1) + S, (t, 1) = D 42, (8 1) (L.26)
[T(t )=, (t.0)S, (t.)) = > [T (1. 12), (127)
unde

7 (t ) =20 (4, 1) + 22 (t, ), (1.28)
Htﬂ=zzltukstﬂ) (1.29)

Daca fiecare termen al seriei asimptotice (1.19), 1l vom integrarea in raport cu t in

intervalul [t,,t,] =[0,T], atunci va avea loc egalitatea asimptoticd

j S(t, u) dt—z,u j (t, )t , (1.30)

adica seriile asimptotice pot fi integrate termen cu termen, iar rezultatul este din nou o serie
asimptotica.
Operatiile inverse asupra seriilor asimptotice (Impartirea seriilor si diferentierea termen

cu termen) sunt, de asemenea, posibile, dar in anumite conditii suplimentare.

27



Daci z{?(t, u) #0 in G,atunci:

?83 =D(t)= 34, (110, (1.31)

unde coeficientii d, (t, «) se determina consecutiv din sistemul infinit de ecuatii algebrice:

8

d,z\? =2V —d,z{? —d,z?, (1.32)
dz?=2"-d,z2” -d,;z? -..—d, 27,

Asa cum a aratat Poincaré, diferentierea termen cu termen a seriei asimptotice (1.22),
chiar daca fiecare termen al serie (1.19) este o functie diferentiabila, in general, este imposibila.

Cu alte cuvinte, seria

iﬂ « dz, t,u)

k=0

si functia ?j—? pot fi definite astfel incat

d 0
S t,u Z . dz, t,u). (1.33)
k=0

Cu toate acestea, Poincaré¢ a aratat ca seriile asimptotice pot fi folosite la construirea solugiilor

ecuatiilor diferentiale in urmatorul sens. Fie ca functia z(t, ) diferentiabila dupa t este solutie a

ecuatiei
dz
—=7Z(zt u), 1.34
" (z.t, 1) (1.34)
iar seria

w) = 1z, (t, 1) (1.35)

verifica formal ecuatia (1.34) (fara a se tine cont de faptul daca aceasta converge sau diverge).

Vom scrie egalitatea asimptotica:

dD(t 1) i « dz, (t ﬂ)_ (1.36)
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Se poate afirma ca

dz(t, ) _ dD(t, 1) (1.37)
dt dt '

Vom formula acum egalitatea asimptotica pentru functii compuse. Fie ca functia F(z) este

analitica in careva vecindtate a punctului z = 0. Sa presupunem de asemenea ca exista egalitatea

analitica

() =31 ). (138)
Atunci, are loc urmatoarea egalitate asimptotica:

F(x(t, 1)) = F (Zﬂx (t,u)j. (1.39)

Poincaré a aratat de asemenea ca proprietatile si relatiile de mai sus pentru reprezentarile
asimptotice pot fi generalizate cu usurintd pentru cazul functiilor de mai multe variabile, cand

argumentul z=(z,...,z,) are dimensiunea n, fapt foarte important la rezolvarea ecuatiilor

diferentiale.
Urmatoarea teoremda a lui Poincaré serveste drept baza teoretica pentru aplicarea
descompunerilor asimptotice in teoria ecuatiilor diferentiale ordinare.

Teorema 1.2. Fie data ecuatia

dz

& 2t (1.40)
si conditia initiald

2(0, 1) = 2,. (1.41)

Presupunem, 1n plus:

1) vector-functia Z(z,t, ) este definita, continua si marginitd in domeniul G,,, =G, ,, x[0,T]

de dimensiunea (n + 2) , analiticd in raport z, indomeniul G, =2€G,, <0, u1'];

2) termenii seriei (1.35) sunt analitici pentru g [0, &'] si verifica conditiile:
z,(0,)=0,k=0,1,2,... (1.42)

Atunci, pentru orice ¢ > 0exista x4, €[0, 1], astfel incat pentru toti x [0, £4,]si

t €[0, T, <T]are loc relatia
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|2t )=, (t. )| < & (1.43)

unde z(t, u) este solutia exacta a ecuatiei (1.40) cu conditiile initiale (1.41),

S, (t, ) = Zplﬂkzk (t, ). (1.44)

Aceastd remarcabila teoremd este o justificare matematicd a aplicabilitatii seriilor

divergente in teoria miscarii perturbate a planetelor, asteroizilor si satelitilor din sistemul Solar

. : . L. .1 .
pe un interval finit de timp, a carui valoare este de ordinul —, unde x este parametrul mic
U

caracteristic fiecarei probleme concrete. De exemplu, in teoriile de miscare a planetelor mari
din Sistemul Solar, construite de Leverrier s1 Newkomb, aceastd perioadd de timp e egald cu
1000 de rotatii a lui Jupiter in jurul Soarelui, adica, de aproximativ 11000 de ani. Acest
comentariu ar trebui sa fie inteles in felul urmator: solugiile aproximative ale ecuatiilor
diferentiale de miscare ale planetelor mari, prezentate, in general, prin serii divergente de puteri
in raport cu excentricitatea, inclinatia i raportul dintre semiaxele mari ale orbitelelor
neperturbate ale planetelor, construite de Leverrier si Newkomb, pe intervalul de timp de 11000
de ani, reprezinta solutiile lor exacte, daca acestea ar putea fi gasite. Aceste afirmatii teoretice
sunt rezultatul unor teoreme ale lui E.A. Grebenicov, Yu.A. Ryabov, S.G. Juravlev, V.A.
Prihodiko, S.V. Mironov [17, 22, 31, 59, 67, 93].

Deseori apare necesitatea de a descrie dinamica nu cantitativa a sistemului ci calitativa,
care da o descriere a sistemului in ansamblu [32, 55, 73, 75, 77, 82]. In termeni matematici care
reflectd situatia datd — aceasta este echivalentd topologica a doud sisteme. Esenta aceastei
definitii este ca doua astfel de sisteme sunt denumite echivalente topologic in vecinatatea unui
careva punct de faza daca ele au portrete similare de faza [74]. De asemenea, daca facem referire
la Poincaré, el a fost primul care a propus o clasificare a punctelor singulare ale ecuatiilor
diferentiale liniare in plan si, care in continuare a fost dezvoltata in lucrarile fundamentale ale lui
A.M. Lyapunov, Dzh. Birkgof, A.A. Andronov, V.V. Nemitkii si V.V. Stepanov, S. Lefset, G.
N. Dubosin, A.T. Fomenko s.a.
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1.4. Determinarea solutiilor particulare exacte

In pofida faptului ci studiul integrabilititii ecuatiilor diferentiale ale problemei
newtoniene a trei si mai multe corpuri a fost insotit, de reguld, de esec, pentru mul{i oameni de
stiintd din trecut el a stimulat o profunda si diversd cercetare intr-0 varietate de domenii: in
teoria functiilor de variabila reald si complexa, teoria calitativa a ecuatiilor diferentiale si, mai
presus de toate, in teoria stabilitatii, in calcul variational, in calculul numeric si in alte domenii
ale matematicii. Nu va fi, bineinteles, o exagerare sa spunem ca problema mai multori corpuri
deseori dictata moda la noi cercetari matematice si aplicatii In domeniul mecanicii §i
astronomiei.

Evidenta, in aceastd situatie, a fost problema determinarii solutiilor partiale exacte ale
ecuatiilor diferentiale ale problemei a mai multor corpuri. Wintner [61, 88] subliniaza faptul ca
«pentru dinamica, este important sa se identifice toate integralele independente, care sunt
izolatey, asa cum faptul ca careva dintre integralele prime a sistemului de ecuatii diferentiale este
algebrica, avand partea dreapta algebrica, este o conditie suficienta, dar nu si o conditie necesara
a sa de izolare.

Primele solutii exacte ale problemei a trei corpuri au fost gasite inca in sec al XVIII-lea,
de catre Euler in 1766 si Lagrange in 1772. Primul savant a demonstrat existenta solutiilor
coliniare exacte ale ecuatiilor diferentiale pentru problema a trei corpuri in cazul cand masele
exacte mg, mz, M3, ce se atrag reciproc, pentru toti —oo <t <+4oose afla imobil pe careva
dreapta, ce se roteste uniform in jurul centrului de greutate comun, evident amplasat pe aceasi
dreapta. Lagrange a aratat ca ecuatiile diferentiale pentru problema a trei corpuri admit o asa
solutie exacta pentru careva mase mi, My, M3 (luate arbitrar) si care pentru tofi
— oo <t < +oo formeaza un triunghi echilateral, ce se roteste uniform in jurul centrului comun de
greutate din careva plan nevariabil. Viteza unghiulara de rotatie se determina univoc de valorile
maselor si dimensiunile liniare ale configuratiei. Evidenta devine determinarea a unor astfel de
solutii exacte ce posedd o careva simetrie geometrica si in modelul in care una din mase este
egala cu zero. Acest model a fost numit de Jacobi problema marginita a trei corpuri [20], care a
devenit mai apoi cea mai renumitd problema matematica a mecanicii ceresti.

Creatorii teoriei stabilitatdtii, Lyapunov si Poincaré, au accentuat in mod repetat, ca
studiul stabilitdtii solutiilor particulare ale problemei a trei corpuri nu poate fi dusd pana la sfarsit
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in limitele teoremelor clasice enuntate de ei. Cu toate acestea, dezvoltarea teoriei stabilitatii,
inclusiv si aparitia teorieci KAM, se datoreaza se pare celui mai simplu model- problema
marginita a trei corpuri. Fiecarei solutii particulare ale ecuatiilor problemei a mai multor corpuri
1 se poate pune 1n corespondentd structura geometrica, numitd configuratie in spatiul Euclidean
tridimensional. Printre acestea din urma a fost evidentiata o clasa a asa-numitelor configuratii
centrale, caror li s-au consacrat o multime de cercetari.

Laplace primul a propus definitia intuitivd a configuratiei centrale, folosita de multi
matematicieni, pe viitor, pentru determinarea a altor solutii exacte ale problemei a n>3 corpuri.
in special, A. Fransen aritat ci in problema a trei corpuri exista solutii exacte spatiale si plane,
geometric descrise prin triunghiuri isoscele in schimbare, care nu pastreaza proprictatea de
asemanare, dar R. Leman-Filges a ardtat ca pentru n= 4 nu existd decat o singura configuratie
centrald tridimensionala spatiald — tetraedrul regulat, dar numai atunci cand m; = mz = mz = ma.
Analizd fundamentala a proprietatilor configuratiilor centrale in interpretarea lui Lagrange si
Laplace apartine lui O. Dziobek [91, 92], care a cercetat amanuntit intrebarea cu privire la
numarul configuratiilor centrale coliniare in functie de parametrul n si a aratat ca pentru orice
valoare a lui n printre configuratiile centrale necoliniare existd poligoane regulate (mai exact,
poligoane regulate cu n - unghi) sau poligoane regulate cu (n-1) — unghiuri, in centrul carora se
poate afla o careva masa arbitrard, iar in varfurile lor - mase egale intre ele. Interesante sunt
rezultatele recente ale lui A. Albaouy si N. Zemtsova [24, 67, 90] cu privire la existenta unor noi
configuratii centrale in problema a 4-corpuri, prima - sub forma unui triunghi isoscel cu cea de-a
patra masa localizatad pe bisectoare (toate cele patru mase sunt egale) si cea de-a doua — sub
forma de romb cu doui cate doud mase egale intre ele. In monografia [24] este dat un rezultat cu
privire la non-existenta unor configuratii centrale in forma de dreptunghiuri, trapeze si deltoide.

O contributie fundamentald la aceastd directic de cercetare a prezentat renumitul
matematician american Wintner [61, 88], care a propus cea mai corectd definitie a «configuratiei
centraley», in baza careia a reusit sa obtind rezultate importante in teoria solutiilor homografice
ale ecuatiilor diferentiale ale dinamicii Newtoniene.

Definitia 1.2. [21, 24]. Figura spatiald P1P>...Ps, in varfurile careia se afla punctele
mareriale P1,P>,...,Pn de mase mi,ms,...,mn, se numeste configuratie centrald in sistemul euclidian

baricentric de coordonate G ¢&nd (G —e baricentrul sistemului de corpuri mentionat), daca forta
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N
newtoniand de atractie F«, ce actioneaza asupra fiecarui corp Pk (k=1,2,...,n) de masd mg in

momentul de timp to, ¢ proportionala masei Mk si vectorului ?k , ce determina pozitia corpului
Pk 1n sistemul G £, In timp ce coeficientul de proportionalitate o este unul si acelasi pentru
toate corpurile Pk (k=1,2,...,n).
Aceasta definitie, In mod evident, se exprima prin egalitdti vectoriale:
> N
Fx=omrr, k=1,2,..,n, (1.45)

si in baza ecuatiilor deferentiale ale problemei newtoniene a n corpuri pentru momentul de timp

to iau forma:
o’r o
dtzk =o I, k=1,2,..,n. (1.46)

Ele sunt complet determinate dacd se cunoaste expresia analitica pentru coeficientul de
proportionalitate o,

S (1.47)

| L
unde U este potentialul newtonian al sistemului din n-corpuri Py, P2, ..., Py, iar 1- momentul
baricentric sumar de inertie al lui. Sistemul de ecuatii functionale neliniare:

Y 12,0 (1.48)

grad U =—

determina toate configuratiile centrale ale sistemului din n corpuri in momentul de timp to.
Sistemul de ecuatii (1.48) este numit sistemul lui Lagranje-Wintner. Trecerea de la configuratia
centrald la solutia homografica a ecuatiilor dinamicii e simpla si devine evidenta definitia ultimei
nofiuni: solutia homografica - este o asa solutie care in orice moment dat de timp t «descrie»
configuratia centrala.

Folosind notiunea matematica de asemanare a spatiului euclidian n-dimensional [61, 88],
Wintner a determinat solutia homografica in felul urmator:

Definitia 1.3. [21, 24] Solutia problemei a n corpuri Px (&, (t),7, (t),<, (1)), (k=1, 2,..., n)
in sistemul baricentric de coordonate G £7¢ se numeste homografica daca configuratia, formata
de corpurile Py, ¢ asemenea sie insasi pentru toti t > 0.

Astfel de solutii sunt, de exemplu, solutiile stationare de tip pozitii de echilibru in

problema mai multor corpuri de mase egale, reprezentate prin poligoane regulate ce se rotesc
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uniform, cu dimensiuni constante, in jurul centrului de simetrie si  solutiile stationare
reprezentate de aceleasi poligoane, dar nu in spatiul euclidian, ci in spatiul lui Nehvil.

Daca vom trece de la spatiul Nehvil la spatiul Euclidean, solutiile homografice
mentionate se descriu prin poligoane regulate asemanatoare sie insdsi ce se rotasc cu viteza
unghiularad variabild, iar orbita fiecaruia din corpuri (cu exceptia celui central) este o orbita
kepleriana (elipsa, parabola sau hiperbold). In afara de solutiile homografice Wintner a introdus
conceptul de solutie omoteticd, caracterizata prin persistenta asemanarii configuratiiei in lipsa de
rotatie.

Astfel, putem explora intrebarea cu privire la existenta solutiilor homografice tri-
dimensionale si omotetice In problema spatialdi a mai multor corpuri, si de acelasi tip, dar
bidimensionale (configuratii plane) si unidimensionale (existenta unor configuratii alcatuite din
puncte materiale ce se atrag reciproc pe aceeasi linie, care poate fi fixata in spatiul Euclidian
tridimensional sau ce se roteste jurul unui punct- centru de masa a punctelor ce graviteaza).
Solutiile spatiale omotetice sunt solutiile problemei newtoniene a patru, sase, opt, douasprezece
si doudzeci de corpuri, care formeaza In momentul initial de timp configuratia in forma de
poliedre regulate ale lui Platon. Conditiile de existentd a unor astfel de solutii este egalitatea
maselor din varfurile configuratiei si egalitatea vitezelor radiale inifiale, indreptate fie ca in
exteriorul, fie ca in interiorul acestor poliedre. Pand in prezent nu este doveditd existenta
solutiilor omotetice in problema a mai multor corpuri, configuratiile inifiale ale carora sunt
poliedre semiregulate. Un rezultat fundamental este afirmatia cd solutii homografice tri-
dimensionale (cu rotatie) in problema a mai multor corpuri nu exista, de aceea in centrul atentiei
al cercetatorilor a fost axat studiul configuratiilor bidimensionale si unidimensionale (coliniare).

Matematicienii francezi Elmabsut B. si D. Bang au obtinut o generalizare interesanta a
rezultatelor lor referitoare la existenta unor puncte stationare de tipul punctelor de echilibru, care
formeaza nu unul c¢i mai multe poligoane regulate, ce se misca in jurul centrului comun de
greutate cu una si aceeasi viteza unghiulara in unul si acelasi plan. Autorii au adus suficiente
conditii care garanteazd existenta solutiilor particulare exacte ale ecuatiilor diferentiale ale
problemei mai multor corpuri, care sunt pozitii de echilibru ale sistemului in spatiul fazic
Euclidian de rotatie. Aceastd constructie dinamica poate fi un generator al unui nou model
dinamic - problema marginitd a mai multor corpuri. Ea a fost numitd «problema marginitd a mai

multor corpuri cu simetrie incompleta». Determinare solutiilor particulare exacte (punctelor
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stationare) ale sistemului de ecuatii diferentiale ale problemei marginite se reduce, dupa cum se
aratd in [21, 24], la rezolvarea sistemelor complexe de ecuatii algebrice. Problema de
solvabilitate a unor astfel de ecuatii reprezintd o ampld, destul de sofisticata analiza, care,

practic, se poate face doar cu ajutorul unor noi sisteme de programare.

1.5. Despre stabilitatea solutiilor homografice ale problemei newtoniene marginite

Se cunosc multiple definitii si interpretdri a notiunii de stabilitate a solutiei ecuatiei
diferentiale [30, 54, 62]. Destul de raspandita in literatura matematica este si notiunea
(echivalentd cu cea anterioard) de stabilitate a migcarii. Prima notiune se foloseste mai des in
cercetarile matematice, iar a doua este utilizatd mai mult de specialistii ce activeaza in domeniile
aplicative precum mecanica, fizica si multe alte ramure cu caracter de aplicatie ale stiintelor
tehnice.

Se poate considera ca termenul stabilitate a aparul in limbajul uzual probabil odatd cu
vorbirea umana, dar aplicarea sa in discursuri stiintifice o putem atribui la epoca antica, cand a
activat Ptolomeu. Sunt de neinchipuit conversatiile inteleptilor antici despre Universul vazut de
el fara discutiile referitoare la vérsta si dimensiunea lui.

Daca insd consideram aparitia teoriei stabilitatii ca domeniu al matematicii, atunci aceasta
s-a datorat in mare masura lucrdrilor a mai multor matematicieni si fizicieni renumiti din trecut:
Euler, Lagranje, Laplace, Poisson, Poincaré, referitoare, in particular, la stabilitatea orbitelor
planetare si in general la sistemele dinamice ale punctelor materiale ce graviteaza reciproc.

Rezultatele lor au fost generalizate si dezvoltate de elevul cunoscutului matematician P.
L. Cebisev, renumitul matematician si mecanic A. M. Lyapunov.

In present nu exista cercetiri teoretice sau aplicative in fizici, mecanici, astronomie si
alte domenii ale cunoasterii in care sa nu se discute problema stabilitatii proceselor neliniare de
diversa natura.

In literatura matematici se cunosc mai mult de o sutd de definitii ale notiunii de
stabilitate. De exemplu, la mijlocul secolului XX in cercetdrile dinamicii cosmice se utilizau
aproximativ treizeci de definitii.

Daca facem referire la trecut, atunci se poate mentiona cé la sfarsitul secolului XX, ba

chiar si in secolul XX directia destul de populard in teoria calitativd a ecuatiilor diferentiale a
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dinamicii cosmice consta in studiul stabilitatii solutiilor lor in sens Poisson, ceea ce a favorizat
acumularea de cunostinte noi referitoare la problema stabilitdtii unor modele ale sistemului
Solar. Lyapunov este acela care a introdus formularea cea mai des acceptatd a notiunii de
stabilitate a solutiei ecuatiei diferentiale si a problemei stabilitatii solutiei ecuatiei diferentiale
ordinare. Ilustrul savant a dezvoltat metode matematice efective de studiu a proprietatilor
stabilitatii sistemelor dinamice, descrise prin ecuatii diferentiale ordinare. Lyapunov a formulat
si promovat doua abordari diferite de rezolvare a acestei probleme matematice fundamentale [40,
46, 47]:

1.  metoda V-functiei Lyapunov;

2.  metoda bazata pe proprietatile aproximarii liniare.

Cu toate acestea trebuie de constatat ca problema newtoniana a mai multor corpuri s-a dovedit a
fi, din punctul de vedere al studiului proprietatilor stabilitatii solutiilor sale, una din cele mai

complicate probleme ale matematicii moderne, care pand in prezent ramane nerezolvata integral.

......

— =X (%), (1.49)

in care functia vectoriald X (x,t)de dimensiunea n este definita in careva domeniu de
dimensiunea (n+1):
G,;=G,xI,tel=(0,0),xeG,,
in care G, este un domeniu de dimensiunea n in spatiul R".
Presupunem ca ecuatia vectoriald (1.49) admite solutia particulard cunoscuta x = X (t),

pe care o vom numi solutie neperturbata, iar toate celelalte solutii le vom numi solutii perturbate.

Definitia 1.4. Solutia particulara x" (t) a sistemului de ecuatii diferentiale (1.49) o vom
numi stabila in sens Lyapunov in raport cu vectorul X, daca pentru orice numar & >0 si orice t,
din intervalul infinit de timp (0,0) existd mdrimea & =& (&,t,) > Oastfel incat se verifica

urmatoarele conditii:

1)  toate solutiile X(t) care verifica conditia initiala
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X(t) =X, Hx(to )X (t )H <9,
sunt definite pe intervalul infinit t, <t <oo;

2)  pentru aceste solutii este adevarata inegalitatea

Hx(t)—x* (t)H <&
pentru toate valorile t, <t <oo.

In cazul dat norma oricirui vector X(t) este suma valorilor absolute a componentelor sale:

(0= (o)

Definitia 1.5. Dacd marimea 6 =J(¢) nu depinde de momentul de timp intial t,din
intervalul de timp [O,T] si se verifica celelalte conditii din definitia precedenta atunci solutia
X" () se numeste uniform stabila in domeniul T.

Definitia 1.6. Solutia X (t) se numeste asimptotic stabild pentru t — oo, daca ea este
stabild si in plus pentru orice valoare t,din intervalul infinit [a,o) existd marimea A =A(t,)
astfel incat toate solutiile Xx(t), ce verifica conditia initiala Hx(to)— X" (t )H <A, mai verifica si
relatia
!Lrg“x(t)— X" (t)H =0.

In particular, solutia triviala x" (t) = 0 este asimptotic stabild daca ea este stabila si

lim

t—w

X" (t)H =0.

In cercetarile dinamicii cosmice se mai pot folosi si notiunile de stabilitate in sens
Lagranje, Hill, Jacobi.

Teoria stabilitatii, fundamentatd de Lyapunov si predecesorii sdi, este aplicatd actual cu
succes la proiecterea echipamentelor si diverselor aparate, dar nu poate fi efectiv folositd in
cercetarile stabilitatii structurilor cosmice dinamice, la care se referd sistemele planetare si

.....

Lyapunov a sistemelor hamiltoniene, la care se atribuie dinamica cosmicd, sunt rezultatele
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savantilor A. N. Kolmogorov, V. I. Arnold si [u. Moser, care mai sunt numiti fondatori ai teoriei
KAM [49].

Teoria KAM a dat raspuns la un sir de intrebari asupra studiului stabilitatii solutiilor
dinamicii hamiltoniene, insd problema stabilitatii in sens Lyapunov a sistemelor planetare
ramane nerezolvata.

Din aceste considerente dezvoltarea teoriei stabilitatii modelelor dinamicii cosmice nu-si
pierde actualitatea.

In baza rezultatelor teoriei KAM studierea stabilititii in sens Lyapunov a solutiilor
stationare ale problemelor marginite presupune efectuarea urmatorilor pasi [21, 24]:

- determinarea pozitiilor de echilibru si conditiilor de exstentd a configuratiei ce descrie
problema studiata;

- determinarea punctelor stationare in problema marginita;

- liniarizarea ecuatiilor diferentiale ale problemei marginite in vecinatatea punctelor stationare;
- determinarea valorilor proprii ale matricei sistemului liniarizat;

- determinarea conditiilor de stabilitate liniara a punctelor de echilibru;

- constructia hamiltonianului problemei marginite;

- liniarizarea sistemului hamiltonian;

- normalizarea formei patratice a hamiltonianului Hp;

- normalizarea formei cubice Hsa hamiltonianului;

- eliminarea formei cubice H3 si normalizarea formei Ha;

- determinarea stabilitatii in sens Lyapunov a punctelor de echilibru, aplicarea teoremei Arnold-
Moser.
Profesorul E. A. Grebenicov a considerat cd prezintd interes examinarea solutiilor in

problema newtoniani a opt corpuri. In lucrarea aceasta se examineaza o clasi noud de solutii in
problema newtoniand a opt corpuri configuratia carora verificd conditiile: corpurile formeaza un
sistem plan centralizat in forma de patrat, in varfurile caruia se afla masele mz, mz, ms, ms, doua
mase ms si Me se afla pe o diagonala a sa, iar al saptelea corp este plasat in centrul de greutate al
configuratiei. Se studiaza influenta campului gravitational al configuratiei date asupra miscarii

unei mase infinit mici amplasate 1n acest sistem (problema marginita a opt corpuri).
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1.6. Concluzii la capitolul 1

In primul capitol, ce consta din cinci paragrafe, este datd o analizd ampld a domeniului,
ce tine de tema tezei de doctorat.

Problema newtoniana este una din cele mai renumite probleme ale matematicii clasice,
mecanicii si astronomiei. Ea constd in determinarea proprietatilor miscarii sistemului izolat
format din n corpuri ce se atrag reciproc dupa legea lui Newton si pentru care sunt cunoscute
masele, coordonatele initiale, precum si vitezele acestor puncte materiale in raport cu careva
sistem inertial fixat de coordonate.

Rezolvarea acestei probleme, descrise de un sistem de ecuatii diferentiale, depinde in
mare masurd de valoarea parametrului n, adicd de numarul de puncte materiale. Desi a fost
formulata cu mai mult de 300 de ani in urma panad in prezent ramane inca nerezolvata.

Remarcabile in dezvoltarea teoriei stabilitdtii in sens Lyapunov a sistemelor
hamiltoniene, la care se atribuie dinamica cosmicd, sunt rezultatele savantilor A. N.
Kolmogorov, V. I. Arnold si Tu. Moser, care mai sunt numiti fondatori ai teorieci KAM. Teoria
KAM a dat raspuns la un sir de intrebari asupra studiului stabilitatii solutiilor dinamicii
hamiltoniene.

Scopul principal al tezei consta in aplicarea teorieci KAM la cercetarea calitativa a
ecuatiiilor diferentiale ce descriu problema marginitd a 7+1 corpuri, formulate anterior de
profesorul E. A. Grebenicov. Ea consta in studierea miscarii corpului 8, de masa infinit micd in
raport cu celelalte mase, in cimpul gravitational al celorlalte 7 corpuri, configuratia si miscarea
carora este binederminata si stabila.

Pentru a rezolva aceasta problema este necesar sa realizam urmatoarele obiective:

- determinare conditiilor de exstenta a problemei newtoniene a sapte corpuri configuratia careia
reprezintd un patrat in varfurile caruia se afla masele mg, mz, m3, M4, doud mase ms si Mg se afla
pe o diagonala a sa, iar al saptelea corp este plasat in centrul de greutate al sistemului;

- determinarea punctelor stationare in problema marginitd a opt corpuri,

- liniarizarea ecuatiilor diferentiale ale problemei marginite in vecindtatea punctelor stationare;

- determinarea valorilor proprii ale matricei sistemului liniarizat;

- determinarea conditiilor de stabilitate liniara a punctelor de echilibru;
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- constructia hamiltonianului problemei marginite;

- liniarizarea sistemului hamiltonian;

- normalizarea formei patratice a hamiltonianului Ho;

- normalizarea formei cubice a hamiltonianului;

- eliminarea formei cubice Hs si normalizarea formei Ha;

- determinarea stabilitatii in sens Lyapunov a punctelor de echilibru.
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2. STUDIEREA STABILITATII IN PRIMA APROXIMATIE A SOLUTIILOR
STATIONARE iIN PROBLEMA MARGINITA A OPT CORPURI
2.1. Algoritmul general de generare a ecuatiilor diferentiale ce descriu problemele

marginite ale dinamicii cosmice

O abordare universald binecunoscuta a cunoasterii lumii din jurul nostru, care, dupa cum
spun matematicienii, este un model esential neliniar, consta in faptul ca ea poate fi realizata pas
cu pas, doar prin aproximari succesive sau iteratii. Mai sus a fost formulatd problema
fundamentald a dinamicii analitice in reprezentarea lui H. Poincaré. Poincaré, facand referire la
studiul problemelor dinamicii cosmice, in special ale Cosmosului, in general, a incercat
intotdeauna sd punad in practicd o abordare stiintificd bazata pe urmatoarea metodologie: datorita
faptului ca ecuatiile dinamicii cosmice “nu pot fi integrate”, este posibil ca pentru acestea sa se
investigheze, mai presus de toate, problema existentei oricarei solutii stationare si mai apoi
problema studierii proprietatilor geometrice si dinamice ale acesteia din urma.

Genialul savant francez a evidentiat in primul determinarea tuturor solutiilor stationare
ale sistemului de ecuatii diferentiale cu hamiltonianul analitic si periodic in raport cu
coordonatele lui Lagranje.

Primele rezultate in solutionarea ecuatiilor diferentiale ce descriu problema newtononiana
a mai multor corpuri au fost obtinute de O. Dziobek, A. Wintner, B. Elmabsout si D. Bang
pentru spatiile euclidiene. In spatiile Nehvil cu timpul regularizat E. Gebenicov a determinat o
noud clasd de solutii homografice marginite si nemarginite. Aceste solufii posedd o totala
simetrie dinamica si geometrica in spatiile respective. D. Bang si B. Elmabsout de asemenea au
demonstrat ca in spatiul euclidian exista solutii exacte ale ecuatiilor diferentiale ce descriu
problema newtoniand a mai multor corpuri cu simetrie incompleta atunci cand corpurile ce se
atrag reciproc formeaza nu doar un poligon regulat (in cazul simetriei totale) dar cateva astfel de
poligoane regulate cu o orientare univoca a unuia fatd de celelalte. Cu toate acestea rezultatul
obtinut de D. Bang si B. Elmabsout nu da raspuns complet la Intrebarea referitoare la multimea
solutiilor stationare ale problemei newtoniene generale a mai multor corpuri, de ceea putem
presupune ci se vor putea determina si alte solutii stationare. In acelas timp solutiile stationare
obtinute de D. Bang si B. Elmabsout pot servi ca generator a unei noi clase de solutii ale

problemelor dinamicii cosmice - problemelor marginite cu simetrie incomplete [91].
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In acest capitol se va cerceta problema influentei cAmpului gravitational al configuratiei
formata din sapte corpuri asupra miscarii unei mase infinit mici amplasate in acest sistem.

Se va studia stabilitatea in prima aproximatie a unei noi clase de solutii exacte ale
problemei newtoniene plane, marginite a opt corpuri cu simetrie incompleta.

Modelele dinamice ce descriu problema newtoniand, de regula, sunt descrise prin ecuatii
diferentiale neliniare, prin urmare rezolvarea si investigarea lor se bazeazd, de obicei, pe
metodele aproximarilor succesive implementate in diferiti algoritmi iterativi. Problema
newtoniand a trei corpuri este modelul matematic de bazd ce descrie miscarile corpurilor din
sistemul solar. Lipsa de progrese semnificative in integrarea exactd a ecuatiilor diferentiale ale
problemei date obtinute de matematicieni si astronomi timp de douad secole, a condus ca in anii
60 ai secolului XIX, matematicianul si mecanicul german Carl Gustav Jacobi sa formuleze un
nou model matematic simplificativ al dinamicii cosmice, pe care el I-a numit problema marginita
a trei corpuri [20]. Aceasta problema a devenit un model matematic foarte popular al dinamicii
cosmice. In plus, s-a demonstrat ¢ ea permite o generalizare simpla in cazul oricarui numar de
corpuri ce gravitateaza reciproc.

Jacobi a formulat urmatoarea problemd: Este necesar sa se investigheze in spatiu
tridimensional miscarea a unui punct material, cu o masa infinit micd, atras de alte doud puncte
materiale cu mase de dimensiuni finite, in conformitate cu legea de gravitatie a lui Newton.

Masa infinit mica Insdsi nu exercitd o influenta gravitationald asupra miscarii celorlalte
doua puncte materiale cu mase nenule.

Deoarece aceste doud puncte materiale nu sunt supuse influentei gravitationale din partea
celei de-a treia masa infinit mica, miscarea lor in spatiul tridimensional are loc in conformitate
cu legile lui Kepler de miscare a planetelor, iar masa infinit mica p, la randul sau, se deplaseaza
in spatiu sub actiunea fortelor de atractie newtoniene create de cele doua puncte materiale cu
masele my simz [7].

Rezolvarea matematica a problemei marginite a trei corpuri consta in a gasi solutia exacta
a unui sistem specific, nelinear de ecuatiile diferentiale de ordinul sase in care functiile
necunoscute sunt coordonatele si componentele vitezei masei infinit mici p, ca functii de timp,
adica studierea tuturor posibilelor miscari ale masei infinit mici in spatiul Euclidian

tridimensional sub actiunea atragerii acesteia de cétre particulele cu masele m1 si mo.
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Prin analogie cu problema a trei corpuri academicianul E. Grebenicov a formulat
urmatoarea problema: sa se studieze in spatiu tridimensional miscarea a unui punct material, cu o
masd infinit mica, atras de alte sapte puncte materiale cu mase de dimensiuni finite, in
conformitate cu legea de gravitatie a lui Newton, configuratia carora este un patrat, cu o masa
situatd 1n centrul de greutate, iar altele doua situate pe o diagonald a patratului.

Se stie ca legile dinamicii clasice au fost formulate de Galilei si Newton pentru sistemele
inertiale. Fie ca in careva spatiu inertial tridimensional Oxyz avem (n+1) corpuri ce se atrag
reciproc conform legii de atractie universala.

Atunci forma vectoriala a ecuatiilor diferentiale ce descriu miscarea acestor corpuri este

urmatoarea:
mf =gradU , i=0,1..,n, (2.1)
in care raza vectoare OP; =T =(x,,V;,2 ), iar functia scalard - potentialul U se exprima prin

relatia:

f m,m
U(xo,yo,zo,...,xn,yn,zn):z . A Aki:\/(xk—xi)2+(yk—yi)2+(zk—zi)z, (2.2)

f este constanta gravitationala, iar semnul ' in sume arata ca k =1, vectorul

grad,U :fa—u+18—u+lza—u. (2.3)
2 o, z

Scrisa in forma pe coordonate totalitatea (2.1) reprezintd un sistem de ecuatii diferentiale

neliniare de ordinul (6n+6) de forma:

d?x. ou
m. =—,
dt>  ox
d’y, ou
m. =—,
dt? oy, (2.4)
d’z, oU
m. =—,
dt* oz,
i=12,..,n.

Daca vom intelege prin problema marginita a mai multor corpuri cazul cand pentru unul
din corpuri nu se indeplineste a treia lege a dinamicii Newtoniene, atunci aceasta implica

existenta unei mase infinit mici, deci una din masele my,m,,...,m, este infinit micd de aceea ea
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nu actioneaza cu atractia sa alte mase, iar acestea la randul lor o atrag. Inlocuirea in sistemul

(2.4) masei infinit mici cu zero va duce la obtinerea unui sistem asemanator dar de ordinul 6n.
Astfel, in loc de sistemul de ecuatii diferentiale a problemei newtoniene a (n+1) corpuri,

vom obtine ecuatiile diferentiale a problemei newtoniene a n corpuri.

Deci, in urma operatiei de egalare cu zero a unei din masele m,,m,,...,m, in ecuatiile

n
(2.4), nu se obtin ecuatiile diferentiale ce descriu migcarea masei infinit mici.
Vom scrie sistemul (2.4) intr-o forma mai detaliata, evidentiind, de exemplu, ecuatiile
diferentiale ale masei m, .
d’x, ouU X —X
m,— =—= fm, > m X2,
dt®  ox, o AL

d? ou . -
m, g" =—=fm,>_m, Y - Yo (2.5)
dt oY, =t Ao
d?z, ouU o z,-2
m,—>=—= fm, ) m—~——2,
dt 0z, Ay

d’x  ouU n X, — X: X, — X.
m— =—=fm | > mIA"4m 2

- dt® B 28 | k=1 Aii ’ Agi 1
2 n ' _
midg.:Q:fmi Z mkyk Sy‘+m0y°3y' ,
TR PR A (26)
d’z, oU n, z Z,-1
i _ 7 fm m K i 0 i ’
Ldt? o ' kzl‘ “ AL ° AL

Asa cum masa m, = — 0Vvom impdarti ambele parti ale sistemului (2.5) la my, iar in sistemul

(2.6) inlocuim my =0. Atunci obt{inem urmatoarele sisteme:

d?x, X =X
=f» m—~--2
dt? kz; A%
dzyo — .I:Zn:m Y« = Yo (27)
dt? A
2 n
d220=f mkzk3z°,
@ = A
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i _ f m i ,
dt? o AL
Ay, Yoy
i_ f m K i
> g A} (2.8)
dzzI=f n 'mkzk—zi
dt? = Al
i=12,..,nk=i

Analizdnd sistemele (2.7) si (2.8) observam cd in al doilea sistem nu figureaza

coordonatele x,,Y,,Zz,ale masei infinit mici, deci sistemul (2.8) descrie miscarea in problema
newtoniand a n corpuri cu masele respectiv egale cu m,...,m, si pentru rezolvarea sa nu avem
nevoie si cunoastem coordonatele X, (t), Y, (t),z, (t)ca functii de timp.

Daca s-ar putea detemina careva solutie particulara a sistemului (2.8)

X (t),y(t),z(t),i=1...n sidaci s-ar putea realiza inlocuirea acestora in sistemul (2.7), atunci

sistemul nou obtinut neautonom, echivalent sistemului (2.7) va putea fi studiat aparte.

Admitem ca s-a deteminat una din solutiile particulare ale sistemului (2.8):

Y () =a (1), (2.9)

Substituind aceste functii in sistemul (2.7) obtinem sistemul de ordinul sase de ecuatii

diferen‘;iale neautonome ce descriu problema marginita a n corpuri:

fi f(t) X,

Ako

M fzmk(pk( )_YO

dt2 k=1 Ak30 , (2.10)
B kZ Ako




Sistemul (2.10) descrie miscarea masei infinit mici m, = in cAmpul gravitational format de
masele m;, m,,...,m_ si care se miscd in corespundere cu miscarea cunoscutd, descrisa de solutia
determinatd f, (t),¢, (t),w, (t),k =1,,...,n. Cu parere de rau, pand in prezent miscarea masei

infinit mici nu este inca cunoscuta.
Din cele de mai sus rezultd ca miscarea masei infinit mici in orice problema marginita a
mai multor corpuri este descrisa, de regula, printr-un sistem neautonom de ecuatii diferentiale de

ordinul sase.

In cazul solutiei plane (z, =2z, =...=z,=0) se va cerceta un sistem de ordinul patru nu

n

cel de ordinul sase:

dt? : A,
2 n t _

d }Zlozfzmk¢k(1 yO,
dt = Ay,

Sistemul astfel obtinut descrie miscarea masei infinit mici x in campul gravitational al

punctelor materiale P1, P2 ..., Pn, miscarea carora are loc in unul si acelas plan in care are loc
miscarea a insasi masei materiale Po.

In baze celor expuse mai sus putem formula urmitoarea teorema:

Teorema 2.1. Orice solutie particulard cunoscutd a problemei newtoniene a n corpuri
serveste drept generator de ecuatii diferentiale ale miscarii in problema newtoniana marginita a
(n+1) corpuri.

Acest lucru ne permite sd introducem conceptul de problema marginitd in sens Jacobi
pentru orice numar de corpuri, in special, putem vorbi despre "problema marginita a 3+1
corpuri”, "problema marginita a 4+1 corpuri ", "problema marginita a o sutd de corpuri” etc.

Asa cum 1in caz general sistemul de ecuatii diferentiale ale problemei newtoniene
marginite a (n+1) corpuri este neautonom, H. Poincaré a formulat in calitate de problema
primara a dinamicii analitice determinarea unor astfel de transformari ale coordonatelor fazice in

care solutiile particulare din problema a n corpuri de tipul (2.9) se se exprime prin marimi

constante, sau, altfel spus, se reprezinte "pozitii de echilibru” ale sistemului transformat de
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ecuatii diferentiale. In acest caz in noul spatiu fazic ecuatiile diferentiale corespunzatoare

sistemului (2.10) vor fi autonome si cercetarea lor va putea fi mai eficienta.

Fie ci asupra corpurilor Po, P1,... Pn actioneazi fortele arbitrare F., ce depind de
coordonatele euclidiene x,,Y,,Z,,.... X, Y, Z, si derivatele lor x;,y,,Z,,....%,, Y, Z,. Atunci
conform legii fundamentale a dinamicii newtoniene avem:

M = Fi (%) Yor Zosess Xu» Yios Zs Xo» Yo Zoseees Koys Yo Zyis Ggreens @ ) 21 = 0,100,
unde o,...,a, sunt marimi ce exprima dependenta dintre parametrii geometrici si dinamici ai
modelului.

Fie, de exemplu, cd m, =0, iar functia vectoriald Fo nu depinde de derivatele X,,Y,,2,

Atunci in locul sistemului anterior obtinem urmatorul sistem mixt de ecuatii:

Fo (Xor-mnet ) =0,
m,rI Fi (xo, V),
=12,..

ce consta dintr-o ecuatie functionald vectoriala (de multe ori algebrica) si un subsistem de ecuatii

diferentiale. Daca ar fi posibil de exprimat coordonatele X,, Y,,z, din prima ecuatie prin celelalte

coordonate si derivatele lor, atunci rezolvarea subsistemului de ecuatii diferentiale ar deveni
problema independenta a dinamicii corpurilor P1, Po,..., Pn. in conditiile ca se determina solutia

sa, migcarea masei M, =0 se va determina din relatii algerice si nu prin integrarea ecuatiilor

diferentiale ce descriu migcarea sa. Aceasta este in principiu usor de realizat, dar anume o asfifel

de abordare nu este aplicabilda pentru gravitatia newtoniand, deoarece in acest caz in locul
ecuatiei Fo =0 obtinem identitatea 0 = 0 si studierea migcdrii masei infinit mici m, — 0 nu este

posibila.
2.2. Ecuatiile diferentiale ale problemei marginite a opt corpuri

Din paragraful anterior rezultd ca la studierea ecuatiilor diferentiale ale problemelor
marginite mai intai trebuie studiatd existenta solutiilor particulare de tip "pozitii de echilibru™ in

problemele nemarginite de dimensiune mai mica.
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Daca in calitate de origine de cooordonate a spatiului euclidian tridimensional se va alege

unul din corpurile ce graviteaza , de exemplu punctual P,, atunci, evident cd, sistemul euclidian
de coordonate P,xyz va fi neinertial.

Fie cd in spatiul neinertial de coordonate P,Xyz are loc miscarea a opt corpuri Po, P1, P2, P3, Pa,
Ps, Pe, P, fiecare avand respectiv masele m,, m,, m,, m,, m,, m,, m,, x, Ce se atrag reciproc

in corespundere cu legea atractiei universale. Se va studia modelul dinamic plan format dintr-un
patrat in varfurile caruia se afla punctele P1, P2, Ps, P4, celelalte doud puncte Ps, Ps, avand
masele m, =mj, se afld pe diagonala P1Ps a patratului la distante egale de punctul Po, in jurul
caruia se roteste aceasta configuratie cu o viteza constantd , determinata exact din parametrii
modelului. Se va studia miscarea masei infinit mici g — 0 (asa-numitul corp ce graviteza pasiv)

in campul gravitational format de cele sapte corpuri Po, P1, P2, P3, P4, Ps, Ps, ce se atrag

reciproc si atrag corpul P (Figura 2.1).

Oy
o

P 19 4

Fig. 2.1. Imaginea geometrica a configuratiei studiate.

H. Poincaré a demonstrat ca ecuatiile diferentiale ale dinamicii punctului P in problema
marginitd a trei corpuri apartin clasei sistemelor neintegrabile, sau, altfel spus, a sistemelor a
caror integrald generald nu poate fi exprimatd prin functii transcendente univoce. Ecuatiile
hamiltoniene ale problemei marginite a opt corpuri au o structurd si mai complicata, de aceea ele
de asemenea pot fi considerate ca neintegrabile dupa Poincaré.

Ecuatiile diferentiale ale problemei newtoniene a opt corpuri intr-un Sistem cartezian

neinertial de coordonate P,xyz au forma:
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d?x, . f(my+m, )X, _ aR;,
dt? re OX,
2 f(m,+m .
d 32/k+ ( b : k)yk :8Rk1 211)
dt I Y,
d?z, s f(my+m)z, _ 5R1f1
dt? e 0z,
k=1,2,...,7;
unde R;(k=1,2,...,7) sunt functiile de perturbare, ce se exprima prin relatiile:
! XX+ V.Y +2,Z.
R;:me{i_ k% ykZJ kl],jik
= A r:
j=1 kj j
2 2 2
Aij:(xj_xk) +(yj_yk) +(Zj_zk) , (2.12)
rP=x+yi+2°,
k=12,..,7,

unde f este constanta gravitationala.

In modelul studiat m7=u —0. Pentru simplitate se va considera in continuare

P(X;,Y;.2;)=P(X,Y,2)si atunci ecuatiile miscarii punctului P(x,y,z)au forma:

d’x  fmx @R
—_—t—=—,
at>  r®  ox
d?y fm oR
o'z mz_R
at> oz
unde
6 1 XX, +Vyy, +12zZ.
R=fY'm | —_ 27 XiT%
JZ; J(Ai 1} }
A?:(xj—x)2+(yj—y)2+(zj—z)2, (2.14)
F=x+y+z;,r’ =x*+y*+17°,
j=12,...6.
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2.3. Teoremele despre existenta solutiilor stationare

Cu cresterea numarului n, dificultdtile de a gasi pozitiile de echilibru cresc iIn mod
evident, In primul rand datoritad cresterii dimensiunii sistemului in sine si, in plus, se adauga noi
termeni neliniari in partile drepte ale ecuatiilor referitori la valorile cautate ale coordonatelor
corpurilor si maselor lor. Prin urmare, pare potrivit si prezentam aici afirmatiile a doua
teoreme care au fost folosite de mai multe ori atunci cind s-au gasit pozitii de echilibru in
problema a n-corpuri. Aceasta este, in primul rand, teorema Bang-Elmabsout, binecunoscuta
specialistilor dinamicii spatiului [21, 24].

Teorema 2.2. (Bang-Elmabsout) Fie ca se cunosc N+1=pn+1 corpuri Pg, Py, ..., PncCe se
atrag reciproc, fiecare avand respectiv masele Mo, My,... Mn. Fie ca corpurile P1, P2, ..., Pn
formeaza p poligoane concentrice regulate (fiecare avand n-laturi) cu centrul Po, in varfurile
carora avem plasate masele My, ... My

(M1 =Mo=...=Mn=m1, Mh+1 =Mn+2=...=Mon=my, ..., MN-n+1 =Mn-n+2=...=Mn=mp),
. . . C . N S
fiecare poligon este orientat n raport cu fiecare doi vecini ai sai sub un unghi de — si se roteste
n

in jurul centrului Po cu viteza unghiulara

=MoL gy GO erlz—o"k % (2.15)
‘ql,k‘ Y.k Ler<p _l‘qlk O, Qi = qu‘

j¢k
unde q,,=(X.,Y,,) sunt coordonatele corpurilor Px (k=1,2,...,n) ce sunt plasate in varfurile

poligonului respectiv cu n laturi (I=1,2, ...,p),

<[ <O T

Daca pentru coordonatele cunoscute initial @, exista astfel de valori ale parametrilor my, mo, ...,

‘Ch,k -0,

m, astfel incat are loc egalitatea

ol =w;=.. =0, = o (2.16)

atunci problema newtoniana pland a (N+1) corpuri are solutie homografica exactd, descrisa
geometric de p poligoane regulate cu n laturi, ce se rotesc cu viteza ungiularda @ in jurul

corpului Po.
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Vom reformula aceasta teorema intr-o forma mai convenabila pentru studiul ce-| facem.
Dacé pentru valorile date ale parametrilor mi, my,..., mp existd asa seturi ale coordonatelor

(X 1 Y1k )» pentru care au loc relatiile (2.16), atunci problema newtoniand pland admite solutie

homografica exacta descrisa de p poligoane regulate cu n laturi, ce se rotesc cu viteza ungiulara
@ 1n unul si acelasi plan si in aceasi directie in jurul corpului Po.

Un nou rezultat in rezolvarea problemei date a fost propus de catre N. Zemtova [26, 36,
90], care a reformulat-o in felul urmator: cunoscand initial configuratia, in varfurile careia se afla
corpurile ce graviteaza, trebuie de determinat asa valori ale maselor, care ar garanta existenta
configuratiei.

O altd abordare a problemei date consta in faptul ca cercetatorul trebuie sd aiba
intotdeauna 1n vedere cd pentru orice set de valori ale maselor si ale coordonatelor punctelor ce
graviteaza, valoarea vitezei unghiulare de rotatie @ a sistemului de coordonate trebuie sd fie
invarianta pentru toate ecuatiile sistemului de ecuatii ce descrie configuratia [66, 80].

A doua teorema este teorema de existentd a solutiilor particulare exacte a ecuatiilor
diferentiale ce descriu miscarea in problema newtoniand plana a n+1 corpuri, scrise in
coordonatele lui Nehvill:

Teorema 2.3. Fie ca:

1. punctele materiale Po, Pi1, .., Pn, fiecare avand respectiv. masele mo si
m, =m, =...=m_=m, se atrag reciproc in conformitate cu legile atractiei universale;
2. in momentul initial de timp t=0 punctele Py, ..., P, formeaza un poligon regulat cu

centrul in Po;

3. vitezele initiale ale punctelor Py, ..., Pn formeaza un cadmp arbitrar al vitezelor in raport

cu centrul Po.

Atunci solutia ecuatiilor diferentiale ale miscarii corpurilor P1, ..., Pn pentru orice moment de
timp t reprezinta un poligon regulat, de dimensiuni variabile, ce se roteste cu viteza unghiulara
variabila in jurul centrului de masa Po, iar fiecare dintre corpurile Py, ..., Py se misca pe o orbita,
determinate de ecuatiile problemei clasice a doua corpuri, in care in calitate de mase servesc

careva marimi, ce depind evident de masele my,m,,...,m, si numarul n de puncte ce graviteaza.
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Asa o configuratie, evident, nu este o pozitie de echilibru in spatiul cartezian de
coordonate, ce se roteste cu vitezd unghiulara constantd @, dar este pozitie de echilibru in
continuumul de dimensiunea patru al lui Nehvill.

Aceste teoreme pot fi utilizate n continuare la cercetarea existentei punctelor stationare
si in studiul stabilitatii lor pentru diferite modele ale problemei newtoniene a mai multor corpuri.
Deosebit de importante sunt aceste rezultate pentru cazul cand se cunoaste initial geometria

configuratiei.
2.4. Determinarea pozitiilor de echilibru

Din rationamentele de mai sus rezulta cd trebuie sd alegem mai intai asa valori ale lui
(X, Y ).k =1,...,6 pentru care o’ =w; =...=w} = o’.
Pentru a determina @ vom efectua asa o transformare de coordonate care ar exclude din
partea dreapta a ecuatiilor (2.11), scrise doar pentru corpurile Po, P1, P2, P3, P4, Ps, Ps , timpul t:
X; = X, cos(mt)-Y;sin(at),
y; = X;sin(ot)+Y, cos(at), (2.17)
z,=2;.
Asa cum se cerceteaza configuratia pland avem ca Z; =0,j=0,1,...,6. in noile coordonate

ecuatiile (2.11), scrise doar pentru corpurile Po, P1, P2, P3, P4, Ps, Psau forma:

2 f(m,+m )X .
d >§k :a)ZXk+2a)dYk— ( 0+3 ) k+aRk,
dt dt I, oX,
d?y dx, f Y, (2.18)
m, +m )
—* =0, - 20—F - (m, - ) k—i—@Rk,
dt dt I oX,
. 8 1 X X 4YY. ) .
R = fzmjLA——%J,jik
= K i
2 2
Ay =(X =X ) +(Y, =Y ) (2.19)
2 2 2
I, _Xj +YJ :
k=12,...,6
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Sistemul de ecuatii diferentiale (2.18) descrie miscarea sistemului material format din sapte
puncte in sistemul de coordonate cu rotatie. De aceea, pentru studierea sa ulterioard, conform
teoremei clasice despre existenta solutiilor ecuatiilor diferentiale ordinare, e necesar de a-I
inlocui cu un sistem echivalent de ecuatii diferentiale, scrise in coordonatele spatiului fazic cu
rotatie al coordonatelor si vitezelor de dimensiunea patru.

In dinamica, in mod traditional, este adoptati descrierea modelului dinamic folosind
,acceleratia®, adica derivata de ordinul doi in raport cu timpul t a coordonatelor necunoscute a
corpurilor ce graviteazd reciproc, folosind spatiul tridimensional de configurare (sau
bidimensional pentru probleme ,,plane*) in care ecuatiile dinamice sunt scrise folosind derivata
de ordinul doi in raport cu timpul (adica, valorile acceleratiei) ale functiilor necunoscute X(t),
y), z(t). Folosind regulile canonizarii ecuatiilor miscarii, vom introduce mai intdi variabilele

. ) . . - . . dX dy
suplimentare - impulsurile unitare, aplicind formulele mecanicii clasice: o = Py, ’m = Py.

Atunci in noile coordonate fazice (X,Y, py, py) ecuatiile diferentiale ce descriu miscarea celor
sapte corpuri in sistemul respectiv va avea forma standarda Cauchy. Aceasta presupune scrierea

sistemului in asa o forma, in care partea stinga a ecuatiilor sistemului contine doar derivatele de

ordinul unu ale functiilor ce trebuie determinate:

aX _p Y _
g e P
f(m,+m )X :
%:wzxﬁzwpw— ( 5 3 k+2§k, (2.20)
k k
d f(m,+m )Y, .
dt I oX,

Asa cum se cautd punctele stationare ale sistemului (2.20), atunci conform definitiei lor, ele

trebuie sa fie solutii ale sistemului de ecuatii functionale:

ka:O, pkyzo’
f(m,+m )X -
0’ X, +20p,, - (m, - ) k+aR" =0, (2.21)
I oX,
f(m,+m )Y .
o”Y, —20p,, - ( °+3 ) e R =0, k=12,...,6.
I oX,
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Deci, determinarea solutiilor stationare (punctelelor de echilibru) ale problemei newtoniene a
sapte corpuri se reduce la stabilirea tuturor solutiilor reale ale sistemului neliniar de ecuatii

functionale (2.21). Acest sistem este echivalent cu sistemul de ecuatii algebrice:

f(m, +m,) X, +8R; _

o’ X, + e 0,
I oX, (2.22)
f(m +m, )Y, - '
oY, + ( o i k)k+aRk -0,
I oX,

care este alcatuit din 12 ecuatii algebrice si are 20 necunoscute, daca consideram drept
necunoscute coordonatele Xy,Y| ale corpurilor ce graviteaza, masele lor m,,m ,m,,m,,m,,
m, , M, si viteza unghiulard @ de rotatie a sistemului de coordonate. In aceste conditii problema
determinarii solutiilor stationare ale problemei newtoniene a mai multor corpuri devine, dintr-un
punct de vedere, incorecta, iar din alt punct de vedere admite multiple aspecte §i interpretari in
studiul sau. Una din interpretari este cazul in care consideram ca sunt cunoscute coordonatele
corpurilor-parametrii geometrici ai configuratie si atunci problema matematica se simplifica
esential deoarece sistemul (2.22) devine un sistem algebric liniar in raport cu masele
m,,m,m,, m,,m,,m.,m silarezolvarea caruia putem aplica metodele algebrei liniare [1, 9,
19, 38, 39, 72]. In alte cazuri nu-i totul atit de clar si deorece ecuatiile sistemului sunt algebrice
irationale toate mijloacele matematice de solutionare sunt binevenite daca sunt aplicate corect si
rezolva problema.

Consideram cazul cand P1(1,1), P2(-1,1), P3(-1,-1), P4(1,-1), Ps(a, &), Ps(-ax - ¢ ), T =1,
m, =1, m, =mj atunci, aplicand sistemul de calcul simbolic Mathematica (SCS Mathematica),

din sistemul (2.22) obtinem:

m, =m,, (2.23)
Mz = Mg =fl'_11'!1, ax) =
1 — — vz — (2 [(-2+a)my
242 [-42 + 2 m+|-1+4/2 |m s -
L- £ o “l+a)®
1402|328
J2 (2+a)m — - - 1 8
sll-deyy2 | [-1+a8)° (1+a5) |-2= +
(L+a)® 2 [1.02)%2
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Teorema 2.4. Verificarea relatiilor (2.23) reprezintd conditia suficientd de existenta a
solutiei homografice a problemei newtoniene a sapte corpuri, configuratia careia reprezinta un
patrat P1P2P3sP4 cu unul din corpuri (Po) situat in originea de coordonate, iar alte doua situate pe
diagonala P1Ps.

Dependenta dintre  m, =m, = f,(m,a),m;=m; = f,(m,a), o = f,(m,a)poate fi

observata din Figurile 2.2; 2.3; 2.4.

my =11 0m1,0)

—

o,
L
<

e

Vil

e,

Fig. 2.3. Dependenta functionald f,(m,«).
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Fig. 2.4. Dependenta functionala f,(m,,a).

Pentru obtinerea lor sa folosit instructiunea
Plot3D [f {a,a1,a2},{m1l,mi1,mi.}, PlotPoints—40, Mesh—True,
PlOtLabel—)f":"fi"("ml",a)", AXGSLabel—) {"G",ml,fi}] .

Asa cum m, =m, >0,m, =m; >0, " >0vom determina intervalele valorilor admisibile pentru
parametrul o variind valorile lui m,. De exemplu, pentru m =0.1 dependenta dintre

m, =m,,m,=m,,®" si parametrul o se observd din Figura 2.5 obtinuta prin aplicarea functiei

Plot[exp., {a,a l,a 2}, PlotStyle— {Black, Black, Black}]]:

Fig. 2.5. Dependentele functionale f (0,1 ), f,(0.5a), f,(0,1a).

Jj
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Tabelul 2.1. Intervale admisibile pentru « .

m, Intervale admisibile pentru ¢

0.0001 | e

0.001 | e

0.01 (0.8582; 0.85857)

0.1 (0.715; 0.718)

1 (0.48965; 0.5053)

10 (0.291; 0.320)

100 (0.149; 0.2871)

1000 (0.050; 0.2838)

In tabelul 2.1 sunt prezentate intervalele admisibile ale lui ¢ in dependenti de careva

valori ale lui m, calculate aproximativ folosind mijloacele grafice ale SCS Mathematica.
De exemplu, pentru m, =1, & =0.48965 avem:
m, =m, =0.000257628, m, =m, =0.160844, »" =0.685968,
iar pentru m, =1, & = 0.5053:
m, =m, =0.997682, m, =m, =0.000341148, »* = 0.691908..
Sa studiem 1n continuare miscarea corpului P(X7, Y, Z7)ce graviteaza pasiv in campul

celorlalte corpuri. Asa cum sistemul (2.13) este neautonom atunci efectuand transformarea:

x = X cos(awt)-Y sin(at),
y = Xsin(ot)+Y cos(at), (2.24)
1="72.

vom obtine un sistem autonom de ecuatii diferentiale

2
d >2( =’ X +2a)d—Y— fmgX +@,
dt dt r oX (2.25)
ay dX fmyY &R '
=0 20— —— s
dt dt r oY
unde
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6 XX +YY,
R = mej [i_#J’

[ERRNY T
2 2
af=(X = X) +(Y; =Y ), (2.26)
r2=X2+Y2rt=X?+Y?
j=12,...6,

iar ( X;,Y;) sunt coordonatele corpurilor P1, P2, P3, P4, Ps, Ps alese anterior.

VVom introduce noile coordonate fazice x, y, u, v unde

x=X,y=Y,

dx dy (2.27)
_:ul_zvl

dt dt

pentru a aduce sistemul (2.25) la forma normala Cauchy. Astfel in noile coordonate el are forma:

dax_ dy_

dt dt

W _ oxs 20v—TMoX , R (2.28)
dt r OX

y:wzy —2a)u—fm—§y+%.

dt r oy

Conform definitiei solutiilor stationare ale ecuatiilor diferentiale, pozitiile de echilibru (in

caz ca ele existd) sunt solutii ale sistemului functional de ecuatii:

u=0,v=0,

ox+ 20v— X R _g (2.29)
r OX

o’y —20u— fmgy +@:O,
r oy

sau in forma desfasurata
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u=0,v=0,
6 X—X. X
@° X+ 20V — fm3°X— f> m, —+— =0, (2.30)
r = Aj r;
6 -_ - -
@’y —20u- fmgy—mej J Sy‘ +y—3J =0,
r =i Aj r,

2 2
AT =(X, =X ) +(Y,-Y)
2 2 2 2 2 2
rr=X;+Y ,r'=X"+Y (2.31)
j=12,..,6.

Pentru simplitate ca si mai sus s-a luat f =1,m =1. Inlocuind in (2.30) (X;,Y;),
j=12..6, si my=m,=f(m,a),m=m,="f,(m,a),o’=f,(m,a) determinate mai sus

pentru careva o si m, obtinem sistemul (2.32).

—a—x a—x
+m, + =0,

y -1-y 1-y

(v e (=0 (-2-y))

a(x,y)=a’y —20u-

+
3
N w
+
w
+

(2.32)

+m, + +

+m
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Primele doua ecuatii se verifica pentru u=v=0 de aceea sistemul (2.32) se reduce la

rezolvarea sistemului (2.33) format din doua ecuatii algebrice irationale cu necunoscutele X, Y.

2 _ X m, -1-x - 1-x y
(4 (= + (- y) ) (@0 +a-y) )
+m 1-x + —1-x +
(=% +(2=y)' ) (2% +@-y))?
+Mg o X §+ a-X 3 =0,
(a=x)" +(za=y)' )} ((@=x)"+(a-y)')
o’y y S +m 1oy -+ 1y |+
O A | R G N A S R R
+m 1=y + 1oy n
(=% +(-1=y) ) (1% +(@-y) ) (2.33)
+m, —e—y o+ a”y - |=0,
(=" +(ca=y)) (@) (a-y)f

Teorema 2.5. Conditiile de existentd a solutiilor sistemului (2.33) reprezinta conditia
necesara si suficientd de existenta a solutiilor stagionare ale problemei marginite a opt corpuri.

Ecuatiile din sistemul (2.33) au o structurd destul de complicata de aceea rezolvarea sa e
destul de anevoioasa. Daca s-ar determina solutia sistemului (2.33) atunci adaugind la ea u=v=0
s-ar obtine conditia necesara si suficienta de existentd a solutiei de tip pozitie de echilibru a
ecuatiilor diferentiale ce descriu problema marginitd a opt corpuri.

Pentru determinarea solutiilor sistemului (2.33) s-au folosit posibilitatile grafice ale SCS
Mathematica. Cu ajutorul pachetului grafic al SCS Mathematica pentru diferite valori ale

parametrilor o si m s-au construit graficele curbelor descrise de ecuatiile sistemului (2.33).
Evident ca punctele de intersectie ale acestor curbe in planul B)xy nu vor fi altceva decat

pozitiile de echilibru ale sistemului cercetat.

62



De exemplu pentru m =0.01si « =0.8585graficele acestor curbe sunt reprezentate in

fig. 2. 6.

Fig. 2.6. Graficele lui f, g pentru m, =0.01si « =0.8585.

In Figura 2.6 axa absciselor este axa Pox, axa ordonatelor- dreapta Poy. Solutiile sistemului
(2.33) reprezinta punctele de intersectie ale curbelor din desen. Observam ca axele de
coordonate ele insesi verifica ecuatiile sistemului dat: punctele axei PoX a doua ecuatic a
totalitagii, iar punctele axei Poy - prima ecuatie.

In total avem 12 puncte de echilibru.

Programul 2.1 permite rezolvarea in mod grafic a sistemului (2.33) pentru orice m si a

admisibile.

Programul 2.1.
solgr [m_, a _ ]:=Module[ {},gf=f; gg=0;
cpx= CntourPlot[gf,{x,-2.5,2.5}.{y,-2.5,2.5},
Contours—{0}, ContourShading-False, PlotPoints—-100,
ContourStyle—{Black}, Axes—True, Frame—False];
cpy= ContourPlot[gg,{x,-2.5,2.5},{y,-2.5,2.5},
Contours—{0}, ContourShading-False, PlotPoints—100,

ContourStyle—Dashed, Frame—False];
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tr= ListPlot[{{1,1},{1,-1}{-1,-1},{-1,1},{1,1}},
PlotStyle—~{PointSize[0.02]}, Joined—-True];
p=ListPlot[{{c,a }{-a,-a}},

PlotStyle—{PointSize[0.02]}, Joined—>True];

Show|[cpx, cpy, p, tr, PlotRange—{{-2,2},{-2,2}},
AxesLabel-{x,y}, AspectRatio—~Automatic,
PlotLabel-"m;="<>ToString[m]"; «a = "<>ToString[a]™,
TextStyle»{"Times New Roman",12}]]

Vom numi punctele ce se afla pe dreptele ce trec prin centrul configuratiei si orice varf al
patratului pozitii radiale de echilibru (le vom nota pe viitor prin N;). Celelalte puncte le vom
numi pozitii bisectoriale de echilibru (le vom nota pe viitor prin S;).

In Figurele 2.7- 2.10 sunt reprezentate solutiile grafice ale sistemului (2.33) pentru

anumite valori admisibile, determinate anterior, ale parametrilor m, sie :

Fig. 2.7. Graficele lui f, ¢ Fig. 2.8. Graficele lui f, ¢
pentru m1=0.01, o =0.8583. pentru m;=0.01, & =0.8584.
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Fig. 2.9. Graficele lui f, g Fig. 2.10. Graficele lui f, g
pentru m1=0.1,« =0.715 . pentru m;=0.01, o = 0.85853.

Metoda grafica de rezolvare a sistemelor da posibilitatea de a determina valorile
aproximative ale pozitiilor de echilibru folosind aplicatia FindRoot:
FindRoot[{f==0,9==0},{X,Xo}.{Y,Yo}], care are ca baza metoda de iteratii a lui Newton.

Pentru graficele mai sus mentionate coordonatele tuturor punctelor de echilibru au fost
calculate cu o exactitate destul de inaltd. Tabelul 2.2 ce urmeaza contine coordonatele acestor

puncte cu exactitatea de pana la cinci cifre dupa virgula.

Tabelul 2.2. Coordonatele punctelor stationare.

N1 S1

m; a X y X y
0.01 0.8583 1.15589 1.15589 1.39868 -0.22286
0.01 0.8584 1.15597 1.15597 1.41168 -0.12379
0.01 0.8585 1.15604 1.15604 1.41684 -0.05223
0.01 0.85853 1.15606 1.15606 1.41760 -0.03417
0.1 0.715 1.34188 1.34188 1.34865 -0.45766
0.1 0.717 1.34324 1.34324 1.44139 -0.11335

1 0.48965 1.63351 1.63351 0.93934 -1.05917

1 0.505 1.66022 1.66022 1.82285 -0.00771
10 0.291 1.84521 1.84521 2.19692 -0.00052
100 0.2 1.82945 1.82945 0.82914 -0.02594
1000 0.2 1.81083 1.81083 2.10424 -0.05038
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Aplicand metoda iterationala a lui Newton obtinem ca sistemul de ecuatii algebrice neliniare
(2.33) are solutie si ea poate fi calculata cu precizia de pana la saizeci cifre dupa virgula.
Programul 2.2 permite de a determina valorile aproximative ale pozitiilor de echilibru

pentru orice m, si « admisibile.

Programul 2.2.
graf4[m_, o _ ]:=Module[ {m=n, a=a}, gf=f(x, y, m, &); gg=g(x, y, m, o);
fl=FindRoot[{gf==0, gg==0},{x,1},{y,0}]; Print["S1:", f1];
f12=FindRoot[{gf==0, gg==0},{x,1},{y,1.05}]; Print["N1:", f12];
f13=FindRoot[{gf==0, gg==0},{x,0.9},{y,0.9}]; Print["N2:", f13];
f2=FindRoot[{gf==0, gg==0},{x,0},{y,1}]; Print["S2:", f2];
f21=FindRoot[{gf==0, gg==0},{x,1},{y,—1.05}]; Print["N3:", f21];
f22=FindRoot[{gf==0, gg==0},{x,0.9},{y,—0.9}]; Print["N4:", f22];
f3=FindRoot[{gf==0, gg==0},{x,~1},{y,0}]; Print["S3:", 3];
f31=FindRoot[{gf==0, gg==0},{x,—1},{y,—1.05}]; Print["N5:", f31];
f32=FindRoot[{gf==0, gg==0},{x,—0.9},{y,—0.9}]; Print["N6:", f32];
f4=FindRoot[{gf==0, gg==0},{x,0},{y,1}]; Print["S4:", 4]
f41=FindRoot[{gf==0, gg==0},{x,—1},{y,—1.05}]; Print["N7:", f41];
f42=FindRoot[{gf==0, gg==0},{x,—0.9},{y,0.9}]; Print["N8:", f42]].

2.5. Teoremele despre stabilitatea si instabilitatea liniara a punctelor stationare

Trebuie de constatat ca problema newtoniana a mai multor corpuri s-a dovedit a fi, din
punctul de vedere al studiului proprietatilor stabilitdtii solutiilor sale, una din cele mai
complicate probleme ale matematicii moderne, care pana in prezent ramane nerezolvata
integral.

Teoria stabilitdtii, fundamentata de Lyapunov si predecesorii sdi, este aplicatd actual cu
succes la proiecterea echipamentelor si diverselor aparate, dar nu poate fi efectiv folositd in
cercetarile stabilitatii structurilor cosmice dinamice, la care se referd sistemele planetare si

Lyapunov a sistemelor hamiltoniene, la care se atribuie dinamica cosmica, sunt rezultatele
66



savantilor A. N. Kolmogorov, V. I. Arnold si Tu. Moser, care mai sunt numiti fondatori ai teoriei
KAM [50, 51].

Teoria KAM a dat raspuns la un sir de intrebari asupra studiului stabilitatii solutiilor
dinamicii hamiltoniene si in teoria existentei solutiilor conventional periodice ale sistemelor
hamiltoniene de ordinul patru si de ordin mai mare ca patru. Problema stabilitatii solutiilor
ecuatiilor diferentiale ale mecanicii cosmice este strans legatd de problema existentei solutiilor
periodice si conventional periodice ale ecuatiilor ce descriu problema newtoniana a mai multor
corpuri, miscarea carora poarta un caracter conventional periodic pe un interval de timp finit si
destul de mare.

In baza rezultatelor fondatorilor teoriei KAM pentru studierea stabilitatii punctelor Ni, Si
in baza primei metode a lui A.M. Lyapunov trebuie de efectuat liniarizarea sistemului de ecutii
diferentiale (2.28) 1n vecinatatea fiecarui punct stationar Nj, Sj, transcriind 1n prealabil ecuatiile

miscarii punctului ce graviteaza pasiv in forma normald Cauchy. Pentru aceasta vom introduce in

locul spatiului tridimensional {X, y,z} spatiul fazic de dimensiunea sase dupa formulele

x:X,y:Y,z=Z,%:u,ﬂ:v,%=w
dt dt dt

In noile coordonate sistemul (2.28) ia forma:

dx dy dz
—=u,—Z=V,—=W
dt dt dt
d—u:a)ZX + 2wV — fmgX +@,
dt r oX (2.34)
ﬂ:a)zY—Za)u— fm§y+@1
r oY
aw_ R
dt oz’
unde

6 XX +YY. +Z7.
R: fzmjii_ ! 3J J]l

j=1 Aj I’J

2 2 2

af=(X;=X) +(Y;-Y) +(z,-2), (2.35)
F=X7+Y 425 rP =X2+Y?+ 77
j:1!2!"'!6!

67



(X,,Y;,Z; =0) si »”sunt cele determinate anterior.

Pentru studierea stabilitatii punctelor de echilibru ale sistemului (2.34) e necesar de
construit sistemul liniarizat de ecuatii diferentiale in vecinatatea fiecarui punct Ni, Si si de
cercetat proprietatile valorilor proprii ale matricei sistemului liniarizat [4, 10, 18, 21, 69].

Vom nota, pentru simplitate, coordonatele oricarui punct Ni, Siprin X', y;,z; =0 si prin
X vectorul

X=(U=u",v=v, w-w',x=x",y-y',z-7"). (2.35)

Innotatia (2.35) u* =v* =w" =0.

Spatiul fazic sase dimensional { x } este local, de aceea fiecare din punctele de echilibru
Ni si Si (luate aparte) reprezinta punctul x=0 al acestui spatiu. Efectudnd procedura de
liniarizare a partilor drepte ale sistemului (2.34) in vecinatatea punctului fazic x =0 cu ajutorul
SCS Mathematica obtinem urmatorul sistem de ecuatii diferentiale liniare:

dx_
dt

in care matricea A de dimensiunea 6x6 are forma:

AX, (2.36)

000 1 0
000 0O 1 O
4|00 0 0 a (2.37)
abo 0 200
bcO 20 0 0
00d 0 0 O

Elementele a, b, c, d ale matricei A, calculate cu ajutorul SCS Mathematica analitic se exprima

prin relatiile:

2 3(X* )2 1 (238)
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+m{ 3_6X*+3(X*)2 — L J+
(Y sty V(o) oey )

((1—X*)2+(1+y*)2)i ((1_)(,k)z+(l+y*)2)E

.| - 3(a—x*)(—2a+2x*)5_ . 1,
S R

om,| - 3(—a—x*)(2a+2x*)5_ . 1,
flaen ey (o) ey

+m,| — 1 _ +(1x*){ —3-3x" 5} )
((1+X*)2+(1_ y*)2)2 ((1+ X*)2+(1_ y*)2)2

= 5+(1x*){ -3-3x 5} ;
((1+X*)2+(1+ y*)z)i ((1+x*)2+(1+ y*)z)z

XY - 3me(“—X*)(—2a+2y*2 )
(0707 el fla=r) s
Cma)eanay) |3 (3 (e)

(s otay F| (oo (e ey

b:

(2.39)
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(-3-3y")(-1-x") ;

5 My

((@=x ) 2y ) ) (@+{f+@+fff

| 3(—a—y*)(2a+2y*) B 1 }r
2((+x Y (ary S ((@ex ) +(ary )]

+m,| — ! +(-1- y){ —3-3y’
() +(2-y)) (e ) 4@y ) )
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d=- —m, —+ -~ |- (2.41)

Expresiile (2.38) - (2.41) depind de valorile x,y:, de aceea pentru fiecare pozitie de

echilibru valorile elementelor a,b,c,d ale matricei A vor fi diferite.

Ecuatia caracteristica din care se determina valorile proprii ale matricei A are forma:
det(A-2E)=(2*~d)(4* +(40’ ~a—c) A’ +ac-b?)=0. (2.42)
Sa cercetam mai amanuntit radacinile ecuatiei (2.42). Din relatia (2.41) se observa ca
intotdeauna (pentru orice valori ale coordonatelor x,y; )d <0 de aceea din ecuatia
A*—d=0 (2.43)
obtinem ca doua valori proprii ale matricei A vor fi intotdeauna imaginare. Le vom nota pe viitor

prin A, 4. Sa cercetam acum ecuatia
A" +(40* —a-c)A* +ac-b? =0. (2.44)

Pentru ca fiecare din pozitiile de echilibru cercetata sa fie stabild, e necesar ca toate cele patru
solutii ale ecuatiei (2.44) sa fie imaginare. In caz contrar, daca ecuatia bipatrata are o radicina cu
partrea reald pozitiva atunci numaidecat ea o are drep solutie si pe cea cu partea reala negativa
(cu aceelasi modul). Aceasta este una din proprietdtile de baza ale matricelor simplectice, din
care fac parte si matricele sistemelor hamiltoniene liniarizate. Deci, rezulta ca, punctul stationar
este stabil doar in cazul cand toate patru solutii ale ecuatiei bipatratice au partea reala nula.

Problema cercetata se reduce atunci la determinarea acelor valori ale parametrilor m, si
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a pentru care elementele a,b,c,d ale matricei A primesc astfel de valori incat radacinile ecuatiei
bipatratice (2.44) sunt pur imaginare (pe viitor vom nota aceste radacini prin A, 4,, 4, 4,).

Asa cum structura relatiilor (2.38)-(2.41) e destul de complicatd, determinarea unei
expresii analitice ce ar exprima dependenta dintre valorile proprii ale matricei A si parametrii

m, si « e practic imposibila. Pentru solutionarea acestei probleme s-au folosit posibilitatile SCS
Mathematica si s-au determinat valorile proprii A,4,,4,,4, pentru toate punctele Ni si S,
obtinute pentru diferite valori ale lui m si ¢. Programul 2.3 permite determinarea valorilor
proprii 4, 4,, 4;, 4, ale matricei A pentru careva punct stationar determinat anterior.

Programul 2.3.
eigenv[n_,a ,b_,c ]:=
Module[{m=n, a=a}, w=w (m, «a);g9f=f(x, y, m, a);00=g9 (x, y, m, a);
a31=SeriesCoefficient[Series[gf/.{x—X+b,y—Y+c},{X,0,1}],1]/{Y—0};
a32=SeriesCoefficient[Series[gf/.{x—X+b,y—Y+c}{Y,0,1}],1]/.{X—0};
a41=SeriesCoefficient[Series[gg/.{x—X+b,y—Y+c},{X,0,1}],1)/.{Y—0};
a42=SeriesCoefficient[Series[gg/.{x—X+b,y—Y+c}{V,0,1}],1]/.{X—0};
A={{0,0,1,0},{0,0,0,1},{a31,a32,0,2w}{a41,a42,~2w,0}};
M=MatrixForm[A]; Print["A=", M]; Eigenvalues[A]].

Tabelul 2.3 de mai jos contine valorile proprii 4, 4,,4,, 4, pentru punctele stationare N1
si S1.
Analizand tabelul 2.3 observim ca pentru punctul stationar Ni, variind valorile

parametrilor m, si ¢, valorile proprii ale matricei A nu sunt pur imaginare. Acelasi rezultat se

obtine si pentru celelalte puncte Ni. De aici rezultd ca punctele stationare de tipul Ni sunt
instabile in prima aproximatie. Din teorema clasica a lui Lyapunov despre stabilitate rezulta ca
aceste puncte sunt instabile nu doar in prima aproximatie dar sunt instabile si in sens Lyapunov
pentru t — +oo. Vom formula acest rezultat prin teorema:

Teorema 2.6. Punctele radiale de echilibru N; ale ecuatiilor diferentiale ce descriu
problema marginitd a opt corpuri sunt instabile in prima aproximatie pentru orice valori ale

parametrilor m si .
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Tabelul 2.3. Valorile proprii ale matricei A.

S1
m1 (04
A Ay Ao Ay A A Ay Ay

0.01 0.8583 | +1.30918 | =+1.12374i +0.28434i +0.51826i
0.01 0.8584 | +1.30792 | +1.12295i +0.49471i +0.32201i
0.01 0.8585 | +1.30666 | =+1.12216i +0.45941i +0.36935i
0.01 0.85853 | +1.30627 | +1.12197i | +0.00440+0.36926i | +0.00440—0.36926i
0.1 0.715| +1.19131 | +1.06789i | +0.34443+0.53193i | +0.34443-0.53193i
0.1 0717 | +1.17894 | +1.06051i | +0.40784+0.56449i | +0.40784—0.56449i
1 0.48965| +1.36716 | +1.30616i | +0.74472+0.82809i | +0.74472—0.828009i
1 0505 | +1.23329 | +1.12811i | +0.75807 +0.83104i | +0.75807 —0.83104i
10 0291 | +2.50383 | +2.63038i +1.6617 +1.88497i +1.66170-1.88497i
100 02| 48.22619 | +8.56881i +15.3124 +8.390991i
1000 02| 427.1564 | +28.0709i | +17.7615+19.8928i | +17.7615—19.8928i

Din tabelul 2.3 mai observam ca in punctul de echilibru S; pentru anumite valori ale

parametrilor m si « valorile proprii ale matricei A sunt pur imaginare, deci in acest punctul

stationar S este stabil in prima aproximatie. In mod analog, se obtin rezultate similare si pentru

alte puncte de tipul Si.

Teorema 2.7. Existd asa valori ale parametrilor m, si & pentru care punctele stationare

bisectoriale S; ale problemei marginite a opt corpuri sunt stabile in prima aproximatie.

2.6. Concluzii la capitolul 2

In capitolul 2

— a fost determinat modelul pentru cele 7 corpuri;

— s-au determinat ecuatiile ce descriu miscarea configuratiei in problema a 7+1 corpuri;

— au fost determinate conditiile de existenta ale problemei newtoniene a sapte corpuri

configuratia careia reprezinta un patrat in varfurile caruia se afla masele my, mz, ms, ms,

doud mase ms si Mg se afld pe o diagonala a sa, iar al saptelea corp este plasat in centrul

de greutate al sistemului (pozitii, mase, viteza);
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— s-au calculat coordonatele punctelor stationare in problema marginita a opt corpuri;
— s-au studiat si determinat conditiile de stabilitate liniara a punctelor de echilibru,
— S-a argumentat alegerea medodei liniarizarii.

Pentru efectuarea calculelor au fost folosite posibilitatile sistemului de calcul simbolic
Mathematica. Au fost construiti algoritmi si alcatuite programe in scopul realizarii

obiectivelor stabilite.
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3. STUDIEREA STABILITATII IN SENS LYAPUNOV A SOLUTIILOR
STATIONARE iN PROBLEMA MARGINITA A OPT CORPURI

3.1. Teorema despre stabilitatea in sens Lyapunov a punctelor stationare ale sistemelor

hamiltoniene

Problema stabilitatii in sens Lyapunov a solutiilor particulare ale sistemelor hamiltoniane
ale dinamicii cosmice este una dintre cele mai dificile probleme ale teoriei calitative a ecuatiilor
diferentiale obisnuite, deoarece sistemele hamiltoniene nu apartin clasei de sisteme, pentru care
stabilitatea in aproximarea liniard garanteaza si stabilitatea in sens Lyapunov [42, 46, 48, 50].
Doar dezvoltarea teoriei KAM a contribuit la obtinerea rezultatelor semnificative in teoria lui
Lyapunov privind stabilitatea solutiilor sistemelor hamiltoniene de ordinul 4 si in teoria
existentei unor solutii conventional periodice ale sistemelor hamiltoniene de ordinul 4 si mai
mare ca patru.
de ordinul patru se poate realiza doar in baza teoremei Arnold-Moser, care a fost utilizata de
multi cercetatori in studiile calitative privind dinamica cosmicd si homograficd. Prezentam
formularea sa asa cum este datd in monografia profesorului A.P. Markeev [48].

Teorema 3.1. (Arnold-Moser)

Fie dat un sistem hamiltonian de ordinul patru:

dp __dH

dt  dg, 3.1)
g, _dH |
dt  dp,’

k=12,cu hamiltonianul H(p,, p,.0,,0,) analitic in vecinitatea Gs4 a punctului fazic
p,=p,=0 =0, =0, care este solutie de tip pozitie de echilibru a sistemului (3.1). In plus la
aceasta, fie ca exista transformarea canonica

(O G0 P P,) = (w002, T T)

in rezultatul careia hamiltonianul H se transforma in hamiltonianul W:

H (quzv P pz) =W (‘//yl//z'Tl’Tz)f
de forma:
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w (erW2’T1aT2) =W, (T11T2)+W4 (Tl’T2)+W5 (‘//1"//2’T11T2)’ (3.2)
in care W, =0T,—0,T,,W, =CyT+C,T,T, +CT, W, (T, T,,1,,%,) sunt componentele din
descompunerea hamiltonianului W (w;,,,,T,,T,)de ordin nu mai mic ca cinci in raport cu
coordonatele canonice si

2 2

+
S

k=12 (3.3)

Fie ca:
1. valorile proprii ale ale matricei sistemului obtinut dupa liniarizarea sistemului (3.1) sunt

numere pur imaginare tio;,tio,,

2. ko, +k,0, #0, unde k,k, sunt numere intregi ce verifica inegalitatea
0 <[k +|k,| <4, (3.4)
3. Cp 07 +C,0,0, + €05 #0, (3.5)

atunci punctul stationar
T =T, =y, =y, =0, (3.6)
al sistemului hamiltonian
dyy oW dT,__aw
dt a1, dt  dy,’
dy, oW dT, oW

dt  oT,” dt Oy,

3.7)

cu hamiltonianul (3.2) este stabil in sens Lyapunov [26].
punctelor stationare ale sistemelor hamiltoniene de ordinul patru.

Mentionam faptul ca pozitia de echilibru T, =T, =y, =y, =0 a sistemului hamiltonian (3.6)
corespunde punctului stationar

p=p,=0=0,=0 (3.8)
al sistemului hamiltonian (3.1).

Vom descrie in continuare etapele de cercetatare a stabilitdtii in sens Lyapunov a
punctelor de echilibru ale problemelor marginite a mai multor corpuri. In diferite monografii si
articole stiintifice termenii de formd normald si procedurda de normalizare au multiple
interpretari. Mentionam ca in aceastd lucrare prin formd normald a ecuatiilor diferentiale vom

intelege forma normala Birghoff [15, 21].
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In dinamica hamiltoniana prin forma normala Birghoff se intelege ci hamiltonianul dupa
sirul de transformari canonice 1n forma finala va depinde doar de impulsuri (variabile de tipul p)
si nu va depinde de unghiurile fazice (variabile de tipul ). Vectorul p reprezintd totalitatea
impulsurilor, deci a marimilor proportionale proiectiilor vitezelor, iar vectorul q reprezinta
coordonatele punctelor ce graviteaza reciproc.

Studierea stabilitatii punctelor de echilibru ale sistemelor hamiltoniene din mecanica
cereasca, evident ca se incepe in primul rand cu

1. determinarea coordonatelor acestor puncte,
2. liniarizarea ecuatiilor diferentiale ce descriu problema marginitd in vecinatatea punctelor
stationare;
3. determinarea valorilor proprii ale sistemului liniarizat.
Acesatea s-au efectuat in capitolul 2 al acestei lucrari.

Asa cum unul din scopurile cercetarilor expuse in aceastd lucrare este studierea
stabilitatii in sens Lyapunov a punctelor de echilibru ale modelului studiat, vom analiza toate
conditiile in urma realizarii carora poate fi aplicata teorema Arnold-Moser. Conditiile acestei
teoreme impun realizarea preventiva a urmatoarelor transformari:

1. sa excludem din partea patratica a hamiltonianului, deci din structurile functiei W,

variabilele unghiulare y,,y,. Altfel spus functia W, trebuie si contind doar
variabilele lente T,, T, :W, =W, (T,,T,);

2. sd egalam cu zero forma de ordinul trei: W, =0;

3. forma de ordinul patru, functia W,trebuie sia depindd doar de variabilele lente,

impulsurile T,,T, :W, =W, (T,,T,).

3.2. Normalizarea partii patratice a hamiltonianului

Vom incerca mai intdi sa aducem la forma normala in sens Birghoff descompunera
hamiltonianilui in serii de puteri In vecindtatea oricdrui punct staionar, stabil in prima
aroximatie.

Fie sistemul de ecuatii diferentiale ce descrie problema marginitd a opt corpuri:
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a*x  fmx _aR
at>  r*  ox
dy, fmy R (3.9)
dt? r* oy’ '
o2 g R
a>  r* oz’
unde
R fzﬁlmj(i_xxj+y{j+zzj],
=\ Ay "

2 2 2

AT =(x=x) +(y;-y) +(z-2) (3.10)

2,2 2 2 .22 2 2
=X +y[+2,,r" =x"+y*+2z°

In capitolul 2 al acestei lucrari s-au determinat solutiile stationare ale acestui sistem si s-au
determinat conditiile de stabilitate ale acestora in prima aproximatie.

VVom efectua trecerea de la sistemul (3.9) la sistemul hamiltonian de ecuatii diferentiale

dx ¢oh dy _ oh

@ m @
dp, oh dp,  oh

(3.11)

dt ox’ dt oy

aplicand legile dinamicii hamiltoniene. In acest caz (X, Y, Py py) reprezintd spatiul fazic

canonic al coordonatelor lagranjiene si al impulsurilor.

Hamiltonianul h se exprima prin relatia:

_ 1 1 . 1 xx +Yy
h—co(ypx—xpy)+§(pf+pj)—m—;m{———k kj, (312)

unde A? = (X — X, )2 +(y -y )2 1> = X2 +yZ. Pentru configuratua cercetata el va avea forma:

1 1 1
+

(x2+y2)_ml[J(x1)z+(y1)z J(x+1)2+(y+1)2} (3.13)




Pentru a studia stabilitatea in sens Lyapunov a punctelor stationare (ce au coordonatele fazice

(x*,y*,px*:—a)y*,py*:a)x*)) e necesar de exprimat hamiltonianul h prin coordonatele

hamiltoniene locale:

X =x=X,
Y=y-Vy,

3.14
P =p,—p,. (3.14)
I:)Y = py_ py*

si apoi de construit descompunerea sa in serie Taylor in vecinatatea punctului de echilibru
X=Y=PR =R =0.
In noile coordonate fazice {X YL P PY} hamiltonianul se exprima prin formula:

H=o((Y+y) (B +p, ) (X +x)(R+ py*))%[(px p.) +(R+ py*)zj_

1

\/((X +x*)2 +(Y + y*)z)

1 1
—m, + —

\/(X +X —1)2 +(Y + y*—l)2 \/(X +x*+1)2 +(Y + y*+1)2

“m, . v . - (3.15)
\/(X +x*+1)2+(Y+y*—1)2 \/(X +x*—1)2+(Y+y*+1)2

—m, 21 =+ 1
\/(X +x*—a) +(Y+y*—a) \/(X +X*+a)2+(Y+y*+a)2

In coordonatele X,Y, P.,R ecuatia (3.11) pastreaza forma hamiltoniana:

dX _oH dY _oH
dt op,  dt R

(3.16)
dp, __H R _ oM
d  oX' dt oY’
si admite, evident, solutia particulara
X=Y=P =P =0, (3.17)
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corespunzitoare pozitiei de echilibru initiale (x*, y. P, py*) :

Procedura de liniarizare a sistemului hamiltonian in vecinatatea punctului (3.17), efectata

cu ajutorul SCS Mathematica, da urmatorul rezultat:

d—X:a)Y+PX,

dt
d—Y:—a)X+F>Y,

dt
gBL:dX+WY+wR,
dﬁ:b’xﬂ’v—wpx.
dt

Coeficientii @', b’, ¢’ ai acestui sistem se exprima prin formulele:

, 3x? 1
a= 5 E
(C+ys )2 ($+¥i)
m,( 3L+ X%,)(2+2x,) - 1 -
224 2% + X =2y, +Y2)?  (2+2%, + X5 -2y, +Y5)?
3(—1+ x,)(—2 + 2% 1 3(—1+ X%, )(—2 + 2X
( o )( 0) - §)+m1( ( o )( 0) .
222X, + X +2Y,+Y2)2  (2=2%X,+ X +2Y,+ Yi)? 2(2+ 2%, + X5 =2y, + Y¢)?
1 3L+ x,)(2+2x,) 1
— §+ 5 3
(2+2%, + X2 =2y, + YZ)2  2(2+2%, + X2 +2Y, +Y)?  (2+2%,+ X +2Y, +Y.)?
my( 3(—a+X%,)(—2a +2X,) - 1 -
2(2a° —2axy+ X5 —2ay, +¥s)?  (2a® —2ax%, + X5 —2ay,+Y;)?
3(a+X%,)(2a +2X%,) 1
+ E_ §)
220 +2ax, + X2 +2ay, +¥2)?  (2a° +2ax, + X2 +2ay, +Y:)?
b = 3%, Yo ey 31+ x,)(-2+2y,) 4 3(-1+x,)(2+2y,) )+

(x5 +vo)? 224 2%, + X2 =2y, + Y2)?  (2-2%, + X2 =2y, + y2)?

o SCLERN2e2y)  30e)2y)

22-2%, + X2 =2y, +Y2)2  (242%, + X2 +2Y, +Y2)?
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3(—a+X,)(2c +2Y,) N 3(a+X%,)(2a+2y,)

+mg(

5
220% =20%, + X5 —2aY, + Yo )? (207 +2a%, + X + 20y, + Y3 )?

2

2
Cr: 3y0 - — l 3+m2( 3(_1+y0)(_2+2y0) - (321)
(+Yo)2 (R+Y0)2  22+2x% +% =2y, +Y;)?
3 1 3L+y,)(2+2y,) _
3 5

(242X, + X2 —

2Y,+¥2)?  2(2—2%,+ X +2Y, +Y7)?

_ 1 §)+m1( 3(_1+ yO)(_2+2y0) 5

(2=2%, + X2 +2Y, + Y¢)? 2(2-2%,+ X5 =2y, + ¥¢)?
_ 1 - 3L+ Yo )(2+2y,) - 1 )+

(2=2%, + X2 =2y, +YZ)2  2(2+2%, + X2 +2Y,+VY2)? (242X, + X +2Y, +Y])?
+m, ( 3(—a+Y,)(2a +2y,) - 1 T+

220" = 20X, + X2 —2ay, + Y2)?  (2a® —2aX,+ X, —2ay, +Yi)?
3a+Y,)(2a+2y,) B 1 )
5 3

2(20° +2axX, + X2 +2ay, + ¥2)? (20 +2aX, + X +2ay, +y?Z)?

Pentru calculele de mai departe vom folosi forma matriceald de scriere a sistemului hamiltonian

(3.18) :
o & o,
dt " dt ' dt’
unde matricea
0 w
, |—o 0
A= a b
b" ¢

]
(L—Pg} =A[X,Y,P,RT, (3.22)
1 0

1
0 ol (3.23)
-0 0

iar simbolul T, ca de obicei, reprezinta operatia de transpunere.

In calculele si transformarile ce urmeazi s-a utilizat punctul stationar stabil in prima

aproximatie S1 cu coordonatele

X =1.4116760833927924, y" =—0.12379179384743404, (3.24)
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obtinute pentru m, =0.01, & =0.8584. Vom construi, intr-o vecindtate destul de micd a acestui

punct, descompunerea in serie de puteri a hamiltonianului (3.15) cu exactitatea pana la puterea

a patra a coordonatelor X, Y si a impulsurilor Px, Py. Vom avea :

H=H,(X,Y,P,P)+Hy(X,Y)+H,(X,Y)+Rs(X,Y), (3.25)
unde H,,(k =2,3,4) este o formd omogena de gradul k, iar R;- restul din descompunera in seria

Taylor. Pentru cazul studiat (3.24) forma patratica H, si formele de ordinul 3 si 4 sunt egale cu:

H, = 0.5(~0.68942X * +0.32466Y 2 + P? + R +0.17922XY +1.19431(YP, - XF, ) (3.26)
H, =0.1667(1.4248X " ~0.7599 X 2Y —2.007 XY 2 +0.1931Y?) (3.27)
H, =0.04167(~4.01396X * +3.7127X°Y +11.6388X %Y 2 - 2.8827XY* ~1.5419Y ) (3.28)

Expresia (3.26) indicd faptul cd nu putem determina semnul formei H,(X,Y,P,,R )

deoarece ea contine termenul (YPX - XPR, ), iar la ceilalti termeni ale formei patratice semnele

variazd. Acest fapt nu ne permite sd apliciam nemijocit teoremele despre stabilitate in
conformitate cu a doua metoda a lui Lyapunov. Teorema lui Birghoff [15, 21] despre

normalizarea hamiltonianului ne indicd ca mai intdi trebuie de gasit asa o transformare

nedegeneratd (X,Y,P,,R )— (P, p,.0,,0,) care ar exclude din forma patratica transformata
H, produsele dintre impulsuri si coordonate (plql, P,0d,,9,9,,9, P, 0, P,y Py pz) si ar lasa doar

patratele lor pf, pf,qf,qf. In plus, coeficientul sumei ( pf + qf ) trebuie sa fie marimea % = @ ,

|l

jar al sumei (p§+qf)- mdrimea —%:— 5 unde 4,4, sunt valorile proprii diferite ale

matricei A'. Anume o astfel de forma pentru H, se numeste forma normala in sens Birghoff.

Transformarile mentionate le vom cauta sub forma :

X o)
Y
_B,| |, (3.29)
Py P,
P, P,
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unde B, este o matrice necunoscutd de dimensiunea 4x4. Vom determina elementele ei astfel

incat noul hamiltonian K (H (X,Y,P,R,) = K(q,,d,, p,, p,)) si fie de forma :

K (GG Py P,) = K, (0 0y By P, )+ Ky (0 00 Py P, ) + Ky (GG Py P )+ (3.30)

iar forma patratica K, (q,,d,, p,, p,) s posede forma normala Birghoff:

2

1 1 2 2

Kz%ol(p +q2)—%crz(p2+q2)- (3.31)

Pentru punctul stationar (3.24) o, =0.49470788472448207, o, =0.32200478020850365. Are

loc urmatoare teorema:
Teorema 3.2. Existd asa o transformare canonica nedegenerata (3.29) a hamiltonianului

H (3.25) astfel incat hamiltonianul obtinut K are forma (3.30), iar forma sa patratica
K, (0,,0,, P, p, ) are forma normala Birghoff (3.31).
Demonstratie:
Elementele matricei B,, dupa efectuarea transformarilor matriceale necesare, amanuntit
descrise in [21,24], se determina din sistemul de ecuatii liniare omogene de ordinul 16 :
Cez=0, (3.32)
unde vectorul transpus de dimensiunea 16 z' =(b,,b,,...,b, )este alcituit din elementele

matricei

b, b, by b,

B4 — b21 b22 b23 b24 ) (333)
b31 b32 b33 b34

b 41 b42 b43 b44

C,este 0 matrice de dimensiuneal6x16 cu elementele cunoscute. Structura ei este datd in
relatia (3.34).
Vom studia compatibilitatea sistemului (3.32). Calcularea determinantului matricei C,;, 0

parte din elementele careia se calculeaza folosind relatiile (3.18)-(3.21), fara aplicarea metodelor

e v,

obtine
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0 0 6 0 w 0 0 O 1 0 O 0 O 0 0 O

o 0 0 o, 0 @ 0 O 0 1 0O 0 O 0 0 O

-, 0 0 0 0 0 O O O 1 0 0O 0 0 O

0 o, 0 0 0 0 0 o 0 O O 1 0 0 0 O

-« 0 0 0 0 0o O O O O O 1 0 0 O

0 w 0 0 0 00 -5, 0 0 O O O 1 0 O

0 0 w 0 -5, 0 0O O 0 0 O 0O O 0 1 0O

c .0 00 - 0o 0 0 0 0 0 0 0 00 1

*14a4 o o o b 0 0 0 O O o O o 0 0 O

o & o 0o o b o0 O O O O -60 0 @ 0 O

o o a o0 o0 O0O%Db 0O -5, 0 0 0 0 0 ® O

o o o & o 00 b 0 -6, 0 0 0 0 0 w

b 0o o 0 ¢ 0 0 0 -w 0 0 0 0 0 o O

o o 0o o ¢ 0 0O O - 0 0 0 0 0 -o

o o b o o o0o¢¢ 0o 0 O -w 0 -0 0 0 O
/ / (3.34)

o 0 0o ¥ o 00 ¢ 0O O O - 0 o 0 O

pentru determinantul matricei C,; formula analitica:

detC,, = (det(A' ~4E)) (det(A' ~4E)) (3.35)

unde A,A, sunt valorile proprii ale matricei A, iar E este matricea unitate de dimensiunea

4x4 . Din relatia precedenta rezulta ca

detC,, =0. (3.36)

Rezultda ca sistemul algebric (3.32) este compatibil nedeterminat si deci transfomarea
nedegenerata (3.29) exista.

Teorema 3.2 este demonstrata.

Pentru a aplica aceasta teorema e necesar de ales din multimea de solutii ale sistemului
(3.32) doar pe aceea care ar asigura forma canonica a transformarii (3.29). Mai intai ar trebui de

determinat rangul matricei C,. S-au calculat toti minorii de ordinul 15, 14, 13 ai matricei
C,scare s-au dovedit a fi egali cu zero. Matricea C,,are minori nenuli de ordinul 12, de aceea,

evident, rangul sau este 12 si sistemul (3.32) poseda o baza a solutiilor de dimensiunea patru.
Pentru ca transformarea (3.29) sa fie nu numai nedegenerata dar si canonica, e necesar ca

matricea B, sa fie simplecticd, deci sa verifice relatia:
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B'T,B, =T, (3.37)
in care matricea T, are forma:

0, -E
T, :( 2 ZJ, (3.38)
E2 02

E,, 0, sunt respectiv matricea unitata si matricea nuld de dimensiunea 2x2,
Patru elemente ale matricei B,, care reprezintd parametrii sistemului (3.32), au fost alesi
in asa mod ca forma patraticdi K, a hamiltonianului transformat sa posede forma (3.31), iar

matricea B,sa fie simplectica, deci sa verifice relatia (3.37). Aceasta relatie matriceala este

echivalenta cu sistemul:

by;b, —by,b;; +b,b,, —b,,b, =0
b11b33 - b13b31 + b21b43 - b23b41 =1

b11bs4 - b14b31 + b21b44 - b24b41 =0
b12b33 - b13b32 + b22b43 - b23b42 =0
b12b34 - b14b32 + b22b44 - b24b42 =1
b13b34 - b14b33 + b23b44 - b24b43 =0.

Programul 3.1 permite calculerea oricarui determinant de ordinul 12 al matricei C,

verifica daca el e egal cu zero, apoi construieste matricea B, .

Pentru punctul Si cu coordonatele (3.24) asa o matrice simplecticd B, exista si este egala

Cu:
0.655878 -0.96524 -1.88012 —-1.43332
| 422743 -4.70206  0.7917 1.79003 (3.39)
* 7| -1.59432 2.34632 -0.148299 -0.758111| '

0 0 0.968621  0.658175

Programul 3.1.
MatrixBJ[il_,i2_,i3_,i4 ,j1_,j2_,j3_,j4 ]:=Module[{A},
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0 0 o O o 0 0 O 1 0 0 0 0 0 0 O
o 0 0 -6, 0 o 0 O 0 1 0 0 0O 0 0 O
-0, 0 0 0 0 o O 0 0 1 0 0O 0 0 O
0 o, O 0 0 0 0 w 0 0 0 1 0 0 0 ©0
-o 0 O 0 0 0 o O 0 0 0 0 1 0 0 O
0 -o O 0 0 0 0 -0, O 0 0 0 0 1 0 0
O 0 - 0 -0 0 O O 0 0 0 0 0O 0 1 0
A 0O 0 0 -o 0 o O O 0 0 0 0 0 0 0 1
a0 0 0 b 0 0 0 0 0 o O o 0 0 0
0 a o0 0 0 b 0 O 0 0 0O -0, 0 o 0 O
0 0 a o 0 0 b 0 -0 O 0 0 0 0 o O
o 0 o0 a 0 0 0 b 0 -0, O 0 0 0 0 w
b 0 0 0 ¢ 0 0 0 -o O 0 0 0 0 o O
0 b 0 0 0 ¢ 0 O 0 -o O 0 0 0 0 -o
0 0 b 0 0 0 ¢ 0 0 0O -« 0 -0 0 0 O
O 0 0 v o 0 o0 ¢ 0 0 0O - 0 o, 0 O

L1=Partition[{il,i2,i3,i4},1];

Al=Delete[A,L1];

L2=Table[{i,j1}{i,1,12}];

L3=Table[{i,j2}{i,1,12}];

L4=Table[{i,j3}.{i,1,12}];

L5=Table[{i,j4}.{i,1,12}];

L6=Join[L1,L2,L3,L4,L5];

A2=Delete[A, L6];

If[Det[A2]==0,"determinantul e egal cu zero",
B=Table[-AL[[i,j1]]xt1-A1[[i,j2]]xt2-AL[[i,j3]] xt3-AL[[i,j4]] xt4,{i,12}];
b1=FullSimplify[LinearSolve[A2,B]];
G=Insert[Insert[Insert[Insert[bl,t1,j1],t2,j2],t3,j3],t4,j4];
G1=Partition[G,4]]].

Daca vom aplica acum transforamarea canonica (3.29) cu matricea B, formelor
H,,H;,H, ale hamiltonianului H (3.25), atunci formele corespunzitoare K,,K,, K, ale

hamiltonianului K se vor determina din relatiile:
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K, :%q(plz+q12)_%02(p§+q§):0.247354(pf+qf)—0.161002(p§+q22),

K, =-1.52247p} —2.75988p’ p, — 0.560614 p, p> + 0.555805p; +
+4.33427 p2q, +13.6424p, p,q, +8.14701p2q, +11.8376 p,q2 +
8.80617 p,q —1.65267¢ — 5.45395 p>q, —16.1243p, p, 4, —
—9.30725p’q, — 25.8349p,q,q, —18.3724p,q,q, + 7.0171q’q, +
+14.0106 p,q2 +9.47119p,q2 —9.47983q,q2 + 4.134¢?,

K, =-1.74247p; —2.96036 p’ p, +2.1337 p/ p; +5.36404p, p; +
+1.99884 p; +11.3635pq, +44.9959p] p,q, +47.2451p, poq, +

+12.9554 p3g, +30.1269 p2q” +33.4298p, p,q> — 2.83397 p2q? —
—22.8284p, @’ —43.3045p,0; —22.588¢, —13.7101p’q, —

~52.0847 p’ p,q, —53.0885p, p5q, —14.0642 p3q, —64.3346 p/q,q, —
—65.2487 p, p,0,0, +11.9894 p2q,q, +84.7749p, g’q, +

+151.297 p,q/q, +99.8009¢.q, +34.0675p g +30.8765p, p,q; —
—9.92384 p’q? —103.733p, 0,05 —175.458p,q,q; —164.820/q; +
+41.8947 p, g5 +67.5526 p,q; +120.569q, 5 —32.95810; .

3.3. Normalizare in sens Birghoff a formei cubice si a formei de ordinul patru a

hamiltonianului

(3.40)

(3.41)

(3.42)

Coordonatele canonice q,,q,, p,, P, determinate anterior nu sunt coordonate fazice de

tipul ,,unghi-actiune” deoarece forma patratici K, depinde nu doar de impulsurile p,, p,, dar si

de coordonatele fazice q,,q, .

Pentru a trece la variabilele de tipul ,,unghi-actiune” vom folosi transformarea clasica a

lui Birghoff:
q, :\/zsin 6,0, =/27,SIN6,,
{pl = \/Zcosel, p, =+/27, COS 4,
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in care variabilele noi 7,,7,,6,,6, sunt variabile de tipul ,,unghi-actiune". Intr-adevir aplicand
transformarile (3.43) hamiltonianului K (q,,0,, p;, p,), vom obtine hamiltonianul nou
F(7,,7,,6,,6,) in descompunerea cdruia forma patratici F, nu mai depinde de noile unghiuri
fazice ¢,,6,, dar depinde doar de noile impulsuri z;,z,. Dacd vom scrie noul hamiltonia F in
forma:

F (91, Hz,rl,rz) =F, (Tl, TZ)-i- F, (491,192,11, 72)+ F, (91, 92,T1,2'2)+..., (3.44)

atunci dupa efectuarea transformarilor corespunzatoare obfinem:

F,(7..7,) = 0,7, — 0,7, = 0.49470788472448207, — 0.322004780208503657,, (3.45)
a
F,(6,,6,,7,,7,) = 5.140807128421396¢0s (6, ) 72 - (3.46)
3 3

—9.447002132517966 c0s(3.36,)77 —0.4410576429807893sin(6,)r2 +

+4,2334038467659605sin (3,36, ) 7 7.806124283941839c05? (6,)cos(6,) [z, +
+38.58642460870544c0s( ;) cos(6, )sin(6,) 7,4z, +

+24.907612265036185¢05 (6, )sin® (6, ) 7,[r, —15.426098377291202c0s2(6, ) sin(6,) 7,47, -
~73.07224617082807c0s(8, ) sin (6,)sin (6, ) 7,7, +19.84734692378447sin?(8,)sin(6,) 7./,
+19.02114995344577¢0s (6, ) 7,.[7, —23.2946324255347¢0s (6, - 2,36, ) 7,\7,
+2.687826810358894c0s( 4, + 2,306, ) 7,4/7, —1.88488.37609154767sin(6),) Tl\/z

+23.865686043367923sin (6, — 2,36, ) 7,47, +1.0624359116678743sin (4, +2,36,) Tl\/Z

3

3 3
+7.87618565201249c0s( 6, ) v —6.30413200622528¢0s(3, 36, ) 7}

3 3

+2.188311042025169sin(6,) 72 —9.504396465770082sin (3,36, ) 72,

F,(6,,6,,7,,7,) = —6.969881281613226c0s* (6, ) 7/ + (3.47)
+45.454113527747765c0s% (6, ) sin(6,) 7 + 120.50746000127171cos?(6, ) sin?(6,) 77—
-91.31359286335648c0s (6, ) sin®(6,) 77 —90.35204997264518sin*(6,) 7 -
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3

-11.841427060198953cos (4, ) cos(, ) 72 7, +

3

+179.98355886522316c0s? (6, ) cos (6, )sin(6,) 72 7, +

3

+133.71915539476012c0s (6, ) cos (6, )sin?(6,) 2z, -

3 3

-173.21785807783607cos (8, )sin® (6, ) 72 7,—54.840333543747754c0s%(4, )sin(6,) 72 7, -

3

-257.33827618833567¢0s2 (6, ) sin (6, ) sin[02] 7, +

3

+339.09953140011754co0s (4, ) sin? (6, ) sin(6,) 72 7, +

3

+399.20376738710405sin° (6, ) sin (6, ) 72 7, +

+8.534817800981632c0s?( 4, ) cos?(6, ) 7, 7, +188.9803103611347cos(4, ) cos?(6,)sin(4,) 7, 7,
~11.335870499738613c0s2(8, )sin? (6,) 7, z,~

-208.33865036141836¢0s (6, ) cos (6, )sin(6,) 7,7,

-260.9949644148126c0s (¢, ) cos(6, )sin(6,)sin(8,) 7,7, +

+605.1874773948903cos (6, )sin?(6,) sin(6,) 7, 7,+

+136.27006631468186c0s*( 6, ) sin*(6,) 7, 7,—

-414.9310814510366c0s (6, ) sin (6, )sin?(6,) 7, z,-

3

-659.2794851324245sin? (6, ) sin? (6, ) 7, 7, +21.456172919149942c0s (6, ) cos*(6, ) 7, 72 +

3

+51.82160720244291c0s*(6, ) sin(8,) 7, 72 -

3

-212.35408658838364c0s (4, ) cos? (6, )sin(6,) 7, 72

3

+47.95769627845318c052(6, )sin(6,)sin (6, ) 7, 72 +

3

+123.50602292832706c0s (8, ) cos (6, )sin?(6,) 7, 72 —

3 3

-701.8306162555593¢0s (6, )sin (6, ) sin? (6, ) 7, 72 +167.5789819207007cos (6, ) sin®(6, ) 7, 72 +
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3

+482.27569337459565in (6, ) sin®(6, ) 7, 77 +7.995356521015545c05* (6, ) 72 -
-56.25682130966341c0s*(6, )sin (6, ) 75 —39.695366443250215¢c05%(0, )sin?(6,) r; +
+270.21048483116584c0s (6, )sin® (6, ) 7% —131.83246904065774sin’ (6,) 2.

Forma cubicd F,

si forma de ordinul patru F, s-au obtinut din formele K,,K, dupa
aplicarea la ele a transformarii (3.43).

Pe viitor vom numi formele F,,F;, F, fiind respectv de ordinele 2, 3, 4, desi pe fapt ele
sunt de ordinele 1, 1.5, 2 in raport cu impulsurile 7,7, .

In vecinatatea punctului stationar ecuatiile hamiltoniene in noile coordonate se exprima prin
formulele:

do, _oF, oF, OF, d6, oF, oF OF,

dt or, or, or, dt or, o0r, 0r,

(3.48)
%__@_GFMF drz__aF3_8F4+
dt o6, 06, T dt 06, 06,
5 . 5 .. : . . : oF, OF, .. .
In ultimele doud ecuatii ale sistemului (3.48) derivatele partiale 20" 20 lipsesc, deci
1 2

intr-adevar noile imulsuri 7,7z, sunt mai lente” spre deosebire de coordonatele fazice ,rapide-
6,,0,. Aceasta este una din deosebirile dintre variabilele canonice de tipul ,,unghi-actiune- si alte

variabile canonice.

Teorema Arnold-Moser impune constructia inca a unei transformari canonice
(6,,6,,7,,7,) > (w0, v,. T, T,), (3.49)

care ar anula forma de ordinul trei in hamiltonianul transformat si ar exclude din forma de

ordinul patru unghiurile fazice, lasind cu toate acestea forma patratica coresunzatoare
F,(7,,7,) neschimbata.

Are loc urmatoarea teorema:

Teorema 3.3. Daca hamiltonianul (3.30) K ( P, q) este analitic in vecinatatea punctului

2

stationar S; i hesianul det #0, atunci existd asa o transformare canonica (3.49) a

hamiltonianului F (3.44) care aduce la identitatea
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F(Hl,lgz,fl,Tz)—)W(l//l,l/lz,Tl,Tz), (350)
in care noul hamiltonian

W (Wl:WZ’TyTz) =W, (Tl’T2)+W4 (T1'T2)+ K (‘//1"//2’T11T2)+"-1 (3.51)
W, (T1’T2) =01, —o,1,,W, (Tl’TZ) = C20T12 +C, [T, + C02T22’

iar coeficientii numericic,,, C,,,C,, depind de coordonatele punctului S;.

Demonstratie:

Expresia (3.51) indica faptul ca descomunerea hamiltonianului W nu contine forma de

ordinul trei W3, iar noile unghiuri fazice y,,y, sunt prezente in descompunerea sa doar in

formele de ordinul nu mai mic de cinci.

Vom cauta transformarea (3.49) sub forma

6, =y, +V; (l/ll,l//z,Tl,Tz)+V14 (l//l,l//z,Tl,Tz),

0, =, +Vyu (W10, T T,) +Vau (v, T, T,),
0, =T, +U, (v, v, T, T,) +Uy, (v, v, T, T,),
T, =T, +U (v, 0, T, T, )+ U, (v v, T T, ),

(3.52)

in care functiile necunoscute V,,,V,,,U,,,U,, sunt forme de ordinul trei, iar V,,,V,,,U,,,U,, sunt

forme de ordinul patru in raport cu T, T,.

Vom arata ca ele se determind din careva ecuatii diferentiale liniare cu derivate partiale.
Astfel, vom cduta transformarea (3.52) sub forma de serii infinite, dar pentru cercetarile necesare
in aceasta lucrare ne vom margini doar la expresiile scrise in continuare.

Constructia  ecuatiilor cu derivate partiale pentru functiile necunoscute

Vi3 Vs, U, Uy, Vi, V.U, Uy sunt Insotite de efectuarea unui sir de transformari analitice
anevoioase, de aceea ele au fost efectuate aplicaind SCS Mathematica. Aceste ecuatii au forma:

ou,  au

v, 01_5—1//12362 =A; (‘//1"//2’T1'T2)’
ouU ouU
8!//23 0, - 8(//23 o,=A; (Wl’WZ’Tl’T2)7

1 2

(3.53)

oV, oV,
61;3 0= al//ls o, =By (‘//1"//2’T1’T2)'

1 2
oV oV,
6(//2: 0, - 8!//22 o, =B, (l//l’WZ’Tl’TZ)’
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ou ou

5!//14 0_1_8—1//140_2 =A, (l//l’V/Z’Tl’TZ)’
f 2

ouU oU

o oy, = P LT,

T 1 @ ) (3.54)
1, 245 _B (l//lll//z’Tl’TZ)’

oy, ' o, o

oV oV,

2 B )

Partile drepte ale sistemului (3.53) se exprima prin derivatele partiale ale formei F, (6’1, 0,7, 12)

in care au fost efectuate substitutiile (3.38):

A, = _% = 0.4410576429807893 cos[y, ] T./* — (3.55)
o

01,0,71,72)=> (w102, T, T2)

-12.700211540297882 cos[3y, ] T,'* + 5.140807128421396sin[y, ] T,/

—28.341006397553898 sin[3y,] T,'* — 38.58642460870544cos>[1, ] cos[,] T,/T, —

. [—
—65.42747309795605 cos[y, | cos[y, | sinf[y, | T,/ T, +
. 2 —

+38.58642460870544 cos[y, ] sin® [y, |T,\/T, +

5 . [—
+73.07224617082807cos? [y, ] sin[w,] T,\/T, —
—70.54689060215135 cos[y, ] sin[y, ] sin[1,] T,/T, —
—73.07224617082807sin?[y,] sin[1,] T, /T, + 1.8848837609154767 cos[y,] /T, T, —
—23.865686043367923 cos[y, — 21,1/ T,T, —
—1.0624359116678743 cos[y, + 2u,1/T,T, + 19.02114995344577 sin[y, ] /T, T, —

—23.2946324255347sin[y, — 2y,]{T, T, + 2.687826810358894sin[y, + 24, 1\/T, T,

A - O = 15.426098377291202cos [, |cos[y,]T,\/T, + (3.56)
86, (

61,0,71,72)=>(v1.02. T, T2)
473.07224617082807 cos[y,]cos[y, 1Sin[y,1T,\/T, —

—19.84734692378447 cos[y,]sin’ [y, ]T,/T, —
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. [ —
—7.806124283941839cos[y, ]sin[y, ]T,|/T, +
138.58642460870544cos[, ]sin[, sin[y,]T,/T, +
124.907612265036185sin [y, ]sin[y, ]T, /T, +

[ p—
147.731372086735846s0s[, — 24,1/, T, —
f—
—2.1248718233357486¢os[y, + 2y, ]/T, T, +
+46.5892648510694sin[y, — 2y, 1\/T,T, +
+5.375653620717788sin[y, + 24, 1{T, T, — 2.188311042025169cos[y,]T,. "> +

+28.513189397310246¢0s[3y,]T. "> + 7.87618565201249sin[y, ] T > —

—18.91239601867584sin[3y,]T."7;

_
B,, = ok, = —7.711210692632093 cos[y, ] /T, + (357)

(61.0,,71,72 ) > (.02, T T2)

+14.170503198776949 cos[3y, ] /T, + 0.661586464471184sin[y, ] /T,
— 6.350105770148941sin[3y,] /T, +

+7.806124283941839cos2[yf,] cos[y,] T, —
—38.58642460870544 cos[1, | cos[y, | sin[y, ] JT_: —
—24.907612265036185 cos[y, ] sin®[,]1\/T, +
+15.426098377291202co0s [y, ] sin[y,] /T, +

173.07224617082807 cos[, ] sin[y, ] sin[y,] /T, —

— 9.510574976722886 cos[y, ]| T,

«  F . 1 2
—19.84734692378447sin" [y, ] sin[y, | T, — IT *
Wl

. 11.64731621276735cos[y, — 21,1 T,

—
Ty

1.343913405179447 cos[y, + 2y, ] T, 4+ 0.9424418804577384 sin[y, | T,

e [
v T, \ T,

11.932843021683961sin[yy, — 2y, |T, 0.5312179558339372sin[y, + 2y, ] T,

[ [
v T, v T,
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_ ok
81’2(

23 =

= —19.ﬂ21149953445??605[1,01]1~,"’T_1+ (3.58)
61,0,,71,75)>(y1.v2.11.T)

423.2946324255347cos[y, — 2, ||/T, — 2.687826810358894cos[y, + 24, 1,/T, +
+1.8848837609154767sin[y,],/T, — 23.865686043367923sin[yp, — 2¢,]\/T, —
. 3.9030621419709197cos [y, ] cos[y,]T.
—1.0624359116678743sin[y, + 24, 1T, + = : =2
viz
19.29321230435272cos[y, ] cos[y,] sin[y,] T,

—
VT

12.453806132518093 cos[y, ] sin’[y, T,

—
VT

_|_

. 7.713049188645601cos>[y, ] sin[y,] T,

w“’T_:
36.53612308541403 cos[y, ] sin[y, ] sin[y,] T,
+ — —
VT
9.923673461892236sin>[1, ] sin[y,] T,
— — ] sinly,] l _ 11.814278478018736cos[,]/T, +
v Tz

49.45619800933792cos[31,],/T, — 3.282466563037753sin[y,],/T, +

414.256594698655123sin[31,]|/T,.

Din multimea de solutii ale sistemului (3.54) vom alege doar pe aceea care ar aduce W al
hamiltonianului transformat la forma W, =c,,T,> +¢,,T,T, +,,T,>. Pentru aceasta nu este necesar

de cercetat sistemul (3.54) in intregime, dar e suficient de determinat solutiile doar a primelor
sale doua ecuatii:

ouU ouU

51;4 0~ 61//14 o,=A, (‘//1"//2’T11T2)'

au1 au2 (3:59)
al;: O, — 5!//224 o,=hA, (W11W21T1'T2)’
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deoarece functiile V14, V24 i prin urmare a treia si a patra ecuatie a sistemului dat, participa in
definirea structurii analitice din descompunerea hamiltonianului (3.51) in termenii de ordin mai
mare ca patru.

Care va fi structura analitica a functiilor A,, A,,?

Partile drepte ale ecuatiilor (3.59) contin toate expresiile care dupa ultima transformare a
formelor Fs si Fs4 asigura ordinul patru in raport cu noile impulsuri Ty si T2. Vom nota aceste
expresii prin F; si F, . Atunci obtinem:
oF, oF;
oy, Oy,

A, =- =22.929739667804355cos[2y, [T — (3.60)

—68.38385319555212cos[41y, T + 83.38216869103192sin[2y, ]TZ —

—108.91469562776504sin[49,]T + 64.2810682671449cos[p, —w, 1T > \[T; —

2 T, +

—280.1779807075967 cos[3y, — @, ]T;
32
+20.6364355749263 Lcos[, +w, 1T, "% \/T, +
+15.276918000302288cos[3y, + ¥, 1T *JT, +
+129.80848752339247sin[p, — v, 1T *T, —
—300.78848476139956sin[3y, — w,]T. > /T, —
—105.25976896985165sin[1p, + ¥, 1T/ */T, +

+191.61804792018026sin[3y, + w,]T. > T, +
4112.97538554495097cos[24,]T, T, — 354.35937989212cos[ 2y, — 24, ]T,T, +
+52.40368398603431cos[2y, + 2y, |T,T, + 407.7101198739133sin[2y, ]T, T, —
—259.16845689029964sin[2y, — 2y, |T,T, —

—128.67097468289336sin[2y, + 24, |T, T, —

—141.6981614958858cos[y, — 3y, | T,T."* +

+104.59358172774363cos[p, — ¢, | T, T +

+31.997866934314022cos[p, + 1y, |y T, 7. —

—46.714894368614736c0s[y, + 3y, 1T, 7.7 —
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372

—67.04598088816495sin[y, — 31, ]T,T. " +
+210.3324147610021sin[y, —, 1T, T>"* -
—163.36377933955788sin[y, + ¢, 1T, T. " +

+41.533518385870664sin[y, + 3,1 T, 7.7

A, =-F P 6428106826714492cos[p, — ] T2 T, + (3.61)

oy, 0y,

+93.39266023586558 cos[3y, — ¥,] T, "

+ o+

+20.636435574926338 cos[y, + ¥,] T, ">

.?ﬂ .fl .fl

+5.092306000100759 cos[3y, + ,] T, %

5

—129.80848752339247 sin[y, — w,] T, T, +

+100.26282825379985 sin[3y, — v, ] T *T, —

—105.25976896985163 sin[y, + w,] T, >JT, +

+63.87268264006008 sin[3y, + w,] T, /T, +

4354.35937989212 cos[2y, — 24, ] T, T, — 198.42441351673597 cos[2y, | T, T, +

+52.40368398603431 cos[21, + 21,] T, T, + 259.1684568902997 sin[2y, — 2, ] T, T, +
4260.10418305949287 sin[24,] T, T, — 128.6709746828934sin[21y, + 2y, 1T, T, +

+425.09448448765744 cos[y, — 3y, 1T, T2 -
—104.59358172774367 cos[y, — w,] T, T>"% +
+31.99786693431406 cos[y, + ] f’_ M
—140.1446831058442 cos[y, + 3w,] T, T.>"* +
+201.1379426644948 sin[y, — 3,] T, T.>/* —
—210.3324147610021 sin[y, — 9,1 T, T."* —
—163.36377933955788 sin[y, + ¥,] VT, 7.° +
+124.60055515761198 sin[y, + 3y, ]/T, 7.7 —

—106.97683176075122 cos[21, | T2 + 163.23365307041462cos[4y, | TZ +
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4139.82782556167328sin[2y,]T — 42.07087303819599sin[4y, | T,

Solutiile sistemelor (3.53) si (3.59) au fost deteminate aplicand metoda caracteristicilor,
ce consta in faptul ca din integrala generald a ecuatiilor cu derivate partiale, care evident contin

functii arbitrare, se aleg doar acele parti ale solutiei care asigurd pentru noul hamiltonian
W (l//l, l//Z,Tl,TZ) forma (3.51). De fapt se aleg doar acele solutii particulare ale sistemelor (3.53)
si (3.59) care depind doar de noile unghiuri fazice w;,y, sub forma de functii trigonometrice

sinus si cosinus. Pentru cazul studiat am obginut:

U,, =—10.391601361446803cos[y,]T,. > + (3.62)

+19.096122023159765c0s[3.4, 17> + 0.8915516744319283sin[y, ]T>/* —

—8.557380986809362sin[3.1, |7, " +
440.33259306003576c0s[2.6508%), — 1.(0.650891, + 1.4,)]T,/T, —
—30.235125187090183cos[1.34910y, + 1. (0.65089, + 1.,)]T,\/T, —
—28.16025337145765sin[2.65089y, — 1. (0.65089, + 1.4,)]T,\/T, —
—2.481963408633762sin[1.34910y, + 1. (0.65089, + 1.9,)]T,\/T, —
—38.44925569366907cos[w,]\/T,T, +
418.002656687485924c0s[0.30179y, — 2. (0.65089, + 1.,)]/T,T, +
420.456903092970766c0s[2.30179y, — 2. (0.65089, + 1.,)]/T,T, +
43.810094439803047sin[y,]\/T,T, —

—7.1160347446861625sin[0.30179y, — 2. (0.650898y, + 1.,)]/T,T, —

—20.958391517750506sin[2.30179y, — 2.(0.65089, + 1.1, )]{/T,T,;

U,, =26.55471134624281 cos[0.65089y, — 1.(0.65089y, + 1.1,)]T,/T, — (3.63)
—20.16629653001787 cos[2.650891, — 1.(0.65089, + 1.,)] T,/T, —
—15.117562593545092co0s[1.34910¢, + 1. (0.65089, + 1.,)]T,/T, —

—6.86519085777305 sin[0.650891, — 1.(0.65089y, + 1.4, )] T,\/T, +
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114.080126685728823Sin[2.650891, — 1. (0.65089y, + 1.4,)]T,/T, —
—1.240981704316881 sin[1.349101, + 1. (0.65089y, + 1.4,)] T,/T, +
436.00531337497189 cos[0.30179y, — 2.(0.65089y, + 1.,)] /T, T, —
—40.91380618594154 cos[2.301791, — 2.(0.65089y, + 1.,)] /T, T, —
—14.232069489372334sin[0.30179y, — 2. (0.65089y, + 1.1,)]/T,T, +
141.916783035501034sin[2.30179y, — 2.(0.65089y, + 1.4,)] /T, T, —
—19.577759069735706 cos[1.95269y, — 3.(0.65089y, + 1.4,)] 7" +
+24.45984077289948 cos[0.650891, — 1. (0.65089y, + 1.4, )] T./% +
429.516321029817707 sin[1.95269y, — 3.(0.65089y, + 1.4,)] T./* —

—6.795896137343677sin[0.65089y, — 1.(0.65089%, + 1.,)]T %

Vi3= = (—1.3373275116478922cos[y, ]T, + 4.278690493404682cos[3.9,]T, —  (3.64)
i1

—15.587402042170202sin[y, [T, + 9.548061011579884sin[3.¢, T, —
—6.865190857773032s0s[0.65089y, — 1.(0.65089, + 1.0,)]/T,\/T, +
114.080126685728821 cos[2.650891, — 1. (0.65089y, + 1.4,)] /T, /T, +
41.2409817043168798 cos[1.349101, + 1. (0.65089y, + 1.4,)]/T,\/T, —
—26.554711346242808sin[0.65089y, — 1.(0.65089, + 1.,)]T, /T, +
420.166296530017874sin[2.650891, — 1.(0.65089y, + 1.4,)]/T, /T, —
—15.117562593545093sin[1.34910y, + 1.(0.65089, + 1.1,)]/T,/T, —
—1.9050472199015236cos[1,]T, +
410.479195758875257cos[2.30179y, | cos[2.(0.65089y, + 1.1,)]T, —
—3.558017372343081 cos[0.301797, — 2. (0.65089y, + 1.4, )]T, —
—19.224627846834533sin[y,]T, +

410.228451546485383 cos[2.(0.650891, + 1.4,)]sin[2.30179y,] T, —
—10.228451546485383 cos[2.301791, ] sin[2.(0.65089y, + 1.4, )]T, +
410.479195758875257 sin[2.301791, | sin[2. (0.65089y, + 1.4,)]T, —

—9.001328343742966sin[0.30179y, — 2. (0.650891, + 1.1,)]T,);
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V3= Il—? (—3.43259542888551?5(:05[ﬂ.ﬁEﬂBglﬂl — 1. (ﬂ.ﬁEﬂSglﬁl‘l + 1.y, )]Tl +
v i -

+7.040063342864414 cos[2.65089y, — 1.(0.65089¢, + 1.4,)]T, +
+0.6204908521584404 cos[1.34910y, + 1.(0.65089y, + 1.1,)]T, —
—13.277355673121406 sin[0.650891, — 1. (0.65089y, + 1.,)] T, +
+10.083148265008935 sin[2.65089y, — 1. (0.65089y; + 1.4,)] T, —
—7.558781296772547 sin[1.34910y, + 1.(0.65089y; + 1.1,)]T, —
—3.8100944398030485 cos[, ] /T, /T, —

7.116034744686169 cos[0.301791, — 2. (0.65089y, + 1.4,)] /T, /T, +
420.958391517750513 cos[2.30179y, — 2. (0.65089y, + 1.,)]{T, /T, —
—38.44925569366906 sin[v, ] /T, /T, —

—18.0026566874859425in[0.301791, — 2. (0.6508%y, + 1.9,)]/T,/T, +

420.456903092970773 sin[2.30179, — 2. (0.65089y, + 1.4,)]T,\/T, +
414.75816051490885 cos[1.952691,] cos[3.(0.65089y, + 1.4,)]T, —
—10.193844206015509co0s[0.65089, — 1. (0.65089y, + 1.1p,)]T, +
49.788879534867847 cos[3.(0.650891, + 1.1),)]sin[1.95269y,] T, —
—9.788879534867847 cos[1.952691, ] sin[3.(0.65089, + 1.,)] T, +
414.75816051490885 sin[1.952691, ] sin[3.(0.65089y, + 1.4, )]T, —
—36.6897611593492sin[0.65089, — 1.(0.65089y, + 1.1,)]T,):;

Uis= —84.27414567838352cos[2.y, | T + 55.03990283499471 cos[4.y, | T +

423.175029523306094 sin[2.1,] T} — 34.557693189808944 sin[4.¢, | T —

—158.94021618244867c0s[0.99999y, — 1.9,]T >/, +

+166.53770520163937 cos[3.4, — 1.90,]1 T/ 2T, +
372
+609.4839421957992 cos[ 1.y, + 1.y, 1T \[T, —
372
—164.88678758517497 cos[3.¢, + 1.4, ] T *\/T, +
+78.70707903423947 5in[0.99999y, — 1.4,] T, /T, —

372

—155.1262774972436sin[3.¢, — 1.9, 1T *JT, +
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+119.49081999864708sin[1.4, + 1.9, ] T */T; +

+13.145744675998728sin[3.4, + 1.4, ]1T"*/T; —

—412.07158048529936 cos[2.y, | T, T, +

4158.66562869547607 cos[1.999991, — 2.4, ] T, T, + 0.cos[0.6035%y, + 2.4, 1T, T, +
+372.5207344810319 cos[2.4; + 2.1,] T, T, + 114.18393463434526sin[2.4,] T, T, —
—216.942503224923345in[1.99999y, — 2.4, ] T, T, + 0.5in[0.60359¢, + 2.4, T, T, +
4151.7161029991385sin[2.4, + 2.9, ] T, T, +

-'_ 3.-"_

+45.89919953610656 cos[1.1, — 3.10,] /T,

3/2

—257.53539009739825cos[0.99999y;, — 1.4, ] \,-'T T, +

+945.9226560947177 cos[1.9, + 1.9, 1T, 7> +

[ 372

+88.1242297147578 cos[ 1.4, + 3.4,] /T, T,

—97.00554906113962sin[1.1p, — 3.9,] /T, 72" +

|,_

+128.06656027101766sin[0.99999y, — 1.4,] T, 727 +

+185.2767327141683 sin[1.9, + 1.9,]1 /T, 72" +
3.-"_

+99.11787497013307sin[ 1.y, + 3.4,],/T,

U,=158.94021618244864 cos[1., — 0.99999y,] T/* /T, — (3.67)

—55.51256840054643 cos[3.1p, — 0.99999y,] T \/T, +
+609.483942195799 cos[0.99999y, + 0.99999y,] T2/*/T, —
—54.96226252839165 cos[3.1p, + 0.99999y,] T, /T, —
—78.70707903423956Sin[ 1.3, — 0.99999y, |7,/ /T, +
+51.70875916574789sin[3.1p, — 0.99999y,] T \/T, +
+119.49081999864728 5in[0.99999y, + 0.99999y,]1 7> /T, +

372

+4.381914891999572sin[3.1p, + 0.99999y,]1T,"* T, —

—158.66562869547604 cos[2.4, — 2.1, T, T, + 403.8824872274737 cos[2.y,] T, T, +
4372.5207344810319 cos[2., + 2.4, ] T, T, +

+216.94250322492343sin[2.y, — 2.4, ] T, T, + 308.1078693742571sin[2.¢, | T, T, +
4151.7161029991384sin[2.¢, + 2.9, T,T, —
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—137.69759860831962 cos[1.3, — 3.10,]1 /T, T."% +

[ e 3/2

+257.53539009739814 cos[1.y;, — 0.99999y,] ./ nr, "+

+945.922656094717 cos[0.99999y, + 0.99999y,] T, T>"* +

3

+264.3726891442735 cos[1.9, + 3.9,]1 T, 72> +

+291.0166471834189sin[1.1p, — 3.4,] /T, 727 —

—128.0665602710177 sin[1.1p, — 0.99999y,] /T, 7> +

[ m 342

+185.276732714168538in[0.99999, + 0.99999y, ],/ nr, "+

[ 32

+297.3536249103993sin[1.¢, + 3.4, 1T, 70" +

+217.12072949838256 cos[2.1,] T? — 32.66323640518192cos[4.10,] T +
+166.11062682280973sin[2.10,]T2 — 126.73232130647102sin[4., ] TZ.

Efectuand transformarea (3.52) prin intermediul functiilor (3.62)-(3.67) obtinem pentru
hamiltonianul W in vecindtatea punctului stationar S; cu coordonatele (3.24), calculate pentru
m, =0.01, « = 0.8584, forma finala:

W (l//l’l//2'Tl’T2) =W2 (Tl'T2)+W4 (Tl’T2)+ F5 (Wl’W21T11T2)+---1
unde

W, (T,.T,) = o.T, — &,T, = 0.49470788472448207T, — 0.32200478020850365T,, (3.68)

W4 (Tl ! TZ) = C20T12 + C12T1T2 + C10T22'
C,, =-41.5987, ¢,, = -458.902, C,, = 64.1789 , (3.69)

W, (0,,0,)=65.918 0.
Teorema 3.3 este demonstrata.

Astfel, scopul tuturor transformarilor efectuate mai sus a constat in acea ca dupa
efectuarea lor forma patraticd si cea de ordinul patru W, s1 W, sa depinda doar de impulsurile
T,,T,, iar forma cubica sa se anuleze (W, =0).

Sa verificam daca pentru punctul stationar S; cu coordonatele (3.24), calculate pentru
m, =0.01, & = 0.8584, se indeplinesc conditiile teoremei Arnold-Moser.

In baza studiului putem concluziona :
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1. s-au determinat valorile parametrului ¢, pentru valori date ale lui m , pentru care
matricea sistemului (2.25) liniarizat in vecinatatea punctelor de echilibru are valorile
proprii numere complexe imaginare. Astfel pentru punctul stationar S; cu coordonatele

(1.41168, -0.12379), calculate pentru m, =0.01, « =0.8584, valorile proprii ale matricei
sistemului liniarizat (2.25) sunt numerele complexe imaginare +0.49471i,+0.32201i .

2. se observa ca ko;+k,o,#0, unde k,k, sunt numere intregi ce verificd
inegalitatea 0 < |k|+|k,| < 4.

3. pentru punctul stationar S; marimea W, (0'1, 02) =65.918 # 0, deci este indeplinita a treia

conditie din teorema Arnold-Moser.

Rezultate similare au fost obtinute si pentru celelalte pozitii bisectoriale de echilibru S;.
Acest rezultat indica ca toate calculele efectuate in SCS Matematica sunt corecte si in
concordantd cu concluziile teoretice rezultate din cauza simetriei modelului gravitational studiat.
Astfel se poate concluziona ca punctele stationare stabile in prima aproximatie sunt stabile si in
sens Lyapunov. In baza cercetirilor efectuate putem formula urmétoarea teorema:

Teorema 3.4. Existd asa valori ale parametrului m, si valori corespunzatoare ale

parametrului « pentru care punctele stationare ale problemei marginite a opt corpuri sunt stabile

nu numai in prima aproximatie, dar sunt stabile si in sens Lyapunov.
3.4. Studiul stabilitaitii solutiilor stationare in forma numerica

Problema marginita a n-corpuri este o problema tipic hamiltoniana. Problema stabilitatii
solutiilor sale stationare 1n sens Lyapunov poate fi rezolvata doar in cadrul teorieci KAM (teoria
solutiilor conditional-periodice ale lui A.N.Kolmogorov, V.I. Arnold, J. Moser). Aceasta implica
efectuarea uni sir de transformari analitice voluminoase ale hamiltonianului [21, 24, 28, 41].

Dezvoltarea noilor tehnologii computerizate a oferit posibilitatea de a aborda altfel
problema a n+1 corpuri si permit de a estima calitativ dimensiunea si forma domeniului de

stabilitate pentru intervale de timp suficient de mari. Rezultatele obtinute furnizeaza noi
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informatii despre comportarea navelor cosmice, telescoapelor, satelitilor artificiali si a altor
corpuri cosmice de dimensiuni mici pe orbita [63, 65, 68].

Existenta punctelor stationare din problema newtoniana marginita si plana a 7+1 corpuri
cu simetrie incompleta si stabilitatea lor in sens Lyapunov s-a determinat aplicind teoria KAM
[2,3,5,6, 9, 38,69, 70, 71].

In continuare vom cerceta caracteristicele geometrice ale domeniului de stabilitate a
acestor puncte stationare. Asa cum pentru rezolvarea acestei probleme nu pot fi aplicate
metodele analitice, s-au efectuat un sir de experimente numerice. Acestea ofera o informatie

noud despre comportarea traiectoriei in vecindtatea punctelor de echilibru. Transformarile si

tica [8, 33, 34, 89].
Ecuatiile diferentiale ce descriu miscarea corpului P, (X, y,z) in cimpul gravitational

format de corpurile Po, P1, P2, P3, P4, Ps, Pe in spatiul cu rotatii au forma:

2
AX 5, 0¥y X R
dt dt r oX
2
‘th +2a)(jj—>t<:a)2Y ——ngY +2—$, (3.70)
d’z  fmZ &R
T =3 T
dt r oz
unde
I 1OXX VY422 |
= i Akj rjs
(3.71)

A5 =(X,=X) +(Y,=Y) +(2,-2),
= XP+Y2 +Z8r2=X2+Y2+ 22,

i=12,..6,

(X;,Y;,Z; =0) sunt coordonatele corpurilor P1, P2, Ps, P4, Ps, Ps, iar m, =m, = f,(m,, &),
m,=m, = f, (ml, a) o’ = 1, (ml, a) se determina din conditiile de existenta a configuratiei.

Mai intadi vom aplica Programul 3.2, scris in codurile sistemului Mathematica, care ofera
posibilitatea de a determina coordonatele punctelor stationare si de a construi in mod grafic

solutia problemei marginite a opt corpuri pentru diferite valori ale parametrilor m, si o .
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Programul 3.2

grd[m 0. ]:=Module[{}, gf=f(m1, a); 9g=g(M1, @ );
cpx=ContourPlot[gf,{x,—2.5,2.5},{y,—2.5,2.5}, Contours— {0}, ContourShading—False,
PlotPoints— 100, ContourStyle— {Black}, Axes—True, Frame—False];
cpy=ContourPlot[gg, {x,—2.5,2.5},{y,—2.5,2.5}, Contours— {0}, ContourShading—False,
PlotPoints— 100, ContourStyle—Dashed, Frame—False];

tr=ListPlot[ {{1,1},{1,—1},{—1,—1},{—1,1},{1,1}}, PlotStyle— {PointSize[0.02]}];
p=ListPlot[{{a,a},{—a,—a}}, PlotStyle—{PointSize[0.02]}];
MO:=Graphics[Text["P0",{—0.15,-0.15}]]; M1:=Graphics[Text["P1",{0.85,1.05}]];
M2:=Graphics[Text["P2",{—0.85,1.05}]]; M4:=Graphics[Text["P4",{0.85,—1.05}]];
M3:=Graphics[Text["P3",{—0.85,-1.05}]]; M5:=Graphics[Text["P5",{a—0.1,a—0.1}]];
M6:=Graphics[Text["P6",{—a+0.1,—a+0.1}]]; fl=FindRoot[{gf==0, gg==0},{x,1}.{v,0}];
S1:=Graphics[Text["S1",{1.55,-0.25}]]; Print["S1:",f1];
f12=FindRoot[{gf==0,99==0},{x,1},{y,1.05}]; Print["N1:", f12]; f13=FindRoot[{gf==0,
g9==0},{x,0.9},{y,0.9}]; Print["N2:",f13]; f2=FindRoot[{gf==0, gg==0},{x,0},{v,1}];
Print["S2:", f2]; f21=FindRoot[{gf==0, gg==0},{x,1},{y,—1.05}]; Print["N3:", 21];
f22=FindRoot[{gf==0, gg==0},{x,0.9},{y,—0.9}]; Print["N4:", 22]; f3=FindRoot[{gf==0,
99==0}{x,~1},{y,0}]; Print["S3:", f3]; f31=FindRoot[{gf==0, gg==0},{x,~1},{y,~1.05}];
Print["N5:", f31]; f32=FindRoot[{gf==0, gg==0},{x,—0.9},{y,—0.9}]; Print["N6:", {32];
fA=FindRoot[{gf==0, gg==0},{x,0},{y.,1}]; f41=FindRoot[{gf==0, gg==0},{x,~1},{y,—1.05}];
Print["N7:", f41]; f42=FindRoot[{gf==0, gg==0},{x,—0.9},{y,0.9}]; Print['N8:", f42];
Print["S4:", f4]; Show[cpx, cpy, p, tr, MO, M1, M2, M3, M4, M5, M6, S1,

PlotRange— {{-2,2},{—2,2}}, AxesLabel—{x,y}, AspectRatio— Automatic,
PlotLabel->m1"="<>ToString[m]"; o ="<>ToString[a]™",

TextStyle— {"Times New Roman",12}1]].

De exemplu, pentru valorile m =0.01si « =0.8584, obtinem:

gra[0.01,0.8584]
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m;: 0.01 ; 1 - 0.8584

S1: {x—1.41168, y—-0.123792}; N1: {x—1.15597, y—1.15597}
N2: {x—0.872839, y—0.872839}: S2: {x—-0.123792, y—1.41168}
N3: {x—1.13066, y—-1.13066}; N4: {x—0.879787, y—-0.879787}
S3: {x—-1.41168, y—0.123792}; N5: {x—-1.15597, y—-1.15597}

N6: {x—-0.872839, y—-0.872839}; N7: {x—-1.15597, y—-1.15597}
N8: {x—-0.879787, y—0.879787}; S4: {x—-0.123792, y—1.41168}

Fig. 3.1. gr4[0.01,0.8584].

lar pentru m, = 0.01si o =0.8583:

gra[0.01,0.8583]
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m,: 0.01 ; « : 0.8583

Ll
S1: {x—1.39868, y—-0.222864}; N1: {x—1.15589, y—1.15589}
N2: {x—0.874819, y—0.874819}; S2: {x—-0.222864, y—1.39868}
N3: {x—1.11278, y—-1.11278}; N4: {x—0.895088, y—-0.895088}
$3: {x—-1.39868, y—0.222864}; N5: {x—-1.15589, y—-1.15589}
N6: {x—-0.874819, y—-0.874819}; N7: {x—-1.15589, y—-1.15589}
N8: {x—-0.895088, y—0.895088}; S4: {x—-0.222864, y—1.39868}

Fig. 3.2. gr4[0.01,0.8583].

Vom studia in continuare punctul stationar

S(1.41168,-0.12379), (3.72)
determinat pentru m =0.01si «=0.8584,Z =0. El este liniar stabil, deoarece valorile proprii

ale matricei sistemului liniarizat au partea reala nula: +0.49471; +0.32201i.

Folosind sistemul de calcul Mathematica, putem rezolva ecuatiile diferentiale (3.70) cu

datele initiale (3.72) pe un interval de timp destul de mare sub forma de functii de interpolare:
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S1= NDSolve[{x [t]- 2y [t] == f,X[0] == x,, X [0] == 0,
y [t]+2x[t]== g, y[0] = v, y [0] = O},{x, y},{t,0,1000}],

prin f, g s-au notat partile drepte respective ale ecuatiilor (3.70), (x,,y;) sunt coordonatele

punctului S.

Graficele functiilor obtinute se construiesc cu ajutorul instructiunii:

ParametricPlot[Evaluate[{x[t],y[t]}/.S1],{t,0,t1}, AxesLabel - { " x[t] ", y[t] '},
AxesOrigin— { x, ¥, .

yi

- 0.123792

141168 141168 141168

ALl EE).123792

Fig. 3.3. Graficul solutiei in vecinatatea punctului S obtinut pentru 0<t < 250.

Solutiile ecuatiilor diferentiale se obtin nu sub forma de tabele, dar sub formd de functii
de interpolare. Axele de coordonate au originea 1n punctul S. Graficele acestora pot fi construite
pentru diferite intervale de inegrare. In fig. 3.3-3.5 sunt prezentate graficele lor pentru intervalele
de timp: 0<t<250, 0<t<1000, 0<t < 2000.
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Fig. 3.4. Graficul solutiei in vecinitatea punctului S obtinut pentru 0<t <1000.
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© 0.123792 |

- 0.123792
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. 0.123792

. 0123792
. 0123792 ¢

Fig. 3.5. Graficul solutiei in vecinatatea punctului S obtinut pentru 0 <t <2000.
Din desene date se vede traiectoria nu se departeaza cu mult de la punctul de echilibru S.
Pentru punctul stationar

N(1.15596; 1.15596) (3.73)

determinat pentru m =0.01si «=0.8584, Z =0, care este liniar instabil, deoarece valorile
proprii ale matricei sistemului liniarizat sunt +1.30792, +£1.12295i, obtinem urmatorul rezultat

(Figurele 3.6- 3.7):
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Fig. 3.6. Graficul solutiei in vecinitatea punctului N obtinut pentru 0<t <250.
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Fig. 3.7. Graficul solutiei in vecinitatea punctului N obtinut pentru 0<t <1000 .

Fie Ar (t) distanta locala de la punctul de echilibru pand la punctul de pe traiectorie.

Vom examina comportarea lui Ar(t), pentru acealeasi intervale de timp ca in Figurile 3.3-3.5,

obtinute pentru punctul stationar S. Vom avea:
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Fig. 3.8. Ar(t) obtinut pentru punctul S, 0<t <250.
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Fig. 3.9. Ar(t) obtinut pentru punctul S, 0 <t <1000.
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Fig. 3.10. Ar(t) obtinut pentru punctul S, 0 <t <2000.

Din Figurile 3.8-3.10 se vede ca departarea traiectoriei de la punctul de echilibru S este
destul de mica. Pentru intervale mari de timp traiectoria tinde sd pastreze aceeasi distanta.

Pentru punctul stationar N se obtin urmatoarele rezultate (Figurile 3.11-3.12):

Ll

30L

15 r
10

05

50 100 150 200 250

Fig. 3.11.  Ar(t) obtinut pentru punctul N, 0 <t <250.
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Fig. 3.12. Ar(t) obtinut pentru punctul N, 0 <t <1000.

Deci, in baza acestor experimente numerice putem admite ca punctul S este asimptotic
stabil, iar punctul stationar N este instabil. Rezultatul obtinut nu este in contradictie cu
cercetdrile teoretice.

Vom schimba datele initiale, perturband putin datele initiale. Fie, de exemplu,
X[0] = X, +0, 001cos(%), X[0] =0, y[0] = y, +0,001sin (%) y[0]=0. (3.74)

In urma integrarii in forma numerica a ecuatiilor diferentiale (3.70) pentru punctul stationar S cu

coordonatele (3.72), aplicand instructiunile

S2 = NDSolve[{x [t]- 2y [t] == f,x[0] == x, +0, OOlcos(%), x[0]==0,
(3.75)
y [t]+2x[t] == g, y[0] == y, +0,001sin (%j y [0] == 0},{x, y}.{t,0,1000}],

{{x—>InterpolatingFunction[{{0.,1000.}},<>],y—>InterpolatingFunc
tion[{{0.,1000.}},<>]}}

se obtine urmatoarea reprezentare geometrica a solutiei in vecinatatea punctului stationar

(Figurile 3.13- 3.16) :
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Fig. 3.14. Graficul solutiei S2 in vecinatatea punctului S obtinut pentru 0<t <1000 .
Fie Ar, (t) distanta locala de la punctul de echilibru pana la punctul de pe traiectorie, pentru

problema cu datele initiale (3.74).
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Fig. 3.15. Ar,(t) obtinut pentru punctul S, 0<t <250.
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Fig. 3.16. Ar, (t) obtinut pentru punctul S, 0 <t <1000.

Din Figura 3.16 se observa ca pentru 0<t<800 traiectoria se roteste in jurul punctului de

echilibru S si nu se indeparteazd cu mult de pozitia initiald, iar pentru t >800 traiectoria se
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indeparteaza de punctul stationar S si solutia devine instabild. Valoarea ¢ = m indica 1n acest

caz directia vectorului ce descrie pozitia initiala in sistemul local de coordonate.

Analizand rezultatele obtinute, se poate de ficut o analizd a formei geometrice si a
dimensiunilor domenuiului de stabilitate a punctului S cu coordonatele (3.72). La o perturbare
mica a conditiilor initiale traiectoria tinde sa obtind o forma eliptica.

In baza experimentelor numerice efectuate putem concluziona c¢a procedurile de rezolvare
numericd a ecuatiilor diferentiale ale miscarii corpurilor in problema marginitd a opt corpuri,
efectuate aplicind SCS Mathematica, permit de a estima calitativ dimensiunea si forma

domeniului de stabilitate pentru intervale de timp suficient de mari.
3.5 Concluzii la capitolul 3

Cercetarile efectuate in capitolul 3 permit sa formulam urmatoarele concluzii:
1. In scopul aplicarii teoremei Arnold-Moser, s-a construit hamiltonianul corespunzitor
modelului cercetat.

Transformarile efectuate au permis:

— liniarizarea sistemulului hamiltonian;

— normalizarea formelor Hz si Hs a hamiltonianului;

— eliminarea formei cubice Hs si normalizarea formei Ha.
2. Au fost determinate conditiile de stabilitate in sens Lyapunov a punctelor de echilibru. S-a

stabilit cd existd asa valori ale parametrilori m, si « pentru care punctele stationare ale

problemei marginite a 7+1 corpuri sunt stabile nu numai in prima aproximatie a modelului,
dar sunt stabile si in sens Lyapunov.
3. Au fost reconfirmate rezultatele teoretice din capitolele 2 si 3. Procedurile de rezolvare
numericd a ecuatiilor diferentiale ale miscarii corpurilor in problema marginita a 7+1 corpuri
permit de a estima calitativ dimensiunea si forma domeniului de stabilitate pentru intervale de
timp suficient de mari si ofera posibilitatea de a determina conditiile de aplicare In practicd a
rezultatelor obtinute. Rezultatele experimentelor ofera noi informatii despre comportarea

traiectoriei ce descrie miscarea navei cosmice, satelitilor artificiali, s.a pe orbita.
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CONCLUZII GENERALE SI RECOMANDARI

In rezultatul cercetrii influentei cAmpului gravitational al configuratiei formata din sapte
corpuri asupra miscarii unei mase infinit mici amplasate in acest sistem, aplicand teoria KAM
putem efectua urmatoarele concluzii si recomandari:

Concluzii generale:

In teza de fata

1. a fost determinata configuratia modelului a 7 corpuri;

2. au fost obtinute conditiile de existenta ale problemei newtoniene a sapte corpuri configuratia
careia reprezintd un patrat in varfurile caruia se afla masele my, mz, mz, M4, doud mase Ms si Mg

se afld pe o diagonala a sa, iar al saptelea corp este plasat in centrul de greutate al sistemului [5,
70, 71];

3. au fost determinate conditiile necesare si suficiente pentru existenta solutiilor de echilibru ale
ecuatiilor diferentiale ale problemei marginite a 7+1 corpuri, cu simetrie incompletd. Au fost
dezvoltate metode analitice pentru determinarea lor [9, 69, 70, 71];

4. s-a demonstrat teorema privind instabilitatea solutiilor radiale de echilibru ale problemei

marginite a 7+1 corpuri. S-au stabilit conditiile de stabilitate In sens Lyapunov a punctelor de
echilibru [3, 6, 71];

5. s-a elaborat algoritmul de sortare a valorilor parametrilor gravitationali si geometrici pentru
care are loc stabilitatea in prima aproximare a solutiilor stationare bisectoriale ale problemei
marginite a 7+1 corpuri. Acest algoritm este validat prin exemple [3, 71];

6. folosind metodele calculului algebric computerizat, s-a construit lantul de transformari
canonice Birghoff care reduce hamiltonianul problemei a 7+1 corpuri la forma necesard pentru
aplicarea teoremei Arnold-Moser despre stabilitatea sistemelor hamiltoniene [3, 6, 70, 71];

7. s-a formulat si demonstrat principalul rezultat al tezei de doctorat cu privire la stabilitatea in
sens Lyapunov a solutiilor stationare ale ecuatiilor diferentiale ce descriu problema newtoniana a
7+1 corpuri cu simetrie incompletad. S-au determinat conditiile de aplicare in practica a

rezultatelor [3, 70].
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Recomandari:

Sistemul modern de calcul simbolic Mathematica si algoritmii dezvoltati in teza ofera noi
oportunitati pentru rezolvarea problemelor mecanicii ceresti si dinamicii cosmice, deoarece
acestia permit analiza si prelucrarea informatiei la un nivel calitativ superior. In acest sens
dezvoltarea modelelor dinamicii cosmice, aparatului matematic si softurilor pentru cercetarea lor
sunt relevante.

Rezultatele obtinute si metodele de cercetare elaborate in tezd pot fi folosite: in
dezvoltarea de mai departe a studiului problemei newtoniene a n+1 corpuri cu simetrie
incompletd, in procesul de predare a ecuatiilor diferentiale, mecanica cereasca, teoria stabilitatii,
metode de modelare matematica.

In aplicatiile practice ale modelului studiat, corpul de masi infinit mica descrie miscarea
unui satelit sau a unei nave cosmice. Aparatul matematic, algoritmii dezvoltati si rezultatele
stiintifice obtinute pot fi folosite la proiectarea, dirijarea zborurilor cosmice ale satelitilor si

navelor cosmice.
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