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Reperele conceptuale ale cercetarii

Actualitatea temei. Intrebirile cercetate in lucrare au un caracter actual si
inovator. Tematica tezei poseda un ecou suficient de bine accentuat in literatura de
specialitate. Intr-adevir, structura laticeald a clasei preradicalilor a fost intens cercetata
si utilizatd in ultimii ani, in special in lucrarile [14-17], [26 28], [38 —41].

Toate cele patru operatii clasice din clasa preradicalilor PR categoriei R-modulelor
stangi R-Mod sunt intens utilizate in lucrarile recente referitoare la proprietatile aces-
tei clase, la caracterizarea prin preradicali a unor clase de inele, cat si in multe alte
cazuri.

Actualitatea problemelor cercetate in lucrare se reflecta si in faptul ca noile rezultate
permit reformularea unor lucruri cunoscute si prezentarea lor drept cazuri particulare
ale celor noi. Astfel, abordarea teoriei radicalilor aratata in lucrare reprezinta si un nou

punct de vedere asupra unei parti din rezultatele cunoscute.

Descrierea situatiei in domeniul de cercetare si identificarea problemelor
de cercetare. Notiunea de radical poarta un caracter foarte general si se utilizeaza in
diverse sisteme algebrice (in grupuri, inele, module, algebre, categorii, etc.). Cu ajutorul
acestei notiuni se evidentiaza structura unor tipuri speciale de inele si algebre ([10]).

O ramura speciala a teoriei generale a radicalilor in algebra o constituie teoria radi-
calilor si torsiunilor in categorii abeliene si in special in categorii de module. Aplicarea
ideii generale de radical in acest caz s-a dovedit a fi deosebit de rodnica din cauza,
cad categoriile de module posedd o multime de proprietéti excelente (pe care nu le au
aga categorii ca cea a inelelor sau a grupurilor, in particular, categoria de tipul R-
Mod este abeliana, poseda generatori, cogeneratori, etc.), ceea ce asigura posibilitatea
de dezvoltare a acestei teorii in foarte multe directii. De aceea, teoria radicalilor in
module formeaza in prezent un domeniu sinestatiator, care poseda propriile metode,
constructii, cat si problematica sa specifica.

Bazele cercetarilor in domeniul teoriei radicalilor in module (si in general in categorii
abeliene) au fost puse in disertatia lui P. Gabriel ,Des categories abeliennes”; scrisd in
1962 (vezi [4]). Apoi au urmat multe lucrari importante pe aceastd tematicd, efectuate
de S. E. Dickson, J. P. Jans, J. M. Maranda, O. Goldman, K. Morita, J. Lambek, si
altii.

Acumularea unui material impunator pe tema analizata a adus la aparitia unor
monografii consacrate acestui domeniu. Mentionam mai intai cartea A. P. Migina si

L. A. Scorneacov ,Grupuri abeliene gi module” (1969). Apoi au aparut monografiile:
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J. Lambek [7], B. Stenstorm [9] in anul 1971, cat si cartile cu expunere mai amanuntita
a tematicii: N. Popescu [8] (1973) si J. Golan [5] (1986).

La fel merita de amintit faptul, ca in monografia fundamentala a lui Carl Faith
,Algebra: rings, modules and categories”, scrisa in doua volume (I, 1973 [2] si II, 1976
[3]) este expusd si o parte esentiald a teoriei radicalilor in module (vezi volumul I,
capitolul 16).

S-a constatat faptul, ca la baza cercetarilor in acest domeniu este mai firesc de pus
notiunea de preradical, care se exprima in limbajul categorial ca fiind un subfunctor al
functorului identic al categoriei R-Mod. Toate tipurile de preradicali (printre care si
notiunea centrala de torsiune) se obtin prin conditii simple suplimentare: idempotenta,
,radicalitatea”, ereditatea, coereditatea, etc.

O trasatura specifica a acestui domeniu consta in aceea, ca majoritatea tipurilor
de preradicali poseda caracterizari foarte diverse cu ajutorul diferitor mijloace: prin
clase de module, operatori de inchidere, multimi de ideale stangi ale inelului R (filtre
radicale), functori de localizare, subcategorii reflective, etc. Mai evidentiem un fapt
specific pentru teoria radicalilor in module: orice torsiune definegte aga numitul functor
de localizare asociat, care este strans legat de inele de caturi. Astfel toate notiunile
precedente de inele de caturi au obtinut o unica si fireasca generalizare prin localizarile
asociate torsiunilor [9].

Dintre monografiile aparute in acest domeniu mentionam in mod special cartea
L. Bican, T. Kepka, P. Nemec (in colaborare cu P. Jambor) , Rings, modules and prerad-
icals” (1982) [1], ce contine o expunere minutioasa a teoriei, incepand de la preradicali
(majoritatea lucrarilor precedente erau consacrate torsiunilor), cu aplicatii interesante
la caracterizarea omologica a inelelor, utilizand conditii asupra preradicalilor de diverse
tipuri.

Merita mentionat un ciclu de articole al unui grup de algebrigti din Mexic (F. Raggi,
J. R. Montes, H. Rincon, R. Fernandez-Alonso, C. Signoret, etc.), care au studiat
structura laticeald a clasei preradicalilor [33 —35], preradicalii primi, A - primi si ireduc-
tibili [36], preradicalii coprimi, V-coprimi si coireductibili [37], descrierea unor clase de
inele, si alte intrebari.

In continuare cercetirile pe aceastid tematicd s-au aprofundat si diversificat in asa
masura, incat este greu de urmarit cat de cat sistematic literatura din acest dome-
niu. Putem mentiona doar o parte dintre autorii, care au contributii importante in

dezvoltarea acestei tematici: L. Bican, P. Jambor, T. Kepka, P. Nemec, M. Teply,



K. Morita, J. E. Viola-Prioli, Iu. M. Reabuhin, L. A. Scorneacov, T. Kato, C. Walker,
E. Walker, T. Albu, J. A. Beachy, K. Ohtake, Y. Kurata, R. J. McMaster, B. J. Muller,
C. Nastasescu, H. Tachikawa, R. Wisbauer, etc.

In monografia [11], A. I. Casu a expus atat bazele teoriei radicalilor in module, cat
si unele probleme speciale legate de localizari si colocalizari. O sinteza a urmatoarelor
cicluri de lucriri ale aceluiagi autor este expusa in lucrarea [26]. Nemijlocit de tematica
prezentei teze sunt legate articolele [22-25], in care se introduc si se cerceteaza unele
operatii noi (in laticea completa a submodulelor), definite cu ajutorul preradicalilor.

De asemenea, nemijlocit pe tematica tezei este capitolul patru din monografia lui
J.S. Golan ,Linear topologies on a ring” [6], unde este definita si studiatd o operatie

similara celor din prezenta lucrare (in laticea filtrelor preradicale).

Problema de cercetare. Elaborarea unor constructii speciale in teoria radicalilor in
categorii de module, si anume, introducerea gi studierea a noi operatii in clasa prera-
dicalilor unei categorii de module, in scopul aprofundarii instrumentale si completarii

metodelor de cercetare in acest domeniu.

Scopul si obiectivele lucrarii. Scopul principal al lucrarii consta in introducerea
si studierea unor operatii noi in clasa preradicalilor unei categorii de module. Pentru
realizarea acestui scop au fost stabilite urmatoarele obiective:

1. Introducerea unor operatii noi in clasa preradicalilor unei categorii de module;

2. Determinarea proprietatilor principale ale acestor operatii;

3. Identificarea proprietatilor preradicalilor obtinuti in rezultatul efectuarii acestor
constructii;

4. Cercetarea unor cazuri particulare ale operatiilor definite si legaturilor dintre
preradicalii obtinuti;

5. Evidentierea relatiilor dintre noile operatii si unele notiuni si constructii cunos-
cute din teoria radicalilor;

6. Studierea comportamentului acestor operatii in cazul unor preradicali de tip
special.

Metodologia cercetirii stiintifice. In prezenta lucrare se utilizeaza metodele
clasice ale algebrei, orientate spre cercetarea operatiilor algebrice gi a proprietatilor lor.
Totodata aceste metode sunt combinate cu o abordare moderna, legata de aspectul si
limbajul categorial. La baza cercetarilor se afla rezultatele bine cunoscute, referitoare

la teoria radicalilor in categorii abeliene, in special in categorii de module.

Noutatea si originalitatea stiintifica. Toate rezultatele principale ale lucrarii



sunt noi si originale. Ele constituie o continuare fireasca a cercetarilor precedente
din acest domeniu. Anume, celor patru operatii cunoscute in clasa preradicalilor li
se adauga inca patru operatii noi. Au fost determinate proprietéatile lor; compatibili-
tatea lor cu operatiile laticeale din clasa preradicalilor. Au fost cercetate unele cazuri
particu-lare ale noilor operatii; au fost stabilite relatiile dintre ele si unele constructii
din teoria radicalilor; a fost descris comportamentul lor in cazul unor preradicali de tip

special.

Rezultatul obtinut care contribuie la solutionarea unei probleme stiinti-
fice importante. Problema principala rezolvata consta in introducerea si cercetarea
a patru operatii noi in clasa preradicalilor unei categorii de module, ceea ce a condus
la imbogatirea rezervei instrumentale de lucru in aceasta clasa, pentru completarea

studiului in domeniul teoriei inelelor si a modulelor.

Semnificatia teoretica. Lucrarea are un caracter teoretic si reprezinta un pas

important in dezvoltarea teoriei radicalilor in module.

Valoarea aplicativa a lucrarii. Rolul rezultatelor obtinute consta in: largirea
spectrului de cunostinte in domeniu prin introducerea unor noi operatii in clasa preradi-
calilor; completarea esentiala a metodelor de cercetare cu ajutorul noilor operatii; posi-

bilitatea de aplicare a lor la probleme structurale.

Rezultatele stiintifice principale inaintate spre sustinere:

— au fost definite patru operatii noi in clasa preradicalilor a unei categorii de module,
si anume, catul stang in raport cu reuniunea, cocatul stang in raport cu intersectia,
catul stang in raport cu intersectia si cocatul stang in raport cu reuniunea;

— au fost determinate proprietatile acestor operatii si ale preradicalilor obtinuti in
rezultatul efectuarii acestor constructii;

— au fost examinate cazurile particulare ale operatiilor introduse si legaturile dintre
preradicalii obtinuti;

— au fost stabilite relatiile dintre noile operatii si unele notiuni si constructii din
teoria radicalilor (pseudocomplement, suplement);

— a fost descris comportamentul operatiilor noi definite in cazul unor preradicali de
tip special;

— a fost aratat, ca cocatul stang in raport cu intersectia reprezinta o generalizare a
unui cunoscut rezultat al lui J. Golan.

Implementarea rezultatelor stiintifice. Rezultatele noi obtinute pot fi utilizate

in dezvoltarea de mai departe a teoriei radicalilor, pot gasi aplicatii in cercetari adiacen-
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te, pot fi folosite in calitate de suport de cursuri speciale pentru masteranzi si doctor-

anzi.

Aprobarea rezultatelor stiintifice. Rezultatele lucrarii au fost expuse la urma-
toarele foruri stiintifice:

— Seminarul gtiintific al laboratorului ,,Algebra si Topologie” de pe langa Institutul
de Matematica si Informatica ,Vladimir Andrunachievici”;

— Seminarul stiintifico-metodic ,Prof. Petre Osmatescu — 807 al departamentului
,Matematica” de pe langa Universitatea Tehnica a Moldovei;

— The International Conference ,Mathematics and Information Technologies: Re-
search and Education (MITRE)”, 2015, Chigindu, Moldova,

— The International Conference ,Mathematics and Information Technologies: Re-
search and Education (MITRE)”, 2016, Chigindu, Moldova,

— The 4" Conference of Mathematical Society of the Republic of Moldova (CMSM),
Chisinau, 2017;

— The International Conference on Mathematics, Informatics and Technologies de-
dicated to the ilustrous scientist Valentin Belousov (MITT), 2018, Balti, Moldova;

— The 26 Conference on Applied and Industrial Mathematics (CAIM), 2018,
Chiginau, Moldova;

— The International Conference ,Mathematics and Information Technologies: Re-
search and Education (MITRE)”, 2019, Chiginau, Moldova.

Publicatii la tema tezei. Rezultatele principale ale tezei au fost publicate in 9
lucrari stiintifice, lista carora este adusa la sfarsitul autoreferatului, toate lucrarile sunt

scrise fara coautori, inclusiv 3 articole — in reviste recenzate.

Volumul si structura tezei. Teza consta din introducere, 5 capitole, concluzii
generale i recomandari, bibliografie ce cuprinde 133 de titluri, 91 pagini de text de

baza.

Cuvintele-cheie. Inel, modul, categorie, latice, (pre)radical, (pre)torsiune.



CONTINUTUL TEZEI

In Introducere se argumenteaza actualitatea temei lucrarii, se prezinta scopul si
obiectivele tezei, noutatea stiintifica a rezultatelor obtinute, importanta teoretica si
valoarea aplicativa a lucrarii, aprobarea rezultatelor si se expune succint continutul

lucrarii pe capitole, cu evidentierea rezultatelor principale.

Primul capitol intitulat ,,Analiza situatiei in domeniul teoriei radicalilor in mo-
dule” este constituit din doust paragrafe. In primul paragraf sunt date notiunile de baza
si este facuta o analizd ampla a domeniului teoriei radicalilor, ce tine de tema tezei de
doctorat. In paragraful doi este facutd o analizd succintd a materialelor stiintifice in
domeniu, descriind pe scurt cercetarile si rezultatele din teorea radicalilor in module.

De asemenea, se argumenteaza actualitatea problemei de cercetare.

In capitolul doi al tezei cu titlu ,Céatul stang in raport cu reuniunea”, ce consta
din patru paragrafe, se definegte si se cerceteaza o noua operatie in clasa PR a
preradicalilor categoriei R-modulelor stangi R-Mod, si anume, inversa la stanga
a produsului in raport cu reuniunea. Rezultatele acestui capitol au fost publicate in
lucrarile [47; 51; 55].

In primul paragraf se definegte operatia cdtul stang in raport cu reuniunea, apoi se
arata unele proprietati principale ale ei.

Definitia 2.1. Fie r,s € PR. Vom numi cat stdng in raport cu reuniunea al
lui » pe s cel mai mare preradical dintre preradicalii r, € PR cu proprietatea
ro - s < r. Vom nota acest preradical prin r Vv s.

Vom spune, ca preradicalul r este numaratorul, iar preradicalul s este numitorul
catului stang rVv. s.

In baza proprietatii de distributivitate la stanga a produsului preradicalilor in raport
cu reuniunea, acest cat stang exista pentru orice pereche de preradicali r,s € PR si
el poate fi reprezentat in forma:

rv.s=V{r, € PR| ry-s <r}.

In raport cu relatia de ordine partiala (<) din clasa PR au loc urmitoarele
afirmatii.

Propozitia 2.3. (Monotonie la numéarator) Daca ry,r, € PR si r, < r,, atunci
r.Vv.s < ry,v. s pentru orice preradical s € PR.

Propozitia 2.4. (Antimonotonie la numitor) Dacd s,s, € PR gi s, < s,, atunci

rv.s, >rVv.s, pentru orice preradical r € PR.



Urmatorul rezultat obtinut este foarte important, deoarece el poate fi considerat ca
o alta definitie a catului stdng in raport cu reuniunea si este des utilizat in obtinerea
altor afirmatii.
Teorema 2.5. Pentru orice preradicali r,s,t € PR are loc relatia:
r>t-s&srvys >t
In continuare se aritd unele proprietati ale catului stdng in raport cu reuniunea
(Lema 2.2, Propozitiile 2.6, 2.7, 2.8).
Propozitie. In clasa PR sunt adevirate relatiile:
(1) rvs>mr; (2) (rvis)-s<r<(r-s)vs;
(3) (rvis)vt=rv(t-s); (4) (r-s)vt>r-(svt);
(5) (rv.t)v.(svt)>rv.s; (6) (r-t)v.(s-t)>rvs.
Relatiile dintre acest cat stang si operatiile laticeale ,A” si ,,V” din clasa PR sunt
indicate in:
Teorema 2.9. (Distributivitatea catului stang 7 v s in raport cu intersectia) Fie
s € PR. Atunci pentru orice familie de preradicali {r,|a € 2} urméitoarea relatie
este adevarata:
<a/€\m7"a) Vs = a/e\Ql (ra V. s).

Propozitia 2.10. In clasa PR urmitoarele relatii sunt adevirate:
1 Vrg Vs> V (raVs);
) (aemr ) rE= ac (7” ) S)

v/ > v/ .
2) rv (a/e\msa> > V(1Y 5q);

acd
7 < v .
5) <a\e/msa> A (% sa)

In paragraful doi se cerceteaza cazurile particulare ale catului stdng in raport cu
reuniunea si legatura lor cu unele notiuni si constructii din teoria radicalilor in module.
Propozitia 2.11. Pentru orice preradicali r,s € PR urmatoarele conditii sunt

echivalente:
1) r>s;
2) rv.s=1.
Propozitia 2.12. Fie r,s € PR. Atunci:
1) 0v.s=ua(s),unde a(s)=V{r, € PR|r,-s=0}- anulatorul lui s;

2) ryl=r.
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De unde deducem urmatoarele cazuri particulare:
(1) 0v.0=a(0)=1; (2) rv.r =1 pentru orice r € PR;
(3) 1v.1=1; (4) 1v.s =1 pentru orice s € PR.
Mai mult, (rv.r)-r=r si a(r)-r =0 pentru orice preradical r € PR.
In continuare se indica relatiile dintre anulatorul unui preradical si asa constructii
din laticea completa (,mare”’) PR, ca pseudocomplement i suplement al preradicalului
respectiv.

L unde st este

Propozitia 2.16. Pentru orice preradical s € PR avem a (s) > s
pseudocomplementul lui s.
Propozitia 2.17. Fie preradicalul s € PR si s poseda suplementul s*. Atunci

a(s) < s*.

In paragraful trei se indici conditiile necesare pentru a avea egalitate in unele
proprietati ale catului stang in raport cu reuniunea, apoi se arata comportamentul
catului stang in raport cu reuniunea in cazul unor preradicali de tip special.

Propozitia 2.18. Fie preradicalii r,s € PR. Atunci urmatoarele conditii sunt
echivalente:

1) r=(r-s)vs.

2) r =tv.s pentru un preradical ¢t € PR.

Propozitia 2.19. Pentru orice preradicali r,s € PR urmatoarele conditii sunt
echivalente:

1) r=(rvs)-s.

2) r =1t-s pentru un preradical t € PR.

In urmitoarele afirmatii se aratd comportamentul catului stang in raport cu reuni-
unea in cazul unor preradicali de tip special: primi, A - primi, ireductibili.

Propozitia 2.20. Preradicalul r este prim daca si numai daca rv.s = 1 sau
rVv.s =r pentru orice preradical s € PR.

Propozitia 2.21. Daca preradicalul r este A-prim, atunci catul stang rVv. s
este un preradical A -prim pentru orice preradical s € PR.

Propozitia 2.22. Fie r € PR si r =1-s pentru un preradical ¢ € PR. Daca
preradicalul r este ireductibil, atunci catul stang rVv. s este un preradical ireductibil
pentru orice preradical s € PR.

La sfarsitul acestui paragraf este precizata aranjarea preradicalilor obtinuti cu aju-

torul operatiei cercetate.
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Corolarul 2.24.

1) Pentru orice preradicali r,s € PR au loc urmétoarele relatii:
res<(rvs)-s<rAs<r<(r-s)vs<rvs;

2) Daca r este o pretorsiune, atunci
r-s=(rv.s)-s=rAs<r<(r-s)V.s=rvs

pentru orice preradical s € PR.

In capitolul trei al tezei cu titlul ,Cocatul stang in raport cu intersectia’, format
din cinci paragrafe, se introduce si se studiaza o alta operatie noud in clasa PR a
preradicalilor categoriei R-modulelor stangi R-Mod, si anume, inversa la stdnga a
coprodusului in raport cu intersectia, care este duala operatiei definite in capitolul
doi. Rezultatele acestui capitol sunt similare celor din capitolul precedent si au fost
publicate in lucrarile [48; 49; 52; 55].

In primul paragraf se defineste operatia cocdtul stang in raport cu intersectia si se
arata unele proprietati de baza ale ei.

Definitia 3.1. Fie r,s € PR. Vom numi cocat stang in raport cu intersectia
al lui » pe s cel mai mic preradical dintre preradicalii r, € PR cu proprietatea
ro # S > 1. Vom nota acest preradical prin r %, s.

Vom spune, ca preradicalul r este numaratorul, iar preradicalul s este numitorul
cocatului stang 77y s.

Proprietatea de distributivitate la stanga a coprodusului preradicalilor in raport cu
intersectia, asigura existenta acestui cocat stang pentru orice pereche de preradicali
r,s € PR sgi el poate fi reprezentat in forma:

"% s =N{ro € PR| ro#s>r}.

In raport cu relatia de ordine (<) din clasa PR avem urmitoarele afirmatii.

Propozitia 3.3. (Monotonie la numarator) Daca r,,r, € PR i r, <r,, atunci
riMes < Ty s pentru orice preradical s € PR.

Propozitia 3.4. (Antimonotonie la numitor) Dacad s,,s, € PR gi s, < s,, atunci
NS > TS, pentru orice preradical r € PR.

Afirmatia ce urmeaza poate fi privita ca o alta definitie a cocatului stang in raport
cu intersectia si este des folosita in cercetarile ce urmeaza pe parcursul acestui capitol.

Teorema 3.5. Pentru orice preradicali r,s,t € PR are loc relatia:

r<t#sris <t

In continuare se ariiti unele proprietati ale cocatului stang in raport cu intersectia
(Lema 3.2, Proporzitiile 3.6, 3.7, 3.8).
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Propozitie. In clasa PR sunt adevirate relatiile:
(1) ros<m (2) (r#s)is <r < (rys)#s;
(3) (rogs)mt =roy(tes)y  (4) (r#s)mt < r#(syt)
(5) (rowt) e (smut) <rogsy  (6) (r#t)u(s#t) <ris.
Concordanta intre cocatul stang in raport cu intersectia si operatiile laticeale din
PR (intersectia si reuniunea) este prezentatd in:
Teorema 3.9. (Distributivitatea cocatului stdng 7%, s in raport cu reuniunea)

Fie s € PR. Atunci pentru orice familie de preradicali {r,|a € 2} urmatoarea relatie

este adevarata:

V rg | s= V (rq” .
(ctare) 0= Yy 0o
Propozitia 3.10. In clasa PR urméitoarele relatii sunt adevirate:

A < A .
1) <a/e\mro‘) L a/e\m (ra % 5);
A > A :
2 v Aéﬁ(a/e\msa) - a\E/Ql (7% sa);
A < A .
5) T A&<a\e/msa) - oz/E\Ql (% 5a)

In paragraful doi al acestui capitol se examineaza unele cazuri particulare ale

cocatului stang in raport cu intersectia si legatura lor cu unele notiuni si constructii

din teoria radicalilor in module.

Propozitia 3.11. Pentru orice preradicali r,s € PR urmatoarele conditii sunt

echivalente:

1) r<s;

2) riys=0.

Propozitia 3.12. Fie r,s € PR. Atunci:

1) 1rs=t(s),unde t(s)=A{r, € PR|ro#s=1} este totalizatorul lui s;

2) ry0=r.

De unde gasim urmatoarele cazuri particulare:
(1) 1ml=t(1)=0; (2) r7r=0 pentruorice r € PR;
(3) 070=0; (4) s7 1=0 pentru orice s € PR.

Mai mult, (r7,7)#r =r pentru orice preradical r € PR si ¢(s)#s =1 pentru

orice preradical s € PR.
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Relatiile dintre totalizatorul unui preradical si aga constructii din laticea completa
(,mare”) PR, ca pseudocomplementul i suplementul preradicalului respectiv sunt
prezentate in:

L

Propozitia 3.13. Pentru orice preradical s € PR avem t(s) > s*, unde st este

pseudocomplementul lui s.

*

Propozitia 3.14. Fie s € PR si s poseda suplementul s*. Atunci t(s) < s*.

In paragraful trei se identificd conditiile necesare pentru a avea egalitate in unele
proprietati ale cocatului stang in raport cu intersectia, apoi se arata comportamentul
acestui cocat stang in cazul unor preradicali de tip special.

Propozitia 3.15. Fie preradicalii r,s € PR. Atunci urmatoarele conditii sunt
echivalente:

1) r=(r#s)%s.
2) r =1’ s pentru un preradical t € PR.

Propozitia 3.16. Pentru orice preradicali r,s € PR urmatoarele conditii sunt

echivalente:
1) 7= (r"s)#s.
2) r =t#s pentru un preradical t € PR.

In urmitoarele afirmatii se aratd comportamentul cocatului stdng in raport cu
intersectia in cazul unor preradicali de tip special: coprimi, V - coprimi, coireductibili.

Propozitia 3.17. Preradicalul r este coprim daca gi numai daca r7#. s =0 sau
r~: s =1 pentru orice preradical s € PR.

Propozitia 3.18. Daca preradicalul r este V-coprim, atunci cocatul stang r 7 s
este un preradical V -coprim pentru orice preradical s € PR.

Propozitia 3.19. Fie r,s € PR si r =t#s pentru un preradical ¢ € PR. Daca

preradicalul r este coireductibil, atunci preradicalul 7, s este coireductibil.

La finalul acestui paragraf se precizeaza aranjarea preradicalilor obtinuti cu ajutorul
cocatului stang in raport cu intersectia.
Corolarul 3.21.
1) Pentru orice preradicali r,s € PR au loc urmétoarele relatii:
TS < (r#s) s <r<rVs<(rys)#s<r#s;
2) Daca preradicalul r este coereditar, atunci
TS =(T#8)Ms<1T<rVs=(r%us)#s="r#s

pentru orice preradical s € PR.
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In paragraful patru se considerd un caz particular al preradicalilor, si anume, pre-
torsiunile (preradicalii ereditari). Se arata cd pentru pretorsiuni, cocatul stang in raport
cu intersectia coincide cu operatia rest drept (right residual) introdusa si studiatd de
J. S. Golan ([6]) in termenii filtrelor preradicale ale inelului R cu unitate.

Este destul de cunoscuta descrierea pretorsiunilor prin filtre preradicale [1; 11].

Amintim, definitia si rezultatele principale necesare.

Definitia 3.6. Numim filtru preradical multimea idealelor stangi & C L(rR),
care satisface urmatoarele conditii:

(a1) Daca I €& gi a€ R,atunci ([ :a)={z € R|xzacl}ec¢;

(ag) Daca I€& si I CJ,JelL(zR), atunci J € &;

(a3) Daca I,J e &, atunci INJ € €.

Intre pretorsiunile categoriei R-Mod si filtrele preradicale a laticei L(,R) exista
o bijectie monotona definita prin aplicatiile:

Fo €, & = {1 €L(:R) | r(R/T) = B/T};
&, (M) ={meM]|(0:m)e e} (1 12)).

Multimea tuturor pretorsiunilor PT gi multimea tuturor filtrelor preradicale PF
pot fi considerate ca latice complete gi aplicatiile indicate mai sus determina un izomor-
fism intre aceste latice: PT = PF.

Mentionam, ca in laticea PT produsul a doua pretorsiuni r - s coincide cu
intersectia lor r A s, iar coprodusul a doua pretorsiuni r gi s este definit prin regula:
[(r#s)(M)]/s(M)=r(M/s(M)), M e R-Mod.

In mod similar se introduce in PF notiunea de coprodus a doua filtre preradicale:

E#HE={IcL(xR)|IHEE,, I C H astfel incat (I :a) € E;,Vace H}.

Deci avem laticele izomorfe PT (A,V,#) si PF(A,V,#) ce satisfac urmatoarele
proprietati:

SQ/E\Q[,,Q = a/e\ﬁlgra; 8a¥gl7"* = a\e/m&a.

Reamintim céteva notiuni si rezultate din monografia [6], unde pretorsiunile sunt
cercetate din punct de vedere al filtrelor preradicale asociate. In [6] PF este notata
prin R — fil si operatia inmulfirea (multiplication) in R — fil este definita prin
regula:

KK' ={IcL(zR)|3He K astfel incat I C H si (I : a)€ K,Yac H},
unde K,K € R— fil.

Usor se arata, ca in notatiile noastre avem €&,&, = &, # &, pentru orice r, s € PT.
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Toate proprietatile operatiei ,,inmultirea” se traduc usor in limbajul coprodusului, in

special asociativitatea si distributivitatea:

ExF# (Ea#&s) = (E1#E)H#Es (NEL)HE= N (& #E).

ac ac?
Utilizand ,,inmultirea” KK  pentru filtrele preradicale, in [6] se defineste operatia

rest drept (right residual) K'"'K al lui K pe K’ ca cel mai mic unic filtru
preradical K” din R — fil care satisface conditia K’K” O K. In baza proprietatii
de distributivitate a ,,inmultirii” in raport cu intersectia, acest filtru preradical exista
intotdeauna si poate fi reprezentat in forma

KK =({K"|K'K" D K}.

In monografia [6] sunt ardtate o serie de proprietéti ale acestei operatii.

Traducénd in notatiile noastre si ficand modificarile necesare (inmultirea in copro-
dus) se obtin urmatoarele afirmatii.

Definitia 3.7. Fie &;, €5 € PF. Vom numi cocat stang in raport cu intersec-
tiaalui & pe &, cel maimic filtru preradical € € PF cu proprietatea € # €, D &;
sau N{E e PF|E#Ey D &1}

Vom nota acest filtru preradical prin €; Y Eo.

In continuare se aratd ci acest filtru preradical coincide cu filtrul preradical al
pretorsiunil 7y M Te,.

Lema 3.22. Daca r, s € PT, atunci &,,s = &, #Es.

Teorema 3.23. Pentru orice pretorsiuni r, s € PT avem:

Ernys = Er i Es.

Aceasta afirmatie arata, ca toate rezultatele obtinute pentru operatia cocatul stang
in raport cu intersectia definita pentru preradicali in acest capitol, sunt valabile si
pentru operatia cocatul stang in raport cu intersectia definita pentru filtre preradicale
(pretorsiuni), care gi reprezinta operatia rest drept definita gi studiatd de Golan in [6].
Prin urmare, restul drept poate fi privit ca un caz particular al operatiei cercetate in

acest capitol.

In capitolul patru al lucririi intitulat ,Catul stang in raport cu intersectia”, ce
consta din patru paragrafe, se defineste si se cerceteaza o noua operatie in clasa PR
a preradicalilor categoriei R-modulelor stangi R-Mod, si anume, inversa la stdnga a
produsului in raport cu intersectia. Spre deosebire de operatiile definite in capitolele
precedente aceasta operatie este partiala. Rezultatele acestui capitol au fost publicate

in lucrarile [50; 53; 55].
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In primul paragraf se definegte operatia catul stang in raport cu intersectia, se indica
criteriul ei de existenta, apoi se arata proprietatile principale ale ei.

Definitia 4.1. Fie r,s € PR. Vom numi cat stang in raport cu intersectia
al lui » pe s cel mai mic preradical dintre preradicalii r, € PR cu proprietatea
ro - § > r. Vom nota acest preradical prin r 7. s.

Vom spune, ca preradicalul r este numaratorul, iar preradicalul s este numitorul
catului stang r . s.

La inceput se determina criteriul de existenta al catului stang r 7. s si forma lui
de reprezentare.

Lema 4.1. Fie r,s € PR. Catul stang r % s exista daca si numai daca r < s
si el poate fi reprezentat in forma:

rN.s=NAN{ro €PR|r,-s>r}.

In urmatoarele afirmatii se aratd legitura dintre catul stang in raport cu intersectia
si relatia de ordine partialda (<) din clasa PR.

Propozitia 4.3. (Monotonie la numarator) Fie r,r, € PR si r, < r,. Atunci
pentru orice preradical s > r,, avem 1,4 s < 1,7 S.

Propozitia 4.4. (Antimonotonie la numitor) Fie s;,s, € PR gi s, <s,. Atunci
pentru orice preradical r < s,, avem 7 . s, > 1 . S,.

Rezultatul urmatoarei afirmatii este destul de valoros, deoarece el poate fi considerat
ca o altd definitie a catului stdng in raport cu intersectia si este frecvent utilizat in
cercetarile ce urmeaza.

Teorema 4.5. Fie r,s € PR si r < s. Atunci pentru orice ¢t € PR avem:

r<t-s&rys<it.

In continuare se prezinta unele proprietati ale catului stang in raport cu intersectia
(Lema 4.2, Propozitiile 4.6, 4.7, 4.8).

Propozitie. In clasa PR sunt adevirate relatiile:

(1) r# s>r pentru r <s;

(2) (r-s)vs<r<(r#~s)-s pentru r <s;

(3) (rys)vt=mrw(t-s) pentru t-s>r;

(1)

(5)
(6)

Relatiile dintre acest cat stang si operatiile laticeale ,A” si ,,V” din clasa PR sunt

(r-s)vt<r-(svt) pentru t>s;
(rot)yy (svt)y<rw s sau (rvs)-(syt)>ryt pentru t > s>
(r-t)y(s-t)y<rw s sau r-t<(rvs)-(s-t) pentru r <s.

indicate in:
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Teorema 4.9. (Distributivitatea catului stang r % s in raport cu reuniunea)
Fie s € PR. Atunci pentru orice familie de preradicali {r, € PR|r, <s, a € A}

urmatoarea relatie este adevarata:

V reg ) ) s= o) .
(o) 5= a9

Propozitia 4.10. In clasa PR urméitoarele relatii sunt adevirate:
1) ( A ra) vo8 < A (rq?. s), unde r, < s pentru orice «o € ;
ac?l ac?l
2) T < /\Q[SO‘) > \/Q[ (r % sq), unde r <'s, pentru orice a € ;
[e1S ac

3) T < V sa> < A (7 %.84), unde r <'s, pentru orice a € .
ac acd

In paragraful doi se cerceteaza unele cazuri particulare ale catului stang in raport
cu intersectia.

Propozitia 4.11. Pentru orice preradicali r,s € PR avem:
1) ryr=e(r),unde e(r) =A{ro € PR|r,- r=r} este egalizatorul lui r;
2) ryl=mr
3) 0x s=0.
De unde deducem urmatoarele cazuri particulare:
(1) 0% 0=0; 2) 14 1=1.
Egalizatorul oricarui preradical r este un preradical idempotent si preradicalul r

este idempotent daca gi numai dacid e (r) =r.

Mai mult, » <r v s<e(r) pentru r <s si e(r) - r=r pentruorice r € PR.

In continuare se arata unele proprietati ale egalizatorului unui preradical.

Propozitia 4.12. Fie r,s € PR si r < s. Atunci

(1) e(r) - (rys)=rus;

(2) (ros)-e(s)=rrs;

(3) (rv.s)nve(s)=rns.

Propozitia 4.15. Daca preradicalul s este idempotent, atunci pentru orice

preradical r < s avem:
(1) r~ s <s;

(2) (rv. s)yv.s=r"s;
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(B) (ry.s)-s=rws;
4) (r-s)ys=r-s.

In paragraful trei se indicd conditiile necesare pentru a avea egalitate in unele
proprietati ale catului stdng in raport cu intersectia, apoi se arata comportamentul
acestui cat stdng in cazul unor preradicali de tip special.

Propozitia 4.16. Fie r,s € PR. Atunci urmatoarele conditii sunt echivalente:

1) r=(r-s)7.s.
2) r=t% s pentru un preradical t < s.

Propozitia 4.17. Pentru orice preradicali r,s € PR urmatoarele conditii sunt

echivalente:

1) r=(rv s)-s pentru r <s.
2) r=t-s pentru un preradical t € PR.

In continuare se prezinta comportamentul catului stdng in raport cu intersectia in
cazul preradicalilor de tip special: coprimi, V - coprimi, coireductibili.

Propozitia 4.18. Daca preradicalul r este coprim, atunci catul stang r . s este
un preradical coprim pentru orice preradical s > r.

Propozitia 4.19. Daca preradicalul r este V-coprim, atunci catul stang r 4. s
este un preradical V-coprim pentru orice preradical s > r.

Propozitia 4.20. Fie r,s € PR si r =t - s pentru un preradical ¢t € PR.
Daca preradicalul r este coireductibil, atunci catul stang r 7. s este un preradical
coireductibil.

La sfarsitul acestui paragraf este precizata aranjarea preradicalilor obtinuti cu aju-
torul operatiei cercetate.

Corolarul 4.21.

(1) Pentru r,;s € PR cu proprietatea r < s au loc urmatoarele relatii:

reos<(r-s)ns<r<(rys)s<ruys;

(2) Daca preradicalul s este idempotent, atunci

ros=(r-s)ys<r<(rys)-s=rys<s

pentru orice preradical r < s.

In capitolul cinci al tezei cu titlul ,,Cocatul stdng in raport cu reuniunea”, ce
contine patru paragrafe, se introduce si se studiaza o altd operatie noud in clasa PR

a preradicalilor categoriei R-modulelor stangi R-Mod, si anume, inversa la stanga
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a coprodusului in raport cu reuniunea, care este duala operatiei definite in capitolul
patru. Rezultatele acestui capitol sunt similare celor din capitolul precedent si au fost
publicate in lucrarile [50; 54; 55].

In primul paragraf se defineste operatia cocdtul stdng in raport cu reuniunea, se
indica criteriul ei de existenta, apoi se arata unele proprietati de baza ale ei.

Definitia 5.1. Fie r,s € PR. Vom numi cocat stang in raport cu reuniunea
al lui » pe s cel mai mare preradical dintre preradicalii r, € PR cu proprietatea
ro # s < r. Vom nota acest preradical prin rV s.

Vom spune, ca preradicalul r este numaratorul, iar preradicalul s este numitorul
cocatului stang 7V s.

Pentru inceput se arata criteriul de existenta si forma de reprezentare a cocatului
stang 7V s.

Lema 5.1. Fie r,s € PR. Cocatul stdng r V. s exista daca si numai daca r > s
si el poate fi reprezentat in forma:

"V s=V{r, € PR| ro#s <r}.

In afirmatiile ce urmeaza se arata legitura dintre cocatul stang in raport cu reuni-
unea si relatia de ordine partiala (<) din clasa PR.

Propozitia 5.3. (Monotonie la numarator) Fie r,r, € PR i r, < r,. Atunci
pentru orice preradical s <7, avem 7, s < 7, S.

Propozitia 5.4. (Antimonotonie la numitor) Fie s;,s, € PR §i s, <s,. Atunci
pentru orice preradical r > s, avem VLS, > 1 V% S,.

Urmatoarea afirmatie poate servi ca o alta definitie a cocatului stdng in raport cu
reuniunea gi este des folosita in studiul ce urmeaza.

Teorema 5.5. Fie r,s € PR gi r > s. Atunci pentru orice ¢t € PR avem:

r>2t#sSrvs >t

In continuare se arati unele proprietati ale cocatului stang in raport cu reuniunea
(Lema 5.2, Propozitiile 5.6, 5.7, 5.8).

Propozitie. In clasa PR sunt adevirate relatiile:
(1) rvs<r pentru r > s;
(2
(3
(
(
(

) (rvs)#s <r<(r#s)%s pentru r > s;
) (r
4) (r#s)ut > r#(sVt) pentru s > t;
) (1%
) (r

Vi S) Vet = 1TV (t#s) pentru r > t#s;

5
6

)V (s%t) >rvs sau (rVus)#(svt) <rvyt pentru t <s<r;
#0) V% (s#t) >rvus sau (rvs)#(s#t) <r#t pentru r > s.
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Urmatoarele afirmatii arata compatibilitatea cocatului stang 7 V4 s cu operatiile
laticeale din PR.

Teorema 5.9. (Distributivitatea catului stang 74 s in raport cu intersectia) Pen-
tru orice preradical s € PR gi orice familie de preradicali {r, € PR|r, > s, a € A}

este adevarata urmatoarea afirmatie:

N To | Yes= N (raVs).
(dtr) 0= )
Propozitia 5.10. In clasa PR urmitoarele relatii sunt adevirate:

1) (Vg ws> vV (rgy tru ry > s, a €A
) (aemr)gs_aem(r e §) pentru r, > S, «

2) r A se) >V (rv s, tru r > s, @ € QA
) r@(aems>_aem(r4¢s) pentru 7 > s,, «

3) 7‘%( V sa) < A (1Y So) pentru r > s,, a € A
ac acd

In al doilea paragraf se examineaza unele cazuri particulare ale cocatului stang in
raport cu reuniunea.

Propozitia 5.11. Pentru orice preradicali r, s € PR avem:
1) ryr=c(r),unde c(r)=V{r, € PR| r,#r =r} este coegalizatorul lui r;
2) rvy0=r;
3) 1vs=1.
De unde avem urmatoarele cazuri particulare:
(1) 0 0=0; (2) 1v1=1.
Coegalizatorul oricarui preradical r este un radical si preradicalul r este un

radical daca gi numai daca c(r) =r.

Mai mult, c¢(r) <rvws <r pentru r>s si c(r)#r=r pentruorice r € PR.

In continuare se indica unele proprietati ale coegalizatorului unui preradical.

Propozitia 5.12. Fie r,s € PR si r > s. Atunci

(1) c(r)# (rgs) =rs;

(2) (rvgs)#c(s)=r%s;

(3) (rps)pc(s)=rs.

Propozitia 5.15. Daca s este un radical, atunci pentru orice preradical r > s

avenl:

(1) rvs>s;
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(2) (rps)ss=r1%s;
(3) (r¥s)s=r%s;
(4) (r#s)%s=r#s.

In paragraful trei se arati conditiile necesare pentru a avea egalitate in unele pro-
prietati ale cocatului stdng in raport cu reuniunea, apoi se identificd comportamentul
acestui cocat stang in cazul unor preradicali de tip special.

Propozitia 5.16. Fie preradicalii r,s € PR. Atunci urmatoarele conditii sunt

echivalente:
1) 7= (r#s)v%s.
2) r=tv s pentru un preradical t > s.

Propozitia 5.17. Pentru orice preradicali r,s € PR urmatoarele conditii sunt

echivalente:

1) r=(rvws)#s pentru r > s.
2) r=t#s pentru un preradical t € PR.

Urmatoarele afirmatii arata comportamentul cocatului stang in raport cu reuniunea
in cazul unor preradicali de tip special: primi, A - primi, ireductibili.

Propozitia 5.18. Daca preradicalul r este prim, atunci preradicalul r V. s este
prim pentru orice preradical s < r.

Propozitia 5.19. Daca preradicalul r este A-prim, atunci preradicalul v s
este A-prim pentru orice preradical s < r.

Propozitia 5.20. Fie r,s € PR si r =t#s pentru un preradical ¢ € PR. Daca
preradicalul r este ireductibil, atunci preradicalul r Y s este ireductibil.

La sfargitul acestui paragraf este indicata aranjarea preradicalilor obtinuti cu ajuto-
rul cocatului stang in raport cu reuniunea.

Corolarul 5.21.

(1) Pentru orice r,s € PR cu proprietatea r > s au loc urmatoarele relatii:

TS < (rvus)#s<r < (r#s)us<r#s;
(2) Dacd s este un radical, atunci:
S<TrYs=1Y%s)#s<r < (r#s)us=r#s

pentru orice preradical r > s.
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CONCLUZII GENERALE SI RECOMANDARI

Problema de baza a algebrei este studiul structurilor algebrice (grupuri, inele,
campuri, module, latice, categorii etc.) si a legaturilor dintre aceste structuri alge-
brice. Acest lucru poate fi efectuat numai cercetand legile generale ale operatiilor din
structu-rile algebrice respective. Prin urmare, avand mai multe operatii acest studiu
poate fi facut mai minutios, mai amplu, mai efectiv.

In prezenta lucrare sunt introduse unele noi constructii in teoria radicalilor in mo-
dule, si anume, sunt definite si studiate patru operatii noi in clasa preradicalilor unei
categorii de module, ceea ce a condus la imbogatirea rezervei instrumentale de lucru
in clasa preradicalilor unei categorii de module si reprezinta scopul acestei lucrari.

Rezultatele principale elaborate in domeniul teoriei radicalilor unei categorii de
module din aceasta lucrare sunt noi. Cercetarile realizate in lucrare se refera la obiecti-
vele propuse pentru investigatie si ne permit sa formulam urmatoarele concluzii si
recomandari.

Concluzii generale:

1. Au fost definite gi studiate doud operatii noi complete (in sens ca exista pentru
orice pereche de preradicali) in clasa preradicalilor unei categorii de module, gi anume,
catul stdng in raport cu reuniunea $i cocdtul stdng in raport cu intersectia. Au fost
determinate proprietatile principale ale lor si ale preradicalilor noi obtinuti in rezultatul
efectuarii acestor constructii. S-a aratat compatibilitatea operatiilor noi definite cu cele
laticeale din clasa PR (intersectia si reuniunea). ([47], [48], [51], [52], [55])

2. Au fost cercetate unele cazuri particulare ale catului stang in raport cu reuniunea
si ale cocatului stang in raport cu intersectia. S-au stabilit relatiile dintre aceste operatii
noi gi unele notiuni gi constructii cunoscute din teoria radicalilor (pseudocomplement si
suplement). A fost descris comportamentul catului stdng in raport cu reuniunea in cazul
preradicalilor primi, A - primi, ireductibili si al cocatului stadng in raport cu intersectia
in cazul preradicalilor coprimi, V-coprimi, coireductibili. ([47], [48], [51], [52], [55])

3. A fost demonstrat, ca operatia rest drept, introdusa si studiata de J. Golan in
monografia ,Linear topologies on a ring” pentru filtre preradicale, reprezinta un caz
particular al operatiei cocdtul stang in raport cu intersecfia definita si cercetata in
aceasta lucrare in caz general pentru preradicali. ([49])

4. Au fost introduse si cercetate doua operatii noi partiale in clasa preradicalilor
unei categorii de module, si anume, cdtul stang in raport cu intersectia si cocdtul sting
in raport cu reuniunea. Au fost determinate criteriile de existenta si proprietatile de
baza ale lor si ale preradicalilor noi obtinuti in rezultatul aplicarii acestor constructii.
S-au stabilit relatiile dintre aceste noi operatii definite si cele laticeale din clasa PR.
(1501, [53], [54], [55])

5. Au fost determinate si studiate unele cazuri particulare ale catului stang in raport
cu intersectia gi ale cocatului stdng in raport cu reuniunea. A fost stabilit comporta-
mentul catului stdng in raport cu reuniunea in cazul preradicalilor primi, A -primi,
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ireductibili, idempotenti si al cocatului stang in raport cu intersectia in cazul preradi-
calilor coprimi, V-coprimi, coireductibili, radicalilor. ([50], [53], [54], [55])

Prin urmare toate obiectivele tezei sunt realizate.

Teza propusa spre sustinere contine solutionarea completa a problemei introducerii
si cercetarii unor noi operatii in clasa preradicalilor unei categorii de module.
Recomandari:

1. Rezultatele tezei pot constitui continutul unor cursuri speciale pentru masteranzi
si doctoranzi de la specialitatile matematice si pot servi drept suport pentru unele teze
de licenta si masterat.

2. Rezultatele obtinute pot fi utilizate la studierea si dezvoltarea de mai departe
a teoriei radicalilor in module, la cercetarea problemelor de tip structural in teoria
inelelor.

3. Aceste rezultate pot fi generalizate in alte cazuri: in clasa operatorilor de inchidere,

in categorii abeliene si in alte tipuri de categorii.
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C.Z.U: 517.925

ADNOTARE

Lucrarea ,,Despre unele constructii speciale din teoria radicalilor in categorii de
module” este inaintata de Jardan Ion pentru obtinerea titlului de doctor in stiinte mate-
matice la specialitatea 111.03 — Logica matematica, Algebra si Teoria Numerelor. Teza a fost
elaborata la Institutul de Matematica si Informatica ,Vladimir Andrunachievici”, Chisinau,
2020.

Structura tezei: lucrarea este scrisa in limba roména si consta din introducere, 5 capitole,
concluzii generale gi recomandari, bibliografie ce cuprinde 133 de titluri, 91 de pagini de text
de baza. Rezultatele obtinute sunt publicate in 9 lucrari gtiintifice.

Cuvintele cheie: inel, modul, categorie, latice, (pre)radical, (pre)torsiune.

Domeniul de studiu al tezei: teoria inelelor si modulelor, radicali in categorii de module.
Scopul si obiectivele lucrarii: introducerea unor operatii noi in clasa preradicalilor a unei
categorii de module; determinarea proprietatilor lor si ale preradicalilor obtinuti in rezultatul
acestor constructii; cercetarea unor cazuri particulare ale operatiilor definite si legaturilor
dintre preradicalii obtinuti; evidentierea relatiilor dintre noile operatii si unele notiuni si
constructii cunoscute din teoria radicalilor; cercetarea comportamentului acestor operatii in
cazul unor preradicali de tip special.

Noutatea si originalitatea stiintifica. Toate rezultatele principale ale lucrarii sunt noi
si originale. Ele constituie o continuare fireasca a cercetarilor precedente din acest domeniu.
Anume, celor patru operatii cunoscute in clasa preradicalilor li se adauga inca patru operatii
noi. Au fost determinate proprietétile lor; compatibilitatea lor cu operatiile laticeale din clasa
preradicalilor. Au fost cercetate unele cazuri particulare ale noilor operatii; au fost stabilite
relatiile dintre ele gi unele constructii din teoria radicalilor; a fost descris comportamentul lor
in cazul unor preradicali de tip special.

Rezultatul obtinut care contribuie la solutionarea unei probleme stiintifice impor-
tante consta in introducerea gi cercetarea a patru operatii noi in clasa preradicalilor unei
categorii de module, ceea ce a condus la imbogatirea rezervei instrumentale de lucru in aceasta
clasa, pentru completarea studiului in domeniul teoriei inelelor gi a modulelor.
Semnificatia teoretica si valoarea aplicativa a lucrarii. Lucrarea are un caracter teoretic
si reprezinta un pas important in dezvoltarea teoriei radicalilor in module. Rolul rezultatelor
obtinute consta in: largirea spectrului de cunosgtinte in domeniu prin introducerea unor noi
operatii in clasa preradicalilor; completarea esentiala a metodelor de cercetare cu ajutorul

noilor operatii; posibilitatea de aplicare a lor la probleme structurale.
Implementarea rezultatelor stiintifice. Rezultatele obtinute pot fi utilizate in dezvoltarea
de mai departe a teoriei radicalilor, pot fi folosite in calitate de suport de cursuri speciale

pentru masteranzi si doctoranzi.
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VIIK 512.548
AHHOTAIIUA

Jucceprarus ,,O HEKOTOPBIX CIEMUAJIBHBIX KOHCTPYKIUAX U3 TEOPUU PATUKAIIOB

B KaTeropmsax MojyJeir’

npesicrasieHa 2Kapaan MoH Ha couckanue ydEHOUN CTeneHu
JIOKTOPa MaTeMaTUIeCKuX HayK 1o crenuajgbaoctu 111.03 — MaTtemaTtudecKasi JIOTUKa, aJire-
Opa u Teopus uuces. Pabora Boinosinena B Mncruryre Maremarnku u NadopMaTuku nuMeHn
Baammmupa Angpynakuesnda, Kummués, 2020.

CrpykTypa auccepranuu: paboTa HAIMCAHA Ha PYMBIHCKOM sI3bIKE U COCTOUT U3 BBEJICHUS,
5 1IaB, OOIMKUX BBIBOJIOB UM peKOMeHaIuii, 133 uCTOYHUKOB jiuTeparyphl, 91 cTpaHul] OCHOB-
Horo tekcra. [loyiydeHnble pe3yabTrarhl OIyOJIUKOBAaHBI B 9 Hay4YHBIX padoTax.

KutroueBbie cJioBa: KOJIbII0, MOJIYJIb, KATETOPHS, PEIETKa, (IIpejt)paIuKal,(Ipe)Kpy deHne.
OO6JacTh MccJeJOBaHUS: TeOPUsl KOJIEI U MOJIYJ/Ieil, P IUKAJIbl B KATETOPUH MO/TYJIEI.
Ilesn n 3aaum quccepTaIum: BBeIeHe HEKOTOPBIX HOBBIX OIepalliil B PEIIETKe IIPeIpa, -
KaJIOB KaTeropuu MOJIYJIei; ollpeie/ieHne CBOMCTB 3TUX Olepalinii, a TaK»Ke IOJIyYeHHBIX IIpe/I-
PaJuKaJIOB B PEe3yJibTaTe 3TUX KOHCprKHI/Iﬁ; uccijeaoBanne HEKOTOPBIX YaCTHBIX CJIyYdaeB 3TUX
OHepaLII/Iﬁ u cBs3el ME2KJ1Yy aCCOIIMNPOBaHHBIMU IIpE/Apa/iuKajiaMU; BbIJACJICHUE B3auMOCBsI3el
ME2K/J1Yy HOBBIMHU OII€palludAMMN U HEKOTOPBIMU IMOHATUAMMN U KOHCTPYKIUAMUA U3 TCOPUU Pain-
KaJIOB; MCCJIeJIOBaHUE ITOBEJICHUST 9TUX OIePAaIldil B CJIydae CIeluabHbIX IIPEIPaJInKaIoB.
Hay4yHasi HOBM3Ha M OPUTHMHAJBHOCTB: BCE OCHOBHBIE PE3YJILTATBHI PAOOTHI SIBJISIIOTCSI
HOBBIMU U OPUTMHAJIBHBIMUA. OHHU COCTABJIAIOT €CTECTBEHHOE IPOIOJIXKEHNE TPEIbI LY IIUX HC-
CIeJIOBAHUI B 9TOI 00/1aCTH. A MMEHHO, K U3BECTHBIM YeTHLIPDEM OllepallisaM B KJiacce Ipepa-
JIUKAJIOB JI0OABJIEHBI YeThIpe HOBBIE OIll€pallii. Y Ka3aHbl CBOMCBA THUX OIEPaIldil, IX COBME-
CTUMOCTH C PENIETOYHBIMU OIEPAIUsAMU B KJacce MPeapaJuKajioB, U3y9YeHbl HEKOTOPbIE HX
JacTHBIE CJydad. BB ycTaHOB/IEHBI CBS3U 9TUX OIEpAIil ¢ HEKOTOPHIMUA KOHCTPYKITUSIMHI
13 TEOPUH PAJINKAJIOB, OITUCAHO TOBEJIEHUE UX B CJAyYae MPeIpaIuKasIoB ClelualbHbIX THIIOB.
Ilosry4deHHblii pe3yJjibTaT KOTOPBIA CIIOCOOCTBYET PEIIEeHUI0 Ba>KHOI HAYyYHOI ITpO-
0JIEMBI: COCTOUT B BBEJEHUE U UCCJIE/IOBAHIE YeTHIPEX HOBBIX OIle€palldii B KJacce Ipeapain-
KaJI0B MOJIY/ILHOI KaTeropuu, 4To MPUBEJIO K OOOTOIIEHUIO NHCTPYMEHTAIbHOTO Pe3epBa Jieii-
CTBUH B 3TOM KJjlacce, K JOIIOJIHCHUIO HOBBIX 3HAHUI B TEOPUU KOJIEI, U MOJLYJIEH.
TeopeTuveckasi 1 MIPUKJIAAHAsT 3HAYUMOCTbD: pabOTa HOCUT TEOPETUIECKUN XapakTep U
npeJicTaBisieT coboil 3HAUNTEIbHBIN Iar B pa3BUTUN TEOPUH PAINKAJIOB B MOJIYJISAX. SHATHU-
MOCTb ITOJIYYEHHBIX PE3YIbTATOB COCTOUT: B PACIIUPEHUN CIIEKTpa 3HAHUM B JIAHHOI 00J1acTH ¢
ITOMOIIIBIO0 HOBBIX OIEPAIdil B KJacce MpeJIpaJuKalioB; B CyIIeCTBEHHOM JIOTIOJTHEHUN METOJ/I0B
nccijaeaoBanngd IIpUMEHEHNEM HOBBIX onepaumﬁ; B HO4ABJIEHUU BO3MOXKHOCTEH UX IIPUMEHEHU A

B CTPYKTYPHBIX ITPOOJIEMax.
BHenpeHune Hay4YHBIX Pe3yJIbTATOB: OJIYUYEHHBIE PE3YIBTATHI MOT'YT OBITH HCIIOJIb30BAHbI
[IpH JTaJIbHEHIIeM PA3BUTHU TEOPUU PAJUKAJIOB, MOI'YT OBITH IOJIE3HBIMU B KAYeCTBE OCHOBBI

JJIsA CIIEIIMaJIbHBIX KYyPCOB JIJIfl MaCTEPaHTOB U JJOKTOPAaHTOB.
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ANNOTATION

The thesis ,,On some special constructions from theory of radicals in categories of
modules” is presented by Jardan Ion to obtain the degree of PhD in mathematical sciences,
speciality 111.03 — Mathematical logic, algebra and theory of numbers. It was elaborated at the
Vladimir Andrunachievici Institute of Mathematics and Computer Science, Chiginau, 2020.
Thesis structure: the work is written in Roumanian and consists of introduction, 5 chapters,
general conclusions and recommendations, 133 bibliography items, 91 pages of main text. The
obtained results were published in 9 scientific works.

Keywords: ring, module, category, lattice, (pre)radical, (pre)torsion.

Field of study of the thesis: theory of rings and modules, radicals in the categories of
modules.

The purpose and objectives: introduction of some new operations in the class of preradicals
of a module category, elucidation of their properties and of preradicals obtained as a result of
these constructions; investigation of some particular cases of new operations and of relations
between the obtained preradicals; the study of connections between the new operations and
some know notions and constructions of the radicals theory; the recearch of the behaviour of
these operations in case of preradicals of special types.

Scientific innovation and originality: all principal results of this work are new and original.
They constitute a natural continuation of the previous investigations in this domain. Namely,
the well known four operations in the class of preradicals are completed by four new operations.
The properties of them are determined, the compatibility by the latticeal operations in the
class of preradicals. The relations of these operations with some constructions of the theory
of radicals are shown, the behaviour of them in the case of preradicals of special types is
described.

The obtained result which contributes to solve some important scientific prob-
lem: consists of the introduction and the investigation of new four operations in the class of
preradicals of a module category, which led to enrichment of instrumental reservs of work in
this class, as well to complete the knowledge in theory of rings and modules.

The theoretical significance and applicative value of the thesis: this work has a
theoretical character and represents an important step in the development of the theory of
radicals in modules. The importance of results consists in: the broadening of knowledges
in domain by investigation of new operations with preradicals; the essencial completion of
methods of investigation by new operations; the possibility of application of them in structural

problems.
The implementation of the scientific results: the obtained in the this work results can
be used in the further development of the radical theory, also can serve as a support for the

preparation of courses for university faculties.
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