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ADNOTARE

Lucrarea ,,Despre unele constructii speciale din teoria radicalilor in categorii de
module” este inaintata de Jardan Ion pentru obtinerea titlului de doctor in sgtiinte mate-
matice la specialitatea 111.03 — Logica matematica, Algebra si Teoria Numerelor. Teza a fost
elaborata la Institutul de Matematica si Informatica ,Vladimir Andrunachievici”, Chisinau,
2020.

Structura tezei: lucrarea este scrisa in limba roména si consta din introducere, 5 capitole,
concluzii generale gi recomandari, bibliografie ce cuprinde 133 de titluri, 91 de pagini de text
de baza. Rezultatele obtinute sunt publicate in 9 lucrari stiintifice.

Cuvintele cheie: inel, modul, categorie, latice, (pre)radical, (pre)torsiune.

Domeniul de studiu al tezei: teoria inelelor si modulelor, radicali in categorii de module.
Scopul si obiectivele lucrarii: introducerea unor operatii noi in clasa preradicalilor a unei
categorii de module; determinarea proprietatilor lor si ale preradicalilor obtinuti in rezultatul
acestor constructii; cercetarea unor cazuri particulare ale operatiilor definite si legaturilor
dintre preradicalii obtinuti; evidentierea relatiilor dintre noile operatii si unele notiuni si
constructii cunoscute din teoria radicalilor; cercetarea comportamentului acestor operatii in
cazul unor preradicali de tip special.

Noutatea si originalitatea stiintifica. Toate rezultatele principale ale lucrarii sunt noi
si originale. Ele constituie o continuare fireasca a cercetarilor precedente din acest domeniu.
Anume, celor patru operatii cunoscute in clasa preradicalilor li se adauga incd patru operatii
noi. Au fost determinate proprietatile lor; compatibilitatea lor cu operatiile laticeale din clasa
preradicalilor. Au fost cercetate unele cazuri particulare ale noilor operatii; au fost stabilite
relatiile dintre ele gi unele constructii din teoria radicalilor; a fost descris comportamentul lor
in cazul unor preradicali de tip special.

Rezultatul obtinut care contribuie la solutionarea unei probleme stiintifice impor-
tante consta in introducerea si cercetarea a patru operatii noi in clasa preradicalilor unei
categorii de module, ceea ce a condus la imbogatirea rezervei instrumentale de lucru in aceasta
clasa, pentru completarea studiului in domeniul teoriei inelelor gi a modulelor.
Semnificatia teoretica si valoarea aplicativa a lucrarii. Lucrarea are un caracter teoretic
si reprezinta un pas important in dezvoltarea teoriei radicalilor in module. Rolul rezultatelor
obtinute consta in: largirea spectrului de cunogtinte in domeniu prin introducerea unor noi
operatii in clasa preradicalilor; completarea esentiala a metodelor de cercetare cu ajutorul

noilor operatii; posibilitatea de aplicare a lor la probleme structurale.
Implementarea rezultatelor stiintifice. Rezultatele obtinute pot fi utilizate in dezvoltarea
de mai departe a teoriei radicalilor, pot fi folosite in calitate de suport de cursuri speciale

pentru masteranzi si doctoranzi.



AHHOTAIIUA

Hucceprarus ,JO HEKOTOPBIX CHEUAATBHBIX KOHCTPYKIUSIX U3 TEOPUU PAANKATIOB
B KaTeropmsax mojyJeit”’ npejcrapiena 2Kapagan VoH na couckanue y4€HON CTeleHH
JIOKTOPa MaTeMaTUIeCKuX Hayk 1o crenuajgbioctu 111.03 — MartemaTtudecKkasi JIOTUKa, aJire-
O6pa u Teopus uuces. Pabora Boinosnena B Uncruryre Maremaruku u Undopmaruku nmenn
Bhamumupa Annpynakuesnda, Kummaés, 2020.
CrpykTypa JuccepTanmun: padoTa HAIMCAHA HA PYMBIHCKOM sI3bIKE M COCTOUT U3 BBEJEHUSI,
5 r1aB, OOIIUX BBIBOJIOB M PEKOMeHfalnii, 133 uCTOYHUKOB JuTeparypbl, 91 cTpaHuil oCHOB-
Horo tekcra. [lojiydeHnble pe3yabTarhl OIyOJUKOBAaHBI B 9 Hay4YHBIX padoTax.
KutroueBble cijioBa: KOJIbIIO, MOJIyJIb, KATETOPHSs, PEIéTKa, (IIpejt)paIuKkal, (Ipe)KpydeHune.
OO6JsacTh MccaegoBaHUS: TeOpUsl KOJIE U MOJYJ/Ieil, P IUKAJIbl B KATETOPUH MO/LYJICI.
Llenwn u 3a/1aum auccepTanu: BBe/IeHNE HEKOTOPBIX HOBBIX OIEPAIUil B PEIIETKE ITpejipa-
JIMKAJIOB KaTerOpUU MOJLyJIeil; olpejieieHne CBOMCTB 3THUX OINEpalyii, a TaKKe MOJIYyYeHHbIX
IPeIPaINKAIOB B pe3yJIbTaTe TUX KOHCTPYKIIHIT; UCCIIe/IOBAHIE HEKOTOPBIX YACTHBIX CJIYYaeB
9TUX ONEPAIUil U CBA3EH MeXK/Iy acCOIMUPOBAHHBIMU IPeIpaIuKaJIaMi; BbIJICIEHIE B3aUMO-
CBsI3€il MeyK/ly HOBBIMH OIePAaIlisIMU U HEKOTOPBIMU IMOHATUSIMU U KOHCTPYKITUSAMU U3 TEOPUHN
PaJIMKAaJIOB; UCCJIEIOBAHNE ITIOBEJIEHUS ITUX ONEPAIUIl B CJIydae CIIeIUAIbHBIX ITPEJIPAINKAJIOB.
Hayynasi HOBM3HAa W OPUTMHAJBHOCTB: BCE OCHOBHBIE DPE3YJILTATHI PAOOTHI SIBJISIIOTCS
HOBBIMHU U OpUTHHAJIBHBIMUA. OHU COCTABJISIIOT €CTECTBEHHOE MPOJIOIKEHNE TTPEJIBIYIINX UC-
CJIeJIOBAHUI B 9TOI 00/1aCTH. A UMEHHO, K U3BECTHBIM YeTBIPEM OIlePaIllsM B KJIacce Ipejipa-
JITKAJIOB T0OABJIEHBI YeThIpe HOBBIE OIEepAIly. Y Ka3aHbl CBOICBA 3TUX ONEPAINii, UX COBMe-
CTUMOCTB C PENIETOYHBIMU OIEPAIUsAMHU B KJlacce MPeapauKaIoB, U3y9eHbl HEKOTOPbIE WX
JaCTHBIE CJIydad. DBIIN yCTaHOB/IEHBI CBA3U 3TUX OlEpalyil ¢ HEKOTOPHIMUA KOHCTPYKITUSIMU
13 TeOPUM PAJINKAJIOB, OIIMCAHO IOBEJIEHNE UX B CIydae IIPeIpaJuKasIoB CIeINaJbHbIX THIIOB.
Ilosry4venHblii pe3yJibTaT KOTOPBIA CIIOCOOCTBYET PEIIEeHUI0 Ba>KHOI HAyYHOI ITpo-
OJIeMBbI: COCTOUT B BBEJICHNE U MCC/IEOBAHNE IE€THIPEX HOBBIX OIEPAIUil B KJIacce IPeapa -
KaJIOB MOJYJIbHOU KaTeropuu, YTO MPUBEJIO K 0OOTOIIEHNI0 HHCTPYMEHTAJIBHOTO pe3epBa Jeii-
CTBUII B 9TOM KJIacce, K JIONIOJIHEHUIO HOBBIX 3HAHUI B TEOPUU KOJIEIl U MOJLyJIeil.
Teoperuveckass 1 MPUKJIAAHAS 3HAYUMOCTD: padOTa HOCUT TEOPETUIECKUN XapakTep U
[IPEJICTABIISIET COOON 3HAYUTEbHBIN MAr B PA3BUTHH TEOPUU PAJTUKAIOB B MOJLY/IAX. SHAUU-
MOCTbD IIOJIYYE€HHBIX PE3YJIbTATOB COCTOUT: B PACIIUPEHUN CIIEKTPa 3HAHUI B JJAHHOI 00JIacTH C
IIOMOIIIBIO HOBBIX OIlePAIUii B KJIacce IMPeJIpainKasioB; B CyIIeCTBEHHOM JIOTIOJTHEHUN METO/I0B
nCCJIeJOBaHUs TPUMEHEHNEM HOBBIX OIlePaIliii; B MOSBJIEHNN BO3MOXKHOCTEN WX IMPUMEHEHUS

B CTPYKTYPHBIX IIPOOJIEMAaX.
Braeapenue Hay4dHBIX pPe3yJbTAaTOB: MOJIYYEHHbIE PE3YIHTATHI MOTYT OBITH UCIIOJIb30BAHBI
IpH TaJbHEHIIEM Pa3BUTHN TEOPUU PATUKAJIOB, MOTYT OBITH TOJIE3HBIMU B KAYeCTBE OCHOBBI

JJIsd CIIEIIUaJIbHBIX KYyPCOB JIJIfl MaCTEPaHTOB U JJOKTOPAaHTOB.



ANNOTATION

The thesis,,On some special constructions from theory of radicals in categories of
modules” is presented by Jardan Ion to obtain the degree of PhD in mathematical sciences,
speciality 111.03 — Mathematical logic, algebra and theory of numbers. It was elaborated at the
Vladimir Andrunachievici Institute of Mathematics and Computer Science, Chigindu, 2020.
Thesis structure: the work is written in Roumanian and consists of introduction, 5 chapters,
general conclusions and recommendations, 133 bibliography items, 91 pages of main text. The
obtained results were published in 9 scientific works.

Keywords: ring, module, category, lattice, (pre)radical, (pre)torsion.

Field of study of the thesis: theory of rings and modules, radicals in the categories of
modules.

The purpose and objectives: introduction of some new operations in the class of preradicals
of a module category, elucidation of their properties and of preradicals obtained as a result of
these constructions; investigation of some particular cases of new operations and of relations
between the obtained preradicals; the study of connections between the new operations and
some know notions and constructions of the radicals theory; the recearch of the behaviour of
these operations in case of preradicals of special types.

Scientific innovation and originality: all principal results of this work are new and original.
They constitute a natural continuation of the previous investigations in this domain. Namely,
the well known four operations in the class of preradicals are completed by four new operations.
The properties of them are determined, the compatibility by the latticeal operations in the
class of preradicals. The relations of these operations with some constructions of the theory
of radicals are shown, the behaviour of them in the case of preradicals of special types is
described.

The obtained result which contributes to solve some important scientific prob-
lem: consists of the introduction and the investigation of new four operations in the class of
preradicals of a module category, which led to enrichment of instrumental reservs of work in
this class, as well to complete the knowledge in theory of rings and modules.

The theoretical significance and applicative value of the thesis: this work has a
theoretical character and represents an important step in the development of the theory of
radicals in modules. The importance of results consists in: the broadening of knowledges
in domain by investigation of new operations with preradicals; the essencial completion of
methods of investigation by new operations; the possibility of application of them in structural

problems.
The implementation of the scientific results: the obtained in the this work results can
be used in the further development of the radical theory, also can serve as a support for the

preparation of courses for university faculties.



LISTA ABREVIERILOR

R-Mod — categoria R-modulelor stangi

PR — clasa preradicalilor categoriei R-Mod
L(zR) — laticea idealelor stangi ale inelului R
PT — laticea pretorsiunilor categoriei R-Mod
PF — laticea filtrelor preradicale ale inelului R
7T, — clasa modulelor r-radicale din R-Mod

F, — clasa modulelor r-semisimple din R-Mod



INTRODUCERE

Aceasta lucrare este consacrata teoriei radicalilor in module.

Notiunea de radical in algebra are un caracter foarte general si se utilizeaza pe
larg in diverse sisteme algebrice, de exemplu, in grupuri, inele, module, algebre, etc.
In cele ce urmeazi schitdm in linii mari istoria bogata si interesanti a acestei directii
de investigare in algebra. Mai amanuntit partea acestei istorii, referitoare la inele si
algebre, este expusa in monografia V. A. Andrunachievici, Iu. M. Reabuhin , Pagukassr

anrebp u cTpyKTypHas Teopus’ [24].

Pe parcursul dezvoltarii algebrei mai intai au aparut cativa radicali concreti, de tip
particular si necesitatea utilizarii lor se motiva prin tendinta de a obtine teoreme de
tip structural (drept model servea cunoscuta teoremd Wedderburn-Artin). Astfel, au
aparut: nilradicalul Baer, radicalul local nilpotent Levitzki, nilradicalul superior Kothe,
radicalul quasi-regular Jacobson-Perlis, si altii, care in prezent se numesc radicali cla-
sici. O contributie esentiala la aceasta etapa preliminara au avut-o astfel de algebrigti
ilustri ca: R. Baer, G. Koethe, N. Jacobson, J. Levitzki, N. H. McCoy, B. Brown,
V. A. Andrunachievici, Tu. M. Reabuhin, si altii.

Cu ajutorul unor astfel de radicali a fost obtinuta o serie intreaga de rezultate, ce
aveau drept scop evidentierea structurii unor tipuri speciale de inele si algebre (o mare

parte din aceste rezultate sunt formulate in [24]).

Pe baza radicalilor concreti, numiti mai sus, in mod firesc a aparut notiunea gener-
ala de radical in inele gi in algebre. Practic concomitent aceasta notiune a fost formulata
si cercetata de S. A. Amitsur (1952, 1954) si de A. G. Kuros (1953). Apoi au urmat
numeroase lucrari pe aceasta tema, efectuate de asa algebrigti cunoscuti ca: A. Sulinski,

R. Anderson, N. Divinsky, E. P. Armendariz, W. G. Leavitt, R. Wiegandt, V. A. An-

drunachievici, Iu. M. Reabuhin si multi altii.

Este important faptul, ca de la bun inceput a fost observat caracterul general al
notiunii de radical, ceea ce face posibila utilizarea ei in cercetarea altor structuri al-
gebrice. Astfel in continuare au aparut radicali in grupuri, semigrupuri, aproape ine-

le, inele grupale, 2-grupuri, algebre universale. O generalizare esentiala o reprezinta



notiunea de radical in categorii (cu anumite conditii), introdusa de E. G. Suligeifer,
A. H. Livsit, Tu. M. Reabuhin, si studiata in continuare in lucrarile multor specialigti

(R. Wiegandt, L. Marki, R. Mlitz, B.R. Gardner etc.).

O ramura speciald a teoriei generale a radicalilor in algebra o constituie teoria radi-
calilor si torsiunilor in categorii abeliene si in special in categorii de module. Aplicarea
ideii generale de radical in acest caz s-a dovedit a fi deosebit de rodnica din cauza, ca
categoriile de module poseda o multime de proprietati excelente (pe care nu le au aga
categorii ca cea a inelelor sau a grupurilor, in particular, categoria de tipul R-Mod
este abeliand, posedd generatori, cogeneratori, etc.), ceea ce asigura posibilitatea de
dezvoltare a acestei teorii in foarte multe directii. De aceea teoria radicalilor in module
formeaza in prezent un domeniu sinestatator, care poseda propriile metode, constructii,

cat gi problematica sa specifica.

De exemplu, s-a clarificat faptul, ca la baza cercetarilor in acest domeniu este mai
firesc de pus notiunea de preradical, care se exprima in limbajul categorial ca fiind
un subfunctor al functorului identic al categoriei R-Mod. Toate tipurile de preradicali
(printre care gi notiunea centrald de torsiune) se obtin prin conditii simple suplimentare:

idempotenta, ,radicalitatea”, ereditatea, coereditatea, etc.

O trasatura specificd a acestui domeniu consta in aceea, cd majoritatea tipurilor
de preradicali poseda caracterizari foarte diverse cu ajutorul diferitor mijloace: prin
clase de module, operatori de inchidere, multimi de ideale stangi ale inelului R (filtre
radicale), functori de localizare, subcategorii reflective, etc. Mai evidentiem un fapt
specific pentru teoria radicalilor in module: orice torsiune definegte aga numitul functor
de localizare asociat, care este strans legat de inele de caturi. Astfel, toate notiunile
precedente de inele de caturi au obtinut o unica si fireasca generalizare prin localizarile

asociate torsiunilor [21; 22].

Bazele cercetarilor in domeniul teoriei radicalilor in module (si in general in categorii
abeliene) au fost puse in disertatia lui P. Gabriel , Des categories abeliennes”, scrisa in
1962 (vezi [7]). Apoi au urmat multe lucrari importante pe aceastad tematica, efectuate
de: S. E. Dickson, J. P. Jans, J. M. Maranda, O. Goldman, K. Morita, J. Lambek, si

altii.
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Acumularea unui material impunitor pe tema analizata a adus la aparitia unor
monografii consacrate acestui domeniu. Mentionam mai intai cartea A. P. Migina si
L. A. Scorneacov ,Grupuri abeliene si module” (1969) (traducere in engleza 1976).
Apoi au aparut monografiile: J. Lambek [15], B. Stenstorm [21] si N. Popescu [19]
in anul 1971, cat si cartile cu expunere mai amanuntitd a tematicii: N. Popescu [20]

(1973), B. Stenstorm [22] (1975) si J. Golan [10] (1986).

La fel merita de amintit faptul, ca in monografia fundamentala a lui Carl Faith
»Algebra: rings, modules and categories”, scrisa in doua volume (I, 1973 [5] si II, 1976
[6]) este expusa si o parte esentiald a teoriei radicalilor in module (vezi volumul I,

capitolul 16).

Dintre monografiile aparute in acest domeniu mentionam in mod special cartea
L. Bican, T. Kepka, P. Nemec (in colaborare cu P. Jambor) ,Rings, modules and prera-
dicals” (1982) |2], ce contine o expunere minutioasa a teoriei, incepand de la preradicali
(majoritatea lucrarilor precedente erau consacrate torsiunilor), cu aplicatii interesante
la caracterizarea omologica a inelelor, utilizand conditii asupra preradicalilor de diverse

tipuri.

Merita mentionat un ciclu de articole al unui grup de algebristi din Mexic (F. Raggi,
J. R. Montes, H. Rincon, R. Fernandez-Alonso, C. Signoret, etc.), care au studiat
structura laticeald a clasei preradicalilor [92; 93; 94|, preradicalii primi, A-primi si
ireductibili [95], dimensiunea atomica a laticei complete (,mari”) a preradicalilor [59],
preradicalii coprimi, V-coprimi gi coireductibili [96], descrierea unor clase de inele, si

alte intrebari.

In continuare cercetirile pe aceastid tematicd s-au aprofundat si diversificat in aga
masura, incat este greu de urmarit cat de cat sistematic literatura din acest dome-
niu. Putem mentiona doar o parte dintre autorii, care au contributii importante in
dezvoltarea tematicii acestea: L. Bican, P. Jambor, T. Kepka, P. Nemec, M. Teply,
K. Morita, J. E. Viola-Prioli, Iu. M. Reabuhin, L. A. Scorneacov, C. Walker, E. Walk-
er, T. Kato, T. Albu, J. A. Beachy, K. Ohtake, Y. Kurata, R. J. McMaster, B. J. Muller,
C. Nastasescu, H. Tachikawa, R. Wisbauer, etc.

11



In monografia [27], A. I. Casu a expus atat bazele teoriei radicalilor in module, cat
si unele probleme speciale legate de localizari gi colocalizari. O sinteza a urmatoarelor
cicluri de lucrari ale aceluiagi autor este expusa in lucrarea |74]. Nemijlocit de tema-
tica prezentei teze sunt legate articolele [70], [71], [72], [73], in care se introduc si se
cerceteaza unele operatii noi (in laticea completd a submodulelor), definite cu ajutorul

preradicalilor.

De asemenea, nemijlocit pe tematica tezei este capitolul patru din monografia lui
J.S. Golan ,Linear topologies on a ring” [11], unde este definita si studiata o operatie

similara celor din prezenta lucrare (in laticea filtrelor preradicale).

Scopul si obiectivele tezei. Scopul principal al lucrarii consta in introducerea
si studierea unor operatii noi in clasa preradicalilor unei categorii de module. Pentru

realizarea acestui scop au fost stabilite urmatoarele obiective:
1. Introducerea unor operatii noi in clasa preradicalilor unei categorii de module;
2. Determinarea proprietatilor principale ale acestor operatii;

3. Identificarea proprietatilor preradicalilor obtinuti in rezultatul efectuarii acestor

constructii;

4. Cercetarea unor cazuri particulare ale operatiilor definite gi legaturilor dintre
preradicalii obtinuti;

5. Evidentierea relatiilor dintre noile operatii si unele notiuni si constructii cunos-

cute din teoria radicalilor;

6. Studierea comportamentului acestor operatii in cazul unor preradicali de tip
special.

Metodologia cercetirii stiintifice. In prezenta lucrare se utilizeazi metodele
clasice ale algebrei, orientate spre cercetarea operatiilor algebrice gi a proprietatilor lor.
Totodata aceste metode sunt combinate cu o abordare moderna, legata de aspectul si
limbajul categorial. La baza cercetarilor se afla rezultatele bine cunoscute, referitoare

la teoria radicalilor in categorii abeliene, in special in categorii de module.

Noutatea si originalitatea stiintifica. Toate rezultatele principale ale lucrarii

sunt noi si originale. Ele constituie o continuare fireasca a cercetarilor precedente

12



din acest domeniu. Anume, celor patru operatii cunoscute in clasa preradicalilor li
se adauga inca patru operatii noi. Au fost determinate proprietatile lor; compatibili-
tatea lor cu operatiile laticeale din clasa preradicalilor. Au fost cercetate unele cazuri
particu-lare ale noilor operatii; au fost stabilite relatiile dintre ele si unele constructii
din teoria radicalilor; a fost descris comportamentul lor in cazul unor preradicali de tip

special.

Rezultatul obtinut care contribuie la solutionarea unei probleme stiinti-
fice importante. Problema principala rezolvata consta in introducerea si cercetarea
a patru operatii noi in clasa preradicalilor unei categorii de module, ceea ce a condus
la imbogatirea rezervei instrumentale de lucru in aceasta clasa, pentru completarea

studiului in domeniul teoriei inelelor si a modulelor.

Semnificatia teoretica. Lucrarea are un caracter teoretic si reprezinta un pas

important in dezvoltarea teoriei radicalilor in module.

Valoarea aplicativa a lucrarii. Rolul rezultatelor obtinute consta in: largirea
spectrului de cunostinte in domeniu prin introducerea unor noi operatii in clasa preradi-
calilor; completarea esentiala a metodelor de cercetare cu ajutorul noilor operatii; posi-

bilitatea de aplicare a lor la probleme structurale.

Rezultatele stiintifice principale inaintate spre sustinere:

— au fost definite patru operatii noi in clasa preradicalilor a unei categorii de module,
si anume, catul stdng in raport cu reuniunea, cocatul stdng in raport cu intersectia,

catul stang in raport cu intersectia si cocatul stang in raport cu reuniunea;

— au fost determinate proprietatile acestor operatii si ale preradicalilor obtinuti in

rezultatul efectuarii acestor constructii;

— au fost examinate cazurile particulare ale operatiilor introduse si legaturile dintre
preradicalii obtinuti;

— au fost stabilite relatiile dintre noile operatii si unele notiuni si constructii din
teoria radicalilor (pseudocomplement, suplement);

— a fost descris comportamentul operatiilor noi definite in cazul unor preradicali de

tip special;
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— a fost aratat, ca cocatul stang in raport cu intersectia reprezinta o generalizare a

unui cunoscut rezultat al lui J. Golan.

Aprobarea rezultatelor. Rezultatele lucrarii au fost expuse la urmatoarele foruri
stiintifice:

— Seminarul gtiintific al laboratorului ,,Algebra si Topologie” de pe langa Institutul
de Matematica si Informatica ,Vladimir Andrunachievici”;

— Seminarul stiintifico-metodic ,,Prof. Petre Osmatescu — 80”7 al departamentului

,Matematica” de pe langa Universitatea Tehnica a Moldovei;

— The International Conference ,Mathematics and Information Technologies: Re-

search and Education (MITRE-2015)", 2015, Chiginau, Moldova;

— The International Conference ,Mathematics and Information Technologies: Re-

search and Education (MITRE-2016)", 2016, Chiginau, Moldova;

— The 4" Conference of Mathematical Society of the Republic of Moldova, Chisinau,
2017;

— The International Conference on Mathematics, Informatics and Technologies de-

dicated to the ilustrous scientist Valentin Belousov, 2018, Balti, Moldova;

— The 26" Conference on Applied and Industrial Mathematics (CAIM 2018), 2018,
Chisinau, Moldova;

— The International Conference ,Mathematics and Information Technologies: Re-
search and Education (MITRE-2019)”, 2019, Chiginau, Moldova.

Publicatii. Rezultatele de baza ale tezei au fost reflectate in 9 publicatii:

1. (a) Doua articole in revista ,Buletinul Academiei de Stiinte a Republicii Moldova”

seria Matematica Nr 1(83), 2017 [66] si Nr 2(84), 2017 [67] (categoria B);

(b) Un articol in revista ,, Analele Stiintifice ale Universitatii Ovidius Constanta”

seria Matematica, Vol XXVII (2019) fascicola 2 [69];

2. Un articol in culegere de articole stiintifice la the 4" Conference of Mathematical

Society of the Republic of Moldova, 2017 [68];

3. Cinci rezumate la conferinte internationale: MITRE 2015 [129], MITRE 2016
[130], MITT 2018 [131], CAIM 2018 [132] si MITRE 2019 [133).

14



Toate lucrarile sunt scrise fara coautori.

Structura si volumul tezei. Teza este scrisa in limba roména, cuprinde 106 pagini
si este compusa din: Introducere, cinci capitole, Concluzii generale gi recomandari,

Bibliografie cu 133 titluri.

Sumarul compartimentelor tezei. In Introducere este prezentati starea de
lucruri in domeniul de cercetare al tezei, scopul si obiectivele tezei, importanta, nou-
tatea gi originalitatea rezultatelor tezei, formularea succinta a rezultatelor principale ale
tezei, aprobarea rezultatelor tezei. De asemenea, este expusa succint evolutia notiunii

de radical.

Primul capitol al tezei poarta un caracter introductiv si contine o trecere in
revista a celor mai importante rezultate referitoare la tema tezei, problemele principale
solutionate in teza si a unor elemente introductive din literatura de specialitate. De

asemenea, se argumenteaza actualitatea problemei de cercetare.

In Capitolul 2 este definitd si cercetatd o operatie noui in clasa preradicalilor
PR a categoriei R-modulelor stdngi R-Mod, si anume, catul stdng in raport
cu reuniunea. Sunt aratate proprietatile principale ale acestei operatii si ale pre-
radicalilor obtinuti in rezultatul efectuarii ei. Este determinata compatibilitatea noii
operatii cu operatiile laticeale din PR (intersectia si reuniunea preradicalilor). Sunt
stabilite relatiile dintre operatia definita si unele notiuni si constructii din laticea com-
pleta ,mare” PR. Este descrisa comportarea operatiei noi in cazul unor preradicali de
tip special (preradicali primi, A-primi, ireductibili). De asemenea, sunt studiate unele

cazuri particulare ale acestei operatii.

In Capitolul 3 este introdusi si cercetati o altd operatie noui in clasa preradicalilor
PR a categoriei R-modulelor stangi R-Mod, si anume, cocatul stang in raport
cu intersectia. Ea este duald operatiei catul stang in raport cu reuniunea definite si
cercetate in capitolul 2. Sunt determinate proprietatile principale ale acestei operatii,
proprietatile preradicalilor obtinuti in rezultatul efectuarii ei gi relatiile dintre aceasta
operatie si unele notiuni si constructii din laticea completa ,mare” PR. Este stabilit

comportamentul cocatului stdng in raport cu intersectia in cazul unor preradicali de
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tip special (preradicali coprimi, V - coprimi, coireductibili). Sunt cercetate unele cazuri
particulare ale acestei operatii.

In paragraful 4 al acestui capitol este aritat, ci operatia rest drept (right residual)
introdusa gi investigata de J. S. Golan pentru filtre preradicale in monografia Linear
topologies on a ring |11] (pag. 44), poate fi tratatd ca un caz particular al operatiei

cocatul stang in raport cu intersectia definite in acest capitol pentru preradicali.

In Capitolul 4 este definitd si investigatid o operatie noud in clasa preradicalilor
PR a categoriei R-modulelor stangi R-Mod, si anume, catul stdng in raport
cu intersectia. Ea este o operatie partiala, in sens ca ea nu exista pentru orice doi
preradicali din PR. Este indicat criteriul de existenta al ei. Sunt stabilite proprietatile
principale ale acestei operatii si ale preradicalilor obtinuti in rezultatul efectuarii ei.
Este aratata legatura dintre operatia definita si operatiile laticeale din laticea completa
,mare” PR. Este descris comportamentul acestei operatii in cazul unor preradicali de
tip special (preradicali idempotenti, primi, A-primi, ireductibili) gi sunt mentionate

unele cazuri particulare ale acestei operatii.

In Capitolul 5 este introdusi si cercetati o operatie noui in clasa preradicalilor
PR a categoriei R-modulelor stangi R-Mod, si anume, cocatul stdng in raport
cu reuniunea. Ea este duala operatiei catul stdng in raport cu intersectia definite si
studiate in capitolul 4. Este indicat criteriul de existenta al ei. Sunt descrise propri-
etatile principale ale acestei operatii, proprietatile preradicalilor obtinuti in rezultatul
efectuarii ei. Este stabilita compatibilitatea operatiei definite cu operatiile laticeale din
laticea completa ,mare” PR si comportarea noii operatii in cazul unor preradicali
de tip special (preradicali coprimi, V - coprimi, coireductibili gi radicali). Sunt descrise

unele cazuri particulare ale acestei operatii.

Multumiri:

Exprim cu deosebita consideratie sincere recunostinte domnului Profesor Casu
Alexei, pentru determinarea domeniului de cercetare, indrumarea in munca stiintifica
cu multd competenta, pentru cunostintele proprii destul de vaste si aprofundate, pen-
tru materialul bibliografic personal foarte bogat si pretios prin continut, pentru aju-

torul acordat in realizarea lucrarilor si rezultatelor stiintifice, pentru ajutorul si timpul
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pe care l-a oferit motivindu-ma, pentru discutiile si criticile constructive si pentru

rabdarea deosebita.

Cu deosebit respect si recunostinta aduc multumiri sefului laboratorului de Algebra
si Topologie domnului Vladimir Izbas, pentru sansa, ajutorul si indemnul de a face

lucru gtiintific dupa o perioada lunga de repaos.

Exprim sincere multumiri Seminarului Stiintific de Profil pentru sfaturile si

criticele constructive, care au contribuit la realizarea unei teze calitative.
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1. ANALIZA SITUATIEI IN DOMENIUL TEORIEI RADICALILOR IN
MODULE

1.1. Notiuni fundamentale

In expunerea ce urmeaza vom considera cunoscute unele notiuni elementare si ge-
nerale din domeniul algebrei: inel, modul, categorie, functor, ideal, latice, submodul,
omomorfism (de inel, de modul). Vom aminti doar cateva notiuni specifice problemelor

analizate in prezenta lucrare, cat si unele rezultate preliminare.

In centrul atentiei in cercetarile noastre se afla notiunea de preradical. Fie R un

inel cu unitate si R-Mod este categoria R-modulelor stangi unitare.

Preradical in R-Mod se numeste un subfunctor r al functorului identic al categoriei
R-Mod, adicd r este o functie, care asociaza oricarui modul M € R-Mod un
submodul r (M) C M, astfel incat pentru orice R-morfism f : M — M’ are loc
relatia: f (r(M)) Cr(M').

Vom nota prin PR clasa tuturor preradicalilor categoriei R-Mod. In aceasti clasa
se introduce relatia de ordine partiald (<) prin regula:
r1 < ry g4 ri (M) Cry (M)
pentru orice M € R-Mod.

Pe baza acestei relatii clasa PR poate fi transformata in latice completa (,mare”)

cu ajutorul urmatoarelor doua operatii laticeale:

1) ntersectia /\mra unei familii de preradicali {r,| a« € A} C PR actioneaza
ac
astfel:

( /\mra) (M) L () 7o (M) pentru orice M € R-Mod;
ac

ac

2) reuniunea v, T familiei de preradicali {r,| a € A} C PR se definegte prin
ac

regula:

< \/mra> (M) =4 > ro (M) pentru orice M € R-Mod.
ac ac

Mai mult, in clasa preradicalilor PR se definesc doua operatii binare in felul

urmator:
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3) inmultirea (produsul) r-s a doi preradicali r,s € PR se efectueaza prin regula:

(r-s)(M) = (s (M)) pentru orice M € R-Mod;

4)  cotnmulfirea (coprodusul) r#s a preradicalilor r si s se definegte prin regula:

[(r#s)(M)]/s(M) e (M/s(M)) pentru orice M € R-Mod.

Remarcam, ca in monografia [2]| (pag. 31) (de asemenea in [12], [27], [92—96]) co-

produsul a doi preradicali r si s este notat (r:s) sieste definit prin regula:

[(r: 8) (M)]/r (M) = s (M/r(M)).

Deci avem (r#s) = (s:r).

Aceste patru operatii sunt bine cunoscute si cercetate in literatura de specialitate
([2]; 127]; 192]; [93]; [94]; ...), unde sunt ardtate proprietatile, aplicatiile lor, etc. Mentjio-
nam aici in calitate de exemplu proprietatile de distributivitate ale acestor operatii, care

au urmatoarea forma:
1) (Ara)-s=NA(rq-s);
2) (V1a) 8=V (rq-s);
3) (Ara)#s=N(ra#S);
4) (Vro)#s =V (ra#s),

pentru orice familie {7}, .o € PR si s € PR.

Aceste proprietati sunt importante pentru scopurile noastre, deoarece utilizarea lor
permite obtinerea unor operatii noi in clasa preradicalilor PR, ceea ce constituie scopul

acestei lucrari.

Operatiile intersectia si reuniunea sunt comutative si asociative, iar produsul si
coprodusul sunt doar asociative. Mai mult, produsul si coprodusul preradicalilor poseda
proprietatea de monotonie atat pentru primul factor cat gi pentru al doilea factor. Prin
intermediul acestor operatii obtinem patru preradicali, care sunt aranjati in urmatoarea

ordine:

r - s<rAs<rVs<r#s

pentru orice r,s € PR.
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In continuare amintim tipurile principale de preradicali. Preradicalul r € PR se

numeste:

preradical idempotent, daca r (r (M)) = r (M) pentruorice M € R-Mod (adica

rer=r);

radical, dacd r (M/r (M)) =0 pentru orice M € R-Mod (adica r#r =r);
— radical idempotent, daca satisface ambele conditii precedente;

— preradical ereditar (sau pretorsiune), dacd pentru orice pereche N C M, unde

M € R-Mod si N € (M), are loc relatia: r(N)=Nr(M);

— preradical coereditar, daca pentru orice M € R-Mod si pentru orice submodul

N € L(M), are loc relatia: r (M/N) = (r(M)+ N) /N,

— torsiune, daca r este un radical ereditar;

cotorsiune, daca r este idempotent si coereditar.

Mentionam, ca daca preradicalul r este ereditar, atunci r-s = r A s, iar daca

preradicalul r este coereditar, atunci r#s=rVs.

O parte importanta a teoriei radicalilor in module este consacrata descrierii tipurilor
principale de preradicali prin diverse metode: cu ajutorul claselor asociate de module,
prin multimi de ideale stangi ale inelului R, prin ideale bilaterale din R si altele.

Amintim in forméa succintd unele rezultate de acest tip.

Orice preradical r € PR determina doua clase de module:
T, ={M € R-Mod | (M) = M} — clasa modulelor r-radicale;
F.={M € R-Mod | r(M) = 0} — clasa modulelor r-semisimple.

In caz general preradicalul r nu se restabileste nici prin una dintre aceste clase.
Preradicalul r este determinat in mod unic de clasa 7, atunci si numai atunci cand el
este idempotent. In mod dual, r se restabilegte prin clasa &, atunci si numai atunci

cand el este un radical.

Amintim regulile de trecere de la clasele de module la preradicali. Fie K o clasa

abstracta de module. Atunci ea defineste in R-Mod doi preradicali r* si 7, prin

urmatoarele reguli:
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rx défzm{Ma C M| M, exX),
aE

ro N (M, € M| MM, € %Y.

ac

Asocierile r ~» T, (1 ~» ;) si K ~» r* (K ~» r,.) definesc bijectii monotone (anti-
monotone) intre preradicalii de anumit tip si clasele abstracte de module cu proprietati
speciale. De exemplu, aplicatiile r ~» T, ¢i K ~» r* definesc o bijectie monotona
intre preradicalii «dempotenti din PR si clasele de module, inchise in raport cu ima-
ginile omomorfice i sumele directe. Dual, aplicatiile r ~ JF, si K ~» r, definesc o
bijectie antimonotona intre radicalii din PR gi clasele de module, inchise in raport cu
submodulele si produsele directe. Toate celelate tipuri principale de preradicali poseda

caracterizari similare, adaugand proprietati noi asupra claselor de module.

Prezinta un interes deosebit faptul, ca unele tipuri de preradicali poseda descrieri
in limbajul inelului R, si anume, prin multimi speciale de ideale stangi (filtre), sau
prin ideale bilaterale ale lui R. Pentru formularea rezultatelor respective avem nevoie

de urmatoarele notiuni ([7], [9; 10; 11], [15],[21; 22], ...).

Multimea de ideale stangi € C LL(zR) ale inelului R se numeste filtru preradical
(filtru topologic), daca satisface urméatoarele conditii:

(@) Daca I € € §i a € R, atunci (I : a) € & pentru orice a € R, unde
(I:a)={x € R|xa€l};

(a2) Daca I €& si I CJ, JeL(xR), atunci J € &;

(az) Daca I €& ¢i Je €&, atunci INJ € €.

Rezultatul principal consta in urmatoarele: exista o bijectie monotona intre
pretorsiunile categoriei R-Mod si filtrele preradicale ale inelului R, care se realizeaza
prin aplicatiile: r ~» &,, unde &, = {I € L(zR) | R/I € T,} si € ~» 7, unde

n(M)={meM]|(0:m)ec}.

Mai mult, conditia

(ay) Daca I, € € pentru orice a € A, atunci () I, € €,
ac

descrie pretorsiunile jansiene, care se definesc prin cererea ca idealul K, = ) I, € &,.
ac
Deci idealul K, (nucleul lui 7) determind univoc pretorsiunea jansiand r € PR.
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unde 7 (M) ={m € M | Im = 0}, definesc o

Astfel, aplicatiile r~ K, si [ ~1,, 0

bijectie monotona intre pretorsiunile jansiene din laticea PR si idealele bilaterale ale

inelului R.

O importantd deosebita in constructiile asociate (localiziri, inele de caturi, etc.) o

are descrierea torsiunilor in limbajul inelului, care are urmatoarea forma.

Multimea de ideale stangi € C L(xR) se numeste filtru radical (topologie Gabriel,

filtru topologic idempotent), daca ea satisface conditiile (a;), (az2) si (as), unde:

(as) Daca I €& gi JelL(zR), JCI, (J:i)€ & pentru orice i € I, atunci
J € &.

Aplicatiile r ~» &, si € ~» r, definesc o bijectie monotona intre torsiunile categoriei
R-Mod si filtrele radicale ale inelului R. Acest rezultat fundamental permite expunerea
teoriei torsiunilor in limbajul filtrelor radicale. Toate proprietatile torsiunilor, operatiile
in multimea torsiunilor si constructiile adiacente pot fi traduse” si exprimate prin

filtrele radicale respective.

Torsiunile ocupa un loc deosebit in literatura de specialitate, lor le sunt consacrate
un sir de monografii ([[9; 10], [15], [21; 22], ...). Acest fapt se lamureste prin aceea,
ca torsiunile poseda variate forme de exprimare si suficiente proprietati pentru a per-
mite constructii adiacente importante (functor de localizare, inel de caturi si altele).
Orice torsiune r determina functorul de localizare L,, care asociaza oricarui modul
M modulul de caturi L,(M), care este r-semisimplu si 7-injectiv. Clasa modu-
lelor r-semisimple si r-injective formeaza subcategoria de localizare, determinata de

torsiunea r.

In cazul cand M = ,R, obtinem inelul de caturi L,.(zR). Teoria inelelor de caturi
asociate torsiunilor este expusd in monografiile [11], [15], [21; 22]. Unul dintre cele mai
bine cunoscute rezultate in acest domeniu este teorema lui Popescu st Gabriel, care
afirmé, cd orice categorie Grothendieck (AB5-categorie cu generator) este echivalenta
cu o categorie de module, factorizata pe o subcategorie de localizare (obtinuta printr-o

torsiune).
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1.2. Analiza literaturii in domeniu

Teoria radicalilor poseda o bibliografie foarte bogata, de aceea este dificil de expus
o sinteza completa a literaturii in acest domeniu. Noi vom arata in forma succinta doar

acele surse bibliografice, care sunt nemijlocit legate de tematica acestei lucrari.

Una dintre primele lucrari de tip monografic, care contine expunerea bazelor teoriei
radicalilor in module este cartea autorilor A. P. Misina i L. A. Skornjakov [30]. Vari-
anta englezi (completati) a fost publicatd in anul 1976 ([17]). In ea se studiazi trei
notiuni de baza: puritatea, torsiunea si completitudinea. Noi mentionam partea consa-
crata torsiunilor. Se accepta punctul de vedere general, introdus de A. G. Kuros: prin
radical se intelege un radical idempotent, iar prin torsiune un radical ereditar. Se arata
descrierea lor prin clase de module, iar in cazul torsiunilor se caracterizeaza prin filtre
Gabriel (filtre radicale). Diverse aspecte ale notiunilor cercetate si relatia lor cu cele
auxiliare (injectivitate, puritate, etc.) sunt aratate, utilizand unele metode din algebra
omologica (Ext, etc.). Specificul acestei lucrari constd in bogatia bibliografica, punc-
tul de vedere complex si larg, in accentuarea legaturii cu multe notiuni si constructii.
Precum scriu autorii in rezumat, lucrarea arata progresul cercetarilor in domeniu si ea

poate servi drept o ,trambulind” pentru cercetarile urmatoare.

Cartea lui Nicolae Popescu [19] reprezintd o monografie fundamentala consacrata
teoriei categoriilor abeliene. Ea contine o expunere amanuntita a tuturor notiunilor si
constructiilor de baza in categorii abeliene. Unul dintre capitolele principale ale lucrarii
se numegste , Localizarea” si contine expunerea categoriilor de fractii, calculul fractiilor,
localizarea in categorii cu anvelope injective, localizarea in categorii de module, studiul
inelului de localizare. Pastrand punctul de vedere al lui P. Gabriel [7], se generalizeaza
pentru categorii abeliene constructiile de baza cunoscute pentru categorii de module. Se
arata structura categoriilor abeliene cu generatori si conditia AB5 (categorii Grothen-
dieck).

Rezultatul central in teoria localizarii da o caracterizare a categoriilor Grothendieck,
reducand studiul lor la studiul categoriilor de module (acest rezultat in literatura de

specialitate poartd denumirea de teorema Gabriel - Popescu). Astfel, teoria torsiunilor
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in categorii de module a servit drept fundament pentru generalizari foarte esentiale

pentru un sir de domenii ale algebrei si topologiei.

Mentionam in continuare cateva lucrari ale lui K. Morita apropiate de tematica

teoriei radicalilor gi localizarilor in module.

In lucrarile [85; 86; 87] se cerceteaza localizirile in categorii de module dintr-un
singur punct de vedere, gi anume, cu ajutorul centralizatorului dublu al unui modul
finit generat si injectiv, care reprezinta o localizare arbitrara a inelului dat. Cu ajutorul
unei tehnici perfecte de lucru cu functorii adjuncti, se aratd descrierea situatiei cand
o categorie de module este echivalenta cu o subcategorie de localizare a altei categorii

de module.

In articolul lui K. Morita [88] sunt continuate cercetarile precedente. Pentru un
modul plat Uy multimea de ideale stangi F(U,) ={J C A|UJ = U} este un filtru
radical. Se introduce notiunea de ,modul de tip F'P” si se arata, ca daca U, este modul
plat de tipul F'P, atunci inelul de céaturi relativ la filtru F(U,) coincide cu centraliza-
torul dublu al modulului Uy. Se cerceteaza si situatia duala, cadnd este dat un modul
injectiv. 4V si se obtine filtrul radical F(4V) = {J C A|Homa(A/J, 4V)=0}. Se
arata cand inelul de caturi al lui A relativ la filtrul F(4V') coincide cu centralizatorul

dublu al modulului 4V.

Lucrarea [89] reprezinta o totalizare si completare a celor precedente si contine
rezultate despre localizari in module si despre prezentarea inelului de caturi in raport

cu o torsiune in forma potrivitd (ca bicomutator sau dublu centralizator al unui modul

dat).

Inelele si modulele de caturi, construite pe baza torsiunilor, au fost cercetate in
mod sistematic de B. Stenstrom in cartile [21] si [22]. Varianta preliminara [21] contine
constructiile de baza ale acestei teorii si expunerea situatiei generale in acea perioada.
Monografia [22] este mai completd, in ea sunt addugate toate materialele necesare
pentru expunere, referitoare la teoria inelelor si modulelor, la teoria laticelor gi inelelor

de fractii, capitole speciale sunt consacrate categoriilor abeliene si categoriilor Grothen-

dieck.

In [21] sunt expuse rezultatele principale despre teorii de torsiune, este aratata
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relatia lor cu topologiile lineare (topologiile Gabriel sau filtrele radicale). Sunt studiate
teoriile de torsiune ereditare pentru inele noetheriene. Se construiesc inele gi module de
caturi pe baza generalizarii notiunii de injectivitate. Aspectul categorial este accentuat
prin studierea categoriilor modulelor de caturi, care formeaza aga numitele subcategorii
Giraud. Se cerceteaza localizarile perfecte, construite cu ajutorul topologiilor Gabriel
de tip special (numite perfecte). Un interes special este acordat aga numitelor inele de
caturi mazrimale, care reprezinta generalizarea constructiilor clasice legate de inelele de
fractii.

Cartea [22| este o totalizare a unei perioade mari de dezvoltare a teoriei inelelor de
caturi si in ea sunt sintetizate in mod sistematic rezultatele principale in acest domeniu,
expuse in limbaj categorial. Astfel, multe constructii cunoscute in teoria inelelor de
caturi (inele clasice de caturi) pot fi considerate cazuri particulare ale teoriei generale

expuse in monografia [22].

In monografia monumentala a lui Carl Faith [5; 6] (in doui volume, traduse in rusa
in 1977 ¢i 1979) in primul volum se contine partea IV ,Structura categoriilor abeliene”
(capitolele 14—17). Ea consta din expunerea unor intrebari strans legate de teoriile
de torsiune. Anume, se studiaza categoriile Grothendieck (AB5—categorii abeliene cu
generatori), care au multe proprietdti comune cu categoriile de module. Se defineste
notiunea de factor-categorie </ /. a unei categorii abeliene & pe o subcategorie
de localizare, pe baza careia se obtine functorul de localizare in raport cu .#. Se
arata ca in categoria R-Mod exista o bijectie intre subcategoriile de localizare si
topologiile Gabriel ale inelului R (adica intre torsiunile din R-Mod). Capitolul 15 al
monografiei contine teorema Gabriel - Popescu, care descrie categoriile Grothendieck ca
factor-categorii ale unor categorii de module. Capitolul 16 , Teorii de torsiune, radicali
si multimi topologizante idempotente si multiplicative” contine aplicatii ale functorilor
de localizare si ale factor-categoriilor in cazuri concrete, obtinand rezultate referitoare
la filtre radicale si teorii de torsiune. Se construieste inelul de caturi maximal (in sensul

lui Johnson) si se arata cand el este semisimplu (in sens clasic).

Cea mai completa expunere a teoriei preradicalilor se afla in monografia L. Bican,

T. Kepka, P. Nemec ,Rings, modules and radicals” |2], publicata in anul 1982. In ea se
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totalizeaza rezultatele autorilor (impreuna cu P. Jambor) in anii precedent;i si publicate
intr-o serie de articole [41—-57| in anii 1971-1979. Cartea contine un material bogat
referitor la proprietatile preradicalilor, la operatiile asupra lor, la descrierea unor tipuri
de preradicali. Se studiaza filtre preradicale, injectivitatea si proiectivitatea relativa,

definita prin preradicali.

Unul dintre scopurile declarate ale acestei monografii consta in caracterizarea
omologica a inelelor cu ajutorul preradicalilor de diverse tipuri, adica descrierea unor
inele cu ajutorul a unor cerinte speciale asupra categoriei R-Mod, formulate prin
preradicali. Astfel, se stabileste legatura dintre proprietitile preradicalilor categoriei
R-Mod si structura inelului R. Atentia principala se acorda studiului sistematic al
proprietatilor de baza ale preradicalilor, metodelor de generare si cogenerare a filtrelor
preradicale, cat si diverselor aspecte ale problemei scindérii (separarea lui (M) ca

sumand direct in M).

Un curs de lectii pe teoria preradicalilor este expus concis in cartea Preradicali
st teorii de torsiune [12|. Ea contine bazele teoriei generale a radicalilor in module,
expunerea este insotita de multe exemple si exercitii pentru testarea competentelor si

completarea cunostintelor cititorului in domeniu.

Una dintre primele publicatii de proportii mai mari in acest domeniu este lucrarea
lui Joachim Lambek ,, Torsion theories, additive semanties and rings of quotients” [15]
(1971). Ea contine material esential referitor la agsa numitele teorii de torsiune, care
reflectd teoria (pre)radicalilor, prezentata prin perechi de clase (T,., F,) cu proprietati
speciale (vezi la fel [60] (Dickson)). Se construiesc module si inele de céaturi, se arata
relatia cu alte constructii algebrice (in limbaj categorial).

In articolul [109] se face o incercare de generalizare a teoriilor de torsiune (in sens
Dickson [60]) ca perechi de clase (T,F), substituind conditia T NF =0 cu conditia
TNTF = 2Z pentru o subcategorie Z a categoriei C. Se analizeaza posibilitatile de
a construi asemenea teorii relative de torsiune, precum si unele categorii speciale de
spatii topologice [110—-112].

Laticea Tors(zR) a tuturor torsiunilor categoriei R-Mod este studiata in lucrarile

[120] si [125—-128|. Ea este booleana, daca inelul R este semiartinian la stanga [125;
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126]. Sunt descrise torsiunile prime si sunt gésite conditiile in care fiecare torsiune este
o intersectie finita de torsiuni prime [127; 128]. Laticea Tors(pR) poseda un singur
coatom, daca inelul R este absolut fara torsiune, daca toate modulele injective sunt

fidele (,faithful”) [120].

In articolele [113; 114; 115; 118; 121] este studiatd laticea Ptors(zR) a tutu-
ror pretorsiunilor categoriei R-Mod. Ea este modulara si atomici. Ptors(zR) este
booleana, dacd inelul R este semisimplu. Ptors(pR) are doar doua elemente, daca
inelul R este simplu artinian [113]. Distributivitatea acestei latice este studiatd in
[115]. Toate pretorsiunile categoriei R-Mod sunt ideale (superereditare), daca inelul
R este artinian la stanga, dacd toate R-modulele sunt cofidele [114]. Inelul R
este artinian la stdnga esential (adicd contine un ideal stdng artinian esential), daca
pretorsiunea Goldie 2z este ideala si coesentiala, si orice pretorsiune r > z este
ideald [118|. Conditiile asupra inelului R céand laticea Ptors(zR) poseda coatom

sunt aratate in [121].

In lucrarile [116; 117; 119] de cétre autori sunt stabilite bijectii intre pretorsiunile
categoriei R-Mod gi unele multimi speciale (multimi primare, tertiare, primale) de
ideale ale inelului R.

Publicatii importante in acest domeniu sunt legate de numele lui Jonathan Golan
([9; 10; 11]).

In monografia [9] se cerceteazi localizarile in inele necomutative. Specificul lucrarii
constd in aceea, cd orice torsiune este privitd ca o clasd de echivalentd [F] a unui
modul injectiv E (adica E este cogeneratorul torsiunii respective). In acest limbaj se
expune teoria torsiunilor gi constructiile asociate. Se arata structura laticeala a multimii
R-tors a tuturor torsiunilor din R-Mod. Un compartiment al lucrarii este consacrat
teoriilor de torsiune de tip special: exacte, stabile, semisimple etc. In fiecare caz se arata
criterii prin care se caracterizeaza tipul dat. Mai mult, se expune teoria descompunerii

si reprezentarii pentru teorii de torsiune.

Alta lucrare importantd a aceluiagi autor este monografia [10]. Utilizdnd aceeasi

forma de abordare a torsiunilor prin module injective, autorul arata:

1) clasele de module asociate teoriilor de torsiune (in total - 20 clase);

27



2) functorii definiti de teoriile de torsiune (printre care gi functorul de localizare);

4

)
3) proprietatile multimii R-tors privita ca latice completa,
) tipuri speciale de teorii de torsiune si descrierea lor;

)

5) caracterizarea inelelor prin teorii de torsiune.

Mai amintim o lucrare importantd a lui J. Golan [11] despre topologii liniare in
inele. Aceste topologii nu sunt altceva decat filtrele preradicale, definite mai sus (in
lucrare ele sunt numite filtre (topologizante)). Astfel, lucrarea de fapt este consacrata
studiului pretorsiunilor (r) in limbajul filtrelor respective ( €, ). Multimea filtrelor
R-fil inelului R se transforma in latice si se aratd proprietatile de baza ale ei,
in particular se descriu atomii i coatomii ei. Multimea R-fil se cerceteaza gi din alt
punct de vedere, fiind considerata ca semiinel. Pentru scopurile noastre prezinta interes
operatia din R-fil, numitd inmultire ( K - K'). Se aratd o serie de proprietati ale ei in
combinatie cu operatiile laticeale din R -fil. Mai mult, pe baza operatiei de inmultire
se definegte in R-fil o operatie noud, numita rest la dreapta (right residual) (K')™'K,
fiind unicul filtru minimal K” din R-fil cu proprietatea K’-K” > K. In expunerea
ce urmeaza vom arata relatia acestei notiuni cu operatiile noi, care vor fi definite si

cercetate.

Mentionam in continuare, ca intr-o serie de lucrari [27; 28], [T0-77] A. I . Casu a
abordat variate probleme din teoria radicalilor in module. Anume, in cartea [27]| sunt
expuse atat bazele acestei teorii, cat si unele intrebari speciale, legate de localizari si

colocalizari, subcategorii Giraud, triade etc.

In monografia [28] se cerceteazi efectul unor functori asupra torsiunilor, localizarilor
si laticelor de submodule. Cu acest scop se analizeaza doua constructii importante din
teoria modulelor: situatia de adjunctie si contextul Morita, utilizand functorii asociati
acestor situatii.

In lucrarile [70 73] se definesc si se cerceteaza patru operatii (directe) in laticea
submodulelor L(M) a unui modul M & R-Mod, utilizind preradicalii asociati
perechilor de forma N C M, unde N € L(M), cat si operatiile (-) si (#) din
PR. Mai mult, pe baza acestor operatii se obtin patru operatii inverse in IL(M ), dintre

care doua sunt operatii partiale.
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Articolul de sinteza [74] totalizeaza rezultatele autorului referitoare la teoria radi-

calilor in module.

Expunem in continuare rezultatele unor cercetatori mexicani (Francisco Raggi, Jose
Rios Montes, Hugo Rincon, Carlos Signoret si altii), care au publicat o serie de articole,

consacrate cercetarii laticei preradicalilor unei categorii de module ([92—-96]).

De exemplu, in lucrarea [92] se aratd ci aceastd latice este atomicd si coatomica,
se descriu atomii si coatomii ei. Mai mult, se caracterizeaza in termenii preradicalilor

cateva clase de inele (simple artiniene, semisimple artiniene, V-inele).

In articolul [93] se definesc cativa preradicali asociati preradicalui dat: anulatorul,
egalizatorul, coegalizatorul si totalizatorul in termenii produsului si coprodusului pre-
radicalilor. Cu aceste instrumente se introduc mai multe partitii in laticea (,mare”)
a preradicalilor gi se studiaza unele clase de echivalenta ale lor. De asemenea, autorii

arata aplicatii ce clasifica inelele.

In lucrarea |94] se aratd cativa operatori in laticea preradicalilor: pseudocomple-
mentul, anulatorul si totalizatorul, cat si relatiile dintre ei. Utilizand acesti operatori
se arata caracterizarile V-inelelor, inelelor ce sunt o suma directa finita de anvelope in-
jective a modulelor simple, si a inelelor care in afara de ultima conditie au proprietatea

ca fiecare pereche de module simple are legaturi omologice.

Articolul [95] contine rezultate despre tipuri noi de preradicali: primi, A-primi si
ireductibili, iar articolul [96] contine rezultate despre preradicali: coprimi, V -coprimi

si coireductibili. Aceste rezultate la fel se aplica la descrierea unor clase de inele.

Tematica tezei poseda un ecou suficient de bine accentuat in literatura de specia-
litate. Intr-adevar, structura laticeald a clasei preradicalilor a fost intens cercetata in
ultimii ani, in special in lucrarile [32—35; 74—-77; 97—-101].

Toate cele patru operatii clasice din clasa preradicalilor PR categoriei R-modulelor
stangi R-Mod sunt frecvent utilizate in lucrarile recente referitoare la proprietatile
acestei clase, la caracterizarea prin preradicali a unor clase de inele, cat si in multe alte

cazuri.
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1.3. Concluzii la capitolul 1

Primul capitol consti din doui paragrafe. In primul paragraf sunt date notiunile
de baza si este facuta o analiza ampla a domeniului teoriei radicalilor, ce tine de
tema tezei de doctorat. In paragraful doi este ficutd o analizi succintd a materialelor
stiintifice in domeniu, descriind pe scurt cercetarile si rezultatele din teoria radicalilor
in module.

Problema de cercetare pusa in aceasta lucrare, consta in elaborarea unor con-
structii speciale in teoria radicalilor in categorii de module, si anume, introducerea
si studierea a noi operatii in clasa preradicalilor unei categorii de module, in scopul
aprofundarii instrumentale si completarii metodelor de cercetare in acest domeniu.

Scopul principal al lucrarii consta in introducerea si studierea unor operatii noi
in clasa preradicalilor unei categorii de module. Pentru realizarea acestui scop au fost

stabilite urmatoarele obiective:
1. Introducerea unor operatii noi in clasa preradicalilor unei categorii de module;
2. Determinarea proprietatilor principale ale acestor operatii;

3. Identificarea proprietatilor preradicalilor obtinuti in rezultatul efectuarii acestor
constructii;

4. Cercetarea unor cazuri particulare ale operatiilor definite gi legaturilor dintre
preradicalii obtinuti;

5. Evidentierea relatiilor dintre noile operatii si unele notiuni gi constructii cunos-

cute din teoria radicalilor;

6. Studierea comportamentului acestor operatii in cazul unor preradicali de tip

special.
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2. CATUL STANG IN RAPORT CU REUNIUNEA

In acest capitol se definegte si se cerceteazi o noud operatie in clasa PR a prera-
dicalilor categoriei R-modulelor stangi R-Mod. Rezultatele acestui capitol au fost
publicate in lucrarile [66], [129] si [133].

2.1. Definitia si proprietatile principale ale catului stdng in raport cu reuniunea

Proprietatea de distributivitate a produsului in raport cu reuniunea ne permite de
a defini o operatie noua in clasa preradicalilor, si anume, inversa la stanga a produsului
in raport cu reuniunea.

Definitia 2.1. Fie r,s € PR. Vom numi cdt stdng in raport cu reuniunea
al luzr r pe s cel mai mare preradical dintre preradicalii r, € PR cu proprietatea

To+ S < 1. Vom nota acest preradical prin rV.s.

Vom spune, ca r este numdaratorul, iar s numitorul catului stang r V. s.

Acum vom arata existenta si reprezentarea catului stang in raport cu reuniunea.

Lema 2.1 C(Cldtul sting rV. s exista pentru orice pereche de preradicali r,s € PR

st el poate fi reprezentat in forma rv.s =V{r, € PR| r,-s <r}.

Demonstratie. Intrucat avem 0 - s = 0 < r, conchidem c& familia de preradicali

{ro € PR|r,-s <r} nu este vida. Din proprietatea de distributivitate a produsului

preradicalilor in raport cu reuniunea, obtinem V. rq)-s= V (rq-s). Avand
o S<T Ta-S<T
re - § < r pentru orice preradical r,, urmeaza relatia Vo (re-s) < r, adica
ra-S<T

V' re]-s <r.Deci preradicalul vV 7, este unul dintre preradicalii r,, mai
Ta ST Ta ST
mult, din constructia lui este clar ca el este cel mai mare preradical dintre preradicalii

T cu proprietatea r,-s <r.Prin urmare V{r, € PR|r,-s<r}=rvs. O

Din demonstratia Lemei 2.1 rezultd urmatoarea relatie (rv.s)-s < r, pe care o

vom utiliza des in continuare.
Lema 2.2 Pentru orice preradicali r,s € PR avem rv.s>r.

Demonstratie. Deoarece r-s < r sidin Lema 2.1 rv.s =V {r, € PR|r, s <r},
urmeaza ca preradicalul r este unul dintre preradicalii r,, ceea ce implica relatia

r<V{r, € PR|r,-s<r} adica r <rvs. O
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Urmatoarele doua afirmatii arata legatura dintre catul stang in raport cu reuniunea

si relatia de ordine (<) din clasa PR.

Propozitia 2.3 (Monotonie la numarator) Daca r,r, € PR gi r, <71y, atunci

rv.s < ry,V.s pentru orice preradical s € PR.

Demonstratie. Conform Lemei 2.1 avem relatiile r,v.s = V{r, € PR| ry-s<r}

si r,vs=V {r’ﬁ € IF’R’ 58 < 7‘2}. Din conditiile 7, < r, §i ro-s < r, rezultd
ca 1y - S < 1, ceea ce inseamna ca preradicalul r, este unul dintre preradicalii
1. Aceasta implica relatia V {ra €PR|rq-s<r} <V {7’23 EPR| -5 < 7“2}, prin

urmare 1, V.8 < r,V. S. L]

Propozitia 2.4 (Antimonotonie la numitor) Daca s,,s, € PR si s, < s,, atunci

rv.s, >1rV.S, pentru orice preradical r € PR.

Demonstratie. Conform Lemei 2.1 avem relatiille rv.s, = V{r, € PR| 1,5, <71}
si rvs, =V {r’ﬁ e IP)R} r’ﬁ L8, < r}. Fie s, < s,. Atunci utilizind proprietatea de
monotonie a produsului preradicalilor, obtinem rg -5 < r’ﬁ - 8,, insa daca r’ﬁ -5, <,
urmeaza 1y - s, < r. Aceasta inseamna ca fiecare preradical rj; este unul dintre
preradicalii r,, ceea ce implicd V {7“23 € IP’R| TSy < 7’} <V{r, €PR| 1y <71}
adica rVv. s, > 1V s,. O
Urmatorul rezultat este foarte important, deoarece el poate fi considerat ca o alta

definitie a catului stdng in raport cu reuniunea si va fi des utilizat in cercetarile ce

urmeaza.

Teorema 2.5 Pentru orice preradicali r,s,t € PR are loc relatia:

r>t-s&rvis>t.

Demonstratie. (=) Conform Lemei 2.1 rv.s =V {r, € PR| r,-s<r}. Fie t-s<r.
Aceasta inseamna ca preradicalul ¢ este unul dintre preradicalii r,, de unde conchidem
cd t < V{r, € PR|r,-s<r}, adica t <rv.s.

(<) Fie t <rv s. Aplicand proprietatea de monotonie a produsului preradicalilor,
obtinem ¢-s < (rvs)-s, dar din definitia catului stdng in raport cu reuniunea

(rv.s)-s <r, prin urmare t-s <r. O
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In continuare vom arita unele proprietati ale catului stang in raport cu reuniunea.
Propozitia 2.6 Fie r,s € PR. Atunci (r-s)v.s >r.

Demonstratie. Conform Lemmei 2.1 avem (r-s)v.s = V{ta € PR|t, s <r-s}.
Deoarece r-s < r-s, conchidem ca preradicalul r este unul dintre preradicalii %,

prin urmare r < V{t, € PR| t, s <r-s}, adica r < (r-s)vs. O

Propozitia 2.7 Pentru orice preradicali r,s,t € PR wurmatoarele relafii sunt

adevarate:
1) (rv.s)vt =rv(t-s);

2) (r-s)vt >r-(svt).

Demonstratie. 1) Conform Lemei 2.1 avem relatiile rv.s = V{r, € PR| 1, s <r},
(rvs)yt=Vv{tg € PR|tz-t <rvs} si rv.(t-s)=V{r, e PR| 7} -(t-s) <r}

(<) Fie tz-t < rvs. Utilizdnd proprietatea de monotonie a produsului pre-
radicalilor, obtinem (¢g-t)-s < (rv.s)-s. Din definitia catului stang in raport cu
reuniunea avem (rv.s)-s < r, prin urmare (tg-t)-s < r. Deoarece produsul pre-
radicalilor este asociativ, urmeaza ca tg- (t-s) < r, ceea ce inseamna ca preradi-
calul tg este unul dintre preradicalii 7/, prin urmare V{tz € PR|tg-t <rv.s} <
V{r, e PR| 7} - (t-s) <r}, adicd (rv.s)vt < rv(t-s).

(>) Fie 7} -(t-s) < r. Atunci deoarece produsul preradicalilor este asociativ,
avem (r}-t)-s < r, prin urmare fiecare preradical de forma 7/ -t este unul din-
tre preradicalii r,. Aceasta implica relatia (1} -t) < V{r, € PR|r,-s <r}, adica
(r} - t) < rVv.s, ceea ce inseamna ca fiecare preradical 7 este unul dintre preradicalii g,
de unde conchidem V{7, e PR| 7} -(t-s5)<r} < V{tz e PR|tz-s<rvs}, adica
v (t-s) < (rv.s)vt.

2) Din definitia catului stdng in raport cu reuniunea avem relatia s > (sVv.t) - t.
Utilizand proprietatile de monotonie si de asociativitate ale produsului preradicalilor,
obtinem 7-s>r-|[(sv.t)-t]=[r-(sv.t)]-t. Aplicind Teorema 2.5 la relatia r-s >
[r-(sv.t)]-t avem (r-s)v.t>r-(svt). O
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Propozitia 2.8 Pentru orice preradicali r,s,t € PR wurmatoarele relafii sunt

adevarate:
D) (rvit)v. (svt) >rvs;

2) (r-t)v.(s-t) >rvs.

Demonstratie. 1) Conform Teoremei 2.5 relatia din aceasta afirmatie este echivalenta

cu relatia rv.t > (rv.s)- (s t), pe care o vom demonstra.

Din definitia catului stdng in raport cu reuniunea urmeaza relatiile r > (rv.s) - s
si s > (svt) -t Utilizdnd proprietatea de monotonie a produsului preradicalilor,
obtinem r > (rv.s)-s > (rv.s)-[(svt)-t], insd deoarece produsul preradicalilor
posedd proprietatea de asociativitate, rezultd cd r > [(rv.s)-(svt)] - t. Aplicand

Teorema 2.5, obtinem rv.t > (rv.s)-(sv. t).

2) Din Teorema 2.5 urmeaza ca relatia din aceasta afirmatie este echivalentd cu
relatia -t > (rv.s)-(s-t), pe care o vom demonstra.

Din definitia catului stdng in raport cu reuniunea avem r > (rv s) - s. Utilizand
proprietatile de monotonie si de asociativitate ale produsului preradicalilor, obtinem

relatia 7-t > [(rv.s)-s]-t=(rv.s)-(s-t). O

Acum vom indica relatiile dintre catul stdng in raport cu reuniunea i operatiile

laticeale ,A” gi ,,V” din PR.

Teorema 2.9 (Distributivitatea cdtului sting rv. s in raport cu intersectia) Fie
s € PR. Atunci pentru orice familie de preradicali {r,| o € A} wurmatoarea relatie

este adevarata:

N T lVrLs= AN (TaVS).
(aeﬁ ) / aeﬂ.( ’ )
Demonstratie. (>) Din definitia catului stdng in raport cu reuniunea avem relatia

To > (e V. s) - s pentru orice a € A, de unde urmeaza cad A r, > (70 V. 8) - s].

A
acfl ac?l
Aplicand proprietatea de distributivitate a produsului preradicalilor in raport cu inter-

sectia, obtinem /\Q[ra > l /\Q[ (ra V. 5)1 - 5, de unde utilizand Teorema 2.5, avem
ae ac

urmitoarea relatie | A ra) vis > A (ra V. s).
ae ael
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(<) Conform Lemei 2.1 avem ( /\mra) Vs =V {tg ePR|tg-s< /\Q[Ta} si
(e1S ac

A (ra¥s)= A (, v 7“4)

acd ac A8 <rq

Fie t3-s < /\mTO" Deoarece /\Q[TO‘ <1, pentruorice o € 2, urmeaza ca tg-s < rq,
ae ac
deci fiecare preradical ¢g este unul dintre preradicalii 7). Aceasta implica relatia

Y {tg €PR| t5-s< /\era} < V{r, € PR|r-s < r,}, care are loc pentru orice
ac

_O[

a € 2, prin urmare \/{tBEIP)R| tg-s < /\Q[ra} < Ay (V{r, e PR|7) s < 14}),
ac €

ceea ce inseamna ca | A 74 | Vs < A (rq V. s). O
ac ac

Propozitia 2.10 In clasa PR wurmdtoarele relatii sunt adevarate:
1 Vreg Vs>V (ravs);
) (aemr > r8 2 ae (T ’ S)

2 v, > v :
) r/</\ sa) _a\e/m(r/sa),

ac

V. < v. .
3) 7’/(\/ sa) _a/e\m(r/sa)

ac

Demonstratie. 1) Din definitia catului stdng in raport cu reuniunea avem relatia

Ta > (7o s) - s pentru orice a € 2, prin urmare V r, > V_[(ra¥s) - s]. Uti-
ael ac

lizand proprietatea de distributivitate a produsului preradicalilor in raport cu reuni-

unea, avem \/era > l \/Q[ (ra V. s)} - s, de unde aplicand Teorema 2.5, obtinem relatia
ac ac

( V ra) Vs > V(1o s).
ac

ac

2) Pentru orice a € 2 avem /\m Sa < Sqo. Utilizand proprietatea de antimonotonie
[e1S

la numitor a catului stang in raport cu reuniunea, obtinem r V. ( /\Q[sa) > TV Sq
ac

pentru orice « € 2, prin urmare 7V ( A sa> > V(1Y Sa)-
ac? ac?

3) Pentru orice a € 2 avem relatia \/lea > 5,. Utilizand proprietatea de
[e1S
antimonotonie la numitor a catului stdng in raport cu reuniunea, obtinem relatia

Vv ( Vv sa> < rVv.s, pentru orice «a € 2, ceea ce implica urmatoarea relatie
acd

V. ol < V. Sq)- 0
i ytn) < )
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2.2. Cazurile particulare ale catului stAng in raport cu reuniunea

In acest compartiment vom cerceta unele cazuri particulare ale catului stang in
raport cu reuniunea rVv. s si legatura lor cu unele notiuni si constructii din laticea

completa (,mare”’) PR.

Propozitia 2.11 Pentru orice preradicali r,s € PR wurmdatoarele conditii sunt

echivalente:
1) r>s;
2) rv.s=1.

Demonstratie. 1) = 2) Fie r > s. Deoarece avem 1-s = s, urmeaza cd r > 1 - s,
de unde aplicand Teorema 2.5, obtinem relatia rv. s > 1. Insd 7v. s < 1, prin urmare
avem 1rVv.s=1.

2) = 1) Fie rv.s = 1. Din definitia catului stdng in raport cu reuniunea avem

relatia (rv.s) s <r,deci 1-s<r, adica s <r. O

Definitia 2.2. (|93], pag. 204) Anulatorul preradicalului r € PR este preradicalul:
a(r)=V{r, € PR|r,-r=0}.

Propozitia 2.12 Fie r,s € PR. Atunci:
1) 0v.s=al(s);

2) rvl=r.

Demonstratie. Conform Lemei 2.1 obtinem:
1)0v.s=V{ra € PR|r,-s <0} =V{r, € PR|r,-s=0} =al(s);
2)rv1=V{r, €PR| 1, -1 <r}=V{r, €PR|r, <71} =r. O
Utilizand Propozitiile 2.11 gi 2.12, gasim urmatoarele cazuri particulare:
(1) 0%.0=a(0)=1;
(2) rv.r =1 pentru orice r € PR;

(3) 1v.s =1 pentru orice s € PR;
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(4) 1v1=1.

De asemenea, conform Propozitiei 2.11, obtinem (rv.7)-r = 1-r =r pentru orice

preradical r € PR.

Mai mult, distributivitatea produsului preradicalilor in raport cu reuniunea implica

urmatoarea relatie:

a(s)-s:< % Ora)-s: V O(m-s):o

To 8=

pentru orice preradical s € PR.

Acum vom aminti unele notiuni si rezultate referitoare la laticea PR.

Definitia 2.3. (|94], pag. 253) Pseudocomplementul preradicalului r din PR

este un preradical r+ € PR, care posedd proprietdtile:
1) rArt=0;

2) Daca s € PR este agsa incat s > r+, atunci r A s # 0.
Aceasta notiune este definita si in monografia [10] (pag.280) pentru torsiuni.

Lema 2.13 (|94], pag.254) Orice preradical r € PR poseda un unic pseudocom-

1

plement r+ astfel incdt, daci s €EPR s r As=0, atunci s <r+. O

Definitia 2.4. Suplementul preradicalului r € PR este un preradical r* € PR,

care poseda proprietatile:
1) rvr*=1;

2) Daca s € PR este asa tncat s <r*, atunci rV s # 1.
Aceastd notiune este definita in monografia [10] (pag. 72) pentru submodule.

Lema 2.14 Fie preradicalul r € PR poseda suplementul r*. Dacd s € PR s

rVs=1, atunci s> r*. ]

Lema 2.15 ([2], pag. 36; [92], pag. 1537) Pentru orice preradicali r,s,t € PR

sunt adevdarate afirmatiile:
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1) (r-s)#t>(r#t)- (s#t);

2) (r#s)-t<(r-t)y#(s-t). O

In continuare vom cerceta relatiile dintre anulatorul unui preradical si aga constructii
din laticea completa (,mare”) PR, ca pseudocomplementul gi suplementul preradicalu-

lui respectiv.
Propozitia 2.16 Pentru orice preradical s € PR avem a(s) > st.

Demonstratie. Prin definitie anulatorul preradicalului s este preradicalul a(s) =

L

V{r, € PR| r,-s=0}. Pseudocomplementul s+ al preradicalului s prin definitie

1L 4

are proprietatea st A s = 0. Deoarece s -s < st A s, obtinem st -s = 0. Aceasta

1

inseamna ca preradicalul s— este unul dintre preradicalii r,, ceea ce implica relatia

st <V{r, €PR|r,-s =0}, adici st <a(s). O

Mai mult, din monotonia la numarator a catului stang in raport cu reuniunea, avem

rv.s >0vs=a(s), prin urmare rv s> st.

*

Propozitia 2.17 Fie s € PR si s poseda suplementul s*. Atunci a(s) < s*.

Demonstratie. Din definitie a(s) = V{r, € PR| r,-s=0}. Suplementul s* al
preradicalului s prin definitie are proprietatea s*V s = 1. Deoarece s#s* >
sV s* = s*Vs, obtinem s#s* = 1. Din cele de mai sus avem ca a(s)-s = 0,
prin urmare s* = 0#s* = (a(s)-s)#s*. Conform afirmatiei 1 din Lema 2.15 avem
(a(s)-s)#s* > (a(s)#s*) - (s#s%), adicd (a(s)-s)#s* > (a(s)#s*) -1 =a(s)#s"

Aceasta inseamna ca s* > a(s)#s*, insd a(s)#s* > a(s) sideaceea s*>a(s). O

Mai mult, din demonstratia Propozitiei 2.14, avem relatia s* > a(s)#s*, dar

a(s)#s* > s* prin urmare s* = a(s)#s".
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2.3. Comportamentul catului sting in raport cu reuniunea in cazul unor tipuri

speciale de preradicali

In acest paragraf preventiv vom arata conditiile necesare pentru a avea egalitate
in unele proprietati ale catului stdng in raport cu reuniunea, apoi vom arata cum
se comporta catul stang in raport cu reuniunea in cazul cand numaratorul lui este

preradical prim, A-prim sau ireductibil.

Urmatoarele doua afirmatii arata cand are loc egalitatea in unele proprietati ale

catului stang in raport cu reuniunea (vezi Propozitia 2.6 ).

Propozitia 2.18 Fie preradicaliv r,s € PR. Atunci urmdtoarele condifit sunt

echivalente:
1) r=(r-s)vs.

2) r=1tVv.s pentru un preradical t € PR.

Demonstratie. 1) = 2) Fie r = (r-s)v.s. Atunci r =tV s pentru t=r-s.

2) = 1) Fie r =tV s pentru un preradical ¢ € PR. Din definitia catului stang
in raport cu reuniunea avem (tv s)-s < t. Utilizdnd proprietatea de monotonie la
numiritor a catului stang in raport cu reuniunea, obtinem [(tv s) - 5] s <tV s. Insa
conform Propozitiei 2.6 [(tv.s)-s]v. s > tV. s, prin urmare [(tVs)-s]V.s =tV s.

Deoarece tv.s =r,avem (r-s)V.s=r. O
Propozitia 2.19 Pentru orice preradicali r,s € PR wurmdatoarele conditii sunt
echivalente:
1) r=(rv.s)-s.
2) r=t-s pentru un preradical t € PR.
Demonstratie. 1) = 2) Fie r=(rvs)-s. Atunci r=1t-s pentru t =rYs.
2) = 1) Fie r =t-s pentru un preradical ¢ € PR. Din Propozitia 2.6 avem

(t - s)v. s > t. Utilizand proprietatea de monotonie a produsului preradicalilor, obtinem

relatia [(t-s)v.s]-s > t-s. Insd din definitia catului stang in raport cu reuniunea
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avem [(t-s)v.s]-s < t-s, prin urmare [(t-s)V.s]-s = t-s. Deoarece t-s =r,

urmeaza, (1. s)-s=r. O

Acum vom cerceta comportarea catului stdng in raport cu reuniunea in cazul unor

preradicali de tip special (preradicali primi, A - primi, ireductibili).

Definitia 2.5. (|95], pag. 454) Preradicalul r € PR se numeste prim, dacd
r %1 gi pentru orice ty,to € PR cu proprietatea ty- to < r wurmeaza t; <r sau

tQST.

Propozitia 2.20 Preradicalul r este prim daca st numar daca rv.s =1 sau

rv.s =1 pentru orice preradical s € PR.

Demonstratie. (=) Fie r # 1. Din definitia catului stdng in raport cu reuniunea avem
(rv.s)-s <r sidaca preradicalul r este prim, atunci rv.s <r sau s < r. Daca
rv.s < r, atunci deoarece din Lema 2.2 avem 7V s > r, urmeaza ca rv. s = r. Daca
s < r, atunci conform Propozitiei 2.11 obtinem rv. s = 1.

(<) Fie t,-t, <r pentru preradicalii ¢,, t, € PR. Aplicand Teorema 2.5, obtinem
t, <rvt,. Pentru preradicalul ¢, conform conditiei acestei propozitii avem rv.t, =1
sau rv.t, =r. Dacda rv.t, =1, atunci conform Propozitiei 2.11 urmeaza ca t, < r.
Daca rv.t,=r,atunci t, <rvt,=r.

Deci pentru orice preradicali ¢,, t, € PR cu proprietatea t,-t, <r avem relatia

t, <r sau relatia t, < r, ceea ce inseamna ca preradicalul r este prim. L]

Definitia 2.6. (|95], pag. 462) Preradicalul r € PR se numeste A-prim, dacd

pentru orice ti,ty € PR cu proprietatea t1 N\ to < r wurmeaza t; <r sau to <.

Propozitia 2.21 Daca preradicalul r este A -prim, atunci cdtul sting vV s

este un preradical A - prim pentru orice preradical s € PR.

Demonstratie. Presupunem ca are loc relatia t; At, < rVv. s pentru preradicalii ¢, t, €
PR. Atunci aplicand Teorema 2.5, obtinem (¢, At,) - s < r. Utilizand proprietatea
de distributivitate a produsului preradicalilor in raport cu intersectia, avem relatia

(t,-s) A(ty-s) <r. Daca preradicalul r este A-prim, atunci urmeaza ca ¢, -s <r

40



sau t,-s < r, de unde aplicand ambelor relatii Teorema 2.5, obtinem ¢, <rVv. s sau
t, <1V s.

Deci, pentru orice preradicali t,, t, € PR cu proprietatea ¢, At, < rv.s avem
relatia ¢, < rv s sau relatia t, < rVv s, ceea ce inseamna ca catul stang rv. s este

un preradical A - prim. O

Definitia 2.7. (|95], pag. 462) Preradicalul r € PR se numeste ireductibil, daca

pentru orice ti,to € PR cu proprietatea t1 N\ to =1r urmeaza ti1 =1 sau ty =r.

Propozitia 2.22 Fie r,s € PR st r=1t-s pentru un preradical t € PR. Daca

preradicalul r este ireductibil, atunci cdtul stang rVv. s este un preradical 1reductibil.

Demonstratie. Fie pentru preradicalii ¢, t, € PR avem t,At, =rVv.s. Daca r=1-s
pentru un preradical ¢, atunci conform Propozitiei 2.19 r = (rv s) - s, prin urmare
r = (t, A t,)-s. Utilizdnd proprietatea de distributivitate a produsului preradicalilor in
raport cu intersectia, obtinem r = (¢, - s)A(f, - s). Daca preradicalul r este ireductibil,
atunci t,-s=1r sau t,-s=r.

Fie t,-s = r. Aplicind Teorema 2.5, avem t, <71V s. Insd deoarece t,At, =1V s,
urmeaza ca t, > rVv. s, prin urmare t, =1V, s.

Fie t,-s = r. Utilizdnd Teorema 2.5, obtinem relatia ¢, < rVv s, dar deoarece
t, ANt, =rVv s, rezulta ca t, > rv s, prin urmare t, =1rV. s.

Deci, pentru orice preradicali t¢,, t, € PR cu proprietatea t, A t, = rv. s avem
relatia t; =rVv. s sau relatia t, = rVv. s, ceea ce inseamna ca preradicalul rv s este

ireductibil. |

In continuare mai aratam inca doua proprietati ale catului stang in raport cu re-

uniunea.

Propozitia 2.23 Pentru orice preradicali r,s € PR wurmatoarele relatii sunt

adevarate:
1) rvs=(rAs)vs;

2) (rv.s)-s<rAs.
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Demonstratie. 1) Conform proprietatii de distributivitate a catului sting in raport cu
reuniunea fata de intersectie avem relatia (r As)v.s = (rv.s)A(s¥. s),insa sv. s =1,

prin urmare (rAs)V.s=(rv.s)Al=rv.s.

2) Din afirmatia 1) a acestei propozitii avem rv.s = (r A s)v s, unde utilizand
proprietatea de monotonie la numarator a produsului preradicalilor, obtinem relatia
(rv.s)-s = ((rAs)v.s)-s. Conform definitiei catului stdng in raport cu reuniunea

avem ((rAs)vs)-s<rAs,prin urmare (rv.s)-s<rAs. O

Mai mult, deoarece r-s < r A s, utilizdnd monotonia la numarator a catului stang
in raport cu reuniunea, obtinem:

(r-s)v.s<(rAs)vs=rv.s.

Urmatoarea afirmatie precizeaza aranjarea preradicalilor obtinuti cu ajutorul ope-

ratiei cercetate.

Corolarul 2.24

1) Pentru orice preradicali r,s € PR au loc urmatoarele relatii:
res<(rvs)-s<rAs<r<(r-s)vs<rvs;

2) Daca r este o pretorsiune, atunci
res=(rvs)-s=rAs<r<(r-s)vs=rvys

pentru orice preradical s € PR. O
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2.4. Concluzii la capitolul 2

In capitolul doi a fost definitd si cercetatd o operatie noui in clasa preradicalilor
PR a categoriei R-modulelor stangi R-Mod, si anume, catul stdng in raport cu
reuniunea. Sunt aratate proprietatile principale ale ei si ale preradicalilor obtinuti in
rezultatul efectuarii acestei operatii. A fost determinata compatibilitatea noii operatii
cu operatiile laticeale din laticea completa (,mare”) PR (intersectia si reuniunea pre-
radicalilor). Sunt stabilite relatiile dintre ea si unele notiuni si constructii din laticea
completa (,mare”) PR. Este descrisi comportarea operatiei noi in cazul unor preradi-
cali de tip special (preradicali primi, A - primi, ireductibili). De asemenea, sunt studiate

unele cazuri particulare ale acestei operatii.
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3. COCATUL STANG IN RAPORT CU INTERSECTIA

In acest capitol se introduce i se studiazi o noud operatie in clasa preradicalilor
PR a categoriei R-modulelor stangi R-Mod, care este duala operatiei definite in
capitolul 2. Rezultatele acestui capitol au fost publicate in lucrarile [67], [68], [130] si
[133].

3.1. Definitia si proprietatile principale ale cocatului stang in raport cu intersec-
tia

Proprietatea de distributivitate a coprodusului in raport cu intersectia ne permite

sa definim o operatie noua in clasa preradicalilor, si anume, inversa la stdnga a copro-

dusului in raport cu intersectia. In acest compartiment se arata proprietatile de baza

ale ei gi relatiile dintre aceasta operatie si operatiile laticeale din clasa PR.

Definitia 3.1. Fie r,s € PR. Vom numi cocdt stdng in raport cu intersectia
al lut r pe s cel mai mic preradical dintre preradicaliv r, € PR cu proprietatea

ro#S > 1. Vom nota acest preradical prin 1 s.

Vom spune, ca preradicalul r este numardtorul, iar preradicalul s este numitorul

cocatului stang 7 s.

Aratam acum existenta si forma de reprezentare a cocatului stdng in raport cu

intersectia pentru orice pereche de preradicali.

Lema 3.1 Cocdtul sting r . s exista pentru orice pereche de preradicali r,s €

PR si el poate fi reprezentat in forma r7 s = AN{ro € PR| ro#s>r}.

Demonstratie. Deoarece 1#s =1 si 1 > r urmeaza 1#s > r, ceea ce inseamna
cd familia de preradicali {r, € PR| r,#s >} nu este vidd. Conform proprietatii
de distributivitate a coprodusului preradicalilor in raport cu intersectia avem relatia

( N ra) #S = N (ra#s). Intrucat roa#S > r pentru orice preradical 7.,
Ta#82>T Ta #8>T

rezulta ca A (ra#s) > r, prin urmare AN 1o | #s > r. Aceasta inseamna
Ta#82>T Ta#8>T

ca preradicalul A 1, este unul dintre preradicalii r,, mai mult, din constructia
Ta#S>T
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preradicalului A 1o este clar ca el este cel mai mic preradical dintre preradicalii

Ta #S>T

ro cu proprietatea r,#s > r. Prin wrmare A{r, € PR|ro#s>1r} =1r"ys. U

Mai mult, din demonstratia Lemei 3.1 gasim urmatoarea relatie (r7y s)#s > r,

care va fi des utilizata pe parcursul acestui capitol.
Lema 3.2 Pentru orice preradicali r,s € PR avem 17 s <r.

Demonstratie. Din Lema 3.1 r7ys = A{r, € PR| ro#s>r}. Decarece r#s > r,
conchidem ca preradicalul r este unul dintre preradicalii r,, ceea ce implica relatia

r > AN{ro € PR| ro#s>r}, adica r > rys. O

Acum vom indica legatura dintre cocatul stang in raport cu intersectia si relatia de

ordine (<) din clasa PR.

Propozitia 3.3 (Monotonie la numardator) Daca 7,7, € PR si r < 1,, atunci

NS < Ty s pentru orice preradical s € PR.

Demonstratie. Conform Lemei 3.1 avem relatiile 7, % s = A{r, € PR| ro#s >r}

i ryes = /\{7’23 € PR! 7“23#5 > 7“2}. Daca r, <r, si fr%#s > r,, atunci urmeaza
T # S > 11, ceea ce inseamnad ca fiecare preradical 77 este unul dintre preradicalii r,.
Aceasta implica relatia A{r, € PR|ro#s>mr} < A {r’ﬁ EPR| ry#s > 7“2}, adica

avem 7, M 8 < 1y S. U

Propozitia 3.4 (Antimonotonie la numitor) Dacd s,,s, € PR gi s, < s,, atunci

TN S, > TN S, pentru orice preradical v € PR.

Demonstrafie. Conform Lemei 3.1 avem relatiile 74, s, = A{r, € PR| ro#s, > 1}
Si TS, = A {r’ﬁ € IP’R} r’ﬁ#32 > r}. Daca s; < so, atunci conform proprietatii
de monotonie a coprodusului preradicalilor, obtinem 1r,#s; < r,#ss. Din relatia
To#S1 > T urmeazi r,# So > r. Prin urmare, fiecare preradical r, este unul dintre
preradicalii 77, ceea ce implicd A{r, € PR| ro#s, > 1} > A {7"23 EPR| ri#s, > r},

adica 17, 51 > 1 So. O

Afirmatia ce urmeaza poate fi privita ca o alta definitie a cocatului stang in raport
cu intersectia r 7, s si va fi des folosita in cercetarile ce urmeaza pe parcursul acestui

capitol.
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Teorema 3.5 Pentru orice preradicali r,s,t € PR are loc relatia:

r<t#ssrys <t

Demonstratie. (=) Din Lemma 3.1 r7s =A{ro € PR| ro#s>r}. Fie t#s>r.
Aceasta inseamné ca preradicalul t este unul dintre preradicalii r,, ceea ce implica
relatia ¢t > A{r, € PR| ro#s>r}. Deci t > 17y s.

(«<) Fie t > r#, s. Utilizand proprietatea de monotonie a coprodusului preradi-
calilor, obtinem t# s > (r7 s) #s. Din definitia cocatului stang in raport cu intersectia

avem relatia (r7y s) #s > r, prin urmare t#s > r. O

In continuare vom arata unele proprietati de baza ale cocatului stang in raport cu

intersectia.

Propozitia 3.6 Pentru orice preradicali r,s € PR are loc relatia:

(r#s)ms <r.

Demonstratie. Conform Lemma 3.1 catul stdng (r#s)% s poate fi reprezentat in
forma: (r#s)us = AN{ta EPR| to#s>r#st. Avem r#s > r#s. Acest lucru
inseamna ca preradicalul r este unul dintre preradicalii ¢,, ceea ce implica relatia

r > N{to, € PR| t,#s <rs#s}, adicd avem 7 > (r#s) " s. 0

Propozitia 3.7 Pentru orice preradicali r,s,t € PR wurmatoarele relafit sunt

adevarate:

D) (roges) et = o (t#s);

2) (r#s)ut < r#(siyt).
Demonstratie. 1) Conform Lemei 3.1 77 (t#s) = AN{ro €PR| ro#(t#s) >r} si
(rogs)mut=N{tg € PR| tg#t >rrys}.

(<) Fie ro#(t#s) > r. Utilizdnd proprietatea de asociativitate a coprodusului
preradicalilor avem (r,#t)#s > r. Aplicand Teorema 3.5, obtinem r,#t > r7 s,
prin urmare fiecare preradical r, este unul dintre preradicalii tg, ceea ce implica
relatia A{r, € PR| ro#(t#s)>r} > AN{tzg € PR| tg#t > ry s}, adicd avem relatia

T (b4 s) = (r % s) %t
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(>) Fie tg#t > r7s. Utilizand proprietatea de monotonie a coprodusului pre-
radicalilor, obtinem (tg#t)#s > (r% s)#s, dar conform definitiei cocatului stang
in raport cu intersectia avem relatia (r~ys)#s > r, prin urmare (fg#t) #s > r.
Aplicand proprietatea de asociativitate a coprodusului preradicalilor, obtinem relatia
tg# (t#s) > r, ceea ce aratd ca fiecare preradical tz este unul dintre preradicalii r,,
de unde urmeaza relatia A{tg € PR|tg#t > 1y st > AN{ro € PR| ro#(t#s)>r}.

Prin urmare avem (77 s) Yt > 7% (t#5).

2) Din definitia cocatului stang in raport cu intersectia avem s < (s74t) #t, de
unde utilizdnd proprietatile de monotonie si de asociativitate ale coprodusului prera-
dicalilor, obtinem r#s < r#[(syt)#t] = [r#(s7ut)] #t. Aplicand Teorema 3.5 la

relatia 7#s < [r#(s/t)#t avem (r#s)ut < r#(syt). O

Propozitia 3.8 Pentru orice preradicali r,s,t € PR wurmadatoarele relatic sunt

adevdrate:
1) (ropt) i (swmt) <rigs [sau (1% s)#(sh%t) > 1yt

2) (ret) i (s#t) <rs [sau rat < (rys)#(s#t)/.

Demonstratie. 1) Conform Teoremei 3.5 relatiile din aceasta afirmatie sunt echivalente.
Demonstram a doua relatie.

Din definitia cocatului stang in raport cu intersectia avem relatiile r < (r7, s)#s si
s < (s, t)#t, prin urmare, utilizand proprietatile de monotonie si de asociativitate ale
preradicalilor, obtinem 7 < (17 s)#s < (rags)#[(st)#t] = [(rws)#(syt)] #t.
Aplicand Teorema 3.5 la relatia r < [(r/s)# (s t)]#t avem relatia 77yt <
(r 7% s) # (s % 1).

2) Conform Teoremei 3.5 relatiile din aceasta afirmatie sunt echivalente. Acum

demonstram a doua relatie.

Din definitia cocatului stdng in raport cu intersectia avem relatia r < (7 s) # s.
Utilizand proprietatea de monotonie la numarator a coprodusului preradicalilor, obti-
nem r#t < |[(r4s)#s]#t, si deoarece coprodusul preradicalilor posedad proprietatea

de asociativitate, urmeaza ca r#t < (17 s)# (s#t). O
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Urmatoarele afirmatii indica legatura cocatului stang in raport cu intersectia cu

operatiile laticeale din clasa PR.

Teorema 3.9 (Distributivitatea cocdtului stang r 7, s in raport cu reuniunea) Fie
s € PR. Atunci pentru orice familie de preradicali {r,|a € A} urmdtoarea relatie este

adevarata:

(a\E/era) e S = a\e/i’l (ra % 5)-

Demonstratie. (>) Din definitia cocatului stdng in raport cu intersectia pentru orice

a €A avem 71, < (1o % S)#s, ceea ce implica relatia v, Ta < v (7o S) # 5]
(¢S ac

Folosind proprietatea de distributivitate a coprodusului preradicalilor in raport cu re-

uniunea, obtinem \/mra < l \/m (7o "% s)] # s, unde aplicind acum Teorema 3.5, avem
(e1S ac
lati v N s <V Ny S).
relatia (aemra> s <V (ra " S)
(>) Conform Lemei 3.1 avem ( Y ra> Ny § = A {tg ePR|tgps> V ra} sl
ac ac

Vo (ra™s)= V < A 7’4)

acd € \rh#5>71q

Fie tg#s > V_r,. Deoarece V r, > r, pentru orice o € 20, urmeaza relatia
ac acd

tg#5s > 14, prin urmare fiecare dintre preradicalii t3 este unul dintre preradicalii 77.

Aceast fapt implica relatia A {tg €EPR| tg#s > \/Q[TO‘} >A{r, e PR|r#s > 1y}
ac
pentru orice « € 2, de unde in concluzie avem A {tg EPR| tg#s> \/Q[Ta} >
ac
v (A {r, € PR|7}#s > r,}). Prin urmare, avem urméatoarea relatie ( VQ[T“) Ny 8 >
ac ac

V (T "% s). O

ac?l
Propozitia 3.10 In clasa PR wrmdtoarele relatii sunt adevdrate:
1 A < A :
) <oe/€\2tra> L a/e\Ql (ra "% 5);
2) 7’%( A sa> > V(7% Sa);

acl aed

A < A .
3) T A*(AS“) < A (% sa)

ac
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Demonstratie. 1) Din definitia cocatului stdng in raport cu intersectia avem relatia
Ta < (ro’% s)#s pentru orice a € 2, de unde urmeaza /\Q(frCY < /\91 (7o e 8) # 5]
ac ac

Utilizadnd proprietatea de distributivitate a coprodusului preradicalilor in raport cu

intersectia, obtinem O[/E\era < L/e\m (7o " 3)] # s, s aplicand acestei relatii Teorema
3.5 avem (a/e\mra) N s < A (Ta % S).

2) Pentru orice o € 2 avem a/E\Q[ Sa < So. Utilizand proprietatea de antimonotonie
la numitor a cocatului stang in raport cu intersectia, obtinem r 7y, (oz/E\Ql sa> > TNy Sq
pentru orice « € 2, ceea ce implica relatia 77y (a/E\Ql sa) > a\G/Ql (7 Y Sq)-

3) Pentru orice o € 2 avem V s, > s,. Utilizand proprietatea de antimonotonie

acd

la numitor a cocatului stang in raport cu intersectia avem 1 % ( Vv sa> < T Sq
ac?l

pentru orice « € 2, de unde urmeaza 7 < vy 8a> < Ay (7 Y Sq)- O
ac ac
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3.2. Cazurile particulare ale cocatului stang in raport cu intersectia

In acest compartiment vom cerceta unele cazuri particulare ale cocatului stang in
raport cu intersectia r 7, s si vom arata legatura unui caz particular al acestui cocéat
cu unele notiuni si constructii din laticea completd (,mare”) PR, aga ca, pseudocom-

plementul si suplementul unui preradical.

Propozitia 3.11 Pentru orice preradicali r,s € PR urmdatoarele conditii sunt
echivalente:

1) r<s

2) ros=0.
Demonstratie. 1) = 2) Fie avem relatia r < s. Deoarece 0#s = s, urmeaza ca

r < 0#s, unde utilizdnd Teorema 3.5, obtinem relatia 77, s < 0, prin urmare avem

s = 0.

2) = 1) Fie r7, s = 0. Din definitia cocatului stang in raport cu intersectia avem
relatia (774 s)#s > r, prin urmare 0#s > r. Intrucat avem 0#s = S, urmeaza ca

s>, U]

Definitia 3.2. ([93], pag. 204) Totalizatorul preradicalului r este preradicalul:
t(r)=N{ro €PR|ro#r=1}.
Propozitia 3.12 Fie r,s € PR. Atunci:
1) 1ys=t(s);
2) ro0=r.
Demonstratie. Conform Lemei 3.1 obtinem:
1) 1s=A{ro € PR|ra#s>1}=AN{ro, € PR| ro#s=1} =t (s);
2) ru0=A{ro €PR|r,20>1r}=A{ro € PR| 1, >1}=r. O

Utilizand Propozitiile 3.11 si 3.12, gasim urmatoarele cazuri particulare ale cocatului

stang in raport cu reuniunea:
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07 0 = 0;

)

2) ryr =0 pentruorice r € PR;
) s% 1 =0 pentru orice s & PR;
)

1y 1=t(1)=0.

De asemenea, conform Propozitiei 3.11 obtinem (r7,r)#r = 0#r = r pentru

orice preradical r € PR.

Mai mult, folosind proprietatea de distributivitate a coprodusului preradicalilor in

raport cu intersectia, obtinem urmatoarea relatie:

t(s)#s:< A ra)#s: A (raws)=1

ra#s=1 To #8=

pentru orice preradical s € PR.

Urmatoarele doua afirmatii arata legatura dintre totalizatorul unui preradical si
unele constructii din laticea completa (,mare”) PR, si anume, pseudocomplement i

suplement al preradicalului respectiv.

Amintim, pseudocomplement al preradicalului r € PR este un preradical r+ € PR,

care poseda proprietatile:
1) rArt=0;

2) Daca s € PR este asa incat s > r+, atunci r A s # 0.
Propozitia 3.13 Pentru orice preradical s € PR avem t(s) > st.

Demonstratie. Prin definitie totalizatorul are forma t(s) = A{r, € PR| ro#s = 1}.

Pseudocomplementul st allui s prin definitie are proprietatea sA st = 0. Deoarece

1 1

s-st < sAst, urmeazd s-st < 0, adicdi s-st = 0. Din cele de mai sus avem
t(s)#s =1,deci st =1-st = (t(s)#s)-st. Conform afirmatiei 2 a Lemei 2.15
urmeazd relatia (¢(s)#s) - st < (t(s)-st)#(s-st), insd (t(s)-sH)#(s-st) =
(t(s)-st)#0=1t(s)- s, prin urmare (¢ (s)#s) s <t(s)-s*. Din acestea gasim c&
st <t(s)-st, dar t(s)-st <t(s), deci st <t(s). O

Mai mult, din demonstratia Propozitiei 3.13 avem relatia st < t(s) - s*, insd

st >t(s)-st, prin urmare st =t(s)-st.
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Amintim, suplement al preradicalului r € PR este un preradical r* € PR, care

poseda proprietatile:
1) rvre=1;

2) Daca s € PR este aga incat s < r*, atunci rV s # 1.

Propozitia 3.14  Daca preradicalul s € PR poseda suplementul s*, atunci

t(s) <s*.

Demonstratie. Din definitie t(s) = A{r, € PR| r,#s = 1}. Suplementul s* al pre-
radicalului s conform definitiei are proprietatea sV s* = 1. Deoarece s*#s > s*Vs =
sV s* =1, obtinem s*#s>1, deci s*#s= 1. Prin urmare avem ca preradicalul s*

este unul dintre preradicalii 7,, de unde s* > A{r,| ro#s =1}, adicd s* > t(s). O

Mai mult, deoarece r < 1, utilizand proprietatea de monotonie la numarator a
cocatului stdng in raport cu intersectia, obtinem 77 s < 17, s, insd 1% s = t(s),

deci r7, s <t(s), prin urmare 77 s < s*.
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3.3. Comportamentul cocatului stiang in raport cu intersectia in cazul unor tipuri

speciale de preradicali

In acest paragraf vom arata mai intai conditiile necesare pentru a avea egalitate in
unele proprietati ale cocatului stang in raport cu intersectia, apoi vom indica cum se
comporta cocatul stdng in raport cu intersectia in cazul cidnd numaratorul lui este un

preradical coprim, V - coprim sau coireductibil.
Urmatoarele doua afirmatii arata cand are loc egalitatea in unele proprietati ale

cocatului stdng in raport cu intersectia (vezi Propozitia 3.6 ).

Propozitia 3.15 Fie r,s € PR. Atunci urmatoarele conditii sunt echivalente:
1) r=(r#s)%s.

2) r =1t s pentru un preradical t € PR.

Demonstratie. 1) = 2) Dacad r = (r#s)/%s, atunci 7 =t/ s pentru t=r#s.

2) = 1) Fie r = t7 s pentru un preradical ¢ € PR. Din definitia cocatului
stang in raport cu intersectia (7 s)#s > t. Utilizdnd monotonia la numarator a
cocatului stang in raport cu intersectia, obtinem [(t 4 s)# 5] %% s > t /% s. Insa conform
Propozitiei 3.6 avem [(t74 s)# 8] % s < t/% s, prin urmare [(t7 S) # S| % s = t 7 s.

Deoarece t7, s =r, obtinem (r#s)7s=r. O

Propozitia 3.16 Fie r,s € PR. Atunci urmatoarele conditii sunt echivalente:
1) r=(rm%s)#s.

2) r=t#s pentru un preradical t € PR.

Demonstratie. 1) = 2) Dacad r = (r/ys)#s, atunci r =t#s pentru t=r",s.

2) = 1) Fie r = t#s pentru un preradical t € PR. Din Propozitia 3.6
avem (t#s) " s < t. Utilizand monotonia coprodusului preradicalilor, obtinem relatia
[(t#5) 7 s]#s < t#s. Insd conform definitiei cocatului stang in raport cu intersectia
[(t#8) 7 s|#s > t#s, prin urmare [(t#s) /% s|#s = t#s. Deoarece t#s = r, avem

relatia (r7y s)#s=r. O
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In urmatoarele afirmatii vom arata comportarea cocatului stang in raport cu inter-
sectia in cazul unor tipuri speciale de preradicali, si anume, pentru preradicali coprimi,

V - coprimi gi coireductibili.

Definitia 3.3. ([96], pag. 56) Preradicalul r € PR se numeste coprim, dacd
r # 0 si pentru orice t1,ty € PR cu proprietatea ti#ts > r wurmeaza t; > r sau

tQZT.

Propozitia 3.17 Preradicalul r este coprim dacda st numai dacd r* s =0 sau

. s =1 pentru orice preradical s € PR.

Demonstratie. (=) Fie r # 0. Din definitia cocatului stang in raport cu intersectia
avem relatia (r7 s)#s > r, si daca preradicalul r este coprim, atunci conform
Definitiei 3.3 urmeaza ca r7%s > r sau s > r. Daca r+,s > r , atunci deoarece
din Lema 3.2 avem r#.s < r urmeaza ca r”s = r. Daca s > r, atunci conform

afirmatiei Propozitiei 3.11 avem r 7, s = 0.

(«<) Fie ty#ty > r pentru preradicalii ti, t € PR. Utilizand Teorema 3.5,
obtinem ¢; > r 4 ty. Pentru preradicalul ¢, conform conditiei acestei propozitii avem
ruts =0 sau r7uty =r. Daca r7,ty = 0, atunci conform Propozitiei 3.11 rezulta
ca ty >r.Daca rito =1, atunci t; > rYty =1,

Deci pentru orice preradicali i, to € PR cu proprietatea t;#t, > r avem t; >r

sau ty > 7, ceea ce inseamna ca preradicalul r este coprim. O

Definitia 3.4. ([96], pag. 65) Preradicalul r € PR se numeste V-coprim, dacd

pentru orice ti,ty € PR cu proprietatea t1V to >1r wurmeaza t; >r sau to > 1.

Propozitia 3.18 Daca preradicalul r este V - coprim, atunci cocdtul stang r % s

este un preradical V - coprim pentru orice preradical s € PR.

Demonstratie. Presupunem, ca are loc relatia ¢; V13 > r7.s pentru preradicalii
t1, t2 € PR. Atunci, utilizind Teorema 3.5, obtinem (t; V t5) # s > r. Aplicand propri-
etatea de distributivitate a coprodusului preradicalilor in raport cu reuniunea, avem

relatia (t; #s) V (ta#s) > r. Daca preradicalul r este V-coprim, atunci conform
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Definitiei 3.4 urmeaza ca t;#s > r sau to#s > r. Aplicand acestor relatii Teorema
3.5, obtinem t; > r#, s sau to > 1/ S.

Deci, pentru orice preradicali i, {5 € PR cu proprietatea ¢, Vi, > r/4 s avem
una din relatiile ¢, > r7. s sau ty > r7, s, ceea ce inseamna ca preradicalul r 7, s

este V-coprim. L]

Definitia 3.5. ([96], pag. 65) Preradicalul r € PR se numeste coireductibil,
daca pentru orice ti,ty € PR cu proprietatea t1 V to = r wurmeaza t; = r sau

tQZT.

Propozitia 3.19 Fie r,s € PR si r =t#s pentru un preradical t € PR. Daca

preradicalul r este coireductibil, atunci preradicalul r+, s este coireductibil.

Demonstratie. Fie pentru preradicalii tq, to € PR avem relatia t; V ty = r 7 s. Daca
r = t#s pentru un preradical ¢, atunci conform Propozitiei 3.16 r = (r7y s) #s,
prin urmare r = (t; V t9) # s. Utilizand proprietatea de distributivitate a coprodusului
preradicalilor in raport cu reuniunea, obtinem r = (t; # $)V (t2 # s), si daca preradicalul
r este coireductibil, atunci t1#s=1r sau to#s=r.

Fie ty#s = r. Atunci aplicand Teorema 3.5, obtinem t; > 77 s. Insa deoarece
t1V tg =rn, s, rezulta ca ty < r/ s, prin urmare t; = 7% S.

Fie ty#s=r. Atunci in mod analog ca si mai sus obtinem t, = 7 s.

Deci, pentru orice preradicali t;, to € PR cu proprietatea ¢,V {5 = r+,. s avem
relatia t; = r 7, s sau relatia t, = 7% s, ceea ce inseamna ca preradicalul r 7, s este

coireductibil. Ll

Demonstram in continuare inca doua proprietati ale cocatului stang in raport cu

intersectia.

Propozitia 3.20 Pentru orice preradicali r,s € PR wurmadatoarele relatic sunt

adevarate:
1) rs=(rVvs)ys;

2) (rops)#s>r\Vs.
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Demonstratie. 1) Din proprietatea de distributivitate a cocatului stdng in raport
cu intersectia fatd de reuniune urmeaza (rVs)%s = (r%s) V (s% s). Deoarece
s s =0, obtinem (rVs)is=(r%s)V0=riys.

2) Din afirmatia 1 a acestei propozitii avem relatia r 7, s = (r V s) 74 s. Utilizand
proprietatea de monotonie la numarator a coprodusului preradicalilor, obtinem ca
(rogs)#s=((rVs)s)#s. Conform definitiei cocatului stang in raport cu intersectia
avem ((rV )% s)#s >r Vs, prin urmare (r7ys)#s > 1V s. O

Mai mult, deoarece r# s > rV s, aplicind monotonia cocatului stdng in raport cu
intersectia la numarator, avem (r#s)7 s > (rV.s)~ s si conform Propozitiei 3.20
obtinem (r#s)7 s> 1 s.

Urmatoarea afirmatie precizeaza aranjarea preradicalilor obtinuti cu ajutorul coca-

tului stang in raport cu intersectia.

Corolarul 3.21

1) Pentru orice preradicali r,s € PR au loc urmatoarele relatii:
TS < (r#s) s <r<rVs< (rys)#s <r#s;
2) Daca preradicalul v este coereditar, atunci
TS = (Tr#8) M s<r<rVs=(Tr%us)#s=r#s

pentru orice preradical s € PR. ]

56



3.4. Cocatul stang in raport cu intersectia pentru pretorsiuni

In acest compartiment vom considera un caz particular al preradicalilor, i anume,
pretorsiunile (preradicalii ereditari) ale categoriei R-Mod. Vom arita ca pentru pretor-
siuni, cocatul stang in raport cu intersectia coincide cu operatia restul drept (right resid-
ual) introdusa si studiata de J. S. Golan ([11], pag. 44) in termenii filtrelor preradicale

ale inelului R cu unitate.
Este bine cunoscuta descrierea pretorsiunilor prin filtre preradicale [2; 11; 27; ...|.

Amintim, definitia si rezultatele principale necesare.

Definitia 3.6. Numim filtru preradical mulfimea idealelor stingi € C L(xR),
care satisface urmdtoarele condifii:

(1) Daca I €€ si a€ R, atunci (I:a)={r € R|xacl}ef;

(ag) Daca €& gi I CJ,JeL(zR), atunci J € &;

(a3) Daca I,J €&, atunci INJ € E.

Exista o bijectie monotona intre pretorsiunile categoriei R-Mod si filtrele preradi-
cale ale laticei L(zR) definita prin aplicatiile:
r=&, & ={l eL(:R) | r(R/I) =R/}
(M) ={me M| (0:m)e e} ([2;27]).

€ty 1

Multimea tuturor pretorsiunilor PT si mul{imea tuturor filtrelor preradicale PF

a laticei L(zR) pot fi considerate ca latice complete gi aplicatiile indicate mai sus

determind un izomorfism intre aceste latice: PT = PF.

Mentionam, ca in laticea PT produsul a doua pretorsiuni » - s coincide cu
intersectia lor 7 A s, iar coprodusul a doua pretorsiuni r si s este definit prin regula

[(r#s) (M)]/s(M)=r(M/s(M)), M e R-Mod.

In mod similar se introduce in laticcea PF notiunea de coprodus a doud filtre

preradicale:

E#HE={IeL(zrR)|THEE,, I C H astfel incit (I : a) € E;,YVae H}.
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Deci avem laticele izomorfe PT (A, V,#) si PF(A,V,#) ce satisfac urmatoarele
proprietati:

8Ara:/\8ra; 8Vra:v8ra-

oe ae el ae

Acum reamintim céteva notiuni si rezultate din monografia [11], unde pretorsiunile
sunt cercetate din punct de vedere al filtrelor preradicale asociate. In [11] PF este
notatd prin R — fil ¢i operatia inmultirea (multiplication) in R — fil este definita
prin regula:

KK ={IcL(zR)|3HE K astfel incit I C Hsi (I : a)€ K,Yac H},
unde K,K € R — fil.

Este usor de aratat ca in notatiile noastre avem &€&, = &, # &, pentru orice
r,s € PT. Toate proprietatile operatiei ,inmultirea” pot fi usor traduse in limbajul

coprodusului, in special asociativitatea si distributivitatea:

81#(82#83):(81#82)#837 (Agra)#gz /\(Era#(c’)

ac aced

Utilizand ,,inmultirea” (multiplication) KK pentru filtrele preradicale, in [11]
(pag. 44) este definita operatia rest drept (right residual) K''K allui K pe K’ ca
cel mai mic unic filtru preradical K” din R — fil care satisface conditia K'K" DO K.
In baza proprietatii de distributivitate acest filtru preradical exista intotdeauna si este
egal cu (K" |K'K"” D K}. In monografia [11] (pag. 45-54) sunt aritate o serie de

proprietati ale acestei operatii.

Traducénd in notatiile noastre si ficaind modificarile necesare (inmultirea in copro-

dus) obtinem urmatoarele afirmatii.

Definitia 3.7. Fie &, &y € PF. Vom numi cocdt stdng in raport cu intersec-
tia alur &, pe Ey cel mai mic filtru preradical € € PF cu proprietatea €4 €4 D &
sau N{€ € PF|E#E5 D &}

Proprietatea de distributivitate a coprodusului filtrelor preradicale in raport cu

intersectia asigura existenta acestui cocat stdng. Vom nota acest filtru preradical prin
E1 s Ea.

Acum vom arata ca acest filtru preradical coincide cu filtrul preradical al pretorsiunii

7“81/\4# TSQ'
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Lema 3.22 Daca r, s € PT, atunci &, = &, # Es.

Demonstratie. Mai intai vom specifica expresiile pretorsiunilor determinate prin filtrele
preradicale indicate, utilizand faptul cd r(M) ={m € M | (0: m) € €.} pentru orice
rePT si M € R-Mod.

Filtrul preradical &, ., este determinat de pretorsiunea r#s si (r#s)(M) =
{m € M|(m+ s(M)) € r(M/s(M))}. Insa deoarece r(M/s(M)) = {z + s(M)|
reMgi(0:(x+s(M))) €& }={x+s(M)|ze Msi(s(M):x)e .}, urmeaza ca
(r#s)(M)={me M|(s(M):m) e &}

Vom nota prin ¢ pretorsiunea categoriei R-Mod definita de filtrul preradical
&, # Es, deci pentru orice M € R-Mod avem t(M)={me M|(0:m) € &, #E} =
{m e M|3H € &, (0 : m) C H astfel incat ((0 : m) : a) € &, Va € H}, adica
t(M)={me M|3H € &,, (0: m) C H astfel incat (0:am) € &, Va € H}.

Acum vom demonstra afirmatia din lema.

(C) Este suficient de ardtat ca r#s < t.

Daca m € (r#s)(M) pentru orice M € R-Mod, atunci H = (s(M) :m) € &,
si (0:m) C (s(M): m) = H. Deci daca a € H, atunci am € s(M), adica
(0 : am) € &, ceea ce inseamna cd m € t(M). Prin urmare (r#s)(M) C t(M)
pentru orice M € R-Mod, adica r#s <t, ceea ce implica &,,s C &, # &;.

(D) Verificam relatia t < r#s.

Fie M € R-Mod i m € t(M). Atunci exista H € &, astfel incat (0: m) C H
si (0:am) € E;,Va € H. Deoarece a € H, urmeaza (0:am) € &, deci am € s(M),
adica a € (s(M) : m), prin wrmare H C (s(M) : m). Conform definitiei filtrului
preradical (conditia (ay)), decarece H € &, avem (s(M):m) € &,, ceea ce inseamna
cd m € (r#s)(M). Aceasta implica t(M) C (r#s)(M) pentru orice M € R-Mod,

prin urmare ¢t <r#s sideci &, #Es C &, 4. O

Teorema 3.23 Pentru orice pretorsiuni r, s € PT avem:

Ernys = &l Es.

Demonstratie. (2) Prin definitie &, s = N{E € PF|E#E, D E,}, adica &, &

este cel mai mic filtru preradical &€ cu proprietatea E# E; O &,. Conform Lemei
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3.22 avem relatia 8TA/#S #Es =& Ny 5) # 85 din definitia cocatului stang in raport cu
intersectia pentru preradicali (r7, s)#s > r, de unde urmeaza &, Nys)#s = E,, de
aceea obtinem relatia &, Ny s #E D E,. Deci ETA/# s este unul dintre filtrele preradicale
€ cu proprietatea E#E; D &, sicum &, 'Yy & este cel mai mic filtru preradical cu

aga proprietate, conchidem ca &, Nys 2 Er i Es.

(C) Fie &; este filtrul preradical definit de pretorsiunea ¢ € PT cu proprietatea
E+# Es O E,. Conform Lemei 3.22 avem €&;,s 2 &,, de unde urmeaza t#s > r. Din
definitia cocatului stang in raport cu intersectia pentru preradicali, rezulta ca 77, s
este cea mai mica pretorsiune h cu proprietatea h#s > r, prin urmare 774, s < t,
de unde &, Ny s C &;. Deci STA/# s este cel mai mic filtru preradical € cu proprietatea

E#Es 2 &, prin urmare &, 5 C Er i Es. O

Aceasta afirmatie arata, ca toate rezultatele obtinute pentru operatia cocatul stang
in raport cu intersectia pentru preradicali in acest capitol, sunt valabile si pentru
operatia cocatul stdng in raport cu intersectia pentru filtre preradicale (pretorsiuni),
care si reprezintd operatia rest drept definitd si studiatd de Golan in [11]. Ca urmare,

restul drept poate fi privit ca un caz particular al operatiei cercetate in acest capitol.
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3.5. Concluzii la capitolul 3

In capitolul trei a fost introdusd gi investigatd o operatie noud in clasa pre-
radicalilor PR a categoriei R-modulelor stangi R-Mod, si anume, cocatul stang
in raport cu intersectia. Aceastd operatie este o operatie duala operatiei definite
in capitolul doi. Sunt determinate proprietatile principale ale ei gi ale preradicalilor
obtinuti in rezultatul acestei operatii. Este stabilita compatibilitatea cocatului stang
in raport cu intersectia cu operatiile laticeale din laticea completa (,mare”) PR. Sunt
aratate relatiile dintre operatia definita si unele notiuni si constructii din laticea com-
pleta (,mare”) PR. Este descrisa comportarea noii operatii in cazul unor preradicali de
tip special (preradicali coprimi, V-coprimi, coireductibili) si sunt studiate unele cazuri
particulare ale acestei operatii.

Mai mult, in paragraful patru este ardtat ca operatia ,rest drept” (right residual)
definita si cercetata de J. S. Golan in monografia ,Linear topologies on a ring” (|11])
pentru filtre preradicale, poate fi tratata ca un caz particular al operatiei cocatul stang

in raport cu intersectia definita pentru preradicali in acest capitol.
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4. CATUL STANG IN RAPORT CU INTERSECTIA

In acest capitol se defineste si se cerceteazd o noui operatie in clasa preradicalilor
PR a categoriei R-modulelor stdngi R-Mod. Spre deosebire de operatiile definite in
capitolele 2 gi 3 aceasta operatie este partiala (in sens ca nu exista pentru orice pereche
de preradicali). Rezultatele acestui capitol au fost publicate in lucrarile [69], [131] si

[133].
4.1. Definitia si proprietatile principale ale citului stang in raport cu intersectia

Proprietatea de distributivitate a produsului in raport cu intersectia permite sa
definim o operatie noua in clasa preradicalilor, si anume, inversa la stdnga a produsului
in raport cu intersectia. In acest paragraf se aratd proprietatile principale ale ei si

legatura ei cu operatiile laticeale din clasa PR.

Definitia 4.1. Fie r,s € PR. Vom numi cdt stdng in raport cu intersectia
al lut r pe s cel mai mic preradical dintre preradicaliv r, € PR cu proprietatea

ro - S > 1. Vom nota acest preradical prin r 7. s.

Vom spune, ca r este numardatorul, iar s numitorul catului stang r v s.

Acum vom arata existenta si forma de reprezentare a catului stang in raport cu

intersectia.

Lema 4.1 Fie r,s € PR. Cdtul stang r 7. s existd daca si numai daca r < s
st el poate fi reprezentat in forma:

TN s=NA{ro € PR|rq-s>r}.

Demonstratie. (=) Daca exista catul stang r 7. s, atunci exista cel putin un preradical
ro € PR care posedd proprietatea r,- s > r. Intrucat 1 > r,, conform proprietatii de
monotonie a produsului preradicalilor avem 1 - s> r,- s, dar 1 - s = s, prin urmare

s >r, - s. Deci urmeaza s > r.

(<) Fie r < s. Deoarece 1 - s = s, urmeaza cd 1 - s > r. Prin urmare fami-

lia de preradicali {r, € PR|r,- s> r} nu este vida, ceea ce permite sa consideram
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preradicalul A{r, € PR| r, - s > r}. Conform proprietatii de distributivitate a produ-

sului preradicalilor in raport cu intersectia, obtinem AN 1o]-s= A (ra-s).
Ta - S>T Ta S>T
Deoarece r, - s > r pentru orice r,, urmeazi ca A (rq-s) > r, prin ur-
Ta S>T

mare ( A ra) - § > r, ceea ce inseamna ca preradicalul A 7, este unul dintre

Ta 82T Ta-S>T

preradicalii r,. Din constructia preradicalului A 7, este clar ca el este cel mai
T S2>T

mic preradical din PR cu proprietatea r, - s > r. Prin urmare conchidem ca

ANro €PR| 1y s>1} =17 s O

Mai mult, din demonstratia Lemei 4.1 rezulta relatia (r #. s)- s > r, pe care o vom

folosi des in continuare.
Lema 4.2 Fie r,s € PR g1 r <s. Atunci r %. s > r.

Demonstratie. Conditia r < s asigura existenta catului stang r 7. s.
Deoarece 7 7. s > (r 7. s) - s, iar din definitia catului stang in raport cu intersectia
avem (r /. §)- s> 1T, urmeaza ci r . s> r. O

Urmatoarele doua afirmatii arata legatura dintre catul stang in raport cu intersectia

si relatia de ordine (<) din clasa PR.

Propozitia 4.3 (Monotonie la numarator) Fie ry,r, € PR si r, <r,. Atunci

pentru orice preradical s > 1y, avem 1. s < 1y S.

Demonstratie. Deoarece r, <1, < s conform Lemei 4.1 exista caturile stangi r, 7. s
si 7,7 s, si ele pot fi reprezentate sub forma: r, v s = A{r, € PR| ry-s>nr},
Ty Y. s:/\{r’BEPR‘ T - 827"2}.

Daca avem 7, <7, si r’ﬁ - 8§ > r,, atunci 7’23 - 8 > r,. Deci fiecare preradical T/B
este unul dintre preradicalii r,, ceea ce implica relatia A{r, € PR|r,- s> r} <

/\{T/ﬁE]PR|T‘/ﬁ'SZT‘2},adiC§ s < TyfY s O

Propozitia 4.4 (Antimonotonie la numitor) Fie s,,s, € PR gi s, < s,. Atunci

pentru orice preradical r < s,, avem 1 . S, > 1 Y. S,.
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Demonstratie. Deoarece r < s; < s, conform Lemei 4.1 exista caturile stangi r 7. s,
si 77 S, , siele pot fi reprezentate sub forma: r v s, = A{r, € PR| ry- s, > 1},
r . SzzA{r’ﬁePR} T3 S 27“}.

Fie ro-s, > r.Daca s; < s9, atunci conform proprietatii de monotonie a produsului
preradicalilor, avem r, - s1 < 74+ S9, Insa r, - $4 > 7, prin urmare 7, - Sg > T.
Aceasta inseamna ca fiecare preradical 7, este unul dintre preradicalii fr”ﬁ, ceea
ce implica relatia A{r, €PR|r,- s, >71} > A {7“23 EPR| 1y s, > r}, adicd avem

rA ST >T Y Sa. [l

Rezultatul urmatoarei afirmatii este destul de valoros, deoarece el poate fi considerat
ca o alta definitie a catului stdng in raport cu intersectia si va fi frecvent utilizat in

cercetarile ce urmeaza.

Teorema 4.5 Fie r,s € PR gsi r <s. Atunci pentru orice t € PR avem:
r<t-s&rnys<t.
Demonstratie. Fie r < s . Atunci conform Lemei 4.1 exista catul stang r v s si
ry.s=N{rqo €PR|ry-s>r}.

(=) Fie t-s > r. Aceasta inseamna ca preradicalul ¢ este unul dintre preradicalii

Ta, ceea ce implica relatia ¢ > A{r, € PR| r,- s >r}, adica t > /. s.

(<) Fie r 4 s <t. Atunci conform proprietatii de monotonie a produsului pre-
radicalilor, obtinem (r 7. s)- s <t - s, insa din definitia catului stdng in raport cu

intersectia, avem (r #. s)- s > r, prin urmare t - s > 7. O

In continuare vom indica unele proprietati de baza ale catului stang in raport cu

intersectia.

Propozitia 4.6 Pentru orice r,s € PR avem:

(r-s)vs<r.

Demonstratie. Deoarece r - s < s , atunci conform Lemei 4.1 exista catul stang

(7‘-8)/\/.3 §1 (T'S)A/.S:/\{tQGIPR‘ta'SZT'S}.
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Intrucat avem r - s > r - s, urmeaza ca preradical r este unul dintre preradicalii
ta, ceea ce implica relatia r > A{t, € PR|t,- s>r - s}. Prin urmare, avem ca

r>(r-s)y s O

Propozitia 4.7 Fie r,s € PR. Atunci urmatoarele relafii sunt adevarate:
1) (rvys)vt=rny(t-s) pentru orice preradical t cu proprietatea t - s> r;

2) (r-s)vt<r-(snt) pentru orice preradical t > s.

Demonstratie. 1) Conditia r < ¢ - s asigurd existenta catului stang r 7. (t - s).
In acest caz, deoarece t - s < s | obtinem relatia r < s, ceea ce implica existenta
catului stang r 7 s. Mai mult, din Teorema 4.5 avem t - s > r < r 4 s < t, ceea
ce asigura existenta catului stang (r 4. s) 4. t. Conform Lemei 4.1, urmatoarele caturi
stangi pot fi reprezentate in forma: r v (t - s) = A{ro €EPR|ry-(t - s) >r} i
(rv.s)nvt=N{tg e PR|tg-t>r". s}

(<) Fie rq-(t-s) > r. Utilizand proprietatea de asociativitate a produsului
preradicalilor, obtinem (r, - t)- s > r, insd prin definitie catul stang r % s este
cel mai mic preradical cu aga proprietate, prin urmare 7, -t > r % s. Aceasta
inseamna ca fiecare preradical r, este unul dintre preradicalii tg, ceea ce implica
faptul ca pentru fiecare preradical r, avem r, > A{tz € PR|tz-t>r ~ s} pen-
tru orice . Prin urmare A{r, € PR|r,-(t - s) >r} > A{tg € PR|tz-t >r v s},
adica . (t - s)>(r~ s) vt

(>) Fie tg-t > r v s. Utilizdnd proprietatile de asociativitate si de monotonie
ale produsului preradicalilor, obtinem t5-(t-s) = (tg-t)- s > (r+~s)- s, din
definitia catului stdng in raport cu intersectia avem (r #. s) - s > 7, prin urmare
tg-(t - s) > r. Aceasta arata ca fiecare preradical tz este unul dintre preradicalii r,,
ceea ce implica relatia A{tzg € PR|tg-t>71 . s} > AN{ro € PR|r,-(t - s) >71},
adica (r . s) v t>r~ (t-s).

2) Relatia s <t asigurd existenta catului stang s 4. ¢t si deoarece r - s < s,
avem 1 - s <t, deci exista catul stang (r - s) . t.

Din definitia catului stang in raport cu intersectia avem relatia s < (s % t) - t.

Utilizand proprietatile de monotonie gi de asociativitate ale produsului preradicalilor,
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obtinem 7 - s <7r -[(s¥t)-t] =[r- (s t)]-t Aplicind Teorema 4.5 la relatia

res<[r-(syt)-t,avem (r-s)yt <r-(syt). 0J

Propozitia 4.8 Fie r,s € PR s r < s. Atunci sunt adevdarate urmdtoarele
afirmatii:

D (ryt)yy(syt)y<rns [sau (r . s)- (s t) >r t] pentru orice preradical
t>s;

2) (r-t)yw(s-t)<rws [sau r-t<(r+y s)-(s-t)] pentru orice preradical
t € PR.

Demonstratie. 1) Conditiile r < s si s <t asigura existenta caturilor stangi r 4. s
si s t. In acest caz, intrucat r <s si s <t, avem r < t, deci existd catul stang
r . t. Mai mult, deoarece r < s, conform proprietatii de monotonie la numaérator a
catului stdng in raport cu intersectia, rezulta ca r 7. t < s /. t, ceea ce asigura existenta
catului stang (r 7. t) v. (s ¥ t).

Conform Teoremei 4.5 relatiile din aceasta afirmatie sunt echivalente. Demonstram
a doua relatie.

Din definitia catului stang in raport cu intersectia avem relatiile r < (r . s)- s si
s < (s t)- t. Utilizand proprietatile de monotonie si de asociativitate ale produsului
preradicalilor, obtinem r < (r /. s)- s<(rv.s)-[(syt)-t]=[rvs)-(s»t)-t
Aplicand Teorema 4.5 la relatia 7 < [(r 4 s)-(s# t)] - t avem relatia r v t <

(r~s)- (s t).

2) Conditia r < s asigurd existenta catului stang r . s. Mai mult, din proprietatea
de monotonie a produsului preradicalilor, avem r -t < s -t pentru orice t € PR,
deci exista catul stang (r - t) 4 (s - t).

Conform Teoremei 4.5 relatiile din aceasta afirmatie sunt echivalente. Demonstram
a doua relatie.

Din definitia catului stdng in raport cu intersectia r < (r 7. s) - s, prin urmare,
aplicind proprietatile de monotonie si de asociativitate ale produsului preradicalilor,

obtinem r -t <[(rv. s)-s]-t=(rns) (s-1). O
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Acum vom indica relatiile dintre catul sting in raport cu intersectia si operatiile

laticeale din PR (reuniunea si intersectia).

Teorema 4.9 (Distributivitatea cdatului stdng r %. s in raport cu reuniunea)
Fie s € PR. Atunci pentru orice familie de preradicali {r, € PR|r, <s, a € 2}

urmdatoarea relafie este adevaratad:

Vorg | vs= V (ran s).
(are) 7 0= Yy 9

Demonstratie. Relatiile r, < s, a € 2 asigura existenta caturilor stangi r,7% s,

a € . Insa in acest caz, urmeaza V r, < s, ceea ce implica existenta catului stang

acl
(\/ ra) . S.
ac

(<) Din definitia catului stang in raport cu intersectia r, < (1,7 S) - s pen-
tru orice a € 2, ceea ce implica a\g/ﬁra < a\e/m [(ra 7. s) - s]. Utilizand proprietatea
de distributivitate a produsului preradicalilor in raport cu reuniunea, obtinem relatia
a\e/mra < L\e/m (Ta . 3)} - s, unde aplicand Teorema 4.5 urmeaza ca (a\E/QlTa) vos <

aé;ﬁ(ra ! S)'
(>) Conform Lemei 4.1 avem | V 1o | % s =A<tz €PR|tg- s> V ryp si
acd b A ac
ro. s =N{r, €PR| - s > r,}.

Fie tg- s > \/era. Deoarece VJO‘ > ro, pentru orice «a € 2, urmeaza ca
ac ac

tg - s > 14, ceca ce Inscamna ca fiecare preradical tg este unul dintre preradicalii

r’. Aceasta implicd relatia A {tg €ePR| tg- s> a\e/mra} >AN{r, e PR|7} - s > 1.}

pentru orice «a € 2, adica (a\G/mra) NS > 1y s pentru orice a € 2, de unde

urmeaza relatia a\é/ﬂm) Nos > a\e/m (ro 7. 8). O
Propozitia 4.10 In clasa PR wurmdatoarele relatii sunt adevarate:

1) ( A ra) N8 < A (Ta. s), unde T4 < s pentru orice « € 2A;
ac?d ac

2) rv < A sa> > V (¥ Sa), unde 1 <s, pentru orice a € 2A;
acl ac

3) T < V sa> < A (7% Sa), unde 1 <'s, pentru orice « € 2.
ac ac
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Demonstratie. 1) Conditiile 7, <'s, a € 2 asigura existenta caturilor stangi 7, 7. s,

a € 2. Dar in acest caz, avem A r, < s, ceea ce implica existenta catului stang

acl
VAN N 8.
(aeﬂra) ;8

Din definitia catului stdng in raport cu intersectia avem relatia r, < (1o % s) - s
pentru orice « € 2, ceea ce implica AT < Ay (7o 7. s) - s]. Utilizand acum
[e1S ac

proprietatea de distributivitate a produsului preradicalilor in raport cu intersectia,

N < NoS).
<a/e\mra) P8 a/e\Ql (ra? )

2) Conditiile r < s,, « € 2 asigura existenta caturilor stangi r . s,, a € 2.

obtinem A r, < l A (T s)} - 8, de unde aplicAnd Teoremei 4.5, avem relatia
acd acd

Insa in acest caz urmeaza ca r < A S,, ceea ce implica existenta catului stang

ac
. N Sy |-
) (aeﬂ a)

Pentru orice a € 2l avem /\91 Sa < S4. Utilizand proprietatea de antimonotonie
(oIS
la numitor a catului stang in raport cu intersectia, obtinem r #. ( /\Ql sa> > 1Y Sq
aec

pentru orice « € 2, ceea ce implica relatia r *. ( /\Q‘ Sa> > \/Q‘ (r 7. 8q).
ac ac

3) Conditiille r < s,, « € 2 asigurd existenta caturilor stangi r 7. s,, « € 2.

Mai mult, in acest caz avem r < V s,, ceea ce implica existenta catului stang
ac?l

vl Vs, ).
T (aems )

Pentru orice a € 2l avem \/msa > So. Aplicand proprietatea de antimonotonie
ae
la numitor a catului stang in raport cu intersectia, obtinem r 7. ( \/9l sa> <7rHN Sq
[e1S

pentru orice « € A, de unde rezulta r 7. \/9l sa> < /\91 (r % Sa)- O
aE ac
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4.2. Cazurile particulare ale catului stang in raport cu intersectia

In acest compartiment vom cerceta cazurile particulare ale catului stang in raport

cu intersectia 1Y s.

Definitia 4.2. ([93], pag. 204) Egalizatorul preradicalului r este preradicalul
e(r)=N{ro € PR|ry-r=r}.

Propozitia 4.11 Pentru orice preradicali r,s € PR wurmatoarele relatii sunt
adevarate:

1) ryr=e(r);

2) ryl=r;

3) 07 s=0.

Demonstratie. Utilizand definitia catului stang in raport cu intersectia, obtinem:
) ryr=AN{ro €PR|rqo-r>r}=A{ro € PR|ry-r=r}=ce(r);
2) ry 1=AN{ro €PR| 1y 127} =A{1ra €PR| 1y >71} =1,
3) 0. s=A{rqa €PR|ry-s>0}=A{r,| r. € PR} =0. O
Din Propozitia 4.11 avem urmatoarele cazuri particulare:
(1) 04 0=0; 2) 14 1=1.

Aplicand proprietatea de antimonotonie la numitor a catului stdng in raport cu
intersectia la relatia » < s < 1, obtinem r v r > r v s > r # 1, adica avem

r<ruys<e(r).

Mai mult, proprietatea de distributivitate a produsului preradicalilor in raport cu
intersectia implica e(r) - r = < A ra> -7 = AN (ro-r) = r pentru orice

r € PR.

Urmatoarea afirmatie arata unele proprietati ale egalizatorului.
Propozitia 4.12 Fie r,s € PR s r < s. Atunci:
1) e(r)-(rvs)=rxys;
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2) (rv.os)-e(s)=rys;

3) (r~s)ve(s)=rwys.

Demonstratie. Conditia r < s asigura existenta catului stang r 7. s.

1) Avem e(r)-(r+.s)=(r~r)-(r+ s). Aplicand afirmatia 1 a Propozitiei 4.8,
obtinem relatia (r % 7). (r# s) > r /. s, insa deoarece (r 7. r)-(r . s) < r 7 s,

urmeaza ca e (r) - (r v s) =1 7. s.

2) Avem (7 7. s)-e(s)=(r 7. s)- (s s). Conform afirmatiei 1 a Propozitiei 4.8,
obtinem relatia (r 7. s) - (s % s) > r /. s, dar deoarece (r #. s)- (s s) <1 /. s,
urmeaza cd (r . s)-e(s) =r 4. s.

3) Deoarece r < s , aplicind proprietatea de monotonie la numarator a catului
stang in raport cu intersectia, obtinem r 7. s < s /. s, ceea ce asigura existenta catului
stang (r 7. s) . (s 7. s), adicd a catului stang (r 4. s) v e(s).

Avem (r v s)~ e(s) = (r v s) 4 (s s). Utilizand afirmatia 1 a Propozitiei 4.8,
obtinem (r #. s) #. (s . s) < r#. s, insa conform Lemei 4.2 (r 7. s) . (s . ) > r 7. s,

prin urmare avem (r . s) . e(s) =1 /. s. O

In continuare vom considera cazul preradicalilor idempotenti.

Remarca 4.13 (|93], pag. 204) Pentru orice preradical r € PR egalizatorul sau

e(r) este un preradical idempotent.

Demonstratie. Avem e (r)- e(r) = (r /. r)-(r #. r). Conform afirmatiei 1 a Propozitiei
4.8, obtinem relatia (r v r)-(ry r)>r v r,insa (r & r)-(r~ r) <ry r, prin

urmare avem e (r)- e(r) =e(r), adica e (r) este un preradical idempotent. O

Propozitia 4.14 Preradicalul r € PR este idempotent daca st numar daca

e(r)=r.

Demonstrafie. (=) Din Definitia 4.2 avem e (r) = A{r, € PR| r, - 7 =7r}. Daca r
este un preradical idempotent, atunci r - r = r, ceea ce inseamna ca preradicalul r
este unul dintre preradicalii r,. Aceasta implica r > A{r, € PR| r, - r =r}, adica

r > e(r), insa de mai sus e (r) > r, prin urmare e(r) =r.
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(<) Fie e(r) =r. Atunci 7 - = e(r)- r. Insd mai sus am arédtat cd e (r)-r =r,
prin urmare r - r = r, adica preradicalul r este idempotent. L]

Mai mult, deoarece r < r 7. s < e(r), dacd preradicalul r este idempotent, atunci

r /. s =r pentru orice preradical s > r.

Propozitia 4.15 Fie r € PR gi s este un preradical idempotent. Atunci:
1) rvs<s pentru r<s;

2) (r~s)-s=r~s pentru r<s;

3) (r~s)vs=r+ys pentru r<s;

4) (r-s)vs=r-s.

Demonstratie. 1) Conditia r < s asigurd existenta catului stang r 7. s.
Fie r < s . Aplicdnd proprietatea de monotonie la numarator a catului stang in
raport cu intersectia, obtinem 7 7 s < s % s. Daca preradicalul s este idempotent,

atunci s . s = s, prin urmare r . s < s.

2) Conditia r < s asigura existenta catului stang r 7. s.

Fie s este un preradical idempotent. Utilizand Propozitia 4.14, obtinem relatia
(r~s)-s=(rxs)-e(s). Din afirmatia 2 a Propozitiei 4.12 (r 7. s) -e(s) =71 . s,
prin urmare (r 7. s)- s =1 /. s.

3) Conditia r < s asigurd existenta catului stang r % s. Mai mult, conform
afirmatiei 1 din aceasta propozitie, daca preradicalul s este idempotent avem relatia
r . s < s, ceea ce implicd existenta catului stang (r 4. s) . s.

Conform afirmatiei 1 din Propozitia 4.7, obtinem (r 7. s) v. s =r #. (s - s). Daca
s este un preradical idempotent, atunci (r 7. s) 4. s =1 /. s.

4) Deoarece r - s < s, urmeaza ca exista catul stang (r - s) 7. s.

Conform afirmatiei 2 din Propozitia 4.7, obtinem (r - s) % s < r - (s . s). Daca
s este un preradical idempotent, atunci (r - s) 4 s < r - 5. Insa conform Lemei 4.2

(r-s)~s>r-s, prin urmare (r-s) V. s=r - s. O

71



4.3. Comportamentul catului stAng in raport cu intersectia in cazul unor tipuri

speciale de preradicali

Mai intai aratam cand are loc egalitatea in unele proprietati ale catului stang in

raport cu intersectia (vezi Propozitia 4.6).

Propozitia 4.16 Fie r,s € PR. Atunci urmdatoarele conditii sunt echivalente:
1) r=(r-s)~ s.

2) r=tx s pentru un preradical t < s.

Demonstratie. Conditia ¢ < s asigura existenta catului stang t 7. s. Deoarece r-s < s,
urmeaza ci existd catul stang (r - s) V. s.

1)=2) Daca r=(r-s)# s,atunci r =t~ s pentru t=r - s.

2) = 1) Fie r =t *. s pentru un preradical ¢ < s. Din definitia catului stang in
raport cu intersectia avem relatia (¢ 4. s)- s > t. Utilizand proprietatea de monotonie
la numaéradtor a catului stdng in raport cu intersectia, obtinem [(t . s)- s] v s >
t 7 s. Insa conform Propozitiei 4.6 [(t 7 s) - s] 4 s <t #. s, prin urmare avem relatia

(£~ s)-s] v s=tn s. Deoarece t*. s =r, urmeaza (r - s) . s=r. O
Propozitia 4.17 Fie r,s € PR. Atunci urmatoarele conditii sunt echivalente:
1) r=(rv s)-s pentru r<s.

2) r=t-s pentru un preradical t € PR.

Demonstratie. Conditia r < s asigura existenta catului stang r . s.

1)=2) Daca r=(r+. s)- s,atunci r=1¢ - s pentru t=r 7. s.

2) = 1) Fie r =t - s pentru un preradical ¢ € PR. Din Propozitia 4.6 avem
relatia (¢ - s) /. s < t. AplicaAnd proprietatea de monotonie a produsului preradicalilor,
obtinem [(t - s) % s]- s <t - s. Insd conform definitiei catului stang in raport cu
intersectia [(t - s) % s]- s >t - s, prin urmare [(t - s) % s]- s =t - s. Deoarece
t - s =r, urmeaza relatia (r 7. s)- s=r. 0J

In continuare vom cerceta comportarea catului stdng in raport cu intersectia in

cazul unor preradicali de tip special (preradicali primi, A - primi, ireductibili).
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Propozitia 4.18 Daca preradicalul r este coprim, atunci cdtul stang r . s este

un preradical coprim pentru orice preradical s > r.

Demonstratie. Conditia r < s asigura existenta catului stang r 7. s.

Fie preradicalul r # 0 este coprim si t; # to > 7 /. s pentru preradicalii ti, t5 €
PR. Aplicand Teorema 4.5 la relatia r v s < t1# ty, obtinem r < (t;# ts) - s.
Conform Lemei 2.15 avem relatia (t;# t2) - s < (t1- s)#(t2- s), prin urmare 7 <
(t1- s)#(ty - s). Deoarece r este coprim, urmeaza cad r < t;- s sau 1 < - s.
Aplicand Teorema 4.5 ambelor relatii, obtinem 7 7. s <t; sau r 4. s < ts.

Deci pentru orice preradicali 1, t € PR cu proprietatea ty# to > 17 % s avem
una din relatiile ¢; > r % s sau ty > r /. s, ceea ce inseamna ca preradicalul » v s

este coprim. L]

Mai mult, conform Propozitiei 4.18 daca preradicalul r este coprim, atunci si

egalizatorul sau e (r) este un preradical coprim ([96], pag. 56).

Propozitia 4.19 Daca preradicalul r este V-coprim, atunci cdtul stang r 7. s

este un preradical V-coprim pentru orice preradical s > 7.

Demonstratie. Conditia r < s asigura existenta catului stang r 7. s.

Fie preradicalul r este V-coprimsi t1Viy > r 7 s pentru preradicalii ¢, to € PR.
Aplicand Teorema 4.5 la relatia r 4. s < t1Vig, obtinem r < (¢; V t5)- s. Utilizand pro-
prietatea de distributivitate a produsului preradicalilor in raport cu reuniunea urmeaza
cd r < (t;- s)V (ty- s). Deoarece preradicalul r este V-coprim, rezultd cd r <t;- s
sau r < ty- s. Aplicind Teorema 4.5 ambelor relatii, obtinem r » s < t; sau
ryNs < i

Deci pentru orice preradicali %, to € PR cu proprietatea t; Vi, > r /. s avem
una din relatiile ¢; > r % s sau ty > r /. s, ceea ce inseamna ca preradicalul r v s

este V-coprim. ]

Mai mult, conform Propozitiei 4.19 daca preradicalul r este V-coprim, atunci si

egalizatorul sau e (r) este un preradical V-coprim ([96], pag. 66).
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Propozitia 4.20 Fie r,s €e PR st r =1t - s pentru un preradical t € PR.
Daca preradicalul r este coireductibil, atunci cdtul sting r 7. s este un preradical

cotreductibil.

Demonstratie. Din conditia r =t - s urmeaza ca r < s, ceea ce asigura existenta
catului stang r . s.

Fie preradicalul r este coireductibil si r 4 s = t; V ty pentru preradicalii
t1, to € PR. Deoarece r =1t - s pentru un preradical ¢, atunci conform Propozitiei
4.17 avem relatia r = (r #. s)- s, prin urmare r = (f; V tq) - s. Utilizdnd proprietatea
de distributivitate a produsului preradicalilor in raport cu reuniunea, obtinem r =
(t1-8) V (t2- s). Deoarece preradicalul r este coireductibil, urmeaza ca t;- s =r
sau ty: S=Tr.

Daca t; - s = r, atunci conform Teoremei 4.5, obtinem ¢; > r v s. Insa t; <
t1V to =1 /. s, prin urmare t; =1 . s.

Daca ty- s =r, atunci in mod similar obtinem ¢, =7 7. s.

Deci pentru orice preradicali t;, to € PR cu proprietatea t; V to =1r 7. s avem
relatia t; = r v s sau relatia ty = r /. s, ceea ce inseamna ca preradicalul r 4. s

este coireductibil. Ol

Mai mult, conform Propozitiei 4.20 daca preradicalul r este coireductibil, atunci

si egalizatorul sdu e (r) este un preradical coireductibil ([96], pag.66).

Urmatoarea afirmatie precizeaza aranjarea preradicalilor obtinuti cu ajutorul opera-

tiel cercetate.

Corolarul 4.21
(1) Pentru orice preradicali r,s € PR cu proprietatea v < s au loc urmdatoarele
relafii:
reos<(r-s)ns<r<(rys)-s<rns;
(2) Daca preradicalul s este idempotent, atunci
ros=r-s)ys<r<(rvs)-s=rys<s

pentru orice preradical r < s. (]
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4.4. Concluzii la capitolul 4

In capitolul patru a fost definiti si cercetatd o operatie noud in clasa prera-
dicalilor PR a categoriei R-modulelor stiangi R-Mod, si anume, catul stang in
raport cu intersectia. Spre deosebire de operatiile definite si cercetate in capitolele
doi si trei aceasta operatie este partiala, in sens ca ea nu exista pentru orice pereche de
preradicali. Este indicat criteriul de existenta al ei. Sunt aratate proprietatile principale
ale operatiei definite si ale preradicalilor obtinuti in rezultatul acestei operatii. A fost
determinata compatibilitatea noii operatii cu operatiile laticeale din laticea completa
(ymare”) PR (intersectia si reuniunea preradicalilor). Este descris comportamentul
acestei operatii in cazul unor preradicali de tip special (preradicali idempotenti, co-
primi, V - coprimi, coireductibili). De asemenea, sunt studiate unele cazuri particulare

ale operatiei cercetate in acest capitol.
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5. COCATUL STANG IN RAPORT CU REUNIUNEA

In acest capitol se defineste si se cerceteazd o noui operatie in clasa preradicalilor
PR a categoriei R-modulelor stangi R-Mod. Ea este duala operatiei definite si
studiate in capitolul patru. Rezultatele acestui capitol au fost publicate in lucrarile

169], [132] si [133].

5.1. Definitia si proprietatile principale ale cocatului stdng in raport cu reuni-

unea

Proprietatea de distributivitate a coprodusului in raport cu reuniunea ne permite
de a defini o operatie noua in clasa preradicalilor PR, si anume, inversa la stanga a
coprodusului in raport cu reuniunea. In acest compartiment se arata proprietatile de
baza ale ei gi legatura operatiei definite cu cele laticeale din laticea completa (,mare”)

PR.

Definitia 5.1. Fie r,s € PR. Vom numi cocdt sténg in raport cu reuniunea
al lur r pe s cel mai mare preradical dintre preradicalii r, € PR cu proprietatea

ra#8 < r. Vom nota acest preradical prin rVj s.

Vom spune, ca r este numardatorul, iar s numaitorul cocatului stang r v s.

Acum vom determina existenta si forma de reprezentare a cocatului stdng in raport

Ccu reuniunea.

Lema 5.1 Fie r,s € PR. Cocdtul sting rvu s exista daca st numai dacd r > s

si el poate fi reprezentat in forma rvs=V{r, € PR| ro#s <r}.

Demonstratie. (=) Presupunem ca exista cocatul stdng r v s. Atunci exista cel putin
un preradical r, € PR care poseda proprietatea 7,#s < r. Deoarece avem ca
0 < r,, conform proprietatii de monotonie a coprodusului preradicalilor, rezulta ca
O0#s < ro#s, insa intrucat O#s = s, urmeaza s < r,#s. Prin urmare, obtinem
relatia s < r.

(<) Fie r > s. Deoarece 0#s = s, urmeaza cd 0#s < r, prin urmare familia

de preradicali {7, € PR | r,#s <r} nu este vida. Deci putem considera preradicalul
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VA{r, € PR| ro#s <r}. Utilizand proprietatea de distributivitate a coprodusului pre-

radicalilor in raport cu reuniunea, obtinem V. 1o |#s =V (ro#s), insa
ra#s<rT ra#s<r
deoarece r,#s < r pentru orice preradical r, rezulta ci V. (re#s) <r, prin
Ta#SIT

urmare avem relatia ( \/< ra) #s < r. Mai mult, din constructia preradicalului
Ta#SIST

\/< ro este clar ca el este cel mai mare preradical din clasa PR cu proprietatea
Ta #SIT
ro#S < 1. Prin urmare V{r, € PR|ro#s<r}=rvs. O

Din demonstratia Lemei 5.1 conchidem urmatoarea relatie (r vy s)#s < r, pe care

o vom intrebuinta adesea pe parcursul acestui capitol.
Lema 5.2 Fie r,s € PR gi r>s. Atunci rvus <r.

Demonstratie. Conditia r > s asigura existenta cocatului stang 7V s.

Deoarece 1 s < (14 s) # s, iar din definitia cocatului stang in raport cu reuniunea

avem (1Y s)#s <r,urmeaza 1% s < 7. O

Urmatoarele doua afirmatii arata legatura dintre cocatul stang in raport cu reuni-

unea si relatia de ordine (<) din clasa PR.

Propozitia 5.3 (Monotonie la numarator) Fie ry,r, € PR si r, <r,. Atunci

pentru orice preradical s < r, avem T VikS < TV S.

Demonstratie. Deoarece s < r, < r,, conform Lemei 5.1 exista cocaturile stangi r, % s,
oV S §1 T s=V{ra EPR| ro#s<r}, ry%s= \/{7‘23 EPR| rh#S < rg}.

Din conditiile r, < 7, §i ro#s < r; urmeaza relatia 7r,#s < r,. Aceas-
ta inseamna ci fiecare preradical r, este unul dintre preradicalii T’B, ceea ce im-
plica relatia V{r, € PR| ro#s<nr,} <V {7“23 € IP’R{ Th#S < 7“2}, prin urmare avem

Vs < TyVs. U

Propozitia 5.4 (Antimonotonie la numitor) Fie s,,s, € PR gi s, < s,. Atunci

pentru orice preradical T > S, avem 1TV S, > T Vi S,.

Demonstratie. Deoarece r > s, > s,, conform Lemei 5.1 exista cocaturile stangi r v s,

TV Sy §1 TV s =V{rg €EPR| ro#s, <r}, TV@SQZ\/{T’QEPR r’ﬁ#32§r}.
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Fie s < so. Utilizadnd proprietatea de monotonie a coprodusului preradicalilor,
obtinem rg#sl < T%#SQ, insd daca r%#@ < r, urmeaza fr’ﬁ#sl < r. Aceasta
inseamna ca fiecare preradical 7 este unul dintre preradicalii 7o, ceea ce implica
relatia V {T’ﬁ € IP’R} Tl # 8y < 7”} < V{r, € PR| ro#s, <r}, prin urmare avem ci

TV So < TV S1. U

Urmatorul rezultat poate servi ca o alta definitie a cocatului stang in raport cu

reuniunea.

Teorema 5.5 Fie r,s € PR si r > s. Atunci pentru orice preradical t € PR
avem:

r>t#sES Vs >t

Demonstratie. Fie r > s. Atunci conform Lemei 5.1 exista cocatul stang 7V, s si
Vs =V{r, € PR| ro#s <r}.

(=) Fie t#s <r. Aceasta inseamna ca preradicalul ¢ este unul dintre preradicalii
o, ceea ce implica relatia t < V{r, € PR| ro#s <r}, adicd t <rvs.

(<) Fie t <rv,s. Utilizand proprietatea de monotonie a coprodusului preradica-
lilor, obtinem t#s < (rv s) #s . Din definitia cocatului stdng in raport cu reuniunea

avem (1Y% s) #s <, prin urmare t#s <r. O

Afirmatiile ce urmeaza reprezinta unele proprietati ale cocatului stdng in raport cu

reuniunea.

Propozitia 5.6 Pentru orice preradicali r,s € PR avem:

(r#s)ys>r.

Demonstratie. Deoarece 1 #s > s, conform Lemei 5.1 exista catul stang (r#s) v s
si (r#s)us=V{ra € PR|ro#s <r#s}.

Avem r#s < r#s. Acest fapt inseamna ca preradicalul r este unul dintre pre-
radicalii r,, ceea ce implicd relatia r < V{r, € PR| r,#s <r#s}, prin urmare

< (r#s)Vs. ]
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Propozitia 5.7 Fie r,s,t € PR. Atunci urmdatoarele relatii sunt adevdarate:
1) (rves)ut = rvu(t#s) pentru r>1t#s;
2) (r#s)%t > r#(s%t) pentru s >t.

A~

Demonstratie. 1) Conditia r > t#s asigurd existenta cocatului stang r v (t#s). In
acest caz, deoarece t#s > s rezulta ca r > s, deci exista cocatul stang r v, s. Mai
mult, din Teorema 5.5 t#s <r < rvs > t, ceea ce asigura existenta cocatului stang
(rv s) Vi t. Conform Lemei 5.1 avem 7V s = V{r, €EPR| ro#s <r}, rv% (t#s) =
V{sg € PR| sg#(t#s) <r} si (rs)wt=Vv{t,e PR|t,#t <rvs}

(<) Fie t,#t < rvs. Utilizand proprietatea de monotonie a coprodusului pre-
radicalilor, obtinem relatia (¢, #t)#s < (r V4 s) # s, iar din definitia cocatului stang in
raport cu reuniunea avem (r‘4 s)#s < r, prin urmare (t,#t) #s < r. Conform pro-
prietatii de asociativitate a coprodusului preradicalilor, urmeaza ca t,# (t#s) < r,
ceea ce inseamna ca fiecare preradical ¢, este unul dintre preradicalii sg. Acest
fapt implica relatia vV {t, € PR| t, #t <rv s} <V{sg € PR| sg# (t#s) <r}, adica
(rg s) %t < r (t#s).

(>) Fie sg#(t#s) < r. Utilizdnd proprietatea de asociativitate a coprodusu-
lui preradicalilor, obtinem relatia (sg#t)#s < r, insd 7Y% s este cel mai mare
preradical dintre preradicalii r, € PR cu proprietatea 7r,#s < r, prin urmare
sg#t < 1Y s. Aceasta inseamna ca preradicalul sz este unul dintre preradicalii ¢,
ceea ce implica relatia V{sg € PR| sg# (t#s) <r} < V{t, e PR|t, %t <rvs},
adicad 7V (t#s) < (1 s) Vt.

2) Conditia s >t asigura existenta cocatului stang sV, t. Mai mult, deoarece
avem r#s > s urmeaza relatia r#s > t, ceea ce asigura existenta cocatului stang
(r#s) vt

Din definitia cocatului stang in raport cu reuniunea avem s > (s t) #t. Utilizand
proprietatile de monotonie si de asociativitate ale coprodusului preradicalilor, obtinem
r#s > r#[(sut)#t] = [r#(s%t)#t. Aplicind Teorema 5.5 la relatia r#s >

[r#(svut)#t avem (r#s)V%t > r#(s%t). O
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Propozitia 5.8 Fie r,s € PR i r > s. Atunci urmadatoarele relafii sunt
adevarate:

D) (rvet) % (svet) >rvus sau (rvs)#(sVt) < rvut pentru orice preradical
t<s;

2) (r#t)(s#t) > rvs sau (rvus)#(s#t) < r#t pentru orice preradical
t € PR.

Demonstratie. 1) Conditia r > s asigurd existenta cocatului stang 7 s. In acest
caz, daca t < s, atunci r > ¢, prin urmare exista cocaturile stangi svt si rVt.
Mai mult, deoarece r > s, conform proprietatii de monotonie la numarator a cocatului
stang in raport cu reuniunea, obtinem r Vv, t > sV t, ceea ce asigura existenta cocatului
stang (7 v t) v (s t).

Conform Teoremei 5.5 relatiile din aceasta afirmatie sunt echivalente. Demonstram

a doua relatie.

Din definitia cocatului stdng in raport cu reuniunea avem r > (7% $)#s §i s >
(svut)#t. Utilizadnd proprietatile de monotonie gi de asociativitate ale coprodusului
preradicalilor, obtinem 7 > (rv s)#s > (rvues)#[(svet)#t] = [(rves)# (sut)] #t.
Aplicand Teorema 5.5 la relatia r > [(rvus)#(svt)]#t avem urmatorul rezultat
TVt > (1 s)#(s%t).

2) Conditia r > s asigura existenta cocatului stang 7 s. Mai mult, conform
proprietatii de monotonie a coprodusului preradicalilor avem r#t > s#t pentru orice

preradical t € PR, ceea ce implica existenta cocatului stang (r#t) v (s #1).

Conform Teoremei 5.5 relatiile din aceasta afirmatie sunt echivalente. Demonstram
a doua relatie.

Din definitia cocatului stang in raport cu reuniunea avem r > (r v s) # s. Utilizand
proprietatile de monotonie si de asociativitate ale coprodusului preradicalilor, obtinem
rat > [(rvs)#s]|#t = (rvs)#(s#t). O

Urmatoarele afirmatii arata legatura dintre cocatul stang in raport cu reuniunea si

operatiile laticeale din clasa PR.
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Teorema 5.9 (Distributivitatea catului sting rj s in raport cu intersecfia) Pen-
tru orice preradical s € PR i orice familie de preradicali {r, € PR|r, > s, a € A}

este adevaratd urmdtoarea afirmatie:

(a@&tm) LA (ra % 5).

Demonstratie. Relatiile r, > s, a € 2 asigura existenta cocaturilor stangi r, Vi s

pentru orice « € 2 . Insa in acest caz avem A r, > s, deci exista cocatul stang

ac
N 1o | Vi S.
<a€ﬁ ) #

(<) Conform Lemei 5.1 avem ( A ra) Ve S =V {tﬁ ePR|tgzs < A ra} si
ael ac
oV s =V{r, e PRI #s < ry}.
Fie tg#s < /\Q[ra. Deoarece avem relatia /\mra < r, pentru orice «a € %,
ac ae
urmeaza ca tg#s < 1, pentru orice a € 2, ceea ce inseamna ca fiecare preradical

tg este unul dintre preradicalii 7 pentru orice a € 2A. Acest fapt implica relatia

\/{tg €EPR| tg#s < /\Q‘ra} < Vv{r, €ePR|ri#s < r,} pentru orice a € A, de
ac
unde urmeaza V {tg ePR| tg#s < /\Q[ra} < A (V{r, e PR|7,#s < r,}), adica
ac ac

avem (a/e\mra> Vi s < a/e\Q( (o Vi ).

(>) Din definitia cocatului stdng in raport cu reuniunea avem 7, > (74 V% S) # S
pentru orice « € U, ceea ce implica relatia a/e\mra > a/e\m (70, % $) # s]. Conform
proprietatii de distributivitate a coprodusului preradicalilor in raport cu intersectia,

rezulta ca /\era > l /\m (Ta Vi 3)1 #s si de unde aplicand Teorema 5.5, obtinem
ac ac

lati AN Ta|%s> N (TaVs). O
relatia (aemr ) hs2 N (Ta e S)
Propozitia 5.10 In clasa PR urmatoarele relatii sunt adevdrate:

1 V \/ >V 7 t > A -
) (aemra> #s_aem(rags) pentru ro > S, a € A;

2) 7’%( A sa> > V (1Y sa) pentru 1> S, o € AU
acd acd

3) rv|l V.osa ] < A (7 Sa t > Sas 2.
) r@<a6m5>_aem(7’g¢s) pentru r > S,, a €
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Demonstratie. 1) Conditiile r, > s, o € 2 asigura existenta cocaturilor stangi 7, % s,

o € 2. In acest caz avem \/era > s, deci exista cocatul stang ( \/Q[ ra) Vg S.
(oS ae

Din definitia cocatului stdng in raport cu reuniunea avem r, > (7, % S) # s pentru

orice «a € A, ceea ce implicd relatia \/Q[TO‘ > \/Q[ (70 % s) # s]. Conform propri-
ac ac

etatii de distributivitate a coprodusului preradicalilor in raport cu reuniunea, rezulta

ca \/Q(ra > { \/Ql (ra Vi s)} #s si de unde aplicaind Teorema 5.5, obtinem relatia
ac ac

\Y > Y .
(a\E/era> wSZ oz\E/Ql (Ta A& S)

2) Conditiile r > s,, o € 2 asigura existenta cocaturilor stangi 7', s, pentru

orice « € 2. Mai mult, in acest caz r > A s,, ceea ce implica existenta cocatului

ac
stang r %( /\91 sa>.
ac

Deoarece A s, < s, pentruorice a € 2, utilizand proprietatea de antimonotonie
ac

la numitor a cocatului stdng in raport cu reuniunea, avem 1 %, ( A sa> A
ac
pentru orice « € 2, ceea ce implica relatia 7y ( /\91 sa) > \/91 (7 Y Sq)-
ac ac

3) Conditiile r > s, pentru orice « € 2 asigura existenta cocaturilor stangi

Vi S, pentru orice a € 2. In acest caz avem r > V s,, ceea ce implica existenta
ac?l

cocatului stang r V@( vV sa>.
ac

Pentru orice a € 2 avem \/Q( Sa = So. Utilizand proprietatea de antimonotonie
ac

la numitor a cocatului stang in raport cu reuniunea, obtinem 7 ( \Y sa> <7V Sq
ac

pentru orice a € 2, ceea ce implica relatia r v ( V sa) < A (T Y% Sa)- O
acd ael
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5.2. Cazurile particulare ale cocatului stang in raport cu reuniunea

In acest paragraf vom studia unele cazuri particulare ale cocatului stang in raport

cu reuniunea 7 Y S.

Definitia 5.2. ([93|, pag. 204) Coegalizatorul preradicalului r este preradicalul
c(r)=V{rea € PR|r,#r=r}.
Propozitia 5.11 Fie r,s € PR. Atunci:
1) rvr=c(r);
2) rvy0=r;
3) 1vs=1.
Demonstratie. Conform definitiei cocatului stang in raport cu reuniunea, obtinem:
1) rur=V{ra €PR|ro#r <r}=V{r, e PR| ro#r=r}=c(r);
2) 7 0=V{ra €PR|r,#0<7r} =V{r, e PR|r, <r}=r;
3) 1s=V{ra €PR|ro#s <1} =V{r,|ro € PR} =1. O
Din Propozitia 5.11 avem urmatoarele cazuri particulare:
(1) 0 0=0; (2) 11 =1.

Daca avem r > s > 0, aplicand proprietatea de antimonotonie la numitor a
cocatului stang in raport cu reuniunea, obtinem rvr < rv.s < rv 0, prin urmare

avem c(r) <rvs<r.

Mai mult, conform proprietatii de distributivitate a coprodusului preradicalilor in

raport cu reuniunea, obtinem:

c(r)#rz( V Ta>#7": Vo (rq#r) =T
r To FF

Ta #F7=

pentru preradical r € PR.
Acum vom arata unele proprietati ale coegalizatorului.
Propozitia 5.12 Daca r,s € PR s r > s, atunci:
1) c(r)# (rves)=rvs;
2) (rves)#c(s)=rvys;
3) (rvus)Vuc(s)=rvs.
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Demonstratie. Conditia r > s asigura existenta cocatului stang r Vv s.

1) Avem c(r)# (rvs) = (rvr)# (rvs). Aplicand afirmatia 1 a Propozitiei 5.8,
obtinem (rvur)# (rvs) <rv s, dar deoarece (rvr)+# (rVus) > 1V s, urmeaza ca
c(r)# (rvus) =rvs.

2) Avem (7 s)#c(s) = (rvus)# (sV s). Aplicand afirmatia 1 a Propozitiei 5.8,
obtinem (7Y s)# (s s) < 1Y% s, insa deoarece (7Y S)# (SV4 S) > T Y% S, urmeaza ca
(rvies)#c(s) =1vs.

3) Deoarece r > s, aplicind proprietatea de monotonie la numaéritor a cocatului
stang in raport cu reuniunea, obtinem r V4 s > sV s, ceea ce asigura existenta cocatului
stang (7 V4 s) V% (s V4 ), adicd a cocatului stang (7% $) Vi ¢ (s).

Avem (rv s)Vuc(s) = (1 s) Vi (sV s). Utilizand afirmatia 1 a Propozitiei 5.8,
obtinem (rV4 s) % (sV4s) > 1% s, insa conform Lemei 5.2 (7% $) Vi (S % S) < 7V s,

prin urmare (74 $) Vi c(S) =1 % s. O

In continuare consideram cazul proprietatii unui preradical de a fi radical.

Remarca 5.13 (|93|, pag. 204) Pentru orice preradical r € PR  coegalizatorul

sau c(r) este un radical.

Demonstratie. Avem ¢ (r)#c(r) = (rr)# (r % ). Aplicand afirmatia 1 a Propozitiei
5.8, obtinem (rvur)# (rvur) < rvr, dar deoarece (rvr)# (rvur) > 1Y r, urmeaza
cd (rvur)#(rver) =rvr, adicd c(r)#c(r) = c¢(r). Aceasta inseamné ca preradi-

calul c(r) este un radical. O
Propozitia 5.14 Preradicalul r este un radical daca si numai daca c(r) =r.

Demonstratie. (=) Prin definitie coegalizatorul preradicalului r are forma c¢(r) =
V{r, € PR| ro#r =r}. Fie preradicalul r este un radical, adici r#r = r, ceea ce
inseamna ca preradicalul r este unul dintre preradicalii r,. Acest fapt implica relatia
r < V{r, € PR| ro#r=r}, adica r < ¢(r), insd am ardtat mai sus cd c(r) <r,
prin urmare c¢(r) =r.

(<) Fie c¢(r) =r. Atunci r#r = c(r)#r, dar mai sus am aratat cad c(r)#r =r,

prin urmare 7 #1r = r, ceea ce inseamna ca preradicalul r este un radical. (]
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Mai mult, deoarece ¢ (r) < rv s <r, dacd preradicalul r este un radical, atunci

rVv, s =r pentru orice preradical s < r.

Propozitia 5.15 Fie r,s € PR si s este un radical. Atunci:

1) rvs>s pentru r > s;

)

2) (rvus)#s=rvs pentru r>s;

3) (rVs)%s=rv%s pentru r > s;
)

4) (r#s)%s=r#s.

Demonstratie. 1) Conditia r > s asigurd existenta cocatului sting 7 s.

Deoarece r > s, utilizadnd proprietatea de monotonie la numarator a cocatului
stang in raport cu reuniunea, obtinem relatia r V4 s > sV, s, adicd v s > ¢(s). Daca
preradicalul s este un radical, atunci conform Propozitiei 5.14 urmeaza r 7. s > s.

2) Conditia r > s asigura existenta cocitului stang r v s.

Daca preradicalul s este un radical, atunci conform Propozitiei 5.14 urmeaza relatia
(rvies)#s=(rvs)#c(s), insa din Propozitia 5.12 avem (rvx s)#c(s) = 1% s, prin
urmare (7Y S)#S =1V s.

3) Conditia r > s asigura existenta cocatului stdng r v, s. Mai mult, din afirmatia
1 a acestei propozitii urmeaza ca rVv, s > s, ceea ce implica existenta cocatului stang
(r% s) % s.

Conform afirmatiei 1 a Propozitiei 5.7 avem (rV4 s) Vs = 1% (s#s). Daca s este
un radical, atunci (rV4 s) % s =1V s.

4) Deoarece r#s > s, urmeaza ca existd cocatul stang (r#s) V4 s.

Conform afirmatiei 2 a Propozitiei 5.7, obtinem (r#s)vs > r#(s% s). Dacad s
este un radical, atunci (r#s) Vs > r#s. Insi din Lemma 5.2 avem (r#s)V%s <r#s,

prin urmare (r#s)Vu S =1#s. O
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5.3. Comportamentul cociatului stdng in raport cu reuniunea in cazul unor tipuri

speciale de preradicali

Urmatoarele doua afirmatii arata cand are loc egalitatea in unele proprietati ale

cocatului stang in raport cu reuniunea (vezi Propozitia 5.6).

Propozitia 5.16 Fie preradicalic r,s € PR. Atunci urmatoarele condific sunt
echivalente:
1) 7= (r#s)%s.

2) r=tvws pentru un preradical t> s.

Demonstratie. Conditia t > s asigura existenta cocatului stang tv4 s. Deoarece
r#S > s, urmeaza ca exista cocatul stang (r#s) Vk s.

1) =2) Fie r=(r#s)%s. Atunci r =tV s pentru t=r#s.

2) = 1) Fie r =tv s pentru un preradical t > s. Din definitia cocatului stang
in raport cu reuniunea avem (tv s)#s < t. Aplicand proprietatea de monotonie la
numaritor a cocatului stang in raport cu reuniunea, obtinem relatia [(t V4 s) # 8] % s <
t v s, insa conform Propozitiei 5.6 urmeaza [(tV4s)# S|V s > tV4 s, prin urmare

[(tv s)# 8] Vs =tV s. Deoarece tv s =1 avem (r#s)%s=r. O
Propozitia 5.17 Fie preradicaliv r,s € PR. Atunci urmatoarele condific sunt
echivalente:
1) r=(rvs)#s pentru r > s.
2) r=t#s pentru un preradical t € PR.
Demonstratie. Conditia r > s asigura existenta cocatului stang r Vv s.
1)=2) Fie r=(rvws)#s. Atunci r =t#s pentru ¢t =r",s.

2) = 1) Fie r = t#s pentru un preradical ¢ € PR. Din Propozitia 5.6 avem relatia
(t#s)v s > t. Utilizdnd proprietatea de monotonie la numérator a coprodusului pre-

radicalilor, obtinem [(t#s)Y% s]#s > t#s, insa conform definitiei cocatului stang
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in raport cu reuniunea [(t#5)V s|#s < t#s, prin urmare [(t#5s) V% s|#s = t#s.

Deoarece t#s =1 avem (rVs)#s=r. O

Acum vom arata comportamentul cocatului stdng in raport cu reuniunea in cazul

unor preradicali de tip special (preradicali primi, A - primi, ireductibili).

Propozitia 5.18 Daca preradicalul r este prim, atunci preradicalul vV s este

prim pentru orice preradical s <.

Demonstratie. Conditia r > s asigura existenta cocatului stang r Vv s.

Fie preradicalul r £ 1 este prim si t; - to < 7V s pentru preradicalii ¢, t5 € PR.
Conform Teoremei 5.5 urmeaza r > (t; - t3) # s. Utilizand afirmatia 1 a Lemei 2.15,
obtinem (t; - to) # s > (t1#5) - (ta# s), prin urmare r > (t1#5) - (to# s). Deoarece r
este prim, urmeaza cd r > t1#s sau r > to# s. Aplicind Teorema 5.5 ambelor relatii,
obtinem 7V, s >1t; sau 7V s > ts.

Deci pentru orice preradicali %1, to € PR cu proprietatea t; - to < rvw s avem
una din relatiile t; < rvs sau ty < rVvs, acest fapt si inseamna ca preradicalul

rV, s este prim. U

Mai mult, conform Propozitiei 5.18 daca preradicalul r este prim, atunci si coe-

galizatorul sau c¢(r) este un preradical prim (|95], pag. 454).

Propozitia 5.19 Daca preradicalul r este A-prim, atunci preradicalul vV s

este A-prim pentru orice preradical s < r.

Demonstratie. Conditia r > s asigura existenta cocatului stang r Vv s.

Fie preradicalul r este A-prim si t; Aty < rVvus pentru preradicalii i, t5 €
PR. Conform Teoremei 5.5 urmeaza relatia r > (f; A tg) #s. Utilizdnd proprietatea
de distributivitate a coprodusului preradicalilor in raport cu intersectia, obtinem ca
r > (t1#$) A (ta# s). Deoarece preradicalul r este A-prim, rezultd cad r > t1#s sau
r > to# s. Aplicand Teoremei 5.5 ambelor relatii avem Vi s > t; sau rVis > ts.

Deci pentru orice preradicali ¢, to € PR cu proprietatea t; Aty < rvs avem
relatia t; < rv. s saurelatia t, <7V s, ceea ce inseamna ca preradicalul r v, s este

A-prim. (]
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Mai mult, conform Propozitiei 5.19 daca preradicalul r este A-prim, atunci si

coegalizatorul sau c(r) este un preradical A-prim (|95, pag. 463).

Propozitia 5.20 Fie r,s € PR si r=t#s pentru un preradical t € PR. Daca

preradicalul r este ireductibil, atunce preradicalul r Vv s este ireductibil.

Demonstratie. Din conditia r = t#s urmeaza r > s, ceea ce asigura existenta
cocatului stang r v s.

Fie preradicalul r este ireductibil si avem rv,s = t; A 15 pentru preradicalii
t1, to € PR. Daca r =t#s pentru un preradical ¢, atunci din Propozitia 5.17 avem
= (rY%s)+#s, prin urmare 7 = (t; A t3) # s. Utilizand proprietatea de distributivitate
a coprodusului preradicalilor in raport cu intersectia, obtinem 7 = (t; #5s) A (t2 #5).
Deoarece preradicalul r este ireductibil, rezulta cd r = t; #s sau r =ty # s. Aplicand
Teorema 5.5 ambelor relatii urmeazi r v, s >t sau Vs > to. Insd 7Y s =t A to,
ceea ce implica t; > rvws si to > rVvs, prin urmare obtinem rVv.s = t; sau
TV S = to.

Deci pentru orice preradicali %, t, € PR cu proprietatea ¢; A t5 = rvi s avem
una din relatiile ¢, = rv. s sau ty = rYv s, ceea ce inseamna ca preradicalul r Y, s

este ireductibil. 0

Mai mult, conform Propozitiei 5.20 daca preradicalul r este ireductibil, atunci si

coegalizatorul sau c¢(r) este un preradical ireductibil (|95], pag.463).

Urmatoarea afirmatie indica aranjarea noilor preradicali obtinuti cu ajutorul opera-

tiei studiate in acest capitol.

Corolarul 5.21
(1) Pentru orice preradicali r,s € PR cu proprietatea r > s au loc urmatoarele
relaii:
TS < (rvps)#s<r < (r#s)s<r#s;
(2) Daca s este un radical, atunci:
S<rVvs=(r%s)#s<r<(r#s)%s=r#s

pentru orice preradical r > s. ]
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5.4. Concluzii la capitolul 5

In capitolul cinci a fost definitd si cercetatd o operatie noui in clasa preradi-
calilor PR a categoriei R-modulelor stangi R-Mod, gi anume, cocatul stang in
raport cu reuniunea. Ea este duala operatiei definite gi cercetate in capitolul pa-
tru. Este stabilit criteriul de existenta al ei gi sunt aratate proprietatile principale ale
ei gi ale preradicalilor obtinuti in rezultatul acestei operatii. A fost determinata com-
patibilitatea operatiei definite cu operatiile laticeale din laticea completa ,mare” PR
(intersectia si reuniunea preradicalilor). Este descrisa comportarea noii operatii in cazul
unor preradicali de tip special (preradicali primi, A - primi, ireductibili, radical). Mai

mult, sunt studiate unele cazuri particulare ale operatiei introduse in acest capitol.
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CONCLUZII GENERALE SI RECOMANDARI

Problema de baza a algebrei este studiul structurilor algebrice (grupuri, inele,
campuri, module, latice, categorii etc.) si a legaturilor dintre aceste structuri alge-
brice. Acest lucru poate fi efectuat numai cercetdnd legile generale ale operatiilor din
structurile algebrice respective. Prin urmare, avand mai multe operatii acest studiu

poate fi facut mai minutios, mai amplu, mai efectiv.

In prezenta lucrare sunt introduse unele noi constructii in teoria radicalilor in mod-
ule, si anume, sunt definite si studiate patru operatii noi in clasa preradicalilor unei
categorii de module, ceea ce a condus la imbogatirea rezervei instrumentale de lucru

in clasa preradicalilor unei categorii de module si reprezinta scopul acestei lucrari.

Rezultatele principale elaborate in domeniul teoriei radicalilor unei categorii de
module din aceasta lucrare sunt noi. Cercetarile realizate in lucrare se refera la obiec-
tivele propuse pentru investigatie si ne permit sa formulam urmatoarele concluzii si

recomandari.

Concluzii generale:

1. Au fost definite si studiate doua operatii noi complete (in sens ca exista pentru
orice pereche de preradicali) in clasa preradicalilor unei categorii de module, gi anume,
catul stang in raport cu reuniunea $i cocdtul stdng in raport cu intersectia. Au fost
determinate proprietatile principale ale lor si ale preradicalilor noi obtinuti in rezultatul
efectuarii acestor constructii. S-a aratat compatibilitatea operatiilor noi definite cu cele
laticeale din clasa PR (intersectia si reuniunea) (|66], [67], [129], [130], [133]).

2. Au fost cercetate unele cazuri particulare ale catului stdng in raport cu reuniunea
si ale cocatului stang in raport cu intersectia. S-au stabilit relatiile dintre aceste operatii
noi si unele notiuni si constructii cunoscute din teoria radicalilor (pseudocomplement
si suplement). A fost descris comportamentul catului stdng in raport cu reuniunea
in cazul preradicalilor primi, A-primi, ireductibili si al cocatului stang in raport cu
intersectia in cazul preradicalilor coprimi, V-coprimi, coireductibili (|66], [67], [129],
[130], [133]).

3. A fost demonstrat, ca operatia rest drept, introdusa si studiata de J. Golan in
monografia ,Linear topologies on a ring” pentru filtre preradicale, reprezinta un caz
particular al operatiei cocdtul stang in raport cu intersectia definita si cercetata in

aceastd lucrare in caz general pentru preradicali ([68]).

4. Au fost introduse si cercetate doua operatii noi partiale in clasa preradicalilor
unei categorii de module, si anume, cdtul stdng in raport cu intersectia si cocdtul sting

in raport cu reuniunea. Au fost determinate criteriile de existenta si proprietatile de
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baza ale lor si ale preradicalilor noi obtinuti in rezultatul aplicarii acestor constructii.
S-au stabilit relatiile dintre aceste noi operatii definite gi cele laticeale din clasa PR
(69], [131], [132], [133]).

5. Au fost determinate gi studiate unele cazuri particulare ale catului stang in raport
cu intersectia si ale cocatului stdng in raport cu reuniunea. A fost stabilit comporta-
mentul catului stdng in raport cu reuniunea in cazul preradicalilor primi, A - primi,
ireductibili, idempotenti si al cocatului stang in raport cu intersectia in cazul preradi-
calilor coprimi, V-coprimi, coireductibili, radicalilor ([69], [131], [132], [133]).

Prin urmare toate obiectivele tezei sunt realizate.

Rezultatele autorului, care se refera la tema lucrarii sunt publicate in [66 —69; 129 —
133].

Teza propusa spre sustinere contine solutionarea completa a problemei introducerii
si cercetarii unor noi operatii in clasa preradicalilor unei categorii de module.
Recomandari:

1. Rezultatele tezei pot constitui continutul unor cursuri speciale pentru masteranzi
si doctoranzi de la specialitatile matematice si pot servi drept suport pentru unele teze

de licenta si masterat.

2. Rezultatele obtinute pot fi utilizate la studierea si dezvoltarea de mai departe
a teoriei radicalilor in module, la cercetarea problemelor de tip structural in teoria

inelelor.

3. Aceste rezultate pot fi generalizate in alte cazuri: in clasa operatorilor de inchidere,

in categorii abeliene si in alte tipuri de categorii.
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