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1. CUVINTE - CHEIE

Cuvinte—cheie: cvazigrup, bucld, grup, grupoid, izotop, automorfism, unitate la stanga,
unitate la dreapta, pseudoautomorfism, cvazigrup Bol la stanga (la dreapta), cvazigrup Moufang,
W A-cvazigrup, CI-cvazigrup, i-cvazigrup, cvazigrup medial, cvazigrup Neumann, cvazigrup
tranzitiv la stanga, G-proprietati.

2. SCOPUL SI OBIECTIVELE CERCETARII

Actualitatea si importanta problemei abordate. Teoria cvazigrupurilor isi ia inceputul in
anii 20-30 ai secolului XX, dupa publicarea lucrarilor fundamentale ale lui David Hilbert, la
sfarsitul secolului XIX, care tin de axiomatizarea matematicii si, in particular, de axiomatizarea
geometriei, aparitia lucrarilor referitoare la diferite sisteme de axiome, in general la sistemele de
axiome ale diverselor geometrii, inclusiv geometriei euclidiene, geometriei proiective, geometriei
Lobacevschi, in dimensiunile 2 si 3.

Insusi termenul ,.cvazigrup” a apdrut in lucrarea lui Ruth Moufang [1] consacrati
problemelor coordinatizarii planurilor proiective. Putem afirma, de asemenea, ca termenul
“cvazigrup” a aparut in studiul independentei axiomelor planului proiectiv.

In lucrarile sale Moufang prin cvazigrup percepea obiectul, care acum este numit bucla
Moufang. In termeni moderni, ea a definit bucla Moufang ca o IP-bucla (Q,") cu “asociativitate
slaba”.

Peste doi ani dupa aparitia lucrarilor Moufang a fost publicata 0 lucrare importanta la tema
cvazigrupurilor de Gerrit Bol (1937), si anume “Gewebe und Gruppen”. Bol a abordat notiunea de
cvazigrup din punct de vedere geometric. El construieste trei noi configuratii U1, U2, U3 si pune
intrebarea daca inchiderea acestor trei figuri implica asociativitatea. El raspunde la aceasta
intrebare negativ si aratd ca cele trei figuri U impreund implica numai legea a [b (cb)] =

[(ab) c] b, care este tocmai una din identitatile Moufang. Pentru a demonstra acest lucru, Bol
indica un exemplu construit de catre Zassenhaus. Acesta a fost, de fapt, primul exemplu de bucla
neasociativd comutativa Moufang. Mai mult, Bol explicd semnificatia algebrica a fiecarei dintre
figurile U, ca Ul si U2 corespund unor legi care sunt numite in prezent identitatile Bol la dreapta
si Bol la stanga, respectiv: a ((bc) b) = ((ab) ¢) b si (b (ch)) a = b (c (ba)). In scurt timp
Zassenhaus a construit si primul exemplu de bucla Bol la dreapta.

Cvazigrupurile au multiple aplictii in statistica (teoria planificarii experimentului) [2], teoria
ecuatiilor diferentiale, geometria diferentiala [3], geometria hiperbolica [4], fizica [5], teoria
codurilor [6], criptografie [7].

Pentru cvazigrupuri, in special cele legate de combinatorica, au fost determinate si activ

cercetate diferite transformari (morfisme), printre care de mentionat: izomorfismele,
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automorfismele, izotopiile, autotopiile, izostrofiile, autostrofiile, izotopiile generalizate.
Automorfismele si grupurile automorfismelor buclelor au fost cercetate de catre A.A. Albert inca
in primele lucréri ce tin de teoria cvazigrupurilor [8].

Aproape toate clasele bine cunoscute (clasice) de cvazigrupuri si bucle poseda proprietati de
inversabilitate. Cel mai des aceste cvazigrupuri poseda una din proprietatile /P, LIP, RIP, WIP sau
CI.

IP- si LIP- buclele au fost definite in lucrarea lui R. Moufang [1]. WI1P-buclele —in lucrarea
lui R. Baer [9], iar CI-buclele au fost definite de catre Rafael Artzy in [10]. V.D. Belousov si B.V.
Turkan au definit si au studiat CI-cvazigrupurile in [11].

Problema importanta abordata in lucrare tine de cercetarea proprietatilor sistemelor algebrice
neasociative cu identitati de tip Bol-Moufang si aflarea relatiilor dintre aceste subclase si clasele
principale Moufang si Bol, aplicand morfismele.

Scopul si obiectivele tezei. Scopul lucrarii consta in cercetarea morfismelor si proprietatilor
sistemelor algebrice neasociative cu identitati de tip Moufang. Pentru atingerea acestui scop au
fost definite urmatoarele obiective:

(1) cercetarea relatiilor WA-, Cl-cvazigrupurilor, tranzitive la stdnga si Neumann cu
cvazigrupurile Moufang, Bol la stanga, la dreapta s.a.;

(2) cercetarea existentei unitatii in cvazigrupuri cu fiecare dintre cele 60 de identitati de tip
Bol-Moufang enumerate in lucrarea [12];

(3) cercetarea morfismelor, proprietatilor si relatiilor cu alte clase de cvazigrupuri noi definite
in lucrare (i-cvazigrupuri si WIP-cvazigrupuri generalizate);

(4) cercetarea G-proprietatilor cvazigrupurilor tranzitive la stdnga si Neumann.

3. METODOLOGIA CERCETARII STIINTIFICE

Constructiile si metodele de demonstratie se bazeaza pe aplicarea notiunilor de cvazigrup,
parastrof, unitati locale, izotopii, autotopii, nuclee, pseudoatomorfisme, G-proprietati.

Noutatea si originalitatea stiintifica constau in obtinerea rezultatelor noi de ordin teoretic.
Toate rezultatele prezentate in tezd sunt noi si originale. Au fost cercetate diverse clase de
cvazigrupuri (WA—, CI —cvazigrupuri, cvazigrupuri tranzitive la stanga, Neumann s.a.). Au fost
introduse si cercetate doua clase noi de cvazigrupuri (WIP-cvazigrupuri generalizate, i-
cvazigrupuri). Au fost cercetate clase de cvazigrupuri izotope grupurilor. Sunt descrise proprie-
tatile unor clase de cvazigrupuri inversabile. Au fost cercetate conexiuni intre clasele de
cvazigrupuri studiate si cvazigrupurile clasice Moufang, Bol s.a. Sunt determinate formele gener-

ale ale automorfismelor, pseudoautomorfismelor si cvaziautomorfismelor acestor cvazigrupuri.



Problema stiintifici importanta solutionatid consta in aplicarea relatiilor de tipul
morfismelor la cercetarea proprietatilor si existentei unitatii in sistemele algebrice neasociative cu
conditii de tip Bol-Moufang ce conduc la descrierea unor relatii importante noi intre clasele studi-
ate de cvazigrupuri.

Importanta teoretica si valoarea aplicativa a lucrarii este determinata de obtinerea unor
rezultate noi in cercetarea sistemelor neasociative cu identitati de tip Bol-Moufang. Lucrarea
poartd un caracter teoretic. Rezultatele lucrarii pot fi utilizate in predarea cursurilor de specialitate
pentru studentii, masteranzii si doctoranzii de la specialitdtile de matematica.

Aprobarea rezultatelor. Rezultatele stiintifice obtinute au fost expuse si aprobate in cadrul

X

Sesiunii speciale a Seminarului “Algebra si Logica matematica”, dedicate memoriei Profesorului
V. Belousov, Institutul de Matematica si Informatica “Vladimir Andrunachievici” al Academiei
de Stiinte a Moldovei. Rezultatele principale incluse in teza au fost prezentate la urmatoarele con-
ferinte stiintifice:
e The 25rd Conference on Applied and Industrial Mathematics CAIM 2017, Septem-
ber 14-17, 2017, Tasi.
¢ International conference on mathematics, informathics and information technolo-
gies dedicated to the illustrious scientist Valentin Belousov, 19-21 april, 2018 Balti.
e The 26" Conference on Applied and Industrial Mathematics CAIM 2018, Septem-
ber 20-23, 2018, Chisinau.
¢ International conference Mathematics&Information technologies: research and ed-
ucation, MITRE-2019, Moldova, State University, June 24 2019, Chisinau.
e LOOPS 2019 Conference, Budapest University of Technology and Economics,
July 7-July 11, 2019, Hungary.
e The 5th International Conference of Mathematical Society of the Republic of Mol-
dova, dedicated to the 55th anniversary of the foundation of Vladimir Andruna-
chievici Institute of Mathematics and Computer Science (IMCS-55), September 30,
2019.
e “Tendinte contemporane ale dezvoltarii stiintei: viziuni ale tinerilor cercetatori”:
Conferinta Stiintifica a Doctoranzilor (cu participare internationald), editia a 6-a,
Chisinau, 15 iunie 2017.
e The Fourth Conference of Mathematical Society of the Republic of Moldova: ded-
icated to the centenary of Vladimir Andrunachievici (1917-1997): Proceedings
CMSM 4, June 28 — July 2, 2017 Chisinau.



e “Tendinte contemporane ale dezvoltarii stiintei: viziuni ale tinerilor cercetatori”:
Conferinta Stiintificd a Doctoranzilor (cu participare internationald), editia a Vll-a
Chisinau, 15 iunie 2018.

Publicatiile la tema tezei. in total 16 lucrari stiintifice, cuprinzand 6 articole in reviste
recenzate de specialitate [13], [14], [15], [16], [17], [18] (2 articole fara coautori) si 10 rezumate
la conferinte stiintifice [19], [20], [21], [22], [23], [24], [25], [26], [27], [28], (7 rezumate fara
coautori).

Structura tezei si volumul tezei. Teza este scrisd in limba roméana si contine: introducere,
patru capitole, concluzii generale si recomandari, Bibliografie cu 98 titluri. Volumul tezei consta
din 95 pagini (inclusiv 86 pagini de text de baza).

4. SINTEZA CAPITOLELOR

Structura tezei este reprezentata in patru capitole, care contin rezultatele teoretice obtinute
in cercetarea proprietatilor sistemelor algebrice neasociative cu identitati de tip Bol-Moufang.

In introducere este formulata actualitatea si importanta problemei abordate, sunt mentionate
obiectivele, noutatea stiintifica si originalitatea tezei. Problema stiintifica studiatd subliniaza
importanta teoreticd si aplicativd a lucrarii. Este prezentatd o scurtd analiza a problemelor si
publicatiilor la tema tezei. Aceasta sectiune se incheie cu un rezumat al continutului lucrarii.

Primul Capitol — Analiza situatiei in domeniul sistemelor algebrice neasociative cu
conditii de tip Moufang al tezei, format din sase paragrafe, poarti un caracter introductiv. In
acest capitol sunt analizate conceptele algebrice fundamentale. Se prezinta rezultate cunoscute im-
portante pentru cercetdrile ulterioare.

in cel de al doilea Capitol - Despre unele clase de cvazigrupuri cu proprietiti de
inversabilitate ( WA—, OWIP—, CI —cvazigrupuri) s-au cercetat doud clase cunoscute de
cvazigrupuri cu proprietate inversa; s-a introdus o clasa noua de cvazigrupuri, o generalizare a
W1P-cvazigrupurilor. Capitolul contine sapte paragrafe in care sunt realizate obiectivele 1 si 3.
Rezultatele acestui capitol au fost publicate in [19], [22], [14], [15], [23].

Primele trei paragrafe redau rezultatele obtinute in cercetarea W A-cvazigrupurilor.
Cvazigrupul (Q,") cu identitatile xx - yz = xy - xz si xy - zz = xz - yz se numeste WA-cvazigrup
sau cvazigrup semimedial (pe scurt: SM-cvazigrup) (vezi [29]).

Orice bucla, izotopa W A-cvazigrupului, dat fiind bucla comutativa Moufang [30], s-au
demonstrat urmatoarele:

Lema 2.1.2. Orice WA-cvazigrup cu unitate la stdnga este cvazigrup Bol la stanga.

Lema 2.1.3. Orice W A-cvazigrup cu unitate la dreapta este cvazigrup Bol la dreapta.



Lema 2.1.4. Orice W A-cvazigrup (Q,”) cu proprietate inversa la stinga (la dreapta) este cvazigrup
Bol la stanga (la dreapta).
Din Lema 2.1.4. si 1.5.1. rezulta Corolarul 2.1.2..
Corolarul 2.1.2. Orice W A-cvazigrup, care este /P-cvazigrup, este cvazigrup Moufang.
Cercetand operatiile derivate pentru WA-cvazigrupul (Q,-), s-a obtinut Teorema 2.1.2.
Teorema 2.1.2. Fie (Q,") este WA-cvazigrup. Atunci:
(i) operatia derivata la dreapta pentru (Q,-) este cvazigrup Bol la stanga,
(i) operatia derivata la stanga (Q,*) este cvazigrup Bol la dreapta.
Paragraful patru al tezei este dedicat automorfismelor W A-cvazigrupurilor, permutarilor
interne ca automorfisme 1n raport cu unitatea la stanga si in raport cu element arbitrar:
Lema 2.2.2. in WA-cvazigrupul (Q,”) cu unitate la stanga f permutirile interne Lyy, Ry 81 Ty in
raport cu elementul f sunt automorfisme ale cvazigrupului (Q,).

Teopema 2.2.1. In WA-cvazigrupul (Q,) cu unitate la stinga f permutirile interne Ly .y, Ry 1 Ty
fatd de a € Q sunt automorfisme in (Q,") daca si numai dacd a € N; si se indeplineste urmatoarea
identitate xy - a = xf - ya.
Au fost cercetate pseudoautomorfismele. Cunoastem ca cvazigrupul cu pseudoautomorfism
la dreapta are de asemenea unitate la stanga (vezi [31]).
Lema 2.3.1. In WA-cvazigrupul cu unitate la stanga f translatia R, este pseudoautomorfism la
dreapta daci si numai daci translatia L, este pseudoautomorfism la dreapta si a® = f.
In paragraful cinci al lucrari s-au cercetat proprietatile unei clase noi de cvazigrupuri intro-
dusa de catre Florea I. A. si autoarea tezei si anume OWIP-cvazigrupuri.
Buclele cu proprietate inversa slabita detaliat au fost cercetate de catre Osborne [32]. Tot in
aceasta sursa sunt demonstrate si alte proprietati ale WIP-buclelor.
Definitia 2.4.1. Cvazigrupul (Q,") se numeste OWIP-cvazigrup, daca in (Q,") are loc egalitatea
x-1(y-ax) =1y, (2.24)
pentru orice x,y € @, unde | si o sunt careva permutari ale multimii Q.
Din identitatea (2.24), aplicind proprietatile permutarilor pentru aceasta clasd de
cvazigrupuri, s-a obtinut o identitate noud (2.25):
Lema 2.4.1. In OWIP-cvazigrupul (Q,) are loc egalitatea
I"Y(x2) - ax =171z, (2.25)
pentru orice x,z € Q.
Aplicand (2.25) s-a obtinut conditia necesara si suficienta cand OW1P-cvazigrupul (Q,-) este

izotop al LIP-buclei (Q,0). Vedem Teorema 2.4.1.



Teorema 2.4.1. OWIP-cvazigrupul (Q,") este izotop al LIP-buclei (Q,°), unde

xoy=R;'x L'y, xy = Ryx oL,y (2.26)
daca si numai daca in (Q,") are loc urmatoarea egalitate

b-1(I7*(by) x) = Rz} (b-1U*b-x)) -y, (2.27)
unde be, = b, R,, v = ve,,.

Pentru cazul, cand orice bucla (Q,°), izotopa OWIP-cvazigrupului (Q,"), este LIP-bucla, in
cvazigrupul (Q,") are loc identitatea:

z-1(I7Y(zy) - x) = Re_zl(z Iz %))y, (2.28)
pentru orice x,y,z € Q unde I este permutare a multimii Q, ze, = z, R, t = te,.
Lema 2.4.2. Daca in cvazigrupul (Q,") are loc identitatea (2.28), atunci in (Q,") este adevarata
identitatea

z-1(y-az) =1y, (2.29)
pentru orice z,y € Q, unde « este aplicatia multimii Q in sine. Iar daca a este permutare, atunci
(Q,") este OWIP-cvazigrup.

Prin analogie se prezinta si rezultatele la dreapta.

In ultimele doua paragrafe ale acestui capitol sunt prezentate rezultatele obtinute la cer-
cetarea CI-cvazigrupurilor.

CI-bucle sunt obiecte clasice ale teoriei cvazigrupurilor. Aceastd clasa de bucle a fost
definita de catre Rafael Artzy [10]. V.D. Belousov si B.V. Turkan au definit C/-cvazigrupurile in
[11]. Unele aplicatii ale CI-cvazigrupurilor in criptologie sunt prezentate in [33].

Bucla (Q,"), ce satisface una din identitatile echivalente x - yJx = y, xy - Jx = y, unde J este
0 bijectie a multimii Q astfel incat x-Jx = 1, se numeste CI-bucla. Cvazigrupul (Q,) cu
identitatea xy - Jx = y, unde J este 0 aplicatie a multimii Q in Q, se numeste CI-cvazigrup.

Observiam, ci in acest caz aplicatia J este permutarea multimii Q. in orice CI-cvazigrup
permutarea J este unica ( [11], Lema 2.25).

Grupoidul (Q,) cu identitatea xy - I,x = y, unde I, este aplicatia multimii Q in sine, se
numeste CI-grupoid la stanga. Grupoidul (Q,”) cu identitatea I;x - yx =y, unde I; aplicatia
multimii Q in sine, se numeste CI/-grupoid la dreapta. Grupoidul (Q,-) cu ambele identitati se
numeste CI-grupoid.

In articolul de baza [11] sunt dovedite urmitoarele afirmatii: orice CI-grupoid este
cvazigrup; in CI-cvazigrup identitatile CI-grupoidului la dreapta si la stanga sunt echivalente; orice

CI-grupoid la stanga este cvazigrup la stanga.



Din rezultatele obtinute de catre Chidwelli si Scerbacov urmeaza, ca CI-grupoidul la stanga,
in care aplicatia I, este bijectiva, este CI-cvazigrup. Orice CI-grupoid finit la stinga este CI-
cvazigrup [34].

Rezultatul principal al acestui paragraf este reflectat in urmatoarea teorema:

Teorema 2.5.1. Orice CI-grupoid la stanga (Q,) este CI-cvazigrup.
E clar, ca este adevarata teorema similara pentru orice CI-grupoid la dreapta.

Cercetand izotopii acestor cvazigrupuri am obtinut urmatoarele propozitii:

Propozitia 2.6.1. CI-cvazigrupul (Q,) este izotop al grupului (Q,°), cu izotopia (2.26)

daca si numai daca in (Q,*) are loc

(x(y(zu))) v=y-((xz'v) u), (2.36)
pentru orice x,y, z,u, v € Q.

Daca in cvazigrupul arbitrar (Q,*) se indeplineste identitatea (2.36), (Q,) este CI-cvazigrup?
Propozitia 2.6.2. Daca in cvazigrupul arbitrar (Q,-) are loc identitatea (2.36), atunci (Q,) este CI-
cvazigrup.

Propozitia 2.6.3. Daca orice bucla (Q,°), izotopa CI-cvazigrupului (Q,"), este comutativa, atunci
cvazigrupul (Q,") este medial, iar (Q,°) este grup abelian.
Propozitia 2.6.4. Bucla (Q,°), izotopa CI-cvazigrupului (Q,"), unde izotopia este datd de egalitatea
(2.26), va fi CI-bucla daca si numai daca in (Q,") are loc

(x+-by)a = (x-ba)y, (2.41)
pentru orice x,y € Q.

Studiind cvazigrupul (Q,"), in care egalitatea (2.41) are loc Va, b, x,y € Q, obtinem:
Propozitia 2.6.5. Orice cvazigrup (Q,-) cu identitatea

(x-yz)t = (x-yt)z, (2.44)
Vx,y,zt € Q este CI-cvazigrup si medial.

In al treilea Capitol — Despre o clasi de i-cvazigrupuri. Unititile in cvazigrupurile de
tip Bol-Moufang, format din sase paragrafe, sunt realizate obiectivele 2 si 3. Rezultatele sunt
publicate in [13], [27], [24], [28], [18].

In acest capitol s-a cercetat o clasi noua de cvazigrupuri numita i-cvazigrupuri introdusa de
catre primul aspirant al lui V.D. Belousov, I.A. Florea si autoarea tezei.

In primul paragraf al acestui capitol s-a cercetat distributantul i-cvazigrupurilor.
Distributantul D al cvazigrupului (Q,") este format din toate elementele d ale multimii Q astfel
incat (x-y)d=(x-d)-(y-d),d-(x-y)=(d-x)-(d-y) pentruorice x,y € Q.

Definitia 3.1.2. Cvazigrupul (Q,") se numeste i-cvazigrup, daca in (Q,") are loc identitatea
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x(xy-z) =y(zx - x), (3.2)

unde x,y,z € Q.

Rezultatele obtinute sunt formulate in urmatoarele teoreme:
Teorema 3.1.1. Daca i-cvazigrupul (Q,-) este RIP-cvazigrup, atunci (Q,-) este cvazigrup Moufang
Cu unitate la stanga f si distributantul D = {f}.
Teorema 3.1.2. Daca i-cvazigrupul (Q,) cu unitate la stanga f este izotop grupului abelian, atunci
(Q,") este cvazigrup Moufang, cvazigrup medial si distributantul D = {f}.
Teorema 3.1.3. Daca i-cvazigrupul (Q,7) cudistributant nevid D este izotop buclei Bol la stanga,
atunci (Q,") este cvazigrup Bol la stanga.
Teorema 3.1.4. i-cvazigrupul (Q,) cu distributant nevid D este cvazigrup Bol la stdnga daca si
numai daca in (Q,) are loc egalitatea

xa-xy = xx-ay, (3.6)

pentru orice x,y € Q, unde a € D, a este element fixat.

S-au cercetat relatiile i-cvazigrupurilor cu alte clase de cvazigrupuri, aplicand diferite
conditii. Rezultatele obtinute sunt redate in urmatoarele propozitii:
Propozitia 3.2.1. Daca i-cvazigrupul (Q,") este idempotent, atunci (Q,) este cvazigrup Bol la
stinga. Mai mult, in acest caz (Q,") este cvazigrup Stein la dreapta, care este distributiv la stanga
si miezul cvazigrupului Bol la stdnga de asemenea este i-cvazigrup.
Propozitia 3.2.2. Daca i-cvazigrupul (Q,7) are unitate la dreapta e, atunci (Q,”) este bucla
Moufang in care x2y = yx? pentru orice x,y € Q.
Propozitia 3.2.3. Orice i-cvazigrup (Q,”)) cu unitate la stinga f este cvazigrup cu proprietate
inversa la stinga si izotop LIP-buclei (Q,°), unde x oy = Rr'x - y.
Propozitia 3.2.4. Daci in i-cvazigrupul (Q,) are loc x? = f pentru orice x € Q, unde f este
element fixat, atunci (Q,") este cvazigrup Moufang cu unitate la stdnga f si izotop al unui grup
abelian.
Propozitia 3.2.5. i-cvazigrupul (Q,") cu unitate la stdnga f este cvazigrup Moufang daca si numai
daca Ry este automorfism al cvazigrupului (Q,").

In paragraful al treilea al acestui capitol s-au cercetat i-cvazigrupurile ce satisfac

urmatoarelor trei legi:

x-xz = xx - z (legea alternativa la stinga), (3.19)
zx - x = z - xx (legea alternativa la dreapta), (3.20)
xy-x = x - yx (legea de elasticitate). (3.21)

Au loc Propozitiile 3.3.1.-3.3.4.. Evidentiem:
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Propozitia 3.3.3. In orice i-cvazigrup (Q,) cu identitatea de elasticitate (3.20) multimea tuturor
unitatilor locale formeaza un subcvazigrup Bol la stinga.
Propozitia 3.3.4. i-cvazigrupul (Q,") cu unitate la stdnga f este cvazigrup Moufang daca si numai
daca in (Q,") are loc egalitatea:

zx - x = zf - xx, (3.26)
pentru orice x,z € Q.

Au fost cercetate pseudoautomorfismele acestei clase de cvazigrupuri. Aplicand unele
conditii s-au obtinut rezultatele, redate in urmatoarele 3 propozitii:

Propozitia 3.4.1. Daca permutarea  a multimii Q a i-cvazigrupului (Q,) cu unitate la stanga f
este pseudoautomorfism la dreapta al cvazigrupului (Q,) cu companionul k, atunci k este un
element Bol la stanga.

A fost construit exemplu de pseudoautomorfism al i-cvazigrupului: Exemplul 3.4.1..
Propozitia 3.4.2. Daca in i-cazigrupul (Q,") cu unitate la stanga f translatiile L, si R;, sunt pseudo-
automorfisme la dreapta cu companionul k, atunci a = e, f, b = ey, unde ke, = k.

Propozitia 3.4.3. Daca i-cvazigrupul (Q,”) cu unitate la stanga f este izotop grupului abelian,
atunci L, si Rp,unde a = e, f, b = ey, sunt pseudoautomorfisme la dreapta ale cvazigrupului (Q,")
cu companionul k.

in penultimul paragraf al acestui capitol s-au cercetat 60 de identitati de tip Bol-Moufang, la
existenta unitatii la dreapta, la stdnga, medii. S-a folosit lista celor 60 de identitati de tip Bol-
Moufang, cercetate in [35]. A se vedea Tabela 3.1. [36].

Exista si alte definitii ale identitatilor de tip Bol-Moufang si, prin urmare, alte clasificari ale
acestor identitati [37], [38].

Reformuland titlul articolului lui Gagola «Cum si de ce buclele Moufang se comporta ca si
grupul» putem afirma, ca cvazigrupurile cu identitatile Bol-Moufang «se comporta ca si grupuly.
Aceasta este una dintre cauzele, de ce s-au cercetat aceste clase de cvazigrupuri.

Amintim, ca parastroful (12) al grupoidului (G,-) este grupoidul (G,*), care in operatia " * "
se primeste dupd urmatoarea regula:

X*xy=7y-x. (3.44)
Clar, ca pentru orice grupoid (G,") exista grupoidul lui parastrofic (12) (G,*).
Presupunem, cé identitatea F este adevarata in grupoidul (G,-). Atunci putem obtine identi-

in operatia " * " si schimba

tatea parastrofica (12) (F*) a identitatii F, care trece operatia

ordinea variabilelor folosind regula (3.44).
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Remarca 3.5.1. in cazul cvazigrupului, prin analogie pentru identitatea parastrofica (12), pot fi
determinate alte identitati parastrofice.

Tabela 3.1. Unitatile in cvazigrupurile cu identitati de tip Bol-Moufang

Numele | Denumirea identitatea f e bucla grup
F; xy-zx = (xy-z)x + + + +
F, Moufang xy - zx = (x-yz)x + + + -

medie
Fs xy - zx = x(y - zx) + + + +
F, Moufang xy * zx = x(yz-x) + + + -

medie
Fs (xy-2)x = (x - yz)x |+ + + +
Fq Identitate extra | (xy * z)x = x(y - zx) |+ + + -
F; (xy - 2)x = x(yz- x) |+ - - -
Fg (x - yz)x = x(y - zx) |- + - -
Fq (x - yz)x = x(yz - x) |- - - -
Fio x(y rzx) = x(yz* x) |+ + + +
Fiq xy -xz = (xy - x)z |+ + + +
Fi, xy -xz = (x -yx)z |+ + + +
Fi3 Identitate extra xy - xz = x(yx-z) |+ + + -
Fiy xy xz = x(y- xz) + + + +
Fis (xy - x)z = (x - yx)z |- - - -
Fig (xy "x)z = x(yx - z) |+ - - -
Fi; Moufang la| (xy - x)z = x(y- xz) |+ + + -

stanga
Fig (x - yx)z = x(yx - z) | + + + +
Fiq Bol la stanga (x-yx)z = x(y - xz) |- + - -
Fzo x(yx +z) = x(y-xz) |+ + + +
Fyq yx - zx = (yx - z)x |+ + + +
F,, Identitate extra | yx - zx = (y - x2)x |+ + + -
Fys yx - zx = y(xz - x) |+ + + +
F,, yx zx = y(x - zx) |+ + + +
Fzs x-2)x = (y - xz)x |+ + + +
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Foe Bol ladreapta | (yx - 2)x = y(xz - x)
Fyy Moufang la| (yx 2)x = y(x * zx)
drepta
Fyg (v xz)x = y(xz - x)
Faq v - xz)x = y(x - zx)
F3o y(xz - x) = y(x- zx)
F3q yx-xz = (yx - x)z
F;, yx -xz = (y - xx)z
Fs3 yx - xz = y(xx * z)
F3, yx - xz = y(x * xz)
Fss x - x)z = (y - xx)z
F3¢ | RC-identitate (yx- x)z = y(xx - 2)
F3, C-identitate (yx x)z = y(x * x2)
Fg - xx)z = y(xx - 2)
F39 | LC-identitate (y " xx)z = y(x * xz)
Fao y(xx - z) = y(x - xz)
Fy, LC-identitate xx *yz = (x * xy)z
Fy, xx +yz = (xx * y)z
Fy3 xx +yz = x(x * yz)
Fy4 xx *yz = x(xy -+ z)
Fys (x - xy)z = (xx * y)z
Fue LC-identitate (x - xy)z = x(x - yz)
Fy7 (x - xy)z = x(xy - z)
Fug LC-identitate (xx - y)z = x(x * yz)
Fig (xx y)z = x(xy - z)
Fso x(x - yz) = x(xy - 2)
Fsq vz xx = (yz-x)x
Fs, vz -xx = (y- zx)x
Fes RC-identitate yz - xx = y(zx - x)
Fs, vz- xx = y(z * xx)
Fss vz - x)x = (y * zx)x
Feq RC-identitate (yz - x)x = y(zx - x)
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Fs; | RC-identitate vz - x)x = y(z+ xx) |- + - -
Fsg v - zx)x = y(zx- x) |+ + + +
Fsq - zo)x = y(z - xx) |- + - -
Feo y(zx -x) = y(z - xx) |- + - -

Este evident, ca identitatea F este adevaratd in grupoidul (G,") dacd si numai dacd in
grupoidul (Q,*) identitatea F* este adevarata.
Evidentiem Teorema 3.5.1., in baza careia S-au demonstrat afirmatiile pentru identitatile
parastrofice (12) ale cvazigrupurilor cercetate.
Teorema 3.5.1. [36]. (F})* = F3, (Fy)* = F,, (F5)* = Fyg, (Fg)" = Fe, (F7)* = Fg, (Fy)* = Fo,
(F11)" = Faq, (F12)" = Fa3, (F13)" = Fa2, (F14)" = Fo1, (F15)" = F30, (F16)™ = F20,
(F17)" = Fp7, (F1g)" = Fag, (F19)" = Fz6, (F20)™ = Fa5, (F31)" = F34, (F32)™ = F33,
(F35)" = Fao, (F36)" = F39, (F37)" = F37, (F3g)" = Fag, (F41)" = Fs3, (F42)" = Fs4,
(Faz)™ = Fs1, (Faa)™ = Fs2, (Fas)™ = Feo, (Fae)™ = Fse, (Fa7)™ = Fsg, (Fag)™ = Fs7,
(Fa9)" = Fs9, (F50)" = Fss.
Tinand cont de Lema 3.5.1. si 3.5.4., solutiondm problema existentei unitatii in identitatile
de tip Bol-Moufang.
Evidentiem unele teoreme si corolaruri:
Teorema 3.5.6. Cvazigrupul (Q,") cu identitatea F, (xy - z)x = x(yz - x) are unitate la stanga si
nu are unitate la dreapta.
Corolarul 3.5.2. Cvazigrupul (Q,") cu identittatea Fg (x - yz)x = x(y - zx) are unitate la dreapta
si nu are unitate la stanga.
Teorema 3.5.7. Cvazigrupul (Q,) cu identitatea Fy (x - yz)x = x(yz - x) nu are unitate nici la
stanga nici la dreapta.
Teorema 3.5.9. Cvazigrupul (Q,") cu indentitatea F,, xy - xz = (x * yx)z este grup.
Corolarul 3.5.4. Cvazigrupul (Q,") cu identitatea F,; yx - zx = y(xz - x) este grup.
Teorema 3.5.21. Cvazigrupul (Q,") cu identitatea 35 (RC identitate) (yx-x)z = y(xx - z) are
unitate la stdnga si nu are unitate la dreapta.
Corolarul 3.5.16. Cvazigrupul (Q,") cu identitatea F54 (LC identitate) (y - xx)z = y(x * xz) nu
are unitate la stdnga si are unitate la dreapta.
Teorema 3.5.24. Cvazigrupul (Q,”) cu identitatea F,; (LC identitate) xx - yz = (x - xy)z este
bucla.
Corolarul 3.5.17. Cvazigrupul (Q,) cu identitatea Fs; (RC identitate) yz - xx = y(zx - x) este
bucla.

15



Astfel este rezolvat obiectivul 2.

in Capitolul patru — Cvazigrupuri tranzitive la stinga. Cvazigrupuri Neumann si
Schweizer — sunt reflectate rezultatele publicate in lucrarile: [20], [21], [25], [26], [16], [17]. In
acest capitol sunt realizate obiectivele, care se refera la cercetarea G-proprietatilor cvazigrupurilor
tranzitive la stdnga si Neumann si la cercetarea relatiilor acestor cvazigrupuri cu cvazigrupele
Moufang, Bol la stanga, la dreapta s.a. clase de cvazigrupuri.

Cvazigrupul (Q,") se numeste cvazigrup tranzitiv la stanga, daca in acest cvazigrup are loc
identitatea xy - xz = yz . Cvazigrupul (Q,") se numeste cvazigrup Neumann, daca in (Q,") are loc
identitatea x - (yz - yx) = z.

In paragrafele 4.1.-4.5. sunt formulate rezultatele obtinute la cercetarea cvazigrupurilor
tranzitive la stdnga si anume: despre relatia acestor cvazigrupuri cu alte clase de cvazigrupuri,
despre nucleu, despre morfizme, despre G-proprietati.

In paragrafele 4.6.-4.8. sunt formulate rezultatele obtinute pentru cvazigrupele Neumann.

Ambele clase sunt izotope grupului. Urmeaza teoremele:

Teorema 4.1.1. Orice cvazigrup tranzitiv la stanga (G,°) poate fi capatat din grupul (G,+) (nu
neapdarat comutativ) folosind urmatoarea constructie

Xoy=—x+y=Ix+y, (4.2)
unde x + Ix = 0 pentru toti x,y € G.
Teorema 4.6.3. Orice cvazigrup Neumann este izotop grupului abelian (Q, +) de forma x -y =
X =Y.

Cercetand nucleele acestor cvazigrupuri S-a obtinut: pentru cvazigrupurile tranzitive la
stanga nucleul la stanga este subgrup normal al cvazigrupului (Q,"), constituit din elemente de
ordin doi, aflate in centrul grupului (@, +); pentru cvazigrupurile Neumann, nucleul la dreapta
contine astfel de elemente ale multimii Q, incit a = —a.

Din cercetarea autotopiilor si cvaziautomorfismelor S-au obtinut formele lor. Cercetarea G-
proprietatile acestor cvazigrupuri a constatat ca orice cvazigrup Neumann (Q,-) este GA-cvazigrup
(Teorema 4.8.1.); pentru cvazigrupul tranzitiv la stanga este formulata conditia necesara si
suficienta ca el sa fie GA-cvazigrup (Corolarul 4.5.1.).

Cvazigrupul (Q,") cu identitatea yz - yx = xz se numeste cvazigrup Schweizer.
Rezultatul important:
Teorema 4.6.5. Orice cvazigrup Schweizer (Q,") este cvazigrup Neumann si invers.
Multumiri. Exprim  sincera recunostintd conducatorului stiintific Victor Alexeevici

Scerbacov pentru determinarea domeniului si formularea obiectivelor de cercetare, pentru
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cunostintele pe care le-am capatat pe parcursul celor patru ani de doctorantura si pentru ajutorul
pe care mi l-a oferit in realizarea publicatiilor si scrierea tezei.

Cu deosebita consideratie si recunostintd aduc multumiri profesorului, candidatului in stiinte
fizico-matematice, Ivan Arhipovici Florea, care a ghidat primii mei pasi in teoria cvazigrupurilor,
primele cercetari ale diferitor clase de cvazigrupuri. Publicatiile Dumnealui servindu-mi ca repere
ale urmatoarelor cercetari.

Exprim recunostintd directorului scolii doctorale Matematica si Stiinta Informatiei,

academicianului |Mitrofan Mihailovici Cioban

, pentru rdbdare, indrumare si incurajare.

5. CONCLUZII GENERALE

Cercetarile efectuate in teza de doctor “Morfismele si proprietatile sistemelor algebrice
neasociative cu conditii de tip Moufang” corespund in totalitate scopului si obiectivelor stabilite
in introducere.

Clasa cvazigrupurilor contine cea a grupurilor (orice grup este un cvazigrup), domeniu care
a cunoscut o evolutie extraordinara in secolul XX si continud sa se dezvolte rapid in prezent.
Notiunea de cvazigrup este mai generala ca cea de grup, deci se regaseste ca echivalent algebric
intr-un spectru mai larg de probleme ale mediului in care existdm si necesita abordari specifice,
care lipsesc in teoria grupurilor.

Problema stiintifica importanta solutionata consta in aplicarea relatiilor de tipul morfismelor
la cercetarea proprietatilor si existentei unitatii in sistemele algebrice neasociative cu conditii de
tip Bol-Moufang, ce conduc la descrierea unor relatii importante noi intre clasele de cvazigrupuri
studiate.

Rezultatele principale ale tezei sunt noi. Analizand rezultatele obtinute putem evidentia
urmatoarele concluzii generale:

1. S-astabilit ca orice WA-cvazigrup, care este un IP-cvazigrup, este un cvazigrup Moufang;
S-a dovedit ca in WA-cvazigrupul cu unitate la stinga permutdrile interne in raport cu
unitatea sunt automorfisme ale cvazigrupului; pentru permutarile interne in raport cu
elementul a € Q s-a gasit conditia necesara si suficientda cand sunt automorfisme [14];

2. Cercetand WIP-cvazigrupurile generalizate s-a gasit conditia cand acest cvazigrup este
izotop unei LIP-bucle. Presupunand, ca orice bucla izotopa unui OWIP-cvazigrup este o
LIP-bucla, s-a obtinut o identitate noua in acest cvazigrup. A fost gasita relatia dintre
OWIP-cvazigrupuri cu identitatea data si cvazigrupurile Bol la stanga (la dreapta) [22];

3. S-a demonstrat ca orice CI-grupoid la stanga este un CI-cvazigrup [19], [15];
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4. A fost definita si studiata notiunea de i-cvazigrup, relatiile lor cu alte clase de cvazigrupuri.
S-a demonstrat ca i-cvazigrupurile idempotente sunt cvazigrupuri Bol la stanga, Stein la
dreapta, distributive la stanga [13], [24];

5. A fostsolutionata problema existentei unitatii (la stanga, la dreapta, medie) in cvasigrupuri
cu identitdtile de tip Bol-Moufang, enumerate in lucrarea Extra loops Il, de F. Fenyves
(1969). In lucrare este prezentat tabelul cu datele privind existenta unitatii pentru fiecare
dintre cele 60 de identitati [18], [27];

6. S-ademonstrat cd notiunea de cvazigrup Neumann coincide cu cea de cvazigrup Schweizer
[20], [21], [26], [16].

Teza propusa spre sustinere utilizeaza relatii de tip morfisme la cercetarea proprietatilor si
existentei unitatilor in sisteme algebrice neasociative cu conditii de tip Moufang, ce conduc la
descrierea noilor relatii importante dintre clasele de cvazigrupuri, contine solutionarea completa a
problemei existentei unitatii in cvazigrupuri cu identitati de tip Bol-Moufang.

Recomandari:

1. Solutionarea problemei existentei unitatii pentru fiecare dintre cele 60 de cvazigrupuri ce
satisfac identitati de tip Bol-Moufang poate fi utilizata in cercetarea cvazigrupurilor cu
identitati de tip Bol-Moufang.

2. Rezultatul care demonstreaza ca orice CI-grupoid este un CI-cvazigrup deschide noi posi-
bilitati in cercetarea CI-cvazigrupurilor.

3. In tezd sunt definite doui clase noi de cvazigrupuri: i-cvazigrupurile si OWIP-
cvazigrupurile. in lucrare sunt cercetate unele proprietati ale acestor clase de cvazigrupuri,
insa teoria generala a lor urmeaza a fi elaborata.

4. Rezultatele obtinute pot fi aplicate la elaborarea unor cursuri optionale pentru masteranzi

si doctoranzi.
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ADNOTARE

La teza “Morfismele si proprietitile sistemelor algebrice neasociative cu conditii de tip

A

Moufang”, inaintatd de catre Diduric Natalia pentru obtinerea titlului de doctor in stiinte ma-
tematice la specialitatea 111.03 - Logica Matematica, Algebra si Teoria Numerelor.

Teza a fost elaborata la Universitatea de Stat din Moldova, Chisinau, anul 2021.

Structura tezei: teza este scrisd in limba romana si contine introducere, patru capitole,
concluzii generale si recomandari, 98 titluri bibliografice, 95 pagini (inclusiv 86 pagini de text de
baza). Rezultatele obfinute sunt publicate in 16 lucrari stiintifice.

Cuvinte-cheie: cvazigrup, bucla, grup, grupoid, izotop, automorfism, unitate la stanga,
unitate la dreapta, pseudoautomorfism, cvazigrup Bol la stanga (la dreapta), cvazigrup Moufang,
W A-cvazigrup, CI-cvazigrup, i-cvazigrup, cvazigrup medial, cvazigrup Neumann, cvazigrup
tranzitiv, G-proprietati.

Domeniul de studiu al tezei: algebra, in special, teoria cvazigrupurilor cu identitati, inclusiv
identitatile de tip Bol-Moufang, proprietatile sistemelor algebrice neasociative.

Scopul si obiectivele lucrarii. Scopul lucrarii este cercetarea proprietatilor sistemelor alge-
brice neasociative cu identitati de tip Bol-Moufang. Pentru atingerea acestui scop au fost definite
urmatoarele obiective: cercetarea relatiilor WA-, CI-cvazigrupurilor, cvazigrupurilor tranzitive la
stanga si Neumann cu cvazigrupurile Moufang, Bol la stanga, Bol la dreapta s.a.; cercetarea ex-
istentei unitatii in cvazigrupurile cu fiecare dintre cele 60 de identitati de tip Bol-Moufang, enu-
merate in [12]; cercetarea morfismelor, proprietatilor, relatiilor cu alte clase de cvazigrupuri noi
definite in lucrare (i-cvazigrupuri si OWIP-cvazigrupuri); cercetarea G-proprietatilor
cvazigrupurilor tranzitive la stinga si Neumann.

Noutatea si originalitatea stiintifica constd in obtinerea rezultatelor noi de ordin teoretic.
Toate rezultatele prezentate in tezd sunt noi si originale. Au fost cercetate diverse clase de
cvazigrupuri (WA-, CI-cvazigrupuri, cvazigrupuri tranzitive la stinga, Neumann s.a.). Au fost in-
troduse si cercetate doud clase noi de cvazigrupuri (WIP-cvazigrupuri generalizate, i-
cvazigrupuri). Au fost cercetate clase de cvazigrupuri izotope grupurilor. Sunt descrise proprie-
tatile unor clase de cvazigrupuri inversabile. Au fost cercetate conexiuni intre clasele de
cvazigrupuri studiate si cvazigrupurile clasice Moufang, Bol s.a. Sunt determinate formele gener-

ale ale automorfismelor, pseudoautomorfismelor si cvaziautomorfismelor acestor cvazigrupuri.
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SUMMARY

In the thesis “Morphisms and properties of non-associative algebraic systems with
Moufang type conditions”, submitted by Diduric Natalia for obtaining the title of doctor in
mathematical sciences in the specialty 111.03 - Mathematical Logic, Algebra and Number Theory.
The thesis was developed at the State University of Moldova, Chisinau, 2021.

Thesis structure: the thesis is written in Romanian and contains an introduction, four
chapters, general conclusions and recommendations, 98 bibliographic titles, 95 pages (including
86 pages of basic text). The obtained results are published in 16 scientific papers.

Keywords: quasigroup, loop, group, groupoid, isotope, automorphism, left unit, right unit,
pseudo-automorphism, left Bol (right) quasigroup, Moufang quasigrup, WA-quasigroup, CI-
quasigroup, i-quasigroup, medial quasigroup, Neumann quasigroup, transitivity, G-properties.

Thesis field of study: algebra, in spesial, the theory of quasigroups with identities including
Bol-Moufang-type identities, properties of non-associative algebraic systems.

The purpose and objectives of the paper. The aim of the paper is to investigate the
properties of non-associative algebraic systems with Bol-Moufang type identities. To achieve this
goal, the following objectives have been defined: research on the relations of WA-, CI-quasi-
groups, transitive on the left and Neuman with the quasigroups Moufang, Bol on the left, on the
right, etc .; research of quasigroups with any of the 60 classical Bol-Moufang identities listed in
[12] at the existence of the unit; research of morphisms, properties, relationships with other classes
of quasigroups of newly defined quasigroups (i-quasigroups and W1IP- generalized quasigroups);
research on the G-properties of left transitive quasigroups and Neumann.

Scientific novelty and originality consist in obtaining new theoretical results. All the results
presented in the thesis are new and original. Diverse classes of quasigroups known earlier (W A-,
CI -quasigroups, transitive left quasigroups, Neumann, etc.) were researched. Two new classes of
quasigroups were introduced and researched (i-quasigroups, WIP-generalized quasigroups).
Isotope group quasigroup classes were investigated. The properties of some classes of invertible
quasigroups were described. Connections between the studied quasigroup classes and the classical
quasigroups Moufang, Bol, etc. were investigated. The general forms of the automorphisms,

pseudoautomorphisms and quasitomorphisms of these quasigroups were determined.
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