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ADNOTARE 

La teza “Morfismele şi  proprietăţile sistemelor algebrice neasociative cu condiţii de tip 

Moufang”, înaintată de către Diduric Natalia pentru obţinerea titlului de doctor în ştiinţe ma-

tematice la specialitatea 111.03 - Logică Matematică, Algebră şi Teoria Numerelor. 

Teza a fost elaborată la Universitatea de Stat din Moldova, Chişinău, anul 2021. 

Structura tezei: teza este scrisă în limba română şi conţine introducere, patru capitole, 

concluzii generale şi recomandări, 98 titluri bibliografice, 95 pagini (inclusiv 86 pagini de text de 

bază). Rezultatele obţinute sunt publicate în 16 lucrări ştiinţifice. 

Cuvinte-cheie: cvazigrup, buclă, grup, grupoid, izotop, automorfism, unitate la stânga, 

unitate la dreapta, pseudoautomorfism, cvazigrup Bol la stânga (la dreapta), cvazigrup Moufang, 

𝑊𝐴-cvazigrup, 𝐶𝐼-cvazigrup, 𝑖-cvazigrup, cvazigrup medial, cvazigrup Neumann, cvazigrup 

tranzitiv, 𝐺-proprietăţi. 

Domeniul de studiu al tezei: algebră, în special, teoria cvazigrupurilor cu identităţi, inclusiv 

identităţile de tip Bol-Moufang, proprietăţile sistemelor algebrice neasociative.  

Scopul şi obiectivele lucrării. Scopul lucrării este cercetarea proprietăţilor sistemelor alge-

brice neasociative cu identităţi de tip Bol-Moufang. Pentru atingerea acestui scop au fost definite 

următoarele obiective: cercetarea relațiilor 𝑊𝐴-, 𝐶𝐼-cvazigrupurilor, cvazigrupurilor tranzitive la 

stânga și Neumann cu cvazigrupurile Moufang, Bol la stânga, Bol la dreapta ș.a.; cercetarea ex-

istenței unității în cvazigrupurile cu fiecare dintre cele 60 de identități de tip Bol-Moufang, enu-

merate în [1]; cercetarea morfismelor, proprietăților, relațiilor cu alte clase de cvazigrupuri noi 

definite în lucrare (𝑖-cvazigrupuri și 𝑂𝑊𝐼𝑃-cvazigrupuri); cercetarea 𝐺-proprietăților 

cvazigrupurilor tranzitive la stânga și Neumann. 

Noutatea şi originalitatea ştiinţifică constă în obținerea rezultatelor noi de ordin teoretic. Toate 

rezultatele prezentate în teză sunt noi şi originale. Au fost cercetate diverse clase de cvazigrupuri 

(𝑊𝐴-, 𝐶𝐼-cvazigrupuri, cvazigrupuri tranzitive la stânga, Neumann ș.a.). Au fost introduse şi cer-

cetate două clase noi de cvazigrupuri (𝑊𝐼𝑃-cvazigrupuri generalizate, 𝑖-cvazigrupuri). Au fost 

cercetate clase de cvazigrupuri izotope grupurilor. Sunt descrise proprietăţile unor  clase de 

cvazigrupuri inversabile. Au fost cercetate conexiuni între clasele de cvazigrupuri studiate și 

cvazigrupurile clasice Moufang, Bol ș.a. Sunt determinate formele generale ale automorfismelor, 

pseudoautomorfismelor și cvaziautomorfismelor acestor cvazigrupuri. 
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SUMMARY 

In the thesis “Morphisms and properties of non-associative algebraic systems with 

Moufang type conditions”, submitted by Diduric Natalia for obtaining the title of doctor in 

mathematical sciences in the specialty 111.03 - Mathematical Logic, Algebra and Number Theory. 

The thesis was developed at the State University of Moldova, Chisinau, 2021. 

Thesis structure: the thesis is written in Romanian and contains an introduction, four 

chapters, general conclusions and recommendations, 98 bibliographic titles, 95 pages (including 

86 pages of basic text). The obtained results are published in 16 scientific papers. 

Keywords: quasigroup, loop, group, groupoid, isotope, automorphism, left unit, right unit, 

pseudo-automorphism, left Bol (right) quasigroup, Moufang quasigrup, 𝑊𝐴-quasigroup, 𝐶𝐼-

quasigroup, 𝑖-quasigroup, medial quasigroup, Neumann quasigroup, transitivity, 𝐺-properties. 

Thesis field of study: algebra, in spesial, the theory of quasigroups with identities including 

Bol-Moufang-type identities, properties of non-associative algebraic systems. 

The purpose and objectives of the paper. The aim of the paper is to investigate the 

properties of non-associative algebraic systems with Bol-Moufang type identities. To achieve this 

goal, the following objectives have been defined: research on the relations of 𝑊𝐴-, 𝐶𝐼-quasi-

groups, transitive on the left and Neuman with the quasigroups Moufang, Bol on the left, on the 

right, etc .; research of quasigroups with any of the 60 classical Bol-Moufang identities listed in 

[1] at the existence of the unit; research of morphisms, properties, relationships with other classes 

of quasigroups of newly defined quasigroups (i-quasigroups and 𝑊𝐼𝑃- generalized quasigroups); 

research on the 𝐺-properties of left transitive quasigroups and Neumann. 

Scientific novelty and originality consist in obtaining new theoretical results. All the results 

presented in the thesis are new and original. Diverse classes of quasigroups known earlier (𝑊𝐴-, 

𝐶𝐼 -quasigroups, transitive left quasigroups, Neumann, etc.) were researched. Two new classes of 

quasigroups were introduced and researched (𝑖-quasigroups, 𝑊𝐼𝑃-generalized quasigroups). 

Isotope group quasigroup classes were investigated. The properties of some classes of invertible 

quasigroups were described. Connections between the studied quasigroup classes and the classical 

quasigroups Moufang, Bol, etc. were investigated. The general forms of the automorphisms, 

pseudoautomorphisms and quasitomorphisms of these quasigroups were determined. 
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INTRODUCERE 

Teza prezintă rezultatele teoretice ale studiului morfismelor şi  proprietăţilor sistemelor 

algebrice neasociative cu condiţii de tip Moufang. Rezultatele lucrării pot fi utilizate în 

criptografie.  

Teoria cvazigrupurilor își ia începutul în anii 20–30 ai secolului XX, după publicarea 

lucrărilor fundamentale ale lui David Hilbert, la sfârșitul secolului XIX, care țin de axiomatizarea 

matematicii și, în particular, de axiomatizarea geometriei, apariția lucrărilor referitoare la diferite 

sisteme de axiome, în general la sistemele de axiome ale diverselor geometrii, inclusiv geometriei 

euclidiene, geometriei proiective, geometriei Lobacevschi, în dimensiunile 2 și 3.  

Însuși termenul „cvazigrup” a apărut în lucrarea lui Ruth Moufang [2] consacrată 

problemelor coordinatizării planurilor proiective. Putem afirma, de asemenea, că termenul 

“cvazigrup” a apărut în studiul independenței axiomelor planului proiectiv.  

În lucrările sale Moufang prin cvazigrup percepea obiectul, care acum este numit buclă 

Moufang. În termeni moderni, ea a definit bucla Moufang ca o 𝐼𝑃-buclă (𝑄,∙) cu “asociativitate 

slabă”.  

Însăși Moufang a cercetat 𝐼𝑃-buclele, care satisfac identitatea 𝑎(𝑐 ∙ 𝑎𝑏) = (𝑎𝑐 ∙ 𝑎)𝑏 

(“Quasi-gruppe 𝑄∗”) sau identitatea (𝑎𝑏)(𝑐𝑎) = 𝑎((𝑏𝑐)𝑎) (“Quasi-gruppe 𝑄∗∗”), unde 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈

𝑄 [2]. 

Identitățile menționate mai sus poartă numele de identitatea Moufang la stânga și identitatea 

Moufang medie, respectiv.  

Peste doi ani după apariția lucrărilor Moufang a fost publicată o lucrare importantă la tema 

cvazigrupurilor de Gerrit Bol (1937), și anume “Gewebe und Gruppen”. Bol a abordat noțiunea de 

cvazigrup din punct de vedere geometric. El construiește trei noi configurații U1, U2, U3 și pune 

întrebarea dacă închiderea acestor trei figuri implică asociativitatea. El răspunde la această 

întrebare negativ și arată că cele trei figuri U împreună implică numai legea 𝑎 [𝑏 (𝑐𝑏)]  =

 [(𝑎𝑏) 𝑐] 𝑏, care este tocmai una din identitățile Moufang. Pentru a demonstra acest lucru, Bol 

indică un exemplu construit de către Zassenhaus. Acesta a fost, de fapt, primul exemplu de buclă 

neasociativă comutativă Moufang. Mai mult, Bol explică semnificația algebrică a fiecărei dintre 

figurile U, că U1 și U2 corespund unor legi care sunt numite în prezent identitățile Bol la dreapta 

și  Bol la stânga, respectiv: 𝑎 ((𝑏𝑐) 𝑏)  =  ((𝑎𝑏) 𝑐) 𝑏 și (𝑏 (𝑐𝑏)) 𝑎 =  𝑏 (𝑐 (𝑏𝑎)). În scurt timp 

Zassenhaus a construit și primul exemplu de buclă Bol la dreapta. 

Bol a demonstrat, de asemenea, următoarele proprietăți implicate de U: 

U1. Proprietatea inversă la dreapta: (𝑑𝑐) 𝑐 ′ =  𝑑; 
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U2. Proprietatea inversă la stânga: 𝑎 ′(𝑎𝑏)  =  𝑏; 

U3. Legea inversă antiautomorfică: (𝑎𝑏)′ =  𝑏′𝑎′. 

Bol arată, că împreună, U1 și U2 implică U3, iar când toate cele trei configurații sunt închise, 

se obține cvazigrupul Moufang. În particular Bol arată că cvazigrupul Moufang satisface legea 

flexibilității: 𝑏 (𝑐𝑏)  =  (𝑏𝑐) 𝑏 [3]. Astfel, Bol obține că o buclă este Moufang dacă și numai dacă 

ea este atât Bol la dreapta cât și la stânga. 

Mai târziu (1937) A. C. Sușchevici a definit cvazigrupurile mediale (abeliene) ( [4], p. 157). 

Menționăm și lucrările lui A. A. Albert ( [5], [6]), D. Medoch [7], K. Toyoda [8], R. H. Bruck [9], 

R. Baer ( [10], [11]). 

În prezent, teoria cvazigrupurilor, teoria pătratelor latine și teoria rețelelor se dezvoltă destul 

de intens. Și, deși fiecare dintre aceste teorii are propriile realizări, sarcini și probleme, ele până 

acum se dezvoltă, intersectându-se și complectându-se.  

Cvazigrupurile au multiple aplicări în statistică (teoria planificării experimentului) [12], 

teoria ecuațiilor diferențiale [13], geometria diferențială [13], geometria hiperbolică [14], fizică 

[15], teoria codurilor [16], criptografie [17].  

Pentru cvazigrupuri, în special cele legate de combinatorică, au fost determinate și activ 

cercetate diferite transformări (morfisme), printre care de menționat: izomorfismele, 

automorfismele, izotopiile, autotopiile, izostrofiile, autostrofiile, izotopiile generalizate. 

Automorfismele și grupurile automorfismelor buclelor au fost cercetate de către A.A. Albert încă 

în primele lucrări ce țin de teoria cvazigrupurilor [5], [6]. 

Aproape toate clasele bine cunoscute (clasice) de cvazigrupuri și bucle posedă proprietăți de 

inversabilitate. Cel mai des aceste cvazigrupuri posedă una din proprietățile 𝐼𝑃, 𝐿𝐼𝑃, 𝑅𝐼𝑃, 𝑊𝐼𝑃 sau 

𝐶𝐼.  

𝐼𝑃- și 𝐿𝐼𝑃- buclele au fost definite în lucrarea lui R. Moufang [2], 𝑊𝐼𝑃-buclele – în lucrarea 

lui R. Baer [10], iar 𝐶𝐼-buclele au fost definite de către Rafael Artzy în [18]. V.D. Belousov și 

B.V. Țurcan au definit și studiat 𝐶𝐼-cvazigrupurile în [19].  

Clasa tuturor cvazigrupurilor este vastă. Ele sunt studiate cu ajutorul identităților pe care le 

verifică, nucleului, unor proprietăți (universale), evidențiind clase separate de cvazigrupuri. Cele 

60 de identități de tip Bol-Moufang enumerate în lucrarea [1] includ identitățile Bol la stânga, Bol 

la dreapta și cele trei identități Moufang. Aceste identități reprezintă o formă mai slabă a legii 

asociative, iar în cazul buclelor, unele dintre ele implică asociativitatea. Lucrările publicate de R. 

Moufang, G. Bol, R. Х. Bruck, V. D. Belousov, C. Kunen, S. Gagola III, J.D. Philips ș. a. sunt 

dedicate cercetării cvazigrupurilor și buclelor cu identități de tip Bol-Moufang [2], [20], [21], [22], 

[23], [24], [25], [26], [27], [28], [29]. 
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Problema importantă abordată în lucrare ține de cercetarea proprietăților sistemelor algebrice 

neasociative cu identități de tip Bol-Moufang și aflarea relațiilor dintre aceste subclase și clasele 

principale Moufang și Bol, aplicând morfismele. Bibliografia referitoare la aceste probleme este 

vastă. Menționăm doar câteva lucrări în această direcție [30], [31], [32], [33], [34], [35], [36], [37], 

[25]. Acest aspect determină actualitatea și importanța problemei abordate. 

Scopul și obiectivele tezei. Scopul lucrării constă în cercetarea morfismelor și proprietăţilor 

sistemelor algebrice neasociative cu identităţi de tip Moufang. Pentru atingerea acestui scop au 

fost definite următoarele obiective:  

(1) cercetarea relațiilor 𝑊𝐴-, 𝐶𝐼-cvazigrupurilor, tranzitive la stânga și Neumann cu 

cvazigrupurile Moufang, Bol la stânga, la dreapta ș.a.;  

(2) cercetarea existenței unității în cvazigrupuri cu fiecare dintre cele 60 de identități de tip 

Bol-Moufang enumerate în lucrarea [1];  

(3) cercetarea morfismelor, proprietăților și relațiilor cu alte clase de cvazigrupuri noi definite 

în lucrare (𝑖-cvazigrupuri și 𝑊𝐼𝑃-cvazigrupuri generalizate);  

(4) cercetarea 𝐺-proprietăților cvazigrupurilor tranzitive la stânga și Neumann. 

Problema ştiinţifică importantă soluţionată constă în aplicarea relațiilor de tipul 

morfismelor la cercetarea proprietăților și existenței unității în sistemele algebrice neasociative cu 

condiții de tip Bol-Moufang ce conduc la descrierea unor relații importante noi între clasele studi-

ate de cvazigrupuri.  

Importanța teoretică și valoarea aplicativă a lucrării este determinată de obţinerea unor 

rezultate noi în cercetarea sistemelor neasociative cu identități de tip Bol-Moufang. Lucrarea 

poartă un caracter teoretic. Rezultatele lucrării pot fi utilizate în predarea cursurilor de specialitate 

pentru studenții, masteranzii și doctoranzii de la specialitățile de matematică. 

Aprobarea rezultatelor. Rezultatele științifice obținute au fost expuse și aprobate în cadrul 

Sesiunii speciale a Seminarului “Algebră și Logică matematică”, dedicate memoriei Profesorului 

V. Belousov, Institutul de Matematică și Informatică “Vladimir Andrunachievici” al Academiei 

de Științe a Moldovei. Rezultatele principale incluse în teză au fost prezentate la următoarele con-

ferințe științifice:  

 The 25rd Conference on Applied and Industrial Mathematics CAIM 2017, Septem-

ber 14–17, 2017, Iași. 

 International conference on mathematics, informathics and information technolo-

gies dedicated to the illustrious scientist Valentin Belousov, 19-21 april, 2018, 

Bălţi. 
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 The 26th Conference on Applied and Industrial Mathematics CAIM 2018, Septem-

ber 20-23, 2018, Chişinău. 

 International conference Mathematics&Information technologies: research and ed-

ucation, MITRE-2019 Moldova State University, June 24 2019, Chișinău. 

 LOOPS 2019 Conference Budapest University of Technology and Economics, July 

7-July 11, 2019, Hungary. 

 The 5th International Conference of Mathematical Society of the Republic of Mol-

dova, dedicated to the 55th anniversary of the foundation of Vladimir Andruna-

chievici Institute of Mathematics and Computer Science (IMCS-55), September 30, 

2019. 

 «Tendințe contemporane ale dezvoltării științei: viziuni ale tinerilor cercetători»: 

Conferința Științifică a Doctoranzilor (cu participare internațională), ediția a 6-a, 

Chișinău, 15 iunie 2017. 

 The Fourth Conference of Mathematical Society of the Republic of Moldova: ded-

icated to the centenary of Vladimir Andrunachievici (1917-1997): Proceedings 

CMSM 4, June 28 – July 2, 2017 Chișinău. 

 «Tendinţe contemporane ale dezvoltării științei: viziuni ale tinerilor cercetători»: 

Conferința Științifică a Doctoranzilor (cu participare internațională), ediția a VII-a 

Chișinău, 15 iunie 2018.  

Publicații la tema tezei. În total 16 publicații științifice, cuprinzând 6 articole în reviste 

recenzate de specialitate (2 articole fără coautori) și 10 rezumate la conferințe științifice (7 

rezumate fără coautori). 

Sumarul compartimentelor tezei. Structura tezei este reprezentată în patru capitole, care 

conțin rezultatele teoretice obținute în cercetarea proprietăţilor sistemelor algebrice neasociative 

cu identităţi de tip Bol-Moufang. De asemenea, teza conține o adnotare în limbile engleză și 

română, introducere, concluzii generale și recomandări, Bibliografie cu 98 de titluri. 

În introducere este formulată actualitatea și importanța problemei abordate, sunt menționate 

obiectivele, noutatea științifică și originalitatea tezei. Problema științifică studiată subliniază 

importanța teoretică și aplicativă a lucrării. Este prezentată o scurtă analiză a problemelor și 

publicațiilor la tema tezei. Această secțiune se încheie cu un rezumat al conținutului lucrării. 

Primul capitol al tezei poartă un caracter introductiv și are ca scop prezentarea situației 

actuale în domeniul sistemelor algebrice neasociative cu identităţi de tip Bol-Moufang. Conține 

noțiunile și teoremele de bază, necesare pentru expunerea lucrării.  
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În cel de-al doilea capitol, sunt studiate 𝑊𝐴-cvazigrupurile, 𝑊𝐼𝑃-cvazigrupurile 

generalizate și 𝐶𝐼-cvazigrupurile. Toate aceste cvazigrupuri au proprietăți de inversabilitate. S-a 

demonstrat că orice 𝐶𝐼-grupoid este un 𝐶𝐼-cvazigrup. În acest capitol sunt introduse și studiate 

𝑊𝐼𝑃-cvazigrupurile generalizate (𝑂𝑊𝐼𝑃-cvazigrupurile).  

În capitolul trei sunt introduse și cercetate 𝑖-cvazigrupurile – o nouă clasă de cvazigrupuri. 

Această noțiune a fost definită de către autorea tezei în publicațiile comune cu I. A. Florea. În caz 

general 𝑖-cvazigrupurile nu au proprietăți de inversabilitate. În teză sunt studiate i-cvazigrupuri 

înzestrate suplimentar cu unele proprietăți de inversabilitate. 

K. Kunen a studiat existența unității (la stânga, la dreapta, medii) în cvazigrupuri cu anumite 

identități [36]. Problema cercetării existenței unității în cvazigrupuri cu identități este formulată și 

în monografia lui V.D. Belousov [21] (problema nr. 18, p. 217). În acest capitol este soluționată 

problema existenței unității în cvazigrupurile care satisfac fiecare dintre cele 60 de identități de tip 

Bol-Moufang enumerate în [1].  

În capitolul patru sunt studiate cvazigrupurile tranzitve la stânga și cvazigrupurile 

Neumann. Atât cvazigrupurile tranzitive cât și cele Neumann sunt izotope grupurilor abeliene. Au 

fost studiate nucleele, 𝐺-proprietatea și diverse morfisme ale cvazigrupurilor indicate. Rezultatul 

principal al acestei părți a disertației arată că noțiunea de cvazigrup Neumann coincide cu cea de 

cvazigrup Schweizer. 

Secțiunea Concluzii generale și recomandări prezintă concluziile generale ale autoarei cu 

privire la rezultatele obținute în cadrul tezei. Concluziile sunt prezentate sub formă de rezultate 

obținute și sunt urmate de recomandările autoarei cu privire la modul în care aceste rezultate pot 

fi aplicate în diverse domenii științifice, precum și în cercetări potențiale. 

Mulțumiri mentorilor științifici: 

Exprim sinceră recunoștință conducătorului științific Victor Alexeevici Șcerbacov pentru 

determinarea domeniului și formularea obiectivelor de cercetare, pentru cunoștințele pe care le-

am căpătat pe parcursul celor patru ani de doctorantură și pentru ajutorul pe care mi l-a oferit în 

realizarea publicațiilor și scrierea tezei. 

Cu deosebită considerație și recunoștință aduc mulțumiri profesorului, candidatului în științe 

fizico-matematice, Ivan Arhipovici Florea, care a ghidat primii mei pași în teoria cvazigrupurilor, 

primele cercetări ale diferitor clase de cvazigrupuri. Publicațiile Dumnealui servindu-mi ca repere 

ale următoarelor cercetări.  

Exprim recunoștință directorului școlii doctorale Matematică și Știința Informației, 

academicianului 𝑀𝑖𝑡𝑟𝑜𝑓𝑎𝑛 𝑀𝑖ℎ𝑎𝑖𝑙𝑜𝑣𝑖𝑐𝑖 𝐶𝑖𝑜𝑏𝑎𝑛 , pentru răbdare, indrumare și încurajare.
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1. ANALIZA SITUAȚIEI ÎN DOMENIUL SISTEMELOR ALGEBRICE 

NEASOCIATIVE CU CONDIŢII DE TIP MOUFANG 

În acest capitol se realizează o analiză a conceptelor algebrice fundamentale. Se face o sin-

teză a situației în domeniul cercetării. Un ingredient foarte important al matematicii este creativi-

tatea, capacitatea de a formula definiții utile, care vor duce la rezultate interesante.  

O noțiune foarte importantă a algebrei generale este noțiunea de operație algebrică sau pur 

și simplu operație.  

Fie dată o mulțime nevidă 𝑄, finită sau infinită; elementele mulțimii 𝑄 notăm cu litere mici 

latine: 𝑎, 𝑏, 𝑐, . . . , 𝑥, 𝑦, 𝑧, . .. Prin mulțimea 𝑄 la puterea 𝑛 înțelegem mulțimea 𝑄𝑛, formată din toate 

n-uplele posibile ordonate (𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛) elementelor din 𝑄. Atunci operație 𝑛-ară 𝐴, definită pe 

mulțimea 𝑄, vom numi aplicația mulțimii 𝑄𝑛 în mulțimea 𝑄. Dacă n-uplei (𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛) i se pune 

cu aceasta în corespondență elementul 𝑏 (ce aparține deasemeni 𝑄), atunci scriem 

𝐴(𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛) = 𝑏. Numărul 𝑛 se numește aritatea operației 𝐴. Dacă 𝑛 = 2, atunci operația 𝐴 

se numește binară: 𝐴(𝑎1, 𝑎2) = 𝑏. Dacă 𝑛 = 1, atunci operația 𝐴 se numește unară: 𝐴(𝑎1) = 𝑏. 

Se pot precăuta operații și de “aritate” infinită și zero. Mulțimea 𝑄 cu mulțimea de operații Ω, 

precum operațiile din Ω pot fi de orice aritate, se numește algebră universală sau pur și simplu 

algebră, ea se notează 𝑄(Ω).  

Pe noi ne vor interesa numai operațiile binare. Operațiile, definite pe mulțimea 𝑄, uneori 

vom nota cu litere mari latine 𝐴, 𝐵, 𝐶, … Deseori vom nota operațiile ca produs obișnuit, adică nu 

vom scrie 𝐴(𝑎, 𝑏) = 𝑐, dar 𝑎𝑏 = 𝑐, sau, dacă va fi nevoie, vom folosi și alte semne pentru operație: 

•, Δ, ⁎, ∘ și a.m.d., de exemplu 𝑎 • 𝑏 = 𝑐, 𝑎𝛥𝑏 = 𝑐 și a.m.d. 

1.1.  Grupoizi. Definițiile cvazigrupului și buclei 

O mulțime nevidă 𝑄 cu o operație binară 𝐴 se numește grupoid și se notează (𝑄, 𝐴). Dacă 

operația este notată cu un simbol, de exemplu cu „∙” sau „∘”, vom scrie (𝑄,∙) sau, respectiv (𝑄,∘). 

Prin urmare pe mulțimea 𝑄 sunt definiți atâția grupoizi câte operații algebrice există pe această 

mulțime. Vom considera că două operații 𝐴 și 𝐵, definite pe o mulțime 𝑄, coincid dacă 𝐴(𝑎, 𝑏) =

𝐵(𝑎, 𝑏), pentru orice 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑄. Numărul elementelor din mulțimea 𝑄 se numește ordinul 

grupoidului (𝑄, 𝐴). 

Definiția 1.1.1. Grupoidul binar (𝑄,∘) se numește cvazigrup, dacă pentru orice pereche ordonată 

(𝑎, 𝑏) ∈ 𝑄2 există soluțiile unice 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄 pentru ecuațiile 𝑥 ∘ 𝑎 = 𝑏 și 𝑎 ∘ 𝑦 = 𝑏 [21]. 
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Adesea această definiție este numită ecuațională. Această definiție este echivalentă 

următoarei: grupoidul (𝑄, 𝐴) se numește cvazigrup, dacă prin oricare două elemente din egalitatea 

𝐴(𝑎, 𝑏) = 𝑐 se determină univoc al treilea.  

Mai este și altă definiție a cvazigrupului pe care o vom prezenta mai jos. Introducerea 

standartă în teoria cvazigrupurilor este dată în [21], [38], [39], [40]. 

Fie (𝑄,∙) un cvazigrup. 

Definiția 1.1.2. Elementul 𝑖 ∈ 𝑄 este idempotent în (𝑄,∙) atunci, când 𝑖 ∙ 𝑖 = 𝑖. 

Elementul 𝑓 ∈ 𝑄 este unitate la stânga în (𝑄,∙) atunci, când 𝑓 ∙ 𝑥 = 𝑥 pentru orice 𝑥 ∈ 𝑄. 

Elementul 𝑒 ∈ 𝑄 este unitate la dreapta în (𝑄,∙) atunci, când 𝑥 ∙ 𝑒 = 𝑥 pentru orice 𝑥 ∈ 𝑄. 

Elementul 𝑒 ∈ 𝑄 este (bilaterală) unitate în (𝑄,∙) atunci, când este unitate și la stânga și la dreapta.  

Elementul 𝑚 ∈ 𝑄 este unitate medie în (𝑄,∙) atunci, când 𝑥 ∙ 𝑥 = 𝑚 pentru orice 𝑥 ∈ 𝑄. 

Definiția 1.1.3. Cvazigrupul este buclă la stânga (la dreapta), dacă are unitate la stânga (la 

dreapta). Cvazigrupul este buclă, dacă are unitate la dreapta și unitate la stânga.  

1.2.  Operațiile inverse ale cvazigrupului (parastrofii) 

Fie dat cvazigrupul (𝑄, 𝐴). Ecuația 𝐴(𝑎, 𝑥) = 𝑏 este rezolvabilă univoc. Această ecuație 

definește o operație algebrică binară 𝐴−1(𝑎, 𝑏) = 𝑥, 𝐴−1 este operația inversă la dreapta pentru 

𝐴. Ne convingem, că (𝑄, 𝐴−1) este cvazigrup, adică ecuațiile 𝐴−1(𝑥, 𝑎) = 𝑏 și 𝐴−1(𝑎, 𝑦) = 𝑏 sunt 

rezolvabile univoc. Într-adevăr, 𝑎 = 𝐴(𝑥, 𝑏) este rezolvabilă univoc, adică 𝐴(𝑐, 𝑏) = 𝑎 de unde 

𝐴−1(𝑐, 𝑎) = 𝑏. Soluție a ecuației 𝐴−1(𝑎, 𝑦) = 𝑏 este 𝐴(𝑎, 𝑏). Analog ecuația 𝐴(𝑦, 𝑎) = 𝑏 

definește o operație nouă 𝐴−1  numită operația inversă la stânga pentru 𝐴. Analog se 

demonstrează, că (𝑄, 𝐴−1  ) este cvazigrup. Operația 𝐴 se numește inversabilă dacă ea este 

inversabilă la dreapta și la stânga. 

Argumentând, analog avem următoarele operații ale cvazigrupului (𝐴−1), ( 𝐴)−1 −1, 𝐴∗−1 ,  

unde 𝐴∗ = ( (𝐴−1)−1 )−1 = (( 𝐴−1 )−1)−1
 și 𝐴∗(𝑥, 𝑦) = 𝐴(𝑦, 𝑥). Alte operații noi ale cvazigrupului 

nu sunt.  

Dacă operația cvazigrupului este notată cu “∙” atunci  

𝑎𝑏 = 𝑐 ⇔ 𝑎\с = 𝑏 ⇔ 𝑐/𝑏 = 𝑎 

și (∙)−1 = (\), (∙) = (/).−1  

Următoarea definiție se numește definiția existențială a cvazigrupului. 

Definiția 1.2.1. (vezi [41], [37]) Grupoidul (𝑄,∙) se numește cvazigrup, dacă în această mulțime 

𝑄 există operațiile ”\” și “/” astfel, că în algebra (𝑄,∙,\,/) se îndeplinesc identitățile  

𝑥 ∙ (𝑥\𝑦) = 𝑦,           (1.1) 
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(𝑦/𝑥) ∙ 𝑥 = 𝑦,           (1.2) 

𝑥\(𝑥 ∙ 𝑦) = 𝑦,           (1.3) 

(𝑦 ∙ 𝑥)/𝑥 = 𝑦.           (1.4) 

În orice cvazigrup (𝑄,∙,\,/) următoarele identități sunt adevărate: 

𝑥/(𝑦\𝑥) = 𝑦,           (1.5) 

(𝑥/𝑦)\𝑥 = 𝑦.           (1.6) 

Fiecărei inversări a cvazigrupului 𝐴 îi corespunde o permutare de gradul trei. Cvazigrupurile 

А, А-1, -1А, -1(А-1), (-1А)-1, А* se numesc parastrofii cvazigrupului А, iar trecerea de la А la unul 

dintre aceste șase cvazigrupuri se numește parastrofie.  

1. 𝐴(𝑥1, 𝑥2) = 𝑥3  ⇔ 

2. 𝐴(12)(𝑥2, 𝑥1) = 𝑥3  ⇔ 

3. 𝐴(13)(𝑥3, 𝑥2) = 𝑥1  ⇔ 

4. 𝐴(23)(𝑥1, 𝑥3) = 𝑥2  ⇔ 

5. 𝐴(123)(𝑥2, 𝑥3) = 𝑥1  ⇔ 

6. 𝐴(132)(𝑥3, 𝑥1) = 𝑥2  

Vezi în [21], [42].  

Observați, că cazul 5 și 6 este parastrof (12) al cazului 3 și respectiv 4 [40]. 

Notă 1.2.1. Conceptul de parastrofie, în special parastrofia (12), poate fi extins pentru 

grupoizi. 

1.3.  Proprietățile cvazigrupurilor. Noțiuni generale. 

În acest paragraf o să prezentăm noțiunile, proprietățile și teoremele principale care ne 

interesează în cazul diferitelor clase de cvazigrupuri. 

Fie dat cvazigrupul (𝑄,∙). 

1° Unitățile locale ale cvazigrupului.  

Ecuația 𝑎 ∙ 𝑥 = 𝑎 este rezolvabilă univoc, 𝑎 ∙ 𝑒𝑎 = 𝑎, 𝑒𝑎 este unitatea locală la dreapta a 

elementului 𝑎. Soluția 𝑓𝑎 ecuației 𝑦 ∙ 𝑎 = 𝑎 vom numi unitate locală la stânga a elementului 𝑎. 

Dacă în cvazigrup 𝑒𝑎 = 𝑒𝑏, atunci cvazigrupul (𝑄,∘) are unitate la dreapta 𝑒, 𝑥 ∙ 𝑒 = 𝑥, ∀𝑥 ∈ 𝑄. 

Analog avem cvazigrup cu unitate la stânga, dacă 𝑓𝑎 = 𝑓𝑏 , ∀ 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑄.  

Se cunoaște, că în orice grupoid (𝑄,∘), dacă este unitate la stânga 𝑓 și unitate la dreapta 𝑒, 

atunci ele sunt egale 𝑓 = 𝑒.  

2° Elemente inverse.  
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Fie 𝑄(∙) o buclă cu unitatea 𝑒. Elementele inverse la dreapta și la stânga pentru 𝑥 se 

determină prin identitățile 𝑥𝑥−1 = 𝑒, -1𝑥𝑥 = 𝑒 corespunzător [21]. 

3° Translațiile.  

Aplicațiile 𝑅𝑎: 𝑥 → 𝑥𝑎 și 𝐿𝑎: 𝑥 → 𝑎𝑥 se numesc translații la dreapta și la stânga 

(corespunzător) față de elementul 𝑎. Ele, evident, sunt permutări ale mulțimii 𝑄 (aplicații reciproc 

univoce 𝑄 în sine). 

Propoziția 1.3.1. Dacă (𝑄,∙) este un grup, atunci translațiile sale posedă proprietățile: 

(i) 𝐿𝑎
−1 = 𝐿𝑎−1 , 𝑅𝑎

−1 = 𝑅𝑎−1 , ∀ 𝑎 ∈ 𝑄, 

(ii) 𝐿𝑎𝑅𝑏 = 𝑅𝑏𝐿𝑎, ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑄, 

(iii) 𝐿𝑎𝐿𝑏 = 𝐿𝑎𝑏 , 𝑅𝑎𝑅𝑏 = 𝑅𝑏𝑎, ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑄. 

Din propoziția dată rezultă importanța noțiunii de izotopie. 

4° Izotopia.  

Fie două operații binare „∘” și „∙”, definite pe mulțimea  𝑄. 

Definiția 1.3.1. Operația „∘” se numește izotopă operației „∙”, sau izotop al operației „∙”, dacă 

există tripleta de permutări 𝛼, 𝛽, 𝛾 mulțimii 𝑄 astfel, încât  

𝛾(𝑥 ∘ 𝑦) = 𝛼𝑥 ∙ 𝛽𝑦,            (1.7) 

pentru orice 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄. 

Definiția 1.3.2. Tripleta ordonată 𝑇 = (𝛼, 𝛽, 𝛾) vom numi izotopie.  

𝛼 - componenta la stânga, 𝛽 - component la dreapta, 𝛾 - componenta principală a izotopiei Т. 

Dacă 𝛼 = 𝛽 = 𝛾, atunci izotopia se transformă în izomorfism 𝛾(𝑥 ∘ 𝑦) = 𝛾𝑥 ∙ 𝛾𝑦, 𝛾 este 

izomorfism. Izotopia de forma 𝑇 = (𝛼, 𝛽, 𝜀), unde 𝜀 este substituție identică, 𝜀(𝑥) = 𝑥, ∀𝑥 ∈ 𝑄 se 

numește principală.  

Teorema 1.3.1. Orice izotop (𝑄,∘) al cvazigrupului (𝑄,∙) este de asemenea cvazigrup.  

Notăm prin G mulțimea tuturor tripletelor de permutări definite pe mulțimea 𝑄 a 

cvazigrupului (𝑄,∙), 

𝐺 = {𝑇 = (𝛼, 𝛽, 𝛾)}. 

Produsul izotopiilor 𝑇1 și 𝑇2 este izotopia 𝑇 = 𝑇1𝑇2 = (𝛼1, 𝛽1, 𝛾1)(𝛼2, 𝛽2, 𝛾2) =

(𝛼1𝛼2, 𝛽1𝛽2, 𝛾1𝛾2). 

Teorema 1.3.2. Mulțimea tuturor izotopiilor, definite pe mulțimea 𝑄 cvazigrupului (𝑄,∙) formează 

grup față de produsul introdus.  

Dacă cvazigrupul (𝑄,∘) este izotop cvazigrupului (𝑄,∙), atunci pentru a simplifica scrierea 

ne învoim să scriem (∘) = (∙)𝑇, unde 𝑇 = (𝛼, 𝛽, 𝛾). 

(i) dacă (∘) = (∙)𝑇 atunci (∙) = (∘)𝑇−1
. 
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(ii) ((∙)𝑇)𝑇1 = (∙)𝑇𝑇1. 

(iii) dacă cvazigrupul (𝑄,∘) este izotop cvazigrupului (𝑄,∙), atunci (𝑄,∘) este izomorf cu un 

izotop principal al cvazigrupului (𝑄,∙). 

(iv) fiecare cvazigrup este izotop căreiva bucle.  

Pentru grupuri noțiunea de izotopie se reduce la cea de izomorfism. Aceasta rezultă din 

următoarea teoremă: 

Teorema (Albert) 1.3.3. Dacă bucla (𝑄,∘) este izotopă grupului (𝑄,∙), atunci ea însăși este grup, 

izomorf grupului [21]. 

În anii 40 ai secolului XX s-a demonstrat că cvazigrupurile ce verifică identitatea 𝑥𝑦 ∙ 𝑢𝑣 =

𝑥𝑢 ∙ 𝑦𝑣 (cvazigrupurile mediale), sunt izotope unor grupuri abeliene și a fost caracterizată această 

izotopie (este vorba de cunoscuta teoremă Toyoda [21], [38], [39]).  

Teorema (Toyoda) 1.3.4. Fie (𝑄, 𝐴) un cvazigrup medial. Atunci există un grup abelian (𝑄, +) 

astfel încât operația 𝐴 are forma: 

𝐴(𝑥, 𝑦) = 𝜑(𝑥) + 𝜓(𝑦) + 𝑐, 

unde 𝜑, 𝜓 ∈ 𝐴𝑢𝑡 𝑄(+), 𝜑𝜓 = 𝜓𝜑 și 𝑐 este un element fixat din 𝑄. 

Deși teorema dată este numită des “Teorema lui Toyoda”, ea a fost demonstrată independent, 

aproximativ în aceeași perioadă de trei autori: Toyoda (1941), Murdoch (1941) [7] și Bruck (1944) 

[9]. 

5° Autotopiile cvazigrupurilor. Cvaziautomorfismele.  

Un rol semnificativ în teoria cvazigrupurilor îl joacă noțiunea de autotopie.  

Definiția 1.3.3. Tripleta ordonată 𝑇 = (𝛼, 𝛽, 𝛾) de permutări ale mulțimii 𝑄 se numește autotopie 

a cvazigrupului  (𝑄,∙), dacă 𝛾−1(𝛼𝑥 ∙ 𝛽𝑦) = 𝑥 ∙ 𝑦 pentru oricare 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄. 

Noțiunea de autotopie este caz particular al izotopiei. În particular, autotopia de forma 

(𝛼, 𝛼, 𝛼) = 𝛼 va fi automorfism. 

Toate autotopiile cvazigrupului formează grup față de înmulțirea autotopiilor. Componentele 

tuturor autotopiilor cvazigrupului cu același nume  de asemenea formează grup. Dacă permutarea 

𝜑 este componentă a unei autotopii 𝑇, atunci o vom numi autotopică. 

Componenta principală a autotopiei Т a cvazigrupului 𝑄(∙) se numește cvaziautomorfism al 

cvazigrupului (𝑄,∙). Cu alte cuvinte, permutarea 𝛾 mulțimii 𝑄 se numește cvaziautomorfism al 

cvazigrupului (𝑄,∙), dacă există alte două permutări 𝛼 și 𝛽 mulțimii 𝑄, astfel, încât 𝛾(𝑥𝑦) = 𝛼𝑥 ∙

𝛽𝑦, adică Т = (𝛼, 𝛽, 𝛾) este autotopia cvazigrupului (𝑄,∙).  

6° Nuclee ale cvazigrupului.  



16 
 

Definiția 1.3.4. (vezi [21], [39], [43]) Nucleele la stânga 𝑁𝑙, mediu 𝑁𝑚 și la dreapta 𝑁𝑟 ale 

cvazigrupului (𝑄,∙) se definesc în felul următor: 

𝑁𝑙 = {𝑎 ∈ 𝑄|𝑎 ∙ 𝑥𝑦 = 𝑎𝑥 ∙ 𝑦},  

𝑁𝑚 = {𝑎 ∈ 𝑄|𝑥𝑎 ∙ 𝑦 = 𝑥 ∙ 𝑎𝑦}, 

𝑁𝑟 = {𝑎 ∈ 𝑄|𝑥𝑦 ∙ 𝑎 = 𝑥 ∙ 𝑦𝑎}, ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄. 

Au loc următoarele teoreme: 

Teorema 1.3.3. Cvazigrupul (𝑄,∙) are nucleu la stânga 𝑁𝑙 ≠ ∅ dacă și numai dacă (𝑄,∙) are unitate 

la stânga 𝑓. 

Analog are loc teorema pentru nucleul la dreapta. 

Teorema 1.3.4. Nucleul mediu 𝑁𝑚 ≠ ∅, dacă și numai dacă (𝑄,∙) este buclă, adică are unitate 

𝑥𝑒 = 𝑒𝑥 = 𝑥.  

Teorema 1.3.5. Fiecare nucleu nevid lN , mN  și rN  este subgrup al cvazigrupului (𝑄,∙).  

7° Permutări regulate. Permutarea 𝜆 (𝜌) se numește permutare regulată la stânga (la 

dreapta) a buclei (𝑄,∙), dacă 𝜆(𝑥𝑦) = 𝜆𝑥 ∙ 𝑦 (𝜌(𝑥𝑦) = 𝑥 ∙ 𝜌𝑦), ∀ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄. Permutarea 𝜑 se 

numește medie regulată, dacă există așa permutare 𝜑∗, că 𝜑𝑥 ∙ 𝑦 = 𝑥 ∙ 𝜑∗𝑦, ∀ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄. Setul 

tuturor permutărilor regulate la stânga, la dreapta și medii ℒ, ℛ, S sunt grupuri. Toate permutările 

regulate cvazigrupului (𝑄,∙) sunt autotopice, așa cum 𝑈𝜆 = (𝜆, 1, 𝜆), 𝑉𝜌 = (1, 𝜌, 𝜌), 𝑊𝜑 =

(𝜑, 𝜑∗−1, 1) sunt autotopiile lui (𝑄,∙). 

8° Pseudoautomorfisme.  

Alte permutări autotopice importante, ca și permutările regulate la drepta și la stânga sunt 

pseudoautomorfisme ale cvazigrupului [38]. 

Definiția 1.3.5. Bijecția 𝜃 a mulțimii 𝑄 se numește pseudoautomorfism la dreapta al cvazigrupului 

(𝑄,∙), dacă există măcar un element 𝑐 ∈ 𝑄 astfel, încât 𝜃𝑥 ∙ (𝜃𝑦 ∙ 𝑐) = 𝜃(𝑥 ∙ 𝑦) ∙ 𝑐 pentru toți 𝑥, 𝑦 ∈

𝑄, adică 

(𝜃, 𝑅𝑐𝜃, 𝑅𝑐𝜃)           (1.8) 

este autotopia cvazigrupului (𝑄,∙). Elementul 𝑐 se numește companionul lui 𝜃. 

Bijecția 𝜃 a mulțimii 𝑄 se numește pseudoautomorfism la stânga al cvazigrupului (𝑄,∙), dacă 

există măcar un element 𝑐 ∈ 𝑄 astfel, încât (𝑐 ∙ 𝜃𝑥) ∙ 𝜃𝑦 = 𝑐 ∙ 𝜃(𝑥 ∙ 𝑦) pentru toți 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄, adică 

(𝐿𝑐𝜃, 𝜃, 𝐿𝑐𝜃)           (1.9) 

este autotopia cvazigrupului (𝑄,∙). Elementul 𝑐 se numește companionul lui 𝜃 [21]. 

Dacă 𝜃 este pseudouatomorfism la dreapta și la stânga, atunci 𝜃 se numește pseudoau-

tomorfism. 
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Existența pseudoautomorfismelor la drepta (la stânga) în cvazigrupul (𝑄, 𝐴) presupune ex-

istența unității la stânga (la dreapta). Se știe, că dacă cvazigrupul are pseudoautomorfism netrivial 

la stânga și la dreapta, atunci este buclă [21], [39].  

1.4.  Cvazigrupuri cu proprietate inversă la stânga (𝑳𝑰𝑷-cvazigrupuri). Cvazigrupuri cu 

proprietate inversă la dreapta (𝑹𝑰𝑷-cvazigrupuri). 

Definiția 1.4.1. Cvazigrupul (𝑄,∙) se numește cu proprietate inversă la stânga, dacă există 

aplicația 𝐼𝑙: 𝑄 𝑄 astfel, încât se îndeplinește egalitatea 𝐼𝑙 𝑥 ∙ 𝑥𝑦 = 𝑦  sau 

𝑥 ∙ 𝑥𝑦 = 𝑦, ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄.−1   

Teorema 1.4.1. În orice LIP-cvazigrup (𝑄,∙) au loc: 

1. 𝐼𝑙
2 = 𝜀, adică ( 𝑥−1 ) = 𝑥, 𝜀

−1
 este permutarea identică. 

2.  𝑥( 𝑥𝑦−1 ) = 𝑦, 

3. 𝑥𝑥 = 𝑒𝑥
−1 , unde 𝑥𝑒𝑥 = 𝑥, 

4. 𝐿𝑥
−1 = 𝐿 𝑥−1 , unde 𝐿𝑥𝑦 = 𝑥𝑦, 

5. 𝐼𝑙 este permutare (bijecție). 

Definiția 1.4.2. Elementul 𝑏 al cvazigrupului arbitrar (𝑄,∙) se numește element Bol la stânga, dacă 

se îndeplinește egalitatea  

𝑏(𝑥 ∙ 𝑏𝑦) = 𝑅𝑒𝑏
−1(𝑏 ∙ 𝑥𝑏)𝑦,          (1.10) 

∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄 unde 𝑅𝑒𝑏
𝑥 = 𝑥𝑒𝑏 , 𝑏𝑒𝑏 = 𝑏.  

Scriem (1.10) cu ajutorul translațiilor 𝐿𝑏(𝑥 ∙ 𝐿𝑏𝑦) = 𝑅𝑒𝑏
−1𝐿𝑏𝑅𝑏𝑥 ∙ 𝑦 sau 𝐿𝑏(𝑥𝑦) =

𝑅𝑒𝑏
−1𝐿𝑏𝑅𝑏𝑥 ∙ 𝐿𝑏

−1𝑦. Am obținut autotopia 𝑇 = (𝑅𝑒𝑏
−1𝐿𝑏𝑅𝑏 , 𝐿𝑏

−1, 𝐿𝑏). 

Teorema 1.4.2. În orice cvazigrup (𝑄,∙), dacă 𝑇 = (𝛼, 𝐿𝑏
−1, 𝐿𝑏) este autotopie, atunci b este ele-

ment Bol la stânga.  

Mulțimea tuturor autotopiilor alcătuiește grup față de înmulțirea autotopiilor.  

Teorema 1.4.3. Dacă în LIP-cvazigrupul (𝑄,∙), 𝑇 = (𝛼, 𝛽, 𝛾) este autotopie, atunci și 𝑇1 =

(𝐼𝑙𝛼𝐼𝑙 , 𝛾, 𝛽) de asemenea este autotopie.  

Teorema 1.4.4. Dacă LIP-cvazigrupul (𝑄,∙) are unitate la stânga 𝑓 și 𝑇 = (𝛼, 𝛽, 𝛾)  este autotopie, 

atunci 𝛼𝑓 = 𝑏, unde 𝑏 este elementul Bol la stânga.  

Teorema 1.4.5. Bucla (𝑄,∘), izotopă LIP-cvazigrupului (𝑄,∙), unde izotopia este următoarea: 

𝑥 ∘ 𝑦 = 𝑅𝑎
−1𝑥 ∙ 𝐿𝑏

−1𝑦           (1.11) 

va fi de asemenea LIP-buclă dacă și numai dacă elementul b este element Bol la stânga.  

Analog se definesc 𝑅𝐼𝑃-cvazigrupurile.  
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Definiția 1.4.3. Cvazigrupul (𝑄,∙) se numește RIP-cvazigrup, dacă există aplicația 𝐼𝑟: 𝑄 → 𝑄 

astfel, încât se îndeplinește egalitatea 𝑦𝑥 ∙ 𝐼𝑟𝑥 = 𝑦 sau 𝑦𝑥 ∙ 𝑥−1 = 𝑦. 

Teorema 1.4.6. În orice RIP-cvazigrup (𝑄,∙) are loc: 

1. (𝑥−1)−1 = 𝑥, adică 𝐼𝑟
2 = 𝜀, 𝜀 este permutare identică,  

2. 𝐼𝑟 este permutare, adică 𝐼𝑟 este bijecție, 

3. 𝑦𝑥−1 ∙ 𝑥 = 𝑦, 

4. 𝑥𝑥−1 = 𝑓𝑥, unde 𝑓𝑥𝑥 = 𝑥. 

5. 𝑅𝑥
−1 = 𝑅𝑥−1. 

Definiția 1.4.4. Elementul 𝑎 ∈ 𝑄 se numește element Bol la dreapta al cvazigrupului arbitrar  

(𝑄,∙), dacă se îndeplinește egalitatea: 

(𝑧𝑎 ∙ 𝑦)𝑎 = 𝑧 ∙ 𝐿𝑓𝑎

−1(𝑎𝑦 ∙ 𝑎).         (1.12) 

Scriem egalitatea (1.12) cu ajutorul translațiilor 𝑅𝑎(𝑅𝑎𝑧 ∙ 𝑦) = 𝑧 ∙ 𝐿𝑓𝑎

−1𝑅𝑎𝐿𝑎𝑦 sau 𝑅𝑎(𝑧𝑦) =

𝑅𝑎
−1𝑧 ∙ 𝐿𝑓𝑎

−1𝑅𝑎𝐿𝑎𝑦. Am obținut autotopia (𝑅𝑎
−1, 𝐿𝑓𝑎

−1𝑅𝑎𝐿𝑎 , 𝑅𝑎).  

Are loc următoarea teoremă: 

Teorema 1.4.7. În orice cvazigrup (𝑄,∙), dacă 𝑇 = (𝑅𝑎
−1, 𝛽, 𝑅𝑎) este autotopie, atunci a este ele-

ment Bol la dreapta. 

Cvazigrupul (𝑄,∙), care este 𝑅𝐼𝑃- și 𝐿𝐼𝑃-cvazigrup se numește 𝐼𝑃-cvazigrup. 

Definiția 1.4.5. Elementul Moufang la stânga se definește de identitatea 

𝑎(𝑥 ∙ 𝑎𝑦) = (𝑎 ∙ 𝑥𝑓𝑎)𝑎 ∙ 𝑦,          (1.13) 

elementul Moufang la dreapta de identitatea 

(𝑦𝑎 ∙ 𝑥)𝑎 = 𝑦 ∙ 𝑎(𝑒𝑎𝑥 ∙ 𝑎).          (1.14) 

Teorema 1.4.8. În 𝐼𝑃-cvazigrupul (𝑄,∙) elementele Bol și Moufang sunt echivalente. 

1.5.  Cvazigrupul Bol la stânga. Cvazigrupul Bol la dreapta. Buclă Moufang. 

Fie LIP-cvazigrupul (𝑄,∙), care are proprietatea, că orice buclă, izotopă cvazigrupului (𝑄,∙) 

este de asemenea LIP-buclă. Astfel ajungem la noțiunea de cvazigrup Bol la stânga.  

Definiția 1.5.1. Cvazigrupul (𝑄,∙), în care se îndeplinește egalitatea: 

𝑥(𝑦 ∙ 𝑥𝑧) = 𝑅𝑒𝑥
−1(𝑥 ∙ 𝑦𝑥) ∙ 𝑧, ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄,       (1.15) 

se numește cvazigrup Bol la stânga.  

Analog avem: cvazigrupul (𝑄,∙) se numește cvazigrup Bol la dreapta, dacă se îndeplinește 

egalitatea: 

(𝑧𝑥 ∙ 𝑦)𝑥 = 𝑧 ∙ 𝐿𝑓𝑥

−1(𝑥𝑦 ∙ 𝑥).         (1.16) 

Teorema 1.5.1. Orice cvazigrup Bol la stânga (𝑄,∙) este LIP-cvazigrup. 
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Teorema 1.5.2. Orice buclă (𝑄,∘), izotopă cvazigrupului Bol la stânga (𝑄,∙), este buclă Bol la 

stânga, adică în (𝑄,∘)  are loc identitatea: 

𝑥 ∘ (𝑦 ∘ (𝑥 ∘ 𝑧)) = (𝑥 ∘ (𝑦 ∘ 𝑥)) ∘ 𝑧.        (1.17) 

Teoreme similare au loc pentru cvazigrupurile Bol la dreapta.  

Definiția 1.5.2. (vezi [21]) Cvazigrupul (𝑄,∙) se numeşte cvazigrup Moufang, dacă în (𝑄,∙) se 

îndeplinesc următoarele identități  

(𝑥𝑦 ∙ 𝑧)𝑦 = 𝑥 (𝑦(𝑒𝑦𝑧 ∙ 𝑦)),         (1.18) 

𝑦(𝑥 ∙ 𝑦𝑧) = ((𝑦 ∙ 𝑥𝑓𝑦)𝑦) 𝑧         (1.19) 

unde 𝑦𝑒𝑦 = 𝑦 = 𝑓𝑦𝑦. 

În teza sa de doctor (IM AN MSSR, 1965) I.A. Florea a demonstrat, că identitățile (1.18) și 

(1.19) sunt echivalente, din această cauză se poate defini cvazigrupul Moufang ca cvazigrup, ce 

satisface numai unei din aceste identități. 

Definiția 1.5.3. (vezi [44]) Bucla (𝑄,∙) se numeşte buclă Moufang, dacă în ea se îndeplinesc una 

din identitățile 

(𝑧𝑥 ∙ 𝑦)𝑥 = 𝑧(𝑦 ∙ 𝑦𝑥),         (1.20) 

𝑥(𝑦 ∙ 𝑥𝑧) = (𝑥𝑦 ∙ 𝑥)𝑧 .         (1.21) 

În cercetarea cvazigrupurilor cu identități de tip Bol-Moufang vom avea nevoie de 

următoarele două leme. Prima demonstrată de către I.A. Florea în teza sa de doctor, a doua este 

demonstrată în cartea lui Belousov [21]. 

Lema 1.5.1. Cvazigrupul Bol la stânga și cvazigrupul Bol la dreapta sunt cvazigrup Moufang.  

Lema 1.5.2. Bucla, izotopă cvazigrupului Moufang, este 𝐼𝑃-buclă.  

Definiția 1.5.4. Bucla comutativă (𝑄,∙) cu identitatea 𝑥𝑥 ∙ 𝑦𝑧 = 𝑥𝑦 ∙ 𝑥𝑧 se numește buclă 

comutativă Moufang. 

Reformulând titlul articolului lui Gagola «Cum și de ce buclele Moufang se comportă ca și 

grupul» [24] se poate de spus, că cvazigrupurile cu identitățile Bol-Moufang «se comportă ca și 

grupul». Aceasta este una dintre cauzele, de ce cercetăm aceste clase de cvazigrupuri. Atrageți 

atenția, informația despre unitățile la dreapta și la stânga în orice cvazigrup cu identitatea de tip 

Bol-Moufang poate fi găsită în [21], [45], [46], [36], [47]. 

În [22] sunt enumerate identitățile de tip Bol-Moufang, la realizarea căror în cvazigrupuri 

sunt bucle. Aceste identități sunt folosite la cercetarea buclelor triplete [48]. În [25], [27], [29] sunt 

cercetate varietățile cvazigrupurilor, definite de identitățile Bol-Moufang. În [26] sunt cercetate 

identitățile Bol-Moufang generalizate. Sunt cercetate buclele Bol-Moufang cu subgrup cu indiciu 

2 [28]. În [35] se studiază existența unității în grupoizi cu identități Bol-Moufang.  
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1.6.  Concluzii la capitolul 1 

În Capitolul 1 au fost cercetate reperele teoretice ale problemei în cauză. S-au relevat 

noțiunile și rezultatele generale din teoria cvazigrupurilor, servind ca temelia realizării scopului și 

obiectivelor lucrării. 

Scopul lucrării este de a cerceta morfismele și proprietăţile sistemelor algebrice neasocia-

tive cu identităţi de tip Moufang. Pentru atingerea acestui scop au fost definite următoarele 

obiective:  

(1) cercetarea relațiilor 𝑊𝐴-, 𝐶𝐼-cvazigrupurilor, tranzitive la stânga și Neumann cu 

cvazigrupurile Moufang, Bol la stânga, la dreapta ș.a.;  

(2) cercetarea existenței unității în cvazigrupurilor cu fiecare dintre cele 60 de identități de tip 

Bol-Moufang enumerate în lucrarea [1];  

(3) cercetarea morfismelor, proprietăților, relațiilor cu alte clase de cvazigrupuri noi definite 

în lucrare (𝑖-cvazigrupuri și 𝑊𝐼𝑃-cvazigrupuri generalizate);  

(4) cercetarea 𝐺-proprietăților cvazigrupurilor tranzitive la stânga și Neumann. 

În baza analizei situației actuale în teoria cvazigrupurilor binare formulăm următoarele 

concluzii: 

1. Cercetările efectuate denotă opiniile, că aproape toate clasele de cvazigrupuri și 

bucle posedă proprietate inversă. Cel mai des aceste cvazigrupuri posedă una dintre cele 3 

proprietăți de inversabilitate, și anume: inversabilitate la stânga (𝐿𝐼𝑃), la dreapta (𝑅𝐼𝑃), și 

bilaterală (𝐼𝑃).  

2. O problemă actuală este: pentru ce identități în cvazigrupul (𝑄,∙) urmează, că (𝑄,∙) 

este buclă [21].  

3. Izotopia, fiind un concept important al teoriei cvazigrupurilor ne dă o posibilitate 

de a cerceta clasele de cvazigrupuri, trecând cu ajutorul izotopiei la buclă. Uneori bucla 

este grup, iar proprietățile grupului sunt cunoscute și cu ajutorul grupului, buclei cercetăm 

proprietățile cvazigrupului dat. Valoarea izotopiei pentru cvazigrupuri urmează din 

următoarea teoremă simplă: orice cvazigrup este izotop unei bucle. Pentru grupuri 

conceptul de izotopie nu joacă un rol semnificativ, am văzut din Teorema (Albert) 1.3.3.. 
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2. DESPRE UNELE CLASE DE CVAZIGRUPURI CU PROPRIETĂȚI DE 

INVERSABILITATE ( 𝑾𝑨−, 𝑶𝑾𝑰𝑷−, 𝑪𝑰 −CVAZIGRUPURI) 

Deseori cercetăm cvazigrupurile și buclele din punct de vedere al apropierii lor de grupuri. 

În grup un rol mare îl joacă și proprietatea de inversabilitate, care se exprimă în felul următor: 

pentru orice element 𝑥 există elementul invers 𝑥−1 astfel, încât se îndeplinește egalitatea 𝑥𝑥−1 =

𝑥−1𝑥 = 1, și de aici pe baza legii asociative avem 𝑥−1(𝑥𝑦) = 𝑦, (𝑦𝑥)𝑥−1 = 𝑦. Aceste egalități 

pot fi luate ca definire a unei clase foarte largi de cvazigrupuri și bucle. Multe dintre clasele de 

cvazigrupuri și bucle, intens studiate până în prezent, au proprietăți de “inversabilitate”. Printre 

cele mai cunoscute clase de cvazigrupuri (bucle) cu proprietăți de inversabilitate sunt 𝐼𝑃-, 𝐿𝐼𝑃-, 

𝑅𝐼𝑃-, 𝑊𝐼𝑃- și 𝐶𝐼-cvazigrupurile ș.a. În capitolul dat s-au cercetat 𝑊𝐴-, 𝐶𝐼-cvazigrupurile și o 

clasă de cvazigrupuri nouă definită 𝑊𝐼𝑃-cvazigrupuri generalizate (𝑂𝑊𝐼𝑃-cvazigrupuri).  

2.1. Proprietățile 𝑾𝑨-buclelor la stânga 

În acest paragraf s-a demonstrat, că orice 𝑊𝐴-cvazigrup este cvazigrup Bol la stânga și la 

dreapta, adică cvazigrup Moufang. S-au cercetat operațiile derivate la dreapta și la stânga ale 

acestui cvazigrup. Este construit un exemplu de asemenea cvazigrup. 

Definiția 2.1.1. (vezi [49], [50]) Cvazigrupul (𝑄,∙) cu identitățile 

𝑥𝑥 ∙ 𝑦𝑧 = 𝑥𝑦 ∙ 𝑥𝑧 și 𝑥𝑦 ∙ 𝑧𝑧 = 𝑥𝑧 ∙ 𝑦𝑧       (2.1) 

se numește 𝑊𝐴-cvazigrup sau cvazigrup semimedial (pe scurt: 𝑆𝑀-cvazigrup) (vezi [51], [52]). 

Identitățile (2.1) nu sunt echivalente. 

Exemplu 2.1.1. Cvazigrupul (𝑄,∗) satisface numai identităților (2.1).  

 

 

 

 

 

 

Lema 2.1.1. În orice 𝑊𝐴-cvazigrup au loc următoarele identități: 

𝑥2\(𝑦𝑧) = (𝑥\𝑦)(𝑥\𝑧),         (2.2) 

(𝑦𝑧)/𝑥2 = (𝑦/𝑥)(𝑧/𝑥),         (2.3) 

* 0 1 2 3 4 5 

0 0 1 2 3 4 5 

1 1 0 3 2 5 4 

2 2 4 0 5 1 3 

3 4 2 5 0 3 1 

4 3 5 1 4 0 2 

5 5 3 4 1 2 0 
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𝑥(𝑦\𝑧) = (𝑥𝑦)\(𝑥2𝑧),         (2.4) 

(𝑦/𝑧)𝑥 = (𝑦𝑥2)/(𝑧𝑥),         (2.5) 

unde 𝑥𝑦 = 𝑧 ⇔ 𝑥\𝑧 = 𝑦 ⇔ 𝑧/𝑦 = 𝑥. 

Demonstrație. (2.2). Știm că există astfel element 𝑧´, încât 𝑥2\𝑦𝑧´ = (𝑥\𝑦)(𝑥\𝑧). 

Noi trebuie să demonstrăm, că 𝑧´ = 𝑧. Din definiția operației \ avem: 

𝑦𝑧´ = 𝑥2((𝑥\𝑦)(𝑥\𝑧)) =⏞
(2.1)

𝑥(𝑥\𝑦) ∙ 𝑥(𝑥\𝑧) =⏞
(1.1)

𝑦𝑧. 

Prin urmare, 𝑧´ = 𝑧. 

 (2.3). Știm că există astfel element 𝑧´, încât 𝑦𝑧´/𝑥2 = (𝑦/𝑥)(𝑧/𝑥). Noi trebuie să 

demonstrăm, că 𝑧´ = 𝑧. Din definiția operației / avem: 

𝑦𝑧´ = (𝑦/𝑥)(𝑧/𝑥) ∙ 𝑥2 =⏞
(2.1)

(𝑦/𝑥)𝑥 ∙ (𝑧/𝑥)𝑥 =⏞
(1.2)

𝑦𝑧. 

Prin urmare, 𝑧´ = 𝑧. 

 (2.4). Știm că există astfel element 𝑧´, încât 𝑥(𝑦\𝑧) = (𝑥𝑦)\(𝑥2𝑧´). Noi trebuie să 

demonstrăm, că 𝑧´ = 𝑧. Avem 

𝑥2𝑧´ = (𝑥𝑦) ∙ 𝑥(𝑦\𝑧) =⏞
(2.1)

𝑥2 ∙ 𝑦(𝑦\𝑧) =⏞
(1.1)

𝑥2𝑧. 

Prin urmare, 𝑧´ = 𝑧. 

 (2.5). Știm că există astfel element 𝑦´, încât (𝑦/𝑧)𝑥 = (𝑦´𝑥2)/(𝑧𝑥). Trebuie să 

demonstrăm, că 𝑦´ = 𝑦. Ca și în cazurile precedente  

𝑦´𝑥2 = (𝑦/𝑧)𝑥 ∙ (𝑧𝑥) =⏞
(2.1)

(𝑦/𝑧)𝑧 ∙ 𝑥2 =⏞
(1.2)

𝑦𝑥2. 

Prin urmare, 𝑦´ = 𝑦.          □ 

Din definițiile 2.1.1. și 1.5.3. urmează, că orice buclă comutativă Moufang este 𝑊𝐴-

cvazigrup. 

Teorema 2.1.1. (vezi [53], [50], [52]) Orice buclă, izotopă 𝑊𝐴-cvazigrupului, este buclă 

comutativă Moufang. 

Lema 2.1.2. Orice 𝑊𝐴-cvazigrup cu unitate la stânga este cvazigrup Bol la stânga.  

Demonstrație. Dacă 𝑓 este unitate la stânga a cvazigrupului (𝑄,∙), atunci 𝑓𝑓 = 𝑓, 𝐿𝑓𝑥 = 𝑥 pentru 

toți  𝑥 ∈ 𝑄 și 𝐿𝑓 = 𝜀. Din Teorema 2.1.1. urmează că izotopul de forma  

𝑥 ∘ 𝑦 = 𝑅𝑓
−1𝑥 ∙ 𝐿𝑓

−1𝑦 = 𝑅𝑓
−1𝑥 ∙ 𝑦        (2.6) 

cvazigrupului (𝑄,∙) este buclă comutativă Moufang. Orice buclă comutativă Moufang (𝑄,∘) este 

𝐼𝑃-buclă, adică există așa permutare 𝐼 

𝐼𝑥 ∘ (𝑥 ∘ 𝑦) = (𝑦 ∘ 𝑥) ∘ 𝐼𝑥 = 𝑦        (2.7) 
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pentru orice 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄. 

Trecând în ecuația (2.7) la operația " ∙ " obținem 𝑅𝑓
−1𝐼𝑥 ∙ (𝑅𝑓

−1𝑥 ∙ 𝑦) = 𝑦,  𝑅𝑓
−1𝐼𝑅𝑓𝑥 ∙

(𝑥 ∙ 𝑦) = 𝑦. Prin urmare, 𝐼𝑙𝑥 ∙ (𝑥 ∙ 𝑦) = 𝑦 pentru 

𝐼𝑙 = 𝑅𝑓
−1𝐼𝑅𝑓 .           (2.8) 

În așa mod (𝑄,∙) este 𝐿𝐼𝑃-cvazigrup. Aceasta după rezultatele din [54] arată, că (𝑄,∙) este 

cvazigrup Bol la stânga.          □ 

Corolar 2.1.1. Dacă 𝑓 este unitate la stânga a 𝑊𝐴-cvazigrupului (𝑄,∙), atunci translația 𝑅𝑓 este 

automorfism al (𝑄,∙), și automorfism al buclei comutative Moufang (𝑄,∘) definită de (2.6). 

Demonstrație. Faptul, că 𝑅𝑓 ∈ 𝐴𝑢𝑡(𝑄,∙) urmează din (2.1) și egalitatea 𝑓𝑓 = 𝑓. Mai departe, 

folosind formula (2.6), avem: 𝑅𝑓(𝑥 ∘ 𝑦) = 𝑅𝑓𝑥 ∘ 𝑅𝑓𝑦, 𝑅𝑓(𝑅𝑓
−1𝑥 ∙ 𝑦) = 𝑅𝑓

−1𝑅𝑓𝑥 ∙ 𝑅𝑓𝑦,   

𝑥 ∙ 𝑅𝑓𝑦 = 𝑥 ∙ 𝑅𝑓𝑦. Prin urmare 𝑅𝑓𝐼 = 𝐼𝑅𝑓 , și (2.8) capătă forma 𝐼𝑙 = 𝐼.    □ 

Lema 2.1.3. Orice 𝑊𝐴-cvazigrup cu unitate la dreapta este cvazigrup Bol la dreapta.  

Demonstrație. Fie izotopul (𝑄,∘) 𝑊𝐴-cvazigrupului (𝑄,∙) este: 

𝑥 ∘ 𝑦 = 𝑥 ∙ 𝐿𝑒
−1𝑦, 

unde 𝑒 este unitate la dreapta pentru (𝑄,∙). După Teorema 2.1.1., (𝑄,∘) este buclă comutativă 

Moufang. Fie 1 este unitate în (𝑄,∘) și 𝐼 permutare în 𝑄 astfel, încât 𝑥 ∘ 𝐼𝑥 = 1 pentru orice 𝑥 ∈

𝑄. Așa cum (𝑦 ∘ 𝑥) ∘ 𝐼𝑥 = 𝑦 pentru orice 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄, avem 𝑦 = (𝑦 ∘ 𝑥) ∘ 𝐼𝑥 = (𝑦 ∙ 𝐿𝑒
−1𝑥) ∙ 𝐿𝑒

−1𝐼𝑥. 

Prin urmare, (𝑦 ∙ 𝑥) ∙ 𝐿𝑒
−1𝐼𝐿𝑒𝑥 = 𝑦, de aici (𝑦 ∙ 𝑥) ∙ 𝜌𝑥 = 𝑦 pentru 𝜌 = 𝐿𝑒

−1𝐼𝐿𝑒 . Așadar, (𝑄,∙) este 

𝑅𝐼𝑃-cvazigrup. Aceasta după rezultatele din [54] înseamnă, că (𝑄,∙) este cvazigrupul Bol la 

dreapta.             □ 

Lema 2.1.4. Orice 𝑊𝐴-cvazigrup (𝑄,∙) cu proprietate inversă la stânga (la dreapta) este cvazigrup 

Bol la stânga (la dreapta).  

Demonstrație. Așa cum 𝑊𝐴-cvazigrupul cu proprietate inversă la stânga este  𝐿𝐼𝑃-cvazigrup, 

demonstrația acestei leme este foarte asemănătoare cu demonstrația Lemei 2.1.2. 

Pentru WA-cvazigrupuri cu proprietate inversă la dreapta demonstrația  este similară. □  

Corolarul 2.1.2. Orice 𝑊𝐴-cvazigrup, care este 𝐼𝑃-cvazigrup, este cvazigrup Moufang. 

Demonstrație. Demonstrația urmează din Lema 2.1.4. și Lema 1.5.1.    □ 

Definiția 2.1.2. (vezi [21]) Izotopia de forma  

𝑥 ∘ 𝑦 = 𝐿𝑎
−1(𝐿𝑎𝑥 ∙ 𝑦)          (2.9) 

se numește operație derivată la dreapta pentru (𝑄,∙), generată de elementul 𝑎. 

 Izotopia de forma 

𝑥 ∘ 𝑦 = 𝑅𝑎
−1(𝑥 ∙ 𝑅𝑎𝑦)          (2.10) 

se numește operație derivată la stânga pentru (𝑄,∙) generată de elementul 𝑎. 
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Noțiunea de operații derivate este introdusă în [55], [56]. 

Teorema 2.1.2. Fie (𝑄,∙) este 𝑊𝐴-cvazigrup. Atunci:  

 (𝑖) operația derivată la dreapta pentru (𝑄,∙) este cvazigrup Bol la stânga,  

 (𝑖𝑖) operația derivată la stânga pentru (𝑄,∙) este cvazigrup Bol la dreapta.  

Demonstrație. (𝑖). Din (2.9) urmează, că cvazigrupul (𝑄,∘) are unitate la stânga, și anume, 𝑓 =

𝑒𝑎, unde 𝑎𝑒𝑎 = 𝑎. De fapt, 𝑒𝑎 ∘ 𝑦 = 𝐿𝑎
−1(𝐿𝑎𝑒𝑎 ∙ 𝑦) = 𝐿𝑎

−1𝐿𝑎𝑦 = 𝑦. În particular 𝑓 ∘ 𝑓 = 𝑓.  

 Fie următorul izotop al cvazigrupului (𝑄,∘): 

𝑥 + 𝑦 = (𝑅𝑓
∘)

−1
𝑥 ∘ 𝑦,          (2.11) 

unde 𝑅𝑓
∘𝑥 = 𝑥 ∘ 𝑓. Atunci (𝑄, +) este buclă cu unitatea 𝑓.  

 Într-adevăr, 𝑓 + 𝑦 = (𝑅𝑓
∘)

−1
𝑓 ∘ 𝑦 = 𝑓 ∘ 𝑦 = 𝑦, așa cum, dacă (𝑅𝑓

∘)
−1

𝑓 = 𝑧, atunci 

 𝑓 = (𝑅𝑓
∘)𝑧, 𝑓 = 𝑧 ∘ 𝑓. Dar, așa cum am menționat deja, 𝑓 ∘ 𝑓 = 𝑓, prin urmare, 𝑧 = 𝑓. Mai 

departe avem 𝑥 + 𝑓 = (𝑅𝑓
∘)

−1
𝑥 ∘ 𝑓 = 𝑅𝑓

∘(𝑅𝑓
∘)

−1
𝑥 = 𝑥. 

 Folosind (2.9), noi putem scrie (2.11) în felul următor: 

𝑥 + 𝑦 = 𝐿𝑎
−1 (𝐿𝑎(𝑅𝑓

∘)
−1

𝑥 ∙ 𝑦). 

Astfel, bucla (𝑄, +) este izotop al 𝑊𝐴-cvazigrupului (𝑄,∙). Conform Teoremei 2.1.1. printre 

buclele izotope 𝑊𝐴-cvazigrupului (𝑄,∙) există buclă comutativă Moufang. Amintim, că orice 

buclă, izotopă buclei Moufang, este buclă Moufang (vezi [21]). Din această cauză (𝑄, +) este 

buclă Moufang.  

Demonstrația va fi completă, dacă vom demonstra, că cvazigrupul (𝑄,∘) este 𝐿𝐼𝑃-cvazigrup. 

Din 𝑥−1 + (𝑥 + 𝑦) = 𝑦, folosind (2.11), vom obține (𝑅𝑓
∘)

−1
𝑥−1 ∘ ((𝑅𝑓

∘)
−1

𝑥 ∘ 𝑦) = 𝑦. Acum, 

notând (𝑅𝑓
∘)

−1
𝑥−1 prin 𝛼𝑥 și (𝑅𝑓

∘)
−1

𝑥 prin 𝛽𝑥, vom obține două permutări 𝛼, 𝛽 ale mulțimii 𝑄, și 

posibilitatea de a scrie ultima ecuație sub o formă mai convenabilă  𝛼𝑥 ∘ (𝛽𝑥 ∘ 𝑦) = 𝑦, care este 

echivalentă cu 𝛼𝛽−1𝑥 ∘ (𝑥 ∘ 𝑦) = 𝑦. Ultima arată, că (𝑄,∘) este 𝐿𝐼𝑃-cvazigrup. Aceasta termină 

demonstrația (𝑖). 

(𝑖𝑖). Din (2.10) urmează, că cvazigrupul (𝑄,∘) are unitate la dreapta 𝑒 = 𝑓𝑎 , unde 𝑓𝑎𝑎 = 𝑎. 

De fapt, 𝑥 ∘ 𝑓𝑎 = 𝑅𝑎
−1(𝑥 ∙ 𝑅𝑎𝑓𝑎) = 𝑅𝑎

−1(𝑥 ∙ 𝑎) = 𝑥.  

Fie următorul izotop al cvazigrupului (buclei la dreapta) (𝑄,∘): 

𝑥 + 𝑦 = 𝑥 ∘ (𝐿𝑒
∘ )−1𝑦,          (2.12) 

unde 𝐿𝑒
∘ 𝑥 = 𝑒 ∘ 𝑥. Atunci (𝑄, +) este buclă cu unitatea 𝑒. Demonstrația e similară demonstrației 

în (𝑖), și noi o omitem. 

Din (2.12), folosind (2.10), avem 
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𝑥 + 𝑦 = 𝑅𝑎
−1(𝑥 ∙ 𝑅𝑎(𝐿𝑒

∘ )−1𝑦). 

Similar, ca și în (𝑖), noi putem demonstra, că (𝑄, +) este buclă Moufang. Mai departe, din 

(𝑦 + 𝑥) + 𝑥−1 = 𝑦, folosind (2.12), avem (𝑦 ∘ (𝐿𝑒
∘ )−1𝑥) ∘ (𝐿𝑒

∘ )−1𝑥−1 = 𝑦. Aceasta arată, că (𝑄,∘

) este 𝑅𝐼𝑃-cvazigrup.           □ 

2.2.  Automorfismele 𝑾𝑨-buclelor la stânga 

Acest paragraf este dedicat automorfismelor 𝑊𝐴-cvazigrupurilor, permutărilor interne ca 

automorfisme în raport cu unitatea la stânga și în raport cu element arbitrar. 

Începem cu un lucru, care este un folclor al cvazigrupurilor: 

Lema 2.2.1. În autotopia de cvazigrup oricare două componente determină în mod unic a treiea.  

Elementele grupului 𝐼ℎ(𝑄,∙) = {𝛼 ∈ 𝑀(𝑄,∙)| 𝛼ℎ = ℎ}, unde 𝑀(𝑄,∙) este grup, generat de 

toate translațiile cvazigrupului (𝑄,∙) la stânga și la dreapta, se numesc aplicații interne pentru (𝑄,∙) 

în raport cu elementul ℎ ∈ 𝑄 (vezi [21]). Belousov a demonstrat (vezi [21]), că grupul 𝐼ℎ(𝑄,∙) este 

generat de toate permutările de forma: 

𝐿𝑥,𝑦 = 𝐿𝑥∘𝑦
−1 𝐿𝑥𝐿𝑦 , unde (𝑥 ∘ 𝑦)ℎ = 𝑥 ∙ 𝑦ℎ, 

𝑅𝑥,𝑦 = 𝑅𝑥•𝑦
−1 𝑅𝑦𝑅𝑥 , unde ℎ(𝑥 • 𝑦) = ℎ𝑥 ∙ 𝑦, 

𝑇𝑥 = 𝐿𝜎𝑥
−1𝑅𝑥 , unde 𝜎 = 𝑅ℎ

−1𝐿ℎ. 

Lema 2.2.2. În 𝑊𝐴-cvazigrupul (𝑄,∙) cu unitate la stânga 𝑓 permutările interne 𝐿𝑥,𝑦, 𝑅𝑥,𝑦 și 𝑇𝑥 în 

raport cu elementul 𝑓 sunt automorfisme ale cvazigrupului (𝑄,∙). 

Demonstrație. În cazul nostru 𝐿𝑥,𝑦 = 𝐿𝑥∘𝑦
−1 𝐿𝑥𝐿𝑦, unde 𝑥 ∘ 𝑦 = 𝑅𝑓

−1(𝑥 ∙ 𝑅𝑓𝑦) = 𝑅𝑓
−1𝑥 ∙ 𝑦, după 

Corolarul 2.1.1. Prin urmare 

𝐿𝑥,𝑦 = 𝐿
𝑅𝑓

−1𝑥∙𝑦
−1 𝐿𝑥𝐿𝑦.          (2.13) 

Mai mult decât atât, 𝑥 ∙ 𝑦 = 𝑓𝑥 ∙ 𝑦 = 𝑓(𝑥 • 𝑦) = 𝑥 • 𝑦 are loc 

𝑅𝑥,𝑦 = 𝑅𝑥∙𝑦
−1 𝑅𝑦𝑅𝑥 .          (2.14) 

Așa cum 𝜎𝑥 = 𝑅𝑓
−1𝐿𝑓𝑥 = 𝑅𝑓

−1𝑥, avem 𝑇𝑥 = 𝐿
𝑅𝑓

−1𝑥
−1 𝑅𝑥. Astfel 

𝐿𝑥,𝑦𝑓 = 𝑅𝑥,𝑦𝑓 = 𝑇𝑥𝑓 = 𝑓.         (2.15) 

Din (2.1) urmează, că pentru orice 𝑎 ∈ 𝑄 fixat, următoarele triplete (𝐿𝑎, 𝐿𝑎, 𝐿𝑎2) și 

(𝑅𝑎, 𝑅𝑎, 𝑅𝑎2), inversele lor și componente diferite – produsul lor sunt autotopii în (𝑄,∙). Prin 

urmare 

(𝐿
𝑅𝑓

−1𝑥∙𝑦
−1 , 𝐿

𝑅𝑓
−1𝑥∙𝑦

−1 , 𝐿
(𝑅𝑓

−1𝑥∙𝑦)
2

−1 ) (𝐿𝑥, 𝐿𝑥, 𝐿𝑥2)(𝐿𝑦, 𝐿𝑦, 𝐿𝑦2) =  
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= (𝐿𝑥,𝑦, 𝐿𝑥,𝑦, 𝐿
(𝑅𝑓

−1𝑥∙𝑦)
2

−1 𝐿𝑥2𝐿𝑦2)        (2.16) 

Aceasta înseamnă, că  

𝐿𝑥,𝑦𝑓 ∙ 𝐿𝑥,𝑦𝑧 = 𝐿
(𝑅𝑓

−1𝑥∙𝑦)
2

−1 𝐿𝑥2𝐿𝑦2(𝑓 ∙ 𝑧),       (2.17) 

de unde, folosind (2.15), avem 

𝐿𝑥,𝑦𝑧 = 𝐿
(𝑅𝑓

−1𝑥∙𝑦)
2

−1 𝐿𝑥2𝐿𝑦2𝑧         (2.18) 

pentru orice 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑄. Aceasta împreună cu (2.16), arată, că 𝐿𝑥,𝑦 este automorfism al 

cvazigrupului (𝑄,∙). 

Analog din 

(𝑅𝑥∙𝑦
−1 , 𝑅𝑥∙𝑦

−1 , 𝑅(𝑥∙𝑦)2
−1 )(𝑅𝑦, 𝑅𝑦, 𝑅𝑦2)(𝑅𝑥, 𝑅𝑥, 𝑅𝑥2) = (𝑅𝑥,𝑦, 𝑅𝑥,𝑦, 𝑅(𝑥∙𝑦)2

−1 𝑅𝑦2𝑅𝑥2)  (2.19) 

și 

(𝐿
𝑅𝑓

−1𝑥
−1 , 𝐿

𝑅𝑓
−1𝑥

−1 , 𝐿
(𝑅𝑓

−1𝑥)
2

−1 ) (𝑅𝑥, 𝑅𝑥, 𝑅𝑥2) = (𝑇𝑥, 𝑇𝑥, 𝐿
(𝑅𝑓

−1𝑥)
2

−1 𝑅𝑥2)    (2.20) 

de aici rezultă, că 𝑅𝑥,𝑦 și 𝑇𝑥 sunt automorfisme pentru cvazigrup (𝑄,∙).    □ 

Corolarul 2.2.1. În orice 𝑊𝐴-cvazigrup cu unitate la stânga avem  

𝐿𝑥,𝑦 = 𝐿𝑥2,𝑦2 , 𝑅𝑥,𝑦 = 𝑅𝑥2,𝑦2 ,   𝑇𝑥 = 𝑇𝑥2 . 

Demonstrație. Presupunând 𝑦 = 𝑧 în (2.1), avem 

(𝑥𝑦)2 = 𝑥2 ∙ 𝑦2.          (2.21) 

Din (2.13) și (2.18) urmează, că identitatea 𝐿𝑥,𝑦 = 𝐿𝑥2,𝑦2 va fi demonstrată, dacă vom 

demonstra, că (𝑅𝑓
−1𝑥 ∙ 𝑦)

2
= 𝑅𝑓

−1𝑥2 ∙ 𝑦2. Aceasta urmează din (2.21) și faptul, că 𝑅𝑓 (și inversa 

lui) sunt automorfisme în (𝑄,∙) (vezi Corolarul 2.1.1.). De fapt, (𝑅𝑓
−1𝑥)

2
= 𝑅𝑓

−1𝑥 ∙ 𝑅𝑓
−1𝑥 =

𝑅𝑓
−1(𝑥 ∙ 𝑥) = 𝑅𝑓

−1𝑥2. Precum 𝑅𝑥,𝑦 = 𝑅(𝑥∙𝑦)2
−1 𝑅𝑦2𝑅𝑥2 , după (2.19), din (2.14) și (2.21) obținem 

𝑅𝑥,𝑦 = 𝑅𝑥2,𝑦2 . 

Identitatea a treia se demonstrează similar.       □ 

Definiție 2.2.1. (vezi [57], [39]) Fie (𝑄,∙) un grupoid. Elementul 𝑎 ∈ 𝑄 se numește element 

nuclear la stânga în (𝑄,∙), dacă 𝐿𝑎𝑥 = 𝐿𝑎𝐿𝑥 pentru orice 𝑥 ∈ 𝑄. Mulțimea tuturor elementelor 

nucleare la stânga în (𝑄,∙) se numește nucleu la stânga (𝑄,∙) și se notează 𝑁𝑙. 

Este bine cunoscut (vezi [21], [44]), că în cvazigrup mulțimea 𝑁𝑙 formează subgrup. 

Teorema 2.2.1. În 𝑊𝐴-cvazigrupul (𝑄,∙) cu unitate la stânga 𝑓 permutările interne 𝐿𝑥,𝑦, 𝑅𝑥,𝑦 și 𝑇𝑥 

față de 𝑎 ∈ 𝑄 sunt automorfisme în (𝑄,∙) dacă și numai dacă 𝑎 ∈ 𝑁𝑙 și se îndeplinește următoarea 

identitate 𝑥𝑦 ∙ 𝑎 = 𝑥𝑓 ∙ 𝑦𝑎. 
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Demonstrație. În acest caz 𝐿𝑥,𝑦 = 𝐿𝑥∘𝑦
−1 𝐿𝑥𝐿𝑦 , unde 𝑥 ∘ 𝑦 = 𝑅𝑎

−1(𝑥 ∙ 𝑅𝑎𝑦), 𝑅𝑥,𝑦 = 𝑅𝑥•𝑦
−1 𝑅𝑦𝑅𝑥, unde 

𝑎𝑥 ∙ 𝑦 = 𝑎(𝑥 • 𝑦) și 𝑇𝑥 = 𝐿𝜎𝑥
−1𝑅𝑥, unde 𝜎𝑥 = 𝑅𝑎

−1𝐿𝑎𝑥.  

Astfel, ca și în demonstrația Lemei 2.2.2. (identitățile (2.16), (2.17), și (2.18)), putem 

demonstra, că 𝐿𝑥,𝑦 , 𝑅𝑥,𝑦 și 𝑇𝑥 sunt automorfisme pentru (𝑄,∙). Atunci 𝐿𝑥∘𝑦
−1 𝐿𝑥𝐿𝑦𝑓 = 𝑓, adică 

𝐿𝑥𝐿𝑦𝑓 = 𝐿𝑥∘𝑦𝑓. Deci, 𝑥 ∙ 𝑦𝑓 = 𝐿𝑥∘𝑦𝑓 = 𝑅𝑎
−1(𝑥 ∙ 𝑅𝑎𝑦)𝑓, de unde obținem 𝑅𝑓

−1(𝑥 ∙ 𝑦𝑓) =

𝑅𝑎
−1(𝑥 ∙ 𝑅𝑎𝑦). Deoarece 𝑅𝑓

−1 este automorfism al (𝑄,∙) (Corolarul 2.1.1.), din ultima identitate 

obținem 𝑅𝑓
−1𝑥 ∙ 𝑦 = 𝑅𝑎

−1(𝑥 ∙ 𝑅𝑎𝑦), deoarece și, 𝑥𝑦 = 𝑅𝑎
−1(𝑅𝑓𝑥 ∙ 𝑅𝑎𝑦). Astfel, 𝑥𝑦 ∙ 𝑎 = 𝑥𝑓 ∙ 𝑦𝑎 

pentru orice 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄. 

Mai mult decât atât, 𝑅𝑥•𝑦
−1 𝑅𝑦𝑅𝑥𝑓 = 𝑓 este 𝑅𝑦𝑅𝑥𝑓 = 𝑅𝑥•𝑦𝑓. Prin urmare 𝑥𝑦 = 𝑥 • 𝑦 și 𝑎𝑥 ∙

𝑦 = 𝑎(𝑥 • 𝑦) = 𝑎 ∙ 𝑥𝑦 pentru toți 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄. Deci 𝑎 ∈ 𝑁𝑙. 

Afirmația inversă este evidentă.        □ 

Lema 2.2.3. Permutarea 𝐿𝑎𝑅𝑎 este automorfism al 𝑊𝐴-cvazigrupului (𝑄,∙) cu unitate la stânga 𝑓 

dacă și numai dacă 𝑎2 = 𝑓. 

Demonstrație. Deoarece 

(𝐿𝑎, 𝐿𝑎, 𝐿𝑎2)(𝑅𝑎, 𝑅𝑎, 𝑅𝑎2) = (𝐿𝑎𝑅𝑎, 𝐿𝑎𝑅𝑎, 𝐿𝑎2𝑅𝑎2)      (2.22) 

este autotopie în (𝑄,∙), avem 

𝐿𝑎𝑅𝑎𝑓 ∙ 𝐿𝑎𝑅𝑎𝑦 = 𝐿𝑎2𝑅𝑎2𝑦         (2.23) 

pentru orice 𝑦 ∈ 𝑄.  Această autotopie este automorfism dacă și numai dacă 𝐿𝑎2𝑅𝑎2 = 𝐿𝑎𝑅𝑎. 

Ultima egalitate are loc dacă și numai dacă 𝐿𝑎𝑅𝑎𝑓 = 𝑓, adică, dacă și numai dacă 𝑎2 = 𝑓. □ 

Corolarul 2.2.2. Fie (𝑄,∙) este 𝑊𝐴-cvazigrup cu unitate la stânga  𝑓. Dacă 𝑎2 = 𝑓, atunci 𝐿𝑎𝑅𝑎 =

𝐿𝑎2𝑅𝑎2 = 𝑅𝑓 . 

Demonstrație. Din (2.22) și faptul, că 𝐿𝑎𝑅𝑎 este automorfism pentru (𝑄,∙) urmează 𝐿𝑎𝑅𝑎 =

𝐿𝑎2𝑅𝑎2 . Din (2.23), 𝐿𝑎𝑅𝑎𝑓 = 𝑓 și 𝑎2 = 𝑓 avem 𝐿𝑎𝑅𝑎 = 𝑅𝑓 .     □ 

Lema 2.2.4. Permutarea 𝐿𝑎2𝑅𝑎 este automorfism al 𝑊𝐴-cvazigrupului (𝑄,∙) cu unitate la stânga 

𝑓 dacă și numai dacă 𝑎2 ∙ 𝑎 = 𝑓. 

Demonstrație. Este clar, că  

(𝐿𝑎2 , 𝐿𝑎2 , 𝐿
(𝑎2)

2) (𝑅𝑎, 𝑅𝑎, 𝑅𝑎2) = (𝐿𝑎2𝑅𝑎, 𝐿𝑎2𝑅𝑎, 𝐿
(𝑎2)

2𝑅𝑎2) 

este autotopie a cvazigrupului (𝑄,∙). Prin urmare 𝐿𝑎2𝑅𝑎𝑓 ∙ 𝐿𝑎2𝑅𝑎𝑦 = 𝐿
(𝑎2)

2𝑅𝑎2𝑦 are loc pentru 

orice 𝑦 ∈ 𝑄. Această autotopie este automorfism dacă și numai dacă 𝐿
(𝑎2)

2𝑅𝑎2 = 𝐿𝑎2𝑅𝑎, adică 

dacă și numai dacă 𝐿𝑎2𝑅𝑎𝑓 = 𝑓. Ultima condiție este echivalentă cu 𝑎2 ∙ 𝑎 = 𝑓.    □ 
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2.3.  Pseudoautomorfisme și subbucle 

Noțiunea de pseudoautomorfism o avem în primul capitol al lucrării (vezi [21]). Cvazigrupul 

cu pseudoautomorfism la dreapta are de asemenea unitate la stânga (vezi [39]). 

Lema 2.3.1. În 𝑊𝐴-cvazigrupul cu unitate la stânga 𝑓 translația 𝑅𝑎  este pseudoautomorfism la 

dreapta dacă și numai dacă translația 𝐿𝑎 este pseudoautomorfism la dreapta și 𝑎2 = 𝑓. 

Demonstrație. Presupunem, că 𝑅𝑎 este pseudoautomorfism la dreapta cu companionul 𝑘, adică 

cvazigrupul  (𝑄,∙) are autotopia (𝐿𝑘𝑅𝑎, 𝑅𝑎, 𝐿𝑘𝑅𝑎). Conform Lemei 2.2.3., 𝐿𝑎𝑅𝑎, unde 𝑎2 = 𝑓, este 

automorfism pentru (𝑄,∙). 

Prin urmare  

(𝐿𝑘𝑅𝑎, 𝑅𝑎, 𝐿𝑘𝑅𝑎)(𝐿𝑎𝑅𝑎, 𝐿𝑎𝑅𝑎, 𝐿𝑎𝑅𝑎)−1 = (𝐿𝑘𝐿𝑎
−1, 𝐿𝑎

−1, 𝐿𝑘𝐿𝑎
−1 ) 

este, de asemenea, o autotopie pentru (𝑄,∙). Ultima înseamnă, că 𝐿𝑎
−1 este pseudoautomorfism la 

dreapta pentru (𝑄,∙). Așa cum mulțimea tuturor pseudoautomorfismelor la dreapta în (𝑄,∙) 

alcătuiește grup (vezi [21]), 𝐿𝑎 de asemenea este pseudoautomorfism la dreapta pentru (𝑄,∙). 

Afirmația inversă este evidentă.        □ 

Lema 2.3.2. Fie (𝐻,∙) un subcvazigrup al 𝑊𝐴-cvazigrupului (𝑄,∙). Atunci (𝑎𝐻,∙) este 

subcvazigrup pentru (𝑄,∙) pentru orice 𝑎 = 𝑎2. 

Demonstrație. Conform (2.1) avem 𝑎ℎ1 ∙ 𝑎ℎ2 = 𝑎2 ∙ ℎ1ℎ2 = 𝑎 ∙ ℎ1ℎ2 ∈ 𝑎𝐻. Astfel, mulțimea 𝑎𝐻 

este închisă față de operația de cvazigrup.  

Ecuația 𝑎ℎ1 ∙ 𝑥 = 𝑎ℎ2, unde ℎ1, ℎ2 ∈ 𝐻, are unica soluție 𝑥 ∈ 𝑄. E evident, că 𝑥 = 𝑎𝑥´ 

pentru careva 𝑥´ ∈ 𝑄. În așa mod, 𝑎ℎ1 ∙ 𝑎𝑥´ = 𝑎 ∙ ℎ1𝑥´ = 𝑎ℎ2. Prin urmare ℎ1𝑥´ = ℎ2, și deci, 𝑥´ ∈

𝐻. Atunci 𝑥 = 𝑎𝑥´ ∈ 𝑎𝐻.  

Similar vom demonstra, că ecuația 𝑦 ∙ 𝑎ℎ1 = 𝑎ℎ2 are soluție în 𝑎𝐻.    □ 

Lema 2.3.3. Fie (𝑄,∙) este 𝑊𝐴-cvazigrup cu unitate la stânga 𝑓 și (𝑄,∘) este buclă definită în (2.6). 

Dacă (𝑄,∙) satisface proprietăților inverse, atunci: 

 (𝑖) 𝑅𝑓
2 = 𝜀, unde 𝜀 permutare identică, 

 (𝑖𝑖) 𝐼𝑙 = 𝐼, 𝐼𝑟 = 𝐼𝑅𝑓 pentru 𝐼𝑙𝑥 ∙ 𝑥𝑦 = 𝑦, 𝑥𝑦 ∙ 𝐼𝑟𝑦 = 𝑥, 𝐼𝑥 ∘ (𝑥 ∘ 𝑦) = 𝑦, 

 (𝑖𝑖𝑖) 𝐼𝑙 și 𝐼𝑟 sunt automorfisme ale cvazigrupului (𝑄,∙) și buclei (𝑄,∘), 

 (𝑖𝑣) 𝐼𝑙𝐼𝑟 = 𝑅𝑓 , 𝐼𝑙𝐼𝑟 = 𝐼𝑟𝐼𝑙 . 

Demonstrație. (𝑖). De fapt, 𝐼𝑙𝑓 = 𝐼𝑟𝑓 = 𝑓. Astfel 𝑥𝑓 ∙ 𝑓 = 𝑥 pentru toți 𝑥 ∈ 𝑄. Așa dar, 𝑅𝑓
2 = 𝜀. 

(𝑖𝑖). Deoarece 𝑥 ∘ 𝑦 =⏞
(2.6)

𝑅𝑓
−1𝑥 ∙ 𝑦 = 𝑅𝑓𝑥 ∙ 𝑦, după (𝑖), 𝑅𝑓 este automorfism în (𝑄,∙) și corespunde 

buclei comutative Moufang (𝑄,∘) (Teorema 2.1.1. și Corolarul 2.1.1. ). 
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Trecem acum la ecuația 𝐼𝑙𝑥(𝑥 ∙ 𝑦) = 𝑦 și folosim operația buclei “∘”, avem 𝑅𝑓𝐼𝑙𝑥 ∘

(𝑅𝑓𝑥 ∘ 𝑦) = 𝑦. Astfel 𝑅𝑓𝐼𝑙𝑅𝑓
−1𝑥 ∘ (𝑥 ∘ 𝑦) = 𝑦. Prin urmare, 𝐼 = 𝑅𝑓𝐼𝑙𝑅𝑓

−1 și 𝐼𝑙 = 𝑅𝑓
−1𝐼𝑅𝑓 = 𝐼, 

deoarece în (𝑄,∘ ) automorfismele 𝑅𝑓 și 𝐼 comutează.  

 Analog, trecând în ecuația (𝑥 ∙ 𝑦)𝐼𝑟𝑦 = 𝑥 după operația buclei “∘”, obținem 𝑅𝑓(𝑅𝑓𝑥 ∘ 𝑦) ∘

𝐼𝑟𝑦 = 𝑥.  Astfel, (𝑥 ∘ 𝑅𝑓𝑦) ∘ 𝐼𝑟𝑦 = 𝑥 și (𝑥 ∘ 𝑦) ∘ 𝐼𝑟𝑅𝑓
−1𝑦 = 𝑥. Deci, 𝐼 = 𝐼𝑟𝑅𝑓

−1 și 𝐼𝑟 = 𝐼𝑅𝑓 . 

(𝑖𝑖𝑖). Este corolar pentru (𝑖𝑖) și (𝑖𝑖𝑖). 

(𝑖𝑣). Deoarece 𝐼 = 𝐼𝑙 și 𝐼𝑟 = 𝐼𝑅𝑓 , avem 𝐼𝑙𝐼𝑟 = 𝐼2𝑅𝑓 = 𝑅𝑓 . Analog, 𝐼𝑟𝐼𝑙 = 𝐼𝑅𝑓𝐼 = 𝑅𝑓 .  □ 

2.4. 𝑾𝑰𝑷-cvazigrupuri generalizate (𝑶𝑾𝑰𝑷-cvazigrupuri) 

Cvazigrupul 𝐿(+) are proprietate inversabilă slabă (𝐿(+) este 𝑊𝐼𝑃-cvazigrup), dacă 𝑥 +

𝐼(𝑥 + 𝑦)  =  𝐼𝑦 pentru orice 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿  și careva permutare a mulțimii L  [10], [11], [58].  

Buclele cu proprietate inversă slabă detaliat au fost cercetate de către Osborne [59]. În 

particular, în [59] este construit exemplu de WIP-buclă, care este 𝐺-buclă. Tot în această sursă 

sunt demonstrate și alte proprietăți ale WIP-buclelor. 

În acest paragraf s-au cercetat careva proprietăți ale WIP-cvazigrupurilor generalizate. Este 

o clasă nouă de cvazigrupuri introdusă de către Florea I. A. și autoarea tezei.  

Definiția 2.4.1. Cvazigrupul (𝑄,∙) se numește 𝑂𝑊𝐼𝑃-cvazigrup, dacă în (𝑄,∙) are loc egalitatea  

𝑥 ∙ 𝐼(𝑦 ∙ 𝛼𝑥) = 𝐼𝑦,                             (2.24) 

pentru orice 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄, unde I și α careva permutări ale mulțimii 𝑄.  

Următorul cvazigrup este 𝑂𝑊𝐼𝑃-cvazigrup, însă nu este 𝑊𝐼𝑃-cvazigrup.  

Exemplul 2.4.1. Avem 𝐼 = (0 1), 𝛼 =  (1 2). 

* 0 1 2 

0 1 0 2 

1 0 2 1 

2 2 1 0 

 

Lema 2.4.1. În 𝑂𝑊𝐼𝑃-cvazigrupul (𝑄,∙) are loc egalitatea  

𝐼−1(𝑥𝑧) ∙ 𝛼𝑥 = 𝐼−1𝑧,                              (2.25) 

pentru orice 𝑥, 𝑧 ∈ 𝑄. 

Demonstrație. Din (2.24) avem 𝐼−1(𝑥 ∙ 𝐼(𝑦 ∙ 𝛼𝑥)) = 𝑦, 𝐼−1(𝑥 ∙ 𝐼(𝑦 ∙ 𝛼𝑥)) ∙ 𝛼𝑥 = 𝑦 ∙ 𝛼𝑥, 

 𝐼−1(𝑥𝑧) ∙ 𝛼𝑥 = 𝐼−1𝑧, unde 𝑦 ∙ 𝛼𝑥 = 𝐼−1𝑧.                                                        □                               

Teorema 2.4.1. 𝑂𝑊𝐼𝑃-cvazigrupul (𝑄,∙) este izotop al 𝐿𝐼𝑃-buclei (𝑄,∘), unde 
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𝑥 ∘ 𝑦 = 𝑅𝑎
−1𝑥 ∙ 𝐿𝑏

−1𝑦, 𝑥𝑦 = 𝑅𝑎𝑥 ∘ 𝐿𝑏𝑦                  (2.26) 

dacă și numai dacă în (𝑄,∙) are loc următoarea egalitate 

𝑏 ∙ 𝐼(𝐼−1(𝑏𝑦) ∙ 𝑥) = 𝑅𝑒𝑏
−1(𝑏 ∙ 𝐼(𝐼−1𝑏 ∙ 𝑥)) ∙ 𝑦,           (2.27) 

unde 𝑏𝑒𝑏 = 𝑏, 𝑅𝑒𝑏
𝑣 = 𝑣𝑒𝑏 . 

Demonstrație. Fie (𝑄,∘) este 𝐿𝐼𝑃-buclă, adică în (𝑄,∘) are loc următoarea egalitate: 

 𝐼𝑙𝑥 ∘ (𝑥 ∘ 𝑦) = 𝑦. Folosind (2.26) avem 𝑅𝑎
−1𝐼𝑙𝑥 ∙ 𝐿𝑏

−1(𝑅𝑎
−1𝑥 ∙ 𝐿𝑏

−1𝑦) = 𝑦. Aplicăm 𝐼−1 asupra am-

belor părți ale ultimii egalități și obținem 𝐼−1(𝑅𝑎
−1𝐼𝑙𝑥 ∙ 𝐿𝑏

−1(𝑅𝑎
−1𝑥 ∙ 𝐿𝑏

−1𝑦)) = 𝐼−1𝑦. Înmulțim ul-

tima egalitate din dreapta cu expresia 𝛼𝑅𝑎
−1𝐼𝑙𝑥 și avem 𝐼−1(𝑅𝑎

−1𝐼𝑙𝑥 ∙ 𝐿𝑏
−1(𝑅𝑎

−1𝑥 ∙ 𝐿𝑏
−1𝑦)) ∙

𝛼𝑅𝑎
−1𝐼𝑙𝑥 = 𝐼−1𝑦 ∙ 𝛼𝑅𝑎

−1𝐼𝑙𝑥. Din egalitatea (2.25) obținem 𝐼−1𝐿𝑏
−1(𝑅𝑎

−1𝑥 ∙ 𝐿𝑏
−1𝑦) = 𝐼−1𝑦 ∙

𝛼𝑅𝑎
−1𝐼𝑙𝑥. Mai departe efectuăm următoarele substituții 𝑥 → 𝑅𝑎𝑥, 𝑦 → 𝐿𝑏𝑦, obținem 

𝐼−1𝐿𝑏
−1(𝑥𝑦) = 𝐼−1𝐿𝑏𝑦 ∙ 𝛼𝑅𝑎

−1𝐼𝑙𝑅𝑎𝑥.  

Dacă 𝑦 = 𝑒𝑏 , unde 𝑏𝑒𝑏 = 𝑏, atunci 𝐼−1𝐿𝑏
−1𝑅𝑒𝑏

𝑥 = 𝐿𝐼−1𝑏𝛼𝑅𝑎
−1𝐼𝑙𝑅𝑎𝑥, 𝛼𝑅𝑎

−1𝐼𝑙𝑅𝑎𝑥 =

𝐿𝐼−1𝑏
−1 𝐼−1𝐿𝑏

−1𝑅𝑒𝑏
𝑥, 𝐼−1𝐿𝑏

−1(𝑥𝑦) = 𝐼−1𝐿𝑏𝑦 ∙ 𝐿𝐼−1𝑏
−1 𝐼−1𝐿𝑏

−1𝑅𝑒𝑏
𝑥, 𝑅𝑒𝑏

−1𝐿𝑏𝐼𝐿𝐼−1𝑏𝑥 ∙ 𝑦 = 𝐿𝑏𝐼(𝐼−1𝐿𝑏𝑦 ∙

𝑥),    𝑅𝑒𝑏
−1(𝑏 ∙ 𝐼(𝐼−1𝑏 ∙ 𝑥)) ∙ 𝑦 = 𝑏 ∙ 𝐼(𝐼−1(𝑏𝑦) ∙ 𝑥)  obținem (2.27). 

Invers. Fie (2.27) are loc. Atunci avem 𝐿𝑏𝐼(𝐼−1𝐿𝑏𝑦 ∙ 𝑥) = 𝜑𝑥 ∙ 𝑦, unde 𝜑𝑥 = 𝑅𝑒𝑏
−1𝐿𝑏𝐼𝐿𝐼−1𝑏𝑥. Mai 

putem scrie 𝐼−1𝐿𝑏𝑦 ∙ 𝜑−1𝑥 = 𝐼−1𝐿𝑏
−1(𝑥𝑦), 𝐼−1𝑦 ∙ 𝜑−1𝑅𝑎

−1𝑥 = 𝐼−1𝐿𝑏
−1(𝑅𝑎

−1𝑥 ∙ 𝐿𝑏
−1𝑦). 

 Prin urmare următoarea egalitate este adevărată: 

𝐼−1(𝛼−1𝜑−1𝑅𝑎
−1𝑥 ∙ 𝐿𝑏

−1(𝑅𝑎
−1𝑥 ∙ 𝐿𝑏

−1𝑦)) ∙ 𝛼(𝛼−1𝜑−1𝑅𝑎
−1𝑥) =⏞

(2.25)

𝐼−1𝐿𝑏
−1(𝑅𝑎

−1𝑥 ∙ 𝐿𝑏
−1𝑦) =

= 𝐼−1𝑦 ∙ 𝜑−1𝑅𝑎
−1𝑥 

𝐼−1(𝛼−1𝜑−1𝑅𝑎
−1𝑥 ∙ 𝐿𝑏

−1(𝑅𝑎
−1𝑥 ∙ 𝐿𝑏

−1𝑦)) = 𝐼−1𝑦, 𝑅𝑎
−1(𝑅𝑎𝛼−1𝜑−1𝑅𝑎

−1𝑥) ∙ 𝐿𝑏
−1(𝑅𝑎

−1𝑥 ∙ 𝐿𝑏
−1𝑦) = 𝑦, 

𝑅𝑎𝛼−1𝜑−1𝑅𝑎
−1𝑥 ∘ (𝑥 ∘ 𝑦) = 𝑦, 𝐼𝑙𝑥 ∘ (𝑥 ∘ 𝑦) = 𝑦, unde 𝐼𝑙 = 𝑅𝑎𝛼−1𝜑−1𝑅𝑎

−1.               □ 

Cercetăm cazul, când orice buclă (𝑄,∘), izotopă 𝑂𝑊𝐼𝑃-cvazigrupului (𝑄,∙), este 𝐿𝐼𝑃-bu-

clă. În acest caz în cvazigrupul (𝑄,∙) are loc următoarea identitate: 

𝑧 ∙ 𝐼(𝐼−1(𝑧𝑦) ∙ 𝑥) = 𝑅𝑒𝑧
−1(𝑧 ∙ 𝐼(𝐼−1𝑧 ∙ 𝑥)) ∙ 𝑦,          (2.28) 

pentru orice 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑄 unde 𝐼 este permutare a mulțimii 𝑄, 𝑧𝑒𝑧 = 𝑧, 𝑅𝑒𝑧
𝑡 = 𝑡𝑒𝑧 . 

Lema 2.4.2. Dacă în cvazigrupul (𝑄,∙) are loc identitatea  (2.28), atunci în (𝑄,∙) este adevărată 

identitatea  

𝑧 ∙ 𝐼(𝑦 ∙ 𝛼𝑧) = 𝐼𝑦,             (2.29) 

pentru orice 𝑧, 𝑦 ∈ 𝑄,  unde 𝛼 este aplicația mulțimii 𝑄 în sine. Iar dacă 𝛼 este permutare, atunci 

(𝑄,∙) este 𝑂𝑊𝐼𝑃-cvazigrup. 
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Demonstrație. Ecuația 𝐼(𝐼−1𝑐 ∙ 𝑥) = 𝑒𝑐, unde 𝑐𝑒𝑐 = 𝑐 are soluție unică. Într-adevăr,  

𝑥 = (𝐼𝐿𝐼−1𝑐)−1𝑒𝑐 = 𝐿𝐼−1𝑐
−1 𝐼−1𝑒𝑐 = 𝛼𝑐. Dacă înlocuim în (2.28) 𝑥 = 𝐿𝐼−1𝑧

−1 𝐼−1𝑒𝑧 = 𝛼𝑧, atunci 

𝐼(𝐼−1(𝑧𝑦) ∙ 𝛼𝑧) = 𝑦, 𝑧 ∙ 𝐼(𝐼−1(𝑧𝑦) ∙ 𝛼𝑧) = 𝑧𝑦, unde 𝑡 = 𝐼−1(𝑧𝑦).                  □                                                                                        

 Teorema 2.4.2. Orice buclă (𝑄,∘),  izotopă cvazigrupului (𝑄,∙) cu identitatea (2.28), este buclă 

Bol la stânga [11]. 

Demonstrație. Este suficient să demonstrăm acel fapt pentru bucla (𝑄,∘), unde izotopia are 

forma (2.26). 

Din  (2.28) și (2.26) avem 𝑅𝑎𝑧 ∘ 𝐿𝑏𝐼(𝑅𝑎𝐼−1(𝑅𝑎𝑧 ∘ 𝐿𝑏𝑦) ∘ 𝐿𝑏𝑥) = 𝑅𝑎𝑅𝑒𝑧
−1(𝑧 ∙ 𝐼(𝐼−1𝑧 ∙ 𝑥)) ∘

𝐿𝑏𝑦. Dacă 𝐿𝑏𝑦 = 𝑒, unde  𝑒 este unitatea buclei (𝑄,∘), 𝑒 = 𝑏𝑎, atunci avem 𝑅𝑎𝑧 ∘

𝐿𝑏𝐼(𝑅𝑎𝐼−1(𝑅𝑎𝑧 ∘ 𝐿𝑏𝑦) ∘ 𝐿𝑏𝑥) = (𝑅𝑎𝑧 ∘ 𝐿𝑏𝐼(𝑅𝑎𝐼−1𝑅𝑎𝑧 ∘ 𝐿𝑏𝑥)) ∘ 𝐿𝑏𝑦. Facem următoarele sub-

stituții: 𝑧 → 𝑅𝑎
−1𝑧, 𝑦 → 𝐿𝑏

−1𝑦, 𝑥 → 𝐿𝑏
−1𝑥, și avem 𝑧 ∘ 𝐿𝑏𝐼(𝑅𝑎𝐼−1(𝑧 ∘ 𝑦) ∘ 𝑥) = (𝑧 ∘ 𝐿𝑏𝐼(𝑅𝑎𝐼−1𝑧 ∘

𝑥)) ∘ 𝑦. Dacă 𝑧 = 𝑒, apoi obținem 𝐿𝑏𝐼(𝑅𝑎𝐼−1𝑦 ∘ 𝑥) = 𝜑𝑥 ∘ 𝑦, unde 𝜑𝑥 = 𝐿𝑏𝐼(𝑅𝑎𝐼−1𝑒 ∘ 𝑥), 𝜑 

este permutare a mulțimii 𝑄. Prin urmare obținem următoarea identitate: 𝑧 ∘ (𝜑𝑥 ∘ (𝑧 ∘ 𝑦)) =

(𝑧 ∘ (𝜑𝑥 ∘ 𝑧)) ∘ 𝑦 sau 𝑧 ∘ (𝑥 ∘ (𝑧 ∘ 𝑦)) = (𝑧 ∘ (𝑥 ∘ 𝑧)) ∘ 𝑦, ∀ 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑄. Am obținut, că (𝑄,∘)  

este buclă Bol la stînga.                           □ 

Corolarul 2.4.1. Dacă cvazigrupul (𝑄,∙) cu identitatea (2.28) este 𝐿𝐼𝑃-cvazigrup, atunci (𝑄,∙) este 

cvazigrup Bol la stânga.  

Analog se prezintă și rezultatele la dreapta. Unele rezultate ale acestei lucrări sunt publicate 

în [60].  

2.5. Despre definirea 𝑪𝑰-cvazigrupurilor 

𝐶𝐼-bucle au fost definite de către Rafael Artzy [18]. În [18] se demonstrează, că 𝐽 este un 

automorfism al buclei (𝑄,∙). V. D. Belousov și B. V. Țurkan au definit 𝐶𝐼-cvazigrupurile în [19]. 

Unele aplicații ale 𝐶𝐼-cvazigrupurilor în criptologie sunt prezentate în [61], [34].  

Definiția 2.5.1. Bucla (𝑄,∙), ce satisface una din identitățile echivalente 𝑥 ∙ 𝑦𝐽𝑥 = 𝑦, 𝑥𝑦 ∙ 𝐽𝑥 = 𝑦, 

unde 𝐽 este o bijecție a mulțimii 𝑄 astfel încât 𝑥 ∙ 𝐽𝑥 = 1, se numește 𝐶𝐼-buclă. 

În [18] este demonstrat, că 𝐽 este automorfism al buclei (𝑄,·). 

Definiția 2.5.2. Cvazigrupul (𝑄,∙) cu identitatea 𝑥𝑦 ∙ 𝐽𝑥 = 𝑦, unde 𝐽 este o aplicație a mulțimii 𝑄 

în 𝑄, se numește 𝐶𝐼-cvazigrup [21]. 

Observăm, că în acest caz aplicația 𝐽  este permutare a mulțimii 𝑄 [21]. În orice 𝐶𝐼-cvazigrup 

permutarea 𝐽 este unică ( [19], Lema 2.25).  

Definiția 2.5.3. [21] Grupoidul (𝑄,∙) cu identitatea 
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𝑥𝑦 ∙ 𝐼𝑟𝑥 = 𝑦,           (2.30) 

unde 𝐼𝑟 este aplicația mulțimii 𝑄 în sine, se numește 𝐶𝐼-grupoid la stânga. 

Grupoidul (𝑄,∙) cu identitatea 

𝐼𝑙𝑥 ∙ 𝑦𝑥 = 𝑦,           (2.31) 

unde 𝐼𝑙 este aplicația mulțimii 𝑄 în sine, se numește 𝐶𝐼-grupoid la dreapta. 

Grupoidul (𝑄,·) cu ambele identități (2.30) și (2.31) se numește 𝐶𝐼-grupoid [38]. 

În articolul fundamental [19] sunt dovedite următoarele fapte: orice 𝐶𝐼-grupoid este 

cvazigrup, în 𝐶𝐼-cvazigrup identitățile (2.30) și (2.31) sunt echivalente, orice 𝐶𝐼-grupoid la stânga 

este cvazigrup la stânga.   

Din rezultatele lui Chidwelli și Șcerbacov (vezi, de exemplu, ( [34], Propoziția 3.28) 

urmează, că 𝐶𝐼-grupoidul la stânga, în care aplicația 𝐼𝑟 este bijectivă, este 𝐶𝐼-cvazigrup. 

Orice 𝐶𝐼-grupoid finit la stânga este 𝐶𝐼-cvazigrup [38]. 

Exemplu 2.5.1. Cvazigrupul (𝑄,∗) este CI-cvazigrup 

 

 

 

 

 

 

 

 

Lema 2.5.1. Orice 𝐶𝐼-grupoid la stânga este cvazigrup la stânga [21]. 

Demonstrație. Demonstrăm, că în 𝐶𝐼-grupoidul la stânga (𝑄,·) ecuația 

𝑎 ∙ 𝑥 = 𝑏           (2.32) 

are unica soluție. Din ecuația (2.32) avem 𝑎𝑥 ∙ 𝐼𝑟𝑎 = 𝑏 ∙ 𝐼𝑟𝑎, 𝑥 = 𝑏 ∙ 𝐼𝑟𝑎. Dacă înlocuim ultima 

expresie în (2.32), atunci vom obține următoarea egalitate: 

𝑎 ∙ 𝑏𝐼𝑟𝑎 = 𝑏.           (2.33) 

Unicitatea. Presupunem, că există două soluții ale ecuației (2.32), fie, 𝑥1 și 𝑥2. Atunci 𝑎𝑥1 =

𝑎𝑥2, 𝑎𝑥1 ∙ 𝐼𝑟𝑎 = 𝑎𝑥2 ∙ 𝐼𝑟𝑎 și din (2.30) obținem, că 𝑥1 = 𝑥2. 

Prin urmare orice translație la stânga 𝐿𝑥 a grupoidului (𝑄,·) este aplicație bijectivă.  □ 

Notăm prin ℒ  setul tuturor translațiilor la stânga ale 𝐶𝐼-grupoidului (𝑄,·) și prin ℛ mulțimea 

tuturor translațiilor de forma 𝑅𝐽𝑟𝑥 ale 𝐶𝐼-grupoidului (𝑄,·). 

Lema 2.5.2. Există bijecție între mulțimea 𝑄 și mulțimea ℛ, aplicația 𝐽𝑟 este bijectivă și 𝐽𝑟𝑄 = 𝑄. 

* 0 1 2 3 4 5 

0 3 4 5 1 0 2 

1 5 3 4 2 1 0 

2 4 5 3 0 2 1 

3 2 0 1 3 5 4 

4 0 1 2 5 4 3 

5 1 2 0 4 3 5 
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Demonstrație. Putem scrie identitatea (2.30) în următoarea formă: 

𝑅𝐽𝑟𝑥𝐿𝑥 = 𝜀.           (2.34) 

Din egalitatea (2.34) și Lema 2.5.1. urmează, că aplicația 𝑅𝐽𝑟𝑑 este bijecția mulțimii 𝑄 pentru 

orice element fixat 𝑑 ∈ 𝑄. Există bijecție între mulțimea 𝑄 și mulțimea ℒ tuturor translațiilor la 

stânga ale grupoidului (𝑄,·). Și anume 𝑥 ↔ 𝐿𝑥, 𝑄 ↔ ℒ. 

Din egalitatea (2.34) urmează, că există bijecție între mulțimea ℒ și mulțimea ℛ pentru toate 

translațiile (bijecții) de forma 𝑅𝐽𝑟𝑥, și anume 𝐿𝑥 ↔ 𝑅𝐽𝑟𝑥, ℒ ↔ ℛ.  

Prin urmare, există bijecție între mulțimea 𝑄 și mulțimea ℛ, aplicația 𝐽𝑟 este bijectivă și 

𝐽𝑟𝑄 = 𝑄.             □ 

Teorema 2.5.1. Orice 𝐶𝐼-grupoid la stânga (𝑄,·) este 𝐶𝐼-cvazigrup. 

Demonstrație. Având în vedere Lema 2.5.1., noi trebuie să demonstrăm numai, că în 𝐶𝐼-grupoidul 

la stânga (𝑄,·) ecuația 

𝑦 ∙ 𝑎 = 𝑏           (2.35) 

are unica soluție pentru orice elemente fixate 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑄. Folosind limbajul translațiilor, scriem 

ecuația (2.35) în următoarea formă: 𝑅𝑎𝑦 = 𝑏. Astfel există translația la dreapta pentru orice 𝑎 ∈

𝑄. După Lema 2.5.2. aplicația 𝑅𝑎 este bijecție. Atunci 𝑦 = 𝑅𝑎
−1𝑏. 

Prin urmare orice 𝐶𝐼-grupoid la stânga (𝑄,·) este 𝐶𝐼-cvazigrup.    □ 

Este clar, că este adevărată teorema similară pentru orice 𝐶𝐼-grupoid la dreapta. 

Remarcă. Teorema 2.5.1. poate fi demonstrată, folosind Lema 2.5.1., 2.5.2. și Propoziția 3.28 din 

[19]. 

2.6. Izotopii 𝑪𝑰-cvazigrupului 

Propoziția 2.6.1. 𝐶𝐼-cvazigrupul (𝑄,∙) este izotop al grupului (𝑄,∘), cu izotopia (2.26) dacă și 

numai dacă în (𝑄,∙) are loc 

(𝑥(𝑦(𝑧𝑢))) ∙ 𝑣 = 𝑦 ∙ ((𝑥𝑧 ∙ 𝑣) ∙ 𝑢),         (2.36) 

pentru orice 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑄.  

Demonstrație. Fie (𝑄,∘) din (2.26) este grup, adică în (𝑄,∘) are loc legea asociativă  

(𝑥 ∘ 𝑦) ∘ 𝑧 = 𝑥 ∘ (𝑦 ∘ 𝑧).         (2.37) 

Atunci din (2.37) și (2.26) avem 𝑅𝑎
−1(𝑅𝑎

−1𝑥 ∙ 𝐿𝑏
−1𝑦) ∙ 𝐿𝑏

−1𝑧 = 𝑅𝑎
−1𝑥 ∙ 𝐿𝑏

−1(𝑅𝑎
−1𝑦 ∙ 𝐿𝑏

−1𝑧). Efectuăm 

următoarele substituții 𝑥 → 𝑅𝑎𝑥, 𝑦 → 𝐿𝑏𝑦, 𝑧 → 𝐿𝑏𝑧 și obținem  

𝑅𝑎
−1(𝑥𝑦) ∙ 𝑧 = 𝑥 ∙ 𝐿𝑏

−1(𝑅𝑎
−1𝐿𝑏𝑦 ∙ 𝑧).         (2.38) 

Din 𝑥𝑦 ∙ 𝐽𝑥 = 𝑦 avem 𝑅𝐽𝑥𝐿𝑥 = 𝜀, unde 𝜀 este permutarea identică a mulțimii 𝑄. Am obținut 
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𝐿𝑥
−1 = 𝑅𝐽𝑥 , 𝑅𝑥

−1 = 𝐿𝐽−1𝑥         (2.39) 

Folosim (2.39) în (2.38) 

(𝐽−1𝑎 ∙ (𝑥 ∙ (𝑦 ∙ 𝐽𝑏))) ∙ 𝑧 = 𝑥 ∙ (((𝐽−1𝑎 ∙ 𝑦) ∙ 𝑧) ∙ 𝐽𝑏).     (2.40) 

Deoarece bucla, izotopă grupului, este de asemenea grup, atunci egalitatea (2.40) are loc în 

(𝑄,∙), ∀ 𝑎, 𝑏, 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑄, adică în (𝑄,∙) are loc identitatea (2.36). 

Invers. Fie în (𝑄,∙) are loc (2.36). Trecem de la operația “∙” la operația „∘”, folosind (2.26):  

𝑅𝑎 (𝑥(𝑦(𝑧𝑢))) ∘ 𝐿𝑏𝑣 = 𝑅𝑎𝑦 ∘ 𝐿𝑏(𝑅𝑎(𝑅𝑎(𝑅𝑎𝑥 ∘ 𝐿𝑏𝑧) ∘ 𝐿𝑏𝑣) ∘ 𝐿𝑏𝑢).  

Dacă 𝐿𝑏𝑣 = 𝑒, unde 𝑒 este unitatea buclei (𝑄,∘), atunci avem (𝑅𝑎𝑦 ∘ 𝐿𝑏(𝑅𝑎
2(𝑅𝑎𝑥 ∘ 𝐿𝑏𝑧) ∘

𝐿𝑏𝑢)) ∘ 𝐿𝑏𝑣 = 𝑅𝑎𝑦 ∘ 𝐿𝑏(𝑅𝑎(𝑅𝑎(𝑅𝑎𝑥 ∘ 𝐿𝑏𝑧) ∘ 𝐿𝑏𝑣) ∘ 𝐿𝑏𝑢). Simplificăm ultima egalitate 

 (𝑦 ∘ 𝐿𝑏(𝑅𝑎
2(𝑥 ∘ 𝑧) ∘ 𝑢)) ∘ 𝑣 = 𝑦 ∘ 𝐿𝑏(𝑅𝑎(𝑅𝑎(𝑥 ∘ 𝑧) ∘ 𝑣) ∘ 𝑢).  

Dacă 𝑦 = 𝑒, avem (𝑦 ∘ 𝐿𝑏(𝑅𝑎
2(𝑥 ∘ 𝑧) ∘ 𝑢)) ∘ 𝑣 = 𝑦 ∘ (𝐿𝑏(𝑅𝑎

2(𝑥 ∘ 𝑧) ∘ 𝑢) ∘ 𝑣), (𝑦 ∘ 𝑡) ∘ 𝑣 =

𝑦 ∘ (𝑡 ∘ 𝑣), unde 𝑡 = 𝐿𝑏(𝑅𝑎
2(𝑥 ∘ 𝑧) ∘ 𝑢). Am obținut, că (𝑄,∘) este grup.     □ 

Exemple 2.6.1.  

1. Cvazigrupul (𝑄,∗) este CI-cvazigrup în care nu are loc identitatea (2.36). Aici 𝐽 =

(0 1)(3 4) 

 

 

 

 

 

 

 

2. Următorul cvazigrup este CI-cvazigrup în care are loc identitatea (2.36). Avem 𝐽 =

(0)(1)(2)(3)(4) 

 

 

 

 

 

  

 

* 0 1 2 3 4 

0 2 4 1 3 0 

1 3 2 0 1 4 

2 1 0 2 4 3 

3 0 3 4 2 1 

4 4 1 3 0 2 

* 0 1 2 3 4 

0 0 2 1 4 3 

1 2 3 0 1 4 

2 1 0 4 3 2 

3 4 1 3 2 0 

4 3 4 2 0 1 
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Se pune întrebarea, dacă în cvazigrupul arbitrar (𝑄,∙) se îndeplinește identitatea (2.36), este 

oare (𝑄,∙)  𝐶𝐼-cvazigrup?  

Propoziția 2.6.2. Dacă în cvazigrupul arbitrar (𝑄,∙) are loc identitatea (2.36), atunci (𝑄,∙) este 𝐶𝐼- 

cvazigrup. 

Demonstrație. Înlocuim în (2.36) 𝑧 = 𝑦, 𝑢 = 𝑦−1, unde 𝑦𝑦−1 = 𝑒𝑦, și obținem 𝑥𝑦 ∙ 𝑣 = 𝑦 ∙ ((𝑥𝑦 ∙

𝑣)𝑦−1) sau 𝑡 = 𝑦(𝑡𝑦−1), unde 𝑡 = 𝑥𝑦 ∙ 𝑣.  

Din 𝑡 = 𝑦(𝑡𝑦−1) urmează 𝑡𝑦−1 = (𝑦(𝑡𝑦−1))𝑦−1, 𝑥 = (𝑦𝑥) ∙ 𝑦−1, unde 𝑥 = 𝑡𝑦−1. Avem 

𝑥 = (𝑦𝑥) ∙ 𝐽𝑦, unde 𝑦−1 = 𝐽𝑦, (𝑄,∙) este 𝐶𝐼-cvazigrup.       □ 

Propoziția 2.6.3. Dacă orice buclă (𝑄,∘), izotopă 𝐶𝐼-cvazigrupului (𝑄,∙), este comutativă, atunci 

cvazigrupul (𝑄,∙) este medial, iar (𝑄,∘) este grup abelian. 

Demonstrație. Este suficient de precăutat izotopul (𝑄,∘), unde izotopia este dată de egalitatea 

(2.26). Fie (𝑄,∘) este buclă comutativă, adică este dat 𝑥 ∘ 𝑦 = 𝑦 ∘ 𝑥, ∀ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄. Atunci avem 

𝑅𝑎
−1𝑥 ∙ 𝐿𝑏

−1𝑦 = 𝑅𝑎
−1𝑦 ∙ 𝐿𝑏

−1𝑥. Acum folosim (2.39) și obținem 𝐿𝐽−1𝑎𝑥 ∙ 𝑅𝐽𝑏𝑦 = 𝐿𝐽−1𝑎𝑦 ∙ 𝑅𝐽𝑏𝑥 sau 

(𝐽−1𝑎 ∙ 𝑥)(𝑦 ∙ 𝐽𝑏) = (𝐽−1𝑎 ∙ 𝑦)(𝑥 ∙ 𝐽𝑏). Ultima egalitate are loc ∀𝑎, 𝑏, 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄. Prin urmare (𝑄,∙) 

este cvazigrup medial, iar (𝑄,∘) este grup abelian (pe baza Teoremei lui Toyoda) [21].  □ 

Propoziția 2.6.4. Bucla (𝑄,∘), izotopă 𝐶𝐼-cvazigrupului (𝑄,∙), unde izotopia este dată de egalitatea 

(2.26), va fi 𝐶𝐼-buclă dacă și numai dacă în (𝑄,∙) are loc 

(𝑥 ∙ 𝑏𝑦)𝑎 = (𝑥 ∙ 𝑏𝑎)𝑦,           (2.41) 

pentru orice 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄. 

Demonstrație. Fie (𝑄,∘) este 𝐶𝐼-buclă, adică în (𝑄,∘) are loc (𝑥 ∘ 𝑦) ∘ 𝑥−1 = 𝑦, unde 𝑥 ∘ 𝑥−1 =

𝑒, 𝑒 este unitatea buclei (𝑄,∘), unde 𝑒 = 𝑏𝑎, 𝑥−1 = 𝐽´𝑥. Atunci avem  

𝑅𝑎
−1(𝑅𝑎

−1𝑥 ∙ 𝐿𝑏
−1𝑦) ∙ 𝐿𝑏

−1𝑥−1 = 𝑦.        (2.42) 

În orice 𝐶𝐼-cvazigrup (𝑄,∙) are loc 𝐽−1𝑥(𝑦𝑥) = 𝑦. Într-adevăr, avem (𝑥𝑦)𝐽𝑥 = 𝑦,

𝑥(𝑥𝑦 ∙ 𝐽𝑥) = 𝑥𝑦, 𝑥(𝑧 ∙ 𝐽𝑥) = 𝑧, unde 𝑧 = 𝑥𝑦, de unde avem  

𝐽−1𝑥(𝑧𝑥) = 𝑧.           (2.43) 

Înmulțim din stânga (2.42) cu 𝐽−1𝐿𝑏
−1𝑥−1 și obținem pe baza (2.43): 

 𝑅𝑎
−1(𝑅𝑎

−1𝑥 ∙ 𝐿𝑏
−1𝑦) = 𝐽−1𝐿𝑏

−1𝑥−1 ∙ 𝑦 sau 𝑅𝑎
−1(𝑥𝑦) = 𝐽−1𝐿𝑏

−1𝐽´𝑅𝑎𝑥 ∙ 𝐿𝑏𝑦. Fie 𝑦 = 𝑒𝑏, unde 𝑏𝑒𝑏 =

𝑏. Atunci avem 𝑅𝑎
−1(𝑥𝑦) = 𝑅𝑏

−1𝑅𝑎
−1𝑅𝑒𝑏

𝑥 ∙ 𝐿𝑏y, 𝑅𝑒𝑏
−1𝑅𝑎𝑅𝑏𝑥 ∙ 𝑦 = 𝑅𝑎(𝑥 ∙ 𝐿𝑏𝑦) = (𝑥 ∙ 𝑏𝑦)𝑎. Dacă 

𝑦 = 𝑎, avem (𝑥 ∙ 𝑏𝑎)𝑦 = (𝑥 ∙ 𝑏𝑦)𝑎. 

Invers. Este dat (2.41) sau 𝑅𝑎(𝑥 ∙ 𝐿𝑏𝑦) = 𝑅𝑏𝑎𝑥 ∙ 𝑦, sau 𝑥𝑦 = 𝑅𝑎
−1(𝑅𝑏𝑎𝑥 ∙ 𝐿𝑏

−1𝑦), (𝑥𝑦)𝐽𝑥 =

𝑅𝑎
−1(𝑅𝑏𝑎𝑥 ∙ 𝐿𝑏

−1𝑦) ∙ 𝐽𝑥, de unde urmează 𝑦 = 𝑅𝑎
−1(𝑅𝑏𝑎𝑥 ∙ 𝐿𝑏

−1𝑦) ∙ 𝐽𝑥. În ultima egalitate trecem la 
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operația “∘”, folosind (2.26): 𝑅𝑎
−1(𝑅𝑎

−1𝑅𝑎𝑅𝑏𝑎𝑥 ∙ 𝐿𝑏
−1𝑦) ∙ 𝐿𝑏

−1𝐿𝑏𝐽𝑥 = 𝑦, (𝑥 ∘ 𝑦) ∘ 𝐽´𝑥 = 𝑦, unde 𝐽´ =

𝐿𝑏𝐽𝑅𝑏𝑎
−1𝑅𝑎

−1.            □ 

Acum trecem la studiul cvazigrupului (𝑄,∙), în care egalitatea (2.41) are loc ∀𝑎, 𝑏, 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄. 

Propoziția 2.6.5. Orice cvazigrup (𝑄,∙) cu identitatea 

(𝑥 ∙ 𝑦𝑧)𝑡 = (𝑥 ∙ 𝑦𝑡)𝑧,           (2.44) 

∀𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡 ∈ 𝑄 este 𝐶𝐼-cvazigrup și medial. 

Demonstrație. În orice cvazigrup (𝑄,∙) ecuația 𝑎𝑥 = 𝑒𝑎, unde 𝑎𝑒𝑎 = 𝑎, este rezolvabilă și soluția 

depinde numai de 𝑎. Avem 𝑎 ∙ 𝐼(𝑎) = 𝑒𝑎, unde 𝐼 este aplicația 𝑄 în 𝑄. În (2.44) substituim 𝑦 =

𝑥, 𝑡 = 𝐼(𝑥), unde 𝑥 ∙ 𝐼(𝑥) = 𝑒𝑥, avem (𝑥 ∙ 𝑥𝑧)𝐼(𝑥) = 𝑥𝑧 sau (𝑥𝑣)𝐼(𝑥) = 𝑣, unde 𝑣 = 𝑥𝑧, ∀𝑣, 𝑥 ∈

𝑄. Am obținut (𝑄,∙) este 𝐶𝐼-cvazigrup.  

Mai departe luăm în considerare bucla (𝑄,∘), izotopă cvazigrupului (𝑄,∙), unde izotopia este 

dată prin egalitatea (2.26). În egalitatea (2.44) trecem de la operația „∙” la operația „∘”, folosind 

(2.26): 𝑅𝑎(𝑅𝑎𝑥 ∘ 𝐿𝑏(𝑅𝑎𝑦 ∘ 𝐿𝑏𝑧)) ∘ 𝐿𝑏𝑡 = 𝑅𝑎(𝑥 ∙ 𝑦𝑡) ∘ 𝐿𝑏𝑧. Dacă 𝐿𝑏𝑧 = 𝑒, 𝑒 este unitatea buclei 

(𝑄,∘), atunci avem 𝑅𝑎(𝑅𝑎𝑥 ∘ 𝐿𝑏(𝑅𝑎𝑦 ∘ 𝐿𝑏𝑧)) ∘ 𝐿𝑏𝑡 = (𝑅𝑎(𝑅𝑎𝑥 ∘ 𝐿𝑏𝑅𝑎𝑦 ) ∘ 𝐿𝑏𝑡) ∘ 𝐿𝑏𝑧. 

Efectuăm substituțiile 𝑥 → 𝑅𝑎
−1𝑥, 𝑦 → 𝑅𝑎

−1𝑦, 𝑧 → 𝐿𝑏
−1𝑧, 𝑡 → 𝐿𝑏

−1𝑡 și obținem 𝑅𝑎(𝑥 ∘ 𝐿𝑏(𝑦 ∘ 𝑧)) ∘

𝑡 = (𝑅𝑎(𝑥 ∘ 𝐿𝑏𝑦) ∘ 𝑡) ∘ 𝑧. Dacă 𝑡 = 𝑒, avem (𝑅𝑎(𝑥 ∘ 𝐿𝑏𝑦) ∘ 𝑧) ∘ 𝑡 = (𝑅𝑎(𝑥 ∘ 𝐿𝑏𝑦) ∘ 𝑡) ∘ 𝑧. 

Notăm 𝑅𝑎(𝑥 ∘ 𝐿𝑏𝑦) = 𝑣 avem (𝑣 ∘ 𝑧) ∘ 𝑡 = (𝑣 ∘ 𝑡) ∘ 𝑧. Dacă 𝑣 = 𝑒, atunci avem 𝑧 ∘ 𝑡 = 𝑡 ∘

𝑧, ∀𝑧, 𝑡 ∈ 𝑄. (𝑄,∘) este buclă comutativă.  

Mai departe urmează (𝑧 ∘ 𝑣) ∘ 𝑡 = 𝑧 ∘ (𝑣 ∘ 𝑡). Am obținut, că (𝑄,∘) este grup abelian. 

Faptul, că (𝑄,∙) este cvazigrup medial, urmează din Propoziția 2.6.3. și Teorema lui Albert [21]. 

             □ 

2.7. Concluzii la capitolul 2 

În Сapitolul 2 sunt cercetate cvazigrupurile cu proprietăți de inversabilitate și anume 𝑊𝐴- 

și 𝐶𝐼-cvazigrupuri. S-a definit o clasă nouă de cvazigrupuri 𝑂𝑊𝐼𝑃-cvazigrupuri, o generalizare 

pentru 𝑊𝐼𝑃-cvazigrupuri. 

În baza cercetărilor efectuate în Capitolul 2 și a rezultatelor obținute putem formula 

următoarele concluzii: 

1. S-a obținut că orice 𝑊𝐴-cvazigrup, care este 𝐼𝑃-cvazigrup, este cvazigrup Moufang. S-a 

demonstrat că în 𝑊𝐴-cvazigrup operația derivată la drepta este cvazigrup Bol la stânga; 

operația derivată la stânga este cvazigrup Bol la dreapta. S-a demonstrat că în 𝑊𝐴-

cvazigrup cu unitate la stânga permutările interne în raport cu unitatea sunt automorfisme 
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ale cvazigrupului. Sunt date condiții necesare și suficiente când în 𝑊𝐴-cvazigrupul cu 

unitate la stânga permutările interne sunt automorfisme în raport cu elementul 𝑎 ∈ 𝑄 [62]. 

2. S-a găsit condiția când 𝑂𝑊𝐼𝑃-cvazigrupul (𝑄,∙) este izotop al 𝐿𝐼𝑃-buclei (𝑄,∘). 

Presupunând, că orice izotop al buclei OWIP-cvazigrupului este LIP-buclă, am obținut o 

identitate nouă în acest cvazigrup. Pentru care s-a găsit legătura cu cvazigrupul Bol la 

stânga (la dreapta) [63]. 

3. S-a demonstrat că orice 𝐶𝐼-grupoid la stânga (𝑄,·) este 𝐶𝐼-cvazigrup. S-a găsit condiția 

necesară și suficientă (identitatea 2.36) când 𝐶𝐼-cvazigrupul  (𝑄,∙) este izotop grupului 

(𝑄,∘). Cercetând un cvazigrup arbitrar cu identitatea 2.36 s-a demonstrat că este 𝐶𝐼- 

cvazigrup. Presupunând că orice buclă izotopă 𝐶𝐼-cvazigrupului este comutativă, obținem 

că cvazigrupul este medial, iar bucla este grup abelian;  

S-a obținut identitatea 2.41 pentru care bucla (𝑄,∘), izotopă 𝐶𝐼-cvazigrupului (𝑄,∙), este 

𝐶𝐼-buclă. Cercetând cvazigrupul (𝑄,∙) cu identitatea 2.41 ∀𝑎, 𝑏, 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄 s-a demonstrat că 

este 𝐶𝐼-cvazigrup și medial [64], [65], [66]. 

În acest capitol sunt realizate obiectivele, care se referă la cercetarea relațiilor 𝑊𝐴-, 𝐶𝐼-

cvazigrupurilor cu cvazigrupele Moufang, Bol la stânga, la dreapta ș.a. și la cercetarea 

morfismelor, proprietăților, relațiilor cu alte clase de cvazigrupuri ale cvazigrupurilor noi definite 

(anume 𝑂𝑊𝐼𝑃-cvazigrupuri). 

Rezultatele expuse în Capitolul 2 au fost publicate în [64], [63], [65], [62], [66].  
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3. DESPRE O CLASĂ DE 𝒊-CVAZIGRUPURI. UNITĂȚILE ÎN CVAZIGRUPURILE 

DE TIP BOL-MOUFANG 

În acest capitol s-a cercetat o clasă nouă de cvazigrupuri numită 𝑖-cvazigrupuri introdusă de 

către primul aspirant al lui V. D. Belousov, I. A. Florea împreună cu autoarea tezei. S-a descris 

relația dintre unele tipuri de cvazigrupuri care conțin unitate la stânga cu cvazigrupurile Bol și 

Moufang (în sensul lui Belousov) și sunt caracterizate anumite pseudoautomorfisme ale acestor 

cvazigrupuri.  

Ultimul paragraf al acestui capitol este dedicat cercetării a 60 de identități de tip Bol-

Moufang, la existența unității la dreapta, la stânga, medii. Identitatea, bazată pe o operație 

algebrică, este de tip Bol-Moufang, dacă «ambele părți ale identității conțin aceleași trei litere 

diferite, luate în aceeași ordine, însă una dintre ele se întâlnește de două ori pe fiecare parte a 

identității» [1]. S-a folosit lista celor 60 de identități de tip Bol-Moufang, cercetate în [48]. Vedeți 

Tabela 3.1 mai jos [35]. 

Există și alte definiții ale identităților de tip Bol-Moufang și, prin urmare, alte clasificări ale 

acestor identități [29], [26].  

3.1. 𝒊-cvazigrupuri cu distributant nevid 

În acest paragraf s-a cercetat distributantul 𝑖-cvazigrupurilor. Începem cu definiția 

distributantului: 

Definiția 3.1.1. Distributantul 𝐷 al cvazigrupului (𝑄,∙) este format din toate elementele 𝑑 ale 

mulțimii 𝑄 astfel încât (𝑥 ∙ 𝑦) ∙ 𝑑 = (𝑥 ∙ 𝑑) ∙ (𝑦 ∙ 𝑑), 𝑑 ∙ (𝑥 ∙ 𝑦) = (𝑑 ∙ 𝑥) ∙ (𝑑 ∙ 𝑦) pentru orice 

𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄 [67]. 

Definiția 3.1.2. Cvazigrupul (𝑄,∙) se numește 𝑖-cvazigrup, dacă în (𝑄,∙)  are loc identitatea 

𝑥(𝑥𝑦 ∙ 𝑧) = 𝑦(𝑧𝑥 ∙ 𝑥),         (3.1) 

unde 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑄. 

Exemplul 3.1.1. Exemple de 𝑖-cvazigrupuri. 

1. Fie (𝐶, +,∙) inelul numerelor complexe. Fie 𝑥 ∘ 𝑦 = 𝑖𝑥 − 𝑦, pentru orice 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐶 și 

element fixat 𝑖2 = −1. Atunci (𝐶,∘) este 𝑖-cvazigrup. 

2. Orice grup (𝐺,∙) în care elementele de forma 𝑥2 se află în centrul lui, este 𝑖-cvazigrup. 

3. O buclă comutativă Moufang este un 𝑖-cvazigrup. De asemenea, un cvazigrup Bol la stânga 

este un 𝑖-cvazigrup. 

4. Există patru i-cvazigrupuri induse de grupul 𝑍5: 

𝑥 ∙ 𝑦1 = (𝑥 + 𝑦)(𝑚𝑜𝑑5),                   𝑥 ∙ 𝑦2 = (2𝑥 + 4𝑦)(𝑚𝑜𝑑5),  
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𝑥 ∙ 𝑦3 = (3𝑥 + 4𝑦)(𝑚𝑜𝑑5),                 𝑥 ∙ 𝑦4 = (4𝑥 + 𝑦)(𝑚𝑜𝑑5) 

 și cinci 𝑖-cvazigrupuri cu unitate care nu sunt induse de 𝑍5: 

 1 2 3 4 5    1 2 3 4 5    1 2 3 4 5 

1 1 2 3 4 5   1 1 2 3 4 5   1 1 2 3 4 5 

2 2 3 5 4 1   2 2 4 1 5 3   2 2 4 5 3 1 

3 3 5 4 2 1   3 3 1 5 2 4   3 3 5 2 1 4 

4 4 1 2 5 3   4 4 5 2 3 1   4 4 3 1 5 2 

5 5 4 1 3 2   5 5 3 4 1 2   5 5 1 4 2 3 

 

 1 2 3 4 5    1 2 3 4 5 

1 1 2 3 4 5   1 1 2 3 4 5 

2 2 5 1 3 4   2 2 5 4 1 3 

3 3 1 4 5 2   3 3 4 2 5 1 

4 4 3 5 2 1   4 4 1 5 3 2 

5 5 4 2 1 3   5 5 3 1 2 4 

Remarcă 3.1.1. Translația 𝑅𝑓, unde 𝑓 este unitate la stânga a cvazigrupului (𝑄,∙), este notată prin 

𝑅. Într-un 𝑖-cvazigrup cu unitate la stânga 𝑅2 = 𝜀 (translația identică) și 𝑅−1 = 𝑅.  

Teorema 3.1.1. Dacă 𝑖-cvazigrupul (𝑄,∙) este 𝑅𝐼𝑃-cvazigrup, atunci (𝑄,∙) este cvazigrup Moufang 

cu unitate la stânga 𝑓 și distributantul 𝐷 = {𝑓}.  

Demonstrație. Din egalitatea (3.1) pentru 𝑦 = 𝑥 avem 

𝑥2𝑧 = 𝑧𝑥 ∙ 𝑥           (3.2) 

pentru toți 𝑥, 𝑧 ∈ 𝑄. 

Din egalitatea 𝑦𝑥 ∙ 𝑥−1 = 𝑦 și (3.2) avem (𝑥2𝑧)𝑥−1 ∙ 𝑥−1 = 𝑧. Atunci 

𝑥−2(𝑥2𝑧) = 𝑧,          (3.3) 

pentru toți 𝑥, 𝑧 ∈ 𝑄. 

Din (3.1), (3.3) și (3.2) obținem (𝑥(𝑥−2) ∙ 𝑧) = 𝑥−2(𝑥2𝑧) = 𝑧. Atunci avem 

𝑥(𝑥(𝑥−2) ∙ 𝑧) = 𝑥(𝐼𝑙𝑥 ∙ 𝑧) = 𝑧,        (3.4) 

unde 𝐼𝑙𝑥 = 𝑥 ∙ 𝑥−2. În (3.4) facem substituția 𝑧 → 𝑥𝑧 și obținem 𝐼𝑙𝑥 ∙ 𝑥𝑧 = 𝑧. Am obținut, că 

cvazigrupul (𝑄,∙) este 𝐼𝑃- cvazigrup, unde 𝐼𝑙𝑥 ∙ 𝑥𝑦 = 𝑦 și 𝑦𝑥 ∙ 𝐼𝑟𝑥 = 𝑦.  

Mai departe demonstrăm existența unității la stânga 𝑓. Avem 𝑦𝑒𝑦 ∙ 𝑒𝑦
−1 = 𝑦, 𝑦𝑒𝑦

−1 = 𝑦,

𝑒𝑦
−1 = 𝑒𝑦. Am obținut 𝑧𝑒𝑦 ∙ 𝑒𝑦

−1 = 𝑧𝑒𝑦 ∙ 𝑒𝑦 = 𝑒𝑦
2𝑧 = 𝑧, 𝑒𝑦

2 = 𝑓, 𝑓𝑧 = 𝑧  pentru orice 𝑧 ∈ 𝑄. Din 
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egalitatea 𝑓𝑦 ∙ 𝑦−1 = 𝑓 avem 𝑦𝑦−1 = 𝑓, 𝑦−1 =-1𝑦𝑓, sau 𝐼𝑟𝑦 = 𝑅𝑓𝐼𝑙𝑦, 𝐼𝑟 = 𝑅𝑓𝐼𝑙, atunci 𝐼𝑟𝐼𝑙 =

𝑅, (𝐼𝑟𝐼𝑙)
−1 = 𝑅−1 = 𝑅 și 𝐼𝑟𝐼𝑙 = 𝐼𝑙𝐼𝑟. 

În orice 𝐼𝑃-cvazigrup are loc -1((𝑥𝑦)−1) = ( 𝑦 ∙ 𝑥−1−1 )
−1

= ( 𝑥−1 )−1 ∙ ( 𝑦−1 )
−1

,  𝐼𝑙𝐼𝑟(𝑥𝑦) =

𝐼𝑟𝐼𝑙𝑥 ∙ 𝐼𝑟𝐼𝑙𝑦. Am obținut autotopia 𝑇 = (𝐼𝑟𝐼𝑙, 𝐼𝑟𝐼𝑙 , 𝐼𝑙𝐼𝑟) = (𝑅, 𝑅, 𝑅), unde 𝑅 este automorfism al 

cvazigrupului (𝑄,∙), adică (𝑥𝑦)𝑓 = 𝑥𝑓 ∙ 𝑦𝑓. Deci, distributantul 𝐷 = {𝑓}.  

Rămâne să demonstrăm, că (𝑄,∙) este cvazigrup Moufang, adică are loc identitatea 

𝑥(𝑦 ∙ 𝑥𝑧) = ((𝑥 ∙ 𝑦𝑓)𝑥)𝑧 (știm că acest cvazigrup are unitate la stânga 𝑓). Pentru aceasta este 

destul să demonstrăm, că în (𝑄,∙) are loc autotopia 𝑇 = (𝑅𝑥𝐿𝑥𝑅𝑓 , 𝐿𝑥
−1, 𝐿𝑥).  

Din egalitatea 𝑥(𝑥𝑦 ∙ 𝑧) = 𝑦(𝑧𝑥 ∙ 𝑥) avem autotopia 𝑇1 = (𝐿𝑥
−1, 𝑅𝑥

2, 𝐿𝑥) și (𝑥(𝑥𝑦 ∙ 𝑧))
−1

=

(𝑦(𝑧𝑥 ∙ 𝑥))
−1

, (𝑥𝑦 ∙ 𝑧) ∙ 𝑥 = (𝑧𝑥 ∙ 𝑥) ∙ 𝑦,−1−1−1−1  (𝑧−1(𝑥𝑦)−1) ∙ 𝑥 = (𝑥−1(𝑧𝑥)−1)−1 ∙ 𝑦 −1−1 . 

Am obținut 

𝑧−1( 𝑦 ∙ 𝑥−1−1 ) ∙ 𝑥 = (𝑥−1 ∙ ( 𝑥 ∙ 𝑧−1−1 )) ∙ 𝑦.−1−1       (3.5) 

Având în vedere egalitățile 𝐼𝑙
2 = 𝐼𝑟

2 = 𝜀, 𝑅𝑓
2 = 𝜀, 𝑅𝑓 = 𝐼𝑟𝐼𝑙 = 𝐼𝑙𝐼𝑟 , efectuăm în (3.5) 

următoarele substituții 𝑧 → 𝑧−1, 𝑦 → 𝑦−1, 𝑥 → 𝑥−1 și obținem (𝑧(𝑦𝑥)) ∙ 𝑥 = (𝑅𝑥 ∙ (𝑥 ∙ 𝑅𝑧)) ∙ 𝑦. 

Avem o nouă autotopie 𝑇2 = (𝐿𝑥𝑓𝐿𝑥𝑅, 𝑅𝑥
−1, 𝑅𝑥). Atunci 𝑇3 = 𝑇2𝑇1 = (𝛼, 𝑅𝑥, 𝑅𝑥𝐿𝑥), unde 𝛼 =

𝐿𝑥𝑓𝐿𝑥𝑅𝐿𝑥
−1. Deoarece (𝑄,∙) este 𝐼𝑃-cvazigrup, atunci avem autotopia 𝑇4 = (𝑅𝑥𝐿𝑥, 𝐼𝑟𝑅𝑥𝐼𝑟 , 𝛼), 

unde 𝐼𝑟𝑅𝑥𝐼𝑟𝑦 = (𝑦−1 ∙ 𝑥)−1 = 𝑥 ∙ (𝑦−1) = 𝐿𝑥
−1𝑅𝑦,−1−1  𝐼𝑟𝑅𝑥𝐼𝑟 = 𝐿𝑥

−1𝑅 = 𝐿 𝑥−1 𝑅,  𝑇4 =

(𝑅𝑥𝐿𝑥, 𝐿 𝑥−1 𝑅, 𝛼). Așadar, avem 𝛼(𝑦𝑧) = (𝑥𝑦 ∙ 𝑥) ∙ 𝑥(𝑧𝑓).−1  Dacă 𝑦 = 𝑥−1, unde 𝑥𝑥−1 = 𝑓, 

atunci avem 𝛼(𝑥−1 ∙ 𝑧) = 𝑧𝑓, 𝛼𝐿𝑥−1 = 𝑅, 𝛼 = 𝑅𝐿𝑥−1
−1 = 𝑅𝐿

(𝑥−1)
−1 = 𝑅𝐿𝑥𝑓 ,  unde 𝑅𝐿𝑥𝑓𝑧 =

𝑅(𝑥𝑓 ∙ 𝑧) = 𝑥 ∙ 𝑅𝑧 = 𝐿𝑥𝑅𝑧, 𝛼 = 𝐿𝑥𝑅,  𝑇4 = (𝑅𝑥𝐿𝑥, 𝐿𝑥
−1𝑅, 𝐿𝑥𝑅). Deoarece 𝑅 este automorfism al 

cvazigrupului (𝑄,∙), obținem, în definitive autotopia 𝑇 = 𝑇4 ∙ (𝑅𝑓 , 𝑅𝑓 , 𝑅𝑓) = (𝑅𝑥𝐿𝑥𝑅𝑓 , 𝐿𝑥
−1, 𝐿𝑥). 

             □ 

Teorema 3.1.2. Dacă 𝑖-cvazigrupul (𝑄,∙)  cu unitate la stânga 𝑓 este izotop grupului abelian, atunci 

(𝑄,∙) este cvazigrup Moufang medial și distributantul 𝐷 = {𝑓}. 

Demonstrație. Cercetăm izotopul (𝑄,∘), unde 𝑥 ∘ 𝑦 = 𝑅−1𝑥 ∙ 𝑦 = 𝑅𝑥 ∙ 𝑦 = 𝑥𝑓 ∙ 𝑦, (𝑄,∘) este 

grup abelian cu unitatea 𝑓. Din 𝑥(𝑥𝑦 ∙ 𝑧) = 𝑦(𝑧𝑥 ∙ 𝑥) avem 𝑅𝑥 ∘ (𝑅(𝑅𝑥 ∘ 𝑦) ∘ 𝑧) = 𝑅𝑦 ∘

(𝑅(𝑅𝑧 ∘ 𝑥) ∘ 𝑥). Dacă 𝑧 = 𝑓, atunci 𝑅𝑥 ∘ 𝑅(𝑅𝑥 ∘ 𝑦) = 𝑅𝑦 ∘ (𝑅𝑥 ∘ 𝑥), 𝑅(𝑅𝑥 ∘ 𝑦) = 𝑅𝑦 ∘ 𝑥, 𝑅(𝑥 ∘

𝑦) = 𝑅𝑥 ∘ 𝑅𝑦. Am obținut, că 𝑅 este automorfism al grupului abelian (𝑄,∘) și cvazigrupului (𝑄,∙). 

Prin urmare, distributantul 𝐷 = {𝑓}.  
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Mai departe din (𝑦 ∘ 𝑥) ∘ 𝑥−1 = 𝑦 urmează 𝑅(𝑅𝑦 ∙ 𝑥) ∙ 𝑥−1 = 𝑦 și (𝑦 ∙ 𝑅𝑥) ∙ 𝑥−1 = 𝑦. Am 

obținut, că (𝑄,∙) este 𝑅𝐼𝑃-cvazigrup și pe baza Teoremei 3.1.1. cvazigrupul (𝑄,∙) este cvazigrup 

Moufang. Rămâne să demonstrăm că (𝑄,∙) este cvazigrup medial. Fie are loc 𝑥𝑦 ∙ 𝑢𝑣 = 𝑥𝑢 ∙ 𝑦𝑣´. 

Trebuie să demonstrăm, că 𝑣 = 𝑣´. Avem 𝑅(𝑅𝑥 ∘ 𝑦) ∘ (𝑅𝑢 ∘ 𝑣) = 𝑅(𝑅𝑥 ∘ 𝑢) ∘ (𝑅𝑦 ∘ 𝑣´), 𝑥 ∘ 𝑅𝑦 ∘

𝑅𝑢 ∘ 𝑣 = 𝑥 ∘ 𝑅𝑢 ∘ 𝑅𝑦 ∘ 𝑣´, 𝑣 = 𝑣´.           □ 

Teorema 3.1.3. Dacă 𝑖-cvazigrupul (𝑄,∙) cu distributant nevid 𝐷  este izotop buclei Bol la stânga, 

atunci (𝑄,∙) este cvazigrup Bol la stânga. 

Demonstrație. Fie 𝑎 ∈ 𝐷. Atunci are loc 𝑎(𝑥𝑦) = (𝑎𝑥) ∙ (𝑎𝑦), (𝑥𝑦)𝑎 = (𝑥𝑎) ∙ (𝑦𝑎) pentru toți 

𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄. Am obținut că 𝐿𝑎 și 𝑅𝑎 sunt automorfisme ale cvazigrupului (𝑄,∙) și 𝑎2 = 𝑎, 𝐿𝑎𝑅𝑎 =

𝑅𝑎𝐿𝑎, 𝑅𝑎𝐿𝑎
−1 = 𝐿𝑎

−1𝑅𝑎, 𝑅𝑎
−1𝐿𝑎 = 𝐿𝑎𝑅𝑎

−1. Mai departe avem 𝑎(𝑎𝑦 ∙ 𝑎) = 𝑦((𝑎𝑎)𝑎), 𝑎(𝑎(𝑦𝑎)) =

𝑦𝑎, pentru orice 𝑦 ∈ 𝑄, 𝑎(𝑎𝑧) = 𝑧, unde 𝑧 = 𝑦𝑎. Am obținut 𝐿𝑎
2 = 𝜀, 𝐿𝑎 = 𝐿𝑎

−1.  

Acum fie izotopul (𝑄,∘), unde 𝑥 ∘ 𝑦 = 𝑅𝑎
−1𝑥 ∙ 𝐿𝑎

−1𝑦, (𝑄,∘) este bucla Bol la dreapta cu 

unitatea 𝑒 = 𝑎. Din 𝑥 ∘ (𝑥 ∘ 𝑦) = 𝑦−1   avem 𝑅𝑎
−1( 𝑥−1 ) ∙ 𝐿𝑎

−1(𝑅𝑎
−1𝑥 ∙ 𝐿𝑎

−1𝑦) = 𝑦, 𝑅𝑎
−1𝐼𝑥 ∙

𝐿𝑎
−1(𝑅𝑎

−1𝑥 ∙ 𝐿𝑎
−1𝑦) = 𝑅𝑎

−1𝐼𝑥 ∙ (𝐿𝑎𝑅𝑎
−1𝑥 ∙ 𝐿𝑎

2 𝑦) = 𝑦, 𝑅𝑎
−1𝐼𝑅𝑎𝐿𝑎𝑥(𝑥𝑦) = 𝑦, 𝐼𝑙𝑥(𝑥𝑦) = 𝑦, unde 𝐼𝑙 =

𝑅𝑎
−1𝐼𝑅𝑎𝐿𝑎.  

Am obținut, că 𝑖-cvazigrupul (𝑄,∙) este 𝐿𝐼𝑃-cvazigrup și este izotop buclei Bol la stânga, de 

unde urmează, că  (𝑄,∙) este cvazigrupul Bol la stânga.      □ 

Teorema 3.1.4. 𝑖-cvazigrupul (𝑄,∙) cu distributant nevid 𝐷  este cvazigrup Bol la stânga dacă și 

numai dacă în (𝑄,∙)  are loc egalitatea 

𝑥𝑎 ∙ 𝑥𝑦 = 𝑥𝑥 ∙ 𝑎𝑦,            (3.6) 

pentru orice 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄, unde 𝑎 ∈ 𝐷, 𝑎 este element fixat. 

Demonstrație. Este dat 𝑎(𝑥𝑦) = 𝑎𝑥 ∙ 𝑎𝑦,   (𝑥𝑦)𝑎 = 𝑥𝑎 ∙ 𝑦𝑎. De unde, în particular, obținem 𝑎𝑥 ∙

𝑎 = 𝑎 ∙ 𝑥𝑎, 𝑅𝑎𝐿𝑎 = 𝐿𝑎𝑅𝑎,   𝑎2 = 𝑎,   𝐿𝑎, 𝑅𝑎 este automorfism al cvazigrupului (𝑄,∙) și buclei 

(𝑄,∘) , unde 𝑥 ∘ 𝑦 = 𝑅𝑎
−1𝑥 ∙ 𝐿𝑎

−1𝑦. Acum folosim identitatea 𝑖-cvazigrupului 𝑥(𝑥𝑦 ∙ 𝑧) =

𝑦(𝑧𝑥 ∙ 𝑥). Înlocuind 𝑥 = 𝑧 = 𝑎, avem 𝑎(𝑎𝑡) = 𝑡, ∀𝑡 ∈ 𝑄, unde 𝑡 = 𝑦𝑎, 𝐿𝑎
2 = 𝜀, unde 𝜀 este 

permutarea identică a mulțimii 𝑄. Mai departe avem 𝑎(𝑎𝑎 ∙ 𝑧) = 𝑎(𝑧𝑎 ∙ 𝑎), 𝐿𝑎 = 𝑅𝑎
2.  

Pentru simplificarea scrierii, ne învoim 𝐿𝑎 = 𝐿, 𝑅𝑎 = 𝑅. În egalitatea 𝑥(𝑥𝑦 ∙ 𝑧) = 𝑦(𝑧𝑥 ∙ 𝑥) 

trecem de la operația “∙” la operația „∘”, folosind 𝑥 ∘ 𝑦 = 𝑅𝑎
−1𝑥 ∙ 𝐿𝑎

−1𝑦 = 𝑅−1𝑥 ∙ 𝐿−1𝑦,   𝑥𝑦 = 𝑅𝑥 ∘

𝐿𝑦.  

Avem 𝑅𝑥 ∘ 𝐿(𝑅(𝑅𝑥 ∘ 𝐿𝑦) ∘ 𝐿𝑧) = 𝑅𝑦 ∘ 𝐿(𝑅(𝑅𝑧 ∘ 𝐿𝑥) ∘ 𝐿𝑥),   𝑅𝑥 ∘ ((𝐿𝑅2𝑥 ∘ 𝐿𝑅𝐿𝑦) ∘

𝐿2𝑧) = 𝑅𝑦 ∘ ((𝐿𝑅2𝑧 ∘ 𝐿𝑅𝐿𝑥) ∘ 𝐿2𝑥). Acum folosim următoarea egalitate 𝐿 = 𝑅2, 𝐿2 = 𝜀 și 
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obținem 𝑅𝑥 ∘ ((𝑥 ∘ 𝑅𝑦) ∘ 𝑧) = 𝑅𝑦 ∘ ((𝑧 ∘ 𝑅𝑥) ∘ 𝑥). Efectuăm substituția 𝑦 → 𝑅−1𝑦 și obținem 

identitatea: 

𝑅𝑥 ∘ ((𝑥 ∘ 𝑦) ∘ 𝑧) = 𝑦 ∘ ((𝑧 ∘ 𝑅𝑥) ∘ 𝑥).       (3.7) 

Dacă 𝑦 = 𝑅𝑥, atunci obținem (𝑥 ∘ 𝑅𝑥) ∘ 𝑧 = (𝑧 ∘ 𝑅𝑥) ∘ 𝑥,   𝑅𝑥 ∘ ((𝑥 ∘ 𝑦) ∘ 𝑧) = 𝑦 ∘ ((𝑥 ∘ 𝑅𝑥) ∘

𝑧). Dacă 𝑦 = 𝑥−1, unde 𝑥 ∘ 𝑥−1 = 𝑒 = 𝑎, 𝑒 este unitatea buclei (𝑄,∘), atunci avem 

𝑅𝑥 ∘ 𝑧 = 𝑥−1 ∘ ((𝑥 ∘ 𝑅𝑥) ∘ 𝑧).        (3.8) 

Din (3.6) avem 𝑅2𝑥 ∘ 𝐿(𝑅𝑥 ∘ 𝐿𝑦) = 𝑅(𝑅𝑥 ∘ 𝐿𝑥) ∘ 𝐿2𝑦, 𝐿𝑥 ∘ (𝐿𝑅𝑥 ∘ 𝐿2𝑦) = (𝑅2𝑥 ∘ 𝑅𝐿𝑥) ∘ 𝐿2𝑦.  

Efectuăm substituția 𝑥 → 𝐿𝑥 și obținem 

𝑥 ∘ (𝑅𝑥 ∘ 𝑦) = (𝑥 ∘ 𝑅𝑥) ∘ 𝑦.         (3.9) 

Din (3.8) și (3.9) avem 

 𝑅𝑥 ∘ 𝑧 = 𝑥−1 ∘ (𝑥 ∘ (𝑅𝑥 ∘ 𝑧)), 𝑡 = 𝑥−1 ∘ (𝑥 ∘ 𝑡),        (3.10) 

unde 𝑡 = 𝑅𝑥 ∘ 𝑧, 𝑥, 𝑧 ∈ 𝑄. În egalitatea (3.10) trecem de la operația “∘” la operația “∙” și obținem 

𝑡 = 𝑅−1𝑥−1 ∙ 𝐿−1(𝑅−1𝑥 ∙ 𝐿−1𝑡) = 𝑅−1𝑥−1 ∙ (𝐿−1𝑅−1𝑥 ∙ 𝑡) = 𝑅−1𝐼𝑅𝐿𝑥 ∙ (𝑥𝑡) = 𝐼𝑙𝑥(𝑥𝑡), unde 

𝐼𝑙 = 𝑅−1𝐼𝑅𝐿. Avem, că cvazigrupul (𝑄,∙) este 𝐿𝐼𝑃-cvazigrup.  

Acum demonstrăm, că bucla (𝑄,∘) este inversabilă și la dreapta, adică (𝑄,∘) este 𝐼𝑃-buclă. 

În (3.7) substituim 𝑦 = 𝑒, unde 𝑒 este unitatea buclei (𝑄,∘) și obținem 

𝑅𝑥 ∘ (𝑥 ∘ 𝑧) = (𝑧 ∘ 𝑅𝑥) ∘ 𝑥         (3.11) 

În (3.7) substituim 𝑧 = 𝑒, avem  

𝑅𝑥 ∘ (𝑥 ∘ 𝑦) = 𝑦 ∘ (𝑅𝑥 ∘ 𝑥)         (3.12) 

Din (3.11) și (3.12) avem 

(𝑧 ∘ 𝑅𝑥) ∘ 𝑥 = 𝑧 ∘ (𝑅𝑥 ∘ 𝑥).         (3.13) 

Din (3.13) și (3.7) obținem egalitatea 𝑅𝑥 ∘ ((𝑥 ∘ 𝑦) ∘ 𝑧) = 𝑦 ∘ (𝑧 ∘ (𝑅𝑥 ∘ 𝑥)). Dacă 𝑧 = 𝑦−1, 

atunci avem (𝑥 ∘ 𝑦) ∘ 𝑦−1 = 𝑥, ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄,   (𝑄,∘) este 𝐼𝑃-buclă.  

Mai departe demonstrăm, că (𝑄,∘) este buclă Moufang în care (𝑅𝑥 ∘ 𝑥) ∘ 𝑦 = 𝑦 ∘

(𝑅𝑥 ∘ 𝑥),   ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄. Din 𝑅𝑥 ∘ ((𝑥 ∘ 𝑦) ∘ 𝑧) = 𝑦 ∘ ((𝑧 ∘ 𝑅𝑥) ∘ 𝑥) obținem autotopia 𝑇1 buclei 

(𝑄,∘) , unde 𝑇1 = (𝐿𝑥
−1, 𝑅𝑥𝑅𝑅𝑥, 𝐿𝑅𝑥). Mai departe avem (𝑅𝑥 ∘ ((𝑥 ∘ 𝑦) ∘ 𝑧))

−1

= (𝑦 ∘ ((𝑧 ∘ 𝑅𝑥) ∘

𝑥))
−1

,   ((𝑥 ∘ 𝑦) ∘ 𝑧)
−1

∘ (𝑅𝑥)−1 = ((𝑧 ∘ 𝑅𝑥) ∘ 𝑥)
−1

∘ 𝑦−1, (𝑧−1 ∘ (𝑥 ∘ 𝑦)−1) ∘ (𝑅𝑥)−1 =

(𝑥−1 ∘ (𝑧 ∘ 𝑅𝑥)−1) ∘ 𝑦−1 și 

(𝑧−1 ∘ (𝑦−1 ∘ 𝑥−1)) ∘ (𝑅𝑥)−1 = (𝑥−1 ∘ ((𝑅𝑥)−1 ∘ 𝑧−1)) ∘ 𝑦−1.         (3.14) 

Din 𝑥 ∘ 𝑥−1 = 𝑒 avem 𝑅𝑥 ∘ 𝑅𝑥−1 = 𝑅𝑒 = 𝑒,   𝑅𝑥−1 = (𝑅𝑥)−1. În egalitatea (3.14) facem 

substituțiile x → 𝑥−1, 𝑦 → 𝑦−1, 𝑧 → 𝑧−1 și obținem egalitatea (𝑧 ∘ (𝑦 ∘ 𝑥)) ∘ 𝑅𝑥 = (𝑥 ∘ (𝑅𝑥 ∘
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𝑧)) ∘ 𝑦, și avem o nouă autotopie 𝑇2 a buclei (𝑄,∘), unde 𝑇2 = (𝐿𝑥𝐿𝑅𝑥, 𝑅𝑥
−1, 𝑅𝑅𝑥). Mai departe 

avem autotopia 𝑇3 = 𝑇1𝑇2 = (𝐿𝑅𝑥, 𝑅𝑥𝑅𝑅𝑥𝑅𝑥
−1, 𝐿𝑅𝑥𝑅𝑅𝑥) = (𝐿𝑅𝑥, 𝛼, 𝐿𝑅𝑥𝑅𝑅𝑥), unde 𝛼 =

𝑅𝑥𝑅𝑅𝑥𝑅𝑥
−1.  

Am obținut egalitatea 𝐿𝑅𝑥𝑅𝑅𝑥(𝑦 ∘ 𝑧) = 𝐿𝑅𝑥𝑦 ∘ 𝛼𝑧. Dacă 𝑦 = 𝑒, atunci 𝛼 = 𝑅𝑅𝑥,   𝑇3 =

(𝐿𝑅𝑥, 𝑅𝑅𝑥, 𝐿𝑅𝑥𝑅𝑅𝑥). În Т3 efectuăm substituția 𝑥 → 𝑅−1𝑥 și avem 𝑇3 = (𝐿𝑥, 𝑅𝑥, 𝐿𝑥𝑅𝑥). Deoarece 

bucla (𝑄,∘)  este 𝐼𝑃-buclă, atunci mai avem încă autotopia 𝑇4 = (𝐿𝑥𝑅𝑥, 𝐼𝑅𝑥𝐼, 𝐿𝑥) =

(𝐿𝑥𝑅𝑥, 𝐿𝑥
−1, 𝐿𝑥). Am obținut identitatea Bol la stânga 𝑥 ∘ (𝑦 ∘ (𝑥 ∘ 𝑧)) = (𝑥 ∘ (𝑦 ∘ 𝑥)) ∘ 𝑧. 

Deoarece (𝑄,∘) este 𝐼𝑃-buclă, atunci (𝑄,∘) este bucla Moufang.  

Acum demonstrăm egalitatea (𝑅𝑥 ∘ 𝑥) ∘ 𝑦 = 𝑦 ∘ (𝑅𝑥 ∘ 𝑥), ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄. În egalitatea (3.7) 

substituim 𝑦 = 𝑅𝑥 și obținem (𝑥 ∘ 𝑅𝑥) ∘ 𝑧 = 𝑧 ∘ (𝑅𝑥 ∘ 𝑥). Dacă 𝑧 = 𝑒, atunci avem 𝑥 ∘ 𝑅𝑥 =

𝑅𝑥 ∘ 𝑥,   (𝑅𝑥 ∘ 𝑥) ∘ 𝑧 = 𝑧 ∘ (𝑅𝑥 ∘ 𝑥). Definitiv am obținut, că cvazigrupul (𝑄,∙) este inversabil la 

stânga și este izotop buclei Moufang (𝑄,∘) .  

Pe baza rezultatelor din [54] avem, că (𝑄,∙) este cvazigrup Bol la stânga.  

Invers. Fie (𝑄,∙) este cvazigrup Bol la stânga. Atunci (𝑄,∙) este inversabil la stânga, adică are loc 

𝐼𝑙𝑥 ∙ 𝑥𝑦 = 𝑦,   𝑅𝐼𝑙𝑥 ∘ 𝐿(𝑅𝑥 ∘ 𝐿𝑦) = 𝑦,   𝑅𝐼𝑙𝑥 ∘ (𝐿𝑅𝑥 ∘ 𝑦) = 𝑦,   𝑅𝐼𝑙𝑅−1𝐿−1𝑥 ∘ (𝑥 ∘ 𝑦) = 𝑦. Am 

obținut, că și bucla (𝑄,∘) este inversabilă la stânga. Pe baza (3.8), avem 𝑅𝑥 ∘ 𝑧 = 𝑥−1 ∘

((𝑥 ∘ 𝑅𝑥) ∘ 𝑧) = 𝑥−1 ∘ (𝑥 ∘ (𝑅𝑥 ∘ 𝑧)), (𝑥 ∘ 𝑅𝑥) ∘ 𝑧 = 𝑥 ∘ (𝑅𝑥 ∘ 𝑧), 𝑅−1(𝑅−1𝑥 ∙ 𝐿−1𝑅𝑥) ∙

𝐿−1𝑧 = 𝑅−1𝑥 ∙ 𝐿−1(𝑥 ∙ 𝐿−1𝑧),    (𝑅−2𝑥 ∙ 𝐿−1𝑥) ∙ 𝑧 = 𝑅−1𝑥 ∙ (𝐿−1𝑥 ∙ 𝐿−1𝑧),   (𝐿𝑥 ∙ 𝐿𝑥) ∙ 𝐿𝑧 =

𝑅−1𝑥 ∙ (𝐿𝑥 ∙ 𝑧),   𝑥𝑥 ∙ 𝑎𝑧 = 𝑅−1𝐿𝑥 ∙ 𝑥𝑧,   𝑥𝑥 ∙ 𝑎𝑧 = 𝑥𝑎 ∙ 𝑥𝑧.      □ 

3.2. Relația 𝒊-cvazigrupurilor cu alte cvazigrupuri 

Introducem noțiunea de miez al cvazigrupului Bol la stânga. Miez al cvazigrupului Bol la 

stânga (𝑄,∙) numim grupoidul (𝑄, +) definit în felul următor 𝑥 + 𝑦 = 𝑅𝑒𝑥
−1(𝑥 ∙ 𝑦−1 𝑥), unde 

𝑦−1 𝑦 = 𝑒𝑦, 𝑦𝑒𝑦 = 𝑦. Pentru bucla Bol la stânga această noțiune a fost introdusă de către V. D. 

Belousov. 

Propoziția 3.2.1. Dacă 𝑖-cvazigrupul (𝑄,∙) este idempotent, atunci (𝑄,∙) este cvazigrup Bol la 

stânga. Mai mult, în acest caz (𝑄,∙) este cvazigrup Stein la dreapta, care este distributiv la stânga 

și miezul cvazigrupului Bol la stânga de asemenea este 𝑖-cvazigrup [68]. 

Demonstrație. Fie că în 𝑖-cvazigrupul (𝑄,∙)  fiecare element este idempotent, adică 𝑥2 = 𝑥. Atunci 

din (3.1) avem 𝑥𝑧 = 𝑧𝑥 ∙ 𝑥. Am obținut identitatea lui Stein la dreapta.  

Înmulțim din dreapta egalitatea Stein la dreapta la 𝑥 și obținem 𝑥𝑧 ∙ 𝑥 = (𝑧𝑥 ∙ 𝑥)𝑥 = 𝑥 ∙ 𝑧𝑥. 

Am obținut legea de elasticitate 𝑥𝑧 ∙ 𝑥 = 𝑥 ∙ 𝑧𝑥.  
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Mai departe avem 𝑥(𝑥𝑦 ∙ 𝑥) = 𝑦(𝑥2 ∙ 𝑥) = 𝑦𝑥, 𝑥(𝑥 ∙ 𝑦𝑥) = 𝑦𝑥. Substituim 𝑦𝑥 = 𝑧 și avem 

𝑥(𝑥𝑧) = 𝑧 pentru orice 𝑥, 𝑧 ∈ 𝑄. Atunci (𝑄,∙) este 𝐿𝐼𝑃-cvazigrup și 𝐿𝑥
2 = 𝜀, unde 𝜀 este permutare 

identică. Din 𝑥(𝑥𝑦 ∙ 𝑧) = 𝑦(𝑥2𝑧) = 𝑦 ∙ 𝑥𝑧, pentru 𝑦 → 𝑥𝑦 avem 𝑥((𝑥 ∙ 𝑥𝑦)𝑧) = 𝑥𝑦 ∙ 𝑥𝑧, 𝑥(𝑦𝑧) =

𝑥𝑦 ∙ 𝑥𝑧. Atunci (𝑄,∙)  este cvazigrup distributiv la stânga, 𝐿𝑥este automorfism al cvazigrupului 

(𝑄,∙).  

Acum ne convingem, că în (𝑄,∙)  are loc identitatea Bol la stânga 𝑥(𝑦 ∙ 𝑥𝑧) = 𝑅𝑒𝑥
−1(𝑥 ∙ 𝑦𝑥) ∙

𝑧. 

𝐴 = 𝑥(𝑦 ∙ 𝑥𝑧) = 𝑥𝑦 ∙ 𝑥(𝑥𝑧) = 𝑥𝑦 ∙ 𝑧, 𝐵 = 𝑅𝑒𝑥
−1(𝑥 ∙ 𝑦𝑥) ∙ 𝑧 = 𝑅𝑥

−1(𝑥𝑦 ∙ 𝑥) ∙ 𝑧 = 𝑥𝑦 ∙ 𝑧.  

Am obținut, că (𝑄,∙)  este cvazigrup Bol la stânga.  

Trecem la cercetarea miezului (𝑄, +) al cvazigrupului Bol la stânga (𝑄,∙): 

𝑥 + 𝑦 = 𝑅𝑒𝑥
−1(𝑥 ∙ 𝑦𝑥−1 ) = 𝑅𝑥

−1(𝑥 ∙ 𝑦𝑥) = 𝑅𝑥
−1(𝑥𝑦 ∙ 𝑥) = 𝑥𝑦.  

Am obținut " + " = " ∙ ".           □ 

Remarcă 3.2.1. Dacă 𝑖-cvazigrupul (𝑄,∙), în care 𝑥2 = 𝑥, este izotop buclei comutative, atunci 

(𝑄,∙) este distributiv la stânga, iar bucla (𝑄,∘) este buclă Moufang comutativă [69], unde 𝑥 ∘ 𝑦 =

𝑅𝑎
−1𝑥 ∙ 𝐿𝑎

−1𝑦. 

Remarcă 3.2.2. Orice buclă (𝑄,∘), izotopă 𝑖-cvazigrupului (𝑄,∙), unde 𝑥2 = 𝑥, este buclă Bol la 

stânga [54]. 

Dacă cercetăm izotopul (𝑄,∘), unde 𝑥 ∘ 𝑦 = 𝑅𝑎
−1𝑥 ∙ 𝐿𝑎

−1𝑦, atunci din 𝑥(𝑥𝑦) = 𝑦, obținem 

𝑅𝑎𝑥 ∘ 𝐿𝑎(𝑅𝑎𝑥 ∘ 𝐿𝑎𝑦) = 𝑦, 𝑥 ∘ 𝐿𝑎(𝑥 ∘ 𝐿𝑎𝑦) = 𝑦. Dacă 𝑦 = 𝑒 = 𝑎, atunci avem 𝑥 ∘ 𝐿𝑎𝑥 = 𝑒,  

𝐿𝑎𝑥 ∘ 𝑥 = 𝑒, 𝐿𝑎𝑥 = 𝑥−1 , unde 𝐿𝑎 este automorfism și al buclei (𝑄,∘). Dacă bucla (𝑄,∘) este 

inversabilă la dreapta, atunci (𝑄,∘) este buclă Moufang comutativă, iar (𝑄,∙) este cvazigrup 

distributiv.  

Propoziția 3.2.2. Dacă 𝑖-cvazigrupul (𝑄,∙)  are unitate la dreapta 𝑒, atunci (𝑄,∙) este buclă 

Moufang în care 𝑥2𝑦 = 𝑦𝑥2 pentru orice 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄. 

Demonstrație. Fie (𝑄,∙) are unitate la dreapta 𝑥𝑒 = 𝑥 pentru toți 𝑥 ∈ 𝑄. În egalitatea 𝑥(𝑥𝑦 ∙ 𝑧) =

𝑦(𝑧𝑥 ∙ 𝑥) substituim 𝑥 = 𝑦 = 𝑒, 𝑒(𝑒𝑒 ∙ 𝑧) = 𝑒(𝑧𝑒 ∙ 𝑒), 𝑒(𝑒𝑧) = 𝑒𝑧, 𝑒𝑡 = 𝑡 pentru toți 𝑡 ∈ 𝑄, 

unde 𝑡 = 𝑒𝑧. Am obținut, că (𝑄,∙) este buclă, unde 𝑥 ∙ 𝑥𝑧 = 𝑧𝑥 ∙ 𝑥.  

Acum demonstrăm, că bucla (𝑄,∙) este inversabilă la stânga. Avem 

𝑦𝑦 = 𝑒, 𝑦( 𝑦𝑦 ∙ 𝑧−1 ) = 𝑦(𝑧 𝑦 ∙ 𝑦−1−1 ), 𝑦𝑧 = 𝑦( 𝑦−1 ∙ 𝑦𝑧−1 ), 𝑡 = 𝑦( 𝑦𝑡−1 )−1−1−1 , unde 𝑡−1 =

𝑦𝑧. Efectuăm substituția 𝑡 → 𝑦𝑡 și obținem 𝑦𝑡 = 𝑦( 𝑦−1 ∙ 𝑦𝑡), 𝑡 = 𝑦 ∙ 𝑦𝑡−1 . Avem, că (𝑄,∙) este 

𝐿𝐼𝑃-buclă. 
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Mai departe demonstrăm, că (𝑄,∙) este 𝑅𝐼𝑃-buclă. Avem 𝑥(𝑥𝑒 ∙ 𝑧) = 𝑒(𝑧𝑥 ∙ 𝑥), 𝑥 ∙ 𝑥𝑧 = 𝑧𝑥 ∙

𝑥 = 𝑥2𝑧. Pe de altă parte avem 𝑥(𝑥𝑦 ∙ 𝑒) = 𝑦(𝑒𝑥 ∙ 𝑥) = 𝑦𝑥2, 𝑥 ∙ 𝑥𝑦 = 𝑦𝑥2. Am obținut, că în 

bucla (𝑄,∙)  are loc egalitatea 𝑥2𝑦 = 𝑦𝑥2 pentru orice 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄. Atunci putem scrie 𝑥(𝑥𝑦 ∙ 𝑧) =

𝑦(𝑥2𝑧) = 𝑦(𝑧𝑥2), 𝑥𝑦 ∙ 𝑧 = 𝑥(𝑦 ∙ 𝑧𝑥2).−1  Dacă 𝑧 = 𝑦−1 , atunci obținem 𝑥𝑦 ∙

𝑦 = 𝑥−1 (𝑦 ∙ 𝑦𝑥2−1 ) = 𝑥(𝑥𝑥) = 𝑥.−1−1  Avem egalitatea 𝑥𝑦 ∙ 𝑦 = 𝑥−1 , adică bucla (𝑄,∙) este 

𝑅𝐼𝑃-buclă.  

Definitiv am obținut, că 𝐼𝑙𝑥 ∙ 𝑥𝑦 = 𝑦, 𝑦𝑥 ∙ 𝐼𝑟𝑥 = 𝑦, unde 𝐼𝑙 = 𝐼𝑟 și (𝑄,∙) este 𝐼𝑃-buclă. Pe 

baza Teoremei 3.1.1. (𝑄,∙) este buclă Moufang.        □ 

Propoziția 3.2.3. Orice 𝑖-cvazigrup (𝑄,∙) cu unitate la stânga 𝑓 este cvazigrup cu proprietate 

inversă la stânga și izotop 𝐿𝐼𝑃-buclei (𝑄,∘), unde 𝑥 ∘ 𝑦 = 𝑅𝑓
−1𝑥 ∙ 𝑦. 

Demonstrație. Din 𝑥(𝑥𝑦 ∙ 𝑧) = 𝑦(𝑧𝑥 ∙ 𝑥) pentru 𝑥 = 𝑦, obținem 𝑥2𝑧 = 𝑧𝑥 ∙ 𝑥. Dacă 𝑧 = 𝑓, atunci 

avem 𝑥2𝑓 = 𝑥2, pentru orice 𝑥 ∈ 𝑄.  

Acum cercetăm identitatea 𝑥2(𝑥2𝑦 ∙ 𝑧) = 𝑦(𝑧𝑥2 ∙ 𝑥2) și substituim 𝑦 = 𝑓. Avem 

𝑥2(𝑥2𝑧) = 𝑧𝑥2 ∙ 𝑥2, 𝑥2(𝑥2𝑦 ∙ 𝑧) = 𝑦(𝑥2 ∙ 𝑥2𝑧). Fie 𝑥2 ∙ (𝑥2)−1 = 𝑓. Atunci obținem 𝑥2𝑧 =

(𝑥2)−1(𝑥2 ∙ 𝑥2𝑧), 𝑡 = (𝑥2)−1(𝑥2𝑡) pentru orice 𝑥, 𝑡 ∈ 𝑄, unde 𝑡 = 𝑥2𝑧. Mai departe avem 

𝑥((𝑥 ∙ (𝑥2)−1) ∙ 𝑧) = (𝑥2)−1(𝑥2𝑧) = 𝑧, 𝑥(𝐼𝑙𝑥 ∙ 𝑧) = 𝑧, unde 𝐼𝑙𝑥 = 𝑥 ∙ (𝑥2)−1. Am obținut, că 

(𝑄,∙) este 𝐿𝐼𝑃-cvazigrup.  

Acum cercetăm izotopul (𝑄,∘), unde 𝑥 ∘ 𝑦 = 𝑅𝑓
−1𝑥 ∙ 𝑦. Am obținut, că (𝑄,∘) este buclă cu 

unitate 𝑓. Din 𝐼𝑙𝑥 ∙ 𝑥𝑦 = 𝑦 urmează 𝑅𝑓𝐼𝑙𝑥 ∘ (𝑅𝑓𝑥 ∘ 𝑦) = 𝑦, 𝑅𝑓𝐼𝑙𝑅𝑓
−1𝑥 ∘ (𝑥 ∘ 𝑦) = 𝑦. Atunci (𝑄,∘) 

este 𝐿𝐼𝑃 -buclă.            □ 

Propoziția 3.2.4. Dacă în 𝑖-cvazigrupul (𝑄,∙) are loc 𝑥2 = 𝑓 pentru orice 𝑥 ∈ 𝑄, unde 𝑓 este 

element fixat, atunci (𝑄,∙) este cvazigrup Moufang cu unitate la stânga 𝑓 și izotop al unui grup 

abelian.  

Demonstrație. Din 𝑥2𝑧 = 𝑧𝑥 ∙ 𝑥 avem 𝑓𝑧 = 𝑧𝑥 ∙ 𝑥 pentru orice 𝑥, 𝑧 ∈ 𝑄. În particular, avem 𝑓𝑧 =

𝑧𝑒𝑧 ∙ 𝑒𝑧 = 𝑧, unde 𝑓 este unitate la stânga. Am obținut identitatea 𝑧𝑥 ∙ 𝑥 = 𝑧, 𝑅𝑥
2 = 𝜀, 𝑅𝑥 =

𝑅𝑥
−1, 𝑅𝑓 = 𝑅𝑓

−1, (𝑄,∙) este 𝑅𝐼𝑃-cvazigrup și, pe baza Teoremei 3.1.1., cvazigrupul (𝑄,∙) este 

cvazigrup Moufang.  

Din 𝑥(𝑥𝑦 ∙ 𝑧) = 𝑦(𝑧𝑥 ∙ 𝑥) = 𝑦𝑧, dacă 𝑦 = 𝑓, avem 𝑥(𝑥𝑓 ∙ 𝑧) = 𝑧, 𝐼𝑙 = 𝑅𝑓 . Din 𝑥(𝑥𝑦 ∙ 𝑧) =

𝑦𝑧 urmează egalitatea 𝑥𝑦 ∙ 𝑧 = 𝑥𝑓 ∙ 𝑦𝑧, 𝑥𝑦 ∙ 𝑓 = 𝑥𝑓 ∙ 𝑦𝑓, 𝐷 = {𝑓} și 𝑅𝑓 = 𝐼𝑙  este automorfism al 

cvazigrupului (𝑄,∙) și buclei (𝑄,∘), unde 𝑥 ∘ 𝑦 = 𝑅𝑓
−1𝑥 ∙ 𝑦, 𝑥𝑦 = 𝑅𝑥 ∘ 𝑦 (Propoziția 3.2.3.) Din 

𝑥𝑦 ∙ 𝑧 = 𝑥𝑓 ∙ 𝑦𝑧 avem 𝑅(𝑅𝑥 ∘ 𝑦) ∘ 𝑧 = 𝑥 ∘ (𝑅𝑦 ∘ 𝑧), (𝑥 ∘ 𝑅𝑦) ∘ 𝑧 = 𝑥 ∘ (𝑅𝑦 ∘ 𝑧), (𝑄,∘) este grup.  
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Ne convingem, că (𝑄,∘) este grup abelian. Din 𝐼𝑙𝑥 ∙ 𝑥𝑦 = 𝑅𝑓𝑥 ∙ 𝑥𝑦 = 𝑦 urmează 𝑥 ∘

(𝑅𝑥 ∘ 𝑦) = 𝑦. Dacă 𝑦 = 𝑓, atunci obținem 𝑥 ∘ 𝑅𝑥 = 𝑓, 𝑅𝑥 = 𝑥−1 = 𝐼𝑥 și 𝑅 = 𝐼 este automorfism 

al grupului. Prin urmare, (𝑄,∘) este grup abelian.        □ 

Propoziția 3.2.5. 𝑖-cvazigrupul (𝑄,∙) cu unitate la stânga 𝑓 este cvazigrup Moufang dacă și numai 

dacă 𝑅𝑓 este automorfism al cvazigrupului (𝑄,∙). 

Demonstrație. Fie 𝑅𝑓 este automorfism al cvazigrupului (𝑄,∙), adică are loc egalitatea 

𝑥𝑦 ∙ 𝑓 = 𝑥𝑓 ∙ 𝑦𝑓          (3.15) 

pentru orice 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄. 

Fie 𝑦 ∙ 𝑦−1 = 𝑓. Pe baza Propoziției 3.2.3., cvazigrupul (𝑄,∙) este inversabil la stânga, adică 

are loc egalitatea 

𝑥 ∙ 𝑥𝑦 = 𝑦−1  sau 𝐼𝑙𝑥 ∙ 𝑥𝑦 = 𝑦.        (3.16) 

Din 𝑦−1 ∙ ( 𝑦−1 )
−1

= 𝑓 și (3.17) obținem ( 𝑦−1 )
−1

= 𝑦𝑓, 𝐼𝑟𝐼𝑙 = 𝑅𝑓 . Deoarece 𝑅𝑓
2 = 𝜀, 𝐼𝑙

2 = 𝜀, 

atunci avem 𝐼𝑟 = 𝑅𝑓𝐼𝑙, 𝑦−1 = ( 𝑦−1 )𝑓. 

𝑦−1 = 𝑦 ∙ 𝑓−1            (3.17) 

Din egalitățile (3.15) și (3.17) obținem (𝑥 ∙ 𝑦−1 )𝑓 = 𝑥𝑓 ∙

𝑦𝑓, 𝑥 ((𝑥 ∙ 𝑦−1 ) ∙ 𝑓) = 𝑥(𝑥𝑓 ∙ 𝑦−1),   −1  𝑦(𝑓𝑥 ∙ 𝑥) = 𝑓(𝑥2𝑦−1),   𝑦𝑥2 = 𝑥2𝑦−1.−1−1  

Mai departe avem 𝑥2 = 𝑦(𝑥2 ∙ 𝑦−1), 𝑥 = 𝑥(𝑦(𝑥2 ∙ 𝑦−1)).−1  Acum putem scrie 𝑥(𝑥𝑦 ∙

𝑦−1) = 𝑦(𝑥2 ∙ 𝑦−1), 𝑥𝑦 ∙ 𝑦−1 = 𝑥(𝑦(𝑥2𝑦−1)) = 𝑥.−1  Am obținut 𝑥𝑦 ∙ 𝑦−1 = 𝑥 pentru orice 

𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄, adică (𝑄,∙) este cvazigrup inversabil la dreapta. Pe baza Teoremei 3.1.1. (𝑄,∙) este 

cvazigrup Moufang. 

Invers. Fie că (𝑄,∙) este cvazigrup Moufang. Atunci, în particular, (𝑄,∙) este și cvazigrup Bol la 

dreapta, adică are loc identitatea (𝑧𝑥 ∙ 𝑦)𝑥 = 𝑧 ∙ 𝐿𝑓𝑎

−1(𝑥𝑦 ∙ 𝑥) = 𝑧 ∙ 𝐿𝑓
−1(𝑥𝑦 ∙ 𝑥) = 𝑧(𝑥𝑦 ∙ 𝑥). În 

particular, (𝑧𝑓 ∙ 𝑦)𝑓 = 𝑧(𝑓𝑦 ∙ 𝑓) = 𝑧(𝑦𝑓). Facem substituția 𝑧 → 𝑧𝑓 și obținem (𝑧𝑦)𝑓 = 𝑧𝑓 ∙ 𝑦𝑓, 

𝑅𝑓 este automorfism.            □  

3.3. 𝒊-cvazigrupuri cu identități alternative și de elasticitate 

Cunoaștem, că cea mai cercetată clasă de bucle neasociative este clasa de bucle Moufang. 

Avem în primul capitol definiția buclei Moufang cu identitățile (1.18) și (1.19). Cunoaștem, că 

orice buclă Moufang este 𝐼𝑃-buclă ( [21], Тeorema 5.6). În afară de aceasta, în bucla Moufang 

sunt adevărate identitățile: 

𝑥 ∙ 𝑥𝑧 = 𝑥𝑥 ∙ 𝑧 (𝑙𝑒𝑔𝑒𝑎 𝑎𝑙𝑡𝑒𝑟𝑛𝑎𝑡𝑖𝑣ă 𝑙𝑎 𝑠𝑡â𝑛𝑔𝑎),       (3.18) 

𝑧𝑥 ∙ 𝑥 = 𝑧 ∙ 𝑥𝑥 (𝑙𝑒𝑔𝑒𝑎 𝑎𝑙𝑡𝑒𝑟𝑛𝑎𝑡𝑖𝑣ă 𝑙𝑎 𝑑𝑟𝑒𝑎𝑝𝑡𝑎),       (3.19) 
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𝑥𝑦 ∙ 𝑥 = 𝑥 ∙ 𝑦𝑥 (𝑙𝑒𝑔𝑒𝑎 𝑑𝑒 𝑒𝑙𝑎𝑠𝑡𝑖𝑐𝑖𝑡𝑎𝑡𝑒).        (3.20) 

Identitățile (3.18) și (3.19) urmează din identitățile buclei Moufang pentru 𝑦 = 1, iar (3.20) din 

(1.19) pentru 𝑧 = 1.  

În paragraful dat s-au cercetat 𝑖-cvazigrupurile cu aceste trei legi. Au loc următoarele 

propoziții: 

Propoziția 3.3.1. Dacă în 𝑖-cvazigrupul (𝑄,∙) are loc legea alternativă la stânga (3.18), atunci (𝑄,∙

) este buclă Moufang, unde 𝑥2𝑦 = 𝑦𝑥2 pentru orice 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄. 

Demonstrație. Avem: 

1. 𝑓𝑦 ∙ 𝑓𝑦𝑦 = 𝑓𝑦
2𝑦, 𝑦 = 𝑓𝑦

2𝑦, 𝑓𝑦
2 = 𝑓𝑦, pentru orice 𝑦 ∈ 𝑄, 

2. 𝑓𝑦 ∙ 𝑓𝑦𝑧 = 𝑓𝑦
2𝑧, 𝑓𝑦 ∙ 𝑓𝑦𝑧 = 𝑓𝑦𝑧, 𝑓𝑦𝑡 = 𝑡, pentru orice 𝑦, 𝑡 ∈ 𝑄, 𝑓𝑡 = 𝑡,   

3. 𝑥(𝑥𝑓 ∙ 𝑦) = 𝑓(𝑥2𝑦) = 𝑥2𝑦 = 𝑥(𝑥𝑦), 𝑥𝑓 ∙ 𝑦 = 𝑥𝑦, 𝑥𝑓 = 𝑥, pentru orice 𝑥 ∈ 𝑄, 𝑓 este 

unitatea buclei (𝑄,∙). 

Pe baza Propoziției 3.2.2. avem că (𝑄,∙) este buclă Moufang și 𝑥2𝑦 = 𝑦𝑥2 pentru orice 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄.  

             □ 

Propoziția 3.3.2. Dacă în 𝑖-cvazigrupul (𝑄,∙) are loc legea alternativă la dreapta (3.19), atunci (𝑄,∙

) este buclă Moufang în care 𝑥2𝑦 = 𝑦𝑥2. 

Demonstrație. Avem: 

1. 𝑦𝑒𝑦 ∙ 𝑒𝑦 = 𝑦(𝑒𝑦
2), 𝑦 = 𝑦𝑒𝑦

2, 𝑒𝑦
2 = 𝑒𝑦, pentru orice 𝑦 ∈ 𝑄,  

2. 𝑧𝑒𝑦 ∙ 𝑒𝑦 = 𝑧(𝑒𝑦
2) = 𝑧𝑒𝑦, 𝑡𝑒𝑦 = 𝑡, pentru orice 𝑡 ∈ 𝑄, 𝑒𝑦 = 𝑒, 𝑥𝑒 = 𝑥. 

Cvazigrupul (𝑄,∙) are unitate la dreapta și, pe baza Propoziției 3.2.2., (𝑄,∙) este buclă Moufang și 

𝑥2𝑦 = 𝑦𝑥2 pentru orice 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄.          □ 

Propoziția 3.3.3. În orice 𝑖-cvazigrup (𝑄,∙)  cu identitatea de elasticitate (3.20) mulțimea tuturor 

unităților locale formează un subcvazigrup Bol la stânga [54]. 

Demonstrație. Din (3.20) avem 𝑥𝑒𝑥 ∙ 𝑥 = 𝑥 ∙ 𝑒𝑥𝑥, 𝑥 = 𝑒𝑥𝑥, 

𝑒𝑥 = 𝑓𝑥,   ∀ 𝑥 ∈ 𝑄.          (3.21) 

Din (3.1) și (3.20),  obținem 𝑥𝑥 ∙ 𝑧 = 𝑧𝑥 ∙ 𝑥,   𝑒𝑧𝑒𝑧 ∙ 𝑧 = 𝑧𝑒𝑧 ∙ 𝑒𝑧 , 𝑒𝑧
2𝑧 = 𝑧, 𝑒𝑧

2 = 𝑓𝑧 = 𝑒𝑧 , 

𝑒𝑧
2 = 𝑒𝑧 , ∀ 𝑧 ∈ 𝑄          (3.22) 

Din (3.1) și (3.22), obținem 𝑒𝑥(𝑒𝑥𝑦 ∙ 𝑒𝑥) = 𝑦(𝑒𝑥𝑒𝑥 ∙ 𝑒𝑥) = 𝑦𝑒𝑥, 𝑒𝑥(𝑒𝑥 ∙ 𝑦𝑒𝑥) = 𝑦𝑒𝑥,   𝑒𝑥(𝑒𝑥𝑡) =

𝑡, 

𝑒𝑥(𝑒𝑥𝑡) = 𝑡, ∀ 𝑥, 𝑡 ∈ 𝑄.          (3.23) 

Din (3.1) și (3.23), obținem 𝑒𝑥(𝑒𝑥𝑦 ∙ 𝑧) = 𝑦(𝑒𝑥
2𝑧) = 𝑦 ∙ 𝑒𝑥𝑧, 

𝑒𝑥(𝑦𝑧) = 𝑒𝑥𝑦 ∙ 𝑒𝑥𝑧, ∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑄.         (3.24) 

Din (3.24) avem 𝑒𝑥(𝑦𝑒𝑦) = 𝑒𝑥𝑦 ∙ 𝑒𝑥𝑒𝑦, 
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𝑒𝑥 ∙ 𝑒𝑦 = 𝑒𝑒𝑥𝑦, ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄.         (3.25) 

Fie 𝑀 mulțimea tuturor unităților locale ale cvazigrupului (𝑄,∙), adică  

𝑀 = {𝑒𝑥 ∈ 𝑄|𝑥𝑒𝑥 = 𝑥}, ∀𝑥 ∈ 𝑄. 

Din (3.25) urmează, că 𝑀 este închisă față de operația de cvazigrup „∙”, adică ∀ 𝑒𝑥, 𝑒𝑦 ∈

𝑀, (𝑒𝑥 ∙ 𝑒𝑦 ∈ 𝑀). Pentru ca (𝑀,∙) să fie subcvazigrup este suficient să demonstrăm, că soluțiile 

ecuațiilor 𝑒𝑎𝑥 = 𝑒𝑏,   𝑦 ∙ 𝑒𝑎 = 𝑒𝑏 ,   ∀ 𝑒𝑎, 𝑒𝑏 ∈ 𝑀 aparțin 𝑀.  

Fie 𝑒𝑎 ∙ 𝑐 = 𝑒𝑏. Atunci avem 𝑐 = 𝑒𝑎 ∙ 𝑒𝑏 ∈ 𝑀. Fie 𝑑𝑒𝑎 = 𝑒𝑏 . Atunci analog obținem 

(𝑑𝑒𝑎)𝑒𝑎 = 𝑒𝑏𝑒𝑎, 𝑒𝑎
2𝑑 = 𝑒𝑏𝑒𝑎,    𝑒𝑎𝑑 = 𝑒𝑏 ∙ 𝑒𝑎,    𝑑 = 𝑒𝑎(𝑒𝑏 ∙ 𝑒𝑎) ∈ 𝑀. Avem, că (𝑀,∙)  este 

subcvazigrup al 𝑖-cvazigrupului (𝑄,∙). 

Ne rămâne să demonstrăm, că în subcvazigrupul (𝑀,∙)  are loc identitatea Bol la stânga: 

    𝑥(𝑦 ∙ 𝑥𝑧) = 𝑅𝑒𝑥
−1(𝑥𝑦 ∙ 𝑥) ∙ 𝑧,   ∀ 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑀. 

Pentru orice 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑀 are loc 𝑥2 = 𝑥, 𝑒𝑥 = 𝑥, 𝑥(𝑥𝑦) = 𝑦, 𝑥(𝑦𝑧) = 𝑥𝑦 ∙ 𝑥𝑧. Din această cauză 

obținem 𝐴 = 𝑥(𝑦 ∙ 𝑥𝑧) = 𝑥𝑦 ∙ (𝑥 ∙ 𝑥𝑧) = 𝑥𝑦 ∙ 𝑧;    𝐵 = 𝑅𝑒𝑥
−1(𝑥𝑦 ∙ 𝑥) ∙ 𝑧 = 𝑅𝑥

−1(𝑥𝑦 ∙ 𝑥) ∙ 𝑧 = 𝑥𝑦 ∙

𝑧. Am obținut 𝐴 = 𝐵.            □ 

Propoziția 3.3.4. 𝑖-cvazigrupul (𝑄,∙) cu unitate la stânga 𝑓 este cvazigrup Moufang dacă și numai 

dacă în (𝑄,∙) are loc egalitatea: 

𝑧𝑥 ∙ 𝑥 = 𝑧𝑓 ∙ 𝑥𝑥,          (3.26) 

pentru orice 𝑥, 𝑧 ∈ 𝑄. 

Demonstrație. Scriem identitatea de bază a 𝑖-cvazigrupului (𝑄,∙) 

𝑥(𝑥𝑦 ∙ 𝑧) = 𝑦(𝑧𝑥 ∙ 𝑥),          (3.27) 

∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑄.  

Dacă 𝑥 = 𝑦, atunci 

𝑥𝑥 ∙ 𝑧 = 𝑧𝑥 ∙ 𝑥.          (3.28) 

Dacă 𝑥 = 𝑓, unde 𝑓𝑥 = 𝑥, ∀𝑥 ∈ 𝑄, atunci obținem 𝑧 = 𝑧𝑓 ∙ 𝑓, 𝑅𝑓
2 = 𝜀,   𝜀 este permutarea 

identică a mulțimii 𝑄,   𝑅𝑓 = 𝑅𝑓
−1. Dacă în (3.28) 𝑧 = 𝑓, atunci obținem 𝑥𝑥 ∙ 𝑓 = 𝑥𝑥. 

𝑥2𝑓 = 𝑥2,   ∀𝑥 ∈ 𝑄.          (3.29) 

Fie (𝑄,∘) este buclă, izotopă cvazigrupului (𝑄,∙) cu izotopia  

𝑥 ∘ 𝑦 = 𝑅𝑓
−1𝑥 ∙ 𝑦 = 𝑅𝑓𝑥 ∙ 𝑦, 𝑥𝑦 = 𝑅𝑓𝑥 ∘ 𝑦.       (3.30) 

Bucla (𝑄,∘) are unitate 𝑓. Pentru a simplifica scrierea, convenim să notăm 𝑅𝑓 = 𝑅. Fie dat (3.26), 

atunci din (3.26) și (3.28) obținem  

𝑧𝑓 ∙ 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥 ∙ 𝑧          (3.31) 

∀𝑥, 𝑧 ∈ 𝑄.  
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Din (3.31), (3.30) și (3.29) avem 𝑧 ∘ (𝑅𝑥 ∘ 𝑥) = 𝑅(𝑥𝑥) ∘ 𝑧 = 𝑥𝑥 ∘ 𝑧 = (𝑅𝑥 ∘ 𝑥) ∘ 𝑧. 

𝑧 ∘ (𝑅𝑥 ∘ 𝑥) = (𝑅𝑥 ∘ 𝑥) ∘ 𝑧,          (3.32) 

∀𝑥, 𝑧 ∈ 𝑄.  

În (𝑄,∙) are loc 𝑥2(𝑥2𝑦 ∙ 𝑧) = 𝑦(𝑥2𝑥2 ∙ 𝑧). Dacă 𝑦 = 𝑓, atunci  

𝑥2(𝑥2𝑧) = 𝑥2𝑥2 ∙ 𝑧,          (3.33) 

∀𝑥, 𝑧 ∈ 𝑄.  

Mai departe demonstrăm, că (𝑄,∙) este inversabil la stânga. Avem 𝑥2(𝑥2(𝑥2)−1 ∙ 𝑧) =

(𝑥2)−1(𝑥2𝑥2 ∙ 𝑧) = (𝑥2)−1(𝑥2 ∙ 𝑥2𝑧), unde 𝑥2(𝑥2)−1 = 𝑓. Am obținut egalitatea 𝑥2𝑧 =

(𝑥2)−1(𝑥2 ∙ 𝑥2𝑧),  

𝑡 = (𝑥2)−1(𝑥2𝑡),          (3.34) 

∀𝑥, 𝑡 ∈ 𝑄,  unde 𝑡 = 𝑥2𝑧.  

Definitiv avem 𝑥(𝑥(𝑥2)−1 ∙ 𝑧) = (𝑥2)−1(𝑥2𝑧) = 𝑧. Facem substituția 𝑧 → 𝑥𝑧 și obținem 

𝑥(𝑥2)−1 ∙ 𝑥𝑧 = 𝑧,   𝐼𝑙𝑥 ∙ 𝑥𝑧 = 𝑧, unde 𝐼𝑙𝑥 = 𝑥(𝑥2)−1. Am obținut, că 𝑖-cvazigrupul (𝑄,∙) este 

inversabil la stânga.  

În egalitatea 𝐼𝑙𝑥 ∙ 𝑥𝑦 = 𝑦 trecem de la operația „∙” a cvazigrupului (𝑄,∙) la operația „∘” a 

buclei (𝑄,∘) din (3.30) și obținem 𝑅𝐼𝑙𝑥 ∘ (𝑅𝑥 ∘ 𝑦) = 𝑦, 𝑅𝐼𝑙𝑅−1𝑥 ∘ (𝑥 ∘ 𝑦) = 𝑦. Avem, că (𝑄,∘) 

este buclă inversabilă la stânga. În egalitatea (3.27) de la operația “∙” trecem la operația “∘”:  

𝑅𝑥 ∘ (𝑅(𝑅𝑥 ∘ 𝑦) ∘ 𝑧) = 𝑅𝑦 ∘ (𝑅𝑥2 ∘ 𝑧) = 𝑅𝑦 ∘ (𝑥2 ∘ 𝑧) = 𝑅𝑦 ∘ ((𝑅𝑥 ∘ 𝑥) ∘ 𝑧) = 

= 𝑅𝑦 ∘ (𝑧 ∘ (𝑅𝑥 ∘ 𝑥)). 

Am obținut 

𝑅𝑥 ∘ (𝑅(𝑅𝑥 ∘ 𝑦) ∘ 𝑧) = 𝑅𝑦 ∘ (𝑧 ∘ (𝑅𝑥 ∘ 𝑥)), ∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑄.     (3.35) 

Dacă în egalitatea (3.35) 𝑦 = 𝑒 = 𝑓, atunci avem 𝑅𝑥 ∘ (𝑥 ∘ 𝑧) = 𝑧 ∘ (𝑅𝑥 ∘ 𝑥). Dacă în 

egalitatea (3.35) 𝑧 = 𝑒, atunci avem 𝑅𝑥 ∘ 𝑅(𝑅𝑥 ∘ 𝑦) = 𝑅𝑦 ∘ (𝑅𝑥 ∘ 𝑥) = (𝑅𝑥 ∘ 𝑥) ∘ 𝑅𝑦 = 𝑅𝑥 ∘

(𝑥 ∘ 𝑅𝑦),   𝑅(𝑅𝑥 ∘ 𝑦) = 𝑥 ∘ 𝑅𝑦, 𝑅(𝑥 ∘ 𝑦) = 𝑅𝑥 ∘ 𝑅𝑦,   𝑅 este automorfism al buclei (𝑄,∘) și 

cvazigrupului (𝑄,∙).  

Acum egalitatea (3.35) putem scrie că 

 𝑅𝑥 ∘ ((𝑥 ∘ 𝑦) ∘ 𝑧) = 𝑦 ∘ (𝑅𝑥 ∘ (𝑥 ∘ 𝑧)).        (3.36) 

Dacă 𝑧 = 𝑦−1, unde 𝑦−1 ∘ (𝑦 ∘ 𝑧) = 𝑧, obținem (𝑥 ∘ 𝑦) ∘ 𝑦−1 = 𝑥 și (𝑄,∘) este 𝐼𝑃-buclă.  

Mai departe demonstrăm, că (𝑄,∘) este buclă Moufang. Din egalitatea (3.36) avem autotopia 

𝑇1 buclei (𝑄,∘), unde 𝑇1 = (𝐿𝑥
−1, 𝑅𝑥𝑅𝑅𝑥, 𝐿𝑅𝑥). Într-adevăr, avem 

𝐿𝑅𝑥
(𝐿𝑥𝑦 ∘ 𝑧) = 𝑦 ∘ 𝑅𝑥𝑅𝑅𝑥

𝑧, 𝑦 → 𝐿𝑥
−1𝑦, 𝐿𝑅𝑥

(𝑦 ∘ 𝑧) = 𝐿𝑥
−1𝑦 ∘ 𝑅𝑥𝑅𝑅𝑥

𝑧, 𝑇1 = (𝐿𝑥
−1, 𝑅𝑥𝑅𝑅𝑥, 𝐿𝑅𝑥). 
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În plus, avem (𝑅𝑥 ∘ ((𝑥 ∘ 𝑦) ∘ 𝑧))
−1

= (𝑦 ∘ ((𝑧 ∘ 𝑅𝑥) ∘ 𝑥))
−1

,   ((𝑥 ∘ 𝑦) ∘ 𝑧)
−1

∘ (𝑅𝑥)−1 =

((𝑧 ∘ 𝑅𝑥) ∘ 𝑥)
−1

∘ 𝑦−1,   (𝑧−1 ∘ (𝑥 ∘ 𝑦)−1) ∘ (𝑅𝑥)−1 = (𝑥−1 ∘ (𝑧 ∘ 𝑅𝑥)−1) ∘ 𝑦−1, (𝑧−1 ∘ (𝑦−1 ∘

𝑥−1)) ∘ (𝑅𝑥)−1 = (𝑥−1 ∘ ((𝑅𝑥)−1 ∘ 𝑧−1)) ∘ 𝑦−1. 

Am obținut o autotopie nouă 𝑇2 a buclei (𝑄,∘), unde 𝑇2 = (𝐿𝑥
−1𝐿𝑅𝑥

−1 , 𝑅𝑥, 𝑅𝑅𝑥
−1). Acum 

cercetăm autotopia 𝑇3, unde 𝑇3 = 𝑇2
−1𝑇1 = (𝐿𝑅𝑥, 𝑅𝑅𝑥, 𝑅𝑅𝑥𝐿𝑅𝑥).  În 𝑇3 efectuăm substituția 𝑥 →

𝑅𝑥, unde 𝑅2 = 𝜀, și obținem 𝑇4 = (𝐿𝑥, 𝑅𝑥, 𝑅𝑥𝐿𝑥).  

Deoarece (𝑄,∘) este 𝐼𝑃-buclă, atunci mai avem și autotopia 𝑇5, unde 𝑇5 =

(𝑅𝑥𝐿𝑥, 𝐼𝑅𝑥𝐼, 𝐿𝑥) = (𝑅𝑥𝐿𝑥, 𝐿𝑥
−1, 𝐿𝑥), adică am obținut 𝐿𝑥(𝑦 ∘ 𝑧) = 𝑅𝑥𝐿𝑥𝑦 ∘ 𝐿𝑥

−1𝑧, 𝑥 ∘ (𝑦 ∘ (𝑥 ∘

𝑧)) = ((𝑥 ∘ 𝑦) ∘ 𝑥) ∘ 𝑧. Am obținut identitatea Moufang.  

Ne vom convinge, că și cvazigrupul (𝑄,∙) este 𝐼𝑃-cvazigrup, adică ne mai rămâne să 

demonstrăm, că (𝑄,∙) este inversabil la dreapta. Avem 𝑥−1 ∘ (𝑥 ∘ 𝑦) = (𝑦 ∘ 𝑥) ∘ 𝑥−1 =

𝑦,   𝑅(𝑅 ∙ 𝑥) ∙ 𝑥−1 = (𝑅2𝑦 ∙ 𝑅𝑥) ∙ 𝑥−1 = (𝑦 ∙ 𝑅𝑥)𝑥−1 = 𝑦.   

Definitiv avem, că 𝑖-cvazigrupul (𝑄,∙) este 𝐼𝑃-cvazigrup și-i izotop buclei Moufang. Pe baza 

rezultatelor din [70] urmează, că (𝑄,∙) este cvazigrup Moufang.  

Invers. Fie (𝑄,∙) este cvazigrup Moufang și demonstrăm, că are loc identitatea (3.26). 

În particular, în cvazigrupul Moufang (𝑄,∙) are loc a doua identitate Bol (𝑧𝑥 ∙ 𝑦)𝑥 = 𝑧 ∙

𝐿𝑓𝑥

−1(𝑥𝑦 ∙ 𝑥)  = 𝑧(𝑥𝑦 ∙ 𝑥). Dacă 𝑥 = 𝑓, atunci avem (𝑧𝑓 ∙ 𝑦)𝑓 = 𝑧 ∙ 𝑦𝑓. Facem substituția 𝑧 → 𝑧𝑓 

și obținem (𝑧𝑦)𝑓 = 𝑧𝑓 ∙ 𝑦𝑓, 𝑅𝑓 este automorfism al cvazigrupului (𝑄,∙) și buclei (𝑄,∘). Din 

această cauză din identitatea 𝑥(𝑥𝑦 ∙ 𝑧) = 𝑦(𝑧𝑥 ∙ 𝑥) în cvazigrupul (𝑄,∙) obținem în 

(𝑄,∘) identitatea 

𝑅𝑥 ∘ ((𝑥 ∘ 𝑦) ∘ 𝑧) = 𝑦 ∘ ((𝑧 ∘ 𝑅𝑥) ∘ 𝑥).       (3.37) 

Dacă 𝑦 = 𝑅𝑥, atunci  

(𝑥 ∘ 𝑅𝑥) ∘ 𝑧 = (𝑧 ∘ 𝑅𝑥) ∘ 𝑥, ∀𝑥, 𝑧 ∈ 𝑄.          (3.38) 

În (3.37) înlocuim 𝑧 = 𝑒 = 𝑓 și avem 𝑅𝑥 ∘ (𝑥 ∘ 𝑦) = 𝑦 ∘ (𝑅𝑥 ∘ 𝑥). Am obținut 

𝑧 ∘ (𝑅𝑥 ∘ 𝑥) = 𝑅𝑥 ∘ (𝑥 ∘ 𝑧), ∀𝑥, 𝑧 ∈ 𝑄.       (3.39) 

În (3.37) punem 𝑦 = 𝑒 și avem 𝑅𝑥 ∘ (𝑥 ∘ 𝑧) = (𝑧 ∘ 𝑅𝑥) ∘ 𝑥, 

(𝑧 ∘ 𝑅𝑥) ∘ 𝑥 = 𝑅𝑥 ∘ (𝑥 ∘ 𝑧), ∀𝑥, 𝑧 ∈ 𝑄.       (3.40) 

Din (3.38), (3.39), (3.40) avem 

𝑧 ∘ (𝑅𝑥 ∘ 𝑥) = (𝑅𝑥 ∘ 𝑥) ∘ 𝑧, 𝑥 ∘ 𝑅𝑥 = 𝑅𝑥 ∘ 𝑥,      (3.41) 

 𝑅𝑧 ∙ (𝑅2𝑥 ∙ 𝑥) = 𝑅(𝑅2𝑥 ∙ 𝑥) ∙ 𝑧,   𝑧𝑓 ∙ 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥 ∙ 𝑧 = 𝑧𝑥 ∙ 𝑥.                    (3.42)

             □ 



51 
 

3.4. Pseudoautomorfisme ale 𝒊-cvazigrupurilor 

Propoziția 3.4.1. Dacă permutarea 𝛼 a mulțimii 𝑄 a 𝑖-cvazigrupului  (𝑄,∙) cu unitate la stânga 𝑓 

este pseudoautomorfism la stânga al cvazigrupului (𝑄,∙) cu companionul 𝑘, atunci 𝑘 este un 

element Bol la stânga.  

Demonstrație. Este dat: 𝑘 ∙ 𝛼(𝑥𝑦) = (𝑘 ∙ 𝛼𝑥) ∙ 𝛼𝑦. Dacă 𝛼𝑥 = 𝑒𝑘, atunci avem 𝛼(𝛼−1𝑒𝑘 ∙ 𝑦) =

𝛼𝑦,    𝛼−1𝑒𝑘 ∙ 𝑦 = 𝑦, 𝛼−1𝑒𝑘 = 𝑓,   𝑒𝑘 = 𝛼𝑓. Mai departe observăm, că este dată autotopia 𝑇1 

cvazigrupului (𝐾,∙), unde 𝑇1 = (𝐿𝑘𝛼, 𝛼, 𝐿𝑘𝛼). Pe baza Propoziției 3.3.3. 𝑖-cvazigrupul (𝑄,∙) cu 

unitate la stânga 𝑓 este inversabil la stânga, din această cauză mai avem autotopiile 𝑇2   și 𝑇3, unde 

𝑇2 = (𝐼𝑙𝐿𝑘𝛼𝐼𝑙 , 𝐿𝑘𝛼, 𝛼), 𝑇3 = 𝑇2𝑇1
−1 = (𝛾, 𝐿𝑘 , 𝐿𝑘

−1). Aflăm permutarea 𝛾. Avem 𝐿𝑘
−1(𝑦𝑧) = 𝛾𝑦 ∙

𝐿𝑘𝑧. Dacă 𝑧 = 𝑒𝑘, atunci obținem 𝑅𝑘
−1𝐿𝑘

−1𝑅𝑒𝑘
= 𝛾. Avem autotopia 𝑇4 =

(𝑅𝑘
−1𝐿𝑘

−1𝑅𝑒𝑘
, 𝐿𝑘, 𝐿𝑘

−1)
−1

= (𝑅𝑒𝑘
−1𝐿𝑘𝑅𝑘, 𝐿𝑘

−1, 𝐿𝑘), 𝑘 este elementul Bol la stânga, 𝑘(𝑥 ∙ 𝑘𝑦) =

𝑅𝑒𝑘
−1(𝑘 ∙ 𝑥𝑘) ∙ 𝑦,   ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄.           □ 

Exemplul 3.4.1. Fie 𝑄(+,∙) câmpul numerelor raționale. Definim o operație nouă " ∘ ", 𝑥 ∘ 𝑦 =

−𝑥 + 𝑦. Atunci (𝑄,∘) este 𝑖-cvazigrup cu unitate la stânga 𝑓 = 0. Translația la stânga 𝐿𝑎 a 

cvazigrupului (𝑄,∘), este pseudoautomorfism la stânga al cvazigrupului (𝑄,∘) cu companionul 

𝑘 = −
𝑎

2
. Pe baza propoziției demonstrate, cvazigrupul (𝑄,∘) este cvazigrup Bol la stânga. 

Propoziția 3.4.2. Dacă în 𝑖-cvazigrupul (𝑄,∙) cu unitate la stânga 𝑓 translațiile 𝐿𝑎 și 𝑅𝑏 sunt 

pseudoautomorfisme la stânga cu companionul 𝑘, atunci 𝑎 = 𝑒𝑘𝑓, 𝑏 = 𝑒𝑘, unde 𝑘𝑒𝑘 = 𝑘.  

Demonstrație. Fie 𝑘 ∙ 𝐿𝑎(𝑥𝑦) = (𝑘 ∙ 𝐿𝑎𝑥) ∙ 𝐿𝑎𝑦, 𝑘(𝑎 ∙ 𝑥𝑦) = (𝑘 ∙ 𝑎𝑥) ∙ 𝑎𝑦. Dacă 𝑥 = 𝑓, atunci 

obținem 𝑘 = 𝑘 ∙ 𝑎𝑓, 𝑎𝑓 = 𝑒𝑘, 𝑎𝑓 ∙ 𝑓 = 𝑒𝑘𝑓, 𝑎 = 𝑒𝑘𝑓. Fie 𝑘 ∙ 𝑅𝑏(𝑥𝑦) = (𝑘 ∙ 𝑅𝑏𝑥) ∙ 𝑅𝑏𝑦,   𝑘(𝑥𝑦 ∙

𝑏) = (𝑘 ∙ 𝑥𝑏) ∙ 𝑦𝑏. Dacă 𝑥 = 𝑓, atunci avem 𝑘 = 𝑘𝑏, 𝑏 = 𝑒𝑘.      □ 

Propoziția 3.4.3. Dacă 𝑖-cvazigrupul (𝑄,∙) cu unitate la stânga 𝑓 este izotop grupului abelian, 

atunci 𝐿𝑎  și 𝑅𝑏 , unde 𝑎 = 𝑒𝑘𝑓, 𝑏 = 𝑒𝑘, sunt pseudoautomorfisme la stânga ale cvazigrupului (𝑄,∙) 

cu companionul 𝑘. 

Demonstrație. Cercetăm izotopul (𝑄,∘)  𝑖-cvazigrupului (𝑄,∙), cu izotopia: 

𝑥 ∘ 𝑦 = 𝑅𝑓
−1𝑥 ∙ 𝑦,           (3.43) 

∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄. (𝑄,∘) este buclă cu unitatea 𝑓. De unde urmează, că (𝑄,∘) este grup abelian.  

Ne convingem, că are loc 𝑘 ∙ 𝐿𝑒𝑘𝑓(𝑥𝑦) = (𝑘 ∙ 𝐿𝑒𝑘𝑓𝑥) ∙ 𝐿𝑒𝑘𝑓𝑦, 𝑘(𝑒𝑘𝑓 ∙ 𝑥𝑦) = (𝑘 ∙ (𝑒𝑘𝑓 ∙

𝑥)) ∙ (𝑒𝑘𝑓 ∙ 𝑦). Din (3.43) avem 𝐴 = 𝑘(𝑒𝑘𝑓 ∙ 𝑥𝑦) = 𝑅𝑘 ∘ (𝑅2𝑒𝑘 ∘ (𝑅𝑥 ∘ 𝑦)) = 𝑘𝑓 ∘ (𝑒𝑘 ∘ (𝑅𝑥 ∘

𝑦)),  și 𝐵 = (𝑘 ∙ (𝑒𝑘𝑓 ∙ 𝑥)) ∙ (𝑒𝑘𝑓 ∙ 𝑦) = 𝑅(𝑅𝑘 ∘ (𝑒𝑘 ∘ 𝑥)) ∘ (𝑒𝑘 ∘ 𝑦) = 𝑘 ∘ 𝑒𝑘𝑓 ∘ 𝑥𝑓 ∘ 𝑒𝑘 ∘ 𝑦.  
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Ne convingem, că are loc 𝑘𝑓 = 𝑘 ∘ 𝑒𝑘𝑓 pe baza, că 𝑅𝑓 este automorfism al grupului abelian 

(𝑄,∘) și 𝑅2 = 𝜀. 𝑅(𝑘𝑓) = 𝑘, 𝑅(𝑘 ∘ 𝑒𝑘𝑓) = 𝑅𝑘 ∘ 𝑅2𝑒𝑘 = 𝑘 ∙ 𝑒𝑘 = 𝑘. Am obținut 𝐴 = 𝐵.  

Acum ne convingem, că are loc 𝑘 ∙ 𝑅𝑒𝑘
(𝑥𝑦) = (𝑘 ∙ 𝑅𝑒𝑘

𝑥) ∙ 𝑅𝑒𝑘
𝑦, 𝑘(𝑥𝑦 ∙ 𝑒𝑘) = (𝑘 ∙ 𝑥𝑒𝑘) ∙

(𝑦𝑒𝑘).  Din (3.43) avem 𝐴 = 𝑘(𝑥𝑦 ∙ 𝑒𝑘) = 𝑘𝑓 ∘ (𝑅(𝑅𝑥 ∘ 𝑦) ∘ 𝑒𝑘) = 𝑘𝑓 ∘ 𝑥 ∘ 𝑅𝑦 ∘ 𝑒𝑘, 𝐵 =

(𝑘 ∙ 𝑥𝑒𝑘) ∙ (𝑦𝑒𝑘) = 𝑅(𝑅𝑘 ∘ 𝑅𝑥 ∘ 𝑒𝑘) ∘ 𝑅𝑦 ∘ 𝑒𝑘 = 𝑘 ∘ 𝑥 ∘ 𝑒𝑘𝑓 ∘ 𝑅𝑦 ∘ 𝑒𝑘, 𝐴 = 𝐵.    □ 

3.5. Unitățile în cvazigrupurile cu identități de tip Bol-Moufang  

În acest paragraf cercetăm cvazigrupurile cu identitatea de tip Bol-Moufang dacă posedă sau 

nu unitate la dreapta sau la stânga.  

În unele cazuri am folosit Prover9 [71] și Mace4 [72] pentru unele demonstrații și pentru a 

construi contraexemple.  

Amintim, că parastroful (12) al grupoidului (𝐺,∙) este grupoidul (𝐺,∗), care în operația " ∗ "  

se primește după următoarea regulă: 

𝑥 ∗ 𝑦 = 𝑦 ∙ 𝑥.           (3.44) 

Clar, că pentru orice grupoid (𝐺,∙) există grupoidul lui parastrofic (12) (𝐺,∗). 

Tabela lui Cayley a grupoidului (𝐺,∗) este o simetrizare a tabelei Cayley a grupoidului (𝐺,∙) 

față de diagonal principal. Evidențiem, că pentru orice cvazigrup binar există și parastrofii lui [21], 

[39], [40]. 

Presupunem, că identitatea F este adevărată în grupoidul (𝐺,∙). Atunci noi putem obține 

identitatea parastrofică (12) (𝐹∗) a identității 𝐹, care trece operația " ∙ " în operația " ∗ " și schimbă 

ordinea variabilelor folosind regula (3.44). 

Remarca 3.5.1. În cazul cvazigrupului, analog pentru identitatea parastrofică (12), pot fi 

determinate alte identități parastrofice.  

Tabela 3.1. Unitățile în cvazigrupurile cu identități de tip Bol-Moufang  

Numele Denumirea identitatea 𝑓 𝑒 buclă grup 

𝐹1  𝑥𝑦 ∙ 𝑧𝑥 = (𝑥𝑦 ∙ 𝑧)𝑥 + + + + 

𝐹2 Moufang 

medie 

𝑥𝑦 ∙ 𝑧𝑥 = (𝑥 ∙ 𝑦𝑧)𝑥 + + + - 

𝐹3  𝑥𝑦 ∙ 𝑧𝑥 = 𝑥(𝑦 ∙ 𝑧𝑥) + + + + 

𝐹4 Moufang 

medie 

𝑥𝑦 ∙  𝑧𝑥 =  𝑥(𝑦𝑧 ∙ 𝑥) + + + - 

𝐹5  (𝑥𝑦 ∙  𝑧)𝑥 =  (𝑥 ∙  𝑦𝑧)𝑥 + + + + 

𝐹6 Identitate extra (𝑥𝑦 ∙  𝑧)𝑥 =  𝑥(𝑦 ∙  𝑧𝑥) + + + - 
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𝐹7  (𝑥𝑦 ∙  𝑧)𝑥 =  𝑥(𝑦𝑧 ∙  𝑥) + - - - 

𝐹8  (𝑥 ∙  𝑦𝑧)𝑥 =  𝑥(𝑦 ∙  𝑧𝑥) - + - - 

𝐹9  (𝑥 ∙  𝑦𝑧)𝑥 =  𝑥(𝑦𝑧 ∙  𝑥) - - - - 

𝐹10  𝑥(𝑦 ∙  𝑧𝑥)  =  𝑥(𝑦𝑧 ∙  𝑥) + + + + 

𝐹11  𝑥𝑦 ∙  𝑥𝑧 =  (𝑥𝑦 ∙  𝑥)𝑧 + + + + 

𝐹12  𝑥𝑦 ∙  𝑥𝑧 =  (𝑥 ∙  𝑦𝑥)𝑧 + + + + 

𝐹13 Identitate extra 𝑥𝑦 ∙  𝑥𝑧 =  𝑥(𝑦𝑥 ∙  𝑧) + + + - 

𝐹14  𝑥𝑦 ∙ 𝑥𝑧 =  𝑥(𝑦 ∙  𝑥𝑧) + + + + 

𝐹15  (𝑥𝑦 ∙  𝑥)𝑧 =  (𝑥 ∙  𝑦𝑥)𝑧 - - - - 

𝐹16  (𝑥𝑦 ∙ 𝑥)𝑧 =  𝑥(𝑦𝑥 ∙  𝑧) + - - - 

𝐹17 Moufang la 

stânga 

(𝑥𝑦 ∙  𝑥)𝑧 =  𝑥(𝑦 ∙  𝑥𝑧) + + + - 

𝐹18  (𝑥 ∙  𝑦𝑥)𝑧 =  𝑥(𝑦𝑥 ∙  𝑧) + + + + 

𝐹19 Bol la stânga (𝑥 ∙ 𝑦𝑥)𝑧 =  𝑥(𝑦 ∙  𝑥𝑧) - + - - 

𝐹20  𝑥(𝑦𝑥 ∙  𝑧)  =  𝑥(𝑦 ∙ 𝑥𝑧) + + + + 

𝐹21  𝑦𝑥 ∙  𝑧𝑥 =  (𝑦𝑥 ∙  𝑧)𝑥 + + + + 

𝐹22 Identitate extra 𝑦𝑥 ∙  𝑧𝑥 =  (𝑦 ∙  𝑥𝑧)𝑥 + + + - 

𝐹23  𝑦𝑥 ∙  𝑧𝑥 =  𝑦(𝑥𝑧 ∙  𝑥) + + + + 

𝐹24  𝑦𝑥 ∙ 𝑧𝑥 =  𝑦(𝑥 ∙  𝑧𝑥) + + + + 

𝐹25  (𝑦𝑥 ∙  𝑧)𝑥 =  (𝑦 ∙  𝑥𝑧)𝑥 + + + + 

𝐹26 Bol la dreapta (𝑦𝑥 ∙  𝑧)𝑥 =  𝑦(𝑥𝑧 ∙  𝑥) + - - - 

𝐹27 Moufang la 

drepta 

(𝑦𝑥 ∙ 𝑧)𝑥 =  𝑦(𝑥 ∙  𝑧𝑥) + + + - 

𝐹28  (𝑦 ∙  𝑥𝑧)𝑥 =  𝑦(𝑥𝑧 ∙  𝑥) + + + + 

𝐹29  (𝑦 ∙  𝑥𝑧)𝑥 =  𝑦(𝑥 ∙  𝑧𝑥) - + - - 

𝐹30  𝑦(𝑥𝑧 ∙  𝑥)  =  𝑦(𝑥 ∙  𝑧𝑥) - - - - 

𝐹31  𝑦𝑥 ∙  𝑥𝑧 =  (𝑦𝑥 ∙  𝑥)𝑧 + + + + 

𝐹32  𝑦𝑥 ∙ 𝑥𝑧 =  (𝑦 ∙  𝑥𝑥)𝑧 + + + + 

𝐹33  𝑦𝑥 ∙  𝑥𝑧 =  𝑦(𝑥𝑥 ∙  𝑧) + + + + 

𝐹34  𝑦𝑥 ∙  𝑥𝑧 =  𝑦(𝑥 ∙  𝑥𝑧) + + + + 

𝐹35  (𝑦𝑥 ∙  𝑥)𝑧 =  (𝑦 ∙  𝑥𝑥)𝑧 - + - - 

𝐹36 𝑅𝐶-identitate (𝑦𝑥 ∙  𝑥)𝑧 =  𝑦(𝑥𝑥 ∙  𝑧) + - - - 
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𝐹37 𝐶-identitate (𝑦𝑥 ∙ 𝑥)𝑧 =  𝑦(𝑥 ∙  𝑥𝑧) - - - - 

𝐹38  (𝑦 ∙  𝑥𝑥)𝑧 =  𝑦(𝑥𝑥 ∙  𝑧) + + + - 

𝐹39 𝐿𝐶-identitate (𝑦 ∙  𝑥𝑥)𝑧 =  𝑦(𝑥 ∙  𝑥𝑧) - + - - 

𝐹40  𝑦(𝑥𝑥 ∙  𝑧)  =  𝑦(𝑥 ∙  𝑥𝑧) + - - - 

𝐹41 𝐿𝐶-identitate 𝑥𝑥 ∙ 𝑦𝑧 =  (𝑥 ∙  𝑥𝑦)𝑧 + + + - 

𝐹42  𝑥𝑥 ∙  𝑦𝑧 =  (𝑥𝑥 ∙  𝑦)𝑧 + - - - 

𝐹43  𝑥𝑥 ∙  𝑦𝑧 =  𝑥(𝑥 ∙  𝑦𝑧) + - - - 

𝐹44  𝑥𝑥 ∙ 𝑦𝑧 =  𝑥(𝑥𝑦 ∙  𝑧) + - - - 

𝐹45  (𝑥 ∙  𝑥𝑦)𝑧 =  (𝑥𝑥 ∙  𝑦)𝑧 + - - - 

𝐹46 𝐿𝐶-identitate (𝑥 ∙  𝑥𝑦)𝑧 =  𝑥(𝑥 ∙  𝑦𝑧) - - - - 

𝐹47  (𝑥 ∙  𝑥𝑦)𝑧 =  𝑥(𝑥𝑦 ∙  𝑧) + + + + 

𝐹48 𝐿𝐶-identitate (𝑥𝑥 ∙  𝑦)𝑧 =  𝑥(𝑥 ∙  𝑦𝑧) + - - - 

𝐹49  (𝑥𝑥 ∙ 𝑦)𝑧 =  𝑥(𝑥𝑦 ∙  𝑧) + - - - 

𝐹50  𝑥(𝑥 ∙  𝑦𝑧)  =  𝑥(𝑥𝑦 ∙  𝑧) + + + + 

𝐹51  𝑦𝑧 ∙  𝑥𝑥 =  (𝑦𝑧 ∙ 𝑥)𝑥 - + - - 

𝐹52  𝑦𝑧 ∙ 𝑥𝑥 =  (𝑦 ∙  𝑧𝑥)𝑥 - + - - 

𝐹53 𝑅𝐶-identitate 𝑦𝑧 ∙  𝑥𝑥 =  𝑦(𝑧𝑥 ∙  𝑥) + + + - 

𝐹54  𝑦𝑧 ∙  𝑥𝑥 =  𝑦(𝑧 ∙  𝑥𝑥) - + - - 

𝐹55  (𝑦𝑧 ∙  𝑥)𝑥 =  (𝑦 ∙  𝑧𝑥)𝑥 + + + + 

𝐹56 𝑅𝐶-identitate (𝑦𝑧 ∙ 𝑥)𝑥 =  𝑦(𝑧𝑥 ∙  𝑥) - - - - 

𝐹57 𝑅𝐶-identitate (𝑦𝑧 ∙  𝑥)𝑥 =  𝑦(𝑧 ∙  𝑥𝑥) - + - - 

𝐹58  (𝑦 ∙  𝑧𝑥)𝑥 =  𝑦(𝑧𝑥 ∙  𝑥) + + + + 

𝐹59  (𝑦 ∙  𝑧𝑥)𝑥 =  𝑦(𝑧 ∙  𝑥𝑥) - + - - 

𝐹60  𝑦(𝑧𝑥 ∙ 𝑥)  =  𝑦(𝑧 ∙  𝑥𝑥) - + - - 

Este evident, că identitatea 𝐹 este adevărată în grupoidul (𝐺,∙) dacă și numai dacă în 

grupoidul (𝑄,∗) identitatea 𝐹∗ este adevărată. 

Teorema 3.5.1. [35]. (𝐹1)∗ = 𝐹3, (𝐹2)∗ = 𝐹4, (𝐹5)∗ = 𝐹10, (𝐹6)∗ = 𝐹6, (𝐹7)∗ = 𝐹8, (𝐹9)∗ = 𝐹9, 

 (𝐹11)∗ = 𝐹24, (𝐹12)∗ = 𝐹23, (𝐹13)∗ = 𝐹22, (𝐹14)∗ = 𝐹21, (𝐹15)∗ = 𝐹30, (𝐹16)∗ = 𝐹29,  

(𝐹17)∗ = 𝐹27, (𝐹18)∗ = 𝐹28, (𝐹19)∗ = 𝐹26, (𝐹20)∗ = 𝐹25, (𝐹31)∗ = 𝐹34, (𝐹32)∗ = 𝐹33,    

(𝐹35)∗ = 𝐹40, (𝐹36)∗ = 𝐹39, (𝐹37)∗ = 𝐹37, (𝐹38)∗ = 𝐹38, (𝐹41)∗ = 𝐹53, (𝐹42)∗ = 𝐹54,  

(𝐹43)∗ = 𝐹51, (𝐹44)∗ = 𝐹52, (𝐹45)∗ = 𝐹60, (𝐹46)∗ = 𝐹56, (𝐹47)∗ = 𝐹58, (𝐹48)∗ = 𝐹57,  

(𝐹49)∗ = 𝐹59, (𝐹50)∗ = 𝐹55.   



55 
 

Ușor se vede, că orice grup satisface oricărei identități 𝐹1 − 𝐹60. Prin urmare, grupul ciclic 

𝑍3 este contraexemplu pentru afirmația, că «există cvazigrup cu identitatea dintre identitățile 𝐹1 −

𝐹60, care are unitate medie». 

Lema 3.5.1. Dacă cvazigrupul (𝑄,∙) are unitate la stânga (la dreapta), atunci parastroful (12) al 

cvazigrupului (𝑄,∙) are unitate la dreapta (la stânga).  

Lema 3.5.2. Dacă în cvazigrupul (𝑄,∙) variabilele 𝑥 și 𝑦 parcurg toată mulțimea 𝑄 (𝑥 ≠ 𝑦), atunci 

𝑥 ∙ 𝑦 de asemenea parcurge toată mulțimea 𝑄.  

Demonstrație. Dacă fixăm variabila 𝑥, de exemplu, 𝑥 = 𝑎, 𝑎 ∈ 𝑄, atunci și 𝑎 ∙ 𝑦 parcurge toată 

mulțimea 𝑄. Vedeți, de asemenea, [40].         □ 

Atrageți atenția, o altă situație, când 𝑥 =  у. Vedeți, de exemplu, identitatea 𝐹42, Teorema 

3.5.25. 

Lema 3.5.3. Dacă în cvazigrupul (𝑄,∙) are loc identitatea asociativă, atunci acest cvazigrup este 

grup.  

Demonstrație. Pentru a arăta cititorilor acestei lucrări metodele de demonstrație, care au fost 

folosite în lucrarea dată, oferim dovezi bine cunoscute. Vedeți, de exemplu, [73].  

Aici folosim Lema 3.5.2. În identitatea de asociativitate 𝑥 ∙ 𝑦𝑧 = 𝑥𝑦 ∙ 𝑧 înlocuim 𝑥 =

𝑓𝑦 (𝑓𝑦𝑦 = 𝑦). Atunci avem  𝑓𝑦 ∙ 𝑦𝑧 = 𝑦𝑧. Am obținut, că 𝑓𝑦 este unitate la stânga a cvazigrupului 

(𝑄,∙).  

În identitatea de asociativitate 𝑥 ∙ 𝑦𝑧 = 𝑥𝑦 ∙ 𝑧 substituim 𝑧 = 𝑒𝑦 (𝑦𝑒𝑦 = 𝑦). Atunci avem  

𝑥𝑦 = 𝑥𝑦 ∙ 𝑒𝑦. Am obținut, că 𝑒𝑦 este unitate la dreapta a cvazigrupului (𝑄,∙).   □ 

Lema 3.5.4. Dacă cvazigrupul (𝑄,∙) este grup, atunci cvazigrupul (𝑄, ∙⏞
(12)

) este grup.  

Demonstrație. Este un folclor matematic.        □ 

Teorema 3.5.2. Cvazigrupul (𝑄,∙) cu identitatea 𝐹1 este grup.  

Demonstrație. Aplicând Lema 3.5.2., putem scrie identitatea 𝐹1 𝑥𝑦 ∙ 𝑧𝑥 = (𝑥𝑦 ∙ 𝑧)𝑥 în forma 𝑡 ∙

𝑧𝑥 = 𝑡𝑧 ∙ 𝑥, unde 𝑡 = 𝑥𝑦. Obținem identitatea asociativă. Conform Lemei 3.5.3 cvazigrupul (𝑄,∙) 

este buclă, precum este și grup. Atunci cvazigrupul (𝑄,∙) este grup.    □ 

Corolarul 3.5.1. Cvazigrupul (𝑄,∙) cu identitatea 𝐹3 este grup. 

Demonstrație. Conform Teoremei 3.5.1. 𝐹3 = (𝐹1)∗.      □ 

Teorema 3.5.3. Cvazigrupul (𝑄,∙) cu identitățile 𝐹4 și 𝐹2 este buclă. 

Demonstrație. Faptul, că cvazigrupul (𝑄,∙) cu identitatea 𝐹4 este buclă, este demonstrat în [45], 

[47]. Restul urmează din Lema 3.5.1., deoarece după Teorema 3.5.1. (𝐹2)∗ = 𝐹4.   □ 

Este bine cunoscut, că există bucle neasociative Moufang [74]. 
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Teorema 3.5.4. Cvazigrupul (𝑄,∙) cu identitățile 𝐹5 și 𝐹10 este grup. 

Demonstrație. Cunoaștem, că orice cvazigrup (𝑄,∙) posedă de proprietatea de reducere din dreapta 

și stânga [21], [39], [40]. Atunci din identitatea (𝑥𝑦 ∙ 𝑧)𝑥 = (𝑥 ∙ 𝑦𝑧)𝑥 avem 𝑥𝑦 ∙ 𝑧 = 𝑥 ∙ 𝑦𝑧. 

Ultimul urmează din Lema 3.5.3.         □ 

Teorema 3.5.5. Cvazigrupul (𝑄,∙) cu identitatea 𝐹6 (𝑥𝑦 ∙ 𝑧)𝑥 = 𝑥(𝑦 ∙ 𝑧𝑥) (identitate extra) este 

buclă. 

Demonstrație. Vezi [22].          □ 

Există extra bucle neasociative [75]. 

Teorema 3.5.6. Cvazigrupul (𝑄,∙) cu identitatea 𝐹7 (𝑥𝑦 ∙ 𝑧)𝑥 = 𝑥(𝑦𝑧 ∙ 𝑥) are unitate la stânga și 

nu are unitate la dreapta. 

Demonstrație. Dacă facem substituția în identitatea 𝐹7 𝑥 = 𝑓𝑦, atunci avem 𝑦𝑧 ∙ 𝑓𝑦 = 𝑓𝑦(𝑦𝑧 ∙ 𝑓𝑦). 

Clar, că (𝑦𝑧 ∙ 𝑓𝑦) primește toate elementele mulțimii 𝑄. 

 Următorul contraexemplu arată, că cvazigrupul (𝑄,∙) cu identitatea 𝐹7 nu are unitate la 

dreapta.  

∙ 0 1 2 

0 1 2 0 

1 0 1 2 

2 2 0 1 

             □ 

Corolarul 3.5.2. Cvazigrupul (𝑄,∙) cu identitatea 𝐹8 (𝑥 ∙ 𝑦𝑧)𝑥 = 𝑥(𝑦 ∙ 𝑧𝑥) are unitate la dreapta 

și nu are unitate la stânga.  

Demonstrație. Demonstrația urmează din Teorema 3.5.6., Lema 3.5.1. și faptul, că 𝐹8 = (𝐹7)∗ 

(Teorema 3.5.1.).           □ 

Teorema 3.5.7. Cvazigrupul (𝑄,∙) cu identitatea 𝐹9 (𝑥 ∙ 𝑦𝑧)𝑥 = 𝑥(𝑦𝑧 ∙ 𝑥) nu are unitate nici la 

stânga nici la dreapta.  

Demonstrație. Următorul cvazigrup (𝑄,∙)  satisface identității 𝐹9 și nu are nici unitate la stânga și 

nici la dreapta.  

∙ 0 1 2 

0 1 0 2 

1 0 2 1 

2 2 1 0 

             □ 

Teorema 3.5.8. Cvazigrupul (𝑄,∙) cu identitatea 𝐹11 𝑥𝑦 ∙ 𝑥𝑧 = (𝑥𝑦 ∙ 𝑥)𝑧 este grup. 
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Demonstrație. Putem scrie identitatea 𝐹11 𝑥𝑦 ∙ 𝑥𝑧 = (𝑥𝑦 ∙ 𝑥)𝑧 în forma 𝑡 ∙ 𝑥𝑧 = 𝑡𝑥 ∙ 𝑧, unde 𝑡 =

𝑥𝑦. Restul urmează din Lema 3.5.3.         □ 

Corolarul 3.5.3. Cvazigrupul (𝑄,∙) cu identitatea 𝐹24 𝑦𝑥 ∙ 𝑧𝑥 = 𝑦(𝑥 ∙ 𝑧𝑥) este grup. 

Demonstrație. Din Teorema 3.5.1 𝐹24 = (𝐹11)∗.       □ 

Teorema 3.5.9. Cvazigrupul (𝑄,∙) cu identitatea 𝐹12 𝑥𝑦 ∙ 𝑥𝑧 = (𝑥 ∙ 𝑦𝑥)𝑧 este grup. 

Demonstrație. Dacă substituim în identitatea 𝐹12 𝑥 = 𝑓𝑧, atunci 𝑓𝑧𝑦 ∙ 𝑧 = (𝑓𝑧 ∙ 𝑦𝑓𝑧)𝑧. După 

substituție în ultima egalitate avem 𝑦 = 𝑦𝑓𝑧. Ultima egalitate înseamnă, că cvazigrupul cu 

identitatea 𝐹12 are unitate la dreapta.  

Dacă introducem în identitatea 𝐹12 𝑥 = 𝑦 = 𝑒, atunci avem 𝑒𝑒 ∙ 𝑒𝑧 = (𝑒 ∙ 𝑒𝑒)𝑧, 𝑒 ∙ 𝑒𝑧 = 𝑒𝑧. 

Prin urmare, cvazigrupul (𝑄,∙) cu identitatea 𝐹12 are unitate la stânga, și, în sfârșit, acest cvazigrup 

este buclă.  

Dacă substituim în identitatea 𝐹12 𝑧 = 1, atunci avem 

𝑥𝑦 ∙ 𝑥 = 𝑥 ∙ 𝑦𝑥.          (3.45) 

Dacă aplicăm egalitatea (3.45) în egalitatea 𝐹12, atunci avem 

𝑥𝑦 ∙ 𝑥𝑧 = (𝑥𝑦 ∙ 𝑥)𝑧.          (3.46) 

Dacă notăm 𝑥𝑦 prin litera 𝑡, atunci putem scrie identitatea (3.46) în forma 

𝑡 ∙ 𝑥𝑧 = 𝑡𝑥 ∙ 𝑧.           (3.47) 

             □ 

Corolarul 3.5.4. Cvazigrupul (𝑄,∙) cu identitatea 𝐹23 𝑦𝑥 ∙ 𝑧𝑥 = 𝑦(𝑥𝑧 ∙ 𝑥) este grup. 

Demonstrație. Din Teorema 3.5.1. 𝐹23 = (𝐹12)∗.       □ 

Teorema 3.5.10. Cvazigrupul (𝑄,∙) cu identitatea 𝐹13 𝑥𝑦 ∙ 𝑥𝑧 = 𝑥(𝑦𝑥 ∙ 𝑧) este buclă. 

Demonstrație. Vezi [75].          □ 

Corolarul 3.5.5. Cvazigrupul (𝑄,∙) cu identitatea 𝐹22 𝑦𝑥 ∙ 𝑧𝑥 = (𝑦 ∙ 𝑥𝑧)𝑥 este buclă. 

Demonstrație. Din Teorema 3.5.1 𝐹22 = (𝐹13)∗.       □ 

Exemple de bucle neasociative cu identitățile 𝐹13  și 𝐹22 găsiți în [75]. 

Teorema 3.5.11. Cvazigrupul (𝑄,∙) cu identitatea 𝐹14 𝑥𝑦 ∙ 𝑥𝑧 = 𝑥(𝑦 ∙ 𝑥𝑧) este grup. 

Demonstrație. Putem substitui 𝑡 = 𝑥𝑧. Mai departe demonstrația este analoagă demonstrației 

Teoremei 3.5.8.           □ 

Corolarul 3.5.6. Cvazigrupul (𝑄,∙) cu identitatea 𝐹21 𝑦𝑥 ∙ 𝑧𝑥 = (𝑦𝑥 ∙ 𝑧)𝑥 este grup. 

Demonstrație. Din Teorema 3.5.1 𝐹21 = (𝐹14)∗.       □ 

Teorema 3.5.12. Cvazigrupul (𝑄,∙) cu identitatea 𝐹15 (𝑥𝑦 ∙ 𝑥)𝑧 = (𝑥 ∙ 𝑦𝑥)𝑧 nu are nici unitate la 

dreapta și nici la stânga. 
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Demonstrație. Următorul cvazigrup (𝑄,∙) satisface identității 𝐹15 și nu are unitate nici la stânga 

nici la dreapta. 

 

∙ 0 1 2 

0 1 0 2 

1 0 2 1 

2 2 1 0 

             □ 

Corolarul 3.5.7. Cvazigrupul (𝑄,∙) cu identitatea 𝐹30 𝑦(𝑥𝑧 ∙ 𝑥) = 𝑦(𝑥 ∙ 𝑧𝑥) nu are unitate la 

dreapta și la stânga. 

Demonstrație. Din Teorema 3.5.1 𝐹30 = (𝐹15)∗.       □ 

Teorema 3.5.13. Cvazigrupul (𝑄,∙) cu identitatea 𝐹16 (𝑥𝑦 ∙ 𝑥)𝑧 = 𝑥(𝑦𝑥 ∙ 𝑧) are unitate la stânga 

și nu are unitate la dreapta.  

Demonstrație. Dacă substituim în identitatea 𝐹16 𝑥 = 𝑦, 𝑦 = 𝑦\𝑥, atunci avem (𝑦(𝑦\𝑥) ∙ 𝑦)𝑧 =

𝑦((𝑦\𝑥)𝑦 ∙ 𝑧) și după ce folosim identitatea (1.1) avem 

𝑥𝑦 ∙ 𝑧 = 𝑦((𝑦\𝑥)𝑦 ∙ 𝑧).         (3.48) 

Aplicând operația „\” în egalitatea (3.48), vom obține 

(𝑦\𝑥)𝑦 ∙ 𝑧 = 𝑦\(𝑥𝑦 ∙ 𝑧).         (3.49) 

Dacă în egalitatea (3.49) notăm 𝑥𝑦 =  𝑡, atunci 𝑥 =  𝑡 / 𝑦, 

(𝑦\(𝑡/𝑦))𝑦 ∙ 𝑧 = 𝑦\(𝑡 ∙ 𝑧).         (3.50) 

Dacă în egalitatea (3.50) notăm 𝑦 =  𝑡 și folosim identitatea (1.3), atunci avem 

(𝑦\(𝑦/𝑦))𝑦 ∙ 𝑧 = 𝑧.          (3.51) 

Ultima egalitate arată, că cvazigrupul (𝑄,∙)  are unitate la stânga. 

Următorul cvazigrup satisface identității 𝐹16 și nu are unitate la dreapta. 

∙ 0 1 2 

0 1 2 0 

1 0 1 2 

2 2 0 1 

             □ 

Corolarul 3.5.8. Cvazigrupul (𝑄,∙) cu identitatea 𝐹29 (𝑦 ∙ 𝑥𝑧)𝑥 = 𝑦(𝑥 ∙ 𝑧𝑥) nu are unitate la 

stânga și are unitate la dreapta. 

Demonstrație. Din Teorema 3.5.1 𝐹29 = (𝐹16)∗.       □ 
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Teorema 3.5.14. Cvazigrupul (𝑄,∙) cu identitatea 𝐹17 (𝑀𝑜𝑢𝑓𝑎𝑛𝑔 𝑙𝑎 𝑠𝑡â𝑛𝑔𝑎) (𝑥𝑦 ∙ 𝑥)𝑧 = 𝑥(𝑦 ∙

𝑥𝑧) este buclă. 

Demonstrație. Vedeți [36], [46], [47].        □ 

Corolarul 3.5.9. Cvazigrupul (𝑄,∙) cu identitatea 𝐹27 (𝑀𝑜𝑢𝑓𝑎𝑛𝑔 𝑙𝑎 𝑑𝑟𝑒𝑎𝑝𝑡𝑎) (𝑦𝑥 ∙ 𝑧)𝑥 = 𝑦(𝑥 ∙

𝑧𝑥) este buclă. 

Demonstrație. Din Teorema 3.5.1 𝐹27 = (𝐹17)∗.       □ 

Teorema 3.5.15. Cvazigrupul (𝑄,∙) cu identitatea 𝐹18 (𝑥 ∙ 𝑦𝑥)𝑧 = 𝑥(𝑦𝑥 ∙ 𝑧) este grup. 

Demonstrație. Notăm 𝑦𝑥 prin variabila 𝑡. Atunci identitatea 𝐹18 capătă forma 𝑥𝑡 ∙ 𝑧 = 𝑥 ∙ 𝑡𝑧. 

Restul urmează din Lema 3.5.3.         □ 

Corolarul 3.5.10. Cvazigrupul (𝑄,∙) cu identitatea 𝐹28 (𝑦 ∙ 𝑥𝑧)𝑥 = 𝑦(𝑥𝑧 ∙ 𝑥) este grup. 

Demonstrație. Din Teorema 3.5.1. 𝐹28 = (𝐹18)∗.       □ 

Teorema 3.5.16. Cvazigrupul (𝑄,∙) cu identitatea 𝐹19 (𝐵𝑜𝑙 𝑙𝑎 𝑠𝑡â𝑛𝑔𝑎) (𝑥 ∙ 𝑦𝑥)𝑧 = 𝑥(𝑦 ∙ 𝑥𝑧) nu 

are unitate la stânga și are unitate la dreapta. 

Demonstrație. Cvazigrupul (𝑄,∙) cu identitatea 𝐹19 nu are unitate la stânga. 

∙ 0 1 2 

0 1 0 2 

1 2 1 0 

2 0 2 1 

Cvazigrupul (𝑄,∙) cu identitatea 𝐹19 are unitate la dreapta. Dacă în identitatea (𝑥 ∙ 𝑦𝑥)𝑧 = 𝑥(𝑦 ∙

𝑥𝑧) înlocuim 𝑧 = 𝑒𝑥, atunci avem (𝑥 ∙ 𝑦𝑥)𝑒𝑥 = 𝑥 ∙ 𝑦𝑥 pentru toți 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄 [40].   □ 

Corolarul 3.5.11. Cvazigrupul (𝑄,∙) cu identitatea 𝐹26 (𝐵𝑜𝑙 𝑙𝑎 𝑑𝑟𝑒𝑎𝑝𝑡𝑎) (𝑦𝑥 ∙ 𝑧)𝑥 = 𝑦(𝑥𝑧 ∙ 𝑥) 

are unitate la stânga și nu are unitate la dreapta. 

Demonstrație. Din Teorema 3.5.1. 𝐹26 = (𝐹19)∗.       □ 

Teorema 3.5.17. Cvazigrupul (𝑄,∙) cu identitatea 𝐹20 𝑥(𝑦𝑥 ∙ 𝑧) = 𝑥(𝑦 ∙ 𝑥𝑧) este grup. 

Demonstrație. Dacă simplificăm din stânga în identitatea 𝑥(𝑦𝑥 ∙ 𝑧) = 𝑥(𝑦 ∙ 𝑥𝑧), atunci avem 𝑦𝑥 ∙

𝑧 = 𝑦 ∙ 𝑥𝑧. Restul urmează din Lema 3.5.3.        □ 

Corolarul 3.5.12. Cvazigrupul (𝑄,∙) cu identitatea 𝐹25 (𝑦𝑥 ∙ 𝑧)𝑥 = (𝑦 ∙ 𝑥𝑧)𝑥 este grup. 

Demonstrație. Din Teorema 3.5.1. 𝐹25 = (𝐹20)∗.       □ 

Teorema 3.5.18. Cvazigrupul (𝑄,∙) cu identitatea 𝐹31 𝑦𝑥 ∙ 𝑥𝑧 = (𝑦𝑥 ∙ 𝑥)𝑧 este grup. 

Demonstrație. Dacă notăm 𝑦𝑥 prin 𝑡, atunci din identitatea 𝐹31 obținem identitatea de 

asociativitate 𝑡 ∙ 𝑥𝑧 = 𝑡𝑥 ∙ 𝑧.           □ 

Corolarul 3.5.13. Cvazigrupul (𝑄,∙) cu identitatea 𝐹34 𝑦𝑥 ∙ 𝑥𝑧 = 𝑦(𝑥 ∙ 𝑥𝑧) este grup. 
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Demonstrație. Din Teorema 3.5.1 𝐹34 = (𝐹31)∗.       □ 

Teorema 3.5.19. Cvazigrupul (𝑄,∙) cu identitatea 𝐹32 𝑦𝑥 ∙ 𝑥𝑧 = (𝑦 ∙ 𝑥𝑥)𝑧 este grup. 

Demonstrație. Vom demonstra, că cvazigrupul (𝑄,∙) cu identitatea 𝐹32 are unitate la stânga. În 

identitatea 𝐹32 𝑦𝑥 ∙ 𝑥𝑧 = (𝑦 ∙ 𝑥𝑥)𝑧 facem substituția 𝑦 → 𝑥/(𝑧𝑧), 𝑥 →  𝑧, 𝑧 →  𝑦 și obținem 

((𝑥/𝑧𝑧)𝑧𝑧)𝑦 = ((𝑥/𝑧𝑧)𝑧) ∙ 𝑧𝑦,        (3.52) 

și după aplicarea identității (1.2) avem 

𝑥𝑦 = ((𝑥/𝑧𝑧)𝑧) ∙ 𝑧𝑦.          (3.53) 

Dacă vom nota 𝑧𝑦 prin litera 𝑡, atunci 𝑦 = 𝑧\𝑡. Și noi putem rescrie egalitatea (3.53) în forma 

𝑥(𝑧\𝑡) = ((𝑥/𝑧𝑧)𝑧) ∙ 𝑡.         (3.54) 

Dacă notăm în egalitatea (3.54) 𝑥 =  𝑧, atunci avem 

𝑥(𝑥\𝑡) =⏞
(1.1)

𝑡 = ((𝑥/𝑥𝑥)𝑥) ∙ 𝑡.        (3.55) 

Am demonstrat, că cvazigrupul (𝑄,∙) cu identitatea 𝐹32 are unitate la stânga 𝑓 = ((𝑥/𝑥𝑥)𝑥). 

Dacă substituim în identitatea 𝐹32 𝑥 = 𝑒, atunci avem 

𝑦 ∙ 𝑒𝑧 = 𝑦𝑧, 𝑒𝑧 = 𝑧, 𝑒 = 𝑓.         (3.56) 

Deoarece în cvazigrupul (𝑄,∙) există unitate la stânga, atunci există de asemenea și unitate la 

drepta. 

Dacă în identitatea 𝐹32 notăm 𝑧 =  𝑒, atunci avem 

𝑦𝑥 ∙ 𝑥 = 𝑦 ∙ 𝑥𝑥.          (3.57) 

Dacă aplicăm identitatea (3.57) la partea dreapta a identității 𝐹32, atunci avem 

𝑦𝑥 ∙ 𝑥𝑧 = (𝑦𝑥 ∙ 𝑥)𝑧.          (3.58) 

Pentru a demonstra, că cvazigrupul cu identitatea 𝐹32 este grup, putem nota în identitatea 

(3.58) 𝑦𝑥 prin litera 𝑡 și să aplicăm Lemele 3.5.2. și 3.5.3.      □ 

Corolarul 3.5.14. Cvazigrupul (𝑄,∙) cu identitatea 𝐹33 𝑦𝑥 ∙ 𝑥𝑧 = 𝑦(𝑥𝑥 ∙ 𝑧) este grup. 

Demonstrație. Din Teorema 3.5.1. 𝐹33 = (𝐹32)∗.       □ 

Teorema 3.5.20. Cvazigrupul (𝑄,∙) cu identitatea 𝐹35  (𝑦𝑥 ∙ 𝑥)𝑧 = (𝑦 ∙ 𝑥𝑥)𝑧 nu are unitate la 

stânga și are unitate la dreapta. 

Demonstrație. Demonstrăm, că cvazigrupul (𝑄,∙) cu identitatea 𝐹35 are unitate la dreapta. În 

identitatea 𝐹35 simplificăm din dreapta și avem: 

𝑦𝑥 ∙ 𝑥 = 𝑦 ∙ 𝑥𝑥.          (3.59) 

Dacă în identitatea (3.59) notăm 𝑦𝑥 =  𝑡, atunci 𝑡/𝑥 = 𝑦. Folosind această substituție, noi 

putem rescrie identitatea (3.59) în felul următor: 

𝑡𝑥 = (𝑡/𝑥) ∙ 𝑥𝑥.          (3.60) 
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Presupunem, că 𝑥: =  𝑦\𝑥 în identitatea 𝐹35. Atunci avem: 

(𝑦(𝑦\𝑥) ∙ (𝑦\𝑥))𝑧 =⏞
(1.1)

(𝑥 ∙ (𝑦\𝑥))𝑧 = (𝑦 ∙ (𝑦\𝑥)(𝑦\𝑥))𝑧.    (3.61) 

După simplificarea din dreapta în identitatea (3.61), avem: 

𝑥 ∙ (𝑦\𝑥) = 𝑦 ∙ (𝑦\𝑥)(𝑦\𝑥).         (3.62) 

Din identitatea (3.62) cu ajutorul operației diviziunii din dreapta "\" avem 

(𝑦\𝑥)(𝑦\𝑥) = 𝑦\(𝑥 ∙ (𝑦\𝑥)).        (3.63) 

Dacă înlocuim în identitatea (3.63) х =  у, atunci avem: 

(𝑥\𝑥)(𝑥\𝑥) = 𝑥\(𝑥(𝑥\𝑥)) =⏞
(1.1)

𝑥\𝑥.       (3.64) 

În identitatea (3.60) fie 𝑥: =  𝑧\𝑧 pentru careva 𝑧 ∈ 𝑄. Atunci vom obține: 

𝑡(𝑧\𝑧) = (𝑡/(𝑧\𝑧)) ∙ (𝑧\𝑧)(𝑧\𝑧) =⏞
(3.64)

(𝑡/(𝑧\𝑧)) ∙ (𝑧\𝑧) =⏞
(1.2)

𝑡.    (3.65) 

Următorul exemplu demonstrează, că cvazigrupul (𝑄,∙) cu identitatea 𝐹35 nu are unitate la 

stânga. 

∙ 0 1 2 3 4 5 

0 1 0 2 3 4 5 

1 0 1 3 2 5 4 

2 3 2 4 5 0 1 

3 2 3 5 4 1 0 

4 5 4 0 1 2 3 

5 4 5 1 0 3 2 

             □ 

Corolarul 3.5.15. Cvazigrupul (𝑄,∙) cu identitatea 𝐹40 𝑦(𝑥𝑥 ∙ 𝑧) = 𝑦(𝑥 ∙ 𝑥𝑧) are unitate la stânga 

și nu are unitate la dreapta. 

Demonstrație. Din Teorema 3.5.1. 𝐹35 = (𝐹40)∗.       □ 

Teorema 3.5.21. Cvazigrupul (𝑄,∙) cu identitatea 𝐹36  (𝑅𝐶 𝑖𝑑𝑒𝑛𝑡𝑖𝑡𝑎𝑡𝑒) (𝑦𝑥 ∙ 𝑥)𝑧 = 𝑦(𝑥𝑥 ∙ 𝑧) are 

unitate la stânga și nu are unitate la dreapta. 

Demonstrație. Cvazigrupul (𝑄,∙) cu identitatea 𝐹36   are unitate la stânga. Dacă vom substitui 

𝑦: =  𝑓𝑥 în identitatea (𝑦𝑥 ∙ 𝑥)𝑧 = 𝑦(𝑥𝑥 ∙ 𝑧), atunci vom obține 

(𝑓𝑥𝑥 ∙ 𝑥)𝑧 = 𝑓𝑥(𝑥𝑥 ∙ 𝑧), 𝑥𝑥 ∙ 𝑧 = 𝑓𝑥(𝑥𝑥 ∙ 𝑧).       (3.66) 

Din egalitatea (3.66) urmează, că cvazigrupul (𝑄,∙) cu identitatea 𝐹36   are unitate la stânga. 

Următorul exemplu demonstrează, că unitatea la dreapta nu există. 
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∙ 0 1 2 

0 1 2 0 

1 0 1 2 

2 2 0 1 

             □ 

Corolarul 3.5.16. Cvazigrupul (𝑄,∙) cu identitatea 𝐹39 (𝐿𝐶 𝑖𝑑𝑒𝑛𝑡𝑖𝑡𝑎𝑡𝑒) (𝑦 ∙ 𝑥𝑥)𝑧 = 𝑦(𝑥 ∙ 𝑥𝑧) nu 

are unitate la stânga și are unitate la dreapta. 

Demonstrație. Din Teorema 3.5.1. 𝐹39 = (𝐹36)∗.       □ 

Teorema 3.5.22. Cvazigrupul (𝑄,∙) cu identitatea 𝐹37  (𝐶 𝑖𝑑𝑒𝑛𝑡𝑖𝑡𝑎𝑡𝑒) (𝑦𝑥 ∙ 𝑥)𝑧 = 𝑦(𝑥 ∙ 𝑥𝑧) nu 

are unitate la stânga și nu are unitate la dreapta. 

Demonstrație. Dăm exemplul necesar. 

∙ 0 1 2 

0 1 0 2 

1 0 2 1 

2 2 1 0 

             □ 

Teorema 3.5.23. Cvazigrupul (𝑄,∙) cu identitatea 𝐹38  (𝑦 ∙ 𝑥𝑥)𝑧 = 𝑦(𝑥𝑥 ∙ 𝑧) este buclă. 

Demonstrație. În identitatea 𝐹38 substituim 𝑦 ≔ 𝑓𝑥𝑥. Atunci avem 

(𝑓𝑥𝑥 ∙ 𝑥𝑥)𝑧 = 𝑓𝑥𝑥(𝑥𝑥 ∙ 𝑧), 𝑥𝑥 ∙ 𝑧 = 𝑓𝑥𝑥(𝑥𝑥 ∙ 𝑧).      (3.67) 

În cvazigrupul (𝑄,∙) cu identitatea 𝐹38 există unitate la stânga. 

În identitatea 𝐹38 substituim 𝑧 ≔ 𝑒𝑥𝑥. Atunci avem 

(𝑦 ∙ 𝑥𝑥)𝑒𝑥𝑥 = 𝑦(𝑥𝑥 ∙ 𝑒𝑥𝑥), (𝑦 ∙ 𝑥𝑥)𝑒𝑥𝑥 = 𝑦 ∙ 𝑥𝑥.      (3.68) 

Prin urmare în cvazigrupul (𝑄,∙) cu identitatea 𝐹38 există unitate la dreapta.   □ 

Următorul exemplu demonstrează, că cvazigrupul cu identitatea 𝐹38 nu este asociativ; buclă 

cu identitatea 𝐹38 fără proprietatea lui Lagrange. 

∙ 0 1 2 3 4 

0 0 1 2 3 4 

1 1 0 3 4 2 

2 2 4 0 1 3 

3 3 2 4 0 1 

4 4 3 1 2 0 
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Teorema 3.5.24. Cvazigrupul (𝑄,∙) cu identitatea 𝐹41  (𝐿𝐶 𝑖𝑑𝑒𝑛𝑡𝑖𝑡𝑎𝑡𝑒) 𝑥𝑥 ∙ 𝑦𝑧 = (𝑥 ∙ 𝑥𝑦)𝑧 este 

buclă. 

Demonstrație. Vom demonstra, că cvazigrupul (𝑄,∙) cu identitatea 𝐹41   are unitate la stânga. În 

identitatea 𝐹41 vom substitui 𝑦 ≔ 𝑒𝑥. Atunci avem: 

𝑥𝑥 ∙ 𝑒𝑥𝑧 = (𝑥 ∙ 𝑥𝑒𝑥)𝑧, 𝑥𝑥 ∙ 𝑒𝑥𝑧 = 𝑥𝑥 ∙ 𝑧, 𝑒𝑥𝑧 = 𝑧.      (3.69) 

Vom demonstra, că cvazigrupul (𝑄,∙) cu identitatea 𝐹41   are unitate la dreapta. În identitatea 

𝐹41 vom substitui 𝑦 ≔ 𝑓𝑥. Atunci avem: 

𝑥𝑥 ∙ 𝑓𝑧𝑧 = (𝑥 ∙ 𝑥𝑓𝑧)𝑧, 𝑥𝑥 ∙ 𝑧 = (𝑥 ∙ 𝑥𝑓𝑧)𝑧, 𝑥𝑥 = 𝑥 ∙ 𝑥𝑓𝑧 , 𝑥 = 𝑥𝑓𝑧 .    (3.70) 

             □ 

Următorul exemplu demonstrează, că bucla cu identitatea 𝐹41 nu este asociativă.   

∙ 0 1 2 3 4 5 

0 0 1 2 3 4 5 

1 1 0 3 5 2 4 

2 2 5 0 4 1 3 

3 3 4 1 0 5 2 

4 4 3 5 2 0 1 

5 5 2 4 1 3 0 

Corolarul 3.5.17. Cvazigrupul (𝑄,∙) cu identitatea 𝐹53 (𝑅𝐶 𝑖𝑑𝑒𝑛𝑡𝑖𝑡𝑎𝑡𝑒) 𝑦𝑧 ∙ 𝑥𝑥 = 𝑦(𝑧𝑥 ∙ 𝑥) este 

buclă. 

Demonstrație. Din Teorema 3.5.1. 𝐹53 = (𝐹41)∗.       □ 

Teorema 3.5.25. Cvazigrupul (𝑄,∙) cu identitatea 𝐹42  𝑥𝑥 ∙ 𝑦𝑧 = (𝑥𝑥 ∙ 𝑦)𝑧 este buclă la stânga. 

Demonstrație. Vom demonstra, că cvazigrupul (𝑄,∙) cu identitatea 𝐹42   are unitate la stânga. În 

identitatea 𝐹42 vom substitui 𝑦 ≔ 𝑒𝑥𝑥. Atunci avem: 

𝑥𝑥 ∙ 𝑒𝑥𝑥𝑧 = (𝑥𝑥 ∙ 𝑒𝑥𝑥)𝑧, 𝑥𝑥 ∙ 𝑒𝑥𝑥𝑧 = 𝑥𝑥 ∙ 𝑧, 𝑒𝑥𝑥𝑧 = 𝑧.     (3.71) 

Următorul exemplu demonstrează, că bucla la stânga cu identitatea 𝐹42 nu are unitate la 

dreapta. 

∙ 0 1 2 

0 1 2 0 

1 0 1 2 

2 2 0 1 

             □ 

Corolarul 3.5.18. Cvazigrupul (𝑄,∙) cu identitatea 𝐹54  𝑦𝑧 ∙ 𝑥𝑥 = 𝑦(𝑧 ∙ 𝑥𝑥) este buclă la dreapta. 
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Demonstrație. Din Teorema 3.5.1 𝐹54 = (𝐹42)∗.       □ 

Teorema 3.5.26. Cvazigrupul (𝑄,∙) cu identitatea 𝐹43  𝑥𝑥 ∙ 𝑦𝑧 = 𝑥(𝑥 ∙ 𝑦𝑧) este buclă la stânga. 

Demonstrație. Vom demonstra, că cvazigrupul (𝑄,∙) cu identitatea 𝐹43   are unitate la stânga. În 

identitatea 𝐹43 vom substitui 𝑥 = 𝑦 = 𝑓𝑧. Atunci avem: 

𝑓𝑧𝑓𝑧 ∙ 𝑓𝑧𝑧 = 𝑓𝑧(𝑓𝑧 ∙ 𝑓𝑧𝑧), 𝑓𝑧𝑓𝑧 ∙ 𝑧 = 𝑓𝑧𝑧, 𝑓𝑧𝑓𝑧 = 𝑓𝑧 .      (3.72) 

Mai departe în identitatea 𝐹43 vom substitui 𝑥 = 𝑓𝑥. Atunci avem: 

𝑓𝑥𝑓𝑥 ∙ 𝑦𝑧 = 𝑓𝑥(𝑓𝑥 ∙ 𝑦𝑧), aplicând egalitatea (3.72), 

 𝑓𝑥 ∙ 𝑦𝑧 = 𝑓𝑥(𝑓𝑥 ∙ 𝑦𝑧), 𝑦𝑧 = 𝑓𝑥 ∙ 𝑦𝑧.        (3.73) 

Următorul exemplu demonstrează, că bucla la stânga cu identitatea 𝐹43 nu are unitate la 

dreapta. 

∙ 0 1 2 3 4 5 

0 1 0 3 2 5 4 

1 0 1 2 3 4 5 

2 2 3 4 5 0 1 

3 3 2 5 4 1 0 

4 4 5 0 1 2 3 

5 5 4 1 0 3 2 

             □ 

Corolarul 3.5.19. Cvazigrupul (𝑄,∙) cu identitatea 𝐹51  𝑦𝑧 ∙ 𝑥𝑥 = (𝑦𝑧 ∙ 𝑥)𝑥 este buclă la dreapta. 

Demonstrație. Din Teorema 3.5.1 𝐹51 = (𝐹43)∗.       □ 

Teorema 3.5.27. Cvazigrupul (𝑄,∙) cu identitatea 𝐹44  𝑥𝑥 ∙ 𝑦𝑧 = 𝑥(𝑥𝑦 ∙ 𝑧) este buclă la stânga. 

Demonstrație. Vom demonstra, că cvazigrupul (𝑄,∙) cu identitatea 𝐹44   are unitate la stânga. În 

identitatea 𝐹44 substituim 𝑥 = 𝑓𝑦. Atunci avem: 

𝑓𝑦𝑓𝑦 ∙ 𝑦𝑧 = 𝑓𝑦(𝑓𝑦𝑦 ∙ 𝑧), 𝑓𝑦𝑓𝑦 ∙ 𝑦𝑧 = 𝑓𝑦 ∙ 𝑦𝑧, 𝑓𝑦𝑓𝑦 = 𝑓𝑦.     (3.74) 

Mai departe în identitatea 𝐹44 substituim 𝑥 = 𝑓𝑥. Atunci avem: 

𝑓𝑥𝑓𝑥 ∙ 𝑦𝑧 = 𝑓𝑥(𝑓𝑥𝑦 ∙ 𝑧), folosind egalitatea (3.74), 

 𝑓𝑥 ∙ 𝑦𝑧 = 𝑓𝑥(𝑓𝑥𝑦 ∙ 𝑧), 𝑦𝑧 = 𝑓𝑥𝑦 ∙ 𝑧, 𝑦 = 𝑓𝑥𝑦.       (3.75) 

Următorul exemplu demonstrează, că bucla la stânga cu identitatea 𝐹44 nu are unitate la 

dreapta. 

∙ 0 1 2 

0 1 2 0 

1 0 1 2 

2 2 0 1 
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             □ 

Teorema 3.5.28. Cvazigrupul (𝑄,∙) cu identitatea 𝐹45  (𝑥 ∙ 𝑥𝑦)𝑧 = (𝑥𝑥 ∙ 𝑦)𝑧 este buclă la stânga. 

Demonstrație. Vom demonstra, că cvazigrupul (𝑄,∙) cu identitatea 𝐹45   are unitate la stânga. În 

identitatea 𝐹45 simplificăm din dreapta. Atunci avem: 

𝑥 ∙ 𝑥𝑦 = 𝑥𝑥 ∙ 𝑦.          (3.76) 

În identitatea (3.76) substituim 𝑥 = 𝑓𝑦 și obținem  

𝑓𝑦 ∙ 𝑓𝑦𝑦 =  𝑓𝑦𝑓𝑦 ∙ 𝑦, 𝑓𝑦𝑓𝑦 = 𝑓𝑦 .         (3.77) 

Mai departe în identitatea (3.76) substituim 𝑥 = 𝑓𝑥. Atunci avem: 

𝑓𝑥 ∙ 𝑓𝑥𝑦 = 𝑓𝑥𝑓𝑥 ∙ 𝑦, folosind egalitatea (3.77), 

𝑓𝑥 ∙ 𝑓𝑥𝑦 = 𝑓𝑥𝑦, 𝑓𝑥𝑦 = 𝑦.         (3.78) 

Următorul exemplu demonstrează, că bucla la stânga cu identitatea 𝐹45 nu are unitate la 

dreapta. 

∙ 0 1 2 3 4 5 

0 1 0 3 2 5 4 

1 0 1 2 3 4 5 

2 2 3 4 5 0 1 

3 3 2 5 4 1 0 

4 4 5 0 1 2 3 

5 5 4 1 0 3 2 

             □ 

Corolarul 3.5.20. Cvazigrupul (𝑄,∙) cu identitatea 𝐹60  𝑦(𝑧𝑥 ∙ 𝑥) = 𝑦(𝑧 ∙ 𝑥𝑥) este buclă la dreapta. 

Demonstrație. Din Teorema 3.5.1. 𝐹60 = (𝐹45)∗.       □ 

Teorema 3.5.29. Cvazigrupul (𝑄,∙) cu identitatea 𝐹46  (𝐿𝐶 𝑖𝑑𝑒𝑛𝑡𝑖𝑡𝑎𝑡𝑒) (𝑥 ∙ 𝑥𝑦)𝑧 = 𝑥(𝑥 ∙ 𝑦𝑧) nu 

are unitate la stânga și la dreapta. 

Demonstrație. Aducem exemplul necesar. 

∙ 0 1 2 

0 1 0 2 

1 0 2 1 

2 2 1 0 

             □ 

Corolarul 3.5.21. Cvazigrupul (𝑄,∙) cu identitatea 𝐹56 (𝑅𝐶 𝑖𝑑𝑒𝑛𝑡𝑖𝑡𝑎𝑡𝑒) (𝑦𝑧 ∙ 𝑥)𝑥 = 𝑦(𝑧𝑥 ∙ 𝑥) nu 

are unitate la stânga și la dreapta. 

Demonstrație. Din Teorema 3.5.1. 𝐹56 = (𝐹46)∗.       □ 
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Teorema 3.5.30. Cvazigrupul (𝑄,∙) cu identitatea 𝐹47 (𝑥 ∙ 𝑥𝑦)𝑧 = 𝑥(𝑥𝑦 ∙ 𝑧) este grup. 

Demonstrație. Dacă în identitatea 𝐹47 notăm 𝑥𝑦 prin variabila 𝑡, atunci obținem 𝑥𝑡 ∙ 𝑧 = 𝑥 ∙ 𝑡𝑧. 

             □  

Corolarul 3.5.22. Cvazigrupul (𝑄,∙) cu identitatea 𝐹58 (𝑦 ∙ 𝑧𝑥)𝑥 = 𝑦(𝑧𝑥 ∙ 𝑥) este grup. 

Demonstrație. Din Teorema 3.5.1. 𝐹58 = (𝐹47)∗.       □ 

Teorema 3.5.31. Cvazigrupul (𝑄,∙) cu identitatea 𝐹48  (𝑥𝑥 ∙ 𝑦)𝑧 = 𝑥(𝑥 ∙ 𝑦𝑧) este buclă la stânga. 

Demonstrație. Vom demonstra,că cvazigrupul (𝑄,∙) cu identitatea 𝐹48   are unitate la stânga. În 

identitatea 𝐹48 substituim 𝑦 = 𝑓𝑦𝑧. Atunci avem: 

(𝑓𝑦𝑧𝑓𝑦𝑧 ∙ 𝑦)𝑧 = 𝑓𝑦𝑧(𝑓𝑦𝑧 ∙ 𝑦𝑧), 

(𝑓𝑦𝑧𝑓𝑦𝑧 ∙ 𝑦)𝑧 = 𝑦𝑧, 𝑓𝑦𝑧𝑓𝑦𝑧 ∙ 𝑦 = 𝑦.        (3.79) 

Următorul exemplu demonstrează, că bucla la stânga cu identitatea 𝐹48 nu are unitate la 

dreapta. 

∙ 0 1 2 3 4 

0 1 4 3 0 2 

1 3 0 4 2 1 

2 0 1 2 3 4 

3 2 3 1 4 0 

4 4 2 0 1 3 

             □ 

Corolarul 3.5.23. Cvazigrupul (𝑄,∙) cu identitatea 𝐹57  (𝑦𝑧 ∙ 𝑥)𝑥 = 𝑦(𝑧 ∙ 𝑥𝑥) este buclă la dreapta. 

Demonstrație. Din Teorema 3.5.1. 𝐹57 = (𝐹48)∗.       □ 

Teorema 3.5.32. Cvazigrupul (𝑄,∙) cu identitatea 𝐹49  (𝑥𝑥 ∙ 𝑦)𝑧 = 𝑥(𝑥𝑦 ∙ 𝑧) este buclă la stânga. 

Demonstrație. Vom demonstra, că cvazigrupul (𝑄,∙) cu identitatea 𝐹49   are unitate la stânga. În 

identitatea 𝐹49 trecem 𝑦 → (𝑥𝑥)\𝑦. Atunci avem: 

(𝑥𝑥 ∙ (𝑥𝑥\𝑦))𝑧 =⏞
(1.1)

𝑦𝑧 = 𝑥 ((𝑥((𝑥𝑥)\𝑦)) ∙ 𝑧).      (3.80) 

Mai departe aplicăm în egalitatea (3.80) diviziunea din dreapta "\". 

(𝑥((𝑥𝑥)\𝑦)) 𝑧 = 𝑥\(𝑦𝑧).         (3.81) 

Dacă înlocuim în egalitatea (3.81) 𝑥 =  𝑦, atunci avem: 

(𝑥((𝑥𝑥)\𝑥)) 𝑧 = 𝑥\(𝑥𝑧) =⏞
(1.3)

𝑧.        (3.82) 

Următorul exemplu demonstrează, că bucla la stânga cu identitatea 𝐹49 nu are unitate la 

dreapta. 
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∙ 0 1 2 

0 1 2 0 

1 0 1 2 

2 2 0 1 

             □ 

Corolarul 3.5.24. Cvazigrupul (𝑄,∙) cu identitatea 𝐹59  (𝑦 ∙ 𝑧𝑥)𝑥 = 𝑦(𝑧 ∙ 𝑥𝑥) este buclă la dreapta. 

Demonstrație. Din Teorema 3.5.1. 𝐹59 = (𝐹49)∗.       □ 

Teorema 3.5.33. Cvazigrupul (𝑄,∙) cu identitatea 𝐹50  𝑥(𝑥 ∙  𝑦𝑧)  =  𝑥(𝑥𝑦 ∙  𝑧) este grup. 

Demonstrație. Dacă simplificăm din stânga în identitatea 𝐹50, atunci avem asociativitatea 𝑥 ∙

 𝑦𝑧 = 𝑥𝑦 ∙  𝑧. Restul urmează din Lema 3.5.3.       □ 

Corolarul 3.5.25. Cvazigrupul (𝑄,∙) cu identitatea 𝐹55  (𝑦𝑧 ∙  𝑥)𝑥 =  (𝑦 ∙  𝑧𝑥)𝑥 este grup. 

Demonstrație. Din Teorema 3.5.1. 𝐹55 = (𝐹50)∗.       □ 

3.6. Concluzii la capitolul 3 

În Capitolul 3 s-a definit o clasă nouă de cvazigrupuri (𝑖-cvazigrupuri) și au fost cercetate 

unele proprietăți ale acestei clase și relațiile cu alte clase de cvazigrupuri. A fost complet 

soluționată problema cercetării existenței unității în cvazigrupurile cu identități de tip Bol-Mouf-

ang enumerate în [1]. 

În baza cercetărilor efectuate în Capitolul 3 și a rezultatelor obținute putem formula 

următoarele concluzii:  

1. Presupunând că 𝑖-cvazigrupul (𝑄,∙) este inversabil la dreapta s-a demonstrat că este 

cvazigrup Moufang cu unitate la stânga și distributantul 𝐷 = {𝑓}. Presupunând că 

distributantul 𝐷 𝑖-cvazigrupului (𝑄,∙) este nevid și (𝑄,∙) este izotop buclei Bol la stânga s-

a dovedit că (𝑄,∙) este cvazigrup Bol la stânga.  

S-a găsit relația 𝑖-cvazigrupurilor cu alte cvazigrupuri: presupunând că 𝑖-cvazigrupul 

este idempotent s-a demonstrat că este cvazigrup Bol la stânga, cvazigrup Stein la dreapta, 

distributiv la stânga și miezul cvazigrupului Bol la stânga de asemenea este 𝑖-cvazigrup; s-

a demonstrat că 𝑖-cvazigrupul (𝑄,∙) este buclă Moufang în care 𝑥2𝑦 = 𝑦𝑥2 pentru orice 

𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄, presupunând că (𝑄,∙) are unitate la dreapta 𝑒; s-a demonstrat că 𝑖-cvazigrupul 

(𝑄,∙) este cvazigrup Moufang cu unitate la stânga 𝑓 și izotop grupului abelian, presupunând 

că (𝑄,∙) este unipotent.  

Cercetând 𝑖-cvazigrupurile cu legile alternative și legea de elasticitate s-au obținut 

următoarele: presupunând că în 𝑖-cvazigrupul (𝑄,∙) are loc legea alternativă la stânga (la 
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dreapta) s-a dovedit că (𝑄,∙) este buclă Moufang, unde 𝑥2𝑦 = 𝑦𝑥2 pentru orice 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄; 

s-a demonstrat că în orice 𝑖–cvazigrup (𝑄,∙)  cu identitatea de elasticitate mulțimea tuturor 

unităților locale formează subgrupul Bol la stânga. 

Cercetând morfismele acestei clase: presupunând că substituția 𝛼 a mulțimii 𝑄 𝑖-

cvazigrupului (𝑄,∙) cu unitate la stânga 𝑓 este pseudoautomorfism la stânga al 

cvazigrupului (𝑄,∙) cu companionul 𝑘 s-a demonstrat că 𝑘 este elementul Bol la stânga 

[76], [77]. 

2. În ultimul paragraf a fost soluționată problema existenței unității la dreapta, la stânga, 

medii pentru fiecare dintre cele 60 de cvazigrupuri ce satisfac identități de tip Bol-Mouf-

ang. Am obținut că (a vedea tabela 3.1): 

cvazigrupul (𝑄,·) cu orice dintre identitățile 𝐹1, 𝐹3,  𝐹5, 𝐹10, 𝐹11, 𝐹14, 𝐹18, 𝐹20, 𝐹21,  𝐹24, 𝐹25, 

 𝐹28, 𝐹31, 𝐹32, 𝐹33,  𝐹34,  𝐹47, 𝐹50, 𝐹55, 𝐹58 este un grup; cvazigrupul (𝑄,·) cu orice dintre 

identitățile 𝐹7, 𝐹16,  𝐹26, 𝐹36, 𝐹40, 𝐹42, 𝐹43, 𝐹44, 𝐹45,  𝐹48, 𝐹49 este buclă la stânga; cvazigrupul 

(𝑄,·) cu orice dintre identitățile 𝐹8, 𝐹19,  𝐹29, 𝐹35, 𝐹39, 𝐹51, 𝐹52, 𝐹54, 𝐹57,  𝐹59, 𝐹60 este buclă 

la dreapta; cvazigrupul (𝑄,·) cu orice dintre identitățile 𝐹2, 𝐹4,  𝐹6, 𝐹13, 𝐹17, 𝐹22, 𝐹27, 

 𝐹38, 𝐹41,  𝐹53  este buclă; cvazigrupul (𝑄,·) cu orice dintre identitățile 𝐹9, 𝐹15,  𝐹30, 𝐹37, 

 𝐹46, 𝐹56  nu are unitate [78], [79], [80]. 

În acest capitol sunt realizate obiectivele, care se referă la cercetarea morfismelor, 

proprietăților, relațiilor cu alte clase de cvazigrupuri ale cvazigrupurilor noi definite (anume 𝑖-

cvazigrupuri) și la cercetarea cvazigrupurilor cu orice dintre cele 60 de identități clasice de tip Bol-

Moufang enumerate în [1] la existența unității. 

Rezultatele obținute în capitolul 3 sunt publicate în [76], [77], [79] [78], [80].  
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4. CVAZIGRUPURI TRANZITIVE LA STÂNGA. CVAZIGRUPURI NEUMANN ȘI 

SCHWEIZER 

Dacă nucleul la stânga (față de un element 𝑘) coincide cu tot cvazigrupul (𝑄,∙), atunci grupul 

permutărilor regulate la stânga este tranzitiv pe mulțimea 𝑄. În legătură cu aceasta s-a introdus 

următoarea noțiune: 

Cvazigrupul (𝑄,∙) se numește ℒ-tranzitiv, dacă grupul ℒ al tuturor permutărilor regulate este 

tranzitiv pe mulțimea 𝑄. 

Analog se definește ℛ- și 𝛷-tranzitiv. Exemplu simplu de cvazigrupuri tranzitive (adică ℒ-, 

ℛ- sau 𝛷-tranzitive) poate servi grupul. Cvazigrupurile tranzitive sunt strâns legate cu grupurile, 

și anume are loc: 

 Teoremă. Orice buclă (𝑄,∙), izotopă cvazigrupului tranzitiv (𝑄, 𝐴), este grup. 

S-a observat că pentru ℒ-, ℛ-tranzitive afirmația inversă, în general vorbind, nu este 

adevărată. Deci, există cvazigrupuri tranzitive, diferite de grupuri.  

În acest capitol sunt cercetate proprietățile cvazigrupurilor tranzitive la stânga (inclusiv au-

totopismele lor și pseudoautomorfismele), sunt stabilite conexiunile lor cu unele clase de 

cvazigrupuri. Sunt descrise GA-cvazigrupurile la dreapta tranzitive la stânga. 

De asemenea s-a cercetat clasa de cvazigrupuri Neumann și anume proprietățile de bază, 

morfismele, 𝐺-proprietățile.   

4.1. Proprietățile de bază ale cvazigrupurilor tranzitive la stânga  

În acest paragraf s-au cercetat proprietățile principale ale cvazigrupurilor tranzitive la stânga. 

Este construit un exemplu de cvazigrupuri tranzitive.  

Definiția 4.1.1. Cvazigrupul (𝑄,∙) se numește cvazigrup tranzitiv la stânga, dacă în acest 

cvazigrup are loc identitatea  

𝑥𝑦 ∙ 𝑥𝑧 = 𝑦𝑧            (4.1) 

Este în [81], [42]. 

În publicația [42] s-a demonstrat: dacă în cvazigrupul (𝑄,∙) are loc asociativitatea 𝑥 ∙ 𝑦𝑧 =

𝑥𝑦 ∙ 𝑧 (adică acest cvazigrup este grup), atunci parastrofii (23) și  (132) acestui cvazigrup satisfac 

identității tranzitive la stânga (4.1), parastrofii (13) și (123) acestui cvazigrup satisfac identității 

tranzitive la dreapta (adică identității 𝑦𝑥 ∙ 𝑧𝑥 = 𝑦𝑧). 

În publicațiile [82], [33], [83], [84], [85] cvazigrupurile tranzitive la stânga se numesc 

cvazigrupuri Word. În [83] sunt prezentate argumentele principale de necesitate a cercetării 

cvazigrupurilor tranzitive la stânga. În această publicație se evidențiază, că Frobenius a folosit 

diviziunea la dreapta de grup în lucrările sale dedicate teoriei reprezentării grupurilor [86]. 
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Din rezultatele publicațiilor menționate mai sus urmează următoarea teoremă.  

Teorema 4.1.1. Orice cvazigrup tranzitiv la stânga (𝐺,∘) poate fi obținut din grupul (𝐺, +) (nu 

neapărat comutativ) folosind următoarea construcție 

𝑥 ∘ 𝑦 = −𝑥 + 𝑦 = 𝐼𝑥 + 𝑦,          (4.2) 

unde 𝑥 + 𝐼𝑥 = 0 pentru toți 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺 [42]. 

Din Teorema 4.1.1. urmează, că orice cvazigrup tranzitiv la stânga (𝑄,∘) este unipotent, 

adică există element fixat 0 al mulțimii 𝑄 astfel, încât 𝑥 ∘ 𝑥 = 0 pentru toți 𝑥 ∈ 𝑄. 

Remarca 4.1.1. Din Teorema 4.1.1. urmează, că cvazigrupul (𝑄,∘) este o aplicație izotopică a 

grupului (𝑄, +) cu izotopia (𝐼, 𝜀, 𝜀). 

Corolarul 4.1.1. Cvazigrupul tranzitiv la stânga (𝑄,∙) este comutativ dacă și numai dacă este grup 

abelian cu orice element diferit de 0  de ordin doi. 

Demonstrație. Din comutativitate cu ajutorul egalității  (4.2) avem −𝑥 + 𝑦 = −𝑦 + 𝑥 pentru orice 

𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄. Prin urmare −𝑥 = 𝑥, 𝑥 + 𝑥 = 0 pentru toți 𝑥 ∈ 𝑄. 

Invers. Este evident, că orice grup abelian, orice element, al cărui este de ordin doi (cu excepția 

lui 0), este tranzitiv la stânga.         □ 

Următorul corolar ușor urmează și din Teorema 4.1.1.  

Corolarul 4.1.2. Orice cvazigrup tranzitiv la stânga (𝑄,∙) are unitate la stânga, adică există astfel 

element 𝑓 ∈ 𝑄, încât 𝑓 ∙ 𝑥 = 𝑥 pentru toți 𝑥 ∈ 𝑄. 

Demonstrație. Dacă de înlocuit în identitatea (4.1) 𝑥 = 𝑦, atunci avem 𝑥𝑥 ∙ 𝑥𝑧 = 𝑥𝑧. Prin 

urmare𝑓 = 𝑥 ∙ 𝑥.           □ 

Dacă folosim Teorema 4.1.1., atunci Corolarul 4.1.2. ia forma: 

Remarca 4.1.2. Orice cvazigrup tranzitiv la stânga (𝑄,∘) are unitate la stânga, și anume, elementul 

0 este unitatea la stânga.  

Demonstrație. Dacă punem în ecuația (4.2) 𝑥 = 0, unde 0 este unitatea grupului (𝑄, +), atunci 

0 ∘ 𝑦 = −0 + 𝑦 = 𝑦 pentru orice 𝑦 ∈ 𝑄.         □ 

Remarca 4.1.3. Orice cvazigrup tranzitiv la stânga (𝑄,∙) este 𝐿𝐼𝑃-cvazigrup [81]. 

Demonstrație. În identitatea (4.1) substituim 𝑦 = 𝑓, unde 𝑓𝑥 = 𝑥 pentru orice 𝑥 ∈ 𝑄, și obținem 

următoarea egalitate: 𝑥𝑓 ∙ 𝑥𝑧 = 𝑓𝑧. Mai departe avem 𝑥𝑓 ∙ 𝑥𝑧 = 𝑧. Din ultima egalitate avem, că 

𝑅𝑓 = 𝐼𝑙 .            □ 

Corolarul 4.1.3. În cvazigrupul tranzitiv la stânga (𝑄,∙) se îndeplinește următoarea egalitate: 

𝑅𝑓
−1 = 𝑅𝑓 . 

Demonstrație. Din Remarca 4.1.3. avem 𝑅𝑓 = 𝐼𝑙 . Atunci 𝑅𝑓
−1 = 𝐼𝑙

−1. Însă în 𝐿𝐼𝑃-cvazigrupuri 

𝐼𝑙 = 𝐼𝑙
−1 [21], [40].           □ 
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Teorema 4.1.2. Orice buclă, izotopă cvazigrupului tranzitiv la stânga (𝑄,∙), este grup [81]. 

Demonstrație. Prima metodă. Din Teorema 4.1.1. urmează, că orice cvazigrup tranzitiv la stânga 

(𝑄,∙) izotop grupului (𝑄, +) de forma 𝑥 ∘ 𝑦 = 𝐼𝑥 + 𝑦, unde 𝑥 + 𝐼𝑥 = 0 pentru toți 𝑥 ∈ 𝑄. Prin 

urmare, printre izotopii buclei cvazigrupului (𝑄,∙) există un grup. 

Mai mult, din teorema lui Albert [21], [40] rezultă, că orice buclă, care este izotop al 

cvazigrupului tranzitiv la stânga (𝑄,∙), este grup. 

A doua metodă. Cercetăm izotopul buclei cvazigrupului (𝑄,∙) de forma 

𝑥 + 𝑦 = 𝑅𝑓
−1𝑥 ∙ 𝐿𝑓

−1𝑦 = 𝑥𝑓 ∙ 𝑦.         (4.4) 

Am aplicat Corolarul 4.1.2 și Corolarul 4.1.3. Din Teorema 4.1.1. urmează, că acest izotop 

este grup.  

Mai departe, din teorema lui Albert urmează, că orice buclă, care este izotop al cvazigrupului 

tranzitiv (𝑄,∙), este grup.          □ 

Corolarul 4.1.4. În cvazigrupul tranzitiv la stânga (𝑄,∙) și grupul izotop lui (𝑄, +) (Teorema 

4.1.1.) avem 𝑅𝑓
∙ = 𝐼+. 

Demonstrație. Demonstrația urmează din egalitățile (4.2) și (4.4).     □ 

În cvazigrupuri tranzitive la stânga identitatea cvazigrupului Bol la dreapta (𝑦𝑥 ∙ 𝑧)𝑥 =

𝑦𝐿𝑓𝑥

−1(𝑥𝑧 ∙ 𝑥) se va transforma în identitatea buclei Bol la dreapta  

(𝑦𝑥 ∙ 𝑧)𝑥 = 𝑦(𝑥𝑧 ∙ 𝑥),          (4.5) 

deoarece orice cvazigrup tranzitiv la stânga are unitate la stânga 𝑓 (Corolarul 4.1.2.). 

Exemplul 4.1.1. Dăm un exemplu de cvazigrup tranzitiv la stânga. Este parastroful (23) grupului 

𝑆3.   

∗ 0 1 2 3 4 5 

0 0 1 2 3 4 5 

1 2 0 1 4 5 3 

2 1 2 0 5 3 4 

3 3 4 5 0 1 2 

4 4 5 3 2 0 1 

5 5 3 4 1 2 0 

 

4.2. Cvazigrupuri tranzitive la stânga și alte clase de cvazigrupuri  

Acum să cercetăm relația cvazigrupurilor tranzitive la stânga cu alte clase de cvazigrupuri. 

În altă formă următoarea teoremă este demonstrată în [81].  
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Teorema 4.2.1. Orice cvazigrup tranzitiv la stânga (𝑄,∙) este cvazigrup Bol la stânga. 

Demonstrație. Cercetăm izotopul buclei cvazigrupului (𝑄,∙) de forma 

𝑥 ∘ 𝑦 = 𝑅𝑓
−1𝑥 ∙ 𝐿𝑓

−1𝑦 = 𝑥𝑓 ∙ 𝑦.         (4.6) 

Din Teorema 4.1.2. urmează, că acest izotop este grup. Vom scrie partea stângă a egalității Bol la 

stânga în următoarea formă: 

𝑥(𝑦 ∙ 𝑥𝑧) = 𝑅𝑓𝑥 ∘ 𝑅𝑓𝑦 ∘ 𝑅𝑓𝑥 ∘ 𝑧.         (4.7) 

Partea dreaptă poate fi transcrisă în forma: 𝑅𝑒𝑥
−1(𝑥 ∙ 𝑦𝑥) ∙ 𝑧 = 𝑅𝑓𝑡 ∘ 𝑧, unde 𝑡 = 𝑅𝑒𝑥

−1(𝑥 ∙ 𝑦𝑥). 

Atunci 𝑥 ∙ 𝑦𝑥 = 𝑅𝑒𝑥
𝑡 = 𝑡 ∙ 𝑒𝑥. Trecând în ultima egalitate la operația “∘” avem 𝑅𝑓𝑥 ∘ 𝑅𝑓𝑦 ∘ 𝑥 =

𝑅𝑓𝑡 ∘ 𝑒𝑥, 

𝑅𝑓𝑥 ∘ 𝑅𝑓𝑦 ∘ 𝑥 ∘ (𝑒𝑥)−1 = 𝑅𝑓𝑡.         (4.8) 

Din egalitatea 𝑥 ∙ 𝑒𝑥 = 𝑥 avem 𝑅𝑓𝑥 ∘ 𝑒𝑥 = 𝑥, (𝑒𝑥)−1 = 𝑥−1 ∘ 𝑅𝑓𝑥. Dacă înlocuim în 

egalitatea (4.8) ultima egalitate, atunci avem 𝑅𝑓𝑥 ∘ 𝑅𝑓𝑦 ∘ 𝑥 ∘ 𝑥−1 ∘ 𝑅𝑓𝑥 = 𝑅𝑓𝑡,  𝑅𝑓𝑥 ∘ 𝑅𝑓𝑦 ∘

𝑅𝑓𝑥 = 𝑅𝑓𝑡. Prin urmare,  

 𝑅𝑓𝑥 ∘ 𝑅𝑓𝑦 ∘ 𝑅𝑓𝑥 ∘ 𝑧 = 𝑅𝑓𝑡 ∘ 𝑧.         (4.9) 

Partea dreaptă a ecuației (4.7) coincide cu partea stângă a ecuației (4.9) ce și demonstrează 

teorema.            □ 

Propoziția 4.2.1. Cvazigrupul tranzitiv la stânga (𝑄,∙) este izotop grupului abelian dacă și numai 

dacă translația 𝑅𝑓 este automorfism al cvazigrupului (𝑄,∙). 

Demonstrație. Este ușor de verificat.        □ 

În [83] condițiile, când cvazigrupul tranzitiv la stânga (𝑄,∙) este izotop grupului abelian se 

dau cu ajutorul Teoremei 4.1.1 în următoarea formă: 

Propoziția 4.2.2. Cvazigrupul tranzitiv la stânga (𝑄,∙) este izotop grupului abelian dacă și numai 

dacă permutarea 𝐼, 𝑥 + 𝐼𝑥 = 0 pentru orice 𝑥 ∈ 𝑄, este automorfism al grupului (𝑄, +). 

Demonstrație. Este ușor de verificat.         □ 

Lema 4.2.1. Cvazigrupul tranzitiv la stânga (𝑄,∙) satisface următoarei identități (identității buclei 

Bol la dreapta)  

(𝑧𝑥 ∙ 𝑦)𝑥 = 𝑧(𝑥𝑦 ∙ 𝑥)          (4.10) 

dacă și numai dacă permutarea 𝑅𝑓 este automorfism al cvazigrupului (𝑄,∙). 

Demonstrație. Demonstrația urmează din egalitatea (4.6), aplicând calcule directe.  □ 

Remarca 4.2.1. Folosind egalitatea (4.2), putem scrie identitatea (4.10) în următoarea formă −𝑧 −

𝑦 = −𝑦 − 𝑧. Din această egalitate urmează, că grupul (𝑄, +) este comutativ și că permutarea 𝐼𝑥 =

−𝑥 pentru orice 𝑥 ∈ 𝑄 este automorfism al grupului (𝑄, +). 
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Propoziția 4.2.3. Orice cvazigrup tranzitiv la stânga (𝑄,∙) este cvazigrup Moufang [70] dacă și 

numai dacă translația 𝑅𝑓 este automorfism al cvazigrupului (𝑄,∙). 

Demonstrație. Se știe, că orice cvazigrup Bol la stânga și la dreapta este cvazigrup Moufang. 

Vedeți, de exemplu,( [44], p. 80). Mai departe urmează din Teorema 4.2.1 și Lema 4.2.1. □ 

Definiția 4.2.1. Cvazigrupul (𝑄,∙) cu identitatea 𝑥 ∙ 𝑦𝑧 = 𝑥𝑦 ∙ 𝑒𝑥𝑧, unde 𝑥 ∙ 𝑒𝑥 = 𝑥 pentru orice 

𝑥 ∈ 𝑄, se numește 𝐹-cvazigrup la stânga.  

Teorema 4.2.2. Orice cvazigrup tranzitiv la stânga (𝑄,∙) este 𝐹-cvazigrup la stânga dacă și numai 

dacă translația 𝑅𝑓 este automorfism al cvazigrupului (𝑄,∙). 

Demonstrație. Clar, că, demonstrând această teoremă, putem utiliza orice abordare a 

cvazigrupurilor tranzitive la stânga și anume printre Teoremele 4.1.1. sau 4.1.2.  

Aici vom aborda către Teorema 4.1.1. În acest caz din egalitatea 𝑥 ∙ 𝑒𝑥 = 𝑥 avem 𝑒𝑥 = 2𝑥 

pentru orice 𝑥 ∈ 𝑄. Presupunem, că cvazigrupul tranzitiv la stânga (𝑄,∙) este 𝐹-cvazigrup la 

stânga. Atunci putem rescrie egalitatea 𝐹-cvazigrupului la stânga în forma 

−𝑥 + (−𝑦 + 𝑧) = −(−𝑥 + 𝑦) + (−2𝑥 + 𝑧).       (4.11) 

Mai departe, folosind proprietățile grupului, obținem 

−𝑥 − 𝑦 + 𝑧 = −𝑦 + 𝑥 − 2𝑥 + 𝑧, −𝑥 − 𝑦 = −𝑦 − 𝑥.      (4.12) 

Prin urmare, grupul (𝑄, +) este comutativ și pentru a termina demonstrația se poate folosi 

Propoziția 4.2.1.  

Invers. Presupunem, că în cvazigrupul tranzitiv la stânga (𝑄,∙) translația 𝑅𝑓 este automorfism al 

cvazigrupuli (𝑄,∙). Din Propoziția 4.2.1. grupul (𝑄, +) este comutativ și identitatea (4.11) are loc.

                           □ 

4.3. Nucleul cvazigrupurilor tranzitive la stânga  

Acum să trecem la caracterizarea nucleului cvazigrupurilor tranzitive la stânga.  

Teorema 4.3.1. Nucleul la stânga (𝑁𝑙,∙) al cvazigrupului tranzitiv la stânga (𝑄,∙) este subgrup 

normal al cvazigrupului (𝑄,∙), care constă din elemente de ordin doi, care se află în centrul grupului 

(𝑄, +). 

Demonstrație. E bine cunoscut [21], [39], că mulțimile 𝑁𝑙 și 𝑁𝑟 formează subgrupuri ale 

cvazigrupului (𝑄,∙). 

Folosind (4.2), putem rescrie egalitatea 𝑎 ∙ 𝑥𝑦 = 𝑎𝑥 ∙ 𝑦 în următoarea formă −𝑎 − 𝑥 + 𝑦 =

−(−𝑎 + 𝑥) + 𝑦, −𝑎 − 𝑥 = −𝑥 + 𝑎. Dacă 𝑥 = 0, atunci avem −𝑎 = 𝑎, 𝑎 + 𝑎 = 0. Aceasta 

înseamnă, că elementul 𝑎 are ordin doi, elementul 𝑎 se află în centrul (𝑍, +) grupului (𝑄, +), 

nucleul la stânga (𝑁𝑙, +) este subgrup normal abelian al grupului (𝑄, +). 
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Din Remarca 4.1.1. și rezultatele despre congruențele normale ale cvazigrupurilor izotopi 

[13] urmează, că (𝑁𝑙,∙) ⊴ (𝑄,∙).         □ 

Teorema 4.3.2. Dacă cvazigrupul tranzitiv la stânga (𝑄,∙) are nucleu la dreapta netrivial, atunci 

este grup comutativ cu toate elementele nenule de ordin doi. 

Demonstrație. Folosind (4.2) putem rescrie egalitatea 𝑥 ∙ 𝑦𝑎 = 𝑥𝑦 ∙ 𝑎 în următoarea formă −𝑥 +

(−𝑦 + 𝑎) = −(−𝑥 + 𝑦) + 𝑎, −𝑥 − 𝑦 = −𝑦 + 𝑥, −𝑦 = 𝑥 − 𝑦 + 𝑥, −𝑥 = 𝑦 + 𝑥 − 𝑦, 𝐼𝑥 = 𝑦 +

𝑥 − 𝑦 pentru orice 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄. 

Ultimul înseamnă, că permutarea 𝐼 este automorfism al grupului (𝑄, +), grupul (𝑄, +) este 

comutativ. Din egalitatea – 𝑥 = 𝑦 + 𝑥 − 𝑦 avem – 𝑥 = 𝑥, 𝑥 + 𝑥 = 0. Ultimul înseamnă, că în 

grupul (𝑄, +) toate elementele nenule au ordin doi.       □ 

Corolarul 4.3.1. Dacă cvazigrupul tranzitiv la stânga (𝑄,∙) este asociativ, atunci (𝑄,∙) este grup 

abelian al cărui orice element (cu excepția unității sale) este de ordin doi. 

Demonstrație. Demonstrația urmează din Teorema 4.3.1. În acest caz nucleul la stânga coincide 

cu cvazigrupul (𝑄,∙).           □ 

4.4. Despre morfismele cvazigrupurilor tranzitive la stânga  

În teoria cvazigrupurilor un rol semnificativ îl joacă și autotopiile. Dăm două forme ale 

oricărei autotopii a unui cvazigrup tranzitiv la stânga. 

Următoarea teoremă pentru prima dată a fost demonstrată în [81]. Demonstrația noastră dif-

eră de demonstrația dată în [81]. 

Teorema 4.4.1. Orice autotopie (𝛼, 𝛽, 𝛾) a cvazigrupului tranzitiv la stânga (𝑄,∙) are forma  

(𝛼, 𝛽, 𝛾) = (𝐿𝑎
∙ , 𝑅𝑏

∙ , 𝑅𝑓
∙ 𝐿𝑎

∙ 𝑅𝑏
∙ )𝑅𝑓

∙ 𝜃,         (4.13) 

unde 𝑎, 𝑏 elemente fixate ale mulțimii 𝑄, 𝜃 este automorfism al (𝑄,∙) și (𝑄, +). 

Demonstrație. Vom folosi identitatea (4.2) a cvazigrupului tranzitiv la stânga. Din Remarca 4.1.1. 

urmează, că cvazigrupul tranzitiv la stânga (𝑄,∙) și grupul (𝑄, +) sunt izotopi cu izotopia (𝐼, 𝜀, 𝜀). 

Deaceia grupurile autotopice ale acestor cvazigrupuri sunt izomorfe [38], [33], și formele 

autotopiilor sunt conjugate cu izotopia (𝐼, 𝜀, 𝜀). 

Cunoaștem [21], [40], că orice autotopie a grupului (𝑄, +) are următoarea formă 

(𝐿𝑎
+, 𝑅𝑏

+, 𝐿𝑎
+𝑅𝑏

+)𝜃, unde 𝑎, 𝑏 elemente fixate ale mulțimii 𝑄, 𝜃 este un automorfism al grupului 

(𝑄, +). Din această cauză orice autotopie a cvazigrupului (𝑄,∙) are forma 

(𝐼𝐿𝑎
+𝐼, 𝑅𝑏

+, 𝐿𝑎
+𝑅𝑏

+)𝜃.           (4.14) 

Se știe, că dacă permutarea 𝜃 este un automorfism al cvazigrupului (𝑄,∙), atunci 𝜃 este un 

automorfism al oricărui parastrof al cvazigrupului dat [40]. Din (4.2) avem 𝐿𝑥
∙ = 𝐼𝐿𝑥

+, 𝐼𝐿𝑥
∙ =
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𝐿𝑥
+, 𝑅𝑥

∙ = 𝑅𝑥
+𝐼, 𝑅𝑥

∙ 𝐼 = 𝑅𝑥
+ pentru orice 𝑥 ∈ 𝑄. Folosind faptul, că 𝐼2 = 𝜀 și 𝐼 = 𝑅𝑓

∙ , putem rescrie 

(4.14) în următoarea formă 

(𝐿𝑎
∙ 𝐼, 𝑅𝑏

∙ 𝐼, 𝐼𝐿𝑎
∙ 𝑅𝑏

∙ 𝐼)𝜃 = (𝐿𝑎
∙ , 𝑅𝑏

∙ , 𝑅𝑓
∙ 𝐿𝑎

∙ 𝑅𝑏
∙ )𝑅𝑓

∙ 𝜃,       (4.15) 

unde 𝜃 este un automorfism al cvazigrupului (𝑄,∙).       □ 

Lema 4.4.1. Grupele componentelor a doua și a treia grupului tuturor autotopiilor 𝐿𝐼𝑃-

cvazigrupului coincid ( [40], Lema 2.40. 1.). 

Lema 4.4.2. Orice cvaziautomorfism al cvazigrupului tranzitiv la stânga (𝑄,∙) are forma 𝑅𝑏
∙ 𝑅𝑓

∙ 𝜃. 

Demonstrație. Din Remarca 4.1.3. urmează, că orice cvazigrup tranzitiv la stânga este 𝐿𝐼𝑃-

cvazigrup. Restul urmează din Lema 4.4.1. și Teorema 4.4.1.     □ 

4.5. 𝑮-proprietăți ale cvazigrupurilor tranzitive la stânga  

Cunoaștem că cvazigrupul (𝑄,∙) este 𝐺-cvazigrup la dreapta, dacă orice element al lui este 

companionul unui pseudoautomorfism la dreapta. Analog se definește 𝐺-cvazigrupul la stânga. Iar 

cvazigrupul care este în același timp și 𝐺-cvazigrup la dreapta și 𝐺-cvazigrup la stânga este 𝐺-

cvazigrup. 𝐺-cvazigrupurile totdeauna au unitate, adică 𝐺-cvazigrupul este buclă. O să vorbim mai 

departe despre 𝐺-bucle. 

Definiția 4.5.1. 𝐺-buclă este bucla, izomorfă tuturor izotopilor buclei (𝐿𝑃-izotopi) [38], [39]. 

Importanța cercetării pseudoautomorfismelor urmează din următoarea teoremă a lui V.D. 

Belousov.  

Teorema 4.5.1. Bucla (𝐿,∙) este 𝐺-buclă dacă și numai dacă orice element 𝑥 ∈ 𝐿 este companionul 

căruiva pseudoautomorfism la dreapta și căruiva la stânga (𝐿,∙) ( [21], Teorema 3.8). 

Rezultatele lui V.D. Belousov deschid calea către cercetarea 𝐺-proprietăților, adică către 

cercetarea 𝐺-buclelor și 𝐺-cvazigrupurilor. Există legătură dintre nucleele cvazigrupurilor și pseu-

doautomorfismele cvazigrupurilor ( [21], p. 47). 

Definiția 4.5.2. Bijecția 𝛼 a mulțimii 𝑄 se numește 𝐴-pseudoautomorfism la dreapta al 

cvazigrupului (𝑄,∙), dacă există bijecția 𝛽 a mulțimii 𝑄 astfel, încât tripleta (𝛼, 𝛽, 𝛽) este o 

autotopie a cvazigrupului (𝑄,∙). 

Bijecția 𝛽 a mulțimii 𝑄 se numește 𝐴-pseudoautomorfism la stânga al cvazigrupului (𝑄,∙), 

dacă există bijecția 𝛼 a mulțimii 𝑄 astfel, încât tripleta (𝛼, 𝛽, 𝛼) este o autotopie a cvazigrupului 

(𝑄,∙) ( [40], Definiția 1.159). 

Mulțimea tuturor primelor componente, a doua și a treia ale 𝐴-pseudoautomorfismului la 

dreapta (la stânga) cvazigrupului (𝑄,∙), mulțimea 𝐴-pseudoautomorfismelor la dreapta (la stânga) 
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cvazigrupului (𝑄,∙) formează grup față de operația de înmulțire ale acestor 𝐴-pseudoautomorfisme 

ca autotopii ale cvazigrupului (𝑄,∙) ( [40], Teorema 1.161). 

Vom nota grupurile enumerate mai sus, folosind litera П cu indici diferiți în felul următor: 

1П𝑙
𝐴, 2П𝑙

𝐴, 3П𝑙
𝐴, 1П𝑟

𝐴, 2П𝑟
𝐴 и 3П𝑟

𝐴. Litera 𝐴 în colțul de sus din dreapta înseamnă, că este 

pseudoautomorfism autotopic. De exemplu, 2П𝑟
𝐴 înseamnă grupul componentelor a doua ale 𝐴-

pseudoautomorfismelor la dreapta cvazigrupului (𝑄,∙).  

Următoarea propoziție arată, că în cazul «buclei» 𝐴-pseudoautomorfismele la dreapta și 

stânga se transformă în pseudoautomorfisme standarte.  

Propoziția 4.5.1. În bucla la dreapta (𝑄,∙) cu unitate la dreapta 𝑒, orice 𝐴-pseudoautomorfism la 

dreapta este pseudoautomorfism la dreapta. 

În bucla la stânga (𝑄,∙) сu unitate la stânga 𝑓, orice 𝐴-pseudoautomorfism la stânga este 

pseudoautomorfism la stânga ( [40], Lema 1.165). 

Definiția 4.5.3. Cvazigrupul (𝑄,∙) se numește 𝐺𝐴-cvazigrup la dreapta, dacă grupul 2П𝑟
𝐴 (sau 

grupul 3П𝑟
𝐴) este tranzitiv în mulțimea 𝑄. 

Cvazigrupul (𝑄,∙) se numește 𝐺𝐴-cvazigrup la stânga, dacă grupul 1П𝑙
𝐴 (sau grupul 3П𝑙

𝐴) 

este tranzitiv în mulțimea 𝑄. 

𝐺𝐴-cvazigrupul la dreapta și la stânga se numește 𝐺𝐴-cvazigrup. 

Teorema 4.5.2. Cazul 1. Autotopia cvazigrupului tranzitiv la stânga (𝑄,∙) este 𝐴-pseudoau-

tomorfism la dreapta dacă și numai dacă există elementul 𝑎 ∈ 𝑄 astfel, încât 

𝑅𝑓
∙ = 𝐿𝑎

∙ .           (4.16) 

Cazul 2. Autotopia cvazigrupului tranzitiv la stânga (𝑄,∙) este 𝐴-pseudoautomorfism la 

stânga dacă și numai dacă are loc egalitatea  

𝐿𝑎
∙ = 𝑅𝑓

∙ 𝐿𝑎
∙ 𝑅𝑏

∙            (4.17) 

pentru careva fixați 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑄. 

Demonstrație. Demonstrația urmează din Corolarul 4.1.3. și Teorema 4.4.1.   □ 

Teorema 4.5.3. Cvazigrupul tranzitiv la stânga (𝑄,∙) este 𝐺𝐴-cvazigrup la dreapta dacă și numai 

dacă (𝑄,∙) este grup abelian de ordin doi.  

Demonstrație.  Aici vom folosi egalitatea (4.2). Putem rescrie egalitatea (4.16) 𝑅𝑓𝑥 = 𝐿𝑎𝑥, 𝑥 ∙

𝑓 = 𝑎 ∙ 𝑥 pentru orice 𝑥 ∈ 𝑄 în forma: 

−𝑥 + 𝑓 = −𝑎 + 𝑥.           (4.18) 

Dacă punem 𝑥 = 0 în egalitatea (4.18), atunci vom obține 𝑓 = −𝑎, −𝑓 = 𝑓 = 𝑎. Prin urmare 𝑎 =

𝑓 = 0 (Corolarul 4.1.2., Remarca 4.1.2.). 
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Atunci egalitatea (4.18) o putem rescrie în forma −𝑥 = 𝑥, 𝑥 + 𝑥 = 0 pentru orice 𝑥 ∈ 𝑄. 

Astfel 𝑥 ∙ 𝑦 = −𝑥 + 𝑦 = 𝑥 + 𝑦 = 𝑦 + 𝑥 = −𝑦 + 𝑥 = 𝑦 ∙ 𝑥. Am folosit un fapt binecunoscut [87], 

că orice grup, în care toate elementele nenule au ordin doi, este comutativ. Proprietățile 

cvazigrupurilor tranzitive la stânga sunt date în Corolarul 4.1.1.  

  Este evident.          □ 

Corolarul 4.5.1. Cvazigrupul tranzitiv la stânga (𝑄,∙) este 𝐺𝐴-cvazigrup dacă și numai dacă (𝑄,∙) 

este grup abelian de ordin doi. 

Demonstrație. Orice 𝐺𝐴-cvazigrup este 𝐺𝐴-cvazigrup la dreapta.     □ 

Cvazigrupul prezentat în exemplul 4.1.1. nu satisface egalității (4.17). Atunci există 

cvazigrupuri tranzitive la stânga, care nu sunt 𝐺𝐴-cvazigrupuri la dreapta sau la stânga. Cvazigru-

pul tranzitiv la stânga comutativ este 𝐺𝐴-cvazigrup la dreapta. Ușor se vede, că acest cvazigrup de 

asemenea este 𝐺-buclă. 

Propoziția 4.5.2. Cvazigrupul tranzitiv la stânga(𝑄,∙) este simplu dacă și numai dacă grupul 

(𝑄, +) este simplu. 

Demonstrație. Din rezultatele ( [40], Corolarul 1.308) și forma izotopiei (Remarca 4.1.1.) 

urmează, că mulțimea (rețele) congruențelor normale ale cvazigrupului tranzitiv la stânga (𝑄,∙) și 

grupului corespunzător (𝑄, +) sunt egale.        □ 

4.6. Rezultatele de bază ale cvazigrupurilor Neumann 

În acest paragraf s-au cercetat proprietățile de bază ale clasei de cvazigrupuri Neumann. 

Conceptele și definițiile de bază pot fi găsite în [21], [39], [40]. 

Definiția 4.6.1. Cvazigrupul (𝑄,∙) se numește cvazigrup Neumann, dacă în (𝑄,∙) are loc identitatea  

𝑥 ∙ (𝑦𝑧 ∙ 𝑦𝑥) = 𝑧.           (4.19) 

[88], [89], [90],( [42] p. 248). 

În articolele [88], [42], [90] se evidențiază următorul rezultat. 

Teorema 4.6.1. Dacă cvazigrupul (𝑄,∙) satisface următoarea identitate 

𝑥𝑦 ∙ 𝑧 = 𝑦 ∙ 𝑧𝑥,           (4.20) 

atunci parastroful (13) al acestui cvazigrup satisface identității Neumann (4.19). 

Observați că identitatea (4.20) are următoarea identitate ca și parastroful (13): (𝑥 ∙ 𝑦𝑧) ∙

𝑥𝑦 = 𝑧 ( [90], p. 313), [91]. 

Teorema 4.6.2. Dacă cvazigrupul (𝑄,∙) satisface identității (4.20), atunci acest cvazigrup este grup 

abelian. 
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Demonstrație. În identitatea (4.20) substituim 𝑥 = 𝑒𝑧. Atunci avem 𝑒𝑧𝑦 ∙ 𝑧 = 𝑦 ∙ 𝑧𝑒𝑧 = 𝑦𝑧. Prin 

urmare, elementul 𝑒𝑧 este unitatea la stânga a cvazigrupului (𝑄,∙), adică 𝑒𝑧 ∙ 𝑥 = 𝑥 pentru toți 𝑥 ∈

𝑄.  Fie 𝑒𝑧 = 𝑓. 

Să presupunem că în identitatea (4.20) 𝑥 = 𝑓. Atunci 𝑦𝑧 = 𝑦 ∙ 𝑧𝑓 și după omitere 𝑧 = 𝑧𝑓. 

Prin urmare, elementul 𝑓 este unitate a cvazigrupului (𝑄,∙), adică cvazigrupul (𝑄,∙) este buclă. 

Dacă înlocuim în identitatea (4.20) 𝑦 = 𝑓, atunci obținem că bucla (𝑄,∙) este comutativă. Aplicând 

comutativitatea în (4.20) obținem o identitate asociativă 𝑦𝑧 ∙ 𝑥 = 𝑦 ∙ 𝑧𝑥.     □ 

Teorema 4.6.3. Orice cvazigrup Neumann este izotop grupului abelian (𝑄, +) de forma 𝑥 ∙ 𝑦 =

𝑥 − 𝑦. 

Demonstrație. Demonstrația rezultă din Teorema 4.6.1., Teorema 4.6.2. și următorul fapt ( [44], 

p. 53): parastroful (13) (𝑄,∙) al 𝐼𝑃-buclei (este evident, că orice grup abelian (𝑄, +) este 𝐼𝑃-buclă) 

este izotop de forma (𝜀, 𝜌, 𝜀), adică 𝑥 ∙ 𝑦 = 𝑥 − 𝑦, fiindcă în grupul abelian 𝜌 = 𝐼, avem 𝑥 + 𝐼𝑥 =

0 pentru toți 𝑥 ∈ 𝑄.           □ 

Teorema 4.6.4. Orice autotopie a cvazigrupului Neumann are forma: 

(𝐿𝑎
+, 𝐿−𝑏

+ , 𝐿𝑎+𝑏
+ )𝜃,            (4.21) 

unde 𝐿𝑎
+, 𝐿−𝑏

+ , 𝐿𝑎+𝑏
+  sunt translațiile grupului abelian (𝑄, +), 𝜃 ∈ 𝐴𝑢𝑡(𝑄, +). 

Demonstrație. Conform Teoremei 4.6.3. rezultă, că cvazigrupul (𝑄,∙) este izotop grupului 

comutativ (𝑄, +) de forma (𝜀, 𝐼, 𝜀), 𝐼2 = 𝜀, 𝐼𝜃 = 𝜃𝐼 pentru orice 𝜃 ∈ 𝐴𝑢𝑡(𝑄, +). 

Orice autotopie a grupului (Q,+) are forma (𝐿𝑎
+, 𝐿−𝑏

+ , 𝐿𝑎+𝑏
+ )𝜃,  unde translațiile și 

automorfismul sunt la fel, ca și în formularea Teoremei 4.6.4. [21], [40]. 

Grupurile autotopice de cvazigrupuri izotopice sunt conjugate [21], [40]. Atunci noi avem: 

(𝐿𝑎
+𝜃, 𝐼𝐿𝑏

+𝜃𝐼, 𝐿𝑎+𝑏
+ 𝜃), = (𝐿𝑎

+, 𝐿−𝑏
+ , 𝐿𝑎+𝑏

+ )𝜃 ,        (4.22) 

de unde 𝐼𝐿𝑏
+𝜃𝐼 = 𝐿−𝑏

+ 𝜃.          □ 

Corolarul 4.6.1. În cvazigrupul Neumann (𝑄,∙) 𝐴𝑢𝑡(𝑄,∙) = 𝐴𝑢𝑡(𝑄, +). 

Demonstrație. Automorfismul este o autotopie cu componente egale. Restul rezultă din Teorema 

4.6.4.             □ 

Corolarul 4.6.2. Orice autotopie a cvazigrupului Neumann (𝑄,∙) are forma: 

(𝐿𝑎
∙ , 𝐿𝐼𝑏

∙ , 𝐿𝑎∙𝐼𝑏
∙ )𝜃1,           (4.23) 

unde 𝐿𝑎
∙ , 𝐿𝐼𝑏

∙ , 𝐿𝑎∙𝐼𝑏
∙  sunt translațiile cvazigrupului (𝑄,∙),  𝜃1 = 𝐼𝜃 ∈ 𝐴𝑢𝑡(𝑄,∙) [91]. 

Demonstrație. Pe baza Teoremei 4.6.3. avem 𝑥 ∙ 𝑦 = 𝑥 + 𝐼𝑦, 𝑥 + 𝑦 = 𝑥 ∙ 𝐼𝑦, 𝐿𝑥
+𝑦 = 𝐿𝑥

∙ 𝐼𝑦. □ 

Clar, că formele de autotopii arătate mai sus ale cvazigrupului Neumann (𝑄,∙) nu sunt 

unicile. În ( [91], Teorema 7) este arătată următoarea formă a autotopiei  

(𝐿𝑠
∙ , 𝐿𝑡

∙ , 𝐿𝑠
∙ 𝑅𝑡

−1 )𝜃,           (4.24) 
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unde 𝜃 ∈ 𝐴𝑢𝑡(𝑄,∙), 𝑠, 𝑡 sunt elemente fixate ale cvazigrupului (𝑄,∙). 

Enumerăm unele proprietăți ale cvazigrupului Neumann, demonstrate în [92], [91]. Acum 

putem folosi Teorema 4.6.3., demonstrând unele dintre ele.  

Corolarul 4.6.3. 

1. Orice cvazigrup Neumann (𝑄,∙) este unipotent și are unitate la dreapta; 

2. Orice buclă, izotopă cvazigrupului Neumann, este grup abelian; 

3. Orice cvazigrup Neumann este cvazigrup medial; 

4. Orice cvazigrup Neumann este cvazigrup Bol la stânga; 

5. Orice cvazigrup Neumann este cvazigrup Moufang; 

6. Miezul cvazigrupului Neumann este grupoid distributiv; 

7. Nucleul la dreapta al cvazigrupului Neumann (𝑄,∙) conține astfel de elemente ale mulțimii 

𝑄, încât 𝑎 = −𝑎. 

Demonstrație. Putem aplica Teorema 4.6.3.  

Cazul 6. Ținând cont de Teorema 4.6.3., noi putem scrie definiția miezului cvazigrupului 

Neumann în următoarea formă: 𝑥 ∘ 𝑦 = 2 ∙ 𝑥 − 𝑦, unde (𝑄, +) este grup abelian.  

Verificăm dacă grupoidul (𝑄,∘) este distributiv la dreapta. Putem scrie identitatea de 

distributivitate la dreapta (𝑥 ∘ 𝑦) ∘ 𝑧 = (𝑥 ∘ 𝑧) ∘ (𝑦 ∘ 𝑧) în următoarea formă: 

partea stângă  (𝑥 ∘ 𝑦) ∘ 𝑧 = 2(2𝑥 − 𝑦) − 𝑧 = 4𝑥 − 2𝑦 − 𝑧; 

partea dreaptă (𝑥 ∘ 𝑧) ∘ (𝑦 ∘ 𝑧) = 2(2𝑥 − 𝑧) − (2𝑦 − 𝑧) = 4𝑥 − 2𝑧 − 2𝑦 + 𝑧 = 4𝑥 − 2𝑦 − 𝑧. 

Comparând părțile din dreapta ale acestor egalități, obținem rezultatul anunțat. 

Demonstrația pentru distributivitatea de stânga este analoagă. 

Identitatea 𝑥 ∘ (𝑦 ∘ 𝑧) = (𝑥 ∘ 𝑦) ∘ (𝑥 ∘ 𝑧) primește forma: 

partea stângă  𝑥 ∘ (𝑦 ∘ 𝑧) = 2𝑥 − 2𝑦 + 𝑧; 

partea dreaptă (𝑥 ∘ 𝑦) ∘ (𝑥 ∘ 𝑧) = 2(2𝑥 − 𝑦) − (2𝑥 − 𝑧) = 4𝑥 − 2𝑦 − 2𝑥 + 𝑧 = 2𝑥 − 2𝑦 + 𝑧. 

Cazul 7. Avem 𝑥 ∙ (𝑦 ∙ 𝑎) = 𝑥 − (𝑦 − 𝑎) = 𝑥 − 𝑦 + 𝑎, (𝑥 ∙ 𝑦) ∙ 𝑎 = 𝑥 − 𝑦 − 𝑎.   □ 

Definiția 4.6.2. Cvazigrupul (𝑄,∙) cu identitatea  

𝑦𝑧 ∙ 𝑦𝑥 = 𝑥𝑧            (4.25) 

se numește cvazigrup Schweizer ( [90], p. 313).  

Teorema 4.6.5. Orice cvazigrup Schweizer (𝑄,∙) este cvazigrup Neumann și invers.  

Demonstrație.   Vom folosi forma cvazigrupului Neumann (Teorema 4.6.3.). Atunci identitatea 

(4.25) capătă forma: 

partea stângă 𝑦𝑧 ∙ 𝑦𝑥 = 𝑦 − 𝑧 − (𝑦 − 𝑥) = 𝑥 − 𝑧; 

partea dreaptă 𝑥 ∙ 𝑧 = 𝑥 − 𝑧. 
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Atunci orice cvazigrup Schweizer este cvazigrup Neumann [92]. 

  Vom demonstra, că din identitatea (4.25) urmează identitatea (4.19). Aici vom aplica 

identitatea Schweitzer în forma 𝑦𝑥 ∙ 𝑦𝑧 = 𝑧𝑥. Dacă în această identitate facem substituția 𝑥 →

𝑦\𝑥, și aplicând identitatea 𝑥 ∙ (𝑥\𝑦) = 𝑦 (1.1) obținem următoarea identitate: 𝑥 ∙ 𝑦𝑧 = 𝑧 ∙ (𝑦\𝑥) 

sau, schimbând variabila 𝑥 ↔ 𝑧 avem 

𝑥 ∙ (𝑦\𝑧) = 𝑧 ∙ (𝑦𝑥).          (4.26) 

Dacă în identitatea (4.26) punem 𝑥 = 𝑦, 𝑧 → 𝑥 și folosim identitatea (1.1), atunci avem 

𝑦 ∙ (𝑦\𝑥) =⏞
(1.1)

𝑥 = 𝑥 ∙ (𝑦𝑦).          (4.27) 

Din identitatea (4.27) obținem, că elementul 𝑒 = 𝑦𝑦 este unitate la dreapta a cvazigrupului (𝑄,∙). 

Dacă punem 𝑧 = 𝑒 în identitatea (4.25), atunci avem 

𝑦 ∙ 𝑦𝑥 = 𝑥.            (4.28) 

Dacă în identitatea (4.28) înlocuim partea stângă din (4.25) în forma 𝑧𝑥 ∙ 𝑧𝑦 = 𝑦𝑥, atunci obținem 

identitatea lui Neumann în forma 𝑥 ∙ (𝑧𝑦 ∙ 𝑧𝑥) = 𝑦. 

 Prin urmare, orice cvazigrup Neumann este cvazigrup Schweizer.    □ 

Corolarul 4.6.4. Orice cvazigrup Schweizer (𝑄,∙) este izotop grupului abelian (𝑄, +) de forma 

𝑥 ∙ 𝑦 = 𝑥 − 𝑦. 

Demonstrație. Demonstrația rezultă din Teoremele 4.6.5. și 4.6.3.    □ 

4.7. Pseudoautorfisme, cvaziautomorfisme ale cvazigrupului Neumann 

Cunoaștem că în teoria cvazigrupurilor un rol important îl joacă și noțiunea de autotopie care 

este dată în primul capitol. Alte permutări autotopice importante sunt pseudoautomorfisme ale 

cvazigrupului, introduse de către R. Bruck. 

Teorema 4.7.1. În cvazigrupul (𝑄,∙) cu unitate la dreapta 𝑒 permutarea 𝛼 a mulțimii 𝑄 va fi 

pseudoautomorfism la stânga, dacă și numai dacă există permutarea 𝛽, încât 𝑇 = (𝛼, 𝛽, 𝛽) este 

autotopie a cvazigrupului (𝑄,∙). 

Demonstrație. Fie (𝛼, 𝛽, 𝛽) este o autotopie, atunci avem 𝛽(𝑥𝑦) = 𝛼𝑥 ∙ 𝛽𝑦. Dacă 𝑦 = 𝑒, avem 

𝛽𝑥 = 𝑅𝑎𝛼𝑥, unde 𝛼 = 𝛽𝑒. Am obținut autotopia 𝑇 = (𝛼, 𝑅𝑎𝛼, 𝑅𝑎𝛼), ceia ce înseamnă, că 𝛼 este 

pseudoautomorfism la stânga al cvazigrupului cu companionul 𝑎.  

Invers este evident.          □ 

Propoziția 4.7.1. Orice cvazigrup Neumann (𝑄,∙) este 𝐺-cvazigrup la stânga, adică orice element 

𝑎 ∈ 𝑄 este companionul căruiva pseudoautomorfism la stânga.  

Demonstrație. Din [92] se cunoaște, că în cvazigrupul Neumann are loc: 

𝑥(𝑦𝑧 ∙ 𝑦𝑥) = 𝑧, 𝑥𝑥 = 𝑒, 𝑥𝑒 = 𝑥, 𝑥(𝑦 ∙ 𝑥𝑧) = (𝑥 ∙ 𝑦𝑥)𝑧, 𝑥 = 𝑥, 𝐿𝑥
−1 = 𝐿𝑥.−1  
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Prin urmare, în acest cvazigrup avem autotopia 𝑇 = (𝐿𝑎𝑅𝑎, 𝐿𝑎, 𝐿𝑎), ∀𝑎 ∈ 𝑄 și pe baza 

Teoremei 4.7.1 𝛼 = 𝐿𝑎𝑅𝑎 este pseudoautomorfism la stânga. Avem 𝐿𝑎(𝑥𝑦) = 𝛼𝑥 ∙ 𝐿𝑎𝑦. Dacă 𝑦 =

𝑒, obținem 𝐿𝑎𝑥 = 𝑅𝑎𝛼𝑥, (𝛼, 𝑅𝑎𝛼, 𝑅𝑎𝛼).        □ 

Propoziția 4.7.2. În cvazigrupul Neumann (𝑄,∙)  orice cvaziautomorfism 𝛾 are forma  

𝛾 = 𝑅𝑎𝛾´ = 𝐿𝑏𝛾´´,            (4.29) 

unde 𝛾´, 𝛾´´ sunt automorfisme ale cvazigrupului (𝑄,∙), iar 𝑏 și 𝑎  careva elemente din 𝑄 și invers, 

permutarea 𝛾 din (4.29) este cvaziautomorfism.  

Demonstrație. Folosim rezultatele din [21], [92]: 

1. În orice grup (𝑄,∙) orice cvaziautomorfism 𝛾 are forma 𝛾 = 𝑅𝑠𝛾0 = 𝐿𝑘𝛾1, unde 𝛾1, 𝛾0 – 

automorfisme ale grupului (𝑄,∙), 𝑘, 𝑠 sunt elemente ale grupului. 

2. Fie (𝑄,∙) este cvazigrupul Neumann, atunci (𝑄,∘) este grup abelian, unde 𝑥 ∘ 𝑦 = 𝑥 ∙

𝐿𝑒𝑦, 𝑥𝑒 = 𝑥, 𝐿𝑒 este automorfism al cvazigrupului (𝑄,∙) și grupului (𝑄,∘) și 𝑥 ∘ 𝐿𝑒𝑥 =

𝑒, 𝐿𝑒 = 𝐼, 𝐼𝑥 = 𝑥−1, 𝑒 este unitate a grupului și unitate la dreapta a cvazigrupului. 

Prin urmare putem scrie 

𝑥 ∘ 𝑦 = 𝑥 ∙ 𝑦−1, 𝑥𝑦 = 𝑥 ∘ 𝑦−1, 𝑦−1 = 𝐼𝑦.       (4.30) 

Fie 𝛾 este cvaziautomorfism arbitrar al cvazigrupului Neumann (𝑄,∙). Prin urmare există 

autotopia (𝛼, 𝛽, 𝛾) a cvazigrupului (𝑄,∙). Putem scrie 𝛾(𝑥𝑦) = 𝛼𝑥 ∙ 𝛽𝑦, 𝛾(𝑥 ∘ 𝑦−1) = 𝛼𝑥 ∘

𝐼𝛽𝑦, 𝛾(𝑥 ∘ 𝑦) = 𝛼𝑥 ∘ 𝐼𝛽𝐼𝑦, (𝛼, 𝐼𝛽𝐼, 𝛾) este autotopie a grupului (𝑄,∘) și 𝛾 este cvaziautomorfism 

al grupului (𝑄,∘). Așadar, am obținut 

𝛾 = 𝑅𝑠
∘𝛾0 = 𝐿𝑘

∘ 𝛾1,           (4.31) 

unde 𝑅𝑠
∘, 𝐿𝑘

∘   sunt translații ale grupului (𝑄,∘), iar 𝛾1, 𝛾0 sunt automorfisme ale grupului (𝑄,∘).  

Ne convingem, că 𝛾1, 𝛾0 sunt automorfisme și ale cvazigrupului (𝑄,∙). Într-adevăr, 

𝛾0(𝑥 ∘ 𝑦) = 𝛾0𝑥 ∘ 𝛾0𝑦, 𝛾0(𝑥 ∙ 𝐼𝑦) = 𝛾0𝑥 ∙ 𝐼𝛾0𝑦, 𝛾0(𝑥𝑦) = 𝛾0𝑥 ∙ 𝐼𝛾0𝐼𝑦 = 𝛾0𝑥 ∙ 𝛾0𝑦. 

 Acum aflăm 𝑅𝑠
∘, 𝐿𝑘

∘ :  

𝑅𝑠
∘𝑥 = 𝑥 ∘ 𝑠 = 𝑥 ∙ 𝑠−1 = 𝑅𝑠−1𝑥, 𝑅𝑠

∘ = 𝑅𝑠−1; 

𝐿𝑘
∘ 𝑥 = 𝑘 ∘ 𝑥 = 𝑘 ∙ 𝑥−1 = 𝐿𝑘𝐼𝑥, 𝐿𝑘

∘ = 𝐿𝑘𝐼. 

Din (4.31) urmează 𝛾 = 𝑅𝑠−1𝛾0 = 𝐿𝑘𝐼𝛾1 = 𝐿𝑘𝛾´0.       □ 

Corolarul 4.7.1. Cvaziautomorfismul 𝛾 al cvazigrupului Neumann (𝑄,∙) este automorfism dacă și 

numai dacă 𝛾𝑒 = 𝑒, unde 𝑥𝑒 = 𝑥.  

Într-adevăr, avem 𝛾𝑒 = 𝑅𝑠−1𝛾0𝑒 = 𝑅𝑠−1𝑒 = 𝑒𝑠−1 = 𝑒, de unde 𝑠−1 = 𝑒, 𝑅𝑒 = 𝜀, unde 𝜀 

este permutare identică 𝛾 = 𝛾0. 
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4.8. 𝑮-proprietăți ale cvazigrupului Neumann 

Analog ca și pentru cvazigrupurile tranzitive la stânga cercetăm 𝐺-proprietățile pentru 

cvazigrupurile Neumann. Definițiile necesare le avem în paragraful 4.5. 

Observați, în cazul buclei, conceptul de A-pseudoautomorfism la dreapta din Definiția 4.5.2. 

este transformat în conceptul de pseudoautomorfism la stânga în sensul cărții lui V. D. Belousov 

( [21], p. 45) și este transformat în conceptul de pseudoautomorfism la drepta în terminologia lui 

H. O. Pflugfelder [39]. Pentru cvazigrupurile, care au unitate la stânga (dreapta), rezultatul similar 

este demonstrat în ( [91], Teorema 2). 

Lema 4.8.1. Cazul 1. Autotopia cvazigrupului Neumann (𝑄,∙) este 𝐴-pseudoautomorfism la 

dreapta dacă și numai dacă  

𝑎 = −2𝑏           (4.32) 

pentru careva fixați 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑄. 

Cazul 2. Autotopia cvazigrupului Neumann (𝑄,∙) este 𝐴-pseudoautomorfism la stânga dacă 

și numai dacă are loc egalitatea  

𝑏 = 0            (4.33) 

pentru 𝑏 ∈ 𝑄 fixat. 

Demonstrație. Dovada rezultă din Teorema 4.6.4.       □ 

Teorema 4.8.1. Orice cvazigrup Neumann (𝑄,∙) este 𝐺𝐴-cvazigrup. 

Demonstrație. Din Teoremele 4.6.4. și Lema 4.8.1. avem: orice 𝐴-pseudoautomorfism la dreapta 

al cvazigrupului Neumann (𝑄,∙) are forma 

(𝐿−2𝑏
+ , 𝐿−𝑏

+ , 𝐿−𝑏
+ )𝜃,           (4.34) 

pentru orice elemente 𝑏 ∈ 𝑄, unde  𝐿−2𝑏
+ , 𝐿−𝑏

+  sunt translațiile grupului (𝑄, +);  

Orice 𝐴-pseudoautomorfism la stânga are forma 

(𝐿𝑎
+, 𝜀, 𝐿𝑎

+)𝜃.            (4.35) 

pentru orice elemente 𝑎 ∈ 𝑄, unde  𝐿𝑎
+ este translația grupului (𝑄, +). 

Din egalitatea (4.34) și (4.35) rezultă, că grupurile 3П𝑟
𝐴 și П𝑙

𝐴 3 acționează tranzitiv pe 

mulțimea 𝑄. Aceasta înseamnă, că orice cvazigrup Neumann (𝑄,∙) este 𝐺𝐴-cvazigrup.  □ 

Observăm, că cvazigrupul Neumann este 𝐺-cvazigrup la stânga ( [91], Teorema 3) în sensul 

lui V.D. Belousov [21]. Din ultimul rezultat rezultă, că cvazigrupul Neumann este GA-cvazigrup 

care nu este G-cvazigrup la dreapta în sensul lui V. D. Belousov. 
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4.9. Concluzii la capitolul 4 

În Capitolul 4 s-au cercetat cvazigrupurile tranzitive la stânga și cvazigrupurile Neumann. 

Ambele clase sunt izotope grupului. S-au construit exemple de astfel de cvazigrupuri.  

În baza cercetărilor efectuate în Capitolul 4 și a rezultatelor obținute putem formula 

următoarele concluzii:  

1. Cercetând nucleele acestor cvazigrupuri am obținut: pentru cvazigrupurile tranzitive la 

stânga nucleul la stânga este subgrup normal al cvazigrupului (𝑄,∙), care constă din 

elemente de ordin doi, care se află în centrul grupului (𝑄, +); pentru cvazigrupurile 

Neumann nucleul la dreapta conține astfel de elemente ale mulțimii 𝑄, încât  𝑎 = −𝑎 [93], 

[94]. 

2. Cercetând autotopiile și cvaziautomorfismele s-au obținut formele lor. Cercetând 𝐺-pro-

prietățile acestor cvazigrupuri am obținut că orice cvazigrup Neumann (𝑄,∙) este 𝐺𝐴-

cvazigrup; pentru cvazigrupul tranzitiv la stânga este dată condiția necesară și suficientă 

ca să fie 𝐺𝐴-cvazigrup [95], [96], [97]. 

3. Rezultat important este că noțiunea de cvazigrup Neumann coincide cu cea de cvazigrup 

Schweizer: 

Teorema 4.6.5. Orice cvazigrup Schweizer (𝑄,∙) este cvazigrup Neumann și invers [98]. 

În acest capitol sunt realizate obiectivele, care se referă la cercetarea 𝐺-proprietăților 

cvazigrupurilor tranzitive la stânga și Neumann și la cercetarea relațiilor acestor cvazigrupuri cu 

cvazigrupele Moufang, Bol la stânga, la dreapta ș.a. 

Rezultatele obținute în acest capitol sunt publicate în [93], [95], [98], [96], [97], [94]. 
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CONCLUZII GENERALE ȘI RECOMANDĂRI 

Cercetările efectuate în teza de doctor “Morfismele şi proprietăţile sistemelor algebrice 

neasociative cu condiţii de tip Moufang” corespund în totalitate scopului și obiectivelor stabilite 

în introducere.  

Clasa cvazigrupurilor conține cea a grupurilor (orice grup este un cvazigrup), domeniu care 

a cunoscut o evoluție extraordinară în secolul XX și continuă să se dezvolte rapid în prezent. 

Noțiunea de cvazigrup este mai generală ca cea de grup, deci se regăsește ca echivalent algebric 

într-un spectru mai larg de probleme ale mediului în care existăm și necesită abordări specifice, 

care lipsesc în teoria grupurilor. 

Problema ştiinţifică importantă soluţionată constă în aplicarea relațiilor de tipul 

morfismelor la cercetarea proprietăților și existenței unității în sistemele algebrice neasociative cu 

condiții de tip Bol-Moufang, ce conduc la descrierea unor relații importante noi între clasele de 

cvazigrupuri studiate. 

Rezultatele principale ale tezei sunt noi. Analizând rezultatele obținute putem evidenția 

următoarele concluzii generale: 

1. S-a stabilit că orice 𝑊𝐴-cvazigrup, care este un 𝐼𝑃-cvazigrup, este un cvazigrup Moufang; 

S-a dovedit că în 𝑊𝐴-cvazigrupul cu unitate la stânga permutările interne în raport cu 

unitatea sunt automorfisme ale cvazigrupului; pentru permutările interne în raport cu 

elementul 𝑎 ∈ 𝑄 s-a găsit condiția necesară și suficientă când sunt automorfisme [62]; 

2. Cercetând 𝑊𝐼𝑃-cvazigrupurile generalizate s-a găsit condiția când acest cvazigrup este 

izotop unei 𝐿𝐼𝑃-bucle. Presupunând, că orice buclă izotopă unui OWIP-cvazigrup este o 

LIP-buclă, am obținut o identitate nouă în acest cvazigrup. A fost găsită relația dintre  

OWIP-cvazigrupuri cu identitatea dată și cvazigrupurile Bol la stânga (la dreapta) [63]; 

3. S-a demonstrat că orice  𝐶𝐼-grupoid la stânga este un 𝐶𝐼-cvazigrup [64], [65]; 

4. A fost definită și studiată noțiunea de 𝑖-cvazigrup, relațiile lor cu alte clase de cvazigrupuri. 

S-a demonstrat că 𝑖-cvazigrupurile idempotente sunt cvazigrupuri Bol la stânga, Stein la 

dreapta, distributive la stânga [76], [77]; 

5.  A fost soluționată problema existenței unității (la stânga, la dreapta, medie) în cvasigrupuri 

cu identitățile de tip Bol-Moufang, enumerate în lucrarea Extra loops II, de F. Fenyves 

(1969). În lucrare este prezentat tabelul cu datele privind existența unității pentru fiecare 

dintre cele 60 de identități [78], [80];  

6. S-a demonstrat că noțiunea de cvazigrup Neumann coincide cu cea de cvazigrup Schweizer 

[93], [95], [96], [98]. 
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Rezultatele autoarei, care se referă la tema tezei sunt publicate în [64], [93], [95], [63], [76], 

[62], [65], [96], [78], [98], [77], [80], [94], [97], [66], [80], [78]. 

Teza propusă spre susținere utilizează relații de tip morfisme la cercetarea proprietăților și 

existenței unităților în sisteme algebrice neasociative cu condiții de tip Moufang, ce conduc la 

descrierea noilor relații importante dintre clasele de cvazigrupuri, conține soluționarea completă a 

problemei existenței unității în cvazigrupuri cu identități de tip Bol-Moufang.  

Recomandări: 

1. Soluționarea problemei existenței unității pentru fiecare dintre cele 60 de cvazigrupuri ce 

satisfac identități de tip Bol-Moufang poate fi utilizată în cercetarea cvazigrupurilor cu 

identități de tip Bol-Moufang. 

2. Rezultatul care demonstrează că orice 𝐶𝐼-grupoid este un 𝐶𝐼-cvazigrup deschide noi posi-

bilități în cercetarea 𝐶𝐼-cvazigrupurilor. 

3. În teză sunt definite două clase noi de cvazigrupuri: 𝑖-cvazigrupurile și 𝑂𝑊𝐼𝑃-

cvazigrupurile. În lucrare sunt cercetate unele proprietăți ale acestor clase de cvazigrupuri, 

însă teoria generală a lor urmează a fi elaborată.  

4. Rezultatele obținute pot fi aplicate la elaborarea unor cursuri opționale pentru masteranzi 

și doctoranzi. 
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