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ADNOTARE

La teza “Morfismele si proprietitile sistemelor algebrice neasociative cu conditii de tip

A

Moufang”, inaintatd de catre Diduric Natalia pentru obtinerea titlului de doctor in stiinte ma-
tematice la specialitatea 111.03 - Logica Matematica, Algebra si Teoria Numerelor.

Teza a fost elaborata la Universitatea de Stat din Moldova, Chisinau, anul 2021.

Structura tezei: teza este scrisd in limba romana si contine introducere, patru capitole,
concluzii generale si recomandari, 98 titluri bibliografice, 95 pagini (inclusiv 86 pagini de text de
baza). Rezultatele obfinute sunt publicate in 16 lucrari stiintifice.

Cuvinte-cheie: cvazigrup, bucla, grup, grupoid, izotop, automorfism, unitate la stanga,
unitate la dreapta, pseudoautomorfism, cvazigrup Bol la stanga (la dreapta), cvazigrup Moufang,
W A-cvazigrup, CI-cvazigrup, i-cvazigrup, cvazigrup medial, cvazigrup Neumann, cvazigrup
tranzitiv, G-proprietati.

Domeniul de studiu al tezei: algebra, in special, teoria cvazigrupurilor cu identitati, inclusiv
identitatile de tip Bol-Moufang, proprietatile sistemelor algebrice neasociative.

Scopul si obiectivele lucrarii. Scopul lucrarii este cercetarea proprietatilor sistemelor alge-
brice neasociative cu identitati de tip Bol-Moufang. Pentru atingerea acestui scop au fost definite
urmatoarele obiective: cercetarea relatiilor WA-, CI-cvazigrupurilor, cvazigrupurilor tranzitive la
stanga si Neumann cu cvazigrupurile Moufang, Bol la stanga, Bol la dreapta s.a.; cercetarea ex-
istentei unitatii in cvazigrupurile cu fiecare dintre cele 60 de identitati de tip Bol-Moufang, enu-
merate in [1]; cercetarea morfismelor, proprietatilor, relatiilor cu alte clase de cvazigrupuri noi
definite in lucrare (i-cvazigrupuri si OWIP-cvazigrupuri); cercetarea G-proprietatilor
cvazigrupurilor tranzitive la stinga si Neumann.

Noutatea si originalitatea stiintifica consta in obtinerea rezultatelor noi de ordin teoretic. Toate
rezultatele prezentate in tezd sunt noi si originale. Au fost cercetate diverse clase de cvazigrupuri
(W A-, CI-cvazigrupuri, cvazigrupuri tranzitive la stinga, Neumann s.a.). Au fost introduse si cer-
cetate doua clase noi de cvazigrupuri (WIP-cvazigrupuri generalizate, i-cvazigrupuri). Au fost
cercetate clase de cvazigrupuri izotope grupurilor. Sunt descrise proprietatile unor clase de
cvazigrupuri inversabile. Au fost cercetate conexiuni intre clasele de cvazigrupuri studiate si
cvazigrupurile clasice Moufang, Bol s.a. Sunt determinate formele generale ale automorfismelor,

pseudoautomorfismelor si cvaziautomorfismelor acestor cvazigrupuri.



SUMMARY

In the thesis “Morphisms and properties of non-associative algebraic systems with
Moufang type conditions”, submitted by Diduric Natalia for obtaining the title of doctor in
mathematical sciences in the specialty 111.03 - Mathematical Logic, Algebra and Number Theory.
The thesis was developed at the State University of Moldova, Chisinau, 2021.

Thesis structure: the thesis is written in Romanian and contains an introduction, four
chapters, general conclusions and recommendations, 98 bibliographic titles, 95 pages (including
86 pages of basic text). The obtained results are published in 16 scientific papers.

Keywords: quasigroup, loop, group, groupoid, isotope, automorphism, left unit, right unit,
pseudo-automorphism, left Bol (right) quasigroup, Moufang quasigrup, WA-quasigroup, CI-
quasigroup, i-quasigroup, medial quasigroup, Neumann quasigroup, transitivity, G-properties.

Thesis field of study: algebra, in spesial, the theory of quasigroups with identities including
Bol-Moufang-type identities, properties of non-associative algebraic systems.

The purpose and objectives of the paper. The aim of the paper is to investigate the
properties of non-associative algebraic systems with Bol-Moufang type identities. To achieve this
goal, the following objectives have been defined: research on the relations of WA-, CI-quasi-
groups, transitive on the left and Neuman with the quasigroups Moufang, Bol on the left, on the
right, etc .; research of quasigroups with any of the 60 classical Bol-Moufang identities listed in
[1] at the existence of the unit; research of morphisms, properties, relationships with other classes
of quasigroups of newly defined quasigroups (i-quasigroups and W1IP- generalized quasigroups);
research on the G-properties of left transitive quasigroups and Neumann.

Scientific novelty and originality consist in obtaining new theoretical results. All the results
presented in the thesis are new and original. Diverse classes of quasigroups known earlier (W A-,
CI -quasigroups, transitive left quasigroups, Neumann, etc.) were researched. Two new classes of
quasigroups were introduced and researched (i-quasigroups, WIP-generalized quasigroups).
Isotope group quasigroup classes were investigated. The properties of some classes of invertible
quasigroups were described. Connections between the studied quasigroup classes and the classical
quasigroups Moufang, Bol, etc. were investigated. The general forms of the automorphisms,

pseudoautomorphisms and quasitomorphisms of these quasigroups were determined.



INTRODUCERE

Teza prezinta rezultatele teoretice ale studiului morfismelor si proprietatilor sistemelor
algebrice neasociative cu conditii de tip Moufang. Rezultatele lucrarii pot fi utilizate in
criptografie.

Teoria cvazigrupurilor isi ia inceputul in anii 20-30 ai secolului XX, dupa publicarea
lucrarilor fundamentale ale lui David Hilbert, la sfarsitul secolului XIX, care tin de axiomatizarea
matematicii si, in particular, de axiomatizarea geometriei, aparitia lucrarilor referitoare la diferite
sisteme de axiome, in general la sistemele de axiome ale diverselor geometrii, inclusiv geometriei
euclidiene, geometriei proiective, geometriei Lobacevschi, in dimensiunile 2 si 3.

Insusi termenul ,.cvazigrup” a apdrut in lucrarea lui Ruth Moufang [2] consacrati
problemelor coordinatizarii planurilor proiective. Putem afirma, de asemenea, ca termenul
“cvazigrup” a aparut in studiul independentei axiomelor planului proiectiv.

In lucrarile sale Moufang prin cvazigrup percepea obiectul, care acum este numit bucla
Moufang. In termeni moderni, ea a definit bucla Moufang ca o IP-bucla (Q,") cu “asociativitate
slaba”.

Insasi Moufang a cercetat IP-buclele, care satisfac identitatea a(c-ab) = (ac-a)b
(“Quasi-gruppe Q*”) sau identitatea (ab)(ca) = a((bc)a) (“Quasi-gruppe Q**), unde a, b, c €
Q [2].

Identitatile mentionate mai sus poartd numele de identitatea Moufang la stanga si identitatea
Moufang medie, respectiv.

Peste doi ani dupa aparitia lucrarilor Moufang a fost publicata 0 lucrare importanta la tema
cvazigrupurilor de Gerrit Bol (1937), si anume “Gewebe und Gruppen”. Bol a abordat notiunea de
cvazigrup din punct de vedere geometric. El construieste trei noi configuratii U1, U2, U3 si pune
intrebarea daca inchiderea acestor trei figuri implica asociativitatea. El raspunde la aceasta
intrebare negativ si aratd ca cele trei figuri U impreuna implica numai legea a [b (cb)] =

[(ab) c] b, care este tocmai una din identitatile Moufang. Pentru a demonstra acest lucru, Bol
indica un exemplu construit de catre Zassenhaus. Acesta a fost, de fapt, primul exemplu de bucla
neasociativd comutativa Moufang. Mai mult, Bol explicd semnificatia algebrica a fiecarei dintre
figurile U, ca Ul si U2 corespund unor legi care sunt numite in prezent identitatile Bol la dreapta
si Bol la stanga, respectiv: a ((bc) b) = ((ab) ¢) b si (b (cb)) a = b (c (ba)). In scurt timp
Zassenhaus a construit si primul exemplu de bucla Bol la dreapta.

Bol a demonstrat, de asemenea, urmatoarele proprietati implicate de U:

UL. Proprietatea inversa la dreapta: (dc) ¢’ = d;



U2. Proprietatea inversa la stinga: a '(ab) = b;

U3. Legea inversa antiautomorfica: (ab)' = b'a’.

Bol arata, ca impreuna, U1 si U2 implica U3, iar cand toate cele trei configuratii sunt inchise,
se obtine cvazigrupul Moufang. In particular Bol arata ca cvazigrupul Moufang satisface legea
flexibilitatii: b (cb) = (bc) b [3]. Astfel, Bol obtine ca o bucla este Moufang daca si numai daca
ea este atat Bol la dreapta cat si la stanga.

Mai tarziu (1937) A. C. Suschevici a definit cvazigrupurile mediale (abeliene) ( [4], p. 157).
Mentionam si lucrarile lui A. A. Albert ( [5], [6]), D. Medoch [7], K. Toyoda [8], R. H. Bruck [9],
R. Baer ( [10], [11]).

In prezent, teoria cvazigrupurilor, teoria patratelor latine si teoria retelelor se dezvolta destul
de intens. Si, desi fiecare dintre aceste teorii are propriile realizari, sarcini si probleme, ele pana
acum se dezvolta, intersectandu-se si complectandu-se.

Cvazigrupurile au multiple aplicari in statistica (teoria planificarii experimentului) [12],
teoria ecuatiilor diferentiale [13], geometria diferentiala [13], geometria hiperbolica [14], fizica
[15], teoria codurilor [16], criptografie [17].

Pentru cvazigrupuri, in special cele legate de combinatorica, au fost determinate si activ
cercetate diferite transformari (morfisme), printre care de mentionat: izomorfismele,
automorfismele, izotopiile, autotopiile, izostrofiile, autostrofiile, izotopiile generalizate.
Automorfismele si grupurile automorfismelor buclelor au fost cercetate de catre A.A. Albert inca
in primele lucrari ce tin de teoria cvazigrupurilor [5], [6].

Aproape toate clasele bine cunoscute (clasice) de cvazigrupuri si bucle poseda proprietati de
inversabilitate. Cel mai des aceste cvazigrupuri poseda una din proprietatile IP, LIP, RIP, WIP sau
CI.

IP- si LIP- buclele au fost definite in lucrarea lui R. Moufang [2], WIP-buclele — in lucrarea
lui R. Baer [10], iar CI-buclele au fost definite de catre Rafael Artzy in [18]. V.D. Belousov si
B.V. Turcan au definit si studiat CI-cvazigrupurile in [19].

Clasa tuturor cvazigrupurilor este vasta. Ele sunt studiate cu ajutorul identitatilor pe care le
verifica, nucleului, unor proprietati (universale), evidentiind clase separate de cvazigrupuri. Cele
60 de identitati de tip Bol-Moufang enumerate in lucrarea [1] includ identitatile Bol la stanga, Bol
la dreapta si cele trei identitati Moufang. Aceste identitati reprezintd o forma mai slaba a legii
asociative, iar in cazul buclelor, unele dintre ele implica asociativitatea. Lucrarile publicate de R.
Moufang, G. Bol, R. X. Bruck, V. D. Belousov, C. Kunen, S. Gagola Ill, J.D. Philips s. a. sunt
dedicate cercetarii cvazigrupurilor si buclelor cu identitati de tip Bol-Moufang [2], [20], [21], [22],
[23], [24], [25], [26], [27], [28], [29].



Problema importanta abordata in lucrare tine de cercetarea proprietatilor sistemelor algebrice
neasociative cu identitati de tip Bol-Moufang si aflarea relatiilor dintre aceste subclase si clasele
principale Moufang si Bol, aplicand morfismele. Bibliografia referitoare la aceste probleme este
vasta. Mentionam doar cateva lucriri in aceasta directie [30], [31], [32], [33], [34], [35], [36], [37],
[25]. Acest aspect determina actualitatea si importanta problemei abordate.

Scopul si obiectivele tezei. Scopul lucrarii consta in cercetarea morfismelor si proprietatilor
sistemelor algebrice neasociative cu identitati de tip Moufang. Pentru atingerea acestui scop au
fost definite urmatoarele obiective:

(1) cercetarea relatiilor WA-, Cl-cvazigrupurilor, tranzitive la stdnga si Neumann cu
cvazigrupurile Moufang, Bol la stanga, la dreapta s.a.;

(2) cercetarea existentei unitatii in cvazigrupuri cu fiecare dintre cele 60 de identitati de tip
Bol-Moufang enumerate in lucrarea [1];

(3) cercetarea morfismelor, proprietatilor si relatiilor cu alte clase de cvazigrupuri noi definite
in lucrare (i-cvazigrupuri si WIP-cvazigrupuri generalizate);

(4) cercetarea G-proprietatilor cvazigrupurilor tranzitive la stanga si Neumann.

Problema stiintifici importanta solutionati constd in aplicarea relatiilor de tipul
morfismelor la cercetarea proprietatilor si existentei unitatii in sistemele algebrice neasociative cu
conditii de tip Bol-Moufang ce conduc la descrierea unor relatii importante noi intre clasele studi-
ate de cvazigrupuri.

Importanta teoretica si valoarea aplicativa a lucrarii este determinata de obtinerea unor
rezultate noi in cercetarea sistemelor neasociative cu identitati de tip Bol-Moufang. Lucrarea
poartd un caracter teoretic. Rezultatele lucrarii pot fi utilizate in predarea cursurilor de specialitate
pentru studentii, masteranzii si doctoranzii de la specialitdtile de matematica.

Aprobarea rezultatelor. Rezultatele stiintifice obtinute au fost expuse si aprobate in cadrul
Sesiunii speciale a Seminarului “Algebra si Logicd matematicd”, dedicate memoriei Profesorului
V. Belousov, Institutul de Matematica si Informatica “Vladimir Andrunachievici” al Academiei
de Stiinte a Moldovei. Rezultatele principale incluse in teza au fost prezentate la urmatoarele con-
ferinte stiintifice:

e The 25rd Conference on Applied and Industrial Mathematics CAIM 2017, Septem-
ber 14-17, 2017, lasi.

¢ International conference on mathematics, informathics and information technolo-
gies dedicated to the illustrious scientist Valentin Belousov, 19-21 april, 2018,
Bilti.



e The 26" Conference on Applied and Industrial Mathematics CAIM 2018, Septem-
ber 20-23, 2018, Chisinau.

¢ International conference Mathematics&Information technologies: research and ed-
ucation, MITRE-2019 Moldova State University, June 24 2019, Chisinau.

e LOOPS 2019 Conference Budapest University of Technology and Economics, July
7-July 11, 2019, Hungary.

e The 5th International Conference of Mathematical Society of the Republic of Mol-
dova, dedicated to the 55th anniversary of the foundation of Vladimir Andruna-
chievici Institute of Mathematics and Computer Science (IMCS-55), September 30,
2019.

e «Tendinte contemporane ale dezvoltarii stiintei: viziuni ale tinerilor cercetatori»:
Conferinta Stiintificd a Doctoranzilor (cu participare internationala), editia a 6-a,
Chisinau, 15 iunie 2017.

e The Fourth Conference of Mathematical Society of the Republic of Moldova: ded-
icated to the centenary of Vladimir Andrunachievici (1917-1997): Proceedings
CMSM 4, June 28 — July 2, 2017 Chisinau.

e «Tendinte contemporane ale dezvoltarii stiintei: viziuni ale tinerilor cercetatori»:
Conferinta Stiintificd a Doctoranzilor (cu participare internationald), editia a Vll-a
Chisinau, 15 iunie 2018.

Publicatii la tema tezei. In total 16 publicatii stiintifice, cuprinzind 6 articole in reviste
recenzate de specialitate (2 articole fara coautori) si 10 rezumate la conferinte stiintifice (7
rezumate fara coautori).

Sumarul compartimentelor tezei. Structura tezei este reprezentatd in patru capitole, care
contin rezultatele teoretice obtinute in cercetarea proprietatilor sistemelor algebrice neasociative
cu identitati de tip Bol-Moufang. De asemenea, teza contine 0 adnotare in limbile engleza si
romana, introducere, concluzii generale si recomandari, Bibliografie cu 98 de titluri.

In introducere este formulati actualitatea si importanta problemei abordate, sunt mentionate
obiectivele, noutatea stiintifica si originalitatea tezei. Problema stiintifica studiatd subliniaza
importanta teoretica si aplicativd a lucrarii. Este prezentatd o scurtd analizd a problemelor si
publicatiilor la tema tezei. Aceasta sectiune se incheie cu un rezumat al continutului lucrarii.

Primul capitol al tezei poarta un caracter introductiv si are ca scop prezentarea situatiei
actuale in domeniul sistemelor algebrice neasociative cu identitati de tip Bol-Moufang. Contine

notiunile si teoremele de baza, necesare pentru expunerea lucrarii.



In cel de-al doilea capitol, sunt studiate WA-cvazigrupurile, WIP-cvazigrupurile
generalizate si CI-cvazigrupurile. Toate aceste cvazigrupuri au proprietati de inversabilitate. S-a
demonstrat ca orice CI-grupoid este un CI-cvazigrup. In acest capitol sunt introduse si studiate
W IP-cvazigrupurile generalizate (OW1P-cvazigrupurile).

In capitolul trei sunt introduse si cercetate i-cvazigrupurile — o noua clasi de cvazigrupuri.
Aceasti notiune a fost definita de catre autorea tezei in publicatiile comune cu I. A. Florea. in caz
general i-cvazigrupurile nu au proprietiti de inversabilitate. In teza sunt studiate i-cvazigrupuri
inzestrate suplimentar cu unele proprietati de inversabilitate.

K. Kunen a studiat existenta unitatii (la stanga, la dreapta, medii) in cvazigrupuri cu anumite
identitati [36]. Problema cercetarii existentei unitatii in cvazigrupuri cu identitati este formulata si
in monografia lui V.D. Belousov [21] (problema nr. 18, p. 217). In acest capitol este solutionata
problema existentei unitatii in cvazigrupurile care satisfac fiecare dintre cele 60 de identitati de tip
Bol-Moufang enumerate in [1].

in capitolul patru sunt studiate cvazigrupurile tranzitve la stanga si cvazigrupurile
Neumann. Atat cvazigrupurile tranzitive cat si cele Neumann sunt izotope grupurilor abeliene. Au
fost studiate nucleele, G-proprietatea si diverse morfisme ale cvazigrupurilor indicate. Rezultatul
principal al acestei parti a disertatiei arata ca notiunea de cvazigrup Neumann coincide cu cea de
cvazigrup Schweizer.

Sectiunea Concluzii generale si recomandari prezinta concluziile generale ale autoarei cu
privire la rezultatele obtinute in cadrul tezei. Concluziile sunt prezentate sub forma de rezultate
obtinute si sunt urmate de recomandarile autoarei cu privire la modul in care aceste rezultate pot
fi aplicate in diverse domenii stiintifice, precum si in cercetari potentiale.

Multumiri mentorilor stiintifici:

Exprim sincera recunostintd conducatorului stiintific Victor Alexeevici Scerbacov pentru
determinarea domeniului si formularea obiectivelor de cercetare, pentru cunostintele pe care le-
am capatat pe parcursul celor patru ani de doctorantura si pentru ajutorul pe care mi I-a oferit in
realizarea publicatiilor si Scrierea tezei.

Cu deosebita consideratie si recunostintd aduc multumiri profesorului, candidatului in stiinte
fizico-matematice, lvan Arhipovici Florea, care a ghidat primii mei pasi in teoria cvazigrupurilor,
primele cercetari ale diferitor clase de cvazigrupuri. Publicatiile Dumnealui servindu-mi ca repere
ale urmatoarelor cercetari.

Exprim recunostintd directorului scolii doctorale Matematica si Stiinta Informatiei,

academicianului |Mitrofan Mihailovici Cioban

, pentru rabdare, indrumare si Incurajare.
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1. ANALIZA SITUATIEI iIN DOMENIUL SISTEMELOR ALGEBRICE
NEASOCIATIVE CU CONDITII DE TIP MOUFANG

In acest capitol se realizeaza o analizd a conceptelor algebrice fundamentale. Se face o sin-
teza a situatiei in domeniul cercetarii. Un ingredient foarte important al matematicii este creativi-
tatea, capacitatea de a formula definitii utile, care vor duce la rezultate interesante.

O notiune foarte importanta a algebrei generale este notiunea de operatie algebrica sau pur
si simplu operatie.

Fie datd o multime nevida @, finita sau infinitd; elementele multimii Q notam cu litere mici
latine: a, b, c,...,x,y,z,... Prin multimea Q la puterea n intelegem multimea Q™, formata din toate
n-uplele posibile ordonate (a4, a,, ..., a,) elementelor din Q. Atunci operatie n-ara A, definita pe
multimea Q, vom numi aplicatia multimii Q™ in multimea Q. Daca n-uplei (a4, a,, ..., a,) i Se pune
cu aceasta in corespondentd elementul b (ce apartine deasemeni @), atunci scriem
A(aq, ay, ...,a,) = b. Numarul n se numeste aritatea operatiei A. Daca n = 2, atunci operatia A
se numeste binara: A(aq, a,) = b. Daca n = 1, atunci operatia A se numeste unara: A(a,) = b.
Se pot precduta operatii si de “aritate” infinita si zero. Multimea Q cu multimea de operatii (),
precum operatiile din Q pot fi de orice aritate, se numeste algebra universala sau pur si simplu
algebra, ea se noteaza Q ().

Pe noi ne vor interesa numai operatiile binare. Operatiile, definite pe multimea Q, uneori
vom nota cu litere mari latine 4, B, C, ... Deseori vom nota operatiile ca produs obisnuit, adicd nu
vom scrie A(a, b) = ¢, dar ab = c, sau, daca va fi nevoie, vom folosi si alte semne pentru operatie:
s, A, x,0siam.d., de exemplua b = c,adb = c si am.d.

1.1.  Grupoizi. Definitiile cvazigrupului si buclei

O multime nevida Q cu o operatie binard A se numeste grupoid si se noteaza (Q, A). Daca
operatia este notata cu un simbol, de exemplu cu ,,-” sau ,,o”, vom scrie (Q,") sau, respectiv (Q,o).
Prin urmare pe multimea @ sunt definiti atatia grupoizi cite operatii algebrice existd pe aceasta
multime. Vom considera ca doud operatii A si B, definite pe o multime Q, coincid daca A(a, b) =
B(a,b), pentru orice a,b € Q. Numarul elementelor din multimea Q se numeste ordinul
grupoidului (Q, A).

Definitia 1.1.1. Grupoidul binar (Q,°) se numeste cvazigrup, daca pentru orice pereche ordonata

(a,b) € Q2 exista solutiile unice x,y € Q pentru ecuatiile xoa = b siaoy = b [21].
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Adesea aceasta definitic este numitd ecuationald. Aceasta definitic este echivalenta
urmatoarei: grupoidul (Q, A) se numeste cvazigrup, daca prin oricare doud elemente din egalitatea
A(a, b) = c se determind univoc al treilea.

Mai este si alta definitie a cvazigrupului pe care o vom prezenta mai jos. Introducerea
standarta in teoria cvazigrupurilor este data in [21], [38], [39], [40].

Fie (Q,") un cvazigrup.

Definitia 1.1.2. Elementul i € Q este idempotent in (Q,") atunci, cand i - i = i.

Elementul f € Q este unitate la stdnga in (Q,") atunci, cand f - x = x pentru orice x € Q.
Elementul e € Q este unitate la dreapta in (Q,") atunci, cand x - e = x pentru orice x € Q.
Elementul e € Q este (bilaterala) unitate in (Q,") atunci, cand este unitate si la stanga si la dreapta.
Elementul m € Q este unitate medie in (Q,") atunci, cand x - x = m pentru orice x € Q.
Definitia 1.1.3. Cvazigrupul este bucla la stinga (la dreapta), daca are unitate la stanga (la

dreapta). Cvazigrupul este bucla, daca are unitate la dreapta si unitate la stanga.

1.2.  Operatiile inverse ale cvazigrupului (parastrofii)

Fie dat cvazigrupul (Q,A). Ecuatia A(a,x) = b este rezolvabila univoc. Aceasta ecuatie
defineste o operatie algebricd binard A~1(a, b) = x, A~! este operatia inversa la dreapta pentru
A. Ne convingem, ca (Q, A~1) este cvazigrup, adica ecuatiile A~ (x, a) = bsi A™*(a,y) = b sunt
rezolvabile univoc. Intr-adevir, a = A(x, b) este rezolvabild univoc, adici A(c,b) = a de unde
A"Y(c,a) = b. Solutie a ecuatiei A"*(a,y) =b este A(a,b). Analog ecuatia A(y,a) =b
defineste o operatie noud ‘A numitd operatia inversd la stinga pentru A. Analog se
demonstreaza, ci (Q, 'A) este cvazigrup. Operatia A se numeste inversabild daci ea este
inversabila la dreapta si la stanga.

Argumentind, analog avem urmitoarele operatii ale cvazigrupului ~*(4~1), (714)71, 4%,
unde A* = (T*A™Y) ™ = “H(TA) ™Y si A*(x, ¥) = A(y, x). Alte operatii noi ale cvazigrupului
nu sunt.

Daca operatia cvazigrupului este notata cu “-” atunci

ab=coa\c=bec/b=a
si()7 =0, 7O = ()

Urmatoarea definitie se numeste definitia existentiala a cvazigrupului.

Definitia 1.2.1. (vezi [41], [37]) Grupoidul (Q,") se numeste cvazigrup, daca in aceasta multime
Q exista operatiile ”\” si “/” astfel, ca in algebra (Q,-,\,/) se indeplinesc identitatile

x-(x\y) =y, (1.1)
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/x)-x=y, (1.2)

\&x-y) =y, (1.3)

-x)/x=y. (1.4)
In orice cvazigrup (Q,-,\,/) urmitoarele identititi sunt adevarate:

x/\X) =y, (15)

(x/¥)\x =y. (1.6)

Fiecarei inversari a cvazigrupului A ii corespunde o permutare de gradul trei. Cvazigrupurile
A, A7 4, 14, (24) T, 47 se numesc parastrofii cvazigrupului A, iar trecerea de la A la unul
dintre aceste sase cvazigrupuri se numeste parastrofie.

1. Axy,xy) =x3 ©

2 A (xy,x) = x3 ©

3 A0 (x5, x) =x; ©

4, ACD (x,x3) = x, ©

5 A (x,,x) =%, ©

6 A2 (x5, %) = x,

Vezi in [21], [42].

Observati, ca cazul 5 si 6 este parastrof (12) al cazului 3 si respectiv 4 [40].

Nota 1.2.1. Conceptul de parastrofie, in special parastrofia (12), poate fi extins pentru

grupoizi.

1.3.  Proprietitile cvazigrupurilor. Notiuni generale.

In acest paragraf o si prezentim notiunile, proprietitile si teoremele principale care ne
intereseaza in cazul diferitelor clase de cvazigrupuri.
Fie dat cvazigrupul (Q,).

1° Unitdtile locale ale cvazigrupului.

Ecuatia a - x = a este rezolvabila univoc, a - e, = a, e, este unitatea locala la dreapta a
elementului a. Solutia f; ecuatiei y - a = a vom numi unitate locala la stinga a elementului a.
Daca in cvazigrup e, = ey, atunci cvazigrupul (Q,o) are unitate la dreapta e, x - e = x,Vx € Q.

Analog avem cvazigrup cu unitate la stanga, daca f, = f,,V a,b € Q.

Se cunoaste, cd in orice grupoid (@Q,0), daca este unitate la stdnga f si unitate la dreapta e,
atunci ele sunt egale f = e.

2° Elemente inverse.
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Fie Q(*) o buclad cu unitatea e. Elementele inverse la dreapta si la stinga pentru x se
determina prin identititile xx~1 = e, txx = e corespunzitor [21].

3° Translatiile.

Aplicatiile R;:x - xa si L,:x = ax Se numesc translatii la dreapta si la stinga
(corespunzator) fata de elementul a. Ele, evident, sunt permutari ale multimii Q (aplicatii reciproc
univoce Q in sine).

Propozitia 1.3.1. Daca (Q,") este un grup, atunci translatiile sale poseda proprietatile:
() La'=Le1,Re'=R,1,Va€Q,
(i) LyRp = RyLy,Va, b €Q,
(iii) LgLp = Lgp, RgRp = Rpg, Va, b € Q.

Din propozitia data rezulta importanta notiunii de izotopie.

4’ Izotopia.

Fie doua operatii binare ,,o” si ,,-”, definite pe multimea Q.

Definitia 1.3.1. Operatia ,,o” se numeste izofopd operatiei ,,-”, sau izotop al operatiei ,,””, daca
exista tripleta de permutari «, 5, y multimii Q astfel, incat

y(xey) =ax- By, .7
pentru orice x,y € Q.
Definitia 1.3.2. Tripleta ordonata T = (a, 5, ) vom numi izotopie.
« - componenta la stdnga, § - component la dreapta, y - componenta principala a izotopiei 7.

Daca a = f =y, atunci izotopia se transforma in izomorfism y(x o y) = yx - yy, y este
izomorfism. Izotopia de forma T = (a, B, €), unde ¢ este substitutie identica, e(x) = x, Vx € Q se
numeste principala.

Teorema 1.3.1. Orice izotop (Q,°) al cvazigrupului (Q,-) este de asemenea cvazigrup.

Notam prin G multimea tuturor tripletelor de permutdri definite pe multimea Q a

cvazigrupului (Q,"),

G={T = (a,B, 1)}
Produsul  izotopiilor T; si T,este izotopia T =TT, = (a,B1,v1)(a L272) =
(@102, 12, V1Y2)-
Teorema 1.3.2. Multimea tuturor izotopiilor, definite pe multimea Q cvazigrupului (Q,) formeaza
grup fata de produsul introdus.

Daca cvazigrupul (Q,0) este izotop cvazigrupului (@,-), atunci pentru a simplifica scrierea
ne invoim si scriem (o) = ()7, unde T = (a, B, 7).

(i) dacd (o) = ()7 atunci (-) = ()7 .
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(i) (O™ =M.

(iii) daca cvazigrupul (Q,°) este izotop cvazigrupului (Q,"), atunci (Q,o) este izomorf cu un
izotop principal al cvazigrupului (Q,").

(iv) fiecare cvazigrup este izotop careiva bucle.

Pentru grupuri notiunea de izotopie se reduce la cea de izomorfism. Aceasta rezultd din
urmatoarea teorema:

Teorema (Albert) 1.3.3. Daca bucla (Q,°) este izotopa grupului (Q,-), atunci ea insasi este grup,
izomorf grupului [21].

In anii 40 ai secolului XX s-a demonstrat ca cvazigrupurile ce verifica identitatea xy - uv =
xu - yv (cvazigrupurile mediale), sunt izotope unor grupuri abeliene si a fost caracterizata aceasta
izotopie (este vorba de cunoscuta teorema Toyoda [21], [38], [39]).

Teorema (Toyoda) 1.3.4. Fie (Q, A) un cvazigrup medial. Atunci existda un grup abelian (Q, +)
astfel incat operatia A are forma:

Alx,y) = p(x) +Y() +¢,
unde @,y € Aut Q(+), pyp = Py si c este un element fixat din Q.

Desi teorema data este numitd des “Teorema lui Toyoda”, ea a fost demonstratd independent,
aproximativ in aceeasi perioada de trei autori: Toyoda (1941), Murdoch (1941) [7] si Bruck (1944)
[9].

5° Autotopiile cvazigrupurilor. Cvaziautomorfismele.

Un rol semnificativ in teoria cvazigrupurilor il joacd notiunea de autotopie.

Definitia 1.3.3. Tripleta ordonata T = (a, 8, y) de permutéri ale multimii Q se numeste autotopie
a cvazigrupului (Q,"), daca y~*(ax - By) = x -y pentru oricare x,y € Q.

Notiunea de autotopie este caz particular al izotopiei. In particular, autotopia de forma
(a, a, @) = a va fi automorfism.

Toate autotopiile cvazigrupului formeaza grup fata de inmultirea autotopiilor. Componentele
tuturor autotopiilor cvazigrupului cu acelasi nume de asemenea formeaza grup. Daca permutarea
@ este componentd a unei autotopii T, atunci 0 vom numi autotopica.

Componenta principald a autotopiei T a cvazigrupului Q(-) se numeste cvaziautomorfism al
cvazigrupului (Q,"). Cu alte cuvinte, permutarea y multimii Q se numeste cvaziautomorfism al
cvazigrupului (Q,-), daca exista alte doua permutari a si f multimii Q, astfel, incat y(xy) = ax -
By, adica T = (a, 8,y) este autotopia cvazigrupului (Q,").

6~ Nuclee ale cvazigrupului.

15



Definitia 1.3.4. (vezi [21], [39], [43]) Nucleele la stinga N;, mediu N,, si la dreapta N, ale
cvazigrupului (Q,") se definesc in felul urmator:
Ny ={a€Qla-xy =ax-y},
N, ={a€Qlxa-y=x-ay},
N, ={a €Q|xy-a=x-ya},Vx,y € Q.
Au loc urmatoarele teoreme:
Teorema 1.3.3. Cvazigrupul (Q,") are nucleu la stanga N; # @ daca si numai daca (Q,) are unitate
la stanga f.
Analog are loc teorema pentru nucleul la dreapta.
Teorema 1.3.4. Nucleul mediu N,,, # @, daca si numai daca (Q,") este bucla, adica are unitate
Xe = ex = X.

Teorema 1.3.5. Fiecare nucleu nevid N,, N si N, este subgrup al cvazigrupului (Q,").

7° Permutdri regulate. Permutarea A (p) se numeste permutare regulatd la stdanga (la

dreapta) a buclei (Q,"), dacd A(xy) = Ax -y (p(xy) = x-py), Vx,y € Q. Permutarea ¢ se
numeste medie regulata, daca existd asa permutare ¢*, ca ox-y =x-¢@*y, Vx,y € Q. Setul
tuturor permutarilor regulate la stanga, la dreapta si medii %, &, S sunt grupuri. Toate permutarile
regulate cvazigrupului (Q,) sunt autotopice, asa cum U, = (4, 1,/1),1/;, = (1,p, p),W(p =
(o, *~1,1) sunt autotopiile lui (Q,").

8" Pseudoautomorfisme.

Alte permutari autotopice importante, ca si permutdrile regulate la drepta si la stdnga sunt
pseudoautomorfisme ale cvazigrupului [38].
Definitia 1.3.5. Bijectia 6 a multimii Q se numeste pseudoautomorfism la dreapta al cvazigrupului
(Q,"), daca exista macar un element ¢ € Q astfel, incat 6x - (6y -c) = 6(x - y) - c pentrutotix,y €
Q, adica
(6,R.6,R.0) (1.8)
este autotopia cvazigrupului (Q,-). Elementul ¢ se numeste companionul lui 6.
Bijectia 6 a multimii Q se numeste pseudoautomorfism la stdnga al cvazigrupului (Q,), daca
existd macar un element ¢ € Q astfel, incat (¢ - 6x) - 0y = ¢ - 0(x - y) pentru toti x,y € Q, adica
(L.6,6,L.0) (1.9)
este autotopia cvazigrupului (Q,-). Elementul ¢ se numeste companionul lui 6 [21].
Daca 6 este pseudouatomorfism la dreapta si la stanga, atunci 6 se numeste pseudoau-

tomorfism.
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Existenta pseudoautomorfismelor la drepta (la stdnga) in cvazigrupul (Q, A) presupune ex-
istenta unitatii la stanga (la dreapta). Se stie, ca daca cvazigrupul are pseudoautomorfism netrivial

la stanga si la dreapta, atunci este bucla [21], [39].

1.4.  Cvazigrupuri cu proprietate inversa la stinga (LI P-cvazigrupuri). Cvazigrupuri cu

proprietate inversi la dreapta (RIP-cvazigrupuri).

Definitia 1.4.1. Cvazigrupul (Q,") se numeste cu proprietate inversda la stinga, dacd exista
aplicatia [;: Q—»Q astfel, 1incat se Iindeplineste egalitatea [, x-xy =1y sau
“Ix-xy =y,Vx,y € Q.

Teorema 1.4.1. In orice LIP-cvazigrup (Q,) au loc:

-1 .
1. I? =g adicd (~'x) = x, £ este permutarea identica.

2. x(Txy) =y,
3. “xx = e,, unde xe, = x,
4. Lyt = L-1,,unde L,y = xy,
5. I, este permutare (bijectie).
Definitia 1.4.2. Elementul b al cvazigrupului arbitrar (Q,") se numeste element Bol la stdnga, daca
se indeplineste egalitatea
b(x - by) = Rz} (b xb)y, (1.10)
Vx,y € Q unde R, x = xey,, be, = b.
Scriem (1.10) cu ajutorul translatiilor Ly(x-Lpy) = Re‘blLbbe Yy sau Lp(xy) =
RZ!LyRpx - Ly"y. Am obtinut autotopia T = (Rg,'LyRp, Ly, Lp).
Teorema 1.4.2. In orice cvazigrup (Q,"), daca T = (a, L', L,) este autotopie, atunci b este ele-
ment Bol la stanga.
Multimea tuturor autotopiilor alcatuieste grup fatd de inmultirea autotopiilor.
Teorema 1.4.3. Daca in LIP-cvazigrupul (Q,), T = (a,B,y) este autotopie, atunci si Ty =
(L,al;, v, B) de asemenea este autotopie.
Teorema 1.4.4. Daca LIP-cvazigrupul (Q,-) are unitate la stanga f si T = (a, 8,y) este autotopie,
atunci af = b, unde b este elementul Bol la stanga.
Teorema 1.4.5. Bucla (Q,°), izotopa LIP-cvazigrupului (Q,-), unde izotopia este urmétoarea:
xoy=Rzlx-L;y (1.11)
va fi de asemenea LIP-bucla daca si numai daca elementul b este element Bol la stanga.

Analog se definesc RIP-cvazigrupurile.
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Definitia 1.4.3. Cvazigrupul (Q,”) se numeste RIP-cvazigrup, daca exista aplicatia I: Q — Q
astfel, incat se indeplineste egalitatea yx - [,x = y sau yx - x~ ! = y.

Teorema 1.4.6. In orice RIP-cvazigrup (Q,") are loc:

(x™H71 = x, adicd I? = &, ¢ este permutare identica,

I, este permutare, adica I, este bijectie,

yx 1-x =y,

xx~1 = f,, unde f,x = x.

o A w np PR

Ryl =R, 1.
Definitia 1.4.4. Elementul a € Q se numeste element Bol la dreapta al cvazigrupului arbitrar
(Q,"), daca se indeplineste egalitatea:
(za-y)a=z-L;'(ay- a). (1.12)
Scriem egalitatea (1.12) cu ajutorul translatiilor R,(R,z-y) = z - LfalRaLay sau R,(zy) =
Rz'z " L;'R,Lqy. Am obtinut autotopia (Rz*, Lz ReLa, Ry ).
Are loc urmatoarea teorema:
Teorema 1.4.7. In orice cvazigrup (Q,), daca T = (R;%, B, R,) este autotopie, atunci a este ele-
ment Bol la dreapta.
Cvazigrupul (Q,"), care este RIP- si LIP-cvazigrup se numeste [P-cvazigrup.

Definitia 1.4.5. Elementul Moufang la stanga se defineste de identitatea

a(x-ay) = (a-xfga-y, (1.13)
elementul Moufang la dreapta de identitatea
(ya-x)a=y-a(esx-a). (1.14)

Teorema 1.4.8. In IP-cvazigrupul (Q,) elementele Bol si Moufang sunt echivalente.

1.5.  Cvazigrupul Bol la stanga. Cvazigrupul Bol la dreapta. Bucld Moufang.

Fie LIP-cvazigrupul (Q,-), care are proprietatea, ca orice bucla, izotopa cvazigrupului (Q,)
este de asemenea LIP-bucla. Astfel ajungem la notiunea de cvazigrup Bol la stanga.
Definitia 1.5.1. Cvazigrupul (Q,"), in care se indeplineste egalitatea:
x(y-xz) = R} (x-yx) - z,Vx,y € Q, (1.15)
se numeste cvazigrup Bol la stanga.
Analog avem: cvazigrupul (Q,") se numeste cvazigrup Bol la dreapta, daca se indeplineste
egalitatea:
(zx-y)x = z- L (xy - x). (1.16)

Teorema 1.5.1. Orice cvazigrup Bol la stanga (Q,) este LIP-cvazigrup.
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Teorema 1.5.2. Orice bucla (Q,°), izotopa cvazigrupului Bol la stinga (Q,-), este bucla Bol la
stanga, adicad in (Q,0) are loc identitatea:
xo(ye(xoz))=(xo(yox))oz (1.17)
Teoreme similare au loc pentru cvazigrupurile Bol la dreapta.
Definitia 1.5.2. (vezi [21]) Cvazigrupul (Q,") se numeste cvazigrup Moufang, daca in (Q,") se

indeplinesc urmatoarele identitati
Gy -2y = x(y(eyz°y)), (L18)

y(c-y2) = ((v-xf,)y) z (1.19)
unde ye, =y = fyy.

In teza sa de doctor (IM AN MSSR, 1965) I.A. Florea a demonstrat, ca identititile (1.18) si
(1.19) sunt echivalente, din aceastd cauza se poate defini cvazigrupul Moufang ca cvazigrup, ce
satisface numai unei din aceste identitati.

Definitia 1.5.3. (vezi [44]) Bucla (Q,") se numeste bucla Moufang, daca in ea se indeplinesc una
din identitatile
(zx - y)x = z(y - yx), (1.20)
x(y-xz)=(xy-x)z. (1.21)

In cercetarea cvazigrupurilor cu identititi de tip Bol-Moufang vom avea nevoie de
urmatoarele doua leme. Prima demonstrata de catre I.A. Florea in teza sa de doctor, a doua este
demonstrata in cartea lui Belousov [21].

Lema 1.5.1. Cvazigrupul Bol la stanga si cvazigrupul Bol la dreapta sunt cvazigrup Moufang.
Lema 1.5.2. Bucla, izotopa cvazigrupului Moufang, este IP-bucla.

Definitia 1.5.4. Bucla comutativa (Q,”) cu identitatea xx-yz = xy-xz se numeste bucla
comutativa Moufang.

Reformuland titlul articolului lui Gagola «Cum si de ce buclele Moufang se comporta ca si
grupul» [24] se poate de spus, ca cvazigrupurile cu identitatile Bol-Moufang «se comporta ca si
grupul». Aceasta este una dintre cauzele, de ce cercetam aceste clase de cvazigrupuri. Atrageti
atentia, informatia despre unitatile la dreapta si la stdnga In orice cvazigrup cu identitatea de tip
Bol-Moufang poate fi gasita in [21], [45], [46], [36], [47].

in [22] sunt enumerate identititile de tip Bol-Moufang, la realizarea ciror in cvazigrupuri
sunt bucle. Aceste identitati sunt folosite la cercetarea buclelor triplete [48]. In [25], [27], [29] sunt
cercetate varietitile cvazigrupurilor, definite de identitatile Bol-Moufang. in [26] sunt cercetate
identitatile Bol-Moufang generalizate. Sunt cercetate buclele Bol-Moufang cu subgrup cu indiciu
2 [28]. In [35] se studiaza existenta unitatii in grupoizi cu identititi Bol-Moufang.
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1.6.  Concluzii la capitolul 1

in Capitolul 1 au fost cercetate reperele teoretice ale problemei in cauzi. S-au relevat
notiunile si rezultatele generale din teoria cvazigrupurilor, servind ca temelia realizarii scopului si
obiectivelor lucrarii.

Scopul lucririi este de a cerceta morfismele si proprietatile sistemelor algebrice neasocia-
tive cu identitati de tip Moufang. Pentru atingerea acestui scop au fost definite urmatoarele
obiective:

(1) cercetarea relatiilor WA-, Cl-cvazigrupurilor, tranzitive la stdnga si Neumann cu
cvazigrupurile Moufang, Bol la stanga, la dreapta s.a.;

(2) cercetarea existentei unitatii in cvazigrupurilor cu fiecare dintre cele 60 de identitati de tip
Bol-Moufang enumerate in lucrarea [1];

(3) cercetarea morfismelor, proprietatilor, relatiilor cu alte clase de cvazigrupuri noi definite
in lucrare (i-cvazigrupuri si WIP-cvazigrupuri generalizate);

(4) cercetarea G-proprietatilor cvazigrupurilor tranzitive la stanga si Neumann.

In baza analizei situatiei actuale in teoria cvazigrupurilor binare formulim urmitoarele
concluzii:

1. Cercetarile efectuate denota opiniile, cd aproape toate clasele de cvazigrupuri si
bucle poseda proprietate inversa. Cel mai des aceste cvazigrupuri poseda una dintre cele 3
proprietati de inversabilitate, si anume: inversabilitate la stinga (LIP), la dreapta (RIP), si
bilaterala (IP).

2. O problema actuala este: pentru ce identitati in cvazigrupul (Q,") urmeaza, ca (Q,")
este bucla [21].
3. Izotopia, fiind un concept important al teoriei cvazigrupurilor ne da o posibilitate

de a cerceta clasele de cvazigrupuri, trecand cu ajutorul izotopiei la bucld. Uneori bucla
este grup, iar proprietdtile grupului sunt cunoscute si cu ajutorul grupului, buclei cercetam
proprietatile cvazigrupului dat. Valoarea izotopiei pentru cvazigrupuri urmeaza din
urmatoarea teorema simpla: orice cvazigrup este izotop unei bucle. Pentru grupuri

conceptul de izotopie nu joaca un rol semnificativ, am vazut din Teorema (Albert) 1.3.3..
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2. DESPRE UNELE CLASE DE CVAZIGRUPURI CU PROPRIETATI DE
INVERSABILITATE (WA—,OWIP—,CI —CVAZIGRUPURI)

Deseori cercetdam cvazigrupurile si buclele din punct de vedere al apropierii lor de grupuri.
In grup un rol mare il joaca si proprietatea de inversabilitate, care se exprima in felul urmitor:

pentru orice element x existd elementul invers x 1 astfel, incat se indeplineste egalitatea xx ! =

x~1x =1, si de aici pe baza legii asociative avem x~(xy) = y, (yx)x~! = y. Aceste egalititi
pot fi luate ca definire a unei clase foarte largi de cvazigrupuri si bucle. Multe dintre clasele de
cvazigrupuri si bucle, intens studiate pana in prezent, au proprietdti de “inversabilitate”. Printre
cele mai cunoscute clase de cvazigrupuri (bucle) cu proprietati de inversabilitate sunt IP-, LIP-,
RIP-, WIP- si CI-cvazigrupurile s.a. In capitolul dat s-au cercetat WA-, CI-cvazigrupurile si 0

clasa de cvazigrupuri noua definita W1P-cvazigrupuri generalizate (OW1P-cvazigrupuri).

2.1. Proprietatile WA-buclelor la stinga

In acest paragraf s-a demonstrat, ci orice WA-cvazigrup este cvazigrup Bol la stanga si la
dreapta, adica cvazigrup Moufang. S-au cercetat operatiile derivate la dreapta si la stanga ale
acestui cvazigrup. Este construit un exemplu de asemenea cvazigrup.

Definitia 2.1.1. (vezi [49], [50]) Cvazigrupul (Q,") cu identitatile
XX*YZ =Xy XZS$IXy 2ZZ=XZ"yZ (2.1)
se numeste W A-cvazigrup sau cvazigrup semimedial (pe scurt: SM-cvazigrup) (vezi [51], [52]).
Identitatile (2.1) nu sunt echivalente.

Exemplu 2.1.1. Cvazigrupul (Q,*) satisface numai identitatilor (2.1).

o & w| N | O
o w| & N | O o
w| gl N M o | -
Al R O o wl NN
R N o g N W] w
Nl ol wl R gl &~
ol N | wl & ol »n

Lema 2.1.1. In orice WA-cvazigrup au loc urmitoarele identitati:
x*\(yz) = (x\y)(x\2), (2.2)
(y2)/x* = (y/x)(z/x), (2.3)
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x(Y\z) = (xy)\(x*2), (2.4)
v/2)x = (yx*)/(zx), (2.5)
undexy =z ©x\z=y & z/y =x.
Demonstratie. (2.2). Stim ca existi astfel element z', incat x2\yz = (x\y)(x\z).

Noi trebuie sa demonstram, ci z = z. Din definitia operatiei \ avem:

, (2.1) (11)
vz = x*((x\y)(x\2)) 2 x(x\y) x(x\2) = yz.

Prin urmare, z = z.
(2.3). Stim ca exista astfel element z', incat yz /x? = (y/x)(z/x). Noi trebuie si

demonstram, ci z = z. Din definitia operatiei / avem:

N

(2.1) (1.2)
vz = (y/x)(z/x) x* £ (y/x)x-(z/x)x 2 yz.

Prin urmare, z = z.
(2.4). Stim ca exista astfel element z, incat x(y\z) = (xy)\(x?z). Noi trebuie si

demonstrim, ¢ z = z. Avem

(2.1) (1.1)
x*z = (xy)-x(y\2)  x?-y(y\z) E x°z

Prin urmare, z' = z.
(2.5). Stim ca existd astfel element y’, incat (y/z)x = (y x?)/(zx). Trebuie si

demonstrdm, cd y = y. Ca si in cazurile precedente

(2.1) (1.2)
yxt=(y/Dx(zx) 2 (y/2)z-x* 2 yx?

Prin urmare, y' = y. O

Din definitiile 2.1.1. si 1.5.3. urmeaza, cd orice bucld comutativa Moufang este WA-
cvazigrup.
Teorema 2.1.1. (vezi [53], [50], [52]) Orice bucla, izotopa W A-cvazigrupului, este bucla
comutativd Moufang.
Lema 2.1.2. Orice W A-cvazigrup cu unitate la stinga este cvazigrup Bol la stanga.
Demonstratie. Daca f este unitate la stdnga a cvazigrupului (Q,-), atunci ff = f, L;x = x pentru
toti x € Q si Ly = &. Din Teorema 2.1.1. urmeaza ca izotopul de forma

xey=R'x-Li'y =R'x-y (2.6)

cvazigrupului (Q,") este bucla comutativda Moufang. Orice bucla comutativa Moufang (Q,°) este

[P-bucla, adica exista asa permutare [

Ixo(xey)=(yox)olx=y (2.7)
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pentru orice x,y € Q.

Trecand in ecuatia (2.7) la operatia "-" obtinem R;'Ix-(R;'x-y) =y, RF'IRsx"

(x-y) = y.Prinurmare, I;x - (x - y) = y pentru
I, = RF IRy, (2.8)

In asa mod (Q,") este LIP-cvazigrup. Aceasta dupi rezultatele din [54] arata, ca (Q,") este
cvazigrup Bol la stanga. i
Corolar 2.1.1. Daca f este unitate la stinga a WA-cvazigrupului (Q,7), atunci translatia Ry este
automorfism al (Q,-), si automorfism al buclei comutative Moufang (Q,°) definita de (2.6).
Demonstratie. Faptul, cd Ry € Aut(Q,") urmeaza din (2.1) si egalitatea ff = f. Mai departe,
folosind formula (2.6), avem: Ry(x o y) = Ryx o Rey, Re(R;'x*y) = R7'Rpx - Ry,
x*Rey = x: Rpy.Prinurmare Rl = IRy, si (2.8) capata forma I; = I. m
Lema 2.1.3. Orice W A-cvazigrup cu unitate la dreapta este cvazigrup Bol la dreapta.
Demonstratie. Fie izotopul (Q,o) WA-cvazigrupului (Q,-) este:

xoy=x-Lg'y,

unde e este unitate la dreapta pentru (Q,”). Dupa Teorema 2.1.1., (Q,°) este bucla comutativa
Moufang. Fie 1 este unitate in (Q,°) si I permutare in Q astfel, incat x o Ix = 1 pentru orice x €
Q. Asa cum (y o x) o Ix = y pentru orice x,y € Q,avem y = (yox) o Ix = (y - L;1x) - L7 Ix.
Prin urmare, (y - x) - Lg*IL.x = vy, de aici (y - x) - px = y pentru p = L;1IL,. Asadar, (Q,") este
RIP-cvazigrup. Aceasta dupa rezultatele din [54] inseamna, ca (Q,") este cvazigrupul Bol la
dreapta. m
Lema 2.1.4. Orice WA-cvazigrup (Q,") cu proprietate inversa la stanga (la dreapta) este cvazigrup
Bol la stanga (la dreapta).

Demonstratie. Asa cum WA-cvazigrupul cu proprietate inversa la stanga este LIP-cvazigrup,
demonstratia acestei leme este foarte asemanatoare cu demonstratia Lemei 2.1.2.

Pentru WA-cvazigrupuri cu proprietate inversa la dreapta demonstratia este similara. O
Corolarul 2.1.2. Orice W A-cvazigrup, care este I P-cvazigrup, este cvazigrup Moufang.
Demonstratie. Demonstratia urmeaza din Lema 2.1.4. si Lema 1.5.1. i
Definitia 2.1.2. (vezi [21]) Izotopia de forma

xoy=Lg'(Lax-y) (2.9)
se numeste operatie derivata la dreapta pentru (Q,-), generata de elementul a.
Izotopia de forma
xoy =Rz (x"Rsy) (2.10)
se numeste operatie derivata la stanga pentru (Q,") generata de elementul a.
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Notiunea de operatii derivate este introdusa in [55], [56].
Teorema 2.1.2. Fie (Q,") este WA-cvazigrup. Atunci:
(i) operatia derivata la dreapta pentru (Q,-) este cvazigrup Bol la stanga,
(i) operatia derivata la stanga pentru (Q,") este cvazigrup Bol la dreapta.
Demonstratie. (i). Din (2.9) urmeaza, ca cvazigrupul (Q,o) are unitate la stinga, si anume, f =
eq, unde ae, = a.De fapt, e, oy = Lz (Lge,  v) = Lz'Lyy = y. In particular f o f = f.
Fie urmatorul izotop al cvazigrupului (Q,°):
x+y= (R]i)_lx oy, (2.11)
unde Rex = x o f. Atunci (Q, +) este bucla cu unitatea f.
Intr-adevir, f +y = (R}’)_lf oy = f oy =y, asacum, daca (R;)_lf = z, atunci
f= (R;)Z,f = zo f. Dar, asa cum am mentionat deja, f o f = f, prin urmare, z = f. Mai
departe avem x + f = (R;) x o f = R}(R:) x = x.
Folosind (2.9), noi putem scrie (2.11) in felul urmator:
x+y=L (La(R;)_lx - y).
Astfel, bucla (Q, +) este izotop al W A-cvazigrupului (Q,+). Conform Teoremei 2.1.1. printre
buclele izotope W A-cvazigrupului (Q,") exista bucla comutativdi Moufang. Amintim, ca orice
bucla, izotopa buclei Moufang, este bucla Moufang (vezi [21]). Din aceasta cauza (Q, +) este

bucla Moufang.

Demonstratia va fi completa, daca vom demonstra, ca cvazigrupul (Q,o) este LIP-cvazigrup.

Din x~' + (x + y) = y, folosind (2.11), vom obtine (RJZ)_lx‘1 0 ((R;)_lx o y) = y. Acum,

notand (R;)_lx‘1 prin ax si (R;)_lx prin Bx, vom obtine doud permutari a, § ale multimii Q, si
posibilitatea de a scrie ultima ecuatie sub 0 forma mai convenabilda ax o (fx o y) =y, care este
echivalentd cu @S~ x o (x o y) = y. Ultima arati, ci (Q,°) este LIP-cvazigrup. Aceasta termina
demonstratia (7).

(ii). Din (2.10) urmeaza, ca cvazigrupul (Q,o) are unitate la dreapta e = f, unde f,a = a.
De fapt, x o f, = R;*(x - R, f,) = R71(x - a) = x.

Fie urmatorul izotop al cvazigrupului (buclei la dreapta) (Q,°):

x+y=xo(Ly)" 'y, (2.12)

unde L,x = e o x. Atunci (Q, +) este bucla cu unitatea e. Demonstratia ¢ similard demonstratiei
in (i), si noi 0 omitem.

Din (2.12), folosind (2.10), avem
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x+y =Rz (x Ra(Le)™1y).
Similar, ca si in (i), noi putem demonstra, cd (Q,+) este bucla Moufang. Mai departe, din
(v + x) + x~1 = y, folosind (2.12), avem (y o (L3) 1x) o (L) x~1 = y. Aceasta arati, ci (Q,°

) este RIP-cvazigrup. |

2.2. Automorfismele WA-buclelor la stinga

Acest paragraf este dedicat automorfismelor WA-cvazigrupurilor, permutarilor interne ca
automorfisme in raport cu unitatea la stdnga si in raport cu element arbitrar.
Incepem cu un lucru, care este un folclor al cvazigrupurilor:
Lema 2.2.1. In autotopia de cvazigrup oricare doud componente determini in mod unic a treiea.
Elementele grupului 1,,(Q,) = {a € M(Q,")| ah = h}, unde M(Q,") este grup, generat de
toate translatiile cvazigrupului (Q,-) la stanga si la dreapta, se numesc aplicatii interne pentru (Q,")
in raport cu elementul h € Q (vezi [21]). Belousov a demonstrat (vezi [21]), ca grupul I,,(Q,") este
generat de toate permutarile de forma:
Lyy = LydyLyLy, unde (x o y)h = x - yh,
Rx_y = Ry RyR,, unde h(x e y) = hx -y,
T, = LyiR,, unde o = R, Ly,
Lema 2.2.2. in WA-cvazigrupul (Q,”) cu unitate la stanga f permutirile interne Lyy, Ry i Ty in
raport cu elementul f sunt automorfisme ale cvazigrupului (Q,).
Demonstratie. In cazul nostru Ly, = L;OyL Ly, unde x oy = Rfl(x Rfy) Rf x -y, dupa
Corolarul 2.1.1. Prin urmare

Ly = Lty LxLy. (2.13)

Mai mult decat atat, x -y = fx-y = f(xey) =xeyareloc
Ry, = RyLRyR,. (2.14)

Asa cum ox = Rf_ Lex = Rf"lx, avem T, = L;;lxRx. Astfel

Lx,yf = Rx,yf =T.f =Ff. (2.15)
Din (2.1) urmeaza, cd pentru orice a € Q fixat, urmatoarele triplete (Lg, Lg, Ly2) si
(R, Ry, R,2), inversele lor si componente diferite — produsul lor sunt autotopii in (Q,"). Prin

urmare

<L1_2f Ix.y? LI_Z Ix.y? LE;flx-y)z) (Lx: x xz)(LY'LY’L ) -
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— -1
= (Lx,y: Lyy, L(Rf_lx-y)z L,2 Lyz) (2.16)

Aceasta inseamna, ca

Lyyf Lyyz= Lél;lx.y)

de unde, folosind (2.15), avem

Lyyz=L" 2Ly2Ly2z (2.18)

(r7"xy)

pentru orice x,y,z € Q. Aceasta impreund cu (2.16), aratd, cd L, este automorfism al

zszLyz(f - Z), (2.17)

cvazigrupului (Q,").

Analog din
- — -1 -1
(Re3, Reb Ry ) (Rys Ry Ry2) (R Ry Ry2) = (R Ry Ry 2 Ry2Ry2) (2.19)
si
-1 -1 -1 _ -1
(LRflx, Lzl (Rfle) (Ry, Ry R,2) = <Tx, T, L (Rflx)szz> (2.20)
de aici rezultd, ca R,,, si T, sunt automorfisme pentru cvazigrup (Q,"). m

Corolarul 2.2.1. In orice WA-cvazigrup cu unitate la stinga avem
Lyy =Lyzy2,Ryy = Ry2 2, Ty =Ty
Demonstratie. Presupunand y = z in (2.1), avem
(xy)? =x*-y% (2.21)

Din (2.13) si (2.18) urmeazi, cd identitatea Ly, = Ly2,2 va fi demonstratd, dacd vom
demonstra, ca (R7'x -y)z = Ry 'x? - y%. Aceasta urmeazi din (2.21) si faptul, ca Ry (si inversa
lui) sunt automorfisme in (Q,”) (vezi Corolarul 2.1.1.). De fapt, (Rf‘lx)2 =R:'x Ri'x =
Rf_l(x-x) = Rf_lxz. Precum R, , = R(_xl_y)zRyszz, dupa (2.19), din (2.14) si (2.21) obtinem
Ryy = Ryz 2.

Identitatea a treia se demonstreaza similar. o
Definitie 2.2.1. (vezi [57], [39]) Fie (Q,) un grupoid. Elementul a € Q se numeste element
nuclear la stinga in (Q,"), daca Ly, = LyL, pentru orice x € Q. Multimea tuturor elementelor
nucleare la stanga in (Q,") se numeste nucleu la stdnga (Q,") si se noteaza N;.

Este bine cunoscut (vezi [21], [44]), ca in cvazigrup multimea N; formeaza subgrup.
Teorema 2.2.1. in WA-cvazigrupul (Q,”) cu unitate la stanga f permutirile interne Lyy, Ry i Ty
fatd de a € Q sunt automorfisme in (Q,") daca si numai daca a € N; si se indeplineste urmatoarea

identitate xy - a = xf - ya.
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Demonstratie. In acest caz Ly, = Lyl L,Ly, unde x o y = Rz (x - Ryy), Ry, = Ry, Ry R, unde
ax -y =a(xey)siT, = L;iR,, unde ox = R7'L,x.

Astfel, ca si in demonstratia Lemei 2.2.2. (identitatile (2.16), (2.17), si (2.18)), putem
demonstra, ¢ Ly, Ry, si T, sunt automorfisme pentru (Q,). Atunci Lyo,L,L,f = f, adica
LyLyf = Lyoyf. Deci, x-yf = Lyo,f =Rz*(x-Ryy)f, de unde obtinem R;'(x-yf) =
R71(x - R,y). Deoarece Rf‘1 este automorfism al (Q,") (Corolarul 2.1.1.), din ultima identitate
obtinem Rf_lx -y = Rz7Y(x - R,y), deoarece si, xy = R;l(fo “Ryy). Astfel, xy-a = xf - ya
pentru orice x,y € Q.

Mai mult decét atdt, Ry, RyR,f = f este RyR,f = Ry.,f. Prinurmare xy = x o y si ax -
y =a(xey) =a-xypentrutoti x,y € Q. Deci a € N;.

Afirmatia inversa este evidenta. m
Lema 2.2.3. Permutarea L, R, este automorfism al WA-cvazigrupului (Q,*) cu unitate la stanga f
daci si numai daci a® = f.

Demonstratie. Deoarece

(LasLa,La2)(Ra, Ray Rgz) = (LaRa, LaRa, La2Rg2) (2.22)
este autotopie in (Q,"), avem
LoRof *LaRgy = Lg2R 2y (2.23)

pentru orice y € Q. Aceastd autotopie este automorfism daca si numai daca L,2R,2 = LyR,,.
Ultima egalitate are loc daca si numai daca L, R, f = f, adicd, daca si numai dacd a® = f. m
Corolarul 2.2.2. Fie (Q,") este W A-cvazigrup cu unitate la stinga f.Daci a? = f, atunci LR, =
Lg2R,2 = Ry.
Demonstratie. Din (2.22) si faptul, ca L,R, este automorfism pentru (Q,") urmeaza L R, =
Ly2R,2.Din (2.23), LoR,f = f sia® = f avem L R, = Ry. O
Lema 2.2.4. Permutarea L 2R, este automorfism al W A-cvazigrupului (Q,) cu unitate la stanga
f daci si numai dacd a®-a = f.
Demonstratie. Este clar, ca

(Laz,Laz,L(az)z) (Rg Ray Ry2) = (LazRa,LazRa,L(az)zRaz)
este autotopie a cvazigrupului (@,). Prin urmare L 2R,f " L,2R,y = L(az)zRazy are loc pentru

orice y € Q. Aceasta autotopie este automorfism daca si numai daca L(aZ)ZRaZ = L,2R,, adica

daca si numai dacd L,2R, f = f. Ultima conditie este echivalentd cu a® - a = f. o
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2.3. Pseudoautomorfisme si subbucle

Notiunea de pseudoautomorfism o avem in primul capitol al lucrarii (vezi [21]). Cvazigrupul

cu pseudoautomorfism la dreapta are de asemenea unitate la stanga (vezi [39]).
Lema 2.3.1. In WA-cvazigrupul cu unitate la stanga f translatia R, este pseudoautomorfism la
dreapta daca si numai daca translatia L, este pseudoautomorfism la dreapta si a? = f.
Demonstratie. Presupunem, ca R, este pseudoautomorfism la dreapta cu companionul k, adica
cvazigrupul (Q,7) are autotopia (LxR,, Rq, Lk R,). Conform Lemei 2.2.3., L,R,, unde a? = f, este
automorfism pentru (Q,").

Prin urmare

(LkRa Ray LkRa)(LaRg, LaRg, LaRa) ™ = (LiLg', Lgh L Lg')
este, de asemenea, o autotopie pentru (Q,-). Ultima inseamna, ca L,! este pseudoautomorfism la
dreapta pentru (Q,’). Asa cum multimea tuturor pseudoautomorfismelor la dreapta in (Q,")
alcatuieste grup (vezi [21]), L, de asemenea este pseudoautomorfism la dreapta pentru (Q,).

Afirmatia inversa este evidenta. m
Lema 2.3.2. Fie (H,)) un subcvazigrup al WA-cvazigrupului (Q,). Atunci (aH,") este
subcvazigrup pentru (Q,") pentru orice a = a?.

Demonstratie. Conform (2.1) avem ah, - ah, = a? - hyh, = a - hyh, € aH. Astfel, multimea aH
este inchisa fata de operatia de cvazigrup.

Ecuatia ah; - x = ah,, unde hq, h, € H, are unica solutie x € Q. E evident, ca x = ax’
pentru careva x” € Q. In asamod, ah, - ax’ = a - hyx' = ah,. Prinurmare h,x’ = h,, si deci, x’ €
H. Atunci x = ax’ € aH.

Similar vom demonstra, ca ecuatia y - ah; = ah, are solutie in aH. o
Lema 2.3.3. Fie (Q,") este WA-cvazigrup cu unitate la stanga f si (Q,0) este bucla definita in (2.6).
Daca (Q,) satisface proprietatilor inverse, atunci:

(i) R} = &, unde & permutare identic,
(i) I, =1L =IRspentruljx-xy =y,xy Ly =x,Ixo(xoy) =y,
(iii) I; si I, sunt automorfisme ale cvazigrupului (Q,") si buclei (Q,°),
(iv) L1, = Rp, L, = I, 1.
Demonstratie. (i). De fapt, I;f = I.f = f. Astfel xf - f = x pentru toti x € Q. Asa dar, R} = «.

(2.6)
(if). Deoarece x oy = R;'x -y = Ryx -y, dupa (i), Ry este automorfism in (Q,") si corespunde

buclei comutative Moufang (Q,°) (Teorema 2.1.1. si Corolarul 2.1.1.).
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2

Trecem acum la ecuatia I;x(x-y) =y si folosim operatia buclei “o”, avem R¢l;x o
(Rexoy) =y. Astfel Ri|R- x o (xoy) =y. Prin urmare, I = R:LLR; si I, = R7 'Ry =1,
deoarece in (Q,° ) automorfismele Ry si I comuteaza.

9
(o]

Analog, trecand in ecuatia (x - y)I.y = x dupa operatia buclei ““o”, obtinem Ry (fo oy)o
I,y = x. Astfel, (x o Rpy) o I,y = x si (x o y) o I,R; 'y = x. Deci, I = I,R; " si I, = IRy.
(iii). Este corolar pentru (ii) si (iii).

(lv) Deoarece I = Il §| Ir = IRf, avem IlIr = IZRf = Rf Analog, Irll = IRfI = Rf O

2.4. WIP-cvazigrupuri generalizate (OWIP-cvazigrupuri)

Cvazigrupul L(+) are proprietate inversabila slaba (L(+) este WIP-cvazigrup), daca x +
I(x +y) = Iy pentruorice x,y € L si careva permutare a multimii L [10], [11], [58].

Buclele cu proprietate inversa slaba detaliat au fost cercetate de citre Osborne [59]. In
particular, in [59] este construit exemplu de WIP-bucla, care este G-bucla. Tot in aceasta sursa
sunt demonstrate si alte proprietati ale WIP-buclelor.

In acest paragraf s-au cercetat careva proprietiti ale WIP-cvazigrupurilor generalizate. Este
0 clasa noua de cvazigrupuri introdusa de catre Florea I. A. si autoarea tezei.

Definitia 2.4.1. Cvazigrupul (Q,") se numeste OWIP-cvazigrup, daca in (Q,") are loc egalitatea
x-1(y-ax) =1y, (2.24)
pentru orice x,y € Q, unde | si a careva permutari ale multimii Q.
Urmatorul cvazigrup este OWIP-cvazigrup, insa nu este W1P-cvazigrup.
Exemplul 2.4.1. Avem [ = (01),a = (12).

*

1
2

0
01
0
2

NI =1
o ~,| NN

Lema 2.4.1. In OWIP-cvazigrupul (Q,) are loc egalitatea

I"Y(x2) - ax =171z, (2.25)
pentru orice x,z € Q.
Demonstratie. Din (2.24) avem I} (x - I(y - ax)) =y, [} (x - I(y - ax)) - ax = y - ax,
I"Y(xz)-ax =1"1z,unde y - ax = "1z O

Teorema 2.4.1. OWIP-cvazigrupul (Q,") este izotop al LIP-buclei (Q,°), unde
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xoy=R;'x L'y, xy = Rgx oL,y (2.26)
daca si numai daca in (Q,") are loc urmatoarea egalitate

b-1(I7*(by) x) = Rz} (b-1U*b-x)) -y, (2.27)
unde be, = b, R,, v = ve,,.
Demonstratie. Fie (Q,0) este LIP-bucla, adica in (Q,°) are loc urmatoarea egalitate:
Iix o (x o y) = y.Folosind (2.26) avem R;I,x - L;*(R;1x - L;*y) = y. Aplicam I~! asupra am-
belor parti ale ultimii egalitati si obtinem I"l(Rglllx L (R x - L;ly)) = [~'y. Inmultim ul-
tima egalitate din dreapta cu expresia aR;'I,x si avem I‘l(Rgll,x Ly (R x - L;ly)) -
aR;x =I"'y-aR;';x. Din egalitatea (2.25) obtinem I 'L;'(Rz'x-Ly'y) =1"1y-
aR;x. Mai departe efectuim urmitoarele substitutii x = R,x,y = L,y, obtinem
710, (xy) = 17 L,y - aRZ7 Ry x.

Daci y =e, unde be, =b, atunci I7'Ly'R.,x = Li-1,aR;' }Ryx, @Rz [|Ryx =
LI Ly Reyx, 17115 N (xy) = 17 Ly - L2y I Ly Re, %, RGMLpIL -1px -y = Lyl (I7 Ly y -
x), Rz}b-1U™*b-x))-y=b-1I"*(by) x) obtinem (2.27).

Invers. Fie (2.27) are loc. Atunci avem L,I(I7' L,y - x) = @x - y, unde @x = Rz !LyIL;~1,x. Mai
putem scrie I7 L,y - @ tx = 7L N (xy), Ity - @ 'R x = I71L, (R x - L y).

Prin urmare urmatoarea egalitate este adevarata:

17 (a9 R x - Lp (R x - L51y) ) - ala 9™ Ry M) (ZQS)I‘lel(Ralx Ly'y) =
=1y 97 'Rg'x
(@ o™ R x - Ly (R x - Ly'y)) = 17y, R7 (Raat ' '3 0) - Ly (R x - Lp'y) = ,
Rpa tp R;1x o (xoy) =y, ixo(xoy) =y,unde I, = Rpa to tR;1. O
Cercetam cazul, cand orice bucla (Q,°), izotopa OWIP-cvazigrupului (Q,"), este LIP-bu-

cla. In acest caz in cvazigrupul (Q,”) are loc urmitoarea identitate:

z-1(I7Y(zy) x) =R Mz 117"z x)) -y, (2.28)
pentru orice x,y, z € Q unde I este permutare a multimii Q, ze, = z, R, t = te,.
Lema 2.4.2. Daca in cvazigrupul (Q,-) are loc identitatea (2.28), atunci in (Q,) este adevarata
identitatea

z 1(y-az) =1y, (2.29)
pentru orice z,y € @, unde « este aplicatia multimii Q in sine. lar daca « este permutare, atunci

(Q,) este OWIP-cvazigrup.
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Demonstratie. Ecuatia I(Ic - x) = e,, unde ce, = c are solutie unica. Intr-adevir,

x = (IL;1.) te. = L7 I e, = ac. Dacd inlocuim in (2.28) x = L7, 1" e, = az, atunci
I Yzy) - az) =y,z- I(I"Y(zy) - az) = zy,unde t = I"1(zy). O
Teorema 2.4.2. Orice bucla (Q,°), izotopa cvazigrupului (Q,”) cu identitatea (2.28), este bucla
Bol la stanga [11].
Demonstratie. Este suficient sd demonstram acel fapt pentru bucla (Q,0), unde izotopia are
forma (2.26).

Din (2.28) si (2.26) avem Rz o L,I(RyI ™ (Rgz o Lyy) o Lyx) = RyR; (z - 1(I7*z - x)) o

L,y. Daca L,y =e, unde eeste unitatea buclei (Q,°), e = ba, atunci avem R, zo
Lyl (RgI™*(Raz o Lpy) o Lyx) = (Rgz © LI (RyI " R4z o Lyx)) o Lyy. Facem urmitoarele sub-
stitutii: z > Rz'z,y - Ly'y,x - Ly'x, si avem z o LyI(R,I ™ (z o y) o x) = (z o LyI(RyI "'z 0
x)) o y. Dacd z = e, apoi obtinem L,I(R,I"1y o x) = gpx oy, unde ¢x = L,I(R,I e o x), ¢
este permutare a multimii Q. Prin urmare obtinem urmadtoarea identitate: z o ((px o(zo y)) =
(z o (pxo Z)) oy sau zo (x o(z oy)) = (z o(xo Z)) oy, Vx,y,Zz € Q. Am obtinut, ca (Q,°)
este bucla Bol la stinga. O
Corolarul 2.4.1. Daca cvazigrupul (Q,") cu identitatea (2.28) este LIP-cvazigrup, atunci (Q,") este

cvazigrup Bol la stanga.

Analog se prezintd si rezultatele la dreapta. Unele rezultate ale acestei lucrari sunt publicate
in [60].

2.5. Despre definirea CI-cvazigrupurilor

CI-bucle au fost definite de catre Rafael Artzy [18]. In [18] se demonstreaza, cd J este un
automorfism al buclei (Q,"). V. D. Belousov si B. V. Turkan au definit CI-cvazigrupurile in [19].
Unele aplicatii ale CI-cvazigrupurilor in criptologie sunt prezentate in [61], [34].

Definitia 2.5.1. Bucla (Q,"), ce satisface una din identitatile echivalente x - yJx = y,xy - Jx =y,
unde J este o bijectie a multimii Q astfel incat x - Jx = 1, se numeste CI-bucla.

In [18] este demonstrat, ci ] este automorfism al buclei (Q,).

Definitia 2.5.2. Cvazigrupul (Q,-) cu identitatea xy - Jx = y, unde J este 0 aplicatie a multimii Q
in Q, se numeste CI-cvazigrup [21].

Observam, ci in acest caz aplicatia J este permutare a multimii Q [21]. In orice CI-cvazigrup
permutarea J este unica ( [19], Lema 2.25).

Definitia 2.5.3. [21] Grupoidul (Q,") cu identitatea
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xy-L.x =y, (2.30)
unde I, este aplicatia multimii Q in sine, se numeste CI-grupoid la stinga.

Grupoidul (Q,) cu identitatea

Lx-yx =y, (2.31)
unde I; este aplicatia multimii Q in sine, se numeste CI/-grupoid la dreapta.

Grupoidul (Q,-) cu ambele identitati (2.30) si (2.31) se numeste CI-grupoid [38].

In articolul fundamental [19] sunt dovedite urmitoarele fapte: orice CI-grupoid este
cvazigrup, in CI-cvazigrup identitatile (2.30) si (2.31) sunt echivalente, orice CI-grupoid la stanga
este cvazigrup la stanga.

Din rezultatele lui Chidwelli si Scerbacov (vezi, de exemplu, ( [34], Propozitia 3.28)
urmeaza, ca CI-grupoidul la stanga, in care aplicatia I, este bijectiva, este CI-cvazigrup.

Orice CI-grupoid finit la stanga este CI-cvazigrup [38].

Exemplu 2.5.1. Cvazigrupul (Q,*) este Cl-cvazigrup

*10]1(2|3|4/|5
0/3|4|5]1|02
1/5(3(4/2|1]|0
2453|021
312|013 |5|4
4101112543
5111204 |3|5

Lema 2.5.1. Orice CI-grupoid la stanga este cvazigrup la stanga [21].
Demonstratie. Demonstram, ca in C/-grupoidul la stanga (Q,-) ecuatia

a-x=»b (2.32)
are unica solutie. Din ecuatia (2.32) avem ax - I,a = b - I,a, x = b - I,.a. Daca inlocuim ultima
expresie in (2.32), atunci vom obtine urmétoarea egalitate:

a-bl.a =D>b. (2.33)
Unicitatea. Presupunem, ca exista doua solutii ale ecuatiei (2.32), fie, x; si x,. Atunci ax; =
ax,,ax, - I,a = ax, - I,a si din (2.30) obtinem, ca x; = x,.
Prin urmare orice translatie la stanga L, a grupoidului (Q,-) este aplicatie bijectiva. m

Notam prin £ setul tuturor translatiilor la stdnga ale CI-grupoidului (Q,-) si prin R multimea

tuturor translatiilor de forma R; , ale CI-grupoidului (Q,-).

Lema 2.5.2. Exista bijectie intre multimea Q si multimea R, aplicatia J, este bijectiva si J,.Q = Q.

32



Demonstratie. Putem scrie identitatea (2.30) in urmatoarea forma:
Ry 2Ly =& (2.34)
Din egalitatea (2.34) si Lema 2.5.1. urmeaza, cd aplicatia R, _ este bijectia multimii Q pentru
orice element fixat d € Q. Exista bijectie intre multimea Q si multimea £ tuturor translatiilor la
stanga ale grupoidului (Q,-). Si anume x & L,,Q < L.
Din egalitatea (2.34) urmeaza, ca exista bijectie intre multimea £ si multimea R pentru toate
translatiile (bijectii) de forma R; ., si anume L, © R; », L & R.
Prin urmare, existd bijectie intre multimea @ si multimea R, aplicatia ], este bijectiva si
Q@ =Q. O
Teorema 2.5.1. Orice CI-grupoid la stanga (Q,-) este CI-cvazigrup.
Demonstratie. Avand in vedere Lema 2.5.1., noi trebuie sa demonstram numai, ca in CI-grupoidul
la stinga (Q,-) ecuatia
y-a=bh (2.35)
are unica solutie pentru orice elemente fixate a, b € Q. Folosind limbajul translatiilor, scriem
ecuatia (2.35) In urmatoarea forma: R,y = b. Astfel exista translatia la dreapta pentru orice a €
Q. Dupi Lema 2.5.2. aplicatia R, este bijectie. Atunci y = R;b.
Prin urmare orice CI-grupoid la stanga (Q,-) este CI-cvazigrup. m
Este clar, ca este adevarata teorema similara pentru orice CI-grupoid la dreapta.
Remarca. Teorema 2.5.1. poate fi demonstrata, folosind Lema 2.5.1., 2.5.2. si Propozitia 3.28 din
[19].

2.6. lzotopii CI-cvazigrupului

Propozitia 2.6.1. CI-cvazigrupul (Q,") este izotop al grupului (Q,°), cu izotopia (2.26) daca si
numai daca in (Q,) are loc

(x(y(zu))) v=y-((xz'v) u), (2.36)
pentru orice x,y, z,u, v € Q.
Demonstratie. Fie (Q,°) din (2.26) este grup, adica in (Q,°) are loc legea asociativa

(xoy)oz=x0(yo2z). (2.37)
Atunci din (2.37) si (2.26) avem R;Y(Rz1x - L;y) - L'z = R;tx - L, (RZYy - L, z). Efectuim
urmatoarele substitutii x = R,x,y = LpYy, z = L,z si obtinem

R (xy)-z=x-L;" (R Lyy - 2). (2.38)

Dinxy - Jx = y avem R, L, = ¢, unde ¢ este permutarea identica a multimii Q. Am obtinut
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L' =Ry, Ryt = Lj-1, (2.39)
Folosim (2.39) in (2.38)
(e (e 0o gm)) -z =x-((0a ) -2) Jb). (2.40)
Deoarece bucla, izotopa grupului, este de asemenea grup, atunci egalitatea (2.40) are loc in
(Q,),Va,b,x,y,z € Q, adica in (Q,") are loc identitatea (2.36).
Invers. Fie in (Q,") are loc (2.36). Trecem de la operatia “-” la operatia ,,o”, folosind (2.26):
Ra (x(y(zw)) o Lyv = Rqy © Ly (Ra(Ra(Rax © LyZ) o Lyv) © Lyt).
Dacid L,v = e, unde e este unitatea buclei (Q,), atunci avem (Ryy o L, (RZ(Ryx © Lyz) o
Lbu)) oLy =Ryy o Ly(Ry(Rg(Rgx © Lyz) o Lyv) o Lyu). Simplificam ultima egalitate
(v o Ly(Re(x 0 2) ow)) o v = y o Ly (Ry(Ra(x o 2) 0 v) o ).
Daciy = e, avem (y o L,(R2(x o z) cu)) ov =y o (L,(RE(xoz) ou) ov),(yot)ov =
y o (tov),undet = L,(R2(x °z) ou). Am obtinut, ci (Q,°) este grup. O
Exemple 2.6.1.

1. Cvazigrupul (Q,*) este Cl-cvazigrup in care nu are loc identitatea (2.36). Aici | =
(01)(34)

A w| N | O
A O | W N O
R w o N N R
w| A N o RN
ol N M P W w
N R w M o

2. Urmatorul cvazigrup este Cl-cvazigrup in care are loc identitatea (2.36). Avem | =

0MR)B)@)

| W NN | O

W b | N O O
AP O W N P
N W b O | N
O N W | & W
= Ol N B~ W b
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Se pune intrebarea, daca in cvazigrupul arbitrar (Q,") se indeplineste identitatea (2.36), este
oare (Q,") CI-cvazigrup?
Propozitia 2.6.2. Daca in cvazigrupul arbitrar (Q,") are loc identitatea (2.36), atunci (Q,") este CI-
cvazigrup.
Demonstratie. Inlocuim in (2.36) z = y,u = y~*,unde yy~* = e, si obtinemxy - v = y - ((xy -
v)y Dsaut =y(ty 1), undet = xy - v.
Din t = y(ty™*) urmeazi ty~! = (y(ty™1))y~%, x = (yx) - y~%, unde x = ty~t. Avem
x = (yx)-Jy,unde y~1 = Jy, (Q,") este CI-cvazigrup. m
Propozitia 2.6.3. Daca orice bucla (Q,°), izotopa CI-cvazigrupului (@Q,-), este comutativa, atunci
cvazigrupul (Q,-) este medial, iar (Q,°) este grup abelian.
Demonstratie. Este suficient de precautat izotopul (Q,°), unde izotopia este data de egalitatea
(2.26). Fie (Q,0) este bucla comutativa, adica este dat x oy = yox,V x,y € Q. Atunci avem
Rz'x - L'y = Rg'y - L,*x. Acum folosim (2.39) si obtinem L;-1,x - Rjpy = Lj-1,¥ * Rjpx sau
J Ya-x)(y-Jb) = (J ta-y)(x-Jb). Ultima egalitate are loc Va, b, x,y € Q. Prin urmare (Q,")
este cvazigrup medial, iar (Q,o) este grup abelian (pe baza Teoremei lui Toyoda) [21]. m
Propozitia 2.6.4. Bucla (Q,°), izotopa CI-cvazigrupului (Q,"), unde izotopia este data de egalitatea
(2.26), va fi CI-bucla daca si numai daca in (Q,") are loc
(x-by)a = (x-ba)y, (2.41)
pentru orice x,y € Q.
Demonstratie. Fie (Q,0) este CI-bucla, adicd in (Q,0) are loc (xocy) e x ™ =y, unde x o x~1 =
e, e este unitatea buclei (Q,0), unde e = ba, x~* = J x. Atunci avem
R'(RG'x Ly'y)  Ly'x ™t =y, (2.42)
In orice CI-cvazigrup (Q,) are loc J 'x(yx) = y. Intr-adevar, avem (xy)/x =y,
x(xy-Jx) = xy, x(z-]x) = z, unde z = xy, de unde avem
J 'x(2x) = z. (2.43)
Inmultim din stanga (2.42) cu J~*L,'x~* si obtinem pe baza (2.43):
R7Y(R7'x - Ly'y) = J7'L,*x~ 1 -y sau Rz (xy) = J 'L, Ryx - L,y. Fie y = e, unde be,, =
b. Atunci avem Rz (xy) = R, "Rz 'R, x - Ly, Ro!RqRpx -y = Ro(x - Lyy) = (x - by)a. Daca
y = a,avem (x - ba)y = (x - by)a.
Invers. Este dat (2.41) sau R,(x-Lpy) = Rpgx -y, sau xy = R;1(Rpex ' Lp'y), (xy)]x =

R7'(Rpax - Ly'y) - Jx, de unde urmeazi y = R;*(Rpqx - Lyy) - Jx. In ultima egalitate trecem la
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operatia “o”, folosind (2.26): R;*(Rz'RgRpax - L;'y) Ly LyJx = y,(x o y) o J x = y,unde] =
LoJR52RZ". 0

Acum trecem la studiul cvazigrupului (Q,"), in care egalitatea (2.41) are loc Va, b, x,y € Q.

Propozitia 2.6.5. Orice cvazigrup (Q,") cu identitatea

(x-yz)t = (x-yt)z, (2.44)
Vx,y,zt € Q este CI-cvazigrup si medial.
Demonstratie. In orice cvazigrup (Q,”) ecuatia ax = e,, unde ae, = a, este rezolvabili si solutia
depinde numai de a. Avem a - I(a) = e,, unde I este aplicatia Q in Q. In (2.44) substituim y =
x,t = 1(x),unde x - I(x) = ey, avem (x - xz)I(x) = xz sau (xv)I(x) = v,unde v = xz,Vv,x €
Q. Am obtinut (Q,") este CI-cvazigrup.

Mai departe luam in considerare bucla (Q,°), izotopa cvazigrupului (Q,-), unde izotopia este
data prin egalitatea (2.26). In egalitatea (2.44) trecem de la operatia ,,”” la operatia ,,o”, folosind
(2.26): Ry(Rax o Ly(Ryy © Lyz)) o Lyt = Ry(x - yt) o Lyz. Dacd L,z = e, e este unitatea buclei
(Qe), atunci avem  R,(Rgx o Ly(Ryy o Lyz)) o Lyt = (Rg(Ryx o LyRgy ) o Lyt) o Lyz.
Efectusim substitutiile x - Rz'x,y > Rz'y,z > Ly'z,t - L't si obtinem R, (x o Ly(y 0 2)) o
t =(Ry(xolLpy)ot)oz. Daca t=-e, avem (Ry(xeoLpy)ez)ot=(Ry(xoLpy)ot)eoz.
Notam R, (xoL,y) =v avem (vez)ot = (vot)oz Dacia v=e, atunci avem zot =to
z,Vz,t € Q. (Q,°) este bucla comutativa.

Mai departe urmeaza (zov)ot =2zo (vot). Am obtinut, ca (Q,0) este grup abelian.
Faptul, ca (Q,") este cvazigrup medial, urmeaza din Propozitia 2.6.3. si Teorema lui Albert [21].

O

2.7. Concluzii la capitolul 2

in Capitolul 2 sunt cercetate cvazigrupurile cu proprietiti de inversabilitate si anume WA-

si CI-cvazigrupuri. S-a definit o clasa noua de cvazigrupuri OWIP-cvazigrupuri, 0 generalizare
pentru WIP-cvazigrupuri.

In baza cercetdrilor efectuate in Capitolul 2 si a rezultatelor obtinute putem formula

urmadatoarele concluzii:

1. S-a obtinut ca orice WA-cvazigrup, care este IP-cvazigrup, este cvazigrup Moufang. S-a

demonstrat ca in W A-cvazigrup operatia derivata la drepta este cvazigrup Bol la stanga;

operatia derivata la stanga este cvazigrup Bol la dreapta. S-a demonstrat ca in WA-

cvazigrup cu unitate la stanga permutarile interne in raport cu unitatea sunt automorfisme
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ale cvazigrupului. Sunt date conditii necesare si suficiente cand in WA-cvazigrupul cu
unitate la stinga permutarile interne sunt automorfisme in raport cu elementul a € Q [62].

2. S-a gasit conditia cand OWIP-cvazigrupul (Q,)) este izotop al LIP-buclei (Q,o).
Presupunand, ca orice izotop al buclei OWIP-cvazigrupului este LIP-bucla, am obtinut 0
identitate noua in acest cvazigrup. Pentru care s-a gasit legatura cu cvazigrupul Bol la
stanga (la dreapta) [63].

3. S-a demonstrat ca orice CI-grupoid la stanga (Q,-) este CI-cvazigrup. S-a gasit conditia
necesara si suficienta (identitatea 2.36) cand CI-cvazigrupul (Q,-) este izotop grupului
(Q,0). Cercetand un cvazigrup arbitrar cu identitatea 2.36 s-a demonstrat ca este CI-
cvazigrup. Presupunand ca orice bucla izotopa CI-cvazigrupului este comutativa, obtinem
ca cvazigrupul este medial, iar bucla este grup abelian;

S-a obtinut identitatea 2.41 pentru care bucla (Q,°), izotopa CI-cvazigrupului (Q,"), este
CI-bucla. Cercetand cvazigrupul (Q,") cu identitatea 2.41 Va, b, x, y € Q s-a demonstrat ca
este CI-cvazigrup si medial [64], [65], [66].

In acest capitol sunt realizate obiectivele, care se referd la cercetarea relatiilor WA-, CI-
cvazigrupurilor cu cvazigrupele Moufang, Bol la stanga, la dreapta s.a. si la cercetarea
morfismelor, proprietatilor, relatiilor cu alte clase de cvazigrupuri ale cvazigrupurilor noi definite
(anume OWIP-cvazigrupuri).

Rezultatele expuse in Capitolul 2 au fost publicate in [64], [63], [65], [62], [66].
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3. DESPRE O CLASA DE i-CVAZIGRUPURI. UNITATILE iN CVAZIGRUPURILE
DE TIP BOL-MOUFANG

In acest capitol s-a cercetat o clasi noua de cvazigrupuri numita i-cvazigrupuri introdusa de
catre primul aspirant al lui V. D. Belousov, I. A. Florea impreuna cu autoarea tezei. S-a descris
relatia dintre unele tipuri de cvazigrupuri care contin unitate la stdnga cu cvazigrupurile Bol si
Moufang (in sensul lui Belousov) si sunt caracterizate anumite pseudoautomorfisme ale acestor
cvazigrupuri.

Ultimul paragraf al acestui capitol este dedicat cercetarii a 60 de identitati de tip Bol-
Moufang, la existenta unitatii la dreapta, la stdnga, medii. Identitatea, bazatd pe o operatie
algebrica, este de tip Bol-Moufang, dacd «ambele parti ale identitatii contin aceleasi trei litere
diferite, luate in aceeasi ordine, insd una dintre ele se intdlneste de doud ori pe fiecare parte a
identitatii» [1]. S-a folosit lista celor 60 de identitati de tip Bol-Moufang, cercetate in [48]. Vedeti
Tabela 3.1 mai jos [35].

Exista si alte definitii ale identitatilor de tip Bol-Moufang si, prin urmare, alte clasificari ale

acestor identitati [29], [26].

3.1. i-cvazigrupuri cu distributant nevid

In acest paragraf s-a cercetat distributantul i-cvazigrupurilor. Incepem cu definitia
distributantului:
Definitia 3.1.1. Distributantul D al cvazigrupului (Q,") este format din toate elementele d ale

multimii Q astfel incat (x+y)d=(x-d) - (y-d),d-(x-y)=(d-x)-(d-y) pentru orice

x,y € Q [67].
Definitia 3.1.2. Cvazigrupul (Q,") se numeste i-cvazigrup, daca in (Q,") are loc identitatea
x(xy - z) = y(zx - x), (3.1)

unde x,y,z € Q.
Exemplul 3.1.1. Exemple de i-cvazigrupuri.
1. Fie (C,+,) inelul numerelor complexe. Fie x oy = ix —y, pentru orice x,y € C si
element fixat i2 = —1. Atunci (C,°) este i-cvazigrup.
2. Orice grup (G,") in care elementele de forma x? se afla in centrul lui, este i-Cvazigrup.
3. O bucla comutativa Moufang este un i-cvazigrup. De asemenea, un cvazigrup Bol la stanga
este un i-cvazigrup.

4. Exista patru i-cvazigrupuri induse de grupul Zs:

x4y = (x + y)(mod5), x: ,y = (2x + 4y)(mod5),
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x - 3y = (3x + 4y)(mod5), X+ 4y = (4x + y)(mod5)

si cinci i-Ccvazigrupuri cu unitate care nu sunt induse de Zs:

112 (3 (4|5 112 (3 |45 112 |3 |4]5
1 /12 |3 |4 |5 1112 (3 |4 |5 1 (12 |3 (4|5
2 |12 |3 |5 |41 2 121411 |53 2 |2 1415 |3 |1
313|514 (2|1 313 |1 |5 |2 |4 313 |51]2 |1 |4
4 141112 |53 4 1415 1|2 |3 |1 4 14 13|15 |2
5|54 1|1 |3 |2 5|53 ]4 |1 |2 S|5|1 14 2|3

112 |3 (4|5 12 |3 |4 |5

1112 |3 |4 |5 1112 |3 |4 |5

2 2|51 |3 |4 2 12|54 |13

313111415 |2 3131412 (5|1

4 14 131|512 |1 4 1411 1]51|3 |2

5|54 12 |1 |3 55|13 |12 |4

Remared 3.1.1. Translatia Ry, unde f este unitate la stinga a cvazigrupului (Q,"), este notatd prin
R. Intr-un i-cvazigrup cu unitate la stinga R? = ¢ (translatia identicd) si R~! = R.
Teorema 3.1.1. Daca i-cvazigrupul (Q,-) este RIP-cvazigrup, atunci (Q,-) este cvazigrup Moufang
cu unitate la stinga f si distributantul D = {f}.
Demonstratie. Din egalitatea (3.1) pentru y = x avem
x%z=1zx-x (3.2
pentru toti x, z € Q.
Din egalitatea yx - x~1 = y si (3.2) avem (x%z)x~1 - x~1 = z. Atunci
x%(x%2) = z, (3.3)
pentru toti x, z € Q.
Din (3.1), (3.3) si (3.2) obtinem (x(x™2) - z) = x~%(x2z) = z. Atunci avem
x(x(x™2)-z) =x()x-z) = z, (3.4)
unde I;x = x - x~2. In (3.4) facem substitutia z — xz si obtinem I;x - xz = z. Am obtinut, ca
cvazigrupul (Q,-) este IP- cvazigrup, unde I}x -xy =y siyx - L.x = y.
Mai departe demonstram existenta unitatii la stinga f. Avem ye, -e;' =y, ye; ! =y,

-1 _ : L p—1 — . — 52, — 2 — H H
e, = e,. Am obtinut ze, - e, = ze, e, = eyz =z,e; = f,fz =z pentru orice z € Q. Din
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egalitatea fy -y~ =f avem yy ' = f,y "t ="yf, sau L.y = Rel;y, I, = R¢I;, atunci I, =
R,(I.I)"* =R Y=Rsi LI, = LI,.

In orice IP-cvazigrup are loc *((xy)™1) = _1(‘1y Tlx) = ()7t (_1y)_1, LI.(xy) =
I.I;x - I.I;y. Am obtinut autotopia T = (I,.1;, I.1;,I;I,) = (R,R,R), unde R este automorfism al
cvazigrupului (Q,), adica (xy)f = xf - yf. Deci, distributantul D = {f}.

Ramane sa demonstram, ca (Q,”) este cvazigrup Moufang, adicd are loc identitatea
x(y-xz) = ((x -yf)x)z (stim cd acest cvazigrup are unitate la stanga f). Pentru aceasta este

destul sa demonstram, ca in (Q,-) are loc autotopia T = (RxLfo, L3, Lx).
Din egalitatea x(xy - z) = y(zx - x) avem autotopia Ty = (Lz%,RZ,L,) si (x(xy - z))_1 =

((ze-0) " oy 2)- = THaxe ) Ty, )™ = e T Ty
Am obtinut
27 (T Tx) T = (x‘l (Tl _12)) -1y, (3.5)
Avand in vedere egalititile I} = I} =&, R} =& Ry = I.I; = I}],,, efectuam in (3.5)
urmitoarele substitutii z > z7%,y > y~1,x > x~* si obtinem (z(yx)) - x = (Rx - (x - Rz)) - y.
Avem o noud autotopie T, = (LysLyR,Rz%, Ry). Atunci Tz = T,T; = (a, Ry, ReLy), unde a =
LysLyRLy". Deoarece (Q,?) este IP-cvazigrup, atunci avem autotopia Ty = (RyLy, IRyl @),

unde LR Ly=(@ ')t ="x- "'y ) =L;'Ry,  LRJ, =Ly'R=L-1 R T, =
(RxLx,L—lxR, a). Asadar, avem a(yz) = (xy-x) - “x(zf). Daci y = x~1, unde xx~! = f,
atunci avem a(x~'-z) =zf, aly,-» =R,a =RL % = RL—l(x_l) = RLys, unde RL,sz =

R(xf-z) =x*Rz=LyRz,a = LyR, T, = (R,Ly, Ly*R,L,R). Deoarece R este automorfism al
cvazigrupului (Q,7), obtinem, in definitive autotopia T =T, - (Rr, Ry, Ry) = (RyLxRy, LY, Ly).
O
Teorema 3.1.2. Daca i-cvazigrupul (Q,") cu unitate la stanga f este izotop grupului abelian, atunci
(Q,") este cvazigrup Moufang medial si distributantul D = {f}.
Demonstratie. Cercetim izotopul (Q,0), unde x oy =R *x-y =Rx-y =xf -y, (Q,0) este
grup abelian cu unitatea f. Din x(xy-z) =y(zx-x) avem Rxo(R(Rxey)oz)=Ryo
(R(Rzox)ox).Dacaz = f,atunci Rx c R(Rxoy) =Ry o (Rxox),R(Rxoy) =Ryox,R(xo
y) = Rx o Ry. Am obtinut, ca R este automorfism al grupului abelian (Q,°) si cvazigrupului (Q,").

Prin urmare, distributantul D = {f}.
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Mai departe din (y o x) ox™! =y urmeazid R(Ry - x)*x 1 =ysi(y-Rx)-x"1 =y. Am

obtinut, ca (Q,") este RIP-cvazigrup si pe baza Teoremei 3.1.1. cvazigrupul (Q,") este cvazigrup
Moufang. Ramane sa demonstram ca (Q,-) este cvazigrup medial. Fie are loc xy - uv = xu - yv'.
Trebuie sa demonstram, cav = v'. Avem R(Rx o y) o (Ruov) = R(Rxou) o (Ryov’),xoRyo
Ruov=xoRuoRyov,v="1. O
Teorema 3.1.3. Daca i-cvazigrupul (Q,") cu distributant nevid D este izotop buclei Bol la stanga,
atunci (Q,") este cvazigrup Bol la stanga.
Demonstratie. Fie a € D. Atunci are loc a(xy) = (ax) - (ay), (xy)a = (xa) - (ya) pentru toti
x,y € Q. Am obtinut cd L, si R, sunt automorfisme ale cvazigrupului (Q,") si a? = a,L R, =
RaLg, RoLgt = Lg*Ry, R31L, = LoR7 L. Mai departe avem a(ay - a) = y((aa)a), a(a(ya)) =
ya, pentru orice y € Q,a(az) = z, unde z = ya. Am obtinut L2 = ¢, L, = L.

Acum fie izotopul (Q,°), unde x oy = Rz1x - Lz'y, (Q,°) este bucla Bol la dreapta cu
unitatta e =a. Din “'xo(xoy)=y avem Rz ("'x)-L'(Rilx-Lz'y) =y, R'Ix-
L' (R3'x - Lg'y) = Rg'x - (LaRz x - L3y) = ¥, R IRqLax(xy) = y, I;x(xy) = y, unde I, =
R;YIR,L,.

Am obtinut, ca i-cvazigrupul (Q,") este LIP-cvazigrup si este izotop buclei Bol la stanga, de
unde urmeaza, ca (Q,") este cvazigrupul Bol la stanga. i
Teorema 3.1.4. i-cvazigrupul (Q,) cu distributant nevid D este cvazigrup Bol la stdnga daca si
numai daca in (Q,) are loc egalitatea

xa-xy = xx-ay, (3.6)
pentru orice x,y € Q, unde a € D, a este element fixat.
Demonstratie. Este dat a(xy) = ax - ay, (xy)a = xa - ya. De unde, in particular, obtinem ax -
a=a-xa, RyLy, =L4R,, a?=a, L, R, este automorfism al cvazigrupului (Q,) si buclei
(Q,°) , unde xoy=R;x-L;'y. Acum folosim identitatea i-cvazigrupului x(xy-z) =
y(zx - x). Inlocuind x = z = a, avem a(at) =t, Vt € Q, unde t = ya, L2 = ¢, unde ¢ este
permutarea identica a multimii Q. Mai departe avem a(aa - z) = a(za - a), L, = RZ.

Pentru simplificarea scrierii, ne invoim L, = L, R, = R. In egalitatea x(xy - z) = y(zx - x)
trecem de la operatia “-” la operatia ,,o”, folosind x oy = Rz1x - L'y = R™'x - L™'y, xy = Rx o
Ly.

Avem RxoL(R(RxoLy)oLz) =RyoL(R(RzoLx)oLx), Rxo ((LRZx o LRLy) o

I2z) = Ry o ((LR?z o LRLx) o I?x). Acum folosim urmitoarea egalitate L = R?, [? = ¢ si
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obtinem Rx o ((x c Ry) o z) = Ry o ((z © Rx) o x). Efectudm substitutia y — R~y si obtinem
identitatea:

Rxo((xoy)oz) =yo((zoRx)ox). (3.7)
Daca y = Rx, atunci obtinem (xocRx) oz =(zeoRx)ox, Rxo ((x °oy)o z) =yo ((x oRx) o
z).Daciy = x7%, unde x o x™1 = e = q, e este unitatea buclei (Q,°), atunci avem

Rxoz =x"1o((xoRx)oz). (3.8)
Din (3.6) avem R?x o L(Rx o Ly) = R(Rx o Lx) o L?y, Lx o (LRx o L?y) = (R?x o RLx) o L?*y.

Efectuam substitutia x — Lx si obtinem

xo(Rxoy)=(xoRx)oy. (3.9)
Din (3.8) si (3.9) avem
Rxoz=x"to(xo(Rxoz)), t=x"to(xot), (3.10)

e 7

unde t = Rx o z,x,z € Q. In egalitatea (3.10) trecem de la operatia “o” la operatia “” si obtinem
t=R x1-L"Y(Rx-L71t) =R 'x71- (LR 1x-t) = R"YIRLx - (xt) = I,x(xt), unde
I, = R™YIRL. Avem, ci cvazigrupul (Q,") este LIP-cvazigrup.

Acum demonstram, cd bucla (@Q,°) este inversabila si la dreapta, adica (Q,) este IP-bucla.

In (3.7) substituim y = e, unde e este unitatea buclei (Q,o) si obtinem

Rxo(xoz)=(zoRx)ox (3.11)
In (3.7) substituim z = e, avem

Rxo(xoy)=yo(Rxox) (3.12)
Din (3.11) si (3.12) avem

(zoRx)ox =zo (Rxox). (3.13)

Din (3.13) si (3.7) obtinem egalitatea Rx o ((x oy)oz) =yo (2o (Rxox)). Daci z=y"},
atunci avem (x e y) oy~ = x, Vx,y € Q, (Q,°) este IP-bucla.
Mai departe demonstram, ca (Q,o) este bucld Moufang in care (Rxox)oy=1yo

(Rxox), Vx,y €Q. Din Rx o ((x oy)o z) =yo ((z o Rx) o x) obtinem autotopia T; buclei

(Q,0) ,unde T; = (L3Y, RyRry, Lry). Mai departe avem (Rx o((xoy)o z))_1 = (y o((zoRx)o

) (xey)ez) e RO = (o Rx)ex) Loy, (e (xoy) e (RN =
(x7to(zoRx)™) oy i
(z7lo(ytox))o(Rx) = (x"to((Rx)toz 1))y L, (3.14)

Dinxox™' =e avem Rx o Rx™! = Re = e, Rx~' = (Rx) L. In egalitatea (3.14) facem

substitutiile x > x™%,y - y™1,z > z7! si obtinem egalitatea (zo (y ox)) o Rx = (x o (Rx o
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z)) oy, si avem o noud autotopie T, a buclei (Q,0),unde T, = (LyLgy, R;1, Rg,). Mai departe
avem autotopia T3 = T4 T, = (Lgyx, RyRrxRx Y LrxRryx) = (Lgy, @, LrxRgy), Unde a =
R Rp R

Am obtinut egalitatea Lg,Rg,(y ©°2z) = Lgyy o az. Daca y =e, atunci @ = Rg,, T3 =
(Lrx» Rrxs LrxRRy)- In T3 efectudm substitutia x — R~ x si avem T3 = (L,, Ry, L,R,). Deoarece
bucla (Q,°) este IP-bucld, atunci mai avem 1inca autotopia T, = (LyR,,IR,I,L,) =
(LyRy, L3, Ly). Am obtinut identitatea Bol la stinga x o (y o(xo z)) = (x o(yo x)) ° Z.
Deoarece (Q,°) este IP-bucla, atunci (Q,o) este bucla Moufang.

Acum demonstrim egalitatea (Rx cx) oy =y o (Rx ox), Vx,y € Q. In egalitatea (3.7)
substituim y = Rx si obtinem (x o Rx) oz = z o (Rx o x). Daca z = e, atunci avem x o Rx =
Rxox, (Rxox)oz=zo (Rxox).Definitivam obtinut, ca cvazigrupul (Q,") este inversabil la
stanga si este izotop buclei Moufang (Q,°) .

Pe baza rezultatelor din [54] avem, ca (Q,) este cvazigrup Bol la stanga.

Invers. Fie (Q,") este cvazigrup Bol la stanga. Atunci (Q,") este inversabil la stanga, adica are loc
Iix-xy=7v, RllxoL(RxoLy) =y, RILxo(LRxoy) =y, RLR L Ixo(xoy)=y. Am
obtinut, ca si bucla (Q,°)este inversabilid la stinga. Pe baza (3.8), avem Rxoz =x"1lo
((xoRx)oz)=x"to(xo(Rxoz)),(xoRx)oz=x0(Rxoz), R"Y(R x-L'Rx) -
L'z=R x-L'(x-L™'2), (R?x-L'x)-z=R 'x-(L"'x-L"'z), (Lx-Lx) Lz =
R x (Lx-z), xx-az=R Lx-xz, xx-az = xa- xz. 0

3.2. Relatia i-cvazigrupurilor cu alte cvazigrupuri

Introducem notiunea de miez al cvazigrupului Bol la stanga. Miez al cvazigrupului Bol la
stanga (Q,") numim grupoidul (Q,+) definit in felul urmator x +y = Rgxl(x- ~lyx), unde
“lyy = ey,ye, = y. Pentru bucla Bol la stinga aceasta notiune a fost introdusa de catre V. D.
Belousov.

Propozitia 3.2.1. Daca i-cvazigrupul (Q,") este idempotent, atunci (Q,") este cvazigrup Bol la
stanga. Mai mult, in acest caz (Q,") este cvazigrup Stein la dreapta, care este distributiv la stanga
si miezul cvazigrupului Bol la stinga de asemenea este i-cvazigrup [68].

Demonstratie. Fie ci in i-cvazigrupul (Q,) fiecare element este idempotent, adicd x? = x. Atunci
din (3.1) avem xz = zx - x. Am obtinut identitatea lui Stein la dreapta.

Inmultim din dreapta egalitatea Stein la dreapta la x si obtinem xz - x = (zx - x)x = x - zx.

Am obtinut legea de elasticitate xz - x = x - zx.
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Mai departe avem x(xy - x) = y(x? - x) = yx, x(x - yx) = yx. Substituim yx = z si avem
x(xz) = z pentru orice x, z € Q. Atunci (Q,") este LIP-cvazigrup si L2 = &, unde ¢ este permutare
identica. Din x(xy - z) = y(x%z) = y - xz, pentru y — xy avem x((x - xy)z) = xy - xz,x(yz) =
xy * xz. Atunci (Q,”) este cvazigrup distributiv la stanga, L,este automorfism al cvazigrupului
@)

Acum ne convingem, ca in (Q,") are loc identitatea Bol la stdnga x(y - xz) = Rz!(x - yx) -
Z.

A=x(y xz) =xy-x(xz) =xy-z,B=R;'(x yx) z=R;'(xy x)-z=xy-z
Am obtinut, ca (Q,") este cvazigrup Bol la stanga.

Trecem la cercetarea miezului (Q, +) al cvazigrupului Bol la stanga (Q,"):
x+y =R x-"lyx) =Ry (x yx) = Ry'(xy - x) = xy.

Amobtinut "+ " ="-", m
Remareca 3.2.1. Daci i-cvazigrupul (Q,"), in care x? = x, este izotop buclei comutative, atunci
(Q,") este distributiv la stanga, iar bucla (Q,°) este bucla Moufang comutativa [69], unde x o y =
R;1x - Ly.

Remareci 3.2.2. Orice bucli (Q,0), izotopa i-cvazigrupului (Q,), unde x? = x, este bucli Bol la
stanga [54].

Daci cercetdm izotopul (Q,°), unde x oy = R;1x - L'y, atunci din x(xy) = y, obtinem
RyxoLy(RgxoLyy) =y,x0oLs(xoL,y)=7y. Daca y =e =a, atunci avem xoL,x =e,
Lgxox = e, Lyx = ~'x, unde L, este automorfism si al buclei (Q,o). Daca bucla (Q,°) este
inversabila la dreapta, atunci (Q,°) este bucla Moufang comutativa, iar (Q,”) este cvazigrup
distributiv.

Propozitia 3.2.2. Daca i-cvazigrupul (Q,) are unitate la dreapta e, atunci (Q,") este bucla
Moufang in care x?y = yx? pentru orice x,y € Q.

Demonstratie. Fie (Q,) are unitate la dreapta xe = x pentru toti x € Q. In egalitatea x(xy - z) =
y(zx - x) substituim x =y =-e,e(ee-z) =e(ze-e),e(ez) =ez,et =t pentru toti t € Q,
unde t = ez. Am obtinut, ca (Q,") este bucla, unde x - xz = zx - x.

Acum demonstram, cd bucla (Q,) este inversabila la stanga. Avem
“lyy=e, y(Tyyz)=y(z7ly-"ly), Tlyz=y(Tly- Tlyz),t =y(T'yt), unde t7' =
yz. Efectuam substitutia t = yt si obtinem yt = y(_ly . yt), t = "ly-yt. Avem, ca (Q,”) este
LIP-bucla.
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Mai departe demonstram, ca (Q,") este RIP-bucla. Avem x(xe - z) = e(zx - x),x - Xz = zx -
x = x2z. Pe de altd parte avem x(xy-e) = y(ex - x) = yx?,x - xy = yx2. Am obtinut, cd in
bucla (Q,") are loc egalitatea x?y = yx? pentru orice x,y € Q. Atunci putem scrie x(xy - z) =
y(x?z) = y(zx?),xy-z= "*x(y-zx?). Daci z= "'y, atunci  obtinem  xy-

Ty = "Mx(y - T'yx?) = “"x(xx) = x. Avem egalitatea xy - 7

y = x, adica bucla (Q,") este
RIP-bucla.

Definitiv am obtinut, ca I;x - xy = y,yx - I,x =y, unde I, = I, si (Q,") este IP-bucla. Pe
baza Teoremei 3.1.1. (Q,") este bucla Moufang. m
Propozitia 3.2.3. Orice i-cvazigrup (Q,”) cu unitate la stanga f este cvazigrup cu proprietate
inversa la stanga si izotop LIP-buclei (Q,o), unde x oy = Rf_lx Y.

Demonstratie. Din x(xy - z) = y(zx - x) pentru x = y, obtinem x%z = zx - x. Dacd z = f, atunci
avem x2f = x2, pentru orice x € Q.

Acum cercetim identitatea x%(x2%y-z) = y(zx?-x?%) si substituim y = f. Avem
x2(x%z) = zx? - x?,x%(x%y - z) = y(x? - x?z). Fie x?-(x?)"1 = f. Atunci obtinem x2z =
(x?)71(x? - x%2),t = (x?)"1(x2t) pentru orice x,t € Q, unde t = x%z. Mai departe avem
x((e- (x®)™) - z) = (x¥) U(x%2) = z,x(Ix - z) = z, unde I;x = x - (x?)~. Am obtinut, ci
(Q,") este LIP-cvazigrup.

Acum cercetam izotopul (Q,°), unde x oy = Rf_lx *y. Am obtinut, ca (Q,°) este bucla cu

unitate f. Din I;x - xy = y urmeazd Re[;x o (Rpx o y) =y, ReLR; ' x o (x o y) = y. Atunci (Q,°)
este LIP -bucla. m
Propozitia 3.2.4. Daca in i-cvazigrupul (Q,)) are loc x? = f pentru orice x € Q, unde f este
element fixat, atunci (Q,") este cvazigrup Moufang cu unitate la stinga f si izotop al unui grup
abelian.
Demonstratie. Din x2z = zx - x avem fz = zx - x pentru orice x, z € Q. In particular, avem fz =
ze, e, =z, unde f este unitate la stinga. Am obtinut identitatea zx:x = z,R%Z = &, R, =
Ry R; = R;l, (Q,") este RIP-cvazigrup si, pe baza Teoremei 3.1.1., cvazigrupul (Q,”) este
cvazigrup Moufang.

Dinx(xy-z) = y(zx-x) = yz,daciy = f,avem x(xf - z) = z,I; = R;. Dinx(xy - z) =
yz urmeaza egalitatea xy - z = xf - yz,xy - f = xf - yf,D = {f} si Ry = I, este automorfism al
cvazigrupului (Q,") si buclei (Q,°), unde x oy = Rf‘lx *y,xy = Rx oy (Propozitia 3.2.3.) Din
xy-z=xf-yzavemR(Rxoy)oz =xo(Ryoz),(xoRy)oz =xo(Rye°z),(Q,0)este grup.
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Ne convingem, cid (Q,o) este grup abelian. Din I;x-xy = Rpx-xy =y urmeazd x o
(Rx oy) = y.Daciy = f, atunci obtinem x o Rx = f,Rx = x~1 = Ix si R = I este automorfism
al grupului. Prin urmare, (Q,) este grup abelian. m
Propozitia 3.2.5. i-cvazigrupul (Q,") cu unitate la stdnga f este cvazigrup Moufang daca si numai
dacd Ry este automorfism al cvazigrupului (Q,").
Demonstratie. Fie Ry este automorfism al cvazigrupului (Q,7), adica are loc egalitatea
xy-f=xf-yf (3.15)
pentru orice x,y € Q.
Fiey-y~! = f. Pe baza Propozitiei 3.2.3., cvazigrupul (Q,") este inversabil la stanga, adica
are loc egalitatea
“x-xy = ysaul;x-xy = y. (3.16)
Din ~'y-(7'y) ' = f si (3.17) obtinem (7'y)"' = yf,I.I, = Ry. Deoarece R? =¢,I = &,
atunci avem I, = ReI;,y ™t = (T'y)f.
yl="1y.f (3.17)
Din egalititile (3.15) si (3.17) obtinem (x-"")f =xf -
f, x (e T)f) = xGf oy, Ty = fO3yTY, Tyx? =Py
Mai departe avem x2 = y(x?-y~1),x = “'x(y(x?-y~1)). Acum putem scrie x(xy -
y D =yt y D,xy-y = "x(y(x?y™1)) =x. Am obtinut xy-y~t=x pentru orice
X,y € Q, adica (Q,") este cvazigrup inversabil la dreapta. Pe baza Teoremei 3.1.1. (Q,") este
cvazigrup Moufang.
Invers. Fie ca (Q,") este cvazigrup Moufang. Atunci, in particular, (Q,") este si cvazigrup Bol la
dreapta, adica are loc identitatea (zx-y)x =z- Lfal(xy X)) =2z- L;l(xy x) = z(xy-x). In
particular, (zf - y)f = z(fy - f) = z(yf). Facem substitutia z — zf si obtinem (zy)f = zf - yf,
Ry este automorfism. O

3.3. i-cvazigrupuri cu identititi alternative si de elasticitate

Cunoastem, ca cea mai cercetata clasa de bucle neasociative este clasa de bucle Moufang.
Avem in primul capitol definitia buclei Moufang cu identitatile (1.18) si (1.19). Cunoastem, ca
orice bucld Moufang este IP-bucla ( [21], Teorema 5.6). In afari de aceasta, in bucla Moufang
sunt adevarate identitatile:

x-xz = xx - z (legea alternativa la stanga), (3.18)

zx - x = z - xx (legea alternativa la dreapta), (3.19)
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xy-x = x-yx (legea de elasticitate). (3.20)
Identitatile (3.18) si (3.19) urmeaza din identitatile buclei Moufang pentru y = 1, iar (3.20) din
(1.19) pentru z = 1.

In paragraful dat s-au cercetat i-cvazigrupurile cu aceste trei legi. Au loc urmitoarele
propozitii:
Propozitia 3.3.1. Daca in i-cvazigrupul (Q,) are loc legea alternativa la stanga (3.18), atunci (Q,
) este bucld Moufang, unde x?y = yx? pentru orice x,y € Q.
Demonstratie. Avem:
L fy iy =K%y =K1 = fypentruoricey € Q,
2. fy hz=fizf, fyz = f,z fyt = t,pentruorice y,t € Q, ft =t,
3. x(xf-y)=f(x%y) =x%y = x(xy),xf -y = xy,xf = x,pentru  oricex € Q,f este
unitatea buclei (Q,").
Pe baza Propozitiei 3.2.2. avem ci (Q,) este bucld Moufang si x?y = yx? pentru orice x,y € Q.
O
Propozitia 3.3.2. Dacé in i-cvazigrupul (Q,") are loc legea alternativa la dreapta (3.19), atunci (Q,
) este bucla Moufang in care x2y = yx?2.
Demonstratie. Avem:
1. ye,-e, =y(e2),y = yeZ eZ = e,, pentruorice y € Q,
2. zey-e, = z(ef,) = zey, te, = t,pentruoricet € Q,e, = e, xe = x.
Cvazigrupul (Q,") are unitate la dreapta si, pe baza Propozitiei 3.2.2., (Q,") este bucla Moufang si
x2y = yx? pentru orice x,y € Q. O
Propozitia 3.3.3. In orice i-cvazigrup (Q,") cu identitatea de elasticitate (3.20) multimea tuturor
unitatilor locale formeaza un subcvazigrup Bol la stanga [54].

Demonstratie. Din (3.20) avem xe, - X = X e,X, X = e,X,

ex =f Vx€Q. (3.21)
Din (3.1) 5i (3.20), obtinem xx:z = zx-x, e,e, z =ze, e, ez =12z el =f, =e,,
e?=e, YZEQ (3.22)

Din (3-1) §i (3-22)’ Obﬁnem ex(exy ) ex) = y(exex ’ ex) =Yeéy, ex(ex ' yex) =Yeéy, ex(ext) =
t,

ex(eyt) =t, Vx,t€Q. (3.23)
Din (3.1) si (3.23), obtinem e, (e,y - z) = y(e2z) =y - e,z,
ex(yz) = e,y ez, Vx,v,z € Q. (3.24)

Din (3.24) avem ex(yey) = e,y " exey,
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ex €y =€ ,,VXx,y €Q. (3.25)

Fie M multimea tuturor unitatilor locale ale cvazigrupului (Q,), adica
M = {e, € Q|xe, = x},Vx € Q.

Din (3.25) urmeaza, cid M este inchisa fatd de operatia de cvazigrup ,,”, adicd V ey, e, €
M, (e - e, € M). Pentru ca (M,) s fie subcvazigrup este suficient sa demonstram, ca solutiile
ecuatiilore,x = e, y-e, =ep,, Ve, e, €M apartin M.

Fie e, c =e,. Atunci avem c=-¢e, e, € M. Fie de, = e,. Atunci analog obtinem
(dey)e, = epe,, e2d =epe,, e,d=ep e, d=-ey (e, e,) EM. Avem, ci (M,) este
subcvazigrup al i-cvazigrupului (Q,).

Ne ramane sa demonstram, ca in subcvazigrupul (M,-) are loc identitatea Bol la stanga:

x(y-xz) =R;}xy-x)z Vx,y,2z€M.

Pentru orice x,y,z € M are loc x? = x, e, = x, x(xy) =y, x(yz) = xy - xz. Din aceasti cauzi
obtinem A=x(y-xz)=xy-(x-xz)=xy-z B=R(xy x) z=R;'(xy-x)-z=xy-
z. Am obtinut A = B. o
Propozitia 3.3.4. i-cvazigrupul (Q,") cu unitate la stdnga f este cvazigrup Moufang daca si numai
daca in (Q,") are loc egalitatea:

zx - x = zf * xx, (3.26)
pentru orice x,z € Q.
Demonstratie. Scriem identitatea de baza a i-cvazigrupului (Q,")

x(xy-z) =y(zx-x), (3.27)
Vx,y,z € Q.
Daca x = y, atunci

XX*Z=2ZX"X. (3.28)
Daca x = f, unde fx =x, Vx € Q, atunci obtinem z = zf - f, R} = ¢, € este permutarea
identica a multimii Q, Ry = Rf_l. Daca in (3.28) z = f, atunci obtinem xx - f = xx.

x*f =x2, Vx € Q. (3.29)

Fie (Q,°) este bucla, izotopa cvazigrupului (Q,") cu izotopia

xey=R'x"y=Rpx-y, xy=Rpxoy. (3.30)
Bucla (Q,°) are unitate f. Pentru a simplifica scrierea, convenim sd notam Ry = R. Fie dat (3.26),
atunci din (3.26) si (3.28) obtinem

Zf xx =xx-z (3.31)
Vx,z € Q.
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Din (3.31), (3.30) si (3.29) avem zo (Rx o x) = R(xx) cz=xx°z = (Rx o x) o z.

Zzo(Rxox) = (Rxox)oz, (3.32)
Vx,z € Q.
In (Q,) are loc x%(x%y - z) = y(x?x? - z). Daci y = f, atunci

x2(x%z) = x%x? - z, (3.33)
Vx,z € Q.

Mai departe demonstrdm, ci (Q,") este inversabil la stinga. Avem x2(x?(x2?)"1-z) =
() 1 (x%x2 - 2) = (x?) 1 (x? - x%2z), unde x%(x?)"'=f. Am obtinut egalitatea x2z =
()1 (x? - x%2),

t = (x?)"1(x%t), (3.34)
Vx,t € Q, unde t = x2z.

Definitiv avem x(x(x?)"1:z) = (x2)71(x2z) = z. Facem substitutia z — xz si obtinem
x(x®)Y-xz =12z Iix-xz =z unde I;x = x(x*)~1. Am obtinut, cd i-cvazigrupul (Q,) este
inversabil la stanga.

In egalitatea I;x - xy = y trecem de la operatia ,,~” a cvazigrupului (Q,") la operatia ,,o” a
buclei (Q,°) din (3.30) si obtinem RI;x o (Rxoy) =y, RLR *x o (xoy) =y. Avem, ci (Q,°)
este bucla inversabili la stanga. In egalitatea (3.27) de la operatia “-”” trecem la operatia “o”:
Rxo(R(Rxoy)oz) =Ryo(Rx?0z) =Ryo(x?0z)=Ryo((Rxox)oz)=
=Ryo (Z o(Rxo x))

Am obtinut

Rxo(R(Rxoy)oz)=Ryo (z o(Rxo x)),‘v’x, v,z € Q. (3.35)

Daca in egalitatea (3.35) y = e = f, atunci avem Rx o (xoz) = zo (Rx o x). Daca in
egalitatea (3.35) z = e, atunci avem Rx o R(Rxoy) = Ryo(Rxox) = (Rxox)oRy =Rxo
(xoRy), R(Rxoy) =xoRy, R(xoy) =RxoRy, R este automorfism al buclei (Q,°) si
cvazigrupului (Q,).

Acum egalitatea (3.35) putem scrie ca

Rx o ((x °oy)o z) =yo (Rx o(xo z)). (3.36)
Dacdz =y !, unde y~1 o (y 0 z) = z, obtinem (x o y) o y~1 = x si (Q,°) este IP-bucla.

Mai departe demonstram, ca (Q,°) este bucla Moufang. Din egalitatea (3.36) avem autotopia

T, buclei (Q,), unde T; = (L%, RyRry, Lry)- Intr-adevir, avem

LRx(ny °oz)=yo RxRRxZ:y - L;ly' LRx(y °z) = L§1y ° RxRRer T, = (L;l'RxRRx' Lpy)-
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in plus, avem (Rx o((xoy)o z))_1 = (y o((zoRx)o x)) , ((xey)o z)_1 o(Rx)™1 =

(ZoRx)ox) "oy, (7 e (xoy) ™o (RN = (x o (zoRX) ™) oy, (z7 o (1o
x ™)) e (R)™ = (x"1o (Rx) tez™)))oy™L.

Am obtinut o autotopie noud T, a buclei (Q,°), unde T, = (Lz'LzL, R, RzL). Acum
cercetaim autotopia T3, unde T3 = T, *Ty = (Lry, Rrx» RrxLry). In T efectuim substitutia x —
Rx, unde R? = &, si obtinem Ty, = (Ly, Ry, R, Ly).

Deoarece (Q,o) este IP-bucla, atunci mai avem si autotopia Ts, unde Ts =
(ReLy, IR, 1, Ly) = (ReLy, Ly, Ly), adicd am obtinut Ly(y o z) = ReLyy o Lylz, xo (yo (xo
z)) = ((x o ¥) © x) o z. Am obtinut identitatea Moufang.

Ne vom convinge, ca si cvazigrupul (Q,) este IP-cvazigrup, adicd ne mai ramane sa
demonstram, ca (Q,) este inversabil la dreapta. Avem x lo(xoy) =(yox)ox 1=
y, R(R-x)x1=(R?y-Rx) x 1= (y-Rx)x 1 =y.

Definitiv avem, ca i-cvazigrupul (Q,-) este IP-cvazigrup si-i izotop buclei Moufang. Pe baza
rezultatelor din [70] urmeaza, ca (Q,") este cvazigrup Moufang.

Invers. Fie (Q,") este cvazigrup Moufang si demonstram, ca are loc identitatea (3.26).

In particular, in cvazigrupul Moufang (Q,”) are loc a doua identitate Bol (zx - y)x = z -
fol(xy -x) = z(xy-x).Dacd x = f, atunci avem (zf - y)f = z - yf. Facem substitutia z - zf
si obtinem (zy)f = zf - yf, Ry este automorfism al cvazigrupului (Q,") si buclei (Q,°). Din
aceasta cauza din identitatea x(xy-z)=y(zx-x)in cvazigrupul (Q,) obtinem in

(Q,0) identitatea

Rx o ((x oy)o z) =yo ((z oRx) o x). (3.37)
Daca y = Rx, atunci

(xoRx)oz=(zoRx)ox,Vx,z €Q. (3.38)
In (3.37) inlocuim z = e = f si avem Rx o (x o y) = y o (Rx o x). Am obtinut

zo(Rxox) =Rxo(xoz),Vx,z€Q. (3.39)
In (3.37) punemy = e siavem Rx o (x 0 z) = (z o Rx) o x,

(zoRx)ox =Rxo(xo2z),Vx,z €Q. (3.40)
Din (3.38), (3.39), (3.40) avem

Zzo(Rxox)=(Rxox)oz xoRx=Rxox, (3.41)

Rz-(R?x-x) =R(R?>x'Xx) 2z, zf XX =XX*Z=2ZX"X. (3.42)

O
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3.4. Pseudoautomorfisme ale i-cvazigrupurilor

Propozitia 3.4.1. Daca permutarea o a multimii Q a i-cvazigrupului (Q,’) cu unitate la stanga f
este pseudoautomorfism la stinga al cvazigrupului (Q,") cu companionul k, atunci k este un
element Bol la stanga.

Demonstratie. Este dat: k - a(xy) = (k- ax) - ay. Dacd ax = e, atunci avem a(a e, -y) =
ay, ale,-y=1y, ale,=f, e, =af. Mai departe observim, ci este datd autotopia T
cvazigrupului (K,"), unde T; = (Lyxa, @, Lya). Pe baza Propozitiei 3.3.3. i-cvazigrupul (Q,") cu
unitate la stanga f este inversabil la stanga, din aceasta cauza mai avem autotopiile T, si T3, unde
T, = (ILyal, Lya, ), Ty = T,T7 ' = (v, Lk, Ly*). Aflim permutarea y. Avem L, (yz) = yy -
Lyz. Daca z=e,, atunci obtinem Rp'Ly'R,, =y. Avem autotopia T, =
(Ri*LE R, L,(,Lgl)'1 = (R LxRy, L, Ly), k este elementul Bol la stanga, k(x-ky) =
Rl(k-xk)-y, Vx,y€Q. O
Exemplul 3.4.1. Fie Q(+,") campul numerelor rationale. Definim o operatie noud "o ", x oy =
—x +y. Atunci (Q,°) este i-cvazigrup cu unitate la stinga f = 0. Translatia la stanga L, a
cvazigrupului (Q,°), este pseudoautomorfism la stanga al cvazigrupului (Q,°) cu companionul
k=-— % Pe baza propozitiei demonstrate, cvazigrupul (Q,e) este cvazigrup Bol la stanga.

Propozitia 3.4.2. Daca in i-cvazigrupul (Q,”) cu unitate la stanga f translatiile L, si Rj, sunt
pseudoautomorfisme la stanga cu companionul k, atunci a = e, f, b = ey, unde ke, = k.
Demonstratie. Fie k- L,(xy) = (k- Lyx) - L,y, k(a-xy) = (k- ax) -ay. Daca x = f, atunci
obtinem k = k - af, af = ey, af - f =eyf, a =erf.Fie k- Ry(xy) = (k-Ryx) - Ry, k(xy-
b) = (k- xb) - yb. Daca x = f, atunci avem k = kb, b = e m
Propozitia 3.4.3. Daca i-cvazigrupul (Q,”) cu unitate la stanga f este izotop grupului abelian,
atunci L, si Ry, unde a = e, f, b = ey, sunt pseudoautomorfisme la stinga ale cvazigrupului (Q,")
cu companionul k.
Demonstratie. Cercetam izotopul (Q,°) i-cvazigrupului (Q,"), cu izotopia:

xey=R;x"y, (3.43)
Vx,y € Q. (Q,°) este bucla cu unitatea f. De unde urmeaza, ca (Q,) este grup abelian.

Ne convingem, ci are loc k- L, f(xy) = (k- Lekfx) “Le,ry, k(exf - xy) = (k- Cexf

x)) - (exf - ¥). Din (3.43) avem A = k(eyf - xy) = Rk o (R%e; o (Rx o y)) = kf o (e ° (Rx o

), 5iB = (k- (exf*x)) " (ewf ") = R(Rk o (e o)) o (e 0y) =k oepf oxf oy 0.
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Ne convingem, cd are loc kf = k o ey f pe baza, ca R este automorfism al grupului abelian
(Q,0)siR> =e.R(kf) =k, R(koeyf) =RkoR?, =k-e, =k.Amobtinut A = B.

Acum ne convingem, ca are loc k- R, (xy) = (k- Rekx) ‘Re, ¥, k(xy - ey) = (k- xep)
(yex). Din (3.43) avem A =k(xy-e,) =kfo(R(Rxoy)oey,) =kfoxoRyce, B =
(k-xeyx) (yex) =R(RkoRxoe)oRyoe, =koxoerfoRyoe, A=B. m

3.5. Unitatile in cvazigrupurile cu identititi de tip Bol-Moufang

In acest paragraf cercetam cvazigrupurile cu identitatea de tip Bol-Moufang daca poseda sau
nu unitate la dreapta sau la stanga.

In unele cazuri am folosit Prover9 [71] si Mace4 [72] pentru unele demonstratii si pentru a
construi contraexemple.

Amintim, ca parastroful (12) al grupoidului (G,) este grupoidul (G,*), care in operatia " * "
se primeste dupd urmatoarea regula:

X*Yy=y-X. (3.44)

Clar, ca pentru orice grupoid (G,") exista grupoidul lui parastrofic (12) (G,*).

Tabela lui Cayley a grupoidului (G,*) este o simetrizare a tabelei Cayley a grupoidului (G,*)
fata de diagonal principal. Evidentiem, ca pentru orice cvazigrup binar exista si parastrofii lui [21],
[39], [40].

Presupunem, ca identitatea F este adevaratd in grupoidul (G,"). Atunci noi putem obtine

n n A 1 1

identitatea parastrofica (12) (F*) a identitatii F, care trece operatia in operatia " * " si schimba
ordinea variabilelor folosind regula (3.44).

Remarca 3.5.1. in cazul cvazigrupului, analog pentru identitatea parastrofica (12), pot fi
determinate alte identitdti parastrofice.

Tabela 3.1. Unitatile in cvazigrupurile cu identitati de tip Bol-Moufang

Numele Denumirea identitatea f e bucla grup

Fy xy - zx = (xy - z)x + + + +

F, Moufang xy-zx = (X yz)x + + + -
medie

F; xy - zx = x(y - zx) + + + +

F, Moufang xy - zx = x(yz-x) + + + -
medie

Fs (xy - z)x = (x - yz)x |+ + + +

Fq Identitate extra | (xy - z)x = x(y - zx) |+ + + -

52



F; (xy - 2)x = x(yz- x)
Fg (x - yz)x = x(y - zx)
Fq (x - yz)x = x(yz - x)
Fiq x(y - zx) = x(yz- x)
Fiq xy - xz = (xy * x)z
Fi, xy - xz = (x - yx)z
Fi3 Identitate extra xy - xz = x(yx- z)
Fi4 xy *xz = x(y- xz)
Fis (xy - x)z = (x - yx)z
Fig (xy ~x)z = x(yx + z)
Fi; Moufang la| (xy - x)z = x(y* xz)
stanga
Fig (x - yx)z = x(yx - z)
Fio Bol la stanga (x-yx)z = x(y * xz)
Fy x(yx - z) = x(y-xz)
Fyq yx - zx = (yx * z)x
F,, Identitate extra | yx - zx = (y - x2)x
Fy3 yx * zx = y(xz - x)
Fyu yx zx = y(x * zx)
Fys (yx- z2)x = (y * x2)x
Fye Bol ladreapta | (yx - z2)x = y(xz - x)
Fyy Moufang la| (yx 2)x = y(x + zx)
drepta
Fog (y: xz2)x = y(xz - x)
Fzo - x2)x = y(x - zx)
F3o y(xz - x) = y(x- zx)
F3, yx: xz = (yx - x)z
Fs, yx +xz = (y * xx)z
F3; yx - xz = y(xx * z)
F3, yx - xz = y(x * x2)
F3s x - x)z = (y - xx)z
F3c | RC-identitate (yx- x)z = y(xx - 2)
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Fs; C-identitate

(yx *x)z = y(x - x2)

- xx)z = y(xx - 2)

Fsq LC-identitate

(y - xx)z = y(x - xz)

y(xx - z2) = y(x - xz)

Fyq LC-identitate

xx yz = (x - xy)z

xx - yz = (xx - y)z

xx *yz = x(x * yz)

xx yz = x(xy -+ z)

(x - xy)z = (xx - y)z

Fue LC-identitate

x 1))z = x(x - y2)

G2z = x(xy - 2)

Fug LC-identitate

(xx - )z = x(x - y2)

(xx -y)z = x(xy - 2)

x(x - yz) = x(xy * 2)

yz: xx = (yz-x)x

vz -xx = (y- zx)x

Fes RC-identitate

vz - xx = y(zx - x)

vz xx = y(z * xx)

(yz - x)x = (y * zx)x

Feq RC-identitate

(yz - x)x = y(zx - x)

Fe, RC-identitate

vz - x)x = y(z- xx)

O 20x = y(zx %)

- zx)x = y(z - xx)

y(zx -x) = y(z - xx)

Este evident, ca identitatea F este adevaratd in grupoidul (G,") daca

grupoidul (Q,*) identitatea F* este adevarata.

Teorema 3.5.1. [35]. (F1)* = F3,(Fy)* = F,, (F5)* = Fio, (Fg)" = Fg, (F;)" = Fg, (Fg)* = Fo,
(F11)" = Faq, (F12)" = Fa3, (F13)" = Fpp, (F14)" = F1, (F15)" = F30, (F16)™ = Fao,
(F17)" = Fa7, (F1g)" = Fag, (F19)" = Fa6, (F20)" = Fas5, (F31)" = F34, (F32)" = Fz3,
(F35)" = Fyo, (F36)" = Fz90, (F37)" = F37, (F3g8)" = F3g, (F41)" = Fs3, (F42)" = Fs4,
(Fi3)" = Fs1, (Faa)™ = Fs2, (F4s)™ = Feo, (Fa6)™ = Fs6, (F47)" = Fsg, (Fag)™ = Fs7,

(Fa9)" = Fs9, (F50)" = Fss.

54

si numai dacd in



Usor se vede, ca orice grup satisface oricarei identitati F; — Fgq. Prin urmare, grupul ciclic
Z3 este contraexemplu pentru afirmatia, ca «eXista cvazigrup cu identitatea dintre identitétile F; —
F¢,, care are unitate medie».

Lema 3.5.1. Daca cvazigrupul (Q,") are unitate la stanga (la dreapta), atunci parastroful (12) al
cvazigrupului (Q,") are unitate la dreapta (la stanga).

Lema 3.5.2. Daca in cvazigrupul (Q,-) variabilele x si y parcurg toatd multimea Q (x # y), atunci
x - y de asemenea parcurge toati multimea Q.

Demonstratie. Daca fixam variabila x, de exemplu, x = a,a € Q, atunci si a - y parcurge toata
multimea Q. Vedeti, de asemenea, [40]. m

Atrageti atentia, o alta situatie, cand x = y. Vedeti, de exemplu, identitatea F,,, Teorema
3.5.25.

Lema 3.5.3. Daca in cvazigrupul (Q,") are loc identitatea asociativa, atunci acest cvazigrup este
grup.

Demonstratie. Pentru a ardta cititorilor acestei lucrari metodele de demonstratie, care au fost
folosite in lucrarea data, oferim dovezi bine cunoscute. Vedeti, de exemplu, [73].

Aici folosim Lema 3.5.2. In identitatea de asociativitate x - yz = xy - z inlocuim x =
fy (f,y = ). Atunci avem f, - yz = yz. Am obtinut, ¢ f, este unitate la stinga a cvazigrupului
@).

In identitatea de asociativitate x - yz = xy - z substituim z = ey (yey = y). Atunci avem
xy = xy - e,,. Am obtinut, ca e,, este unitate la dreapta a cvazigrupului (@,"). m

(12)
Lema 3.5.4. Daci cvazigrupul (Q,") este grup, atunci cvazigrupul (Q, ™) este grup.

Demonstratie. Este un folclor matematic. m
Teorema 3.5.2. Cvazigrupul (Q,") cu identitatea F; este grup.

Demonstratie. Aplicand Lema 3.5.2., putem scrie identitatea F; xy - zx = (xy - z)x in forma t -
zx = tz - x, unde t = xy. Obtinem identitatea asociativa. Conform Lemei 3.5.3 cvazigrupul (Q,)
este bucla, precum este si grup. Atunci cvazigrupul (Q,-) este grup. m
Corolarul 3.5.1. Cvazigrupul (Q,") cu identitatea F; este grup.

Demonstratie. Conform Teoremei 3.5.1. F; = (F;)". m
Teorema 3.5.3. Cvazigrupul (Q,") cu identitatile F, si F, este bucla.

Demonstratie. Faptul, ca cvazigrupul (Q,-) cu identitatea F, este bucla, este demonstrat in [45],
[47]. Restul urmeaza din Lema 3.5.1., deoarece dupa Teorema 3.5.1. (F,)* = F,. m

Este bine cunoscut, ca eXista bucle neasociative Moufang [74].
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Teorema 3.5.4. Cvazigrupul (Q,") cu identitatile Fs si F;, este grup.
Demonstratie. Cunoastem, ca orice cvazigrup (Q,-) poseda de proprietatea de reducere din dreapta
si stanga [21], [39], [40]. Atunci din identitatea (xy-z)x = (x-yz)x avem xy-z = x - yz.
Ultimul urmeaza din Lema 3.5.3. i
Teorema 3.5.5. Cvazigrupul (Q,7) cu identitatea Fg (xy - z)x = x(y - zx) (identitate extra) este
bucla.
Demonstratie. Vezi [22]. m
Existd extra bucle neasociative [75].
Teorema 3.5.6. Cvazigrupul (Q,") cu identitatea F, (xy - z)x = x(yz - x) are unitate la stinga si
nu are unitate la dreapta.
Demonstratie. Daca facem substitutia in identitatea F;; x = f,,, atunciavem yz - f;, = f,(yz - f,).
Clar, ca (yz - f,) primeste toate elementele multimii Q.

Urmatorul contraexemplu arata, ca cvazigrupul (Q,) cu identitatea F, nu are unitate la

dreapta.
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m
Corolarul 3.5.2. Cvazigrupul (Q,") cu identitatea Fg (x - yz)x = x(y - zx) are unitate la dreapta
si nu are unitate la stanga.

Demonstratie. Demonstratia urmeaza din Teorema 3.5.6., Lema 3.5.1. si faptul, cad Fg = (F,)*
(Teorema 3.5.1.). 0
Teorema 3.5.7. Cvazigrupul (Q,) cu identitatea Fy (x - yz)x = x(yz - x) nu are unitate nici la
stanga nici la dreapta.

Demonstratie. Urmatorul cvazigrup (Q,) satisface identitatii Fq si nu are nici unitate la stanga si

nici la dreapta.
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Teorema 3.5.8. Cvazigrupul (Q,") cu identitatea F;; xy - xz = (xy - x)z este grup.
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Demonstratie. Putem scrie identitatea F;; xy - xz = (xy - x)z in forma t - xz = tx - z, unde t =
xy. Restul urmeaza din Lema 3.5.3. m
Corolarul 3.5.3. Cvazigrupul (Q,") cu identitatea F,4 yx - zx = y(x - zx) este grup.
Demonstratie. Din Teorema 3.5.1 F,, = (F11)". i
Teorema 3.5.9. Cvazigrupul (Q,") cu identitatea F;, xy - xz = (x * yx)z este grup.
Demonstratie. Dacd substituim in identitatea F;, x = f,, atunci f,y-z = (f;* yf,)z. Dupa
substitutie in ultima egalitate avem y = yf,. Ultima egalitate inseamna, ca cvazigrupul cu
identitatea F;, are unitate la dreapta.

Daci introducem in identitatea F;, x = y = e, atunci avem ee - ez = (e - ee)z,e - ez = ez.
Prin urmare, cvazigrupul (Q,") cu identitatea F;, are unitate la stanga, si, in sfarsit, acest cvazigrup
este bucla.

Daca substituim in identitatea F;, z = 1, atunci avem

Xy X =Xx-yX. (3.45)
Daca aplicam egalitatea (3.45) in egalitatea F;,, atunci avem
xy-xz = (xy-x)z. (3.46)
Daca notam xy prin litera t, atunci putem scrie identitatea (3.46) in forma
txz=tx-z. (3.47)
m

Corolarul 3.5.4. Cvazigrupul (Q,") cu identitatea F,3 yx - zx = y(xz - x) este grup.
Demonstratie. Din Teorema 3.5.1. F,3 = (Fi3)". m
Teorema 3.5.10. Cvazigrupul (Q,*) cu identitatea F; 3 xy - xz = x(yx * z) este bucla.
Demonstratie. Vezi [75]. m
Corolarul 3.5.5. Cvazigrupul (Q,") cu identitatea F,, yx - zx = (y - xz)x este bucla.
Demonstratie. Din Teorema 3.5.1 F,, = (F;3)". m
Exemple de bucle neasociative cu identitatile F;3 si F,, gasiti in [75].

Teorema 3.5.11. Cvazigrupul (Q,") cu identitatea F;4 xy - xz = x(y - xz) este grup.
Demonstratie. Putem substitui t = xz. Mai departe demonstratia este analoagd demonstratiei
Teoremei 3.5.8. 0
Corolarul 3.5.6. Cvazigrupul (Q,") cu identitatea F,; yx - zx = (yx - z)x este grup.
Demonstratie. Din Teorema 3.5.1 F,; = (F14)". i
Teorema 3.5.12. Cvazigrupul (Q,") cu identitatea F;5 (xy - x)z = (x - yx)z nu are nici unitate la

dreapta si nici la stanga.
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Demonstratie. Urmatorul cvazigrup (Q,") satisface identitatii F;5 si nu are unitate nici la stanga

nici la dreapta.
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Corolarul 3.5.7. Cvazigrupul (Q,") cu identitatea F;, y(xz-x) = y(x-zx) nu are unitate la
dreapta si la stanga.
Demonstratie. Din Teorema 3.5.1 F3, = (F;5)". m
Teorema 3.5.13. Cvazigrupul (Q,") cu identitatea F;¢ (xy * x)z = x(yx * z) are unitate la stanga
sl nu are unitate la dreapta.
Demonstratie. Daca substituim in identitatea F;¢ x = y,y = y\x, atunci avem (y(y\x) *y)z =

y((¥\x)y - z) si dupa ce folosim identitatea (1.1) avem

xy -z =y((Y\x)y - z). (3.48)
Aplicand operatia ,,\” in egalitatea (3.48), vom obtine

O\ -z = y\(xy - 2). (3.49)
Daca in egalitatea (3.49) notam xy = t,atuncix = t /vy,

O\@/y))y -z =y\(t " 2). (3.50)
Daca in egalitatea (3.50) notam y = ¢t si folosim identitatea (1.3), atunci avem

O\G/¥)y -z =z (3.51)

Ultima egalitate arata, ca cvazigrupul (Q,”) are unitate la stanga.

Urmatorul cvazigrup satisface identitatii F; ¢ si nu are unitate la dreapta.
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Corolarul 3.5.8. Cvazigrupul (Q,") cu identitatea F,q (v -xz)x = y(x - zx) nu are unitate la
stanga si are unitate la dreapta.

Demonstratie. Din Teorema 3.5.1 F,g = (Fi)". i
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Teorema 3.5.14. Cvazigrupul (Q,") cu identitatea F;;, (Moufang la stinga) (xy -x)z = x(y -
xz) este bucla.

Demonstratie. Vedeti [36], [46], [47]. m
Corolarul 3.5.9. Cvazigrupul (Q,") cu identitatea F,, (Moufang la dreapta) (yx-z)x = y(x -
zx) este bucla.

Demonstratie. Din Teorema 3.5.1 F,, = (Fy7)". m
Teorema 3.5.15. Cvazigrupul (Q,) cu identitatea F;g (x - yx)z = x(yx - z) este grup.
Demonstratie. Notam yx prin variabila t. Atunci identitatea F;g capatd forma xt -z = x - tz.
Restul urmeaza din Lema 3.5.3. i
Corolarul 3.5.10. Cvazigrupul (Q,") cu identitatea F,g (y * xz)x = y(xz - x) este grup.
Demonstratie. Din Teorema 3.5.1. F,g = (Fig)". m
Teorema 3.5.16. Cvazigrupul (Q,") cu identitatea F,q (Bol la stanga) (x - yx)z = x(y - xz) nu
are unitate la stdnga si are unitate la dreapta.

Demonstratie. Cvazigrupul (Q,-) cu identitatea F; 4 nu are unitate la stinga.
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Cvazigrupul (Q,”) cu identitatea F;4 are unitate la dreapta. Daca in identitatea (x - yx)z = x(y -
xz) inlocuim z = e,, atunci avem (x - yx)e, = x - yx pentru toti x, y € Q [40]. m
Corolarul 3.5.11. Cvazigrupul (Q,") cu identitatea F,4 (Bol la dreapta) (yx - z)x = y(xz - x)
are unitate la stdnga si nu are unitate la dreapta.

Demonstratie. Din Teorema 3.5.1. F,q = (Fy9)". m
Teorema 3.5.17. Cvazigrupul (Q,) cu identitatea F,, x(yx - z) = x(y - xz) este grup.
Demonstratie. Daca simplificam din stinga in identitatea x(yx - z) = x(y - xz), atunci avem yx -
z = y * xz. Restul urmeaza din Lema 3.5.3. i
Corolarul 3.5.12. Cvazigrupul (Q,") cu identitatea F,s (yx - z)x = (y - xz)x este grup.
Demonstratie. Din Teorema 3.5.1. F,5 = (F,)". i
Teorema 3.5.18. Cvazigrupul (Q,") cu identitatea F5; yx - xz = (yx - x)z este grup.
Demonstratie. Dacd notam yx prin t, atunci din identitatea F;; obtinem identitatea de
asociativitate t - xz = tx - z. m

Corolarul 3.5.13. Cvazigrupul (Q,") cu identitatea F5, yx - xz = y(x - xz) este grup.
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Demonstratie. Din Teorema 3.5.1 F3, = (F3,)". m
Teorema 3.5.19. Cvazigrupul (Q,") cu identitatea F5, yx - xz = (y - xx)z este grup.
Demonstratie. Vom demonstra, ci cvazigrupul (Q,") cu identitatea F;, are unitate la stanga. In

identitatea F3, yx - xz = (y - xx)z facem substitutia y = x/(zz),x = z,z — y si obtinem

((x/z2)zz)y = ((x/22)z) - zy, (3.52)
si dupa aplicarea identitatii (1.2) avem

xy = ((x/z2)z) - zy. (3.53)
Daca vom nota zy prin litera t, atunci y = z\t. Si noi putem rescrie egalitatea (3.53) in forma

x(z\t) = ((x/zz)z) - t. (3.54)

Daca notam in egalitatea (3.54) x = z, atunci avem

(1.1)
x(x\t) 2 t = ((x/xx)x) - t. (3.55)

Am demonstrat, ca cvazigrupul (Q,+) cu identitatea F;, are unitate la stanga f = ((x/xx)x).
Daca substituim in identitatea F3, x = e, atunci avem
y-ez=yzez=ze=f. (3.56)
Deoarece in cvazigrupul (Q,”) exista unitate la stdnga, atunci existd de asemenea si unitate la
drepta.
Daca in identitatea F3, notam z = e, atunci avem
VXX =Yy XX. (3.57)
Daca aplicam identitatea (3.57) la partea dreapta a identitatii F5,, atunci avem
yx-xz = (yx-x)z. (3.58)
Pentru a demonstra, ca cvazigrupul cu identitatea F5, este grup, putem nota in identitatea
(3.58) yx prin litera t si sa aplicam Lemele 3.5.2. si 3.5.3. m
Corolarul 3.5.14. Cvazigrupul (Q,") cu identitatea F535 yx - xz = y(xx - z) este grup.
Demonstratie. Din Teorema 3.5.1. F33 = (F3;)". m
Teorema 3.5.20. Cvazigrupul (Q,7) cu identitatea F;s (yx-x)z = (y - xx)z nu are unitate la
stanga si are unitate la dreapta.
Demonstratie. Demonstram, ci cvazigrupul (Q,) cu identitatea Fy5 are unitate la dreapta. In
identitatea F55 simplificam din dreapta si avem:
VXX =Yy XX. (3.59)
Daca in identitatea (3.59) notdm yx = t, atunci t/x = y. Folosind aceasta substitutie, noi
putem rescrie identitatea (3.59) in felul urmator:
tx = (t/x) - xx. (3.60)
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Presupunem, cd x: = y\x in identitatea F55. Atunci avem:
(1.1)

O\ - \0)z 2 (x- \0)z = (v O\ (\x))z. (3.61)
Dupa simplificarea din dreapta in identitatea (3.61), avem:
x-(\x) =y P\ (y\x). (3.62)
Din identitatea (3.62) cu ajutorul operatiei diviziunii din dreapta "\" avem
\DG\D) = y\(x - (G\0). (3.63)
Daca inlocuim in identitatea (3.63) x = y, atunci avem:
(1.1)
(x\x) (x\x) = x\(x(x\x)) = x\x. (3.64)
In identitatea (3.60) fie x: = z\z pentru careva z € Q. Atunci vom obtine:
(3.64) (1.2)
t(z\2) = (t/(z2\2)) - (2\2)(2\2) 2 (t/(z2\2))-(2\2) = t. (3.65)
Urmatorul exemplu demonstreaza, ca cvazigrupul (Q,) cu identitatea F55 nu are unitate la
stanga.
0|12 (3|45
0|1|0|2(3|4]5
1/0(1|3|2 |5 |4
21312 |41]5]0 |1
3123|5410
4 (51410112 |3
514]/5|11]0]3]2

O

Corolarul 3.5.15. Cvazigrupul (Q,") cu identitatea F,, y(xx - z) = y(x - xz) are unitate la stinga
si nu are unitate la dreapta.
Demonstratie. Din Teorema 3.5.1. F35 = (Fy0)™. m
Teorema 3.5.21. Cvazigrupul (Q,") cu identitatea 35 (RC identitate) (yx-x)z = y(xx - z) are
unitate la stdnga si nu are unitate la dreapta.
Demonstratie. Cvazigrupul (Q,-) cu identitatea F;4 are unitate la stanga. Daca vom substitui
y: = f, inidentitatea (yx - x)z = y(xx - z), atunci vom obtine

(fixx)z=f,(xx-z),xx "z = f,(xx - 2). (3.66)
Din egalitatea (3.66) urmeaza, ca cvazigrupul (Q,") cu identitatea F;, are unitate la stinga.

Urmatorul exemplu demonstreaza, ca unitatea la dreapta nu exista.
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Corolarul 3.5.16. Cvazigrupul (Q,") cu identitatea F54 (LC identitate) (y - xx)z = y(x - xz) nu
are unitate la stdnga si are unitate la dreapta.

Demonstratie. Din Teorema 3.5.1. F39 = (F34)". m
Teorema 3.5.22. Cvazigrupul (Q,”) cu identitatea F5, (C identitate) (yx-x)z = y(x-xz) nu
are unitate la stdnga si nu are unitate la dreapta.

Demonstratie. Ddm exemplul necesar.
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Teorema 3.5.23. Cvazigrupul (Q,) cu identitatea F3g (y - xx)z = y(xx - ) este bucla.
Demonstratie. In identitatea F35 substituim y == f,,.. Atunci avem

(fex " x0)Z = fi(xx - 2),xx - 2 = firr (xx - 2). (3.67)
In cvazigrupul (Q,") cu identitatea F;g existd unitate la stanga.
In identitatea F35 substituim z == e,,.. Atunci avem

(v xx)exy = y(xX * €xy), (V- xX)exy =y XX, (3.68)
Prin urmare in cvazigrupul (Q,) cu identitatea F5g exista unitate la dreapta. m

Urmatorul exemplu demonstreaza, ca cvazigrupul cu identitatea F5g nu este asociativ; bucla

cu identitatea F;g fara proprietatea lui Lagrange.
0|1
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Teorema 3.5.24. Cvazigrupul (Q,”) cu identitatea F,; (LC identitate) xx - yz = (x - xy)z este
bucla.
Demonstratie. Vom demonstra, ci cvazigrupul (Q,) cu identitatea F,; are unitate la stinga. In
identitatea F,; vom substitui y := e,. Atunci avem:
XX e,z = (X"X€)Z,XX"€yZ = XX"Z,8,Z = Z. (3.69)
Vom demonstra, ca cvazigrupul (Q,) cu identitatea F,, are unitate la dreapta. In identitatea
F,, vom substitui y := f,. Atunci avem:
xx - frz=(x"xf)z,xxz=(x"xf)z,xx = x " xf},x = xf. (3.70)
O

Urmatorul exemplu demonstreaza, ca bucla cu identitatea F,; nu este asociativa.

0/1(2|31|4]5
0|01 |2 |3 |45
1(1/0|3 |5 |2 |4
2 (2 |5]|01(4 113
3(3|4]|1]0|5 |2
4 1413|5201
551241310

Corolarul 3.5.17. Cvazigrupul (Q,) cu identitatea Fs; (RC identitate) yz - xx = y(zx - x) este
bucla.
Demonstratie. Din Teorema 3.5.1. Fs3 = (F41)". m
Teorema 3.5.25. Cvazigrupul (Q,-) cu identitatea F,, xx - yz = (xx - y)z este bucla la stanga.
Demonstratie. Vom demonstra, ci cvazigrupul (Q,”) cu identitatea F,, are unitate la stanga. In
identitatea F,, vom substitui y = e,... Atunci avem:

XX €yyZ = (XX * €y )Z, XX * €y Z = XX * Z, €y Z = Z. (3.71)

Urmatorul exemplu demonstreaza, ca bucla la stanga cu identitatea F,, nu are unitate la

dreapta.
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Corolarul 3.5.18. Cvazigrupul (Q,") cu identitatea F5, yz - xx = y(z - xx) este bucla la dreapta.
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Demonstratie. Din Teorema 3.5.1 Fy, = (F,,)". m
Teorema 3.5.26. Cvazigrupul (Q,7) cu identitatea F,; xx - yz = x(x - yz) este bucla la stanga.
Demonstratie. Vom demonstra, ci cvazigrupul (Q,) cu identitatea F,3 are unitate la stinga. In
identitatea F,; vom substitui x = y = f,. Atunci avem:

fefe f22 = (2" 22), fofz 2 = foZ, fofz = fo- (3.72)
Mai departe in identitatea F,; vom substitui x = f,.. Atunci avem:
fifx " vz = f(fi " vZ), aplicand egalitatea (3.72),

fo vz = fi(f y2),yz = fi - yz. 3.73)

Urmatorul exemplu demonstreaza, ca bucla la stanga cu identitatea F,3 nu are unitate la

dreapta.
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Corolarul 3.5.19. Cvazigrupul (Q,") cu identitatea Fs; yz - xx = (yz - x)x este bucla la dreapta.
Demonstratie. Din Teorema 3.5.1 F5; = (Fy3)”". m
Teorema 3.5.27. Cvazigrupul (Q,") cu identitatea F,, xx - yz = x(xy - z) este bucla la stanga.
Demonstratie. Vom demonstra, ci cvazigrupul (Q,”) cu identitatea F,, are unitate la stanga. In
identitatea F,, substituim x = f,. Atunci avem:

Kty vz= Ky 2).ffy-y2=f-y2.5f = f- (3.74)
Mai departe in identitatea F,, substituim x = f,.. Atunci avem:
fxfx " vz = f(fy - z), folosind egalitatea (3.74),

foryvz=f(fy-2.yz=foy 2.y = foy. (3.75)

Urmatorul exemplu demonstreaza, ca bucla la stanga cu identitatea F,, nu are unitate la

dreapta.
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Teorema 3.5.28. Cvazigrupul (Q,") cu identitatea F,5 (x - xy)z = (xx - y)z este bucla la stinga.
Demonstratie. Vom demonstra, ci cvazigrupul (Q,) cu identitatea F,s are unitate la stinga. In
identitatea F,s simplificam din dreapta. Atunci avem:

X Xy =XX*Y. (3.76)
In identitatea (3.76) substituim x = f, si obtinem

b by = by v ffy = fy (3.77)
Mai departe in identitatea (3.76) substituim x = f,.. Atunci avem:
fx [y = frfx * v, folosind egalitatea (3.77),

fo &y =Ly ky = . (3.78)

Urmatorul exemplu demonstreaza, ca bucla la stanga cu identitatea F,5 nu are unitate la

dreapta.
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m
Corolarul 3.5.20. Cvazigrupul (Q,) cu identitatea Fy, y(zx - x) = y(z - xx) este bucla la dreapta.
Demonstratie. Din Teorema 3.5.1. Fgy = (F45)". m
Teorema 3.5.29. Cvazigrupul (Q,") cu identitatea F,, (LC identitate) (x - xy)z = x(x - yz) nu
are unitate la stanga si la dreapta.

Demonstratie. Aducem exemplul necesar.
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Corolarul 3.5.21. Cvazigrupul (Q,") cu identitatea Fs, (RC identitate) (yz - x)x = y(zx - x) nu
are unitate la stdnga si la dreapta.

Demonstratie. Din Teorema 3.5.1. F5¢ = (F46)". mi
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Teorema 3.5.30. Cvazigrupul (Q,) cu identitatea F,, (x - xy)z = x(xy - z) este grup.
Demonstratie. Daca in identitatea F,, notam xy prin variabila t, atunci obtinem xt - z = x - tz.
O
Corolarul 3.5.22. Cvazigrupul (Q,") cu identitatea Fsg (y - zx)x = y(zx - x) este grup.
Demonstratie. Din Teorema 3.5.1. Fsg = (F4;)". m
Teorema 3.5.31. Cvazigrupul (Q,") cu identitatea F,g (xx - y)z = x(x - yz) este bucla la stinga.
Demonstratie. Vom demonstra,ca cvazigrupul (Q,) cu identitatea F,g are unitate la stanga. In

identitatea F,g substituim y = f,,,. Atunci avem:
(fyzfyz ) y)Z = fyz(fyz ) yz)'
(fyzfyz ) y)Z = yZ;fyzfyz Yy =Y. (3.79)

Urmatorul exemplu demonstreaza, ca bucla la stanga cu identitatea F,g nu are unitate la

dreapta.
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Corolarul 3.5.23. Cvazigrupul (Q,) cu identitatea F5, (yz - x)x = y(z - xx) este bucla la dreapta.
Demonstratie. Din Teorema 3.5.1. F5; = (F45)". m
Teorema 3.5.32. Cvazigrupul (Q,") cu identitatea F,q (xx -y)z = x(xy - z) este bucla la stanga.
Demonstratie. Vom demonstra, ca cvazigrupul (Q,”) cu identitatea F,q are unitate la stanga. in

identitatea F,q trecem y — (xx)\y. Atunci avem:

(1.1)
(xx - (xx\y))z & yz=x ((x((xx)\y)) . z). (3.80)
Mai departe aplicam in egalitatea (3.80) diviziunea din dreapta "\".
(x((xx)\y)) z = x\(y2). (3.81)

Daca inlocuim in egalitatea (3.81) x = 1y, atunci avem:

1.3)

(1.
(x((xx)\x)) z=x\(xz) £ z. (3.82)

Urmadtorul exemplu demonstreaza, ca bucla la stanga cu identitatea F,q nu are unitate la

dreapta.
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Corolarul 3.5.24. Cvazigrupul (Q,) cu identitatea Fso (y - zx)x = y(z - xx) este bucla la dreapta.
Demonstratie. Din Teorema 3.5.1. F5q9 = (Fy9)™. m
Teorema 3.5.33. Cvazigrupul (Q,) cu identitatea F5y x(x * yz) = x(xy - z) este grup.
Demonstratie. Daca simplificam din stinga in identitatea Fs,, atunci avem asociativitatea x -
yz = xy - z. Restul urmeaza din Lema 3.5.3. i
Corolarul 3.5.25. Cvazigrupul (Q,") cu identitatea Fs5 (yz - x)x = (y - zx)x este grup.

Demonstratie. Din Teorema 3.5.1. F55 = (F50)". m

3.6. Concluzii la capitolul 3

In Capitolul 3 s-a definit o clasi noua de cvazigrupuri (i-cvazigrupuri) si au fost cercetate
unele proprietati ale acestei clase si relatiile cu alte clase de cvazigrupuri. A fost complet
solutionata problema cercetarii existentei unitatii in cvazigrupurile cu identitati de tip Bol-Mouf-
ang enumerate in [1].

In baza cercetarilor efectuate in Capitolul 3 si a rezultatelor obtinute putem formula
urmatoarele concluzii:

1. Presupunand ca i-cvazigrupul (Q,”) este inversabil la dreapta s-a demonstrat ca este
cvazigrup Moufang cu unitate la stdnga si distributantul D = {f}. Presupunand ca
distributantul D i-cvazigrupului (Q,") este nevid si (Q,") este izotop buclei Bol la stanga s-
a dovedit ca (Q,") este cvazigrup Bol la stanga.

S-a gasit relatia i-cvazigrupurilor cu alte cvazigrupuri: presupunand ca i-cvazigrupul
este idempotent s-a demonstrat ca este cvazigrup Bol la stanga, cvazigrup Stein la dreapta,
distributiv la stanga si miezul cvazigrupului Bol la stdinga de asemenea este i-cvazigrup; s-
a demonstrat ci i-cvazigrupul (Q,") este bucld Moufang in care x?y = yx? pentru orice
x,y € Q, presupunand ca (Q,") are unitate la dreapta e; s-a demonstrat ca i-cvazigrupul
(Q,") este cvazigrup Moufang cu unitate la stanga f si izotop grupului abelian, presupunand
ca (Q,") este unipotent.

Cercetand i-cvazigrupurile cu legile alternative si legea de elasticitate s-au obtinut

urmatoarele: presupunand ca in i-cvazigrupul (Q,") are loc legea alternativa la stanga (la
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dreapta) s-a dovedit ca (Q,") este bucld Moufang, unde x?y = yx? pentru orice x,y € Q;
s-a demonstrat ca in orice i—cvazigrup (Q,”) cu identitatea de elasticitate multimea tuturor
unitdtilor locale formeaza subgrupul Bol la stanga.

Cercetand morfismele acestei clase: presupunand ca substitutia ¢ a multimii Q i-
cvazigrupului (Q,) cu unitate la stanga f este pseudoautomorfism la stanga al
cvazigrupului (Q,") cu companionul k s-a demonstrat ca k este elementul Bol la stinga
[76], [77].

2. In ultimul paragraf a fost solutionatd problema existentei unititii la dreapta, la stinga,
medii pentru fiecare dintre cele 60 de cvazigrupuri ce satisfac identitati de tip Bol-Mouf-
ang. Am obtinut ca (a vedea tabela 3.1):
cvazigrupul (Q,-) cu orice dintre identitatile F;, F5, Fs, F1o, F11, F14, Fig) F20, F21, Fa4, Fas,
F,g, F31, F35, F33, F34, Fu7, Fso, Fss, Fsg €Ste un grup; cvazigrupul (Q,-) cu orice dintre
identitatile Fy, Fig, Fug, F36, F40, Fa2, Faz, Fas, Fss, Fag, F4o €Ste bucla la stanga; cvazigrupul
(Q,") cu orice dintre identitatile Fg, F19, Fy9, F35, F39, F51, F52, Fs4, F57, Fso, Fgo este bucla
la dreapta; cvazigrupul (Q,-) cu orice dintre identitatile F,, Fy, Fg, Fi3, F17, F22, Fa7,

F3g, F4q, Fs3 este bucld; cvazigrupul (Q,-) cu orice dintre identitatile Fo, Fy5, Fs3, F37,
F,¢, Fs¢ nu are unitate [78], [79], [80].

In acest capitol sunt realizate obiectivele, care se refera la cercetarea morfismelor,
proprietatilor, relatiilor cu alte clase de cvazigrupuri ale cvazigrupurilor noi definite (anume i-
cvazigrupuri) si la cercetarea cvazigrupurilor cu orice dintre cele 60 de identitati clasice de tip Bol-
Moufang enumerate in [1] la existenta unitatii.

Rezultatele obtinute in capitolul 3 sunt publicate in [76], [77], [79] [78], [80].
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4. CVAZIGRUPURI TRANZITIVE LA STANGA. CVAZIGRUPURI NEUMANN SI
SCHWEIZER

Daca nucleul la stanga (fata de un element k) coincide cu tot cvazigrupul (Q,-), atunci grupul
permutirilor regulate la stinga este tranzitiv pe multimea Q. In legatur cu aceasta s-a introdus
urmatoarea notiune:

Cvazigrupul (Q,") se numeste L-tranzitiv, daca grupul £ al tuturor permutarilor regulate este
tranzitiv pe multimea Q.

Analog se defineste R- si @-tranzitiv. Exemplu simplu de cvazigrupuri tranzitive (adica £-,
R- sau @-tranzitive) poate servi grupul. Cvazigrupurile tranzitive sunt strans legate cu grupurile,
si anume are loc:

Teorema. Orice bucla (Q,"), izotopa cvazigrupului tranzitiv (Q, A), este grup.

S-a observat ca pentru L-, R-tranzitive afirmatia inversa, in general vorbind, nu este
adevarata. Deci, exista cvazigrupuri tranzitive, diferite de grupuri.

In acest capitol sunt cercetate proprietatile cvazigrupurilor tranzitive la stinga (inclusiv au-
totopismele lor si pseudoautomorfismele), sunt stabilite conexiunile lor cu unele clase de
cvazigrupuri. Sunt descrise GA-cvazigrupurile la dreapta tranzitive la stanga.

De asemenea s-a cercetat clasa de cvazigrupuri Neumann si anume proprietitile de baza,
morfismele, G-proprietitile.

4.1. Proprietitile de baza ale cvazigrupurilor tranzitive la stinga

In acest paragraf s-au cercetat proprietatile principale ale cvazigrupurilor tranzitive la stinga.
Este construit un exemplu de cvazigrupuri tranzitive.

Definitia 4.1.1. Cvazigrupul (Q,)) se numeste cvazigrup tranzitiv la stinga, daca in acest
cvazigrup are loc identitatea

Xy Xz =Yyz (4.2)
Este in [81], [42].

In publicatia [42] s-a demonstrat: daci in cvazigrupul (Q,”) are loc asociativitatea x - yz =
xy - z (adica acest cvazigrup este grup), atunci parastrofii (23) si (132) acestui cvazigrup satisfac
identitatii tranzitive la stanga (4.1), parastrofii (13) si (123) acestui cvazigrup satisfac identitatii
tranzitive la dreapta (adica identitatii yx - zx = yz).

In publicatiile [82], [33], [83], [84], [85] cvazigrupurile tranzitive la stinga se numesc
cvazigrupuri Word. In [83] sunt prezentate argumentele principale de necesitate a cercetarii
cvazigrupurilor tranzitive la stinga. In aceasta publicatie se evidentiaza, ci Frobenius a folosit

diviziunea la dreapta de grup in lucrarile sale dedicate teoriei reprezentarii grupurilor [86].
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Din rezultatele publicatiilor mentionate mai sus urmeaza urmatoarea teorema.
Teorema 4.1.1. Orice cvazigrup tranzitiv la stanga (G,o) poate fi obtinut din grupul (G,+) (nu
neaparat comutativ) folosind urmatoarea constructie

Xoy=—x+y=Ix+y, (4.2)

unde x + Ix = 0 pentru toti x,y € G [42].

Din Teorema 4.1.1. urmeaza, ca orice cvazigrup tranzitiv la stinga (Q,o) este unipotent,
adica exista element fixat 0 al multimii Q astfel, incat x o x = 0 pentru toti x € Q.
Remarca 4.1.1. Din Teorema 4.1.1. urmeaza, ca cvazigrupul (Q,o) este o aplicatie izotopica a
grupului (Q, +) cu izotopia (I, €, €).
Corolarul 4.1.1. Cvazigrupul tranzitiv la stinga (Q,") este comutativ daca si numai daca este grup
abelian cu orice element diferit de 0 de ordin doi.
Demonstratie. Din comutativitate cu ajutorul egalitatii (4.2) avem —x + y = —y + x pentru orice
X,y € Q.Prinurmare —x = x,x + x = 0 pentru toti x € Q.
Invers. Este evident, ca orice grup abelian, orice element, al carui este de ordin doi (cu exceptia
lui 0), este tranzitiv la stanga. m

Urmatorul corolar usor urmeaza si din Teorema 4.1.1.
Corolarul 4.1.2. Orice cvazigrup tranzitiv la stinga (Q,") are unitate la stanga, adica exista astfel
element f € Q, incat f - x = x pentru toti x € Q.
Demonstratie. Daca de inlocuit in identitatea (4.1) x =y, atunci avem xx -xz = xz. Prin
urmaref = x - x. i

Daca folosim Teorema 4.1.1., atunci Corolarul 4.1.2. ia forma:
Remarca 4.1.2. Orice cvazigrup tranzitiv la stanga (Q,0) are unitate la stanga, si anume, elementul
0 este unitatea la stanga.
Demonstratie. Daca punem in ecuatia (4.2) x = 0, unde 0 este unitatea grupului (Q, +), atunci
0oy =—0+y =y pentruorice y € Q. m
Remarca 4.1.3. Orice cvazigrup tranzitiv la stanga (Q,") este LIP-cvazigrup [81].
Demonstratie. In identitatea (4.1) substituim y = £, unde fx = x pentru orice x € Q, si obtinem
urmatoarea egalitate: xf - xz = fz. Mai departe avem xf - xz = z. Din ultima egalitate avem, ca
Ry = 1. O
Corolarul 4.1.3. In cvazigrupul tranzitiv la stanga (Q,”) se indeplineste urmitoarea egalitate:
R7' = Ry.
Demonstratie. Din Remarca 4.1.3. avem Ry = I;. Atunci R' = I, Insa in LIP-cvazigrupuri

I, = [71[21], [40]. 5
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Teorema 4.1.2. Orice bucla, izotopa cvazigrupului tranzitiv la stanga (Q,*), este grup [81].
Demonstratie. Prima metodda. Din Teorema 4.1.1. urmeaza, ca orice Cvazigrup tranzitiv la stinga
(Q,") izotop grupului (Q,+) de forma x ey = Ix + y, unde x + Ix = 0 pentru toti x € Q. Prin
urmare, printre izotopii buclei cvazigrupului (Q,-) exista un grup.

Mai mult, din teorema lui Albert [21], [40] rezulta, ca orice bucla, care este izotop al
cvazigrupului tranzitiv la stanga (Q,"), este grup.

A doua metoda. Cercetam izotopul buclei cvazigrupului (Q,-) de forma

x+y=R:'x L'y =xf-y. (4.4)

Am aplicat Corolarul 4.1.2 si Corolarul 4.1.3. Din Teorema 4.1.1. urmeaza, ca acest izotop
este grup.

Mai departe, din teorema lui Albert urmeaza, ca orice buclé, care este izotop al cvazigrupului
tranzitiv (Q,"), este grup. m
Corolarul 4.1.4. In cvazigrupul tranzitiv la stinga (Q,") si grupul izotop lui (Q,+) (Teorema
4.1.1)avem R, = I".

Demonstratie. Demonstratia urmeaza din egalitatile (4.2) si (4.4). m

In cvazigrupuri tranzitive la stdnga identitatea cvazigrupului Bol la dreapta (yx - z)x =
yL]?xl (xz - x) se va transforma in identitatea buclei Bol la dreapta

(yx-z)x = y(xz - x), (4.5)
deoarece orice cvazigrup tranzitiv la stanga are unitate la stanga f (Corolarul 4.1.2.).
Exemplul 4.1.1. Dam un exemplu de cvazigrup tranzitiv la stanga. Este parastroful (23) grupului
Ss.

gl & w| N R O
gl B w| | N O o
w| g & N o k|
Al wl g o R NN
R N o o] A W] w
N ol Rl o w o &~
ol | N B w| ;] ;o

4.2. Cvazigrupuri tranzitive la stinga si alte clase de cvazigrupuri

Acum sa cercetam relatia cvazigrupurilor tranzitive la stanga cu alte clase de cvazigrupuri.

In alta forma urmatoarea teorema este demonstrata in [81].
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Teorema 4.2.1. Orice cvazigrup tranzitiv la stanga (Q,") este cvazigrup Bol la stanga.
Demonstratie. Cercetam izotopul buclei cvazigrupului (Q,-) de forma
xoy=R'x"Li'y = xf -y. (4.6)
Din Teorema 4.1.2. urmeaza, ca acest izotop este grup. Vom scrie partea stanga a egalitatii Bol la
stanga in urmatoarea forma:
x(y-xz) = Rpx o Rpy o Rex o z. 4.7)
Partea dreapta poate fi transcrisa in forma: R;!(x - yx) - z = Ret o z,unde t = Rz ! (x - yx).
Atunci x - yx = R, t =t - e,. Trecand in ultima egalitate la operatia “o” avem Rgx o Rfy o x =
th ° ey,
Rex o Reyox o (e)™! = Ryt. (4.8)
Din egalitatea x-e, =x avem Rsxoce, =x,(e,)™" =x'oRsx. Daca inlocuim in
egalitatea (4.8) ultima egalitate, atunci avem Ryx o Rpyoxox™'oRex = Ret, Rpx o Rpy o
R¢x = Rgt. Prin urmare,
Rex o Rpyo Rexoz = Rstoz. (4.9
Partea dreapta a ecuatiei (4.7) coincide cu partea stdnga a ecuatiei (4.9) ce si demonstreaza
teorema. O
Propozitia 4.2.1. Cvazigrupul tranzitiv la stanga (Q,") este izotop grupului abelian daca si numai
daca translatia R este automorfism al cvazigrupului (Q,").
Demonstratie. Este usor de verificat. m
in [83] conditiile, cand cvazigrupul tranzitiv la stinga (Q,”) este izotop grupului abelian se
dau cu ajutorul Teoremei 4.1.1 in urmatoarea forma:
Propozitia 4.2.2. Cvazigrupul tranzitiv la stanga (Q,-) este izotop grupului abelian daca si numai
daca permutarea I, x + Ix = 0 pentru orice x € Q, este automorfism al grupului (Q, +).
Demonstratie. Este usor de verificat. o
Lema 4.2.1. Cvazigrupul tranzitiv la stanga (Q,") satisface urmatoarei identitati (identitatii buclei
Bol la dreapta)
(zx-y)x = z(xy - x) (4.10)
daca si numai dacd permutarea Ry este automorfism al cvazigrupului (Q,").
Demonstratie. Demonstratia urmeaza din egalitatea (4.6), aplicand calcule directe. m
Remarca 4.2.1. Folosind egalitatea (4.2), putem scrie identitatea (4.10) in urmatoarea forma —z —
y = —y — z. Din aceasta egalitate urmeaza, ca grupul (Q, +) este comutativ si ca permutarea Ix =

—x pentru orice x € Q este automorfism al grupului (Q, +).
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Propozitia 4.2.3. Orice cvazigrup tranzitiv la stinga (Q,") este cvazigrup Moufang [70] daca si
numai daci translatia Ry este automorfism al cvazigrupului (Q,").

Demonstratie. Se stie, cd orice cvazigrup Bol la stinga si la dreapta este cvazigrup Moufang.
Vedeti, de exemplu,( [44], p. 80). Mai departe urmeaza din Teorema 4.2.1 si Lema 4.2.1. m
Definitia 4.2.1. Cvazigrupul (Q,) cu identitatea x - yz = xy - e, z, unde x - e, = x pentru orice
X € Q, se numeste F-cvazigrup la stdnga.

Teorema 4.2.2. Orice cvazigrup tranzitiv la stanga (Q,") este F-cvazigrup la stinga daca si numai
daca translatia Ry este automorfism al cvazigrupului (Q,").

Demonstratie. Clar, cd, demonstrand aceasta teoremd, putem utiliza orice abordare a
cvazigrupurilor tranzitive la stdnga si anume printre Teoremele 4.1.1. sau 4.1.2.

Aici vom aborda citre Teorema 4.1.1. In acest caz din egalitatea x - e, = x avem e, = 2x
pentru orice x € Q. Presupunem, ca cvazigrupul tranzitiv la stinga (Q,") este F-cvazigrup la
stanga. Atunci putem rescrie egalitatea F-cvazigrupului la stanga in forma

—x+(—y+z)=—(—x+y)+ (—2x+ z). (4.12)

Mai departe, folosind proprietatile grupului, obtinem

—X—y+z=—-y+x—2x+z,—-x—-y=-y—X. (4.12)

Prin urmare, grupul (Q,+) este comutativ si pentru a termina demonstratia se poate folosi
Propozitia 4.2.1.

Invers. Presupunem, cd in cvazigrupul tranzitiv la stinga (Q,) translatia Ry este automorfism al
cvazigrupuli (Q,"). Din Propozitia 4.2.1. grupul (Q, +) este comutativ si identitatea (4.11) are loc.

O

4.3. Nucleul cvazigrupurilor tranzitive la stinga

Acum sa trecem la caracterizarea nucleului cvazigrupurilor tranzitive la stanga.
Teorema 4.3.1. Nucleul la stinga (N,,”) al cvazigrupului tranzitiv la stdnga (Q,") este subgrup
normal al cvazigrupului (Q,), care consta din elemente de ordin doi, care se afla in centrul grupului
@ +).
Demonstratie. E bine cunoscut [21], [39], ca multimile N; si N, formeaza subgrupuri ale
cvazigrupului (Q,).

Folosind (4.2), putem rescrie egalitatea a - xy = ax - y in urmatoarea forma —a — x +y =
—(—a+x)+y,—a—x=—x+a. Daca x =0, atunci avem —a =a,a+ a = 0. Aceasta
inseamna, ca elementul a are ordin doi, elementul a se afla in centrul (Z,+) grupului (Q,+),

nucleul la stanga (N, +) este subgrup normal abelian al grupului (Q, +).
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Din Remarca 4.1.1. si rezultatele despre congruentele normale ale cvazigrupurilor izotopi
[13] urmeaza, ca (N;,-) 2 (Q,"). o
Teorema 4.3.2. Daca cvazigrupul tranzitiv la stinga (Q,-) are nucleu la dreapta netrivial, atunci
este grup comutativ cu toate elementele nenule de ordin doi.

Demonstratie. Folosind (4.2) putem rescrie egalitatea x - ya = xy - a in urmatoarea forma —x +
(—y+a)=—(—=x+y)+a—x—-y=—-y+x,—-y=x—y+x,—x=y+x—yIx=y+
X — y pentru orice x,y € Q.

Ultimul inseamna, ca permutarea I este automorfism al grupului (Q, +), grupul (Q, +) este
comutativ. Din egalitatea -x =y +x —y avem -x = x,x + x = 0. Ultimul inseamna, ca in
grupul (Q, +) toate elementele nenule au ordin doi. o
Corolarul 4.3.1. Daca cvazigrupul tranzitiv la stanga (Q,*) este asociativ, atunci (Q,") este grup
abelian al carui orice element (cu exceptia unitatii sale) este de ordin doi.

Demonstratie. Demonstratia urmeaza din Teorema 4.3.1. In acest caz nucleul la stinga coincide

cu cvazigrupul (Q,"). o

4.4. Despre morfismele cvazigrupurilor tranzitive la stinga

In teoria cvazigrupurilor un rol semnificativ il joacd si autotopiile. Dam doua forme ale
oricarei autotopii a unui Cvazigrup tranzitiv la stanga.
Urmatoarea teorema pentru prima data a fost demonstrata in [81]. Demonstratia noastra dif-
erd de demonstratia data in [81].
Teorema 4.4.1. Orice autotopie (a, 8,y) a cvazigrupului tranzitiv la stanga (Q,-) are forma
(a,B,v) = (Ly Ry, Rr Ly R}, )R;6, (4.13)
unde a, b elemente fixate ale multimii Q, 6 este automorfism al (Q,") si (Q, +).
Demonstratie. Vom folosi identitatea (4.2) a cvazigrupului tranzitiv la stanga. Din Remarca 4.1.1.
urmeaza, ca cvazigrupul tranzitiv la stanga (Q,") si grupul (Q, +) sunt izotopi cu izotopia (/, ¢, €).
Deaceia grupurile autotopice ale acestor cvazigrupuri sunt izomorfe [38], [33], si formele
autotopiilor sunt conjugate cu izotopia (I, ¢, €).
Cunoastem [21], [40], cd orice autotopie a grupului (Q,+) are urmatoarea forma
(LL, RY,LERY)O, unde a, b elemente fixate ale multimii Q, 6 este un automorfism al grupului
(Q,+). Din aceasta cauza orice autotopie a cvazigrupului (Q,-) are forma
(ILLLRE, LERD)G. (4.14)
Se stie, ca daca permutarea 6 este un automorfism al cvazigrupului (Q,-), atunci 6 este un

automorfism al oricarui parastrof al cvazigrupului dat [40]. Din (4.2) avem L, = IL%,IL, =
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L}, R, = R{1,R,I = Ry pentru orice x € Q. Folosind faptul, ca I* = € si I = R}, putem rescrie
(4.14) in urmatoarea forma

(Lol Ry1,1L,R, 16 = (Lo, Ry, Ry L, Ry )R?6, (4.15)
unde 6 este un automorfism al cvazigrupului (Q,-). m
Lema 4.4.1. Grupele componentelor a doua si a treia grupului tuturor autotopiilor LIP-
cvazigrupului coincid ( [40], Lema 2.40. 1.).
Lema 4.4.2. Orice cvaziautomorfism al cvazigrupului tranzitiv la stanga (Q,’) are forma R, R;0.
Demonstratie. Din Remarca 4.1.3. urmeaza, ca orice Cvazigrup tranzitiv la stanga este LIP-
cvazigrup. Restul urmeaza din Lema 4.4.1. si Teorema 4.4.1. O

4.5. G-proprietati ale cvazigrupurilor tranzitive la stinga

Cunoastem ca cvazigrupul (Q,-) este G-cvazigrup la dreapta, daca orice element al lui este
companionul unui pseudoautomorfism la dreapta. Analog se defineste G-cvazigrupul la stanga. lar
cvazigrupul care este in acelasi timp si G-Cvazigrup la dreapta si G-cvazigrup la stdnga este G-
cvazigrup. G-cvazigrupurile totdeauna au unitate, adica G-cvazigrupul este bucla. O sa vorbim mai
departe despre G-bucle.

Definitia 4.5.1. G-bucla este bucla, izomorfa tuturor izotopilor buclei (LP-izotopi) [38], [39].

Importanta cercetdrii pseudoautomorfismelor urmeaza din urmétoarea teoremad a lui V.D.
Belousov.

Teorema 4.5.1. Bucla (L,") este G-bucla daca si numai daca orice element x € L este companionul
caruiva pseudoautomorfism la dreapta si caruiva la stanga (L,") ( [21], Teorema 3.8).

Rezultatele lui V.D. Belousov deschid calea cétre cercetarea G-proprietatilor, adicd catre
cercetarea G-buclelor si G-cvazigrupurilor. Exista legatura dintre nucleele cvazigrupurilor si pseu-
doautomorfismele cvazigrupurilor ( [21], p. 47).

Definitia 4.5.2. Bijectia ¢ a multimii Q se numeste A-pseudoautomorfism la dreapta al
cvazigrupului (Q,"), daca exista bijectia £ a multimii Q astfel, incat tripleta (a,,) este o
autotopie a cvazigrupului (Q,").

Bijectia f a multimii Q se numeste A-pseudoautomorfism la stanga al cvazigrupului (Q,"),
daca exista bijectia @ a multimii Q astfel, incat tripleta (a, 8, @) este o autotopie a cvazigrupului
(Q,) ([40], Definitia 1.159).

Multimea tuturor primelor componente, a doua si a treia ale A-pseudoautomorfismului la

dreapta (la stanga) cvazigrupului (Q,"), multimea A-pseudoautomorfismelor la dreapta (la stanga)

75



cvazigrupului (Q,") formeaza grup fata de operatia de inmultire ale acestor A-pseudoautomorfisme
ca autotopii ale cvazigrupului (Q,) ([40], Teorema 1.161).
VVom nota grupurile enumerate mai sus, folosind litera IT cu indici diferiti in felul urmator:
I8, oI, sIIf, 1I14, 2012 u s[4, Litera A in coltul de sus din dreapta inseamnid, ci este
pseudoautomorfism autotopic. De exemplu, 2I1# inseamna grupul componentelor a doua ale A-
pseudoautomorfismelor la dreapta cvazigrupului (Q,").
Urmatoarea propozitie aratd, ca in cazul «buclei» A-pseudoautomorfismele la dreapta si
stanga se transforma in pseudoautomorfisme standarte.
Propozitia 4.5.1. In bucla la dreapta (Q,) cu unitate la dreapta e, orice A-pseudoautomorfism la
dreapta este pseudoautomorfism la dreapta.
In bucla la stanga (Q,) cu unitate la stinga f, orice A-pseudoautomorfism la stanga este
pseudoautomorfism la stanga ( [40], Lema 1.165).
Definitia 4.5.3. Cvazigrupul (Q,") se numeste GA-cvazigrup la dreapta, dacd grupul »I1# (sau
grupul 3I14) este tranzitiv in multimea Q.
Cvazigrupul (Q,)) se numeste GA-cvazigrup la stdnga, daca grupul 1118 (sau grupul sI7)
este tranzitiv Tn multimea Q.
GA-cvazigrupul la dreapta si la stinga se numeste GA-cvazigrup.
Teorema 4.5.2. Cazul 1. Autotopia cvazigrupului tranzitiv la stanga (Q,") este A-pseudoau-
tomorfism la dreapta daca si numai daca exista elementul a € Q astfel, incat
R; = L. (4.16)
Cazul 2. Autotopia cvazigrupului tranzitiv la stanga (Q,") este A-pseudoautomorfism la
stanga daca si numai daca are loc egalitatea
L, = R;L,R;, (4.17)
pentru careva fixati a, b € Q.
Demonstratie. Demonstratia urmeaza din Corolarul 4.1.3. si Teorema 4.4.1. m
Teorema 4.5.3. Cvazigrupul tranzitiv la stanga (Q,") este GA-cvazigrup la dreapta daca si numai
daca (Q,") este grup abelian de ordin doi.
Demonstratie. = Aici vom folosi egalitatea (4.2). Putem rescrie egalitatea (4.16) Rex = Lgx, x -
f = a-x pentru orice x € Q in forma:
—x+f=-a+x. (4.18)
Daca punem x = 0 in egalitatea (4.18), atunci vom obtine f = —a,—f = f = a. Prinurmare a =
f = 0 (Corolarul 4.1.2., Remarca 4.1.2.).
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Atunci egalitatea (4.18) o putem rescrie in forma —x = x,x + x = 0 pentru orice x € Q.
Astfelx -y =—x+y=x+y=y+x=—y+x =y x. Amfolosit un fapt binecunoscut [87],
ca orice grup, in care toate elementele nenule au ordin doi, este comutativ. Proprietatile
cvazigrupurilor tranzitive la stanga sunt date in Corolarul 4.1.1.

<« Este evident. m
Corolarul 4.5.1. Cvazigrupul tranzitiv la stanga (Q,") este GA-cvazigrup daca si numai daca (Q,")
este grup abelian de ordin doi.

Demonstratie. Orice GA-cvazigrup este GA-cvazigrup la dreapta. m

Cvazigrupul prezentat in exemplul 4.1.1. nu satisface egalitatii (4.17). Atunci exista
cvazigrupuri tranzitive la stanga, care nu sunt GA-cvazigrupuri la dreapta sau la stanga. Cvazigru-
pul tranzitiv la stanga comutativ este GA-cvazigrup la dreapta. Usor se vede, ca acest cvazigrup de
asemenea este G-bucla.

Propozitia 4.5.2. Cvazigrupul tranzitiv la stanga(Q,") este simplu dacd si numai daca grupul
(Q, +) este simplu.

Demonstratie. Din rezultatele ( [40], Corolarul 1.308) si forma izotopiei (Remarca 4.1.1.)
urmeaza, cd multimea (retele) congruentelor normale ale cvazigrupului tranzitiv la stanga (Q,) si

grupului corespunzator (Q, +) sunt egale. O

4.6. Rezultatele de baza ale cvazigrupurilor Neumann

In acest paragraf s-au cercetat proprietitile de baza ale clasei de cvazigrupuri Neumann.
Conceptele si definitiile de baza pot fi gasite in [21], [39], [40].
Definitia 4.6.1. Cvazigrupul (Q,") se numeste cvazigrup Neumann, daca in (Q,") are loc identitatea
x-(yz-yx) =z (4.19)
[88], [89], [90],( [42] p. 248).
In articolele [88], [42], [90] se evidentiaza urmatorul rezultat.
Teorema 4.6.1. Daca cvazigrupul (Q,") satisface urmatoarea identitate
Xy-z=Yy-2zx, (4.20)
atunci parastroful (13) al acestui cvazigrup satisface identitatii Neumann (4.19).
Observati ca identitatea (4.20) are urmatoarea identitate ca si parastroful (13): (x - yz) -
xy = z ([90], p. 313), [91].
Teorema 4.6.2. Daca cvazigrupul (Q,-) satisface identitatii (4.20), atunci acest cvazigrup este grup

abelian.
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Demonstratie. In identitatea (4.20) substituim x = e,. Atunci avem e,y -z = y - ze, = yz. Prin
urmare, elementul e, este unitatea la stinga a cvazigrupului (Q,"), adica e, - x = x pentru toti x €
Q. Fiee, =f.

Sa presupunem ca in identitatea (4.20) x = f. Atunci yz = y - zf si dupa omitere z = zf.
Prin urmare, elementul f este unitate a cvazigrupului (Q,"), adica cvazigrupul (Q,") este bucla.
Daca inlocuim in identitatea (4.20) y = f, atunci obtinem ca bucla (Q,") este comutativa. Aplicand
comutativitatea in (4.20) obtinem 0 identitate asociativa yz - x = y * zx. O
Teorema 4.6.3. Orice cvazigrup Neumann este izotop grupului abelian (Q,+) de forma x -y =
xX—Yy.
Demonstratie. Demonstratia rezulta din Teorema 4.6.1., Teorema 4.6.2. si urmatorul fapt ( [44],
p. 53): parastroful (13) (Q,") al IP-buclei (este evident, ca orice grup abelian (Q, +) este IP-bucla)
este izotop de forma (¢, p, €), adica x - y = x — y, fiindca in grupul abelian p = I, avem x + Ix =
0 pentru toti x € Q. o
Teorema 4.6.4. Orice autotopie a cvazigrupului Neumann are forma:

(L& Ly LE)E, (4.21)

unde L}, LY, Lt ., sunt translatiile grupului abelian (Q, +), 0 € Aut(Q, +).
Demonstratie. Conform Teoremei 4.6.3. rezulta, ca cvazigrupul (Q,") este izotop grupului
comutativ (Q, +) de forma (g,1,€),1? = &,18 = 81 pentru orice 8 € Aut(Q, +).

Orice autotopie a grupului (Q,+) are forma (L}, L*,,L},,)6, unde translatiile si
automorfismul sunt la fel, ca si in formularea Teoremei 4.6.4. [21], [40].

Grupurile autotopice de cvazigrupuri izotopice sunt conjugate [21], [40]. Atunci noi avem:

(Lto, 11361, L%, ,0),= (L, LY, L, )6, (4.22)

de unde IL}01 = LY, 6. O
Corolarul 4.6.1. In cvazigrupul Neumann (Q,) Aut(Q,") = Aut(Q, +).

Demonstratie. Automorfismul este o autotopie cu componente egale. Restul rezultd din Teorema

4.6.4. |
Corolarul 4.6.2. Orice autotopie a cvazigrupului Neumann (Q,-) are forma:
(Lo Lips Lg1p) 61, (4.23)

unde L, L}, L,.;p sunt translatiile cvazigrupului (Q,), 6, = 16 € Aut(Q,") [91].
Demonstratie. Pe baza Teoremei 4.6.3. avemx -y =x+ Iy, x + y = x Iy, Lty = L, Iy. i
Clar, cd formele de autotopii aratate mai sus ale cvazigrupului Neumann (Q,") nu sunt
unicile. In ( [91], Teorema 7) este aritata urmitoarea formi a autotopiei
(L, L, L,R;1)86, (4.24)
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unde 6 € Aut(Q,"), s, t sunt elemente fixate ale cvazigrupului (Q,).
Enumeram unele proprietati ale cvazigrupului Neumann, demonstrate in [92], [91]. Acum
putem folosi Teorema 4.6.3., demonstrand unele dintre ele.
Corolarul 4.6.3.
1. Orice cvazigrup Neumann (Q,") este unipotent si are unitate la dreapta;
Orice bucla, izotopa cvazigrupului Neumann, este grup abelian;

Orice cvazigrup Neumann este cvazigrup medial,

2
3
4. Orice cvazigrup Neumann este cvazigrup Bol la stanga;
5. Orice cvazigrup Neumann este cvazigrup Moufang;
6. Miezul cvazigrupului Neumann este grupoid distributiv;
7. Nucleul la dreapta al cvazigrupului Neumann (Q,") contine astfel de elemente ale multimii
Q, incat a = —a.
Demonstratie. Putem aplica Teorema 4.6.3.
Cazul 6. Tinand cont de Teorema 4.6.3., noi putem scrie definitia miezului cvazigrupului
Neumann in urmatoarea forma: x e y = 2 - x — y, unde (Q, +) este grup abelian.
Verificam daca grupoidul (Q,o) este distributiv la dreapta. Putem scrie identitatea de
distributivitate la dreapta (x o y) o z = (x o z) o (y o z) in urmatoarea forma:
partea staingd (xoy)oz =2Q2x —y) —z =4x — 2y — z;
parteadreapta (x 0 z) o (yoz) =2(2x—2)— Ry —2z)=4x—2z—-2y+z=4x—-2y — z
Comparand partile din dreapta ale acestor egalitati, obtinem rezultatul anuntat.
Demonstratia pentru distributivitatea de stanga este analoaga.
Identitatea x o (y o z) = (x o y) o (x o z) primeste forma:
partea stdngd x o (yoz) = 2x — 2y + z;
parteadreapta (x e y) o (x0z) =2Q2x —y) — 2x—2z)=4x -2y —2x+z=2x -2y + z.
Cazul 7. Avemx-(yra)=x—(y—a)=x—y+a,(x-y)ra=x—y—a. i
Definitia 4.6.2. Cvazigrupul (Q,") cu identitatea
VZ*YyX = XZ (4.25)
se numeste cvazigrup Schweizer ( [90], p. 313).
Teorema 4.6.5. Orice cvazigrup Schweizer (Q,") este cvazigrup Neumann si invers.
Demonstratie. = Vom folosi forma cvazigrupului Neumann (Teorema 4.6.3.). Atunci identitatea
(4.25) capata forma:
parteastingd yz-yx =y —z—(y—x) = x — z;

partea dreaptd x - z = x — Z.
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Atunci orice cvazigrup Schweizer este cvazigrup Neumann [92].
< Vom demonstra, ca din identitatea (4.25) urmeaza identitatea (4.19). Aici vom aplica
identitatea Schweitzer In forma yx - yz = zx. Daca 1n aceastd identitate facem substitutia x —
y\x, si aplicand identitatea x - (x\y) = y (1.1) obtinem urmatoarea identitate: x - yz = z - (y\x)
sau, schimband variabila x < z avem
x(Y\z2) =z (yx). (4.26)
Daca in identitatea (4.26) punem x = y,z — x si folosim identitatea (1.1), atunci avem
(1.1)

~

y-O\x) = x=x-(y). (4.27)
Din identitatea (4.27) obtinem, ca elementul e = yy este unitate la dreapta a cvazigrupului (Q,).
Daca punem z = e in identitatea (4.25), atunci avem

y-yx =Xx. (4.28)
Daca in identitatea (4.28) inlocuim partea stanga din (4.25) in forma zx - zy = yx, atunci obtinem
identitatea lui Neumann in forma x - (zy - zx) = y.

Prin urmare, orice cvazigrup Neumann este cvazigrup Schweizer. m
Corolarul 4.6.4. Orice cvazigrup Schweizer (Q,") este izotop grupului abelian (Q,+) de forma
Xy=x—y.

Demonstratie. Demonstratia rezulta din Teoremele 4.6.5. si 4.6.3. o

4.7. Pseudoautorfisme, cvaziautomorfisme ale cvazigrupului Neumann

Cunoastem ca in teoria cvazigrupurilor un rol important il joaca si notiunea de autotopie care
este datd in primul capitol. Alte permutari autotopice importante sunt pseudoautomorfisme ale
cvazigrupului, introduse de catre R. Bruck.

Teorema 4.7.1. In cvazigrupul (Q,”) cu unitate la dreapta e permutarea a a multimii Q va fi
pseudoautomorfism la stanga, daca si numai daca existd permutarea £, incat T = (a, 5, 5) este
autotopie a cvazigrupului (Q,").

Demonstratie. Fie (a, 5, 8) este o autotopie, atunci avem B(xy) = ax - fy. Daca y = e, avem
Bx = Ryax, unde @ = Be. Am obtinut autotopia T = (@, R, @, R,a), ceia ce inseamna, ca a este
pseudoautomorfism la stanga al cvazigrupului cu companionul a.

Invers este evident. O
Propozitia 4.7.1. Orice cvazigrup Neumann (Q,") este G-cvazigrup la stanga, adica orice element
a € @ este companionul cdruiva pseudoautomorfism la stanga.

Demonstratie. Din [92] se cunoaste, ca in cvazigrupul Neumann are loc:
x(yz-yx) =z, xx = e,xe = x,x(y - xz) = (x - yx)z, *x = x, L3} = L,.
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Prin urmare, in acest cvazigrup avem autotopia T = (LyRg4, Lg, Ly),Va € Q si pe baza
Teoremei 4.7.1 a = LR, este pseudoautomorfism la stinga. Avem L, (xy) = ax - L,y.Dacay =
e, obtinem L,x = R ax, (a, Ra, R a). O
Propozitia 4.7.2. In cvazigrupul Neumann (Q,") orice cvaziautomorfism y are forma

Y =Ray' = Lpy", (4.29)
unde y’, ¥"" sunt automorfisme ale cvazigrupului (Q,"), iar b si a careva elemente din Q si invers,
permutarea y din (4.29) este cvaziautomorfism.

Demonstratie. Folosim rezultatele din [21], [92]:
1. In orice grup (Q,) orice cvaziautomorfism y are forma y = Rsyo = Lyy1, Unde y1,¥o —
automorfisme ale grupului (Q,"), k, s sunt elemente ale grupului.
2. Fie (Q,) este cvazigrupul Neumann, atunci (Q,o) este grup abelian, unde x oy = x -
L.y, xe = x,L, este automorfism al cvazigrupului (Q,") si grupului (Q,°) si x o L,x =
e,L, = I,Ix = x™1, e este unitate a grupului si unitate la dreapta a cvazigrupului.
Prin urmare putem scrie

xoy=x-y Lxy=xoylyl=ly, (4.30)

Fie y este cvaziautomorfism arbitrar al cvazigrupului Neumann (Q,"). Prin urmare exista
autotopia (a,B,y) a cvazigrupului (Q,"). Putem scrie y(xy) = ax-By,y(xoy 1) =axo
IBy,y(x o y) = ax o IBly, (a,IB1,y) este autotopie a grupului (Q,°) si y este cvaziautomorfism
al grupului (Q,°). Asadar, am obtinut

¥ = Rs¥o = Lyy1, (4.31)
unde Rg, L}, sunt translatii ale grupului (Q,°), iar y4, y, sunt automorfisme ale grupului (Q,o).

Ne convingem, ci y;,¥, sunt automorfisme si ale cvazigrupului (Q,). Intr-adevar,
Yo(x e y) =yox e ¥o¥, Yo(x - Iy) = yox * I¥o¥, Yo(xy) = Yox " [Voly = YoX * Vo).

Acum aflam Rg, L} :
Rix =xo0s=x-s"1=Rs1x,R; = R;—1;
Lix=kox=k-x"1=Lgx L, = Ll
Din (4.31) urmeaza y = R.-1yg = LIy, = LY. i
Corolarul 4.7.1. Cvaziautomorfismul y al cvazigrupului Neumann (Q,-) este automorfism daca si
numai daca ye = e, unde xe = x.
Intr-adevar, avem ye = R,-1y,e = R.-1ie = es™' =e, de unde s™* =¢,R, = ¢, unde ¢

este permutare identici y = y,.
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4.8. G-proprietiti ale cvazigrupului Neumann

Analog ca si pentru cvazigrupurile tranzitive la stdnga cercetam G-proprietdtile pentru
cvazigrupurile Neumann. Definitiile necesare le avem in paragraful 4.5.

Observati, in cazul buclei, conceptul de A-pseudoautomorfism la dreapta din Definitia 4.5.2.
este transformat in conceptul de pseudoautomorfism la stanga in sensul cartii lui V. D. Belousov
([21], p. 45) si este transformat in conceptul de pseudoautomorfism la drepta in terminologia lui
H. O. Pflugfelder [39]. Pentru cvazigrupurile, care au unitate la stanga (dreapta), rezultatul similar
este demonstrat in ( [91], Teorema 2).

Lema 4.8.1. Cazul 1. Autotopia cvazigrupului Neumann (Q,") este A-pseudoautomorfism la
dreapta daca si numai daca

a=-2b (4.32)
pentru careva fixati a, b € Q.

Cazul 2. Autotopia cvazigrupului Neumann (Q,") este A-pseudoautomorfism la stanga daca

si numai daca are loc egalitatea

b=0 (4.33)
pentru b € Q fixat.
Demonstratie. Dovada rezulta din Teorema 4.6.4. m
Teorema 4.8.1. Orice cvazigrup Neumann (Q,") este GA-cvazigrup.
Demonstratie. Din Teoremele 4.6.4. si Lema 4.8.1. avem: orice A-pseudoautomorfism la dreapta
al cvazigrupului Neumann (Q,-) are forma

(LT, LY., LT})6, (4.34)
pentru orice elemente b € Q, unde L7 ,,, LT, sunt translatiile grupului (Q, +);

Orice A-pseudoautomorfism la stdnga are forma

(Lt e, LD)6. (4.35)
pentru orice elemente a € Q, unde L}, este translatia grupului (Q, +).

Din egalitatea (4.34) si (4.35) rezultd, ci grupurile 312 si ,I1f actioneazi tranzitiv pe
multimea Q. Aceasta inseamna, ca orice cvazigrup Neumann (Q,-) este GA-cvazigrup. m

Observam, ca cvazigrupul Neumann este G-cvazigrup la stanga ( [91], Teorema 3) in sensul
lui V.D. Belousov [21]. Din ultimul rezultat rezulta, ca cvazigrupul Neumann este GA-cvazigrup

care nu este G-cvazigrup la dreapta in sensul lui V. D. Belousov.
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4.9. Concluzii la capitolul 4

In Capitolul 4 s-au cercetat cvazigrupurile tranzitive la stinga si cvazigrupurile Neumann.
Ambele clase sunt izotope grupului. S-au construit exemple de astfel de cvazigrupuri.

In baza cercetdrilor efectuate in Capitolul 4 si a rezultatelor obtinute putem formula
urmadatoarele concluzii:

1. Cercetand nucleele acestor cvazigrupuri am obtinut: pentru cvazigrupurile tranzitive la
stanga nucleul la stdnga este subgrup normal al cvazigrupului (Q,"), care consta din
elemente de ordin doi, care se afla in centrul grupului (Q,+); pentru cvazigrupurile
Neumann nucleul la dreapta contine astfel de elemente ale multimii Q, incat a = —a [93],
[94].

2. Cercetand autotopiile si cvaziautomorfismele s-au obtinut formele lor. Cercetand G-pro-
prietatile acestor cvazigrupuri am obtinut ca orice cvazigrup Neumann (Q,") este GA-
cvazigrup; pentru cvazigrupul tranzitiv la stanga este data conditia necesara si suficienta
ca sa fie GA-cvazigrup [95], [96], [97].

3. Rezultat important este ca notiunea de cvazigrup Neumann coincide cu cea de cvazigrup
Schweizer:

Teorema 4.6.5. Orice cvazigrup Schweizer (Q,) este cvazigrup Neumann si invers [98].

In acest capitol sunt realizate obiectivele, care se referd la cercetarea G-proprietatilor
cvazigrupurilor tranzitive la stanga si Neumann si la cercetarea relatiilor acestor cvazigrupuri cu
cvazigrupele Moufang, Bol la stanga, la dreapta s.a.

Rezultatele obtinute in acest capitol sunt publicate in [93], [95], [98], [96], [97], [94].
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CONCLUZII GENERALE SI RECOMANDARI

Cercetarile efectuate in teza de doctor “Morfismele si proprietitile sistemelor algebrice
neasociative cu conditii de tip Moufang” corespund 1n totalitate scopului si obiectivelor stabilite
in introducere.

Clasa cvazigrupurilor contine cea a grupurilor (orice grup este un cvazigrup), domeniu care
a cunoscut o evolutie extraordinara in secolul XX si continud sa se dezvolte rapid in prezent.
Notiunea de cvazigrup este mai generald ca cea de grup, deci se regaseste ca echivalent algebric
intr-un spectru mai larg de probleme ale mediului in care existdm si necesita abordari specifice,
care lipsesc in teoria grupurilor.

Problema stiintifici importanta solutionati constd in aplicarea relatiilor de tipul
morfismelor la cercetarea proprietatilor si existentei unitatii in sistemele algebrice neasociative cu
conditii de tip Bol-Moufang, ce conduc la descrierea unor relatii importante noi intre clasele de
cvazigrupuri studiate.

Rezultatele principale ale tezei sunt noi. Analizand rezultatele obtinute putem evidentia
urmatoarele concluzii generale:

1. S-astabilit ca orice W A-cvazigrup, care este un [ P-cvazigrup, este un cvazigrup Moufang;
S-a dovedit ca in WA-cvazigrupul cu unitate la stinga permutarile interne in raport cu
unitatea sunt automorfisme ale cvazigrupului; pentru permutarile interne in raport cu
elementul a € Q s-a gasit conditia necesara si suficienta cand sunt automorfisme [62];

2. Cercetand WIP-cvazigrupurile generalizate s-a gasit conditia cand acest cvazigrup este
izotop unei LIP-bucle. Presupunand, ca orice bucla izotopa unui OWIP-cvazigrup este o
LIP-bucla, am obtinut o identitate noud in acest cvazigrup. A fost gasita relatia dintre
OWIP-cvazigrupuri cu identitatea data si cvazigrupurile Bol la stanga (la dreapta) [63];

3. S-ademonstrat ca orice CI-grupoid la stanga este un CI-cvazigrup [64], [65];

4. A fost definita si studiata notiunea de i-cvazigrup, relatiile lor cu alte clase de cvazigrupuri.
S-a demonstrat ca i-cvazigrupurile idempotente sunt cvazigrupuri Bol la stanga, Stein la
dreapta, distributive la stanga [76], [77];

5. A fostsolutionata problema existentei unitatii (la stanga, la dreapta, medie) in cvasigrupuri
cu identitdtile de tip Bol-Moufang, enumerate in lucrarea Extra loops Il, de F. Fenyves
(1969). In lucrare este prezentat tabelul cu datele privind existenta unitatii pentru fiecare
dintre cele 60 de identitati [78], [80];

6. S-ademonstrat ca notiunea de cvazigrup Neumann coincide cu cea de cvazigrup Schweizer
[93], [95], [96], [98].
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Rezultatele autoarei, care se refera la tema tezei sunt publicate in [64], [93], [95], [63], [76],
[62], [65], [96], [78], [98], [77], [80], [94], [97], [66], [80], [78].

Teza propusa spre sustinere utilizeaza relatii de tip morfisme la cercetarea proprietatilor si
existentei unitatilor in sisteme algebrice neasociative cu conditii de tip Moufang, ce conduc la
descrierea noilor relatii importante dintre clasele de cvazigrupuri, contine solutionarea completa a
problemei existentei unitatii in cvazigrupuri cu identitati de tip Bol-Moufang.

Recomandari:

1. Solutionarea problemei existentei unitatii pentru fiecare dintre cele 60 de cvazigrupuri ce
satisfac identitati de tip Bol-Moufang poate fi utilizata in cercetarea cvazigrupurilor cu
identitati de tip Bol-Moufang.

2. Rezultatul care demonstreaza ca orice CI-grupoid este un CI-cvazigrup deschide noi posi-
bilitati in cercetarea CI-cvazigrupurilor.

3. In teza sunt definite doud clase noi de cvazigrupuri: i-cvazigrupurile si OWIP-
cvazigrupurile. in lucrare sunt cercetate unele proprietati ale acestor clase de cvazigrupuri,
insa teoria generala a lor urmeaza a fi elaborata.

4. Rezultatele obtinute pot fi aplicate la elaborarea unor cursuri optionale pentru masteranzi

si doctoranzi.
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