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REPERELE CONCEPTUALE ALE CERCET�ARII

Teza de fa�t�a �tine de teoria calitativ�a a ecua�tiilor diferen�tiale. �In ea sunt studiate

sistemele cubice de ecua�tii diferen�tiale ce au singularit�a�ti rezonante �si drepte invariante.

Actualitatea temei. O bun�a parte din problemele importante ale �zicii, chimiei,

ingineriei impun ��n formularea lor matematic�a calcularea unei func�tii care, ��mpreun�a cu

derivatele sale, satisface o rela�tie dat�a. Acest tip de rela�tii se numesc ecua�tii diferen�tiale.

Deoarece majoritatea fenomenelor �si proceselor din��ntreaga lume se modeleaz�a cu ajutorul

ecua�tiilor diferen�tiale, se justi�c�a necesitatea dezvolt�arii teoriei acestora, precum �si nece-

sitatea de a le clasi�ca. Un exemplu concret reprezint�a sistemele de ecua�tii diferen�tiale de

tip Lotka-Volterra. Aceste sisteme au dou�a drepte invariante �si descriu, odat�a cu trecerea

timpului, interac�tiunea dintre specii. La fel, ele descriu decurgerea unor reac�tii chimice,

interac�tiunea gazelor din mediile subterane �s.a.

Evolu�tia ecua�tiilor diferen�tiale a fost ��n str�ans�a leg�atur�a cu dezvoltarea calculului

integral. Au fost determinate familii de ecua�tii diferen�tiale rezolvabile ��n cuadraturi (in-

tegr�ari). Isac Newton, Jakob Bernoulli, Johann Bernoulli �si Daniel Bernoulli se con-

sider�a primii matematicieni care au adus contribu�tii notabile la dezvoltarea ecua�tiilor

diferen�tiale. Urmeaz�a J. Riccati, L. Euler, J. Lagrange. Secolul al XIX-lea se caracte-

rizeaz�a prin cercetarea problemei de existen�t�a, unicitate �si comportare a solu�tiilor ecua�tiilor

diferen�tiale. A. Cauchy, R. Lipschitz �si G. Peano au impus metoda liniilor poligonale (uti-

lizat�a anterior �si de Euler) ca metod�a e�cient�a de demonstrare a existen�tei locale a solu�tiei

unei ecua�tii diferen�tiale cu condi�tii ini�tiale.

Referitor la sistemele de ecua�tii diferen�tiale, principalele probleme ale teoriei calitative

a acestora constau��n determinarea comport�arii curbelor integrale ��n vecin�atatea punctelor

singulare; ��n delimitarea centrului de focar; ��n existen�ta, num�arul �si pozi�tia reciproc�a a

ciclurilor limit�a; ��n calcularea integralelor prime.

Privitor la problema delimit�arii centrului de focar, pentru sistemele p�atratice �si cubice,

putem a�rma c�a a fost tratat�a ��n lucr�arile lui H. Dulac, W. Kapteyn, M. Frommer, N.

Saharnicov, I. Kukles, C. Sibirschi, A. Sadovskii, K. Malkin, I. Shirov, D. Boularas, M.

Popa, N. Vulpe, D. Cozma, A. �Sub�a, H. 
Zol�adek, R. Kooij �si al�tii.

�In lucr�arile matematicienilor A. �Sub�a �si D. Cozma este cercetat�a problema centrului

pentru sistemul diferen�tial cubic cu drepte invariante. �In ele a fost complet rezolvat�a

problema dat�a pentru sistemele cubice cu cel pu�tin trei drepte invariante a�ne distincte.

Rezultate generale ce �tin de problema centrului pentru sistemele diferen�tiale polinomiale

se cunosc doar acele ob�tinute de H. Poincar�e, A. Lyapunov, M. Popa �si V. Pricop. Primii
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doi echivaleaz�a problema enun�tat�a cu problema de integrabilitate, iar ultimii doi evalueaz�a

num�arul de m�arimi focale necesare solu�tion�arii ei.

Este cunoscut, c�a��n partea �nit�a a planului fazic, sistemul cubic nedegenerat de ecua�tii

diferen�tiale are cel mult opt drepte invariante. Din punct de vedere al teoriei calitative a

ecua�tiilor diferen�tiale sistemele cubice cu �sapte �si cu opt drepte invariante reale �si distincte

au fost cercetate de c�atre R. Lyubimova. J. Llibre �si N. Vulpe au cercetat sistemele

diferen�tiale cubice cu drepte invariante lu�and ��n considerare multiplicitatea lor. Sistemele

cubice cu drepte invariante a�ne de multiplicitate paralel�a total�a egal�a cu �sapte au fost

studiate �si clasi�cate de A. �Sub�a, V. Repe�sco �si V. Pu�tuntic�a, iar sistemele cubice ce

con�tin drepte invariante de multiplicitate paralel�a total�a egal�a cu cinci sau cu �sase, �si al

c�aror in�nit este degenerat - de c�atre A. �Sub�a �si V. Repe�sco. Studiul calitativ al sistemelor

cubice de ecua�tii diferen�tiale cu drepte invariante de multiplicitate total�a opt, consider�and

�si dreapta de la in�nit, a fost efectuat de c�atre N. Vulpe �si C. Bujac, iar pentru sistemele

cubice cu �sase drepte invariante reale de dou�a �si de trei direc�tii au fost ob�tinute formele

canonice �si portretele fazice de V. Pu�tuntic�a �si A. �Sub�a.

Pentru sistemul cubic problema coexisten�tei a dreptelor invariante distincte �si a punctelor

critice de tip centru a fost studiat�a de c�atre A. �Sub�a, D. Cozma �s.a.

�In teza de fa�t�a sunt continuate cercet�arile efectuate de A. �Sub�a �si D. Cozma referitoare

la rezolvarea problemei de integrabilitate (sau, ��n cazul dat, a problemei centrului) a

sistemelor cu puncte critice (1 : −1) rezonante �si cu patru drepte invariante. La ei s-a

presupus c�a dreptele sunt distincte, iar despre linia de la in�nit nu se spune nimic. �In

lucrarea prezent�a se completeaz�a investiga�tiile profesorilor A. �Sub�a �si D. Cozma p�an�a la

solu�tionarea complet�a a problemei centrului pentru sistemele cubice cu drepte invariante

(inclusiv dreapta de la in�nit) de multiplicitate total�a cinci. Mai exact, ��n tez�a problema

centrului este rezolvat�a ��n cazurile c�and:

A) multiplicitatea total�a a dreptelor invariante a�ne este patru �si cel pu�tin una dintre

aceste drepte are multiplicitatea mai mare ca unu;

B) multiplicitatea dreptei de la in�nit este mai mare ca unu, iar aceasta, ��mpreun�a cu

dreptele a�ne invariante, au multiplicitatea total�a egal�a cu cinci.

Privitor la singularit�a�tile (1 : −2) rezonante ��n lucrarea de fa�t�a

C) sunt studiate la integrabilitate sistemele cubice de tip Lotka-Volterra ce posed�a

drepte invariante de multiplicitate total�a 6,7 (�tin�andu-se cont �si de dreapta de la in�nit).

Scopul �si obiectivele lucr�arii. Scopul principal al lucr�arii const�a ��n clasi�carea

sistemelor cubice de ecua�tii diferen�tiale cu singularit�a�ti rezonante ((1 : −1) �si (1 : −2))
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ce posed�a drepte invariante de multiplicitate total�a 4, 5, 6, 7 �si rezolvarea problemei de

integrabilitate a acestora.

Realizarea acestui scop a fost ��nso�tit�a de urm�atoarele obiective:

− determinarea multiplicit�a�tii maximale a unei drepte invariante reale pentru sistemul

cubic cu singularit�a�ti (1 : −1) �si (1 : −2) rezonante;

− determinarea multiplicit�a�tii maximale a liniei de la in�nit pentru sistemul cubic cu

singularit�a�ti (1 : −1) �si (1 : −2) rezonante;

− clasi�carea sistemelor cubice cu singularit�a�ti (1 : −1) rezonante ce posed�a drepte

invariante de multiplicitate total�a 4, 5 (inclusiv dreapta de la in�nit);

− clasi�carea sistemelor cubice de tip Lotka-Volterra cu singularit�a�ti (1 : −2) rezo-

nante ce posed�a drepte invariante de multiplicitate total�a 6, 7 (inclusiv dreapta de la

in�nit);

− rezolvarea ��n clasele sistemelor cubice ob�tinute a problemei de integrabilitate.

Metodologia cercet�arii �stiin�ti�ce. �In lucrare au fost aplicate metodele teoriei

calitative a sistemelor de ecua�tii diferen�tiale �si metodele algebrei de calcul computa�tional.

Problema centrului pentru sistemele diferen�tiale cubice ce posed�a drepte invariante este

cercetat�a prin folosirea metodei de integrabilitate Darboux.

Noutatea �si originalitatea �stiin�ti�c�a. �In aceast�a lucrare pentru prima dat�a sunt

examinate cazurile c�and printre dreptele invariante a�ne ale sistemelor cubice de ecua�tii

diferen�tiale cu singularit�a�ti rezonante sunt �si drepte multiple �si, totodat�a, se ia ��n con-

siderare �si multiplicitatea liniei de la in�nit. Investiga�tiile s-au soldat cu urm�atoarele

rezultate:

− a fost determinat�a multiplicitatea algebric�a maximal�a a unei drepte invariante a�ne

�si a liniei de la in�nit pentru sistemele cubice cu singularit�a�ti (1:-1) �si (1:-2) rezonante;

− a fost efectuat�a clasi�carea sistemelor cubice cu singularit�a�ti (1:-1) �si (1:-2) rezonante

�si o dreapt�a invariant�a real�a sau linia de la in�nit, de multiplicitate maximal�a;

− a fost efectuat�a clasi�carea sistemelor cubice cu singularit�a�ti (1:-1) �si (1:-2) rezonante

ce posed�a drepte invariante de multiplicitate total�a 4, 5, 6, 7.

Problema �stiin�ti�c�a important�a solu�tionat�a const�a ��n rezolvarea complet�a a

problemei centrului pentru sistemele diferen�tiale cubice cu drepte invariante (inclusiv

dreapta de la in�nit) de multiplicitate total�a cinci �si a problemei de clasi�care �si integra-

bilitate a sistemelor cubice de tip Lotka-Volterra cu singularit�a�ti (1 : −2) rezonante �si cu

drepte invariante (inclusiv dreapta de la in�nit) de multiplicitate total�a �sase �si �sapte.

Semni�ca�tia teoretic�a. �In aceast�a tez�a pentru prima dat�a s-a formulat �si s-a rezolvat
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problema de determinare ��n clasa sistemelor diferen�tiale cubice cu singularit�a�ti (1 : −1) �si

(1 : −2) rezonante a multiplicit�a�tii maximale a unei drepte invariante a�ne, a dreptei de

la in�nit; la fel s-a efectuat clasi�carea acestor sisteme, ceea ce reprezint�a pentru viitor

un pas important ��n studiul calitativ al sistemelor cubice ce posed�a drepte invariante.

Valoarea aplicativ�a a lucr�arii. Aceast�a lucrare poart�a un caracter teoretic, ��ns�a ea

are �si largi perspective aplicative prin intersec�tia sa cu familia de sisteme diferen�tiale de

tip Lotka-Volterra. Rezultatele ob�tinute pot � incluse ��n programele cursurilor op�tionale

�tinute studen�tilor �si masteranzilor facult�a�tilor de matematic�a �si �zic�a. La fel, ele se vor

lua ��n considerare �si ��n studiul de mai departe al sistemelor diferen�tiale polinomiale.

Rezultatele �stiin�ti�ce principale ��naintate spre sus�tinere:

− determinarea multiplicit�a�tii maximale a unei drepte invariante reale pentru sistemul

cubic cu singularit�a�ti (1 : −1) �si (1 : −2) rezonante;

− calcularea multiplicit�a�tii maximale a dreptei de la in�nit pentru sistemul cubic cu

singularit�a�ti (1 : −1) �si (1 : −2) rezonante;

− clasi�carea sistemelor cubice cu singularit�a�ti (1 : −1) �si (1 : −2) rezonante �si cu

drepte invariante a�ne de multiplicitate total�a 4, 6;

− clasi�carea sistemelor cubice cu singularit�a�ti (1 : −1) �si (1 : −2) rezonante �si cu

drepte invariante de multiplicitate total�a 5, 7, lu�and ��n considerare �si dreapta de la in�nit;

− solu�tionarea complet�a a problemei centrului pentru sistemele diferen�tiale cubice cu

drepte invariante (inclusiv dreapta de la in�nit) de multiplicitate total�a cinci;

− rezolvarea problemei de integrabilitate pentru sistemele diferen�tiale cubice de tip

Lotka-Volterra cu singularit�a�ti (1 : −2) rezonante �si cu drepte invariante (inclusiv dreapta

de la in�nit) de multiplicitate total�a �sase �si �sapte.

Implementarea rezultatelor �stiin�ti�ce.

Rezultatele ob�tinute ��n tez�a pot � aplicate:

- la studierea sistemelor diferen�tiale cubice ce posed�a drepte invariante;

- la cercetarea anumitor modele matematice ce guverneaz�a unele procese chimice,

�zice, biologice, sociale �s.a.;

- ca subiecte pentru teme de teze de masterat �si pot servi ca baz�a a unor cursuri

op�tionale pentru masteranzi �si studen�tii specialit�a�tilor universitare de matematic�a.

Aprobarea rezultatelor �stiin�ti�ce. Rezultatele principale ale lucr�arii au fost prezen-

tate ��n cadrul multor forumuri �stiin�ti�ce: Conferin�ta �stiin�ti�c�a Interna�tional�a a docto-

ranzilor: Tendin�te contemporane ale dezvolt�arii �stiin�tei: viziuni ale tinerilor cercet�atori,

2015, 2016, Chi�sin�au; International Conference: Mathematics and Information Technolo-
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gies: Research and Education (MITRE), 2015, 2016, 2019, Chi�sin�au; Conferin�ta �stiin�ti�c�a

na�tional�a cu participare interna�tional�a, �Inv�a�t�am�antul superior din Republica Moldova la

85 ani, 2015, Chi�sin�au; Conference on Applied and Industrial Mathematics (CAIM), 2016

(Craiova), 2017 (Ia�si), 2019 (T�argovi�ste), Rom�ania; The International Scienti�c Confe-

rences: "Di�erential-Functional Equations and their Application" �si "Modern problems of

Di�erential Equations and their application", 2016, 2020, Chernivtsi, Ukraine; Conferin�ta

�Stiin�ti�c�a interna�tional�a: Perspectivele �si problemele integr�arii ��n Spa�tiul European al

Cercet�arii �si Educa�tiei, Universitatea de Stat Bogdan Petriceicu Ha�sdeu din Cahul, 2019,

Cahul, Republica Moldova; The Fifth Conference of Mathematical Society of the Republic

of Moldova IMCS-55, 2019, Chi�sin�au; �si ��n cadrul seminarelor: seminarul dedicat profe-

sorului V. Belousov, Institutul de Matematic�a �si Informatic�a "V. Andrunachievici�, 2016,

Chi�sin�au; seminarul �Ecua�tii Diferen�tiale �si Algebre� din cadrul Universit�a�tii de Stat din

Tiraspol (cu sediul la Chi�sin�au), 2016, 2017, 2018, 2019, 2020;

Publica�tii la tema tezei. Rezultatele principale ale lucr�arii au fost prezentate ��n

cadrul multor forumuri �stiin�ti�ce din Moldova, Rom�ania, Ucraina �si publicate��n 18 lucr�ari:

6 articole �stiin�ti�ce [1], [2], [3], [4], [5], [6] (2 articole f�ar�a coautor), 2 lucr�ari ��n materialele

unor conferin�te �stiin�ti�ce [7], [8] (o lucrare f�ar�a coautor) �si 10 teze ale comunic�arilor

la diferite conferin�te �stiin�ti�ce [9], [10], [11], [12], [13], [14], [15], [16], [17], [18] (4 f�ar�a

coautor).

Volumul �si structura tezei. Lucrarea este format�a din introducere, patru capitole,

bibliogra�e din 143 titluri, o �gur�a �si 3 tabele. Volumul total este de 145 pagini (127

pagini de text de baz�a).

Cuvinte-cheie. Sistem diferen�tial cubic, curb�a algebric�a invariant�a, multiplicitate

algebric�a, singularitate rezonant�a, problema centrului, integrabilitatea Darboux.

CON�TINUTUL TEZEI

�In Introducere sunt prezentate rezultatele cercet�arilor anterioare ce �tin de tema dat�a;

se descrie importan�ta �si actualitatea temei abordate, scopul �si obiectivele tezei, ipoteza �si

metodele de cercetare; aprobarea rezultatelor �si sumarul compartimentelor tezei.

�In primul capitol sunt enun�tate rezultatele clasice �si recente ce �tin de teoria calitativ�a

a ecua�tiilor diferen�tiale. Se face o analiz�a comparativ�a a situa�tiei existente ��n domeniu,

se formuleaz�a problema de cercetare �si direc�tiile de solu�tionare a ei.

Sistemele polinomiale diferen�tiale �si, ��n special, sistemele de tip Lotka-Volterra, sunt

intens cercetate de mai mul�ti oameni de �stiin�t�a, deoarece au o aplicare ampl�a. Cea mai
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cunoscut�a aplica�tie �ind ��n teoria popula�tiei, dar au aplica�tii largi �si ��n alte domenii cum

ar �: �zica lazerului, �zica plasmei, hidrodinamic�a, chimie, ecologie, sociologie, etc.

Cercetarea sistemelor diferen�tiale polinomiale Lotka-Volterra cu singularit�a�ti (p : −q)
rezonante este relativ nou�a �si actual�a. Pentru sistemul diferen�tial p�atratic �si cubic a fost

complet rezolvat�a problema integrabilit�a�tii atunci c�and singularitatea e (1 : −1) rezonant�a

��n 1908 de Dulac H., ��n 1974 de Sadovski A. �si apoi ��n 2001 de Christopher C. �si Rousseau

C. �In cazul singularit�a�tii (1 : −2) rezonante, studiul pentru sistemul diferen�tial p�atratic

este complet efectuat ��n anul 1998 de c�atre Fronville A., Sadovski A. �si 
Zol�adek H. Ei au

ob�tinut pentru sistemele examinate condi�tiile necesare �si su�ciente de integrabilitate (20

de cazuri).

�In anul 2013 Fer�cec B., Gin�e J., Liu Y., Romanovski G. determin�a condi�tiile de in-

tegrabilitate pentru sistemul diferen�tial Lotka-Volterra de gradul patru cu singularit�a�ti

(1 : −1) rezonante de forma

ẋ = x(1− a30x3 − a21x2y − a12xy2 − a03y3), ẏ = −y(1− b30x3 − b21x2y − b12xy2 − b03y3).

Men�tion�am, c�a ��n lucrarea (teza) de fa�t�a sunt supuse studiului sistemele diferen�tiale

cubice Lotka�Volterra cu singularit�a�ti (1 : −2) rezonante.

La determinarea integralelor prime ale sistemelor polinomiale de ecua�tii diferen�tiale

un rol esen�tial ��l au curbele algebrice invariante.

No�tiunea de curb�a algebric�a invariant�a a fost introdus�a de Darboux ��n anul 1878 ��ntr-

un studiu consacrat integrabilit�a�tii ecua�tiilor diferen�tiale polinomiale de ordinul ��nt�ai.

No�tiunea dat�a poate � u�sor modi�cat�a �si potrivit�a pentru sistemele diferen�tiale polino-

miale ẋ = P (x, y), ẏ = Q(x, y). Astfel, se spune c�a curba f(x, y) = 0, unde f este un

polinom din C[x, y], este o curb�a algebric�a invariant�a pentru sistemul diferen�tial, dac�a

exist�a un a�sa polinom K(x, y) ∈ C[x, y], numit cofactorul curbei invariante f(x, y) = 0,

��nc�at are loc identitatea X(f) ≡ f · K. �In caz particular, dreapta l ≡ αx + βy + γ = 0

se nume�ste invariant�a, dac�a α · P (x, y) + β · Q(x, y) ≡ l · K. Cu X s-a notat c�ampul

vectorial X = P (x, y) ∂
∂x

+ Q(x, y) ∂
∂y

asociat sistemului polinomial. Darboux a ar�atat, c�a

integrabilitatea sistemelor polinomiale poate � ob�tinut�a prin folosirea curbelor algebrice

invariante. Ideea lui const�a ��n construirea pentru sistemul diferen�tial polinomial a inte-

gralei prime (a factorului integrant) de forma (numit�a �si forma Darboux)
p∏
i=1

fαi
i , unde fi

sunt polinoamele ce de�nesc curbele algebrice invariante ale sistemului dat, iar αi ni�ste

numere complexe oarecare nu toate egale concomitent cu zero.

Metoda Darboux de integrare a fost dezvoltat�a �si extins�a asupra sistemelor diferen�tiale

polinomiale de ordin mai mare dec�at doi. Christopher C. ��n una din lucr�arile sale a scris
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despre integrabilitatea Darboux generalizat�a sau ��n sens generalizat, care se deosebe�ste de

cea prezentat�a de Darboux prin faptul c�a ��n componen�ta integralei prime (sau a factorului

integrant), ��mpreun�a cu curbele algebrice invariante, fac parte �si func�tiile exponen�tiale

care sunt generate din curbele invariante multiple:
p∏
i=1

fαi
i

s∏
j=1

exp(gj/hj). Aceste func�tii

exponen�tiale exp(gj/hj) se numesc factori exponen�tiali �si satisfac unei ecua�tii similare

celei din cazul polinoamelor fi ce de�nesc curbele algebrice invariante fi = 0.

O nou�a direc�tie de dezvoltare a teoriei Darboux este examinarea, nu doar a curbelor

algebrice invariante, dar �si a altor elemente sau caracteristici ale sistemului de ecua�tii

diferen�tiale, care duc la integrabilitatea Darboux. De exemplu, �Sub�a A. ia ��n consider-

are m�arimile Lyapunov, iar Chavarriga J., Llibre J., Sotomayor J. - punctele singulare

independente.

�In teza de fa�t�a sunt studiate rela�tiile dintre dreptele invariante, m�arimile Lyapunov �si

integrabilitatea Darboux, care ne conduc la patru probleme importante:

Problema 1. Determinarea multiplicit�a�tii algebrice maximale a unei drepte invari-

ante a�ne �si a dreptei de la in�nit ��n familia sistemelor diferen�tiale cubice cu singularit�a�ti

de rezonan�ta (1 : −1) �si (1 : −2);

Problema 2. Clasi�carea sistemelor diferen�tiale cubice (Lotka-Volterra) cu singu-

larit�a�ti (1 : −1) ((1 : −2)) rezonante �si cu drepte invariante a�ne de multiplicitate total�a

patru (�sase);

Problema 3. Clasi�carea sistemelor diferen�tiale cubice (Lotka-Volterra) cu singu-

larit�a�ti (1 : −1) ((1 : −2)) rezonante �si cu drepte invariante (inclusiv dreapta de la in�nit)

de multiplicitate total�a cinci (�sapte);

Problema 4. Studierea integrabilit�a�tii sistemelor cubice cu singularit�a�ti (1 : −1) �si

(1 : −2) rezonante �si cu drepte invariante de multiplicitate algebric�a total�a 4, 5, 6 �si 7.

Problemele formulate ���si g�asesc rezolvarea complet�a ��n aceast�a lucrare.

�In capitolul II al tezei cu titlul �Sistemele diferen�tiale cubice cu singularit�a�ti (1 : −1)

rezonante �si cu drepte invariante a�ne de multiplicitate algebric�a total�a patru�, pentru

sistemele cubice cu singularit�a�ti (1 : −1) rezonante a) s-a determinat multiplicitatea

maximal�a a unei drepte invariante reale a�ne, b) sunt construite toate con�gura�tiile de

drepte invariante posibile ce au multiplicitatea sumar�a patru, c) sunt stabilite familiile

de sisteme ce realizeaz�a aceste con�gura�tii �si d) pentru �ecare dintre aceste familii este

rezolvat�a problema de integrabilitate, e) solu�tion�andu-se prin aceasta �si problema cen-

trului. �In toate cazurile se presupune c�a cel pu�tin o dreapt�a invariant�a, s�a zicem l1, este

multipl�a, adic�a are multiplicitatea mai mare sau egal�a cu doi.
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a) Multiplicitatea maximal�a a unei drepte invariante reale a sistemelor

cubice cu punct critic monodromic.

Consider�am sistemul cubic real

ẋ = y + ax2 + cxy + fy2 + kx3 +mx2y + pxy2 + ry3 ≡ P (x, y),

ẏ = −(x+ gx2 + dxy + by2 + sx3 + qx2y + nxy2 + ly3) ≡ Q(x, y), gcd(P,Q) = 1.
(1)

De�ni�tia 1. Vom spune c�a dreapta invariant�a l1 are multiplicitatea algebric�a egal�a

cu θ, dac�a θ este cel mai mare num�ar natural astfel c�a lθ1 divide E = P ·X(Q)−Q ·X(P ).

De c�atre noi se examineaz�a doar multiplicitatea algebric�a, deaceea, pentru prescurtare,

deseori se omite cuv�antul "algebric�a".

Vom nota prin m(l1) multiplicitatea dreptei invariante l1. Pentru sistemul (1) punctul

critic (0, 0) este monodromic sau, mai numit, �si focar slab. El este de tip centru, atunci �si

numai atunci c�and toate m�arimile Lyapunov Lj, j = 1,∞ asociate lui sunt egale cu zero.

�In urm�atoarea teorem�a este determinat�a multiplicitatea maximal�a a unei drepte in-

variante reale �si sunt aduse sistemele diferen�tiale cubice de forma (1) ce realizeaz�a aceasta.

Teorema 1. �In clasa sistemelor cubice (1) multiplicitatea maximal�a a unei drepte in-

variante este patru. Cu exactitatea unei transform�ari centro-a�ne �si rescalarea timpului

orice sistem cubic ce are o dreapt�a invariant�a de multiplicitatea patru poate � scris sub

una dintre urm�atoarele trei forme:

ẋ = (x− 1)2y, ẏ = −x+ 2x2 − x3 − dxy − qx2y − 2y2 + 2xy2, d 6= 0; (2)

ẋ = (x− 1)y(x− fy − 1), ẏ = −x+ 2x2 − x3 − y2 + xy2 − fy3, f 6= 0; (3)

ẋ = −(x− 1)((b− 1)2x2 + (2b− 3)fxy + fy(1 + fy))/f,

ẏ = −((b− 1)2x2(b+ 2 + x) + (b− 1)2fx(2 + x)y + f 3y3

+f 2((x− 1)2x+ (b− 3x+ 2bx)y2))/f 2, f(b− 1) 6= 0.

(4)

b) Con�gura�tiile din drepte invariante a�ne de multiplicitate total�a patru.

�In Fig. 1 sunt aduse toate con�gura�tiile enun�tate ��n titlul subsec�tiunii. �Tin�and cont

de presupunerea c�a m(l1) ≥ 2, aceste con�gura�tii pot consta doar din una l1, dou�a l1, l2

sau trei l1, l2, l3 drepte invariante a�ne a c�aror multiplicitate sumar�a este cel pu�tin patru:

m(l1) ≥ 4,m(l1) +m(l2) ≥ 4 �si m(l1) +m(l2) +m(l3) ≥ 4.

c) Familiile de sisteme cubice de forma (1) ce realizeaz�a con�gura�tiile din

Fig.1.

Sistemele ce realizeaz�a con�gura�tia a) din Fig. 1 au fost aduse ��n Teorema 1. La fel,

��n tez�a sunt ob�tinute �si sistemele ce realizeaz�a celelalte con�gura�tii. De exemplu, pentru

con�gura�tia d) din Fig. 1 are loc:
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a) b) c) d) e) f) g)

h) i) j) k) l) m)

Fig. 1. Con�gura�tii de drepte invariante a�ne de multiplicitate total�a patru.

Teorema 2. Cu exactitatea unei transform�ari a�ne de coordonate �si rescalarea timpului

orice sistem cubic cu punct critic monodromic �si cu dou�a drepte invariante reale con-

curente l1, l2,m(l1) ≥ 3 poate � scris sub una din urm�atoarele patru forme:

ẋ = (x− 1)2y, ẏ = −x− gx2 − dxy − y2 + (g + 1)x3 − d(g + 1)x2y + xy2, d 6= 0; (5)

ẋ = 1
2f(b−1)(x− 1)(2(1− b)fy − (b− 1)(b2 − b±∆− f 2)x2

+f(f 2 − 4 + 7b− 3b2 ∓∆)xy − 2f 2(b− 1)y2),

ẏ = 1
2f2(b−1)

(
2f 2(1− b)x+ (1− b)((b− 1)(b2 − b±∆)− f 2(b+ 3))x2

+f(1− b)(3b(b− 1)±∆− f 2)xy + 2bf 2(1− b)y2 + 2f 2(1− b)x3

+f(b− 1)(f 2 ∓∆− (b− 1)(b− 2))x2y + f 2(f 2 ∓∆−
(b− 1)(3b− 4))xy2 + 2f 3(1− b)y3

)
,

(6)

unde ∆ =
√

4f 2(1− b) + (f 2 + b(b− 1))2;

ẋ = (1− x)y(1− x+ fy), df 6= 0, ẏ = −x+ 2x2− dxy− y2− x3 + dx2y+ xy2− fy3; (7)

ẋ = (1− x)(fy + (1− b)(b− c− 3)x2 + f(c+ 1)xy + f 2y2)/f,

ẏ = (f 2(c− b+ 3)x+ (c− b+ 3)(cf 2 + (b− 1)((b− 2)(b− 3) + 5c− 2bc

+c2 − 2f 2))x2 − f(2(1− b)(b− c− 3)2 + f 2(2b− c− 4))xy − bf 2(b− c− 3)y2

+(b− c− 3)(2b− c− 3)((b− 1)(b− c− 3)− f 2)x3 + f(f 2(2b− c− 4)

−(b− 1)2(b− c− 3))x2y − f 2(c+ 1)(b− c− 3)xy2

−f 3(b− c− 3)y3)/(f 2(b− c− 3)).

(8)

d) Integrabilitatea.

�In aceast�a sec�tiune sunt studiate la integrabilitate toate sistemele diferen�tiale cubice ce

realizeaz�a con�gura�tiile din Fig. 1, adic�a pentru aceste sisteme sunt determinate condi�tiile

de existen�t�a �si construite integralele prime F (x, y) sau factorii integran�ti µ(x, y). Astfel,
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c�and prima m�arime Lyapunov L1 este egal�a cu zero pentru sistemele (2)-(8) avem respec-

tiv:

Sistemul (2). L1 = −2q = 0⇒

µ(x, y) =
1

(x− 1)6
exp

d(−d+ 3dx+ 6y − 6xy)

6(x− 1)6
.

Sistemul (3). L1 = 0,

F (x, y) = (x− 1)6exp
4− 6x+ 2x3 + 3y2 − 3xy2 + 2fy3

(1− x)3
.

Sistemul (4). L1 = 0,

F (x, y) = fα1
1 fα2

2 fα3
3 fα4

4 , (9)

unde α1 = 2((b− 1)2 + f 2), α2 = f(b+ 1), α3 = α4 = 1, iar

f1 ≡ x− 1 = 0, f2 = exp
b+ fy − 1

f(x− 1)
, f3 = exp

(b− 1)2 + 2f(b− x)y + f 2y2

(x− 1)2
.

f4 = exp[
1

3(x− 1)3
· (3(1− b2 − 2f 2)x+ 12(b2 + f 2 − b)x2

+(6b− 3b2 − 2b3 − 6f 2 − 1)x3 − 3f(1− b)y
−3f(1− 3b+ 2b2)x2y + 6f 2(1− b)xy2 − 2f 3y3)].

Sistemul (5). L1 = 0,

F =
(x− 1)2(1−d

2−d2g)

(x− dy − 1)−2
exp
[(2d2(3 + 2g)− 2dy)(x− 1) + d2(2 + g)

(x− 1)2

]
.

Sistemul (7). L1 = 0,

F = (x− 1)d+d
3−f (1− x+ dy)f−d exp

d(2(1− x)(d2 + (d− f)y) + dfy2)

2(x− 1)2
.

Sistemele (6) �si (8). L1 = 0. Aceste sisteme au integrala prim�a de forma (9). �In cazul

sistemului (6):

f1 = x− 1, f2 = b− b2 − f 2 ∓∆ + 2f 2x+ 2fy − 2bfy,

f3 = exp((b− 1 + fy)/(x− 1)), f4 = exp((b− 1 + fy)2/(x− 1)2),

α1 = 2(b− 1)(1− 2b+ b2 + f 2)(−b+ b2 + f 2 ∓∆), α2 = −4(−1 + b)2f 2,

α3 = 2(b− 1)((b− 2)(b− 1)(b2 − b∓∆ + 2f 2) + f 4 ∓ f 2∆),

α4 = (b− 1)2(b(b− 1)∓∆) + f 2((b− 1)(2b− 3) + f 2 ∓∆).
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iar ��n cazul sistemului (8):

f1 = x− 1, f2 = (b− c− 3)(−1 + (2b− c− 3)x)− f(2b− c− 4)y,

f3 = exp((1− b− fy)/(x− 1)), f4 = exp[((1− b)(3b− 2c− 5)(b− c− 3)

+2f 2(2b− c− 4) + 2((b− 1)(b− c− 3)(2b− c− 3)− f 2(2b− c− 4))x

+2f(b− 1)(b− c− 3)y + f 2(b− c− 3)y2)/(x− 1)2],

α1 = −2((b− 1)(b− c− 3)(−61 + 95b− 48b2 + 8b3 − 47c+ 48bc− 12b2c

−12c2 + 6bc2 − c3)− f 2(2b− c− 4)3),

α2 = 2(1− b)(b− c− 3)2, α3 = 2(1− b)(b− c− 3)(2b− c− 5)(2b− c− 4),

α4 = (2b− c− 4)2.

e) Problema centrului.

Existen�ta integralei prime sau a factorului integrant asigur�a existen�ta centrului ��n

punctul critic monodromic. Reie�sind din acestea �si din cele expuse ��n subsec�tiunea d),

avem:

Teorema 3. Sistemele diferen�tiale cubice de forma (1) cu una, dou�a sau cu trei drepte

invariante a�ne de multiplicitate total�a patru, au ��n originea sistemului de coordonate

punct critic de tip centru, atunci �si numai atunci c�and prima m�arime Lyapunov, calculat�a

��n origine, se anuleaz�a.

�In capitolul III al tezei cu titlul �Sistemele diferen�tiale cubice cu singularit�a�ti (1 : −1)

rezonante �si cu drepte invariante de multiplicitate algebric�a total�a cinci, inclusiv dreapta

de la in�nit�, se parcurge o cale de investigare similar�a cu cea din capitolul II, cu unica

deosebire, c�a la calcularea multiplicit�a�tii sumare se ia ��n considerare �si multiplicitatea

dreptei de la in�nit care se presupune a � nu mai mic�a ca doi.

a) Multiplicitatea maximal�a a dreptei de la in�nit a sistemelor cubice cu

punct critic monodromic.

Consider�am sistemul cubic (1) pentru care in�nitul este nedegenerat, adic�a κ(x, y) =

yP3(x, y)− xQ3(x, y) 6≡ 0, unde P3(x, y) = kx3 +mx2y + pxy2 + ry3, Q3(x, y) = −(sx3 +

qx2y + nxy2 + ly3). Not�am cu l∞ ≡ Z = 0 dreapta de la in�nit.

�In urm�atoarea teorem�a se enun�t�a multiplicitatea maximal�a a dreptei de la in�nit �si

sunt aduse condi�tiile ��n care sistemele diferen�tiale cubice de forma (1) realizeaz�a aceasta.

Teorema 4. Multiplicitatea algebric�a maximal�a a dreaptei de la in�nit l∞ ≡ Z = 0 a

sistemului (1) este egal�a cu cinci. Dreapta l∞ are multiplicitatea algebric�a cinci, dac�a �si

numai dac�a se ��ndepline�ste una dintre urm�atoarele �sase serii de condi�tii:

a = b = c = f = g = k = l = 0, m = n = p = r = s = 0, q 6= 0; (10)
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b = c = 0, d = 2a, f = k = l = 0, m = n = p = q = r = 0, s = a2, a 6= 0; (11)

b = −as/k, c = a(k2 − s2)/(ks), d = a(k2 − s2)/k2,
f = −a, g = as/k, l = −k, m = (2k2 − s2)/s, n = (k2 − 2s2)/s,

p = k(k2 − 2s2)/s2, q = (2k2 − s2)/k, r = −k2/s;
(12)

a = 0, b = −gk2/s2, c = −2gk2/s2, d = 0, f = −2gk3/s3, l = k3/s2,

m = n = 3k2/s, p = 3k3/s2, q = 3k, r = k4/s3, g2k2 − k2s− s3 = 0;
(13)

b = −as/k, c = −2as/k, d = 2a, f = −a(k2 + 2s2)/s2,

g = (k2 + a2s)/(ak), l = k3/s2, m = n = 3k2/s,

p = 3k3/s2, q = 3k, r = k4/s3, k4 − a2k2s− a2s3 = 0;

(14)

b = −k(k2 + a2s+ s2 − agk)/(s(gk − as)), c = −2k(gk − 2as)/s2,

d = 2a, f = −k2(2gk − 3as)/s3, l = k3/s2, m = n = 3k2/s,

p = 3k3/s2, q = 3k, r = k4/s3, g2k2 − 2agks− k2s+ a2s2 − s3 = 0.

(15)

b) Con�gura�tiile de drepte invariante de multiplicitate total�a cinci, inclusiv

dreapta de la in�nit.

�Tin�and cont de presupunerea c�am(l∞) ≥ 2 �si c�a multiplicitatea sumar�a este cinci, e de

ajuns ca con�gura�tiile examinate s�a con�tin�a ��n partea �nit�a a planului una l1, dou�a l1, l2

sau trei l1, l2, l3 drepte invariante: m(l∞) ≥ 5,m(l1)+m(l∞) ≥ 5,m(l1)+m(l2)+m(l∞) ≥ 5

�si m(l1) +m(l2) +m(l3) +m(l∞) ≥ 5 (vezi Fig. 2).

a) b) c) d)

e) f) g) h) i) j)

k) l) m) n) o) p)

Fig. 2. Con�gura�tii de drepte invariante de multiplicitate total�a cinci.
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c) Familiile de sisteme cubice de forma (1) ce realizeaz�a con�gura�tiile din

Fig. 2.

Sistemele ce realizeaz�a con�gura�tia a) din Fig. 2 au fost aduse ��n teorema 4. Unele

familii de sisteme ce realizeaz�a con�gura�tii din Fig. 2 pot � ob�tinute cu ajutorul unor

transform�ari ra�tionale de coordonate din familiile ce descriu con�gura�tii din Fig. 1 sau

chiar din Fig. 2. Aceste transform�ari sunt de forma

X = x/l1, Y = y/l1, (16)

unde l1 e dreapta invariant�a a�n�a de cea mai mare multiplicitate ��n sistemul supus trans-

form�arii. Astfel, familiile ce descriu con�gura�tiile b), e) �si h) din Fig. 2 se ob�tin respectiv

din familiile de sisteme realizatoare a con�gura�tiilor a), d) �si e) din Fig. 1, iar cele ce

descriu con�gura�tia d) din Fig. 2 se ob�tin din cele ata�sate con�gura�tiei c) ale aceleia�si

�guri. De exemplu, �tin�and cont c�a ��n sistemul (2) l1 = x − 1, transformarea (16) reduce

acest sistem la sistemul

Ẋ = −Y (X − 1), Ẏ = −(X − dXY − Y 2 + (d+ q)X2Y

ce realizeaz�a con�gura�tia b) din Fig. 2 av�and dreapta de la in�nit de multiplicitatea

algebric�a patru �si dreapta a�n�a invariant�a X − 1 = 0. Proced�and ��n mod similar �si

cu celelalte sisteme din teorema 1, cu exactitatea unei transform�ari a�ne �si rescalarea

timpului ob�tinem toate sistemele ce realizeaz�a con�gura�tia b) din Fig. 2.

Familiile de sisteme cubice de forma (1) ce descriu celelalte con�gura�tii ale Fig. 2 sunt

construite ��n mod direct. Astfel, pentru con�gura�tia c) din Fig. 2 avem:

Teorema 5. Sistemele (1) au o dreapt�a invariant�a real�a a�n�a de multiplicitatea doi

�si dreapta de la in�nit Z = 0 de multiplicitatea cel pu�tin trei, dac�a �si numai dac�a se

��ndepline�ste una dintre urm�atoarele treisprezece serii de condi�tii:

a = c = f = k = l = m = p = r = 0, d = −2/B, g = −b(2 + b2B2),

n = (1 + b2B2)/B2, q = 2b(1 + b2B2)/B, s = b2(1 + b2B2);
(17)

a = c = f = k = m = p = r = 0, d = −(b4 − 16l2)/(4bl),

g = −b, n = −(b4 − 8l2)/(2b2), q = (b4 − 32l2)/(16l), s = b2/4;
(18)

a = (±2q2s± 4s3 + gq
√
s(q2 + 4s2))/(2s

√
s(q2 + 4s2)),

b = q(±2q2s± 8s3 + gq
√
s(q2 + 4s2))/(4s2

√
s(q2 + 4s2)),

c = q(±2q2s± 4s3 + gq
√
s(q2 + 4s2))/(2s2

√
s(q2 + 4s2)),

d = (±q2s± 4s3 + gq
√
s(q2 + 4s2))/(s

√
s(q2 + 4s2)),

f = q2(±2q2s± 4s3 + gq
√
s(q2 + 4s2))/(8s3

√
s(q2 + 4s2)),

n = q2/(4s), k = l = m = p = r = 0;

(19)
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a = b = c = 0, d = −2/γ, n = 1/γ2, g = k = l = m = p = q = r = s = 0; (20)

a = f = k = l = m = n = p = r = s = 0, b = −c, g = c, q 6= 0; (21)

a = 0, b = −pγ, c = −2pγ, d = −2/γ, g = k = 0, n = 1/γ2,

l = p, m = q = 0, r = p2γ2, s = 0;
(22)

a = b = 0, c = −2/B, d = −2Bq, f = g = 0,

k = l = 0, m = 1/B2, n = p = r = s = 0, q 6= 0;
(23)

a = 2Br, b = 2A(B2r − 1)/B, c = 2(A2 − 1)Br/A,

d = 2(1− A2)(B2r − 1)/B, f = −2Br, m = (A2 − 2)r,

g = 2A(1−B2r)/B, k = Ar, l = A(1−B2r)/B2,

n = (2A2 − 1)(B2r − 1)/B2, p = (1− 2A2)r/A,

q = A(2− A2)(B2r − 1)/B2, s = A2(1−B2r)/B2;

(24)

a = −Au(ABu+ A3Bu± A2 ± 2), b = (ABu± 1)(Bu+ A2Bu∓ A)/B,

c = 2u(ABu+ A3Bu± 1), d = −2(ABu± 1)(ABu+ A3Bu± 1)/B,

f = −u(Bu+ A2Bu∓ A), g = A(ABu± 1)(ABu+ A3Bu± 2± A2)/B,

k = −A2(1 + A2)u(ABu± 1)/B, l = −(1 + A2)u(ABu± 1)/B,

m = A(1 + A2)u(3ABu± 2)/B, n = (1 + A2)(ABu± 1)(3ABu± 1)/B2,

p = −(1 + A2)u(3ABu± 1)/B, q = −A(1 + A2)(ABu± 1)(3ABu± 2)/B2,

r = u2(1 + A2), s = A2(1 + A2)(ABu± 1)2/B2;

(25)

a = −f, b = −g = s(1 +Bf)/(Bk), c = (Bfs2 − k2 −Bfk2 − s2)/(Bks),
d = (Bfs2 − 2k2 −Bfk2)/(Bk2), l = −k, m = (2k2 − s2)/s,
n = (k2 − 2s2)/s, p = k(k2 − 2s2)/s2, q = (2k2 − s2)/k, r = −k2/s;

(26)

b = (Ak − aABk − A2s− aBs)/(AB(Ak + s)),

c = 2(Ak + A3k − aABk − aBs)/(AB(Ak + s)),

d = 2(aB − 1)/B, f = (aABk + aBs− 2Ak − 2A3k)/(A2B(Ak + s)),

g = (A2 − aA2B + AB2k +B2s)/(AB), l = k/A2, m = k(Ak − 2s)/(As),

n = (s− 2Ak)/A2, p = k(s− 2Ak)/(A2s), q = (Ak − 2s)/A,

r = k2/(A2s), A2B2k2 − A2s− A4s+ 2AB2ks+B2s2 = 0.

(27)

�In sistemele de mai sus A �si B sunt parametri.

d) Integrabilitatea.

�In aceast�a subsec�tiune sunt studiate la integrabilitate toate sistemele diferen�tiale cu-

bice, ce realizeaz�a con�gura�tiile din Fig. 2, adic�a pentru aceste sisteme sunt determinate
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condi�tiile de existen�t�a �si construite integralele prime F (x, y) sau factorii integran�ti µ(x, y).

Astfel, pentru sistemele {(1),(10)}-{(1),(27)} din Teorema 4 avem:

Sistemul {(1),(10)} (respectiv, {(1),(12)}): L1 = −q/4 6= 0 (respectiv, L1 = (k2 +

s2)2/(4ks2) 6= 0) ⇒ {(1),(10)} (respectiv, {(1),(12)}) are focar ��n (0, 0).

Sistemele {(1),(11)} �si {(1),(13)}-{(1),(15)}: L1 = 0 �si au, respectiv, urm�atoarele

integrale prime:

F (x, y) = 6(x2 + y2) + 4gx3 + 12ax2y + 3a2x4;

F (x, y) = 6s3(x2 + y2) + 4g(sx− 2ky)(sx+ ky)2 + 3(sx+ ky)4;

F (x, y) = 6aks3(x2 + y2) + 4s3(k2 + a2s)x3 + 12a2s3xy(kx− sy)

−4a2ks(k2 + 2s2)y3 + 3ak(sx+ ky)4;

F (x, y) = 2(as− gk)(3s3(x2 + y2) + 2gs3x3 + 6as3x2y + 6aks2xy2 − 4gk3y3

+6ak2sy3) + 12ks2(k2 + s2)xy2 − 3(gk − as)(sx+ ky)4.

Observa�tia 1: Divergen�ta c�ampului vectorial asociat �ec�arui dintre sistemele {(1),(11)},

{(1),(13)}- {(1),(15)} este identic�a zero, i.e. ∂P (x,y)
∂x

+ ∂Q(x,y)
∂y

≡ 0. �In acest caz, sistemul

(1) are integrala prim�a de forma unui polinom.

Pentru sistemele din Teorema 5 studiul la integrabilitatea Darboux ne d�a urm�atoarele:

Sistemul {(1),(17)}: L1 = 0,

µ(x, y) = 1/(−B + bBx+ y)2.

Sistemul {(1),(19)}: L1 = 0,

µ(x, y) = 1/(2
√
s(q2 + 4s2)± 2qsx± q2y)2.

Sistemele {(1),(24)}, {(1),(25)} �si {(1),(27)}: L1 = 0 �si au factorul integrant

µ(x, y) = 1/(−B − Ax+ y)2.

Sistemele {(1),(20)} �si {(1),(22)}: L1 = 0 �si au factorul integrant

µ(x, y) = 1/(y − γ)2.

Sistemul {(1),(18)}: L1 = −(b4 + 16l2)/(64l) 6= 0.

Sistemul {(1),(26)}: L1 = (k2 + s2)2/(4ks2) 6= 0.

Sistemele {(1),(21)} �si {(1),(23)}: L1 = −q/4, q 6= 0.

Observa�tia 2: Pentru un sistem diferen�tial cubic (1) ce are dreapta de la in�nit de

multiplicitate algebric�a cel pu�tin trei �si o dreapt�a invariant�a a�n�a real�a l1 de multiplici-

tatea doi ori prima m�arime Lyapunov L1 este nenul�a, ori el are factor integrant de forma

µ(x, y) = 1/l21.
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Din Observa�tia 2, prin aplicarea transform�arii (16), se ob�tine a�rma�tia din urm�atoarea

observa�tie.

Observa�tia 3: Pentru un sistem diferen�tial cubic (1) ce are dreapta de la in�nit

de multiplicitate algebric�a nu mai mic�a ca doi �si o dreapt�a invariant�a a�n�a real�a l1 de

multiplicitatea trei ori prima m�arime Lyapunov L1 este nenul�a, ori el are factor integrant

de forma µ(x, y) = 1/l31.

e) Problema centrului.

�Tin�and cont de observa�tiile din subsec�tiunea d) �si de faptul c�a existen�ta integralei

prime sau a factorului integrant asigur�a pentru (1) existen�ta ��n (0, 0) a centrului, ob�tinem

urm�atoarele trei a�rma�tii:

Teorema 6. Sistemele diferen�tiale cubice (1) pentru care dreapta de la in�nit e de

multiplicitate algebric�a cinci au centru ��n originea de coordonate (0, 0), dac�a �si numai

dac�a divergen�ta c�ampului vectorial asociat acestor sisteme, este identic�a zero.

Teorema 7. Un sistem diferen�tial cubic (1) ce are o dreapt�a invariant�a a�n�a real�a l1

de multiplicitate algebric�a doi (respectiv, trei) �si pentru care dreapta de la in�nit e de

multiplicitate cel pu�tin trei (respectiv, doi) are centru ��n originea de coordonate (0, 0),

atunci �si numai atunci c�and pentru el func�tia µ(x, y) = 1/l21 (respectiv, µ(x, y) = 1/l31)

este factor integrant.

Privitor la problema centrului rezultatele principale ale capitolelor II �si III al tezei pot

� sumate ��n urm�atoarea teorem�a:

Teorema 8. Sistemele diferen�tiale cubice de forma (1) cu drepte invariante a�ne lj �si cu

dreapta de la in�nit l∞ ce veri�c�a cel pu�tin unuia dintre seturile de inegalit�a�ti: {m(l1) ≥
2,
∑
m(lj) ≥ 4} ori {m(l∞) ≥ 2,

∑
m(lj) + m(l∞) ≥ 5}, au ��n originea sistemului

de coordonate punct critic de tip centru, atunci �si numai atunci c�and prima m�arime

Lyapunov, calculat�a ��n origine, se anuleaz�a.

�In capitolul IV, ��ntitulat "Sisteme cu singularit�a�ti (1:-2) rezonante �si cu drepte invari-

ante a�ne de multiplicitate algebric�a total�a �sase �si �sapte (inclusiv dreapta de la in�nit)",

sunt studiate sistemele diferen�tiale cubice Lotka-Volterra cu singularit�a�ti (1 : −2) rezo-

nante.

Consider�am sistemul cubic{
ẋ = x(1 + a20x+ a11y + a30x

2 + a21xy + a12y
2) ≡ P (x, y),

ẏ = y(−2 + b11x+ b02y + b21x
2 + b12xy + b03y

2) ≡ Q(x, y), gcd(P,Q) = 1,
(28)

19



unde x, y sunt variabile reale de t, iar aij, bij sunt coe�cien�ti reali.

Pentru aceast�a familie de sisteme, notat�a SCLV (1 : −2), ��n sec�tiunea 4.1 a tezei sunt

determinate multiplicit�a�tile algebrice maximale a unei drepte invariante a�ne �si a dreptei

de la in�nit. Are loc urm�atoarea teorem�a.

Teorema 9. Pentru sistemul cubic Lotka-Volterra (28) sunt adev�arate egalit�a�tile:

1) ma(x) = ma(y) = 1;

2) ma(x− α− βi) = ma(y − α− βi) = ma(βx− y + α) = 2, α, β ∈ R, β 6= 0;

3) ma(Z) = ma(x− β) = ma(y − β) = 3, β ∈ R∗;
unde Z = 0 este dreapta de la in�nit, iar prin ma(l) s-a notat multiplicitatea algebric�a

maximal�a a dreptei l = 0.

Construirea con�gura�tiilor posibile ale dreptelor invariante de dou�a, trei sau patru

direc�tii �si clasi�carea sistemelor SCLV (1 : −2) ce posed�a drepte invariante de astfel de

direc�tii �si de multiplicitate total�a �sase �si, respectiv, �sapte, inclusiv dreapta de la in�nit, este

efectuat�a ��n sec�tiunile 4.2-4.5. La fel, sunt aduse integralele prime sau factorii integran�ti

ale sistemelor ob�tinute. Principalele rezultate sunt cuprinse ��n teoremele 10-12 �si tabelele

4.1-4.3. �In ele cu 3(2)r (4(3)r) s-a notat dou�a drepte paralele reale �si diferite, una dintre

care este num�arat�a de dou�a (trei) ori, �si spunem c�a aceast�a dreapt�a are multiplicitatea

egal�a cu doi (trei). Prin 5(1, 3)r se noteaz�a trei drepte reale paralele �si diferite, una dintre

care are multiplicitatea trei, iar prin 1r + 2c este notat un triplet de drepte paralele

distincte, una dintre care este real�a �si dou�a sunt complexe (nereale). Cu (3r; 1r+ 2c) s-a

notat con�gura�tia ce const�a din �sase drepte a�ne de dou�a direc�tii: un triplet de drepte

reale distincte paralele ��ntr-o direc�tie; o dreapt�a real�a �si o pereche de drepte complexe

(nereale) paralele ��n a doua direc�tie. Prin (1r; 5(2, 2)r) este notat�a con�gura�tia a �sase

drepte de dou�a direc�tii ce const�a din: o dreapt�a real�a (��ntr-o direc�tie) �si cinci drepte reale

paralele, dou�a dintre care au multiplicitatea doi �ecare (��n a doua direc�tie).

Teorema 10. Sistemul cubic (28) are drepte invariante a�ne de dou�a direc�tii de multiplic-

itate algebric�a total�a �sase, dac�a �si numai dac�a el are una dintre urm�atoarele cincisprezece

forme:

ẋ = x(x− 1)(ax− 1), a 6= {0, 1}, ẏ = y(y − 1)(by + 2), b 6= {0,−2}; (29)

ẋ = x(x− 1)(ax− 1), a 6= {0, 1}, ẏ = −2y(y − 1)2; (30)

ẋ = x(x− 1)2, ẏ = y(y − 1)(cy + 2), c 6= {0,−2}; (31)

ẋ = x(x− 1)2, ẏ = −2y(y − 1)2; (32)
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ẋ = x((2− c)y + 3cy2 + 2)/2, ẏ = y(y − 1)(cy + 2), c 6= {0,−2}; (33)

ẋ = x(x− 1)(ax− 1), ẏ = y(x+ ax− 2), a 6= {0, 1}; (34)

ẋ = x((1 + d)y2 + 1), ẏ = y(y − 1)(dy + 2), d 6= {0,−2}; (35)

ẋ = x(x− 1)(ax− 1), ẏ = y(−2 + 3x+ (a− 2)x2), a 6= {0, 1}; (36)

ẋ = x(x− 1)(ax− 1), a 6= {0, 1}, ẏ = y(py2 + qy − 2), q2 + 8p < 0; (37)

ẋ = x(px2 + qx+ 1), q2 − 4p < 0, ẏ = y(y − 1)(cy + 2), c 6= {0,−2}; (38)

ẋ = x(px2 + qx+ 1), q2 − 4p < 0, ẏ = y(ry2 + sy − 2), s2 + 8r < 0; (39)

ẋ = x(x− 1)2, ẏ = y(py2 + qy − 2), q2 + 8p < 0; (40)

ẋ = x(px2 + qx+ 1), q2 − 4p < 0, ẏ = −2y(y − 1)2; (41)

ẋ = x(py2 + qy + 2)/2, ẏ = y(py2 + qy − 2), q2 + 8p < 0; (42)

ẋ = x(px2 + qx+ 1), q2 − 4p < 0, ẏ = −y(2 + qx), (43)

unde a, b, c, d, q, p, r, s ∈ R. Sistemele (29)-(43) sunt Darboux integrabile �si au, respectiv,

urm�atoarele integrale prime:

(29): F (x, y) = (x− 1)
2(2+b)
(1−a)bx

2(2+b)
b (ax− 1)

2a(2+b)
(a−1)b (y − 1)

2
b y−

2+b
b (by + 2);

(30): F (x, y) = e
a−1
y−1x2−2a(ax− 1)2a(y − 1)a−1y1−a(x− 1)−2;

(31): F (x, y) = e
2c+4
x−1 x−4−2c(x− 1)4+2c(y − 1)2y−2−c(cy + 2)c;

(32): F (x, y) = e
2

1−x
+ 1

1−yx2(x− 1)−2(y − 1)−1y;

(33): F (x, y) = e
1

2+cy
− 5c+2c2

4(y−1) x2(y − 1)
c2+5c−4

2 (cy + 2)y;

(34): F (x, y) = e
1

ax−1
+ 3a−4a2

x−1 x2(x− 1)4a
2−6a−1(ax− 1)y;

(35): F (x, y) = x2y(dy + 2)−
2+d
d (y − 1)−2;

(36): F (x, y) = x2y(ax− 1)
2−2a

a (x− 1)−1;

(37): F (x, y) = (x−1)−
1
ax

1−a
a (ax−1)y

1−a
2a (y+

q+
√
γ

2p
)(a−1)(

√
γ−q)δ(y+

q−√γ
2p

)(a−1)(
√
γ+q)β,

unde γ = q2 + 8p, δ =
128p3−q3γ√γ+q3 3

√
γ

512ap3
√
γ

, β =
128p3+q3γ

√
γ−q3 3

√
γ

512ap3
√
γ

;

(38): F (x, y) = (y−1)
2
cx

−4−2c
c (cy+2)y

−2−c
c (x+ q+

√
λ

2p
)−(c+2)(

√
λ−q)β)(x+ q−

√
λ

2p
)(c+2)(

√
λ+q)γ),

unde λ = q2 − 4p, β = −16p3+4pq3
√
λ−q5

√
λ+q3

3√
λ

16cp3
√
λ

, γ = 16p3+4pq3
√
λ−q5

√
λ+q3

3√
λ

16cp3
√
λ

;

(39): F (x, y) = x−32p
3λδ(x+ q+λ

2p
)−(q−λ)(16p

3−γ)δ(2px+ q − λ)y−16p
3λδ

·(y + s−β
2r

)−16p
3s(q−λ)δ+β/(s+β)(2ry + s+ β)/4pr,

unde λ =
√
q2 − 4p, β =

√
8r + s2, γ = q3λ(4p− q2 + λ2), δ = 1/(q + λ)(16p3 − γ);

(40): F (x, y) = eβ/(x−1)(x− 1)βx−βy−qλ+8p+q2(y + q+λ
2p

)qλ−4p−q
2
(y + q−λ

2p
)−4p,

unde λ =
√

8p+ q2, β = 2qλ− 16p− 2q2;

(41): F (x, y) = eβ/(y−1)(y − 1)βx−2βy−β(x+ q+λ
2p

)qλ+β−q
2
(x+ q−λ

2p
)4p,

21



unde λ =
√
q2 − 4p, β = qλ− λ2;

(42): F (x, y) = (py2 + qy − 2)−2x2y/(16p2);

(43): F (x, y) = (px2 + qx+ 1)−1x2y.

Teorema 11. Sistemul cubic (28) are drepte invariante a�ne de trei direc�tii de multiplic-

itate algebric�a total�a �sase, dac�a �si numai dac�a el are una dintre urm�atoarele treisprezece

forme:

ẋ = −x(x− 1), ẏ = y(y − 1)(2− x− y) ; (44)

ẋ = x(1− axy + (1 + d)y2 + ax), ẏ = y(y − 1)(dy + 2); (45)

ẋ = x(x− 1)(ax− 1), ẏ = y(−2 + 3x+ dy + (a− 2)x2 − dxy); (46)

ẋ = x(1− 2fx+ f 2x2 + 2fxy + (1 + c)y2), ẏ = y(y − 1)(2 + cy); (47)

ẋ = x(4f 2x2 + 4c2fxy + c3(4 + c)y2 + 8cfx+ 4c2)/(4c2), ẏ = y(y − 1)(cy + 2); (48)

ẋ = x(x− 1)(ax− 1),

ẏ = −y(16a2 − 24a3x− 8a3(1 + 2a)x2 + 8afy − 8a2fxy + f 2y2)/(8a2) ;
(49)

ẋ = x(x− 1)(ax− 1), ẏ = −y(f 2y2 − 8fxy + 8(2− a)x2 − 24x+ 8fy + 16)/8 ; (50)

ẋ = x(f 2x2 + 4fxy − 4y2 − 4fx+ 4)/4, ẏ = −2y(y − 1)2; (51)

ẋ = x(x− 1)2, ẏ = −y(2b2 − 3b2x+ b2x2 − 4by + 4bxy + 2y2)/(b2); (52)

ẋ = x(x− 1)((2 + c)x− 2)/2, ẏ = y(y − 1)(4− (4 + c)x+ 2cy)/2; (53)

ẋ = x(x− 1)(−2 + 2x− c)/(2 + c),

ẏ = y(y − 1)(4 + 2c− (4 + c)x+ 2cy + c2y)/(2 + c);
(54)

ẋ = x(x− 1)(ax− 1),

ẏ = −y(18a− 9a(1 + a)x+ 6l(1 + a)y − 9alxy + 2l2y2)/(9a) ;
(55)

ẋ = x(x− 1)2, ẏ = −y(2b2 − 2b2x− 4by + 3bxy + 2y2)/b2 , (56)

unde abcdf(a− 1)(c+ 2)(d+ 2) 6= 0 �si a, b, c, d, f ∈ R. Sistemele (44)-(56) sunt Darboux

integrabile �si au, respectiv, urm�atoarele integrale prime (factori integran�ti):

(44): F (x, y) = exy/(y−1)(x− 1)(y − 1)(x+ y − 1)−1;

(45): F (x, y) = x2y(dy + 2)−
2+d
d (y − ax− 1)−2;

(46): F (x, y) = x2y(ax− 1)
2−2a

a (dy + 2x− 2)−1;

(47): F (x, y) = e2fx/(1−fx−y)x2y(2 + cy)−(2+c)/c(fx+ y − 1)−2;

(48): F (x, y) = e−8fx/(2c+2fx+c2y)x4(y − 1)−2−cy2)(2fx+ c(2 + cy))−4;

(49): F (x, y) = −efy/(4a(ax−1)−fy)(x− 1)2a−2x2y(4a− 4a2x+ fy)−1;
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(50): F (x, y) = efy/(4x−fy−4)x2(ax− 1)−2+2/ay(4x− fy − 4)−1;

(51): F (x, y) = e2fx/(2−fx−2y)x2y(−2 + fx+ 2y)−2;

(52): F (x, y) = ey/(b(1−x)−y)x2y(b(x− 1) + y)−1;

(53): µ(x, y) = (2x+ cx− 2)1/(2+c)(y − 1)−(1+c)/(2+c)(2x+ cx− cy − 2)−(4+c)/(4+2c)

·x−2y−3/2(x− 1)−1/2;

(54): µ(x, y) = (x− 1)1/(2+c)(y − 1)−(1+c)/(2+c)(2x− 2− c)−1/2x−2y−3/2

·(2x− cy − 2)−(4+c)/(4+2c);

(55): µ(x, y) = (ax− 1)1/(2−2a)(3ax− ly − 3)(2−a)/(2a−2)(3ax− ly − 3a)(1−2a)/(2a−2)

·x−2y−3/2(x− 1)a/(2a−2);

(56): F (x, y) = e(1−x)/(b(y+b(x−1)))x−2/b
2
y−1/b

2
(y + b(x− 1))1/b

2
.

Teorema 12. Sistemul cubic (28) are drepte invariante a�ne de patru direc�tii de mul-

tiplicitate algebric�a total�a �sase, dac�a �si numai dac�a el are una dintre urm�atoarele �sase

forme:

ẋ = x(x− 1)(ax− 1),

ẏ = − y
bg
y(2bg − 3abgx− abg(1− 2a)x2 − 2(b+ g)y + 2a(b+ g)xy + 2y2) ;

(57)

ẋ = x(x− 1)(ax− 1),

ẏ = y(−2ng + 3ngx− ng(2− a)x2 + 2(n− g)y − 2(n− g)xy + 2y2)/(ng);
(58)

ẋ = x(f + fsx+ f 2sx+ f 2s2x2 − 2y2 + fy2)/f,

ẏ = (1− y)y(2f + fsx+ f 2sx− 2y)/f ;
(59)

ẋ = (x− 1)2x, ẏ = −y(2bg − 3bgx+ bgx2 − 2(b+ g)y + 2(b+ g)xy + 2y2))/bg ; (60)

ẋ = x(1−mx− n2x2 −mnx2 +mxy − y2), ẏ = −2y(1− y)2; (61)

ẋ = x(4− 2ndx− 2dfx+ nd2fx2 − nd2xy − d2fxy + 4dy2 + d2y2)/4,

ẏ = y(y − 1)(2 + dy),
(62)

unde am(a − 1)(b − g)(n + g)(f − 1)(n − f) 6= 0 �si a, b, d, f, g, n,m ∈ R. Sistemele

(57)-(62) sunt Darboux integrabile �si au, respectiv, urm�atoarele integrale prime (factori

integran�ti):

(57): F (x, y) = (x− 1)2(a−1)(b−g)/gx−2+2b/gy−1+b/g(b(ax− 1) + y)(g(ax− 1) + y)−b/g

·1/(b(g − b));
(58): F (x, y) = (x− 1)x−2−2n/g(ax− 1)(nx− y − b)y−1−n/g(gx+ y − g)n/g;

(59): µ(x, y) = (1+sx−y)f/2(f+fsx−y)−(1+f)/2(y−1)(1−f)/2x−2(1+fsx−y)−1/2y−3/2;

(60): F (x, y) = x2(b− g)yb−g(b(x− 1) + y)g(g(x− 1) + y)−b;

(61): F (x, y) = x2(2n+m)(1 + nx− y)−2ny2n+m((n+m)x+ y − 1)−2(n+m);

(62): F (x, y) = x2(n−f)(y − 1)−1/2(2+d)(n−f)yn−f (ndx− dy − 2)−2n(dfx− dy − 2)2f .
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Tabelul 4.1. Sistemele cubice (28) cu drepte invariante de dou�a direc�tii �si

de multiplicitate total�a �sapte, inclusiv dreapta de la in�nit

Con�gura�tii

realizabile

Sistemul diferen�tial cubic Integrala prim�a (factor integrant)

Darboux

(3r,2r; 2i)

ẋ = x(x− 1)(ax− 1),

ẏ = y(y − 1)(bx+ cy + 2),

a(a− 1) 6= 0.

F (x, y) = (x− 1)2x2a−2(ax− 1)−2a

((y − 1)/y)1−a
.

(2r,3r; 2i)

ẋ = x(1− x),

ẏ = y(y − 1)(cy + 2),

c(c+ 2) 6= 0.

F (x, y) = ((x− 1)/x)−4−2cy2+c

(2 + cy)−c(y − 1)−2.

(3(2)r,2r; 2i) ẋ = x(x−1)2, ẏ = 2y(y−1). F (x, y) = exp[2x/(1−x)]x2y
(x−1)2(y−1)

(3(2)r,1r; 3i) ẋ = x(x− 1)2, ẏ = −2y. F (x, y) = exp[2x/(1−x)]x2y
(x−1)2

(2r,3(2)r; 2i)

1)ẋ = x(1− x),

ẏ = −2y(1− y)2;

2)ẋ = x(1− x),

ẏ = (2− x− 2y)(y − 1)y.

1)F (x, y) = Exp[y/(y−1)]x2y
(x−1)2(y−1) ;

2)µ(x, y) = Exp[(1− xy)/(2y − 2)]

x−2(x− 1)−1/2((y − 1)y)−3/2.

(1r,4(3); 2i) ẋ = x(1+y2), ẏ = 2y(y−1). F (x, y) = exp[−y]x2y
(y−1)2 .

(4(3),1r; 2i) ẋ = x(1 − x), ẏ = y(−2 +

3x− 2x2).

F (x, y) = exp[−2x]x2y
(x−1) .

(2r,1r+2c; 2i)
ẋ = x(1− x),

ẏ = −2y(1− 2ya+ y2(a2 + b2)).

F (x, y) = exp[2aarctg[yb/(1− ya)]]

(x− 1)−4bx−4by2b((ya− 1)2 + y2b2)−b.

(1r,1r+2c; 3i)
ẋ = x,

ẏ = −2y(1− 2yα + y2(α2 + β2)).

F (x, y) = exp[2αarctg[yβ/

(1− yα)]]x4βy2β((yα− 1)2 + y2β2)−β.

(1r+2c,2r; 2i)
ẋ = x(1− 2ax+ a2x2 + b2x2),

ẏ = 2y(y − 1).

F (x, y) = exp[2aarctg[bx/(1− ax)]]

x2by2b(b2x2 + (ax− 1)2)−b(y − 1)−byb.

(1r+2c,1r; 3i)
ẋ = x(1− 2ax+ a2x2 + b2x2),

ẏ = −2y.

F (x, y) = exp[2aarctg[bx/(1− ax)]]

x2byb(b2x2 + (ax− 1)2)−b.

Tabelul 4.2. Sistemele cubice (28) cu drepte invariante de trei direc�tii �si de

multiplicitate total�a �sapte, inclusiv dreapta de la in�nit

Con�gura�tii

realizabile

Sistemul diferen�tial cubic Integrala prim�a (factor integrant)

Darboux

(1r,1r,2r; 3i)

ẋ = x(1 + x+ bx+ bx2 + ay

+axy − 2y2),

ẏ = −y(2 + x− bx2 − 4y − axy + 2y2).

µ(x, y) = exp[(1 + x)(1− a)/(2(1

+x− y))]x−2y−3/2(1 + x− y)−1/2.
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Tabelul 4.3. Sistemele cubice (28) cu drepte invariante de patru direc�tii �si

de multiplicitate total�a �sapte, inclusiv dreapta de la in�nit

Con�gura�tii

realizabile

Sistemul diferen�tial cubic Integrala prim�a (factor integrant)

Darboux

(2r,1r,1r,1r; 2i)

ẋ = x(1− x),

ẏ = y(−2as+ 3asx− 2asx2 − 2y2

−2(a− s)y + 2(a+ s)xy)/as.

µ(x, y) = (x− 1)/(x(ax− y − a)

(sx− y − s)y).

(1r,2r,1r,1r; 2i)

ẋ = x(1− lx− s(l − s)x2

+lxy + y2),

ẏ = 2(y − 1)y.

µ(x, y) = (y − 1)/(x(1 + sx− y)y

(lx+ sx+ y − 1)).

CONCLUZII GENERALE �SI RECOMAND�ARI

�In lucrare, din punct de vedere al teoriei calitative a ecua�tiilor diferen�tiale, au fost

studiate sistemele cubice de ecua�tii diferen�tiale cu singularit�a�ti rezonante �si cu drepte

invariante. Pentru aceste sisteme s-a rezolvat problema deosebirii centrului de focar, sau

problema centrului − o problem�a ce st�a la baza teoriei calitative a sistemelor diferen�tiale

polinomiale.

Problema �stiin�ti�c�a important�a solu�tionat�a const�a ��n rezolvarea complet�a a

problemei centrului pentru sistemele diferen�tiale cubice cu drepte invariante (inclusiv

dreapta de la in�nit) de multiplicitate total�a cinci �si a problemei de clasi�care �si integra-

bilitate a sistemelor cubice de tip Lotka-Volterra cu singularit�a�ti (1 : −2) rezonante �si cu

drepte invariante (inclusiv dreapta de la in�nit) de multiplicitate total�a �sase �si �sapte.

Concluzii generale:

1. �In teza de fa�t�a pentru prima dat�a s-a pus �si s-a rezolvat problema de determinare ��n

clasa sistemelor cubice cu singularit�a�ti rezonante a multiplicit�a�tii maximale a unei drepte

invariante a�ne �si a dreptei de la in�nit, ceea ce reprezint�a pentru viitor un pas important

��n studiul calitativ al sistemelor cubice cu drepte invariante (Cap. 2, 2.1; Cap. 3, 3.1;

Cap. 4, 4.1);

2. Clasi�carea sistemelor cubice cu singularit�a�ti rezonante �si cu drepte invariante de

multiplicitate algebric�a total�a 4, 5, 6, 7 reprezint�a o continuare a studiului sistemelor

cubice cu drepte invariante, efectuat anterior (Cap. 2, 2.3-2.5; Cap. 3, 3.2-3.6; Cap. 4,

4.3, 4.5 );

3. Singularitatea (1 : −1) rezonant�a a sistemelor cubice cu drepte invariante multiple

a c�aror multiplicitate total�a este patru (cazul a�n) sau cinci (prin enumerarea dreptei de
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la in�nit) este de tip centru, dac�a �si numai dac�a se anuleaz�a prima m�arime Lyapunov,

fapt ce u�sureaz�a studiul calitativ al sistemelor diferen�tiale polinomiale (Cap. 2, 2.2, 2.3.6,

2.4.5, 2.6; Cap. 3, 3.1.2, 3.2.1, 3.3.1, 3.4.1, 3.5.6, 3.6.3).

Rezultatele ob�tinute pentru sistemele diferen�tiale cubice cu singularit�a�ti rezonante

formeaz�a un studiu fundamental ��n rezolvarea problemei centrului. Conform concluziilor

enun�tate putem recomanda urm�atoarele:

- rezultatele ce se con�tin ��n tez�a pot � folosite la investigarea sistemelor diferen�tiale

polinomiale cu drepte invariante multiple;

- metodele elaborate, cum ar � �si cea de reducere a cercet�arii con�gura�tiilor prin

aplicarea transform�arilor, pot � folosite la studierea ulterioar�a a sistemelor diferen�tiale

polinomiale cu curbe algebrice invariante;

- cercet�arile efectuate pot � utilizate ��n studiul calitativ al sistemelor diferen�tiale poli-

nomiale cu singularit�a�ti rezonante, la investigarea diferitor modele matematice din �zic�a,

chimie, biologie �s. a. care descriu anumite procese sociale �si naturale;

- rezultatele ob�tinute pot � incluse��n programele cursurilor op�tionale �tinute studen�tilor

�si masteranzilor la facult�a�tile universitare cu pro�l real sau tehnic.
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ADNOTARE

Turuta Silvia, �Sisteme diferen�tiale cubice cu singularit�a�ti rezonante�. Tez�a

de doctor ��n �stiin�te matematice. Chi�sin�au, 2021.

Structura tezei: teza const�a din introducere, 4 capitole, concluzii generale �si re-

comand�ari, bibliogra�e din 143 titluri, o �gur�a, 3 tabele, 127 pagini de text de baz�a.

Rezultatele ob�tinute sunt publicate ��n 18 lucr�ari �stiin�ti�ce.

Cuvinte-cheie: sistem diferen�tial cubic, curb�a algebric�a invariant�a, multiplicitate

algebric�a, singularitate rezonant�a, problema centrului, integrabilitatea Darboux.

Scopul lucr�arii: clasi�carea �si integrabilitatea sistemelor cubice de ecua�tii diferen�tiale

cu singularit�a�ti rezonante ce posed�a drepte invariante de multiplicitate total�a 4, 5, 6 �si 7.

Obiectivele cercet�arii: determinarea multiplicit�a�tii maximale a unei drepte invari-

ante a�ne (a dreptei de la in�nit) pentru sistemele diferen�tiale cubice cu singularit�a�ti

rezonante; clasi�carea sistemelor cubice cu singularit�a�ti rezonante �si cu drepte invariante

multiple; studierea problemei de integrabilitate Darboux pentru sistemele ob�tinute.

Noutatea �si originalitatea �stiin�ti�c�a const�a ��n cercetarea pentru prima dat�a a

sistemelor diferen�tiale cubice ce con�tin singularit�a�ti rezonante �si drepte invariante mul-

tiple, �tin�andu-se cont �si de dreapta de la in�nit. A fost efectuat�a clasi�carea a�n�a a

sistemelor cubice cu singularit�a�ti (1:-1) �si (1:-2) rezonante ce posed�a drepte invariante.

Rezultatele ob�tinute care contribuie la solu�tionarea unei probleme �stiin�ti�ce

importante sunt rezolvarea complet�a a problemei centrului pentru sistemele cubice cu

drepte invariante (inclusiv dreapta de la in�nit) de multiplicitate algebric�a total�a cinci �si

a problemei de integrabilitate a sistemelor cubice de tip Lotka-Volterra cu singularit�a�ti

(1 : −2) rezonante �si drepte invariante de multiplicitate total�a 6 �si 7 (inclusiv dreapta de

la in�nit.

Semni�ca�tia teoretic�a: rezultatele ob�tinute ��n tez�a sunt noi �si reprezint�a o etap�a

semni�cativ�a ��n studiul sistemelor cubice cu drepte invariante.

Implementarea rezultatelor �stiin�ti�ce: rezultatele tezei pot � folosite: ��n investiga-

�tiile ulterioare ale sistemelor cubice cu curbe algebrice invariante, ��n calitate de suport pen-

tru perfectarea cursurilor op�tionale universitare �si post-universitare, ��n studiul diverselor

modele matematice ce descriu unele fenomene din �zic�a, chimie, biologie, economie �s. a.
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ÀÍÍÎÒÀÖÈß

Òóðóòà Ñèëâèÿ, �Êóáè÷åñêèå äèôôåðåíöèàëüíûå ñèñòåìû ñ

ðåçîíàíñíûìè îñîáåííîñòÿìè�. Äèññåðòàöèÿ äîêòîðà ìàòåìàòè÷åñêèõ

íàóê. Êèøèíýó, 2021.

Ñòðóêòóðà ðàáîòû: ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, 4-õ ãëàâ, îáùèõ âûâîäîâ è ðåêîìåí-

äàöèé, 143 èñòî÷íèêîâ ëèòåðàòóðû, îäíà ôèãóðà, 3 òàáëèöû, 127 ñòðàíèö îñíîâíîãî

òåêñòà. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû îïóáëèêîâàíû â 18 íàó÷íûõ ðàáîòàõ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: Êóáè÷åñêàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ñèñòåìà, àëãåáðàè÷åñêàÿ èí-

âàðèàíòíàÿ êðèâàÿ, àëãåáðàè÷åñêàÿ êðàòíîñòü, ïðîáëåìà öåíòðà, ðåçîíàíñíàÿ îñî-

áåííîñòü, èíòåãðèðóåìîñòü Äàðáó. Îáëàñòü èññëåäîâàíèÿ: êà÷åñòâåííàÿ òåîðèÿ äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Îáúåêò èññëåäîâàíèÿ: êóáè÷åñêàÿ ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ

ðåçîíàíñíûìè îñîáåííîñòÿìè.

Öåëü ðàáîòû: êëàññèôèêàöèÿ è èíòåãðèðóåìîñòü êóáè÷åñêèõ ñèñòåì äèôôåðåí-

öèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ðåçîíàíñíûìè îñîáåííîñòÿìè, îáëàäàþùèìè èíâàðèàíòíûìè

ïðÿìûìè ïîëíîé êðàòíîñòè 4, 5, 6 è 7.

Çàäà÷è èññëåäîâàíèÿ: îïðåäåëåíèå ìàêñèìàëüíîé êðàòíîñòè àôôèííîé èíâà-

ðèàíòíîé ïðÿìîé (ëèíèè íà áåñêîíå÷íîñòè) äëÿ êóáè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñè-

ñòåì ñ ðåçîíàíñíûìè îñîáåííîñòÿìè; êëàññèôèêàöèÿ êóáè÷åñêèõ ñèñòåì ñ ðåçîíàíñ-

íûìè îñîáåííîñòÿìè è êðàòíûìè èíâàðèàíòíûìè ïðÿìûìè; èññëåäîâàíèå ïðîáëåìû

èíòåãðèðóåìîñòè Äàðáó ïîëó÷åííûõ ñèñòåì.

Íîâèçíà è íàó÷íàÿ îðèãèíàëüíîñòü ñîñòîèò âïåðâûå â èññëåäîâàíèè êóáè÷å-

ñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì, ñîäåðæàùèõ ðåçîíàíñíûå îñîáåííîñòè è êðàòíûå

èíâàðèàíòíûå ïðÿìûå ñ ó÷åòîì ëèíèè íà áåñêîíå÷íîñòè. Àôôèííàÿ êëàññèôèêàöèÿ

êóáè÷åñêèõ ñèñòåì ñ ðåçîíàíñíûìè îñîáåííîñòÿìè (1 : −1) è (1 : −2), îáëàäàþùèå

èíâàðèàíòíûìè ïðÿìûìè.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû êîòîðûå ñïîñîáñòâóåò ðåøåíèþ âàæíîé íàó÷-

íîé ïðîáëåìû: ïîëíîì ðåøåíèè çàäà÷è öåíòðà äëÿ êóáè÷åñêèõ ñèñòåì ñ êðàòíû-

ìè èíâàðèàíòíûìè ïðÿìûìè (âêëþ÷àÿ ïðÿìóþ íà áåñêîíå÷íîñòè) îáùåé àëãåáðà-

è÷åñêîé êðàòíîñòè ïÿòü è ïðîáëåìû èíòåãðèðóåìîñòè êóáè÷åñêèõ ñèñòåì Ëîòêè-

Âîëüòåððû ñ ðåçîíàíñíûìè îñîáåííîñòÿìè (1 : −2) è èíâàðèàíòíûìè ïðÿìûìè îáùåé

êðàòíîñòè 6 è 7 (âêëþ÷àÿ ïðÿìóþ íà áåñêîíå÷íîñòè).

Òåîðåòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü: ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè, ÿâëÿþòñÿ

íîâûìè è ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âàæíûé ýòàï â èçó÷åíèè êóáè÷åñêèõ ñèñòåì ñ èíâàðè-

àíòíûìè ïðÿìûìè.

Âíåäðåíèå íàó÷íûõ ðåçóëüòàòîâ: Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ìîãóò áûòü èñ-

ïîëüçîâàíû: â èññëåäîâàíèÿõ êóáè÷åñêèõ ñèñòåì ñ èíâàðèàíòíûìè àëãåáðàè÷åñêèìè

êðèâûìè, ïðè ðàçðàáîòêå ôàêóëüòàòèâíûõ óíèâåðñèòåòñêèõ è ïîñëåâóçîâñêèõ êóð-

ñîâ, èçó÷åíèå ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé ìàòåìàòèêè, îïèñûâàþùèå íåêîòîðûå ÿâëåíèÿ â

ôèçèêå, õèìèè, áèîëîãèè, ýêîíîìèêå è äð.
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ANNOTATION

Turuta Silvia, “Cubic differential systems with resonant singularities”,

doctoral thesis in mathematical sciences, Chişinău, 2020.

Thesis structure: introduction, four chapters, general conclusions and recommenda-

tions, bibliography of 143 titles, one figure, 3 tables, 127 pages of basic text. The obtained

results were published in 18 scientific papers.

Keywords: cubic differential system, invariant straight line, algebraic multiplicity,

resonant singularity, center problem, Darboux integrability.

The purpose of the work: classification and integrability of cubic systems of dif-

ferential equations with resonant singularities and with invariant straight lines of total

multiplicity 4, 5, 6 and 7.

Objectives of the research: determination of the maximal multiplicity of an in-

variant straight line (of the line at infinity) for cubic differential systems with resonant

singularities; classification of cubic systems with resonant singularities and with multiple

invariant straight lines; studying the problem of Darboux integrability for the obtained

systems.

Scientific novelty and originality consists in the investigation, for the first time, of

cubic differential systems with resonant singularities and with multiple invariant straight

lines, including the line at infinity. The affine classification of cubic systems with (1 : −1)

and (1 : −2) resonant singularities and with invariant straight lines was realized.

The obtained results which contribute to solve some important scientific

problem: the complete solution of the center’s problem for the cubic systems with in-

variant straight lines (including the line at infinity) of total algebraic multiplicity five and

of the integrability’s problem for the Lotka-Volterra cubic systems with (1 : −2) resonant

singularity and with invariant straight lines of total multiplicity 6 and 7 (including the

line at infinity).

The theoretical significance: the obtained results in this thesis are new and are a

significant phase of the study of the cubic systems with invariant straight lines.

Implementation of the scientific results: the results of this thesis can be used: in

the further investigations of cubic systems with invariant algebraic curves, as a support for

perfecting undergraduate and postgraduate optional courses, in the study of some math-

ematical models which describe some processes in physics, chemistry, biology, economy

and others.
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