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REPERELE CONCEPTUALE ALE CERCETARII

Teza de fatd tine de teoria calitativii a ecuatiilor diferentiale. In ea sunt studiate
sistemele cubice de ecuatii diferentiale ce au singularitati rezonante si drepte invariante.

Actualitatea temei. O buna parte din problemele importante ale fizicii, chimiei,
ingineriei impun in formularea lor matematicd calcularea unei functii care, impreuna cu
derivatele sale, satisface o relatie data. Acest tip de relatii se numesc ecuatii diferentiale.
Deoarece majoritatea fenomenelor si proceselor din intreaga lume se modeleaza cu ajutorul
ecuatiilor diferentiale, se justifica necesitatea dezvoltarii teoriei acestora, precum si nece-
sitatea de a le clasifica. Un exemplu concret reprezintd sistemele de ecuatii diferentiale de
tip Lotka-Volterra. Aceste sisteme au doud drepte invariante si descriu, odata cu trecerea
timpului, interactiunea dintre specii. La fel, ele descriu decurgerea unor reactii chimice,
interactiunea gazelor din mediile subterane s.a.

Evolutia ecuatiilor diferentiale a fost in stransa legaturda cu dezvoltarea calculului
integral. Au fost determinate familii de ecuatii diferentiale rezolvabile in cuadraturi (in-
tegrari). Isac Newton, Jakob Bernoulli, Johann Bernoulli gi Daniel Bernoulli se con-
siderd primii matematicieni care au adus contributii notabile la dezvoltarea ecuatiilor
diferentiale. Urmeaza J. Riccati, L. Euler, J. Lagrange. Secolul al XIX-lea se caracte-
rizeaza prin cercetarea problemei de existenta, unicitate si comportare a solutiilor ecuatiilor
diferentiale. A. Cauchy, R. Lipschitz gi G. Peano au impus metoda liniilor poligonale (uti-
lizata anterior si de Euler) ca metoda eficientd de demonstrare a existentei locale a solutiei
unei ecuatii diferentiale cu conditii initiale.

Referitor la sistemele de ecuatii diferentiale, principalele probleme ale teoriei calitative
a acestora constau in determinarea comportarii curbelor integrale in vecinatatea punctelor
singulare; in delimitarea centrului de focar; in existenta, numarul si pozitia reciproca a
ciclurilor limitd; in calcularea integralelor prime.

Privitor la problema delimitarii centrului de focar, pentru sistemele pétratice si cubice,
putem afirma ca a fost tratatd in lucrarile lui H. Dulac, W. Kapteyn, M. Frommer, N.
Saharnicov, I. Kukles, C. Sibirschi, A. Sadovskii, K. Malkin, I. Shirov, D. Boularas, M.
Popa, N. Vulpe, D. Cozma, A. Subd, H. Zoladek, R. Kooij si altii.

In lucriirile matematicienilor A. Sub# i D. Cozma este cercetatd problema centrului
pentru sistemul diferential cubic cu drepte invariante. In ele a fost complet rezolvati
problema data pentru sistemele cubice cu cel putin trei drepte invariante afine distincte.
Rezultate generale ce tin de problema centrului pentru sistemele diferentiale polinomiale

se cunosc doar acele obtinute de H. Poincaré, A. Lyapunov, M. Popa gi V. Pricop. Primii



doi echivaleaza problema enuntata cu problema de integrabilitate, iar ultimii doi evalueaza
numarul de marimi focale necesare solutionarii ei.

Este cunoscut, ca in partea finita a planului fazic, sistemul cubic nedegenerat de ecuatii
diferentiale are cel mult opt drepte invariante. Din punct de vedere al teoriei calitative a
ecuatiilor diferentiale sistemele cubice cu sapte si cu opt drepte invariante reale si distincte
au fost cercetate de catre R. Lyubimova. J. Llibre gi N. Vulpe au cercetat sistemele
diferentiale cubice cu drepte invariante luand in considerare multiplicitatea lor. Sistemele
cubice cu drepte invariante afine de multiplicitate paraleld totala egald cu sapte au fost
studiate gi clasificate de A. Suba, V. Repesco si V. Putunticd, iar sistemele cubice ce
contin drepte invariante de multiplicitate paralela totald egald cu cinci sau cu sase, si al
caror infinit este degenerat - de catre A. Suba si V. Repesco. Studiul calitativ al sistemelor
cubice de ecuatii diferentiale cu drepte invariante de multiplicitate totald opt, considerand
si dreapta de la infinit, a fost efectuat de catre N. Vulpe si C. Bujac, iar pentru sistemele
cubice cu sase drepte invariante reale de doud gi de trei directii au fost obtinute formele
canonice gi portretele fazice de V. Putuntica si A. Suba.

Pentru sistemul cubic problema coexistentei a dreptelor invariante distincte si a punctelor
critice de tip centru a fost studiatd de catre A. Suba, D. Cozma s.a.

In teza de fatd sunt continuate cercetiirile efectuate de A. Subd si D. Cozma referitoare
la rezolvarea problemei de integrabilitate (sau, in cazul dat, a problemei centrului) a
sistemelor cu puncte critice (1 : —1) rezonante gi cu patru drepte invariante. La ei s-a
presupus cit dreptele sunt distincte, iar despre linia de la infinit nu se spune nimic. In
lucrarea prezenta se completeaza investigatiile profesorilor A. Suba si D. Cozma pana la
solutionarea completa a problemei centrului pentru sistemele cubice cu drepte invariante
(inclusiv dreapta de la infinit) de multiplicitate totald cinci. Mai exact, in tezd problema
centrului este rezolvata in cazurile cand:

A) multiplicitatea totala a dreptelor invariante afine este patru si cel putin una dintre
aceste drepte are multiplicitatea mai mare ca unu;

B) multiplicitatea dreptei de la infinit este mai mare ca unu, iar aceasta, impreuna cu
dreptele afine invariante, au multiplicitatea totala egala cu cinci.

Privitor la singularitatile (1 : —2) rezonante in lucrarea de fata

C) sunt studiate la integrabilitate sistemele cubice de tip Lotka-Volterra ce poseda
drepte invariante de multiplicitate totala 6,7 (tinandu-se cont si de dreapta de la infinit).

Scopul si obiectivele lucrarii. Scopul principal al lucrarii consta in clasificarea

sistemelor cubice de ecuatii diferentiale cu singularitati rezonante ((1 : —1) si (1 : —2))



ce poseda drepte invariante de multiplicitate totala 4, 5, 6, 7 si rezolvarea problemei de
integrabilitate a acestora.

Realizarea acestui scop a fost insotita de urmatoarele obiective:

— determinarea multiplicitatii maximale a unei drepte invariante reale pentru sistemul
cubic cu singularitati (1: —1) si (1 : —2) rezonante;

— determinarea multiplicitatii maximale a liniei de la infinit pentru sistemul cubic cu
singularitati (1: —1) si (1 : —2) rezonante;

— clasificarea sistemelor cubice cu singularitati (1 : —1) rezonante ce posedd drepte
invariante de multiplicitate totald 4, 5 (inclusiv dreapta de la infinit);

— clasificarea sistemelor cubice de tip Lotka-Volterra cu singularitati (1 : —2) rezo-
nante ce posedd drepte invariante de multiplicitate totald 6, 7 (inclusiv dreapta de la
infinit);

— rezolvarea in clasele sistemelor cubice obtinute a problemei de integrabilitate.

Metodologia cercetirii stiintifice. In lucrare au fost aplicate metodele teoriei
calitative a sistemelor de ecuatii diferentiale si metodele algebrei de calcul computational.
Problema centrului pentru sistemele diferentiale cubice ce poseda drepte invariante este
cercetatd prin folosirea metodei de integrabilitate Darboux.

Noutatea gi originalitatea gtiintifici. In aceastii lucrare pentru prima dati sunt
examinate cazurile cand printre dreptele invariante afine ale sistemelor cubice de ecuatii
diferentiale cu singularitdti rezonante sunt si drepte multiple si, totodata, se ia in con-
siderare gi multiplicitatea liniei de la infinit. Investigatiile s-au soldat cu urmatoarele
rezultate:

— a fost determinata multiplicitatea algebrica maximala a unei drepte invariante afine
si a liniei de la infinit pentru sistemele cubice cu singularitdgi (1:-1) si (1:-2) rezonante;

— a fost efectuati clasificarea sistemelor cubice cu singularitati (1:-1) si (1:-2) rezonante
si o dreaptd invarianta reala sau linia de la infinit, de multiplicitate maximala;

— a fost efectuati clasificarea sistemelor cubice cu singularitati (1:-1) si (1:-2) rezonante
ce poseda drepte invariante de multiplicitate totala 4, 5, 6, 7.

Problema stiintifica importanta solutionatd constd in rezolvarea completa a
problemei centrului pentru sistemele diferentiale cubice cu drepte invariante (inclusiv
dreapta de la infinit) de multiplicitate totala cinci si a problemei de clasificare si integra-
bilitate a sistemelor cubice de tip Lotka-Volterra cu singularitdti (1 : —2) rezonante si cu
drepte invariante (inclusiv dreapta de la infinit) de multiplicitate totald sase gi sapte.

Semnificatia teoretici. In aceasti tezd pentru prima dati s-a formulat si s-a rezolvat



problema de determinare in clasa sistemelor diferentiale cubice cu singularitati (1 : —1) si
(1 : —2) rezonante a multiplicitatii maximale a unei drepte invariante afine, a dreptei de
la infinit; la fel s-a efectuat clasificarea acestor sisteme, ceea ce reprezinta pentru viitor
un pas important in studiul calitativ al sistemelor cubice ce poseda drepte invariante.

Valoarea aplicativa a lucrarii. Aceasti lucrare poartd un caracter teoretic, insi ea
are gi largi perspective aplicative prin intersectia sa cu familia de sisteme diferentiale de
tip Lotka-Volterra. Rezultatele obtinute pot fi incluse in programele cursurilor optionale
tinute studentilor gi masteranzilor facultitilor de matematica si fizicad. La fel, ele se vor
lua in considerare si in studiul de mai departe al sistemelor diferentiale polinomiale.

Rezultatele gtiintifice principale inaintate spre sustinere:

— determinarea multiplicitatii maximale a unei drepte invariante reale pentru sistemul
cubic cu singularitdti (1: —1) si (1 : —2) rezonante;

— calcularea multiplicitatii maximale a dreptei de la infinit pentru sistemul cubic cu
singularitdgi (1 : —1) si (1 : —2) rezonante;

— clasificarea sistemelor cubice cu singularitati (1 : —1) si (1 : —2) rezonante si cu
drepte invariante afine de multiplicitate totala 4, 6;

— clasificarea sistemelor cubice cu singularitdti (1 : —1) si (1 : —2) rezonante si cu
drepte invariante de multiplicitate totala 5, 7, ludnd in considerare gi dreapta de la infinit;

— solutionarea completa a problemei centrului pentru sistemele diferentiale cubice cu
drepte invariante (inclusiv dreapta de la infinit) de multiplicitate totald cinci;

— rezolvarea problemei de integrabilitate pentru sistemele diferentiale cubice de tip
Lotka-Volterra cu singularitati (1 : —2) rezonante si cu drepte invariante (inclusiv dreapta
de la infinit) de multiplicitate totald sase si sapte.

Implementarea rezultatelor gtiintifice.

Rezultatele obtinute in teza pot fi aplicate:

- la studierea sistemelor diferentiale cubice ce poseda drepte invariante;

- la cercetarea anumitor modele matematice ce guverneaza unele procese chimice,
fizice, biologice, sociale s.a.;

- ca subiecte pentru teme de teze de masterat si pot servi ca bazd a unor cursuri
optionale pentru masteranzi si studentii specialitatilor universitare de matematica.

Aprobarea rezultatelor stiintifice. Rezultatele principale ale lucrarii au fost prezen-
tate in cadrul multor forumuri gtiintifice: Conferinta stiintificd Internationald a docto-
ranzilor: Tendinte contemporane ale dezvoltarii stiintei: viziuni ale tinerilor cercetatori,

2015, 2016, Chiginau; International Conference: Mathematics and Information Technolo-



gies: Research and Education (MITRE), 2015, 2016, 2019, Chisindu; Conferinta gtiintifica
nationald cu participare internationald, Invitdmantul superior din Republica Moldova la
85 ani, 2015, Chisgindu; Conference on Applied and Industrial Mathematics (CAIM), 2016
(Craiova), 2017 (lasi), 2019 (Targoviste), Romania; The International Scientific Confe-
rences: "Differential-Functional Equations and their Application" si "Modern problems of
Differential Equations and their application", 2016, 2020, Chernivtsi, Ukraine; Conferinta
Stiintifica internationald: Perspectivele si problemele integrarii in Spatiul European al
Cercetarii si Educatiei, Universitatea de Stat Bogdan Petriceicu Hagsdeu din Cahul, 2019,
Cahul, Republica Moldova; The Fifth Conference of Mathematical Society of the Republic
of Moldova IMCS-55, 2019, Chiginau; si in cadrul seminarelor: seminarul dedicat profe-
sorului V. Belousov, Institutul de Matematica si Informatica "V. Andrunachievici”, 2016,
Chiginau; seminarul "Ecuatii Diferentiale gi Algebre” din cadrul Universitatii de Stat din
Tiraspol (cu sediul la Chiginau), 2016, 2017, 2018, 2019, 2020;

Publicatii la tema tezei. Rezultatele principale ale lucrarii au fost prezentate in
cadrul multor forumuri gtiintifice din Moldova, Roménia, Ucraina gi publicate in 18 lucrari:
6 articole stiintifice [1], [2], [3], [4], [5], [6] (2 articole fara coautor), 2 lucrari in materialele
unor conferinte stiintifice [7], [8] (o lucrare fard coautor) si 10 teze ale comunicarilor
la diferite conferinte gtiintifice [9], [10], [11], [12], [13], [14], [15], [16], [17], [18] (4 fara
coautor).

Volumul si structura tezei. Lucrarea este formata din introducere, patru capitole,
bibliografie din 143 titluri, o figurd si 3 tabele. Volumul total este de 145 pagini (127
pagini de text de bazi).

Cuvinte-cheie. Sistem diferential cubic, curba algebricd invarianta, multiplicitate

algebrica, singularitate rezonanta, problema centrului, integrabilitatea Darboux.
CONTINUTUL TEZEI

In Introducere sunt prezentate rezultatele cercetiirilor anterioare ce {in de tema datd;
se descrie importanta si actualitatea temei abordate, scopul si obiectivele tezei, ipoteza si
metodele de cercetare; aprobarea rezultatelor si sumarul compartimentelor tezei.

In primul capitol sunt enuntate rezultatele clasice si recente ce tin de teoria calitativa
a ecuatiilor diferentiale. Se face o analiza comparativa a situatiei existente in domeniu,
se formuleazad problema de cercetare si directiile de solutionare a ei.

Sistemele polinomiale diferentiale si, in special, sistemele de tip Lotka-Volterra, sunt

intens cercetate de mai multi oameni de stiintéd, deoarece au o aplicare ampla. Cea mai



cunoscuta aplicatie fiind in teoria populatiei, dar au aplicatii largi si in alte domenii cum
ar fi: fizica lazerului, fizica plasmei, hidrodinamica, chimie, ecologie, sociologie, etc.

Cercetarea sistemelor diferentiale polinomiale Lotka-Volterra cu singularitati (p : —¢q)
rezonante este relativ noud si actuala. Pentru sistemul diferential patratic si cubic a fost
complet rezolvata problema integrabilitatii atunci cand singularitatea e (1 : —1) rezonanta
in 1908 de Dulac H., in 1974 de Sadovski A. si apoi in 2001 de Christopher C. gi Rousseau
C. In cazul singularititii (1 : —2) rezonante, studiul pentru sistemul diferential patratic
este complet efectuat in anul 1998 de citre Fronville A., Sadovski A. i Zoladek H. Ei au
obtinut pentru sistemele examinate conditiile necesare si suficiente de integrabilitate (20
de cazuri).

In anul 2013 Feréec B., Giné J., Liu Y., Romanovski G. determini conditiile de in-
tegrabilitate pentru sistemul diferential Lotka-Volterra de gradul patru cu singularitéti

(1: —1) rezonante de forma
& = x(1 — azr® — anz’y — arory® — asy®), ¥ = —y(1 — bsox® — by — biaxy”® — bozy®).

Mentiondm, cd in lucrarea (teza) de fatd sunt supuse studiului sistemele diferentiale
cubice Lotka—Volterra cu singularitati (1 : —2) rezonante.

La determinarea integralelor prime ale sistemelor polinomiale de ecuatii diferentiale
un rol esential il au curbele algebrice invariante.

Notiunea de curba algebrica invarianta a fost introdusa de Darboux in anul 1878 intr-
un studiu consacrat integrabilitatii ecuatiilor diferentiale polinomiale de ordinul intai.
Notiunea data poate fi usor modificatd si potrivitd pentru sistemele diferentiale polino-
miale & = P(x,y), y = Q(x,y). Astfel, se spune cd curba f(x,y) = 0, unde f este un
polinom din Clx,y], este o curba algebricd invariantd pentru sistemul diferential, daca
existd un aga polinom K (z,y) € C[z,y|, numit cofactorul curbei invariante f(z,y) = 0,
incat are loc identitatea X(f) = f - K. In caz particular, dreapta | = ax + Sy +~ = 0
se numegte invarianta, dacd a - P(z,y) + 06 - Q(z,y) = [ - K. Cu X s-a notat campul
vectorial X = P(z, y)a% + Q(x, y)a% asociat sistemului polinomial. Darboux a aritat, ci
integrabilitatea sistemelor polinomiale poate fi obtinutd prin folosirea curbelor algebrice
invariante. Ideea lui consta in construirea pentru sistemul diferential polinomial a inte-
gralei prime (a factorului integrant) de forma (numita gi forma Darboux) ﬁ £, unde f;
sunt polinoamele ce definesc curbele algebrice invariante ale sistemului dla:tl, iar «o; nigte
numere complexe oarecare nu toate egale concomitent cu zero.

Metoda Darboux de integrare a fost dezvoltata si extinsa asupra sistemelor diferentiale

polinomiale de ordin mai mare decat doi. Christopher C. in una din lucrérile sale a scris



despre integrabilitatea Darboux generalizata sau in sens generalizat, care se deosebeste de
cea prezentatd de Darboux prin faptul ¢a in componenta integralei prime (sau a factorului
integrant), impreund cu curbele algebrice invariante, fac parte si functiile exponentiale

D S
care sunt generate din curbele invariante multiple: [] fi* [] exp(g;/h;). Aceste functii
=1 j=1

exponentiale exp(g;/h;) se numesc factori exponentiali gi satisfac unei ecuatii similare
celei din cazul polinoamelor f; ce definesc curbele algebrice invariante f; = 0.

O noua directie de dezvoltare a teoriei Darboux este examinarea, nu doar a curbelor
algebrice invariante, dar gi a altor elemente sau caracteristici ale sistemului de ecuatii
diferentiale, care duc la integrabilitatea Darboux. De exemplu, Subd A. ia in consider-
are mdarimile Lyapunov, iar Chavarriga J., Llibre J., Sotomayor J. - punctele singulare
independente.

In teza de fati sunt studiate relatiile dintre dreptele invariante, marimile Lyapunov si
integrabilitatea Darboux, care ne conduc la patru probleme importante:

Problema 1. Determinarea multiplicitatii algebrice maximale a unei drepte invari-
ante afine gi a dreptei de la infinit in familia sistemelor diferentiale cubice cu singularitati
de rezonanta (1: —1) si (1: —2);

Problema 2. Clasificarea sistemelor diferentiale cubice (Lotka-Volterra) cu singu-
laritdgi (1: —1) ((1: —2)) rezonante si cu drepte invariante afine de multiplicitate totala
patru (sase);

Problema 3. Clasificarea sistemelor diferentiale cubice (Lotka-Volterra) cu singu-
laritdgi (1: —1) ((1: —2)) rezonante si cu drepte invariante (inclusiv dreapta de la infinit)
de multiplicitate totald cinci (sapte);

Problema 4. Studierea integrabilitatii sistemelor cubice cu singularitédti (1 : —1) si
(1: —2) rezonante gi cu drepte invariante de multiplicitate algebrica totala 4, 5, 6 i 7.

Problemele formulate isi gasesc rezolvarea completa in aceasta lucrare.

In capitolul IT al tezei cu titlul "Sistemele diferentiale cubice cu singularititi (1 : —1)
rezonante gi cu drepte invariante afine de multiplicitate algebrica totala patru”, pentru
sistemele cubice cu singularitdti (1 : —1) rezonante a) s-a determinat multiplicitatea
maximald a unei drepte invariante reale afine, b) sunt construite toate configuratiile de
drepte invariante posibile ce au multiplicitatea sumard patru, c) sunt stabilite familiile
de sisteme ce realizeazd aceste configuratii si d) pentru fiecare dintre aceste familii este
rezolvatd problema de integrabilitate, e) solutionandu-se prin aceasta gi problema cen-
trului. In toate cazurile se presupune ci cel putin o dreapta invarianta, sa zicem [y, este

multipla, adica are multiplicitatea mai mare sau egala cu doi.
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a) Multiplicitatea maximald a unei drepte invariante reale a sistemelor
cubice cu punct critic monodromic.

Consideram sistemul cubic real

i =y+ar?+ cry + fy* + ka® + maty + pry? + ryd = P(x,y),
g = —(z+ gz + doy + by* + sz® + g’y + nxy® + ly?) = Q(z,y), ged(P, Q) = 1.

(1)

Definitia 1. Vom spune ca dreapta invarianta [, are multiplicitatea algebrica egala
cu 6, dacd 0 este cel mai mare numir natural astfel c& [{ divide E = P-X(Q) — Q - X(P).

De cdtre noi se examineaza doar multiplicitatea algebrica, deaceea, pentru prescurtare,
deseori se omite cuvantul "algebrica".

Vom nota prin m(l;) multiplicitatea dreptei invariante /;. Pentru sistemul (1) punctul
critic (0,0) este monodromic sau, mai numit, si focar slab. El este de tip centru, atunci si
numai atunci cand toate méarimile Lyapunov L;,j = 1, 00 asociate lui sunt egale cu zero.

In urmitoarea teorema este determinatd multiplicitatea maximald a unei drepte in-

variante reale si sunt aduse sistemele diferentiale cubice de forma (1) ce realizeazi aceasta.

Teorema 1. In clasa sistemelor cubice (1) multiplicitatea mazimald a unei drepte in-
variante este patru. Cu exactitatea unei transformdri centro-afine si rescalarea timpulus
orice sistem cubic ce are o dreaptd invariantd de multiplicitatea patru poate fi scris sub

una dintre urmdtoarele trei forme:

= (x—1)>2%y, y=—z+22°— 23— dry — qry — 2y* + 2zy?*, d # 0; (2)

d=(r—Dyle—fy—1),5=—2+22" -2’ -y’ + oy’ = fi’, [ #0; (3)
#=—(x—1)((b—1)%*+ (2b = 3)fzy + fy(L + fy))/ [,
gy=—(b=1222(b+2+z)+ (b—1)>2fz2+2)y + f*y° (4)

+f2((z — 1)%x + (b — 3z + 2bx)y?))/f%, f(b—1) #0.

b) Configuratiile din drepte invariante afine de multiplicitate totald patru.

In Fig. 1 sunt aduse toate configuratiile enuntate in titlul subsectiunii. Tinadnd cont
de presupunerea cd m(ly) > 2, aceste configuratii pot consta doar din una Iy, doud [y, ls
sau trei [y, [, [3 drepte invariante afine a caror multiplicitate sumara este cel putin patru:
m(ly) >4, m(ly) + m(ly) > 4 si m(ly) +m(ly) +m(l3) > 4.

c) Familiile de sisteme cubice de forma (1) ce realizeazi configuratiile din
Fig.1.

Sistemele ce realizeaza configuratia a) din Fig. 1 au fost aduse in Teorema 1. La fel,
in tezd sunt obtinute si sistemele ce realizeazi celelalte configuratii. De exemplu, pentru

configuratia d) din Fig. 1 are loc:
11



a) b) ¢) d) e) f) g)
i) i) k) 1) m)

Fig. 1. Configuratii de drepte invariante afine de multiplicitate totald patru.

Teorema 2. Cu exactitatea unet transformdari afine de coordonate si rescalarea timpului

orice sistem cubic cu punct critic monodromic st cu doud drepte invariante reale con-

curente ly,ly, m(ly) > 3 poate fi scris sub una din urmdtoarele patru forme:

t=(x—1%y, y=—x—gr*—dry —y*+ (¢ + D)’ —d(g + 1)2*y + zy?, d #0;

i:5ﬁgﬂx—U@u—bﬁy—w—mxw—biA—fﬂﬁ
+f(f2—4+7Tb— 30 F A)ay — 2f%(b — 1)y?),

§ = sy (220 = D)+ (L= B)((b— (B — b A) — f2(b+3))a?
FF(L=)(3b(b— 1) £ A — f2)zy + 2bf2(1 — b)y? + 2f2(1 — b)a?
=12 F A= (b= 1)(b—2)2%y + f2(f* F A
(b—1)(3b = ))ay? + 21 — b)),

unde A = \/4f2(1 —b) + (f2 +b(b — 1))?;

= (1 —2)y(l—z+fy), df #0, § = —z+22* —dwvy —y* — 2° + da’y +2y® — fy;

#=(1=-a2)(fy+ 1 =0)(b—c—3)a*+ flc+ Day + f*y°)/ f,
y=(f(c=b+3)x+(c—b+3)(cf*+ (b—l)((b—2)(b—3)+5c—260

? =2f%))a* = f2(1 = b)(b—c = 3)* + f2(2b — c — 4))zy — bf*(b— c = 3)y?
+(b—c—3)(2b—c—=3)((b—1)(b—c— )—fQ)x + f(f?(2b—c—4)
—(b—1)*(b—c—3))z’y — fAc+1)(b—c— 3)zy’
—f}b—c=3)y*)/(f*(b—c—3)).
d) Integrabilitatea.

(5)

(7)

(8)

In aceastd sectiune sunt studiate la integrabilitate toate sistemele diferentiale cubice ce

realizeaza configuratiile din Fig. 1, adicd pentru aceste sisteme sunt determinate conditiile

de existenta si construite integralele prime F'(x,y) sau factorii integranti u(x,y). Astfel,
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cand prima marime Lyapunov L; este egald cu zero pentru sistemele (2)-(8) avem respec-
tiv:
Sistemul (2). Ly = —2¢=0=

(2.y) = 1 o d(—d + 3dx + 6y — 6zy)
I =1 —1)s &P 6(z — 1) '

Sistemul (3). Ly =0,

4 — 6x + 223 + 3y* — 3z + 2fy°
F(z,y) = (z — 1)%eaxp e :

Sistemul (4). Ly =0,
F(z,y) = [ 122 55 1, (9)
unde a; = 2((b— 1)+ f?), a0 = f(b+1),a3 = ay = 1, iar

b — h—1)2 h— 2,2
f15$_1:07f2:€xp%,f3:emp( 1) +(2xf(_ 1)2x)y+fy '

fi = ol (31— 1 = 2o + 1207 + = )a?

4(6b — 367 — 26% — 62 — 1)2® — 3f(1 — by
=3f(1 —3b+20%)x%y + 6 f2(1 — b)zy* — 2f3y3)].
Sistemul (5). L1 =0,

(z — 1)) (2d*(3 +2g) — 2dy)(z — 1) + d*(2+ g)} ‘

b= (x —dy —1)72 exp[ (x —1)2

Sistemul (7). L1 =0,

F=(x— 1)d+d3—f(1 T+ dy)f_d exp d(2(1 — x)(d;(‘; <_d1_)2f)y) + dfyg).

Sistemele (6) si (8). L1 = 0. Aceste sisteme au integrala prima de forma (9). In cazul

sistemului (6):
flzx_L fg:b—bQ—fg:FA—f—Qf?l’—l—ny—Qbfy,
fa=exp((b—1+ fy)/(x = 1)), fa=exp((b—1+ fy)*/(z 1)),

ar=20—1)(1 =26+ 0+ f2)(—b+ 2+ f2FA), ap = —4(—1 + b)2f2,
az=2(0—1)((b—-2)(b-1)(* —bF A +2f*) + fF f?A),
ar= (=100 1) FA)+ f(b-1)(2b—3) + f> F A).
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iar in cazul sistemului (8):

fi=x—1, fo=0b—c—=3)(-14+2b—c—3)x) — f(2b—c—4)y,
fs=exp((1=b— fy)/(x—1)), fs=exp[((1 = b)(38b—2c—5)(b—c—3)
+2f2(20—c—4)+2((b—1)(b—c—3)(2b—c—3) — f2(2b —c— 4))z
F2f(b—1)(b—c—3)y+ F2(b—c— 3))/(z — 1),
a; = —=2((b—1)(b— ¢ — 3)(—61 + 95b — 48b* + 8b* — 47c + 48bc — 12b%¢c
—12¢% 4 6bc* — ) — f2(20 — ¢ — 4)3),
az=2(1—=0b)(b—c—3)2 a3 =2(1-0)(b—c—3)(2b —c—5)(2b — c — 4),
ay = (2b—c—4)%
e) Problema centrului.
Existenta integralei prime sau a factorului integrant asigura existenta centrului in
punctul critic monodromic. Reiegind din acestea gi din cele expuse in subsectiunea d),

aven:

Teorema 3. Sistemele diferentiale cubice de forma (1) cu una, doud sau cu trei drepte
invariante afine de multiplicitate totald patru, au in originea sistemului de coordonate
punct critic de tip centru, atunci st numai atunci cand prima mdrime Lyapunov, calculatd

in origine, se anuleazd.

In capitolul III al tezei cu titlul "Sistemele diferentiale cubice cu singularitati (1 : —1)
rezonante gi cu drepte invariante de multiplicitate algebrica totala cinci, inclusiv dreapta
de la infinit”, se parcurge o cale de investigare similard cu cea din capitolul II, cu unica
deosebire, ca la calcularea multiplicitatii sumare se ia in considerare si multiplicitatea
dreptei de la infinit care se presupune a fi nu mai mica ca doi.

a) Multiplicitatea maximald a dreptei de la infinit a sistemelor cubice cu
punct critic monodromic.

Consideram sistemul cubic (1) pentru care infinitul este nedegenerat, adicd x(z,y) =
yP3(z,y) — 2Qs(z,y) # 0, unde P3(z,y) = kx® + mz?y + pry* + ry?, Qz(z,y) = —(s2® +
qz’y + nzy® + ly?). Notam cu I, = Z = 0 dreapta de la infinit.

In urmitoarea teoremi se enunti multiplicitatea maximala a dreptei de la infinit si

sunt aduse conditiile in care sistemele diferentiale cubice de forma (1) realizeazi aceasta.

Teorema 4. Multiplicitatea algebricd mazimald a dreaptei de la infinit oo = Z =0 a
sistemului (1) este egald cu cinci. Dreapta o, are multiplicitatea algebricd cinci, dacd si

numait dacd se tndeplineste una dintre urmdtoarele sase serii de condifii:
a:b:c:f:g:k:l:o,m:n:p:T:S:O7q%o’ (10)
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b:c:()’d:Qa)f:k:lzo,m:n:p:qzrzo,S:CEQ,G#O, (11)

b= —as/k, c=a(k® - s*)/(ks), d = a(k* — s*)/k?,
f=—a,g=as/k, | =—k,m=(2k*—s?)/s, n = (k* — 25%)/s, (12)
p=k(k*—2s%)/s% q= (2k* — s*) [k, r = —k*/s;

a=0,b=—gk?/s* c=—2gk*/s*>, d =0, f = —2gk3/s> | = k?/s?,
m=mn=3k%/s, p=3k3/s% q =3k, r=Fk'/s?, g’k* — k?s — s> = 0;

b= —as/k, c=—2as/k, d = 2a, f = —a(k*+ 2s?)/s*
g = (k* 4+ a%s)/(ak), | = k3/s*, m = n = 3k?/s, (14)
p=3k3/s? q=3k, r=k"/s3 k' — a’k?s — a®s® = 0;
b= —k(k®+ a’s + s* — agk)/(s(gk — as)), c = —2k(gk — 2as)/s*
d=2a, f=—k*(2gk — 3as)/s3, 1 = k*/s*, m = n = 3k?/s, (15)
p=3k3/s? q=3k, r=k"/s3 g*°k* — 2agks — k*s + a*s* — s> = 0.

b) Configuratiile de drepte invariante de multiplicitate totald cinci, inclusiv
dreapta de la infinit.

Tinand cont de presupunerea ca m(ly,) > 2 si ¢ multiplicitatea sumara este cinci, e de
ajuns ca configuratiile examinate sa contina in partea finita a planului una [, doua [y, [5
sau trei [y, lo, I3 drepte invariante: m(ly) > 5, m(l1)+m(ls) > 5, m(ly)+m(la)+m(ls) > 5
si m(ly) +m(le) + m(l3) + m(l) > 5 (vezi Fig. 2).

QCD@@
@@w QQ
@@@@@C @

m) n) D)

Flg. 2. Conﬁgura‘gu de drepte invariante de multlpll(:ltate totala cinci.
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c) Familiile de sisteme cubice de forma (1) ce realizeazi configuratiile din
Fig. 2.

Sistemele ce realizeazd configuratia a) din Fig. 2 au fost aduse in teorema 4. Unele
familii de sisteme ce realizeaza configuratii din Fig. 2 pot fi obtinute cu ajutorul unor
transformari rationale de coordonate din familiile ce descriu configuratii din Fig. 1 sau

chiar din Fig. 2. Aceste transformari sunt de forma

X =z/l, Y =y/l, (16)
unde [; e dreapta invarianta afind de cea mai mare multiplicitate in sistemul supus trans-
formarii. Astfel, familiile ce descriu configuratiile b), e) si h) din Fig. 2 se obtin respectiv
din familiile de sisteme realizatoare a configuratiilor a), d) si e) din Fig. 1, iar cele ce
descriu configuratia d) din Fig. 2 se obtin din cele atagate configuratiei c¢) ale aceleiasi
figuri. De exemplu, tindnd cont c& in sistemul (2) I} = = — 1, transformarea (16) reduce

acest sistem la sistemul
X=-Y(X-1), Y=—(X—-dXY —-Y?+(d+q) X%

ce realizeaza configuratia b) din Fig. 2 avand dreapta de la infinit de multiplicitatea
algebrica patru si dreapta afina invarianta X — 1 = 0. Procedand in mod similar si
cu celelalte sisteme din teorema 1, cu exactitatea unei transformari afine si rescalarea
timpului obtinem toate sistemele ce realizeaza configuratia b) din Fig. 2.

Familiile de sisteme cubice de forma (1) ce descriu celelalte configuratii ale Fig. 2 sunt

construite in mod direct. Astfel, pentru configuratia ¢) din Fig. 2 avem:
Teorema 5. Sistemele (1) au o dreaptd invariantd reald afing de multiplicitatea doi

st dreapta de la infinit Z = 0 de multiplicitatea cel putin trei, dacd si numai dacd se

indeplineste una dintre urmdtoarele treisprezece serii de condifii:

a=c=f=k=l=m=p=r=0,d=-2/B, g=—b(2 +V*B?),

(17)

— (14 B2B%)/B2 q = 2b(1 + 1B%)/B, 5 = b*(1 + b>B?):
a=c=f=k=m=p=r=0,d=—(b*—161%)/(4bl), a8)
g=—b,n=—(b*—8%)/(2b%), ¢ = (b* — 321*)/(161), s = b*/4;

a= (+2¢°s + 45> + gqr/s(q® + 452))/(2s+/5(q? + 45?)),

b= q(£2¢%s £8s> + gqv/s(q?> + 4s%)) /(4s*\/s(q? + 45?)),

c = q(£2¢%s £ 45° + gq\/s(¢* +45%)) /(252 /s(¢* + 45%)), (19)

d = (£¢%s 45> + gq/s(q® + 452)) /(s /s(q? + 452))

[ = *(£2¢°s + 453 + gq+/s(q? + 452)) /(8s31/s(q? + 452)),

n=q¢/4s), k=l=m=p=1r=0;
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a=b=c=0,d==2/y,n=1/yg=k=l=m=p=q=r=s=0;  (20)

a=0,b=—py,c==2py,d==2/y,g=k=0,n=1/9% (22)
l=p,m=qg=0,r=p*?* s=0;
a=b=0,c=-2/B,d=—-2Bq, f=9g=0,
/ ¢, f=9g (23)

k=1=0,m=1/B>  n=p=r=s5=0, q# 0;

a=2Br, b=2A(B* —1)/B, c =2(A*> —1)Br/A,

d=2(1—A*(B* —1)/B, f = —2Br, m = (A*> - 2)r,
g=2A(1-B%*)/B, k= Ar, 1l = A(1 — B*r)/B?, (24)
n=(2A%—-1)(B* —1)/B? p= (1 -2A%r/A,

q=A(2— A*)(B*r —1)/B?% s = A*(1 — B*r)/B?

a=—Au(ABu+ A*Bu+ A?+2), b= (ABu+1)(Bu+ A*Bu¥F A)/B,

¢ =2u(ABu+ A3Bu + 1), d=—2(ABu+1)(ABu + A*Bu+1)/B,
f=—-u(Bu+ A?BuF A), g=A(ABu+1)(ABu + A*Bu + 2+ A%)/B,
k=-A?(1+ AHu(ABu+1)/B, [I=—(1+ A*)u(ABu+1)/B,

m = A(1+ A*)u(3ABu + 2)/B, n=(1+ A*)(ABu+1)(3ABu+1)/B?,
p=—(1+ A?)u(3ABu+1)/B, q=—A(l+ A?)(ABu £+ 1)(3ABu + 2)/B?,
r=u?(1+ A?), s = A%*(1+ A?)(ABu + 1)?/B?;

a=—fb=—-g=s(1+Bf)/(Bk), c= (Bfs* — k* — Bfk? — s*)/(Bks),
d= (Bfs®—2k? — Bfk?)/(Bk?), | = —k, m = (2k* — s?)/s, (26)
n=(k*—2s%)/s, p=k(k®—2s)/s* q= (2k* — s*) [k, r = —k?*/s;

b= (Ak — aABk — A%*s — aBs)/(AB(Ak + s)),

¢ = 2(Ak + A3k — aABk — aBs)/(AB(Ak + s)),

d=2(aB —1)/B, f = (aABk + aBs — 2Ak — 2A%k) /(A* B(Ak + s)),
g= (A% —aA’B + AB?*k + B%s)/(AB), | = k/A?*, m = k(Ak — 2s)/(As),
n=(s—2A4k)/A? p= k(s —2Ak)/(A%s), ¢ = (Ak — 25)/A,
r=k?/(A%s), A?B*k* — A%s — A's + 2AB%ks + B*s* = 0.

In sistemele de mai sus A gi B sunt parametri.
d) Integrabilitatea.
In aceastd subsectiune sunt studiate la integrabilitate toate sistemele diferentiale cu-

bice, ce realizeazd configuratiile din Fig. 2, adica pentru aceste sisteme sunt determinate
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conditiile de existentd si construite integralele prime F'(x,y) sau factorii integranti u(zx, y).
Astfel, pentru sistemele {(1),(10)}-{(1),(27)} din Teorema 4 avem:

Sistemul {(1),(10)} (respectiv, {(1),(12)}): Ly = —q/4 # 0 (respectiv, L; = (k* +
s%)?/(4ks?) # 0) = {(1),(10)} (respectiv, {(1),(12)}) are focar in (0,0).

Sistemele {(1),(11)} si {(1),(13)}-{(1),(15)}: L; = 0 si au, respectiv, urméatoarele

integrale prime:

F(x,y) = 6(2? + y?) + 4g92® + 12ax?y + 3a’z*;
F(z,y) = 65°(2® + y°) + 4g(sz — 2ky)(sz + ky)® + 3(sz + ky)";
F(x,y) = 6aks®(2? + y?) + 4s*(k* + a%s)x® + 12a*s3xy(kx — sy)
—4a’ks(k* + 2s?)y® + 3ak(sz + ky)*;
F(x,y) = 2(as — gk)(3s3(2? + y?) + 2gs°z> + 6as*z?y + 6aks*zy® — 4gk3y?
+6ak?sy®) + 12ks?(k? + s*)zy? — 3(gk — as)(sx + ky)*.
Observatia 1: Divergenta cAmpului vectorial asociat fiecirui dintre sistemele {(1),(11)},

{(1),(13)}- {(1),(15)} este identica zero, i.e. 8P(,§;’:’y) + aQa(Z’y) = 0. In acest caz, sistemul

(1) are integrala prima de forma unui polinom.
Pentru sistemele din Teorema 5 studiul la integrabilitatea Darboux ne da urmatoarele:

Sistemaul {(1),(17)}: Ly = 0,
p(z,y) = 1/(=B + bBx + y)*.
Sistemul {(1),(19)}: Ly =0,
(@, y) = 1/(2¢/5(q? + 4s?) + 2qsz £ ¢*y)*.
Sistemele {(1),(24)}, {(1),(25)} si {(1),(27)}: Ly = 0 si au factorul integrant
p(x,y) =1/(=B — Az +y)*,

Sistemele {(1),(20)} si {(1),(22)}: L; = 0 si au factorul integrant

p(z,y) =1/(y —7)*

Sistemul {(1),(18)}: Ly = —(b* + 161%)/(641) # 0.

Sistemul {(1),(26)}: Ly = (k* + s*)?/(4ks?) # 0.

Sistemele {(1),(21)} si {(1),(23)}: Ly = —q/4,q # 0.

Observatia 2: Pentru un sistem diferential cubic (1) ce are dreapta de la infinit de
multiplicitate algebrica cel putin trei si o dreapta invarianta afina reald [; de multiplici-

tatea doi ori prima marime Lyapunov L, este nenuld, ori el are factor integrant de forma

pu(x,y) = 1/1%.
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Din Observatia 2, prin aplicarea transformarii (16), se obtine afirmatia din urmétoarea
observatie.

Observatia 3: Pentru un sistem diferential cubic (1) ce are dreapta de la infinit
de multiplicitate algebricd nu mai mica ca doi si o dreapta invarianta afind reald [; de
multiplicitatea trei ori prima marime Lyapunov L; este nenuld, ori el are factor integrant
de forma u(z,y) = 1/13.

e) Problema centrului.

Tinand cont de observatiile din subsectiunea d) si de faptul ci existenta integralei
prime sau a factorului integrant asigurd pentru (1) existenta in (0,0) a centrului, obtinem

urmatoarele trei afirmatii:

Teorema 6. Sistemele diferentiale cubice (1) pentru care dreapta de la infinit e de
multiplicitate algebricd cinci au centru in originea de coordonate (0,0), dacd $i numai

dacd divergenta campului vectorial asocial acestor sisteme, este identicd zero.

Teorema 7. Un sistem diferential cubic (1) ce are o dreaptd invariantd afind reald ly
de multiplicitate algebrica doi (respectiv, trei) si pentru care dreapta de la infinit e de
multiplicitate cel pufin trei (respectiv, doi) are centru in originea de coordonate (0,0),
atunci si numai atunci cand pentru el functia p(x,y) = 1/13 (respectiv, p(z,y) = 1/13)

este factor integrant.

Privitor la problema centrului rezultatele principale ale capitolelor II si I1I al tezei pot

fi sumate in urmitoarea teoremi:

Teorema 8. Sistemele diferentiale cubice de forma (1) cu drepte invariante afine l; si cu
dreapta de la infinit o, ce verifica cel putin unuia dintre seturile de inegalitagi: {m(ly) >
2, > - m(ly) > 4} ori {m(le) > 2, > m(l;) + m(l) > 5}, au in originea sistemului
de coordonate punct critic de tip centru, atunci st numat atunci cdnd prima mdrime

Lyapunov, calculatd in origine, se anuleazd.

In capitolul IV, intitulat "Sisteme cu singularititi (1:-2) rezonante si cu drepte invari-
ante afine de multiplicitate algebricd totala sase si sapte (inclusiv dreapta de la infinit)",
sunt studiate sistemele diferentiale cubice Lotka-Volterra cu singularitati (1 : —2) rezo-
nante.

Consideram sistemul cubic

{ T = 1‘(1 + asor + a1y + asox? + a1 Ty + a12y2) = P(x,y), (28)

U = y(—2 4 bi1x + boay + b a?® + biazy + bosy?®) = Q(x,y), ged(P, Q) = 1,
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unde z,y sunt variabile reale de ¢, iar a;;, b;; sunt coeficienti reali.
Pentru aceasta familie de sisteme, notatd SCLV (1 : —2), in sectiunea 4.1 a tezei sunt
determinate multiplicitatile algebrice maximale a unei drepte invariante afine si a dreptei

de la infinit. Are loc urmatoarea teorema.

Teorema 9. Pentru sistemul cubic Lotka-Volterra (28) sunt adevdrate egalitatile:
1) ma(x) = ma(y) = 1;
2) ma(x — o = Pi) = ma(y — o = i) =ma(fz —y+a) =2, 0, ER, § #0;
3) ma(Z) = ma<$ - ﬁ) = ma(y - 5) =3, 6 € R*;
unde Z = 0 este dreapta de la infinit, iar prin mq(l) s-a notat multiplicitatea algebricd

mazimald a drepter [ = 0.

Construirea configuratiilor posibile ale dreptelor invariante de doud, trei sau patru
directii gi clasificarea sistemelor SCLV (1 : —2) ce poseda drepte invariante de astfel de
directii si de multiplicitate totala sase si, respectiv, sapte, inclusiv dreapta de la infinit, este
efectuata in sectiunile 4.2-4.5. La fel, sunt aduse integralele prime sau factorii integranti
ale sistemelor obtinute. Principalele rezultate sunt cuprinse in teoremele 10-12 si tabelele
4.1-4.3. In ele cu 3(2)r (4(3)r) s-a notat doud drepte paralele reale si diferite, una dintre
care este numaratd de doud (trei) ori, gi spunem ci aceastd dreaptd are multiplicitatea
egald cu doi (trei). Prin 5(1, 3)r se noteaza trei drepte reale paralele si diferite, una dintre
care are multiplicitatea trei, iar prin lr 4+ 2¢ este notat un triplet de drepte paralele
distincte, una dintre care este reald si doud sunt complexe (nereale). Cu (3r; 1r+ 2c¢) s-a
notat configuratia ce consta din gsase drepte afine de doua directii: un triplet de drepte
reale distincte paralele intr-o directie; o dreapta reald si o pereche de drepte complexe
(nereale) paralele in a doua directie. Prin (1r; 5(2,2)r) este notatd configuratia a sase
drepte de doud directii ce consta din: o dreapta reald (intr-o directie) si cinci drepte reale

paralele, doud dintre care au multiplicitatea doi fiecare (in a doua directie).

Teorema 10. Sistemul cubic (28) are drepte invariante afine de doud directii de multiplic-

itate algebricd totald sase, dacd st numat dacd el are una dintre urmdtoarele cincisprezece

forme:
& =a(r—1)(az —1), a #{0,1},9 = yly — 1)(by +2), b # {0, -2}; (29)
& =a(r—1)(az — 1), a £ {0,1},9 = —2y(y — 1)*; (30)
i =a(r—1)%y=yly—1)(cy+2), c # {0, -2} (31)
& =a(r—1)%y=—2y(y — )% (32)
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= (2= )y +3ey® +2)/2,5 = yly — 1)(cy +2), ¢ # {0, -2}; (33)
t=x(x—1)(ax — 1),y =y(x + ax —2), a # {0,1}; (34)

7 =a2((1+d)y* +1),9 = yly — D(dy +2), d # {0, —2}; (35)

i =x(r—1)(ax — 1),y = y(=2+ 3z + (a — 2)2?), a # {0,1}; (36)
i=x(x—1)(ax — 1), a #{0,1},9 = y(py* + qu — 2), ¢* +8p < 0; (37)
= x(pr® +qr +1), ¢ —4p < 0,9 = y(y — 1)(cy +2), ¢ # {0, —2}; (38)
=a(pr® +qr+1),¢* —4p < 0,9 = y(ry* + sy — 2), s> + 8 < 0; (39)
i =x(x—17%9=ypy’+q—2), ¢ +8p <0; (40)

= z(pr® + qr +1), ¢* —4p < 0,5 = —2y(y — 1)*; (41)

= x(py’ +qu+2)/2,9 = ypy* + qy — 2), ¢ +8p < 0; (42)
=z(pz® +qr+1), ¢* —4p < 0,5 = —y(2 + qx), (43)

unde a,b,c,d,q,p,r,s € R. Sistemele (29)-(43) sunt Darbouz integrabile si au, respectiv,

urmdatoarele integrale prime:
2(24b)  2(2+0b) 2a(2+b)

(29): F(z,y) = (:L‘ — D)= (g — 1) @00 (y — 1)by=5 (by + 2);

(30): Fl(z,y) = e 2> (ax — 1)*(y — 1)* 'y ~*(z — 1)~

(81): Fla,y) = e ta 2w — 12y — 12572 (cy + 2)%

(32): Flay)=e™ 5@ = 1)y - )7y

(33): Flr,y) = es 50a2(y — 1) oy + 2y

(34): F(z,y) = eazlfl+3azf1(12 22 (x — 1)4* =61 (gz — 1)y,

(35): Flw,y) = a*y(dy+2)" 7 (y — 1)7%

(36): F(z,y) = z%y(az — 1)22?6‘ (z— 1)

(37): F(z,y) = (z—1) "oz s (az—1)y = (y+ T2) @ DW-00(y 4 LY e D/T+08,

128p% — 3y A+¢® 7 5 _128p3+¢3y - ¥ .
512ap3,/~ ’ 512ap3 .,/ )

(38): F(z,y) = (y—1Dez e (cy+2y < (z +q+f) (c+2)(\5\fq)ﬁ)($+%ﬁ)(0+2)(ﬁ+qw)7
unde A\ = ¢> — 4p, B = —16p° +4pg*VA—q"VA+q® VA v = 16p3+4pg> VA—"VA+g® VA

16¢cp3v/A ! 16cp3v/A !
(39): F(z,y) = x_32p3)‘5(x 4 ‘ISL_A)—(q—A)UGpS—W)é(pr +q— /\)y—16p3)\6
’ P

(y + S52) 71N 20y 4 5+ ) [pr,

unde N = /q> —4p, B =8+ 52, v =@ N4p — ¢®+\?), 6 =1/(q+ \)(16p* —v);
(40): F(z,y) = /@D (g — 1)z~ Py adietd’ (y 4 e yad-dp=a®(yy 4 E2)~d,

unde X = \/8p + ¢2, B = 2q)\ — 16p — 2¢*;

(41): F(z,y) = ¥/ @D (y — 1Pz 28y 8(z + q+>\)q>\+ﬁ e (z + q2p>\> 7

unde v = q*> + 8p, 6 =
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unde X\ = \/q? — 4p, B =g\ — \*%;
(42): F(z,y) = (py* + qy — 2) %2y /(16p%);
(43): F(x,y) = (p2° + gz + 1)~'a?y.

Teorema 11. Sistemul cubic (28) are drepte invariante afine de trei directii de multiplic-

itate algebricad totald sase, dacd si numai dacd el are una dintre urmdtoarele treisprezece

forme:
i=—z(x—1), y=yly—1)2—-2—-y);
i=x(1—azxy+ (1+d)y* +ax), y=y(y — 1)(dy + 2);
i =x(x—1)(ax — 1), y=y(—2+ 3z +dy + (a — 2)z* — day);
@ =a(l —2fr+ f2a? + 2fzy + (1+c)y?), = yly — 1)(2+ cy);
i =zAdf?2? + 4 fry + A4+ o)y® + 8cfx + 4c%) /(4c%), v = y(y — 1)(cy + 2);

Tt =uz(x—1)(ax — 1),
y = —y(16a® — 24a®x — 8a3(1 + 2a)x? + Safy — 8a®fay + f?y*)/(8a?) ;

i =a(x —1)(ax — 1), § = —y(f2? — 8fzy + 8(2 — a)a? — 24z + 8fy + 16)/8;
& =ax(f’0® +Afey —4y° —Afr+4)/4, 9= —2y(y — 1%
i=x(z—1)% = —y(20> — 3b°x + b*z* — 4by + dbxy + 2y°)/(b%);
t=a(x—1)(2+c)z—2)/2,y=yly — 14— 4+ )z + 2cy)/2;

t=x(x—1)(-24+2x—-1¢)/(2+¢),
y=yly—1)4+2c— (4+c)x+2cy+y)/(2 + ¢);

t=uz(r—1)(ax — 1),
v = —y(18a — 9a(1 + a)x + 61(1 + a)y — Yalzy + 21%y*)/(9a) ;

i =x(x—1)2 y=—y(20* — 2b%°x — 4by + 3bxy + 2y*)/b?,

(54)

(55)

(56)

unde abedf (a — 1)(c+2)(d+2) # 0 si a,b,c,d, f € R. Sistemele (44)-(56) sunt Darbouz

integrabile si au, respectiv, urmdtoarele integrale prime (factori integranti):

(44): F(z,y) = e/ Dz — 1)y — Dz +y—1)~"
(45): F(z,y) = 2*y(dy +2)~"@ (y — ax — 1)7%

(46): F(z,y) = 2%y(ax — 1) (dy + 22 — 2)7

(47): F(z,y) = e2fm/(l—fac—y)x2y(2 + Cy)_(2+c)/c(fa: ty—1)2

(48): F(x,y) = e—Sfx/(2C+2fI+02y)x4(y — 1)) (2fz + (2 + cy))
(19): F(z,y) = —efv/(alez=0=y) (5 — 1)20-222(4q — da®x + fy)~;
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(50): Fla,y) = e/ hrmg2 (aq — 1) 220y (4g — fy - 4)!

(51): F(z,y) = ¥/CIv=20)a2y(—2 4 fo + 2y) 7%

(52): F(z,y) = /000922y (b(z — 1) + y)

(53): plw,y) = (20 + cx — 2V (y — 1)~ (VR4 (2 4 g — ey — 2) (1411420

.x—Qy—:%/Q(x _ 1)—1/2;

(54) ,u(.’l?, y) — ((E _ 1)1/(2+c)(y _ 1)—(1+c)/(2+c)(2x —92_ C)_1/2$_2y_3/2

(221? —cy — 2)—(4+c)/(4+2c);

(55): p(x,y) = (ax — 1)VC29(3ax — Iy — 3)2~9/(20=2)(3qx — [y — 3a)(120)/(20-2)
_2y_3/2(.'1? _ 1)a/(2a—2);

(56): F(x,y) = e(=2)/0lutble=1) p=2/b =1/V (4 4 p(z — 1))1/0%,

Teorema 12. Sistemul cubic (28) are drepte invariante afine de patru directii de mul-

tiplicitate algebricd totald sase, dacd $1 numai dacd el are una dintre urmdtoarele sase

forme:
i = a(z — 1)(az — 1), -
J = —y(2bg — 3abgr — abg(1 — 2a)x* — 2(b + g)y + 2a(b + g)zy + 2y?) ;
& = ol — 1)(az — 1), 59
= y(=2ng + 3ngz — ng(2 — a)a® + 2(n — g)y — 2(n — g)zy + 2y*)/ (ng);
& =a(f+ fsz+ fisz+ f2s%2® — 20 + fy?)/ f, (59)

g =1—=yyf+ fsx+ fPsz = 2)/ f;

i = (z—1)%, y= —y(2bg — 3bgx + bgr® — 2(b+ g)y + 2(b + g)zy + 2y?))/bg ;  (60)
T =z(1 —mzx — n*2® — mna® + may — y?), vy = —2y(1 —y)% (61)

i = x(4 — 2ndr — 2dfx + nd* fa? — nd*vy — d* fry + 4dy* + d*y?) /4,

yzy(y—l)(2+dy),
unde am(a —1)(b—g)(n+ g)(f = )(n — f) # 0 si a,b,d, f,g,n,m € R. Sistemele

(57)-(62) sunt Darbouz integrabile si au, respectiv, urmdatoarele integrale prime (factori

(62)

integranti):

(57): F(z,y) = (x — 1)2 V=0 0g=282/oy=140/9(b(ax — 1) + y)(g(az — 1) + 1)~/

-1/(b(g —0));
(58): F(z,y) = (z = )a=>"?/9(ax — 1)(nz —y — D)y~ "9 (gz +y — 9)"%;
(59): p(x,y) = (se—y) 2(f+fse—y) 2 (y=1)0"DPe2 (14 fsw—y) =12y~
(60): F(z,y) =2*(b—g)y"?(blz — 1) +y)?(g(z — 1) +y) "
(61): F(x,y) = 2*C™™(1 + nx —y)2"y> ™ ((n + m)x +y — 1) 720
(62): F(x,y) = 2> Dy — 1)~ 12C+0=0yn=T (ndy — dy — 2)7*"(df x — dy — 2)*/
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Tabelul 4.1. Sistemele cubice (28) cu drepte invariante de doud directii si

de multiplicitate totala sapte, inclusiv dreapta de la infinit

Configuratii | Sistemul diferential cubic Integrala prim& (factor integrant)
realizabile Darboux

T=x(x—1)(axr — 1

.. o Dler =) Fla.y) = (@ — 12 2(az — 1)
(31“,21", 21) Y = y(y 1)(bx + cy + 2) (( 1)/ )1_ .
a(a—1) # 0. Y Y
T =uz(l —x),
F — -1 —4—2¢, 2+c
(2r,31; 21) v =yly = ley +2), )= e e
2+cy)(y—1)7
c(c+2) #0.
(3,255 2) | @ =a(e—1)%,  §=2y(y—1). | F(x,y) = 222l slcy
. ex i —X IEQ

B(2)r1r; 3) | =a(r—1)%  §=-2y F(z,y) = <20l

1)z =2(1 —x),

o 1)Fe.y) - S
) Yy=—2y\L —y),
o) | Y 2)u( ) = Expl(1 — zy)/(2y — 2)
’ 2w = 1)V ((y — 1)y) 2

y=02-2-2y)(y— 1)y
(1rA(3);2) | e =2(1+9?),  §=2y(y—1). | Flo,y) = U
(4(3),15;2) | & = 2(1—2), §=y(-2+ | Fla,y) = =220

3r — 2x?)
(21” 1r+2c: 21) T = ‘T(l - 3?), (LU, ) [2aarctg[yb/(1 - ya)]]

g =—2y(1 = 2ya+y*(a® + b)).| (z—1)"Pz"*y*((ya — 1)* +y*b*) "
(11" 1r+2c: 31) T = ) ( T,y ) - exp[?aarctg[yﬁ/

g=—=2y(1 = 2ya +y*(@®+ B%)). (1 —ya)]Ja*y* ((yoa — 1) + y*5*) 77
(114 26,21 %) = z(1 — 2ax + a®z* + b*x?), F(z,y) = exp[2aarctg[bx /(1 — ax)]]

o j=2y(y —1). 2y (Va2 + (ax — 1)) (y — 1)~
(1r+ 2¢.1r: 31) i =z(1 — 2ax + a®x? + b*x?), F(z,y) = exp[2aarctgbx /(1 — ax)]]
7 §=—2y. 220 b(b2x2 + ( ar — 1)2)—(;

Tabelul 4.2. Sistemele cubice (28) cu drepte invariante de trei directii si de

multiplicitate totala sapte, inclusiv dreapta de la infinit

Configuratii

realizabile

Sistemul diferential cubic

Integrala priméa (factor integrant)

Darboux

(1r,1r,2r; 3i)

i =z(1+z+bx+bx?+ ay
+azy — 2y°),

y=—y(2+x—br?— 4y — ary + 29>

iz, y) = exp[(1 +z)(1 —a)/(2(1
e - y)a 2y PP+ x —y) 2

24




Tabelul 4.3. Sistemele cubice (28) cu drepte invariante de patru directii si

de multiplicitate totala sapte, inclusiv dreapta de la infinit

Configuratii Sistemul diferential cubic Integrala prim& (factor integrant)

realizabile Darboux

T =uz(l —x), B
ple,y) = (x —1)/(z(ax —y —a)

(2r,1r,1r,11; 21) | ¢ = y(—2as + 3asz — 2asx? — 23
(sz =y — s)y)-

—2(a — 8)y + 2(a + s)zy)/as.

i =xz(1—Ilr—s(l—s)z?

(1r,2r,1r,1r; 2i) Hazy + y?), w(z,y) = (y )/ (z(1+ sz —y)y

J =2y — 1)y, (le + sz +y—1)).

CONCLUZII GENERALE SI RECOMANDARI

In lucrare, din punct de vedere al teoriei calitative a ecuatiilor diferentiale, au fost
studiate sistemele cubice de ecuatii diferentiale cu singularitdti rezonante si cu drepte
invariante. Pentru aceste sisteme s-a rezolvat problema deosebirii centrului de focar, sau
problema centrului — o problema ce sta la baza teoriei calitative a sistemelor diferentiale
polinomiale.

Problema stiintifici importantid solutionatd consta in rezolvarea completa a
problemei centrului pentru sistemele diferentiale cubice cu drepte invariante (inclusiv
dreapta de la infinit) de multiplicitate totala cinci i a problemei de clasificare gi integra-
bilitate a sistemelor cubice de tip Lotka-Volterra cu singularitati (1 : —2) rezonante i cu
drepte invariante (inclusiv dreapta de la infinit) de multiplicitate totald sase si sapte.

Concluzii generale:

1. In teza de fatd pentru prima dati s-a pus si s-a rezolvat problema de determinare in
clasa sistemelor cubice cu singularitati rezonante a multiplicitatii maximale a unei drepte
invariante afine si a dreptei de la infinit, ceea ce reprezintd pentru viitor un pas important
in studiul calitativ al sistemelor cubice cu drepte invariante (Cap. 2, 2.1; Cap. 3, 3.1;
Cap. 4, 4.1);

2. Clasificarea sistemelor cubice cu singularititi rezonante si cu drepte invariante de
multiplicitate algebrica totala 4, 5, 6, 7 reprezinta o continuare a studiului sistemelor
cubice cu drepte invariante, efectuat anterior (Cap. 2, 2.3-2.5; Cap. 3, 3.2-3.6; Cap. 4,
4.3,4.5 );

3. Singularitatea (1 : —1) rezonantd a sistemelor cubice cu drepte invariante multiple

a cdror multiplicitate totald este patru (cazul afin) sau cinci (prin enumerarea dreptei de
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la infinit) este de tip centru, daci si numai dacd se anuleazd prima marime Lyapunov,
fapt ce ugureaza studiul calitativ al sistemelor diferentiale polinomiale (Cap. 2, 2.2, 2.3.6,
2.4.5, 2.6; Cap. 3, 3.1.2, 3.2.1, 3.3.1, 3.4.1, 3.5.6, 3.6.3).

Rezultatele obtinute pentru sistemele diferentiale cubice cu singularitati rezonante
formeaza un studiu fundamental in rezolvarea problemei centrului. Conform concluziilor
enuntate putem recomanda urmatoarele:

- rezultatele ce se contin in teza pot fi folosite la investigarea sistemelor diferentiale
polinomiale cu drepte invariante multiple;

- metodele elaborate, cum ar fi si cea de reducere a cercetarii configuratiilor prin
aplicarea transformarilor, pot fi folosite la studierea ulterioara a sistemelor diferentiale
polinomiale cu curbe algebrice invariante;

- cercetarile efectuate pot fi utilizate in studiul calitativ al sistemelor diferentiale poli-
nomiale cu singularitati rezonante, la investigarea diferitor modele matematice din fizica,
chimie, biologie §. a. care descriu anumite procese sociale gi naturale;

- rezultatele obtinute pot fi incluse in programele cursurilor optionale tinute studentilor

si masteranzilor la facultatile universitare cu profil real sau tehnic.
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ADNOTARE

Turuta Silvia, “Sisteme diferentiale cubice cu singularititi rezonante”. Teza

de doctor in stiinte matematice. Chisindu, 2021.

Structura tezei: teza consta din introducere, 4 capitole, concluzii generale gi re-
comandari, bibliografie din 143 titluri, o figura, 3 tabele, 127 pagini de text de baza.
Rezultatele obtinute sunt publicate in 18 lucrari stiintifice.

Cuvinte-cheie: sistem diferential cubic, curba algebricd invariantd, multiplicitate
algebrica, singularitate rezonanta, problema centrului, integrabilitatea Darboux.

Scopul lucrarii: clasificarea gi integrabilitatea sistemelor cubice de ecuatii diferentiale
cu singularitati rezonante ce poseda drepte invariante de multiplicitate totala 4, 5, 6 si 7.

Obiectivele cercetarii: determinarea multiplicitatii maximale a unei drepte invari-
ante afine (a dreptei de la infinit) pentru sistemele diferentiale cubice cu singularitéti
rezonante; clasificarea sistemelor cubice cu singularitati rezonante si cu drepte invariante
multiple; studierea problemei de integrabilitate Darboux pentru sistemele obtinute.

Noutatea si originalitatea stiintifica constd in cercetarea pentru prima data a
sistemelor diferentiale cubice ce contin singularitati rezonante si drepte invariante mul-
tiple, tindndu-se cont i de dreapta de la infinit. A fost efectuata clasificarea afind a
sistemelor cubice cu singularitati (1:-1) si (1:-2) rezonante ce posedd drepte invariante.

Rezultatele obtinute care contribuie la solutionarea unei probleme gtiintifice
importante sunt rezolvarea completa a problemei centrului pentru sistemele cubice cu
drepte invariante (inclusiv dreapta de la infinit) de multiplicitate algebrica totala cinci si
a problemei de integrabilitate a sistemelor cubice de tip Lotka-Volterra cu singularitati
(1 : —2) rezonante si drepte invariante de multiplicitate totald 6 si 7 (inclusiv dreapta de
la infinit.

Semnificatia teoretica: rezultatele obtinute in teza sunt noi si reprezinti o etapa
semnificativa in studiul sistemelor cubice cu drepte invariante.

Implementarea rezultatelor gtiintifice: rezultatele tezei pot fi folosite: in investiga-
tiile ulterioare ale sistemelor cubice cu curbe algebrice invariante, in calitate de suport pen-
tru perfectarea cursurilor optionale universitare gi post-universitare, in studiul diverselor

modele matematice ce descriu unele fenomene din fizica, chimie, biologie, economie §. a.
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AHHOTAIINI

Typyra CunBus, ’Kyonuyeckmne nuddepeHnuanbHbie CUCTEMBI C
pe3oHaHCHBIMEI OocobenHOocTamMu’ . JIuccepramua HOKTOpa MaTeMaTUI€CKUX
Hayk. Kummnasy, 2021.

CrpyKTypa pabOThI: COCTOUT U3 BBej/eHUS, 4-X TJIaB, OOIIMX BBHIBOJOB U PEKOMEH-
nmanuii, 143 UCTOYHUKOB JUTEPATyPHl, ogHa durypa, 3 tabaunsl, 127 cTpaHuIl OCHOBHOTO
tekcra. [lonydennnie pesyabrarsl OmyOINKOBaHBl B 18 HAyIHBIX paboTax.

Kuarouesbie caoBa: Kybudeckasa nuddepennuanbias cucteMa, aaredpandeckasd UH-
BapHMaHTHAasT KPUBasi, ajredpandeckasi KpaTHOCTb, MMPOOIeMa IEeHTPa, PE30HAHCHAsT OCO-
OEeHHOCTB, HHTerpupyemocTh lapdy. ObaacTb uccaegoBaHug: KadeCTBeHHAsT Teopus Tud-
depeHnmaabHbIX YPABHEHNIA.

O0bekT umccaemoBaHusa: KyOmdeckas cucTeMa AuddepeHnuaabHblX YpaBHEHUN C
PE30HAHCHBIMU OCOOEHHOCTSIMU.

Ilear paborei: ki1accuduKausg 1 THTETPUPYEMOCTh KyondecKux cucteM jauddepen-
[UAJTbHBIX YPABHEHHI ¢ PE30HAHCHBIME OCOOEHHOCTSIMM, 00/1a/JaI0NUMI UHBAPHAHTHBIMUI
IpsAMBIMU TIOJIHOM KpaTHOCcTH 4, 5, 6 1 7.

3amaun uccaegoBaHUS: OlpeeieHne MaKCUMaJIbHON KpaTHocTu adduHHOI HHBaA-
PUAHTHON HpsiMOii (JiMHMKM HA OECKOHEUHOCTH) Jijisi KyOudeckux JuddepeHuajibHbIX CH-
CTEM C PE30HAHCHBIMHU OCOOEHHOCTSAMU; KJaaccuduKaius KyOudecKuX CUCTEM C PE30HAHC-
HBIMH OCOOEHHOCTSIMU W KPATHBIMU WHBAPUAHTHBIMU MPSIMBIME; UCCIETOBAHIE TPOOIEMbI
uHTerpupyeMocTu /lapdy mo/iydeHHBIX CHCTEM.

HoBu3Ha 1 Hay4YHasi OpPUTHHAJIBLHOCTH COCTOUT BIIEPBbIE B UCCJIEI0BAHUN KyOnde-
ckux juddepeHInajbHbIX CUCTEM, COJIEPZKAIIUX PE30HAHCHBIE OCOOEHHOCTH W KpPaTHBIE
MHBApUAHTHBIE TIPAMBIE C YIETOM JIMHUU Ha, OecKOHedHOCTH. AddurHas KiaccuduKaims
KyOMYecKnxX CHcTeM ¢ pe3oHaHCHBIMU ocobenHoctsivu (1 @ —1) u (1 : —2), obamaromniue
MHBAPUAHTHBIME TTPSIMBIMHU.

ITony4yennbie pe3yabTaTbl KOTOPBHIE CIIOCOOCTBYET PEMIEHUIO BA>KHOI HAY Y-
HOM mpOoOJIeMBbI: TOJTHOM pPEIeHNH 3a1a91 MEeHTPa I KyOU9IecKuX CHCTEM ¢ KPATHbBI-
MU WHBAPUAHTHBIMU OPSIMBIMU (BKJIIOUAs MPIAMYIO Ha GeCKOHEYHOCTH) obIeil anreGpa-
UYIeCKOH KPaTHOCTU TSATh W MPOOJeMbl WHTErPUPYEMOCTH KyOmdeckux cuctem JIoTKH-
Bosbreppsl ¢ pesonancHbIME 0cobeHHOCTAME (1 © —2) 1 HHBAPUAHTHBIMH MIPSIMBIME 00TIIEi
KpatHocTn 6 u 7 (BKJIOUAst IPSIMYI0 HA OECKOHETHOCTH).

TeopeTndyeckas 3HAYNMOCTD: Pe3YIbTATHI, MOy YeHHbIE B JTUCCEPTAINH, SIBJISIOTCSI
HOBBIMHU ¥ TIPEJACTABISIOT CO0OW BayKHBIH 9TAIl B M3yYeHNN KyOMIeCKUX CHCTEM ¢ WHBAPH-
AHTHBIMU TIPSIMBIMH.

BHenpenme HaydHBIX pe3yJabTAaTOB: Pe3y/ibrarThbl jEccepTranud MOTYT OBITH HC-
[OJTb30BAHBI: B MCCJIEIOBAHUSIX KYOMUECKUX CUCTEM C HHBAPUAHTHBIMU aJIre0pandecKuMu
KPUBBIMH, MPHU pa3paboTKe (PaKyIbTATUBHBIX YHUBEPCUTETCKUX U IOCJIEBY30BCKHUX KYP-
COB, M3yUYeHHEe PA3IUIHBIX MOJIeTeil MAaTeMaTHKU, OMHCHIBAIOIINE HEKOTOPHIE SIBJIEHUS B
dusuke, xuMnuu, OUOJIOIUH, SKOHOMHUKE H JIP.
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ANNOTATION

Turuta Silvia, “Cubic differential systems with resonant singularities”,

doctoral thesis in mathematical sciences, Chiginau, 2020.

Thesis structure: introduction, four chapters, general conclusions and recommenda-
tions, bibliography of 143 titles, one figure, 3 tables, 127 pages of basic text. The obtained
results were published in 18 scientific papers.

Keywords: cubic differential system, invariant straight line, algebraic multiplicity,
resonant singularity, center problem, Darboux integrability.

The purpose of the work: classification and integrability of cubic systems of dif-
ferential equations with resonant singularities and with invariant straight lines of total
multiplicity 4, 5, 6 and 7.

Objectives of the research: determination of the maximal multiplicity of an in-
variant straight line (of the line at infinity) for cubic differential systems with resonant
singularities; classification of cubic systems with resonant singularities and with multiple
invariant straight lines; studying the problem of Darboux integrability for the obtained
systems.

Scientific novelty and originality consists in the investigation, for the first time, of
cubic differential systems with resonant singularities and with multiple invariant straight
lines, including the line at infinity. The affine classification of cubic systems with (1 : —1)
and (1 : —2) resonant singularities and with invariant straight lines was realized.

The obtained results which contribute to solve some important scientific
problem: the complete solution of the center’s problem for the cubic systems with in-
variant straight lines (including the line at infinity) of total algebraic multiplicity five and
of the integrability’s problem for the Lotka-Volterra cubic systems with (1 : —2) resonant
singularity and with invariant straight lines of total multiplicity 6 and 7 (including the
line at infinity).

The theoretical significance: the obtained results in this thesis are new and are a
significant phase of the study of the cubic systems with invariant straight lines.

Implementation of the scientific results: the results of this thesis can be used: in
the further investigations of cubic systems with invariant algebraic curves, as a support for
perfecting undergraduate and postgraduate optional courses, in the study of some math-
ematical models which describe some processes in physics, chemistry, biology, economy

and others.
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