
MINISTERUL EDUCAȚIEI, CULTURII ŞI CERCETĂRII

AL REPUBLICII MOLDOVA
INSTITUTUL DE MATEMATICĂ ŞI INFORMATICĂ

”VLADIMIR ANDRUNACHIEVICI”

Cu titlu de manuscris
C.Z.U: 517.925

TURUTA SILVIA

SISTEME DIFERENȚIALE CUBICE CU
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nomiale cu singularitǎți rezonante . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

1.2 Importanța curbelor algebrice invariante în studiul integrabilitǎții sistemelor
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4.1 Multiplicitatea algebricǎ maximalǎ a dreptelor 𝑥 = 𝑎, 𝑦 = 𝑎, 𝑎 ∈ C şi 𝑍 = 0. . . . 107
4.2 Configurații posibile ale dreptelor invariante de douǎ direcții de multiplicitate
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ADNOTARE

Turuta Silvia, “Sisteme diferențiale cubice cu singularitǎți rezonante”.

Teză de doctor în ştiințe matematice. Chişinău, 2021.

Structura tezei: teza constă din introducere, 4 capitole, concluzii generale şi recomandă-

ri, bibliografie din 143 titluri, o figurǎ, 3 tabele, 127 pagini de text de bază. Rezultatele

obținute sunt publicate în 18 lucrări ştiințifice.

Cuvinte-cheie: sistem diferențial cubic, curbă algebrică invariantă, multiplicitate algeb-

rică, singularitate rezonantă, problema centrului, integrabilitatea Darboux.

Scopul lucrării: clasificarea şi integrabilitatea sistemelor cubice de ecuații diferențiale

cu singularitǎți rezonante ce posedă drepte invariante de multiplicitate totalǎ 4, 5, 6 şi 7.

Obiectivele cercetǎrii: determinarea multiplicității maximale a unei drepte invariante

afine (a dreptei de la infinit) pentru sistemele diferențiale cubice cu singularitǎți rezonan-

te; clasificarea sistemelor cubice cu singularitǎți rezonante şi cu drepte invariante multiple;

studierea problemei de integrabilitate Darboux pentru sistemele obținute.

Noutatea şi originalitatea ştiințifică constă în cercetarea pentru prima dată a sisteme-

lor diferențiale cubice ce conțin singularități rezonante şi drepte invariante multiple, ținându-

se cont şi de dreapta de la infinit. A fost efectuată clasificarea afină a sistemelor cubice cu

singularitǎți (1:-1) şi (1:-2) rezonante ce posedǎ drepte invariante.

Rezultatele obținute care contribuie la soluționarea unei probleme ştiinți-

fice importante sunt rezolvarea completă a problemei centrului pentru sistemele cubice cu

drepte invariante (inclusiv dreapta de la infinit) de multiplicitate algebrică totală cinci şi a

problemei de integrabilitate a sistemelor cubice de tip Lotka-Volterra cu singularitǎți (1 ∶ −2)

rezonante şi drepte invariante de multiplicitate totală 6 şi 7 (inclusiv dreapta de la infinit).

Semnificația teoretică: rezultatele obținute în teză sunt noi şi reprezintă o etapă

semnificativă în studiul sistemelor cubice cu drepte invariante.

Implementarea rezultatelor ştiințifice: rezultatele tezei pot fi folosite: în investi-

gațiile ulterioare ale sistemelor cubice cu curbe algebrice invariante, în calitate de suport

pentru perfectarea cursurilor opționale universitare şi post-universitare, în studiul diverselor

modele matematice ce descriu unele fenomene din fizică, chimie, biologie, economie ş. a.
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АННОТАЦИЯ

Турута Силвия, ”Кубические дифференциальные системы с резонансными
особенностями”. Диссертация доктора математических наук. Кишинэу,

2021.

Структура работы: состоит из введения, 4-х глав, общих выводов и рекомендаций,
143 источников литературы, одна фигура, 3 таблицы, 127 страниц основного текста.
Полученные результаты опубликованы в 18 научных работах.

Ключевые слова: Кубическая дифференциальная система, алгебраическая ин-
вариантная кривая, алгебраическая кратность, проблема центра, резонансная особен-
ность, интегрируемость Дарбу. Область исследования: качественная теория дифферен-
циальных уравнений.

Объект исследования: кубическая система дифференциальных уравнений с ре-
зонансными особенностями.

Цель работы: классификация и интегрируемость кубических систем дифференци-
альных уравнений с резонансными особенностями, обладающими инвариантными пря-
мыми полной кратности 4, 5, 6 и 7.

Задачи исследования: определение максимальной кратности аффинной инвари-
антной прямой (линии на бесконечности) для кубических дифференциальных систем с
резонансными особенностями; классификация кубических систем с резонансными осо-
бенностями и кратными инвариантными прямыми; исследование проблемы интегриру-
емости Дарбу полученных систем.

Новизна и научная оригинальность состоит впервые в исследовании кубических
дифференциальных систем, содержащих резонансные особенности и кратные инвари-
антные прямые с учетом линии на бесконечности. Аффинная классификация кубиче-
ских систем с резонансными особенностями (1 ∶ −1) и (1 ∶ −2), обладающие инвариант-
ными прямыми.

Полученные результаты которые способствует решению важной научной
проблемы: полном решении задачи центра для кубических систем с кратными инва-
риантными прямыми (включая прямую на бесконечности) общей алгебраической крат-
ности пять и проблемы интегрируемости кубических систем Лотки-Вольтерры с резо-
нансными особенностями (1 ∶ −2) и инвариантными прямыми общей кратности 6 и 7
(включая прямую на бесконечности).

Теоретическая значимость: результаты, полученные в диссертации, являются
новыми и представляют собой важный этап в изучении кубических систем с инвари-
антными прямыми.

Внедрение научных результатов: Результаты диссертации могут быть использо-
ваны: в исследованиях кубических систем с инвариантными алгебраическими кривыми,
при разработке факультативных университетских и послевузовских курсов, изучение
различных моделей математики, описывающая некоторые явления в физике, химии,
биологии, экономике и др.
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ANNOTATION

Turuta Silvia, “Cubic differential systems with resonant singularities”.

Doctoral thesis in mathematical sciences. Chişinău, 2021.

Thesis structure: introduction, four chapters, general conclusions and recommenda-

tions, bibliography of 143 titles, one figure, 3 tables, 127 pages of basic text. The obtained

results were published in 18 scientific papers.

Keywords: cubic differential system, invariant straight line, algebraic multiplicity, res-

onant singularity, center problem, Darboux integrability.

The purpose of the work: classification and integrability of cubic systems of differen-

tial equations with resonant singularities and with invariant straight lines of total multiplicity

4, 5, 6 and 7.

Objectives of the research: determination of the maximal multiplicity of an invariant

straight line (of the line at infinity) for cubic differential systems with resonant singularities;

classification of cubic systems with resonant singularities and with multiple invariant straight

lines; studying the problem of Darboux integrability for the obtained systems.

Scientific novelty and originality consists in the investigation, for the first time, of

cubic differential systems with resonant singularities and with multiple invariant straight

lines, including the line at infinity. The affine classification of cubic systems with (1 ∶ −1)

and (1 ∶ −2) resonant singularities and with invariant straight lines was realized.

The obtained results which contribute to solve some important scientific prob-

lem: the complete solution of the center’s problem for the cubic systems with invariant

straight lines (including the line at infinity) of total algebraic multiplicity five and of the in-

tegrability’s problem for the Lotka-Volterra cubic systems with (1 ∶ −2) resonant singularity

and with invariant straight lines of total multiplicity 6 and 7 (including the line at infinity).

The theoretical significance: the obtained results in this thesis are new and are a

significant phase of the study of the cubic systems with invariant straight lines.

Implementation of the scientific results: the results of this thesis can be used: in

the further investigations of cubic systems with invariant algebraic curves, as a support for

perfecting undergraduate and postgraduate optional courses, in the study of some mathe-

matical models which describe some processes in physics, chemistry, biology, economy and

others.
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INTRODUCERE

Teza de față ține de teoria calitativă a ecuațiilor diferențiale. În ea sunt studiate sistemele

cubice de ecuații diferențiale ce au singularități rezonante şi drepte invariante.

Actualitatea şi importanța problemei abordate.

O bunǎ parte din problemele importante ale fizicii, chimiei, ingineriei impun în formularea

lor matematicǎ calcularea unei funcții care, împreunǎ cu derivatele sale, satisface o relație

datǎ. Acest tip de relații se numesc ecuații diferențiale. Deoarece majoritatea fenomenelor

şi proceselor din întreaga lume se modeleazǎ cu ajutorul ecuațiilor diferențiale, se justificǎ

necesitatea dezvoltǎrii teoriei acestora, precum şi necesitatea de a le clasifica. Un exemplu

concret reprezintǎ sistemele de ecuații diferențiale de tip Lotka-Volterra. Aceste sisteme au

douǎ drepte invariante şi descriu, odatǎ cu trecerea timpului, interacțiunea dintre specii. La

fel, ele descriu decurgerea unor reacții chimice ş.a.

Evoluția ecuațiilor diferențiale a fost în strânsǎ legǎturǎ cu dezvoltarea calculului inte-

gral. Au fost determinate familii de ecuații diferențiale rezolvabile în cuadraturi (integrǎri).

Isac Newton, Jakob Bernoulli, Johann Bernoulli şi Daniel Bernoulli se considerǎ primii mate-

maticieni care au adus contribuții notabile la dezvoltarea ecuațiilor diferențiale. Urmeazǎ

J. Riccati, L. Euler, J. Lagrange. Secolul al XIX-lea se caracterizează prin cercetarea prob-

lemei de existență, unicitate şi comportare a soluțiilor ecuațiilor diferențiale. A. Cauchy,

R. Lipschitz şi G. Peano au impus metoda liniilor poligonale (utilizatǎ anterior şi de Euler)

ca metodǎ eficientǎ de demonstrare a existenței locale a soluției unei ecuații diferențiale cu

condiții inițiale.

Studiile inițiale asupra ecuațiilor diferențiale au avut ca obiectiv existența soluțiilor sau

aproximarea acestora, mai exact determinarea explicitǎ a soluțiilor atunci când acest lucru

este posibil. H. Poincaré (1854–1912) şi J.C. Maxwell (1831–1879) au contribuit la deter-

minarea soluțiilor prin studiul lor asupra stabilitǎții mişcǎrii corpurilor cereşti, apoi în a

doua jumǎtate a secolului al XIX-lea matematicianul rus A.M. Lyapunov (1857–1918), în

teza sa de doctorat, susținutǎ în 1892, a definit principalele noțiuni de stabilitate, astfel

punând bazele teoriei moderne a stabilitǎții soluțiilor. Un salt calitativ în abordarea ecua-

țiilor diferențiale a avut loc în secolul al XX-lea prin introducerea unor metode noi precum

cea a gradului topologic, teoria bifurcațiilor etc. Astfel, s-au obținut rezultate notabile în

studiul ecuațiilor diferențiale în spații infinit dimensionale .

Referitor la sistemele de ecuații diferențiale, principalele probleme ale teoriei calitative
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a acestora constau în determinarea comportǎrii curbelor integrale în vecinǎtatea punctelor

singulare; în delimitarea centrului de focar; în existența, numǎrul şi poziția reciprocǎ a

ciclurilor limitǎ; în calcularea integralelor prime.

Personalitǎțile remarcabile, care au studiat comportarea traiectoriilor în vecinǎtatea

punctelor singulare, precum şi clasificarea acestor puncte, sunt H. Poincaré, A. Lyapunov, I.

Bendixon, M. Frommer, H. Dulac. Procedeele şi metodele folosite de aceşti matematicieni

şi-au gǎsit continuitatea în lucrǎrile lui A. Andronov, E. Leontovich, I. Gordon şi A. Mayer

în [1], iar mai târziu, în a lui J. Argemi, H. Forster, S. Lefschtz, F. Takens, V. Arnold, L.

Pontryagin, N. Bautin, F. Dumortier, A. Andreev, A. Bruno ş.a.

Privitor la problema delimitǎrii centrului de focar, pentru sistemele pǎtratice şi cubice,

putem afirma cǎ a fost tratatǎ în lucrǎrile lui H. Dulac, W. Kapteyn, M. Frommer, N.

Saharnicov, I. Kukles, C. Sibirschi, A. Sadovskii, K. Malkin, I. Shirov, D. Boularas, M.

Popa, N. Vulpe, D. Cozma, A. Şubǎ, H. Żola̧dek, R. Kooij şi alții.

În lucrǎrile [38], [39], [40], [105], [107], A. Şubă şi D. Cozma au cercetat problema cen-

trului pentru sistemul diferențial cubic cu drepte invariante. În ele a fost complet rezolvată

problema dată pentru sistemele cubice cu cel puțin trei drepte invariante. Rezultate gen-

erale ce țin de problema centrului pentru sistemele diferențiale polinomiale se cunosc doar

acele obținute de H. Poincaré, A. Lyapunov, M. Popa şi V. Pricop. Primii doi echivalează

problema enunțată cu problema de integrabilitate, iar ultimii doi [77] evaluează numărul de

mărimi focale necesare soluționării ei.

În ceea ce priveşte numǎrul şi poziția reciprocǎ a ciclurilor limitǎ ale sistemelor polino-

miale de ecuații diferențiale, menționǎm lucrǎrile matematicienilor N. Bautin, L. Cherkas,

W. Coppel, W. van Horssen, J. Reyn, F. Dumortier, R. Roussarie, C. Rousseau, V. Gaiko,

L. Gilevici, V. Amelkin, N. Lukaşevici, A. Sadovskii, A. Zegeling, R. Kooij, Suo Guagilan,

Sun Jifang, Ye Yanqian, A. Grini şi alții.

Metoda principalǎ de integrare a sistemelor polinomiale de ecuații diferențiale este metoda

Darboux, care constǎ în construirea integralei prime utilizând curbele algebrice invariante.

Aceastǎ metodǎ este dezvoltatǎ în lucrǎrile lui J. Chavarriga, J. Llibre, J. Sotomayor, C.

Christopher, J. Pereira, D. Schlomiuk, R. Kooij. În lucrǎrile acestor cercetǎtori, la deter-

minarea integralei prime, s-au luat în vedere nu doar curbele algebrice invariante, dar şi

funcțiile exponențiale invariante, precum şi punctele singulare independente.

Cercetǎtorii W. Buchel, A. Berlinski, J. Reyn, R. Kooij, P. de Jager, J. Artes , J. Llibre,
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T. Date, N. Vulpe, D. Schlomiuk, D. Cozma, A. Şubǎ, V. Puțunticǎ, V. Repeşco, A. Cima,

B. Colla ş. a. au efectuat clasificarea topologicǎ a sistemelor cubice de ecuații diferențiale

şi au construit portretele de fazǎ corespunzǎtoare. La studierea sistemelor cubice de ecuații

diferențiale cu curbe algebrice invariante şi, mai ales, cu drepte invariante, au contribuit J.

Artes, B. Grünbaum, J. Llibre, C. Christopher, J. Pereira, T. Druzhkova, J. H. Grace, A.

Young, R. Lyubimova, M. Popa, C. Sibirschi, D. Schlomiuk, N. Vulpe, J. Sokulski, Zhang

Xiang, R. Kooij, D. Cozma, A. Şubǎ, V. Puțunticǎ, V. Repeşco, C. Bujac,

Este cunoscut, cǎ în partea finitǎ a planului fazic, sistemul cubic nedegenerat de ecuații

diferențiale are cel mult opt drepte invariante. Cercetarea calitativǎ a sistemelor cubice cu

exact şapte şi a celor cu exact opt drepte invariante reale şi distincte a fost efectuatǎ de R.

Lyubimova în [71]. J. Llibre şi N. Vulpe în lucrarea [72] au cercetat sistemele diferențiale cu-

bice cu drepte invariante luând în considerare multiplicitatea dreptelor invariante şi dreapta

de la infinit. Sistemele cubice cu drepte invariante afine de multiplicitate paralelǎ totalǎ

egalǎ cu şapte au fost studiate şi clasificate de A. Şubǎ, V. Repeşco şi V. Puțunticǎ în [109]

şi [110], iar sistemele cubice ce conțin drepte invariante de multiplicitate paralelǎ totalǎ egalǎ

cu cinci sau cu şase, şi al cǎror infinit este degenerat - de cǎtre A. Şubǎ şi V. Repeşco în [83].

Studiul calitativ al sistemelor cubice de ecuații diferențiale cu drepte invariante de multi-

plicitate totalǎ opt, considerând şi dreapta de la infinit, a fost efectuat de cǎtre N. Vulpe şi

C. Bujac ([8], [9], [11], [12]), iar pentru sistemele cubice cu şase drepte invariante reale de

douǎ şi de trei direcții au fost obținute formele canonice şi portretele fazice (V. Puțunticǎ şi

A. Şubǎ în [81, 82]).

Pentru sistemul cubic problema existenței a dreptelor invariante distincte şi a punctelor

critice de tip centru a fost studiatǎ în [38], [39], [102], [105], [106], [107].

În teza de față sunt continuate cercetǎrile efectuate de A. Şubǎ şi D. Cozma referitoare la

rezolvarea problemei de integrabilitate (sau, în cazul dat, a problemei centrului) a sistemelor

cu puncte critice (1 ∶ −1) rezonante şi cu patru drepte invariante. La ei s-a presupus că

dreptele sunt distincte, iar despre linia de la infinit nu se spune nimic. În lucrarea prezentă

se completează investigațiile profesorilor A. Şubă şi D. Cozma până la soluționarea completă

a problemei centrului pentru sistemele cubice cu drepte invariante (inclusiv dreapta de la

infinit) de multiplicitate totală cinci. Mai exact, în teză problema centrului este rezolvată în

cazurile când:

A) multiplicitatea totală a dreptelor invariante afine este patru şi cel puțin una dintre
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aceste drepte are multiplicitatea mai mare ca unu;

B) multiplicitatea dreptei de la infinit este mai mare ca unu, iar aceasta, împreună cu

dreptele afine invariante, au multiplicitatea totală egală cu cinci.

Privitor la singularitățile (1 ∶ −2) rezonante în lucrarea de față

C) sunt studiate la integrabilitate sistemele cubice de tip Lotka-Volterra ce posedă drepte

invariante de multiplicitate totalǎ 6, 7 (ținându-se cont şi de dreapta de la infinit).

Scopul şi obiectivele lucrării. Scopul principal al lucrării constă în clasificarea sisteme-

lor cubice de ecuații diferențiale cu singularitǎți rezonante ((1 ∶ −1) şi (1 ∶ −2)) ce posedă

drepte invariante de multiplicitate totalǎ 4, 5, 6, 7 şi rezolvarea problemei de integrabilitate

a acestora.

Realizarea acestui scop a fost însoțită de următoarele obiective:

− determinarea multiplicității maximale a unei drepte invariante reale pentru sistemul

cubic cu singularitǎți (1 ∶ −1) şi (1 ∶ −2) rezonante;

− determinarea multiplicității maximale a liniei de la infinit pentru sistemul cubic cu

singularitǎți (1 ∶ −1) şi (1 ∶ −2) rezonante;

− clasificarea sistemelor cubice cu singularitǎți (1 ∶ −1) rezonante ce posedǎ drepte in-

variante de multiplicitate algebricǎ totalǎ 4, 5 (inclusiv dreapta de la infinit);

− clasificarea sistemelor cubice de tip Lotka-Volterra cu singularitǎți (1 ∶ −2) rezonante

ce posedǎ drepte invariante de multiplicitate algebricǎ totalǎ 6, 7 (inclusiv dreapta de la

infinit);

− rezolvarea în clasele sistemelor cubice obținute a problemei de integrabilitate.

Ipoteza de cercetare. Pentru sistemul cubic de ecuații diferențiale cu singularitǎți

(1 ∶ −1) şi (1 ∶ −2) rezonante ce posedǎ drepte invariante de multiplicitate algebricǎ totalǎ 4,

5 (inclusiv dreapta de la infinit), şi, respectiv, 6, 7 (inclusiv dreapta de la infinit), problema

centrului va fi rezolvatǎ dacǎ: se va construi toate configurațiile posibile de drepte invariante,

considerând şi multiplicitǎțile lor; se va aplica metoda Darboux de integrabilitate şi se vor

analiza mǎrimile focale.

Metodologia cercetării ştiințifice. În lucrare au fost aplicate metodele teoriei calita-

tive a sistemelor de ecuații diferențiale şi metodele algebrei de calcul computațional. Prob-

lema centrului pentru sistemele diferențiale cubice ce posedǎ drepte invariante este cercetatǎ

prin folosirea metodei de integrabilitate Darboux.

Noutatea şi originalitatea ştiințifică. În această lucrare pentru prima datǎ sunt
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examinate cazurile când printre dreptele invariante afine ale sistemelor cubice de ecuații

diferențiale sunt şi drepte multiple şi, totodată, se ia în considerare şi multiplicitatea liniei

de la infinit. Investigațiile s-au soldat cu următoarele rezultate:

− a fost determinată multiplicitatea algebrică maximală a unei drepte invariante afine şi

a liniei de la infinit pentru sistemele cubice cu singularitǎți (1:-1) şi (1:-2) rezonante;

− a fost efectuată clasificarea sistemelor cubice cu singularitǎți (1:-1) rezonante şi o

dreaptǎ invariantǎ reală sau linia de la infinit, de multiplicitate maximală;

− a fost efectuată clasificarea sistemelor cubice cu singularitǎți (1:-1) şi (1:-2) rezonante

ce posedǎ drepte invariante de multiplicitate totalǎ 4, 5, 6, 7.

Problema ştiințifică importantă soluționată constă în rezolvarea completă a proble-

mei centrului pentru sistemele diferențiale cubice cu drepte invariante (inclusiv dreapta de

la infinit) de multiplicitate totală cinci şi a problemei de clasificare şi integrabilitate a sis-

temelor cubice de tip Lotka-Volterra cu singularități (1 ∶ −2) rezonante şi cu drepte invariante

(inclusiv dreapta de la infinit) de multiplicitate totală şase şi şapte.

Semnificația teoretică. În această teză pentru prima dată s-a formulat şi s-a rezolvat

problema de determinare în clasa sistemelor diferențiale cubice cu singularitǎți (1 ∶ −1) şi

(1 ∶ −2) rezonante a multiplicității maximale a unei drepte invariante afine, a dreptei de la

infinit; la fel s-a efectuat clasificarea acestor sisteme, ceea ce reprezintă pentru viitor un pas

important în studiul calitativ al sistemelor cubice ce posedă drepte invariante.

Valoarea aplicativă a lucrării. Această lucrare poartă un caracter teoretic, însă ea

are şi largi perspective aplicative prin intersecția sa cu familia de sisteme diferențiale de tip

Lotka-Volterra. Rezultatele obținute pot fi incluse în programele cursurilor opționale ținute

studenților şi masteranzilor facultăților de matematică şi fizică. La fel, ele se vor lua în

considerație şi în studiul de mai departe al sistemelor diferențiale polinomiale.

Rezultatele ştiințifice principale înaintate spre susținere:

− determinarea multiplicității maximale a unei drepte invariante reale pentru sistemul

cubic cu singularitǎți (1 ∶ −1) şi (1 ∶ −2) rezonante;

− calcularea multiplicității maximale a dreptei de la infinit pentru sistemul cubic cu

singularitǎți (1 ∶ −1) şi (1 ∶ −2) rezonante;

− clasificarea sistemelor cubice cu singularitǎți (1 ∶ −1) şi (1 ∶ −2) rezonante şi cu drepte

invariante afine de multiplicitate totalǎ 4, 6;

− clasificarea sistemelor cubice cu singularitǎți (1 ∶ −1) şi (1 ∶ −2) rezonante şi cu drepte
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invariante de multiplicitate totalǎ 5, 7, luând în considerare şi dreapta de la infinit;

− soluționarea completă a problemei centrului pentru sistemele diferențiale cubice cu

drepte invariante (inclusiv dreapta de la infinit) de multiplicitate totală cinci;

− rezolvarea problemei de integrabilitate pentru sistemele diferențiale cubice de tip Lotka-

Volterra cu singularități (1 ∶ −2) rezonante şi cu drepte invariante (inclusiv dreapta de la

infinit) de multiplicitate totală şase şi şapte.

Implementarea rezultatelor ştiințifice.

Rezultatele obținute în teză pot fi aplicate:

- la studierea sistemelor diferențiale cubice ce posedă drepte invariante;

- la cercetarea anumitor modele matematice ce guverneazǎ unele procese chimice, fizice,

biologice, sociale ş.a.;

- ca subiecte pentru teme de teze de masterat şi pot servi ca bazǎ a unor cursuri opționale

pentru masteranzi şi studenții specialităților universitare de matematicǎ.

Aprobarea rezultatelor ştiințifice. Rezultatele principale ale lucrării au fost rapor-

tate şi aprobate la:

− Conferința ştiințifică Internațională a doctoranzilor: Tendințe contemporane ale dezvol-

tării ştiinței: viziuni ale tinerilor cercetători, 10 martie, 2015, Chişinău;

− International Conference: Mathematics and Information Technologies: Research and

Education (MITRE), July 2-5, 2015, Chişinău;

− Conferința ştiințifică națională cu participare internațională. Învățământul superior

din Republica Moldova la 85 ani, 24-25 septembrie 2015, Chişinău;

− Conference on Applied and Industrial Mathematics (CAIM), September 15-18, 2016,

Craiova, Romania;

− The International Scientific Conference: Differential-Functional Equations and their

Application, September 28-30, 2016, Chernivtsi, Ukraine;

− Conferința ştiințifică Internațională a doctoranzilor: Tendințe contemporane ale dezvol-

tării ştiinței: viziuni ale tinerilor cercetători, 25 mai, 2016, Chişinău;

− International Conference: Mathematics and Information Technologies: Research and

Education (MITRE), June 23-26, 2016, Chişinău;

− Conference on Applied and Industrial Mathematics (CAIM), September 14-17, 2017,

Iaşi, Romania;

− Conferința Ştiințificǎ internaționalǎ: Perspectivele şi problemele integrǎrii în Spațiul
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European al Cercetǎrii şi Educației, Universitatea de Stat ”Bogdan Petriceicu Haşdeu” din

Cahul, 6 iunie 2019, Cahul. Republica Moldova;

− International Conference: Mathematics and Information Technologies: Research and

Education (MITRE), June 24-25, 2019, Chişinău;

− Conference on Applied and Industrial Mathematics (CAIM), September 19-22, 2019,

Targoviste, Romania;

− The Fifth Conference of Mathematical Society of the Republic of Moldova IMCS-55,

September 28-October 1, 2019, Chişinǎu;

− The International scientific conference "Modern problems of Differential Equations and

their application", September 16-19, 2020, Chernivtsi, Ukraine;

− seminarul dedicat profesorului A. Belousov, Institutul de Matematicǎ şi Informaticǎ

”Vladimir Andrunachievici”, 19 februarie 2016, Chişinǎu;

− seminarul ”Ecuații Diferențiale şi Algebre” din cadrul Universității de Stat din Tiraspol

(cu sediul la Chişinău): 2016, 2017, 2018, 2019, 2020;

Publicații. Rezultatele principale ale lucrării au fost prezentate în cadrul multor foru-

muri ştiințifice din Moldova, România, Ucraina şi publicate în 18 lucrări: 6 articole ştiințifice

[114], [116], [118], [121], [132], [133] (2 articole fără coautor), 2 lucrǎri în materialele unor con-

ferințe ştiințifice ([120] [130])(o lucrare fără coautor) şi 10 teze ale comunicărilor la diferite

conferințe ştiințifice [111], [112], [113], [115], [119], [122], [127], [128], [129], [131] (4 fără

coautor).

Volumul şi structura tezei. Teza este scrisǎ în limba românǎ şi constǎ din: introduc-

ere, 4 capitole, concluzii generale şi recomandǎri, bibliografie (143 titluri), 127 pagini text

de bazǎ, adnotarea în limbile românǎ, rusǎ şi englezǎ.

Cuvinte-cheie: sistem diferențial cubic, curbă algebrică invariantă, multiplicitate algeb-

rică, singularitate rezonantă, problema centrului, integrabilitatea Darboux.

Domeniul de studiu: teoria calitativǎ a ecuațiilor diferențiale, integrabilitatea sis-

temelor diferențiale polinomiale.

Sumarul capitolelor tezei:

În primul capitol, format din cinci secțiuni, sunt enunțate rezultatele clasice şi recente

ce țin de teoria calitativă a ecuațiilor diferențiale. Se face o analiză comparativă a situației

existente în domeniu, se formulează problema de cercetare şi direcțiile de soluționare a ei.

În capitolul II, format din şapte secțiuni, pentru sistemele cubice cu singularitǎți (1 ∶ −1)
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rezonante, notate 𝑆𝐶(1 ∶ −1), este determinatǎ multiplicitatea algebricǎ maximalǎ a unei

drepte invariante afine reale. Folosind grupul afin de transformări al planului de faze şi

rescalarea timpului este efectuată clasificarea sistemelor 𝑆𝐶(1 ∶ −1) cu una, două, trei drepte

invariante distincte reale şi complexe de multiplicitate totală patru. Pentru fiecare clasă

obținută este adusǎ integrala primǎ Darboux sau factorul integrant Darboux.

În capitolul III, format din şapte secțiuni, pentru sistemele 𝑆𝐶(1 ∶ −1) este calculată

multiplicitatea algebricǎ maximalǎ a dreptei de la infinit. În presupunerea că această dreaptă

este multiplă, adică multiplicitatea algebrică a ei e mai mare ca unu, este efectuată clasificarea

sistemelor 𝑆𝐶(1 ∶ −1) ce posedă drepte invariante (inclusiv dreapta de la infinit) de multiplici-

tate totalǎ cinci şi este rezolvată problema de integrabilitate.

În capitolul IV, format din şase secțiuni, sunt studiate sistemele diferențiale cubice

de tip Lotka-Volterra cu singularitǎți (1 ∶ −2) rezonante, notate 𝑆𝐶𝐿𝑉 (1 ∶ −2). Pentru

aceastǎ familie de sisteme este determinatǎ multiplicitatea algebricǎ maximalǎ a unei drepte

invariante afine, cât şi a dreptei de la infinit. Este efectuată clasificarea sistemelor 𝑆𝐶𝐿𝑉 (1 ∶

−2) ce posedă drepte invariante de multiplicitate totalǎ şase şi, respectiv, şapte, inclusiv

dreapta de la infinit. Sunt aduse integralele prime sau factorii integranți.

La final, sunt expuse concluziile generale şi recomandări.
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1. SINGULARITǍȚI REZONANTE, CURBE ALGEBRICE INVARIANTE

ŞI INTEGRABILITATEA SISTEMELOR DIFERENȚIALE

POLINOMIALE.

Sistemele polinomiale diferențiale şi, în special, sistemele de tip Lotka-Volterra, sunt

intens cercetate de mai mulți oameni de ştiințǎ, deoarece au o aplicare amplǎ. Cea mai

cunoscutǎ aplicație fiind în teoria populației, dar au aplicații largi şi în alte domenii cum ar

fi: fizica lazerului, fizica plasmei, hidrodinamicǎ, chimie, ecologie, sociologie, etc.

Capitolul dat conține rezultatele clasice şi recente ale teoriei calitative a ecuațiilor diferen-

țiale folosite în această teză. Se face o analiză comparativă a situației existente în domeniu,

se formulează problema de cercetare şi direcțiile de soluționare a ei.

1.1. Starea actualǎ a studiului problemei de integrabilitate pentru sistemele

polinomiale cu singularitǎți rezonante

Pentru început, ne vom referi la unele sisteme diferențiale cu singularitǎți de diferite

rezonanțe ce au fost supuse cercetǎrii pânǎ la ziua de astǎzi. După cum s-a menționat şi mai

sus, de un viu interes se bucurǎ sistemul introdus de Lotka şi Volterra, ce apare în chimie

şi ecologie, şi care reprezintǎ modelul a douǎ specii din naturǎ ce interacționeazǎ între ele.

Acest sistem este utilizat pe scara largǎ în matematica aplicatǎ şi într-o mare varietate de

subiecte fizice, cum ar fi fizica laserului, fizica plasmei, rețelele neuronale, hidrodinamicǎ,

etc [17].

Cercetarea sistemelor diferențiale polinomiale Lotka-Volterra cu singularitǎți (𝑝 ∶ −𝑞)

rezonante este relativ nouǎ şi actualǎ. Pentru sistemul diferențial pǎtratic şi cubic a fost

complet rezolvatǎ problema integrabilitǎții atunci când singularitatea e (1 ∶ −1) rezonantǎ

în 1908 de Dulac H. [51], în 1974 de Sadovski A. [91] şi apoi în 2001 de Christopher C. şi

Rousseau C. [28]. În cazul singularitǎții (1 ∶ −2) rezonante, studiul pentru sistemul diferențial

pǎtratic este complet efectuat în anul 1998 de cǎtre Fronville A., Sadovski A. şi Zoladek H.

[54], unde sunt aduse condițiile necesare şi suficiente de integrabilitate (20 de cazuri). În

lucrarea [32], publicatǎ în anul 2000, Christopher C., Mardesic P. şi Rousseau C. obțin
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condițiile necesare şi suficiente de integrabilitate în C2 pentru sistemul pătratic de aceeaşi

rezonanțǎ (1 ∶ −2) (15 cazuri). Iar în cazul rezonanței (1 ∶ −3), problema integrabilitǎții este

complet rezolvatǎ în 2013 de cǎtre Dukarić M., Ferčes B. şi Giné J. [49].

În anul 2002 Gravel S. şi Thibault P. au determinat condițiile de integrabilitate şi lin-

earizare pentru sistemul Lotka-Volterra cu singularitǎți (1 ∶ −𝜆) rezonante, pentru 𝜆 = 𝑝⇑2,

şi 𝜆 = 2⇑𝑝, 𝑝 ∈ N∗ [59]. Apoi, în 2003 Liu C., Chen G. şi Li C. determină condițiile suficiente

de integrabilitate a sistemelor cubice Lotka-Volterra cu singularitǎți (3 ∶ −𝑞) rezonante de

forma

𝑥̇ = 3𝑥 + 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥𝑦, 𝑦̇ = −𝑞𝑦 + 𝑐𝑥𝑦 + 𝑑𝑦2.

Mai exact, pentru rezonanțele (3 ∶ −4) şi (3 ∶ −5) s-au determinat condițiile necesare şi

suficiente de integrabilitate a acestor sisteme [69].

Un an mai târziu Christopher C. şi Rousseau C., au studiat liniarizarea, normalizarea şi

integrabilitatea sistemelor

𝑥̇ = 𝑥(1 + 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦), 𝑦̇ = 𝑦(−𝜆 + 𝑐𝑥 + 𝑑𝑦),

pentru 𝜆 = 𝑝⇑𝑞, 𝑝 + 𝑞 ≤ 12 şi 𝜆 = 𝑛⇑2,2⇑𝑛, 𝑛 ∈ N∗ [29].

În lucrarea [58], publicatǎ în anul 2009, Giné J. şi Romanovski V.G. prezintǎ condițiile

necesare şi suficiente pentru ca sistemul complex Lotka-Volterra

𝑥̇ = 𝑥(1 − 𝑎40𝑥4 − 𝑎31𝑥3𝑦 − 𝑎22𝑥2𝑦2 − 𝑎13𝑥𝑦3 − 𝑎04𝑦4),

𝑦̇ = −𝑦(1 − 𝑏40𝑥4 − 𝑏31𝑥3𝑦 − 𝑏22𝑥2𝑦2 − 𝑏13𝑥𝑦3 − 𝑏04𝑦4),

sǎ aibǎ centru în originea de coordonate (0,0), adicǎ sǎ aibǎ integralǎ primǎ de forma
Ψ(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑦 +∑𝑗+𝑘≥3𝜓𝑗−1,𝑘−1𝑥𝑗𝑦𝑘. Cazul real a fost studiat în [20] de cǎtre Chavarriga J. şi

Giné J.

Pentru sistemul

𝑥̇ = 𝑥(1 − 𝑎20𝑥
2 − 𝑎11𝑥𝑦 − 𝑎02𝑦

2), 𝑦̇ = 𝑦(−𝑞 + 𝑏20𝑥
2 + 𝑏11𝑥𝑦 + 𝑏02𝑦

2),

în anul 2012, Chen X., Giné J., Romanovski V.G. şi Shafer D.S. determină condițiile necesare
pentru ca acest sistem sǎ admitǎ integralǎ primǎ de forma Φ(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑞𝑦 + ... în vecinǎtatea

originei care este punct critic (1 ∶ −𝑞) rezonant. Sunt obținute condiții necesare şi suficiente

de integrabilitate pentru 𝑞 impar, 𝑞 ≤ 9 (vezi [23]).

Integrabilitatea sistemelor Lotka-Volterra cu singularitǎți (1 ∶ −(3𝑞 − 1)) rezonante este

investigatǎ de Liu C., Chen G. şi Chen G. în lucrarea Integrability of Lotka-Volterra type

systems of degree 4, publicatǎ în 2012, [70]. În aceastǎ lucrare, prin studierea primelor douǎ
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mǎrimi şa, se obțin câteva condiții suficiente de integrabilitate şi unele condiții necesare

pentru sistemului Lotka-Volterra de gradul 4

𝑥̇ = 𝑥(1 + 𝑃 ) = 𝑥(1 + 𝑎1𝑥3 + 𝑎2𝑥2𝑦 + 𝑎3𝑥𝑦2 + 𝑎4𝑦3),

𝑦̇ = 𝑦(−𝜆 +𝑄) = 𝑦(−𝜆 + 𝑏1𝑥3 + 𝑏2𝑥2𝑦 + 𝑏3𝑥𝑦2 + 𝑏4𝑦3),

unde 𝜆 ≥ 2 este un numǎr întreg.
Pentru obținerea condițiilor de centru ei calculeazǎ mǎrimile şa, asemǎnǎtoare cu mǎrimile

focale Lyapunov-Poincaré. Mai întâi, calculeazǎ termenii succesivi din seria Taylor atribuitǎ

integralei prime, dupǎ care numerele şa Λ𝑘: 𝐻 = 𝑥𝑞𝑦𝑝 + ..., 𝐻̇ = ∑Λ𝑘(𝑥𝑞𝑦𝑝)𝑘+1. Numerele şa

Λ𝑘 sunt polinoame în coeficienții sistemului şi ele se calculeazǎ cu ajutorul unui algoritm,

pentru 𝑃 şi 𝑄 concreți. În aceastǎ familie de sisteme, pentru singularitǎțile (1 ∶ −2), (1 ∶ −5)

şi (1 ∶ −8) rezonante, se obțin condițiile necesare şi suficiente de integrabilitate.

În anul 2013 Ferćec B., Giné J., Liu Y., Romanovski G. în [52] determină condițiile de

integrabilitate pentru sistemul diferențial Lotka-Volterra de gradul patru cu singularitǎți

(1 ∶ −1) rezonante de forma

𝑥̇ = 𝑥(1 − 𝑎30𝑥
3 − 𝑎21𝑥

2𝑦 − 𝑎12𝑥𝑦
2 − 𝑎03𝑦

3), 𝑦̇ = −𝑦(1 − 𝑏30𝑥
3 − 𝑏21𝑥

2𝑦 − 𝑏12𝑥𝑦
2 − 𝑏03𝑦

3),

iar Dolićanin D., Giné J., Oliveira R. şi Romanovski V., pentru sistemul cubic diferențial
Lotka-Volterra cu singularitǎți (2 ∶ −3) rezonante de forma

𝑥̇ = 𝑥(2 − 𝑎20𝑥
2 − 𝑎11𝑥𝑦 − 𝑎02𝑦

2), 𝑦̇ = 𝑦(−3 + 𝑏20𝑥
2 + 𝑏11𝑥𝑦 + 𝑏02𝑦

2),

aduc condițiile pentru care acest tip de sistem, cu 𝑎11 = 1 şi 𝑏11 arbitrar, admite integralǎ
primǎ de forma 𝜑(𝑥, 𝑦) = 𝑥3𝑦2... în vecinǎtatea punctului (0,0) [48]. Acest sistem a fost

studiat şi în [55], unde autorii Giné J., Christopher C., Preřern M., Romanovski V.G. şi

Shcheglova N.L. s-au limitat la cazurile unde ambii sau doar unul dintre coeficienții 𝑎11 şi

𝑏11 sunt zero, sau ambii egali cu unu.

Sistemul cubic complex Lotka-Volterra este studiat în lucrarea [50] de cǎtre Dukaric şi

Giné, în 2016, unde sunt obținute condiții necesare de integrabilitate cu câteva restricții

asupra parametrilor. Utilizând diferite metode, suficiența este demonstratǎ pentru toate

condițiile, cu excepția unei singure condiții.

Alte rezultate ce țin de integrabilitatea şi liniarizarea sistemelor Lotka–Volterra cu singu-

laritǎți (𝑝 ∶ −𝑞) rezonante pot fi gǎsite în lucrǎrile [57], [56], [60], [86], [136].

Menționǎm cǎ în lucrarea de fațǎ sunt supuse studiului sistemele diferențiale cubice

Lotka–Volterra cu singularitǎți (1 ∶ −2) rezonante.
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1.2. Importanța curbelor algebrice invariante în studiul integrabilitǎții sisteme-

lor diferențiale polinomiale.

La determinarea integralelor prime ale sistemelor polinomiale de ecuații diferențiale un

rol esențial îl au curbele algebrice invariante.

Noțiunea de curbǎ algebricǎ invariantǎ a fost introdusǎ de Darboux în anul 1878 în

lucrarea [45] consacratǎ integrabilitǎții ecuațiilor diferențiale polinomiale de ordinul întâi.

Noțiunea datǎ poate fi uşor modificatǎ şi potrivitǎ pentru sistemele diferențiale polinomiale

𝑥̇ = 𝑃 (𝑥, 𝑦), 𝑦̇ = 𝑄(𝑥, 𝑦). Conform [45], o curbǎ algebricǎ 𝑓(𝑥, 𝑦) = 0, unde 𝑓 este un polinom

din C(︀𝑥, 𝑦⌋︀, este o curbǎ algebricǎ invariantǎ pentru sistemul diferențial, dacǎ existǎ un

aşa polinom 𝐾(𝑥, 𝑦) ∈ C(︀𝑥, 𝑦⌋︀, numit cofactorul curbei invariante 𝑓(𝑥, 𝑦) = 0, încât are

loc identitatea X(𝑓) ≡ 𝑓𝐾. Cu X s-a notat câmpul vectorial X = (𝑃,𝑄) asociat sistemului

polinomial.

Darboux a demonstrat cǎ problema de integrabilitate a sistemelor polinomiale poate fi

rezolvatǎ utilizând curbele algebrice invariante. Concepția sa de bazǎ consta în construirea

pentru sistemul diferențial polinomial a integralei prime (a factorului integrant) de forma,

numitǎ forma Darboux,
𝑝

∏
𝑖=1
𝑓𝛼𝑖
𝑖 , unde 𝑓𝑖 sunt polinoamele prin intermediul cǎrora se definesc

curbele algebrice invariante ale sistemului dat, iar 𝛼𝑖 sunt nişte numere complexe oarecare.

În particular, el a arǎtat cǎ dacǎ un sistem diferențial polinomial de gradul 𝑛 are 𝑝 curbe

algebrice invariante 𝑓𝑖 = 0, cofactorii cǎrora 𝐾𝑖 verificǎ, pentru nişte numere oarecare 𝛼𝑖 ∈ C,

nu toate egale cu zero, şi 𝜌 ∈ {0,1}, relația
𝑝

∑
𝑖=0

𝛼𝑖𝐾𝑖 + 𝜌𝑑𝑖𝑣(𝑃,𝑄) = 0,

atunci sistemul are integrală primă (𝜌 = 0) sau factor integrant (𝜌 = 1) de formă Darboux.

Cu 𝑑𝑖𝑣(𝑃,𝑄) s-a notat divergența sistemului.

Tot în lucrarea [45], Darboux a demonstrat cǎ dacǎ sistemul admite cel puțin 𝑝 ≥ 𝑛(𝑛 +

1)⇑2 curbe algebrice invariante, atunci acest sistem are factor integrant de forma 𝜇 =
𝑝

∏
𝑖=1
𝑓𝛼𝑖
𝑖 ,

iar dacă 𝑝 ≥ (︀𝑛(𝑛 + 1)⇑2⌋︀ + 1, atunci sistemul polinomial are integrală primă de forma 𝐹 =
𝑝

∏
𝑖=1
𝑓𝛼𝑖
𝑖 . Iar în [61], Jouanolou J. a demonstrat cǎ în cazul 𝑝 ≥ (︀𝑛(𝑛 + 1)⇑2⌋︀ + 2 sistemul are

integralǎ primǎ raționalǎ, adicǎ constantele 𝛼𝑖 sunt numere întregi.

Metoda Darboux de integrare a fost dezvoltatǎ şi extinsǎ asupra sistemelor diferențiale

polinomiale de ordin mai mare decât doi. Christopher C., în lucrarea sa [26] a scris de-

spre integrabilitatea Darboux generalizatǎ sau în sens generalizat, care se deosebeşte de cea

prezentatǎ în [45] prin faptul cǎ în componența integralei prime (sau a factorului integrant),

19



împreunǎ cu curbele algebrice invariante, fac parte şi funcțiile exponențiale care sunt generate

din curbele invariante multiple:
𝑝

∏
𝑖=1
𝑓𝛼𝑖
𝑖

𝑠

∏
𝑗=1
𝑒𝑥𝑝(𝑔𝑗⇑ℎ𝑗). Aceste funcții exponențiale 𝑒𝑥𝑝(𝑔𝑗⇑ℎ𝑗)

se numesc factori exponențiali şi satisfac unei ecuații similare celei din cazul polinoamelor 𝑓𝑖

ce definesc curbele algebrice invariante 𝑓𝑖 = 0.

O nouǎ direcție de dezvoltare a teoriei Darboux este examinarea, nu doar a curbelor alge-

brice invariante, dar şi alte elemente sau caracteristici ale sistemului de ecuații diferențiale,

care duc la integrabilitatea Darboux. De exemplu, Şubǎ A. în lucrarea [104] ia în considerare

mǎrimile Lyapunov, iar Chavarriga J., Llibre J., Sotomayor J. în [22] - punctele singulare

independente.

Se ştie cǎ dacǎ un sistem diferențial cubic posedǎ şase drepte invariante distincte, acest

sistem, în caz general, are factor integrant format din aceste drepte, iar dacǎ sistemul dife-

rențial cubic are cel puțin şapte drepte invariante distincte, atunci sistemul are integralǎ

primǎ de tip Darboux. Rezultǎ cǎ sistemele diferențiale cubice ce au un numǎr maximal

de drepte invariante şi ale cǎror forme canonice au fost aduse în [72] de cǎtre Llibre J. şi

Vulpe N., în [7] de cǎtre Bujac C., sunt integrabile. La fel şi sistemele cubice ce au drepte

invariante de multiplicitate totalǎ opt, investigate de Bujac C. în [9], sunt integrabile. Pro-

blema integrabilitǎții a unei subfamilii a acestor sisteme, mai exact, a acelor sisteme cubice

cu drepte invariante afine de multiplicitate paralelǎ şapte, a fost soluționatǎ mai devreme în

[109], [110] de cǎtre Şubǎ A., Repeşco V. şi Puțunticǎ V.

În [135] Vacaraş O. clasificǎ sistemele cubice cu cel mult trei drepte invariante (enumerân-

du-se şi dreapta de la infinit) de multiplicitate maximală. Se arată, că sistemele cubice ce

posedă o dreaptă invariantă afină de multiplicitate maximală (𝑚(𝑙) = 7), sistemele cubice ce

au dreapta de la infinit de multiplicitate maximală (𝑚(𝑍 = 0) = 7), cât şi sistemele cubice

cu două drepte invariante dinstincte de multiplicitate maximală sunt integrabile.

În general, în teoria calitativă a sistemelor diferențiale polinomiale reale bidimensionale

sunt considerate următoarele trei probleme principale: problema determinării integralelor

prime, a ciclurilor limită şi problema deosebirii centrului de focar.

Problema determinǎrii integralelor prime. Pentru sistemele diferențiale polinomiale o

metodǎ de construire a integralei prime, des utilizatǎ şi despre care s-a vorbit mai sus, este

metoda lui Darboux, ce constǎ în construirea integralei prime sau a factorului integrant cu

ajutorul curbelor algebrice invariante, în particular, cu ajutorul dreptelor invariante.

Astfel, una dintre preocupǎrile principale ale cercetǎtorilor din țarǎşi de peste hotare
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reprezintǎ determinarea condițiilor de existențǎ a dreptelor invariante. Matematicieni din

țara noastrǎ, precum M. Popa şi C. Sibirschi au stabilit condițiile centroafin-invariante de

existențǎ a dreptelor invariante omogene (în lucrǎrile [76], [78]) şi condițiile de existențǎ a

dreptelor invariante neomogene (în [79], [96]) pentru unele sisteme polinomiale de ecuații

diferențiale. În [79] autorii admit cǎ sistemele pǎtratice examinate au cel puțin un punct

singular de tip focar sau centru (focar slab (weak focus), focar fin (fine focus) sau punct

critic monodromic (monodromic critical point) (Schlomiuk [95], Christopher şi Li [27])). În

lucrǎrile [37], [38], autorii A. Şubǎ şi D. Cozma obțin condițiile de existențǎ a patru drepte

invariante neomogene pentru sistemele cubice cu punct critic monodromic.

Metoda lui Darboux de integrare a sistemelor diferențiale polinomiale îşi gǎseşte dez-

voltarea şi aplicabilitatea în lucrǎrile autorilor H. Poincaré , J. Chavarriga, J. Llibre, J.

Sotomayor, C. Christopher, J. Pereira, D. Schlomiuk, A. Şubǎ, D. Cozma ş.a. În aceste

lucrǎri, la formarea integralei prime, se iau în vedere nu doar curbele algebrice invariante,

dar şi factorii exponențiali, punctele singulare independente şi mǎrimile Lyapunov.

Integrabilitatea sistemelor diferențiale polinomiale cu puncte singulare de tip centru şi

cu un anumit numǎr de soluții algebrice a fost examinatǎ în lucrǎrile: Şubǎ [104], Kooij şi

Christopher [66], Chavarriga, Giacomini, Giné [19], Christopher, Llibre, Pantazi şi Zhang

[30], Ferčec, Giné, Yirong şi Romanovski [52], Giné şi Romanovski [58], Cao, Llibre şi Zhang

[18], Dukaric şi Giné [50].

În teza de fațǎ sunt aduse condițiile pentru care sistemele cubice cu singularitǎți (1 ∶ −1)

rezonante admit o dreapta invarianta de multiplicitate algebricǎ mai micǎ sau egalǎ cu patru,

precum şi dreapta de la infinit de multiplicitate algebricǎ mai micǎ sau egalǎ cu cinci.

Problema determinǎrii ciclurilor limită. Problema a 16-a a lui Hilbert, mai exact partea

a doua a acestei probleme, constǎ în determinarea numǎrului maximal de cicluri limitǎ şi

localizarea acestora pentru clasa de sisteme diferențiale polinomiale de gradul 𝑛.

La studierea existenței ciclurilor limitǎ şi a numǎrului maxim al acestora, pentru sistemele

diferențiale polinomiale, mai mulți oameni de ştiințǎ au luat în considerare dacǎ sistemele

cercetate posedǎ sau nu curbe algebrice invariante. Mai exact, Bautin N. în [4] a demonstrat

cǎ sistemul pǎtratic cu douǎ drepte invariante reale nu are cicluri limitǎ; iar Suo G. şi Chen

Y. în [124] au arǎtat cǎ sistemul pǎtratic ce posedǎ douǎ drepte invariante complexe reciproc

conjugate poate avea nu mai mult de un ciclu limitǎ. La fel, nu mai mult de un ciclu limitǎ

poate avea sistemul pătratic cu o dreaptă invariantă, conform lucrǎrilor [24],[25], [89], ale
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cercetǎtorilor Cherkas L. şi Rychkov G. .

Problema determinǎrii ciclurilor limitǎ pentru sistemele diferențiale cubice a fost studiatǎ:

− de Dai G., Wo S. în [42], în care se aratǎ cǎ sistemul cubic cu cinci drepte invariante

reale nu are cicluri limitǎ;

− de Kooij R. în lucrǎrile [63], [64] demonstreazǎ cǎ sistemul cubic ce posedǎ patru drepte

invariante reale sau cu douǎ reale şi douǎ complexe conjugate poate avea nu mai mult de un

ciclu limitǎ;

− în aceeaşi lucrare, în [64], Kooij R. confirmǎ cǎ sistemul cubic ce are patru drepte

invariante complexe conjugate poate avea douǎ cicluri limitǎ;

− sistemul cubic cu patru drepte invariante neomogene (cu coeficienți complecşi), conform

lucrǎrii [38], a cǎror autori sunt Cozma D., Şubǎ A., poate avea cel mult un ciclu limitǎ;

− pentru o clasă de sisteme cubice ce posedă o dreapta invariantă în [137] de cǎtre Xiea

X. şi Zhan Q. a fost stabilită unicitatea ciclului limită;

− sistemul polinomial cu cel puțin (𝑛 − 1)(𝑛 + 1)⇑2 drepte invariante n-are cicluri limită

este arǎtat în [125] de cǎtre Suo G. şi Sun J. (având în vedere cǎ numǎrul maxim de drepte

este cel mult 3𝑛 − 1, acest rezultat este valabil doar pentru 𝑛 ≤ 5);

− Zoladek H. în lucrarea [143] a arǎtat cǎ existǎ sisteme cubice cu 11 cicluri limitǎ care

pot fi bifurcate dintr-un punct singular de tip centru;

− Yu P. şi Han M. în lucrarea [139] au adus un exemplu de sistem cubic cu 12 cicluri

limitǎ de amplitudine micǎ.

În lucrarea [65], Kooij R. studiazǎ problema existenței ciclurilor limitǎ pentru un alt

sistem, mai exact pentru sistemul polinomial de ecuații diferențiale de gradul 𝑛 ce posedǎ

𝑛+ 1 drepte invariante. Ciclicitatea punctului singular de tip centru sau focar, pentru unele

clase de sisteme diferențiale cubice, a fost examinatǎ şi în lucrǎrile: Zoladek [142], Bothmer şi

Kroker [6], Yu şi Han [139], Romanovski şi Shafer [87], Levandovskyy, Pfister şi Romanovski

[67], Li, Liu şi Yang [68], Ferčec şi Mahdi [53], ş.a. Astfel, în prezent se cunoaşte cǎ numǎrul

de cicluri limitǎ este mai mare sau egal cu 12. Numǎrul de cicluri limitǎ ce pot fi bifurcate

dintr-un punct singular monodromic, pentru sistemele polinomiale de ecuații diferențiale,

depinde nu doar de existența curbelor algebrice invariante dar şi de pozițiile relative ale

acestor curbe.

Noțiuni de centre. Considerǎm sistemul de ecuații diferențiale

𝑑𝑥

𝑑𝑡
=𝑋(𝑥, 𝑦),

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑌 (𝑥, 𝑦). (1.1)
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Fie cǎ pentru (1.1) punctul 𝑀(𝑥0, 𝑦0) este punct staționar, i. e. 𝑋(𝑥0, 𝑦0) = 𝑌 (𝑥0, 𝑦0) = 0,

şi presupunem cǎ într-o vecinǎtate a lui membrii din dreapta a sistemului (1.1) satisfac

condițiilor de existențǎ şi unicitate a soluțiilor. Sunt posibile douǎ cazuri: ori punctul

𝑀(𝑥0, 𝑦0) are o vecinǎtate ce nu conține în sine nici o traiectorie închisǎ ce-l înconjoarǎ, ori

aşa vecinǎtate nu-i posibil de a o construi. În ultimul caz, este evident, cǎ fiecare vecinǎtate

a punctului 𝑀(𝑥0, 𝑦0) va conține în sine o infinitate de traiectorii ce-l înconjoarǎ. Aceastǎ

totalitate de traiectorii poate (sau nu) sǎ acopere o vecinǎtate a lui 𝑀(𝑥0, 𝑦0). Cele expuse

mai sus ne aduc la noțiunile de centru Poincaré şi de centru Bendixon.

Definiția 1.2.1. (Poincaré). Dacǎ existǎ o aşa vecinǎtate a punctului staționar

𝑀(𝑥0, 𝑦0) încât prin fiecare punct al ei trece o traiectorie închisǎ ce înconjoarǎ 𝑀(𝑥0, 𝑦0),

atunci acest punct se numeşte centru (în sensul Poincaré).

Cel mai simplu exemplu de sistem cu centru Poincaré este sistemul 𝑥̇ = −𝑦, 𝑦̇ = 𝑥 (aici

şi mai departe 𝑥̇ = 𝑑𝑥⇑𝑑𝑡, 𝑦̇ = 𝑑𝑦⇑𝑑𝑡). Traiectoriile lui sunt cercuri concentrice ce înconjoarǎ

originea de coordonate şi acoperǎ mulțimea 𝑅2 ∖ (0,0).

Urmǎtorul sistem

𝑥̇ = −𝑦 + 𝑥(𝑥2 + 𝑦2), 𝑦̇ = 𝑥 + 𝑦(𝑥2 + 𝑦2) (1.2)

are focar în originea de coordonate. Aceasta se determinǎ uşor, dacǎ efectuǎm transformarea

𝜌 =
⌈︂
𝑥2 + 𝑦2, 𝜙 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔(𝑦⇑𝑥): 𝜌̇ = 𝜌3, 𝜙̇ = 1.

Sistemul

𝑥̇ = −𝑦 + 𝑦(𝑥2 + 𝑦2), 𝑦̇ = 𝑥 + 𝑥(𝑥2 + 𝑦2) (1.3)

are centru Poincaré în originea de coordonate deoarece pentru câmpul vectorial, definit de

el, axele de coordonate sunt şi axe de simetrie.

Definiția 1.2.2. (Bendixon). Dacǎ fiecare vecinǎtate a punctului staționar 𝑀(𝑥0, 𝑦0)

conține în sine traiectorii închise ce înconjoarǎ 𝑀(𝑥0, 𝑦0), atunci acest punct se numețe

centru (în sensul Bendixon).

Se observǎ, cǎ în cazul definiției de centru Bendixon, traiectoriile închise nu sunt obligate

sǎ acopere o vecinǎtate a punctului staționar𝑀(𝑥0, 𝑦0). Astfel, apare problema: când ambele

definiții sunt echivalente? Sau altfel spus: cǎror condiții trebuie sǎ satisfacǎ membrii din

dreapta ai sistemului pentru ca punctul staționar ce este centru dupǎ Bendixon sǎ fie în mod

necesar şi centru Poincaré?

Dulac a demonstart cǎ dacǎ membrii din dreapta ai sistemului (1.1) sunt funcții olo-
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morfe într-o vecinǎtate oarecare a punctului staționar 𝑀(𝑥0, 𝑦0), atunci ambele definiții

sunt echivalente, i.e. din existența unui numǎr infinit de traiectorii închise ce înconjoarǎ

punctul 𝑀(𝑥0, 𝑦0) şi se contracteazǎ cǎtre el, urmeazǎ cǎ traiectoriile de acest tip acoperǎ şi

o vecinǎtate a lui 𝑀(𝑥0, 𝑦0). Dacǎ membrii din dreapta 𝑋 şi 𝑌 ai sistemului (1.1) nu sunt

olomorfi, atunci, în caz general, centru Bendixon poate şi sǎ nu fie centru Poincaré. Sistemul

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= −𝑦 + 𝑥(𝑥2 + 𝑦2)3 sin

1

𝑥2 + 𝑦2
,
𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑥 + 𝑦(𝑥2 + 𝑦2)3 sin

1

𝑥2 + 𝑦2

are închise doar traiectoriile 𝑥2 + 𝑦2 = 1⇑(𝑘𝜋) (𝑘-numǎr natural).

În continuare vom cere ca membrii din dreapta ai sistemului (1.1) sǎ fie olomorfi într-o

vecinǎtate oarecare a punctului staționar 𝑀(𝑥0, 𝑦0). Cu ajutorul unei translații aducem

punctul 𝑀(𝑥0, 𝑦0) în originea de coordonate. Sistemul (1.1) poate fi scris astfel

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑏10𝑥 + 𝑏01𝑦 +𝐵(𝑥, 𝑦),

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑐10𝑥 + 𝑐01𝑦 +𝐶(𝑥, 𝑦), (1.4)

unde 𝐵(𝑥, 𝑦) şi 𝐶(𝑥, 𝑦) sunt funcții olomorfe într-o vecinǎtate oarecare a originii 𝑂(0,0) ce

nu conțin termeni liberi şi liniari. Notǎm 𝜆1 şi 𝜆2 soluțiile ecuației caracteristice 𝜆2 −𝜆𝑠𝑝𝐴+

𝑑𝑒𝑡𝐴 = 0, unde 𝑠𝑝𝐴 = 𝑏10 + 𝑐01, 𝑑𝑒𝑡𝐴 = 𝑏10𝑐01 − 𝑏01𝑐10.

Fie 𝑅𝑒𝜆1 = 𝑅𝑒𝜆2 = 0, 𝐼𝑚𝜆1 = −𝐼𝑚𝜆2 ≠ 0, adicǎ rǎdǎcinile 𝜆1 şi 𝜆2 sunt pur imaginare

şi conjugate. În acest caz, originea de coordonate 𝑂(0,0) este, pentru sistemul (1.1), ori

centru ori focar (Lyapunov) (vezi exemplele (1.2), (1.3)). Apare problema deosebirii lor,

adicǎ determinǎrii acelor condiții asupra membrilor din dreapta ce ne-ar spune când 𝑂(0,0)

este centru şi când 𝑂(0,0) este focar. Lyapunov a demonstrat cǎ punctul 𝑂(0,0) este centru

pentru (1.4), atunci şi numai atunci, când într-o vecinǎtate a lui sistemul (1.4) are integralǎ

primă olomorfǎ ce nu depinde de 𝑡 (𝐹 (𝑥, 𝑦) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡). Sǎ menționǎm cǎ aşa integralǎ are şi

sistemul 𝑥̇ = 𝑥, 𝑦̇ = −𝑦 (𝑥𝑦 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.), chiar dacǎ pentru el 𝜆1 = 1, 𝜆2 = −1 (𝑂(0,0)-şa). Am

ajuns la definiția de centru în sens Dulac.

Definiția 1.2.3. (Dulac). Dacǎ într-o vecinǎtate a punctului staționar 𝑂(0,0) sistemul

(1.1) are integralǎ olomorfǎ ce nu depinde de 𝑡, atunci acest punct se numeşte centru în

sensul lui Dulac. Dacǎ pe lângǎ acestea, rǎdǎcinile 𝜆1, 𝜆2 ale ecuației caracteristice sunt

reale şi de semn opus iar raportul 𝜆1⇑𝜆2 este rațional, atunci 𝑂(0,0) se numeşte centru−şa.

În cazul 𝜆1 = −𝜆2 vom vorbi de punct centru−şa simplu.

Sǎ observǎm, cǎ din condițiile de existențǎ a centrului în sensul lui Poincaré în 𝑂(0,0),

uşor pot fi obținute condițiile de existențǎ a centrului-şa simplu şi invers. Într-adevǎr, dacǎ
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rǎdǎcinile 𝜆1 şi 𝜆2 ale ecuației caracteristice sunt pur imaginare, atunci printr-o transformare

liniarǎ nedegeneratǎ a coordonatelor şi reparametrizarea timpului sistemul (1.4) se aduce la

forma
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑦 + ...,

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= −𝑥 + .... (1.5)

Dacǎ 𝜆1 = −𝜆2 = 𝜆 ≠ 0, sistemul (1.4) poate fi adus la forma 𝑑𝑥
𝑑𝑡 = 𝜆𝑥 + ..., 𝑑𝑦

𝑑𝑡 = −𝜆𝑦 + ....

Substituția 𝜆𝑡 = 𝜏 ne dǎ
𝑑𝑥

𝑑𝜏
= 𝑥 + ...,

𝑑𝑦

𝑑𝜏
= −𝑦 + .... (1.6)

Folosind în (1.6) transformǎrile 𝑥 = 𝜉 + 𝑖𝜂, 𝑦 = 𝜉 − 𝑖𝜂 obținem 𝑑𝜉
𝑑𝜏 = 𝑖𝜂 + ..., 𝑑𝜂

𝑑𝜏 = −𝑖𝜉 + ..., iar

dupǎ substituția 𝑖𝜏 = 𝜃 avem definitiv

𝑑𝜉

𝑑𝜃
= 𝜂 + ...,

𝑑𝜂

𝑑𝜃
= −𝜉 + .... (1.7)

Sistemele (1.5) şi (1.7) coincid ca formǎ. Parcurgând lanțul de transformǎri într-o direcție

sau alta, putem ca din condițiile de existențǎ a centrului Poincaré sǎ obținem condițiile de

existențǎ a centrului-şa simplu şi invers.

Pentru sistemul pǎtratic şi pentru sistemul cu neliniaritǎți cubice, condițiile necesare şi

suficiente de existențǎ în originea de coordonate 𝑂(0,0) a centrului-şa simplu au fost obținute

în lucrǎrile lui Sadovschi [90], [91] şi Sibirschi [98]-[100].

Problema deosebirii centrului de focar. Una dintre problemele esențiale ale teoriei cali-

tative a sistemelor polinomiale de ecuații diferențiale, ce ține de determinarea comportǎrii

curbelor integrale în vecinǎtatea punctelor singulare izolate, este problema deosebirii cen-

trului de focar. Astfel, dacǎ rǎdǎcinile ecuației caracteristice asociate punctului singular

𝑂(0,0) sunt imaginare, atunci acest punct poate fi de tip centru sau de tip focar (punct

singular monodromic). Aceastǎ problemǎ, numitǎ şi problema centrului, constǎ în deter-

minarea condițiilor asupra coeficienților membrilor din dreapta a sistemului polinomial de

ecuații diferențiale ce garanteazǎ faptul cǎ punctul singular este de tip centru.

Problema centrului pentru sistemul pǎtratic a fost rezolvatǎ pentru prima datǎ de H.

Dulac [51], pentru sistemul cubic simetric − de C. Sibirschi [97], dar pentru sistemului cubic

al caror membri din dreapta conțin neliniaritǎți de gradul doi şi de gradul trei, aceastǎ

problemǎ nu este rezolvatǎ definitiv.

Pentru investigarea problemei centrului, cercetǎtorii s-au folosit de urmǎtoarele metode:

− metoda de determinare a condițiilor invariante de existențǎ a centrului elaboratǎ de

academicianul C.S. Sibirschi;
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− metoda elaboratǎ de profesorul N. Vulpe utilizatǎ în procesul de clasificare topologicǎ

centro-afin invariante a sistemelor diferențiale polinomiale ce au centru;

− metoda de determinare a numǎrului de elemente ale bazei idealului Bautin, prin apli-

carea algeberelor Lie, elaboratǎ de profesorul M. Popa;

− metoda de determinare a cuplurilor centrice aplicatǎ de profesorii A. Şubǎ şi D. Cozma,

de exemplu în [105].

În lucrǎrile [38], [39], [40], [105], [107], A. Şubă şi D. Cozma au cercetat problema centrului

pentru sistemul diferențial cubic cu drepte invariante pe care au rezolvat-o complet pentru

sistemele cu cel puțin trei drepte invariante.

Pentru sistemul cubic problema existenței a dreptelor invariante distincte şi a punctului

critic de tip centru a fost studiatǎ în [38], [39], [102], [105], [106], [107]. În aceste lucrǎri

s-a considerat sistemul

)︀⌉︀⌉︀⌉︀
⌋︀
⌉︀⌉︀⌉︀]︀

𝑥̇ = 𝑦 + 𝑎𝑥2 + 𝑐𝑥𝑦 + 𝑓𝑦2 + 𝑘𝑥3 +𝑚𝑥2𝑦 + 𝑝𝑥𝑦2 + 𝑟𝑦3 ≡ 𝑝 (𝑥, 𝑦) ,

𝑦̇ = −(𝑥 + 𝑔𝑥2 + 𝑑𝑥𝑦 + 𝑏𝑦2 + 𝑠𝑥3 + 𝑞𝑥2𝑦 + 𝑛𝑥𝑦2 + 𝑙𝑦3) ≡ 𝑞 (𝑥, 𝑦) , gcd(𝑝, 𝑞) = 1.
(1.8)

Originea de coordonate (0,0) este centru pentru (1.8), dacǎ şi numai dacǎ 𝐿𝑗 = 0, 𝑗 = 1,∞,

unde mǎrimile 𝐿𝑗, 𝑗 = 1,∞, sunt polinoame în coeficienții sistemului (1.8), numite mǎrimile

Lyapunov. Conform teoremei de bazǎ a lui Hilbert existǎ aşa un numǎr natural 𝑁 astfel

încât, sistemul infinit polinomial {𝐿𝑗 = 0, 𝑗 = 1,∞} este echivalent cu sistemul finit {𝐿𝑗 =

0, 𝑗 = 1,𝑁}. Cu 𝑁0 notăm cel mai mic 𝑁 .

Astfel, pentru sistemul cubic (1.8) s-a demonstrat, cǎ dacǎ el are

– patru drepte invariante neomogene, i.e. drepte de forma 1 + 𝛼𝑗𝑥 + 𝛽𝑗𝑦 = 0, 𝑗 = 1,2,3,4,

atunci 𝑁0 = 1 [39];

– douǎ drepte invariante neomogene şi douǎ omogene (𝑦 ± 𝑖𝑥 = 0), atunci 𝑁0 = 2 [39];

– trei drepte invariante de poziție genericǎ, atunci 𝑁0 = 3 [107];

– un fascicol din trei drepte invariante sau trei drepte invariante, douǎ dintre care sunt

paralele, atunci 𝑁0 = 5 [102], [106];

– douǎ drepte invariante omogene şi una neomogenǎ, atunci 𝑁0 = 7 [105].

În lucrarea de fațǎ sunt continuate cercetǎrile efectuate de A. Şubǎ şi D. Cozma, prin

examinarea cazurilor când printre dreptele invariante examinate sunt şi drepte invariante

multiple. Mai mult ca atât, în investigațiile din tezǎ se ia în considerare şi multiplicitatea

liniei de la infinit.

Condițiile necesare şi suficiente ca un punct singular ce are rǎdǎcinile ecuației caracteristi-
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ce pur imaginare sǎ fie centru au fost obținute şi în urmǎtoarele cazuri particulare: pentru

sistemele cubice cu infinitul degenerat (Kompel [62], Şubǎ [103], Chavarriga şi Gine [21]),

pentru sistemele cubice cu membrii din dreapta de o anumită formǎ (Daniliuk şi Şubǎ [43],

[44], Romanovski şi Şubǎ [88], Lloyd, Pearson şi Romanovski [73]); pentru un sistem cubic

ce conține nouǎ parametri şi care poate fi redus prin transformǎri la un sistem de tip Lienard

(Bondar şi Sadovskii [5], Sadovskii şi Shcheglova [92]).

Problema centrului a fost rezolvatǎ pentru sistemele cubice cu două drepte invariante

omogene şi o conică invariantă; pentru sistemele cubice cu două drepte paralele invariante

şi o conică invariantă de cǎtre Cozma în [33] ([34]); precum şi pentru sistemul cubic cu douǎ

drepte invariante paralele şi o cubicǎ invariantǎ de cǎtre Cozma şi Matei în [36]. Cozma D.

şi Dascalescu A. a rezolvat problema centrului pentru familia de sisteme diferențiale cubice

cu douǎ drepte invariante paralele şi o cubicǎ invariantǎ ireductibilǎ ([35], [46], [47]).

Studiul calitativ al sistemelor diferențiale cu drepte invariante şi clasificarea lor.

În anul 2006 J. Llibre şi N. Vulpe au determinat condițiile afin-invariante necesare şi su-

ficiente de realizare a 23 configurații de drepte invariante. Astfel, au fost clasificate sistemele

cubice cu un numǎr maxim de drepte invariante, luând în considerare şi multiplicitǎțile aces-

tor drepte (vezi [72]). Zece ani mai târziu, Bujac C. în lucarea [7] prezintǎ o clasǎ de sisteme

cubice cu aceleaşi caracteristici omisǎ în [72].

În acelaşi an, 2016, toți cei trei cercetǎtori menționați mai sus, publicǎ lucrarea [10], în

care aduc portretele fazice şi rezolvǎ problema de integrabilitate pentru sistemele ce posedǎ

un numǎr maxim de drepte invariante.

Clasificarea şi studiul calitativ al sistemelor cubice de ecuații diferențiale cu şase şi cu

şapte drepte invariante, ținându-se cont de numǎrul de direcții al acestor drepte, a fost efec-

tuatǎ de V. Puțunticǎ şi A. Şubǎ în [80], [81], [82]. Sistemele cubice cu drepte invariante de

multiplicitate paralelǎ egalǎ cu şapte, au fost studiate şi clasificate de A. Şubǎ, V. Repeşco şi

V. Puțunticǎ în [109], [110], iar sistemele cubice ce posedǎ drepte invariante de multiplicitate

paralelǎ egalǎ cu cinci sau cu şase, şi al cǎror infinit este degenerat - de cǎtre V. Repeşco şi

A. Şubǎ.

O clasificare a sistemelor cubice diferențiale cu drepte invariante reale (reale şi complexe)

de o direcție având multiplicitatea totalǎ cel putin şapte, inclusiv dreapta de la infinit, o

aduce V. Repeşco în lucrarea [84] ([85]). S-au obținut 26 (34) sisteme cubice ce posedǎ

aceste caracteristici.
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De clasificarea sistemelor cubice cu drepte invariante s-au ocupat şi C. Bujac şi N. Vulpe

în lucrǎrile [8], [9], [11], [12], [13], [14]. Ei au obținut 51 de configurații de drepte invariante de

multiplicitate totalǎ egalǎ cu opt şi pentru toate aceste configurații au determinat condițiile

necesare şi suficiente de obținere ale lor, au construit formele canonice, precum şi perturbǎrile

formelor canonice. A. Şubǎ împreunǎ cu discipolii sǎi, ținând cont de multiplicitatea paralelǎ

a dreptelor invariante, au clasificat sistemele cubice cu patru puncte singulare la infinit,

obținând 17 configurații dintre cele 51 obținute de C. Bujac şi N. Vulpe.

C. Bujac şi N. Vulpe, împreunǎ cu Dana Schlomiuk, continuǎ clasificarea sistemelor cubice

de multiplicitate totalǎ şapte, inclusiv infinitul, în lucrarea [16]. Această clasificare conține

14 configurații de drepte invariante de tipul (2,2,1,1) (douǎ perechi de drepte paralele plus

douǎ drepte de patru direcții), şi 8 sisteme canonice care au configurațiile date.

Sistemele cubice cu şase drepte reale invariante de douǎ şi trei direcții au fost studiate

de Puțunticǎ V. în [81] şi [82]. Sitemele cu drepte invariante de multiplicitate totalǎ şapte,

considerând şi dreapta de la infinit, şi cu patru puncte reale la infinit au fost examinate de

Bujac C., Schlomiuk D. şi Vulpe N. în [15]. În lucrarea [135] Vacaraş O. a studiat sistemele

cubice cu drepte invariante multiple, unde au fost clasificate sistemele cubice cu două şi cu

trei drepte invariante (enumerând şi dreapta de la infinit) de multiplicitate maximală.

În această teză sunt studiate sistemele cubice cu singularitǎți rezonante şi cu drepte

invariante multiple. Mai exact, în clasa sistemelor cubice cu singularitǎți (1 ∶ −1) rezonante,

este:

− efectuată clasificarea sistemelor cubice cu o dreaptǎ invariantǎ realǎ de multiplicitate

maximală;

− efectuată clasificarea sistemelor cubice cu drepte invariante afine de multiplicitate al-

gebricǎ totalǎ patru;

− efectuată clasificarea sistemelor cubice cu dreapta de la infinit multiplǎ;

− efectuată clasificarea sistemelor cubice cu drepte invariante de multiplicitate algebricǎ

totalǎ cinci (luând în cosiderare şi dreapta de la infinit),

iar pentru clasa sistemelor cubice de tip Lotka-Volterra cu singularitǎți (1 ∶ −2) rezonante

este:

− determinată multiplicitatea maximală a unei drepte invariante afine şi a dreptei de la

infinit;

− efectuată clasificarea sistemelor cubice cu drepte invariante de douǎ, trei şi patru direcții
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de multiplicitate totalǎ şase;

− efectuată clasificarea sistemelor cubice cu drepte invariante de douǎ, trei şi patru direcții

de multiplicitate totalǎ şapte, inclusiv dreapta de la infinit.

La fel, în teză se arată, că următoarele cinci clase de sisteme, şi anume: sistemele cubice

(1 ∶ −1) rezonante ce posedă o dreaptă invariantă afină de multiplicitate maximală (𝑚(𝑙) = 4);

sistemele cubice (1 ∶ −1) rezonante, pentru care dreapta de la infinit e de multiplicitate max-

imală (𝑚(𝑙∞) = 5); sistemele cubice (1 ∶ −1) rezonante cu drepte invariante de multiplicitate

algebricǎ totalǎ cinci (inclusiv şi dreapta de la infinit); precum şi sistemele cubice de tip

Lotka-Volterra cu singularitǎți (1 ∶ −2) rezonante cu drepte invariante de multiplicitate al-

gebricǎ totalǎ şase; sistemele cubice de tip Lotka-Volterra cu singularitǎți (1 ∶ −2) rezonante

cu drepte invariante de multiplicitate algebricǎ totalǎ şapte (inclusiv dreapta de la infinit),

sunt integrabile.

1.3. Multiplicitatea curbelor algebrice invariante pentru sistemele diferen-

țiale polinomiale

Noțiunea de multiplicitate a unei curbe algebrice invariante a fost introdusă prin efor-

turile a mai mulți cercetǎtori. În mai multe lucrǎri ştiințifice se gǎsesc diferite tipuri de mul-

tiplicitǎți: multiplicitate algebricǎ, multiplicitate integrabilǎ, multiplicitate infinitezimalǎ,

multiplicitate geometricǎ, multiplicitate olonomicǎ, multiplicitate paralelǎ.

În lucrarea [31], autorii C. Christopher, J.Llibre şi J.V. Pereira au definit multiplicitatea

infinitezimalǎ a curbelor algebrice invariante, şi au arǎtat echivalența acestei definiții cu

definițiile altor multiplicitǎți existente în lucrare, cum ar fi cea integrabilǎ, algebricǎ, ge-

ometricǎ şi olonomicǎ. Definiția multiplicitǎții infinitezimale presupune cǎ existența unei

curbe multiple necesitǎ şi anumite informații infinitezimale despre ea.

Definiția de multiplicitate geometricǎ a unei curbe invariante este adusǎ în lucrarea [93]

de D. Schlomiuk pentru clase de câmpuri vectoriale fixate. Spre deosebire de lucrarea [31],

în care este prezentat un mod efectiv de a calcula multiplicitatea infinitezimalǎ, în lucrarea

[93] nu este nici-o modalitate eficientǎ de a calcula multiplcitatea geometricǎ.

Multiplicitatea integrabilă este definită prin intermediul factorilor exponențiali asociați

unei curbe algebrice invariante 𝑓 = 0. Conform [31], se spune, că o curbă invariantă 𝑓 = 0

are multiplicitatea integrabilă 𝑘, dacă această curbă generează 𝑘 − 1 factori exponențiali de

forma 𝑒𝑥𝑝(𝑔𝑗⇑𝑓 𝑗), unde 𝑗 = 1, ..., 𝑘−1, 𝑑𝑒𝑔(𝑔𝑗) ≤ 𝑗𝑑𝑒𝑔(𝑓), şi fiecare 𝑔𝑗 nu este multiplu pentru

𝑓 . Aceşti factori exponențiali pot fi folosiți la construcția integralei prime sau a factorului
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integrant de tip Darboux.

Multiplicitatea algebrică este dată cu ajutorul curbelor exactice care au fost indroduse de

Pereira în 2001 [31]. O caracteristică importantă a acestor curbe constă în faptul că ele pot fi

calculate direct din determinantul unei matrici. Se spune că curba algebrică invariantă 𝑓 = 0

are multiplicitatea algebrică egală cu 𝑘, dacă 𝑘 este cel mai mare număr natural astfel că 𝑓𝑘

divide determinantul dat şi, prin urmare, multiplicitatea algebrică este efectiv calculabilă.

Din punct de vedere geometric, autorii lucrării [31] afirmă, că o curbă are multiplicitatea

geometrică 𝑘, dacă există aşa mici perturbații ale câmpului vectorial încât noile câmpuri

posedă exact 𝑘 curbe algebrice invariante dictincte ce bifurcă din curba 𝑓 = 0.

În lucrările cercetǎtorilor N. Vulpe, J. Llibre şi C. Bujac, la studierea sistemelor cubice

cu drepte invariante de multiplicitate totală nouă şi respectiv opt s-a ținut cont de multiplic-

itatea geometrică dată de D. Schlomiuk. Iar în lucrările cercetătorilor A. Şubă, V. Puțuntică

şi V. Repeşco întâlnim noțiunea de multiplicitate paralelă. Ei consideră că o dreaptă invari-

antă 𝑓(𝑥, 𝑦) = 0 are multiplicitatea paralelă 𝑘, dacă 𝑘 este cel mai mare număr natural pentru

care exisă un aşa polinom 𝑅(𝑥, 𝑦) ∈ C(︀𝑥, 𝑦⌋︀ încât are loc identitatea X(𝑓) = 𝑓𝑘𝑅(𝑥, 𝑦).

În articolele [109], [110] Şubǎ A., Repeşco V. şi Puțunticǎ V. au studiat sistemele cubice

cu drepte invariante de multiplicitate paralelă totală egală cu şapte, iar în [83] Repeşco V.

investighează sistemele cubice cu infinitul degenerat ce posedă drepte invariante de multi-

plicitate paralelă totală egală cu şase.

În lucrarea [31] s-a demonstrat, că în unele ipoteze generice, există o echivalență între

tipurile de multiplicități. Astfel, ținânduse cont de [31], în [135] pentru sistemul cubic se

determinǎ mai întâi multiplicitatea algebrică maximală a unei drepte invariante afine, apoi

şi multiplicitățile ei infinitezimale, integrabile şi geometrice. În această lucrare se arată în

mod special că există o echivalență naturală între punctul de vedere algebric şi punctul de

vedere geometric, referitor la multiplicitatea unei curbe invariante.

În teza de fațǎ se va determina multiplicitatea algebricǎ maximalǎ a unei drepte afine,

cât şi a dreptei de la infinit, utilizându−se o metodǎ eficientǎ aplicatǎ şi în [135], iar în

unele cazuri se va vorbi şi despre multiplicitatea paralelǎ a acestor drepte. În dependențǎ

de multiplicitǎțile algebrice obținute ale dreptelor, în capitolele ce urmeazǎ, se construiesc

configurațiile posibile de drepte ce pot fi admise de sistemul diferențial cubic cercetat.
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1.4. Numǎrul de drepte invariante ce poate fi admis de un sistem diferențial

polinomial

Investigarea sistemelor diferențiale polinomiale cu drepte invariante nu este completă,

chiar dacǎ acestea formează cea mai simplă clasă în mulțimea curbelor algebrice invariante.

Sistemul diferențial polinomial poate avea ori un număr infinit, finit sau vid de drepte

invariante. În lucrarea de față vom examina doar sistemele ce posedă un număr finit de

drepte invariante.

În clasa sistemelor diferențiale polinomiale 𝑥̇ = 𝑃 (𝑥, 𝑦), 𝑦̇ = 𝑄(𝑥, 𝑦) de gradul 𝑛, unde

𝑃 (𝑥, 𝑦) şi 𝑄(𝑥, 𝑦) sunt polinoame cu coeficienți reali în 𝑥 şi 𝑦, iar 𝑛 = 𝑚𝑎𝑥(𝑑𝑒𝑔𝑃, 𝑑𝑒𝑔𝑄),

numărul maximal de drepte invariante îl vom nota cu 𝛼(𝑛), iar numǎrul maximal de direcții

al dreptelor invariante cu 𝛽(𝑛).

În anul 1980 matematicienii care se ocupau de studierea sistemelor polinomiale de ecuații

diferențiale cum ar fi Zhang Xikang, Ye Yanqian au înaintat o ipoteză referitoare la estimația

numărului de drepte invariante în lucrǎrile [140], [138]. Conform acestei ipoteze pentru

sistemele polinomiale de ecuații diferențiale de gradul 𝑛 numărul maximal posibil de drepte

invariante 𝛼(𝑛) pentru 𝑛 număr par este egal cu 2𝑛 + 1, iar pentru 𝑛 - impar este egal cu

2𝑛 + 2.

Zhang Xikang în lucrarea [140], în 1993, demonstrează aceastǎ ipoteza în cazurile 𝑛 = 3 şi

𝑛 = 4. În demonstrațiile aduse s-a comis o neexactitate, considerând că 𝛽(𝑛) ≤ 𝑛+1. Eroarea

a fost corectată de Zhang Xikang împreunǎ cu Ye Yanqian în 1998 [141].

De problema existenței dreptelor invariante pentru sistemele polinomiale s-a ocupat şi J.

Sokulski, în lucrarea [101], demonstrând şi el în 1996 că pentru 𝑛 = 4 numărul maximal de

drepte invariante reale distincte este 9, adică ipoteza este justă.

J. C. Artés, B. Grünbaum şi J. Llibre în [3] au arătat că ipoteza anunțată mai sus nu

este justă pentru 𝑛 > 4. Mai exact, au demonstrat că 𝛼(5) = 14 şi au adus contraexemple

pentru 𝑛 ∈ {6,7, ...,20}. Mai mult ca atât, pentru dreptele invariante afine au demonstrat,

că dacă 𝑛 este număr par, atunci 2𝑛 + 1 ≤ 𝛼(𝑛) ≤ 3𝑛 − 1, iar dacă 𝑛 este impar, atunci

2𝑛 + 2 ≤ 𝛼(𝑛) ≤ 3𝑛 − 1.

J. C. Artés, şi J. Llibre în [2] au stabilit între numărul maximal de drepte invariate 𝛼(𝑛)

şi numărul maximal de direcții 𝛽(𝑛) al dreptelor invariante o relație, dată de egalitatea

𝛽(𝑛) = 𝛼(𝑛 − 1) + 1. Ținând cont că 𝛼(2) = 5 şi 𝛼(3) = 8, încă odată ne convingem, că

inegalitatea 𝛽(𝑛) ≤ 𝑛 + 1, folosită de Zhang Xikang în cercetările sale, nu este justă.
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Pentru sistemele diferențiale polinomiale de gradul 𝑛 numărul maximal de drepte in-

variante, incluzând dreapta de la infinit şi multiplicitățile lor, este 3𝑛. Numărul dat este

atins, dacă se iau în considerație dreptele invariante reale şi complexe ale sistemului polino-

mial. Acest fapt este confirmat şi de exemplul profesorului J. Llibre (comunicare privată):

𝑥̇ = 𝑥𝑛, 𝑦̇ = 𝑦𝑛, 𝑛 ≥ 2. Sistemul dat posedă dreptele invariante afine: 𝑥 = 0, 𝑦 = 0, fiecare de

multiplicitatea 𝑛, dreapta 𝑥− 𝑦 = 0 şi dreptele complexe 𝑥− 𝛿𝑗𝑦 = 0, 𝑗 = 1, 𝑛 − 2, unde 𝛿𝑗 sunt

rădăcinile de ordinul 𝑛 din unu şi distincte de 1.

În clasa sistemelor cubice de ecuații diferențiale ce posedă un număr finit de drepte

invariante, ținându-se cont de dreapta de la infinit, numărul maximal al acestora este egal

cu nouă. Clasificarea completă a sistemelor cubice ce posedă un număr maximal de drepte

invariante, adică nouă, a fost efectuată de J. Llibre şi N. Vulpe în [72].

Pentru sistemele cubice infinitul reprezintă o dreaptă invariantă nesingulară atunci când

expresia 𝐶3(𝑥, 𝑦) = 𝑦𝑃3(𝑥, 𝑦) − 𝑥𝑄3(𝑥, 𝑦) ⇑≡ 0. În cazul când 𝐶3(𝑥, 𝑦) ≡ 0 infinitul este

degenerat, adică constă doar din puncte singulare. Conform lucrǎrii [108], autori Şubǎ A. şi

Repeşco V., sistemele cubice cu infinitul degenerat posedă cel mult şase drepte invariante.

În [83] Repeşco V. a efectuat clasificarea sistemelor cubice cu infinitul degenerat ce au drepte

invariante de multiplicitate paralelă totală şase.

Dai Guoren în [41], deasemenea, a cercetat sistemele polinomiale cu drepte invariante.

El a estimat numărul de drepte invariante ce au pantele diferite pentru 𝑛 ≥ 3, precum şi

numărul celor paralele în cazul 𝑛 ≥ 2.

Calcularea numărului de drepte invariante a sistemelor polinomiale diferențiale care ve-

rifică anumite condiții este o problemă actuală. V.B. Tlyachev, A.D. Ushkho şi D.S. Ushkho

au arătat că câmpul vectorial polinomial de gradul 𝑛, 𝑛 ≥ 3, ce posedă un fascicol din 𝑛 + 1

drepte invariante şi un 𝑛−tuplu de drepte reciproc paralele nu poate avea mai mult de 2𝑛+1

(2𝑛 + 2) drepte invariante afine, dacă 𝑛 este par (impar), adică pentru această clasă de

câmpuri vectoriale are loc ipoteza, enunțată mai sus [126].

Menționăm, că în teza de față sunt investigate sistemele cubice cu infinitul nedegenerat

care admit drepte invariante de multiplicitățile 4, 5 (inclusiv si dreapta de la infinit), 6 şi 7

(inclusiv si dreapta de la infinit).
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1.5. Concluzii la capitolul unu

În primul capitol sunt descrise principalele rezultate ce țin de sistemele diferențiale poli-

nomiale cu singularitǎți rezonante, de sistemele diferențiale polinomiale ce posedă drepte

invariante şi este menționat aportul mai multor matematicieni la dezvoltarea teoriei calita-

tive a sistemelor examinate. Fǎcând o analizǎ a situației în domeniul studierii sistemelor

polinomiale diferențiale, putem menționa, că cercetarea acestor sisteme este cu atât mai

dificilă cu cât numărul de drepte invariante este mai mic şi gradul polinoamelor ce formează

membrii din dreaptǎ ai sistemului este mai mare.

În aceastǎ lucrare este continuată cercetarea integrabilitǎții sistemelor cubice cu singulari-

tǎți rezonante şi cu drepte invariante de multiplicitate totalǎ patru, cinci (inclusiv dreapta

de la infinit), şase şi şapte (inclusiv dreapta de la infinit) prin folosirea metodei Darboux de

integrare.

Teza a fost ghidatǎ de urmǎtorul scop: clasificarea şi integrarea sistemelor cubice de

ecuații diferențiale cu singularitǎți (1 ∶ −1) şi (1 ∶ −2) rezonante şi care au un anumit număr

de drepte invariante. Sistemele cu (1 ∶ −2) rezonante se presupun a fi de tip Lotka-Volterra.

Conform scopului propus au fost trasate urmǎtoarele obiective prioritare ale cercetării:

− determinarea multiplicității maximale a unei drepte invariante pentru sistemul difer-

ențial cubic cu singularitǎți (1 ∶ −1) şi (1 ∶ −2) rezonante;

− determinarea multiplicității maximale a dreptei de la infinit pentru sistemul diferențial

cubic cu singularitǎți (1 ∶ −1) şi (1 ∶ −2) rezonante;

− clasificarea sistemelor diferențiale cubice cu singularitǎți (1 ∶ −1) rezonante cu drepte

invariante afine de multiplicitate totalǎ patru;

− clasificarea sistemelor diferențiale cubice cu singularitǎți (1 ∶ −1) rezonante cu drepte

invariante de multiplicitate totalǎ cinci, enumerând şi dreapta de la infinit;

− clasificarea sistemelor diferențiale cubice cu singularitǎți (1 ∶ −2) rezonante cu drepte

invariante de multiplicitate totalǎ şase de douǎ, trei şi patru direcții;

− clasificarea sistemelor diferențiale cubice cu singularitǎți (1 ∶ −2) rezonante cu drepte

invariante de multiplicitate totalǎ şapte de douǎ, trei şi patru direcții, inclusiv şi dreapta de

la infinit.
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2. SISTEMELE DIFERENȚIALE CUBICE CU SINGULARITǍȚI

(1 ∶ −1) REZONANTE ŞI CU DREPTE INVARIANTE AFINE DE

MULTIPLICITATE TOTALǍ PATRU.

Considerǎm sistemul polinomial de ecuații diferențiale

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑃 (𝑥, 𝑦) ,

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑄 (𝑥, 𝑦) , gcd(𝑃,𝑄) = 1 (2.1)

𝑃,𝑄 ∈ R(︀𝑥, 𝑦⌋︀, şi câmpul vectorial X = 𝑃 (𝑥, 𝑦) 𝜕
𝜕𝑥 +𝑄 (𝑥, 𝑦) 𝜕

𝜕𝑦 asociat sistemului (2.1). Cu

gcd(𝑃,𝑄) s-a notat cel mai mare divizor comun al polinoamelor 𝑃 şi 𝑄.

Fie 𝑛 = max{deg (𝑃 ) ,deg (𝑄)}. Dacǎ 𝑛 = 2 (𝑛 = 3) atunci sistemul (2.1) se numeşte

pǎtratic (cubic).

Vom spune cǎ curba 𝑓(𝑥, 𝑦) = 0, 𝑓 ∈ C(︀𝑥, 𝑦⌋︀ (funcția 𝑓 = exp(𝑔⇑ℎ), 𝑔, ℎ ∈ C(︀𝑥, 𝑦⌋︀) este o

curbǎ algebricǎ invariantǎ (un factor exponențial) pentru sistemul (2.1), dacǎ existǎ un aşa

polinom 𝐾𝑓 ∈ C(︀𝑥, 𝑦⌋︀, deg(𝐾) ≤ 𝑛 − 1 încât în 𝑥 şi 𝑦 are loc identitatea

𝜕𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
⋅ 𝑃 (𝑥, 𝑦) +

𝜕𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦
⋅𝑄(𝑥, 𝑦) ≡ 𝑓(𝑥, 𝑦) ⋅𝐾𝑓(𝑥, 𝑦). (2.2)

Polinomul𝐾𝑓(𝑥, 𝑦) se numeşte 𝑐𝑜𝑓𝑎𝑐𝑡𝑜𝑟𝑢𝑙 curbei algebrice invariante (factorului exponențial)

𝑓 . Dacǎ 𝑚 este cel mai mare numǎr natural astfel încât 𝑓𝑚 divide X(𝑓), atunci se zice cǎ

𝑓 are multiplicitatea paralelǎ egalǎ cu 𝑚. În cazul 𝑑𝑒𝑔(𝑓) = 1, i. e. 𝑓(𝑥, 𝑦) ≡ 𝛼𝑥 + 𝛽𝑦 + 𝛾 =

0, (𝛼,𝛽) ≠ (0,0), curba 𝑓 se numeşte dreaptǎ invariantǎ.

Se spune cǎ curba algebricǎ invariantǎ 𝑓(𝑥, 𝑦) = 0 de gradul 𝑑 are pentru sistemul (2.1)

multiplicitatea algebricǎ egalǎ cu 𝑚, dacǎ 𝑚 este cel mai mare numǎr natural astfel cǎ 𝑓𝑚

împarte E𝑑(X), unde

𝐸𝑑(X) = 𝑑𝑒𝑡

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

𝜐1 𝜐2 ... 𝜐𝑙

X(𝜐1) X(𝜐2) ... X(𝜐𝑙)

... ... ... ...

X𝑙−1(𝜐1) X𝑙−1(𝜐2) ... X𝑙−1(𝜐𝑙)

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

,

şi 𝜐1, 𝜐2, ..., 𝜐𝑗 este o bazǎ a mulțimii polinoamelor de gradul 𝑑: C𝑑(︀𝑥, 𝑦⌋︀ (vezi [31]). Dacǎ
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𝑑 = 1, adicǎ în cazul dreptelor invariante, putem lua 𝜐1 = 1, 𝜐2 = 𝑥, 𝜐3 = 𝑦, şi 𝐸1(X) se scrie

astfel: 𝐸1(X) = 𝑃 ⋅X(𝑄) −𝑄 ⋅X(𝑃 ).

Polinomul 𝐸𝑑(X) are în 𝑥 şi 𝑦 gradul 𝑑(𝑑 + 1)(𝑑 + 2)(︀8 + 3(𝑑 + 3)(𝑛 − 1)⌋︀⇑24 (vezi [75]).

În cazul sistemelor cubice (𝑛 = 3) şi a dreptelor invariante (𝑑 = 1) avem 𝑑𝑒𝑔(𝐸1(X)) = 8.

Fie 𝐷 un domeniu din R2 si 𝐹 ∈ 𝐶1(𝐷,R) (𝜇 ∈ 𝐶1(𝐷,R)). Funcția 𝐹 (𝑥, 𝑦) (𝜇(𝑥, 𝑦)) se

numeşte integralǎ primǎ (factor integrant) pentru sistemul (2.1), dacǎ în𝐷 are loc identitatea

𝑃 (𝑥, 𝑦)
𝜕𝐹

𝜕𝑥
+𝑄 (𝑥, 𝑦)

𝜕𝐹

𝜕𝑦
≡ 0

(𝑃 (𝑥, 𝑦)
𝜕𝜇

𝜕𝑥
+𝑄 (𝑥, 𝑦)

𝜕𝜇

𝜕𝑦
≡ −(

𝜕𝑃

𝜕𝑥
+
𝜕𝑄

𝜕𝑦
)𝜇(𝑥, 𝑦)).

Fie 𝑓1, ..., 𝑓𝑟 (𝑓𝑟+1 = 𝑒𝑥𝑝 𝑔𝑟+1
ℎ𝑟+1 , ..., 𝑓𝑠 = 𝑒𝑥𝑝

𝑔𝑠
ℎ𝑠

) nişte curbe algebrice invariante (factori ex-

ponențiali ai) ale lui (2.1). Dacǎ sistemul (2.1) are integralǎ primǎ (factor integrant) de

forma

𝐹 (𝑥, 𝑦) =
𝑠

∏
𝑗=1

𝑓
𝛼𝑗

𝑗 (𝜇(𝑥, 𝑦) =
𝑠

∏
𝑗=1

𝑓
𝛼𝑗

𝑗 ), (2.3)

unde 𝛼𝑗 ∈ C, 𝑗 = 1, ..., 𝑠, ⋃︀ 𝛼1 ⋃︀ +...+ ⋃︀ 𝛼𝑠 ⋃︀≠ 0, atunci se spune cǎ el este Darboux integrabil

(privitor la teoria Darboux referitoare la sistemele polinomiale de ecuații diferențiale a se

vedea [94]). Darboux [45] a demonstrat cǎ sistemul (2.1) ce posedǎ împreunǎ cel puțin

𝑠 ≥ 𝑛(𝑛 + 1)⇑2 curbe algebrice invariante şi factori exponențiali este Darboux integrabil.

Uşor se poate arǎta cǎ funcția 𝐹 (𝑥, 𝑦) (𝜇(𝑥, 𝑦)) din (2.3) este pentru sistemul (2.1) o

integralǎ primǎ (un factor integrant), dacǎ şi numai dacǎ are loc în 𝑥 şi 𝑦, identitatea

𝛼1𝐾𝑓1 + 𝛼2𝐾𝑓2 + ... + 𝛼𝑠𝐾𝑓𝑠 ≡ 0 (2.4)

(𝛼1𝐾𝑓1 + 𝛼2𝐾𝑓2 + ... + 𝛼𝑠𝐾𝑓𝑠 +
𝜕𝑃

𝜕𝑥
+
𝜕𝑄

𝜕𝑦
≡ 0), (2.5)

unde𝐾𝑓𝑗 , 𝑗 = 1,2, ..., 𝑠, sunt cofactorii respectivi ai curbelor algebrice invariante 𝑓𝑗, 𝑗 = 1, ..., 𝑟,

şi ai factorilor exponențiali 𝑓𝑗, 𝑗 = 𝑟 + 1, ..., 𝑠.

În acest capitol sunt examinate sistemele de forma

𝑥̇ = 𝑦 + 𝑎𝑥2 + 𝑐𝑥𝑦 + 𝑓𝑦2 + 𝑘𝑥3 +𝑚𝑥2𝑦 + 𝑝𝑥𝑦2 + 𝑟𝑦3 ≡ 𝑃 (𝑥, 𝑦),

𝑦̇ = −(𝑥 + 𝑔𝑥2 + 𝑑𝑥𝑦 + 𝑏𝑦2 + 𝑠𝑥3 + 𝑞𝑥2𝑦 + 𝑛𝑥𝑦2 + 𝑙𝑦3) ≡ 𝑄(𝑥, 𝑦), gcd(𝑃,𝑄) = 1.
(2.6)

În dependențǎ de valorile parametrilor sistemului (2.6) pentru el originea sistemului de

coordonate (0,0) este punct singular ori de tip centru, ori de tip focar. Acest punct singular

are rǎdǎcinile ecuației caracteristice pur imaginare şi este numit focar slab sau punct critic

monodromic. Apare problema determinǎrii acelor condiții asupra coeficienților lui (2.6) ce ne
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asigurǎ existența centrului în (0,0). Problema datǎ se numeşte problema deosebirii centrului

de focar sau, pe scurt, problema centrului.

Conform [74] sistemul (2.6) are în originea de coordonate (0,0) centru, dacǎ şi numai

dacǎ el are într-o vecinǎtate a lui (0,0) o integralǎ primǎ 𝐹 (𝑥, 𝑦) analiticǎ, i.e. 𝐹 ∈ C𝜔. La

fel, sistemul (2.6) are în (0,0) centru, atunci şi numai atunci când el are factor integrant de

forma 𝜇(𝑥, 𝑦) = 1 +∑𝜇𝑗(𝑥, 𝑦), 𝜇 ∈ C𝜔.

Se poate arǎta cǎ existǎ o aşa serie formalǎ 𝐹 (𝑥, 𝑦) = ∑𝐹𝑗(𝑥, 𝑦) încât derivata ei în

puterea sistemului (2.6) reprezintǎ o combinație liniarǎ a polinoamelor {(𝑥2 + 𝑦2)𝑗}∞𝑗=2, i. e.
𝑑𝐹
𝑑𝑡 = ∑

∞
𝑗=2𝐿𝑗−1(𝑥2+𝑦2)𝑗. Mǎrimile 𝐿𝑗, 𝑗 = 1,∞ sunt polinoame de coeficienții sistemului (2.6)

şi se numesc mǎrimile Lyapunov. De exemplu, prima mǎrime Lyapunov pentru (2.6) aratǎ

astfel: 𝐿1 = (−𝑎𝑐 + 𝑏𝑑 + 2𝑏𝑓 − 𝑐𝑓 − 2𝑎𝑔 + 𝑑𝑔 + 3𝑘 − 3𝑙 + 𝑝 − 𝑞)⇑4.

Sistemul (2.6) are în originea de coordonate (0,0) centru, dacǎ şi numai dacǎ toate

mǎrimile Lyapunov se anuleazǎ, adicǎ 𝐿𝑗 = 0, 𝑗 = 1,∞. În acest caz funcția 𝐹 (𝑥, 𝑦) este o

integralǎ primǎ a lui (2.6).

În acest capitol vor fi clasificate sistemele cubice (2.6) ce au drepte invariante afine de

multiplicitate algebricǎ totalǎ patru. La fel, pentru fiecare clasă se va rezolva problema

centrului. Mai exact, va fi demonstrată următoarea teoremă:

Teorema 2.0.1. Pentru ca punctul singular (0,0) al sistemului diferențial cubic (2.6)

cu drepte invariante afine de multiplicitate algebricǎ totalǎ patru să fie de tip centru este

necesar şi suficient ca sǎ se anuleze prima mǎrime Lyapunov (𝐿1 = 0).

2.1. Clasificarea sistemelor cubice cu focar slab şi cu o dreaptǎ invariantǎ realǎ

multiplǎ.

Fie (2.1) un sistem diferențial cubic (𝑛 = 3) pentru care punctul (𝑥0, 𝑦0) este singular

(𝑃 (𝑥0, 𝑦0) = 𝑄(𝑥0, 𝑦0) = 0) de tip focar slab, adicǎ rǎdǎcinile 𝜆1 şi 𝜆2 ale ecuației caracteristice

𝜆2 − 𝜎𝜆 + ∆ = 0, unde 𝜎 = 𝑃 ′
𝑥(𝑥0, 𝑦0) + 𝑄

′
𝑦(𝑥0, 𝑦0) şi ∆ = 𝑃 ′

𝑥(𝑥0, 𝑦0)𝑄
′
𝑦(𝑥0, 𝑦0) − 𝑃

′
𝑦(𝑥0, 𝑦0) ⋅

𝑄′
𝑥(𝑥0, 𝑦0), sunt pur imaginare, i.e. 𝜆1,2 = 𝛽𝑖, 𝛽 ∈ R∗, 𝑖2 = −1.

Fie cǎ sistemul (2.6) are o dreaptǎ invariantǎ realǎ 𝑙. Printr-o transformare de forma

𝑥→ 𝜈 ⋅ (𝑥 cos𝜙 + 𝑦 sin𝜙), 𝑦 → 𝜈 ⋅ (𝑦 cos𝜙 − 𝑥 sin𝜙), 𝜈 ≠ 0 (2.7)

putem face ca dreapta 𝑙 sǎ fie descrisǎ de ecuația 𝑥 = 1. Astfel, 𝑘 = −𝑎,𝑚 = −𝑐−1, 𝑝 = −𝑓, 𝑟 = 0
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şi (2.6) este redus la sistemul

𝑥̇ = (1 − 𝑥)(𝑦 + 𝑎𝑥2 + 𝑥𝑦 + 𝑐𝑥𝑦 + 𝑓𝑦2), 𝑦̇ = −𝑥 − 𝑔𝑥2 − 𝑠𝑥3 − 𝑑𝑥𝑦 − 𝑞𝑥2𝑦 − 𝑏𝑦2 − 𝑛𝑥𝑦2 − 𝑙𝑦3. (2.8)

Notăm 𝜎(𝑥, 𝑦) = 𝐸1(X)⇑(𝑥−1), 𝐻2(𝑦) = 𝜎(𝑥, 𝑦)⋂︀𝑥=1, 𝐻3(𝑦) =
𝜕𝜎
𝜕𝑥
⋂︀
𝑥=1

şi 𝐻4(𝑦) =
1
2
𝜕2𝜎
𝜕𝑥2 ⋂︀𝑥=1, unde

X este câmpul vectorial asociat sistemului (2.8).

Lema 2.1.1. Dreapta invariantǎ 𝑥 − 1 = 0 a sistemului (2.8) are multiplicitatea nu mai

micǎ ca 2, dacǎ şi numai dacă are loc cel puțin una dintre următoarele patru serii de condiții:

𝑎 = 0, 𝑐 = −2, 𝑓 = 0; (2.9)

𝑎 = 𝑓 = 𝑙 = 0, 𝑛 = 2 − 𝑏 + 𝑐, 𝑠 = −1 − 𝑔, 𝑐 + 2 ≠ 0; (2.10)

𝑎 = 0, 𝑙 = 𝑓, 𝑞 = (−4 + 2𝑏 − 4𝑐 + 𝑏𝑐 − 𝑐2 − 𝑑𝑓 + 2𝑛 + 𝑐𝑛)⇑𝑓, 𝑠 = −1 − 𝑔; (2.11)

𝑙 = 𝑓, 𝑛 = (2𝑎 − 𝑎𝑏 + 𝑎𝑐 + 𝑓 + 𝑓𝑔 + 𝑓𝑠)⇑𝑎, 𝑞 = (2 + 𝑎2 + 𝑐 − 𝑎𝑑 + 2𝑔 + 𝑐𝑔 + 2𝑠 + 𝑐𝑠)⇑𝑎. (2.12)

Demonstrație. Pentru ca dreapta invariantă 𝑥 = 1 a sistemului (2.8) să aibă multiplici-

tatea nu mai mică ca doi este necesar şi suficient ca 𝐻2(𝑦) ≡ 0. Avem 𝐻2(𝑦) =𝐻21(𝑦)𝐻22(𝑦),

unde 𝐻21(𝑦) = 1 + 𝑔 + 𝑠 + (𝑑 + 𝑞)𝑦 + (𝑏 + 𝑛)𝑦2 + 𝑙𝑦3, şi 𝐻22(𝑦) = 2 + 𝑎2 + 𝑐 − 𝑎𝑑 + 2𝑔 + 𝑐𝑔 −

𝑎𝑞 + 2𝑠 + 𝑐𝑠 + 4𝑎𝑦 − 2𝑎𝑏𝑦 + 2𝑎𝑐𝑦 + 2𝑓𝑦 + 2𝑓𝑔𝑦 − 2𝑎𝑛𝑦 + 2𝑓𝑠𝑦 + 4𝑦2 − 2𝑏𝑦2 + 4𝑐𝑦2 − 𝑏𝑐𝑦2 + 𝑐2𝑦2 +

2𝑎𝑓𝑦2 + 𝑑𝑓𝑦2 − 3𝑎𝑙𝑦2 − 2𝑛𝑦2 − 𝑐𝑛𝑦2 + 𝑓𝑞𝑦2 + 4𝑓𝑦3 + 2𝑐𝑓𝑦3 − 4𝑙𝑦3 − 2𝑐𝑙𝑦3 + 𝑓 2𝑦4 − 𝑓𝑙𝑦4. Dacă

𝐻21(𝑦) ≡ 0, i.e. 𝑙 = 0, 𝑛 = −𝑏, 𝑞 = −𝑑, 𝑠 = −1 − 𝑔, atunci sistemul (2.8) este degenerat, adică

deg(gcd(𝑃,𝑄)) > 0.

Uşor se verifică faptul că în cazul sistemului (2.8) identitatea 𝐻22(𝑦) ≡ 0 este echivalentǎ

cu sistemul de egalitǎți

(𝑐 + 2)(1 + 𝑔 + 𝑠) + 𝑎(𝑎 − 𝑑 − 𝑞) = 0, 𝑎(𝑐 + 2) − 𝑎(𝑛 + 𝑏) + 𝑓(1 + 𝑔 + 𝑠) = 0,

(𝑐 + 2)(𝑐 + 2 − 𝑏 − 𝑛) + 𝑓(2𝑎 + 𝑑 + 𝑞) − 3𝑎𝑙 = 0, (𝑐 + 2)(𝑓 − 𝑙) = 0, 𝑓(𝑓 − 𝑙) = 0,

şi are loc dacă se verifică cel puțin una dintre seriile de condiții (2.9)-(2.12). ◻

Lema 2.1.2. Dreapta invariantǎ 𝑥 − 1 = 0 a sistemului (2.8) are multiplicitatea nu mai

micǎ ca 3, dacǎ şi numai dacă are loc cel puțin una dintre următoarele opt serii de condiții:

𝑎 = 𝑓 = 𝑙 = 0, 𝑐 = −2, 𝑛 = −𝑏, 𝑠 = −1 − 𝑔; (2.13)

𝑎 = 𝑓 = 𝑙 = 0, 𝑏 = 1, 𝑑 = −𝑞(𝑐 + 3), 𝑔 = −2, 𝑛 = 𝑐 + 1, 𝑠 = 1, 𝑞(𝑐 + 2) ≠ 0; (2.14)

𝑎 = 0, 𝑏 = 1, 𝑔 = (2𝑑 + 𝑐𝑑 − 2𝑓)⇑𝑓, 𝑙 = 𝑓, 𝑛 = 𝑐 + 1, 𝑞 = −𝑑, 𝑠 = (𝑓 − 2𝑑 − 𝑐𝑑)⇑𝑓, 𝑐 ≠ −2; (2.15)
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𝑏 = 1, 𝑐 = −2, 𝑓 = 0, 𝑔 = 𝑎𝑑 − 2, 𝑙 = 0, 𝑛 = −1, 𝑞 = 𝑎 − 𝑑, 𝑠 = 1; (2.16)

𝑏 = 1, 𝑑 = (3 + 𝑐)(2 + 𝑔)⇑𝑎, 𝑓 = 0, 𝑙 = 0, 𝑛 = 1 + 𝑐, 𝑞 = (𝑎2 − 𝑔 − 2)⇑𝑎, 𝑠 = 1, 𝑐 ≠ −2; (2.17)

𝑏 = 1, 𝑑 = 𝑎(3 + 𝑐)⇑(2 + 𝑐), 𝑓 = 0, 𝑙 = 0, 𝑛 = 1 + 𝑐, 𝑞 = 𝑎(1 + 𝑐)⇑(2 + 𝑐),

𝑠 = (𝑎2 − (2 + 𝑐)(1 + 𝑔))⇑(2 + 𝑐), 𝑎2 − (2 + 𝑐)(2 + 𝑔) ≠ 0;
(2.18)

𝑑 = (𝑏 − 1)(𝑐 + 3)⇑𝑓, 𝑔 = (𝑎𝑏 − 𝑎 − 2𝑓)⇑𝑓, 𝑙 = 𝑓, 𝑛 = 𝑐 + 1, 𝑞 = (1 − 𝑏 + 𝑎𝑓)⇑𝑓, 𝑠 = 1; (2.19)

𝑎 = (𝑏 − 1)(3 − 𝑏 + 𝑐)⇑𝑓, 𝑞 = ((−1 + 𝑏)(5 − 𝑏 + 2𝑐) − 𝑑𝑓)⇑𝑓,

𝑔 = ((3 − 𝑏 + 𝑐)(4 − 5𝑏 + 𝑏2 + 𝑐 − 𝑏𝑐 + 𝑑𝑓) − 2𝑓 2)⇑𝑓 2, 𝑙 = 𝑓,

𝑛 = 1 + 𝑐, 𝑠 = (𝑓 2 + (3 − 𝑏 + 𝑐)(−3 + 3𝑏 − 𝑐 + 𝑏𝑐 − 𝑑𝑓))⇑𝑓 2.

(2.20)

Demonstrație. În fiecare dintre cazurile (2.9)-(2.12) vom rezolva în raport cu 𝑦 identitatea

𝐻3(𝑦) ≡ 0.

Cazul (2.9). În condițiile (2.9), 𝐻3(𝑦) are forma 𝐻3(𝑦) = −𝐻21(𝑦)𝐻31(𝑦), unde 𝐻31(𝑦) =

1+𝑔+𝑠− 𝑏𝑦2 −𝑛𝑦2 −2𝑙𝑦3. Deoarece 𝐻21(𝑦) ⇑≡ 0 vom cere ca să aibă loc identitatea 𝐻31(𝑦) ≡ 0

care ne conduce la seria de condiții (2.13).

Cazul (2.10). Polinomul 𝐻3(𝑦) arată astfel: 𝐻3(𝑦) = (𝑐 + 2)𝑦𝐻32(𝑦), unde 𝐻32(𝑦) =

−(𝑔+2)(𝑑+𝑞)+(−2𝑑+𝑏𝑑−4𝑞+𝑏𝑞−𝑐𝑞)𝑦2+2(𝑏−1)(2+𝑐)𝑦3. În acest caz identitatea 𝐻3(𝑦) ≡ 0

este echivalentă cu identitatea 𝐻32(𝑦) ≡ 0, care are loc în fiecare dintre următoarele douǎ

seturi de condiții: a) 𝑏 = 1, 𝑑 = −𝑞(𝑐 + 3), 𝑔 = −2; b) 𝑏 = 1, 𝑑 = 0, 𝑞 = 0.

Seria de condiții (2.10) împreună cu cele din a) ne dau condițiile (2.14), iar împreună cu b)

ne conduce la condițiile

𝑎 = 𝑑 = 𝑓 = 𝑙 = 𝑞 = 0, 𝑏 = 1, 𝑛 = 1 + 𝑐, 𝑠 = −1 − 𝑔. (2.21)

Cazul (2.11). Avem 𝐻3(𝑦) =
1
𝑓 𝑦(2 + 𝑐 + 𝑓𝑦)𝐻33(𝑦), unde 𝐻33(𝑦) = −(𝑐 + 2)(𝑔 + 2)(𝑏 − 1 +

𝑛 − 𝑐 − 1) − 2𝑓(𝑔 + 2)(𝑏 − 1 + 𝑛 − 𝑐 − 1)𝑦 + ((𝑏 − 𝑐 − 3)((𝑏 − 1)(3 + 𝑐) − 𝑑𝑓) − 𝑓 2(𝑔 + 2) + (𝑛 − 𝑐 −

1)(−10 + 4𝑏 − 6𝑐 + 𝑏𝑐 − 𝑐2 − 𝑑𝑓 + 𝑛 − 1 − 𝑐))𝑦2 − 2(2 + 𝑐)𝑓(𝑛 − 𝑐 − 1)𝑦3 − 𝑓 2(𝑛 − 𝑐 − 1)𝑦4.

Identitatea 𝐻33(𝑦) ≡ 0 are loc dacă se verifică cel puțin una dintre următoarele trei seturi

de condiții:

𝑎) 𝑏 = 1, 𝑔 = (2𝑑 + 𝑐𝑑 − 2𝑓)⇑𝑓, 𝑛 = 1 + 𝑐; 𝑏) 𝑑 = (𝑏 − 1)(3 + 𝑐)⇑𝑓, 𝑔 = −2, 𝑛 = 1 + 𝑐;

𝑐) 𝑏 = 𝑐 + 3, 𝑔 = −2, 𝑛 = 𝑐 + 1.

Adăugând la ele (2.11), obținem respectiv (2.15) şi seriile de condiții:

𝑎 = 0, 𝑑 = (𝑏 − 1)(3 + 𝑐)⇑𝑓, 𝑔 = −2, 𝑙 = 𝑓, 𝑛 = 1 + 𝑐, 𝑞 = (1 − 𝑏)⇑𝑓, 𝑠 = 1; (2.22)
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𝑎 = 0, 𝑏 = 3 + 𝑐, 𝑔 = −2, 𝑙 = 𝑓, 𝑛 = 1 + 𝑐, 𝑞 = ((𝑐 + 2)2 − 𝑑𝑓)⇑𝑓, 𝑠 = 1. (2.23)

Cazul (2.12). În acest caz 𝐻3(𝑦) =
1
𝑎2 (𝑎 + 2𝑦 + 𝑐𝑦 + 𝑓𝑦2)𝐻34(𝑦), unde 𝐻34(𝑦) = −𝑎((2 +

𝑔)((3+ 𝑐)(2+𝑔)−𝑎𝑑)+(𝑠−1)((4+ 𝑐)(2+𝑔)+𝑎2 −𝑎𝑑+ 𝑠−1))+𝑎(︀2𝑎(𝑎𝑑+(𝑏− 𝑐−4)(1+𝑔+ 𝑠))

− 2𝑓(2 + 𝑔)(1 + 𝑔 + 𝑠)⌋︀𝑦 + (︀𝑎(𝑏 − 1)(3𝑎2 + (2 + 𝑐)(1 + 𝑔 + 𝑠)) + 𝑓((𝑔 + 2)(𝑔 + 2 − 3𝑎2 − 𝑎𝑑)

+ (𝑠 − 1)(𝑠 − 1 + 2(𝑔 + 2) − 2𝑎2 − 𝑎𝑑)) + 𝑎(2 + 𝑐)(𝑎𝑑 − (𝑐 + 3)(1 + 𝑔 + 𝑠))⌋︀𝑦2

+ 2𝑎(2 + 𝑐)(︀𝑎(𝑏 − 1) − 𝑓(𝑠 + 𝑔 + 1)⌋︀𝑦3 + 𝑎𝑓(︀𝑎(𝑏 − 1) − 𝑓(𝑠 + 𝑔 + 1)⌋︀𝑦4.

Identitatea 𝐻34(𝑦) ≡ 0 are loc dacă:

a) 𝑏 = 1, 𝑐 = −2, 𝑓 = 0, 𝑔 = 𝑎𝑑 − 2, 𝑠 = 1; b) 𝑏 = 1, 𝑑 = (3 + 𝑐)(2 + 𝑔)⇑𝑎, 𝑓 = 0, 𝑠 = 1;

c) 𝑏 = 1, 𝑑 = 𝑎(3 + 𝑐)⇑(2 + 𝑐), 𝑓 = 0, 𝑠 = (𝑎2 − (2 + 𝑐)(1 + 𝑔))⇑(2 + 𝑐);

d) 𝑑 = (𝑏 − 1)(𝑐 + 3)⇑𝑓, 𝑔 = (𝑎(𝑏 − 1) − 2𝑓)⇑𝑓, 𝑠 = 1;

e) 𝑎 = (𝑏 − 1)(3 − 𝑏 + 𝑐)⇑𝑓, 𝑔 = (−2𝑓 2 + (3 − 𝑏 + 𝑐)((𝑏 − 1)(−4 + 𝑏 − 𝑐) + 𝑑𝑓)⇑𝑓 2,

𝑠 = (((3 − 𝑏 + 𝑐)((−1 + 𝑏)(3 + 𝑐) − 𝑑𝑓) + 𝑓 2))⇑𝑓 2.

Egalitǎțile a)-e), împreunǎ cu cele din (2.12), ne conduc la condițiile (2.16)-(2.20), respectiv.

Menționǎm că seria de condiții (2.21) (respectiv (2.22);(2.23)), se conține în seria de

condiții (2.18)(respectiv (2.19); (2.20)). ◻

Lema 2.1.3. Dreapta invariantǎ 𝑥 − 1 = 0 a sistemului (2.8) are multiplicitatea nu mai

micǎ ca 4, dacǎ şi numai dacă are loc cel puțin una dintre următoarele trei serii de condiții:

𝑎 = 𝑓 = 𝑙 = 0, 𝑏 = 2, 𝑐 = 𝑔 = 𝑛 = −2, 𝑠 = 1; (2.24)

𝑎 = 𝑑 = 0, 𝑏 = 1, 𝑐 = 𝑔 = −2, 𝑙 = 𝑓, 𝑛 = −1, 𝑠 = 1, 𝑞 = 0; (2.25)

𝑎 = (𝑏 − 1)2⇑𝑓, 𝑐 = 2𝑏 − 4, 𝑑 = 2(𝑏 − 1)2⇑𝑓, 𝑔 = ((𝑏 − 2)(𝑏 − 1)2 − 2𝑓 2)⇑𝑓 2,

𝑙 = 𝑓, 𝑛 = 2𝑏 − 3, 𝑞 = (𝑏 − 1)2⇑𝑓, 𝑠 = ((𝑏 − 1)2 + 𝑓 2)⇑𝑓 2.
(2.26)

Demonstrație. Vom cere ca în fiecare dintre seriile de condiții (2.13)-(2.20) sǎ aibǎ loc în

raport cu 𝑦 identitatea 𝐻4(𝑦) ≡ 0.

Condițiile (2.13). În aceste condiții 𝐻4(𝑦) arată astfel: 𝐻4(𝑦) = (𝑑 + 𝑞)𝑦𝐻41(𝑦), unde

𝐻41(𝑦) = 2 + 𝑔 + (2 − 𝑏)𝑦2. Dacă 𝑑 + 𝑞 = 0, atunci sistemul {(2.8), (2.13)} este degenerat, iar

dacă 𝐻41(𝑦) ≡ 0, obținem seria de condiții (2.24).

Condițiile (2.14). În cazul dat 𝐻4(𝑦) = −(𝑐+ 2)2𝑦(𝑞 + 𝑦 + 2𝑞𝑦2). Evident, 𝐻4(𝑦) ⇑≡ 0. Prin

urmare, dreapta invariantă 𝑥 = 1 nu poate avea multiplicitatea algebrică mai mare ca trei.
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Condițiile (2.15). Polinomul 𝐻4(𝑦) are forma: 𝐻4(𝑦) = (𝑐 + 2 + 𝑓𝑦)((𝑐 + 2)2𝑑2 + 2(𝑐 +

2)𝑑2𝑓𝑦 + 𝑓((𝑐 + 2)(3𝑑 + 𝑐𝑑 − 𝑓) + 𝑑2𝑓)𝑦2 + 2(𝑐 + 2)𝑑𝑓 2𝑦3 + 𝑑𝑓 3𝑦4)⇑𝑓 2. Uşor se observă, că

𝐻4(𝑦) ⇑≡ 0.

Condițiile (2.16). Avem 𝐻4(𝑦) = 𝑎2(−2 + 𝑑2 + 3𝑑𝑦) ≡ 0Ô⇒ 𝑎 = 0Ô⇒ deg(gcd(𝑃,𝑄)) > 0.

Condițiile (2.17). În aceste condiții 𝐻4(𝑦) = −
1
𝑎(𝑎+2𝑦 + 𝑐𝑦)(2𝑎2 −(𝑔 +2)(4+ 𝑐+ 𝑔)+𝑎(𝑐+

2 − 3(𝑔 + 2))𝑦 − 2(𝑐 + 2)(𝑔 + 2)𝑦2) ⇑≡ 0.

Condițiile (2.18). Avem 𝐻4(𝑦) = (𝑐+2)((𝑔+2)2+((𝑔+2)(𝑐+3)−𝑐−2)𝑦2)+𝑎⇑(2+𝑐)(−4𝑎−

3𝑎𝑐−𝑎𝑔−𝑎𝑐𝑔+16𝑦−2𝑎2𝑦+12𝑐𝑦−2𝑎2𝑐𝑦+2𝑐2𝑦+12𝑔𝑦+10𝑐𝑔𝑦+2𝑐2𝑔𝑦+4𝑎𝑦2−𝑎𝑐2𝑦2)+2𝑎(𝑐+2)𝑦3 ⇑≡ 0.

Condițiile (2.19). Polinomul 𝐻4(𝑦) arată astfel: 𝐻4(𝑦) =
1
𝑓2 (𝑎 + 2𝑦 + 𝑐𝑦 + 𝑓𝑦2)𝐻42(𝑦),

unde 𝐻42(𝑦) = (𝑏− 1)(−𝑎+ 𝑎𝑏+ 2𝑓 + 𝑐𝑓) − 2𝑎𝑓 2 + 𝑓((𝑏− 1)(3𝑎+ 2𝑓) − 𝑓(𝑐+ 2))𝑦 − (𝑏− 1)(−5+

𝑏−2𝑐)𝑓𝑦2 +(𝑏−1)𝑓 2𝑦3. Deoarece 𝑓 ≠ 0, identitatea 𝐻42(𝑦) ≡ 0 are loc atunci şi numai atunci

când au loc egalitățile 𝑎 = 0, 𝑏 = 1, 𝑐 = −2, care, împreună cu (2.19), ne dau (2.25).

Condițiile (2.20). Polinomul 𝐻4(𝑦) are forma: 𝐻4(𝑦) =
1
𝑓4 (3 − 𝑏 + 𝑐 + 𝑓𝑦)𝐻43(𝑦), unde

𝐻43(𝑦) = 𝑓𝛼(𝑏 + 𝛽 − 1)(𝑓𝛼𝛽 + (𝑏 − 1)((𝑏 − 1)(𝑏 − 2) + 𝑓𝛼 − 3𝛽 + 𝑏𝛽)) − (𝑏 − 1)2𝛽(𝑓 2

+(𝑏 − 2)(𝑏 + 𝛽 − 1)) + 2𝑓(︀𝑓𝛼(𝑏 + 𝛽 − 1)(𝑓𝛼 + (𝑏 − 1)(2𝑏 + 𝛽 − 3)) − (𝑏 − 1)𝛽(𝑓 2

+(𝑏 − 1)(𝑏 + 𝛽 − 1))⌋︀𝑦 + 𝑓 2(︀𝑓𝛼((𝑏 − 1)(6𝑏 − 7) + 𝑓𝛼 − 5𝛽 + 6𝑏𝛽 + 𝛽2)

−𝛽(𝑓 2 + (𝑏 − 1)(𝑏 + 𝛽))⌋︀𝑦2 + 2𝑓 4𝛼(︀2(𝑏 − 1) + 𝛽⌋︀𝑦3 + 𝑓 5𝛼𝑦4,

𝛼 = 𝑑 − (𝑏 − 1)(𝑐 + 2)⇑𝑓, 𝛽 = 𝑐 − 2𝑏 + 4. În cazul dat identitatea 𝐻4(𝑦) ≡ 0 este echivalentă cu

identitatea 𝐻43(𝑦) ≡ 0, care are loc dacă 𝛼 = 𝛽 = 0, adicǎ 𝑐 = 2𝑏 − 4, 𝑑 = 2(𝑏 − 1)2⇑𝑓. Aceste

egalități, împreună cu (2.20), ne dau seria de condiții (2.26). ◻

Lema 2.1.4. În clasa sistemelor cubice cu focar slab multiplicitatea maximalǎ a unei

drepte invariante nu este mai mare ca 4. Cu exactitatea unei transformǎri centro-afine şi

rescalarea timpului orice sistem cubic cu focar slab şi cu o dreaptǎ invariantǎ de multiplici-

tatea 4 poate fi scris sub una dintre urmǎtoarele 3 forme:

𝑥̇ = (𝑥 − 1)2𝑦, 𝑦̇ = −𝑥 + 2𝑥2 − 𝑥3 − 𝑑𝑥𝑦 − 𝑞𝑥2𝑦 − 2𝑦2 + 2𝑥𝑦2, 𝑑 ≠ 0; (2.27)

𝑥̇ = (𝑥 − 1)𝑦(𝑥 − 𝑓𝑦 − 1), 𝑦̇ = −𝑥 + 2𝑥2 − 𝑥3 − 𝑦2 + 𝑥𝑦2 − 𝑓𝑦3, 𝑓 ≠ 0; (2.28)

𝑥̇ = −(𝑥 − 1)((𝑏 − 1)2𝑥2 + (2𝑏 − 3)𝑓𝑥𝑦 + 𝑓𝑦(1 + 𝑓𝑦))⇑𝑓,

𝑦̇ = −((𝑏 − 1)2𝑥2(𝑏 + 2 + 𝑥) + (𝑏 − 1)2𝑓𝑥(2 + 𝑥)𝑦 + 𝑓 3𝑦3

+𝑓 2((𝑥 − 1)2𝑥 + (𝑏 − 3𝑥 + 2𝑏𝑥)𝑦2))⇑𝑓 2, 𝑓(𝑏 − 1) ≠ 0.

(2.29)
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Demonstrație. În condițiile (2.24) (respectiv, (2.25), (2.26)) sistemul (2.8) capătă forma

(2.27) (respectiv, (2.28), (2.29)). Pentru fiecare dintre aceste sisteme polinomul 𝐸1(X) arată

astfel: 𝐸1(X) = (𝑥 − 1)4(𝐴0(𝑦) +𝐴1(𝑦)(𝑥 − 1)).

În cazul (2.24) avem 𝐴0(𝑦) = −𝑦(𝑑+ 𝑞 + (𝑑+ 2𝑞)𝑦2 − 2𝑦3); în cazul (2.25): 𝐴0(𝑦) = −𝑓 2𝑦4,

iar în cazul (2.26):

𝐴0(𝑦) =
1
𝑓4 (1 − 𝑏 − 𝑓𝑦)((𝑏 − 1)2(8𝑏 − 5𝑏2 + 𝑏3 − 3𝑓 2 + 𝑏𝑓 2 − 4) + (𝑏 − 1)𝑓(12𝑏 − 11𝑏2 + 3𝑏3 − 5𝑓 2

+3𝑏𝑓 2 − 4)𝑦 + 3(𝑏 − 1)𝑓 2((𝑏 − 1)2 + 𝑓 2)𝑦2 + 𝑓 3((𝑏 − 1)2 + 𝑓 2)𝑦3).

În toate cazurile 𝐴0(𝑦) ⇑≡ 0.◻

2.2. Integrabilitatea sistemelor (2.27), (2.28), (2.29).

Sistemul (2.27). Acest sistem are dreapta invariantă 𝑓1 ≡ 𝑥−1 = 0 şi factorii exponențiali:

𝑓2 = exp(︀1⇑(𝑥 − 1)⌋︀; 𝑓3 = exp(︀(𝑑 + 𝑞 + 2𝑦 − 2𝑥𝑦)⇑(𝑥 − 1)2⌋︀; 𝑓4 = exp(︀(−𝑑 − 4𝑞 + 3𝑑𝑥 + 6𝑞𝑥 + 6𝑦 −

6𝑥𝑦)⇑(𝑥 − 1)3⌋︀, care au respectiv cofactorii 𝐾𝑓1(𝑥, 𝑦) = 𝑦(𝑥 − 1), 𝐾𝑓2(𝑥, 𝑦) = −𝑦, 𝐾𝑓3(𝑥, 𝑦) =

2(−𝑥 + 𝑑𝑦 + 𝑞𝑦 + 𝑥2 + 𝑞𝑥𝑦 − 𝑦2), 𝐾𝑓4(𝑥, 𝑦) = 6(𝑥 + 𝑞𝑦).

Pentru (2.27) prima mărime Lyapunov arată astfel: 𝐿1 = −2𝑞. Dacă 𝑞 ≠ 0, atunci (0,0)

este focar şi sistemul (2.27) nu este integrabil în (0,0), adică nu există o aşa vecinătate a lui

(0,0) în care (2.27) ar avea integrală primă analitică (factor integrant analitic) ce nu depinde

de 𝑡, i.e. de forma 𝐹 (𝑥, 𝑦) (𝜇(𝑥, 𝑦)). În cazul 𝑞 = 0 avem factor integrant de forma

𝜇(𝑥, 𝑦) = 𝑓𝛼1
1 𝑓𝛼2

2 𝑓𝛼3
3 𝑓𝛼4

4 , (2.30)

unde 𝛼1 = −6, 𝛼2 = 𝛼3 = 0, 𝛼4 = 𝑑⇑6, adică 𝜇(𝑥, 𝑦) = 1
(𝑥−1)6 exp 𝑑(−𝑑+3𝑑𝑥+6𝑦−6𝑥𝑦)

6(𝑥−1)6 . Prin urmare,

în cazul dat punctul singular (0,0) este centru pentru (2.27).

Sistemul (2.28). Avem dreapta invariantǎ 𝑓1 ≡ 𝑥 − 1 = 0, factorii exponențiali

𝑓2 = 𝑒𝑥𝑝
𝑦

𝑥 − 1
, 𝑓3 = 𝑒𝑥𝑝

𝑦2

(𝑥 − 1)2
, 𝑓4 = 𝑒𝑥𝑝

2 − 3𝑥 + 𝑥3 + 𝑓𝑦3

(𝑥 − 1)3

şi cofactorii 𝐾𝑓1(𝑥, 𝑦) = 𝑦(𝑥 − 𝑓𝑦 − 1),𝐾𝑓2(𝑥, 𝑦) = −𝑥(𝑥 − 1), 𝐾𝑓3(𝑥, 𝑦) = −2𝑥𝑦,𝐾𝑓4(𝑥, 𝑦) =

−3𝑦(1+ 𝑓𝑦). Pentru aceşti cofactori identitatea (2.4) are loc dacǎ 𝛼1 = 6, 𝛼2 = 0, 𝛼3 = 3, 𝛼4 =

−2. Aşa dar, sistemul are integrala primǎ

𝐹 (𝑥, 𝑦) = (𝑥 − 1)6𝑒𝑥𝑝
4 − 6𝑥 + 2𝑥3 + 3𝑦2 − 3𝑥𝑦2 + 2𝑓𝑦3

(1 − 𝑥)3

şi deci, în (0,0) avem centru.
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Sistemul (2.29). Sistemul dat are dreapta invariantǎ 𝑓1 ≡ 𝑥 − 1 = 0, factorii exponențiali

𝑓2 = 𝑒𝑥𝑝
𝑏 + 𝑓𝑦 − 1

𝑓(𝑥 − 1)
, 𝑓3 = 𝑒𝑥𝑝

(𝑏 − 1)2 + 2𝑓(𝑏 − 𝑥)𝑦 + 𝑓 2𝑦2

(𝑥 − 1)2
,

𝑓4 = 𝑒𝑥𝑝(︀
1

3(𝑥 − 1)3
⋅ (3(1 − 𝑏2 − 2𝑓 2)𝑥 + 12(𝑏2 + 𝑓 2 − 𝑏)𝑥2

+(6𝑏 − 3𝑏2 − 2𝑏3 − 6𝑓 2 − 1)𝑥3 − 3𝑓(1 − 𝑏)𝑦 − 3𝑓(1 − 3𝑏 + 2𝑏2)𝑥2𝑦 + 6𝑓 2(1 − 𝑏)𝑥𝑦2 − 2𝑓 3𝑦3)⌋︀

şi cofactorii

𝐾𝑓1(𝑥, 𝑦) = −
𝑓𝑦 + (𝑏 − 1)2𝑥2 + (2𝑏 − 3)𝑓𝑥𝑦 + 𝑓 2𝑦2

𝑓
,

𝐾𝑓2(𝑥, 𝑦) =
𝑓 2𝑥 + 𝑓𝑦 − (𝑏 − 1)2𝑥2 − 𝑓 2𝑥2 − 𝑏𝑓𝑦

𝑓 2
,

𝐾𝑓3(𝑥, 𝑦) =
2(−𝑏𝑓 2𝑥 + (𝑏 − 1)2(𝑓𝑦 + 𝑥2) + 𝑓 2𝑥2 − 𝑓((𝑏 − 1)2 + 𝑓 2)𝑥𝑦)

𝑓
,

𝐾𝑓4(𝑥, 𝑦) =
1

𝑓
((𝑏 − 1)𝑓 2𝑥 + 𝑓(𝑏2 + 2𝑓 2 − 1)𝑦 + ((𝑏 − 1)2 + 𝑓 2)((𝑏 − 1)𝑥(2𝑏𝑥 − 𝑥 + 4𝑓𝑦) + 2𝑓 2𝑦2))

şi integrala primǎ 𝐹 (𝑥, 𝑦) = 𝑓𝛼1
1 𝑓𝛼2

2 𝑓𝛼3
3 𝑓𝛼4

4 , unde 𝛼1 = 2((𝑏−1)2+𝑓 2), 𝛼2 = 𝑓(𝑏+1), 𝛼3 = 𝛼4 = 1.

Din cele expuse mai sus rezultǎ că pentru sistemul diferențial cubic (2.6) cu o dreaptǎ

invariantǎ afină şi realǎ de multiplicitate algebricǎ patru are loc teorema 2.0.1.

2.3. Sistemele cubice (2.6) cu douǎ drepte invariante afine 𝑙1, 𝑙2, 𝑚(𝑙1)+𝑚(𝑙2) ≥ 4.

2.3.1. Dreptele sunt reale şi paralele.

Fie 𝑙1, 𝑙2 ∈ R(︀𝑥, 𝑦⌋︀, 𝑙1 ∥ 𝑙2. Fǎrǎ a diminua generalitatea putem considera 𝑙1 = 𝑥 − 1, adică

(2.6) are forma (2.8). Astfel 𝑙2 = 𝑥 − 𝛼, unde 𝛼 ∈ R şi 𝛼 ≠ 0; 1.

Dreapta 𝑙2 este invariantǎ pentru sistemul (2.8) dacǎ

𝑎 = 𝑓 = 0, 𝛼 = −1⇑(𝑐 + 1), 𝑐 ≠ −2. (2.31)

Luând în considerare (2.31) şi Lemele 2.1.2 şi 2.1.1 obținem, respectiv, urmǎtoarele douǎ

leme.

Lema 2.3.1. Printr-o transformare afinǎ şi rescalarea timpului orice sistem cubic cu

focar fin şi cu douǎ drepte invariante reale afine distincte şi paralele 𝑙1, 𝑙2, 𝑚(𝑙1) ≥ 3, poate

fi scris sub una dintre urmǎtoarele douǎ forme:

𝑥̇ = −(𝑥 − 1)(1 + 𝑥 + 𝑐𝑥)𝑦, 𝑐 ⇑∈ {−2;−1},

𝑦̇ = −𝑥 + 2𝑥2 − 𝑥3 + 3𝑞𝑥𝑦 + 𝑐𝑞𝑥𝑦 − 𝑞𝑥2𝑦 − 𝑦2 − 𝑥𝑦2 − 𝑐𝑥𝑦2, 𝑞 ≠ 0;
(2.32)
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𝑥̇ = −(𝑥 − 1)(1 + 𝑥 + 𝑐𝑥)𝑦, 𝑐 ⇑∈ {−2;−1},

𝑦̇ = −𝑥 − 𝑔𝑥2 + 𝑥3 + 𝑔𝑥3 − 𝑦2 − 𝑥𝑦2 − 𝑐𝑥𝑦2, 𝑔 ≠ −2.
(2.33)

Lema 2.3.2. Orice sistem cubic cu focar fin şi douǎ drepte invariante reale distincte şi

paralele 𝑙1, 𝑙2, 𝑚(𝑙1) ≥ 2, 𝑚(𝑙2) ≥ 2, printr-o transformare afinǎ şi rescalarea timpului poate

fi scris sub urmǎtoarea formǎ:

𝑥̇ = −(𝑥 − 1)(1 + 𝑥 + 𝑐𝑥)𝑦, 𝑐 ⇑∈ {−2;−1},

𝑦̇ = −𝑥 − 𝑐𝑥2 + 𝑥3 + 𝑐𝑥3 − 𝑑𝑥𝑦 − 𝑞𝑥2𝑦 + 𝑐𝑦2 − 2𝑥𝑦2 − 2𝑐𝑥𝑦2.
(2.34)

2.3.2. Dreptele sunt reale şi concurente.

Considerǎm 𝑙1 ≡ 𝑥 − 1 = 0. Dreapta 𝑙2 ≡ 𝑦 − 𝐴𝑥 − 𝐵 = 0, 𝐴,𝐵 ∈ R, 𝐵 ≠ 0 este dreaptǎ

invariantǎ pentru sistemul (2.8), dacǎ 𝜙(𝑥) ≡ 0, unde 𝜙(𝑥) = (𝐴 ⋅𝑃 (𝑥, 𝑦)+𝐵 ⋅𝑄(𝑥, 𝑦))⨄︀
𝑦=𝐴𝑥+𝐵

.

Lema 2.3.3. Printr-o transformare afinǎ şi rescalarea timpului orice sistem cubic cu

focar fin şi douǎ drepte invariante afine reale distincte şi concurente 𝑙1, 𝑙2, 𝑚(𝑙1) ≥ 3 poate

fi scris sub una dintre urmǎtoarele patru forme:

𝑥̇ = (𝑥 − 1)2𝑦, 𝑦̇ = −𝑥 − 𝑔𝑥2 − 𝑑𝑥𝑦 − 𝑦2 + (𝑔 + 1)𝑥3 − 𝑑(𝑔 + 1)𝑥2𝑦 + 𝑥𝑦2, 𝑑 ≠ 0; (2.35)

𝑥̇ = 1
2𝑓(𝑏−1)(𝑥 − 1)(2(1 − 𝑏)𝑓𝑦 − (𝑏 − 1)(𝑏2 − 𝑏 ±∆ − 𝑓 2)𝑥2

+𝑓(𝑓 2 − 4 + 7𝑏 − 3𝑏2 ∓∆)𝑥𝑦 − 2𝑓 2(𝑏 − 1)𝑦2),

𝑦̇ = 1
2𝑓2(𝑏−1)(2𝑓 2(1 − 𝑏)𝑥 + (1 − 𝑏)((𝑏 − 1)(𝑏2 − 𝑏 ±∆) − 𝑓 2(𝑏 + 3))𝑥2

+𝑓(1 − 𝑏)(3𝑏(𝑏 − 1) ±∆ − 𝑓 2)𝑥𝑦 + 2𝑏𝑓 2(1 − 𝑏)𝑦2 + 2𝑓 2(1 − 𝑏)𝑥3 + 𝑓(𝑏 − 1)

⋅(𝑓 2 ∓∆ − (𝑏 − 1)(𝑏 − 2))𝑥2𝑦 + 𝑓 2(𝑓 2 ∓∆ − (𝑏 − 1)(3𝑏 − 4))𝑥𝑦2 + 2𝑓 3(1 − 𝑏)𝑦3),

(2.36)

unde ∆ =
⌈︂

4𝑓 2(1 − 𝑏) + (𝑓 2 + 𝑏(𝑏 − 1))2;

𝑥̇ = (1 − 𝑥)𝑦(1 − 𝑥 + 𝑓𝑦), 𝑑𝑓 ≠ 0, 𝑦̇ = −𝑥 + 2𝑥2 − 𝑑𝑥𝑦 − 𝑦2 − 𝑥3 + 𝑑𝑥2𝑦 + 𝑥𝑦2 − 𝑓𝑦3; (2.37)

𝑥̇ = (1 − 𝑥)(𝑓𝑦 + (1 − 𝑏)(𝑏 − 𝑐 − 3)𝑥2 + 𝑓(𝑐 + 1)𝑥𝑦 + 𝑓 2𝑦2)⇑𝑓,

𝑦̇ = (𝑓 2(𝑐 − 𝑏 + 3)𝑥 + (𝑐 − 𝑏 + 3)(𝑐𝑓 2 + (𝑏 − 1)((𝑏 − 2)(𝑏 − 3) + 5𝑐 − 2𝑏𝑐 + 𝑐2 − 2𝑓 2))𝑥2

−𝑓(2(1 − 𝑏)(𝑏 − 𝑐 − 3)2 + 𝑓 2(2𝑏 − 𝑐 − 4))𝑥𝑦 − 𝑏𝑓 2(𝑏 − 𝑐 − 3)𝑦2 + (𝑏 − 𝑐 − 3)

⋅(2𝑏 − 𝑐 − 3)((𝑏 − 1)(𝑏 − 𝑐 − 3) − 𝑓 2)𝑥3 + 𝑓(𝑓 2(2𝑏 − 𝑐 − 4) − (𝑏 − 1)2

⋅(𝑏 − 𝑐 − 3))𝑥2𝑦 − 𝑓 2(𝑐 + 1)(𝑏 − 𝑐 − 3)𝑥𝑦2 − 𝑓 3(𝑏 − 𝑐 − 3)𝑦3)⇑(𝑓 2(𝑏 − 𝑐 − 3)).

(2.38)

Demonstrație. În condițiile (2.13) avem

𝜙(𝑥) = −𝐵(𝐴 + 𝑏𝐵) + (−1 −𝐴2 + 2𝐴𝐵 − 2𝐴𝑏𝐵 + 𝑏𝐵2 −𝐵𝑑)𝑥 + (2𝐴2−

𝐴2𝑏 −𝐴𝐵 + 2𝐴𝑏𝐵 −𝐴𝑑 − 𝑔 −𝐵𝑞)𝑥2 + (1 −𝐴2 +𝐴2𝑏 + 𝑔 −𝐴𝑞)𝑥3 ≡ 0⇒

{𝑏 = 1, 𝑞 = 𝑑(1 + 𝑔)} ⇒ (2.35) şi 𝑙2 = 1 − 𝑥 + 𝑑𝑦.
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În fiecare dintre condițiile (2.14), (2.16)-(2.18) polinomul 𝜙(𝑥) are forma 𝜙(𝑥) = −𝐵(𝐵 +

𝐴) + 𝜓(𝑥), 𝜓(0) = 0. Luând în considerare 𝐵 ≠ 0, identitatea 𝜙(𝑥) ≡ 0 ne oferǎ 𝐵 = −𝐴.

Astfel, în condițiile (2.14), (2.16)-(2.18), respectiv, avem

𝜓(𝑥) = −(1 + 3𝐴𝑞 +𝐴𝑐𝑞)𝑥 + (2 + 4𝐴𝑞 +𝐴𝑐𝑞)𝑥2 − (1 +𝐴𝑞)𝑥3;

𝜓(𝑥) = (𝐴𝑑 − 1)𝑥 + (2 − 𝑎𝑑 − 2𝐴𝑑)𝑥2 + (𝐴𝑑 − 1)𝑥3;

𝜓(𝑥) = −((𝑎 − 6𝐴 − 2𝐴𝑐 − 3𝐴𝑔 −𝐴𝑐𝑔)𝑥 + (8𝐴 + 2𝐴𝑐 + 𝑎𝑔 + 4𝐴𝑔 +𝐴𝑐𝑔)𝑥2

+(𝑎 − 2𝐴 −𝐴𝑔)𝑥3)⇑𝑎;

𝜓(𝑥) = (−2 + 3𝑎𝐴 − 𝑐 + 𝑎𝐴𝑐)𝑥 − (4𝑎𝐴 + 𝑎𝐴𝑐 + 2𝑔 + 𝑐𝑔)𝑥2

+(2 − 𝑎2 + 𝑎𝐴 + 𝑐 + 2𝑔 + 𝑐𝑔)𝑥3⇑(𝑐 + 2).

În cazul condițiilor (2.14) şi (2.16) identitatea 𝜓(𝑥) ≡ 0 ne oferǎ

deg(gcd(𝑃,𝑄)) > 0, iar în cazul condițiilor (2.17) şi (2.18) este uşor de arǎtat cǎ 𝜓(𝑥) ⇑≡ 0.

În condițiile (2.15) avem

𝜙(𝑥) = −𝐵(𝐴 +𝐵)(1 +𝐵𝑓) − ((𝐴 +𝐵)(𝐴 +𝐵 +𝐵𝑐 + 2𝐴𝐵𝑓) + 1 +𝐵𝑑)𝑥 − (𝑑(𝑐 + 2) + 𝑑𝑓(𝐴 −𝐵)

−2𝑓 +𝐴(𝐴 +𝐵)𝑓(1 + 𝑐 +𝐴𝑓))𝑥2⇑𝑓 + (𝑑(𝑐 + 2) − 𝑓 +𝐴𝑑𝑓)𝑥3⇑𝑓.

Dacǎ 𝐵 = −𝐴, atunci 𝜓(𝑥) ⇑≡ 0, iar dacǎ 𝐵 = −1⇑𝑓, atunci deg(gcd(𝑃,𝑄)) > 0. Fie cǎ se

realizeazǎ condițiile (2.19). Avem

𝜙(𝑥) = −𝐵(𝐴 + 𝑏𝐵 + 𝑓𝐵(𝐴 +𝐵) − ((𝑏 − 1)(𝑐 + 3)𝐵 +𝐵(𝐴 +𝐵)𝑓(𝑐 + 2𝐴𝑓)

+𝑓(1 +𝐴2 + 2𝐴𝑏𝐵 +𝐵2))𝑥⇑𝑓 − ((𝑏 − 1)(𝑎 + 3𝐴 −𝐵 +𝐴𝑐) + 𝑓(𝐴 +𝐵)(𝑎 +𝐴𝑐 +𝐴2𝑓)

+𝑓(𝐴2𝑏 +𝐴𝐵 − 2))𝑥2⇑𝑓 + ((𝑏 − 1)𝐴 − 𝑓)𝑥3⇑𝑓 ≡ 0⇒ 𝐴 = 𝑓⇑(𝑏 − 1) ⇒

𝜙(𝑥) = 𝐵((𝑏 − 1)(𝑏 +𝐵𝑓)𝐵 + 𝑓(1 +𝐵𝑓))⇑(1 − 𝑏) − ((𝑏 − 1)3(𝑐 + 3)𝐵

+𝑓(𝑏 − 1)2(1 + 𝑐)𝐵2 + 2𝑓 3(𝑏 − 1)𝐵2 + 𝑓(𝑓 2 + (𝑏 − 1)2)

+𝑓 2(𝑏 − 1)(2𝑏 + 𝑐)𝐵 + 2𝑓 4𝐵)𝑥⇑(𝑓(𝑏 − 1)2) − (𝑓 5 + (𝑏 − 1)4(𝑎 −𝐵)

+𝑓(𝑏 − 1)3(1 + 𝑎𝐵 + 𝑐) + 𝑓 2(𝑏 − 1)2(𝑎 +𝐵 +𝐵𝑐)

+𝑓 3(𝑏 − 1)(𝑏 + 𝑐 +𝐵𝑓))𝑥2⇑(𝑓(𝑏 − 1)3) ≡ 0⇒

{𝑎 = −(𝑏 − 𝑏2 + 𝑓 2 ±∆)⇑(2𝑓), 𝑐 = (6 − 9𝑏 + 3𝑏2 − 𝑓 2 ∓∆)⇑(2(𝑏 − 1)),

𝐵 = (𝑏 − 𝑏2 − 𝑓 2 ±∆)⇑(2𝑓(𝑏 − 1))} ⇒ (2.36).

În condițiile (2.20) polinomul 𝜙(𝑥) are forma 𝜙(𝑥) = −𝐵𝐸𝑞0−𝐸𝑞1𝑥−𝐸𝑞2𝑥2⇑𝑓 2−𝐸𝑞3𝑥3⇑𝑓 3,
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unde

𝐸𝑞0 = 𝐴(1 +𝐵𝑓) +𝐵(𝑏 +𝐵𝑓);

𝐸𝑞1 = 1 +𝐴2 + 2𝐴𝑏𝐵 +𝐵2 +𝐵𝑑 +𝐵(𝐴 +𝐵)(𝑐 + 2𝐴𝑓);

𝐸𝑞2 = (3 − 𝑏 + 𝑐)((𝑏 − 1)(𝑏 − 𝑐 − 4) + 𝑑𝑓) +𝐴𝑓((𝑏 − 1)(3 − 𝑏 + 𝑐) + 𝑑𝑓) − 2𝑓 2

+𝐵𝑓((𝑏 − 1)(5 − 𝑏 + 2𝑐) − 𝑑𝑓) +𝐴2(𝑏 + 𝑐)𝑓 2 +𝐴𝐵(1 + 𝑐)𝑓 2 +𝐴2(𝐴 +𝐵)𝑓 3;

𝐸𝑞3 = 𝑓 2 + (3 − 𝑏 + 𝑐)((𝑏 − 1)(𝑐 + 3) − 𝑑𝑓) +𝐴𝑓(𝑏 − 1)(𝑐 + 2) −𝐴𝑑𝑓 2.

Dacǎ 𝐵 = −1⇑𝑓, atunci {𝐸𝑞0 = 0, 𝐸𝑞3 = 0} ⇒ {𝑏 = 1,𝐴 = −(𝑑(𝑐 + 2) − 𝑓)⇑(𝑑𝑓)} ⇒ {𝐸𝑞1 =

0, 𝐸𝑞2 = 0} ⇒ {𝑑 = 𝑓} ⇒ deg(gcd(𝑃,𝑄)) > 0.

Fie 𝐵 ≠ −1⇑𝑓. Atunci {𝐸𝑞0 = 0, 𝐸𝑞1 = 0} ⇒ {𝐴 = −𝐵(𝑏 +𝐵𝑓)⇑(1 +𝐵𝑓), 𝑑 = (−1 − 2𝑓𝐵 +

((𝑏 − 1)(1 + 𝑏 + 𝑐) − 𝑓 2)𝐵2 + 𝑓(𝑏 − 1)(𝑐 + 2)𝐵3)⇑(𝐵(1 +𝐵𝑓)2)} ⇒ {𝐸𝑞2 = −𝐸𝑞21𝐸𝑞22⇑(𝐵(1 +

𝐵𝑓)2), 𝐸𝑞3 = 𝐸𝑞21𝐸𝑞31⇑(𝐵(1 +𝐵𝑓)3), unde 𝐸𝑞21 = 𝑏 − 𝑐 − 3 +𝐵𝑓(2𝑏 − 𝑐 − 4), 𝐸𝑞22 = 𝐵((𝑏 −

1)(𝑏 − 𝑐 − 4) − 𝑓 2) − 𝑓, 𝐸𝑞31 = (𝑏 − 1)𝐵(1 − 𝑏 + (𝑏 − 𝑐 − 4)(1 +𝐵𝑓)) − 𝑓(1 +𝐵𝑓)2.

Fie 𝐸𝑞22 = 0, 𝐸𝑞31 = 0. Din ecuația 𝐸𝑞22 = 0 exprimǎm 𝐵, înlocuim în 𝐸𝑞31 şi obținem

𝐸𝑞31 = 𝑓(𝑏− 1)2⇑((𝑏− 1)(4− 𝑏+ 𝑐)+ 𝑓 2) ≠ 0. Prin urmare, în condițiile 𝑓(1+𝐵𝑓) ≠ 0 sistemul

{𝐸𝑞22 = 0, 𝐸𝑞31 = 0} nu este compatibil.

Fie acum 𝐸𝑞21 = 0. Dacǎ 𝑐 = 2𝑏 − 4, atunci {𝑏 = 1, 𝑑 = −1⇑𝐵} sau {𝑏 = 1, 𝐵 = −1⇑𝑑} ⇒

sistemul (2.37), care are dreapta invariantǎ 1 − 𝑥 + 𝑑𝑦 = 0. Presupunem 𝑐 − 2𝑏 + 4 ≠ 0. Atunci

𝐸𝑞21 = 0 ⇒ {𝐵 = (𝑐 − 𝑏 + 3)⇑((2𝑏 − 𝑐 − 4)𝑓), 𝑑 = 𝑓(2𝑏 − 𝑐 − 4)⇑(𝑏 − 𝑐 − 3)} ⇒ sistemul (2.38)

care are dreapta invarintǎ (𝑏 − 𝑐 − 3)(−1 + (2𝑏 − 𝑐 − 3)𝑥) − 𝑓(2𝑏 − 𝑐 − 4)𝑦 = 0.◻

În mod similar lemei 2.3.3 se demonstreazǎ şi urmǎtoarea lemǎ:

Lema 2.3.4. Printr-o transformare afinǎ şi rescalarea timpului, orice sistem cubic cu

focar fin şi cu douǎ drepte invariante reale şi concurente, ambele de multiplicitatea cel puțin

doi 𝑙1, 𝑙2, 𝑚(𝑙1) =𝑚(𝑙2) ≥ 2, poate fi scris sub una dintre urmǎtoarele şapte forme:

𝑥̇ = 𝑦(𝑥 − 1)2,

𝑦̇ = −(𝐵2𝑥 +𝐴𝐵(2 + (𝐴 +𝐵)2)𝑥2 − 2𝐵𝑥𝑦 +𝐴2(1 + (𝐴 +𝐵)2)𝑥3

−𝐴𝐵𝑦2 − 2𝐴(1 + (𝐴 +𝐵)2)𝑥2𝑦 + (1 +𝐴2 + 2𝐴𝐵)𝑥𝑦2)⇑𝐵2;

(2.39)

𝑥̇ = 𝑦(𝑥 − 1)(𝑥 − 1 − 𝑓𝑦),

𝑦̇ = −(𝑥 − 2𝑥2 + 𝑥3 + 𝑦2 − 𝑥𝑦2 + 𝑓𝑦3) − 𝑥𝑦(2𝐵𝑥 + 𝑦 − 2𝐵)⇑𝐵2;
(2.40)
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𝑥̇ = (1 − 𝑥)(𝑦 + 𝑎𝑥2 + (2𝑎𝐴 − 1)𝑥𝑦 + 𝑎𝐴2𝑦2)

𝑦̇ = −𝑥 − ((𝑎 −𝐴 + 𝑎𝐴2 − 2𝐴3)𝑥2 +𝐴𝑦(𝑎 +𝐴 + 𝑎𝐴2)(2𝑥 +𝐴𝑦)

+𝐴3𝑥3 +𝐴(𝑎 − 2𝐴 + 𝑎𝐴2)𝑥2𝑦 +𝐴2(2𝑎 −𝐴 + 2𝑎𝐴2)𝑥𝑦2

+𝑎𝐴3(1 +𝐴2)𝑦3)⇑(𝐴(1 +𝐴2));

(2.41)

𝑥̇ = (𝑥 − 1)2𝑦,

𝑦̇ = −(𝐵2𝑥 + 2𝐴𝐵𝑥2 +𝐵((𝐴 +𝐵)(2𝐴 +𝐵) − 2)𝑥𝑦 −𝐵(2𝐴 +𝐵)𝑦2

+𝐴2𝑥3 +𝐴(𝐴(𝐴 +𝐵) − 2)𝑥2𝑦 − (𝐴2 + (𝐴 +𝐵)2 − 1)𝑥𝑦2

+(𝐴 +𝐵)𝑦3)⇑𝐵2, 𝐴 +𝐵 ≠ 0;

(2.42)

𝑥̇ = (1 − 𝑥)𝑦(1 − 𝑥 + 𝑓 2𝑥 + 𝑓𝑦), 𝑓 ≠ 0

𝑦̇ = −(𝑥 − 2𝑥2 + 𝑓𝑥𝑦 + 𝑦2 + 𝑥3 − 𝑓𝑥2𝑦 + (𝑓 2 − 1)𝑥𝑦2 + 𝑓𝑦3);
(2.43)

𝑥̇ = (𝑥 − 1)(−𝐵2𝑦 +𝐵(1 +𝐵𝑓)𝑥2 + (𝐵2 +𝐵3𝑓 +𝐵4𝑓 2 − 1)𝑥𝑦 −𝐵2𝑓𝑦2)⇑𝐵2

𝑦̇ = −𝑥 − (𝐵3𝑓(3 +𝐵𝑓)𝑥2 +𝐵(2 +𝐵𝑓)(−1 +𝐵3𝑓 +𝐵4𝑓 2)𝑥𝑦

−𝐵3𝑓(2 +𝐵𝑓)𝑦2 −𝐵3𝑓𝑥3 −𝐵2𝑓(1 +𝐵2 +𝐵3𝑓)𝑥2𝑦

+(1 −𝐵4𝑓 2)𝑥𝑦2 +𝐵2𝑓𝑦3)⇑𝐵2;

(2.44)

𝑥̇ = 𝑦(𝑥 − 1)2,

𝑦̇ = −(𝐵2𝑥 + 2𝐴𝐵𝑥2 + 2𝐵(𝐴2 +𝐴𝐵 − 1)𝑥𝑦 − 2𝐴𝐵𝑦2 +𝐴2𝑥3

−𝐴(2 −𝐴2 +𝐵2)𝑥2𝑦 + (1 − 2𝐴2)𝑥𝑦2 +𝐴𝑦3)⇑𝐵2, 𝐴 ≠ 0.

(2.45)

2.3.3. Dreptele sunt complexe şi paralele.

Printr-o transformare (2.7) putem considera dreapta invarinatǎ 𝑙1 descrisǎ de ecuația

𝑙1 = 𝑥 − 𝛼 − 𝑖 şi sistemul (2.6) de forma

𝑥̇ = 𝑦(︀(𝑥 − 𝛼)2 + 1⌋︀⇑(𝛼2 + 1), 𝑦̇ = −(𝑥 + 𝑔𝑥2 + 𝑑𝑥𝑦 + 𝑏𝑦2 + 𝑠𝑥3 + 𝑞𝑥2𝑦 + 𝑛𝑥𝑦2 + 𝑙𝑦3). (2.46)

Pentru (2.46) dreapta 𝑙1 are multiplicitatea algebricǎ doi, dacǎ

((1 + 𝛼2)2𝐸1(X)⇑(1 + (𝑥 − 𝛼)2))
∫︀∫︀∫︀∫︀∫︀∫︀∫︀∫︀∫︀∫︀∫︀𝑥=𝛼+𝑖

= 𝑓1(𝑦)𝑓2(𝑦) ≡ 0,

unde

𝑓1(𝑦) = −𝑔 + 𝛼 − 3𝑠𝛼 + 𝑔𝛼2 + 𝑠𝛼3 + (−𝑞 + 𝑑𝛼 + 𝑞𝛼2)𝑦 + (𝑏 + 𝑛𝛼)𝑦2 + 𝑙𝑦3

+𝑖(1 − 𝑠 + 2𝑔𝛼 + 3𝑠𝛼2 + (𝑑 + 2𝑞𝛼)𝑦 + 𝑛𝑦2),

𝑓2(𝑦) = −(1 + 𝛼2)(−𝑔 + 𝛼 − 3𝑠𝛼 + 𝑔𝛼2 + 𝑠𝛼3) + (𝑏 + 𝑛𝛼)(1 + 𝛼2)𝑦2 + 2𝑙(1 + 𝛼2)𝑦3

+𝑖(−(1 + 𝛼2)(1 − 𝑠 + 2𝑔𝛼 + 3𝑠𝛼2) + (2 + 𝑛 + 𝑛𝛼2)𝑦2).
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Luând în considerare faptul cǎ sistemul (2.46) este real, avem

𝑓1(𝑦) ≡ 0⇒ {𝑅𝑒(𝑓1(𝑦)) ≡ 0, 𝐼𝑚(𝑓1(𝑦)) ≡ 0} ⇒ {𝑏 = 𝑑 = 𝑙 = 𝑛 = 𝑞 = 0,

𝑔 = −2𝛼𝑠 = −2𝛼⇑(1 + 𝛼2)} ⇒ deg(gcd(𝑃,𝑄)) > 0.

Identitatea 𝑓2(𝑦) ≡ 0 se realizeazǎ dacǎ 𝑙 = 0, 𝑏 = −𝑔 = (2𝛼)⇑(1 + 𝛼2), 𝑠 = −𝑛⇑2 = 1⇑(1 + 𝛼2).

În aceste condiții, (2.46) aratǎ astfel

𝑥̇ = 𝑦(1+(𝑥−𝛼)2)
1+𝛼2 , 𝑦̇ = − (1+𝛼2)𝑥−2𝛼𝑥2+𝑑(1+𝛼2)𝑥𝑦+2𝛼𝑦2+𝑥3+𝑞(1+𝛼2)𝑥2𝑦−2𝑥𝑦2

1+𝛼2 . (2.47)

Dreapta 𝑙2 = 𝑙1 = 𝑥 − 𝛼 + 𝑖 este invariantǎ pentru sistemul (2.47) şi are multiplicitatea

algebricǎ doi.

2.3.4. Dreptele sunt complexe omogene.

În acest caz dreptele 𝑙1,2 sunt drepte invariante pentru (2.6) dacǎ sunt descrise de ecuațiile

𝑦 ∓ 𝑖𝑥 = 0 şi dacǎ se realizeazǎ condițiile

𝑓 = 𝑎 + 𝑑, 𝑔 = 𝑏 + 𝑐, 𝑞 = 𝑙 − 𝑘 + 𝑝, 𝑠 =𝑚 + 𝑛 − 𝑟. (2.48)

În aceste condiții polinomul 𝐸1(X) pentru sistemul (2.6) are forma 𝐸1(X) = −𝑙1𝑙2(1+𝜈(𝑥, 𝑦)),

unde 𝜈(0,0) = 0. Este evident cǎ 𝑙1 (𝑙2), i.e. 𝑦 − 𝑖𝑥 (𝑦 + 𝑖𝑥), nu divide 1 + 𝜈(𝑥, 𝑦) şi, prin

urmare, multipliciatea algebricǎ a dreptei invariante 𝑙1 (𝑙2) nu este mai mare decât unu.

2.3.5. Dreptele sunt complexe neomogene şi concurente.

Fie 𝑙1,2 ∈ C(︀𝑥, 𝑦⌋︀ ∖ R(︀𝑥, 𝑦⌋︀, 𝑙2 = 𝑙1 şi 𝑙1 ∦ 𝑙2. Printr-o transformare de forma (2.7) putem

face ca dreapta 𝑙1 (𝑙2) sǎ fie descrisǎ de ecuația 𝑦−(𝛼+𝛽𝑖)𝑥−1 = 0, 𝛽 ≠ 0 (𝑦−(𝛼−𝛽𝑖)𝑥−1 =

0, 𝛽 ≠ 0), i.e. putem face ca dreptele 𝑙1 şi 𝑙2 sǎ treacǎ prin punctul (0,1). Dreptele 𝑙1,2 sunt

drepte invariante pentru (2.6), dacǎ şi numai dacǎ se realizeazǎ urmǎtoarele condiții

𝑘 = 𝑔 − 2𝛼 + 2𝑎𝛼, 𝑙 = −𝑏, 𝑚 = 2 − 𝑎 + 𝑑 + 2𝑐𝛼 − 3𝛼2 + 𝛽2,

𝑛 = −1 − 𝑑 − 2𝛼2 − 𝑓𝛼2 − 2𝛽2 − 𝑓𝛽2, 𝑝 = 𝑏 − 𝑐 + 4𝛼 + 2𝑓𝛼,

𝑞 = −𝑔 − 𝑐𝛼2 + 2𝛼3 − 𝑐𝛽2 + 2𝛼𝛽2, 𝑟 = −1 − 𝑓, 𝑠 = −(−1 + 𝑎)(𝛼2 + 𝛽2),

(2.49)

i.e. dacǎ sistemul (2.6) are forma

𝑥̇ = 𝑦 + 𝑎𝑥2 + 𝑐𝑥𝑦 + 𝑓𝑦2 + (2 − 𝑎 + 𝑑 + 2𝑐𝛼 − 3𝛼2 + 𝛽2)𝑥2𝑦 + (𝑔 − 2𝛼 + 2𝑎𝛼)𝑥3

+(𝑏 − 𝑐 + 4𝛼 + 2𝑓𝛼)𝑥𝑦2 − (𝑓 + 1)𝑦3,

𝑦̇ = −𝑥 − 𝑔𝑥2 − 𝑑𝑥𝑦 − 𝑏𝑦2 + (𝑔 + (𝑐 − 2𝛼)(𝛼2 + 𝛽2))𝑥2𝑦 + (𝑎 − 1)(𝛼2 + 𝛽2)𝑥3

+(1 + 𝑑 + (𝑓 + 2)(𝛼2 + 𝛽2))𝑥𝑦2 + 𝑏𝑦3, 𝛽 ≠ 0.

(2.50)
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Pentru sistemul (2.50) avem (𝐸1(X)⇑(𝑙1𝑙2))
∫︀∫︀∫︀∫︀∫︀∫︀∫︀∫︀∫︀∫︀∫︀𝑦=(𝛼+𝑖𝛽)𝑥+1

= 𝑔1(𝑥)𝑔2(𝑥), unde

𝑔1(𝑥) = 𝑏 + (𝑓 + 2)(𝛼 − 𝑖𝛽) + (2 + 𝑑 + 2𝑏𝛼 + 𝑐𝛼 + 2𝛼2 + 2𝑓𝛼2 + 4𝛽2 + 2𝑓𝛽2 + 𝑖𝛽(2𝑏 − 𝑐 + 2𝛼))𝑥

+(𝑔 + 𝑎𝛼 + 𝑑𝛼 + 𝑏𝛼2 − 𝑏𝛽2 + (𝑐 + 𝑓𝛼)(𝛼2 + 𝛽2) + 𝑖𝛽(2 − 𝑎 + 𝑑 + 2𝑏𝛼 + (2 + 𝑓)(𝛼2 + 𝛽2)))𝑥2,

𝑔2(𝑥) = (𝑓 + 2)(𝑏 + 𝛼(𝑓 + 2) + 𝑖𝛽(𝑓 + 2)) + 2(𝑏 + (𝑓 + 2)(𝛼 + 𝑖𝛽))(𝑐 + 𝛼 + 2𝑓𝛼 + 𝑖𝛽(3 + 2𝑓))𝑥

−((𝑓 + 2)(𝑔 − (𝛼 + 𝑖𝛽)(1 + 2𝑎 + 𝑑 + (𝛼 + 𝑖𝛽)(6𝑏 + 6𝑐 − 17𝛼 − 7𝑖𝛽)) − 6(𝛼 + 𝑖𝛽)3(𝑓 + 2))

−𝑏(3(𝑎 − 1) + 5(𝛼 + 𝑖𝛽)(𝑐 − 3𝛼 − 𝑖𝛽)) − (𝑐 − 3𝛼 − 𝑖𝛽)(2 + 𝑑 + 𝑐𝛼 − 2𝛼2 + 2𝛽2 + 𝑖𝛽(𝑐 − 4𝛼)))𝑥2

+𝑥3(𝑎 − 1 + 𝑐𝛼 + 𝛼2(𝑓 − 1) − 𝛽2(𝑓 + 1) + 𝑖𝛽(𝑐 + 2𝑓𝛼))(2(2 + 𝑑 + 𝑐𝛼 + 2𝑏𝛼 + 2(𝑓 + 1)(𝛼2 − 𝛽2)

+𝑖𝛽(2𝑏 + 𝑐 + 4𝛼 + 4𝑓𝛼)) + 𝑥(𝑔 + 𝛼(𝑎 + 𝑑) + (𝑏 + 𝑐 + 𝑓𝛼)(𝛼2 − 𝛽2) − 2𝑓𝛼𝛽2

+𝑖𝛽(𝑎 + 𝑑 + 2𝑏𝛼 + 2𝑐𝛼 + 3𝑓𝛼2 − 𝑓𝛽2))).

Dacǎ 𝑔1(𝑥) ≡ 0, atunci deg(gcd(𝑃,𝑄)) > 0, i.e. sistemul (2.50) este degenerat. Identitatea

𝑔2(𝑥) ≡ 0 invocǎ douǎ serii de egalitǎți: {𝑎 − 2 = 𝑏 = 𝑓 + 2 = 𝑔 = 0, 𝑑 = −(16 + 𝑐2 + 16𝛽2)⇑8, 𝛼 =

𝑐⇑4} şi {𝑎 = (16 − 𝑐2 − 16𝛽2)⇑16, 𝑏 = 0, 𝑑 = −(16 + 𝑐2 + 16𝛽2)⇑8, 𝑓 = −2, 𝛼 = 𝑐⇑4}. Din acestea

şi (2.49) obținem urmǎtoarea lemǎ:

Lema 2.3.5. Printr-o transformare afinǎ şi rescalarea timpului orice sistem cubic cu

focar fin şi douǎ drepte invariante distincte complexe şi concurente 𝑙1, 𝑙2, 𝑙2 = 𝑙1, 𝑚(𝑙1,2) ≥ 2,

poate fi scris sub una dintre urmǎtoarele douǎ forme:

𝑥̇ = (16𝑦 + 32𝑥2 + 16𝑐𝑥𝑦 − 32𝑦2 + 8𝑐𝑥3 + (−32 + 3𝑐2 − 16𝛽2)𝑥2𝑦 − 16𝑐𝑥𝑦2 + 16𝑦3)⇑16,

𝑦̇ = −𝑥(32 − 4(16 + 𝑐2 + 16𝛽2)𝑦 − 2(𝑐2 + 16𝛽2)𝑥2

−𝑐(𝑐2 + 16𝛽2)𝑥𝑦 + 4(8 + 𝑐2 + 16𝛽2)𝑦2)⇑32, 𝛽 ≠ 0;

(2.51)

𝑥̇ = (32𝑦 + 2(16 − 𝑐2 − 16𝛽2)𝑥2 + 32𝑐𝑥𝑦 − 64𝑦2 − 𝑐(𝑐2 + 16𝛽2)𝑥3

+8(𝑐2 − 4)𝑥2𝑦 − 32𝑐𝑥𝑦2 + 32𝑦3)⇑32,

𝑦̇ = −𝑥(256 + 256𝑔𝑥 − 32(16 + 𝑐2 + 16𝛽2)𝑦 + (𝑐2 + 16𝛽2)2𝑥2

−8𝑐(𝑐2 + 16𝛽2)𝑥𝑦 + 32(8 + 𝑐2 + 16𝛽2)𝑦2)⇑256, 𝛽 ≠ 0.

(2.52)

2.3.6. Integrabilitatea sistemelor (2.32)-(2.45), (2.47), (2.51), (2.52).

Sistemul (2.32). Avem 𝐿1 ≡ (𝑐 + 2)𝑞⇑4 = 0⇒ 𝑞 = 0. Sistemul {(2.32), 𝑞 = 0} are integrala

primǎ

𝐹 (𝑥, 𝑦) = (𝑥 − 1)2(1+𝑐)(1 + 𝑥 + 𝑐𝑥)2 exp[︀
−(𝑐 + 1)(2 + 𝑐)𝑦2

(𝑥 − 1)2
⌉︀.
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Sistemul (2.33) are integrala primǎ

𝐹 (𝑥, 𝑦) = (𝑥−1)2(1+𝑐)(4+𝑐+3𝑔+𝑐𝑔)

(1+𝑥+𝑐𝑥)2(𝑐−𝑔) exp[︀ (1+𝑐)(2+𝑐)(−2(2+𝑔)(𝑥−1)+(2+𝑐)𝑦
2)

(𝑥−1)2 ⌉︀.

Sistemul (2.34) are factorul integrant

𝜇(𝑥, 𝑦) = (𝑥 − 1)
𝑐𝑑2

(𝑐+2)3 −3(1 + 𝑥 + 𝑐𝑥)
−3− 𝑐𝑑2

(𝑐+2)3 exp[︀
𝑑(2𝑑 + 𝑐𝑑𝑥 + (𝑐 + 2)2𝑦)

(2 + 𝑐)2(𝑥 − 1)(1 + 𝑥 + 𝑐𝑥)
⌉︀.

iar Sistemele (2.39), (2.40) şi (2.41) au factor integrant de forma 𝜇(𝑥, 𝑦) = 1⇑(𝑙21𝑙
2
2), unde

𝑙1 = 𝑥 − 1 şi 𝑙2 = 𝐴𝑥 − 𝑦 +𝐵 (respectiv, 𝑙2 = 𝐵𝑥 + 𝑦 −𝐵, 𝑙2 = 𝐴2𝑥 −𝐴𝑦 −𝐴2 − 1).

Sistemul (2.35) are integrala primǎ

𝐹 =
(𝑥 − 1)2(1−𝑑

2−𝑑2𝑔)

(𝑥 − 𝑑𝑦 − 1)−2
exp[︀

(2𝑑2(3 + 2𝑔) − 2𝑑𝑦)(𝑥 − 1) + 𝑑2(2 + 𝑔)

(𝑥 − 1)2
⌉︀.

Sistemele (2.36) au integrala primǎ de forma (??), unde

𝑓1 = 𝑥 − 1, 𝑓2 = 𝑏 − 𝑏2 − 𝑓 2 ∓∆ + 2𝑓 2𝑥 + 2𝑓𝑦 − 2𝑏𝑓𝑦,

𝑓3 = exp((𝑏 − 1 + 𝑓𝑦)⇑(𝑥 − 1)), 𝑓4 = exp((𝑏 − 1 + 𝑓𝑦)2⇑(𝑥 − 1)2),

𝛼1 = 2(𝑏 − 1)(1 − 2𝑏 + 𝑏2 + 𝑓 2)(−𝑏 + 𝑏2 + 𝑓 2 ∓∆), 𝛼2 = −4(−1 + 𝑏)2𝑓 2,

𝛼3 = 2(𝑏 − 1)((𝑏 − 2)(𝑏 − 1)(𝑏2 − 𝑏 ∓∆ + 2𝑓 2) + 𝑓 4 ∓ 𝑓 2∆),

𝛼4 = (𝑏 − 1)2(𝑏(𝑏 − 1) ∓∆) + 𝑓 2((𝑏 − 1)(2𝑏 − 3) + 𝑓 2 ∓∆).

Sistemul (2.37) are integrala primǎ

𝐹 = (𝑥 − 1)𝑑+𝑑
3−𝑓(1 − 𝑥 + 𝑑𝑦)𝑓−𝑑 exp

𝑑(2(1 − 𝑥)(𝑑2 + (𝑑 − 𝑓)𝑦) + 𝑑𝑓𝑦2)

2(𝑥 − 1)2
.

Sistemul (2.38) are integrala primǎ de forma (??), unde

𝑓1 = 𝑥 − 1, 𝑓2 = (𝑏 − 𝑐 − 3)(−1 + (2𝑏 − 𝑐 − 3)𝑥) − 𝑓(2𝑏 − 𝑐 − 4)𝑦,

𝑓3 = exp((1 − 𝑏 − 𝑓𝑦)⇑(𝑥 − 1)), 𝑓4 = exp(︀((1 − 𝑏)(3𝑏 − 2𝑐 − 5)(𝑏 − 𝑐 − 3)

+2𝑓 2(2𝑏 − 𝑐 − 4) + 2((𝑏 − 1)(𝑏 − 𝑐 − 3)(2𝑏 − 𝑐 − 3) − 𝑓 2(2𝑏 − 𝑐 − 4))𝑥

+2𝑓(𝑏 − 1)(𝑏 − 𝑐 − 3)𝑦 + 𝑓 2(𝑏 − 𝑐 − 3)𝑦2)⇑(𝑥 − 1)2⌋︀,

𝛼1 = −2((𝑏 − 1)(𝑏 − 𝑐 − 3)(−61 + 95𝑏 − 48𝑏2 + 8𝑏3 − 47𝑐 + 48𝑏𝑐 − 12𝑏2𝑐

−12𝑐2 + 6𝑏𝑐2 − 𝑐3) − 𝑓 2(2𝑏 − 𝑐 − 4)3),

𝛼2 = 2(1 − 𝑏)(𝑏 − 𝑐 − 3)2, 𝛼3 = 2(1 − 𝑏)(𝑏 − 𝑐 − 3)(2𝑏 − 𝑐 − 5)(2𝑏 − 𝑐 − 4),

𝛼4 = (2𝑏 − 𝑐 − 4)2.

Sistemul (2.47). Egalitatea 𝐿1 = 0 invocǎ 𝑞 = 0 şi sistemul {(2.47), 𝑞 = 0} are factorul inte-

grant de forma Darboux (2.30), unde 𝑓1,2 = 𝑥−𝛼∓𝑖, 𝑓3,4 = exp⌊︀𝑑(1+𝛼2)2−𝑑𝛼(1+𝛼2)𝑥−2𝑦
𝑥−𝛼∓𝑖 }︀, 𝛼1,2 = −3±
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𝑖𝑑2𝛼(1 + 𝛼2)2⇑4, 𝛼3,4 = ∓𝑖𝑑(1 + 𝛼2)⇑4 sau 𝜇(𝑥, 𝑦) = (1 + (𝑥 − 𝛼)2)−3⋅

⋅ exp⌊︀−𝑑 (1+𝛼2)(−𝑑(1+𝛼2)2+𝑑𝛼(1+𝛼2)𝑥+2𝑦)
2(1+(𝑥−𝛼)2) + 1

4𝑑
2𝛼 (1 + 𝛼2)2 tg 2(𝑥−𝛼)

1+(𝑥− 𝛼)2 }︀.

Pentru Sistemele (2.42) şi (2.43) avem respectiv 𝐿1 = −2(𝐴 + 𝐵)(1 + (𝐴 + 𝐵)2)⇑𝐵2 ≠

0, 𝐿1 = −2𝑓 3 ≠ 0, şi prin urmare, punctul singular (0,0) este focar.

Sistemele (2.44), (2.45) şi (2.51). Dacǎ pentru fiecare dintre aceste sisteme prima

mǎrime Lyapunov 𝐿1 se anuleazǎ atunci, respectiv, avem: 1 +𝐵3𝑓 +𝐵4𝑓 2 = 0, 1 +𝐴2 −𝐵2 =

0, 𝑐 = 0 şi urmǎtorii factori integranți:

𝜇(𝑥, 𝑦) = (𝑥 − 1)−2(𝐵2𝑓𝑥 − 𝑦 +𝐵)−2,

𝜇(𝑥, 𝑦) = 1
(𝑥−1)3(𝑦−𝐴𝑥−𝐵)3 exp⌊︀(𝐴 +𝐵)2((𝑥 − 1)−1 +𝐵(𝑦 −𝐴𝑥 −𝐵)−1)}︀,

𝜇(𝑥, 𝑦) = (16 − 32𝑦 + 16𝑦2 + 16𝑥2𝛽2)−3 exp⌊︀ 2(1−𝑦)𝛽2

1−2𝑦+𝑦2+𝑥2𝛽2 }︀.

Sistemul (2.52) are integrala primǎ Darboux 𝐹 (𝑥, 𝑦) = 𝑓𝛼1
1 𝑓𝛼2

2 exp⌊︀ 8𝛽ℎ
𝑓1𝑓2

}︀ sau

𝐹 (𝑥, 𝑦) = (16 + 8𝑐𝑥 + 𝑐2𝑥2 − 32𝑦 − 8𝑐𝑥𝑦 + 16𝑦2 + 16𝑥2𝛽2)128𝛽
3

× exp⌊︀2(16𝑐 + 𝑐3 − 64𝑔 + 48𝑐𝛽2)arctan)︀ 4𝑥𝛽
4𝑦−𝑐𝑥−4

⌈︀ + 8𝛽ℎ
𝑓1𝑓2

}︀,

unde

𝑓1 = 4𝑦 − (𝑐 + 4𝑖𝛽)𝑥 − 4, 𝑓2 = 𝑓1, 𝛼1,2 = −(4 + 𝑐𝑥 − 4𝑦 ± 4𝛽𝑖𝑥),

ℎ = 512𝛽2 + 4(16𝑐 + 𝑐3 + 80𝑐𝛽2 − 64𝑔)𝑥 − 512𝛽2𝑦+

((𝑐2 + 16𝛽2)(16 + 𝑐2 + 16𝛽2) − 64𝑐𝑔)𝑥2 − 4(16𝑐 + 𝑐3 − 64𝑔 + 16𝑐𝛽2)𝑥𝑦.

2.4. Sistemele cubice cu focar slab şi cu trei drepte invariante reale 𝑙1, 𝑙2, 𝑙3, 𝑚(𝑙1)+

𝑚(𝑙2) +𝑚(𝑙3) ≥ 4.

2.4.1. Dreptele 𝑙1,2,3 sunt reale, 𝑚(𝑙1) ≥ 2, 𝑙1 şi 𝑙2 sunt paralele.

Fǎrǎ a restrânge generalitatea, considerǎm 𝑙1 = 𝑥−1, 𝑚(𝑙1) ≥ 2 şi 𝑙2 = 𝑥−𝛼, 𝛼 ∈ R∖{0; 1}.

Luând în considerare Lema 2.1.1 şi (2.31) obținem cǎ dreptele 𝑙1,2 sunt invariante şi𝑚(𝑙1) ≥ 2,

dacǎ şi numai dacǎ coeficienții sistemului cubic (2.6) satisfac seriile de condiții (2.10), i.e.

sistemul (2.6) are forma

𝑥̇ = 𝑦(1 − 𝑥)(1 + 𝑥 + 𝑐𝑥), 𝑐 ⇑∈ {−2;−1},

𝑦̇ = −(𝑥 + 𝑔𝑥2 + 𝑑𝑥𝑦 + 𝑏𝑦2 − (𝑔 + 1)𝑥3 + 𝑞𝑥2𝑦 + (𝑐 − 𝑏 + 2)𝑥𝑦2).
(2.53)
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Dreapta 𝑙3 este descrisǎ de ecuația de forma 𝑦−𝐴𝑥−𝐵 = 0, 𝐴,𝐵 ∈ R, 𝐵 ≠ 0 şi este invariantǎ

pentru (2.53), dacǎ şi numai dacǎ se realizeazǎ cel puțin una dintre urmǎtoarele patru serii

de condiții: 1) 𝑏 = 1, 𝑞 = 𝑑(𝑔 + 1), 𝑑 ≠ 0 (𝑙3 = 1−𝑥+𝑑𝑦); 2) 𝑑 = 𝑐+ 3, 𝑔 = −𝑏− 1, 𝑞 = −1, 𝑏− 1 ≠

0 (𝑙3 = 1 − 𝑏𝑥 + (1 − 𝑏)𝑦); 3) 𝑑 = −𝑐 − 3, 𝑔 = −𝑏 − 1, 𝑞 = 1, 𝑏 − 1 ≠ 0 (𝑙3 = 1 − 𝑏𝑥 + (𝑏 − 1)𝑦); 4)

𝑏 = (2 + 𝑐)(2 + 𝑐 + 𝑑𝑞 + 𝑞2)⇑((2 + 𝑐 − 𝑑 − 𝑞)(2 + 𝑐 + 𝑑 + 𝑞)), 𝑔 = −(8 + 8𝑐 + 2𝑐2 − 𝑑2 + 𝑐𝑑𝑞 + 𝑞2 +

𝑐𝑞2)⇑((2+ 𝑐−𝑑− 𝑞)(2+ 𝑐+𝑑+ 𝑞)), (𝑑+ 𝑞)(𝑑+3𝑞 + 𝑐𝑞) ≠ 0 (𝑙3 = (2+ 𝑐−𝑑− 𝑞)(2+ 𝑐+𝑑+ 𝑞)−(2+

𝑐)((2+𝑐+𝑑𝑞+𝑞2)𝑥+(𝑑+3𝑞+𝑐𝑞)𝑦)). Conform acestor serii, sistemul (2.53) poate fi exprimat

astfel, respectiv:

𝑥̇ = 𝑦(1 − 𝑥)(1 + 𝑥 + 𝑐𝑥), 𝑑(𝑐 + 1)(𝑐 + 2) ≠ 0,

𝑦̇ = −(𝑥 + 𝑔𝑥2 + 𝑑𝑥𝑦 + 𝑦2 − (𝑔 + 1)𝑥3 + 𝑑(𝑔 + 1)𝑥2𝑦 + (𝑐 + 1)𝑥𝑦2);
(2.54)

𝑥̇ = 𝑦(1 − 𝑥)(1 + 𝑥 + 𝑐𝑥), (𝑏 − 1)(𝑐 + 1)(𝑐 + 2) ≠ 0,

𝑦̇ = −(𝑥 − (𝑏 + 1)𝑥2 + (𝑐 + 3)𝑥𝑦 + 𝑏𝑦2 + 𝑏𝑥3 − 𝑥2𝑦 + (𝑏 + 𝑐 + 2)𝑥𝑦2);
(2.55)

𝑥̇ = 𝑦(1 − 𝑥)(1 + 𝑥 + 𝑐𝑥), (𝑏 − 1)(𝑐 + 1)(𝑐 + 2) ≠ 0,

𝑦̇ = −(𝑥 − (𝑏 + 1)𝑥2 − (𝑐 + 3)𝑥𝑦 + 𝑏𝑦2 + 𝑏𝑥3 + 𝑥2𝑦 + (𝑐 − 𝑏 + 2)𝑥𝑦2);
(2.56)

𝑥̇ = 𝑦(1 − 𝑥)(1 + 𝑥 + 𝑐𝑥), (𝑐 + 1)(𝑐 + 2)(𝑑 + 𝑞)(𝑑 + 3𝑞 + 𝑐𝑞) ≠ 0,

𝑦̇ = −((2 + 𝑐 − 𝑑 − 𝑞)(2 + 𝑐 + 𝑑 + 𝑞)𝑥(1 + 𝑑𝑦 + 𝑞𝑥𝑦) + (𝑐 + 2)(2 + 𝑐

+𝑑𝑞 + 𝑞2)(𝑥3 + 𝑦2) + ((𝑑 + 𝑞)(𝑑 − 𝑞 − 𝑐𝑞) − 2(𝑐 + 2)2)𝑥2

+(𝑐 + 2)(2 + 3𝑐 + 𝑐2 − 𝑑2 − 3𝑑𝑞 − 2𝑞2)𝑥𝑦2)⇑((𝑐 + 2)2 − (𝑑 + 𝑞)2).

(2.57)

2.4.2. Dreptele 𝑙1,2,3 sunt reale, 𝑚(𝑙1) ≥ 2, 𝑙2 şi 𝑙3 sunt paralele.

Considerǎm 𝑙1 = 𝑥−1, 𝑚(𝑙1) ≥ 2 şi dreapta 𝑙2 (𝑙3) descrisă de ecuația 𝑦−𝐴𝑥−𝐵2 = 0, 𝐵2 ≠ 0

(𝑦 −𝐴𝑥−𝐵3 = 0, 𝐵3(𝐵3 −𝐵2) ≠ 0). Pentru fiecare din sistemele {(2.8), (2.9)}, {(2.8), (2.11)}

şi {(2.8), (2.12)} vom determina condițiile ce asigură invarianța dreptelor 𝑙2 şi 𝑙3. Astfel,

dreptele 𝑙2,3 = 𝑦 − 𝐴𝑥 −𝐵2,3 sunt drepte invariante pentru sistemul (2.1) dacǎ se realizeazǎ

identitǎțile 𝜙2,3(𝑥) ≡ 0, unde 𝜙2,3(𝑥) = (𝐴 ⋅ 𝑃 (𝑥, 𝑦) +𝐵2,3 ⋅𝑄(𝑥, 𝑦))⨄︀
𝑦=𝐴𝑥+𝐵2,3

.

Sistemul {(2.8), (2.9)}. În acest caz

𝜙2(𝑥) = −𝐵2(𝐴 + 𝑏𝐵2 +𝐵2
2 𝑙) − (1 +𝐴

2 − 2𝐴𝐵2 + 2𝐴𝑏𝐵2 +𝐵2𝑑 + 3𝐴𝐵2
2 𝑙 +𝐵

2
2𝑛)𝑥

+(2𝐴2 −𝐴2𝑏 −𝐴𝐵2 −𝐴𝑑 − 𝑔 − 3𝐴2𝐵2𝑙 − 2𝐴𝐵2𝑛 −𝐵2𝑞)𝑥2 − (𝐴2 +𝐴3𝑙 +𝐴2𝑛 +𝐴𝑞 + 𝑠)𝑥3.

Identitatea 𝜙2(𝑥) ≡ 0 ne oferǎ condițiile {𝐴 = −𝐵2(𝑏 + 𝑙𝐵2), 𝑑 = −(1 + 2𝑏𝐵2
2 − 𝑏

2𝐵2
2 + 2𝐵3

2 𝑙 −

3𝑏𝐵3
2 𝑙−2𝐵4

2 𝑙
2+𝐵2

2𝑛)⇑𝐵2, 𝑔 = −𝑏+𝑏𝐵2
2−𝐵2𝑙+𝐵3

2 𝑙−𝑏
2𝐵3

2 𝑙−2𝑏𝐵4
2 𝑙

2−𝐵5
2 𝑙

3+𝑏𝐵2
2𝑛+𝐵

3
2 𝑙𝑛−𝐵2𝑞, 𝑠 =
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𝐵2(𝑏 +𝐵2𝑙)(𝑞 −𝐵2(𝑏 +𝐵2𝑙)(1 − 𝑏𝐵2𝑙 −𝐵2
2 𝑙

2 + 𝑛))}. În aceste condiții:

𝜙3(𝑥) = ((𝐵2 −𝐵3)(𝐵2𝐵3(𝑏 +𝐵2𝑙 +𝐵3𝑙) − ((1 −𝐵2𝐵3𝑛) +𝐵2
2(𝑏 +𝐵2𝑙)(𝑏

+𝐵2𝑙 + 3𝐵3𝑙))𝑥 +𝐵2(𝑞 +𝐵2(𝑏 +𝐵2𝑙)(3𝐵2𝑙(𝑏 +𝐵2𝑙) − 2𝑛 − 1))𝑥2)⇑𝐵2

şi 𝜙3(𝑥) ≡ 0 ⇒ {𝑏 = −𝑙(𝐵2 + 𝐵3), 𝑛 = (1 − 2𝐵2
2𝐵

2
3 𝑙

2)⇑(𝐵2𝐵3), 𝑞 = 𝑙(−2 − 𝐵2𝐵3 + 𝐵2
2𝐵

2
3 𝑙

2)}.

Sistemul cubic capǎtǎ forma

𝑥̇ = 𝑦(𝑥 − 1)2,

𝑦̇ = −(𝐵2𝐵3𝑥 + 𝑙𝐵2𝐵3(𝐵2 +𝐵3)𝑥2 + ((𝐵2 +𝐵3)(𝑙2𝐵2
2𝐵

2
3 − 1) + 2𝑙𝐵2

2𝐵
2
3)𝑥𝑦

−𝑙𝐵2𝐵3(𝐵2 +𝐵3)𝑦2 +𝐵2
2𝐵

2
3 𝑙

2𝑥3 − 𝑙𝐵2𝐵3(2 +𝐵2𝐵3 − 𝑙2𝐵2
2𝐵

2
3)𝑥

2𝑦

+(1 − 2𝑙2𝐵2
2𝐵

2
3)𝑥𝑦

2 + 𝑙𝐵2𝐵3𝑦3)⇑(𝐵2𝐵3), 𝐵2 ≠ 𝐵3.

(2.58)

Sistemul {(2.8), (2.11)}. Avem

𝜙2(𝑥) = −𝐵2(𝐴 + 𝑏𝐵2 +𝐴𝐵2𝑓 +𝐵2
2𝑓) − (1 +𝐴

2(1 + 2𝐵2𝑓) +𝐵2(𝐴(2𝑏 + 𝑐) + 𝑑 +𝐵2(2𝐴𝑓 + 𝑛))

) ⋅ 𝑥 − (𝑓𝑔 +𝐴2(𝐴 +𝐵2)𝑓 2 +𝐴𝑓(𝑐(𝐴 −𝐵2) +𝐴𝑏 −𝐵2 + 𝑑) +𝐵2(2𝑏 − 𝑑𝑓 − 4) −𝐵2𝑐(4 − 𝑏 + 𝑐)

+𝐵2𝑛(2 + 𝑐 + 2𝐴𝑓))𝑥2⇑𝑓 + (𝑓(𝑔 + 1)𝐴(𝑑𝑓 + (𝑐 + 2)(𝑐 + 2 − 𝑏 − 𝑛) +𝐴𝑓(1 + 𝑐 − 𝑛)))𝑥3⇑𝑓

şi 𝜙2(𝑥) ≡ 0⇒ {𝑏 = (−𝐴−𝐴𝐵2𝑓−𝐵2
2𝑓)⇑𝐵2, 𝑛 = (−1+𝐴2−𝐴𝐵2𝑐−𝐵2𝑑)⇑𝐵2

2 , 𝑔 = −((𝑐+2)(𝐴𝑑−

1)−2𝐴𝑓 +(𝐴+𝐵2)(𝐴𝑑𝑓 +(𝑐+2)(3𝐴+𝐴𝑐−𝑑))−(𝐴+𝐵2)2(𝑓(𝑑−𝐴)+(𝑐+2)(𝑐+2−𝐴𝑓))−𝑓(𝑐+

2)(𝐴+𝐵2)3)⇑(𝑓𝐵2), (𝐴+𝐵2)(−1+𝐴2−𝐴𝐵2−2𝐵2
2 −𝑐𝐴𝐵2−𝑐𝐵2

2 −𝑑𝐵2)(2+𝑐+𝐴𝑓 +𝐵2𝑓) = 0}.

Funcția 𝜙3(𝑥) aratǎ astfel

𝜙3(𝑥) = (𝑓𝐵2𝐵3(𝐵3 −𝐵2)(𝐴 −𝐵2𝐵3𝑓) + 𝑓(𝐵3 −𝐵2)(2𝐵3 + (1 +𝐴2)(𝐵2 −𝐵3) +𝐵2𝐵3(𝑑

+𝐴𝑐 − 2𝐴𝐵2𝑓))𝑥 + (𝐵2 −𝐵3)((2𝑓𝐴 + 𝑐 + 2)(𝐴2 − 1) −𝐵2
2(𝑐 + 2)2 − (𝑐 + 1)(𝑐 + 2)𝐴𝐵2

+𝐵2
2𝑓(−3𝐴 − 2𝐵2 − 𝑐𝐵2 +𝐴2𝑓) − 2𝑐𝑓𝐴𝐵2(𝐴 +𝐵2) − 𝑑𝑓𝐵2(2𝐴 +𝐵2) − 𝑑𝐵2(2 + 𝑐))𝑥2

+(𝐴 +𝐵2)(1 −𝐴2 +𝐴𝐵2 + 2𝐵2
2 +𝐴𝐵2𝑐 +𝐵2

2𝑐 +𝐵2𝑑)(2 + 𝑐 +𝐴𝑓 +𝐵2𝑓)𝑥3)⇑(𝑓𝐵2
2).

Luând în considerare gcd(𝑃,𝑄) = 1 şi 𝐵2𝐵3(𝐵3 −𝐵2) ≠ 0 identitǎțile {𝜙2(𝑥) ≡ 0, 𝜙3(𝑥) ≡ 0}

ne oferǎ condițiile {𝐴 = 𝑓⇑(𝑐 + 2), 𝐵2 = −1⇑𝑓, 𝐵3 = −𝑓⇑(𝑐 + 2), 𝑏 = 1, 𝑑 = ((𝑐 + 2)3 + 𝑓 2(𝑐 + 2 −

𝑓 2))⇑(𝑓(𝑐 + 2)2), 𝑔 = −(𝑐 + 2 + 𝑓 2)⇑(𝑐 + 2), 𝑛 = ((𝑐 + 2)2 − 𝑓 2)⇑(𝑐 + 2)}. Acestea, împreună cu

condițiile (2.11), dau sistemului (2.8) forma

𝑥̇ = 𝑦(1 − 𝑥)(1 + 𝑥 + 𝑐𝑥 + 𝑓𝑦),

𝑦̇ = −(𝑓(𝑐 + 2)2𝑥 − 𝑓(𝑐 + 2)(𝑐 + 2 + 𝑓 2)𝑥2 + ((2 + 𝑐)3 + (2 + 𝑐)𝑓 2 − 𝑓 4)𝑥𝑦+

((𝑐 + 2)3 + 𝑓(𝑐 + 2)2𝑦2 + 𝑓 3(𝑐 + 2)𝑥3 + 𝑓 2(𝑓 2 − (𝑐 + 2)(𝑐 + 3))𝑥2𝑦

+𝑓(𝑐 + 2)((𝑐 + 2)2 − 𝑓 2)𝑥𝑦2 + 𝑓 2(𝑐 + 2)2𝑦3)⇑(𝑓(𝑐 + 2)2).

(2.59)

52



Sistemul {(2.8), (2.12)}. În acest caz funcțiile 𝜙2,3 au forma:

𝜙2,3(𝑥) = −(𝑎𝐵2,3(𝑏𝐵2,3 +𝐴 +𝐴𝐵2,3𝑓 +𝐵2
2,3𝑓) + (𝑎(1 +𝐴

2 +𝐵2,3𝑑) + 𝑎𝐴𝐵2,3(2𝑏 + 𝑐 + 2𝐴𝑓

+2𝐵2,3𝑓) +𝐵2
2,3(2𝑎 − 𝑎𝑏 + 𝑎𝑐 + 𝑓 + 𝑓𝑔 + 𝑓𝑠))𝑥 + (𝑎𝑔 + 𝑎𝐴(𝑎 +𝐴𝑏 +𝐴𝑐 + 𝑑 +𝐴

2𝑓)

+𝐵2,3((𝑐 + 2)(1 + 𝑔 + 𝑠) + 𝑎(𝑎 − 𝑑)) +𝐴𝐵2,3(3𝑎 − 2𝑎𝑏 + 𝑎𝑐 + 2𝑓 + 𝑎𝐴𝑓 + 2𝑓𝑔 + 2𝑓𝑠))𝑥2

+(𝑎𝑠 +𝐴(2 + 𝑐 +𝐴𝑓)(𝑔 + 1) + 𝑎𝐴2(1 − 𝑏) +𝐴𝑠(𝑐 + 2) −𝐴𝑎𝑑 +𝐴2𝑓𝑠)𝑥3)⇑𝑎

şi {𝜙2(𝑥) ≡ 0, 𝜙3(𝑥) ≡ 0}, dacǎ şi numai dacǎ se realizeazǎ cel puțin una dintre urmǎtoarele

serii de condiții i)𝑎 = 𝐵2𝐵3𝑓𝜔, 𝑏 = 1 − 𝜔, 𝑐 = −1 −𝐵2𝐵3𝑓 2 − 𝜔, 𝑠 = 𝐵2𝐵3𝑓 2(1 +𝐵2𝐵3𝜔),

𝑑 = −(𝐵2 +𝐵3 − 2𝐵2
2𝐵

2
3𝑓𝜔)⇑(𝐵2𝐵3), 𝑔 = 𝑓(𝐵2 +𝐵3 −𝐵2

2𝐵
2
3𝑓𝜔); ii)𝑎 = −(1 +𝐵2,3𝑓)⇑𝐵2,3; 𝑏 =

−𝑓(𝐵2 + 𝐵3 + 𝐵2𝐵3𝑓), 𝑐 = (1 − 𝐵2𝐵3(2 + 𝐵3,2𝑓 + 𝐵2𝐵3𝑓 2))⇑(𝐵2𝐵3), 𝑑 = −(𝐵3,2 + 𝐵2,3(1 +

𝐵3,2𝑓)(1 − 2𝐵2,3𝐵2
3,2𝑓 − 𝐵

2
2𝐵

2
3𝑓

2))⇑(𝐵2𝐵3), 𝑔 = 𝑓(𝐵2,3 + 2𝐵3,2 + 𝐵2𝐵3𝑓), 𝑠 = −𝐵3,2𝑓, unde

𝜔 = (1 +𝐵2𝑓)(1 +𝐵3𝑓). În aceste condiții sistemul {(2.8),(2.12)} aratǎ astfel, respectiv,

𝑥̇ = (1 − 𝑥)(𝑦 +𝐵2𝐵3𝑓(1 +𝐵2𝑓)(1 +𝐵3𝑓)𝑥2 − (1 +𝐵2𝑓 +𝐵3𝑓 + 2𝐵2𝐵3𝑓 2)𝑥𝑦 + 𝑓𝑦2),

𝑦̇ = −(𝐵2𝐵3𝑥 + (𝐵2 +𝐵3)𝑥(𝐵2𝐵3𝑓𝑥 − 𝑦) −𝐵2
2𝐵

2
3𝑓(1 +𝐵2𝑓)(1 +𝐵3𝑓)𝑥(𝐵2𝐵3𝑓𝑥 − 2𝑦)

−𝐵2𝐵3𝑓(𝐵2 +𝐵3 +𝐵2𝐵3𝑓)𝑦2 +𝐵2𝐵3𝑓(1 +𝐵2𝐵3(1 +𝐵2𝑓)(1 +𝐵3𝑓))𝑥2(𝐵2𝐵3𝑓𝑥 − 𝑦)

−𝐵2𝐵3𝑓𝑥2𝑦 + (1 −𝐵2𝐵3𝑓)(1 +𝐵2𝐵3𝑓)𝑥𝑦2 +𝐵2𝐵3𝑓𝑦3)⇑(𝐵2𝐵3);

(2.60)

𝑥̇ = (𝑥 − 1)(−𝐵2𝐵3𝑦 +𝐵3,2(1 +𝐵2,3𝑓)𝑥2 −𝐵2𝐵3𝑓𝑦2 − (1 −𝐵2𝐵3 −𝐵2,3𝐵2
3,2𝑓

−𝐵2
2𝐵

2
3𝑓

2)𝑥𝑦)⇑(𝐵2𝐵3),

𝑦̇ = −(𝐵2𝐵3𝑥 +𝐵2𝐵3𝑓(𝐵2,3 + 2𝐵3,2 +𝐵2𝐵3𝑓)𝑥2 − (𝐵2 +𝐵3 +𝐵2𝐵3𝑓 −𝐵2
2𝐵

2
3𝑓(2

+𝐵2,3𝑓)(1 +𝐵3,2𝑓))𝑥𝑦 −𝐵2𝐵3𝑓(𝐵2 +𝐵3 +𝐵2𝐵3𝑓)𝑦2 −𝐵2,3𝐵2
3,2𝑓𝑥

3

−𝐵2𝐵3𝑓(1 +𝐵2𝐵3 +𝐵2,3𝐵2
3,2𝑓)𝑥

2𝑦 + (1 −𝐵2
2𝐵

2
3𝑓

2)𝑥𝑦2 +𝐵2𝐵3𝑓𝑦3)⇑(𝐵2𝐵3).

(2.61)

2.4.3. Dreptele 𝑙1,2,3 au pante diferite şi 𝑚(𝑙1) ≥ 2, 𝑙1 ∩ 𝑙2 ∩ 𝑙3 ≠ ∅.

Considerǎm 𝑙1 = 𝑥− 1, 𝑙2 = 𝑦 −𝐴2𝑥−𝐵2, 𝑙3 = 𝑦 − (𝐴2 +𝐵2 −𝐵3)𝑥−𝐵3, 𝐵2𝐵3(𝐵3 −𝐵2) ≠ 0.

Notǎm

𝜓𝑗(𝑥) = (𝐴𝑗 ⋅ 𝑃 (𝑥, 𝑦) +𝐵𝑗 ⋅𝑄(𝑥, 𝑦))⨄︀
𝑦=𝐴𝑗𝑥+𝐵𝑗

, 𝑗 = 2; 3, (2.62)

unde 𝐴3 = 𝐴2 +𝐵2 −𝐵3. În condițiile (2.9) avem

𝜓2,3(𝑥) = −𝐵2,3(𝐴2,3 + 𝑏𝐵2,3 +𝐵2
2,3𝑙) − (𝐵2,3𝑑 + 1 +𝐴2

2,3 +𝐵
2
2,3𝑛 +𝐴2,3𝐵2,3(2𝑏 − 2 + 3𝐵2,3𝑙))𝑥

−(𝑔 +𝐴2,3𝑑 +𝐵2,3𝑞 +𝐴2
2,3(𝑏 − 2 + 3𝐵2,3𝑙) +𝐴2,3𝐵2,3(1 + 2𝑛))𝑥2

−(𝑠 +𝐴2,3(𝐴2,3 +𝐴2
2,3𝑙 +𝐴2,3𝑛 + 𝑞))𝑥3.

Apoi 𝜓2(𝑥) ≡ 0⇒ {𝐴2 = −(𝑏𝐵2+𝐵2
2 𝑙), 𝑑 = −(1+𝐵

2
2(𝑛+2𝑏−𝑏2)−𝐵3

2 𝑙(3𝑏−2+2𝐵2𝑙))⇑𝐵2, 𝑔 = −𝑏−

𝐵2(𝑙+𝑞)+𝐵2
2(𝑏+𝐵2𝑙)(1+𝑛)−𝐵3

2 𝑙(𝑏+𝐵2𝑙)2, 𝑠 = 𝐵2(𝑏+𝐵2𝑙)(𝑞+𝐵2(𝑏+𝐵2𝑙)(−1+𝑏𝐵2𝑙+𝐵2
2 𝑙

2−𝑛))}
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şi 𝜓3(𝑥) ≡ 0 ⇒ {𝑏 = 1 − 𝐵2𝑙 − 𝐵3𝑙, 𝑛 = (1 − 𝐵2𝐵3 + 𝐵2
2𝐵3𝑙 + 𝐵2𝐵2

3 𝑙 − 2𝐵2
2𝐵

2
3 𝑙

2)⇑(𝐵2𝐵3), 𝑠 =

(𝐵2𝑙 − 1)(𝐵3𝑙 − 1)} ⇒

𝑥̇ = 𝑦(𝑥 − 1)2, 𝐵2𝐵3(𝐵3 −𝐵2) ≠ 0,

𝑦̇ = −(𝐵2𝐵3𝑥 +𝐵2𝐵3(𝐵2𝑙 +𝐵3𝑙 − 2)𝑥2 + ((𝐵2 +𝐵3)(𝐵2
2𝐵

2
3 𝑙

2 − 1) −𝐵2
2𝐵

2
3 𝑙)𝑥𝑦

−𝐵2𝐵3(𝐵2𝑙 +𝐵3𝑙 − 1)𝑦2 +𝐵2𝐵3(𝐵2𝑙 − 1)(𝐵3𝑙 − 1)𝑥3

+((𝐵2 +𝐵3)(1 −𝐵2
2𝐵

2
3 𝑙

2) +𝐵2
2𝐵

2
3 𝑙(1 +𝐵2𝐵3𝑙2) − 2𝐵2𝐵3𝑙)𝑥2𝑦

+(1 −𝐵2𝐵3(1 − 𝑙(𝐵2 +𝐵3) + 2𝐵2𝐵3𝑙2))𝑥𝑦2 +𝐵2𝐵3𝑙𝑦3)⇑(𝐵2𝐵3).

(2.63)

Dacǎ se realizeazǎ condițiile (2.11), atunci

𝜓2,3(𝑥) = −𝐵2,3(𝐴2,3 + 𝑏𝐵2,3 +𝐵2,3𝑓(𝐴2,3 +𝐵2,3))

−(1 +𝐴2
2,3 +𝐴2,3𝐵2,3(2𝑏 + 𝑐) + 2𝐴2,3𝐵2,3(𝐴2,3 +𝐵2,3)𝑓 +𝐵2,3(𝑑 +𝐵2,3𝑛))𝑥

−(𝑓𝑔 +𝐴2,3𝑑𝑓 −𝐴2,3𝐵2,3𝑓(1 + 𝑐 − 2𝑛) +𝐴2
2,3𝑓(𝑏 + 𝑐) +𝐴

2
2,3𝑓

2(𝐴2,3 +𝐵2,3)

+𝐵2,3((𝑐 + 2)(𝑏 + 𝑛 − 𝑐 − 2) − 𝑑𝑓))𝑥2⇑𝑓

+(𝑓(𝑔 + 1) +𝐴2,3(𝑑𝑓 + (𝑐 + 2)(𝑐 + 2 − 𝑏 − 𝑛)) +𝐴2
2,3𝑓(1 + 𝑐 − 𝑛))𝑥

3⇑𝑓

şi {𝐴3 = 𝐴2 + 𝐵2 − 𝐵3, 𝜓2,3 ≡ 0} ⇒ {𝐴2,3 = −𝐵2,3, 𝑏 = 1, 𝑐 = −2, 𝑑 = −(𝐵2 + 𝐵3)⇑(𝐵2𝐵3),

𝑔 = −2, 𝑛 = (𝐵2𝐵3 − 1)⇑(𝐵2𝐵3)} ⇒

𝑥̇ = 𝑦(𝑥 − 1)(𝑥 − 𝑓𝑦 − 1), 𝐵2𝐵3(𝐵3 −𝐵2) ≠ 0,

𝑦̇ = −(𝐵2𝐵3𝑥 − 2𝐵2𝐵3𝑥2 − (𝐵2 +𝐵3)𝑥𝑦 +𝐵2𝐵3𝑦2 +𝐵2𝐵3𝑥3

+(𝐵2 +𝐵3)𝑥2𝑦 + (1 −𝐵2𝐵3)𝑥𝑦2 +𝐵2𝐵3𝑓𝑦3)⇑(𝐵2𝐵3).

(2.64)

Acum, fie cǎ se realizeazǎ condițiile (2.12). Atunci 𝜓𝑗(𝑥) = 𝜙2,3⨄︀
𝐴=𝐴2,3

(𝑥), unde 𝜙2,3(𝑥)

este dat de (2.4.2). Nu este greu de arǎtat cǎ sistemul {𝜓2(𝑥) ≡ 0, 𝜓3(𝑥) ≡ 0, 𝐴3 = 𝐴2 +𝐵2 −

𝐵3, 𝐵2𝐵3(𝐵3 −𝐵2) ≠ 0} nu este compatibil.

2.4.4. Dreptele 𝑙1,2,3 sunt de poziție genericǎ şi 𝑚(𝑙1) ≥ 2.

Fie cǎ dreptele 𝑙1,2,3 sunt de o poziție genericǎ, i.e. nici o pereche de drepte nu sunt

paralele şi nu mai mult de douǎ drepte trec prin acelaşi punct. Considerǎm 𝑙1 = 𝑥 − 1, 𝑙2,3 =

𝑦 −𝐴2,3𝑥 −𝐵2,3. Dreptele 𝑙1,2,3 au poziție genericǎ, dacǎ 𝐴3 −𝐴2 +𝐵2 −𝐵3 ≠ 0.

În condițiile (2.9) avem 𝜓2(𝑥) ≡ 0 şi 𝜓3(𝑥) ≡ 0, dacǎ {𝐴2 = −𝑏𝐵2, 𝑑 = −(𝐵2 +𝐵3)⇑(𝐵2𝐵3),

𝑔 = −𝑏(2 + (𝑏 − 1)2𝐵2𝐵3), 𝑠 = 𝑏2(1 + (𝑏 − 1)2𝐵2𝐵3), 𝐴3 = −𝑏𝐵3, 𝑙 = 0, 𝑛 = (1 − 2𝑏𝐵2𝐵3 +
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𝑏2𝐵2𝐵3)⇑(𝐵2𝐵3), 𝑞 = 𝑏(𝐵2 +𝐵3)(1 +𝐵2𝐵3 − 2𝑏𝐵2𝐵3 + 𝑏2𝐵2𝐵3)⇑(𝐵2𝐵3)} ⇒

𝑥̇ = (−1 + 𝑥)2𝑦,

𝑦̇ = −(𝐵2𝐵3𝑥(𝑏𝑥 − 1)(𝑏(1 + (𝑏 − 1)2𝐵2𝐵3)𝑥 − 1) + (𝐵2 +𝐵3)𝑥(𝑏(1

+(𝑏 − 1)2𝐵2𝐵3)𝑥 − 1)𝑦 + (𝑥 + 𝑏𝐵2𝐵3(1 + (𝑏 − 2)𝑥))𝑦2)⇑(𝐵2𝐵3).

(2.65)

În condițiile (2.11) avem 𝜓2(𝑥) ≡ 0 şi 𝜓3(𝑥) ≡ 0, dacǎ: 1) {𝑏 = 1, 𝑐 = 𝑔 = −2, 𝑑 = (−𝐵2 −

𝐵3)⇑(𝐵2𝐵3), 𝑛 = (1−𝐵2𝐵3)⇑(𝐵2𝐵3), 𝐴2 = −𝐵2, 𝐴3 = −𝐵3}; 2){𝑏 = 1, 𝑐 = −(2𝐵2,3+𝑓)⇑𝐵2,3, 𝑔 =

−1 +𝐵2,3𝑓, 𝑑 = −(1 +𝐵2
2,3 +𝐵

3
2,3𝑓)⇑𝐵2,3, 𝑛 = (𝐵2

2,3 − 1)𝑓⇑𝐵2,3, 𝐴2 = 𝐴3 = −𝐵2,3, 𝐵3,2 = −1⇑𝑓};

3) {𝑏 = 1, 𝑐 = 𝑔 = −2, 𝑑 = (1 + 𝐴2
3 + 𝐴3𝑓 − 𝐴3

3𝑓)⇑𝐴3, 𝑛 = (1 − 𝐴2
3)𝑓⇑𝐴3, 𝐴2 = −𝐵2 =

1⇑(𝐴3 + 𝑓 −𝐴2
3𝑓), 𝐵3 = −1⇑𝑓}.

Din aceste serii de condiții rezultǎ, respectiv, urmǎtoarele patru sisteme:

𝑥̇ = (1 − 𝑥)𝑦(1 − 𝑥 + 𝑓𝑦), 𝑓 ≠ 0,

𝑦̇ = −(𝐵2𝐵3𝑥 − 2𝐵2𝐵3𝑥2 +𝐵2𝐵3𝑥3 − (𝐵2 +𝐵3)𝑥𝑦 + (𝐵2 +𝐵3)𝑥2𝑦

+𝐵2𝐵3𝑦2 + (1 −𝐵2𝐵3)𝑥𝑦2 +𝐵2𝐵3𝑓𝑦3)⇑(𝐵2𝐵3).

(2.66)

𝑥̇ = (1 − 𝑥)𝑦(𝐵2,3 −𝐵2,3𝑥 − 𝑓𝑥 +𝐵2,3𝑓𝑦)⇑𝐵2,3, 𝑓 ≠ 0,

𝑦̇ = (−𝐵2,3𝑥 +𝐵2,3(1 −𝐵2,3𝑓)𝑥2 +𝐵2
2,3𝑓𝑥

3 + (1 +𝐵2
2,3 +𝐵

3
2,3𝑓)𝑥𝑦

−𝐵2,3(𝐵2,3 − 𝑓 +𝐵2
2,3𝑓)𝑥

2𝑦 −𝐵2,3𝑦2 + 𝑓(1 −𝐵2
2,3)𝑥𝑦

2 −𝐵2,3𝑓𝑦3)⇑𝐵2,3.

(2.67)

𝑥̇ = (1 − 𝑥)𝑦(1 − 𝑥 + 𝑓𝑦), 𝑓 ≠ 0,

𝑦̇ = −(𝐴3(𝑥 − 1)2𝑥 + (−1 −𝐴2
3 +𝐴3(𝐴2

3 − 1)𝑓)(𝑥 − 1)𝑥𝑦

+(𝐴3 + 𝑓𝑥 −𝐴2
3𝑓𝑥)𝑦

2 +𝐴3𝑓𝑦3)⇑𝐴3.

(2.68)

În condițiile (2.12) avem 𝜓2(𝑥) ≡ 0 şi 𝜓3(𝑥) ≡ 0, dacǎ:

1) {𝑎 = 𝐵2(𝐴3 +𝐵3)2𝑓(1 +𝐵3𝑓)⇑(𝐵3 +𝐵2𝐵3𝑓), 𝑏 = −𝐴3⇑𝐵3 − (𝐴3 +𝐵3)𝑓, 𝑐 = (−𝐴3𝐵2𝑓 +

𝐵3(−2−𝑓(𝐴3+3𝐵2+𝐵3+2𝐵2(𝐴3+𝐵3)𝑓)))⇑(𝐵3+𝐵2𝐵3𝑓), 𝑑 = (−𝐵3+𝐵2(−1−𝐵3𝑓 +𝐵2𝑓(−1+

2(𝐴3 +𝐵3)2(1 +𝐵3𝑓))))⇑(𝐵2𝐵3(1 +𝐵2𝑓)), 𝑔 = (𝐴3(2𝐵3 +𝐵2(𝐴3 +𝐵3)2) +𝐵3(𝐴3𝐵2(3 +𝐴2
3 −

𝐴3𝐵2)+(𝐴3−𝐵2)(1+2𝐴3𝐵2)𝐵3+(1+(𝐴3−𝐵2)𝐵2)𝐵2
3)𝑓 +𝐵2𝐵3(−𝐴3

3𝐵2−4𝐴2
3𝐵2𝐵3+𝐴3(𝐵2+

𝐵3 − 5𝐵2𝐵2
3) +𝐵3(𝐵3 −𝐵2(1 + 2𝐵2

3)))𝑓
2 −𝐵2

2𝐵
2
3(𝐴3 +𝐵3)3𝑓 3)⇑(𝐵3 +𝐵2𝐵3𝑓)2, 𝑠 = (𝐴3(𝐴3 +

𝐵3(𝐴3 − 𝐵2 + 𝐵3)𝑓)(𝐵3 + 𝐵2((𝐴3 + 𝐵3)2 + 𝐵3(1 + (𝐴3 + 𝐵3)2)𝑓)))⇑(𝐵3
3(1 + 𝐵2𝑓)2), 𝐴2 =

(𝐵2(𝐴3 +𝐵3(𝐴3 −𝐵2 +𝐵3)𝑓))⇑(𝐵3 +𝐵2𝐵3𝑓), (1 +𝐵2𝑓)𝑎𝑓(𝐴2
3𝐵2 +𝐵3 +𝐴3𝐵2𝐵3 +𝐵2𝐵3𝑓 +

𝐴2
3𝐵2𝐵3𝑓 +𝐴3𝐵2𝐵2

3𝑓) ≠ 0};

2) {𝑏 = (1−𝑎𝐵2,3)𝑓⇑(𝑎+𝑓), 𝑐 = −(𝑎2+2𝑎𝐵2,3+2𝑎𝑓+2𝐵2,3𝑓+𝑎𝐵2
2,3𝑓+𝑓

2)⇑(𝐵2,3(𝑎+𝑓)), 𝑑 =

𝑎(𝑎(𝑎+𝐵2,3)+𝑎(2+𝐵2
2,3)𝑓+𝑓

2)⇑(𝑎+𝑓)2−(1+𝐵2
2,3+𝐵

3
2,3𝑓)⇑𝐵2,3, 𝑔 = 𝑓(−1+2𝑎𝐵2,3+𝐵2,3𝑓)⇑(𝑎+

𝑓), 𝑠 = −𝐵2,3𝑓, 𝐴2 = 𝐴3 = −𝐵2,3𝑓⇑(𝑎 + 𝑓), 𝐵3,2 = −1⇑(𝑎 + 𝑓)};
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3) {𝑏 = 1, 𝑐 = (1 − 𝑎𝑓 − 𝐴2
2𝑓

2)⇑(𝐴2𝑓 − 1), 𝑑 = 2(𝑎 + 𝑓), 𝑔 = (1 − 𝑎2 + 𝑎𝐴2 − 𝑎𝑓 − 𝑎𝐴2
2𝑓 −

𝐴2
2𝑓

2)⇑(𝐴2𝑓−1), 𝑠 = 𝐴2(𝑎+𝑓)(1−𝑎𝑓−𝐴2𝑓))⇑(1−𝐴2𝑓), 𝐴3 = (1−𝑎𝑓−𝐴2𝑓)⇑(𝑓(1−𝐴2𝑓)), 𝐵2 =

𝐵3 = −1⇑𝑓};

4) {𝑏 = (1−𝑎𝐵3)𝑓⇑(𝑎+𝑓), 𝑐 = −(𝑎2+2𝑎𝐵3+2𝑎𝑓+2𝐵3𝑓+𝑎𝐵2
3𝑓+𝑓

2)⇑(𝐵3(𝑎+𝑓)), 𝑑 = −(𝑎2−

2𝑎3𝐵3+2𝑎𝑓−5𝑎2𝐵3𝑓+𝑎𝐵2
3𝑓+𝑓

2−4𝑎𝐵3𝑓 2+𝑎𝐵3
3𝑓

2−𝐵3𝑓 3)⇑(𝐵3(𝑎+𝑓)2), 𝑔 = −(𝑎3+3𝑎2𝑓+𝑎𝐵3𝑓+

3𝑎𝑓 2 +2𝐵3𝑓 2 −𝑎𝐵2
3𝑓

2 +𝑓 3)⇑(𝐵3𝑓(𝑎+𝑓)), 𝑠 = (𝑎2 +2𝑎𝑓 +𝐵3𝑓 −𝑎𝐵2
3𝑓 +𝑓

2)⇑(𝐵3(𝑎+𝑓)), 𝐴3 =

−𝐵3𝑓⇑(𝑎+𝑓), 𝐴2 = (𝑎+𝑓)(𝑎2+2𝑎𝑓+𝐵3𝑓−𝑎𝐵2
3𝑓+𝑓

2)⇑(𝐵3𝑓(𝑎2−𝑎𝐵3+2𝑎𝑓−𝑎𝐵2
3𝑓+𝑓

2)), 𝐵2 =

−(𝑎 + 𝑓)2⇑(𝑓(𝑎2 − 𝑎𝐵3 + 2𝑎𝑓 − 𝑎𝐵2
3𝑓 + 𝑓

2))}.

Din aceste serii de condiții resultǎ, respectiv, urmǎtoarele cinci sisteme:

𝑥̇ = (1 − 𝑥)(︀𝐵2(𝐴3 +𝐵3)2𝑓(1 +𝐵3𝑓)𝑥2 +𝐵3(1 +𝐵2𝑓)𝑦 − (𝐴3𝐵2𝑓

+𝐵3(1 + 2𝐵2𝑓)(1 + (𝐴3 +𝐵3)𝑓))𝑥𝑦 +𝐵3𝑓(1 +𝐵2𝑓)𝑦2⌋︀⇑(𝐵3(1 +𝐵2𝑓)),

(1 +𝐵2𝑓)𝑎𝑓(𝐴2
3𝐵2 +𝐵3 +𝐴3𝐵2𝐵3 +𝐵2𝐵3𝑓 +𝐴2

3𝐵2𝐵3𝑓 +𝐴3𝐵2𝐵2
3𝑓) ≠ 0,

𝑦̇ = (︀−𝐵2𝐵3
3(1 +𝐵2𝑓)2𝑥 +𝐵2𝐵3(−𝐴3(2𝐵3 +𝐵2(𝐴3 +𝐵3)2)

−𝐵3(𝐴3𝐵2(3 +𝐴2
3 −𝐴3𝐵2) + (𝐴3 −𝐵2)(1 + 2𝐴3𝐵2)𝐵3 + (1 + (𝐴3

−𝐵2)𝐵2)𝐵2
3)𝑓 +𝐵2𝐵3(𝐴3(−1 +𝐴2

3)𝐵2 + (𝐵2 +𝐴3(−1 + 4𝐴3𝐵2))𝐵3

+(−1 + 5𝐴3𝐵2)𝐵2
3 + 2𝐵2𝐵3

3)𝑓
2 +𝐵2

2𝐵
2
3(𝐴3 +𝐵3)3𝑓 3)𝑥2 −𝐴3𝐵2(𝐴3

+𝐵3(𝐴3 −𝐵2 +𝐵3)𝑓)(𝐵3 +𝐵2((𝐴3 +𝐵3)2 +𝐵3(1 + (𝐴3 +𝐵3)2)𝑓))𝑥3

−𝐵2
3(1 +𝐵2𝑓)(−𝐵3 +𝐵2(−1 −𝐵3𝑓 +𝐵2𝑓(−1 + 2(𝐴3 +𝐵3)2(1

+𝐵3𝑓))))𝑥𝑦 + (𝐴3
3𝐵2(1 +𝐵3𝑓)(𝐵2 +𝐵3 + 2𝐵2𝐵3𝑓) −𝐵2𝐵2

3𝑓(𝐵2 −𝐵3

−𝐵2𝐵3𝑓 +𝐵2
2(𝑓 +𝐵3(1 +𝐵3𝑓)2)) −𝐴2

3𝐵2𝐵3(1 +𝐵3𝑓)(−2𝐵3 +𝐵2(−2

+𝑓(𝐵2 − 4𝐵3 +𝐵2𝐵3𝑓))) +𝐴3𝐵3(𝐵3 +𝐵2(1 +𝐵2
3 +𝐵3(3 +𝐵2

3)𝑓

−2𝐵3𝑓(𝐵2 +𝐵2𝐵3𝑓)2 +𝐵2(1 + 2𝐵3𝑓)(𝐵3 + 𝑓 +𝐵2
3𝑓))))𝑥

2𝑦

+𝐵2𝐵2
3(1 +𝐵2𝑓)2(𝐴3 +𝐵3(𝐴3 +𝐵3)𝑓)𝑦2 −𝐵3(1 +𝐵2𝑓)(𝐵3 +𝐵2(𝐴3(𝐴3

+2𝐵3) +𝐵3(1 +𝐴2
3 − 2𝐵2𝐵3 +𝐴3(−𝐵2 +𝐵3))𝑓 − 2𝐵2𝐵2

3(𝐴3

+𝐵3)𝑓 2))𝑥𝑦2 −𝐵2𝐵3
3𝑓(1 +𝐵2𝑓)2𝑦3⌋︀⇑(𝐵2𝐵3

3(1 +𝐵2𝑓)2);

(2.69)

𝑥̇ = (1 − 𝑥)(𝑎𝐵2,3(𝑎 + 𝑓)𝑥2 +𝐵2,3(𝑎 + 𝑓)𝑦 − (𝑎2 + 𝑎𝐵2,3 + 2𝑎𝑓 +𝐵2,3𝑓

+𝑎𝐵2
2,3𝑓 + 𝑓

2)𝑥𝑦 +𝐵2,3𝑓(𝑎 + 𝑓)𝑦2)⇑(𝐵2,3(𝑎 + 𝑓)),

𝑦̇ = (−𝐵2,3(𝑎 + 𝑓)2𝑥 −𝐵2,3𝑓(𝑎 + 𝑓)(−1 + 2𝑎𝐵2,3 +𝐵2,3𝑓)𝑥2 +𝐵2
2,3𝑓(𝑎 + 𝑓)

2𝑥3

−(−𝑎2 + 𝑎3𝐵2,3 − 2𝑎𝑓 + 2𝑎2𝐵2,3𝑓 − 2𝑎𝐵2
2,3𝑓 − 𝑓

2 + 𝑎𝐵2,3𝑓 2 −𝐵2
2,3𝑓

2 − 2𝑎𝐵3
2,3𝑓

2

−𝐵3
2,3𝑓

3)𝑥𝑦 +𝐵2,3𝑓(𝑎 + 𝑓)(𝑎 −𝐵2,3 + 𝑓 −𝐵2
2,3𝑓)𝑥

2𝑦 +𝐵2,3(𝑎𝐵2,3 − 1)𝑓(𝑎

+𝑓)𝑦2 + (𝑎 + 𝑓)((𝑎 + 𝑓)2 −𝐵2
2,3𝑓

2)𝑥𝑦2 −𝐵2,3𝑓(𝑎 + 𝑓)2𝑦3)⇑(𝐵2,3(𝑎 + 𝑓)2);

(2.70)
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𝑥̇ = (1 − 𝑥)(𝑎(1 −𝐴2𝑓)𝑥2 + (1 −𝐴2𝑓)𝑦 + 𝑓(𝑎 −𝐴2 +𝐴2
2𝑓)𝑥𝑦

+𝑓(1 −𝐴2𝑓)𝑦2)⇑(1 −𝐴2𝑓), 𝑎𝑓 ≠ 0,

𝑦̇ = ((𝐴2𝑓 − 1)𝑥 + (1 − 𝑎2 −𝐴2
2𝑓

2 − 𝑎(𝑓 +𝐴2(𝐴2𝑓 − 1)))𝑥2 +𝐴2(𝑎 + 𝑓)

⋅(−1 + (𝑎 +𝐴2)𝑓)𝑥3 + 2(𝑎 + 𝑓)(𝐴2𝑓 − 1)𝑥𝑦 + 𝑓(1 − 𝑎2 −𝐴2
2𝑓

2 − 𝑎(𝑓

+𝐴2(𝐴2𝑓 − 1)))𝑥2𝑦 + (𝐴2𝑓 − 1)𝑦2 + 𝑓(𝐴2 − 𝑓 +𝐴2𝑓(𝑓 −𝐴2) + 𝑎(𝐴2𝑓 − 2))𝑥𝑦2

+𝑓(𝐴2𝑓 − 1)𝑦3)⇑(1 −𝐴2𝑓);

(2.71)

𝑥̇ = (𝑥 − 1)(𝑎𝐵3(𝑎 + 𝑓)𝑥2 +𝐵3(𝑎 + 𝑓)𝑦 − (𝑎2 + 𝑎𝐵3 + 2𝑎𝑓 +𝐵3𝑓 + 𝑎𝐵2
3𝑓

+𝑓 2)𝑥𝑦 +𝐵3𝑓(𝑎 + 𝑓)𝑦2)⇑(𝐵3(𝑎 + 𝑓)), 𝐵3 ≠ −1⇑𝑓,

𝑦̇ = −(𝐵2
3𝑓(𝑎 + 𝑓)

2𝑥 −𝐵3(𝑎 + 𝑓)(𝑎3 + 3𝑎2𝑓 + 𝑎𝐵3𝑓 + 3𝑎𝑓 2 + 2𝐵3𝑓 2 − 𝑎𝐵2
3𝑓

2

+𝑓 3)𝑥2 +𝐵3𝑓(𝑎 + 𝑓)(𝑎2 + 2𝑎𝑓 +𝐵3𝑓 − 𝑎𝐵2
3𝑓 + 𝑓

2)𝑥3 +𝐵3𝑓(−𝑎2 + 2𝑎3𝐵3

−2𝑎𝑓 + 5𝑎2𝐵3𝑓 − 𝑎𝐵2
3𝑓 − 𝑓

2 + 4𝑎𝐵3𝑓 2 − 𝑎𝐵3
3𝑓

2 +𝐵3𝑓 3)𝑥𝑦 + (𝑎4 + 4𝑎3𝑓

+𝑎2𝐵3𝑓 + 6𝑎2𝑓 2 + 2𝑎𝐵3𝑓 2 − 𝑎2𝐵2
3𝑓

2 + 𝑎𝐵3
3𝑓

2 + 4𝑎𝑓 3 +𝐵3𝑓 3 − 2𝑎𝐵2
3𝑓

3

+𝑎𝐵4
3𝑓

3 + 𝑓 4 −𝐵2
3𝑓

4)𝑥2𝑦 −𝐵2
3(−1 + 𝑎𝐵3)𝑓 2(𝑎 + 𝑓)𝑦2 −𝐵3𝑓(𝑎 + 𝑓)(2𝑎2

+4𝑎𝑓 +𝐵3𝑓 + 2𝑓 2)𝑥𝑦2 +𝐵2
3𝑓

2(𝑎 + 𝑓)2𝑦3⇑(𝐵2
3𝑓(𝑎 + 𝑓)

2).

(2.72)

2.4.5. Integrabilitatea sistemelor (2.54) - (2.61), (2.63)-(2.72).

Sistemul (2.54) are integrala primǎ de forma (??), unde

𝑓1 = 𝑥 − 1, 𝑓2 = 1 + 𝑥 + 𝑐𝑥, 𝑓3 = 1 − 𝑥 + 𝑑𝑦, 𝑓4 = exp⌊︀𝑑(𝑔+2)+(𝑐+2)𝑦
𝑥−1 }︀,

𝛼1 = −(𝑐 + 1)((𝑐 + 2)2 + 𝑑2(1 + (3 + 𝑐)(1 + 𝑔))), 𝛼2 = 𝑑2(𝑐 − 𝑔),

𝛼3 = (𝑐 + 1)(𝑐 + 2)2, 𝛼4 = 𝑑(𝑐 + 1)(𝑐 + 2).

Pentru Sistemul (2.55) (respectiv, (2.56), (2.57)) prima mǎrime Lyapunov 𝐿1 = −(𝑐 + 2)⇑4

(respectiv, 𝐿1 = (𝑐 + 2)⇑4, 𝐿1 = −(𝑑 + 𝑞)⇑4) nu este egalǎ cu zero şi, prin urmare, (2.55)

(respectiv, (2.56), (2.57)) are focar în (0,0).

Sistemul (2.58) are dreptele invariante 𝑓1 = 𝑥 − 1, 𝑓2,3 = 𝑦 − 𝑙𝐵2𝐵3𝑥 − 𝐵2,3 şi factorul

exponențial 𝑓4 = exp(︀1⇑(𝑥−1)⌋︀. Cofactorii lor sunt: 𝐾𝑓1(𝑥, 𝑦) = 𝑦(𝑥−1), 𝐾𝑓2,3(𝑥, 𝑦) = (𝐵3,2+

𝑙𝐵2𝐵3𝑥 − 𝑦)(𝑥 + 𝑙𝐵2𝐵3𝑦)⇑(𝐵2𝐵3), 𝐾𝑓4(𝑥, 𝑦) = −𝑦. Sistemul (2.58) are factorul integrant de

forma (2.30) dacǎ şi numai dacǎ, în 𝑥 şi 𝑦, se realizeazǎ identitatea 𝑀(𝑥, 𝑦) ≡ 0, unde

𝑀(𝑥, 𝑦) = 𝛼1𝐾𝑓1 + 𝛼2𝐾𝑓2 + 𝛼3𝐾𝑓3 + 𝛼4𝐾𝑓4 +
𝜕𝑃

𝜕𝑥
+
𝜕𝑄

𝜕𝑥
. (2.73)

Pentru (2.58) prima mǎrime Lyapunov este 𝐿1 = −𝑙(1 −𝐵2𝐵3 +𝐵2
2𝐵

2
3 𝑙

2)⇑4. Dacǎ luǎm 𝛼1 =

−(1 + 2𝐵2𝐵3 + 𝐵2
2𝐵

2
3 𝑙

2)⇑(𝐵2𝐵3), 𝛼2 = −(2𝐵2 − 𝐵3 + 𝑙𝐵2
2𝐵

2
3(2 + 𝐵2𝑙 + 𝐵3𝑙))⇑(𝐵2 − 𝐵3), 𝛼3 =
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−3−𝛼2, 𝛼4 = (1+𝑙2𝐵2
2𝐵

2
3(1+2𝐵2𝐵3)+𝑙𝐵2𝐵3(𝐵2+𝐵3)(1+𝑙2𝐵2

2𝐵
2
3))⇑(𝐵2𝐵3), atunci 𝑀(𝑥, 𝑦) =

4𝐿1𝑥2. Prin urmare, sistemul {(2.58), 𝐿1 = 0} are un factor integrant de forma (2.30) şi

pentru el punctul singular (0,0) este de tip centru.

Sistemul (2.59). Dreptele invariante 𝑓1 = 𝑥 − 1, 𝑓2 = 𝑓(𝑐 + 2)𝑦 − 𝑓 2𝑥 + 𝑐 + 2, 𝑓3 = (𝑐 +

2)𝑦 − 𝑓𝑥 + 𝑓 şi factorul exponențial 𝑓4 = exp(︀((𝑐 + 2)(1 + 𝑓𝑦) − 𝑓 2)⇑(𝑥 − 1)⌋︀ au, respectiv,

cofactorii 𝐾𝑓1 = −𝑦(1 + 𝑥 + 𝑐𝑥 + 𝑓𝑦), 𝐾𝑓2 = −(𝑓 − 𝑓𝑥 + 2𝑦 + 𝑐𝑦)(2𝑥 + 𝑐𝑥 + 𝑓𝑦)⇑(𝑐 + 2), 𝐾𝑓3 =

(2𝑥+𝑐𝑥+𝑓𝑦)(−2−𝑐+𝑓 2𝑥−2𝑓𝑦−𝑐𝑓𝑦)⇑(𝑓(𝑐+2)), 𝐾𝑓4 = (2+𝑐−𝑓
2𝑥+2𝑓𝑦+𝑐𝑓𝑦)(2𝑓𝑥+𝑐𝑓𝑥−2𝑦−

𝑐𝑦+𝑓 2𝑦)⇑(𝑐+2). Dacǎ 𝛼1 = −3−𝑓 2(𝑓 2 −(𝑐+2)(𝑐+3))⇑(𝑐+2)3, 𝛼2 = (𝑓 2 − 𝑐−2)⇑(𝑐+2)2, 𝛼3 =

−1+𝑓 2 −𝑓 4⇑(𝑐+2)2, 𝛼4 = 1−𝑓 2⇑(𝑐+2)2, atunci (vezi, (2.73)) 𝑀(𝑥, 𝑦) = 4𝑓(𝑐+2)2𝑦2𝐿1, unde

𝐿1 = −𝑓(6 + 5𝑐 + 𝑐2 − 𝑓 2)(2 + 3𝑐 + 𝑐2 + 𝑓 2)⇑(4(𝑐 + 2)3) este prima mǎrime Lyapunov pentru

punctul singular (0,0) al sistemului (2.59).

Sistemul (2.60) are integrala primǎ de forma (??), unde

𝑓1 = 𝑥 − 1, 𝑓2,3 = 𝑦 −𝐵2𝐵3𝑓𝑥 −𝐵2,3, 𝑓4 = exp⌊︀𝜔(𝐵2−𝐵3)(1+𝐵2𝐵3𝑓𝑦)
𝑥−1 }︀,

𝛼1 = 𝜔(𝐵3 −𝐵2)(1 +𝐵2
2𝐵

2
3𝑓

2), 𝛼2 = −𝜔𝐵2
2𝐵3(1 +𝐵2𝑓), 𝛼3 = 𝜔𝐵2𝐵2

3(1 +𝐵3𝑓), 𝛼4 = 1,

cu 𝜔 = (1 +𝐵2𝑓)(1 +𝐵3𝑓).

Sistemele (2.61). Fie funcția 𝜇(𝑥, 𝑦) are forma (2.30), unde

𝑓1 = 𝑥 − 1, 𝑓2 = 𝑦 −𝐵2𝐵3𝑓𝑥 −𝐵2,3, 𝑓3 = 𝑦 −𝐵2𝐵3𝑓𝑥 −𝐵3,2,

𝑓4 = exp(︀(1 +𝐵2,3𝑓)(𝐵2,3 +𝐵2𝐵3𝑓 − 𝑦)⇑(𝐵2,3(𝑥 − 1))⌋︀,

𝛼1 = −2 + 2𝐵3,2𝑓 +𝐵2𝐵3𝑓 2 + 1⇑(𝐵2𝐵3),

𝛼2 = −(1 +𝐵2
3,2 + 2𝐵2,3𝐵2

3,2𝑓 +𝐵
2
2𝐵

2
3𝑓

2)⇑(𝐵3,2(𝐵2,3 −𝐵3,2)),

𝛼3 = (−1 +𝐵2
2,3 − 2𝐵2𝐵3 − 2𝐵2

2,3𝐵3,2(1 +𝐵2𝐵3 −𝐵2
3,2)𝑓

−𝐵2
2,3(3𝐵2,3 − 4𝐵3,2)𝐵3

3,2𝑓
2 −𝐵2,3(2𝐵2,3 +𝐵3

2,3 −𝐵3,2)𝐵2
3,2𝑓

2

−𝐵2
2,3𝐵

3
3,2𝑓

3(𝐵2,3 −𝐵3,2)(2𝐵2 + 2𝐵3 +𝐵2𝐵3𝑓))⇑(𝐵2,3(𝐵3,2 −𝐵2,3)),

𝛼4 = 𝐵2,3𝑓(1 +𝐵3,2𝑓)(1 + 2𝐵2,3𝐵2
3,2𝑓 +𝐵

2
2𝐵

2
3𝑓

2)⇑(1 +𝐵2,3𝑓).

Atunci 𝑑𝑖𝑣(𝜇(𝑥, 𝑦)X) = 4𝐿1𝜇(𝑥, 𝑦)𝑥2, unde 𝐿1 = (1+𝐵2
2,3𝐵3,2𝑓+𝐵2

2𝐵
2
3𝑓

2)(1+𝐵2𝐵3+2𝐵2,3𝐵2
3,2𝑓+

𝐵2
2𝐵

2
3𝑓

2)⇑(4𝐵2
2,3𝐵3,2) este prima mǎrime Lyapunov şi X este câmpul vectorial asociat sis-

temului (2.61). Prin urmare, dacǎ 𝐿1 = 0, atunci 𝜇(𝑥, 𝑦) este un factor integrant pentru

(2.61).

Sistemul (2.63). Dacǎ prima mǎrime Lyapunov 𝐿1 = −𝑙(1+𝐵22𝐵32𝑙2)⇑4 se anuleazǎ, i.e.

𝑙 = 0, atunci {(2.63), 𝑙 = 0} are integrala primǎ de forma (??), unde 𝑓1 = 𝑥−1, 𝑓2,3 = 𝑦+𝐵2,3𝑥−

𝐵2,3, 𝑓4 = exp(︀1⇑𝑥 − 1)⌋︀, 𝛼1 = (𝐵2 −𝐵3)(1 −𝐵2𝐵3), 𝛼2 = 𝐵2
2𝐵3, 𝛼3 = −𝐵2𝐵2

3 , 𝛼4 = 𝐵3 −𝐵2.
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Sistemul (2.64) are integrala primǎ de forma (??), unde 𝑓1 = 𝑥 − 1, 𝑓2,3 = 𝑦 + 𝐵2,3𝑥 −

𝐵2,3, 𝑓4 = exp(︀(1+𝐵2𝐵3𝑓𝑦)⇑𝑥−1)⌋︀, 𝛼1 = (𝐵2−𝐵3)(𝐵2𝐵3(1+𝐵2𝑓 +𝐵3𝑓)−1), 𝛼2 = −𝐵2
2𝐵3(1+

𝐵2𝑓), 𝛼3 = 𝐵2𝐵2
3(1 +𝐵3𝑓), 𝛼4 = 𝐵2 −𝐵3.

Sistemele (2.65), (2.66), (2.68), (2.69), (2.71), (2.72) sunt integrabile, deoarece ele au,

respectiv, urmǎtorii factori integranți:

𝜇(𝑥, 𝑦) = 1⇑((𝑥 − 1)2(−𝐵2 + 𝑏𝐵2𝑥 + 𝑦)(−𝐵3 + 𝑏𝐵3𝑥 + 𝑦));

𝜇(𝑥, 𝑦) = 1⇑((𝑥 − 1)2(−𝐵2 +𝐵2𝑥 + 𝑦)(−𝐵3 +𝐵3𝑥 + 𝑦));

𝜇(𝑥, 𝑦) = 1⇑((𝑥 − 1)2(−𝐴3 +𝐴3𝑥 − 𝑦)(−1 + 𝑥 −𝐴3𝑦 − 𝑓𝑦 +𝐴2
3𝑓𝑦));

𝜇(𝑥, 𝑦) = 1⇑((𝑥 − 1)2(𝐵3 + 𝐴3𝑥 − 𝑦)(−𝐵2𝐵3 − 𝐵2
2𝐵3𝑓 − 𝐴3𝐵2𝑥 − 𝐴3𝐵2𝐵3𝑓𝑥 + 𝐵2

2𝐵3𝑓𝑥 −

𝐵2𝐵2
3𝑓𝑥 +𝐵3𝑦 +𝐵2𝐵3𝑓𝑦));

𝜇(𝑥, 𝑦) = 1⇑((𝑥 − 1)2(1 −𝐴2𝑓𝑥 + 𝑓𝑦)(1 −𝐴2𝑓 − 𝑥 + 𝑎𝑓𝑥 +𝐴2𝑓𝑥 + 𝑓𝑦 −𝐴2𝑓 2𝑦));

𝜇(𝑥, 𝑦) = 1⇑((𝑥 − 1)2(𝐵3(𝑎 + 𝑓 − 𝑓𝑥) − (𝑎 + 𝑓)𝑦)(−𝐵3(𝑎 + 𝑓)2 + (𝑎 + 𝑓)(𝑎2 + 2𝑎𝑓 +𝐵3𝑓 −

𝑎𝐵2
3𝑓 + 𝑓

2)𝑥 −𝐵3𝑓(𝑎2 − 𝑎𝐵3 + 2𝑎𝑓 − 𝑎𝐵2
3𝑓 + 𝑓

2)𝑦)).

Sistemele (2.67). Dacǎ prima mǎrime Lyapunov 𝐿1 = −2(𝐵2,3 − 𝑓 + 𝐵2
2,3𝑓)(𝐵2,3 + 𝑓 +

𝐵2
2,3𝑓)⇑𝐵2,3 se anuleazǎ, atunci funcția 𝜇(𝑥, 𝑦) = (𝐵2,3(𝑥 − 1) + 𝑦)−1+𝐵

2
2,3+𝐵

3
2,3𝑓(1 + 𝐵2,3𝑓𝑥 +

𝑓𝑦)𝐵2,3(𝐵2,3+1⇑𝑓) exp(︀𝐵2,3(1 +𝐵2,3𝑓)(1 +𝐵2,3𝑓 + 𝑓𝑦)⇑(𝑓(1 − 𝑥))⌋︀⇑(𝑥 − 1)3 este factor integrant

pentru sistemele (2.67).

Sistemele (2.70). Pentru aceste sisteme avem 𝐿1 = 2(𝑎2 − 𝑎𝐵2,3 + 2𝑎𝑓 −𝐵2,3𝑓 − 2𝑎𝐵2
2,3𝑓 +

𝑓 2 −𝐵2
2,3𝑓

2)(𝑎2 + 2𝑎𝑓 +𝐵2,3𝑓 + 𝑓 2 +𝐵2
2,3𝑓

2)⇑(𝐵2,3(𝑎 + 𝑓)2). Dacǎ 𝐿1 = 0 expresia (2.30) este

factor integrant pentru sistemele (2.70), unde

𝑓1 = 𝑎𝐵2,3+𝐵2,3𝑓−𝐵2,3𝑓𝑥−𝑎𝑦−𝑓𝑦, 𝑓2 = 1+𝐵2,3𝑓𝑥+𝑎𝑦+𝑓𝑦, 𝑓3 = 𝑥−1, 𝑓4 = 𝐸𝑥𝑝(︀((1+𝐵2,3𝑓)𝑥+

(𝑎+𝑓)𝑦)⇑(𝑥−1)⌋︀; 𝛼1 = (−𝑎3+𝑎2(𝐵2,3−3𝑓)+𝑓(𝐵2
2,3+𝐵2,3(−1+3𝐵2

2,3)𝑓 +(−1−𝐵2
2,3+3𝐵4

2,3)𝑓
2+

𝐵5
2,3𝑓

3) + 𝑎𝑓(−3𝑓 +𝐵2
2,3(−𝑓 +𝐵2,3(1 +𝐵2,3𝑓)2)))⇑(𝐵2,3𝑓(𝑎 + 𝑓)(1 +𝐵2,3(𝑎 + 𝑓))), 𝛼2 = (𝑎2 +

𝑓 2 −𝑎(𝐵2,3 +(−2+𝐵2
2,3)𝑓))⇑(𝐵2,3𝑓(1+𝐵2,3(𝑎+𝑓))), 𝛼3 = −3, 𝛼4 = −𝐵2,3𝑓(1+𝐵2,3𝑓)⇑(𝑎+𝑓)2.

2.5. Sistemele cubice cu punct critic monodromic şi trei drepte invariante

𝑙1, 𝑙2, 𝑙3, 𝑚(𝑙3) ≥ 2, 𝑚(𝑙1) + 𝑚(𝑙2) + 𝑚(𝑙3) ≥ 4, unde 𝑙1, 𝑙2 sunt complexe şi 𝑙3

este realǎ.

2.5.1. Dreptele 𝑙1 şi 𝑙2 sunt complexe paralele.

Fǎrǎ a diminua generalitatea, considerǎm 𝑙1 = 𝑥 − 1, 𝑚(𝑙1) ≥ 2 şi 𝑙2,3 = 𝑦 − 𝐴𝑥 − 𝛼 ∓

𝛽𝑖, 𝐴,𝛼, 𝛽 ∈ R, 𝛽 ≠ 0, 𝑖2 = −1. Pentru a obține clasa sistemelor cubice pentru care aceste
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drepte sunt drepte invariante este suficient de înlocuit 𝐵2,3 = 𝛼 ± 𝛽𝑖 în (2.58), (2.60) şi

(2.61). Notǎm 𝐴 = 𝑙𝐵2𝐵3 în cazul sistemului (2.58), şi 𝐴 = 𝑓𝐵2𝐵3 în cazul sistemelor (2.60),

(2.61).

Considerǎm sistemul (2.46), adicǎ sistemul (2.6) pentru care au loc egalitățile 𝑎 = 𝑓 = 𝑘 =

𝑝 = 𝑟 = 0, 𝑐 = −2𝛼⇑(𝛼2 + 1), 𝑚 = 1⇑(𝛼2 + 1).

Vom determina condițiile pentru care (2.46) admite dreapta realǎ 𝑙3 ≡ 𝑦 − 𝐴𝑥 − 𝐵 =

0, 𝐴,𝐵 ∈ R, 𝐵 ≠ 0 invariantǎ, apoi condițiile pentru care ea are multiplicitatea algebricǎ doi.

Notǎm 𝜙(𝑥) = (𝐴 ⋅𝑃 (𝑥, 𝑦)+𝐵 ⋅𝑄(𝑥, 𝑦))⨄︀
𝑦=𝐴𝑥+𝐵

, 𝜎(𝑥, 𝑦) = 𝐸1(X)⇑(𝑦 −𝐴𝑥−𝐵) şi 𝐻2(𝑥) =

𝜎(𝑥, 𝑦)⋃︀𝑦=𝐴𝑥+𝐵.

Sistemul (2.46) are dreapta invariantǎ 𝑙3 ≡ 𝑦−𝐴𝑥−𝐵 = 0, 𝐴,𝐵 ∈ R, 𝐵 ≠ 0, dacǎ polinomul

𝜙(𝑥) = −(𝐵(𝐴+𝐵(𝑏+𝐵𝑙))(1+𝛼2)+ (︀𝐴2(1+𝛼2)+ (1+𝐵(𝑑+𝐵𝑛))(1+𝛼2)+𝐴𝐵(−2𝛼+2𝑏(1+

𝛼2)+3𝐵𝑙(1+𝛼2)⌋︀𝑥+ (︀(𝑔 +𝐵𝑞)(1+𝛼2)+𝐴2(𝑏+3𝐵𝑙−2𝛼+(𝑏+3𝐵𝑙)𝛼2)+𝐴(𝐵 +𝑑+2𝐵𝑛+(𝑑+

2𝐵𝑛)𝛼2)⌋︀𝑥2 +(︀𝐴(𝐴(1+𝐴𝑙+𝑛)+ 𝑞)+ 𝑠+(𝐴(𝐴(𝐴𝑙+𝑛)+ 𝑞)+ 𝑠)𝛼2⌋︀𝑥3)⇑(1+𝛼2) este echivalent

cu zero, i.e.: {𝐴 = −𝐵(𝑏 +𝐵𝑙), 𝑞 = (−𝑔 + (𝑏 +𝐵𝑙)(−2 +𝐵(−𝑑 +𝐵(1 + (𝑏 +𝐵𝑙)2))) − 2𝐵2(𝑏 +

𝐵𝑙)2𝛼+(−𝑔+(𝑏+𝐵𝑙)(−2+𝐵(−𝑑+𝐵(𝑏+𝐵𝑙)2)))𝛼2)⇑(𝐵(1+𝛼2)), 𝑠 = −(𝑏+𝐵𝑙)(𝑏+𝑔+𝐵𝑙), 𝑛 =

(−1 +𝐵(−𝑑 +𝐵(𝑏 +𝐵𝑙)(𝑏 + 2𝐵𝑙)))⇑𝐵2 − 2(𝑏 +𝐵𝑙)𝛼⇑(1 + 𝛼2)}.

În aceste condiții 𝐻2(𝑥) = (1 − (𝑏 + 𝐵𝑙)𝑥)𝐻21(𝑥)⇑(𝐵(1 + 𝛼2)3), unde 𝐻21(𝑥) = 𝐵2(1 +

𝛼2)(2 + 2𝛼2 +𝐵𝑑(1 + 𝛼2) + 4𝐵4𝑙2(1 + 𝛼2) +𝐵3𝑙(−2𝛼 + 3𝑏(1 + 𝛼2))) + 2𝐵2(1 + 𝛼2)(−2𝑏2𝐵2𝛼 +

𝑏3𝐵2(1+𝛼2)+ 𝑔(1+𝛼2)−𝐵𝑙(4−2𝐵2 +2𝐵3𝑙𝛼+4𝛼2 +3𝐵𝑑(1+𝛼2)+4𝐵4𝑙2(1+𝛼2))− 𝑏(2−𝐵2 +

4𝐵3𝑙𝛼 + 2𝛼2 + 2𝐵𝑑(1 +𝛼2) + 5𝐵4𝑙2(1 +𝛼2)))𝑥 + (4(1 +𝛼2)2 + 4𝐵𝑑(1 +𝛼2)2 + 4𝐵8𝑙4(1 +𝛼2)2 +

𝐵7𝑙3(1+𝛼2)(14𝛼+3𝑏(1+𝛼2))−𝐵6𝑙2(8+4𝛼2+9𝑏2(1+𝛼2)2−32𝑏(𝛼+𝛼3))+𝐵5𝑙(−2𝛼−11𝑏3(1+

𝛼2)2 +9𝑑𝑙(1+𝛼2)2 − 𝑏(11+3𝛼2)+22𝑏2(𝛼+𝛼3))+𝐵3(1+𝛼2)(𝑑(−1+4𝑏𝛼+3𝑏2(1+𝛼2))+ 𝑙(4𝛼+

8𝑏(1+𝛼2)− 5𝑔(1+𝛼2)))+𝐵2(1+𝛼2)(−2− 2𝑔𝛼+𝑑2(1+𝛼2)+ 𝑏(4𝛼− 3𝑔(1+𝛼2)))+𝐵4(𝑏2(−3+

𝛼2)−3𝑏4(1+𝛼2)2 +4𝑏3(𝛼+𝛼3)+4𝑙(1+𝛼2)(𝑑𝛼+2𝑙(1+𝛼2))+2𝑏(−𝛼+6𝑑𝑙(1+𝛼2)2)))𝑥2 +2(2+

2𝑏𝐵2𝛼 + 2𝛼2 +𝐵𝑑(1 + 𝛼2) + 2𝐵4𝑙2(1 + 𝛼2) + 2𝐵3𝑙(𝑏 + 𝛼 + 𝑏𝛼2))(𝑔 +𝐵(𝑏 +𝐵𝑙)(−𝑑 +𝐵(1 + 𝑏2 +

𝑏𝐵𝑙)) − 2𝐵2(𝑏 +𝐵𝑙)2𝛼 + (𝑔 +𝐵(𝑏 +𝐵𝑙)(−𝑑 + 𝑏𝐵(𝑏 +𝐵𝑙)))𝛼2)𝑥3 + (𝑔 +𝐵(𝑏 +𝐵𝑙)(−𝑑 + 𝑏𝐵(𝑏 +

𝐵𝑙))−2𝐵2(𝑏+𝐵𝑙)2𝛼+(𝑔+𝐵(𝑏+𝐵𝑙)(−𝑑+𝑏𝐵(𝑏+𝐵𝑙)))𝛼2)(𝑔+𝐵(𝑏+𝐵𝑙)(−𝑑+𝐵(1+𝑏2+𝑏𝐵𝑙))−

2𝐵2(𝑏+𝐵𝑙)2𝛼+(𝑔 +𝐵(𝑏+𝐵𝑙)(−𝑑+ 𝑏𝐵(𝑏+𝐵𝑙)))𝛼2)𝑥4. Identitatea 𝐻2(𝑥) ≡ 0, echivalentǎ cu

identitatea 𝐻21(𝑥) ≡ 0, ne oferǎ urmǎtoarele serii de condiții:

{𝑑 = (−4 + 𝑏2𝐵2 − 2𝑏𝐵2𝛼 − 4𝛼2 + 𝑏2𝐵2𝛼2)⇑(2𝐵(1 + 𝛼2)), 𝑔 = −𝑏, 𝑙 = −𝑏⇑(2𝐵)} sau

{𝑑 = −2⇑𝐵, 𝑔 = −𝑏(2 +𝐵2 + 𝑏2𝐵2 − 2𝑏𝐵2𝛼 + 2𝛼2 + 𝑏2𝐵2𝛼2)⇑(1 + 𝛼2), 𝑙 = 0}.

Astfel, sistemele cubice (2.6) cu trei drepte invariante, douǎ fiind complexe paralele
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conjugate, iar a treia fiind o dreaptǎ realǎ de multiplicitatea algebricǎ doi, au una dintre

urmǎtoarele douǎ forme:

𝑥̇ = 𝑦(1 + (𝑥 − 𝛼)2)⇑(1 + 𝛼2),

𝑦̇ = (−8𝑥𝑦2(1 + 𝛼2) − 2𝐵2(𝑏𝑥 − 2)(𝑥(𝑏𝑥 − 2) − 2𝑏𝑦2)(1 + 𝛼2)

+4𝐵𝑦(4𝑥 − 2𝑏𝑥2 + 𝑏𝑦2)(1 + 𝛼2) + 𝑏𝐵3𝑥𝑦(−4𝑥 + 8𝛼

+𝑏(𝑏𝑥 − 4)(1 + 𝛼2)))⇑(8𝐵2(1 + 𝛼2));

(2.74)

𝑥̇ = 𝑦(1 + (𝑥 − 𝛼)2)⇑(1 + 𝛼2),

𝑦̇ = (2𝐵𝑥(𝑏𝑥 − 1)𝑦(1 + 𝛼)2) + 𝑥𝑦2(1 + 𝛼)2) + 𝑏𝐵4𝑥2(𝑏𝑥

−1)(1 + 𝑏(𝑏 − 2𝛼) + 𝑏𝛼)2)) + 2𝑏𝐵3𝑥2𝑦(1 + 𝑏(𝑏 − 2𝛼) + 𝑏𝛼)2))

+𝐵2(−2𝑏𝑥2(1 + 𝛼)2) + 𝑏2𝑥3(1 + 𝛼)2) + 𝑏𝑦2(1 + 𝛼)2)

+𝑥(1 − 2𝑏𝑦2𝛼) + 𝛼)2 + 𝑏2𝑦2(1 + 𝛼)2)))))⇑(𝐵2(1 + 𝛼2)).

(2.75)

2.5.2. Dreptele 𝑙1,2 sunt complexe omogene.

În acest caz 𝑙1,2 sunt drepte invariante pentru (2.6), dacǎ sunt descrise de ecuația 𝑦∓𝑖𝑥 = 0

şi dacǎ se verifică condițiile (2.48)

Putem cosidera dreapta realǎ 𝑙3 = 𝑥−1.Aceasta este invariantǎ pentru sistemul {(2.6),(2.48)},

dacǎ 𝑃 (1, 𝑦) = 𝑎+ 𝑘 + (1+ 𝑐+𝑚)𝑦 + (𝑎+ 𝑑+ 𝑝)𝑦2 + 𝑟𝑦3 ≡ 0, i. e. {𝑟 = 0, 𝑘 = −𝑎, 𝑚 = −1− 𝑐, 𝑝 =

−𝑎 − 𝑑}.

În aceste condiții avem 𝜎(𝑥, 𝑦)⋃︀𝑥=1 = (𝑏 + 𝑛 + 𝑙𝑦)𝜓(𝑦), unde 𝜓(𝑦) = 𝑎2 − 𝑎𝑙 + (2 + 𝑐)(𝑏 +

𝑛) + 2(𝑎(2 + 𝑐) + 𝑑(𝑏 + 𝑛))𝑦 + (2𝑎2 + 2𝑎(𝑑 − 𝑙) + 𝑑𝑙 + (2 + 𝑐)(2 − 𝑏 + 𝑐 − 𝑛))𝑦2 + 2(2 + 𝑐)(𝑎 + 𝑑 −

𝑙)𝑦3 + (𝑎 + 𝑑)(𝑎 + 𝑑 − 𝑙)𝑦4. Luând în considerare gcd(𝑃,𝑄) = 1, identitatea 𝜎(𝑥, 𝑦)⋃︀𝑥=1 ≡ 0 are

loc dacǎ 𝜓(𝑦) ≡ 0, i.e. {𝑐 = −2, 𝑑 = 0, 𝑙 = 𝑎} sau {𝑎 = 0, 𝑐 = −2, 𝑑 = 0}. Astfel, sistemul cubic

{(2.6),(2.48)} capǎtǎ urmǎtoarele douǎ forme:

𝑥̇ = (1 − 𝑥)(𝑎𝑥2 + 𝑦 − 𝑥𝑦 + 𝑎𝑦2),

𝑦̇ = −𝑥 + (2 − 𝑏)𝑥2 − (1 + 𝑛)𝑥3 − 𝑎𝑥2𝑦 − 𝑏𝑦2 − 𝑛𝑥𝑦2 − 𝑎𝑦3;
(2.76)

𝑥̇ = (𝑥 − 1)2𝑦, 𝑦̇ = −𝑥 + (2 − 𝑏)𝑥2 − (1 + 𝑛)𝑥3 − 𝑙𝑥2𝑦 − 𝑏𝑦2 − 𝑛𝑥𝑦2 − 𝑙𝑦3. (2.77)

2.5.3. Dreptele 𝑙1,2 sunt complexe neomogene şi concurente.

Cazul când 𝑙3 = 𝑥 −𝐴, 𝐴 ≠ 0.
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Fie 𝑙1,2 ∈ C(︀𝑥, 𝑦⌋︀ ∖R(︀𝑥, 𝑦⌋︀, 𝑙2 = 𝑙1, 𝑙1 ∦ 𝑙2 şi 𝑙3 = 𝑥−𝐴, 𝐴 ≠ 0. Dreapta 𝑙3 = 𝑥−𝐴, 𝐴 ≠ 0 este

dreaptǎ invariantǎ pentru sistemul (2.50), dacǎ 𝑃 (𝐴,𝑦) = 𝐴2(𝑎+𝐴𝑔−2𝐴𝛼+2𝑎𝐴𝛼)+(1+2𝐴2−

𝑎𝐴2+𝐴𝑐+𝐴2𝑑+2𝐴2𝑐𝛼−3𝐴2𝛼2+𝐴2𝛽2)𝑦+(𝐴𝑏−𝐴𝑐+𝑓+4𝐴𝛼+2𝐴𝑓𝛼)𝑦2−(1+𝑓)𝑦3 ≡ 0, i. e. {𝑓 =

−1, 𝑔 = −(𝑎−2𝐴𝛼+2𝑎𝐴𝛼)⇑𝐴, 𝑐 = −(1−𝐴𝑏−2𝐴𝛼)⇑𝐴, 𝑑 = −(2𝐴−𝑎𝐴+𝑏+2𝐴𝑏𝛼+𝐴𝛼2+𝐴𝛽2)⇑𝐴}.

În aceste condiții avem 𝜎(𝑥, 𝑦)⋃︀𝑥=𝐴 = (−𝐴 + 𝑎𝐴 + 𝑏𝑦)𝜓(𝑦)⇑𝐴2, unde 𝜓(𝑦) = 𝐴2(𝑎2𝐴2(1 +

2𝐴𝛼)−(1+𝐴(𝑏+2𝛼))((1+𝐴𝛼)2+𝐴2𝛽2)+𝑎(1+𝐴(4𝛼+𝐴(−2+5𝛼2+𝛽2+2𝐴𝛼(−1+𝛼2+𝛽2)))))−

2(𝐴2)(𝑎2𝐴2 −(1+𝐴𝛼)2 −𝐴2𝛽2 +𝑎(2−𝐴(𝑏−4𝛼)+𝐴2(−1−2𝑏𝛼+𝛼2 +𝛽2)))𝑦 +(−1−𝐴(𝑏+4𝛼−

𝐴(−1+3𝑎+𝑏2−4𝛼2)+𝐴2𝑏(−1+4𝑎−2𝑏𝛼−3𝛼2+𝛽2)))𝑦2−2(−1+𝐴𝑏)(1+𝐴𝑏+2𝐴𝛼)𝑦3+(−1+𝐴𝑏)𝑦4.

Dacǎ −𝐴 + 𝑎𝐴 + 𝑏𝑦 ≡ 0, atunci polinoamele 𝑃 (𝑥, 𝑦) şi 𝑄(𝑥, 𝑦) au factor comun de grad mai

mare ca zero. Dacǎ 𝜓(𝑦) ≡ 0, atunci {𝐴 = 1⇑𝑏, 𝑎 = −𝑏2−2𝑏𝛼−𝛼2−𝛽2}. Prin urmare, sistemul

cubic (2.6) capǎtǎ forma :

𝑥̇ = (𝑏𝑥 − 1)(((𝑏 + 𝛼)2𝑥2 + 𝛽2) − 𝑦 − (𝑏 + 2𝛼)𝑥𝑦 + 𝑦2),

𝑦̇ = −𝑥 − 𝑥2(𝑏3 + 5𝑏𝛼2 + 2𝛼3 + (𝑏 + 2𝛼)𝛽2) + 2𝑥𝑦(1 + (𝑏 + 𝛼)2 + 𝛽2)

+𝑥2𝑦(2𝛼 + (𝑏 + 2𝛼)((𝑏 + 𝛼)2 + 𝛽2)) − 𝑏𝑦2 − (1 + 2𝑏2 + 4𝑏𝛼 + 𝛼2 + 𝛽2)𝑥𝑦2

+𝑏𝑦3 − 𝑥3(𝛼2 + 𝛽2)(1 + (𝑏 + 𝛼)2 + 𝛽2).

(2.78)

Cazul când 𝑙3 = 𝑦 −𝐴𝑥 −𝐵, 𝐴,𝐵 ∈ R, 𝐵 ≠ 0.

Fie 𝑙3 ≡ 𝑦 −𝐴𝑥 −𝐵 = 0, 𝐴,𝐵 ∈ R, 𝐵 ≠ 0. Aceastǎ dreaptǎ este invariantǎ pentru sistemul

(2.50), dacǎ 𝜙(𝑥) = (𝐵 − 1)𝐵(𝐴 +𝐴𝐵 + 𝑏𝐵 +𝐴𝐵𝑓)(−1 −𝐵𝑑 +𝐴2(−1 − 2𝐵𝑓 + 3𝐵2(1 + 𝑓)) +

𝐴𝐵((−1+𝐵)(2𝑏+𝑐)−2𝐵(2+𝑓)𝛼)+𝐵2(1+𝑑+(2+𝑓)𝛼2+(2+𝑓)𝛽2))𝑥+(𝑎𝐴(−1+𝐵)+𝐴3(−𝑓 +

3𝐵(1+𝑓))−𝑔+𝐴2(𝑏(−1+𝐵)+(−1+2𝐵)𝑐−4𝐵(2+𝑓)𝛼)+𝐴((−1+𝐵)𝑑+𝐵𝛼(−2𝑐+7𝛼+2𝑓𝛼)+

𝐵(3+2𝑓)𝛽2)+𝐵(𝑔+(𝑐−2𝛼)(𝛼2+𝛽2)))𝑥2+(−1+𝑎+𝐴2+𝐴𝑐+𝐴2𝑓−2𝐴𝛼)(𝐴2−2𝐴𝛼+𝛼2+𝛽2)𝑥3 ≡ 0

sau:

1) {𝑎 = 1, 𝑓 = −2, 𝐴 = 𝑐 − 2𝛼, 𝐵 = 1};

2) {𝑎 = 1−𝐴(𝐴+ 𝑐+𝐴𝑓 − 2𝛼), 𝑏 = −𝐴(1+𝐵 +𝐵𝑓)⇑𝐵, 𝑑 = (1−𝐴2(1+𝐵2(1+ 𝑓))+𝐴𝐵(𝑐−

𝐵𝑐+2𝐵(2+𝑓)𝛼)−𝐵2(1+(2+𝑓)𝛼2+(2+𝑓)𝛽2))⇑((𝐵−1)𝐵), 𝑔 = (−𝐴3𝐵(1+𝑓)+𝐴2𝐵(−𝑐+2(1+

𝐵+𝐵𝑓)𝛼)−𝐵2(𝑐−2𝛼)(𝛼2+𝛽2)+𝐴(−1+𝐵+𝐵2(𝛼(2𝑐−(5+𝑓)𝛼)−(1+𝑓)𝛽2)))⇑((𝐵−1)𝐵)}.

În condițiile 1), sistemul cubic (2.50) are 𝐻2(𝑥) = −𝐻21(𝑥)𝐻22(𝑥), unde 𝐻21(𝑥) = 𝑏+(2+

2𝑏𝑐+ 𝑑− 4𝑏𝛼+𝛼2 + 𝛽2)𝑥+ (𝑐+ 𝑏𝑐2 + 𝑐𝑑+ 𝑔 − 2𝛼− 4𝑏𝑐𝛼− 2𝑑𝛼+ 4𝑏𝛼2 + 𝑐𝛼2 − 2𝛼3 + 𝑐𝛽2 − 2𝛼𝛽)𝑥2,

iar 𝐻22(𝑥) = 2𝑏 + (2 + 5𝑏𝑐 − 𝑐2 + 𝑑 − 10𝑏𝛼 + 6𝑐𝛼 − 8𝛼2)𝑥 − 2(𝑐 − 2𝛼)(−2 − 2𝑏𝑐 + 𝑐2 − 𝑑 + 4𝑏𝛼 −

6𝑐𝛼+ 8𝛼2)𝑥2 − (𝑐− 2𝛼)(−𝑐− 𝑏𝑐2 + 𝑐3 − 𝑐𝑑− 𝑔 + 2𝛼+ 4𝑏𝑐𝛼− 8𝑐2𝛼+ 2𝑑𝛼− 4𝑏𝛼2 + 20𝑐𝛼2 − 16𝛼3)𝑥3.

Dacǎ 𝐻21(𝑥) ≡ 0, atunci sistemul cubic este degenerat. Fie 𝐻21(𝑥) ⇑≡ 0, iar 𝐻22(𝑥) ≡ 0 ⇒
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{𝑏 = 0, 𝑑 = −2, 𝑐 = 2𝛼} sau {𝑏 = 0, 𝑑 = −2 + 𝑔2 − 2𝑔𝛼, 𝑐 = 𝑔 + 2𝛼}. Am obținut sistemele:

𝑥̇ = 𝑥2 + 𝑔𝑥3 + 𝑦 − 2𝑦2 + 𝑦3 + 2𝑥𝑦𝛼 − 2𝑥𝑦2𝛼 + (𝛼2 + 𝛽2 − 1)𝑥2𝑦,

𝑦̇ = 𝑥(1 + 𝑔𝑥 − 𝑦)(𝑦 − 1);
(2.79)

𝑥̇ = 𝑥2 + 𝑔𝑥3 + 𝑦 + (𝑔 + 2𝛼)𝑥𝑦 + (𝑔2 − 1 + 𝛼2 + 𝛽2)𝑥2𝑦 − 2𝑦2 − (𝑔 + 2𝛼)𝑥𝑦2 + 𝑦3,

𝑦̇ = 𝑥(−1 − 𝑔𝑥 + (2 − 𝑔2 + 2𝑔𝛼)𝑦 + 𝑔𝑥𝑦 + (𝑔2 − 1 − 2𝑔𝛼)𝑦2 + 𝑔(𝛼2 + 𝛽2)𝑥𝑦).
(2.80)

În condițiile 2) sistemul cubic (2.50) are 𝐻2(𝑥) = −𝐻23(𝑥)𝐻24(𝑥)⇑((𝐵 − 1)2𝐵2), unde

𝐻23(𝑥) = 𝐵(1+𝐵 +𝐵𝑓) + (𝐴+ 2𝐴𝐵 +𝐵𝑐+ 2𝐴𝐵𝑓 − 2𝐵)𝑥, iar 𝐻24(𝑥) = (−1+𝐵)(𝐵2)(𝐴2(1+

𝐵(−1+𝐵(5+𝐵(−1+𝑓)))(1+𝑓))+𝐴𝐵(−(−1+𝐵)2𝑐−2𝐵(2+𝑓)(2+𝐵𝑓)𝛼)+(1+𝐵+𝐵𝑓)(1+𝐵(−2+

𝐵(1+(2+𝑓)𝛼2+(2+𝑓)𝛽2))))+2(−1+𝐵)𝐵(𝐴3(1+𝐵2(7+2𝐵(−1+𝑓))(1+𝑓))+𝐴2𝐵(𝐵𝑐(3+𝐵(−1+

𝑓))−2(1+𝐵(8+5𝑓+𝐵(−1+𝑓(3+2𝑓))))𝛼)+𝐵2(1+𝐵+𝐵𝑓)(𝑐−2𝛼)(𝛼2+𝛽2)+𝐴(1+𝐵(−2+𝐵(1−

2𝑐(2+𝐵𝑓)𝛼+(3(4+𝑓)+2𝐵(1+𝑓(4+𝑓)))𝛼2+(4+3𝑓 +2𝐵(1+𝑓)2)𝛽2))))𝑥+(−1+3𝐵+𝐴4(−1+

𝐵(1+𝐵(−12+𝐵(19+3𝐵(−3+𝑓)−4𝑓))(1+𝑓)))+𝐴3𝐵((−1+𝐵)𝐵𝑐(5+𝐵(−2+4𝑓))+2𝛼+2𝐵(2(7+

5𝑓)+𝐵(−23+4(−2+𝑓)𝑓−2𝐵(−6+(−2+𝑓)𝑓)))𝛼)+𝐵2(−3+2𝑐𝛼−(7+2𝑓)𝛼2−(3+2𝑓)𝛽2)+𝐵3(1+

3(4+𝑓)𝛼2+(4+3𝑓)𝛽2+2𝑐𝛼(−2+𝛼2+𝛽2)−𝑐2(𝛼2+𝛽2))−𝐵4(𝛼2(5+𝑓+(1+𝑓)(2+𝑓)𝛼2)+(1+𝑓)(1+

2(2+𝑓)𝛼2)𝛽2+(1+𝑓)(2+𝑓)𝛽4+2𝑐𝛼(−1+𝛼2+𝛽2)−𝑐2(𝛼2+𝛽2))+𝐴2(−2+𝐵(4+𝐵3(−5+𝑐2−5𝑓−

8𝑐𝑓𝛼−(23+𝑓(5+2𝑓))𝛼2−7𝛽2+𝑓(−5+2𝑓)𝛽2)−𝐵(9+6𝑓−8𝑐𝛼+25𝛼2+8𝑓𝛼2+(9+8𝑓)𝛽2)+𝐵2(−𝑐2+

8𝑐(−1+𝑓)𝛼+12(1+3𝛼2+𝛽2)+𝑓(11−(5+4𝑓)𝛼2+(7−4𝑓)𝛽2))))+𝐴𝐵(2𝛼+𝐵(−2(−1+𝐵)𝐵𝑐2𝛼+

(−1+𝐵)𝑐(2+3𝛼2+3𝛽2+𝐵(−2+4(1+𝑓)𝛼2+4𝑓𝛽2))+2𝛼(5+4𝑓 +3𝛼2+3𝛽2+𝐵(−11−7𝑓 −4𝛼2+

3𝑓𝛼2+(−4+3𝑓)𝛽2+𝐵(5(1+𝛼2+𝛽2)+𝑓(3+(3+2𝑓)𝛼2+(3+2𝑓)𝛽2)))))))𝑥2−2𝐵(2𝐴+𝑐+2𝐴𝑓 −

2𝛼)(𝐴2−2𝐴𝛼+𝛼2+𝛽2)(1+𝐴2−2𝐵−2𝐴2𝐵+𝐵2+3𝐴2𝐵2+𝐴2𝐵2𝑓 −4𝐴𝐵2𝛼−2𝐴𝐵2𝑓𝛼+2𝐵2𝛼2+

𝐵2𝑓𝛼2+2𝐵2𝛽2+𝐵2𝑓𝛽2)𝑥3−𝐵2(2𝐴+𝑐+2𝐴𝑓 −2𝛼)(3𝐴+𝑐+2𝐴𝑓 −2𝛼)(𝐴2−2𝐴𝛼+𝛼2+𝛽2)2𝑥4.

Dacǎ 𝐻23(𝑥) ≡ 0, atunci deg{gcd(𝑃 (𝑥, 𝑦),𝑄(𝑥, 𝑦))} > 0. Fie 𝐻23(𝑥) ⇑≡ 0, iar 𝐻24(𝑥) ≡ 0

⇒ {𝑐 = 2(𝐴+𝐴3−2𝐴𝐵 +𝐴𝐵2−2𝐴2𝐵𝛼+𝐴2𝐵2𝛼−𝐴𝐵2𝛼2+𝐵2𝛼3+𝐴𝐵2𝛽2+𝐵2𝛼𝛽2)⇑(𝐵2(𝐴2−

2𝐴𝛼+𝛼2 +𝛽2)), 𝑓 = (−1−𝐴2 + 2𝐵 −𝐵2 −𝐴2𝐵2 + 2𝐴𝐵𝛼+ 2𝐴𝐵2𝛼− 2𝐵2𝛼2 − 2𝐵2𝛽2)⇑(𝐵2(𝐴2 −
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2𝐴𝛼 + 𝛼2 + 𝛽2))} şi sistemul cubic (2.6) capǎtǎ forma:

𝑥̇ = (︀𝐴4𝑥2((1 −𝐵)(1 + 𝑦) + 2(1 +𝐵)𝑥𝛼) −𝐴3𝑥((𝐵 − 1)𝑦(𝑦 +𝐵𝑦 − 2)

−2(𝐵 − 1)𝑥(𝐵 + (2 +𝐵)𝑦)𝛼 + 𝑥2(1 +𝐵((5 +𝐵)𝛼2 + (1 +𝐵)𝛽2 − 1)))

+𝐴2((1 −𝐵)(𝐵2 − 𝑦)(𝑦 − 1)𝑦 + 2(𝐵 − 1)𝑥𝑦(−𝑦 +𝐵(𝐵 + 2𝑦 − 2))𝛼

−(𝐵 − 1)𝑥2(1 + 𝑦 +𝐵((𝐵 + 8𝑦)𝛼2 +𝐵𝛽2 − 2) + 2𝑥3𝛼(1 +𝐵(2𝐵(𝛼2

+𝛽2) − 1))) −𝐴(2(1 −𝐵)𝐵(𝐵 − 𝑦)(𝑦 − 1)𝑦𝛼 +𝐵𝑥3(𝛼2 + 𝛽2)

×(2 +𝐵(𝐵(1 + 𝛼2 + 𝛽2) − 3)) − 2(𝐵 − 1)𝑥2𝛼(2𝑦 − 2𝐵𝑦

+𝐵2(𝑦(1 + 𝛼2 + 𝛽2) − 1)) + (𝐵 − 1)𝑥𝑦(𝑦 +𝐵(4 + 𝑦(−2 − 3𝛼2 + 𝛽2)

+𝐵(𝑦 + 2𝛼2 + 𝑦𝛼2 + (𝑦 − 2)𝛽2 − 2) − 2))) + (𝐵 − 1)(𝐵2𝑥2(𝛼2 + 𝛽2)

+𝑦3(1 +𝐵(𝐵(1 + 𝛼2 + 𝛽2) − 2)) +𝐵𝑦(𝛼2 + 𝛽2)(𝐵(1

+𝑥(2𝛼 + 𝑥(1 + 𝛼2 + 𝛽2))) − 2𝑥2) − 𝑦2(1 + 2𝑥𝛼

(2.81)

+𝐵(𝐵(1 + 2𝛽2 + 2𝛼(𝛼 + 𝑥(1 + 𝛼2 + 𝛽2))) − 2 − 4𝑥𝛼)))

−𝐴5𝑥3⌋︀⇑((𝐵 − 1)𝐵2(𝐴2 − 2𝐴𝛼 + 𝛼2 + 𝛽2)),

𝑦̇ = (︀(1 −𝐵)𝑥(𝐵 − 𝑦)2(𝛼2 + 𝛽2) +𝐴4𝑥(2(1 −𝐵)𝑦2 + 2𝑦(𝐵 + 2𝐵𝑥𝛼 − 1)

+𝑥(𝛼(𝑥𝛼 −𝐵(4 + 𝑥𝛼)) − (𝐵 − 1)𝑥𝛽2)) +𝐴(𝐵𝑥(𝛼(2𝑥𝛼 +𝐵(𝐵(2 + 𝑥(𝛼 + 𝛼3))

−2 − 3𝑥𝛼)) + 𝑥(2 +𝐵(𝐵 + 2𝐵𝛼2 − 3))𝛽2 +𝐵2𝑥𝛽4) + 𝑥𝑦(𝛼(𝐵(4 + 4𝑥𝛼

+𝐵(𝑥𝛼(𝐵 + (𝐵 − 2)𝛼2 − 3) − 4)) − 2𝑥𝛼) + 𝑥(𝐵(4 +𝐵(𝐵 + 2(𝐵 − 2)𝛼2 − 3))

−2)𝛽2 + (𝐵 − 2)𝐵2𝑥𝛽4) + (𝐵 − 1)2𝑦3(𝐵(1 + 𝛼2 + 𝛽2) − 1)

+(𝐵 − 1)𝑦2(𝐵(1 + 2𝑥𝛼)(2 + 𝛼2 + 𝛽2 −𝐵(1 + 𝛼2 + 𝛽2)) − 1))

+𝐴3((1 −𝐵)2(𝑦 − 1)𝑦2 + 4(𝐵 − 1)𝐵𝑥(𝑦 − 1)𝑦𝛼 + 2(𝐵 − 1)𝐵𝑥3𝛼(𝛼2 + 𝛽2)

+𝑥2(1 − 𝑦 − 2𝑦(𝛼2 + 𝛽2) −𝐵2(𝑦 − 1)(5𝛼2 + 𝛽2) +𝐵(𝛼2 + 𝛽2 − 1 + 𝑦(1

+𝛼2 + 𝛽2)))) −𝐴2𝑥(−𝑥2(𝛼2 + 𝛽2) − 𝑦(−2 + 𝑦(2 + 𝛼2 + 𝛽2)) +𝐵3(1

+𝑦2(1 + 𝛼2 + 𝛽2) − 2𝑦(1 + 𝑥𝛼)(1 + 𝛼2 + 𝛽2) + 𝑥(1 + 𝛼2 + 𝛽2)

×(𝛼(2 + 𝑥𝛼) + 𝑥𝛽2)) +𝐵(4𝑥𝛼 + 3𝑥2(𝛼2 + 𝛽2) + 𝑦2(4 + 𝛼2 + 𝛽2) − 4𝑦(1

+𝑥𝛼(1 + 𝛼2 + 𝛽2))) +𝐵2(−1 − 6𝑥𝛼 − 𝑦2(3 + 𝛼2 + 𝛽2) − 𝑥(𝛼2 + 𝛽2)(−2𝛼

+𝑥(3 + 𝛼2 + 𝛽2)) + 2𝑦(2 + 𝛼2 + 𝛽2 + 𝑥𝛼(3 + 𝛼2 + 𝛽2))))

−𝐴5𝑥2(𝑦 − 1)⌋︀⇑((𝐵 − 1)𝐵2(𝐴2 − 2𝐴𝛼 + 𝛼2 + 𝛽2)).

2.5.4. Integrabilitatea sistemelor (2.74), (2.75), (2.76), (2.77), (2.78)-(2.81).

Sistemul (2.74). Pentru acest sistem, prima mǎrime Lyapunov 𝐿1 are forma 𝐿1 = 𝑏(4(1+

𝛼2) +𝐵2(−4 + 𝑏2(1 + 𝛼2)))⇑(4𝐵(1 + 𝛼2)). Dacǎ 𝐿1 = 0, atunci sistemul este integrabil şi are

factor integrant de forma (2.30), unde 𝑓1 = (𝑥−𝛼−𝑖), 𝑓2 = (𝑥−𝛼+𝑖), 𝑓3 = −2𝐵+𝑏𝐵𝑥+2𝑦, 𝑓4 =
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𝐸𝑥𝑝(︀1⇑(−2𝐵+𝑏𝐵𝑥+2𝑦)⌋︀; 𝛼1 = −𝑖(−4(𝛼−𝑖)(𝑖+𝛼)2+𝑏2𝐵4(𝑏−2𝛼+𝑏𝛼2)−𝐵2(8𝑖+𝑏(1+𝛼2)(−4+

𝑏(𝑖+𝛼)))))⇑(8𝐵2), 𝛼2 = 𝑖(−4(𝛼− 𝑖)2(𝑖+𝛼)+ 𝑏2𝐵4(𝑏−2𝛼+ 𝑏𝛼2)+𝐵2(8𝑖− 𝑏(1+𝛼2)(−4+ 𝑏(𝛼−

𝑖)))))⇑(8𝐵2) 𝛼3 = −3, 𝛼4 = 2𝐵 + 𝑏𝐵3(𝑏 − (2𝛼)⇑(1 + 𝛼2)).

Sistemele (2.75), (2.76), (2.78) ,(2.79), (2.81) sunt integrabile şi au, respectiv, urmǎtorii

factori integranți:

𝜇(𝑥, 𝑦) = 1⇑((−𝐵 + 𝑏𝐵𝑥 + 𝑦)2(1 + 𝑥2 − 2𝑥𝛼 + 𝛼2));

𝜇(𝑥, 𝑦) = 1⇑((−1 + 𝑥)2(𝑥2 + 𝑦2));

𝜇(𝑥, 𝑦) = 1⇑((−1 + 𝑏𝑥)2(1 − 2𝑦 + 𝑦2 + 2𝑥𝛼 − 2𝑥𝑦𝛼 + 𝑥2𝛼2 + 𝑥2𝛽2));

𝜇(𝑥, 𝑦) = 1⇑((𝑦 − 1)2(1 − 2𝑦 + 𝑦2 + 2𝑥𝛼 − 2𝑥𝑦𝛼 + 𝑥2𝛼2 + 𝑥2𝛽2));

𝜇(𝑥, 𝑦) = 1⇑((−𝐵 −𝐴𝑥 + 𝑦)2(1 − 2𝑦 + 𝑦2 + 2𝑥𝛼 − 2𝑥𝑦𝛼 + 𝑥2𝛼2 + 𝑥2𝛽2)).

Prin urmare, toate aceste sisteme au centru în originea de coordonate (0,0).

Sistemul (2.77) (Sistemul (2.80)). Pentru acest sistem prima mǎrime Lyapunov 𝐿1 = −8𝑙

(𝐿1 = 2𝑔((𝑔 −𝛼)2 + 𝛽2)) se anuleazǎ pentru 𝑙 = 0 (𝑔 = 0). Astfel, sistemul (2.77) ((2.80)) este

integrabil şi are factorul integrant 𝜇(𝑥, 𝑦) = 1⇑((−1 + 𝑥)2(𝑥2 + 𝑦2)) (𝜇(𝑥, 𝑦) = 1⇑((𝑦 − 1)2(1 −

2𝑦 + 𝑦2 + 2𝑥𝛼 − 2𝑥𝑦𝛼 + 𝑥2𝛼2 + 𝑥2𝛽2))).

Notăm cu 𝑆𝐶(1 ∶ −1) familia sistemelor cubice cu cel puțin un punct critic de rezonanța

(1 ∶ −1).

2.6. Concluzii la capitolul doi.

În capitolul doi au fost supuse cercetǎrii sistemele 𝑆𝐶(1 ∶ −1) cu drepte invariante mul-

tiple.

Cercetarea s-a soldat cu urmǎtoarele rezultate:

− în familia 𝑆𝐶(1 ∶ −1) a fost stabilită multiplicitatea algebricǎ maximalǎ a unei drepte

reale invariante;

− au fost determinate toate sistemele din 𝑆𝐶(1 ∶ −1) ce au o dreaptă reală invariantă de

multiplicitatea patru;

− au fost clasificate sistemele 𝑆𝐶(1 ∶ −1) ce au două sau trei dreapte invariante distincte

de multiplicitate totală algebrică patru;

− pentru fiecare clasă de sisteme 𝑆𝐶(1 ∶ −1) obținută a fost rezolvată problema de

integrabilitate Darboux.

Rezultatele capitolului doi al tezei ne conduc la următoarele două concluzii:
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1. Multiplicitatea maximalǎ a unei drepte invariante reale pentru sistemele cubice de

ecuatii diferențiale cu singularitǎți (1 ∶ −1) rezonante este patru.

2. În toate cazurile 𝑚(𝑙1) ≥ 4, 𝑚(𝑙1) +𝑚(𝑙2) ≥ 4, 𝑚(𝑙1) +𝑚(𝑙2) +𝑚(𝑙3) ≥ 4, sistemul

cubic de ecuații diferențiale cu singularitǎți (1 ∶ −1) rezonante are centru în punctul critic

de rezonanța (1 ∶ −1), dacǎ şi numai dacǎ prima mărime Lyapunov este egalǎ cu zero.

Rezultatele expuse în acest capitol au fost comunicate la Seminarul ştiințific ”Ecuații

Diferențiale şi Algebre” din cadrul Universității de Stat din Tiraspol (cu sediul la Chişinǎu),

28 noiembrie 2017; Conferința ştiințificǎ internaționalǎ "Modern problems of Differential

Equations and their application", dedicated to the 100th anniversary of the professor S.D.

Eidelman, Chernivtsi, Ucraina, şi publicate în [113], [114], [121], [122], [133].
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3. SISTEMELE DIFERENȚIALE CUBICE CU SINGULARITǍȚI

(1 ∶ −1) REZONANTE ŞI CU DREPTE INVARIANTE DE MULTIPLICITATE

TOTALǍ CINCI, INCLUSIV DREAPTA DE LA INFINIT.

Considerǎm sistemul cubic (2.6) pentru care infinitul nu este degenerat, adicǎ 𝜅(𝑥, 𝑦) =

𝑦𝑃3(𝑥, 𝑦) − 𝑥𝑄3(𝑥, 𝑦) ⇑≡ 0, unde 𝑃3(𝑥, 𝑦) = 𝑘𝑥3 +𝑚𝑥2𝑦 + 𝑝𝑥𝑦2 + 𝑟𝑦3, 𝑄3(𝑥, 𝑦) = −(𝑠𝑥3 + 𝑞𝑥2𝑦 +

𝑛𝑥𝑦2+𝑙𝑦3).Notăm cu 𝑙∞ ≡ 𝑍 = 0 dreapta de la infinit. Se spune că punctul critic al unui sistem

diferențial polinomial este monodromic nedegenerat, dacă rădăcinile ecuației caracteristice

corespunzătoare lui sunt pur imaginare. La fel, vom spune că o dreaptă invariantă afină

(dreapta de la infinit) este multiplă, dacă ea are multiplicitatea algebrică nu mai mică ca

doi.

În acest capitol se rezolvă problema centrului pentru sistemele cubice cu puncte critice

monodromice nedegenerate în presupunerea că dreapta de la infinit este multiplă şi suma

multiplicităților dreptelor invariante, inclusiv a dreptei de la infinit, nu este mai mică ca

cinci, adică în cazurile: 1) 𝑚(𝑙∞) ≥ 5; 2)𝑚(𝑙∞) ≥ 2, 𝑚(𝑙1)+𝑚(𝑙∞) ≥ 5; 3) 𝑚(𝑙∞) ≥ 2, 𝑚(𝑙1)+

𝑚(𝑙2) +𝑚(𝑙∞) ≥ 5; 4) 𝑚(𝑙∞) ≥ 2, 𝑚(𝑙1) +𝑚(𝑙2) +𝑚(𝑙3) +𝑚(𝑙∞) ≥ 5. Aici 𝑙1, 𝑙2 şi 𝑙3 sunt

drepte invariante afine. Rezultatul principal este:

Teorema 3.0.1. Fie că pentru un sistem diferențial cubic: a) punctul critic 𝑀0 este

monodromic nedegenerat; b) dreapta de la infinit este multiplă şi c) suma multiplicităților

dreptelor invariante (inclusiv cea de la infinit) nu este mai mică ca cinci. Atunci, 𝑀0 este

de tip centru, dacǎ şi numai dacǎ se anuleazǎ prima mǎrime Lyapunov (𝐿1 = 0).

3.1. Sistemele cubice cu punct critic monodromic nedegenerat şi dreapta de la

infinit 𝑙∞ = 0 de multiplicitatea 𝑚(𝑙∞) ≥ 5.

În aceastǎ secțiune vom determina condițiile pentru care sistemul cubic (2.6) are dreapta

de la infinit de multiplicitatea algebricǎ doi (respectiv: trei, patru, cinci) şi în cazul configura-

ției a) din Fig. 3.1 vom rezolva problema centrului.
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2
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a) b) c) d)

Fig. 3.1

3.1.1. Clasificarea sistemelor cubice (2.6) ce au dreapta de la infinit multiplǎ.

Considerǎm sistemul omogenizat al sistemului (2.6):

)︀⌉︀⌉︀⌉︀
⌋︀
⌉︀⌉︀⌉︀]︀

𝑥̇ = 𝑦𝑍2 + (𝑎𝑥2 + 𝑐𝑥𝑦 + 𝑓𝑦2)𝑍 + 𝑘𝑥3 +𝑚𝑥2𝑦 + 𝑝𝑥𝑦2 + 𝑟𝑦3,

𝑦̇ = −(𝑥𝑍2 + (𝑔𝑥2 + 𝑑𝑥𝑦 + 𝑏𝑦2)𝑍 + 𝑠𝑥3 + 𝑞𝑥2𝑦 + 𝑛𝑥𝑦2 + 𝑙𝑦3).
(3.1)

Pentru sistemul (3.1) polinomul 𝐸1(X) aratǎ astfel

𝐸1(X) = 𝐶0(𝑥, 𝑦) +𝐶1(𝑥, 𝑦)𝑍 +𝐶2(𝑥, 𝑦)𝑍
2 + ... +𝐶8(𝑥, 𝑦)𝑍

8,

unde 𝐶𝑖(𝑥, 𝑦), 𝑖 = 0,8 sunt polinoame ce depind de 𝑥 şi 𝑦. Dacǎ 𝐶𝑖(𝑥, 𝑦) ≡ 0, 𝑖 = 0, 𝑗, atunci

multiplicitatea algebricǎ a dreptei de la infinit 𝑍 = 0 este 𝑗 + 2.

Avem 𝐶0(𝑥, 𝑦) = 𝐶01(𝑥, 𝑦)𝐶02(𝑥, 𝑦), unde 𝐶01(𝑥, 𝑦) = 𝑠𝑥4 + 𝑘𝑥3𝑦 + 𝑞𝑥3𝑦 +𝑚𝑥2𝑦2 + 𝑛𝑥2𝑦2 +

𝑙𝑥𝑦3+𝑝𝑥𝑦3+𝑟𝑦4 şi 𝐶02(𝑥, 𝑦) = (𝑘𝑞−𝑚𝑠)𝑥4+2(𝑘𝑛−𝑝𝑠)𝑥3𝑦+(3𝑘𝑙+𝑚𝑛−𝑝𝑞−3𝑟𝑠)𝑥2𝑦2+2(𝑙𝑚−

𝑞𝑟)𝑥𝑦3 +(𝑙𝑝−𝑛𝑟)𝑦4. Dacǎ 𝐶01(𝑥, 𝑦) ≡ 0, atunci infinitul este degenerat. Fie cǎ 𝐶01(𝑥, 𝑦) ⇑≡ 0.

Identitatea 𝐶02(𝑥, 𝑦) ≡ 0 furnizează urmǎtoarele cinci serii de condiții

𝑛 = 𝑘 =𝑚 = 𝑠 = 𝑝 = 𝑞 = 0, 𝑟 ≠ 0; (3.2)

𝑘 =𝑚 = 𝑝 = 𝑟 = 0; (3.3)

𝑘 =𝑚 = 𝑞 = 𝑠 = 0, 𝑙 = 𝑛𝑟⇑𝑝; (3.4)

𝑘 = 𝑠 = 0, 𝑙 = 𝑞𝑟⇑𝑚, 𝑛 = 𝑝𝑞⇑𝑚; (3.5)

𝑙 = 𝑟𝑠⇑𝑘, 𝑛 = 𝑝𝑠⇑𝑘, 𝑞 =𝑚𝑠⇑𝑘. (3.6)

Remarca 3.1.1. Transformarea 𝑥→ 𝑦, 𝑦 → 𝑥, 𝑡→ −𝑡 pǎstreazǎ forma sistemului (2.6) şi

schimbǎ coeficienții astfel: 𝑎↔ 𝑏, 𝑐↔ 𝑑, ..., 𝑟↔ 𝑠.

Fie {F(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, ..., 𝑟, 𝑠)} o serie de condiții. Notǎm {F(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, ..., 𝑟, 𝑠)}↔ =

{F(𝑏, 𝑎, 𝑑, 𝑐..., 𝑠, 𝑟)}.
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Lema 3.1.1. Dreapta de la infinit 𝑍 = 0 a sistemului (2.6) are multiplicitatea algebricǎ

nu mai mică ca trei, dacǎ şi numai dacǎ se îndeplineşte una dintre urmǎtoarele zece serii de

condiții:

𝑎 = 𝑐 = 𝑓 = 𝑘 =𝑚 = 𝑝 = 𝑟 = 0; (3.7)

𝑐 = 𝑎𝑞⇑𝑠, 𝑓 = 𝑎𝑛⇑𝑠, 𝑘 = 𝑙 =𝑚 = 𝑝 = 𝑟 = 0; (3.8)

𝑎 = 0, 𝑐 = 𝑓𝑞⇑𝑛, 𝑘 = 𝑙 =𝑚 = 𝑝 = 𝑟 = 𝑠 = 0; (3.9)

𝑎 = 𝑓 = 𝑘 = 𝑙 =𝑚 = 𝑛 = 𝑝 = 𝑟 = 𝑠 = 0, 𝑞 ≠ 0; (3.10)

𝑎 = 𝑔𝑝⇑𝑛, 𝑐 = 𝑑𝑝⇑𝑛, 𝑘 = 0, 𝑙 = 𝑝, 𝑚 = 𝑞 = 0, 𝑟 = 𝑝2⇑𝑛, 𝑠 = 0; (3.11)

𝑏 = 𝑓𝑞⇑𝑚, 𝑑 = 𝑐𝑞⇑𝑚, 𝑔 = 𝑎𝑞⇑𝑚, 𝑘 = 0, 𝑙 = 𝑞𝑟⇑𝑚, 𝑛 = 𝑝𝑞⇑𝑚, 𝑠 = 0, 𝑞 ≠ 0; (3.12)

𝑑 = 𝑐𝑞⇑𝑚 +𝑚(𝑏𝑚 − 𝑓𝑞)⇑(𝑞𝑟), 𝑔 = 𝑎𝑞⇑𝑚, 𝑘 = 0, 𝑙 = 𝑞𝑟⇑𝑚,

𝑛 =𝑚 + 𝑞2𝑟⇑𝑚2, 𝑝 =𝑚2⇑𝑞 + 𝑞𝑟⇑𝑚, 𝑠 = 0;
(3.13)

𝑏 = 𝑓𝑞⇑𝑚, 𝑔 = 𝑎𝑞⇑𝑚, 𝑘 = 𝑙 = 0, 𝑛 =𝑚, 𝑝 =𝑚2⇑𝑞, 𝑟 = 𝑠 = 0; (3.14)

𝑏 = 𝑓𝑠⇑𝑘, 𝑑 = 𝑐𝑠⇑𝑘, 𝑔 = 𝑎𝑠⇑𝑘, 𝑙 = 𝑟𝑠⇑𝑘, 𝑛 = 𝑝𝑠⇑𝑘, 𝑞 =𝑚𝑠⇑𝑘; (3.15)

𝑏 = (𝑓𝑘2𝑠 + 𝑔𝑘𝑟𝑠 − 𝑎𝑟𝑠2)⇑𝑘3, 𝑑 = 𝑠(𝑐𝑘3 + 𝑔𝑘2𝑝 − 𝑎𝑘𝑝𝑠 − 𝑔𝑘𝑟𝑠 + 𝑎𝑟𝑠2)⇑𝑘4,

𝑙 = 𝑟𝑠⇑𝑘, 𝑚 = (𝑘4 + 𝑘𝑝𝑠2 − 𝑟𝑠3)⇑(𝑘2𝑠), 𝑛 = 𝑝𝑠⇑𝑘, 𝑞 = (𝑘4 + 𝑘𝑝𝑠2 − 𝑟𝑠3)⇑𝑘3.
(3.16)

Demonstrație. Rezolvǎm identitatea 𝐶1(𝑥, 𝑦) ≡ 0 pentru fiecare serie de condiții (3.2)-

(3.6), respectând condiția 𝜅(𝑥, 𝑦) ⇑≡ 0.

Condițiile (3.2). În aceste condiții polinomul 𝐶1(𝑥, 𝑦) are forma 𝐶1(𝑥, 𝑦) = 𝑦5(︀3𝑙(𝑎𝑙 −

𝑔𝑟)𝑥2 + 2(𝑐𝑙2 + 𝑎𝑙𝑟 − 𝑑𝑙𝑟 − 𝑔𝑟2)𝑥𝑦 + (𝑓𝑙2 − 𝑏𝑙𝑟 + 𝑐𝑙𝑟 − 𝑑𝑟2)𝑦2⌋︀. Luând în cosiderare faptul cǎ

infinitul este nedegenerat, adicǎ 𝜅(𝑥, 𝑦) = −𝑦3(𝑙𝑥 − 𝑟𝑦) ⇑≡ 0, identitatea 𝐶1(𝑥, 𝑦) ≡ 0 are loc

dacǎ:

𝑓 = 𝑏𝑟⇑𝑙, 𝑎 = 𝑔𝑟⇑𝑙, 𝑐 = 𝑑𝑟⇑𝑙; (3.17)

𝑑 = 𝑔 = 𝑙 = 0. (3.18)

Transformarea 𝑥 → 𝑦, 𝑦 → 𝑥, 𝑡 → −𝑡, ne arată că condițiile {(3.2),(3.17)} se conțin în

(3.15), iar condițiile {(3.2), (3.18)} se conțin în (3.8).

În Condițiile (3.3) avem 𝜅(𝑥, 𝑦) = −𝑥(𝑠𝑥3 + 𝑞𝑥2𝑦 + 𝑛𝑥𝑦2 + 𝑙𝑦3) şi polinomul 𝐶1(𝑥, 𝑦) =

−𝜅(𝑥, 𝑦)(︀(𝑎𝑞−𝑐𝑠)𝑥4+2(𝑎𝑛−𝑓𝑠)𝑥3𝑦+(3𝑎𝑙+𝑐𝑛−𝑓𝑞)𝑥2𝑦2+2𝑐𝑙𝑥𝑦3+𝑓𝑙𝑦4⌋︀⇑𝑥. Expresia 𝐶1(𝑥, 𝑦)

este identicǎ cu zero dacǎ:

𝑎 = 𝑐 = 𝑓 = 0; (3.19)
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𝑐 = 𝑎𝑞⇑𝑠, 𝑓 = 𝑎𝑛⇑𝑠, 𝑙 = 0; (3.20)

𝑎 = 0, 𝑐 = 𝑓𝑞⇑𝑛, 𝑙 = 𝑠 = 0; (3.21)

𝑎 = 𝑓 = 𝑙 = 𝑛 = 𝑠 = 0, 𝑞 ≠ 0. (3.22)

Condițiile (3.3), împreunǎ cu condițiile (3.19)-(3.22), ne dau seriile de condiții (3.7)-

(3.10), respectiv.

Pentru sistemul (3.1) cu Condițiile (3.4), polinoamele 𝜅(𝑥, 𝑦) şi 𝐶1(𝑥, 𝑦) au forma 𝜅(𝑥, 𝑦) =

𝑦2(−𝑛𝑥 + 𝑝𝑦)(𝑝𝑥 + 𝑟𝑦)⇑𝑝 şi 𝐶1(𝑥, 𝑦) = −𝑦3(𝑝𝑥 + 𝑟𝑦)𝐶11(𝑥, 𝑦)⇑𝑝2, unde 𝐶11(𝑥, 𝑦) = −2𝑛𝑝(𝑎𝑛 −

𝑔𝑝)𝑥3 −(𝑐𝑛2𝑝+𝑎𝑛𝑝2 −𝑑𝑛𝑝2 − 𝑔𝑝3 +3𝑎𝑛2𝑟−3𝑔𝑛𝑝𝑟)𝑥2𝑦 −2(𝑐𝑛2 +𝑎𝑛𝑝−𝑑𝑛𝑝− 𝑔𝑝2)𝑟𝑥𝑦2 +(𝑓𝑛𝑝2 −

𝑏𝑝3 −𝑓𝑛2𝑟+ 𝑏𝑛𝑝𝑟− 𝑐𝑛𝑝𝑟+𝑑𝑝2𝑟)𝑦3. Identitatea 𝐶1(𝑥, 𝑦) ≡ 0 implicǎ 𝐶11(𝑥, 𝑦) ≡ 0, care are loc,

dacǎ:

𝑎 = 𝑔𝑝⇑𝑛, 𝑐 = 𝑑𝑝⇑𝑛, 𝑟 = 𝑝2⇑𝑛; (3.23)

𝑏 = 𝑑𝑟⇑𝑝, 𝑔 = 𝑛 = 0; (3.24)

𝑎 = 𝑔𝑝⇑𝑛, 𝑐 = 𝑑𝑝⇑𝑛, 𝑓 = 𝑏𝑝⇑𝑛. (3.25)

Avem {(3.4), (3.23)} ≡ (3.11), {(3.4), (3.24), 𝑟 = 0}↔ ⊂ (3.10), {(3.4), (3.24), 𝑟 ≠ 0}↔ ⊂

(3.8), {(3.4), (3.25), 𝑙 = 0}↔ ⊂ (3.12), şi {(3.4), (3.25), 𝑙 ≠ 0}↔ ⊂ (3.15).

În Condițiile (3.5) polinomul 𝜅(𝑥, 𝑦) = 𝑦(𝑚𝑦 − 𝑞𝑥)(𝑚𝑥2 + 𝑝𝑥𝑦 + 𝑟𝑦2)⇑𝑚, iar 𝐶1(𝑥, 𝑦) =

𝜅(𝑥, 𝑦)𝐶12(𝑥, 𝑦)⇑(𝑚2(𝑚𝑦−𝑞𝑥)), unde 𝐶12(𝑥, 𝑦) = −𝑚𝑞(𝑔𝑚−𝑎𝑞)𝑥4−2𝑝𝑞(𝑔𝑚−𝑎𝑞)𝑥3𝑦+(𝑑𝑚3−

𝑔𝑚2𝑝 + 𝑏𝑚2𝑞 − 𝑐𝑚2𝑞 + 𝑎𝑚𝑝𝑞 − 𝑑𝑚𝑝𝑞 − 𝑓𝑚𝑞2 + 𝑐𝑝𝑞2 − 3𝑔𝑚𝑞𝑟 + 3𝑎𝑞2𝑟)𝑥2𝑦2 + 2(𝑏𝑚3 − 𝑓𝑚2𝑞 −

𝑔𝑚2𝑟 + 𝑎𝑚𝑞𝑟 − 𝑑𝑚𝑞𝑟 + 𝑐𝑞2𝑟)𝑥𝑦3 + (𝑏𝑚2𝑝 − 𝑓𝑚𝑝𝑞 − 𝑑𝑚2𝑟 − 𝑏𝑚𝑞𝑟 + 𝑐𝑚𝑞𝑟 + 𝑓𝑞2𝑟)𝑦4. Pentru ca

𝐶1(𝑥, 𝑦) ≡ 0, este necesar ca 𝐶12(𝑥, 𝑦) ≡ 0, care se realizeazǎ dacǎ:

𝑏 = 𝑓𝑞⇑𝑚, 𝑑 = 𝑐𝑞⇑𝑚, 𝑔 = 𝑎𝑞⇑𝑚, 𝑞 ≠ 0; (3.26)

𝑑 = 𝑐𝑞⇑𝑚 +𝑚(𝑏𝑚 − 𝑓𝑞)⇑(𝑞𝑟), 𝑔 = 𝑎𝑞⇑𝑚, 𝑝 =𝑚2⇑𝑞 + 𝑞𝑟⇑𝑚; (3.27)

𝑏 = 𝑓𝑞⇑𝑚, 𝑔 = 𝑎𝑞⇑𝑚, 𝑝 =𝑚2⇑𝑞, 𝑟 = 0; (3.28)

𝑑 = 𝑏𝑝⇑𝑟, 𝑔 = 𝑏𝑚⇑𝑟, 𝑞 = 0; (3.29)

𝑏 = 0, 𝑔 = 𝑑𝑚⇑𝑝, 𝑞 = 𝑟 = 0; (3.30)

𝑏 = 𝑑 = 𝑝 = 𝑞 = 𝑟 = 0. (3.31)

Condițiile (3.5), împreunǎ cu condițiile (3.26), (3.27) şi (3.28), ne dau seriile de condiții

(3.12), (3.13) şi (3.14), respectiv. Avem {(3.5), (3.29)}↔ ⊂ (3.8), {(3.5), (3.30),𝑚 = 0}↔ ⊂

(3.10), {(3.5), (3.30),𝑚 ≠ 0}↔ ⊂ (3.9), {(3.5), (3.31)}↔ ⊂ (3.9).
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În cazul Condițiilor (3.6) polinoamele 𝜅(𝑥, 𝑦) şi 𝐶1(𝑥, 𝑦) aratǎ astfel: 𝜅(𝑥, 𝑦) = (𝑠𝑥 +

𝑘𝑦)(𝑘𝑥3 +𝑚𝑥2𝑦 + 𝑝𝑥𝑦2 + 𝑟𝑦3)⇑𝑘 şi 𝐶1(𝑥, 𝑦) = 𝜅(𝑥, 𝑦)𝐶13(𝑥, 𝑦)⇑(𝑘(𝑠𝑥 + 𝑘𝑦)), unde 𝐶13(𝑥, 𝑦) =

(𝑔𝑘3 − 𝑎𝑘2𝑠 + 𝑑𝑘2𝑠 − 𝑔𝑘𝑚𝑠 − 𝑐𝑘𝑠2 + 𝑎𝑚𝑠2)𝑥4 + 2(𝑑𝑘3 + 𝑏𝑘2𝑠 − 𝑐𝑘2𝑠 − 𝑔𝑘𝑝𝑠 − 𝑓𝑘𝑠2 + 𝑎𝑝𝑠2)𝑥3𝑦 +

(3𝑏𝑘3 +𝑑𝑘2𝑚− 𝑔𝑘2𝑝−3𝑓𝑘2𝑠+ 𝑏𝑘𝑚𝑠− 𝑐𝑘𝑚𝑠+𝑎𝑘𝑝𝑠−𝑑𝑘𝑝𝑠−3𝑔𝑘𝑟𝑠− 𝑓𝑚𝑠2 + 𝑐𝑝𝑠2 +3𝑎𝑟𝑠2)𝑥2𝑦2 +

2(𝑏𝑘2𝑚 − 𝑔𝑘2𝑟 − 𝑓𝑘𝑚𝑠 + 𝑎𝑘𝑟𝑠 − 𝑑𝑘𝑟𝑠 + 𝑐𝑟𝑠2)𝑥𝑦3 + (𝑏𝑘2𝑝 − 𝑑𝑘2𝑟 − 𝑓𝑘𝑝𝑠 − 𝑏𝑘𝑟𝑠 + 𝑐𝑘𝑟𝑠 + 𝑓𝑟𝑠2)𝑦4.

Dacǎ 𝜅(𝑥, 𝑦) ⇑≡ 0 şi 𝐶13(𝑥, 𝑦) ≡ 0, atunci:

𝑏 = 𝑓𝑠⇑𝑘, 𝑑 = 𝑐𝑠⇑𝑘, 𝑔 = 𝑎𝑠⇑𝑘; (3.32)

𝑑 = (𝑏𝑘2𝑝 − 𝑓𝑘𝑝𝑠 − 𝑏𝑘𝑟𝑠 + 𝑐𝑘𝑟𝑠 + 𝑓𝑟𝑠2)⇑(𝑘2𝑟),

𝑔 = (𝑏𝑘3 − 𝑓𝑘2𝑠 + 𝑎𝑟𝑠2)⇑(𝑘𝑟𝑠), 𝑚 = (𝑘4 + 𝑘𝑝𝑠2 − 𝑟𝑠3)⇑(𝑘2𝑠).
(3.33)

Condițiile (3.6), împreunǎ cu condițiile (3.32) şi (3.33), obținute mai sus, ne conduc la

seriile de condiții (3.15) şi (3.16) din lemǎ. ◻

Lema 3.1.2. Dreapta de la infinit 𝑍 = 0 a sistemului (2.6) are multiplicitatea algebricǎ

cel puțin patru, dacǎ şi numai dacǎ se verifică una dintre urmǎtoarele şapte serii de condiții:

𝑎 = 0, 𝑐 = 𝑏, 𝑓 = 𝑔 = 𝑘 = 𝑙 =𝑚 = 𝑛 = 𝑝 = 𝑟 = 𝑠 = 0, 𝑞 ≠ 0; (3.34)

𝑎 = 𝑐 = 𝑓 = 𝑘 = 𝑙 =𝑚 = 𝑛 = 𝑝 = 𝑟 = 𝑠 = 0, 𝑞 ≠ 0; (3.35)

𝑏 = 𝑎𝑞⇑𝑠, 𝑐 = 𝑎𝑞⇑𝑠, 𝑓 = 0, 𝑑 = (𝑎𝑔𝑞 + 𝑠2 + 𝑎2𝑠)⇑(𝑎𝑠), 𝑘 = 𝑙 =𝑚 = 𝑛 = 𝑝 = 𝑟 = 0; (3.36)

𝑎 =𝑚3⇑(𝑞(𝑏𝑚 − 𝑓𝑞)), 𝑐 = (𝑚4 + 𝑏2𝑚𝑞2 − 𝑏𝑓𝑞3)⇑(𝑞2(𝑏𝑚 − 𝑓𝑞)),

𝑑 = (𝑚5 + 2𝑏2𝑚2𝑞2 − 3𝑏𝑓𝑚𝑞3 + 𝑓 2𝑞4)⇑(𝑚2𝑞(𝑏𝑚 − 𝑓𝑞)),

𝑔 =𝑚2⇑(𝑏𝑚 − 𝑓𝑞), 𝑘 = 0, 𝑙 =𝑚2⇑𝑞, 𝑛 = 2𝑚,𝑝 = 2𝑚2⇑𝑞, 𝑟 =𝑚3⇑𝑞2, 𝑠 = 0;

(3.37)

𝑏 = 𝑓𝑠⇑𝑘, 𝑑 = 𝑐𝑠⇑𝑘, 𝑔 = 𝑎𝑠⇑𝑘, 𝑙 = −𝑘,𝑚 = (2𝑘2 − 𝑠2)⇑𝑠,

𝑛 = (𝑘2 − 2𝑠2)⇑𝑠, 𝑝 = 𝑘(𝑘2 − 2𝑠2)⇑𝑠2, 𝑞 = (2𝑘2 − 𝑠2)⇑𝑘, 𝑟 = −𝑘2⇑𝑠;
(3.38)

𝑏 = −𝑠(𝑘4 − 𝑎𝑔𝑘𝑟𝑠 + 𝑘2𝑟𝑠 + 𝑎2𝑟𝑠2)⇑(𝑘3(𝑔𝑘 − 𝑎𝑠)), 𝑛 = (𝑘4 + 2𝑟𝑠3)⇑(𝑘2𝑠),

𝑐 = −(𝑔2𝑘6 − 3𝑎𝑔𝑘5𝑠 + 2𝑎2𝑘4𝑠2 + 𝑘4𝑠3 − 𝑎𝑔𝑘𝑟𝑠4 + 𝑘2𝑟𝑠4 + 𝑎2𝑟𝑠5)⇑(𝑘3𝑠2(𝑔𝑘 − 𝑎𝑠)),

𝑑 = (𝑎𝑔𝑘4 − 𝑎2𝑘3𝑠 − 𝑘3𝑠2 + 𝑔𝑘𝑟𝑠2 − 𝑎𝑔𝑟𝑠3 − 𝑘𝑟𝑠3)⇑(𝑘3(𝑔𝑘 − 𝑎𝑠)),

𝑓 = −(𝑘4 + 𝑔2𝑘2𝑟 − 3𝑎𝑔𝑘𝑟𝑠 + 𝑘2𝑟𝑠 + 2𝑎2𝑟𝑠2)⇑(𝑘2(𝑔𝑘 − 𝑎𝑠)), 𝑙 = 𝑟𝑠⇑𝑘,

𝑚 = (2𝑘4 + 𝑟𝑠3)⇑(𝑘2𝑠), 𝑝 = (𝑘4 + 2𝑟𝑠3)⇑(𝑘𝑠2), 𝑞 = (2𝑘4 + 𝑟𝑠3)⇑𝑘3.

(3.39)

Demonstrație. Rezolvǎm identitatea 𝐶2(𝑥, 𝑦) ≡ 0 pentru fiecare dintre seriile de condiții

(3.7)-(3.16), considerând 𝜅(𝑥, 𝑦) ⇑≡ 0.
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Condițiile (3.7). Avem 𝐶2(𝑥, 𝑦) = −(𝑠𝑥3 − 𝑛𝑥𝑦2 − 2𝑙𝑦3)𝜅(𝑥, 𝑦)⇑𝑥, iar 𝜅(𝑥, 𝑦) = 𝑥(𝑠𝑥3 +

𝑞𝑥2𝑦 + 𝑛𝑥𝑦2 + 𝑙𝑦3). 𝐶2(𝑥, 𝑦) este echivalent cu zero doar dacǎ {𝑙 = 𝑛 = 𝑠 = 0, 𝑞 ≠ 0} ⇒ (3.35).

Condițiile (3.8). Polinoamele 𝐶2(𝑥, 𝑦) şi 𝜅(𝑥, 𝑦) au forma 𝐶2(𝑥, 𝑦) = −𝜅(𝑥, 𝑦)(𝑠(𝑎𝑔𝑞 +

𝑎2𝑠− 𝑎𝑑𝑠+ 𝑠2)𝑥4 + 2𝑎𝑠(𝑔𝑛+ 𝑎𝑞 − 𝑏𝑠)𝑥3𝑦 + (𝑎2𝑞2 + 2𝑎2𝑛𝑠+ 𝑎𝑑𝑛𝑠− 𝑎𝑏𝑞𝑠−𝑛𝑠2)𝑥2𝑦2 + 2𝑎2𝑛𝑞𝑥𝑦3 +

𝑎2𝑛2𝑦4)⇑(𝑠2𝑥2) şi 𝜅(𝑥, 𝑦) = 𝑥2(𝑠𝑥2 + 𝑞𝑥𝑦 + 𝑛𝑦2). Astfel, 𝐶2(𝑥, 𝑦) ≡ 0 ⇒ {𝑏 = 𝑎𝑞⇑𝑠, 𝑑 = (𝑎𝑔𝑞 +

𝑎2𝑠 + 𝑠2)⇑(𝑎𝑠), 𝑛 = 0} ⇒ (3.36).

Condițiile (3.9). În acest caz 𝐶2(𝑥, 𝑦) = 𝜅(𝑥, 𝑦)(−𝑓𝑔𝑛𝑞𝑥4 −2𝑓𝑔𝑛2𝑥3𝑦−(𝑑𝑓𝑛2 −𝑛3 − 𝑏𝑓𝑛𝑞+

𝑓 2𝑞2)𝑥2𝑦2−2𝑓 2𝑛𝑞𝑥𝑦3−𝑓 2𝑛2𝑦4)⇑(𝑛2𝑥2), iar 𝜅(𝑥, 𝑦) = 𝑥2𝑦(𝑞𝑥+𝑛𝑦). Sistemul cubic {(2.6),(3.9)}

are dreapta de la infinit 𝑍 = 0 de multiplicitate mai mică ca patru, deoarece 𝐶2(𝑥, 𝑦) ⇑≡ 0.

Condițiile (3.10). Sistemul cubic (2.6) cu condițiile (3.10) are 𝜅(𝑥, 𝑦) = 𝑞𝑥3𝑦, iar 𝐶2(𝑥, 𝑦) =

−𝑐𝜅(𝑥, 𝑦)(𝑔𝑥2 + (𝑐 − 𝑏)𝑦2) ≡ 0 ⇒ 1) 𝑐 = 0 ⇒ (3.35), 2){𝑐 = 𝑏, 𝑔 = 0} ⇒ (3.34).

Condițiile (3.11). Pentru sistemul cubic {(2.6), (3.11)} polinoamele 𝐶2(𝑥, 𝑦) şi 𝜅(𝑥, 𝑦)

aratǎ astfel: 𝐶2(𝑥, 𝑦) = 𝑦3(−2𝑛2(𝑓𝑔𝑛 − 𝑏𝑔𝑝 + 𝑛𝑝)𝑥3 − 𝑛(𝑑𝑓𝑛2 − 𝑛3 − 𝑏𝑑𝑛𝑝 + 4𝑓𝑔𝑛𝑝 − 4𝑏𝑔𝑝2 +

5𝑛𝑝2)𝑥2𝑦 − 2𝑝(𝑑𝑓𝑛2 − 𝑛3 − 𝑏𝑑𝑛𝑝 + 𝑓𝑔𝑛𝑝 − 𝑏𝑔𝑝2 + 2𝑛𝑝2)𝑥𝑦2 − (𝑓 2𝑛3 − 2𝑏𝑓𝑛2𝑝 + 𝑏2𝑛𝑝2 + 𝑑𝑓𝑛𝑝2 −

𝑛2𝑝2−𝑏𝑑𝑝3+𝑝4))𝑦3⇑𝑛2, iar 𝜅(𝑥, 𝑦) = 𝑦2(𝑛𝑥+𝑝𝑦)2⇑𝑛. Nu sunt condiții pentru care 𝐶2(𝑥, 𝑦) ≡ 0,

iar 𝜅(𝑥, 𝑦) ⇑≡ 0.

În cazul Condițiilor (3.12) polinomul 𝐶2(𝑥, 𝑦) = 𝜅(𝑥, 𝑦)(−𝑚2𝑞𝑥3 + 𝑚(𝑚2 − 2𝑝𝑞)𝑥2𝑦 −

𝑞(2𝑚2 − 𝑝𝑞 + 3𝑚𝑟)𝑥𝑦2 − (𝑚𝑝𝑞 +𝑚2𝑟 − 2𝑞2𝑟)𝑦3)⇑(𝑚(𝑞𝑥 +𝑚𝑦)) ⇑≡ 0, dacă 𝑞 ≠ 0 şi 𝜅(𝑥, 𝑦) =

𝑦(𝑞𝑥 +𝑚𝑦)(𝑚𝑥2 + 𝑝𝑥𝑦 + 𝑟𝑦2)⇑𝑚 ⇑≡ 0.

Condițiile (3.13). Avem 𝐶2(𝑥, 𝑦) = −𝑦(𝑚2𝑥+𝑞𝑟𝑦)(−𝑚3𝑞3𝑟(𝑎𝑏𝑚−𝑎𝑓𝑞−𝑞𝑟)𝑥4−2𝑚𝑞2𝑟(𝑎𝑏𝑚−

𝑎𝑓𝑞− 𝑞𝑟)(𝑚3 + 𝑞2𝑟)𝑥3𝑦+(𝑏2𝑚8 −2𝑏𝑓𝑚7𝑞+𝑓 2𝑚6𝑞2 −𝑎𝑏𝑚6𝑞𝑟+𝑎𝑓𝑚5𝑞2𝑟+ 𝑏𝑓𝑚4𝑞3𝑟−𝑓 2𝑚3𝑞4𝑟+

𝑚5𝑞2𝑟2 − 4𝑎𝑏𝑚3𝑞3𝑟2 − 𝑏𝑐𝑚2𝑞4𝑟2 + 4𝑎𝑓𝑚2𝑞4𝑟2 + 𝑚3𝑞4𝑟2 + 𝑐𝑓𝑚𝑞5𝑟2 + 5𝑚2𝑞4𝑟3 − 𝑞6𝑟3)𝑥2𝑦2 +

2𝑚𝑞𝑟(𝑏2𝑚5 − 𝑏𝑓𝑚4𝑞 − 𝑎𝑏𝑚3𝑞𝑟 − 𝑏𝑐𝑚2𝑞2𝑟 + 𝑎𝑓𝑚2𝑞2𝑟 +𝑚3𝑞2𝑟 + 𝑐𝑓𝑚𝑞3𝑟 + 2𝑚2𝑞2𝑟2 − 𝑞4𝑟2)𝑥𝑦3 +

𝑚2𝑞𝑟(𝑏𝑓𝑚4 − 𝑓 2𝑚3𝑞 + 𝑏2𝑚2𝑞𝑟 − 𝑏𝑐𝑚2𝑞𝑟 + 𝑚3𝑞𝑟 − 2𝑏𝑓𝑚𝑞2𝑟 + 𝑐𝑓𝑚𝑞2𝑟 + 𝑓 2𝑞3𝑟 + 𝑚2𝑞𝑟2

−𝑞3𝑟2)𝑦4)⇑(𝑚4𝑞3𝑟2), iar 𝜅(𝑥, 𝑦) = 𝑦(𝑞𝑥+𝑚𝑦)2(𝑚2𝑥+ 𝑞𝑟𝑦)⇑(𝑚2𝑞). Dreapta de la infinit 𝑍 = 0

are multiplicitatea algebricǎ patru, dacǎ 𝐶2(𝑥, 𝑦) ≡ 0 şi 𝜅(𝑥, 𝑦) ⇑≡ 0. Mai exact, dacǎ:

{𝑐 = (𝑏𝑓𝑞3 −𝑚4 − 𝑏2𝑚𝑞2)⇑(𝑞2(𝑓𝑞 − 𝑏𝑚)), 𝑎 = −𝑚3⇑(𝑞(𝑓𝑞 − 𝑏𝑚)), 𝑟 =𝑚3⇑𝑞2}

⇒ (3.37).

În cazul Condițiilor (3.14) avem 𝑚(𝑙∞) < 4, deoarece 𝐶2(𝑥, 𝑦) = −𝑥𝑦((−𝑎𝑑𝑚𝑞2 +𝑚2𝑞2 +

𝑎𝑐𝑞3)𝑥4 − (2𝑎𝑑𝑚2𝑞 − 2𝑚3𝑞 − 2𝑎𝑐𝑚𝑞2)𝑥3𝑦 − (𝑎𝑑𝑚3 − 𝑑2𝑚3 −𝑚4 − 𝑎𝑐𝑚2𝑞 + 2𝑐𝑑𝑚2𝑞 − 𝑐2𝑚𝑞2 −

𝑑𝑓𝑚𝑞2−𝑚2𝑞2+ 𝑐𝑓𝑞3)𝑥2𝑦2+(2𝑑𝑓𝑚2𝑞+2𝑚3𝑞−2𝑐𝑓𝑚𝑞2)𝑥𝑦3+(𝑑𝑓𝑚3+𝑚4− 𝑐𝑓𝑚2𝑞)𝑦4)⇑(𝑚𝑞) ⇑≡ 0

pentru 𝜅(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑦(𝑞𝑥 +𝑚𝑦)2⇑𝑞 ⇑≡ 0.
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Condițiile (3.15). Polinomul 𝐶2(𝑥, 𝑦) = 𝜅(𝑥, 𝑦)(𝑘(2𝑘2−𝑚𝑠−𝑠2)𝑥3+𝑘(𝑘𝑚−3𝑘𝑠−2𝑝𝑠)𝑥2𝑦−

𝑠(2𝑘𝑚 + 3𝑘𝑟 − 𝑝𝑠)𝑥𝑦2 − (𝑘2𝑟 + 𝑘𝑝𝑠 − 2𝑟𝑠2)𝑦3)⇑(𝑘(𝑠𝑥 + 𝑘𝑦)) ≡ 0 ⇒

𝑚 = (2𝑘2 − 𝑠2)⇑𝑠, 𝑝 = 𝑘(𝑘2 − 2𝑠2)⇑𝑠2, 𝑟 = −𝑘2⇑𝑠, (3.40)

pentru 𝜅(𝑥, 𝑦) = (𝑠𝑥+𝑘𝑦)(𝑘𝑥3+𝑚𝑥2𝑦+𝑝𝑥𝑦2+𝑟𝑦3)⇑𝑘 ⇑≡ 0. Condițiile {(3.15),(3.40)} reprezintǎ

seria de condiții (3.38).

Condițiile (3.16). În aceste condiții 𝐶2(𝑥, 𝑦) = 𝜅(𝑥, 𝑦)𝐶21(𝑥, 𝑦)⇑(𝑘6𝑠(𝑠𝑥 + 𝑘𝑦))), unde

𝜅(𝑥, 𝑦) = (𝑠𝑥 + 𝑘𝑦)2(𝑘3𝑥2 + 𝑘𝑝𝑠𝑥𝑦 − 𝑟𝑠2𝑥𝑦 + 𝑘𝑟𝑠𝑦2)⇑(𝑘3𝑠) şi 𝐶21(𝑥, 𝑦) = −𝑘2𝑠(𝑔2𝑘6 − 2𝑎𝑔𝑘5𝑠 −

𝑘6𝑠 + 𝑎2𝑘4𝑠2 + 𝑐𝑔𝑘4𝑠2 − 𝑎𝑐𝑘3𝑠3 + 𝑘4𝑠3 − 𝑎𝑔𝑘2𝑝𝑠3 + 𝑘3𝑝𝑠3 + 𝑎2𝑘𝑝𝑠4 + 𝑎𝑔𝑘𝑟𝑠4 − 𝑘2𝑟𝑠4 − 𝑎2𝑟𝑠5)𝑥4 +

2𝑘3𝑠(𝑘6 − 𝑐𝑔𝑘4𝑠 − 𝑔2𝑘3𝑝𝑠 + 𝑎𝑐𝑘3𝑠2 − 𝑓𝑔𝑘3𝑠2 − 2𝑘4𝑠2 + 3𝑎𝑔𝑘2𝑝𝑠2 − 𝑘3𝑝𝑠2 + 𝑔2𝑘2𝑟𝑠2 + 𝑎𝑓𝑘2𝑠3 −

2𝑎2𝑘𝑝𝑠3 − 2𝑎𝑔𝑘𝑟𝑠3 + 𝑎2𝑟𝑠4)𝑥3𝑦 + (𝑘10 − 𝑐𝑔𝑘8𝑠 + 𝑎𝑐𝑘7𝑠2 − 4𝑓𝑔𝑘7𝑠2 − 5𝑘8𝑠2 + 𝑎𝑔𝑘6𝑝𝑠2 − 𝑘7𝑝𝑠2 −

2𝑔2𝑘6𝑟𝑠2 + 4𝑎𝑓𝑘6𝑠3 − 𝑎2𝑘5𝑝𝑠3 − 𝑔2𝑘4𝑝2𝑠3 + 7𝑎𝑔𝑘5𝑟𝑠3 − 4𝑘6𝑟𝑠3 − 𝑓𝑔𝑘4𝑝𝑠4 − 𝑘5𝑝𝑠4 + 2𝑎𝑔𝑘3𝑝2𝑠4 −

5𝑎2𝑘4𝑟𝑠4 + 𝑐𝑔𝑘4𝑟𝑠4 +2𝑔2𝑘3𝑝𝑟𝑠4 +𝑎𝑓𝑘3𝑝𝑠5 −𝑎2𝑘2𝑝2𝑠5 −𝑎𝑐𝑘3𝑟𝑠5 +𝑓𝑔𝑘3𝑟𝑠5 +2𝑘4𝑟𝑠5 −4𝑎𝑔𝑘2𝑝𝑟𝑠5 −

𝑔2𝑘2𝑟2𝑠5 − 𝑎𝑓𝑘2𝑟𝑠6 + 2𝑎2𝑘𝑝𝑟𝑠6 + 2𝑎𝑔𝑘𝑟2𝑠6 − 𝑎2𝑟2𝑠7)𝑥2𝑦2 − 2𝑘𝑠(𝑓𝑔𝑘7 + 𝑘8 − 𝑎𝑓𝑘6𝑠 − 𝑎𝑔𝑘5𝑟𝑠 +

2𝑘6𝑟𝑠+𝑓𝑔𝑘4𝑝𝑠2+𝑘5𝑝𝑠2+𝑎2𝑘4𝑟𝑠2− 𝑐𝑔𝑘4𝑟𝑠2+𝑔2𝑘3𝑝𝑟𝑠2−𝑎𝑓𝑘3𝑝𝑠3+𝑎𝑐𝑘3𝑟𝑠3−𝑓𝑔𝑘3𝑟𝑠3−2𝑘4𝑟𝑠3−

2𝑎𝑔𝑘2𝑝𝑟𝑠3 − 𝑔2𝑘2𝑟2𝑠3 + 𝑎𝑓𝑘2𝑟𝑠4 + 𝑎2𝑘𝑝𝑟𝑠4 + 2𝑎𝑔𝑘𝑟2𝑠4 − 𝑎2𝑟2𝑠5)𝑥𝑦3 − 𝑘2𝑠(𝑘6𝑟 + 𝑓𝑔𝑘4𝑝𝑠+ 𝑘5𝑝𝑠−

𝑐𝑔𝑘4𝑟𝑠−𝑎𝑓𝑘3𝑝𝑠2+𝑎𝑐𝑘3𝑟𝑠2−𝑓𝑔𝑘3𝑟𝑠2−2𝑘4𝑟𝑠2+𝑔2𝑘2𝑟2𝑠2+𝑎𝑓𝑘2𝑟𝑠3−2𝑎𝑔𝑘𝑟2𝑠3+𝑎2𝑟2𝑠4)𝑦4. Avem

𝐶2(𝑥, 𝑦) ≡ 0 ⇒ 𝐶21(𝑥, 𝑦) ≡ 0 ⇒

𝑔 = 𝑎𝑠⇑𝑘, 𝑝 = 𝑘(𝑘2 − 2𝑠2)⇑𝑠2, 𝑟 = −𝑘2⇑𝑠; (3.41)

𝑐 = −(𝑔2𝑘6 − 3𝑎𝑔𝑘5𝑠 + 2𝑎2𝑘4𝑠2 + 𝑘4𝑠3 − 𝑎𝑔𝑘𝑟𝑠4 + 𝑘2𝑟𝑠4 + 𝑎2𝑟𝑠5)⇑(𝑘3𝑠2(𝑔𝑘 − 𝑎𝑠)),

𝑓 = −(𝑘4 + 𝑔2𝑘2𝑟 − 3𝑎𝑔𝑘𝑟𝑠 + 𝑘2𝑟𝑠 + 2𝑎2𝑟𝑠2)⇑(𝑘2(𝑔𝑘 − 𝑎𝑠)), 𝑝 = (𝑘4 + 2𝑟𝑠3)⇑(𝑘𝑠2).
(3.42)

Condițiile {(3.16),(3.41)} reprezintǎ condițiile (3.38), iar {(3.16),(3.42)} sunt echivalente cu

condițiile (3.39). ◻

Lema 3.1.3. Multiplicitatea algebricǎ maximalǎ a dreaptei de la infinit 𝑍 = 0 a sistemu-

lui (2.6) este egalǎ cu cinci. Dreapta 𝑍 = 0 are multiplicitatea algebricǎ cinci, dacǎ şi numai

dacǎ se îndeplineşte una dintre urmǎtoarele şase serii de condiții:

𝑎 = 𝑏 = 𝑐 = 𝑓 = 𝑔 = 𝑘 = 𝑙 = 0, 𝑚 = 𝑛 = 𝑝 = 𝑟 = 𝑠 = 0, 𝑞 ≠ 0; (3.43)

𝑏 = 𝑐 = 0, 𝑑 = 2𝑎, 𝑓 = 𝑘 = 𝑙 = 0, 𝑚 = 𝑛 = 𝑝 = 𝑞 = 𝑟 = 0, 𝑠 = 𝑎2, 𝑎 ≠ 0; (3.44)

𝑏 = −𝑎𝑠⇑𝑘, 𝑐 = 𝑎(𝑘2 − 𝑠2)⇑(𝑘𝑠), 𝑑 = 𝑎(𝑘2 − 𝑠2)⇑𝑘2, 𝑓 = −𝑎, 𝑔 = 𝑎𝑠⇑𝑘, 𝑙 = −𝑘,

𝑚 = (2𝑘2 − 𝑠2)⇑𝑠, 𝑛 = (𝑘2 − 2𝑠2)⇑𝑠, 𝑝 = 𝑘(𝑘2 − 2𝑠2)⇑𝑠2, 𝑞 = (2𝑘2 − 𝑠2)⇑𝑘, 𝑟 = −𝑘2⇑𝑠;
(3.45)
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𝑎 = 0, 𝑏 = −𝑔𝑘2⇑𝑠2, 𝑐 = −2𝑔𝑘2⇑𝑠2, 𝑑 = 0, 𝑓 = −2𝑔𝑘3⇑𝑠3, 𝑙 = 𝑘3⇑𝑠2,

𝑚 = 𝑛 = 3𝑘2⇑𝑠, 𝑝 = 3𝑘3⇑𝑠2, 𝑞 = 3𝑘, 𝑟 = 𝑘4⇑𝑠3, 𝑔2𝑘2 − 𝑘2𝑠 − 𝑠3 = 0;
(3.46)

𝑏 = −𝑎𝑠⇑𝑘, 𝑐 = −2𝑎𝑠⇑𝑘, 𝑑 = 2𝑎, 𝑓 = −𝑎(𝑘2 + 2𝑠2)⇑𝑠2, 𝑔 = (𝑘2 + 𝑎2𝑠)⇑(𝑎𝑘),

𝑙 = 𝑘3⇑𝑠2, 𝑚 = 𝑛 = 3𝑘2⇑𝑠, 𝑝 = 3𝑘3⇑𝑠2, 𝑞 = 3𝑘, 𝑟 = 𝑘4⇑𝑠3, 𝑘4 − 𝑎2𝑘2𝑠 − 𝑎2𝑠3 = 0;
(3.47)

𝑏 = −𝑘(𝑘2 + 𝑎2𝑠 + 𝑠2 − 𝑎𝑔𝑘)⇑(𝑠(𝑔𝑘 − 𝑎𝑠)), 𝑐 = −2𝑘(𝑔𝑘 − 2𝑎𝑠)⇑𝑠2,

𝑑 = 2𝑎, 𝑓 = −𝑘2(2𝑔𝑘 − 3𝑎𝑠)⇑𝑠3, 𝑙 = 𝑘3⇑𝑠2, 𝑚 = 𝑛 = 3𝑘2⇑𝑠,

𝑝 = 3𝑘3⇑𝑠2, 𝑞 = 3𝑘, 𝑟 = 𝑘4⇑𝑠3, 𝑔2𝑘2 − 2𝑎𝑔𝑘𝑠 − 𝑘2𝑠 + 𝑎2𝑠2 − 𝑠3 = 0.

(3.48)

Demonstrație. Rezolvǎm identitatea 𝐶3(𝑥, 𝑦) ≡ 0 pentru fiecare serie de condiții (3.34)-

(3.39), respectând condiția 𝜅(𝑥, 𝑦) ⇑≡ 0.

Condițiile (3.34). Avem {𝜅(𝑥, 𝑦) = 𝑞𝑥3𝑦 ⇑≡ 0, 𝐶3(𝑥, 𝑦) = 𝑏𝑥(−𝑞𝑥3𝑦+𝑏𝑑𝑥𝑦3−2𝑞𝑥𝑦3+2𝑏2𝑦4) ≡

0} ⇒ 𝑏 = 0 ⇒ (3.43). Polinomul 𝐶4(𝑥, 𝑦) = −𝑞𝑥3𝑦 − 2𝑞𝑥𝑦3 nu este idenic zero, prin urmare,

multiplicitatea algebricǎ maximalǎ a dreptei de la infinit 𝑍 = 0 este cinci.

Condițiile (3.35). În acest caz, {𝜅(𝑥, 𝑦) = 𝑞𝑥3𝑦 ⇑≡ 0, 𝐶3(𝑥, 𝑦) = −𝑞𝑥2𝑦(𝑔𝑥2 − 𝑏𝑦2) ≡ 0} ⇒

𝑏 = 𝑔 = 0⇒ (3.43).

Condițiile (3.36). Avem 𝜅(𝑥, 𝑦) = 𝑥3(𝑠𝑥+ 𝑞𝑦), iar 𝐶3(𝑥, 𝑦) = 𝜅(𝑥, 𝑦)(𝑠2(𝑎2𝑔 − 𝑎𝑞 − 𝑔𝑠)𝑥3 +

2𝑎𝑠(𝑎𝑔𝑞+𝑎2𝑠−𝑠2)𝑥2𝑦+𝑎𝑞(𝑎𝑔𝑞+4𝑎2𝑠−𝑠2)𝑥𝑦2+2𝑎3𝑞2𝑦3)⇑(𝑠3𝑥2) ≡ 0⇒ {𝑞 = 0, 𝑠 = 𝑎2}⇒ (3.44).

Pentru sistemul {(2.6),(3.44)} polinomul 𝐶4(𝑥, 𝑦) = (𝑎2 − 𝑔2)𝑥4 − 4𝑎𝑔𝑥3𝑦 − 3𝑎2𝑥2𝑦2 ⇑≡ 0.

În cazul Condițiilor (3.37) inegalitatea 𝜅(𝑥, 𝑦) = 𝑦(𝑞𝑥+𝑚𝑦)3⇑𝑞2 ⇑≡ 0 şi identitatea 𝐶3(𝑥, 𝑦) =

−(−𝑎2 + 𝑠)𝑥4(𝑔𝑥 + 2𝑎𝑦) ≡ 0 ne dau 𝑠 = 𝑎2 ⇒ (3.44).

Condițiile (3.38). Polinomul 𝜅(𝑥, 𝑦) = (𝑠𝑥+𝑘𝑦)3(𝑘𝑥−𝑠𝑦)⇑(𝑘𝑠2), iar polinomul 𝐶3(𝑥, 𝑦) =

𝜅(𝑥, 𝑦)((𝑎𝑘2 − 𝑐𝑘𝑠 − 𝑎𝑠2)𝑥2 − 2(𝑎 + 𝑓)𝑘𝑠𝑥𝑦 − (𝑓𝑘2 + 𝑐𝑘𝑠 − 𝑓𝑠2)𝑦2)⇑(𝑘(𝑠𝑥 + 𝑘𝑦)) ≡ 0 ⇒ {𝑐 =

𝑎(𝑘2−𝑠2)⇑(𝑘𝑠); 𝑓 = −𝑎} ⇒ (3.45). În condițiile (3.45) sistemul (2.6) are polinomul 𝐶4(𝑥, 𝑦) =

𝜅(𝑥, 𝑦)((2𝑘2 + 𝑠2)𝑥2 − 2𝑘𝑠𝑥𝑦 + (𝑘2 + 2𝑠2)𝑦2)⇑(𝑠𝑥 + 𝑘𝑦)2 ⇑≡ 0.

Condițiile (3.39). Avem 𝜅(𝑥, 𝑦) = (𝑠𝑥 + 𝑘𝑦)3(𝑘3𝑥 + 𝑟𝑠2𝑦)⇑(𝑘3𝑠2), iar 𝐶3(𝑥, 𝑦) =

𝜅(𝑥, 𝑦)𝐶31(𝑥, 𝑦)⇑(𝑘6𝑠2(𝑔𝑘 − 𝑎𝑠)(𝑠𝑥 + 𝑘𝑦)2), unde 𝐶31(𝑥, 𝑦) = 𝑘3𝑠(𝑔4𝑘6 − 3𝑎𝑔3𝑘5𝑠 − 2𝑔2𝑘6𝑠 +

3𝑎2𝑔2𝑘4𝑠2 + 4𝑎𝑔𝑘5𝑠2 − 𝑎3𝑔𝑘3𝑠3 − 2𝑎2𝑘4𝑠3 − 𝑔2𝑘4𝑠3 + 𝑎𝑔𝑘3𝑠4 + 𝑘4𝑠4 − 𝑎𝑔𝑘𝑟𝑠5 + 𝑘2𝑟𝑠5 + 𝑎2𝑟𝑠6)𝑥3 −

𝑘3(𝑔4𝑘7 − 5𝑎𝑔3𝑘6𝑠 + 2𝑔2𝑘7𝑠 + 9𝑎2𝑔2𝑘5𝑠2 − 4𝑎𝑔𝑘6𝑠2 − 7𝑎3𝑔𝑘4𝑠3 + 2𝑎2𝑘5𝑠3 + 𝑔2𝑘5𝑠3 − 2𝑔4𝑘3𝑟𝑠3 +

2𝑎4𝑘3𝑠4 + 𝑎𝑔𝑘4𝑠4 − 3𝑘5𝑠4 + 6𝑎𝑔3𝑘2𝑟𝑠4 + 2𝑔2𝑘3𝑟𝑠4 − 2𝑎2𝑘3𝑠5 − 6𝑎2𝑔2𝑘𝑟𝑠5 − 𝑎𝑔𝑘2𝑟𝑠5 − 3𝑘3𝑟𝑠5 +

2𝑎3𝑔𝑟𝑠6−𝑎2𝑘𝑟𝑠6)𝑥2𝑦−𝑠2(2𝑔4𝑘7𝑟+3𝑎𝑔𝑘8𝑠−3𝑘9𝑠−10𝑎𝑔3𝑘6𝑟𝑠+𝑔2𝑘7𝑟𝑠−3𝑎2𝑘7𝑠2+18𝑎2𝑔2𝑘5𝑟𝑠2+

𝑎𝑔𝑘6𝑟𝑠2−3𝑘7𝑟𝑠2−14𝑎3𝑔𝑘4𝑟𝑠3−2𝑎2𝑘5𝑟𝑠3−𝑔2𝑘5𝑟𝑠3−𝑔4𝑘3𝑟2𝑠3+4𝑎4𝑘3𝑟𝑠4+2𝑎𝑔𝑘4𝑟𝑠4+3𝑎𝑔3𝑘2𝑟2𝑠4+

𝑔2𝑘3𝑟2𝑠4 − 𝑎2𝑘3𝑟𝑠5 − 3𝑎2𝑔2𝑘𝑟2𝑠5 − 2𝑎𝑔𝑘2𝑟2𝑠5 + 𝑎3𝑔𝑟2𝑠6 + 𝑎2𝑘𝑟2𝑠6)𝑥𝑦2 − 𝑠2(𝑎𝑔𝑘9 − 𝑘10 − 𝑔2𝑘8𝑟 −

𝑎2𝑘8𝑠 + 3𝑎𝑔𝑘7𝑟𝑠 − 𝑘8𝑟𝑠 − 2𝑎2𝑘6𝑟𝑠2 − 𝑔2𝑘6𝑟𝑠2 + 𝑔4𝑘4𝑟2𝑠2 + 2𝑎𝑔𝑘5𝑟𝑠3 − 5𝑎𝑔3𝑘3𝑟2𝑠3 + 𝑔2𝑘4𝑟2𝑠3 −
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𝑎2𝑘4𝑟𝑠4 + 9𝑎2𝑔2𝑘2𝑟2𝑠4 − 2𝑎𝑔𝑘3𝑟2𝑠4 − 7𝑎3𝑔𝑘𝑟2𝑠5 + 𝑎2𝑘2𝑟2𝑠5 + 2𝑎4𝑟2𝑠6)𝑦3. 𝐶3(𝑥, 𝑦) ≡ 0, dacǎ

𝐶31(𝑥, 𝑦) ≡ 0 ⇒

𝑎 = 0, 𝑟 = 𝑘4⇑𝑠3, 𝑔2𝑘2 − 𝑘2𝑠 − 𝑠3 = 0; (3.49)

𝑔 = (𝑘2 + 𝑎2𝑠)⇑(𝑎𝑘), 𝑟 = 𝑘4⇑𝑠3, 𝑘4 − 𝑎2𝑘2𝑠 − 𝑎2𝑠3 = 0; (3.50)

𝑟 = 𝑘4⇑𝑠3, 𝑔2𝑘2 − 2𝑎𝑔𝑘𝑠 − 𝑘2𝑠 + 𝑎2𝑠2 − 𝑠3 = 0. (3.51)

Condițiile (3.39), împreunǎ cu condițiile (3.49)-(3.51), reprezintǎ seriile de condiții (3.46)-

(3.48).

Sistemele {(2.6),(3.46)}- {(2.6),(3.48)} au polinomul 𝜅(𝑥, 𝑦) = (𝑠𝑥+𝑘𝑦)4⇑𝑠3, iar polinomul

𝐶4(𝑥, 𝑦) aratǎ astfel, respectiv:

𝐶4(𝑥, 𝑦)=𝜅(𝑥, 𝑦)(︀𝑠2(𝑘4+𝑘2𝑠2−𝑠4)𝑥2+2𝑘𝑠3(2𝑘2+𝑠2)𝑥𝑦−𝑘4(4𝑘2+3𝑠2)𝑦2⌋︀⇑(𝑘2𝑠2(𝑠𝑥+𝑘𝑦)2) ⇑≡

0,

𝐶4(𝑥, 𝑦) = −𝜅(𝑥, 𝑦)(𝑘2 + 𝑠2)(𝑠4𝑥2 − 2𝑘𝑠(𝑘2 + 𝑠2)𝑥𝑦 + 𝑘4𝑦2)⇑(𝑘2𝑠2(𝑠𝑥 + 𝑘𝑦)2) ⇑≡ 0,

𝐶4(𝑥, 𝑦) = 𝜅(𝑥, 𝑦)(𝑠2(𝑘5 −𝑎2𝑘3𝑠+𝑘3𝑠2 −𝑎2𝑘𝑠3 −𝑘𝑠4 ±2𝑎𝑠2
⌈︂
𝑘2𝑠(𝑘2 + 𝑠2))𝑥2 −2𝑘2𝑠(𝑎2𝑘2𝑠−

2𝑘2𝑠2+𝑎2𝑠3−𝑠4±2𝑎𝑘
⌈︂
𝑘2𝑠(𝑘2 + 𝑠2))𝑥𝑦−𝑘2(4𝑘5+𝑎2𝑘3𝑠+3𝑘3𝑠2+𝑎2𝑘𝑠3±2𝑎

⌈︂
𝑘2𝑠(𝑘2 + 𝑠2)(2𝑘2+

𝑠2))𝑦2)⇑(𝑘3𝑠2(𝑠𝑥 + 𝑘𝑦)2) ⇑≡ 0. ◻

3.1.2. Integrabilitatea sistemelor cubice {(2.6),(3.43)}-{(2.6),(3.48)}.

Pentru sistemul {(2.6),(3.43)} (respectiv, {(2.6),(3.45)}) prima mǎrime Lyapunov 𝐿1 =

−𝑞⇑4 (respectiv, 𝐿1 = (𝑘2 + 𝑠2)2⇑(4𝑘𝑠2)) este diferitǎ de zero, astfel {(2.6),(3.43)} (respectiv,

{(2.6),(3.45)}) are focar în (0,0).

Sistemele {(2.6),(3.44)} şi {(2.6),(3.46)}-{(2.6),(3.48)} au, respectiv, urmǎtoarele inte-

grale prime:

𝐹 (𝑥, 𝑦) = 6(𝑥2 + 𝑦2) + 4𝑔𝑥3 + 12𝑎𝑥2𝑦 + 3𝑎2𝑥4;

𝐹 (𝑥, 𝑦) = 6𝑠3(𝑥2 + 𝑦2) + 4𝑔(𝑠𝑥 − 2𝑘𝑦)(𝑠𝑥 + 𝑘𝑦)2 + 3(𝑠𝑥 + 𝑘𝑦)4;

𝐹 (𝑥, 𝑦) = 6𝑎𝑘𝑠3(𝑥2 + 𝑦2) + 4𝑠3(𝑘2 + 𝑎2𝑠)𝑥3 + 12𝑎2𝑠3𝑥𝑦(𝑘𝑥 − 𝑠𝑦)

−4𝑎2𝑘𝑠(𝑘2 + 2𝑠2)𝑦3 + 3𝑎𝑘(𝑠𝑥 + 𝑘𝑦)4;

𝐹 (𝑥, 𝑦) = 2(𝑎𝑠 − 𝑔𝑘)(3𝑠3(𝑥2 + 𝑦2) + 2𝑔𝑠3𝑥3 + 6𝑎𝑠3𝑥2𝑦 + 6𝑎𝑘𝑠2𝑥𝑦2 − 4𝑔𝑘3𝑦3

+6𝑎𝑘2𝑠𝑦3) + 12𝑘𝑠2(𝑘2 + 𝑠2)𝑥𝑦2 − 3(𝑔𝑘 − 𝑎𝑠)(𝑠𝑥 + 𝑘𝑦)4.

Pentru aceste sisteme punctul critic (0,0) este de tip centru.
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Divergența câmpului vectorial asociat fiecăruia dintre sistemele {(2.6),(3.44)},

{(2.6),(3.46)}- {(2.6),(3.48)} este identicǎ zero, i.e. 𝜕𝑃 (𝑥,𝑦)
𝜕𝑥 + 𝜕𝑄(𝑥,𝑦)

𝜕𝑦 ≡ 0. În acest caz, sistemul

(2.6) are integrala primǎ de forma unui polinom. Are loc urmǎtoarea teoremǎ:

Teorema 3.1.1. Sistemele cubice diferențiale (2.6) pentru care dreapta de la infinit e de

multiplicitatea algebricǎ cinci au centru în originea de coordonate (0,0), dacǎ şi numai dacǎ

divergența câmpului vectorial, asociat acestor sisteme, este identicǎ zero.

3.2. Sistemele cubice (2.6) ce au dreapta de la infinit 𝑙∞ ≡ 𝑍 = 0 şi o dreaptǎ reală

afinǎ invariantǎ 𝑙1 de multiplicitǎțile 𝑚(𝑙∞) ≥ 4, 𝑚(𝑙1) ≥ 1.

Transformarea

𝑋 = 𝑥⇑(𝑥 − 1), 𝑌 = 𝑦⇑(𝑥 − 1) (3.52)

(inversa : 𝑥 =𝑋⇑(𝑋 − 1), 𝑦 = 𝑌 ⇑(𝑋 − 1)) reduce (2.8) la sistemul diferențial cubic în 𝑋 şi 𝑌 :

𝑋̇ = (𝑋 − 1)(−𝑌 + 𝑎𝑋2 + (𝑐 + 2)𝑋𝑌 + 𝑓𝑌 2),

𝑌̇ = −(𝑋 − (𝑔 + 2)𝑋2 − 𝑑𝑋𝑌 + (1 − 𝑏)𝑌 2 + (𝑔 + 𝑠 + 1)𝑋3 + (𝑑 + 𝑞 − 𝑎)𝑋2𝑌

+(𝑏 − 𝑐 + 𝑛 − 2)𝑋𝑌 2 + (𝑙 − 𝑓)𝑌 3).

(3.53)

Menționăm, că pentru (3.53) dreapta reală𝑋−1 = 0 este invariantă. La fel, dreapta invariantă

𝑥−1 = 0 (dreapta de la infinit) pentru (2.8) ((3.53)) are aceeaşi multiplicitate ca şi dreapta de

la infinit (dreapta invariantă 𝑋 − 1 = 0) pentru (3.53) ((2.8)). Prin urmare, sistemele cubice

(2.6) ce au dreapta de la infinit 𝑍 = 0 şi o dreaptǎ reală afinǎ invariantǎ 𝑙1 de multiplicitǎțile

𝑚(𝑍) ≥ 4, 𝑚(𝑙1) ≥ 1 (Figura 3.1 b)), cu exactitatea unei transformări afine şi rescalarea

timpului, se obțin cu ajutorul transformării (3.52) din sistemele, enumerate în Lemma 2.1.4,

şi pentru care 𝑚(𝑥 − 1 = 0) ≥ 4. De exemplu, aplicând transformarea (3.52), sistemul (2.27)

se reduce la sistemul

𝑋̇ = −𝑌 (𝑋 − 1), 𝑌̇ = −(𝑋 − 𝑑𝑋𝑌 − 𝑌 2 + (𝑑 + 𝑞)𝑋2𝑌

pentru care infinitul e de multiplicitatea nu mai mică ca patru, iar 𝑚(𝑋 − 1 = 0) ≥ 1.

Deoarece transformarea (3.52) este nedegenerată într-o vecinătate a originii sistemului

de coordonate, sistemele (2.8) şi (3.53) au în acelaşi timp centru în (0,0).
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3.3. Sistemele cubice (2.6) ce au dreapta de la infinit şi o dreaptǎ realǎ afinǎ

invariantǎ 𝑙1 de multiplicitǎțile 𝑚(𝑙∞) ≥ 3, 𝑚(𝑙1) ≥ 2.

În aceastǎ secțiune vom rezolva problema centrului pentru sistemele cubice (2.6) în cazul

configurației c) din Fig. 2.1. Pentru sistemele {(2.6),(3.7)}-{(2.6),(3.16)} vom determina

condițiile de existențǎ a unei drepte invariante reale 𝑙1 de multiplicitatea doi şi în condițiile

obținute, vom rezolva problema centrului.

Notǎm

𝑋1(𝑥) = 𝐴 ⋅ 𝑃 (𝑥,𝐴𝑥 +𝐵) −𝑄(𝑥,𝐴𝑥 +𝐵), 𝑌1(𝑦) = 𝑃 (𝐴𝑦 +𝐵,𝑦) −𝐴 ⋅𝑄(𝐴𝑦 +𝐵,𝑦),

𝑋2(𝑥) = (𝐸1(X)⇑(𝑦 −𝐴𝑥 −𝐵))⋂︀𝑦=𝐴𝑥+𝐵
, 𝑋3(𝑥) = (𝐸1(X)⇑(𝑦 −𝐴𝑥 −𝐵)2)⋂︀𝑦=𝐴𝑥+𝐵

,

𝑌2(𝑦) = (𝐸1(X)⇑(𝑥 −𝐴𝑦 −𝐵))⋂︀𝑥=𝐴𝑦+𝐵
, 𝑌3(𝑦) = (𝐸1(X)⇑(𝑥 −𝐴𝑦 −𝐵)2)⋂︀𝑥=𝐴𝑦+𝐵

.

Dreapta 𝑙1 ≡ 𝑦 −𝐴𝑥 −𝐵 = 0 (𝑙1 ≡ 𝑥 −𝐴𝑦 −𝐵 = 0) este invariantǎ pentru sistemele cubice

(2.6), atunci şi numai atunci, când are loc identitatea 𝑋1(𝑥) ≡ 0 (𝑌1(𝑦) ≡ 0). În particular,

dreapta 𝑦 − 𝛾 = 0 (𝑥 − 𝛾 = 0) este invariantǎ pentru (2.6), dacǎ 𝑄(𝑥, 𝛾) ≡ 0 (𝑃 (𝛾, 𝑦) ≡ 0).

Dreapta invariantǎ 𝑦 − 𝐴𝑥 − 𝐵 = 0 are multiplicitatea algebricǎ doi (trei) dacǎ 𝑋2(𝑥) ≡ 0

({𝑋2(𝑥) ≡ 0,𝑋3(𝑥) ≡ 0}). Analog, dreapta invariantǎ 𝑥 − 𝐴𝑦 − 𝐵 = 0 are multiplicitatea

algebricǎ doi (trei) dacǎ 𝑌2(𝑦) ≡ 0 ({𝑌2(𝑦) ≡ 0, 𝑌3(𝑦) ≡ 0}).

Lema 3.3.1. Fie 𝑦 −𝐴𝑥−𝐵 = 0 (𝑥 −𝐴𝑦 −𝐵 = 0) 𝐴,𝐵 ∈ R, 𝐵 ≠ 0 o dreaptǎ invariantǎ

a sistemului (2.6). Atunci 𝑋2(𝑥) =𝑋2𝑑(𝑥) ⋅ 𝜁(𝑥) (𝑌2(𝑦) = 𝑌2𝑑(𝑦) ⋅ 𝜂(𝑦)), unde 𝑋2𝑑(𝑥), 𝜁(𝑥)

(𝑌2𝑑(𝑦), 𝜂(𝑦)) sunt polinoame în 𝑥 (𝑦). Dacǎ 𝑋2𝑑(𝑥) ≡ 0 (𝑌2𝑑(𝑦) ≡ 0), atunci 𝑦 − 𝐴𝑥 − 𝐵

(𝑥 −𝐴𝑦 −𝐵) divide 𝑃 (𝑥, 𝑦) şi 𝑄(𝑥, 𝑦), i.e. sistemul (2.6) este degenerat.

Demonstrație. Dreapta 𝑦 −𝐴𝑥 −𝐵 = 0 (𝑥 −𝐴𝑦 −𝐵 = 0) este invariantǎ pentru sistemul

(2.6), dacǎ se realizeazǎ urmǎtoarea serie de condiții:

𝑏 = −(𝐴 +𝐴𝐵𝑓 +𝐵2𝑙 +𝐴𝐵2𝑟)⇑𝐵, 𝑠 = −𝐴(𝑘 +𝐴2𝑙 +𝐴𝑚 +𝐴𝑛 +𝐴2𝑝 + 𝑞 +𝐴3𝑟),

𝑑 = −(1 −𝐴2 +𝐴𝐵𝑐 +𝐴𝐵2𝑙 +𝐵2𝑛 +𝐴𝐵2𝑝 +𝐴2𝐵2𝑟)⇑𝐵,

𝑔 = −(−𝐴 + 𝑎𝐴𝐵 +𝐴2𝐵2𝑙 +𝐴𝐵2𝑚 +𝐴𝐵2𝑛 +𝐴2𝐵2𝑝 +𝐵2𝑞 +𝐴3𝐵2𝑟)⇑𝐵

(𝑎 = −(𝐴 +𝐴𝐵𝑔 +𝐵2𝑘 +𝐴𝐵2𝑠)⇑𝐵, 𝑟 = −𝐴(𝐴2𝑘 + 𝑙 +𝐴𝑚 +𝐴𝑛 + 𝑝 +𝐴2𝑞 +𝐴3𝑠),

𝑐 = −(1 −𝐴2 +𝐴𝐵𝑑 +𝐴𝐵2𝑘 +𝐵2𝑚 +𝐴𝐵2𝑞 +𝐴2𝐵2𝑠)⇑𝐵,

𝑓 = −(−𝐴 +𝐴𝑏𝐵 +𝐴2𝐵2𝑘 +𝐴𝐵2𝑚 +𝐴𝐵2𝑛 +𝐵2𝑝 +𝐴2𝐵2𝑞 +𝐴3𝐵2𝑠)⇑𝐵).
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Conform acestor condiții avem:

𝑋2𝑑(𝑥) = 𝐵(1 +𝐵𝑓 +𝐵2𝑟) + (𝐴 +𝐵𝑐 + 2𝐴𝐵𝑓 +𝐵2𝑝 + 3𝐴𝐵2𝑟)𝑥+

(𝑎 +𝐴𝑐 +𝐴2𝑓 +𝐵𝑚 + 2𝐴𝐵𝑝 + 3𝐴2𝐵𝑟)𝑥2 + (𝑘 +𝐴𝑚 +𝐴2𝑝 +𝐴3𝑟)𝑥3 ≡ 0

⇒ {𝑎 = −𝐵(𝑚 +𝐴𝑝 +𝐴2𝑟), 𝑐 = (𝐴 −𝐵2𝑝 −𝐴𝐵2𝑟)⇑𝐵),

𝑓 = −(1 +𝐵2𝑟)⇑𝐵, 𝑘 = −𝐴(𝑚 +𝐴𝑝 +𝐴2𝑟)} ⇒

𝑃 (𝑥, 𝑦) = (𝑦 −𝐴𝑥 −𝐵)(−𝑦 +𝐵(𝑚 +𝐴𝑝 +𝐴2𝑟)𝑥2 +𝐵(𝑝 +𝐴𝑟)𝑥𝑦 +𝐵𝑟𝑦2)⇑𝐵,

𝑄(𝑥, 𝑦) = (𝑦 −𝐴𝑥 −𝐵)(𝑥 −𝐵(𝐴2𝑙 +𝐴𝑛 + 𝑞)𝑥2 −𝐵(𝐴𝑙 + 𝑛)𝑥𝑦 −𝐵𝑟𝑦2)⇑𝐵

(𝑌2𝑑(𝑦) = 𝐵(1 +𝐵𝑔 +𝐵2𝑠) + (𝐴 +𝐵𝑑 + 2𝐴𝐵𝑔 +𝐵2𝑞 + 3𝐴𝐵2𝑠)𝑦+

(𝑏 +𝐴𝑑 +𝐴2𝑔 +𝐵𝑛 + 2𝐴𝐵𝑞 + 3𝐴2𝐵𝑠)𝑦2 + (𝑙 +𝐴𝑛 +𝐴2𝑞 +𝐴3𝑠)𝑦3 ≡ 0

⇒ {𝑏 = −𝐵(𝑛 +𝐴𝑞 +𝐴2𝑠), 𝑑 = (𝐴 −𝐵2𝑞 −𝐴𝐵2𝑠)⇑𝐵,

𝑔 = −(1 +𝐵2𝑠)⇑𝐵, 𝑙 = −𝐴(𝑛 +𝐴𝑞 +𝐴2𝑠)} ⇒

𝑃 (𝑥, 𝑦) = (𝑥 −𝐴𝑦 −𝐵)(−𝑦 +𝐵𝑘𝑥2 +𝐵(𝐴𝑘 +𝑚)𝑥𝑦 +𝐵(𝐴2𝑘 +𝐴𝑚 + 𝑝)𝑦2)⇑𝐵,

𝑄(𝑥, 𝑦) = (𝑥 −𝐴𝑦 −𝐵)(𝑥 −𝐵𝑠𝑥2 −𝐵(𝑞 +𝐴𝑠)𝑥𝑦 −𝐵(𝑛 +𝐴𝑞 +𝐴2𝑠)𝑦2)⇑𝐵).◻

Sistemul {(2.6),(3.7)}. Funcția 𝜅(𝑥, 𝑦) aratǎ astfel 𝜅(𝑥, 𝑦) = 𝑥(𝑠𝑥3 + 𝑞𝑥2𝑦 + 𝑛𝑥𝑦2 + 𝑙𝑦3)

şi 𝑃 (𝛾, 𝑦) = 𝑦 ⇑≡ 0. Deci, cǎutǎm dreapta 𝑙1 ≡ 𝑦 − 𝐴𝑥 − 𝐵 = 0, 𝐴,𝐵 ∈ R, 𝐵 ≠ 0. Identitatea

(𝑠𝑥3+𝑞𝑥2𝑦+𝑛𝑥𝑦2+𝑙𝑦3)⋂︀
𝑦=𝐴𝑥

= (𝐴3𝑙+𝐴2𝑛+𝐴𝑞+𝑠)𝑥3 ≡ 0 se realizeazǎ, dacǎ 𝑠 = −(𝐴3𝑙+𝐴2𝑛+𝐴𝑞).

Astfel, 𝑋1(𝑥) = 𝐵(𝐴 + 𝑏𝐵 +𝐵2𝑙) + (1 +𝐴2 + 2𝐴𝑏𝐵 +𝐵𝑑 + 3𝐴𝐵2𝑙 +𝐵2𝑛)𝑥 + (𝐴2𝑏 +𝐴𝑑 + 𝑔 +

3𝐴2𝐵𝑙 + 2𝐴𝐵𝑛 + 𝐵𝑞)𝑥2 ≡ 0, dacǎ {𝑑 = (−1 + 𝑏2𝐵2 + 3𝑏𝐵3𝑙 + 2𝐵4𝑙2 − 𝐵2𝑛)⇑𝐵, 𝑔 = −𝑏 − 𝐵𝑙 −

𝑏2𝐵3𝑙 − 2𝑏𝐵4𝑙2 − 𝐵5𝑙3 + 𝑏𝐵2𝑛 + 𝐵3𝑙𝑛 − 𝐵𝑞, 𝐴 = −𝐵(𝑏 + 𝐵𝑙)}. Determinǎm condițiile pentru

care dreapta invariantǎ 𝑙1 are multiplicitatea doi. Aici, 𝑋2(𝑥) = (1 − 𝑏𝑥 − 𝐵𝑙𝑥)𝑋21(𝑥)⇑𝐵,

unde 𝑋21(𝑥) = 𝐵2(1+ 𝑏2𝐵2 + 6𝑏𝐵3𝑙 + 6𝐵4𝑙2 −𝐵2𝑛) − 2𝐵2(𝑏+ 𝑏3𝐵2 + 2𝐵𝑙 + 10𝑏2𝐵3𝑙 + 20𝑏𝐵4𝑙2 +

11𝐵5𝑙3 − 3𝑏𝐵2𝑛 − 4𝐵3𝑙𝑛 +𝐵𝑞)𝑥 + (1 + 2𝑏2𝐵2 + 𝑏4𝐵4 + 10𝑏𝐵3𝑙 + 19𝑏3𝐵5𝑙 + 8𝐵4𝑙2 + 66𝑏2𝐵6𝑙2 +

79𝑏𝐵7𝑙3+31𝐵8𝑙4−2𝐵2𝑛−8𝑏2𝐵4𝑛−26𝑏𝐵5𝑙𝑛−18𝐵6𝑙2𝑛+𝐵4𝑛2+3𝑏𝐵3𝑞+5𝐵4𝑙𝑞)𝑥2−2𝐵(1+𝑏2𝐵2+

5𝑏𝐵3𝑙 + 4𝐵4𝑙2 −𝐵2𝑛)(3𝑏2𝐵2𝑙 + 6𝑏𝐵3𝑙2 + 3𝐵4𝑙3 − 2𝑏𝐵𝑛 − 2𝐵2𝑙𝑛 + 𝑞)𝑥3 +𝐵2(3𝑏2𝐵2𝑙 + 6𝑏𝐵3𝑙2 +

3𝐵4𝑙3−2𝑏𝐵𝑛−2𝐵2𝑙𝑛+𝑞)2𝑥4. Identitatea 𝑋2(𝑥) ≡ 0 se verifică, dacă 𝑋21(𝑥) ≡ 0 ⇒ {𝑙 = 0, 𝑛 =

(1+𝑏2𝐵2)⇑𝐵2, 𝑞 = 2𝑏(1+𝑏2𝐵2)⇑𝐵} sau {𝑛 = (8𝑙2−𝑏4)⇑(2𝑏2), 𝑞 = (𝑏4−32𝑙2)⇑(16𝑙), 𝐵 = −𝑏⇑(2𝑙)}.

Pentru Sistemul {(2.6),(3.8)} avem 𝜅(𝑥, 𝑦) = 𝑥2(𝑠𝑥2+𝑞𝑥𝑦+𝑛𝑦2) şi 𝑃 (𝛾, 𝑦) = ((𝑠+𝑎𝑞)𝑦𝛾+

𝑎𝑛𝑦2 + 𝑎𝑠𝛾2)⇑𝑠 ⇑≡ 0. Examinǎm al doilea factor din 𝜅(𝑥, 𝑦). Notǎm 𝑞2 − 4𝑛𝑠 = 𝑢2 ⇒ 𝑛 =

(𝑞2 − 𝑢2)⇑(4𝑠) ⇒ 𝜅(𝑥, 𝑦) = 𝑥2(2𝑠𝑥 + 𝑞𝑦 − 𝑢𝑦)(2𝑠𝑥 + 𝑞𝑦 + 𝑢𝑦)⇑(4𝑠).

Fie 𝑙1,2 ≡ 2𝑠𝑥 + 𝑞𝑦 ∓ 𝑢𝑦 + 𝛾 = 0, 𝑠𝛾(𝑞 ∓ 𝑢) ≠ 0. Pentru dreptele 𝑥 = (−𝑞𝑦 ± 𝑢𝑦 − 𝛾)⇑(2𝑠),

luǎm 𝑌1(𝑦) = (𝛾(4𝑞𝑠 ∓ 4𝑠𝑢 − 2𝑔𝑞𝛾 + 4𝑎𝑠𝛾 ± 2𝑔𝑢𝛾 + 𝑞𝛾2 ∓ 𝑢𝛾2) + (4𝑞2𝑠 + 16𝑠3 ∓ 8𝑞𝑠𝑢 + 4𝑠𝑢2 −

4𝑔𝑞2𝛾 +4𝑑𝑞𝑠𝛾 ±8𝑔𝑞𝑢𝛾 ∓8𝑎𝑠𝑢𝛾 ∓4𝑑𝑠𝑢𝛾 −4𝑔𝑢2𝛾 + 𝑞2𝛾2 ∓4𝑞𝑢𝛾2 +3𝑢2𝛾2)𝑦−2(𝑞∓𝑢)(𝑔𝑞2 −2𝑑𝑞𝑠+
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4𝑏𝑠2 ∓ 2𝑔𝑞𝑢 ± 2𝑑𝑠𝑢 + 𝑔𝑢2 ± 𝑞𝑢𝛾 − 𝑢2𝛾)𝑦2)⇑(8𝑠2) ≡ 0 ⇒ {𝑎 = −(𝑞 ∓ 𝑢)(4𝑠 − 2𝑔𝛾 + 𝛾2)⇑(4𝑠𝛾), 𝑏 =

(−16𝑠3 + 4𝑠𝑢2 + 𝑢2𝛾(𝛾 − 2𝑔) − 𝑞2(4𝑠 + 𝛾(𝛾 − 2𝑔)))⇑(8𝑠2𝛾), 𝑑 = 𝑔𝑞⇑𝑠 + (±𝑢 − 𝑞)𝛾⇑(4𝑠) − (𝑞2 +

4𝑠2−𝑢2)⇑(𝑞𝛾 ∓𝑢𝛾)}. În aceste condiții 𝑋2(𝑥) = −1024𝑠7(𝑞∓𝑢)𝛾3𝑋2𝑑(𝑥)𝜁1(𝑥), unde 𝑋2𝑑(𝑥) =

−(𝑞 ∓ 𝑢)𝛾(4𝑠 − 2𝑔𝛾 + 𝛾2) + 2(8𝑠3 ± 4𝑞𝑠𝑢 − 4𝑠𝑢2 ∓ 2𝑔𝑞𝑢𝛾 + 2𝑔𝑢2𝛾 ± 𝑞𝑢𝛾2 − 𝑢2𝛾2)𝑥 şi 𝜁1(𝑥) =

2𝛾2(16𝑞2𝑠2 + 64𝑠4 ∓ 16𝑞𝑠2𝑢 − 4𝑔𝑞2𝑠𝛾 − 16𝑔𝑠3𝛾 + 4𝑔𝑠𝑢2𝛾 − 4𝑞2𝑠𝛾2 ± 12𝑞𝑠𝑢𝛾2 − 8𝑠𝑢2𝛾2 + 𝑔𝑞2𝛾3 ∓

2𝑔𝑞𝑢𝛾3+𝑔𝑢2𝛾3)+2(𝑞∓𝑢)𝛾(16𝑞2𝑠2+64𝑠4∓32𝑞𝑠2𝑢+16𝑠2𝑢2−8𝑞2𝑠𝛾2−16𝑠3𝛾2±32𝑞𝑠𝑢𝛾2−24𝑠𝑢2𝛾2∓

4𝑔𝑞𝑢𝛾3+4𝑔𝑢2𝛾3+𝑞2𝛾4∓2𝑞𝑢𝛾4+𝑢2𝛾4)𝑥+(16𝑞4𝑠2+128𝑞2𝑠4+256𝑠6∓64𝑞3𝑠2𝑢∓256𝑞𝑠4𝑢+96𝑞2𝑠2𝑢2+

128𝑠4𝑢2∓64𝑞𝑠2𝑢3+16𝑠2𝑢4−8𝑞4𝑠𝛾2−32𝑞2𝑠3𝛾2±64𝑞3𝑠𝑢𝛾2±96𝑞𝑠3𝑢𝛾2−160𝑞2𝑠𝑢2𝛾2−64𝑠3𝑢2𝛾2±

160𝑞𝑠𝑢3𝛾2 − 56𝑠𝑢4𝛾2 + 8𝑔𝑞2𝑢2𝛾3 ∓ 16𝑔𝑞𝑢3𝛾3 + 8𝑔𝑢4𝛾3 + 𝑞4𝛾4 ∓ 12𝑞3𝑢𝛾4 + 30𝑞2𝑢2𝛾4 ∓ 28𝑞𝑢3𝛾4 +

9𝑢4𝛾4)𝑥2 ± 4(𝑞 ∓ 𝑢)2𝑢𝛾(4𝑞2𝑠 + 16𝑠3 ∓ 8𝑞𝑠𝑢 + 4𝑠𝑢2 − 𝑞2𝛾2 ± 4𝑞𝑢𝛾2 − 3𝑢2𝑣2)𝑥3 + 4(𝑞 ∓ 𝑢)4𝑢2𝛾𝑥4.

Dacǎ 𝑋2𝑑(𝑥) ≡ 0, atunci sistemul (2.6) este degenerat, deci 𝑋2𝑑 ⇑≡ 0 (vezi Lemma 3.3.1).

Identitatea 𝜁1(𝑥) ≡ 0 ne oferǎ condițiile {𝑢 = 0, 𝛾 = ±2
⌈︂
𝑞2𝑠 + 4𝑠3⇑𝑞}.

Sistemul {(2.6),(3.9)}. Pentru acest sistem avem 𝜅(𝑥, 𝑦) = 𝑥2𝑦(𝑞𝑥 + 𝑛𝑦), 𝑃 (𝛾, 𝑦) = 𝑦(𝑛 +

𝑓𝑛𝑦 + 𝑓𝑞𝛾)⇑𝑛 ⇑≡ 0 şi 𝑄(𝑥, 𝛾) = −𝑏𝛾2 − (1 + 𝑑𝛾 + 𝑛𝛾2)𝑥 − (𝑔 + 𝑞𝛾)𝑥2 ≡ 0 ⇒ {𝑏 = 0, 𝑔 = −𝑞𝛾, 𝑑 =

(−1−𝑛𝛾2)⇑𝛾}. Conform acestor condiții polinomul𝑋2(𝑥) = 𝛾(𝑛+𝑓𝑞𝑥+𝑓𝑛𝛾)(−𝑛𝛾2(1+𝑓𝛾)(−1+

𝑛𝛾2) − 2𝑛𝑞𝛾3(1 + 𝑓𝛾)𝑥 + (𝑛 − 2𝑛2𝛾2 − 𝑓𝑞2𝛾3 + 𝑛3𝛾4)𝑥2 + 2𝑛𝑞𝛾(−1 + 𝑛𝛾2)𝑥3 + 𝑛𝑞2𝛾2𝑥4)⇑(𝑛2𝛾2)

este identic zero, dacǎ {𝑞 = 0, 𝑛 = 1⇑𝛾2}.

Fie 𝑙1 ≡ 𝑞𝑥 + 𝑛𝑦 + 𝛾 = 0, 𝑛𝑞 ≠ 0. Atunci 𝑦 = (−𝑞𝑥 − 𝛾)⇑𝑛 şi 𝑋1(𝑥) = −(𝛾(𝑛𝑞 + 𝑏𝑛𝛾 − 𝑓𝑞𝛾) +

(𝑛3 +𝑛𝑞2 − 𝑑𝑛2𝛾 + 2𝑏𝑛𝑞𝛾 − 𝑓𝑞2𝛾 +𝑛2𝛾2)𝑥+𝑛(𝑔𝑛2 − 𝑑𝑛𝑞 + 𝑏𝑞2 +𝑛𝑞𝛾)𝑥2)⇑𝑛2 ≡ 0 ⇒ {𝛾 = 𝑞⇑𝑔, 𝑏 =

(𝑓𝑞−𝑔𝑛)⇑𝑛, 𝑑 = (𝑔2𝑛3 −𝑔2𝑛𝑞2 +𝑛2𝑞2 +𝑓𝑔𝑞3)⇑(𝑔𝑛2𝑞)}. Dreapta 𝑙1, i.e. 𝑦 = (−𝑞𝑥−𝛾)⇑𝑛, nu are

multiplicitatea doi, dupǎ cum 𝑋2(𝑥) = −𝑞(𝑔𝑛 − 𝑓𝑞)(1 + 𝑔𝑥)(𝑞2(𝑔3𝑛2 − 𝑓𝑔2𝑛𝑞 + 𝑔3𝑞2 − 𝑔𝑛𝑞2 +

𝑓𝑞3) + 2𝑔𝑞2(𝑔3𝑛2 + 𝑔3𝑞2 − 2𝑔𝑛𝑞2 + 𝑓𝑞3)𝑥 + 𝑔(𝑔4𝑛4 + 2𝑔4𝑛2𝑞2 − 2𝑔2𝑛3𝑞2 + 𝑔4𝑞4 − 5𝑔2𝑛𝑞4 + 𝑛2𝑞4 +

𝑓𝑔𝑞5)𝑥2 − 2𝑔2𝑛𝑞2(𝑔2𝑛2 + 𝑔2𝑞2 − 𝑛𝑞2)𝑥3 + 𝑔3𝑛2𝑞4𝑥4)⇑(𝑔4𝑛2) ⇑≡ 0.

Sistemul {(2.6),(3.10)}. Pentru acest sistem avem 𝜅(𝑥, 𝑦) = 𝑞𝑥3𝑦. Dacǎ 𝑐 = 0, atunci

dreapta de la infinit are multiplicitatea patru şi acest caz a fost studiat mai sus. Dacǎ 𝑐 ≠ 0,

atunci sistemul are deja dreapta invariantǎ 𝑙 ≡ 𝑐𝑥+ 1 = 0. Luând în cosiderare gcd(𝑃,𝑄) = 1,

𝑌2(𝑦) = (𝑐 − 𝑔 + 𝑐𝑑𝑦 − 𝑞𝑦 − 𝑏𝑐2𝑦2)(𝑐 − 𝑔 + 𝑏𝑐2𝑦2 + 𝑐3𝑦2)⇑𝑐4 ≡ 0, dacǎ {𝑏 = −𝑐, 𝑔 = 𝑐}. Cǎutǎm

dreapta invariantǎ de forma 𝑦 − 𝛾 = 0. Pentru aceastǎ dreaptǎ multiplicitatea algebricǎ şi

multiplicitatea paralelǎ sunt egale. Astfel, 𝑄(𝑥, 𝛾) = −𝑏𝛾2 − (1 + 𝑑𝛾)𝑥 − (𝑔 + 𝑞𝛾)𝑥2 ≡ 0 ⇒

{𝑏 = 0, 𝛾 = −1⇑𝑑, 𝑞 = 𝑑𝑔}. În aceste condiții 𝑄(𝑥, 𝑦) are forma: 𝑄(𝑥, 𝑦) = −𝑥(1 + 𝑔𝑥)(1 + 𝑑𝑦),

şi, prin urmare, dreapta invariantǎ 1 + 𝑑𝑦 = 0 nu are multiplicitatea paralelǎ doi.

Sistemul {(2.6),(3.11)}. Funcția 𝜅(𝑥, 𝑦) aratǎ astfel: 𝜅(𝑥, 𝑦) = 𝑦2(𝑛𝑥+𝑝𝑦)2⇑𝑛. Dacǎ 𝑦 = 𝛾
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atunci 𝑄(𝑥, 𝛾) = −𝛾2(𝑏 + 𝑝𝛾) − (1 + 𝑑𝛾 + 𝑛𝛾2)𝑥 − 𝑔𝑥2 ≡ 0 ⇒ {𝑔 = 0, 𝑏 = −𝑝𝛾, 𝑑 = (−1 − 𝑛𝛾2)⇑𝛾}

şi în aceste condiții 𝑋2(𝑥) = (−1 + 𝑛𝛾2)(−𝑝𝑥 + 𝑛𝛾 + 𝑓𝑛𝛾2 + 𝑝2𝛾3)(−𝑥2 − 𝛾2 + 𝑛𝑥2𝛾2 − 𝑓𝛾3 +

2𝑝𝑥𝛾3)⇑(𝑛𝛾2) ≡ 0 ⇒ 𝑛 = 1⇑𝛾2.

Pentru 𝑥 = (−𝑝𝑦 − 𝛾)⇑𝑛 avem 𝑌1(𝑦) = 𝑝𝛾 + (𝑛2 + 𝑝2)𝑦 + 𝑛(𝑓𝑛 − 𝑏𝑝)𝑦2 ⇑≡ 0.

Sistemul {(2.6),(3.12)} are 𝜅(𝑥, 𝑦) = 𝑦(𝑞𝑥 +𝑚𝑦)(𝑚𝑥2 + 𝑝𝑥𝑦 + 𝑟𝑦2)⇑𝑚. Cǎutǎm dreapta

𝑦+𝛾 = 0. Pentru sistemul {(2.6),(3.12)} multiplicitatea algebricǎ şi multiplicitatea paralelǎ a

dreptei 𝑦+𝛾 = 0 este aceeaşi. Deci, 𝑋1(𝑥) = 𝑞𝛾2(𝑓 + 𝑟𝛾)+(𝑚+ 𝑐𝑞𝛾 +𝑝𝑞𝛾2)𝑥+ 𝑞(𝑎+𝑚𝛾)𝑥2 ≡ 0

⇒ {𝑓 = −𝑟𝛾, 𝑎 = (𝑐+𝑝𝛾)𝑞𝛾2, 𝑚 = −(𝑐+𝑝𝛾)𝑞𝛾} ⇒ 𝑋2(𝑥) = −𝑟𝛾2−(𝑐+2𝑝𝛾)𝑥+𝑞𝛾(𝑐+𝑝𝛾)𝑥2 ⇑≡ 0.

Fie 𝑙1 ≡ 𝑥 − 𝐴𝑦 − 𝐵 = 0,𝐵 ≠ 0 o dreaptǎ a sistemului {(2.6),(3.12)}. Astfel 𝑌1(𝑦) =

𝐵(𝐴𝑚+ 𝑎𝐵𝑚+ 𝑎𝐴𝐵𝑞) + (𝑚+𝐴2𝑚+ 2𝑎𝐴𝐵𝑚+𝐵𝑐𝑚+𝐵2𝑚2 + 2𝑎𝐴2𝐵𝑞 +𝐴𝐵𝑐𝑞 +𝐴𝐵2𝑚𝑞)𝑦 +

(𝑎𝐴2+𝐴𝑐+𝑓+2𝐴𝐵𝑚+𝐵𝑝)(𝑚+𝐴𝑞)𝑦2+(𝑚+𝐴𝑞)(𝐴2𝑚+𝐴𝑝+𝑟)𝑦2)⇑𝑚 ≡ 0⇒ {𝑎 = −𝐴𝑚⇑(𝐵(𝑚+

𝐴𝑞)), 𝑐 = −𝑚(1−𝐴2 +𝐵2𝑚+𝐴𝐵2𝑞)⇑(𝐵(𝑚+𝐴𝑞)), 𝑓 = −(−𝐴𝑚+𝐴𝐵2𝑚2 +𝐵2𝑚𝑝+𝐴2𝐵2𝑚𝑞 +

𝐴𝐵2𝑝𝑞)⇑(𝐵(𝑚 + 𝐴𝑞)), 𝑟 = −𝐴(𝐴𝑚 + 𝑝)} şi 𝑌2(𝑦) = (𝐵𝑚 + (𝐴𝑚 − 𝑞)𝑦)(−𝐵2𝑚2(−1 − 𝐴2 +

𝐵2𝑚)+2𝐵𝑚2(𝐴+𝐴3 −3𝐴𝐵2𝑚−𝐵2𝑝−𝐴2𝐵2𝑞)𝑦 +𝑚(𝑚+2𝐴2𝑚+𝐴4𝑚−2𝐵2𝑚2 −8𝐴2𝐵2𝑚2 +

𝐵4𝑚3 − 3𝐴𝐵2𝑚𝑝 − 6𝐴3𝐵2𝑚𝑞 + 2𝐴𝐵4𝑚2𝑞 + 𝐵2𝑝𝑞 − 2𝐴2𝐵2𝑝𝑞 + 𝐴2𝐵4𝑚𝑞2)𝑦2 − 2𝐵𝑚(2𝐴𝑚 +

𝑝)(𝑚 +𝐴𝑞)(1 +𝐴2 −𝐵2𝑚 −𝐴𝐵2𝑞)𝑦3 +𝐵2(2𝐴𝑚 + 𝑝)2(𝑚 +𝐴𝑞)2)⇑(𝐵2𝑚2(𝑚 +𝐴𝑞)) ≡ 0, dacǎ

{𝑚 = 1⇑𝐵2, 𝑝 = 𝐴 = 0}.

Sistemul {(2.6),(3.13)}. În acest caz 𝜅(𝑥, 𝑦) = 𝑦(𝑞𝑥+𝑚𝑦)2(𝑚2𝑥+𝑞𝑟𝑦)⇑(𝑚2𝑞). Dacǎ 𝑦 = 𝛾,

atunci 𝑋1(𝑥) = 𝑚𝑞𝑟𝛾2(𝑏𝑚 + 𝑞𝑟𝛾) + (𝑚2𝑞𝑟 + 𝑏𝑚4𝛾 − 𝑓𝑚3𝑞𝛾 + 𝑐𝑚𝑞2𝑟𝛾 +𝑚3𝑞𝑟𝛾2 + 𝑞3𝑟2𝛾2)𝑥 +

𝑚𝑞2𝑟(𝑎 +𝑚𝛾) ≡ 0 ⇒ {𝑎 = −𝑚𝛾, 𝑏 = −𝑞𝑟𝛾⇑𝑚, 𝑓 = 𝑟(𝑚2 + 𝑐𝑚𝑞𝛾 + 𝑞2𝑟𝛾2)⇑(𝑚3𝛾)}. În aceste

condiții, dreapta 𝑦 = 𝛾 nu are multiplicitatea paralelǎ doi, deoarece 𝑄(𝑥, 𝛾) = −𝑚𝑞𝑟𝛾3+(𝑚2−

𝑚3𝛾2 − 𝑞2𝑟𝛾2)𝑥 −𝑚2𝑞𝛾𝑥2 ⇑≡ 0.

Pentru 𝑦 = (−𝑞𝑥−𝛾)⇑𝑚⇒ 𝑋1(𝑥) = (−𝑞𝑟𝛾(𝑚𝑞+𝑏𝑚𝛾−𝑓𝑞𝛾)−(𝑚3𝑞𝑟+𝑚𝑞3𝑟−𝑏𝑚4𝛾+𝑓𝑚3𝑞𝛾+

2𝑏𝑚𝑞2𝑟𝛾 − 2𝑓𝑞3𝑟𝛾)𝑥 + 𝑞(𝑏𝑚 − 𝑓𝑞)(𝑚3 − 𝑞2𝑟)𝑥2)⇑(𝑚2𝑞𝑟) ⇑≡ 0 şi pentru 𝑦 = (−𝑚2𝑥 − 𝛾)⇑(𝑞𝑟)

polinomul 𝑋1(𝑥) = (−𝑚𝛾(𝑚3𝑞2𝑟 − 𝑓𝑚3𝑞𝛾 + 𝑏𝑚𝑞2𝑟𝛾 + 𝑚3𝛾2 − 𝑞2𝑟𝛾2) − (𝑚6𝑞2𝑟 + 𝑚2𝑞4𝑟3 −

2𝑓𝑚6𝑞𝛾 + 𝑏𝑚4𝑞2𝑟𝛾 + 𝑐𝑚4𝑞2𝑟𝛾 + 𝑓𝑚3𝑞3𝑟𝛾 − 𝑐𝑚𝑞4𝑟2𝛾 + 2𝑚6𝛾2 − 3𝑚3𝑞2𝑟𝛾2 + 𝑞4𝑟2𝛾2)𝑥 +𝑚(𝑚3 −

𝑞2𝑟)(𝑓𝑚4𝑞 − 𝑐𝑚2𝑞2𝑟 + 𝑎𝑞3𝑟2 − 𝑚4𝛾 + 𝑚𝑞2𝑟𝛾)𝑥2)⇑(𝑚2𝑞3𝑟2) ≡ 0, dacǎ {𝛾 = −𝑚3𝑞𝑟⇑(𝑎(𝑚3 −

𝑞2𝑟)), 𝑏 = (𝑎2𝑚3+𝑎𝑓𝑚3+𝑚3𝑟−𝑎2𝑞2𝑟)⇑(𝑎𝑚𝑞𝑟), 𝑐 = (𝑎𝑓𝑚4+𝑚4𝑟+𝑎2𝑞2𝑟2)⇑(𝑎𝑚2𝑞𝑟)}. În acest

caz 𝑋2(𝑥) = −(−𝑚2𝑞𝑟(𝑎2𝑚6+𝑎𝑓𝑚6+𝑚6𝑟−2𝑎2𝑚3𝑞2𝑟−𝑎𝑓𝑚3𝑞2𝑟+𝑎2𝑞4𝑟2)+𝑎(𝑚3−𝑞2𝑟)(𝑎2𝑚7+

𝑎𝑓𝑚7 +𝑚7𝑟 − 2𝑎2𝑚4𝑞2𝑟 − 𝑎𝑓𝑚4𝑞2𝑟 − 𝑎2𝑚3𝑞2𝑟2 + 𝑎2𝑚𝑞4𝑟2 + 𝑎2𝑞4𝑟3)𝑥)(𝑚6𝑞4𝑟2(𝑎3𝑚7 − 3𝑎𝑚7𝑟 −

𝑓𝑚7𝑟 − 𝑎3𝑚4𝑞2𝑟 + 2𝑎3𝑚3𝑞2𝑟2 + 𝑎2𝑓𝑚3𝑞2𝑟2 + 𝑎𝑚4𝑞2𝑟2 − 𝑎3𝑞4𝑟3) − 2𝑚5𝑞3𝑟(𝑚3 − 𝑞2𝑟)(𝑎4𝑚7 −

4𝑎2𝑚7𝑟 − 𝑎𝑓𝑚7𝑟 − 𝑎4𝑚4𝑞2𝑟 +𝑚7𝑟2 + 𝑎4𝑚3𝑞2𝑟2 + 2𝑎2𝑚4𝑞2𝑟2 − 𝑎2𝑚3𝑞2𝑟3 − 𝑎4𝑞4𝑟3)𝑥 + 𝑎𝑞2(𝑚3 −
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𝑞2𝑟)2(𝑎4𝑚11− 7𝑎2𝑚11𝑟 − 𝑎𝑓𝑚11𝑟 − 𝑎4𝑚8𝑞2𝑟 + 5𝑚11𝑟2 + 2𝑎4𝑚7𝑞2𝑟2 + 5𝑎2𝑚8𝑞2𝑟2 − 3𝑎2𝑚7𝑞2𝑟3 −

𝑚8𝑞2𝑟3 − 2𝑎4𝑚4𝑞4𝑟3 + 𝑎4𝑚3𝑞4𝑟4 + 2𝑎2𝑚4𝑞4𝑟4 − 𝑎4𝑞6𝑟5)𝑥2 + 2𝑎2𝑚3𝑞(𝑚3 − 𝑞2𝑟)3(𝑎2𝑚7 − 2𝑚7𝑟 −

𝑎2𝑚4𝑞2𝑟+𝑎2𝑚3𝑞2𝑟2+𝑚4𝑞2𝑟2−𝑎2𝑞4𝑟3)𝑥3+𝑎3𝑚6(𝑚3−𝑞2𝑟)5𝑥4)⇑(𝑎7𝑚5𝑞8𝑟6(𝑚3−𝑞2𝑟)5) nu este

echivalent cu zero.

Sistemul {(2.6),(3.14)}. Avem 𝜅(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑦(𝑞𝑥 + 𝑚𝑦)2⇑𝑞 şi 𝑃 (𝛾, 𝑦) = 𝑎𝛾2 + (1 + 𝑐𝛾 +

𝑚𝛾2)𝑦 + (𝑓𝑞 +𝑚2𝛾)𝑦2⇑𝑞 ≡ 0 ⇒ {𝑎 = 0, 𝑓 = −𝑚2𝛾⇑𝑞, 𝑐 = (−1 −𝑚𝛾2)⇑𝛾}. Conform acestor

condiții 𝑃 (𝑥, 𝑦) = 𝑦(𝑥−𝛾)(−𝑞+𝑚𝑞𝑥𝛾+𝑚2𝑦𝛾)⇑(𝑞𝛾) şi dreapta 𝑥−𝛾 = 0 nu are multiplicitatea

paralelǎ doi. Dacǎ 𝑦 = 𝛾, atunci 𝑄(𝑥, 𝛾) = −(𝑓𝑞𝛾2 +𝑚(1 + 𝑑𝛾 +𝑚𝛾2)𝑥 + 𝑞(𝑎 +𝑚𝛾)𝑥2)⇑𝑚 ≡ 0

⇒ {𝑓 = 0, 𝑎 = −𝑚𝛾, 𝑑 = (−1 − 𝑚𝛾2)⇑𝛾} ⇒ 𝑄(𝑥, 𝑦) = −𝑥(𝑦 − 𝛾)(−1 + 𝑞𝑥𝛾 + 𝑚𝑦𝛾)⇑𝛾, de

unde observǎm cǎ dreapta invariantǎ 𝑦 − 𝛾 = 0 nu are multiplicitatea paralelǎ doi. Sistemul

{(2.6),(3.14)} nu are drepte invariante de forma 𝑞𝑥 +𝑚𝑦 + 𝛾 = 0, 𝑞𝑚𝛾 ≠ 0, deoarece 𝑋1(𝑥) =

(−𝑞𝛾 − (𝑚2 + 𝑞2 − 𝑑𝑚𝛾 + 𝑐𝑞𝛾)𝑥 + 𝑞(𝑑𝑚 − 𝑐𝑞)𝑥2)⇑𝑚 ⇑≡ 0.

Pentru Sistemul {(2.6),(3.15)} avem 𝜅(𝑥, 𝑦) = (𝑠𝑥 + 𝑘𝑦)(𝑘𝑥3 +𝑚𝑥2𝑦 + 𝑝𝑥𝑦2 + 𝑟𝑦3)⇑𝑘 şi

𝑋1(𝑥) = −(𝑘2𝑥 + 𝑠2𝑥 + 𝑠𝛾)⇑𝑘 ⇑≡ 0, dacǎ 𝑦 = (−𝑠𝑥 − 𝛾)⇑𝑘.

Fie 𝑙1 ≡ 𝑦 −𝐴𝑥 −𝐵 = 0, 𝐴,𝐵 ≠ 0. Identitatea (𝑘𝑥3 +𝑚𝑥2𝑦 + 𝑝𝑥𝑦2 + 𝑟𝑦3) ⋃︀𝑦=𝐴𝑥= (𝑘 +𝐴𝑚 +

𝐴2𝑝 + 𝐴3𝑟)𝑥3 ≡ 0 se îndeplineşte dacǎ 𝑘 = −𝐴(𝑚 + 𝐴𝑝 + 𝐴2𝑟). Astfel 𝑋1(𝑥) = (−𝐵(𝐴2𝑚 +

𝐴2𝐵𝑓𝑚+𝐴3𝑝+𝐴3𝐵𝑓𝑝+𝐴4𝑟 +𝐴4𝐵𝑓𝑟 +𝐴2𝐵2𝑚𝑟 +𝐴3𝐵2𝑝𝑟 +𝐴4𝐵2𝑟2 −𝐵𝑓𝑠−𝐵2𝑟𝑠) − (𝐴𝑚+

𝐴3𝑚 +𝐴2𝐵𝑐𝑚 + 2𝐴3𝐵𝑓𝑚 +𝐴2𝑝 +𝐴4𝑝 +𝐴3𝐵𝑐𝑝 + 2𝐴4𝐵𝑓𝑝 +𝐴2𝐵2𝑚𝑝 +𝐴3𝐵2𝑝2 +𝐴3𝑟 +𝐴5𝑟 +

𝐴4𝐵𝑐𝑟 + 2𝐴5𝐵𝑓𝑟 + 3𝐴3𝐵2𝑚𝑟 + 4𝐴4𝐵2𝑝𝑟 + 3𝐴5𝐵2𝑟2 − 𝐵𝑐𝑠 − 2𝐴𝐵𝑓𝑠 − 𝐵2𝑝𝑠 − 3𝐴𝐵2𝑟𝑠)𝑥 −

(𝑎 + 𝐴𝑐 + 𝐴2𝑓 + 𝐵𝑚 + 2𝐴𝐵𝑝 + 3𝐴2𝐵𝑟)(𝐴2𝑚 + 𝐴3𝑝 + 𝐴4𝑟 − 𝑠)𝑥2)⇑(𝐴(𝑚 + 𝐴𝑝 + 𝐴2𝑟)) ≡ 0

dacǎ {𝑎 = (𝑚 + 𝐴𝑝 + 𝐴2𝑟)(𝐴2 − 𝐴2𝐵2𝑚 − 𝐴3𝐵2𝑝 − 𝐴4𝐵2𝑟 + 𝐵2𝑠)⇑(𝐵(𝐴2𝑚 + 𝐴3𝑝 + 𝐴4𝑟 −

𝑠)), 𝑐 = (𝐴(𝑚 + 𝐴𝑝 + 𝐴2𝑟)(1 + 𝐴𝐵2𝑝 + 𝐴2(𝐵2𝑟 − 1)) + 𝐵2(𝑝 + 𝐴𝑟)𝑠)⇑(𝐵𝑠 − 𝐴2𝐵(𝑚 + 𝐴𝑝 +

𝐴2𝑟)), 𝑓 = (𝐴2(1 + 𝐵2𝑟)(𝑚 + 𝐴𝑝 + 𝐴2𝑟) + 𝐵2𝑟𝑠)⇑(𝐵𝑠 − 𝐴2𝐵(𝑚 + 𝐴𝑝 + 𝐴2𝑟))}. Polinomul

𝑋2(𝑥) = (𝐵𝑠 + (𝐴𝑚 + 𝐴2𝑝 + 𝐴3𝑟 + 𝐴𝑠)𝑥)𝑋21(𝑥)⇑(𝐴2𝐵2(𝑚 + 𝐴𝑝 + 𝐴2𝑟)2(𝐴2𝑚 + 𝐴3𝑝 + 𝐴4𝑟 −

𝑠)), unde 𝑋21(𝑥) = 𝐵2(𝐴2𝑚2 + 𝐴4𝑚2 + 2𝐴3𝑚𝑝 + 2𝐴5𝑚𝑝 + 𝐴4𝑝2 + 𝐴6𝑝2 + 2𝐴4𝑚𝑟 + 2𝐴6𝑚𝑟 −

𝐴2𝐵2𝑚2𝑟−2𝐴4𝐵2𝑚2𝑟+2𝐴5𝑝𝑟+2𝐴7𝑝𝑟−2𝐴3𝐵2𝑚𝑝𝑟−4𝐴5𝐵2𝑚𝑝𝑟−𝐴4𝐵2𝑝2𝑟−2𝐴6𝐵2𝑝2𝑟+𝐴6𝑟2+

𝐴8𝑟2−2𝐴4𝐵2𝑚𝑟2−4𝐴6𝐵2𝑚𝑟2+𝐴4𝐵4𝑚2𝑟2−2𝐴5𝐵2𝑝𝑟2−4𝐴7𝐵2𝑝𝑟2+2𝐴5𝐵4𝑚𝑝𝑟2+𝐴6𝐵4𝑝2𝑟2−

𝐴6𝐵2𝑟3 − 2𝐴8𝐵2𝑟3 + 2𝐴6𝐵4𝑚𝑟3 + 2𝐴7𝐵4𝑝𝑟3 + 𝐴8𝐵4𝑟4 + 𝐴𝐵2𝑚𝑝𝑠 + 𝐴2𝐵2𝑝2𝑠 + 4𝐴2𝐵2𝑚𝑟𝑠 +

5𝐴3𝐵2𝑝𝑟𝑠+ 4𝐴4𝐵2𝑟2𝑠− 2𝐴2𝐵4𝑚𝑟2𝑠− 2𝐴3𝐵4𝑝𝑟2𝑠− 2𝐴4𝐵4𝑟3𝑠+𝐵4𝑟2𝑠2) + 2𝐵(𝐴3𝑚2 +𝐴5𝑚2 +

2𝐴4𝑚𝑝+2𝐴6𝑚𝑝−𝐴4𝐵2𝑚2𝑝+𝐴5𝑝2+𝐴7𝑝2−2𝐴5𝐵2𝑚𝑝2−𝐴6𝐵2𝑝3+2𝐴5𝑚𝑟+2𝐴7𝑚𝑟−𝐴3𝐵2𝑚2𝑟−

4𝐴5𝐵2𝑚2𝑟 + 2𝐴6𝑝𝑟 + 2𝐴8𝑝𝑟 − 2𝐴4𝐵2𝑚𝑝𝑟 − 10𝐴6𝐵2𝑚𝑝𝑟 +𝐴4𝐵4𝑚2𝑝𝑟 −𝐴5𝐵2𝑝2𝑟 − 6𝐴7𝐵2𝑝2𝑟 +

2𝐴5𝐵4𝑚𝑝2𝑟 + 𝐴6𝐵4𝑝3𝑟 + 𝐴7𝑟2 + 𝐴9𝑟2 − 2𝐴5𝐵2𝑚𝑟2 − 8𝐴7𝐵2𝑚𝑟2 + 3𝐴5𝐵4𝑚2𝑟2 − 2𝐴6𝐵2𝑝𝑟2 −

81



9𝐴8𝐵2𝑝𝑟2+8𝐴6𝐵4𝑚𝑝𝑟2+5𝐴7𝐵4𝑝2𝑟2−𝐴7𝐵2𝑟3−4𝐴9𝐵2𝑟3+6𝐴7𝐵4𝑚𝑟3+7𝐴8𝐵4𝑝𝑟3+3𝐴9𝐵4𝑟4+

𝐴𝐵2𝑚2𝑠+4𝐴2𝐵2𝑚𝑝𝑠+3𝐴3𝐵2𝑝2𝑠+𝐴𝐵2𝑚𝑟𝑠+8𝐴3𝐵2𝑚𝑟𝑠+𝐴2𝐵2𝑝𝑟𝑠+10𝐴4𝐵2𝑝𝑟𝑠−2𝐴2𝐵4𝑚𝑝𝑟𝑠−

2𝐴3𝐵4𝑝2𝑟𝑠+𝐴3𝐵2𝑟2𝑠+7𝐴5𝐵2𝑟2𝑠−6𝐴3𝐵4𝑚𝑟2𝑠−8𝐴4𝐵4𝑝𝑟2𝑠−6𝐴5𝐵4𝑟3𝑠+𝐵4𝑝𝑟𝑠2+3𝐴𝐵4𝑟2𝑠2)𝑥+

(𝐴2𝑚2 + 2𝐴4𝑚2 + 𝐴6𝑚2 + 𝐴2𝐵2𝑚3 − 2𝐴4𝐵2𝑚3 + 2𝐴3𝑚𝑝 + 4𝐴5𝑚𝑝 + 2𝐴7𝑚𝑝 + 2𝐴3𝐵2𝑚2𝑝 −

10𝐴5𝐵2𝑚2𝑝+𝐴4𝑝2+2𝐴6𝑝2+𝐴8𝑝2+𝐴4𝐵2𝑚𝑝2−14𝐴6𝐵2𝑚𝑝2+𝐴4𝐵4𝑚2𝑝2−6𝐴7𝐵2𝑝3+2𝐴5𝐵4𝑚𝑝3+

𝐴6𝐵4𝑝4 + 2𝐴4𝑚𝑟 + 4𝐴6𝑚𝑟 + 2𝐴8𝑚𝑟 −𝐴4𝐵2𝑚2𝑟 − 16𝐴6𝐵2𝑚2𝑟 + 2𝐴4𝐵4𝑚3𝑟 + 2𝐴5𝑝𝑟 + 4𝐴7𝑝𝑟 +

2𝐴9𝑝𝑟 − 4𝐴5𝐵2𝑚𝑝𝑟 − 40𝐴7𝐵2𝑚𝑝𝑟 + 14𝐴5𝐵4𝑚2𝑝𝑟 − 3𝐴6𝐵2𝑝2𝑟 − 24𝐴8𝐵2𝑝2𝑟 + 24𝐴6𝐵4𝑚𝑝2𝑟 +

12𝐴7𝐵4𝑝3𝑟 + 𝐴6𝑟2 + 2𝐴8𝑟2 + 𝐴10𝑟2 − 5𝐴6𝐵2𝑚𝑟2 − 26𝐴8𝐵2𝑚𝑟2 + 19𝐴6𝐵4𝑚2𝑟2 − 6𝐴7𝐵2𝑝𝑟2 −

30𝐴9𝐵2𝑝𝑟2 + 54𝐴7𝐵4𝑚𝑝𝑟2 + 36𝐴8𝐵4𝑝2𝑟2 − 3𝐴8𝐵2𝑟3 − 12𝐴10𝐵2𝑟3 + 32𝐴8𝐵4𝑚𝑟3 + 40𝐴9𝐵4𝑝𝑟3 +

15𝐴10𝐵4𝑟4 + 3𝐴2𝐵2𝑚2𝑠 + 2𝐴𝐵2𝑚𝑝𝑠 + 11𝐴3𝐵2𝑚𝑝𝑠 + 2𝐴2𝐵2𝑝2𝑠 + 8𝐴4𝐵2𝑝2𝑠 − 2𝐴2𝐵4𝑚𝑝2𝑠 −

2𝐴3𝐵4𝑝3𝑠+6𝐴2𝐵2𝑚𝑟𝑠+18𝐴4𝐵2𝑚𝑟𝑠−4𝐴2𝐵4𝑚2𝑟𝑠+8𝐴3𝐵2𝑝𝑟𝑠+23𝐴5𝐵2𝑝𝑟𝑠−24𝐴3𝐵4𝑚𝑝𝑟𝑠−

22𝐴4𝐵4𝑝2𝑟𝑠 + 6𝐴4𝐵2𝑟2𝑠 + 15𝐴6𝐵2𝑟2𝑠 − 34𝐴4𝐵4𝑚𝑟2𝑠 − 50𝐴5𝐵4𝑝𝑟2𝑠 − 30𝐴6𝐵4𝑟3𝑠 + 𝐵4𝑝2𝑠2 +

2𝐵4𝑚𝑟𝑠2 + 10𝐴𝐵4𝑝𝑟𝑠2 + 15𝐴2𝐵4𝑟2𝑠2)𝑥2 + 2𝐵(𝑚+ 2𝐴𝑝+ 3𝐴2𝑟)(𝐴2𝑚+𝐴3𝑝+𝐴4𝑟 − 𝑠)(−𝐴𝑚−

𝐴3𝑚−𝐴2𝑝−𝐴4𝑝+𝐴2𝐵2𝑚𝑝+𝐴3𝐵2𝑝2 −𝐴3𝑟 −𝐴5𝑟 + 3𝐴3𝐵2𝑚𝑟 + 4𝐴4𝐵2𝑝𝑟 + 3𝐴5𝐵2𝑟2 −𝐵2𝑝𝑠−

3𝐴𝐵2𝑟𝑠)𝑥3 +𝐵2(𝑚 + 2𝐴𝑝 + 3𝐴2𝑟)2(𝐴2𝑚 +𝐴3𝑝 +𝐴4𝑟 − 𝑠)2𝑥4. Identitatea 𝑋2(𝑥) ≡ 0 implicǎ

𝑋21(𝑥) ≡ 0 ⇒ {𝑚 = (𝐴2 − 2)𝑟, 𝑝 = (𝑟 − 2𝐴2𝑟)⇑𝐴, 𝑠 = −𝐴2(𝐵2𝑟 − 1)⇑𝐵2} sau {𝑝 = −3𝐴(1 +

𝐴2)𝑢2 ± (1 +𝐴2)𝑢⇑𝐵, 𝑟 = 𝑢2(1 +𝐴2)}, unde 𝑢 este un parametru.

Sistemul {(2.6),(3.16)} are 𝜅(𝑥, 𝑦) = (𝑠𝑥+ 𝑘𝑦)2(𝑘3𝑥2 + 𝑘𝑝𝑠𝑥𝑦 − 𝑟𝑠2𝑥𝑦 + 𝑘𝑟𝑠𝑦2)⇑(𝑠𝑘3). Din

𝑘𝑠 ≠ 0 rezultǎ cǎ sistemul poate avea o dreaptǎ invariantǎ de forma 𝑦 −𝐴𝑥 −𝐵 = 0, 𝐵 ≠ 0.

Pentru aceasta este necesar ca 𝑋1(𝑥) = (𝐵𝑘𝑠(𝐴𝑘3 + 𝐴𝐵𝑓𝑘3 + 𝐴𝐵2𝑘3𝑟 + 𝐵𝑓𝑘2𝑠 + 𝐵𝑔𝑘𝑟𝑠 +

𝐵2𝑘2𝑟𝑠−𝑎𝐵𝑟𝑠2)+𝑠(𝑘4+𝐴2𝑘4+𝐴𝐵𝑐𝑘4+2𝐴2𝐵𝑓𝑘4+𝐴𝐵2𝑘4𝑝+3𝐴2𝐵2𝑘4𝑟+𝐵𝑐𝑘3𝑠+2𝐴𝐵𝑓𝑘3𝑠+

𝐵𝑔𝑘2𝑝𝑠+𝐵2𝑘3𝑝𝑠+2𝐴𝐵𝑔𝑘2𝑟𝑠+3𝐴𝐵2𝑘3𝑟𝑠−𝑎𝐵𝑘𝑝𝑠2−2𝑎𝐴𝐵𝑘𝑟𝑠2−𝐵𝑔𝑘𝑟𝑠2+𝑎𝐵𝑟𝑠3)𝑥+(𝐴𝐵𝑘6+

𝑎𝐴𝑘4𝑠+𝐴2𝑐𝑘4𝑠+𝐴3𝑓𝑘4𝑠+𝑔𝑘4𝑠+𝐵𝑘5𝑠+2𝐴2𝐵𝑘4𝑝𝑠+3𝐴3𝐵𝑘4𝑟𝑠+𝐴𝑐𝑘3𝑠2+𝐴2𝑓𝑘3𝑠2+𝐴𝑔𝑘2𝑝𝑠2+

3𝐴𝐵𝑘3𝑝𝑠2+𝐴2𝑔𝑘2𝑟𝑠2+3𝐴2𝐵𝑘3𝑟𝑠2−𝑎𝐴𝑘𝑝𝑠3+𝐵𝑘2𝑝𝑠3−𝑎𝐴2𝑘𝑟𝑠3−𝐴𝑔𝑘𝑟𝑠3−𝐴𝐵𝑘2𝑟𝑠3+𝑎𝐴𝑟𝑠4−

𝐵𝑘𝑟𝑠4)𝑥2 + 𝑘(𝐴𝑘 + 𝑠)2(𝑘3 + 𝐴𝑘𝑝𝑠 + 𝐴2𝑘𝑟𝑠 − 𝐴𝑟𝑠2)𝑥3)⇑(𝑘4𝑠) ≡ 0 ⇒ 𝐴 ≠ 0 şi douǎ serii de

condiții:

𝑔 = 𝑠(𝑎𝐵 − 1)⇑(𝐵𝑘), 𝑝 = 𝑘(𝑘2 − 2𝑠2)⇑𝑠2, 𝑟 = −𝑘2⇑𝑠; (3.54)

𝑐 = −(1⇑(𝐴2𝐵𝑘2𝑠(𝐴𝑘 + 𝑠)))(−𝐴2𝐵2𝑘5 −𝐴4𝑘3𝑠 + 𝑎𝐴2𝐵𝑘3𝑠 − 2𝐴𝐵2𝑘4𝑠

+𝑎𝐴𝐵𝑘2𝑠2 −𝐵2𝑘3𝑠2 −𝐴4𝑘𝑟𝑠2 + 𝑎𝐴4𝐵𝑘𝑟𝑠2 + 𝑎𝐴3𝐵𝑟𝑠3),

𝑓 = −(1⇑(𝐴𝐵𝑘2(𝐴𝑘 + 𝑠)))(𝐴2𝑘3 +𝐴2𝐵2𝑘3𝑟 +𝐴2𝑘𝑟𝑠 − 𝑎𝐴2𝐵𝑘𝑟𝑠

+2𝐴𝐵2𝑘2𝑟𝑠 − 𝑎𝐴𝐵𝑟𝑠2 +𝐵2𝑘𝑟𝑠2),

𝑔 = (𝐴2 − 𝑎𝐴2𝐵 +𝐴𝐵2𝑘 +𝐵2𝑠)⇑(𝐴𝐵), 𝑝 = −((𝑘3 +𝐴2𝑘𝑟𝑠 −𝐴𝑟𝑠2)⇑(𝐴𝑘𝑠)).

(3.55)
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În condițiile (3.54) 𝐴 = −𝑠⇑𝑘, 𝑋2(𝑥) = −𝑋2𝑑(𝑥)𝑋22(𝑥)⇑(𝐵2𝑘6𝑠2), unde

𝑋2𝑑(𝑥) = 𝐵𝑘2𝑠(𝐵2𝑘2 − 𝑠 − 𝐵𝑓𝑠) − 𝑘(𝐵2𝑘4 + 𝐵𝑐𝑘𝑠2 + 𝐵2𝑘2𝑠2 − 𝑠3 − 2𝐵𝑓𝑠3)𝑥 − 𝑠2(𝑎𝑘2 −

𝑐𝑘𝑠 + 𝑓𝑠2)𝑥2 şi 𝑋22(𝑥) = 𝐵2𝑘2(𝑘2 + 𝐵𝑓𝑘2 + 𝐵𝑐𝑘𝑠 + 𝑠2 − 𝐵𝑓𝑠2) + (𝑎𝐵𝑘2 − 𝑘2 − 𝐵𝑐𝑘𝑠 − 𝑠2 +

𝐵𝑓𝑠2)𝑥(2𝐵𝑘𝑠 − (𝑘2 + 𝑠2)𝑥). Dacǎ 𝑋2𝑑(𝑥) ≡ 0, atunci sistemul cubic este degenerat, iar dacǎ

𝑋22(𝑥) ≡ 0, atunci {𝑎 = −𝑓, 𝑐 = (𝐵𝑓𝑠2 − 𝑘2 −𝐵𝑓𝑘2 − 𝑠2)⇑(𝐵𝑘𝑠)}.

În condițiile (3.55) 𝑋2(𝑥) = −𝑋2𝑑(𝑥)𝑋22(𝑥)⇑(𝐴5𝐵2𝑘6𝑠2(𝐴𝑘 + 𝑠)2), unde

𝑋2𝑑(𝑥) = 𝐴𝐵𝑠(𝐴𝑘(𝑘 −𝐴𝑟) +𝐵(𝑎𝐴 −𝐵𝑘)𝑟(𝐴𝑘 + 𝑠)) + (𝐴3𝑘(𝐴𝑟 − 𝑘)𝑠 +𝐵(𝑎𝐴 −𝐵𝑘)(𝐴𝑘 +

𝑠)(𝐴2𝑟𝑠 − 𝑘2))𝑥 şi

𝑋22(𝑥) = 𝐴2𝐵2𝑠2(𝐴4𝑘5 + 𝑎𝐴2𝐵𝑘5 − 𝐴2𝐵2𝑘5𝑟 − 2𝐴4𝐵2𝑘5𝑟 + 𝐴4𝐵4𝑘5𝑟2 + 𝐴𝑘4𝑠 + 𝐴3𝑘4𝑠 +

𝑎𝐴𝐵𝑘4𝑠−𝐴2𝑘3𝑟𝑠+𝑎𝐴2𝐵𝑘3𝑟𝑠−2𝐴𝐵2𝑘4𝑟𝑠−5𝐴3𝐵2𝑘4𝑟𝑠+𝐴4𝐵2𝑘3𝑟2𝑠−𝑎𝐴4𝐵3𝑘3𝑟2𝑠+4𝐴3𝐵4𝑘4𝑟2𝑠+

𝑎𝐴𝐵𝑘2𝑟𝑠2−𝐵2𝑘3𝑟𝑠2−4𝐴2𝐵2𝑘3𝑟𝑠2+2𝐴3𝐵2𝑘2𝑟2𝑠2−3𝑎𝐴3𝐵3𝑘2𝑟2𝑠2+6𝐴2𝐵4𝑘3𝑟2𝑠2−𝐴𝐵2𝑘2𝑟𝑠3+

𝐴2𝐵2𝑘𝑟2𝑠3 − 3𝑎𝐴2𝐵3𝑘𝑟2𝑠3 + 4𝐴𝐵4𝑘2𝑟2𝑠3 − 𝑎𝐴𝐵3𝑟2𝑠4 + 𝐵4𝑘𝑟2𝑠4) + 2𝐴𝐵𝑠(𝐴𝑘 + 𝑠)(𝐴3𝐵2𝑘6 −

𝐴3𝐵4𝑘6𝑟 +𝐴3𝑘4𝑠 +𝐴5𝑘4𝑠 + 2𝐴2𝐵2𝑘5𝑠 − 2𝐴3𝐵2𝑘4𝑟𝑠 − 3𝐴5𝐵2𝑘4𝑟𝑠 + 𝑎𝐴3𝐵3𝑘4𝑟𝑠 − 3𝐴2𝐵4𝑘5𝑟𝑠 +

2𝐴5𝐵4𝑘4𝑟2𝑠+𝐴𝐵2𝑘4𝑠2−2𝐴2𝐵2𝑘3𝑟𝑠2−5𝐴4𝐵2𝑘3𝑟𝑠2+2𝑎𝐴2𝐵3𝑘3𝑟𝑠2−3𝐴𝐵4𝑘4𝑟𝑠2+𝐴5𝐵2𝑘2𝑟2𝑠2−

𝑎𝐴5𝐵3𝑘2𝑟2𝑠2+6𝐴4𝐵4𝑘3𝑟2𝑠2−2𝐴3𝐵2𝑘2𝑟𝑠3+𝑎𝐴𝐵3𝑘2𝑟𝑠3−𝐵4𝑘3𝑟𝑠3+𝐴4𝐵2𝑘𝑟2𝑠3−2𝑎𝐴4𝐵3𝑘𝑟2𝑠3+

6𝐴3𝐵4𝑘2𝑟2𝑠3−𝑎𝐴3𝐵3𝑟2𝑠4+2𝐴2𝐵4𝑘𝑟2𝑠4)𝑥+(𝐴𝑘+𝑠)(𝐴3𝐵4𝑘8+2𝐴3𝐵2𝑘6𝑠+4𝐴5𝐵2𝑘6𝑠−𝑎𝐴3𝐵3𝑘6𝑠+

3𝐴2𝐵4𝑘7𝑠−6𝐴5𝐵4𝑘6𝑟𝑠+𝐴3𝑘4𝑠2+2𝐴5𝑘4𝑠2+𝐴7𝑘4𝑠2+2𝐴2𝐵2𝑘5𝑠2+7𝐴4𝐵2𝑘5𝑠2−2𝑎𝐴2𝐵3𝑘5𝑠2+

3𝐴𝐵4𝑘6𝑠2−5𝐴5𝐵2𝑘4𝑟𝑠2−6𝐴7𝐵2𝑘4𝑟𝑠2+2𝑎𝐴5𝐵3𝑘4𝑟𝑠2−18𝐴4𝐵4𝑘5𝑟𝑠2+6𝐴7𝐵4𝑘4𝑟2𝑠2+3𝐴3𝐵2𝑘4𝑠3−

𝑎𝐴𝐵3𝑘4𝑠3+𝐵4𝑘5𝑠3−7𝐴4𝐵2𝑘3𝑟𝑠3−11𝐴6𝐵2𝑘3𝑟𝑠3+4𝑎𝐴4𝐵3𝑘3𝑟𝑠3−18𝐴3𝐵4𝑘4𝑟𝑠3+𝐴7𝐵2𝑘2𝑟2𝑠3−

𝑎𝐴7𝐵3𝑘2𝑟2𝑠3 + 19𝐴6𝐵4𝑘3𝑟2𝑠3 − 2𝐴3𝐵2𝑘2𝑟𝑠4 − 5𝐴5𝐵2𝑘2𝑟𝑠4 + 2𝑎𝐴3𝐵3𝑘2𝑟𝑠4 − 6𝐴2𝐵4𝑘3𝑟𝑠4 +

𝐴6𝐵2𝑘𝑟2𝑠4−2𝑎𝐴6𝐵3𝑘𝑟2𝑠4+21𝐴5𝐵4𝑘2𝑟2𝑠4−𝑎𝐴5𝐵3𝑟2𝑠5+9𝐴4𝐵4𝑘𝑟2𝑠5+𝐴3𝐵4𝑟2𝑠6)𝑥2+2𝐴𝐵(𝐴𝑘+

𝑠)3(−𝑘2 + 𝐴2𝑟𝑠)(−𝐴𝐵2𝑘4 − 𝐴𝑘2𝑠 − 𝐴3𝑘2𝑠 − 𝐵2𝑘3𝑠 + 2𝐴3𝐵2𝑘2𝑟𝑠 + 3𝐴2𝐵2𝑘𝑟𝑠2 + 𝐴𝐵2𝑟𝑠3)𝑥3 +

𝐴𝐵2(𝐴𝑘 + 𝑠)5(−𝑘2 +𝐴2𝑟𝑠)2𝑥4.

Dacǎ 𝑋2𝑑(𝑥) ≡ 0, atunci sistemul cubic este degenerat, iar dacǎ 𝑋22(𝑥) ≡ 0, atunci

{𝑟 = 𝑘2⇑(𝐴2𝑠), 𝐴2𝐵2𝑘2 −𝐴2𝑠 −𝐴4𝑠 + 2𝐴𝐵2𝑘𝑠 +𝐵2𝑠2 = 0}.

În aşa mod, am demonstrat urmǎtoarea lemǎ:

Lema 3.3.2. Sistemele (2.6) au o dreaptǎ invariantǎ realǎ afinǎ de multiplicitatea doi şi

dreapta de la infinit 𝑍 = 0 de multiplicitatea cel puțin trei, dacǎ şi numai dacǎ se îndeplineşte

una dintre urmǎtoarele treisprezece serii de condiții:

𝑎 = 𝑐 = 𝑓 = 𝑘 = 𝑙 =𝑚 = 𝑝 = 𝑟 = 0, 𝑑 = −2⇑𝐵, 𝑔 = −𝑏(2 + 𝑏2𝐵2),

𝑛 = (1 + 𝑏2𝐵2)⇑𝐵2, 𝑞 = 2𝑏(1 + 𝑏2𝐵2)⇑𝐵, 𝑠 = 𝑏2(1 + 𝑏2𝐵2);
(3.56)
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𝑎 = 𝑐 = 𝑓 = 𝑘 =𝑚 = 𝑝 = 𝑟 = 0, 𝑑 = −(𝑏4 − 16𝑙2)⇑(4𝑏𝑙),

𝑔 = −𝑏, 𝑛 = −(𝑏4 − 8𝑙2)⇑(2𝑏2), 𝑞 = (𝑏4 − 32𝑙2)⇑(16𝑙), 𝑠 = 𝑏2⇑4;
(3.57)

𝑎 = (±2𝑞2𝑠 ± 4𝑠3 + 𝑔𝑞
⌈︂
𝑠(𝑞2 + 4𝑠2))⇑(2𝑠

⌈︂
𝑠(𝑞2 + 4𝑠2)),

𝑏 = 𝑞(±2𝑞2𝑠 ± 8𝑠3 + 𝑔𝑞
⌈︂
𝑠(𝑞2 + 4𝑠2))⇑(4𝑠2

⌈︂
𝑠(𝑞2 + 4𝑠2)),

𝑐 = 𝑞(±2𝑞2𝑠 ± 4𝑠3 + 𝑔𝑞
⌈︂
𝑠(𝑞2 + 4𝑠2))⇑(2𝑠2

⌈︂
𝑠(𝑞2 + 4𝑠2)),

𝑑 = (±𝑞2𝑠 ± 4𝑠3 + 𝑔𝑞
⌈︂
𝑠(𝑞2 + 4𝑠2))⇑(𝑠

⌈︂
𝑠(𝑞2 + 4𝑠2)),

𝑓 = 𝑞2(±2𝑞2𝑠 ± 4𝑠3 + 𝑔𝑞
⌈︂
𝑠(𝑞2 + 4𝑠2))⇑(8𝑠3

⌈︂
𝑠(𝑞2 + 4𝑠2)),

𝑛 = 𝑞2⇑(4𝑠), 𝑘 = 𝑙 =𝑚 = 𝑝 = 𝑟 = 0;

(3.58)

𝑎 = 𝑏 = 𝑐 = 0, 𝑑 = −2⇑𝛾, 𝑛 = 1⇑𝛾2, 𝑔 = 𝑘 = 𝑙 =𝑚 = 𝑝 = 𝑞 = 𝑟 = 𝑠 = 0; (3.59)

𝑎 = 𝑓 = 𝑘 = 𝑙 =𝑚 = 𝑛 = 𝑝 = 𝑟 = 𝑠 = 0, 𝑏 = −𝑐, 𝑔 = 𝑐, 𝑞 ≠ 0; (3.60)

𝑎 = 0, 𝑏 = −𝑝𝛾, 𝑐 = −2𝑝𝛾, 𝑑 = −2⇑𝛾, 𝑔 = 𝑘 = 0, 𝑛 = 1⇑𝛾2,

𝑙 = 𝑝, 𝑚 = 𝑞 = 0, 𝑟 = 𝑝2𝛾2, 𝑠 = 0;
(3.61)

𝑎 = 𝑏 = 0, 𝑐 = −2⇑𝐵, 𝑑 = −2𝐵𝑞, 𝑓 = 𝑔 = 0,

𝑘 = 𝑙 = 0, 𝑚 = 1⇑𝐵2, 𝑛 = 𝑝 = 𝑟 = 𝑠 = 0, 𝑞 ≠ 0;
(3.62)

𝑎 = 2𝐵𝑟, 𝑏 = 2𝐴(𝐵2𝑟 − 1)⇑𝐵, 𝑐 = 2(𝐴2 − 1)𝐵𝑟⇑𝐴,

𝑑 = 2(1 −𝐴2)(𝐵2𝑟 − 1)⇑𝐵, 𝑓 = −2𝐵𝑟, 𝑚 = (𝐴2 − 2)𝑟,

𝑔 = 2𝐴(1 −𝐵2𝑟)⇑𝐵, 𝑘 = 𝐴𝑟, 𝑙 = 𝐴(1 −𝐵2𝑟)⇑𝐵2,

𝑛 = (2𝐴2 − 1)(𝐵2𝑟 − 1)⇑𝐵2, 𝑝 = (1 − 2𝐴2)𝑟⇑𝐴,

𝑞 = 𝐴(2 −𝐴2)(𝐵2𝑟 − 1)⇑𝐵2, 𝑠 = 𝐴2(1 −𝐵2𝑟)⇑𝐵2;

(3.63)

𝑎 = −𝐴𝑢(𝐴𝐵𝑢 +𝐴3𝐵𝑢 ±𝐴2 ± 2), 𝑏 = (𝐴𝐵𝑢 ± 1)(𝐵𝑢 +𝐴2𝐵𝑢 ∓𝐴)⇑𝐵,

𝑐 = 2𝑢(𝐴𝐵𝑢 +𝐴3𝐵𝑢 ± 1), 𝑑 = −2(𝐴𝐵𝑢 ± 1)(𝐴𝐵𝑢 +𝐴3𝐵𝑢 ± 1)⇑𝐵,

𝑓 = −𝑢(𝐵𝑢 +𝐴2𝐵𝑢 ∓𝐴), 𝑔 = 𝐴(𝐴𝐵𝑢 ± 1)(𝐴𝐵𝑢 +𝐴3𝐵𝑢 ± 2 ±𝐴2)⇑𝐵,

𝑘 = −𝐴2(1 +𝐴2)𝑢(𝐴𝐵𝑢 ± 1)⇑𝐵, 𝑙 = −(1 +𝐴2)𝑢(𝐴𝐵𝑢 ± 1)⇑𝐵,

𝑚 = 𝐴(1 +𝐴2)𝑢(3𝐴𝐵𝑢 ± 2)⇑𝐵, 𝑛 = (1 +𝐴2)(𝐴𝐵𝑢 ± 1)(3𝐴𝐵𝑢 ± 1)⇑𝐵2,

𝑝 = −(1 +𝐴2)𝑢(3𝐴𝐵𝑢 ± 1)⇑𝐵, 𝑞 = −𝐴(1 +𝐴2)(𝐴𝐵𝑢 ± 1)(3𝐴𝐵𝑢 ± 2)⇑𝐵2,

𝑟 = 𝑢2(1 +𝐴2), 𝑠 = 𝐴2(1 +𝐴2)(𝐴𝐵𝑢 ± 1)2⇑𝐵2;

(3.64)

𝑎 = −𝑓, 𝑏 = −𝑔 = 𝑠(1 +𝐵𝑓)⇑(𝐵𝑘), 𝑐 = (𝐵𝑓𝑠2 − 𝑘2 −𝐵𝑓𝑘2 − 𝑠2)⇑(𝐵𝑘𝑠),

𝑑 = (𝐵𝑓𝑠2 − 2𝑘2 −𝐵𝑓𝑘2)⇑(𝐵𝑘2), 𝑙 = −𝑘, 𝑚 = (2𝑘2 − 𝑠2)⇑𝑠,

𝑛 = (𝑘2 − 2𝑠2)⇑𝑠, 𝑝 = 𝑘(𝑘2 − 2𝑠2)⇑𝑠2, 𝑞 = (2𝑘2 − 𝑠2)⇑𝑘, 𝑟 = −𝑘2⇑𝑠;

(3.65)
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𝑏 = (𝐴𝑘 − 𝑎𝐴𝐵𝑘 −𝐴2𝑠 − 𝑎𝐵𝑠)⇑(𝐴𝐵(𝐴𝑘 + 𝑠)),

𝑐 = 2(𝐴𝑘 +𝐴3𝑘 − 𝑎𝐴𝐵𝑘 − 𝑎𝐵𝑠)⇑(𝐴𝐵(𝐴𝑘 + 𝑠)),

𝑑 = 2(𝑎𝐵 − 1)⇑𝐵,𝑓 = (𝑎𝐴𝐵𝑘 + 𝑎𝐵𝑠 − 2𝐴𝑘 − 2𝐴3𝑘)⇑(𝐴2𝐵(𝐴𝑘 + 𝑠)),

𝑔 = (𝐴2 − 𝑎𝐴2𝐵 +𝐴𝐵2𝑘 +𝐵2𝑠)⇑(𝐴𝐵), 𝑙 = 𝑘⇑𝐴2, 𝑚 = 𝑘(𝐴𝑘 − 2𝑠)⇑(𝐴𝑠),

𝑛 = (𝑠 − 2𝐴𝑘)⇑𝐴2, 𝑝 = 𝑘(𝑠 − 2𝐴𝑘)⇑(𝐴2𝑠), 𝑞 = (𝐴𝑘 − 2𝑠)⇑𝐴,

𝑟 = 𝑘2⇑(𝐴2𝑠), 𝐴2𝐵2𝑘2 −𝐴2𝑠 −𝐴4𝑠 + 2𝐴𝐵2𝑘𝑠 +𝐵2𝑠2 = 0.

(3.66)

3.3.1. Integrabilitatea sistemelor cubice {(2.6),(3.56)}-{(2.6),(3.66)}.

Sistemele {(2.6),(3.56)}, {(2.6),(3.58)} sunt integrabile şi au, respectiv, urmǎtorii factori

integranți:

𝜇(𝑥, 𝑦) = 1⇑(−𝐵 + 𝑏𝐵𝑥 + 𝑦)2,

𝜇(𝑥, 𝑦) = 1⇑(2
⌈︂
𝑠(𝑞2 + 4𝑠2) ± 2𝑞𝑠𝑥 ± 𝑞2𝑦)2.

Sistemele {(2.6),(3.63)}, {(2.6),(3.64)} şi {(2.6),(3.66)} au factorul integrant

𝜇(𝑥, 𝑦) = 1⇑(−𝐵 −𝐴𝑥 + 𝑦)2,

iar Sistemele {(2.6),(3.59)} şi {(2.6),(3.61)} au factorul integrant

𝜇(𝑥, 𝑦) = 1⇑(𝑦 − 𝛾)2,

şi pentru aceste sisteme, punctul critic (0,0) este de tip centru.

Pentru Sistemul {(2.6),(3.57)} ({(2.6),(3.65)}) prima mǎrime Lyapunov

𝐿1 = −(𝑏4+16𝑙2)⇑(64𝑙) (𝐿1 = (𝑘2+𝑠2)2⇑(4𝑘𝑠2)) nu este egalǎ cu zero şi de aceea {(2.6),(3.57)}

({(2.6),(3.65)}) are focar în (0,0).

Sistemele {(2.6),(3.60)} şi {(2.6),(3.62)} au prima mǎrime Lyapunov 𝐿1 = −𝑞⇑4, 𝑞 ≠ 0

care este diferitǎ de zero.

Astfel, am demostrat:

Teorema 3.3.1. Fie sistemul diferențial cubic (2.6) are dreapta de la infinit de multiplici-

tatea algebricǎ cel puțin trei şi o dreaptǎ invariantǎ afinǎ realǎ 𝑙1 de multiplicitatea doi.

Atunci, pentru acest sistem originea de coordonate (0,0) este punct critic de tip centru,

dacǎ şi numai dacǎ el are factor integrant de forma 𝜇(𝑥, 𝑦) = 1⇑𝑙21.
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3.4. Sistemele cubice (2.6) ce au dreapta de la infinit şi o dreaptǎ reală afină

invariantǎ 𝑙1 de multiplicitǎțile 𝑚(𝑙∞) ≥ 2, 𝑚(𝑙1) ≥ 3.

Sistemele, enunțate în titlul secțiunii, se obțin din sistemele din Lema 3.3.2 cu ajutorul

transformării 𝑋 = 𝑥⇑𝑙1, 𝑌 = 𝑦⇑𝑙1.

De exemplu, sistemul {(2.6),(3.56)} are 𝑙1 = −𝐵 + 𝑏𝐵𝑥 + 𝑦 şi transformarea 𝑋 = 𝑥⇑(−𝐵 +

𝑏𝐵𝑥 + 𝑦),= 𝑦⇑(−𝐵 + 𝑏𝐵𝑥 + 𝑦), reduce {(2.6),(3.56)} la sistemul

𝑋̇ = 𝑌 +𝑋2 − 3𝑏𝐵𝑋𝑌 − 2𝑌 2 + 𝑏3𝐵3𝑋3 + 3𝑏2𝐵2𝑋2𝑌 + 3𝑏𝐵𝑋𝑌 2 + 𝑌 3,

𝑌̇ = −𝑋(1 + 𝑏3𝐵3𝑋 − 𝑌 ),

pentru care infinitul are multiplicitatea doi, iar dreapta afină invariantă 𝑏𝐵𝑋 + 𝑌 − 1 = 0 e

de multiplicitatea trei.

În cazul 𝑚(𝑍) ≥ 2, 𝑚(𝑙1) ≥ 3 (Figura 3.1 d)) are loc:

Teorema 3.4.1. Sistemul diferențial cubic (2.6), pentru care dreapta de la infinit e de

multiplicitate algebricǎ nu mai mică ca doi, iar dreapta invariantǎ afină 𝑙1 e de multiplicitatea

trei, are centru în originea de coordonate (0,0), dacǎ şi numai dacǎ el are factor integrant

de forma 𝜇(𝑥, 𝑦) = 1⇑𝑙31.

3.5. Sistemele cubice cu focar fin şi douǎ drepte invariante afine 𝑙1, 𝑙2, pentru

care 𝑚(𝑙1) +𝑚(𝑙2) +𝑚(𝑙∞) ≥ 5.

Considerǎm sistemul cubic (2.8) pentru care dreapta 𝑥 − 1 = 0 este invariantă. Ea are

multiplicitatea algebricǎ cel puțin doi, dacǎ se realizeazǎ condițiile (2.9)-(2.12).

3.5.1. Dreptele 𝑙1 şi 𝑙2 sunt reale şi paralele.

Fie 𝑙1, 𝑙2 ∈ R(︀𝑥, 𝑦⌋︀, 𝑙1 ∥ 𝑙2. Considerǎm 𝑙1 = 𝑥 − 1, iar 𝑙2 = 𝑥 − 𝛼, unde 𝛼 ∈ R şi 𝛼 ≠ 0; 1.

Dreapta 𝑙2 este invarinatǎ pentru sistemul (2.8), dacǎ se îndeplineşte condiția (2.31).

Cazul 𝑚(𝑙1) = 1, 𝑚(𝑙2) = 1.

Lema 3.5.1. Sistemul cubic (2.6) are douǎ drepte invariante reale distincte şi paralele

𝑙1 = 𝑥−1, 𝑙2 = 𝑥−𝛼,𝛼 ≠ {0,1}, 𝑚(𝑙1)+𝑚(𝑙2) = 2 şi dreapta de la infinit 𝑍 = 0 de multiplicitatea

cel puțin 3, dacǎ şi numai dacǎ, se îndeplineşte una dintre urmǎtoarele douǎ serii de condiții:

𝑎 = 𝑏 = 𝑔 = 𝑓 = 0, 𝑑 = −𝑐𝑞⇑(𝑐 + 1), 𝛼 = −1⇑(𝑐 + 1),

𝑚 = −𝑐 − 1, 𝑘 = 𝑙 = 𝑛 = 𝑝 = 𝑟 = 𝑠 = 0, 𝑐 ≠ −2, 𝑞 ≠ 0;
(3.67)
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𝑎 = 𝑏 = 𝑑 = 𝑓 = 0, 𝛼 = −1⇑(𝑐 + 1), 𝑚 = −𝑐 − 1, 𝑘 = 𝑙 = 𝑛 = 𝑝 = 𝑞 = 𝑟 = 𝑠 = 0, 𝑐 ≠ −2. (3.68)

Demonstrație. Pentru sistemul (2.8) cu condițiile (2.31), ce are deja dreptele invariante

𝑙1 = 𝑥 − 1 şi 𝑙2 = (𝑐 + 1)𝑥 + 1, vom rezolva identitǎțile {𝐶0(𝑥, 𝑦) ≡ 0, 𝐶1(𝑥, 𝑦) ≡ 0} luând în

cosiderare cǎ polinomul 𝜅(𝑥, 𝑦) ⇑≡ 0.

Polinoamele 𝜅(𝑥, 𝑦) şi 𝐶0(𝑥, 𝑦) aratǎ astfel: 𝜅(𝑥, 𝑦) = 𝑥(𝑠𝑥3+𝑞𝑥2𝑦−(1+𝑐)𝑥𝑦2+𝑛𝑥𝑦2+𝑙𝑦3),

𝐶0(𝑥, 𝑦) = (1 + 𝑐)𝑥𝜅(𝑥, 𝑦)(𝑠𝑥3 − 𝑛𝑥𝑦2 − 2𝑙𝑦3). Prin urmare, 𝐶0(𝑥, 𝑦) ≡ 0, dacǎ 𝑠 = 𝑛 = 𝑙 = 0.

În aceste condiții 𝐶1(𝑥, 𝑦) capătă forma 𝐶1(𝑥, 𝑦) = (1 + 𝑐)𝑥3𝑦(𝑔𝑞𝑥3 + (𝑑 + 𝑐𝑑 − 𝑏𝑞 + 𝑐𝑞)𝑥𝑦2 +

2𝑏(1 + 𝑐)𝑦3). Identitatea 𝐶1(𝑥, 𝑦) ≡ 0 are loc, dacǎ:

1) 𝑏 = 𝑔 = 0, 𝑑 = −𝑐𝑞⇑(𝑐 + 1), 𝑞 ≠ 0⇒ (3.67);

2) 𝑏 = 𝑑 = 𝑞 = 0⇒ (3.68). ◻

Sistemele {(2.6),(3.67)} şi {(2.6),(3.68)} au dreptele invariante paralele 𝑙1 ≡ 𝑥 − 1 = 0 şi

𝑙2 ≡ (𝑐 + 1)𝑥 + 1 = 0.

Cazul 𝑚(𝑙1) = 2, 𝑚(𝑙2) = 1.

În fiecare serie de condiții (2.9), (2.11) şi (2.12) sistemul cubic (2.8) are 𝑃 (𝛼, 𝑦) = 𝑦(−1+

𝛼)2 ⇑≡ 0, 𝑃 (𝛼, 𝑦) = −𝑦(−1+𝛼)(1+𝑓𝑦+𝛼+𝑐𝛼) ⇑≡ 0 şi 𝑃 (𝛼, 𝑦) = −(−1+𝛼)((1+𝛼+𝑐𝛼)𝑦+𝑓𝑦2+𝑎𝛼2) ⇑≡

0, respectiv. Prin urmare, dreapta realǎ 𝑙2 = 𝑥 − 𝛼, 𝛼 ∈ R, 𝛼 ≠ 0; 1 nu este invariantǎ pentru

sistemul dat.

În cazul Condițiilor (2.10) sistemul cubic (2.8) are deja dreapta invariantǎ realǎ (1+𝑐)𝑥+

1 = 0. Luând în cosiderare 𝜅(𝑥, 𝑦) = −𝑥2(𝑥2 + 𝑔𝑥2 − 𝑞𝑥𝑦 − 𝑦2 + 𝑏𝑦2) ⇑≡ 0, polinomul 𝐶0(𝑥, 𝑦) =

(1+ 𝑐)𝑥4((1+𝑔)𝑥2 − 𝑞𝑥𝑦(𝑏−1)𝑦2)((1+𝑔)𝑥2 +(2− 𝑏+ 𝑐)𝑦2) ≡ 0 pentru {𝑔 = −1; 𝑐 = 𝑏−2; 𝑏 ≠ 0}.

Astfel, are loc

Lema 3.5.2. Sistemul cubic (2.6) are douǎ drepte invariante reale paralele 𝑚(𝑙1) =

2,𝑚(𝑙2) = 1, şi dreapta de la infinit 𝑍 = 0 de multiplicitatea cel puțin doi, dacǎ şi numai

dacǎ se îndeplineşte urmǎtoarea serie de condiții:

𝑎 = 𝑓 = 𝑙 = 0, 𝑐 = 𝑏 − 2, 𝑔 = −1, 𝑚 = −𝑏 + 1, 𝑘 = 𝑛 = 𝑝 = 𝑟 = 𝑠 = 0, 𝑏 ≠ 0. (3.69)

Sistemul {(2.6),(3.69)} are dreapta invariantǎ 𝑙1 ≡ 𝑥−1 = 0 de multiplicitate algebricǎ doi

şi dreapta invariantǎ 𝑙2 ≡ 1 + (𝑏 − 1)𝑥 = 0 de multiplicitate algebricǎ unu.

3.5.2. Dreptele 𝑙1 şi 𝑙2 sunt reale şi concurente.

Cazul 𝑚(𝑙1) = 1, 𝑚(𝑙2) = 1.
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Sistemele ce verifică acestui caz se obțin din sistemele din Lema 2.3.3 prin aplicația

transformării (3.52). Astfel, luând, de exemplu, sistemul (2.35), transformarea (3.52) îl

reduce la sistemul

𝑋̇ = (1 −𝑋)𝑌, 𝑌̇ = −𝑋(2𝑋 + 𝑔𝑋 − 1)(𝑑𝑌 − 1),

pentru care infinitul e de multiplicitatea trei, iar dreptele invariante afine 𝑙1 = 𝑋 − 1 şi

𝑙2 = 𝑑𝑌 − 1 au ambele multiplicitatea unu.

Cazul 𝑚(𝑙1) = 2, 𝑚(𝑙2) = 1.

Pentru obținerea sistemelor de configurația cazului dat vom apela la Lema 2.3.4 şi trans-

formarea (3.52). Ilustrăm cele spuse pe baza exemplului (2.39). Transformarea (3.52) reduce

(2.39) la sistemul

𝑋̇ = 𝑌 (1−𝑋), 𝑌̇ = −(𝐵2𝑋−𝐵𝛼(1+𝛽)𝑋2−2𝐵𝑋𝑌 −𝛼2𝛽𝑋3+2𝛼𝛽𝑋2𝑌 −𝐵𝛼𝑌 2−𝛽𝑋𝑌 2)⇑𝐵2,

unde 𝛼 = 𝐴 +𝐵, 𝛽 = 1 +𝐴2 +𝐴𝐵. Sistemul dat are infinitul de multiplicitatea doi, dreapta

invariantă 𝑋 − 1 = 0 de multiplicitatea unu, iar dreapta invariantă (𝐴 +𝐵)𝑋 − 𝑌 −𝐵 = 0 de

multiplicitatea doi.

3.5.3. Dreptele 𝑙1 şi 𝑙2, 𝑙2 = 𝑙1 sunt complexe şi paralele.

Considerǎm sistemul (2.46) ce are dreapta invariantǎ 𝑙1 = 𝑥−𝛼− 𝑖, i.e. pentru care au loc

condițiile: 𝑎 = 𝑓 = 𝑘 = 𝑝 = 𝑟 = 0, 𝑐 = −2𝛼⇑(𝛼2 + 1), 𝑚 = 1⇑(𝛼2 + 1).

Sistemul omogenizat al sistemului (2.46) are polinomul 𝐶0(𝑥, 𝑦) de forma: 𝐶0(𝑥, 𝑦) =

−(𝑥2 +𝛼2)(𝑠2(1+𝛼2)𝑥6 + 𝑞𝑠(1+𝛼2)𝑥5𝑦 + 𝑠𝑥4𝑦2 − (𝑛𝑞 + 𝑙𝑠)(1+𝛼2)𝑥3𝑦3 + 3𝑠𝑥2𝑦2𝛼2 + 2𝑞𝑥𝑦3𝛼2 −

(𝑛+𝑛2+2𝑙𝑞+𝑛2𝛼2+2𝑙𝑞𝛼2)𝑥2𝑦4+𝑛𝑦4𝛼2− 𝑙(2+3𝑛+3𝑛𝛼2)𝑥𝑦5−2𝑙2(1+𝛼2)𝑦6)⇑(1+𝛼2)2). Luând

în considerare 𝜅(𝑥, 𝑦) = 𝑥(𝑠𝑥3+𝑞𝑥2𝑦+𝑥𝑦2+𝑛𝑥𝑦2+ 𝑙𝑦3+(𝑠𝑥3+𝑞𝑥2𝑦+𝑛𝑥𝑦2+ 𝑙𝑦3)𝛼2⇑(1+𝛼2) ⇑≡ 0,

identitatea 𝐶0(𝑥, 𝑦) ≡ 0 are loc dacǎ:

1) 𝑙 = 𝑛 = 𝑠 = 𝛼 = 0; 2) 𝑙 = 𝑛 = 𝑞 = 𝑠 = 0.

În condițiile 1) avem 𝐶1(𝑥, 𝑦) = −𝑥3𝑦(𝑔𝑞𝑥3 − (𝑑 + 𝑏𝑞)𝑥𝑦2 − 2𝑏𝑦3), care este echivalent cu

zero, dacǎ {𝑏 = 𝑑 = 𝑞 = 0} sau {𝑏 = 𝑑 = 𝑔 = 0}.

În cazul condițiilor 2), 𝐶1(𝑥, 𝑦) = 𝑦2(𝑥2+𝛼2)(𝑑𝑥2𝑦+2𝑏𝑥𝑦2−2𝑔𝑥𝛼2−𝑑𝑦𝛼2)⇑(1+𝛼2)2 ≡ 0⇒

{𝑏 = 𝑑 = 𝑔 = 0} sau {𝑏 = 𝑑 = 𝛼 = 0}. A doua serie de condiții, obtinutǎ în acest caz, este

identicǎ cu prima serie de condiții, obținutǎ în cazul 1).

În aşa mod, a fost demonstrată urmǎtoarea lemǎ:
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Lema 3.5.3. Sistemul (2.6) are douǎ drepte invariante complexe paralele şi pentru el

dreapta de la infinit e de multiplicitatea algebricǎ cel puțin trei, dacǎ se realizeazǎ una dintre

urmǎtoarele trei serii de condiții:

𝑎 = 𝑏 = 𝑐 = 𝑑 = 𝑓 = 𝑘 = 𝑙 = 𝑛 = 𝑞 = 𝑝 = 𝑟 = 𝑠 = 0, 𝑚 = 1; (3.70)

𝑎 = 𝑏 = 𝑐 = 𝑑 = 𝑓 = 𝑔 = 𝑘 = 𝑙 = 𝑛 = 𝑝 = 𝑟 = 𝑠 = 0, 𝑚 = 1; (3.71)

𝑎 = 𝑏 = 𝑑 = 𝑓 = 𝑔 = 𝑘 = 𝑙 = 𝑛 = 𝑞 = 𝑝 = 𝑟 = 𝑠 = 0, 𝑐 = −2𝛼⇑(𝛼2 + 1), 𝑚 = 1⇑(𝛼2 + 1). (3.72)

3.5.4. Dreptele 𝑙1 şi 𝑙2, 𝑙2 = 𝑙1 sunt complexe omogene.

În acest caz, considerǎm sistemul {(2.6), (2.48)} pentru care 𝑦 ∓ 𝑖𝑥 = 0 sunt drepte

invariante.

Sistemul omogen {(2.6), (2.48)} are polinoamele 𝜅(𝑥, 𝑦) şi 𝐶0(𝑥, 𝑦) de forma: 𝜅(𝑥, 𝑦) =

(𝑥2 + 𝑦2)((𝑚 + 𝑛 − 𝑟)𝑥2 + (𝑙 + 𝑝)𝑥𝑦 + 𝑟𝑦2), 𝐶0(𝑥, 𝑦) = −𝜅(𝑥, 𝑦)𝐶01(𝑥, 𝑦), unde 𝐶01(𝑥, 𝑦) =

(︀𝑘2−𝑘(𝑙+𝑝)+𝑚(𝑚+𝑛−𝑟)⌋︀𝑥4+2(︀𝑝(𝑚+𝑛−𝑟)−𝑘𝑛⌋︀𝑥3𝑦+(︀𝑝(𝑙+𝑝)−𝑚𝑛−𝑘(3𝑙+𝑝)+3(𝑚+𝑛)𝑟−

3𝑟2⌋︀𝑥2𝑦2 − 2(︀𝑙𝑚−(𝑙−𝑘 + 𝑝)𝑟⌋︀𝑥𝑦3 −(𝑙𝑝−𝑛𝑟)𝑦4. Identitatea 𝐶01(𝑥, 𝑦) ≡ 0 ne oferǎ urmǎtoarele

serii de condiții:

1) 𝑚 = 𝑙𝑘⇑𝑛, 𝑝 = 𝑘, 𝑟 = 𝑙𝑘⇑𝑛; 2) 𝑙 = 𝑛 = 0𝑝 = 𝑘, 𝑟 =𝑚; 3) 𝑘 = 𝑛 = 0𝑝 = 0, 𝑟 =𝑚.

În Cazul 1) avem 𝜅(𝑥, 𝑦) = (𝑛𝑥 + 𝑘𝑦)(𝑛𝑥 + 𝑙𝑦)(𝑥2 + 𝑦2)⇑𝑛, iar 𝐶1(𝑥, 𝑦) = 𝜅(𝑥, 𝑦) ⋅

𝐶11(𝑥, 𝑦)⇑(𝑛(𝑛𝑥 + 𝑘𝑦)), unde 𝐶11(𝑥, 𝑦) = 𝑛(−(𝑏 + 𝑐)𝑘(𝑘 − 𝑙) − (𝑑𝑘 + 𝑎(−𝑘 + 𝑙))𝑛 + 𝑐𝑛2)𝑥4 +

2𝑛(2𝑐𝑘𝑛 + 𝑑(−𝑘2 + 𝑛2))𝑥3𝑦 + (︀−𝑑𝑘2𝑙 + 𝑑(4𝑘 + 𝑙)𝑛2 + 𝑛(2𝑏𝑘(−𝑘 + 𝑙) + 𝑐𝑘(𝑘 + 4𝑙) + 2𝑎(𝑘 − 𝑙)𝑛 −

𝑐𝑛2)⌋︀𝑥2𝑦2 + 2𝑙(2𝑑𝑘𝑛 + 𝑐(𝑘 − 𝑛)(𝑘 + 𝑛))𝑥𝑦3 + (︀𝑑𝑘2𝑙 − 𝑘(𝑏(𝑘 − 𝑙) + 𝑐𝑙)𝑛 + (𝑎 + 𝑑)(𝑘 − 𝑙)𝑛2⌋︀𝑦4.

Identitatea 𝐶11(𝑥, 𝑦) ≡ 0 are loc, dacǎ {𝑐 = 𝑑 = 0, 𝑙 = 𝑘} sau {𝑐 = 𝑑 = 0, 𝑎 = 𝑏𝑘⇑𝑛}.

Cazul 2). Avem 𝜅(𝑥, 𝑦) = 𝑦(𝑘𝑥 +𝑚𝑦)(𝑥2 + 𝑦2) şi 𝐶1(𝑥, 𝑦) = 𝜅(𝑥, 𝑦)𝐶12(𝑥, 𝑦)⇑𝑦, unde

𝐶12(𝑥, 𝑦) = (𝑏 + 𝑐)𝑘𝑥4 + 2𝑑𝑘𝑥3𝑦 + (2𝑏𝑘 − 𝑐𝑘 + 𝑑𝑚)𝑥2𝑦2 − 2𝑐𝑚𝑥𝑦3 + (𝑏𝑘 − 𝑑𝑚)𝑦4. Luând în

cosiderare faptul cǎ 𝜅(𝑥, 𝑦) ⇑≡ 0, 𝐶12(𝑥, 𝑦) ≡ 0, dacǎ {𝑏 = 𝑐 = 𝑑 = 0} sau {𝑐 = 𝑑 = 𝑘 = 0, 𝑚 ≠ 0}.

Cazul 3). Avem 𝜅(𝑥, 𝑦) = 𝑦(𝑙𝑥 +𝑚𝑦)(𝑥2 + 𝑦2) şi 𝐶1(𝑥, 𝑦) = 𝜅(𝑥, 𝑦)𝐶13(𝑥, 𝑦)⇑(𝑙𝑥 +𝑚𝑦),

unde 𝐶13(𝑥, 𝑦) = 𝑙(𝑎𝑙−(𝑏+𝑐)𝑚)𝑥4+((2𝑎−𝑑)𝑙2−2(𝑏+2𝑐)𝑙𝑚+𝑑𝑚2)𝑥2𝑦2+(−4𝑑𝑙𝑚+2𝑐(𝑙−𝑚)(𝑙+

𝑚))𝑥𝑦3+((𝑎+𝑑)𝑙2+(−𝑏+ 𝑐)𝑙𝑚−𝑑𝑚2)𝑦4. Astfel, pentru 𝜅(𝑥, 𝑦) ⇑≡ 0, identitatea 𝐶13(𝑥, 𝑦) ≡ 0

are loc, dacǎ {𝑎 = 𝑏𝑚⇑𝑙, 𝑐 = 𝑑 = 0} sau {𝑐 = 𝑑 = 𝑙 = 0, 𝑚 ≠ 0}. Ultima serie de condiții,

obținutǎ în acest caz, e identicǎ cu a doua serie de condiții, obținutǎ în cazul 2).

Prin urmare, are loc:
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Lema 3.5.4. Sistemul (2.6) are douǎ drepte invariante complexe omogene şi pentru el

dreapta de la infinit e de multiplicitatea algebricǎ cel puțin trei, dacǎ se realizeazǎ una dintre

urmǎtoarele cinci serii de condiții:

𝑎 = 𝑏𝑘⇑𝑛, 𝑐 = 𝑑 = 0, 𝑓 = 𝑏𝑘⇑𝑛, 𝑔 = 𝑏, 𝑚 = 𝑙𝑘⇑𝑛, 𝑞 = 𝑙, 𝑝 = 𝑘, 𝑠 = 𝑛, 𝑟 = 𝑙𝑘⇑𝑛; (3.73)

𝑐 = 𝑑 = 0, 𝑓 = 𝑎, 𝑔 = 𝑏, 𝑙 = 𝑘, 𝑚 = 𝑘2⇑𝑛, 𝑝 = 𝑘, 𝑞 = 𝑘, 𝑟 = 𝑘2⇑𝑛, 𝑠 = 𝑛; (3.74)

𝑏 = 𝑐 = 𝑑 = 0, 𝑓 = 𝑎, 𝑔 = 𝑙 = 𝑛 = 𝑞 = 0, 𝑝 = 𝑘, 𝑟 =𝑚, 𝑠 = 0; (3.75)

𝑐 = 𝑑 = 0, 𝑓 = 𝑎, 𝑔 = 𝑏, 𝑘 = 𝑙 = 𝑛 = 0, 𝑞 = 𝑝 = 0, 𝑟 =𝑚, 𝑠 = 0, 𝑚 ≠ 0; (3.76)

𝑎 = 𝑏𝑚⇑𝑙, 𝑐 = 𝑑 = 0, 𝑓 = 𝑏𝑚⇑𝑙, 𝑔 = 𝑏, 𝑘 = 𝑛 = 0, 𝑞 = 𝑙, 𝑝 = 0, 𝑟 =𝑚, 𝑠 = 0. (3.77)

3.5.5. Drepetele 𝑙1 şi 𝑙2, 𝑙2 = 𝑙1 sunt complexe neomogene şi concurente.

Fie 𝑙1,2 ∈ C(︀𝑥, 𝑦⌋︀ ∖R(︀𝑥, 𝑦⌋︀, 𝑙2 = 𝑙1, 𝑙1 ∦ 𝑙2, şi fie sistemul (2.50) pentru care aceste drepte

sunt invariante. Sistemul dat are polinoamele: 𝜅(𝑥, 𝑦) = −(𝑎−1)𝑥2+(𝑐−2𝛼)𝑥𝑦+(1+𝑓)𝑦2)(𝑦2−

2𝑥𝑦𝛼⌋︀+(𝛼2+𝛽2)𝑥2 şi 𝐶0(𝑥, 𝑦) = −𝜅(𝑥, 𝑦)𝐶02(𝑥, 𝑦), unde 𝐶02(𝑥, 𝑦) = (︀𝑔2−(𝑎−1)(𝛼2+𝛽2)(2−

𝑎+𝑑+𝛼2+𝛽2)+𝑔(𝑐𝛼2−2𝛼3+ 𝑐𝛽2+2𝛼(𝑎−1−𝛽2))⌋︀𝑥4+(︀2((𝑎−1)(2(1+𝑑)𝛼+(𝑐− 𝑏)(𝛼2+𝛽2)+

𝑔(1+𝑑+(2+𝑓)(𝛼2+𝛽2)))⌋︀𝑥3𝑦+(︀2+𝑑2+𝑐𝑔+2𝑏(𝑔−3𝛼)+2𝑐𝛼+𝛼(−2(2+𝑓)𝑔+𝛼(𝑐2−𝑏(𝑐−2𝛼)−

2𝑐𝛼+(2+𝑓)(𝛼2−1)))+2𝛽2+(−𝑏𝑐+𝑐2−𝑓 +2(𝑏−𝑐)𝛼+2(2+𝑓)𝛼2)𝛽2+(2+𝑓)𝛽4+𝑎(−1−𝑑+𝛼(6𝑏+

𝛼+2𝑓𝛼)+𝛽2+2𝑓𝛽2)+𝑑(3+2𝑐𝛼+(𝑓 −1)𝛼2+(3+𝑓)𝛽2)⌋︀𝑥2𝑦2+(︀2(𝑏(2−𝑎+𝑑+2𝑐𝛼−3𝛼2+𝛽2)+

(1+𝑓)(𝑔+(𝑐−2𝛼)(𝛼2+𝛽2)))⌋︀𝑥𝑦3+(︀𝑏2−𝑏𝑐+2𝑏(2+𝑓)𝛼+(1+𝑓)(1+𝑑+(2+𝑓)(𝛼2+𝛽2))⌋︀𝑦4 ≡ 0

⇒

1) {𝑎 = (1 − 𝑏2 + 𝑏𝑐 + 𝑓 − 2𝑏𝛼)⇑(1 + 𝑓), 𝑑 = −(1 + 𝑏2 − 𝑏𝑐 + 𝑓 + (𝑓 + 2)(2𝑏𝛼 + (1 + 𝑓)(𝛼2 +

𝛽2)))⇑(𝑓 + 1), 𝑔 = ((𝑏 − 𝑐 + 2𝛼)(2𝑏𝛼 + 𝛼2 + 𝑓𝛼2 + 𝛽2 + 𝑓𝛽2))⇑(1 + 𝑓)};

2) {𝑏 = 0, 𝑑 = −2 + 𝑎 − 𝛼2 − 𝛽2, 𝑓 = −1, 𝑔 = 2(1 − 𝑎)𝛼 − (𝑐 − 2𝛼)(𝛼2 + 𝛽2)};

3) {𝑏 = 𝑐 − 2𝛼, 𝑑 = −2 + 𝑎 − 2𝑐𝛼 + 3𝛼2 − 𝛽2, 𝑓 = −1, 𝑔 = 2(1 − 𝑎)𝛼, 𝑐 − 2𝛼 ≠ 0}.

Cazul 1). Avem: 𝜅(𝑥, 𝑦) = (𝑏𝑥+𝑦+𝑓𝑦)(𝑏𝑥−𝑐𝑥−𝑦−𝑓𝑦+2𝑥𝛼)(𝑦2−2𝑥𝑦𝛼+𝑥2𝛼2+𝑥2𝛽2)⇑(1+𝑓)

, iar 𝐶1(𝑥, 𝑦) = 𝜅(𝑥, 𝑦)𝐶11(𝑥, 𝑦)⇑((𝑏𝑥+(1+𝑓)𝑦)(1+𝑓)2), unde 𝐶11(𝑥, 𝑦) = (︀2𝑏5𝛼+(1+𝑓)3(𝑐−

2𝛼)2(𝛼2 +𝛽2)2 − 𝑏(1+𝑓)2(𝑐−2𝛼)(𝛼2 +𝛽2)(−2−4𝑐𝛼+(9+2𝑓)𝛼2 +𝛽2 +2𝑓𝛽2)+ 𝑏4(−4𝑐𝛼+(13+

5𝑓)𝛼2+(1+𝑓)𝛽2)+2𝑏3(𝛼(−1+𝑐2−𝑓−𝑐(9+5𝑓)𝛼+(5+𝑓)(3+2𝑓)𝛼2)+(1+𝑓)(−𝑐+(3+2𝑓)𝛼)𝛽2)+

𝑏2(1 + 𝑓)(𝛼(2𝑐 + (−7 + 5𝑐2 − 3𝑓)𝛼 − 2𝑐(13 + 4𝑓)𝛼2 + (32 + 𝑓(17 + 𝑓))𝛼3) + (𝑐2 − 2𝑐(5 + 4𝑓)𝛼 +

(1+𝑓)(−3+2(8+𝑓)𝛼2))𝛽2+𝑓(1+𝑓)𝛽4)⌋︀𝑥4−2(︀𝑏5+ 𝑏4(−2𝑐+4(2+𝑓)𝛼)−(1+𝑓)3(𝑐−2𝛼)(𝛼2+

𝛽2)(1+(2+𝑓)𝛼2+(2+𝑓)𝛽2)+𝑏(1+𝑓)2(𝛼2+𝛽2)(1+𝑐2+𝑓 −2𝑐(5+2𝑓)𝛼+(2+𝑓)(9+𝑓)𝛼2+2𝛽2+
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𝑓(3+ 𝑓)𝛽2) + 𝑏3(−1+ 𝑐2 − 𝑓 − 2𝑐(5+ 3𝑓)𝛼+𝛽2 + (3+ 2𝑓)((7+ 3𝑓)𝛼2 + 𝑓𝛽2)) + 𝑏2(1+ 𝑓)(2𝑐2𝛼−

𝑐(−1+7(2+𝑓)𝛼2+(2+3𝑓)𝛽2)+2𝛼(−2+13𝛼2+5𝛽2+𝑓(−1+2(6+𝑓)𝛼2+2(4+𝑓)𝛽2)))⌋︀𝑥3𝑦+(1+

𝑓)(︀3𝑏4−2𝑏3(𝑐−2(3+2𝑓)𝛼)+𝑏2(−1−𝑐2−𝑓−4𝑐𝑓𝛼+(23+𝑓(35+8𝑓))𝛼2+7𝛽2+𝑓(11+4𝑓)𝛽2)+(1+

𝑓)2(𝛼2(5+𝑓 +(1+𝑓)(2+𝑓)𝛼2)+(1+𝑓)(1+2(2+𝑓)𝛼2)𝛽2+(1+𝑓)(2+𝑓)𝛽4+2𝑐𝛼(−1+𝛼2+𝛽2)−

𝑐2(𝛼2+𝛽2))−2𝑏(1+𝑓)(𝑐2𝛼+𝑐(1+(1+𝑓)𝛼2+(3+𝑓)𝛼2)−𝛼(5+11𝛼2+11𝛽2+𝑓(3+(9+2𝑓)𝛼2+

(9+2𝑓)𝛽2)))⌋︀𝑥2𝑦2−2(1+𝑓)2(︀𝑏2(𝑐+2𝛼)+(1+𝑓)2(𝑐−2𝛼)(𝛼2+𝛽2)+2𝑏(1+𝛼2+𝛽2+𝑓(1+(𝑐−

𝛼)𝛼+𝛽2))⌋︀𝑥𝑦3−(1+𝑓)2(︀𝑏2(−1+𝑓)+𝑏(𝑐+2𝑓(2+𝑓)𝛼)+(1+𝑓)2(1+(2+𝑓)𝛼2+(2+𝑓)𝛽2)⌋︀𝑦4 ≡ 0

⇒ {𝑏 = 0, 𝑐 = 2𝛼, 𝑓 = (−1 − 2𝛼2 − 2𝛽2)⇑(𝛼2 + 𝛽2)} sau {𝑐 = −(𝑏2(−1 + 𝑓) + 2𝑏𝑓(2 + 𝑓)𝛼 + (1 +

𝑓)2(1 + (2 + 𝑓)𝛼2 + (2 + 𝑓)𝛽2))⇑𝑏, 𝑏2 + 2𝑏(1 + 𝑓)𝛼 + (1 + 𝑓)(1 + (2 + 𝑓)𝛼2 + (2 + 𝑓)𝛽⌋︀2) = 0}.

Cazul 2). În acest caz 𝜅(𝑥, 𝑦) = 𝑥(𝑥−𝑎𝑥− 𝑐𝑦+2𝑦𝛼)(𝑦2 −2𝑥𝑦𝛼+𝑥2𝛼2 +𝑥2𝛽2) şi 𝐶1(𝑥, 𝑦) =

𝜅(𝑥, 𝑦)𝐶12(𝑥, 𝑦)⇑((𝑥−𝑎𝑥−𝑐𝑦+2𝑦𝛼)), unde 𝐶12(𝑥, 𝑦) = (︀𝛼(−2(−1+𝑎)2𝑎+(−3+(8−5𝑎)𝑎)𝑐𝛼+

4(−1 + 𝑎)(−1 + 2𝑎 − 𝑐2)𝛼2 − 𝑐(15 − 15𝑎 + 𝑐2)𝛼3 + 2(7 − 7𝑎 + 3𝑐2)𝛼4 − 12𝑐𝛼5 + 8𝛼6) + (𝑐 − 𝑎2𝑐 −

4(−1 + 𝑎)(−1 + 𝑐2)𝛼 − 2𝑐(7 − 7𝑎 + 𝑐2)𝛼2 + 12(1 − 𝑎 + 𝑐2)𝛼3 − 24𝑐𝛼4 + 16𝛼5)𝛽2 − (𝑐 − 2𝛼)(−1 +

𝑎 + 𝑐2 − 4𝑐𝛼 + 4𝛼2)𝛽4⌋︀𝑥4 + (︀2(𝑎3 + 2𝑐𝛼 − 𝛼2(3 + (𝑐 − 2𝛼)(𝑐(2 + 𝛼2) − 2𝛼(3 + 𝛼2))) + 𝛽2 − 2(𝑐 −

2𝛼)(𝑐 − 3𝛼 + 𝑐𝛼2 − 2𝛼3)𝛽2 − (𝑐 − 2𝛼)2𝛽4 + 𝑎2(−2 + 2𝑐𝛼 − 3𝛼2 + 𝛽2) + 𝑎(1 + 𝛼(−4𝑐 + (6 + 𝑐2)𝛼 −

6𝑐𝛼2 + 8𝛼3) − 2𝛽2 + (𝑐 − 4𝛼)(𝑐 − 2𝛼)𝛽2))⌋︀𝑥3𝑦 + (︀(𝑐 − 2𝛼)(−1 + 𝑎2 + 2𝑎𝛼(𝑐 + 2𝛼) + 𝛼2(−8 + 𝑐2 −

2𝑐𝛼) − 4𝛽2 + 4𝑎𝛽2 + 𝑐(𝑐 − 2𝛼)𝛽2)⌋︀𝑥2𝑦2 − 4(−1 + 𝑎)(𝑐 − 2𝛼)𝛼𝑥𝑦3 + (−1 + 𝑎)(𝑐 − 2𝛼)𝑦4. Luând în

considerare faptul cǎ 𝜅(𝑥, 𝑦) ⇑≡ 0, polinomul 𝐶12(𝑥, 𝑦) ≡ 0, dacǎ {𝑐 = 2𝛼, 𝑎 = −(𝛼2 + 𝛽2)}.

Cazul 3). Sistemul (2.50), în condițiile cazului 3), are polinomul 𝜅(𝑥, 𝑦) = 𝑥(𝑥− 𝑎𝑥− 𝑐𝑦 +

2𝑦𝛼)(𝑦2 − 2𝑥𝑦𝛼 + 𝑥2𝛼2 + 𝑥2𝛽2), iar 𝐶1(𝑥, 𝑦) = 𝜅(𝑥, 𝑦)𝐶13(𝑥, 𝑦)⇑𝑥, unde 𝐶13(𝑥, 𝑦) = (︀2𝑎2𝛼 +

2𝑎𝛼(−1 +𝛼2 + 𝛽2) − 𝑐(𝛼2 + 𝛽2)⌋︀𝑥4 + 2(−𝑎2 +𝛼2 + 𝛽2 + 𝑎(1 + 2𝑐𝛼 − 5𝛼2 − 𝛽2))𝑥3𝑦 + (𝑐 − 2𝛼)(1 −

4𝑎 + 2𝑐𝛼 − 𝛼2 − 𝛽2)𝑥2𝑦2 − 2𝑐(𝑐 − 2𝛼)𝑥𝑦3 + (𝑐 − 2𝛼)𝑦4 ⇑≡ 0, pentru 𝑐 − 2𝛼 ≠ 0.

Prin urmare, s-a demonstrat:

Lema 3.5.5. Sistemul (2.6) are douǎ drepte invariante complexe neomogene concurente

şi pentru el dreapta de la infinit e de multiplicitate algebricǎ cel puțin trei, dacǎ şi numai

dacǎ se realizeazǎ una dintre urmǎtoarele trei serii de condiții:

𝑎 = 1, 𝑏 = 0, 𝑐 = 2𝛼, 𝑑 = 𝑔 = 0, 𝑓 = (−1 − 2𝛼2 − 2𝛽2)⇑(𝛼2 + 𝛽2), 𝑘 = 𝑙 = 𝑛 = 0, 𝑞 = 𝑠 = 0

𝑚 = 1 + 𝛼2 + 𝛽2, 𝑝 = −(2𝛼(1 + 𝛼2 + 𝛽2))⇑(𝛼2 + 𝛽2), 𝑟 = (1 + 𝛼2 + 𝛽2)⇑(𝛼2 + 𝛽2);
(3.78)
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𝑎 = −(𝑓 3(𝛼2 + 𝛽2) + 2(𝛼(𝑏 + 𝛼) + 𝛽2) + 𝑓 2(1 + 2𝛼(𝑏 + 2𝛼)

+4𝛽2) + 𝑓(1 + 𝑏2 + 4𝑏𝛼 + 5𝛼2 + 5𝛽2))⇑(1 + 𝑓),

𝑐 = −(𝑏2(−1 + 𝑓) + 2𝑏𝑓(2 + 𝑓)𝛼 + (1 + 𝑓)2(1 + (2 + 𝑓)𝛼2 + (2 + 𝑓)𝛽2))⇑𝑏,

𝑑 = −(2 + 4𝛼(𝑏 + 𝛼) + 4𝛽2 + 𝑓 3(𝛼2 + 𝛽2) + 𝑓 2(1 + 2𝑏𝛼

+5𝛼2 + 5𝛽2) + 𝑓(3 + (𝑏 + 2𝛼)(𝑏 + 4𝛼) + 8𝛽2))⇑(1 + 𝑓),

𝑔 = (2𝑏𝛼 + 𝛼2 + 𝑓𝛼2 + 𝛽2 + 𝑓𝛽2)(1 + 2𝛼(𝑏 + 𝛼) + 2𝛽2 + 𝑓 3(𝛼2 + 𝛽2)+

𝑓 2(1 + 2𝛼(𝑏 + 2𝛼) + 4𝛽2) + 𝑓(2 + 𝑏2 + 4𝑏𝛼 + 5𝛼2 + 5𝛽2))⇑(𝑏(1 + 𝑓)),

𝑘 = (𝛼2 + 𝛽2)(1 + 2𝛼(𝑏 + 𝛼) + 2𝛽2 + 𝑓 3(𝛼2 + 𝛽2)+

𝑓 2(1 + 2𝛼(𝑏 + 2𝛼) + 4𝛽2) + 𝑓(2 + 𝑏2 + 4𝑏𝛼 + 5𝛼2 + 5𝛽2))⇑𝑏,

𝑙 = −𝑏, 𝑚 = (𝛼(−2 − 2𝑓(2 + 𝑏2 + 𝑓) − 𝑏(1 + 𝑓)(5 + 4𝑓)𝛼

−2(1 + 𝑓)2(2 + 𝑓)𝛼2) − (1 + 𝑓)(𝑏 + 2(1 + 𝑓)(2 + 𝑓)𝛼)𝛽2)⇑𝑏,

𝑛 = (1 + 2𝛼(2𝑏 + 𝛼) + 2𝛽2 + 𝑓 3(𝛼2 + 𝛽2) + 𝑓 2(1 + 2𝛼(𝑏 + 2𝛼)

+4𝛽2) + 𝑓(2 + (𝑏 + 𝛼)(𝑏 + 5𝛼) + 5𝛽2))⇑(1 + 𝑓),

𝑝 = (1 + 2𝛼(2𝑏 + 𝛼) + 2𝛽2 + 𝑓 3(𝛼2 + 𝛽2)+

𝑓 2(1 + 2𝛼(𝑏 + 2𝛼) + 4𝛽2) + 𝑓(2 + (𝑏 + 𝛼)(𝑏 + 5𝛼) + 5𝛽2))⇑𝑏,

𝑞 = (𝛼(−2 − 2𝑓(2 + 𝑏2 + 𝑓) − 𝑏(1 + 𝑓)(5 + 4𝑓)𝛼−

2(1 + 𝑓)2(2 + 𝑓)𝛼2) − (1 + 𝑓)(𝑏 + 2(1 + 𝑓)(2 + 𝑓)𝛼)𝛽2)⇑(1 + 𝑓),

𝑟 = −1 − 𝑓, 𝑠 = (𝛼2 + 𝛽2)(1 + 2𝛼(𝑏 + 𝛼) + 2𝛽2 + 𝑓 3(𝛼2 + 𝛽2)+

𝑓 2(1 + 2𝛼(𝑏 + 2𝛼) + 4𝛽2) + 𝑓(2 + 𝑏2 + 4𝑏𝛼 + 5𝛼2 + 5𝛽2))⇑(1 + 𝑓),

𝑏2 + 2𝑏(1 + 𝑓)𝛼 + (1 + 𝑓)(1 + (2 + 𝑓)𝛼2 + (2 + 𝑓)𝛽2) = 0;

(3.79)

𝑎 = −(𝛼2 + 𝛽2), 𝑏 = 0, 𝑐 = 2𝛼, 𝑑 = −2(1 + 𝛼2 + 𝛽2), 𝑓 = −1, 𝑔 = 2𝛼(1 + 𝛼2 + 𝛽2), 𝑘 = 𝑙

=𝑚 = 0, 𝑛 = 1 + 𝛼2 + 𝛽2, 𝑝 = 𝑟 = 0, 𝑞 = −2𝛼(1 + 𝛼2 + 𝛽2), 𝑠 = (𝛼2 + 𝛽2)(1 + 𝛼2 + 𝛽2).
(3.80)

3.5.6. Integrabilitatea sistemelor {(2.6),(3.67)}-{(2.6),(3.80)}.

Sistemul {(2.6),(3.67)} are prima mǎrime Lyapunov 𝐿1 = −2𝑞 ≠ 0, deoarece 𝑞 ≠ 0. Prin

urmare, punctul singular (0,0) este de tip focar.

Sistemele {(2.6),(3.68)}, {(2.6),(3.69)}, {(2.6),(3.70)}, {(2.6),(3.72)} sunt integrabile şi

au urmǎtorii factori integranți, respectiv:

𝜇(𝑥, 𝑦) = (1 − 𝑥 + 𝑏𝑥)(𝑥 − 1)𝑑
2−2𝑏𝑑2−3𝑒𝑥𝑝(︀𝑑(𝑏 − 1)(𝑦 − 𝑑𝑥) + 𝑏𝑑(𝑑 + 𝑦)⇑(𝑥 − 1)⌋︀;

𝜇(𝑥, 𝑦) = 1⇑((𝑥 − 1)(1 + 𝑥 + 𝑐𝑥)); 𝜇(𝑥, 𝑦) = 1⇑(1 + 𝑥2); 𝜇(𝑥, 𝑦) = 1⇑(1 + 𝑥2 − 2𝑥𝛼 + 𝛼2),

iar punctul singular (0,0) al acestor sisteme este de tip centru.
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Sistemul {(2.6),(3.71)} are prima mǎrime Lyapunov 𝐿1 = −2𝑞. Dacǎ 𝑞 = 0, atunci

{(2.6),(3.71), 𝑞 = 0} se include în sistemul {(2.6),(3.70)}.

Sistemul {(2.6),(3.73)} ({(2.6),(3.75)}) are prima mǎrime Lyapunov 𝐿1 = 8(𝑘 − 𝑙) (𝐿1 =

8𝑘), care se anuleazǎ pentru 𝑙 = 𝑘 ( 𝑘 = 0). Astfel, sistemul {(2.6),(3.73), 𝑙 = 𝑘} ({(2.6),(3.75), 𝑘 =

0}) este integrabil şi are factorul integrant 𝜇(𝑥, 𝑦) = 1⇑(𝑥2 + 𝑦2).

Sistemele {(2.6),(3.74)}, {(2.6),(3.76)} au factorul integrant 𝜇(𝑥, 𝑦) = 1⇑(𝑥2 + 𝑦2) şi

punctul singular (0,0) de tip centru.

Sistemul {(2.6),(3.77)} are focar în originea de coordonate (0,0), deoarece 𝐿1 = −8𝑙 ≠ 0.

Factorul integrant al Sistemelor {(2.6),(3.78)}, {(2.6),(3.79)} şi {(2.6),(3.80)} este

𝜇(𝑥, 𝑦) = 1⇑(1 − 2𝑦 + 𝑦2 + 2𝑥𝛼 − 2𝑥𝑦𝛼 + 𝑥2𝛼2 + 𝑥2𝛽2).

3.6. Sistemele cubice cu focar fin şi trei drepte invariante afine 𝑙1, 𝑙2, 𝑙3, pentru

care 𝑚(𝑙1) +𝑚(𝑙2) +𝑚(𝑙3) +𝑚(𝑙∞) ≥ 5.

Considerǎm 𝑙1 ≡ 𝑥 − 1 = 0. Dreapta 𝑙2 ≡ 𝑦 −𝐴𝑥 −𝐵 = 0, 𝐴,𝐵 ∈ R, 𝐵 ≠ 0 este invariantǎ

pentru sistemul (2.8), dacǎ 𝜙(𝑥) ≡ 0, unde 𝜙(𝑥) = (𝐴 ⋅ 𝑃 (𝑥, 𝑦) +𝐵 ⋅𝑄(𝑥, 𝑦))⨄︀
𝑦=𝐴𝑥+𝐵

.

Pentru sistemul (2.8) polinomul 𝜙(𝑥) aratǎ astfel: 𝜙(𝑥) = −𝐵(𝐴+ 𝑏𝐵 +𝐴𝐵𝑓 +𝐵2𝑙)−(1+

𝐴2 + 2𝐴𝑏𝐵 +𝐴𝐵𝑐 +𝐵𝑑 + 2𝐴2𝐵𝑓 −𝐴𝐵2𝑓 + 3𝐴𝐵2𝑙 +𝐵2𝑛)𝑥 − (𝑎𝐴 +𝐴2𝑏 −𝐴𝐵 +𝐴2𝑐 −𝐴𝐵𝑐 +

𝐴𝑑+𝐴3𝑓 −2𝐴2𝐵𝑓 +𝑔+3𝐴2𝐵𝑙+2𝐴𝐵𝑛+𝐵𝑞)𝑥2 +(𝑎𝐴+𝐴2 +𝐴2𝑐+𝐴3𝑓 −𝐴3𝑙−𝐴2𝑛−𝐴𝑞− 𝑠)𝑥3.

Prin urmare, dreapta 𝑙2 ≡ 𝑦−𝐴𝑥−𝐵 = 0, 𝐴,𝐵 ∈ R, 𝐵 ≠ 0 este invariantǎ pentru acest sistem,

dacǎ 𝜙(𝑥) ≡ 0, adicǎ

𝑙 = −(𝐴 + 𝑏𝐵 +𝐴𝐵𝑓)⇑𝐵2, 𝑠 = 𝐴(−𝐴 + 𝑎𝐴𝐵 + 𝑎𝐵2 +𝐵𝑔)⇑𝐵2,

𝑛 = (−1 + 2𝐴2 +𝐴𝑏𝐵 −𝐴𝐵𝑐 −𝐵𝑑 +𝐴2𝐵𝑓 +𝐴𝐵2𝑓)⇑𝐵2,

𝑞 = (2𝐴 −𝐴3 − 𝑎𝐴𝐵 +𝐴𝐵2 +𝐴2𝐵𝑐 +𝐴𝐵2𝑐 +𝐴𝐵𝑑 −𝐵𝑔)⇑𝐵2.

(3.81)

3.6.1. Dreptele 𝑙1, 𝑙2, 𝑙3 sunt reale şi distincte.

Fie 𝑙1, 𝑙2, 𝑙3 ∈ R(︀𝑥, 𝑦⌋︀.

Cazul 𝑚(𝑙1) =𝑚(𝑙2) =𝑚(𝑙3) = 1 şi 𝑙1 ∥ 𝑙2.

Considerǎm 𝑙1 = 𝑥− 1, iar 𝑙2 = 𝑥−𝛼, unde 𝛼 ∈ R şi 𝛼 ≠ 0; 1. Pentru sistemul {(2.8),(2.31)}

determinǎm condițiile astfel ca dreapta 𝑙3 ≡ 𝑦 −𝐴𝑥−𝐵 = 0, 𝐴,𝐵 ∈ R, 𝐵 ≠ 0 să fie invariantǎ,

apoi condițiile ca dreapta de la infinit 𝑍 = 0 să aibă multiplicitatea doi.

Sistemul {(2.8),(2.31)} are polinomul 𝜙(𝑥) = −𝐴𝐵 − 𝑏𝐵2 −𝐵3𝑙 − (1 +𝐴2 + 2𝐴𝑏𝐵 +𝐴𝐵𝑐 +

𝐵𝑑+ 3𝐴𝐵2𝑙 +𝐵2𝑛)𝑥− (𝐴2𝑏−𝐴𝐵 +𝐴2𝑐−𝐴𝐵𝑐+𝐴𝑑+ 𝑔 + 3𝐴2𝐵𝑙 + 2𝐴𝐵𝑛+𝐵𝑞)𝑥2 + (𝐴2 +𝐴2𝑐−
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𝐴3𝑙 −𝐴2𝑛 −𝐴𝑞 − 𝑠)𝑥3. Dreapta 𝑙3 ≡ 𝑦 −𝐴𝑥 −𝐵 = 0, 𝐴,𝐵 ∈ R, 𝐵 ≠ 0 este invariantǎ pentru

acest sistem, dacǎ 𝜙(𝑥) ≡ 0, i.e. {𝑠 = −(𝑏+𝐵𝑙)(𝑏+ 𝑔 +𝐵𝑙), 𝐴 = −𝐵(𝑏+𝐵𝑙), 𝑛 = (−1+𝐵(−𝑑+

𝐵(𝑏+𝐵𝑙)(𝑏+𝑐+2𝐵𝑙)))⇑𝐵2, 𝑞 = (−𝑔+(𝑏+𝐵𝑙)(−2+𝐵(−𝑑+𝐵(−1+𝑏+𝐵𝑙)(1+𝑏+𝑐+𝐵𝑙))))⇑𝐵}.

În condițiile date, sistemul omogenizat, corespunzător sistemului {(2.8),(2.31)} are polino-

amele 𝜅(𝑥, 𝑦) şi 𝐶0(𝑥, 𝑦) de forma: 𝜅(𝑥, 𝑦) = 𝑥(𝑏𝐵𝑥 + 𝐵2𝑙𝑥 + 𝑦)(−𝑏𝐵𝑥2 − 𝐵𝑔𝑥2 − 𝐵2𝑙𝑥2 −

𝑥𝑦 − 𝐵2𝑥𝑦 + 𝑏2𝐵2𝑥𝑦 − 𝐵2𝑐𝑥𝑦 + 𝑏𝐵2𝑐𝑥𝑦 − 𝐵𝑑𝑥𝑦 + 2𝑏𝐵3𝑙𝑥𝑦 + 𝐵3𝑐𝑙𝑥𝑦 + 𝐵4𝑙2𝑥𝑦 + 𝐵2𝑙𝑦2)⇑𝐵2;

𝐶0(𝑥, 𝑦) = −(1 + 𝑐)𝑥𝜅(𝑥, 𝑦)𝐶01(𝑥, 𝑦)⇑𝐵2, unde 𝐶01(𝑥, 𝑦) = 𝐵2(𝑏 + 𝐵𝑙)(𝑏 + 𝑔 + 𝐵𝑙)𝑥3 + (−1 +

𝐵(−𝑑+𝐵(𝑏+𝐵𝑙)(𝑏+𝑐+2𝐵𝑙)))𝑥𝑦2+2𝐵2𝑙𝑦3. Astfel, dreapta 𝑍 = 0 are multiplicitatea algebricǎ

doi, dacǎ 𝐶01(𝑥, 𝑦) ≡ 0, i.e. {𝑑 = −1⇑𝐵, 𝑏 = 𝑙 = 0} sau {𝑔 = −𝑏, 𝑑 = (−1+𝑏2𝐵2+𝑏𝐵2𝑐)⇑𝐵, 𝑙 = 0}.

Din cele expuse mai sus, urmează:

Lema 3.6.1. Sistemul cubic (2.6) are trei drepte invariante distincte 𝑙1, 𝑙2, 𝑙3 ∈ R(︀𝑥, 𝑦⌋︀,

𝑚(𝑙1) = 𝑚(𝑙2) = 𝑚(𝑙3) = 1, 𝑙1 ∥ 𝑙2, şi pentru el dreapta de la infinit e de multiplicitate

algebricǎ cel puțin doi, dacǎ şi numai dacǎ se îndeplineşte una dintre urmǎtoarele douǎ serii

de condiții:

𝑎 = 𝑏 = 𝑓 = 𝑘 = 𝑙 = 𝑛 = 0, 𝑑 = −1⇑𝐵, 𝑚 = −𝑐 − 1, 𝑞 = −𝑔⇑𝐵, 𝑝 = 𝑟 = 𝑠 = 0, 𝑐 ≠ −1,−2; (3.82)

𝑎 = 𝑓 = 𝑘 = 0, 𝑑 = (−1 + 𝑏2𝐵2 + 𝑏𝐵2𝑐)⇑𝐵, 𝑔 = −𝑏,

𝑚 = −𝑐 − 1, 𝑙 = 𝑛 = 𝑝 = 𝑟 = 𝑠 = 0, 𝑞 = −𝑏𝐵(1 + 𝑐), 𝑐 ≠ −1,−2.
(3.83)

Sistemul {(2.6),(3.82)} are dreptele invariante 𝑙1 ≡ 𝑥 − 1 = 0, 𝑙2 ≡ (1 + 𝑐)𝑥 + 1 = 0, 𝑙3 ≡

𝑦−𝐵 = 0, iar sistemul {(2.6),(3.83)} are 𝑙1 ≡ 𝑥−1 = 0, 𝑙2 ≡ (1+𝑐)𝑥+1 = 0, 𝑙3 ≡ 𝑏𝐵𝑥+𝑦−𝐵 = 0.

Cazul 𝑚(𝑙1) =𝑚(𝑙2) =𝑚(𝑙3) = 1 şi 𝑙2 ∥ 𝑙3.

Considerǎm 𝑙1 = 𝑥−1, iar 𝑙2 = 𝑦−𝐴𝑥−𝐵 = 0, 𝐴,𝐵 ∈ R, 𝐵 ≠ 0. Pentru sistemul {(2.8),(3.81)}

determinǎm condițiile astfel ca dreapta 𝑙3 ≡ 𝑦 − 𝐴𝑥 −𝐵1 = 0, 𝐵1 ∈ R, 𝐵1 ≠ 𝐵, 𝐵1 ≠ 0 să fie

invariantǎ, apoi condițiile pentru care 𝑍 = 0 e de multiplicitatea doi.

Sistemul {(2.8),(3.81)} are polinomul 𝜙(𝑥) = (𝐵1 −𝐵)(𝐵1(𝑏𝐵𝐵1 +𝐴(𝐵 +𝐵1 +𝐵𝐵1𝑓)) +

(𝐵1+𝐴2𝐵1+𝐵(1+𝐴𝐵1(2𝑏+𝑐)+𝐵1𝑑+𝐴2(1+2𝐵1𝑓)))𝑥+𝐵(𝐴(𝑎+𝑑+𝐴(𝑏+𝑐+𝐴𝑓))+𝑔)𝑥2)𝐵2 ≡ 0⇒

{𝑔 = 𝐴(−𝑎+1⇑𝐵+1⇑𝐵1), 𝑏 = −(𝐴(𝐵+𝐵1+𝐵𝐵1𝑓))⇑(𝐵𝐵1), 𝑑 = (−1+𝐴2)(𝐵+𝐵1)⇑(𝐵𝐵1)−𝐴𝑐}.

În aceste condiții, sistemul omogenizat, corespunzător sistemului {(2.8),(3.81)}, are poli-

noamele 𝜅(𝑥, 𝑦) şi 𝐶0(𝑥, 𝑦) de forma:

𝜅(𝑥, 𝑦) = 𝑥(𝐴𝑥 − 𝑦)((𝐴 + 𝑎𝐵𝐵1)𝑥2 + (𝐴2 − 1 +𝐵𝐵1 +𝐵𝐵1𝑐)𝑥𝑦 + (𝐵𝐵1𝑓 −𝐴)𝑦2)⇑(𝐵𝐵1),

𝐶0(𝑥, 𝑦) = (𝐴𝑥 − 𝑦)𝜅(𝑥, 𝑦)𝐶02(𝑥, 𝑦)⇑(𝐵𝐵1), unde 𝐶02(𝑥, 𝑦) = (2𝑎 +𝐴 − 𝑎𝐴2 +𝐴𝑐)𝑥3 + (1 +

3𝑎𝐴 + 𝑐 + 2𝐴𝑓)𝑥2𝑦 +𝐴(2 + 2𝑐 +𝐴𝑓)𝑥𝑦2 +𝐴𝑓𝑦3.
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Astfel, identitatea 𝐶0(𝑥, 𝑦) ≡ 0 are loc, dacǎ 𝐶02(𝑥, 𝑦) ≡ 0, i.e. {𝑎 = 0, 𝑐 = −1, 𝐴 = 0} sau

{𝑎 = 0, 𝑐 = −1, 𝑓 = 0}.

S-a demonstrat:

Lema 3.6.2. Sistemul cubic (2.6) are trei drepte invariante distincte 𝑙1, 𝑙2, 𝑙3 ∈ R(︀𝑥, 𝑦⌋︀,

𝑚(𝑙1) = 𝑚(𝑙2) = 𝑚(𝑙3) = 1, 𝑙2 ∥ 𝑙3, şi pentru el dreapta de la infinit e de multiplicitate

algebricǎ cel puțin doi, dacǎ şi numai dacǎ se îndeplineşte una dintre urmǎtoarele douǎ serii

de condiții:

𝑎 = 0, 𝑐 = −1, 𝑘 = 𝑙 =𝑚 = 0, 𝑛 = 1⇑(𝐵𝐵1), 𝑝 = −𝑓, 𝑞 = 𝑟 = 𝑠 = 0, 𝐵1 ≠ 𝐵; (3.84)

𝑎 = 𝑓 = 𝑘 = 0, 𝑐 = −1, 𝑙 = 𝐴⇑(𝐵𝐵1), 𝑚 = 𝑝 = 𝑟 = 0, 𝑛 = (1 − 2𝐴2)⇑(𝐵𝐵1),

𝑞 = 𝐴(𝐴2 − 2)⇑(𝐵𝐵1), 𝑠 = 𝐴2⇑(𝐵𝐵1), 𝐵1 ≠ 𝐵.
(3.85)

Cazul 𝑚(𝑙1) =𝑚(𝑙2) =𝑚(𝑙3) = 1 şi 𝑙1, 𝑙2, 𝑙3 sunt drepte concurente douǎ câte douǎ.

Considerǎm 𝑙1 = 𝑥−1, iar 𝑙2 = 𝑦−𝐴𝑥−𝐵 = 0, 𝐴,𝐵 ∈ R, 𝐵 ≠ 0. Pentru sistemul {(2.8),(3.81)}

determinǎm condițiile pentru care dreapta 𝑙3 ≡ 𝑦 −𝐴1𝑥 −𝐵1 = 0, 𝐴1,𝐵1 ∈ R, 𝐴1 ≠ 𝐴, 𝐵1 ≠ 0

este dreaptǎ invariantǎ, apoi condițiile pentru care dreapta de la infinit 𝑍 = 0 are multiplic-

itatea doi. În aşa mod, se obține:

Lema 3.6.3. Sistemul cubic (2.6) are trei drepte invariante distincte şi concurente 𝑙1, 𝑙2, 𝑙3 ∈

R(︀𝑥, 𝑦⌋︀, şi pentru el dreapta de la infinit e de multiplicitate algebricǎ cel puțin doi, dacǎ şi

numai dacǎ se îndeplineşte una dintre urmǎtoarele şapte serii de condiții:

𝑎 = 0, 𝑏 = −(𝐴𝐵 +𝐵2 +𝐴𝐵1)⇑(𝐵𝐵1), 𝑐 = −1, 𝑔 = (𝐴𝐵 +𝐵2 +𝐴𝐵1 −𝐵𝐵1)⇑(𝐵𝐵1),

𝑑 = (−𝐵 +𝐴2𝐵 + 2𝐴𝐵2 +𝐵3 −𝐵1 +𝐴2𝐵1 −𝐵2𝐵1)⇑(𝐵𝐵1), 𝑓 = 0, 𝑘 = 0,

𝑙 = (𝐴 +𝐵)⇑(𝐵𝐵1), 𝑚 = 0, 𝑛 = −(−1 + 2𝐴2 + 3𝐴𝐵 +𝐵2 −𝐴𝐵1 −𝐵𝐵1)⇑(𝐵𝐵1),

𝑝 = 0, 𝑞 = (−2𝐴 +𝐴3 −𝐵 + 2𝐴2𝐵 +𝐴𝐵2 +𝐵1 −𝐴2𝐵1 −𝐴𝐵𝐵1)⇑(𝐵𝐵1),

𝑟 = 0, 𝑠 = 𝐴(𝐴 +𝐵 −𝐵1)⇑(𝐵𝐵1), 𝐵 ≠ 𝐵1;

(3.86)

𝑏 = (−𝐴 + 𝑎𝐴𝐵 + 𝑎𝐵2)⇑𝐵, 𝑐 = (−𝑎 −𝐴 + 𝑎𝐴2 + 𝑎𝐴𝐵)⇑𝐴,

𝑑 = −(𝐴 −𝐴3 − 𝑎𝐴𝐵 + 𝑎𝐴3𝐵 +𝐴𝐵2 + 𝑎𝐴2𝐵2 − 𝑎𝐴𝐵3 − 𝑎𝐵4)⇑(𝐴𝐵),

𝑓 = −𝑎(𝐴 +𝐵)⇑𝐴, 𝑔 = −(𝐴 −𝐵)(−𝐴 + 𝑎𝐴𝐵 + 𝑎𝐵2)⇑(𝐴𝐵), 𝑘 = −𝑎, 𝑙 = 0,

𝑚 = −𝑎(−1 +𝐴2 +𝐴𝐵)⇑𝐴, 𝑛 = (𝐴 +𝐵)(𝐴 − 𝑎𝐴𝐵 − 𝑎𝐵2)⇑(𝐴𝐵),

𝑝 = 𝑎(𝐴 +𝐵)⇑𝐴, 𝑞 = (−1 +𝐴2 +𝐴𝐵)(−𝐴 + 𝑎𝐴𝐵 + 𝑎𝐵2)⇑(𝐴𝐵),

𝑟 = 0, 𝑠 = (−𝐴 + 𝑎𝐴𝐵 + 𝑎𝐵2)⇑𝐵, 𝑎 ≠ 0, 𝐵 ≠ 𝐵1;

(3.87)
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𝑏 = 𝑎(−𝐵 +𝐵1 + 𝑎𝐵𝐵1), 𝑐 = (−1 −𝐵𝐵1 + 𝑎𝐵𝐵2
1 + 𝑎

2𝐵2𝐵2
1)⇑(𝐵𝐵1),

𝑑 = −(𝐵 − 𝑎𝐵𝐵1 +𝐵𝐵2
1 − 𝑎

2𝐵3𝐵2
1 −𝐵

3
1 − 𝑎𝐵𝐵

3
1 + 𝑎

2𝐵2𝐵3
1 + 𝑎

3𝐵3𝐵3
1)⇑(𝐵𝐵1),

𝑓 = −(1 + 𝑎𝐵)⇑𝐵, 𝑔 = (1 − 𝑎𝐵)(−𝐵 +𝐵1 + 𝑎𝐵𝐵1)⇑𝐵, 𝑘 = −𝑎, 𝑙 = 0,

𝑚 = −(−1 + 𝑎𝐵𝐵2
1 + 𝑎

2𝐵2𝐵2
1)⇑(𝐵𝐵1), 𝑛 = −(1 + 𝑎𝐵)(−𝐵 +𝐵1 + 𝑎𝐵𝐵1)⇑𝐵,

𝑝 = (1 + 𝑎𝐵)⇑𝐵, 𝑞 = (−𝐵 +𝐵1 + 𝑎𝐵𝐵1)(−1 + 𝑎𝐵𝐵2
1 + 𝑎

2𝐵2𝐵2
1))⇑(𝐵𝐵1),

𝑟 = 0, 𝑠 = 𝑎(−𝐵 +𝐵1 + 𝑎𝐵𝐵1), 𝑎 ≠ 0, 𝐵 ≠ 𝐵1;

(3.88)

𝑎 = 𝑏 = 0, 𝑐 = −(1 +𝐵𝐵1)⇑(𝐵𝐵1), 𝑑 = (𝐵3 −𝐵1 −𝐵2𝐵1)⇑(𝐵𝐵1), 𝑓 = −1⇑𝐵1,

𝑔 = (𝐵 −𝐵1)⇑𝐵1, 𝑘 = 𝑙 = 0, 𝑚 = 1⇑(𝐵𝐵1), 𝑛 = −(𝐵 −𝐵1)⇑𝐵1, 𝑝 = 1⇑𝐵1,

𝑞 = −(𝐵 −𝐵1)⇑(𝐵𝐵1), 𝑟 = 𝑠 = 0, 𝐵 ≠ 𝐵1;

(3.89)

𝑎 = 𝑏 = 0, 𝑑 = (1 +𝐵2 +𝐵4 +𝐵2𝑐 + 3𝐵4𝑐 + 3𝐵4𝑐2 +𝐵4𝑐3)⇑(𝐵3(1 + 𝑐)2),

𝑓 = −1⇑𝐵, 𝑔 = −(1 +𝐵2 +𝐵2𝑐)⇑(𝐵2(1 + 𝑐)), 𝑘 = 𝑙 = 0, 𝑚 = −1 − 𝑐, 𝑝 = 1⇑𝐵,

𝑛 = (1 +𝐵2 +𝐵2𝑐)⇑(𝐵2(1 + 𝑐)), 𝑞 = −(1 +𝐵2 +𝐵2𝑐)⇑𝐵, 𝑟 = 𝑠 = 0, 𝑐 ≠ −1;

(3.90)

𝑎 = 𝐴2𝐵1𝑓(1 +𝐵𝑓)⇑(𝐵(1 +𝐵1𝑓)), 𝑏 = −𝐴(1 +𝐵𝑓)⇑𝐵, 𝑙 = 0,

𝑐 = (−𝐵 −𝐴𝐵𝑓 −𝐴𝐵1𝑓 −𝐵𝐵1𝑓 − 2𝐴𝐵𝐵1𝑓 2)⇑(𝐵(1 +𝐵1𝑓)),

𝑑 = (−𝐵 −𝐵1 −𝐵𝐵1𝑓 −𝐵2
1𝑓 + 2𝐴2𝐵2

1𝑓 + 2𝐴2𝐵𝐵2
1𝑓

2)⇑(𝐵𝐵1(1 +𝐵1𝑓)),

𝑔 = −𝐴(−2𝐵 −𝐴2𝐵1 −𝐴𝐵𝐵1 −𝐵2𝑓 − 3𝐵𝐵1𝑓 −𝐴2𝐵𝐵1𝑓 −𝐴𝐵2𝐵1𝑓 −𝐴𝐵𝐵2
1𝑓

−𝐵2𝐵1𝑓 2 −𝐵𝐵2
1𝑓

2 +𝐴2𝐵𝐵2
1𝑓

2 −𝐴𝐵2𝐵2
1𝑓

2 +𝐴2𝐵2𝐵2
1𝑓

3)⇑(𝐵2(1 +𝐵1𝑓)2),

𝑘 = −𝐴2𝐵1𝑓(1 +𝐵𝑓)⇑(𝐵(1 +𝐵1𝑓)), 𝑚 = 𝐴𝑓(𝐵 +𝐵1 + 2𝐵𝐵1𝑓)⇑(𝐵(1 +𝐵1𝑓)),

𝑛 = (𝐵 +𝐴2𝐵1 +𝐴𝐵𝐵1 +𝐵𝐵1𝑓 +𝐴2𝐵𝐵1𝑓 +𝐴𝐵2𝐵1𝑓 +𝐴𝐵𝐵2
1𝑓 +𝐴𝐵

2𝐵2
1𝑓

2)⇑

(𝐵2𝐵1(1 +𝐵1𝑓)), 𝑝 = −𝑓, 𝑞 = −𝐴(𝐵 +𝐵1 + 2𝐵𝐵1𝑓)(𝐵 +𝐴2𝐵1 +𝐴𝐵𝐵1 +𝐵𝐵1𝑓

+𝐴2𝐵𝐵1𝑓 +𝐴𝐵2𝐵1𝑓 +𝐴𝐵𝐵2
1𝑓 +𝐴𝐵

2𝐵2
1𝑓

2)⇑(𝐵3𝐵1(1 +𝐵1𝑓)2), 𝑟 = 0,

𝑠 = 𝐴2(1 +𝐵𝑓)(𝐵 +𝐴2𝐵1 +𝐴𝐵𝐵1 +𝐵𝐵1𝑓 +𝐴2𝐵𝐵1𝑓 +𝐴𝐵2𝐵1𝑓

+𝐴𝐵𝐵2
1𝑓 +𝐴𝐵

2𝐵2
1𝑓

2)⇑(𝐵3(1 +𝐵1𝑓)2);

(3.91)

𝑎 = (𝐴2 −𝐴𝐵 −𝐴𝐵𝑐)⇑𝐵, 𝑏 = 0, 𝑑 = −2(1 −𝐴2 +𝐴𝐵 +𝐴𝐵𝑐)⇑𝐵, 𝑓 = −1⇑𝐵,

𝑔 = 1 − 2𝐴2 + 2𝐴𝐵 + 𝑐 −𝐴2𝑐 + 3𝐴𝐵𝑐 +𝐴𝐵𝑐2, 𝑘 = 𝐴(−𝐴 +𝐵 +𝐵𝑐)⇑𝐵, 𝑙 = 0,

𝑛 = (1 −𝐴2 +𝐴𝐵 +𝐴𝐵𝑐)⇑𝐵2, 𝑝 = 1⇑𝐵, 𝑞 = −(1 + 𝑐)(1 −𝐴2 +𝐴𝐵 +𝐴𝐵𝑐)⇑𝐵,

𝑚 = −1 − 𝑐, 𝑟 = 0, 𝑠 = 𝐴(𝐴 −𝐵 −𝐵𝑐)(−1 +𝐴2 −𝐴𝐵 −𝐴𝐵𝑐)⇑𝐵2.

(3.92)

3.6.2. Dreptele 𝑙1 şi 𝑙2 sunt complexe, iar 𝑙3 este realǎ.

Cazul 𝑙1,2 = 𝑥 − 𝛼 ± 𝑖.

Vom determina condițiile pentru care sistemul (2.46) admite dreapta invarianta realǎ

𝑙3 ≡ 𝑦 −𝐴𝑥−𝐵 = 0, 𝐴,𝐵 ∈ R, 𝐵 ≠ 0, apoi vom determina condițiile pentru care dreapta de la
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infinit are multiplicitatea algebricǎ doi.

Sistemul (2.46) are dreapta invariantǎ 𝑙3 ≡ 𝑦−𝐴𝑥−𝐵 = 0, 𝐴,𝐵 ∈ R, 𝐵 ≠ 0, dacǎ polinomul

𝜙(𝑥) = −(𝐵(𝐴+𝐵(𝑏+𝐵𝑙))(1+𝛼2)+ (︀𝐴2(1+𝛼2)+ (1+𝐵(𝑑+𝐵𝑛))(1+𝛼2)+𝐴𝐵(−2𝛼+2𝑏(1+

𝛼2)+3𝐵𝑙(1+𝛼2)⌋︀𝑥+ (︀(𝑔 +𝐵𝑞)(1+𝛼2)+𝐴2(𝑏+3𝐵𝑙−2𝛼+(𝑏+3𝐵𝑙)𝛼2)+𝐴(𝐵 +𝑑+2𝐵𝑛+(𝑑+

2𝐵𝑛)𝛼2)⌋︀𝑥2 + (︀𝐴(𝐴(1 +𝐴𝑙 + 𝑛) + 𝑞) + 𝑠 + (𝐴(𝐴(𝐴𝑙 + 𝑛) + 𝑞) + 𝑠)𝛼2⌋︀𝑥3)⇑(1 + 𝛼2) este identic

zero, i.e.:

{𝐴 = −𝐵(𝑏 + 𝐵𝑙), 𝑞 = (1⇑(𝐵(1 + 𝛼2)))(−𝑔 + (𝑏 + 𝐵𝑙)(−2 + 𝐵(−𝑑 + 𝐵(1 + (𝑏 + 𝐵𝑙)2))) −

2𝐵2(𝑏 +𝐵𝑙)2𝛼 + (−𝑔 + (𝑏 +𝐵𝑙)(−2 +𝐵(−𝑑 +𝐵(𝑏 +𝐵𝑙)2)))𝛼2), 𝑠 = −(𝑏 +𝐵𝑙)(𝑏 + 𝑔 +𝐵𝑙), 𝑛 =

(−1 +𝐵(−𝑑 +𝐵(𝑏 +𝐵𝑙)(𝑏 + 2𝐵𝑙)))⇑𝐵2 − (2(𝑏 +𝐵𝑙)𝛼)⇑(1 + 𝛼2)}.

În aceste condiții sistemul omogen, asociat sistemului (2.46), are polinomul 𝐶0(𝑥, 𝑦) =

𝑥𝜅(𝑥, 𝑦)𝐶01(𝑥, 𝑦)⇑(𝐵2(1 + 𝛼2)2), unde 𝜅(𝑥, 𝑦) = 𝑥(𝑏𝐵𝑥 + 𝐵2𝑙𝑥 + 𝑦)(︀2𝐵3𝑙𝑥𝑦𝛼 + 𝑥𝑦(1 + 𝛼2) −

𝑏2𝐵2𝑥𝑦(1+𝛼2)−𝐵4𝑙2𝑥𝑦(1+𝛼2)+𝐵𝑥(𝑔𝑥+𝑑𝑦)(1+𝛼2)+𝐵2(−𝑥𝑦+𝑙(𝑥−𝑦)(𝑥+𝑦)(1+𝛼2))+𝑏𝐵𝑥(𝑥(1+

𝛼2)−2𝐵𝑦(−𝛼+𝐵𝑙(1+𝛼2)))⌋︀⇑(𝐵2(1+𝛼2)), iar 𝐶01(𝑥, 𝑦) = 𝐵2(𝑏+𝐵𝑙)(𝑏+𝑔+𝐵𝑙)(1+𝛼2)𝑥3+(−1+

𝐵(−𝑑+𝐵(𝑏+𝐵𝑙)(𝑏+2𝐵𝑙))−2𝐵2(𝑏+𝐵𝑙)𝛼+(−1+𝐵(−𝑑+𝐵(𝑏+𝐵𝑙)(𝑏+2𝐵𝑙)))𝛼2)𝑥𝑦2+2𝐵2𝑙(1+

𝛼2)𝑦3. Prin urmare, dreapta de la infinit 𝑍 = 0 va avea multiplicitatea algebricǎ doi, dacǎ

𝐶01(𝑥, 𝑦) ≡ 0, adicǎ {𝑑 = −1⇑𝐵, 𝑏 = 𝑙 = 0} sau {𝑔 = −𝑏, 𝑑 = −1⇑𝐵+𝑏𝐵(𝑏−(2𝛼)⇑(1+𝛼2)), 𝑙 = 0}.

Lema 3.6.4. Sistemul cubic (2.6) are douǎ drepte invariante complexe şi paralele, o

dreaptǎ invariantǎ realǎ şi pentru el dreapta de la infinit e de multiplicitate algebricǎ cel

puțin doi, dacǎ şi numai dacǎ se realizeazǎ una dintre urmǎtoarele douǎ serii de condiții:

𝑎 = 𝑏 = 𝑓 = 𝑘 = 𝑝 = 𝑙 = 𝑛 = 𝑟 = 𝑠 = 0, 𝑐 = −2𝛼⇑(𝛼2 + 1),

𝑑 = −1⇑𝐵, 𝑚 = 1⇑(𝛼2 + 1), 𝑞 = −𝑔⇑𝐵;
(3.93)

𝑎 = 𝑓 = 𝑘 = 𝑙 = 𝑛 = 𝑝 = 𝑟 = 𝑠 = 0, 𝑐 = −2𝛼⇑(𝛼2 + 1), 𝑞 = 𝑏𝐵⇑(1 + 𝛼2)

𝑑 = −1⇑𝐵 + 𝑏𝐵(𝑏 − (2𝛼)⇑(1 + 𝛼2)), 𝑔 = −𝑏, 𝑚 = 1⇑(𝛼2 + 1), 𝑏 ≠ 0.
(3.94)

Sistemul cubic {(2.6),(3.93)} are dreptele invariante 𝑙1,2 = 𝑥−𝛼± 𝑖, 𝑙3 = 𝑦−𝐵, iar sistemul

cubic {(2.6),(3.94)} are dreptele invariante 𝑙1,2 = 𝑥 − 𝛼 ± 𝑖, 𝑙3 = 𝑦 + 𝑏𝐵𝑥 −𝐵.

Cazul 𝑙1,2 = 𝑦 ± 𝑖𝑥.

Lema 3.6.5. Sistemul cubic (2.6) are douǎ drepte complexe omogene, o dreaptǎ invari-

antǎ realǎ şi pentru el dreapta de la infinit e de multiplicitate algebricǎ cel puțin doi, dacǎ

şi numai dacǎ se realizeazǎ una dintre urmǎtoarele douǎ serii de condiții:

𝑎 = 𝑑 = 𝑓 = 0, 𝑐 = −1, 𝑔 = 𝑏 − 1, 𝑘 =𝑚 = 𝑝 = 𝑟 = 0, 𝑞 = 𝑙, 𝑠 = 𝑛, 𝑙 ≠ 0; (3.95)

𝑐 = −1, 𝑑 = 0, 𝑓 = 𝑎, 𝑔 = 𝑏 − 1, 𝑙 =𝑚 = 𝑟 = 0, 𝑘 = 𝑝 = −𝑎, 𝑞 = 𝑘 − 𝑎, 𝑠 = 𝑛. (3.96)
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Demonstrație. Putem cosidera dreapta realǎ 𝑙3 = 𝑥− 1. Dreapta 𝑙3 este invariantǎ pentru

sistemul {(2.6),(2.48)}, dacǎ 𝑃 (1, 𝑦) = 𝑎 + 𝑘 + (1 + 𝑐 + 𝑚)𝑦 + (𝑎 + 𝑑 + 𝑝)𝑦2 + 𝑟𝑦3 ≡ 0, i.e.

{𝑟 = 0, 𝑘 = −𝑎, 𝑚 = −1 − 𝑐, 𝑝 = −𝑎 − 𝑑}. În aceste condiții polinomul 𝐶0(𝑥, 𝑦) are forma

𝐶0(𝑥, 𝑦) = −𝜅(𝑥, 𝑦)𝐶02(𝑥, 𝑦), unde 𝜅(𝑥, 𝑦) = −𝑥(𝑥 + 𝑐𝑥 − 𝑛𝑥 + 𝑎𝑦 + 𝑑𝑦 − 𝑙𝑦)(𝑥2 + 𝑦2), iar

𝐶02(𝑥, 𝑦) = (1+ 2𝑐+ 𝑐2 −𝑎𝑑+𝑎𝑙−(1+ 𝑐)𝑛)𝑥4 +(2(1+ 𝑐)(𝑎+𝑑)− 2𝑑𝑛)𝑥3𝑦 +(𝑑2 −𝑑𝑙+𝑎(𝑑+ 2𝑙)+

𝑛+ 𝑐𝑛)𝑥2𝑦2 + 2(1+ 𝑐)𝑙𝑥𝑦3 +(𝑎+𝑑)𝑙𝑦3 ≡ 0 ⇒ {𝑎 = 𝑑 = 0, 𝑐 = −1, 𝑙 ≠ 0} sau {𝑐 = −1, 𝑑 = 𝑙 = 0}. ◻

Cazul 𝑙1,2 = 𝑦 − (𝛼 ± 𝛽𝑖)𝑥 − 1, 𝛽 ≠ 0

Lema 3.6.6. Sistemul cubic (2.6) are douǎ drepte complexe neomogene şi concurente,

o dreaptǎ invariantǎ realǎ şi pentru el dreapta de la infinit e de multiplicitate algebricǎ cel

puțin doi, dacǎ şi numai dacǎ se realizeazǎ una dintre urmǎtoarele cinci serii de condiții:

𝑎 + 𝜔 = 𝑏 = 𝑙 = 𝑟 = 0, 𝑐 = (−1 + 2𝐴𝛼)⇑𝐴,𝑑 = −2(1 + 𝜔), 𝑔 = (2𝐴𝛼 + 2𝐴𝛼𝜔 + 𝜔)⇑𝐴,

𝑓 = −1, 𝑘 = 𝜔⇑𝐴,𝑚 = −2𝛼⇑𝐴,𝑛 = 1 + 𝜔, 𝑝 = 1⇑𝐴, 𝑞 = −2𝛼(1 + 𝜔), 𝑠 = 𝜔)(1 + 𝜔), 𝛽 ≠ 0;
(3.97)

𝑎 = 1, 𝑏 = 0, 𝑑 = −1, 𝑓 = −2, 𝑔 = 𝑘 = 𝜔(2𝛼 − 𝑐),

𝑙 = 𝑛 = 𝑞 = 𝑠 = 0, 𝑚 = 2𝑐𝛼 − 4𝛼2 + 𝜔, 𝑝 = −𝑐, 𝑟 = 1;
(3.98)

𝑎 = 1, 𝑏 = 𝑐 − 2𝛼, 𝑑 = 4𝛼2 − 1 − 2𝑐𝛼, 𝑓 = −2, 𝑔 = 𝑘 = 0, 𝑙 = 2𝛼 − 𝑐, 𝑚 = 𝜔,

𝑛 = 2(𝑐 − 2𝛼)𝛼, 𝑝 = −2𝛼, 𝑞 = 𝜔(2𝛼 − 𝑐), 𝑟 = 1, 𝑠 = 0, 𝑐 ≠ 2𝛼;
(3.99)

𝑎 = 1, 𝑏 = 0, 𝑐 = 2𝛼, 𝑑 = 1⇑𝐵, 𝑓 = −2 + (1 −𝐵)⇑(𝐵𝜔), 𝑔 = 𝑘 = 𝑙 = 𝑛 = 𝑞 = 𝑠 = 0,

𝑚 = (𝐵(1 + 𝜔) − 1)⇑𝐵, 𝑝 = 2𝛼(1 −𝐵 −𝐵𝜔)⇑(𝐵𝜔), 𝑟 = (𝐵 +𝐵𝜔 − 1)⇑(𝐵𝜔);
(3.100)

𝑎 = (𝐴2 − 2𝐴𝐵𝛼 + 𝜔(𝐴2 +𝐵 −𝐴2𝐵))⇑Ω, 𝑏 = 𝐴(𝐵 − 1)(1 + 𝜔)⇑Ω,

𝑐 = (𝐴(𝐴2 − 4𝐵𝛼2 + 2𝐵𝜔) + 2𝐴(−1 +𝐵)(1 +𝐴𝛼) − 𝜔(𝐴 − 2𝐵𝛼))⇑Ω,

𝑑 = (𝐴(𝐴 − 2𝐴𝐵 + 2𝛼) − 𝜔(1 − 2𝐴2 + 2𝐴2𝐵))⇑Ω,

𝑓 = (1 −𝐵 −𝐴(1 +𝐵)(𝐴 − 2𝛼) − 2𝐵𝜔)⇑Ω, 𝑠 = 𝐴2𝜔(𝐵 − 1)(1 + 𝜔))⇑Ω,

𝑔 = 𝐴(2𝐴𝛼(𝐵 − 1) − 𝜔(𝐴2 +𝐵 − 2𝐴𝐵𝛼 − 1) −𝐵𝜔2)⇑Ω,

𝑘 = −𝐴𝜔(−1 +𝐴2 +𝐵 − 2𝐴𝛼 +𝐵𝜔)⇑Ω, 𝑟 = (𝐴2 +𝐵 − 2𝐴𝛼 +𝐵𝜔 − 1)⇑Ω,

𝑙 = 𝐴(1 −𝐵)(1 + 𝜔)⇑Ω, 𝑛 = 𝐴(𝐵 − 1)(𝐴 + 2𝛼)(1 + 𝜔)⇑Ω,

𝑚 = (2𝐴𝛼 + 𝜔)(−1 +𝐴2 +𝐵 − 2𝐴𝛼 +𝐵𝜔)⇑Ω,

𝑝 = (𝐴 + 2𝛼)(1 −𝐴2 −𝐵 + 2𝐴𝛼 −𝐵𝜔)⇑Ω, 𝑞 = 𝐴(1 −𝐵)(1 + 𝜔)(2𝐴𝛼 + 𝜔)⇑Ω,

(3.101)

unde 𝜔 = 𝛼2 + 𝛽2, Ω = 𝐵((𝐴 − 𝛼)2 + 𝛽2).

Demonstrație. Fie 𝑙3 = 𝑥 − 𝐴, 𝐴 ≠ 0. Dreapta 𝑙3 = 𝑥 − 𝐴, 𝐴 ≠ 0 este invariantǎ pentru

sistemul (2.50), dacǎ 𝑃 (𝐴,𝑦) = 𝐴2(𝑎 + 𝐴𝑔 − 2𝐴𝛼 + 2𝑎𝐴𝛼) + (1 + 2𝐴2 − 𝑎𝐴2 + 𝐴𝑐 + 𝐴2𝑑 +
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2𝐴2𝑐𝛼 − 3𝐴2𝛼2 +𝐴2𝛽2)𝑦 + (𝐴𝑏 −𝐴𝑐 + 𝑓 + 4𝐴𝛼 + 2𝐴𝑓𝛼)𝑦2 − (1 + 𝑓)𝑦3 ≡ 0, i. e. {𝑓 = −1, 𝑔 =

−(𝑎− 2𝐴𝛼 + 2𝑎𝐴𝛼)⇑𝐴, 𝑐 = −(1−𝐴𝑏− 2𝐴𝛼)⇑𝐴, 𝑑 = −(2𝐴− 𝑎𝐴+ 𝑏+ 2𝐴𝑏𝛼 +𝐴𝛼2 +𝐴𝛽2)⇑𝐴}. În

aceste condiții polinomul 𝐶0(𝑥, 𝑦) are forma 𝐶0(𝑥, 𝑦) = −𝜅(𝑥, 𝑦)𝐶03(𝑥, 𝑦)⇑𝐴2, unde 𝜅(𝑥, 𝑦) =

−𝑥(−𝐴𝑥 + 𝑎𝐴𝑥 − 𝑦 +𝐴𝑏𝑦)(𝑦2 − 2𝑥𝑦𝛼 + 𝑥2𝛼2 + 𝑥2𝛽2)⇑𝐴, iar 𝐶03(𝑥, 𝑦) = (𝑎2(1 + 2𝐴𝛼) −𝐴(𝑏 +

2𝛼)(𝛼2+𝛽2)+𝑎(𝛼2+𝛽2+2𝐴𝛼(−1+𝛼2+𝛼2)))𝑥4+2(−𝑎2𝐴+𝐴(𝛼2+𝛽2)+𝑎(𝑏+𝐴(1+2𝑏𝛼−𝛼2−

𝛽2)))𝑥3𝑦 + (𝑎− 4𝑎𝐴𝑏+ (𝑏+𝛼)2 +𝛽2 +𝐴𝑏(1+ 2𝑏𝛼+ 3𝛼2 −𝛽2))𝑥2𝑦2 − 2𝐴𝑏(𝑏+ 2𝛼)𝑥𝑦3 +𝐴𝑏𝑦3 ≡ 0

⇒ {𝑏 = 0, 𝑎 = −(𝛼2 + 𝛽2)} ⇒ (3.97).

Fie 𝑙3 ≡ 𝑦 −𝐴𝑥 −𝐵 = 0, 𝐴,𝐵 ∈ R, 𝐵 ≠ 0. Aceastǎ dreaptǎ este invariantǎ pentru sistemul

(2.50), dacǎ 𝜙(𝑥) = (𝐵 − 1)𝐵(𝐴 +𝐴𝐵 + 𝑏𝐵 +𝐴𝐵𝑓)(−1 −𝐵𝑑 +𝐴2(−1 − 2𝐵𝑓 + 3𝐵2(1 + 𝑓)) +

𝐴𝐵((−1+𝐵)(2𝑏+𝑐)−2𝐵(2+𝑓)𝛼)+𝐵2(1+𝑑+(2+𝑓)𝛼2+(2+𝑓)𝛽2))𝑥+(𝑎𝐴(−1+𝐵)+𝐴3(−𝑓 +

3𝐵(1+𝑓))−𝑔+𝐴2(𝑏(−1+𝐵)+(−1+2𝐵)𝑐−4𝐵(2+𝑓)𝛼)+𝐴((−1+𝐵)𝑑+𝐵𝛼(−2𝑐+7𝛼+2𝑓𝛼)+

𝐵(3+2𝑓)𝛽2)+𝐵(𝑔+(𝑐−2𝛼)(𝛼2+𝛽2)))𝑥2+(−1+𝑎+𝐴2+𝐴𝑐+𝐴2𝑓−2𝐴𝛼)(𝐴2−2𝐴𝛼+𝛼2+𝛽2)𝑥3 ≡ 0

sau:

1) {𝑎 = 1, 𝑓 = −2, 𝐴 = 𝑐 − 2𝛼, 𝐵 = 1};

2) {𝑎 = 1−𝐴(𝐴+ 𝑐+𝐴𝑓 − 2𝛼), 𝑏 = −𝐴(1+𝐵 +𝐵𝑓)⇑𝐵, 𝑑 = (1−𝐴2(1+𝐵2(1+ 𝑓)) +𝐴𝐵(𝑐−

𝐵𝑐+2𝐵(2+𝑓)𝛼)−𝐵2(1+(2+𝑓)𝛼2+(2+𝑓)𝛽2))⇑((𝐵−1)𝐵), 𝑔 = (−𝐴3𝐵(1+𝑓)+𝐴2𝐵(−𝑐+2(1+

𝐵+𝐵𝑓)𝛼)−𝐵2(𝑐−2𝛼)(𝛼2+𝛽2)+𝐴(−1+𝐵+𝐵2(𝛼(2𝑐−(5+𝑓)𝛼)−(1+𝑓)𝛽2)))⇑((𝐵−1)𝐵)}.

În condițiile cazului 1) sistemul omogen, asociat sistemului cubic (2.50), are polinomul

𝐶0(𝑥, 𝑦) de forma: 𝐶0(𝑥, 𝑦) = −𝜅(𝑥, 𝑦)𝐶04(𝑥, 𝑦), unde 𝜅(𝑥, 𝑦) = 𝑦(−𝑐𝑥+ 𝑦 + 2𝑥𝛼)(𝑦2 − 2𝑥𝑦𝛼+

𝑥2𝛼2 + 𝑥2𝛽2), iar 𝐶04(𝑥, 𝑦) = 𝑔(𝑔 + 𝑐𝛼2 − 2𝛼3 + 𝑐𝛽2 − 2𝛼𝛽2)𝑥4 + 2(1 + 𝑑)𝑔𝑥3𝑦 + (1 + 𝑑2 + 2𝑏𝑔 +

(−3− (𝑏− 𝑐)(𝑐− 2𝛼))𝛼2 + 𝑐(𝑔 + 2𝛼) +𝛽2 − (𝑏− 𝑐)(𝑐− 2𝛼)𝛽2 + 𝑑(2+ 2𝑐𝛼− 3𝛼2 +𝛽2))𝑥2𝑦2 + 2(𝑏+

𝑏𝑑 − 𝑔 + 2𝑏𝑐𝛼 − 3𝑏𝛼2 − 𝑐𝛼2 + 2𝛼3 + 𝑏𝛽2 − 𝑐𝛽2 + 2𝛼𝛽2)𝑥𝑦3 − (1 − 𝑏2 + 𝑏𝑐 + 𝑑)𝑦4. 𝐶0(𝑥, 𝑦) ≡ 0, dacǎ

𝐶04(𝑥, 𝑦) ≡ 0, i. e. {𝑏 = 0, 𝑑 = −1, 𝑔 = (2𝛼−𝑐)(𝛼2+𝛽2)} sau {𝑏 = 𝑐−2𝛼, 𝑑 = 4𝛼2−1−2𝑐𝛼, 𝑔 = 0}

⇒ (3.98) şi (3.99), respectiv.

În cazul 2) sistemul omogen, asociat sistemului cubic (2.50), are polinomul 𝐶0(𝑥, 𝑦) =

−𝜅(𝑥, 𝑦)𝐶05(𝑥, 𝑦)⇑(𝐵2(𝐵 − 1)2), unde 𝜅(𝑥, 𝑦) = (𝐴𝑥 − 𝑦)(𝐴𝑥 + 𝑐𝑥 +𝐴𝑓𝑥 + 𝑦 + 𝑓𝑦 − 2𝑥𝛼)(𝑦2 −

2𝑥𝑦𝛼+𝑥2𝛼2 +𝑥2𝛽2), iar 𝐶05(𝑥, 𝑦) = (︀−𝐴6𝐵2(1+ 𝑓)2 + 2𝐴5𝐵2(1+ 𝑓)(−𝑐+(3+𝐵 + 𝑓 +𝐵𝑓)𝛼)−

𝐵3(𝑐− 2𝛼)2(𝛼2 +𝛽2)2 +𝐴𝐵2(𝑐− 2𝛼)(𝛼2 +𝛽2)(−2+ 2𝐵 + 4𝐵𝑐𝛼−𝛼2 − 9𝐵𝛼2 − 2𝐵𝑓𝛼2 − (1+𝐵 +

2𝐵𝑓)𝛽2)+𝐴4𝐵(−(1+𝑓)(2+𝛼2+𝛽2)−𝐵2(1+𝑓)(−4𝑐𝛼+(13+5𝑓)𝛼2+(1+𝑓)𝛽2)−𝐵(𝑐2−2(1+

𝑓)−4𝑐(2+𝑓)𝛼+(12+𝑓(9+𝑓))𝛼2+𝑓(1+𝑓)𝛽2))−𝐴2(1−𝐵(2+2𝑐𝛼+(−3+𝑓)𝛼2+(1+𝑓)𝛽2)+

𝐵3(𝛼(2𝑐+(−7+5𝑐2−3𝑓)𝛼−2𝑐(13+4𝑓)𝛼2+(32+𝑓(17+𝑓))𝛼3)+(𝑐2−2𝑐(5+4𝑓)𝛼+(1+𝑓)(−3+

2(8+𝑓)𝛼2))𝛽2+𝑓(1+𝑓)𝛽4)+𝐵2(1−6𝑐𝛼3+(9+𝑓)𝛼4−6𝑐𝛼𝛽2+𝛼2(4+𝑐2+4𝑓+2(5+𝑓)𝛽2)+𝛽2(𝑐2+
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(1+𝑓)(4+𝛽2))))+𝐴3𝐵(2𝐵(1+𝐵)𝑐2𝛼−𝑐(2+𝛼2+𝛽2+𝐵(−2+(9+2𝑓+2𝐵(9+5𝑓))𝛼2+𝛽2+2(𝐵+

𝑓 +𝐵𝑓)𝛽2))+2𝛼(3+𝑓 +𝛼2+𝛽2+𝐵(−2+3(2+𝑓)𝛼2+(2+3𝑓)𝛽2+𝐵(−1+15𝛼2+3𝛽2+𝑓(−1+(13+

2𝑓)𝛼2+(5+2𝑓)𝛽2)))))⌋︀𝑥4−2(︀𝐴5𝐵(1+𝑓)(1+𝐵2(1+𝑓))+𝐴4𝐵(𝑐(1+𝐵(−1+2𝐵)(1+𝑓))−2(2+

𝑓)(1+2𝐵2(1+𝑓))𝛼)+𝐵2(𝑐−2𝛼)(𝛼2+𝛽2)(−1+𝐵(1+(2+𝑓)𝛼2+(2+𝑓)𝛽2))+𝐴(−1+𝐵(2+2𝑐𝛼+

(−2+𝑓)𝛼2+(2+𝑓)𝛽2)+𝐵3(𝛼2+𝛽2)(1+𝑐2+𝑓−2𝑐(5+2𝑓)𝛼+(2+𝑓)(9+𝑓)𝛼2+2𝛽2+𝑓(3+𝑓)𝛽2)−

𝐵2(1+(−1+2𝑓)𝛼2+(3+2𝑓)𝛽2−2𝑐𝛼(−1+𝛼2+𝛽2)+𝑐2(𝛼2+𝛽2)))+𝐴3(1−𝐵(2+2𝑐𝛼−3𝛼2+𝛽2+

𝑓(1+𝛼2+𝛽2))+𝐵2(−𝑐2+2𝑐(2+𝑓)𝛼+2(1+𝑓)(1+2𝛼2+2𝛽2))+𝐵3(−1+𝑐2−𝑓 −2𝑐(5+3𝑓)𝛼+𝛽2+

(3+2𝑓)((7+3𝑓)𝛼2+𝑓𝛽2)))−𝐴2𝐵(2(−1+𝐵)𝐵𝑐2𝛼+2𝛼(−2−𝑓 −𝛼2−𝛽2+2𝐵(𝑓 +2(1+𝛼2+𝛽2))+

𝐵2(−2+13𝛼2+5𝛽2+𝑓(−1+2(6+𝑓)𝛼2+2(4+𝑓)𝛽2)))+𝑐(2+𝛼2+𝛽2+𝐵(−3+(1+𝑓)𝛼2+(−3+

𝑓)𝛽2−𝐵(−1+7(2+𝑓)𝛼2+(2+3𝑓)𝛽2))))⌋︀𝑥3𝑦+(︀−1−𝐴4(1+𝐵 +𝐵𝑓)(1+𝐵(−2+3𝐵)(1+𝑓))+

𝐴3𝐵(−(−1+𝐵)𝑐(3+2𝐵(1+𝑓))+2(−4−3𝑓 +𝐵(3+2𝑓)(2−𝑓 +2𝐵(1+𝑓)))𝛼)+𝐵(2+2𝑐𝛼+(−1+

𝑓)𝛼2+(3+𝑓)𝛽2)−𝐵3(𝛼2(5+𝑓 +(1+𝑓)(2+𝑓)𝛼2)+(1+𝑓)(1+2(2+𝑓)𝛼2)𝛽2+(1+𝑓)(2+𝑓)𝛽4+

2𝑐𝛼(−1+𝛼2+𝛽2)−𝑐2(𝛼2+𝛽2))−𝐵2(1+(2+𝑓)𝛼4+2𝛽2+(2+𝑓)𝛽4−2𝑐𝛼(−2+𝛼2+𝛽2)+𝑐2(𝛼2+

𝛽2)+2𝛼2(−3+(2+𝑓)𝛽2))+𝐴2(4+𝐵(−3−8𝑐𝛼+13𝛼2−3𝛽2−𝑓(−3+𝛼2+𝛽2)+𝐵(−2− 𝑐2−4𝑓 −

4𝑐(−2+𝑓)𝛼+2(−1+𝑓)(7+𝑓)𝛼2+2(1+𝑓)2𝛽2)+𝐵2(1+𝑐2+𝑓 +4𝑐𝑓𝛼−(23+𝑓(35+8𝑓))𝛼2−7𝛽2−

𝑓(11+4𝑓)𝛽2)))+𝐴𝐵(−2(−1+𝐵)𝐵𝑐2𝛼−(−1+𝐵)𝑐(−2−𝛼2−𝛽2+2𝐵(1+(1+𝑓)𝛼2+(3+𝑓)𝛽2))+

2𝛼(1+ 𝑓 +𝛼2 +𝛽2 −𝐵(6+ 4𝛼2 + 4𝛽2 + 𝑓(4+𝛼2 +𝛽2)) +𝐵2(5+ 11𝛼2 + 11𝛽2 + 𝑓(3+ (9+ 2𝑓)𝛼2 +

(9+2𝑓)𝛽2))))⌋︀𝑥2𝑦2−2(𝐵−1)(︀𝐴3(1+2𝐵(1+𝑓))−𝐴2𝐵(2𝛼+𝐵(1+𝑓)(𝑐+2𝛼))−𝐵2(1+𝑓)(𝑐−

2𝛼)(𝛼2+𝛽2)+𝐴(−1+𝐵(−1−2𝑓 +2𝑐𝛼−3𝛼2+𝛽2+2𝐵(1+𝛼2+𝛽2+𝑓(1+(𝑐−𝛼)𝛼+𝛽2))))⌋︀𝑥𝑦3+

(𝐵−1)(︀𝐴2(1+𝐵(2+3𝑓+𝐵(−1+𝑓 2)))+𝐴𝐵(𝑐−𝐵𝑐−2(2+𝑓)(1+𝐵𝑓)𝛼)+𝐵(1+𝑓)(−1+𝐵(1+(2+

𝑓)𝛼2 + (2+ 𝑓)𝛽2))⌋︀𝑦4. Astfel, 𝐶05(𝑥, 𝑦) ≡ 0, dacǎ {𝑐 = 2𝛼, 𝑓 = −2+ (1−𝐵)⇑(𝐵(𝛼2 +𝛽2))} sau

{𝑐 = (𝐴(𝐴2−2𝐵𝛼2+2𝐵𝛽2)+2𝐴(−1+𝐵)(1+𝐴𝛼)−(𝐴−2𝐵𝛼)(𝛼2+𝛽2))⇑(𝐵((𝐴−𝛼)2+𝛽2))𝑓 =

(1−𝐵 −𝐴(1+𝐵)(𝐴−2𝛼)−2𝐵(𝛼2+𝛽2))⇑(𝐵((𝐴−𝛼)2+𝛽2))} ⇒ (3.100) şi (3.101), respectiv.

◻

3.6.3. Integrabilitatea sistemelor {(2.6),(3.82)}-{(2.6),(3.101)}.

Sistemele {(2.6),(3.82)} şi {(2.6),(3.84)} sunt integrabile, au urmǎtorii factori integranți,

respectiv:

𝜇(𝑥, 𝑦) = 1⇑((𝑥 − 1)(1 + 𝑥 + 𝑐𝑥)(𝑦 −𝐵)); 𝜇(𝑥, 𝑦) = 1⇑((𝑥 − 1)(𝐵 − 𝑦)(𝐵1 − 𝑦)),

şi pentru aceste sisteme punctul critic (0,0) este de tip centru.

Sistemul {(2.6),(3.83)} ({(2.6),(3.85)}) are prima mǎrime Lyapunov 𝐿1 = 2𝑏𝐵(1+𝑐) (𝐿1 =

−(2𝐴(1 +𝐴2))⇑(𝐵𝐵1)) care se anuleazǎ pentru 𝑏 = 0 (𝐴 = 0). Astfel, sistemul {(2.6),(3.83)}
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({(2.6),(3.85)}) este integrabil şi are factorul integrant de forma 𝜇(𝑥, 𝑦) = 1⇑((−1+𝑥)(1+𝑥+

𝑐𝑥)(𝑦 −𝐵)) (𝜇(𝑥, 𝑦) = 1⇑((𝑥 − 1)(𝐵 − 𝑦)(𝐵1 − 𝑦))).

Sistemul {(2.6),(3.86)}. Dacă anulăm prima mǎrime Lyapunov 𝐿1 = −2(𝐴+𝐵)(1+𝐴2 +

2𝐴𝐵 +𝐵2−𝐵𝐵1)⇑(𝐵𝐵1) = 0, atunci avem factorul integrant 𝜇(𝑥, 𝑦) = (𝑥−1)(1+(𝐴+𝐵)
2)⇑(𝐵𝐵1) ⋅

(𝐵+𝐴𝑥−𝑦)(−𝐵(2+(𝐴+𝐵)
2)+(1−𝐴2+𝐵2)𝐵1)⇑(𝐵−𝐵1)(𝐵1+(𝐴+𝐵)𝑥−𝐵1𝑥−𝑦)−2−𝐴

2+𝐵2+𝐵(1+2𝐴(𝐴+𝐵))⇑(𝐵−𝐵1)

⋅ exp(︀−(−1 + (𝐴 +𝐵)(𝐵3 +𝐴(−1 + 2𝐵2) +𝐵1 −𝐵2𝐵1 +𝐴2(𝐵 +𝐵1)))𝑥⇑(𝐵𝐵1)⌋︀.

Sistemul {(2.6),(3.87)} are factor integrant de forma

𝜇(𝑥, 𝑦) = 𝑙𝛼1
1 𝑙

𝛼2
2 𝑙

𝛼3
3 𝑓

𝛼4
4 , (3.102)

unde 𝑙1 = 𝑥 − 1, 𝑙2 = 𝐵 +𝐴𝑥 − 𝑦, 𝑙3 = 𝐴 +𝐴(−1 + 𝑎𝐵)𝑥 + 𝑎𝐵(𝐵𝑥 − 𝑦), 𝑓4 = exp(︀𝐴(−1 + 𝑎𝐵)𝑥 +

𝑎𝐵(𝐵𝑥 − 𝑦)⌋︀;

𝛼1 = (−2𝑎𝐴3𝐵2(−1 + 𝑎𝐵) −𝐴4(−1 + 𝑎𝐵)2 + 𝑎2𝐵4(−1 +𝐵2) + 2𝑎𝐴𝐵2(−1 + 𝑎𝐵)(−1 +𝐵2) +

𝐴2(−2 +𝐵(𝐵 − 𝑎(−2 +𝐵(𝑎 + 2𝐵)))))⇑𝐴2,

𝛼2 = −1 + 𝐴2 −𝐵2 + 𝑎2𝐵2(𝐴 +𝐵)2(1 + 𝐴2 −𝐵2)⇑𝐴2 + 𝑎(−(1 + 𝐴2)⇑𝐴 − 2(1 + 𝐴2)𝐵 − (1 +

2𝐴2)𝐵2⇑𝐴 + 2𝐵3 + (2𝐵4)⇑𝐴 + (1 +𝐴2)⇑(𝐴 − 𝑎𝐵2)),

𝛼3 = 𝑎(1 +𝐴2)⇑(𝑎𝐵2 −𝐴), 𝛼4 = −(𝐴 +𝐵)(1 +𝐴2 −𝐵2)(𝑎𝐵2 +𝐴(−1 + 𝑎𝐵))⇑(𝐴2𝐵);

pentru 𝐿1 = −2(𝑎 +𝐴 + 𝑎𝐴2 − 𝑎𝐵2)(−𝐴2 + 𝑎𝐵 −𝐴𝐵 + 𝑎𝐴2𝐵 + 2𝑎𝐴𝐵2 + 𝑎𝐵3)⇑𝐴2 = 0.

La fel, Sistemul {(2.6),(3.88)}, cu 𝐿1 = −2(1 +𝐵𝐵1 −𝐵2
1 + 𝑎

2𝐵2𝐵2
1)(1 −𝐵𝐵1 − 𝑎𝐵2𝐵1 +

𝐵2
1 + 2𝑎𝐵𝐵2

1 + 𝑎
2𝐵2𝐵2

1)⇑(𝐵
2𝐵1) = 0, are factor integrant de forma (3.102), unde

𝑙1 = 𝑥−1, 𝑙2 = 𝐵1+𝑎𝐵𝐵1𝑥−𝑦, 𝑙3 = 𝐵−(𝐵−𝐵1−𝑎𝐵𝐵1)𝑥−𝑦, 𝑓4 = 𝐸𝑥𝑝(︀(𝐵−𝐵1−𝑎𝐵𝐵1)𝑥+𝑦⌋︀;

𝛼1 = (𝐵1 +𝐵(−2 + 𝑎𝐵1(1 + (1 + 𝑎𝐵)𝐵1(𝐵1 +𝐵(−1 + 𝑎𝐵1)))))⇑𝐵,

𝛼2 = (−𝐵1 +𝐵(−1 + 𝑎𝐵1(−1 + (1 + 𝑎𝐵)𝐵1(𝐵 − (1 + 𝑎𝐵)𝐵1))))⇑𝐵,

𝛼3 = (1 + 𝑎𝐵𝐵2
1 + 𝑎

2𝐵2𝐵2
1)⇑(𝐵1(−𝐵 +𝐵1 + 𝑎𝐵𝐵1)),

𝛼4 = −(1 + 𝑎𝐵)(1 + 𝑎𝐵𝐵2
1 + 𝑎

2𝐵2𝐵2
1)⇑𝐵.

Sistemul {(2.6),(3.89)} cu prima mǎrime Lyapunov 𝐿1 = −(1+𝑎𝐵)(1+𝑎𝐵𝐵2
1+𝑎

2𝐵2𝐵2
1)⇑𝐵 =

0 are factorul integrant 𝜇(𝑥, 𝑦) = (𝑥 − 1)−2+𝐵⇑𝐵1(𝐵 − 𝑦)−(𝐵+𝐵1)⇑𝐵1(𝐵1 +𝐵𝑥 −𝐵1𝑥 − 𝑦)𝐵(𝐵−𝐵1)

⋅ exp(︀(𝐵𝑥 −𝐵1𝑥 − 𝑦)⇑𝐵1⌋︀ şi are centru în (0,0).

Sistemul {(2.6),(3.90)}. Fie 𝑙1 = 𝑥 − 1, 𝑙2 = 1 + 𝐵(1 + 𝑐)𝑦, 𝑙3 = −𝐵2(1 + 𝑐) + (1 + 𝐵2 +

𝐵2𝑐)𝑥 +𝐵(1 + 𝑐)𝑦, 𝑓4 = 𝐸𝑥𝑝(︀(1 +𝐵2 +𝐵2𝑐)𝑥⇑(𝐵(1 + 𝑐)) + 𝑦⌋︀;

𝛼1 = −(1 + 2𝐵2 + 2𝐵2𝑐)⇑(𝐵2(1 + 𝑐)),

𝛼2 = (1 −𝐵2 −𝐵2𝑐)⇑(𝐵2(1 + 𝑐)),

𝛼3 = (1 +𝐵2 +𝐵2𝑐)⇑(𝐵2(1 + 𝑐)2), 𝛼4 = −1⇑𝐵.
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Dacǎ 𝐿1 = 2(−1 + 𝐵2𝑐 + 𝐵2𝑐2)(1 + 2𝐵2 + 3𝐵2𝑐 + 𝐵2𝑐2)⇑(𝐵5(1 + 𝑐)3) = 0, atunci (3.102)

cu 𝑙1, 𝑙2, 𝑙3, 𝑓4 şi 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4, menționați mai sus, este factor integrant pentru sistemul

{(2.6),(3.90)}.

Sistemele {(2.6),(3.91)}, {(2.6),(3.92)}, {(2.6),(3.93)}, {(2.6),(3.96)}, {(2.6),(3.97)},

{(2.6),(3.98)}, {(2.6),(3.100)}, {(2.6),(3.101)} sunt integrabile, având, respectiv, urmǎtorii

factori integranți:

𝜇(𝑥, 𝑦) = 1⇑((𝑥 − 1)(𝐵 +𝐴𝑥 − 𝑦)(𝐵𝐵1 +𝐵𝐵2
1𝑓 +𝐴𝐵1𝑥 +𝐴𝐵𝐵1𝑓𝑥 −𝐵𝑦 −𝐵𝐵1𝑓𝑦));

𝜇(𝑥, 𝑦) = 1⇑((𝑥 − 1)(𝐵 +𝐴𝑥 − 𝑦)(𝐵 −𝐴𝑥 +𝐵𝑥 +𝐵𝑐𝑥 − 𝑦));

𝜇(𝑥, 𝑦) = 1⇑((𝑦 −𝐵)(1 + 𝑥2 − 2𝑥𝛼 + 𝛼2);

𝜇(𝑥, 𝑦) = 1⇑((𝑥 − 1)(𝑥2 + 𝑦2));

𝜇(𝑥, 𝑦) = 1⇑((𝑥 −𝐴)(1 − 2𝑦 + 𝑦2 + 2𝑥𝛼 − 2𝑥𝑦𝛼 + 𝑥2𝛼2 + 𝑥2𝛽2));

𝜇(𝑥, 𝑦) = 1⇑((−1 − 𝑐𝑥 + 𝑦 + 2𝑥𝛼)(1 − 2𝑦 + 𝑦2 + 2𝑥𝛼 − 2𝑥𝑦𝛼 + 𝑥2𝛼2 + 𝑥2𝛽2));

𝜇(𝑥, 𝑦) = 1⇑((𝑦 −𝐵)(1 − 2𝑦 + 𝑦2 + 2𝑥𝛼 − 2𝑥𝑦𝛼 + 𝑥2𝛼2 + 𝑥2𝛽2));

𝜇(𝑥, 𝑦) = 1⇑((𝑦 −𝐵 −𝐴𝑥)(1 − 2𝑦 + 𝑦2 + 2𝑥𝛼 − 2𝑥𝑦𝛼 + 𝑥2𝛼2 + 𝑥2𝛽2)).

Sistemul {(2.6),(3.94)} ( {(2.6),(3.95)}) are focar în originea de coordonate (0,0), deoarece

𝐿1 = −2𝑏𝐵⇑(1 + 𝛼2) ≠ 0 (𝐿1 = −8𝑙 ≠ 0).

Sistemul {(2.6),(3.99)}, pentru 𝐿1 = −2(𝑐 − 2𝛼)(1 + 2𝑐𝛼 − 5𝛼2 − 𝛽2) = 0, are factorul

integrant 𝜇(𝑥, 𝑦) = 𝐸𝑥𝑝(︀−(𝑐𝑥− 𝑦 −2𝑥𝛼)(𝛼2 +𝛽2)⌋︀(−1− 𝑐𝑥+ 𝑦 +2𝑥𝛼)−2𝑐𝛼+5𝛼
2+𝛽2

(−1+ 𝑦 −𝑥(𝛼+

𝑖𝛽))−(3⇑2)−(𝑖(𝛼+𝑐𝛼
2−2𝛼3+𝑐𝛽2−2𝛼𝛽2))⇑(2𝛽)(−1 + 𝑦 − 𝑥𝛼 + 𝑖𝑥𝛽)(𝐼(𝛼+𝑐𝛼

2−2𝛼3−2𝛼𝛽2+𝛽(3𝑖+𝑐𝛽)))⇑(2𝛽) şi centru

în originea de coordonate (0,0).

3.7. Concluzii la capitolul trei.

În capitolul trei au fost supuse cercetǎrii sistemele 𝑆𝐶(1 ∶ −1) cu drepte invariante de

multiplicitate totalǎ cinci, inclusiv dreapta de la infinit care se presupune că este multiplă.

În urma acestei cercetǎri au fost obținute urmǎtoarele rezultate:

− au fost determinate condițiile pentru care dreapta de la infinit are mutiplicitatea alge-

bricǎ cel puțin doi (trei, patru, cinci, respectiv) pentru sistemele 𝑆𝐶(1 ∶ −1);

− a fost determinatǎ multiplicitatea algebricǎ maximalǎ a dreptei de la infinit pentru

sistemele 𝑆𝐶(1 ∶ −1);

− au fost clasificate sistemele 𝑆𝐶(1 ∶ −1) cu dreapta de la infinit de multiplicitatea

algebricǎ cinci;

− au fost determinate condițiile pentru care sistemul 𝑆𝐶(1 ∶ −1) admite o dreaptǎ invari-

antǎ realǎ afinǎ multiplǎ, multiplicitatea algebricǎ totalǎ fiind cinci, împreunǎ cu dreapta
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de la infinit;

− au fost clasificate sistemele 𝑆𝐶(1 ∶ −1) cu douǎ drepte reale sau complexe şi cu dreapta

de la infinit, de multiplicitatea algebricǎ totalǎ cinci;

− au fost clasificate sistemele 𝑆𝐶(1 ∶ −1) cu trei drepte reale şi complexe şi cu dreapta

de la infinit, de multiplicitatea algebricǎ totalǎ cinci;

− au fost construite integralele prime Darboux sau factori integranți Darboux pentru

sistemele obținute.

Clasificarea sistemelor cubice cu un numǎr maximal de drepte invariante, inclusiv dreapta

de la infinit, şi luând în considerare multiplicitǎțile lor, a fost efectuatǎ în lucrarea [72] de

cǎtre Llibre J. şi Vulpe N. În [123] s-a arǎtat cǎ în clasa sistemelor cubice diferențiale mul-

tiplicitatea maximalǎ a unei drepte afine reale (a dreptei de la infinit) este şapte. Sistemele

cubice cu douǎ drepte invariante afine reale neparalele de multiplicitate maximalǎ sunt clasifi-

cate în [134] şi [135] de cǎtre Vacaraş O.

Ținând cont de rezultatele obținute în capitolul trei, deducem următoarele concluzii:

1. Multiplicitatea maximalǎ a dreptei de la infinit pentru sistemul 𝑆𝐶(1 ∶ −1) este cinci.

2. Sistemul 𝑆𝐶(1 ∶ −1) cu dreapta de la infinit de multiplicitate algebricǎ cinci are centru

în originea de coordonate (0,0), dacǎ şi numai dacǎ, are integralǎ primǎ polinomialǎ.

3. Sistemul 𝑆𝐶(1 ∶ −1) cu dreapta de la infinit de multiplicitate algebricǎ trei şi o dreaptǎ

invariantǎ realǎ afinǎ de multiplicitatea algebricǎ doi, are centru în originea de coordonate

(0,0), dacǎ şi numai dacǎ, are factor integrant de forma 𝜇(𝑥, 𝑦) = 1⇑𝑙21.

4. Sistemul 𝑆𝐶(1 ∶ −1) cu dreapta de la infinit de multiplicitate algebricǎ doi şi o dreaptǎ

invariantǎ realǎ afinǎ de multiplicitatea algebricǎ trei, are centru în originea de coordonate

(0,0), dacǎ şi numai dacǎ, are factor integrant de forma 𝜇(𝑥, 𝑦) = 1⇑𝑙31.

5. În toate cazurile 𝑚(𝑙1)+𝑚(𝑙∞) ≥ 5, 𝑚(𝑙1)+𝑚(𝑙2)+𝑚(𝑙∞) ≥ 5, 𝑚(𝑙1)+𝑚(𝑙2)+𝑚(𝑙3)+

𝑚(𝑙∞) ≥ 5, sistemul 𝑆𝐶(1 ∶ −1) are centru în originea de coordonate (0,0), dacǎ şi numai

dacǎ prima marime Lyapunov este egalǎ cu zero.

Rezultatele expuse în acest capitol au fost comunicate la conferința internaționalǎ MITRE-

2019, conferința IMCS-55, Conferința ştiințificǎ internaționalǎ "Modern problems of Differ-

ential Equations and their application", dedicated to the 100th anniversary of the professor

S.D. Eidelman, 2020,Chernivtsi, Ucraina, şi în cadrul seminarului ştiințific "Ecuații Difer-

ențiale şi Algebre", Univerisatea de Stat din Tiraspol (cu sediul la Chişinǎu), 27 noiembrie

2018 şi 18 iunie 2019, şi publicate în [116], [117], [119], [120], [115], [122].
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4. SISTEME DIFERENȚIALE CUBICE CU SINGULARITǍȚI (1:-2)

REZONANTE ŞI CU DREPTE INVARIANTE DE MULTIPLICITATE

TOTALǍ ŞASE ŞI ŞAPTE (INCLUSIV DREAPTA DE LA INFINIT).

Considerǎm sistemul cubic

)︀⌉︀⌉︀⌉︀
⌋︀
⌉︀⌉︀⌉︀]︀

𝑥̇ = 𝑥(1 + 𝑎20𝑥 + 𝑎11𝑦 + 𝑎30𝑥2 + 𝑎21𝑥𝑦 + 𝑎12𝑦2) ≡ 𝑃 (𝑥, 𝑦),

𝑦̇ = 𝑦(−2 + 𝑏11𝑥 + 𝑏02𝑦 + 𝑏21𝑥2 + 𝑏12𝑥𝑦 + 𝑏03𝑦2) ≡ 𝑄(𝑥, 𝑦), gcd(𝑃,𝑄) = 1,
(4.1)

unde 𝑥, 𝑦 sunt variabile, iar 𝑎𝑖𝑗, 𝑏𝑖𝑗 sunt coeficienți reali.

Rezultatele principale din această secțiune sunt expuse în urmǎtoarele 3 teoreme:

Teorema 4.0.1. Sistemul cubic (4.1) are drepte invariante afine de douǎ direcții de

multiplicitate algebricǎ totalǎ şase, dacǎ şi numai dacǎ el are una dintre urmǎtoarele cinci-

sprezece forme:

𝑥̇ = 𝑥(𝑥 − 1)(𝑎𝑥 − 1), 𝑎 ≠ {0,1}, 𝑦̇ = 𝑦(𝑦 − 1)(𝑏𝑦 + 2), 𝑏 ≠ {0,−2}; (4.2)

𝑥̇ = 𝑥(𝑥 − 1)(𝑎𝑥 − 1), 𝑎 ≠ {0,1}, 𝑦̇ = −2𝑦(𝑦 − 1)2; (4.3)

𝑥̇ = 𝑥(𝑥 − 1)2, 𝑦̇ = 𝑦(𝑦 − 1)(𝑐𝑦 + 2), 𝑐 ≠ {0,−2}; (4.4)

𝑥̇ = 𝑥(𝑥 − 1)2, 𝑦̇ = −2𝑦(𝑦 − 1)2; (4.5)

𝑥̇ = 𝑥((2 − 𝑐)𝑦 + 3𝑐𝑦2 + 2)⇑2, 𝑦̇ = 𝑦(𝑦 − 1)(𝑐𝑦 + 2), 𝑐 ≠ {0,−2}; (4.6)

𝑥̇ = 𝑥(𝑥 − 1)(𝑎𝑥 − 1), 𝑦̇ = 𝑦(𝑥 + 𝑎𝑥 − 2), 𝑎 ≠ {0,1}; (4.7)

𝑥̇ = 𝑥((1 + 𝑑)𝑦2 + 1), 𝑦̇ = 𝑦(𝑦 − 1)(𝑑𝑦 + 2), 𝑑 ≠ {0,−2}; (4.8)

𝑥̇ = 𝑥(𝑥 − 1)(𝑎𝑥 − 1), 𝑦̇ = 𝑦(−2 + 3𝑥 + (𝑎 − 2)𝑥2), 𝑎 ≠ {0,1}; (4.9)

𝑥̇ = 𝑥(𝑥 − 1)(𝑎𝑥 − 1), 𝑎 ≠ {0,1}, 𝑦̇ = 𝑦(𝑝𝑦2 + 𝑞𝑦 − 2), 𝑞2 + 8𝑝 < 0; (4.10)

𝑥̇ = 𝑥(𝑝𝑥2 + 𝑞𝑥 + 1), 𝑞2 − 4𝑝 < 0, 𝑦̇ = 𝑦(𝑦 − 1)(𝑐𝑦 + 2), 𝑐 ≠ {0,−2}; (4.11)

𝑥̇ = 𝑥(𝑝𝑥2 + 𝑞𝑥 + 1), 𝑞2 − 4𝑝 < 0, 𝑦̇ = 𝑦(𝑟𝑦2 + 𝑠𝑦 − 2), 𝑠2 + 8𝑟 < 0; (4.12)

𝑥̇ = 𝑥(𝑥 − 1)2, 𝑦̇ = 𝑦(𝑝𝑦2 + 𝑞𝑦 − 2), 𝑞2 + 8𝑝 < 0; (4.13)
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𝑥̇ = 𝑥(𝑝𝑥2 + 𝑞𝑥 + 1), 𝑞2 − 4𝑝 < 0, 𝑦̇ = −2𝑦(𝑦 − 1)2; (4.14)

𝑥̇ = 𝑥(𝑝𝑦2 + 𝑞𝑦 + 2)⇑2, 𝑦̇ = 𝑦(𝑝𝑦2 + 𝑞𝑦 − 2), 𝑞2 + 8𝑝 < 0; (4.15)

𝑥̇ = 𝑥(𝑝𝑥2 + 𝑞𝑥 + 1), 𝑞2 − 4𝑝 < 0, 𝑦̇ = −𝑦(2 + 𝑞𝑥), (4.16)

unde 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑞, 𝑝, 𝑟, 𝑠 ∈ R. Sistemele (4.2)-(4.16) sunt Darboux integrabile şi au, respectiv,

urmǎtoarele integrale prime:

(4.2)-𝐹 (𝑥, 𝑦) = (𝑥 − 1)
2(2+𝑏)
(1−𝑎)𝑏𝑥

2(2+𝑏)
𝑏 (𝑎𝑥 − 1)

2𝑎(2+𝑏)
(𝑎−1)𝑏 (𝑦 − 1)

2
𝑏 𝑦−

2+𝑏
𝑏 (𝑏𝑦 + 2);

(4.3)-𝐹 (𝑥, 𝑦) = 𝑒
𝑎−1
𝑦−1𝑥2−2𝑎(𝑎𝑥 − 1)2𝑎(𝑦 − 1)𝑎−1𝑦1−𝑎(𝑥 − 1)−2;

(4.4)-𝐹 (𝑥, 𝑦) = 𝑒
2𝑐+4
𝑥−1 𝑥−4−2𝑐(𝑥 − 1)4+2𝑐(𝑦 − 1)2𝑦−2−𝑐(𝑐𝑦 + 2)𝑐;

(4.5)-𝐹 (𝑥, 𝑦) = 𝑒
2

1−𝑥+
1

1−𝑦𝑥2(𝑥 − 1)−2(𝑦 − 1)−1𝑦;

(4.6)-𝐹 (𝑥, 𝑦) = 𝑒
1

2+𝑐𝑦−
5𝑐+2𝑐2
4(𝑦−1) 𝑥2(𝑦 − 1)

𝑐2+5𝑐−4
2 (𝑐𝑦 + 2)𝑦;

(4.7)-𝐹 (𝑥, 𝑦) = 𝑒
1

𝑎𝑥−1+
3𝑎−4𝑎2
𝑥−1 𝑥2(𝑥 − 1)4𝑎

2−6𝑎−1(𝑎𝑥 − 1)𝑦;

(4.8)-𝐹 (𝑥, 𝑦) = 𝑥2𝑦(𝑑𝑦 + 2)−
2+𝑑
𝑑 (𝑦 − 1)−2;

(4.9)-𝐹 (𝑥, 𝑦) = 𝑥2𝑦(𝑎𝑥 − 1)
2−2𝑎
𝑎 (𝑥 − 1)−1;

(4.10)-𝐹 (𝑥, 𝑦) = (𝑥−1)−
1
𝑎𝑥

1−𝑎
𝑎 (𝑎𝑥−1)𝑦

1−𝑎
2𝑎 (𝑦+

𝑞+
⌋︂
𝛾

2𝑝 )(𝑎−1)(
⌋︂
𝛾−𝑞)𝛿(𝑦+

𝑞−
⌋︂
𝛾

2𝑝 )(𝑎−1)(
⌋︂
𝛾+𝑞)𝛽, unde

𝛾 = 𝑞2 + 8𝑝, 𝛿 =
128𝑝3−𝑞3𝛾

⌋︂
𝛾+𝑞3 3

⌋︂
𝛾

512𝑎𝑝3
⌋︂
𝛾 , 𝛽 =

128𝑝3+𝑞3𝛾
⌋︂
𝛾−𝑞3 3

⌋︂
𝛾

512𝑎𝑝3
⌋︂
𝛾 ;

(4.11)-𝐹 (𝑥, 𝑦) = (𝑦 − 1)
2
𝑐𝑥

−4−2𝑐
𝑐 (𝑐𝑦 + 2)𝑦

−2−𝑐
𝑐 (𝑥 + 𝑞+

⌋︂
𝜆

2𝑝 )−(𝑐+2)(
⌋︂
𝜆−𝑞)𝛽)(𝑥 + 𝑞−

⌋︂
𝜆

2𝑝 )(𝑐+2)(
⌋︂
𝜆+𝑞)𝛾),

unde 𝜆 = 𝑞2 − 4𝑝, 𝛽 = −16𝑝3+4𝑝𝑞3
⌋︂
𝜆−𝑞5

⌋︂
𝜆+𝑞3

3⌋︂
𝜆

16𝑐𝑝3
⌋︂
𝜆

, 𝛾 = 16𝑝3+4𝑝𝑞3
⌋︂
𝜆−𝑞5

⌋︂
𝜆+𝑞3

3⌋︂
𝜆

16𝑐𝑝3
⌋︂
𝜆

;

(4.12)-𝐹 (𝑥, 𝑦) = 𝑥−32𝑝3𝜆𝛿(𝑥+ 𝑞+𝜆
2𝑝 )

−(𝑞−𝜆)(16𝑝3−𝛾)𝛿(2𝑝𝑥+𝑞−𝜆)𝑦−16𝑝
3𝜆𝛿(𝑦+ 𝑠−𝛽

2𝑟 )
−16𝑝3𝑠(𝑞−𝜆)𝛿+𝛽⇑(𝑠+𝛽)

⋅(2𝑟𝑦+𝑠+𝛽)⇑4𝑝𝑟, unde 𝜆 =
⌈︂
𝑞2 − 4𝑝, 𝛽 =

⌋︂
8𝑟 + 𝑠2, 𝛾 = 𝑞3𝜆(4𝑝−𝑞2+𝜆2), 𝛿 = 1⇑(𝑞+𝜆)(16𝑝3−𝛾);

(4.13)-𝐹 (𝑥, 𝑦) = 𝑒𝛽⇑(𝑥−1)(𝑥−1)𝛽𝑥−𝛽𝑦−𝑞𝜆+8𝑝+𝑞
2
(𝑦+ 𝑞+𝜆

2𝑝 )
𝑞𝜆−4𝑝−𝑞2(𝑦+ 𝑞−𝜆

2𝑝 )
−4𝑝, unde 𝜆 =

⌈︂
8𝑝 + 𝑞2, 𝛽 =

2𝑞𝜆 − 16𝑝 − 2𝑞2;

(4.14)-𝐹 (𝑥, 𝑦) = 𝑒𝛽⇑(𝑦−1)(𝑦 −1)𝛽𝑥−2𝛽𝑦−𝛽(𝑥+ 𝑞+𝜆
2𝑝 )

𝑞𝜆+𝛽−𝑞2(𝑥+ 𝑞−𝜆
2𝑝 )

4𝑝, unde 𝜆 =
⌈︂
𝑞2 − 4𝑝, 𝛽 =

𝑞𝜆 − 𝜆2;

(4.15)-𝐹 (𝑥, 𝑦) = (𝑝𝑦2 + 𝑞𝑦 − 2)−2𝑥2𝑦⇑(16𝑝2);

(4.16)-𝐹 (𝑥, 𝑦) = (𝑝𝑥2 + 𝑞𝑥 + 1)−1𝑥2𝑦.

Teorema 4.0.2. Sistemul cubic (4.1) are drepte invariante afine de trei direcții de mul-

tiplicitate algebricǎ totalǎ şase, dacǎ şi numai dacǎ el are una dintre urmǎtoarele treisprezece

forme:

𝑥̇ = −𝑥(𝑥 − 1), 𝑦̇ = 𝑦(𝑦 − 1)(2 − 𝑥 − 𝑦) ; (4.17)

𝑥̇ = 𝑥(1 − 𝑎𝑥𝑦 + (1 + 𝑑)𝑦2 + 𝑎𝑥), 𝑦̇ = 𝑦(𝑦 − 1)(𝑑𝑦 + 2); (4.18)

𝑥̇ = 𝑥(𝑥 − 1)(𝑎𝑥 − 1), 𝑦̇ = 𝑦(−2 + 3𝑥 + 𝑑𝑦 + (𝑎 − 2)𝑥2 − 𝑑𝑥𝑦); (4.19)
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𝑥̇ = 𝑥(1 − 2𝑓𝑥 + 𝑓 2𝑥2 + 2𝑓𝑥𝑦 + (1 + 𝑐)𝑦2), 𝑦̇ = 𝑦(𝑦 − 1)(2 + 𝑐𝑦); (4.20)

𝑥̇ = 𝑥(4𝑓 2𝑥2 + 4𝑐2𝑓𝑥𝑦 + 𝑐3(4 + 𝑐)𝑦2 + 8𝑐𝑓𝑥 + 4𝑐2)⇑(4𝑐2), 𝑦̇ = 𝑦(𝑦 − 1)(𝑐𝑦 + 2); (4.21)

𝑥̇ = 𝑥(𝑥 − 1)(𝑎𝑥 − 1),

𝑦̇ = −𝑦(16𝑎2 − 24𝑎3𝑥 − 8𝑎3(1 + 2𝑎)𝑥2 + 8𝑎𝑓𝑦 − 8𝑎2𝑓𝑥𝑦 + 𝑓 2𝑦2)⇑(8𝑎2) ;
(4.22)

𝑥̇ = 𝑥(𝑥 − 1)(𝑎𝑥 − 1), 𝑦̇ = −𝑦(𝑓 2𝑦2 − 8𝑓𝑥𝑦 + 8(2 − 𝑎)𝑥2 − 24𝑥 + 8𝑓𝑦 + 16)⇑8 ; (4.23)

𝑥̇ = 𝑥(𝑓 2𝑥2 + 4𝑓𝑥𝑦 − 4𝑦2 − 4𝑓𝑥 + 4)⇑4, 𝑦̇ = −2𝑦(𝑦 − 1)2; (4.24)

𝑥̇ = 𝑥(𝑥 − 1)2, 𝑦̇ = −𝑦(2𝑏2 − 3𝑏2𝑥 + 𝑏2𝑥2 − 4𝑏𝑦 + 4𝑏𝑥𝑦 + 2𝑦2)⇑(𝑏2); (4.25)

𝑥̇ = 𝑥(𝑥 − 1)((2 + 𝑐)𝑥 − 2)⇑2, 𝑦̇ = 𝑦(𝑦 − 1)(4 − (4 + 𝑐)𝑥 + 2𝑐𝑦)⇑2; (4.26)

𝑥̇ = 𝑥(𝑥 − 1)(−2 + 2𝑥 − 𝑐)⇑(2 + 𝑐), 𝑦̇ = 𝑦(𝑦 − 1)(4 + 2𝑐 − (4 + 𝑐)𝑥 + 2𝑐𝑦 + 𝑐2𝑦)⇑(2 + 𝑐); (4.27)

𝑥̇ = 𝑥(𝑥 − 1)(𝑎𝑥 − 1), 𝑦̇ = −𝑦(18𝑎 − 9𝑎(1 + 𝑎)𝑥 + 6𝑙(1 + 𝑎)𝑦 − 9𝑎𝑙𝑥𝑦 + 2𝑙2𝑦2)⇑(9𝑎) ; (4.28)

𝑥̇ = 𝑥(𝑥 − 1)2, 𝑦̇ = −𝑦(2𝑏2 − 2𝑏2𝑥 − 4𝑏𝑦 + 3𝑏𝑥𝑦 + 2𝑦2)⇑𝑏2 , (4.29)

unde 𝑎𝑏𝑐𝑑𝑓(𝑎 − 1)(𝑐 + 2)(𝑑 + 2) ≠ 0 şi 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑓 ∈ R. Sistemele (4.17)-(4.29) sunt Darboux

integrabile şi au, respectiv, urmǎtoarele integrale prime (factori integranți):

(4.17)-𝐹 (𝑥, 𝑦) = 𝑒𝑥𝑦⇑(𝑦−1)(𝑥 − 1)(𝑦 − 1)(𝑥 + 𝑦 − 1)−1;

(4.18)-𝐹 (𝑥, 𝑦) = 𝑥2𝑦(𝑑𝑦 + 2)−
2+𝑑
𝑑 (𝑦 − 𝑎𝑥 − 1)−2;

(4.19)-𝐹 (𝑥, 𝑦) = 𝑥2𝑦(𝑎𝑥 − 1)
2−2𝑎
𝑎 (𝑑𝑦 + 2𝑥 − 2)−1;

(4.20)-𝐹 (𝑥, 𝑦) = 𝑒2𝑓𝑥⇑(1−𝑓𝑥−𝑦)𝑥2𝑦(2 + 𝑐𝑦)−(2+𝑐)⇑𝑐(𝑓𝑥 + 𝑦 − 1)−2;

(4.21)-𝐹 (𝑥, 𝑦) = 𝑒−8𝑓𝑥⇑(2𝑐+2𝑓𝑥+𝑐2𝑦)𝑥4(𝑦 − 1)−2−𝑐𝑦2)(2𝑓𝑥 + 𝑐(2 + 𝑐𝑦))−4;

(4.22)-𝐹 (𝑥, 𝑦) = −𝑒𝑓𝑦⇑(4𝑎(𝑎𝑥−1)−𝑓𝑦)(𝑥 − 1)2𝑎−2𝑥2𝑦(4𝑎 − 4𝑎2𝑥 + 𝑓𝑦)−1;

(4.23)-𝐹 (𝑥, 𝑦) = 𝑒𝑓𝑦⇑(4𝑥−𝑓𝑦−4)𝑥2(𝑎𝑥 − 1)−2+2⇑𝑎𝑦(4𝑥 − 𝑓𝑦 − 4)−1;

(4.24)-𝐹 (𝑥, 𝑦) = 𝑒2𝑓𝑥⇑(2−𝑓𝑥−2𝑦)𝑥2𝑦(−2 + 𝑓𝑥 + 2𝑦)−2;

(4.25)-𝐹 (𝑥, 𝑦) = 𝑒𝑦⇑(𝑏(1−𝑥)−𝑦)𝑥2𝑦(𝑏(𝑥 − 1) + 𝑦)−1;

(4.26)-𝜇(𝑥, 𝑦) = (2𝑥 + 𝑐𝑥 − 2)1⇑(2+𝑐)(𝑦 − 1)−(1+𝑐)⇑(2+𝑐)(2𝑥 + 𝑐𝑥 − 𝑐𝑦 − 2)−(4+𝑐)⇑(4+2𝑐)𝑥−2𝑦−3⇑2

(𝑥 − 1)−1⇑2;

(4.27)-𝜇(𝑥, 𝑦) = (𝑥−1)1⇑(2+𝑐)(𝑦−1)−(1+𝑐)⇑(2+𝑐)(2𝑥−2−𝑐)−1⇑2𝑥−2𝑦−3⇑2(2𝑥−𝑐𝑦−2)−(4+𝑐)⇑(4+2𝑐);

(4.28)-𝜇(𝑥, 𝑦) = (𝑎𝑥 − 1)1⇑(2−2𝑎)(3𝑎𝑥 − 𝑙𝑦 − 3)(2−𝑎)⇑(2𝑎−2)(3𝑎𝑥 − 𝑙𝑦 − 3𝑎)(1−2𝑎)⇑(2𝑎−2)𝑥−2𝑦−3⇑2

(𝑥 − 1)𝑎⇑(2𝑎−2);

(4.29)-𝐹 (𝑥, 𝑦) = 𝑒(1−𝑥)⇑(𝑏(𝑦+𝑏(𝑥−1)))𝑥−2⇑𝑏2𝑦−1⇑𝑏2(𝑦 + 𝑏(𝑥 − 1))1⇑𝑏
2
.
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Teorema 4.0.3. Sistemul cubic (4.1) are drepte invariante afine de patru direcții de

multiplicitate algebricǎ totalǎ şase, dacǎ şi numai dacǎ el are una dintre urmǎtoarele şase

forme:

𝑥̇ = 𝑥(𝑥 − 1)(𝑎𝑥 − 1),

𝑦̇ = − 𝑦
𝑏𝑔𝑦(2𝑏𝑔 − 3𝑎𝑏𝑔𝑥 − 𝑎𝑏𝑔(1 − 2𝑎)𝑥2 − 2(𝑏 + 𝑔)𝑦 + 2𝑎(𝑏 + 𝑔)𝑥𝑦 + 2𝑦2) ;

(4.30)

𝑥̇ = 𝑥(𝑥 − 1)(𝑎𝑥 − 1),

𝑦̇ = 𝑦(−2𝑛𝑔 + 3𝑛𝑔𝑥 − 𝑛𝑔(2 − 𝑎)𝑥2 + 2(𝑛 − 𝑔)𝑦 − 2(𝑛 − 𝑔)𝑥𝑦 + 2𝑦2)⇑(𝑛𝑔);
(4.31)

𝑥̇ = 𝑥(𝑓 + 𝑓𝑠𝑥 + 𝑓 2𝑠𝑥 + 𝑓 2𝑠2𝑥2 − 2𝑦2 + 𝑓𝑦2)⇑𝑓,

𝑦̇ = (1 − 𝑦)𝑦(2𝑓 + 𝑓𝑠𝑥 + 𝑓 2𝑠𝑥 − 2𝑦)⇑𝑓 ;
(4.32)

𝑥̇ = (𝑥 − 1)2𝑥, 𝑦̇ = −𝑦(2𝑏𝑔 − 3𝑏𝑔𝑥 + 𝑏𝑔𝑥2 − 2(𝑏 + 𝑔)𝑦 + 2(𝑏 + 𝑔)𝑥𝑦 + 2𝑦2))⇑𝑏𝑔 ; (4.33)

𝑥̇ = 𝑥(1 −𝑚𝑥 − 𝑛2𝑥2 −𝑚𝑛𝑥2 +𝑚𝑥𝑦 − 𝑦2), 𝑦̇ = −2𝑦(1 − 𝑦)2; (4.34)

𝑥̇ = 𝑥(4 − 2𝑛𝑑𝑥 − 2𝑑𝑓𝑥 + 𝑛𝑑2𝑓𝑥2 − 𝑛𝑑2𝑥𝑦 − 𝑑2𝑓𝑥𝑦 + 4𝑑𝑦2 + 𝑑2𝑦2)⇑4,

𝑦̇ = 𝑦(𝑦 − 1)(2 + 𝑑𝑦),
(4.35)

unde 𝑎𝑚(𝑎−1)(𝑏−𝑔)(𝑛+𝑔)(𝑓−1)(𝑛−𝑓) ≠ 0 şi 𝑎, 𝑏, 𝑑, 𝑓, 𝑔, 𝑛,𝑚 ∈ R. Sistemele (4.30)-(4.35)

sunt Darboux integrabile şi au, respectiv, urmǎtoarele integrale prime (factori integranți):

(4.30)-𝐹 (𝑥, 𝑦) = (𝑥−1)2(𝑎−1)(𝑏−𝑔)⇑𝑔𝑥−2+2𝑏⇑𝑔𝑦−1+𝑏⇑𝑔(𝑏(𝑎𝑥−1)+𝑦)(𝑔(𝑎𝑥−1)+𝑦)−𝑏⇑𝑔⇑(𝑏(𝑔−𝑏));

(4.31)-𝐹 (𝑥, 𝑦) = (𝑥 − 1)𝑥−2−2𝑛⇑𝑔(𝑎𝑥 − 1)(𝑛𝑥 − 𝑦 − 𝑏)𝑦−1−𝑛⇑𝑔(𝑔𝑥 + 𝑦 − 𝑔)𝑛⇑𝑔;

(4.32)-𝜇(𝑥, 𝑦) = (1 + 𝑠𝑥 − 𝑦)𝑓⇑2(𝑓 + 𝑓𝑠𝑥 − 𝑦)−(1+𝑓)⇑2(𝑦 − 1)(1−𝑓)⇑2𝑥−2(1 + 𝑓𝑠𝑥 − 𝑦)−1⇑2𝑦−3⇑2;

(4.33)-𝐹 (𝑥, 𝑦) = 𝑥2(𝑏 − 𝑔)𝑦𝑏−𝑔(𝑏(𝑥 − 1) + 𝑦)𝑔(𝑔(𝑥 − 1) + 𝑦)−𝑏;

(4.34)-𝐹 (𝑥, 𝑦) = 𝑥2(2𝑛+𝑚)(1 + 𝑛𝑥 − 𝑦)−2𝑛𝑦2𝑛+𝑚((𝑛 +𝑚)𝑥 + 𝑦 − 1)−2(𝑛+𝑚);

(4.35)-𝐹 (𝑥, 𝑦) = 𝑥2(𝑛−𝑓)(𝑦 − 1)−1⇑2(2+𝑑)(𝑛−𝑓)𝑦𝑛−𝑓(𝑛𝑑𝑥 − 𝑑𝑦 − 2)−2𝑛(𝑑𝑓𝑥 − 𝑑𝑦 − 2)2𝑓 .

4.1. Multiplicitatea algebricǎ maximalǎ a dreptelor 𝑥 = 𝑎, 𝑦 = 𝑎, 𝑎 ∈ C şi 𝑍 = 0.

4.1.1. Multiplicitatea algebricǎ maximalǎ a dreptei 𝑥 = 0 (𝑦 = 0).

Vom determina multiplicitatea algebricǎ maximalǎ a dreptei invariante 𝑥 = 0 (𝑦 = 0) a

sistemului (4.1). Pentru aceasta calculǎm determinantul 𝐸1(𝑋). El are forma 𝐸1(𝑋) =

𝑥𝑦(6 + 𝜔(𝑥, 𝑦)), unde 𝜔(𝑥, 𝑦) este un polinom de gradul şase şi 𝜔(0,0) ≠ 0. Expresia lui

𝐸1(𝑋) ne spune că dreapta invariantǎ 𝑥 = 0 (𝑦 = 0) are multiplicitatea algebricǎ exact egală

cu unu. În aşa mod, s-a demonstrat urmǎtoarea lemǎ:

107



Lema 4.1.1. Pentru sistemul (4.1) multiplicitatea algebricǎ maximalǎ a dreptei invari-

ante 𝑥 = 0 (𝑦 = 0) este unu.

4.1.2. Multiplicitatea algebricǎ maximalǎ a dreptelor 𝑥 = 𝛼,𝛼 ∈ R∗.

Fǎrǎ a pierde generalitatea, considerǎm 𝛼 = 1. Astfel, sistemul (4.1) poate fi scris în

urmǎtoarea formǎ

𝑥̇ = 𝑥(𝑥 − 1)(𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 − 1) ≡ 𝑃 (𝑥, 𝑦),

𝑦̇ = −𝑦(2 + 𝑐𝑥 + 𝑑𝑦 +𝑚𝑥2 + 𝑛𝑥𝑦 + 𝑠𝑦2) ≡ 𝑄(𝑥, 𝑦).
(4.36)

Pentru (4.36) polinomul 𝐸1(𝑋) aratǎ astfel: 𝐸1(𝑋) = 𝑥𝑦(𝑥 − 1)(𝐴2(𝑦) + 𝐴3(𝑦)(𝑥 − 1) +

𝐴4(𝑦(𝑥 − 1)2 + 𝐴5(𝑦)(𝑥 − 1)3 + 𝐴6(𝑦)(𝑥 − 1)4 + 𝐴7(𝑦)(𝑥 − 1)5), unde 𝐴𝑗(𝑦), 𝑗 = 2, ...,7 sunt

polinoame în 𝑦. De exemplu, 𝐴2(𝑦) = 𝐴21(𝑦)𝐴22(𝑦), unde 𝐴21(𝑦) = 2+𝑐+𝑚+𝑑𝑦+𝑛𝑦+𝑠𝑦2, iar

𝐴22(𝑦) = −1+𝑎2−𝑐+𝑎𝑐−𝑚+𝑎𝑚+2(−𝑏+𝑎𝑏−𝑑+𝑎𝑑−𝑛+𝑎𝑛)𝑦+(𝑏2+𝑏𝑑+𝑏𝑛−3𝑠+3𝑎𝑠)𝑦2+2𝑏𝑠𝑦3.

Multiplicitatea algebricǎ a dreptei invariante 𝑥 = 1 este cel puțin doi, dacǎ se realizeazǎ

identitatea 𝐴2(𝑦) ≡ 0. Fie cǎ 𝐴2(𝑦) ≡ 0. Deoarece 𝐺𝐶𝐷(𝑃,𝑄) = 1, atunci polinomul 𝐴21(𝑦)

nu este identic zero, prin urmare, cerem ca 𝐴22(𝑦) sǎ fie identic zero. Identitatea 𝐴22(𝑦) ≡ 0

se realizeazǎ, dacǎ se îndeplineşte una dintre urmǎtoarele trei serii de condiții:

1) 𝑏 = 0, 𝑎 = 1; 2) 𝑎 = 1, 𝑛 = −𝑏 − 𝑑, 𝑠 = 0; 3) 𝑛 = −𝑏 − 𝑑, 𝑚 = −1 − 𝑎 − 𝑐, 𝑠 = 0.

În fiecare dintre cazurile 1), 2) şi 3) multiplicitatea algebricǎ a dreptei 𝑥 = 1 este cel puțin

trei, dacǎ polinomul 𝐴3(𝑦) va fi identic zero. Astfel:

În Cazul 1) obținem 𝐴3(𝑦) = 𝐴21(𝑦)𝐴31(𝑦), unde 𝐴31(𝑦) = 2 + 𝑐 +𝑚 + 2(𝑑 + 𝑛)𝑦 + 3𝑠𝑦2.

Dacǎ 𝐴31(𝑦) ≡ 0, atunci 𝑑𝑒𝑔(𝐺𝐶𝐷(𝑃,𝑄)) > 0. Prin urmare, 𝐴31(𝑦) nu este identic zero, şi,

în acest caz, multiplicitatea dreptei 𝑥 = 1 este doi.

În cazul 2) avem {𝐴3(𝑦) = 4+4𝑐+𝑐2+4𝑚+2𝑐𝑚+𝑚2+(𝑏2−2𝑏𝑑−𝑏𝑐𝑑−𝑏𝑚−𝑏𝑑𝑚)𝑦2+2𝑏2𝑑𝑦3 ≡

0,𝐺𝐶𝐷(𝑃,𝑄) = 1} ⇒ {𝑐 = −3, 𝑑 = 0, 𝑚 = 1} ⇒ 𝐴4(𝑦) = −4𝑏2𝑦2 ⇑≡ 0.

Sistemul (4.1) are forma

𝑥̇ = 𝑥(𝑥 − 1)(𝑥 + 𝑏𝑦 − 1), 𝑦̇ = 𝑦(−2 + 3𝑥 − 𝑥2 + 𝑏𝑥𝑦), 𝑏 ≠ 0. (4.37)

În cazul 3) avem {𝐴3(𝑦) = (−1+𝑎+ 𝑏𝑦)(−6+ 6𝑎− 2𝑐+ 2𝑎𝑐+(3𝑏+ 𝑏𝑐− 3𝑑+ 3𝑎𝑑)𝑦 + 2𝑏𝑑𝑦2) ≡

0,𝐺𝐶𝐷(𝑃,𝑄) = 1} ⇒ {𝑑 = 0, 𝑐 = −3, 𝐺𝐶𝐷(𝑃,𝑄) = 1} ⇒ 𝐴4(𝑦) = −2(−1 + 𝑎 + 𝑏𝑦)(−3 + 3𝑎 +

2𝑏𝑦) ⇑≡ 0. Sistemul (4.1) aratǎ astfel

𝑥̇ = 𝑥(𝑥 − 1)(𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 − 1),

𝑦̇ = 𝑦(−2 + 3𝑥 + (𝑎 − 2)𝑥2 + 𝑏𝑥𝑦), (𝑎, 𝑏) ≠ (1,0)
(4.38)
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şi are dreptele invariante: 𝑙1 ≡ 𝑥 = 0, 𝑙2,3,4 ≡ 𝑥 − 1 = 0, 𝑙5 ≡ 𝑦 = 0.

Observǎm, cǎ sistemul (4.37) este un caz particular al sistemului (4.38).

Lema 4.1.2. Multiplicitatea algebricǎ maximalǎ a dreptei invariante 𝑙 ≡ 𝑥−𝛼 = 0, 𝛼 ∈ R∗,

a sistemului (4.1) este trei. Dacǎ 𝑙 = 0 are multiplicitatea algebricǎ trei, atunci printr-o

transformare de coordonate şi rescalarea timpului, sistemul (4.1) poate fi scris sub forma

(4.38) şi dreapta 𝑙 ≡ 𝑥 − 1 = 0 este unica dreaptǎ invariantǎ paralelǎ la dreapta 𝑥 = 0.

4.1.3. Multiplicitatea algebricǎ maximalǎ a dreptei 𝑦 = 1.

Dreapta 𝑦 = 1 este dreaptǎ invariantǎ pentru sistemul (4.1), dacǎ şi numai dacǎ (4.1)

aratǎ astfel
𝑥̇ = 𝑥(𝑘𝑥2 + 𝑗𝑥𝑦 + 𝑟𝑦2 + 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 1) ≡ 𝑃 (𝑥, 𝑦),

𝑦̇ = 𝑦(𝑦 − 1)(𝑐𝑥 + 𝑑𝑦 + 2) ≡ 𝑄(𝑥, 𝑦).
(4.39)

Pentru a determina în clasa sistemelor (4.39) multiplicitatea algebricǎ maximalǎ a dreptei

𝑦 − 1, scriem 𝐸1(𝑋) astfel

𝐸1(𝑋) = 𝑥𝑦(𝑦 − 1)(𝐵2(𝑥) +𝐵3(𝑥)(𝑦 − 1) +𝐵4(𝑥)(𝑦 − 1)2 +𝐵5(𝑥)(𝑦 − 1)3

+𝐵6(𝑥)(𝑦 − 1)4 +𝐵7(𝑥)(𝑦 − 1)5).

Luând în considerare 𝐺𝐶𝐷(𝑃,𝑄) = 1, polnomul 𝐵2(𝑥) = 𝐵21(𝑥)𝐵22(𝑥), unde 𝐵21(𝑥) =

1 + 𝑏 + 𝑟 + 𝑎𝑥 + 𝑗𝑥 + 𝑘𝑥2 şi 𝐵22(𝑥) = −2 + 2𝑏 − 3𝑑 + 𝑏𝑑 − 𝑑2 + 2𝑟 + 𝑑𝑟 + 2(2𝑎 − 2𝑐 + 𝑎𝑑 − 𝑐𝑑 + 2𝑗 +

𝑑𝑗)𝑥 + (𝑎𝑐 − 𝑐2 + 6𝑘 + 3𝑑𝑘 + 𝑐𝑗)𝑥2 + 2𝑐𝑘𝑥3 este identic zero, dacǎ se îndeplineşte una dintre

urmǎtoarele trei serii de condiții:

4) 𝑐 = 0, 𝑑 = −2; 5) 𝑑 = −2, 𝑘 = 0, 𝑐 = 𝑎 + 𝑗; 6) 𝑘 = 0, 𝑐 = 𝑎 + 𝑗, 𝑟 = 1 − 𝑏 + 𝑑.

În cazul 4) condiția 𝐺𝐶𝐷(𝑃,𝑄) = 1 implică 𝐵3(𝑥) = 2𝑥2(𝑎 + 𝑗 + 𝑘𝑥)(2𝑎 + 2𝑗 + 3𝑘𝑥) ⇑≡ 0.

În cazul 5) avem {𝐵3(𝑥) = (𝑎 + 𝑗)2(𝑏 + 2𝑎𝑥)𝑥2 ≡ 0, 𝐺𝐶𝐷(𝑃,𝑄) = 1} ⇒ {𝑎 = 𝑏 =

0, 𝐺𝐶𝐷(𝑃,𝑄) = 1} ⇒ 𝐵4(𝑥) = 2𝑗2𝑥2 ⇑≡ 0. Sistemul (4.39) capătă forma

𝑥̇ = 𝑥(𝑗𝑥𝑦 − 𝑦2 + 1), 𝑦̇ = 𝑦(𝑦 − 1)(2 + 𝑗𝑥 − 2𝑦), 𝑗 ≠ 0. (4.40)

În cazul 6) am obținut 𝐵3(𝑥) = 𝐵31(𝑥)𝐵32(𝑥), unde 𝐵31(𝑥) = 2 + 𝑑 + 𝑎𝑥 + 𝑗𝑥 şi 𝐵32(𝑥) =

4𝑏+2𝑏𝑑+(6𝑎+𝑎𝑏+3𝑎𝑑+𝑏𝑗)𝑥+(2𝑎2+2𝑎𝑗)𝑥2. Presupunem 𝐵3(𝑥) ≡ 0. Dupǎ cum𝐺𝐶𝐷(𝑃,𝑄) = 1,

polinomul 𝐵31(𝑥) nu este identic zero şi, prin urmare, 𝐵32(𝑥) este identic zero, i. e. {𝑎 = 𝑏 =

0,𝐺𝐶𝐷(𝑃,𝑄) = 1} ⇒ 𝐵4(𝑥) = (2 + 𝑑 + 𝑗𝑥)(6 + 3𝑑 + 2𝑗𝑥) ⇑≡ 0. Sistemul (4.39) aratǎ astfel:

𝑥̇ = 𝑥(𝑗𝑥𝑦 + (1 + 𝑑)𝑦2 + 1), 𝑦̇ = 𝑦(𝑦 − 1)(2 + 𝑗𝑥 + 𝑑𝑦), (𝑑, 𝑗) ≠ (−2,0). (4.41)
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El posedǎ dreptele invariante: 𝑙1 ≡ 𝑥 = 0, 𝑙2 ≡ 𝑦 = 0, 𝑙3,4,5 ≡ 𝑦 − 1 = 0.

Uşor se observǎ, cǎ sistemul (4.40) este un caz particular al sistemului (4.41).

Lema 4.1.3. Multiplicitatea algebricǎ maximalǎ a dreptei invariante 𝑙 ≡ 𝑦−𝛼 = 0, 𝛼 ∈ R∗,

a sistemului (4.1) este trei. Dacǎ 𝑙 = 0 are multiplicitatea algebricǎ trei, atunci printr-o

transformare de coordonate şi rescalarea timpului sistemul (4.1) poate fi scris sub forma

(4.41). Dreapta 𝑙 ≡ 𝑦 − 1 = 0 este unica dreaptǎ invariantǎ a lui (4.41) paralelǎ la dreapta

𝑦 = 0.

4.1.4. Multiplicitatea algebricǎ maximalǎ a dreptelor 𝑥 = 𝛼,𝛼 ∈ C ∖R.

Dreapta 𝑥 = 𝛼, 𝛼 ∈ C ∖R este invariantǎ pentru sistemul (4.1), dacǎ şi numai dacǎ (4.1)

aratǎ astfel:
𝑥̇ = 𝑥(𝑝𝑥2 + 𝑞𝑥 + 1) ≡ 𝑃 (𝑥, 𝑦), 𝑞2 − 4𝑝 < 0,

𝑦̇ = −𝑦(2 + 𝑐𝑥 + 𝑑𝑦 +𝑚𝑥2 + 𝑛𝑥𝑦 + 𝑠𝑦2) ≡ 𝑄(𝑥, 𝑦).
(4.42)

Pentru a determina multiplicitatea algebricǎ maximalǎ a dreptei 𝑥 = 𝛼, 𝛼 ∈ C ∖ R, scriem

𝐸1(𝑋) astfel:

𝐸1(𝑋) = 𝑥𝑦(𝑝𝑥2 + 𝑞𝑥 + 1)(𝐴2(𝑥, 𝑦) +𝐴3(𝑥, 𝑦)(𝑝𝑥
2 + 𝑞𝑥 + 1)),

unde

𝐴2(𝑥, 𝑦) = (𝑚2𝑝 − 𝑐2𝑝2 − 2𝑚𝑝2 + 2𝑐𝑚𝑝𝑞 + 𝑐𝑝2𝑞 −𝑚2𝑞2 −𝑚𝑝𝑞2 + (−2𝑐𝑚𝑝2 + 2𝑐𝑝3 + 2𝑚2𝑝𝑞 −

𝑐2𝑝2𝑞 +𝑚𝑝2𝑞 − 2𝑝3𝑞 + 2𝑐𝑚𝑝𝑞2 + 𝑐𝑝2𝑞2 −𝑚2𝑞3 −𝑚𝑝𝑞3)𝑥 + (−3𝑑𝑚𝑝2 − 3𝑐𝑛𝑝2 + 4𝑑𝑝3 + 3𝑚𝑛𝑝𝑞 +

𝑛𝑝2𝑞)𝑦+(−2𝑛2𝑝2+2𝑑2𝑝3−4𝑚𝑝2𝑠+6𝑠𝑝3)𝑦2+(−3𝑚𝑛𝑝2+3𝑐𝑑𝑝3+4𝑛𝑝3−3𝑑𝑚𝑝2𝑞−𝑑𝑝3𝑞+3𝑚𝑛𝑝𝑞2+

𝑛𝑝2𝑞2)𝑥𝑦 + (4𝑑𝑛𝑝3 − 2𝑛2𝑝2𝑞 + 4𝑐𝑝3𝑠 − 4𝑚𝑝2𝑞𝑠 − 𝑝3𝑞𝑠)𝑥𝑦2 + 5𝑝3𝑠(𝑑 + 𝑛)𝑥𝑦3 + 3𝑝3𝑠2𝑦4)⇑𝑝3.

Multiplicitatea algebricǎ a dreptei invariante 𝑥 = 𝛼, 𝛼 ∈ C ∖ R, este cel puțin doi, dacǎ

are loc identitatea 𝐴2(𝑥, 𝑦) ≡ 0. Luând în considerare cǎ coeficienții sistemului sunt numere

reale şi cǎ 𝐺𝐶𝐷(𝑃,𝑄) = 1, ultima identitate ne furnizează urmǎtoarea serie de condiții:

{𝑑 = 𝑛 = 𝑚 = 𝑠 = 0, 𝑐 = 𝑞}. În acest caz obținem sistemul (4.16) din teorema (4.0.1) care are

dreptele invariante: 𝑙1 ≡ 𝑥 = 0, 𝑙2,3 ≡ 𝑥 +
𝑞+
⌈︂
𝑞2−4𝑝

2𝑝 = 0, 𝑙4,5 ≡ 𝑥 +
𝑞−
⌈︂
𝑞2−4𝑝

2𝑝 = 0, 𝑙6 ≡ 𝑦 = 0. Pentru

acest sistem polinomul 𝐸1(𝑋) are forma 𝐸1(𝑋) = 2𝑥𝑦(3+𝑞𝑥)(1+𝑞𝑥+𝑝𝑥2)2 şi el nu se divide

la (𝑝𝑥2 + 𝑞𝑥 + 1)3.

Lema 4.1.4. Multiplicitatea algebricǎ maximalǎ a dreptei invariante complexe 𝑥 = 𝛼, 𝛼 ∈

C ∖R, a sistemului (4.1) este doi.
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4.1.5. Multiplicitatea algebricǎ maximalǎ a dreptelor 𝑦 = 𝛼,𝛼 ∈ C ∖R.

Dreapta 𝑦 = 𝛼,𝛼 ∈ C ∖R este invariantǎ pentru sistemul (4.1), dacǎ şi numai dacǎ (4.1)

aratǎ astfel:
𝑥̇ = 𝑥(𝑘𝑥2 + 𝑗𝑥𝑦 + 𝑟𝑦2 + 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 1) ≡ 𝑃 (𝑥, 𝑦),

𝑦̇ = 𝑦(𝑝𝑦2 + 𝑞𝑦 − 2) ≡ 𝑄(𝑥, 𝑦), 𝑞2 + 8𝑝 < 0.
(4.43)

Pentru (4.43) avem

𝐸1(𝑋) = 𝑥𝑦(𝑝𝑦2 + 𝑞𝑦 − 2)(𝐴2(𝑥, 𝑦) +𝐴3(𝑥, 𝑦)(𝑝𝑦
2 + 𝑞𝑦 − 2)),

unde 𝐴2(𝑥, 𝑦) = (2𝑏2𝑝2−3𝑝3+2𝑏𝑝2𝑞−4𝑝2𝑟−4𝑏𝑝𝑞𝑟−2𝑝𝑞2𝑟+4𝑝𝑟2+2𝑞2𝑟2+(6𝑏𝑗𝑝2−𝑎𝑝3+2𝑗𝑝2𝑞+

6𝑎𝑝2𝑟 − 6𝑗𝑝𝑞𝑟)𝑥 + 2𝑝2(2𝑗2 + 𝑎2𝑝 + 4𝑘𝑟)𝑥25𝑎𝑘𝑝3𝑥3 + 3𝑘2𝑝3𝑥4 + (−2𝑏𝑝3 − 𝑏2𝑝2𝑞 + 𝑝3𝑞 − 𝑏𝑝2𝑞2 +

4𝑏𝑝2𝑟 + 4𝑝2𝑞𝑟 + 2𝑏𝑝𝑞2𝑟 + 𝑝𝑞3𝑟 − 4𝑝𝑞𝑟2 − 𝑞3𝑟2)𝑦 + (3𝑎𝑏𝑝3 − 𝑗𝑝3 − 3𝑏𝑗𝑝2𝑞 + 𝑎𝑝3𝑞 − 𝑗𝑝2𝑞2 + 6𝑗𝑝2𝑟 −

3𝑎𝑝2𝑞𝑟+3𝑗𝑝𝑞2𝑟)𝑥𝑦+5𝑗𝑝3𝑥3𝑦+(4𝑏𝑘𝑝3+4𝑎𝑗𝑝3−2𝑗2𝑝2𝑞+𝑘𝑝3𝑞−4𝑘𝑝2𝑞𝑟)𝑥2𝑦)⇑𝑝3. Multiplicitatea

algebricǎ a dreptei invariante 𝑦 = 𝛼,𝛼 ∈ C ∖ R este cel puțin doi, dacǎ are loc identitatea

𝐴2(𝑥, 𝑦) ≡ 0. Ținând cont de codiția 𝐺𝐶𝐷(𝑃,𝑄) = 1 şi luând în considerare faptul cǎ

coeficienții sistemului sunt reali, identitatea 𝐴2(𝑥, 𝑦) ≡ 0 se realizeazǎ, dacǎ se îndeplinesc

condițiile {𝑎 = 𝑘 = 𝑗 = 0, 𝑏 = 𝑞⇑2, 𝑟 = 3𝑝⇑2}. În acest caz avem sistemul 14) din teorema (4.0.1)

ce posedǎ dreptele invariante 𝑙1 ≡ 𝑥 = 0, 𝑙2,3 ≡ 𝑦+
𝑞+
⌈︂
𝑞2+8𝑝

2𝑝 = 0, 𝑙4,5 ≡ 𝑦+
𝑞−
⌈︂
𝑞2+8𝑝

2𝑝 = 0, 𝑙6 ≡ 𝑦 = 0.

Multiplicitatea dreptelor 𝑙4,5 este exact doi, deoarece (𝑝𝑦2 + 𝑞𝑦 − 2)3 nu divide polinomul

𝐸1(𝑋) = −𝑥𝑦(𝑝𝑦2 + 𝑞𝑦 − 2)2(−6 − 𝑞𝑦 + 3𝑝𝑦2)⇑4, calculat pentru sistemul 14).

Lema 4.1.5. În clasa sistemelor (4.1) multiplicitatea algebricǎ maximalǎ a dreptei inva-

riante complexe 𝑦 = 𝛼, 𝛼 ∈ C ∖R, a sistemului (4.1) este doi.

4.1.6. Multiplicitatea algebricǎ maximalǎ a dreptei de la infinit 𝑍 = 0.

Scriem sistemul (4.1) sub forma

𝑥̇ = 𝑥(1 + 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑘𝑥2 + 𝑙𝑥𝑦 + 𝑟𝑦2), 𝑦̇ = 𝑦(−2 + 𝑐𝑥 + 𝑑𝑦 +𝑚𝑥2 + 𝑛𝑥𝑦 + 𝑠𝑦2) (4.44)

şi fie

𝑥̇ = 𝑥(𝑍2 + 𝑎𝑥𝑍 + 𝑏𝑦𝑍 + 𝑘𝑥2 + 𝑙𝑥𝑦 + 𝑟𝑦2), 𝑦̇ = 𝑦(−2𝑍2 + 𝑐𝑥𝑍 + 𝑑𝑦𝑍 +𝑚𝑥2 + 𝑛𝑥𝑦 + 𝑠𝑦2).

(4.45)

sistemul omogenizat asociat lui (4.44).

Vom considera că infinitul pentru (4.44) nu este degenerat, adicǎ 𝜅(𝑥, 𝑦) = 𝑦𝑃3(𝑥, 𝑦) −

𝑥𝑄3(𝑥, 𝑦) ⇑≡ 0, unde 𝑃3(𝑥, 𝑦) = 𝑥(𝑘𝑥2 + 𝑙𝑥𝑦 + 𝑟𝑦2), 𝑄3(𝑥, 𝑦) = 𝑦(𝑚𝑥2 + 𝑛𝑥𝑦 + 𝑠𝑦2).
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Pentru sistemul (4.45) polinomul 𝐸1(X) aratǎ astfel:

𝐸1(X) = 𝑥𝑦(𝐶0(𝑥, 𝑦) +𝐶1(𝑥, 𝑦)𝑍 +𝐶2(𝑥, 𝑦)𝑍
2 + ... +𝐶6(𝑥, 𝑦)𝑍

6), (4.46)

unde 𝐶𝑖(𝑥, 𝑦), 𝑖 = 0,6 sunt polinoame ce depind de 𝑥 şi 𝑦. Dacǎ 𝐶𝑖(𝑥, 𝑦) ≡ 0, 𝑖 = 0, 𝑗, atunci

multiplicitatea algebricǎ a dreptei de la infinit 𝑍 = 0 este 𝑗 + 2.

În (4.46) polinomul 𝐶0(𝑥, 𝑦) are forma 𝐶0(𝑥, 𝑦) = −𝜅(𝑥, 𝑦)𝐶01(𝑥, 𝑦)⇑(𝑥𝑦), unde 𝜅(𝑥, 𝑦) =

𝑥𝑦(︀(𝑘 −𝑚)𝑥2 + (𝑙 − 𝑛)𝑥𝑦 + (𝑟 − 𝑠)𝑦2⌋︀ şi 𝐶01(𝑥, 𝑦) = 𝑘𝑚𝑥4 + 2𝑘𝑛𝑥3𝑦 + (𝑙𝑛 −𝑚𝑟 + 3𝑘𝑠)𝑥2𝑦2 +

2𝑙𝑠𝑥𝑦3 + 𝑟𝑠𝑦4. Luând în considerare 𝜅(𝑥, 𝑦) ⇑≡ 0, expresia 𝐶0(𝑥, 𝑦) va fi echivalentǎ cu zero,

dacǎ 𝐶01(𝑥, 𝑦) ≡ 0 ⇒

1) 𝑘 = 𝑙 = 𝑟 = 0; 2) 𝑚 = 𝑛 = 𝑠 = 0; 3) 𝑘 = 𝑙 =𝑚 = 𝑠 = 0;

4) 𝑘 = 𝑛 = 𝑟 = 𝑠 = 0; 5) 𝑘 = 𝑠 = 0, 𝑙 =𝑚𝑟⇑𝑛.

Astfel, în fiecare dintre cazurile 1)-5) sistemul (4.1) are dreapta de la infinit 𝑍 = 0 de

multiplicitatea algebricǎ doi.

Sǎ rezolvǎm identitatea 𝐶1(𝑥, 𝑦) ≡ 0 în toate aceste cazuri.

Cazul 1). Polinomul 𝐶1(𝑥, 𝑦) = −𝜅(𝑥, 𝑦)(𝑎𝑚𝑥3 +2𝑎𝑛𝑥2𝑦 +(𝑏𝑛+3𝑎𝑠)𝑥𝑦2 +2𝑏𝑠𝑦3)⇑(𝑥𝑦) ≡ 0

⇒

a) {𝑎 = 𝑏 = 0} ⇒ 𝐶2(𝑥, 𝑦) = −𝜅(𝑥, 𝑦)(𝑚𝑥2 + 2𝑛𝑥𝑦 + 3𝑠𝑦2)⇑𝑥𝑦 ⇑≡ 0, pentru 𝜅(𝑥, 𝑦) =

−𝑥𝑦(𝑚𝑥2 + 𝑛𝑥𝑦 + 𝑠𝑦2) ⇑≡ 0;

b) {𝑎 = 𝑛 = 𝑠 = 0} ⇒ 𝐶2(𝑥, 𝑦) =𝑚𝑥2(𝑚𝑥2 + 𝑏2𝑦2 + 𝑏𝑑𝑦2) ⇑≡ 0, pentru 𝜅(𝑥, 𝑦) = −𝑚𝑥3𝑦 ⇑≡ 0.

În Cazul 2) avem 𝐶1(𝑥, 𝑦) = −𝜅(𝑥, 𝑦)(2𝑐𝑘𝑥3+(3𝑑𝑘+𝑐𝑙)𝑥2𝑦+2𝑑𝑙𝑥𝑦2+𝑑𝑟𝑦3)⇑(𝑥𝑦) ≡ 0. Luând

în considerare 𝜅(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑦(𝑘𝑥2+𝑙𝑥𝑦+𝑟𝑦2) ⇑≡ 0, identitatea 𝐶1(𝑥, 𝑦) ≡ 0 are urmǎtoarele soluții:

c) {𝑐 = 𝑑 = 0}⇒ 𝐶2(𝑥, 𝑦) = 2𝜅(𝑥, 𝑦)(3𝑘𝑥2 + 2𝑙𝑥𝑦 + 𝑟𝑦2)⇑(𝑥𝑦) ⇑≡ 0, deoarece 𝜅(𝑥, 𝑦) =

𝑥𝑦(𝑘𝑥2 + 𝑙𝑥𝑦 + 𝑟𝑦2) ⇑≡ 0;

d) {𝑑 = 𝑘 = 𝑙 = 0}⇒ 𝐶2(𝑥, 𝑦) = −𝑟𝑦2(𝑎𝑐𝑥2 + 𝑐2𝑥2 − 2𝑟𝑦2) ⇑≡ 0, pentru 𝜅(𝑥, 𝑦) = 𝑟𝑥𝑦3 ⇑≡ 0.

În condițiile Cazului 3) expresia 𝐶1(𝑥, 𝑦) = 𝑦(2𝑎𝑛2𝑥3 + 𝑛(𝑏𝑛 − 𝑎𝑟 − 𝑐𝑟)𝑥2𝑦 − 𝑑𝑟2𝑦3) va fi

identic zero pentru 𝜅(𝑥, 𝑦) = −𝑥𝑦2(𝑛𝑥 − 𝑟𝑦) ⇑≡ 0, dacǎ:

e) {𝑑 = 𝑛 = 0} (aceste condiții au fost studiate în cazul 2), d));

f) {𝑎 = 𝑏 = 𝑟 = 0} (aceste condiții formeazǎ un subcaz al cazului 1), a));

g) {𝑎 = 𝑑 = 0, 𝑏 = 𝑐𝑟⇑𝑛} ⇒ 𝐶2(𝑥, 𝑦) = 2𝑦2(𝑛2𝑥2 + 𝑛𝑟𝑥𝑦 + 𝑟2𝑦2)⇑𝑛2 ⇑≡ 0 pentru 𝜅(𝑥, 𝑦) =

−𝑥𝑦2(𝑛𝑥 − 𝑟𝑦) ⇑≡ 0.

Cazul 4). Pentru 𝜅(𝑥, 𝑦) = −𝑥2𝑦(𝑚𝑥 − 𝑙𝑦) ⇑≡ 0, polinomul 𝐶1(𝑥, 𝑦) = 𝑥2(𝑎𝑚2𝑥3 − 𝑐𝑙2𝑥𝑦2 +

𝑏𝑙𝑚𝑥𝑦2 + 𝑑𝑙𝑚𝑥𝑦2 − 2𝑑𝑙2𝑦3) este identic zero, dacǎ:

h) {𝑎 = 𝑙 = 0} (aceste condiții au fost studiate în cazul 1), b));
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i) {𝑐 = 𝑑 =𝑚 = 0}; (Aceste condiții formeazǎ un subcaz al cazului 2), c).)

j) {𝑎 = 𝑑 = 0, 𝑐 = 𝑏𝑚⇑𝑙} ⇒ 𝐶2(𝑥, 𝑦) = 𝑥2(𝑚2𝑥2 + 𝑙𝑚𝑥𝑦 + 4𝑙2𝑦2)⇑𝑙2 ⇑≡ 0, pentru 𝜅(𝑥, 𝑦) =

−𝑥2𝑦(𝑚𝑥 − 𝑙𝑦) ⇑≡ 0.

În Cazul 5) sistemul (4.45) are polinomul 𝜅(𝑥, 𝑦) = −𝑥𝑦(𝑚𝑥+𝑛𝑦)(𝑛𝑥−𝑟𝑦)⇑𝑛, iar 𝐶1(𝑥, 𝑦) =

(𝑚𝑥 + 𝑛𝑦)(𝑎𝑚𝑛2𝑥4 + 2𝑎𝑛3𝑥3𝑦 + (𝑏𝑛3 + 𝑏𝑚𝑛𝑟 + 𝑑𝑚𝑛𝑟 − 𝑎𝑛2𝑟 − 𝑐𝑛2𝑟 − 𝑐𝑚𝑟2)𝑥2𝑦2 − 2𝑑𝑚𝑟2𝑥𝑦3 −

𝑑𝑛𝑟2𝑦4)⇑𝑛2 este identic zero, dacǎ:

k) {𝑎 = 𝑏 = 𝑟 = 0}⇒ 𝐶2(𝑥, 𝑦) = 𝑥2(𝑚2𝑥2 + 𝑙𝑚𝑥𝑦 + 4𝑙2𝑦2)⇑𝑙2 ⇑≡ 0, pentru 𝑛 ≠ 0;

l) {𝑎 = 𝑑 = 0, 𝑏 = 𝑐𝑟⇑𝑛} ⇒ 𝐶2(𝑥, 𝑦) = (𝑚𝑥+𝑛𝑦)(𝑚𝑛2𝑥3+𝑛(2𝑛2+𝑚𝑟)𝑥2𝑦+2𝑟(𝑛2+2𝑚𝑟)𝑥𝑦2+

2𝑛𝑟2𝑦3)⇑𝑛2 ⇑≡ 0, pentru 𝜅(𝑥, 𝑦) = −𝑥𝑦(𝑚𝑥 + 𝑛𝑦)(𝑛𝑥 − 𝑟𝑦)⇑𝑛 ⇑≡ 0;

m) {𝑎 = 𝑑 = 0, 𝑚 = −𝑛2⇑𝑟} ⇒ 𝐶2(𝑥, 𝑦) = (𝑛4𝑥4−2𝑛3𝑟𝑥3𝑦−𝑟(𝑏2𝑛2−2𝑏𝑐𝑛𝑟−3𝑛2𝑟+𝑐2𝑟2)𝑥2𝑦2−

4𝑛𝑟3𝑥𝑦3 + 2𝑟4𝑦4)⇑𝑟2 ⇑≡ 0, pentru 𝑟 ≠ 0.

Astfel, s-a demonstrat urmǎtoarea Lemǎ:

Lema 4.1.6. În clasa sistemelor (4.1) multiplicitatea algebricǎ maximalǎ a dreptei de la

infinit este trei.

4.2. Configurații posibile ale dreptelor invariante de douǎ direcții de multiplici-

tate totalǎ şase.

Luând în considerare Lemele (4.1.1)-(4.1.5), pentru sistemul (4.1) avem urmǎtoarele 12

configurații de şase drepte reale invariante de douǎ direcții:

A1)(3r; 3r); A5)(4(1,2)r; 2r); A9)(2r; 4(3)r);

A2)(3r; 3(2)r); A6)(3(2)r; 3(2)r); A10)(4(3)r; 2r);

A3)(3(2)r; 3r); A7)(1r; 5(2,2)r); A11)(1r; 5(1,3)r);

A4)(2r; 4(1,2)r); A8)(5(2,2)r; 1r); A12)(5(1,3)r; 1r)

şi urmǎtoarele şapte configurații de şase drepte invariante, douǎ dintre care sunt com-

plexe:

B1)(3r; 1r + 2c); B4)(3(2)r; 1r + 2c); B6)(1r; 1r + 4(2,2)c);

B2)(1r + 2c; 3r); B5)(1r + 2c; 3(2)r); B7)(1r + 4(2,2)c; 1r).

B3)(1r + 2c; 1r + 2c);

Notǎm cu 3(2)r (4(3)r) douǎ drepte paralele reale şi diferite, una dintre care este

numǎratǎ de douǎ (trei) ori, şi spunem cǎ aceastǎ dreaptǎ are multiplicitatea egalǎ cu doi
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(trei). Prin 5(1,3)r notǎm trei drepte reale paralele şi diferite, una dintre care are multi-

plicitatea trei, iar prin 1r + 2c este notat un triplet de drepte paralele distincte, una dintre

care este realǎ şi douǎ sunt complexe (nereale).

Notǎm cu (3r; 1r + 2c) configurația ce constǎ din şase drepte afine de douǎ direcții: un

triplet de drepte reale distincte paralele într-o direcție; o dreaptǎ realǎ şi o pereche de drepte

complexe (nereale) paralele în a doua direcție. Prin (1r; 5(2,2)r) este notatǎ configurația

a şase drepte de douǎ direcții ce constǎ din: o dreaptǎ realǎ (într-o direcție) şi cinci drepte

reale paralele, douǎ dintre care au multiplicitatea doi fiecare (în a doua direcție).

4.2.1. Configurații nerealizabile.

În acestǎ secțiune vom arǎta cǎ în clasa sistemelor cubice de forma (4.44) (sau (4.1))

configurațiile A4), A5), A9) şi A10) nu sunt realizabile.

Configurația A4)(2r; 4(1,2)r). Printr-o transformare afinǎ de coordonate şi rescalarea

timpului, sistemul cubic (4.44) cu douǎ drepte invariante reale în direcția axei 𝑂𝑦 şi trei

drepte reale invariante în direcția axei 𝑂𝑥, poate fi scris sub forma

𝑥̇ = 𝑥(𝑥 − 1)(𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 − 1), 𝑦̇ = 𝑦(𝑦 − 1)(𝑐𝑦 + 2), 𝑏𝑐(𝑐 + 2)(𝑎2 + (𝑏 − 1)(𝑏 − 𝑐)) ≠ 0. (4.47)

Fǎrǎ a pierde generalitatea, considerǎm cǎ dreapta invariantǎ 𝑦 = 1 are multiplicitatea

doi. Pentru sistemul (4.47) polinomul 𝐸1(𝑋) aratǎ astfel:

𝐸1(𝑋) = (1 − 𝑥)𝑥(𝑦 − 1)𝑦(2 + 𝑐𝑦)(︀4 − 𝑏2 + 𝑐 − 𝑏𝑐 − 4𝑎𝑥 − 4𝑏𝑥 − 3𝑎𝑏𝑥 + 2𝑏2𝑥 − 𝑎𝑐𝑥 + 5𝑎𝑏𝑥2 −

2𝑏𝑦 − 𝑏2𝑦 + 3𝑐𝑦 − 𝑏𝑐𝑦 + 2𝑏2𝑥𝑦 − 3𝑎𝑐𝑥𝑦 − 2𝑏𝑐𝑦2)(𝑦 − 1) + 𝜙(𝑥)⌋︀, unde 𝜙(𝑥) = (1 − 𝑏)(1 + 𝑏 + 𝑐) −

(𝑎(𝑐 + 3𝑏 − 1) − 2(1 − 𝑏)2)𝑥 − 𝑎(2𝑎 + 5(1 − 𝑏))𝑥2 + 3𝑎2𝑥3. Deoarece 𝜙(𝑥) nu este identic zero,

polinomul (𝑦 − 1)2 nu divide 𝐸1(𝑋) şi, prin urmare, dreapta invariantǎ 𝑦 = 1 nu poate avea

multiplicitatea doi. În aşa mod, am demonstrat cǎ configurația A4) nu este realizabilǎ.

Configurația A5)(4(1,2)r; 2r). Sistemul (4.1) poate fi scris astfel

𝑥̇ = 𝑥(𝑥 − 1)(𝑎𝑥 − 1), 𝑦̇ = 𝑦(𝑦 − 1)(𝑏𝑥 + 𝑐𝑦 + 2), 𝑎(𝑎 − 1)((𝑏 + 2)2(𝑏 + 2𝑎)2 + 𝑐2) ≠ 0. (4.48)

Polinomul 𝐸1(𝑋) pentru (4.48) aratǎ astfel:

𝐸1(𝑋) = −𝑥𝑦(𝑥−1)(𝑎𝑥−1)(𝑦 −1)(︀(−4+2𝑎−5𝑏+𝑎𝑏− 𝑏2 +(6𝑎− 𝑏+𝑎𝑏− 𝑏2)𝑥+2𝑎𝑏𝑥2 +(8𝑏+

2𝑏2 − 2𝑐+ 𝑎𝑐− 3𝑏𝑐)𝑦 + (2𝑏2 + 3𝑎𝑐)𝑥𝑦 + 5𝑏𝑐𝑦2)(𝑥− 1) +𝜑(𝑦)⌋︀, unde 𝜑(𝑦) = (2+ 2𝑏+ 𝑐𝑦)(−3+ 𝑎−

𝑏 + 4𝑦 + 2𝑏𝑦 − 2𝑐𝑦 + 3𝑐𝑦2).

Considerăm cǎ pentru sistemul (4.48) dreapta invariantǎ 𝑥 = 1 are multiplicitatea doi.

Conform presupunerii 𝜑(𝑦) trebuie sǎ fie identic zero, dar acest fapt nu are loc. Deci dreapta
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𝑥 = 1 nu poate avea multiplicitatea doi. Astfel, am demonstrat cǎ configurația A5) nu este

realizabilǎ.

Configurația A9)(2r; 4(3)r) ( Configurația A10)(4(3)r; 2r)). Ținând cont de Lema

(4.1.3) (Lema (4.1.2)), putem considera sistemul (4.41) ((4.38)). Acest sistem nu are dreaptǎ

invariantǎ descrisǎ de ecuația de forma 𝑥 = 𝛼 (𝑦 = 𝛼), 𝛼 ∈ R∗. Prin urmare, configurația A9)

(A10)) nu este realizabilǎ.

4.3. Clasificarea sistemelor cubice (4.1) cu drepte invariante de multiplicitate

totalǎ şase şi de douǎ direcții.

Configurația A1)(3r; 3r). Printr-o transformare afinǎ de coordonate şi rescalarea

timpului, orice sistem ce realizeazǎ aceastǎ configurație poate fi scris sub forma (4.2) din

Teorema (4.0.1). Sistemul (4.2) are dreptele invariante :

𝑙1 ≡ 𝑥 = 0, 𝑙2 ≡ 𝑥 − 1 = 0, 𝑙3 ≡ 𝑎𝑥 − 1 = 0, 𝑙4 ≡ 𝑦 = 0, 𝑙5 ≡ 𝑦 − 1 = 0, 𝑙6 ≡ 𝑏𝑦 + 2 = 0

şi este Darboux integrabil.

Configurația A2)(3r; 3(2)r). Orice sistem cubic cu un triplet de drepte invariante

distincte paralele şi o pereche de drepte invariante distincte paralele, printr-o transformare

afinǎ de coordonate, poate fi scris astfel:

𝑥̇ = 𝑥(𝑥 − 1)(𝑎𝑥 − 1) ≡ 𝑃 (𝑥, 𝑦), 𝑦̇ = 𝑦(𝑦 − 1)(𝑏𝑥 + 𝑐𝑦 + 2) ≡ 𝑄(𝑥, 𝑦), 𝑎(𝑎 − 1) ≠ 0. (4.49)

Pentru acest sistem avem 𝐸1(𝑋) = 𝑥𝑦(𝑦 − 1)(𝑥 − 1)(𝑎𝑥 − 1)(𝐴2(𝑥) + 𝐴3(𝑥)(𝑦 − 1)), unde

𝐴2(𝑥) = −2−3𝑐−𝑐2−2(2+2𝑎+2𝑏+𝑐+𝑎𝑐+𝑏𝑐)𝑥+(6𝑎−𝑏−𝑎𝑏−𝑏2+3𝑎𝑐)𝑥2+2𝑎𝑏𝑥3, iar 𝐴3(𝑥) este

un polinom în 𝑥. Pentru ca dreapta 𝑦 − 1 = 0 sǎ aibǎ multiplicitatea doi, cerem ca 𝐴2(𝑥) ≡ 0

şi identitatea datǎ se realizeazǎ, dacǎ {𝑏 = 0, 𝑐 = −2}. În aceste condiții sistemul (4.49) devine

sistemul (4.3) din Teorema (4.0.1). Acest sistem are dreptele invariante:

𝑙1 ≡ 𝑥 = 0, 𝑙2 ≡ 𝑥 − 1 = 0, 𝑙3 ≡ 𝑎𝑥 − 1 = 0, 𝑙4 ≡ 𝑦 = 0, 𝑙5,6 ≡ 𝑦 − 1 = 0

şi este Darboux integrabil.

Configurația A3)(3(2)r; 3r). În acest caz sistemul (4.1) poate fi scris astfel

𝑥̇ = 𝑥(𝑥 − 1)(𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 − 1) ≡ 𝑃 (𝑥, 𝑦), 𝑦̇ = 𝑦(𝑦 − 1)(𝑐𝑦 + 2) ≡ 𝑄(𝑥, 𝑦), 𝑐(𝑐 + 2) ≠ 0. (4.50)

Pentru (4.50) polinomul 𝐸1(𝑋) are forma

𝐸1(𝑋) = 𝑥𝑦(𝑦 − 1)(𝑥 − 1)(𝑐𝑦 + 2)(𝐴2(𝑦) +𝐴3(𝑦)(𝑥 − 1)),
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unde 𝐴2(𝑦) = −1+𝑎2+(4−4𝑎−2𝑏+2𝑎𝑏−2𝑐+2𝑎𝑐)𝑦+(𝑏2−2𝑏+3𝑐−3𝑎𝑐+𝑏𝑐)𝑦2−2𝑏𝑐𝑦3. Identitatea

𝐴2(𝑦) ≡ 0 se realizeazǎ, dacǎ şi numai dacǎ {𝑎 = 1, 𝑏 = 0}. Conform acestor condiții sistemul

(4.50) are forma (4.4) din Teorema (4.0.1), care are dreptele invariante

𝑙1 ≡ 𝑥 = 0, 𝑙2,3 ≡ 𝑥 − 1 = 0, 𝑙4 ≡ 𝑦 = 0, 𝑙5 ≡ 𝑦 − 1 = 0, 𝑙6 ≡ 𝑐𝑦 + 2 = 0.

Configurația A6)(3(2)r; 3(2)r). Scriem sistemul (4.1) sub forma

𝑥̇ = 𝑥(𝑥 − 1)(𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 − 1) ≡ 𝑃 (𝑥, 𝑦), 𝑦̇ = 𝑦(𝑦 − 1)(𝑐𝑥 + 𝑑𝑦 + 2) ≡ 𝑄(𝑥, 𝑦). (4.51)

Pentru acest sistem 𝐸1(𝑋) = 𝑥𝑦(𝑦 − 1)(𝑥 − 1)(𝐴2(𝑦) + 𝐴3(𝑥, 𝑦)(𝑥 − 1)), unde 𝐴2(𝑦) = (2 +

𝑐 + 𝑑𝑦)((1 − 𝑎)(1 + 𝑎 + 𝑐 − 4𝑦 + 2𝑏𝑦 − 2𝑐𝑦 + 2𝑑𝑦 − 3𝑑𝑦2) + 𝑏𝑦2(2 − 𝑏 + 𝑐 − 𝑑 + 2𝑑𝑦) şi 𝐴3(𝑥, 𝑦) =

4+2𝑎2−3𝑐+2𝑎𝑐+𝑎2𝑐−𝑐2+𝑎𝑐2−10𝑎𝑥+2𝑎2𝑥+𝑐𝑥+2𝑎𝑐𝑥+𝑎2𝑐𝑥−𝑐2𝑥+𝑎𝑐2𝑥+6𝑎2𝑥2−3𝑎𝑐𝑥2+𝑎2𝑐𝑥2+

𝑎𝑐2𝑥2+2𝑎2𝑐𝑥3−8𝑎𝑦−8𝑏𝑦+4𝑎𝑏𝑦+8𝑐𝑦−8𝑎𝑐𝑦−2𝑏𝑐𝑦+2𝑎𝑏𝑐𝑦+2𝑐2𝑦−2𝑎𝑐2𝑦+2𝑑𝑦+4𝑎𝑑𝑦+𝑎2𝑑𝑦−3𝑐𝑑𝑦+

3𝑎𝑐𝑑𝑦+10𝑎𝑏𝑥𝑦−8𝑎𝑐𝑥𝑦−2𝑏𝑐𝑥𝑦+2𝑎𝑏𝑐𝑥𝑦+2𝑐2𝑥𝑦−2𝑎𝑐2𝑥𝑦−5𝑎𝑑𝑥𝑦+𝑎2𝑑𝑥𝑦+3𝑎𝑐𝑑𝑥𝑦+3𝑎𝑏𝑐𝑥2𝑦−

2𝑎𝑐2𝑥2𝑦 + 3𝑎2𝑑𝑥2𝑦 + 4𝑏2𝑦2 − 4𝑏𝑐𝑦2 + 𝑏2𝑐𝑦2 − 𝑏𝑐2𝑦2 − 10𝑎𝑑𝑦2 − 4𝑏𝑑𝑦2 + 2𝑎𝑏𝑑𝑦2 + 5𝑐𝑑𝑦2 − 5𝑎𝑐𝑑𝑦2 +

𝑏𝑐𝑑𝑦2+2𝑎𝑑2𝑦2+𝑏2𝑐𝑥𝑦2−𝑏𝑐2𝑥𝑦2+5𝑎𝑏𝑑𝑥𝑦2−5𝑎𝑐𝑑𝑥𝑦2+2𝑏2𝑑𝑦3−3𝑏𝑐𝑑𝑦3−3𝑎𝑑2𝑦3. Dreapta 𝑥−1 = 0

va avea multiplicitatea doi, doar dacǎ 𝐴2(𝑦) este identic zero: {𝐴2(𝑦) ≡ 0,𝐺𝐶𝐷(𝑃,𝑄) = 1}

⇒ {𝑎 = 1, 𝑏 = 0} sau {𝑎 = 1, 𝑐 = 𝑏 − 2, 𝑑 = 0, 𝑏 ≠ 0}.

Dacǎ {𝑎 = 1, 𝑏 = 0}, atunci avem sistemul

𝑥̇ = 𝑥(𝑥 − 1)2, 𝑦̇ = 𝑦(𝑦 − 1)(𝑐𝑥 + 𝑑𝑦 + 2). (4.52)

Pentru sistemul (4.52) polinomul 𝐸1(𝑋) are forma

𝐸1(𝑋) = 𝑥𝑦(𝑦 − 1)(𝑥 − 1)2(𝐵2(𝑥) +𝐵3(𝑥)(𝑦 − 1)),

unde 𝐵2(𝑥) = 2 + 3𝑑 + 𝑑2 + (8 + 4𝑐 + 4𝑑 + 2𝑐𝑑)𝑥 + (2𝑐 − 6 + 𝑐2 − 3𝑑)𝑥2 − 2𝑐𝑥3.

Dreapta 𝑦 − 1 = 0 va avea multiplicitatea doi, dacǎ 𝐵2(𝑥) ≡ 0 şi aceastǎ identitate se

realizeazǎ când {𝑐 = 0, 𝑑 = −2}. Prin urmare, sistemul (4.52) va avea forma (4.5) din Teorema

(4.0.1). Acest sistem are urmǎtoarele drepte invariante:

𝑙1 ≡ 𝑥 = 0, 𝑙2,3 ≡ 𝑥 − 1 = 0, 𝑙4 ≡ 𝑦 = 0, 𝑙5,6 ≡ 𝑦 − 1 = 0.

Dacǎ {𝑎 = 1, 𝑐 = 𝑏−2, 𝑑 = 0, 𝑏 ≠ 0} polinomul 𝐵2(𝑥) are forma 𝐵2(𝑥) = 2−2𝑏2−2𝑏(1+𝑏)𝑥+

(4𝑏 − 6 − 2𝑏2)𝑥2 + (4 − 2𝑏)𝑥3. Evident, 𝐵2(𝑥) nu este identic zero. Prin urmare, în acest caz,

multiplicitatea dreptei invariante 𝑦 − 1 = 0 nu poate fi egalǎ cu doi.
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Configurația A7)(1r; 5(2,2)r). Rescriem sistemul (4.1) sub forma

𝑥̇ = 𝑥(𝑓𝑥2 + 𝑔𝑥𝑦 + ℎ𝑦2 + 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 1), 𝑦̇ = 𝑦(𝑦 − 1)(𝑐𝑦 + 2), 𝑐(𝑐 + 2) ≠ 0. (4.53)

Pentru sistemul (4.53) avem 𝐸1(𝑋) = 𝑥𝑦(𝑦 − 1)(𝑐𝑦 + 2)(𝐴2(𝑥) + 𝐴3(𝑥)(𝑦 − 1)), unde

𝐴2(𝑥) = −𝐴21(𝑥)𝐴22(𝑥), 𝐴21(𝑥) = 1+𝑏+ℎ+𝑎𝑥+𝑔𝑥+𝑓𝑥2 şi 𝐴22(𝑥) = −1+𝑏−𝑐+ℎ+2𝑎𝑥+2𝑔𝑥+3𝑓𝑥2.

Luând în considerare condiția 𝐺𝐶𝐷(𝑃,𝑄) = 1, avem 𝐴21(𝑥) ⇑≡ 0, şi, prin urmare, cerem

𝐴22(𝑥) sǎ fie identic zero. Acest fapt are loc dacǎ {𝑓 = 0, 𝑔 = −𝑎, ℎ = 1 − 𝑏 + 𝑐}.

În aceste condiții, sistemul (4.53) aratǎ astfel

𝑥̇ = 𝑥(−𝑎𝑥𝑦 + (1 − 𝑏 + 𝑐)𝑦2 + 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 1), 𝑦̇ = 𝑦(𝑦 − 1)(𝑐𝑦 + 2), 𝑐(𝑐 + 2) ≠ 0. (4.54)

Pentru sistemul (4.54) avem 𝐸1(𝑋) = 𝑥𝑦(𝑦−1)2(𝑐𝑦+2)(𝐵2(𝑥)+𝐵3(𝑥)(𝑐𝑦+2)), unde 𝐵2(𝑥) =

(2+𝑐)(2−2𝑏+𝑐+𝑎𝑐𝑥)(2−2𝑏−𝑐+2𝑎𝑐𝑥)⇑𝑐3. Implicația {𝐵2(𝑥) ≡ 0,𝐺𝐶𝐷(𝑃,𝑄) = 1} ⇒ {𝑎 = 0, 𝑏 =

(2 − 𝑐)⇑2} reduce sistemul (4.54) la sistemul (4.6) din Teorema (4.0.1), care are urmǎtoarele

drepte invariante:

𝑙1 ≡ 𝑥 = 0, 𝑙2 ≡ 𝑦 = 0, 𝑙3,4 ≡ 𝑦 − 1 = 0, 𝑙5,6 ≡ 𝑐𝑦 + 2 = 0.

Configurația A8)(5(2,2)r; 1r). Considerǎm sistemul

𝑥̇ = 𝑥(𝑥 − 1)(𝑎𝑥 − 1), 𝑦̇ = 𝑦(𝑓𝑦2 + 𝑔𝑥𝑦 + ℎ𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐𝑦 − 2), 𝑎(𝑎 − 1) ≠ 0. (4.55)

În acest caz

𝐸1(𝑋) = 𝑥𝑦(𝑎𝑥 − 1)(𝑥 − 1)(𝐴2(𝑦) +𝐴3(𝑦)(𝑥 − 1)),

𝐴2(𝑦) = −𝐴21(𝑦)𝐴22(𝑦), 𝐴21(𝑦) = 1+𝑎−𝑏−ℎ−2𝑐𝑦−2𝑔𝑦−3𝑓𝑦3 şi 𝐴22(𝑦) = −2+𝑏+ℎ+𝑐𝑦+𝑔𝑦+𝑓𝑦2.

Dreapta 𝑥 − 1 = 0 are multiplicitatea doi, dacǎ polinomul 𝐴2(𝑦) este identic zero. Avem

{𝐴2(𝑦) ≡ 0,𝐺𝐶𝐷(𝑃,𝑄) = 1} ⇒ 𝐴21(𝑦) ≡ 0 ⇒ {𝑓 = 0, 𝑔 = −𝑐, ℎ = 1 + 𝑎 − 𝑏}. Sistemul (4.55)

capǎtǎ forma

𝑥̇ = 𝑥(𝑥 − 1)(𝑎𝑥 − 1), 𝑦̇ = 𝑦(−𝑐𝑥𝑦 + (1 + 𝑎 − 𝑏)𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐𝑦 − 2), 𝑎(𝑎 + 1) ≠ 0. (4.56)

Vom cere ca pentru sistemul (4.56) dreapta invariantǎ 𝑎𝑥 − 1 = 0 sǎ aibǎ multiplicitatea

doi. Calculǎm polinomul 𝐸1(𝑋) pentru (4.56):

𝐸1(𝑋) = 𝑥𝑦(𝑥 − 1)2(𝑎𝑥 − 1)(𝐵2(𝑦) +𝐵3(𝑦)(𝑎𝑥 − 1)),

unde 𝐵2(𝑦) = (𝑎−1)(−1−2𝑎+𝑏+𝑎𝑐𝑦)(−1−𝑎+𝑏+2𝑎𝑐𝑦)⇑𝑎3. Luând în considerare 𝐺𝐶𝐷(𝑃,𝑄) =

1, polinomul 𝐵2(𝑦) va fi identic zero, dacǎ şi numai dacǎ {𝑐 = 0, 𝑏 = 𝑎 + 1}. În aceste
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condiții, sistemul (4.56) devine sistemul (4.7) din Teorema (4.0.1), care are urmǎtoarele

drepte invariante:

𝑙1 ≡ 𝑥 = 0, 𝑙2,3 ≡ 𝑥 − 1 = 0, 𝑙4,5 ≡ 𝑎𝑥 − 1 = 0, 𝑙6 ≡ 𝑦 = 0.

Configurația A11)(1r; 5(1,3)r). Pentru realizarea acestei configurații este suficient sǎ

punem 𝑗 = 0 în sistemul (4.41). În aşa mod, am obținut sistemul (4.8) din Teorema (4.0.1),

care are dreptele invariante

𝑙1 ≡ 𝑥 = 0, 𝑙2 ≡ 𝑦 = 0, 𝑙3,4,5 ≡ 𝑦 − 1 = 0, 𝑙6 ≡ 𝑑𝑦 + 2 = 0.

Configurația A12)(5(1,3)r; 1r). În acest caz punem 𝑏 = 0, 𝑎 ≠ 0 în (4.38) şi obținem

sistemul (4.9) din Teorema (4.0.1) ce posedǎ dreptele invariante

𝑙1 ≡ 𝑥 = 0, 𝑙2,3,4 ≡ 𝑥 − 1 = 0, 𝑙5 ≡ 𝑎𝑥 − 1 = 0, 𝑙6 ≡ 𝑦 = 0.

Configurația B1)(3r; 1r+2c). Printr-o transformare afinǎ de coordonate sistemul (4.1)

poate fi adus la forma (4.10) din Teorema (4.0.1) ce admite urmǎtoarele drepte invariante:

𝑙1 ≡ 𝑥 = 0, 𝑙2 ≡ 𝑥 − 1 = 0, 𝑙3 ≡ 𝑎𝑥 − 1 = 0, 𝑙4 ≡ 𝑦 = 0, 𝑙5 ≡ 𝑦 +
𝑞 +

⌈︂
𝑞2 + 8𝑝

2𝑝
= 0,

𝑙6 ≡ 𝑦 +
𝑞−
⌈︂
𝑞2+8𝑝

2𝑝 = 0, unde 𝑞2 + 8𝑝 < 0.

Configurația B2)(1r+ 2c; 3r). În acest caz sistemul (4.1) poate fi adus la forma (4.11)

din Teorema (4.0.1), care admite dreptele invariante

𝑙1 ≡ 𝑥 = 0, 𝑙2 ≡ 𝑥 +
𝑞 +

⌈︂
𝑞2 − 4𝑝

2𝑝
= 0, 𝑙3 ≡ 𝑥 +

𝑞 −
⌈︂
𝑞2 − 4𝑝

2𝑝
= 0, 𝑙4 ≡ 𝑦 = 0, unde 𝑞2 − 4𝑝 < 0.

Configurația B3)(1r + 2c; 1r + 2c). Sistemul (4.1) poate fi adus la forma (4.12) din

Teorema (4.0.1), care are dreptele invariante

𝑙1 ≡ 𝑥 = 0, 𝑙2 ≡ 𝑥 +
𝑞 +

⌈︂
𝑞2 − 4𝑝

2𝑝
= 0, 𝑙3 ≡ 𝑥 +

𝑞 −
⌈︂
𝑞2 − 4𝑝

2𝑝
= 0,

𝑙4 ≡ 𝑦 = 0, 𝑙5 ≡ 𝑦 +
𝑠 +

⌋︂
𝑠2 + 8𝑟

2𝑟
= 0, 𝑙6 ≡ 𝑦 +

𝑠 −
⌋︂
𝑠2 + 8𝑟

2𝑟
= 0,

unde 𝑞2 − 4𝑝 < 0, 𝑠2 + 8𝑟 < 0.

Configurația B4)(3(2)r; 1r + 2c). În acest caz sistemul (4.1) poate fi scris astfel:

𝑥̇ = 𝑥(𝑥 − 1)(𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 − 1), 𝑦̇ = 𝑦(𝑝𝑦2 + 𝑞𝑦 − 2), 𝑞2 + 8𝑝 < 0. (4.57)

118



Polinomul 𝐸1(𝑋) are forma

𝐸2(𝑋) = 𝑥𝑦(𝑥 − 1)(𝑝𝑦2 + 𝑞𝑦 − 2)(𝐴2(𝑦) +𝐴3(𝑦)(𝑥 − 1)),

unde 𝐴2(𝑦) = 1 − 𝑎2 + 2(𝑏 − 𝑎𝑏 − 𝑞 + 𝑎𝑞)𝑦 + (3𝑎𝑝 + 𝑏𝑞 − 𝑏2 − 3𝑝)𝑦2 + 2𝑏𝑝𝑦3.

Dreapta 𝑥 − 1 = 0 va avea multiplicitatea doi doar dacǎ 𝐴2(𝑦) este identic zero, iar acest

fapt are loc când {𝑏 = 0, 𝑎 = 1}. În aceste condiții, sistemul (4.57) are forma (4.13) din

Teorema (4.0.1), având dreptele invariante

𝑙1 ≡ 𝑥 = 0, 𝑙2,3 ≡ 𝑥 − 1 = 0, 𝑙4 ≡ 𝑦 = 0, 𝑙5 ≡ 𝑦 +
𝑞 +

⌈︂
𝑞2 + 8𝑝

2𝑝
= 0, 𝑙6 ≡ 𝑦 +

𝑞 −
⌈︂
𝑞2 + 8𝑝

2𝑝
= 0.

Configurația B5)(1r + 2c; 3(2)r). Scriem sistemul (4.1) dupǎ cum urmeazǎ:

𝑥̇ = 𝑥(𝑝𝑥2 + 𝑞𝑥 + 1), 𝑦̇ = 𝑦(𝑦 − 1)(𝑐𝑥 + 𝑑𝑦 + 2), 𝑞2 − 4𝑝 < 0. (4.58)

Pentru sistemul (4.58) polinomul 𝐸1(𝑋) are forma

𝐸1(𝑋) = 𝑥𝑦(𝑦 − 1)(𝑝𝑥2 + 𝑞𝑥 + 1)(𝐴2(𝑥) +𝐴3(𝑥)(𝑦 − 1)),

unde 𝐴2(𝑥) = 2 + 3𝑑 + 𝑑2 + 2(2𝑐 + 𝑐𝑑 − 2𝑞 − 𝑑𝑞)𝑥 + (𝑐2 − 6𝑝 − 3𝑑𝑝 − 𝑐𝑞)𝑥2 − 2𝑐𝑝𝑥3. Expresia lui

𝐴2(𝑥) va fi identicǎ cu zero, dacǎ condiția {𝑐 = 0, 𝑑 = −2} se îndeplineşte. Astfel, sistemul

(4.58) capǎtǎ forma (4.14) din Teorema (4.0.1). Sistemul are urmǎtoarele drepte invariante:

𝑙1 ≡ 𝑥 = 0, 𝑙2 ≡ 𝑥 +
𝑞 +

⌈︂
𝑞2 − 4𝑝

2𝑝
= 0, 𝑙3 ≡ 𝑥 +

𝑞 −
⌈︂
𝑞2 − 4𝑝

2𝑝
= 0, 𝑙4 ≡ 𝑦 = 0, 𝑙5,6 ≡ 𝑦 − 1 = 0.

Configurația B6)(1r; 1r + 4(2,2)c). Sistemul (4.1) ce admite configurația B6) este

sistemul (4.15) din Teorema (4.0.1), obținut în secțiunea 4.1.5.

Configurația B7)(1r + 4(2,2)c; 1r). Sistemul ce are configurația dreptelor invariante

B7) a fost obținul în secțiunea 4.1.4. Acesta reprezintǎ sistemul (4.16) din Teorema (4.0.1).

4.4. Configurații ale dreptelor invariante de trei şi patru direcții de multiplic-

itatea totalǎ şase.

Luând în considerare Lemele (4.1.1)-(4.1.5), pentru sistemul (4.1) avem urmǎtoarele con-

figurații de şase drepte reale invariante
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1) de trei direcții:

A1)(3r; 2r; 1r); A7)(4(1,2)r; 1r; 1r); A13)(1r; 3(2)r; 2r);

A2)(2r; 3r; 1r); A8)(1r; 4(1,2)r; 1r); A14)(3r; 1r; 2(2)r);

A3)(3(2)r; 2r; 1r); A9)(2r; 2r; 2r); A15)(2r; 2r; 2(2)r);

A4)(2r; 3(2)r; 1r); A10)3r; 1r; 2r); A16)(1r; 3r; 2(2)r);

A5)(4(3)r; 1r; 1r); A11)(1r; 3r; 2r); A17)(3(2)r; 1r; 2(2)r);

A6)(1r; 4(3)r; 1r); A12)(3(2)r; 1r; 2r); A18)(1r; 3(2)r; 2(2)r)

şi urmǎtoarele configurații de şase drepte invariante, douǎ dintre care sunt complexe:

B1)(2r; 1r + 2c; 1r); B5)(1r; 3r; 2c); B9)(1r; 1r + 2c; 2r);

B2)(1r + 2c; 2r; 1r); B6)(3(2)r; 1r; 2c); B10)(1r + 2c; 1r; 2(2)r);

B3)(3r; 1r; 2c); B7)(1r; 3(2)r; 2c); B11)(1r; 1r + 2c; 2(2)r);

B4)(2r; 2r; 2c); B8)(1r + 2c; 1r; 2r);

2) de patru direcții:

A1)(3r; 1r; 1r; 1r); A5)(1r; 2r; 2r; 1r); A9)(1r; 1r; 2(2)r; 2r);

A2)(2r; 2r; 1r; 1r); A6)(2r; 1r; 2r; 1r); A10)(1r; 1r; 2(2)r; 2(2)r);

A3)(1r; 3r; 1r; 1r); A7)(3(2)r; 1r; 1r; 1r); A11)(1r; 2r; 2(2)r; 1r);

A4)(1r; 1r; 2r; 2r); A8)(1r; 3(2)r; 1r; 1r); A12)(2r; 1r; 2(2)r; 1r);

şi urmǎtoarele configurații de şase drepte invariante, douǎ dintre care complexe:

B1)(2r; 1r; 2c; 1r); B5)(1r; 3r; 1c; 1c); B9)(3(2)r; 1r; 1c; 1c);

B2)(1r; 2r; 2c; 1r); B6)(1r + 2c; 1r; 1r; 1r); B10)(1r; 3(2)r; 1c; 1c);

B3)(3r; 1r; 1c; 1c); B7)(1r; 1r + 2c; 1r; 1r); B11)(1r; 1r; 1r + 1c; 1r + 1c).

B4)(2r; 2r; 1c; 1c); B8)(1r; 1r; 2c; 2c);

Pornind de la aceste configurații, cercetându-le prin aceleaşi metode şi tehnici de obținere

a sistemelor ce au configurații cu drepte invariante de douǎ direcții, s-au obținut sistemele

(4.17)-(4.29), care au drepte invariante de trei direcții, şi sistemele (4.30)-(4.35), care au

drepte invariante de patru direcții, din Teoremele 4.0.2, 4.0.3.

4.5. Clasificarea sistemelor cubice (4.1) cu drepte invariante de multiplicitate

totalǎ şapte, inclusiv dreapta de la infinit.

Luând în considerare Lemele 4.1.1-4.1.5 şi configurațiile realizabile, descrise în secțiunile

anterioare, obținem urmǎtoarele rezultate, prezentate în tabelele ce urmeazǎ.
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Notația configurațiilor diferǎ puțin de notațiile din secțiunile anterioare şi se explică

prin faptul cǎ s-a adǎugat dreapta de la infinit semnată cu 2i, 3i şi de multiplicitatea 2, 3,

respectiv.

Tabelul 4.1. Sistemele cubice (4.1) cu drepte invariante de douǎ direcții şi de

multiplicitate totalǎ şapte, inclusiv dreapta de la infinit

Configurații

realizabile

Sistemul diferențial cubic Integrala primǎ (factor integrant)

Darboux

(3r,2r; 2i)

𝑥̇ = 𝑥(𝑥 − 1)(𝑎𝑥 − 1),

𝑦̇ = 𝑦(𝑦 − 1)(𝑏𝑥 + 𝑐𝑦 + 2),

𝑎(𝑎 − 1) ≠ 0.

𝐹 (𝑥, 𝑦) = (𝑥 − 1)2𝑥2𝑎−2(𝑎𝑥 − 1)−2𝑎

((𝑦 − 1)⇑𝑦)1−𝑎
.

(2r,3r; 2i)

𝑥̇ = 𝑥(1 − 𝑥),

𝑦̇ = 𝑦(𝑦 − 1)(𝑐𝑦 + 2),

𝑐(𝑐 + 2) ≠ 0.

𝐹 (𝑥, 𝑦) = ((𝑥 − 1)⇑𝑥)−4−2𝑐𝑦2+𝑐

(2 + 𝑐𝑦)−𝑐(𝑦 − 1)−2.

(3(2)r,2r; 2i) 𝑥̇ = 𝑥(𝑥 − 1)2, 𝑦̇ = 2𝑦(𝑦 − 1). 𝐹 (𝑥, 𝑦) = exp(︀2𝑥⇑(1−𝑥)⌋︀𝑥2𝑦
(𝑥−1)2(𝑦−1)

(3(2)r,1r; 3i) 𝑥̇ = 𝑥(𝑥 − 1)2, 𝑦̇ = −2𝑦. 𝐹 (𝑥, 𝑦) = exp(︀2𝑥⇑(1−𝑥)⌋︀𝑥2𝑦
(𝑥−1)2

(2r,3(2)r; 2i)

1)𝑥̇ = 𝑥(1 − 𝑥),

𝑦̇ = −2𝑦(1 − 𝑦)2;

2)𝑥̇ = 𝑥(1 − 𝑥),

𝑦̇ = (2 − 𝑥 − 2𝑦)(𝑦 − 1)𝑦.

1)𝐹 (𝑥, 𝑦) = 𝐸𝑥𝑝(︀𝑦⇑(𝑦−1)⌋︀𝑥2𝑦
(𝑥−1)2(𝑦−1) ;

2)𝜇(𝑥, 𝑦) = 𝐸𝑥𝑝(︀(1 − 𝑥𝑦)⇑(2𝑦 − 2)⌋︀

𝑥−2(𝑥 − 1)−1⇑2((𝑦 − 1)𝑦)−3⇑2.

(1r,4(3); 2i) 𝑥̇ = 𝑥(1 + 𝑦2), 𝑦̇ = 2𝑦(𝑦 − 1). 𝐹 (𝑥, 𝑦) = exp(︀−𝑦⌋︀𝑥2𝑦
(𝑦−1)2 .

(4(3),1r; 2i)
𝑥̇ = 𝑥(1 − 𝑥),

𝑦̇ = 𝑦(−2 + 3𝑥 − 2𝑥2).
𝐹 (𝑥, 𝑦) = exp(︀−2𝑥⌋︀𝑥2𝑦

(𝑥−1) .

(2r,1r+2c; 2i)
𝑥̇ = 𝑥(1 − 𝑥),

𝑦̇ = −2𝑦(1 − 2𝑦𝑎 + 𝑦2(𝑎2 + 𝑏2)).

𝐹 (𝑥, 𝑦) = exp(︀2𝑎𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔(︀𝑦𝑏⇑(1 − 𝑦𝑎)⌋︀⌋︀

(𝑥 − 1)−4𝑏𝑥−4𝑏𝑦2𝑏((𝑦𝑎 − 1)2 + 𝑦2𝑏2)−𝑏.

(1r,1r+2c; 3i)
𝑥̇ = 𝑥,

𝑦̇ = −2𝑦(1 − 2𝑦𝛼 + 𝑦2(𝛼2 + 𝛽2)).

𝐹 (𝑥, 𝑦) = exp(︀2𝛼𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔(︀𝑦𝛽⇑

(1 − 𝑦𝛼)⌋︀⌋︀𝑥4𝛽𝑦2𝛽((𝑦𝛼 − 1)2 + 𝑦2𝛽2)−𝛽.

(1r+2c,2r; 2i)
𝑥̇ = 𝑥(1 − 2𝑎𝑥 + 𝑎2𝑥2 + 𝑏2𝑥2),

𝑦̇ = 2𝑦(𝑦 − 1).

𝐹 (𝑥, 𝑦) = exp(︀2𝑎𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔(︀𝑏𝑥⇑(1 − 𝑎𝑥)⌋︀⌋︀

𝑥2𝑏𝑦2𝑏(𝑏2𝑥2 + (𝑎𝑥 − 1)2)−𝑏(𝑦 − 1)−𝑏𝑦𝑏.

(1r+2c,1r; 3i)
𝑥̇ = 𝑥(1 − 2𝑎𝑥 + 𝑎2𝑥2 + 𝑏2𝑥2),

𝑦̇ = −2𝑦.

𝐹 (𝑥, 𝑦) = exp(︀2𝑎𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔(︀𝑏𝑥⇑(1 − 𝑎𝑥)⌋︀⌋︀

𝑥2𝑏𝑦𝑏(𝑏2𝑥2 + (𝑎𝑥 − 1)2)−𝑏.
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Tabelul 4.2. Sistemele cubice (4.1) cu drepte invariante de trei direcții şi de

multiplicitate totalǎ şapte, inclusiv dreapta de la infinit

Configurații

realizabile

Sistemul diferențial cubic Integrala primǎ (factor integrant)

Darboux

(1r,1r,2r; 3i)

𝑥̇ = 𝑥(1 + 𝑥 + 𝑏𝑥 + 𝑏𝑥2 + 𝑎𝑦

+𝑎𝑥𝑦 − 2𝑦2),

𝑦̇ = −𝑦(2 + 𝑥 − 𝑏𝑥2 − 4𝑦 − 𝑎𝑥𝑦 + 2𝑦2).

𝜇(𝑥, 𝑦) = exp(︀(1 + 𝑥)(1 − 𝑎)⇑(2(1

+𝑥 − 𝑦))⌋︀𝑥−2𝑦−3⇑2(1 + 𝑥 − 𝑦)−1⇑2.

Tabelul 4.3. Sistemele cubice (4.1) cu drepte invariante de patru direcții şi de

multiplicitate totalǎ şapte, inclusiv dreapta de la infinit

Configurații re-

alizabile

Sistemul diferențial cubic Integrala primǎ (factor integrant)

Darboux

(2r,1r,1r,1r; 2i)

𝑥̇ = 𝑥(1 − 𝑥), 𝑎𝑠(𝑎 − 𝑠) ≠ 0

𝑦̇ = 𝑦(−2𝑎𝑠 + 3𝑎𝑠𝑥 − 2𝑎𝑠𝑥2 − 2𝑦2

−2(𝑎 − 𝑠)𝑦 + 2(𝑎 + 𝑠)𝑥𝑦)⇑𝑎𝑠.

𝜇(𝑥, 𝑦) = (𝑥 − 1)⇑(𝑥(𝑎𝑥 − 𝑦 − 𝑎)

(𝑠𝑥 − 𝑦 − 𝑠)𝑦).

(1r,2r,1r,1r; 2i)

𝑥̇ = 𝑥(1 − 𝑙𝑥 − 𝑠(𝑙 − 𝑠)𝑥2

+𝑙𝑥𝑦 + 𝑦2),

𝑦̇ = 2(𝑦 − 1)𝑦, 𝑠(𝑙 + 2𝑠) ≠ 0.

𝜇(𝑥, 𝑦) = (𝑦 − 1)⇑(𝑥(1 + 𝑠𝑥 − 𝑦)𝑦

(𝑙𝑥 + 𝑠𝑥 + 𝑦 − 1)).

4.6. Concluzii la capitolul patru.

În capitolul patru au fost supuse cercetǎrii sistemele cubice Lotka-Volterra de ecuații

diferențiale cu singularitǎți (1 ∶ −2) rezonante, în continuare 𝑆𝐶𝐿𝑉 (1 ∶ −2), şi cu drepte

invariante de multiplicitate totalǎ şase şi şapte (inclusiv dreapta de la infinit) aliniate după

douǎ, trei sau patru direcții.

În urma acestei cercetǎri au fost obținute urmǎtoarele rezultate:

− a fost determinatǎ multiplicitatea algebricǎ maximalǎ a dreptelor reale 𝑥 = 0, 𝑦 = 0,

pentru sistemele 𝑆𝐶𝐿𝑉 (1 ∶ −2);

− a fost determinatǎ multiplicitatea algebricǎ maximalǎ a dreptelor reale 𝑥 = 𝑎, 𝑦 = 𝑎, 𝑎 ∈

R∗, pentru sistemele 𝑆𝐶𝐿𝑉 (1 ∶ −2);

− a fost determinatǎ multiplicitatea algebricǎ maximalǎ a dreptelor complexe 𝑥 = 𝑎, 𝑦 =

𝑎, 𝑎 ∈ C ∖R pentru sistemele 𝑆𝐶𝐿𝑉 (1 ∶ −2);

− a fost determinatǎ multiplicitatea algebricǎ maximalǎ a dreptei de la infinit 𝑍 = 0

pentru sistemele 𝑆𝐶𝐿𝑉 (1 ∶ −2);
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− au fost clasificate sistemele 𝑆𝐶𝐿𝑉 (1 ∶ −2) cu drepte invariante afine de douǎ direcții,

de multiplicitate algebricǎ totalǎ şase;

− au fost clasificate sistemele 𝑆𝐶𝐿𝑉 (1 ∶ −2) cu drepte invariante afine de trei direcții, de

multiplicitate algebricǎ totalǎ şase;

− au fost clasificate sistemele 𝑆𝐶𝐿𝑉 (1 ∶ −2) cu drepte invariante de patru direcții, de

multiplicitate algebricǎ totalǎ şase;

− au fost clasificate sistemele 𝑆𝐶𝐿𝑉 (1 ∶ −2) cu drepte invariante de douǎ, trei şi patru

direcții, de multiplicitate algebricǎ totalǎ şapte, inclusiv dreapta de la infinit;

− au fost construite integralele prime Darboux sau factorii integranți Darboux pentru

sistemele obținute.

Ținând cont de rezultatele obținute în capitolul patru, deducem următoarele concluzii:

1. Multiplicitatea maximalǎ a dreptei 𝑥 = 0 (𝑦 = 0) pentru sistemul 𝑆𝐶𝐿𝑉 (1 ∶ −2) este

unu.

2. Multiplicitatea maximalǎ a dreptei 𝑥 = 𝑎 (𝑦 = 𝑎), 𝑎 ∈ R∗ pentru sistemul 𝑆𝐶𝐿𝑉 (1 ∶ −2)

este trei.

3. Multiplicitatea maximalǎ a dreptei 𝑥 = 𝛼 (𝑦 = 𝛼), 𝛼 ∈ C∖R pentru sistemul 𝑆𝐶𝐿𝑉 (1 ∶

−2) este doi.

4. Multiplicitatea maximalǎ a dreptei de la infinit 𝑍 = 0 pentru sistemul 𝑆𝐶𝐿𝑉 (1 ∶ −2)

este trei.

5. Cincisprezece sisteme 𝑆𝐶𝐿𝑉 (1 ∶ −2) au configurații de drepte invariante de multiplic-

itate totalǎ şase şi de douǎ direcții.

6. Treisprezece sisteme 𝑆𝐶𝐿𝑉 (1 ∶ −2) au configurații de drepte invariante de multiplici-

tate totalǎ şase şi de trei direcții.

7. Şase sisteme 𝑆𝐶𝐿𝑉 (1 ∶ −2) au configurații de drepte invariante de multiplicitate totalǎ

şase şi de patru direcții.

8. Douǎsprezece sisteme 𝑆𝐶𝐿𝑉 (1 ∶ −2) au configurații de drepte invariante de multiplic-

itate totalǎ şapte şi de douǎ direcții, inclusiv dreapta de la infinit.

9. Un sistem 𝑆𝐶𝐿𝑉 (1 ∶ −2) are configurația de drepte invariante de multiplicitate totalǎ

şapte şi de trei direcții, inclusiv dreapta de la infinit.

10. Douǎ sisteme 𝑆𝐶𝐿𝑉 (1 ∶ −2) au configurații de drepte invariante de multiplicitate

totalǎ şapte şi de patru direcții, inclusiv dreapta de la infinit.

În ultimii ani, un numǎr mare de lucrǎri au fost dedicate studierii problemei de integrabili-

123



tate a sistemelor diferențiale polinomiale şi, în particular, a sistemelor Lotka-Volterra cu

puncte singulare rezonante (vezi [23]-[70]). Problema datǎ a fost complet rezolvatǎ în [54]

pentru sistemul pǎtratic cu punct singular rezonant, însǎ pentru sistemul cubic este încǎ

deschisǎ. În acest capitol, sunt clasificate sistemele cubice cu singularitǎți rezonante ce au

drepte invariante de douǎ, trei sau patru direcții de multiplicitate totalǎ şase şi şapte (inclusiv

dreapta de la infinit).

Rezultatele expuse în acest capitol au fost comunicate în cadrul conferinței MITRE-

2015; 3 iulie 2015, MITRE-2016, 24 iunie 2016; în cadrul seminarului dedicat profesorului

A. Belousov, Institutul de Matematicǎ şi Informaticǎ ”V. Andrunachievici”, 19 februarie

2016; în cadrul seminarului ştiințific Ecuații Diferențiale şi Algebre, Universitatea de Stat

din Tiraspol (cu sediul la Chişinǎu), 23 februarie 2016; în cadrul conferinței ştiințifice cu

participare internaționalǎ a doctoranzilor ”Tendințe contemporane ale dezvoltǎrii ştiinței:

viziuni ale tinerilor cercetǎtori”, IMI ”V. Andrunachievici”, 10 martie 2015, 25 mai 2016; în

cadrul conferinței ”International scientific conference Differential-functional Equations and

their Application dedicated to the 80th anniversary of professor V.I. Fodchuk”, Ukraine,

Chernivtsi, 28-30 Septembrie, 2016; la Conferința ştiințificǎ naționalǎ cu participare interna-

ționalǎ ”Invǎțǎmântul superior din Republica Moldova la 85 ani”, 24-25 Septembrie 2015,

Chişinǎu; şi publicate în [111], [112], [127], [128], [129], [130], [131], [132].
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CONCLUZII GENERALE ŞI RECOMANDĂRI
În lucrare, din punct de vedere al teoriei calitative a ecuațiilor diferențiale, au fost studi-

ate sistemele cubice de ecuații diferențiale cu singularitǎți rezonante şi cu drepte invariante.

Pentru aceste sisteme s-a rezolvat problema deosebirii centrului de focar, sau problema cen-

trului − o problemǎ ce stǎ la baza teoriei calitative a sistemelor diferențiale polinomiale.

Problema dată constǎ în determinarea condițiilor asupra coeficienților membrilor din

partea dreaptǎ a sistemului diferențial care impun punctul singular să fie de tip centru.

Obținerea acestor condiții se bazează pe faptul că punctul singular este de tip centru, dacǎ

şi numai dacǎ în vecinǎtatea lui, sistemul are integralǎ primǎ analiticǎ diferitǎ de o constantǎ

sau factor integrant analitic. Astfel, rezolvarea problemei centrului se reduce la rezolvarea

problemei de integrabilitate.

O metodǎ, ce se bucurǎ de o mare aplicabilitate, este metoda Darboux de integrabilitate.

Ea constǎ în construirea integralei prime sau a factorului integrant din soluțiile algebrice ale

sistemului diferențial polinomial.

Teoria Darboux de integrabilitate a fost dezvoltată, actualizată şi extinsă asupra sis-

temelor de diferite ordine. Astfel, o completare a acestei teorii se exprimă prin luarea în con-

siderație, împreună cu curbele algebrice invariante, şi a multiplicităților acestora. Curbele

invariante multiple generează unele funcții exponențiale, numite factori exponențiali, ce fac

parte din componența integralei prime (sau a factorului integrant). În astfel de situații, se

vorbeşte despre integrabilitatea Darboux generalizată sau în sens generalizat.

In teza de fațǎ pentru sistemele diferențiale cubice, în cazul rezonanței (1 ∶ −1), şi a celor

de tip Lotka-Volterra, în cazul rezonanței (1 ∶ −2), sunt studiate relațiile dintre dreptele

invariante (inclusiv dreapta de la infinit), multiplicitățile acestora, mǎrimile Lyapunov şi

integrabilitatea Darboux, care ne conduc la trei probleme:

Problema 1. Determinarea multiplicitǎții algebrice maximale a unei drepte invariante

afine şi a dreptei de la infinit în familia sistemelor diferențiale cubice cu singularitǎți de

rezonanța (1 ∶ −1) şi (1 ∶ −2);

Problema 2. Clasificarea sistemelor diferențiale cubice (Lotka-Volterra) cu singularități

(1 ∶ −1) ((1 ∶ −2)) rezonante şi cu drepte invariante afine de multiplicitate totală patru (şase);

Problema 3. Clasificarea sistemelor diferențiale cubice (Lotka-Volterra) cu singular-

ități (1 ∶ −1) ((1 ∶ −2)) rezonante şi cu drepte invariante (inclusiv dreapta de la infinit) de

multiplicitate totală cinci (şapte);
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Problema 4. Studierea integrabilitǎții sistemelor cubice cu singularitǎți (1 ∶ −1) şi

(1 ∶ −2) rezonante şi cu drepte invariante de multiplicitate algebricǎ totalǎ 4, 5, 6 şi 7.

Problemele formulate au fost complet rezolvate. Astfel, pentru prima datǎ au fost de-

terminate sistemele diferențiale polinomiale cu singularitǎți rezonante şi care posedǎ drepte

invariante de multiplicitate algebricǎ totalǎ 4, 5 (inclusiv dreapta de la infinit), 6, 7(inclusiv

dreapta de la infinit). Pentru aceste clase de sisteme cubice:

− a fost stabilitǎ multiplicitatea algebricǎ maximalǎ a unei drepte invariante afine şi a

dreptei de la infinit;

− au fost obținute condițiile necesare şi suficiente de existențǎ a centrului;

− au fost construite integralele prime sau factorii integranți de tip Darboux.

La realizarea cercetǎrilor au fost folosite metodele teoriei calitative a sistemelor dinamice,

metodele algebrei computaționale, metoda de integrabilitate Darboux.

Problema ştiințifică importantă soluționată constă în rezolvarea completă a proble-

mei centrului pentru sistemele diferențiale cubice cu drepte invariante (inclusiv dreapta de

la infinit) de multiplicitate totală cinci şi a problemei de clasificare şi integrabilitate a sis-

temelor cubice de tip Lotka-Volterra cu singularități (1 ∶ −2) rezonante şi cu drepte invariante

(inclusiv dreapta de la infinit) de multiplicitate totală şase şi şapte.

Rezultatele cercetărilor elaborate au un rol important la realizarea studiului calitativ al

sistemelor diferențiale cubice şi ne permit sǎ concluzionǎm urmǎtoarele:

Concluzii generale:

1. În teza de față pentru prima dată s-a pus şi s-a rezolvat problema de determinare în

clasa sistemelor cubice cu singularitǎți rezonante a multiplicității maximale a unei drepte

invariante afine şi a dreptei de la infinit, ceea ce reprezintă pentru viitor un pas important

în studiul calitativ al sistemelor cubice cu drepte invariante (Cap. 2, 2.1; Cap. 3, 3.1; Cap.

4, 4.1);

2. Clasificarea sistemelor cubice cu singularitǎți rezonante şi cu drepte invariante de

multiplicitate algebricǎ totalǎ 4, 5, 6, 7 reprezintă o continuare a studiului sistemelor cubice

cu drepte invariante, efectuat anterior (Cap. 2, 2.3-2.5; Cap. 3, 3.2-3.6; Cap. 4, 4.3, 4.5 );

3. Singularitatea (1 ∶ −1) rezonantă a sistemelor cubice cu drepte invariante multiple a

căror multiplicitate totală este patru (cazul afin) sau cinci (prin enumerarea dreptei de la

infinit) este de tip centru, dacǎ şi numai dacǎ se anuleazǎ prima mǎrime Lyapunov, fapt ce

uşureazǎ studiul calitativ al sistemelor diferențiale polinomiale (Cap. 2, 2.2, 2.3.6, 2.4.5, 2.6;
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Cap. 3, 3.1.2, 3.2.1, 3.3.1, 3.4.1, 3.5.6, 3.6.3).

Rezultatele obținute pentru sistemele diferențiale cubice cu singularitǎți rezonante formea-

zǎ un studiu fundamental în rezolvarea problemei de integrabilitate. Conform concluziilor

enunțate putem recomanda urmǎtoarele:

- rezultatele ce se conțin în teză pot fi folosite la investigarea sistemelor diferențiale

polinomiale cu drepte invariante multiple;

- metodele elaborate, cum ar fi şi cea de reducere a cercetării configurațiilor prin aplicarea

transformărilor, pot fi folosite la studierea ulterioară a sistemelor diferențiale polinomiale cu

curbe algebrice invariante;

- cercetările efectuate pot fi utilizate în studiul calitativ al sistemelor diferențiale poli-

nomiale cu singularitǎți rezonante, la investigarea diferitor modele matematice din fizică,

chimie, biologie ş. a. care descriu anumite procese sociale şi naturale;

- rezultatele obținute pot fi incluse în programele cursurilor opționale ținute studenților

şi masteranzilor la facultățile universitare cu profil real sau tehnic.
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şi Educației”, Universitatea de Stat ”Bogdan Petriceicu Haşdeu” din Cahul, 6 iunie

2019, Cahul. Republica Moldova.

118. ŞUBĂ, A., TURUTA, S. Classification of cubic differential systems with a monodro-

mic critical point and multiple line at infinity. In: The Scientific Journal of Cahul State

University ”B.P. Hasdeu” Cahul, Republica Moldova. 2019, nr. 2(6), pp. 100–105.

ISSN 2587–313X.

119. ŞUBĂ, A., TURUTA, S. Centers in cubic differential systems with the line at infin-

ity of maximal multiplicity. In: International Conference: Mathematics Information

Technologies: Research and Education (MITRE 2019), Iunie 24-25, 2019, Chişinău.

Abstracts, pp. 60–61. ISBN 978–9975–149–17–4.

120. ŞUBĂ, A., TURUTA, S. Center problem and classification of cubic differential sys-

tems with the line at infinity of multiplicity three and an invariant affine straight line

of multiplicity two. In: The Fifth Conference of Mathematical Society of the Republic

of Moldova IMCS-55, September 28-October 1, 2019, Chişinǎu, pp. 150–153. ISBN
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136. WANG, Q., LIU, Y. Linearizability of the polynomial differential systems with a reso-

nant singular point. In: Bull. Sci. Math. 2008, nr. 132, pp. 97–111. ISSN 0007–4497.

137. XIEA, X., ZHAN, Q. Uniqueness of limit cycles for a class of cubic system with an

invariant straight line. In: Nonlinear Analysis: Theory, Methods and Applications.

2009, vol. 70, nr. 12, pp. 4217–4225. ISSN 0362–546X.

138. YE, YANQIAN. Qualitative theory of polynomial differential systems. In: Shanghai

Science-Technical Publisher, Shanghai, 1995.

139. YU, P., HAN, M. Twelve limit cycles in a cubic case of the 16th Hilbert problem. In:

Internat. J. Bifur. Chaos Appl. Sci. Engrg. 2005, vol. 15, nr. 7, pp. 2191–2205.

ISSN 0218–1274.

141



140. ZHANG, X. Number of integral lines of a polynomial systems of degree three and four.

In: J. of Nanjing University, Math. Biquarterly, 1993, vol. 10, pp. 209–212. ISSN

0469–5097.

141. ZHANG, X., YE, YANQIAN. On the number of invariant lines for polynomial systems.

In: Proc. of the American Math. Soc., 1998, vol. 126, nr.8, p. 2249–2265. ISSN 0002–

9939.

142. ZOLA̧DEK, H. On certain generalization of the Bautin’s theorem. In: Nonlinearity.

1994, vol. 7, pp. 273–279. ISSN 0951–7715.

143. ZOLA̧DEK, H. Remarks on: The classification of reversible cubic systems with center.

In: Topol. Methods Nonlinear Anal. 1996, vol. 8, nr. 2, pp. 335–342. ISSN 1230–3429.

142



DECLARAȚIA PRIVIND ASUMAREA RĂSPUNDERII

Subsemnata, declar pe răspundere personală că materialele prezentate în teza de doctorat

sunt rezultatul propriilor cercetări şi realizări ştiințifice. Conştientizez că, în caz contrar,

urmează să suport consecințele în conformitate cu legislația în vigoare.

Turuta Silvia

Semnătura:

Data:

143



CV-ul AUTORULUI

Nume: Turuta

Prenume: Silvia

Data naşterii: 31.07.1990

Locul naşterii: s. Cotiujenii Mari, r. Şoldǎneşti,
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