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ADNOTARE

Turuta Silvia, “Sisteme diferentiale cubice cu singularitati rezonante”.

Teza de doctor in stiinte matematice. Chisinau, 2021.

Structura tezei: teza consta din introducere, 4 capitole, concluzii generale si recomanda-
ri, bibliografie din 143 titluri, o figura, 3 tabele, 127 pagini de text de baza. Rezultatele
obtinute sunt publicate in 18 lucrari stiintifice.

Cuvinte-cheie: sistem diferential cubic, curba algebrica invarianta, multiplicitate algeb-
rica, singularitate rezonanta, problema centrului, integrabilitatea Darboux.

Scopul lucrarii: clasificarea gi integrabilitatea sistemelor cubice de ecuatii diferentiale
cu singularitati rezonante ce poseda drepte invariante de multiplicitate totala 4, 5, 6 si 7.

Obiectivele cercetarii: determinarea multiplicitatii maximale a unei drepte invariante
afine (a dreptei de la infinit) pentru sistemele diferentiale cubice cu singularitati rezonan-
te; clasificarea sistemelor cubice cu singularitati rezonante si cu drepte invariante multiple;
studierea problemei de integrabilitate Darboux pentru sistemele obtinute.

Noutatea si originalitatea stiintifica consta in cercetarea pentru prima data a sisteme-
lor diferentiale cubice ce contin singularitati rezonante si drepte invariante multiple, tinandu-
se cont si de dreapta de la infinit. A fost efectuata clasificarea afina a sistemelor cubice cu
singularitéti (1:-1) si (1:-2) rezonante ce posedd drepte invariante.

Rezultatele obtinute care contribuie la solutionarea unei probleme stiinti-
fice importante sunt rezolvarea completa a problemei centrului pentru sistemele cubice cu
drepte invariante (inclusiv dreapta de la infinit) de multiplicitate algebrica totald cinci si a
problemei de integrabilitate a sistemelor cubice de tip Lotka-Volterra cu singularitati (1 : —2)
rezonante si drepte invariante de multiplicitate totald 6 si 7 (inclusiv dreapta de la infinit).

Semnificatia teoretica: rezultatele obtinute in teza sunt noi si reprezinta o etapa
semnificativa in studiul sistemelor cubice cu drepte invariante.

Implementarea rezultatelor stiintifice: rezultatele tezei pot fi folosite: in investi-
gatiile ulterioare ale sistemelor cubice cu curbe algebrice invariante, in calitate de suport
pentru perfectarea cursurilor optionale universitare si post-universitare, in studiul diverselor

modele matematice ce descriu unele fenomene din fizica, chimie, biologie, economie . a.



AHHOTAIIN I

Typyra Cunsusi, "Kybudeckune nuddepeHIinaibHble CUCTEMbI C PE30OHAHCHBIMHU
ocobennoctamm’. /luccepraiiuss JOKTOpa MaTeMaTU4eCKnx HayK. KuinumHsy,
2021.

CTpykTypa paboThI: COCTOUT U3 BBEJICHU, 4-X IJIaB, OOIIUX BHIBOJIOB M PEKOMEH/IAITNIA,
143 mcTOYHUKOB JIUTEPaTypPhl, oJHa durypa, 3 Tabauibl, 127 cTpaHUIl OCHOBHOIO TEKCTA.
[Tonydennbie pe3yibTaThl OMyOJIMKOBAHBI B 18 HAYYIHBIX pabOTaX.

KumoueBbie cioBa: Kybudeckas judepenimanbHas cucTeMa, ajredOpamvdecKasi WH-
BapuaHTHas KpuBasg, ajredpanmdeckas KPpaTHOCTDb, ITpob/ieMa IeHTpa, Pe30HAHCHas OCOOECH-
HOCTb, uHTerpupyemocthb lapby. Obacth nccieoBanns: KadecTBeHHas Teopus Juddepen-
[IAAJbHBIX YPABHEHUIA.

Ob6beKT mccyeoBaHUsI: Kydoudeckasi cucrema i epeHInajibHbIX YPaBHEHUN C pe-
30HAHCHBIMU OCOOEHHOCTSIMU.

Ilesb paboThl: Kiaccudukalys 1 HHTEIPUPYEMOCTh KyOn4IecKux cucteM JnddepeHim-
aJIbHBIX YPaBHEHUI ¢ Pe30HAHCHBIMU OCOOEHHOCTSIMMU, 001 AIOIIIMMI NHBAPUAHTHBIMU TIPSI-
MBIMU TIOJIHOW KpaTHOoCcTH 4, 5, 6 1 7.

Sagauym uccjaegoBaHUS: Olpee/leHne MaKCUMaJIbHON KparHocTn adduHHON nHBapU-
AHTHON IpsaMOil (JMHUN Ha GECKOHEYHOCTH) JJis KyOudeckuX uddepeHnaabHbIX CUCTEM C
PE30HAHCHBIMEI OCOOEHHOCTIMI; KJIACCU(PUKAINASA KYOUIECKUX CHCTEM C PE30OHAHCHBIMHU OCO-
OEHHOCTSIMU U KPATHBIMA WHBAPUAHTHBIME MPSIMBIMU; UCCIEI0BAHUE TPOOJIEMbI HHTETPUPY-
emoctu /lapOy 10/Iy9IEeHHBIX CHCTEM.

HoBuszna u Hay4YHass OpUTMHAJIIBHOCTb COCTOUT BIIEPBBIE B UCC/IEIOBAHIHT KyOMTIECKIX
b depeHInaIbHBIX CUCTEM, COJIEPXKaIlluX PEe30HAHCHBIE OCOOEHHOCTH W KpaTHbIe MHBAPU-
AHTHBIE TPsIMbIE C YIETOM JIMHUU Ha OeckoHedHocTH. Addunnas kaaccudukaims Kyouae-
CKHUX CHCTeM C pe3oHaHCHbIME ocobernocTsmu (1:-1) u (1:-2), obiajaomue nHBAPUAHT-
HBIMH [IPSIMBIMI.

IlonydyeHHble pe3ybTaThbl KOTOPbIE CIIOCOOCTBYET PENIeHUI0 Ba>KHOI HayYHOI
MpoOJIEMBI: TTOJIHOM PEIIeHNN 3aJadi IeHTpa JJIsi KyOMIecKuX CHUCTEeM C KPATHBIMU MHBa-
PHAHTHBIMU IPSIMBIME ( BKJIFOUAs IPIMYIO Ha OECKOHETHOCTH) OOIIeil ajredpandeckoii Kpar-
HOCTU IIATh U IIPOOJIEMbI HHTEIPUpPyeMocTu Kybmdeckux cucreM JloTku-BoJibreppsl ¢ pe3o-
HaHCHBIMU ocobeHHOCTAME (1 @ —2) ¥ MHBAPUAHTHBIMU MPSIMbIMU 00ITeil KpaTrHocTun 6 u 7
(BKJIIOYAs MPAMYIO Ha GECKOHEYHOCTH ).

TeopeTuvecKasi 3HAYMMOCTb: PE3YJILTATHI, IOJYUYEHHbIE B IUCCEPTAIUU, ABJISIIOTCS
HOBBIMU U TIPEJICTABJISIIOT CODON BaXKHBIN dTall B U3y9YeHUN KyOUYIECKUX CHCTEM C WHBAPU-
AHTHBIME IIPAMBIMI.

BHenpeHue HayYHBIX pe3yJIbTaTOB: Pe3y/ibraThl JiuccepTaliui MOT'yT ObITh UCITOJIb30-
BaHbI: B CCJIEIOBAHUAX KyOUIECKUX CUCTEM C MHBAPUAHTHBIME aJIredpandeCKuMu KPUBBIMI,
pu pazpaboTke (HaKyJIbTATUBHBIX YHUBEPCUTETCKUX U IOC/IEBY30BCKUX KYDPCOB, U3YUCHUE
PA3JIMIHBIX MOJeIell MaTeMaTHKM, OIMUCHIBAIONIAT HEKOTOPbIE sBJIEHUS B (DU3UKE, XUMUM,

OMOJIOrun, SKOHOMUKE H JIP.



ANNOTATION

Turuta Silvia, “Cubic differential systems with resonant singularities”.

Doctoral thesis in mathematical sciences. Chisinau, 2021.

Thesis structure: introduction, four chapters, general conclusions and recommenda-
tions, bibliography of 143 titles, one figure, 3 tables, 127 pages of basic text. The obtained
results were published in 18 scientific papers.

Keywords: cubic differential system, invariant straight line, algebraic multiplicity, res-
onant singularity, center problem, Darboux integrability.

The purpose of the work: classification and integrability of cubic systems of differen-
tial equations with resonant singularities and with invariant straight lines of total multiplicity
4,5, 6 and 7.

Objectives of the research: determination of the maximal multiplicity of an invariant
straight line (of the line at infinity) for cubic differential systems with resonant singularities;
classification of cubic systems with resonant singularities and with multiple invariant straight
lines; studying the problem of Darboux integrability for the obtained systems.

Scientific novelty and originality consists in the investigation, for the first time, of
cubic differential systems with resonant singularities and with multiple invariant straight
lines, including the line at infinity. The affine classification of cubic systems with (1 : -1)
and (1:-2) resonant singularities and with invariant straight lines was realized.

The obtained results which contribute to solve some important scientific prob-
lem: the complete solution of the center’s problem for the cubic systems with invariant
straight lines (including the line at infinity) of total algebraic multiplicity five and of the in-
tegrability’s problem for the Lotka-Volterra cubic systems with (1 :-2) resonant singularity
and with invariant straight lines of total multiplicity 6 and 7 (including the line at infinity).

The theoretical significance: the obtained results in this thesis are new and are a
significant phase of the study of the cubic systems with invariant straight lines.

Implementation of the scientific results: the results of this thesis can be used: in
the further investigations of cubic systems with invariant algebraic curves, as a support for
perfecting undergraduate and postgraduate optional courses, in the study of some mathe-
matical models which describe some processes in physics, chemistry, biology, economy and

others.



INTRODUCERE

Teza de fati tine de teoria calitativd a ecuatiilor diferentiale. In ea sunt studiate sistemele
cubice de ecuatii diferentiale ce au singularitati rezonante si drepte invariante.

Actualitatea si importanta problemei abordate.

O buna parte din problemele importante ale fizicii, chimiei, ingineriei impun in formularea
lor matematica calcularea unei functii care, impreuna cu derivatele sale, satisface o relatie
data. Acest tip de relatii se numesc ecuatii diferentiale. Deoarece majoritatea fenomenelor
si proceselor din intreaga lume se modeleaza cu ajutorul ecuatiilor diferentiale, se justifica
necesitatea dezvoltérii teoriei acestora, precum si necesitatea de a le clasifica. Un exemplu
concret reprezintd sistemele de ecuatii diferentiale de tip Lotka-Volterra. Aceste sisteme au
doua drepte invariante si descriu, odaté cu trecerea timpului, interactiunea dintre specii. La
fel, ele descriu decurgerea unor reactii chimice s.a.

Evolutia ecuatiilor diferentiale a fost in stransa legdtura cu dezvoltarea calculului inte-
gral. Au fost determinate familii de ecuatii diferentiale rezolvabile in cuadraturi (integréri).
Isac Newton, Jakob Bernoulli, Johann Bernoulli si Daniel Bernoulli se considera primii mate-
maticieni care au adus contributii notabile la dezvoltarea ecuatiilor diferentiale. Urmeaza
J. Riccati, L. Euler, J. Lagrange. Secolul al XIX-lea se caracterizeaza prin cercetarea prob-
lemei de existentd, unicitate si comportare a solutiilor ecuatiilor diferentiale. A. Cauchy,
R. Lipschitz si G. Peano au impus metoda liniilor poligonale (utilizata anterior si de Euler)
ca metoda eficientd de demonstrare a existentei locale a solutiei unei ecuatii diferentiale cu
conditii initiale.

Studiile initiale asupra ecuatiilor diferentiale au avut ca obiectiv existenta solutiilor sau
aproximarea acestora, mai exact determinarea explicité a solutiilor atunci cand acest lucru
este posibil. H. Poincaré (1854-1912) si J.C. Maxwell (1831-1879) au contribuit la deter-
minarea solutiilor prin studiul lor asupra stabilitatii miscérii corpurilor ceresti, apoi in a
doua jumaétate a secolului al XIX-lea matematicianul rus A.M. Lyapunov (1857-1918), in
teza sa de doctorat, sustinutd in 1892, a definit principalele notiuni de stabilitate, astfel
punand bazele teoriei moderne a stabilitatii solutiilor. Un salt calitativ in abordarea ecua-
tiilor diferentiale a avut loc in secolul al XX-lea prin introducerea unor metode noi precum
cea a gradului topologic, teoria bifurcatiilor etc. Astfel, s-au obtinut rezultate notabile in
studiul ecuatiilor diferentiale in spatii infinit dimensionale .

Referitor la sistemele de ecuatii diferentiale, principalele probleme ale teoriei calitative



a acestora constau in determinarea comportarii curbelor integrale in vecinatatea punctelor
singulare; in delimitarea centrului de focar; in existenta, numarul si pozitia reciproca a
ciclurilor limita; in calcularea integralelor prime.

Personalitatile remarcabile, care au studiat comportarea traiectoriilor in vecinatatea
punctelor singulare, precum si clasificarea acestor puncte, sunt H. Poincaré, A. Lyapunov, I.
Bendixon, M. Frommer, H. Dulac. Procedeele si metodele folosite de acesti matematicieni
si-au gasit continuitatea in lucrarile lui A. Andronov, E. Leontovich, I. Gordon si A. Mayer
in [1], iar mai tarziu, in a lui J. Argemi, H. Forster, S. Lefschtz, F. Takens, V. Arnold, L.
Pontryagin, N. Bautin, F. Dumortier, A. Andreev, A. Bruno s.a.

Privitor la problema delimitarii centrului de focar, pentru sistemele patratice si cubice,
putem afirma cd a fost tratatd in lucrarile lui H. Dulac, W. Kapteyn, M. Frommer, N.
Saharnicov, I. Kukles, C. Sibirschi, A. Sadovskii, K. Malkin, I. Shirov, D. Boularas, M.
Popa, N. Vulpe, D. Cozma, A. Suba, H. Zoladek, R. Kooij si altii.

In lucrarile [38], [39], [40], [105], [107], A. Subd si D. Cozma au cercetat problema cen-
trului pentru sistemul diferential cubic cu drepte invariante. In ele a fost complet rezolvata
problema data pentru sistemele cubice cu cel putin trei drepte invariante. Rezultate gen-
erale ce tin de problema centrului pentru sistemele diferentiale polinomiale se cunosc doar
acele obtinute de H. Poincaré, A. Lyapunov, M. Popa si V. Pricop. Primii doi echivaleaza
problema enuntata cu problema de integrabilitate, iar ultimii doi [77] evalueaza numéarul de
marimi focale necesare solutionarii ei.

In ceea ce priveste numarul si pozitia reciprocd a ciclurilor limitd ale sistemelor polino-
miale de ecuatii diferentiale, mentionam lucrarile matematicienilor N. Bautin, L. Cherkas,
W. Coppel, W. van Horssen, J. Reyn, F. Dumortier, R. Roussarie, C. Rousseau, V. Gaiko,
L. Gilevici, V. Amelkin, N. Lukasevici, A. Sadovskii, A. Zegeling, R. Kooij, Suo Guagilan,
Sun Jifang, Ye Yanqgian, A. Grini gi altii.

Metoda principala de integrare a sistemelor polinomiale de ecuatii diferentiale este metoda
Darboux, care consta in construirea integralei prime utilizand curbele algebrice invariante.
Aceastd metoda este dezvoltata in lucrarile lui J. Chavarriga, J. Llibre, J. Sotomayor, C.
Christopher, J. Pereira, D. Schlomiuk, R. Kooij. In lucririle acestor cercetitori, la deter-
minarea integralei prime, s-au luat in vedere nu doar curbele algebrice invariante, dar si
functiile exponentiale invariante, precum si punctele singulare independente.

Cercetatorii W. Buchel, A. Berlinski, J. Reyn, R. Kooij, P. de Jager, J. Artes , J. Llibre,



T. Date, N. Vulpe, D. Schlomiuk, D. Cozma, A. Suba, V. Putunticd, V. Repesco, A. Cima,
B. Colla g. a. au efectuat clasificarea topologica a sistemelor cubice de ecuatii diferentiale
si au construit portretele de faza corespunzatoare. La studierea sistemelor cubice de ecuatii
diferentiale cu curbe algebrice invariante si, mai ales, cu drepte invariante, au contribuit J.
Artes, B. Griinbaum, J. Llibre, C. Christopher, J. Pereira, T. Druzhkova, J. H. Grace, A.
Young, R. Lyubimova, M. Popa, C. Sibirschi, D. Schlomiuk, N. Vulpe, J. Sokulski, Zhang
Xiang, R. Kooij, D. Cozma, A. Sub&, V. Putuntica, V. Repesco, C. Bujac,

Este cunoscut, ca in partea finitd a planului fazic, sistemul cubic nedegenerat de ecuatii
diferentiale are cel mult opt drepte invariante. Cercetarea calitativa a sistemelor cubice cu
exact sapte si a celor cu exact opt drepte invariante reale i distincte a fost efectuata de R.
Lyubimova in [71]. J. Llibre gi N. Vulpe in lucrarea [72] au cercetat sistemele diferentiale cu-
bice cu drepte invariante luand in considerare multiplicitatea dreptelor invariante si dreapta
de la infinit. Sistemele cubice cu drepte invariante afine de multiplicitate paraleld totala
egald cu sapte au fost studiate si clasificate de A. Subd, V. Repesco si V. Putuntica in [109]
si [110], iar sistemele cubice ce contin drepte invariante de multiplicitate paraleld totala egala
cu cinci sau cu gase, gi al caror infinit este degenerat - de citre A. Suba si V. Repesco in [83].
Studiul calitativ al sistemelor cubice de ecuatii diferentiale cu drepte invariante de multi-
plicitate totala opt, considerand si dreapta de la infinit, a fost efectuat de catre N. Vulpe si
C. Bujac ([8], [9], [11], [12]), iar pentru sistemele cubice cu sase drepte invariante reale de
doud si de trei directii au fost obtinute formele canonice gi portretele fazice (V. Putuntica si
A. Suba in [81, 82|).

Pentru sistemul cubic problema existentei a dreptelor invariante distincte si a punctelor
critice de tip centru a fost studiata in [38|, [39], [102], [105], [106], [107].

In teza de fati sunt continuate cercetirile efectuate de A. Sub si D. Cozma referitoare la
rezolvarea problemei de integrabilitate (sau, in cazul dat, a problemei centrului) a sistemelor
cu puncte critice (1 : —1) rezonante gi cu patru drepte invariante. La ei s-a presupus ci
dreptele sunt distincte, iar despre linia de la infinit nu se spune nimic. In lucrarea prezenti
se completeaza investigatiile profesorilor A. Suba si D. Cozma péna la solutionarea completa
a problemei centrului pentru sistemele cubice cu drepte invariante (inclusiv dreapta de la
infinit) de multiplicitate totald cinci. Mai exact, in tezd problema centrului este rezolvata in
cazurile cand:

A) multiplicitatea totald a dreptelor invariante afine este patru si cel putin una dintre

10



aceste drepte are multiplicitatea mai mare ca unu;

B) multiplicitatea dreptei de la infinit este mai mare ca unu, iar aceasta, impreuna cu
dreptele afine invariante, au multiplicitatea totala egala cu cinci.

Privitor la singularititile (1: -2) rezonante in lucrarea de fata

C) sunt studiate la integrabilitate sistemele cubice de tip Lotka-Volterra ce poseda drepte
invariante de multiplicitate totald 6, 7 (tinaAndu-se cont si de dreapta de la infinit).

Scopul si obiectivele lucrarii. Scopul principal al lucrarii consta in clasificarea sisteme-
lor cubice de ecuatii diferentiale cu singularitati rezonante ((1:-1) gi (1:-2)) ce poseda
drepte invariante de multiplicitate totala 4, 5, 6, 7 si rezolvarea problemei de integrabilitate
a acestora.

Realizarea acestui scop a fost insotita de urmatoarele obiective:

— determinarea multiplicitatii maximale a unei drepte invariante reale pentru sistemul
cubic cu singularitati (1:-1) si (1:-2) rezonante;

— determinarea multiplicitatii maximale a liniei de la infinit pentru sistemul cubic cu
singularitéti (1:-1) si (1:-2) rezonante;

— clasificarea sistemelor cubice cu singularitati (1 : —1) rezonante ce poseda drepte in-
variante de multiplicitate algebrica totala 4, 5 (inclusiv dreapta de la infinit);

— clasificarea sistemelor cubice de tip Lotka-Volterra cu singularitati (1 : —=2) rezonante
ce poseda drepte invariante de multiplicitate algebricd totala 6, 7 (inclusiv dreapta de la
infinit);

— rezolvarea in clasele sistemelor cubice obtinute a problemei de integrabilitate.

Ipoteza de cercetare. Pentru sistemul cubic de ecuatii diferentiale cu singularitati
(1:-1) si (1:-2) rezonante ce poseda drepte invariante de multiplicitate algebrica totala 4,
5 (inclusiv dreapta de la infinit), si, respectiv, 6, 7 (inclusiv dreapta de la infinit), problema
centrului va fi rezolvata daca: se va construi toate configuratiile posibile de drepte invariante,
considerand si multiplicitatile lor; se va aplica metoda Darboux de integrabilitate si se vor
analiza marimile focale.

Metodologia cercetirii stiintifice. In lucrare au fost aplicate metodele teoriei calita-
tive a sistemelor de ecuatii diferentiale si metodele algebrei de calcul computational. Prob-
lema centrului pentru sistemele diferentiale cubice ce poseda drepte invariante este cercetata
prin folosirea metodei de integrabilitate Darboux.

Noutatea si originalitatea stiintifici. In aceastd lucrare pentru prima dati sunt

11



examinate cazurile cand printre dreptele invariante afine ale sistemelor cubice de ecuatii
diferentiale sunt si drepte multiple si, totodata, se ia in considerare si multiplicitatea liniei
de la infinit. Investigatiile s-au soldat cu urmatoarele rezultate:

— a fost determinata multiplicitatea algebrica maximala a unei drepte invariante afine si
a liniei de la infinit pentru sistemele cubice cu singularitati (1:-1) gi (1:-2) rezonante;

- a fost efectuata clasificarea sistemelor cubice cu singularitati (1:-1) rezonante gi o
dreapta invarianta reald sau linia de la infinit, de multiplicitate maximala;

— a fost efectuata clasificarea sistemelor cubice cu singularitati (1:-1) si (1:-2) rezonante
ce poseda drepte invariante de multiplicitate totala 4, 5, 6, 7.

Problema stiintifica importanta solutionata consta in rezolvarea completa a proble-
mei centrului pentru sistemele diferentiale cubice cu drepte invariante (inclusiv dreapta de
la infinit) de multiplicitate totald cinci si a problemei de clasificare gi integrabilitate a sis-
temelor cubice de tip Lotka-Volterra cu singularitati (1 : —=2) rezonante si cu drepte invariante
(inclusiv dreapta de la infinit) de multiplicitate totala sase si sapte.

Semnificatia teoretica. In aceastd tezi pentru prima datd s-a formulat si s-a rezolvat
problema de determinare in clasa sistemelor diferentiale cubice cu singularitati (1 : -1) si
(1:-2) rezonante a multiplicitatii maximale a unei drepte invariante afine, a dreptei de la
infinit; la fel s-a efectuat clasificarea acestor sisteme, ceea ce reprezinta pentru viitor un pas
important in studiul calitativ al sistemelor cubice ce poseda drepte invariante.

Valoarea aplicativa a lucrarii. Aceastid lucrare poarta un caracter teoretic, insa ea
are si largi perspective aplicative prin intersectia sa cu familia de sisteme diferentiale de tip
Lotka-Volterra. Rezultatele obtinute pot fi incluse in programele cursurilor optionale tinute
studentilor si masteranzilor facultatilor de matematica si fizica. La fel, ele se vor lua in
consideratie gi in studiul de mai departe al sistemelor diferentiale polinomiale.

Rezultatele stiintifice principale inaintate spre sustinere:

— determinarea multiplicitatii maximale a unei drepte invariante reale pentru sistemul
cubic cu singularitati (1:-1) si (1:-2) rezonante;

— calcularea multiplicitatii maximale a dreptei de la infinit pentru sistemul cubic cu
singularitati (1:-1) si (1:-2) rezonante;

— clasificarea sistemelor cubice cu singularitati (1:-1) si (1:-2) rezonante i cu drepte
invariante afine de multiplicitate totala 4, 6;

— clasificarea sistemelor cubice cu singularitati (1:-1) si (1:-2) rezonante si cu drepte
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invariante de multiplicitate totala 5, 7, ludnd in considerare si dreapta de la infinit;

— solutionarea completd a problemei centrului pentru sistemele diferentiale cubice cu
drepte invariante (inclusiv dreapta de la infinit) de multiplicitate totala cinci;

— rezolvarea problemei de integrabilitate pentru sistemele diferentiale cubice de tip Lotka-
Volterra cu singularitati (1 : —2) rezonante si cu drepte invariante (inclusiv dreapta de la
infinit) de multiplicitate totald sase si sapte.

Implementarea rezultatelor stiintifice.

Rezultatele obtinute in teza pot fi aplicate:

- la studierea sistemelor diferentiale cubice ce poseda drepte invariante;

- la cercetarea anumitor modele matematice ce guverneaza unele procese chimice, fizice,
biologice, sociale s.a.;

- ca subiecte pentru teme de teze de masterat si pot servi ca baza a unor cursuri optionale
pentru masteranzi si studentii specialitatilor universitare de matematica.

Aprobarea rezultatelor stiintifice. Rezultatele principale ale lucrarii au fost rapor-
tate si aprobate la:

— Conferinta stiintifica Internationala a doctoranzilor: Tendinte contemporane ale dezvol-
tarii stiintei: viziuni ale tinerilor cercetatori, 10 martie, 2015, Chiginau;

— International Conference: Mathematics and Information Technologies: Research and
Education (MITRE), July 2-5, 2015, Chisinau;

— Conferinta stiintifici nationald cu participare internationald. Invitamantul superior
din Republica Moldova la 85 ani, 24-25 septembrie 2015, Chiginau;

— Conference on Applied and Industrial Mathematics (CAIM), September 15-18, 2016,
Craiova, Romania;

— The International Scientific Conference: Differential-Functional Equations and their
Application, September 28-30, 2016, Chernivtsi, Ukraine;

— Conferinta stiintifica Internationala a doctoranzilor: Tendinte contemporane ale dezvol-
tarii gtiintei: viziuni ale tinerilor cercetiatori, 25 mai, 2016, Chisinau;

— International Conference: Mathematics and Information Technologies: Research and
Education (MITRE), June 23-26, 2016, Chisinau;

— Conference on Applied and Industrial Mathematics (CAIM), September 14-17, 2017,
lasi, Romania;

— Conferinta Stiintificd internationala: Perspectivele si problemele integrarii in Spatiul
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European al Cercetarii si Educatiei, Universitatea de Stat "Bogdan Petriceicu Hagdeu” din
Cahul, 6 iunie 2019, Cahul. Republica Moldova;

— International Conference: Mathematics and Information Technologies: Research and
Education (MITRE), June 24-25, 2019, Chisinau;

— Conference on Applied and Industrial Mathematics (CAIM), September 19-22; 2019,
Targoviste, Romania;

— The Fifth Conference of Mathematical Society of the Republic of Moldova IMCS-55,
September 28-October 1, 2019, Chisinau;

— The International scientific conference "Modern problems of Differential Equations and
their application", September 16-19, 2020, Chernivtsi, Ukraine;

— seminarul dedicat profesorului A. Belousov, Institutul de Matematicd si Informatici
"Vladimir Andrunachievici”, 19 februarie 2016, Chiginau;

— seminarul "Ecuatii Diferentiale gi Algebre” din cadrul Universitatii de Stat din Tiraspol
(cu sediul la Chiginau): 2016, 2017, 2018, 2019, 2020;

Publicatii. Rezultatele principale ale lucrarii au fost prezentate in cadrul multor foru-
muri gtiintifice din Moldova, Roméania, Ucraina gi publicate in 18 lucrari: 6 articole gtiintifice
[114], [116], [118], [121], [132], [133] (2 articole fara coautor), 2 lucrari in materialele unor con-
ferinte stiintifice ([120] [130])(o lucrare fara coautor) si 10 teze ale comunicarilor la diferite
conferinte stiintifice [111], [112], [113], [115], [119], [122], [127], [128], [129], [131] (4 fara
coautor).

Volumul si structura tezei. Teza este scrisa in limba romané si consta din: introduc-
ere, 4 capitole, concluzii generale si recomandéri, bibliografie (143 titluri), 127 pagini text
de baza, adnotarea in limbile roméana, rusa si engleza.

Cuvinte-cheie: sistem diferential cubic, curba algebrica invarianta, multiplicitate algeb-
rica, singularitate rezonanta, problema centrului, integrabilitatea Darboux.

Domeniul de studiu: teoria calitativa a ecuatiilor diferentiale, integrabilitatea sis-
temelor diferentiale polinomiale.

Sumarul capitolelor tezei:

In primul capitol, format din cinci sectiuni, sunt enuntate rezultatele clasice si recente
ce tin de teoria calitativa a ecuatiilor diferentiale. Se face o analiza comparativa a situatiei
existente in domeniu, se formuleaza problema de cercetare si directiile de solutionare a ei.

In capitolul IT, format din sapte sectiuni, pentru sistemele cubice cu singularitéti (1:-1)
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rezonante, notate SC'(1: —1), este determinatd multiplicitatea algebricd maximala a unei
drepte invariante afine reale. Folosind grupul afin de transformari al planului de faze si
rescalarea timpului este efectuata clasificarea sistemelor SC(1: -1) cu una, doua, trei drepte
invariante distincte reale si complexe de multiplicitate totala patru. Pentru fiecare clasa
obtinuta este adusa integrala prima Darboux sau factorul integrant Darboux.

In capitolul III, format din sapte sectiuni, pentru sistemele SC(1 : —1) este calculati
multiplicitatea algebricd maximala a dreptei de la infinit. In presupunerea ci aceasti dreapta
este multipla, adica multiplicitatea algebrica a ei e mai mare ca unu, este efectuata clasificarea
sistemelor SC'(1: —1) ce poseda drepte invariante (inclusiv dreapta de la infinit) de multiplici-
tate totala cinci si este rezolvata problema de integrabilitate.

In capitolul IV, format din sase sectiuni, sunt studiate sistemele diferentiale cubice
de tip Lotka-Volterra cu singularitdti (1 : —=2) rezonante, notate SCLV (1 : =2). Pentru
aceasta familie de sisteme este determinata multiplicitatea algebrica maximald a unei drepte
invariante afine, cat si a dreptei de la infinit. Este efectuata clasificarea sistemelor SCLV (1 :
-2) ce poseda drepte invariante de multiplicitate totald sase si, respectiv, sapte, inclusiv
dreapta de la infinit. Sunt aduse integralele prime sau factorii integranti.

La final, sunt expuse concluziile generale si recomandari.
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1. SINGULARITATI REZONANTE, CURBE ALGEBRICE INVARIANTE
SI INTEGRABILITATEA SISTEMELOR DIFERENTIALE
POLINOMIALE.

Sistemele polinomiale diferentiale gi, in special, sistemele de tip Lotka-Volterra, sunt
intens cercetate de mai multi oameni de stiinta, deoarece au o aplicare ampld. Cea mai
cunoscutd aplicatie fiind in teoria populatiei, dar au aplicatii largi si in alte domenii cum ar
fi: fizica lazerului, fizica plasmei, hidrodinamica, chimie, ecologie, sociologie, etc.

Capitolul dat contine rezultatele clasice si recente ale teoriei calitative a ecuatiilor diferen-
tiale folosite in aceasta teza. Se face o analiza comparativa a situatiei existente in domeniu,

se formuleaza problema de cercetare si directiile de solutionare a ei.

1.1. Starea actuald a studiului problemei de integrabilitate pentru sistemele

polinomiale cu singularitati rezonante

Pentru inceput, ne vom referi la unele sisteme diferentiale cu singularitati de diferite
rezonante ce au fost supuse cercetarii pana la ziua de astazi. Dupa cum s-a mentionat si mai
sus, de un viu interes se bucura sistemul introdus de Lotka si Volterra, ce apare in chimie
si ecologie, si care reprezintd modelul a doua specii din natura ce interactioneaza intre ele.
Acest sistem este utilizat pe scara largd in matematica aplicatd si intr-o mare varietate de
subiecte fizice, cum ar fi fizica laserului, fizica plasmei, retelele neuronale, hidrodinamica,
ete [17].

Cercetarea sistemelor diferentiale polinomiale Lotka-Volterra cu singularitati (p : —¢)
rezonante este relativ noud si actuala. Pentru sistemul diferential patratic si cubic a fost
complet rezolvata problema integrabilitdtii atunci cand singularitatea e (1 : —1) rezonanta
in 1908 de Dulac H. [51], in 1974 de Sadovski A. [91] si apoi in 2001 de Christopher C. si
Rousseau C. [28]. In cazul singularitatii (1 : —2) rezonante, studiul pentru sistemul diferential
patratic este complet efectuat in anul 1998 de catre Fronville A., Sadovski A. gi Zoladek H.
[54], unde sunt aduse conditiile necesare si suficiente de integrabilitate (20 de cazuri). In

lucrarea [32], publicatd in anul 2000, Christopher C., Mardesic P. gi Rousseau C. obtin
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conditiile necesare si suficiente de integrabilitate in C? pentru sistemul patratic de aceeasi
rezonantd (1:-2) (15 cazuri). Ilar in cazul rezonantei (1: -3), problema integrabilitatii este
complet rezolvatd in 2013 de catre Dukari¢ M., Ferces B. gi Giné J. [49].

In anul 2002 Gravel S. si Thibault P. au determinat conditiile de integrabilitate si lin-
earizare pentru sistemul Lotka-Volterra cu singularitdti (1 : —\) rezonante, pentru A = p/2,
si A=2/p, pe N* [59]. Apoi, in 2003 Liu C., Chen G. si Li C. determina conditiile suficiente
de integrabilitate a sistemelor cubice Lotka-Volterra cu singularitati (3 : —¢) rezonante de
forma

& =3z +ax® + bxy, U= —qy + cry + dy.

Mai exact, pentru rezonantele (3 : —4) si (3 : =5) s-au determinat conditiile necesare si
suficiente de integrabilitate a acestor sisteme [69].
Un an mai tarziu Christopher C. si Rousseau C., au studiat liniarizarea, normalizarea si

integrabilitatea sistemelor
t=x(l+ax+by), y=y(-\+cx+dy),

pentru A =p/q, p+q <12 ¢i A=n/2,2/n, n e N* [29].
In lucrarea [58], publicatéd in anul 2009, Giné J. si Romanovski V.G. prezinta conditiile
necesare si suficiente pentru ca sistemul complex Lotka-Volterra
= 2(1 = agor? — az123y — a0y — a13xy® — apay?),
g =—y(1 = bax" = bz 2%y — bapx?y* — bizzy® — boay?),

s& aiba centru in originea de coordonate (0,0), adicd si aiba integrald prima de forma
U(z,y) = 2y + X ine3 Vj-1k-127y". Cazul real a fost studiat in [20] de catre Chavarriga J. si
Giné J.

Pentru sistemul

i =x(1 - agr® - anwy — agey?), ¥ = y(=q+ bax® + by1zy + boay?),

in anul 2012, Chen X., Giné J., Romanovski V.G. si Shafer D.S. determina conditiile necesare
pentru ca acest sistem sa admita integrald prima de forma ®(z,y) = 2% + ... in vecinidtatea

originei care este punct critic (1:-¢) rezonant. Sunt obtinute conditii necesare si suficiente
de integrabilitate pentru ¢ impar, ¢ <9 (vezi [23]).

Integrabilitatea sistemelor Lotka-Volterra cu singularitati (1 : —(3¢ — 1)) rezonante este
investigata de Liu C., Chen G. si Chen G. in lucrarea Integrability of Lotka-Volterra type

systems of degree 4, publicata in 2012, 70]. In aceastd lucrare, prin studierea primelor doud
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marimi sa, se obtin cateva conditii suficiente de integrabilitate si unele conditii necesare
pentru sistemului Lotka-Volterra de gradul 4
t=x(1+P)=x(1+a12®+ axx?y + agzy? + asy?),
U=y(-A+ Q) =y(=\ + b123 + box?y + byxy? + byy?),
unde A > 2 este un numar intreg.

Pentru obtinerea conditiilor de centru ei calculeaza marimile sa, aseméanatoare cu méarimile
focale Lyapunov-Poincaré. Mai intai, calculeaza termenii succesivi din seria Taylor atribuita
integralei prime, dupd care numerele sa Ay: H = 29%P + ..., H = > Agp(xdyP)*+1. Numerele sa
Ay sunt polinoame in coeficientii sistemului si ele se calculeaza cu ajutorul unui algoritm,
pentru P si Q concreti. In aceasti familie de sisteme, pentru singularititile (1:-2), (1:-5)
si (1:-8) rezonante, se obtin conditiile necesare si suficiente de integrabilitate.

In anul 2013 Feréec B., Giné J., Liu Y., Romanovski G. in [52] determina conditiile de
integrabilitate pentru sistemul diferential Lotka-Volterra de gradul patru cu singularitati

(1:-1) rezonante de forma
i =2(1 - agox® — an 2’y — anzy® — agsy®), §=-y(1 - bsx® - ba1xy — biaxy® — bosy?),

iar Dolicanin D., Giné J., Oliveira R. si Romanovski V., pentru sistemul cubic diferential
Lotka-Volterra cu singularitdti (2 : —3) rezonante de forma

T = $(2 - 612096’2 —anryY — a02y2), Y= ?J(—3 + 520952 + by + bmyz)a

aduc conditiile pentru care acest tip de sistem, cu a;; = 1 si by; arbitrar, admite integrala
primd de forma ¢(z,y) = x3y%... in vecindtatea punctului (0,0) [48]. Acest sistem a fost

studiat si in [55], unde autorii Giné J., Christopher C., Prefern M., Romanovski V.G. si
Shcheglova N.L. s-au limitat la cazurile unde ambii sau doar unul dintre coeficientii a1; si
by, sunt zero, sau ambii egali cu unu.

Sistemul cubic complex Lotka-Volterra este studiat in lucrarea [50| de catre Dukaric si
Giné, in 2016, unde sunt obtinute conditii necesare de integrabilitate cu cateva restrictii
asupra parametrilor. Utilizand diferite metode, suficienta este demonstrata pentru toate
conditiile, cu exceptia unei singure conditii.

Alte rezultate ce tin de integrabilitatea si liniarizarea sistemelor Lotka—Volterra cu singu-
laritati (p: —¢q) rezonante pot fi gésite in lucrarile [57], [56], [60], [86], [136].

Mentionam ca in lucrarea de fata sunt supuse studiului sistemele diferentiale cubice

Lotka—Volterra cu singularitéti (1:-2) rezonante.
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1.2. Importanta curbelor algebrice invariante in studiul integrabilitatii sisteme-
lor diferentiale polinomiale.

La determinarea integralelor prime ale sistemelor polinomiale de ecuatii diferentiale un
rol esential il au curbele algebrice invariante.

Notiunea de curba algebrica invariantd a fost introdusda de Darboux in anul 1878 in
lucrarea [45] consacratd integrabilitatii ecuatiilor diferentiale polinomiale de ordinul intai.
Notiunea data poate fi usor modificata si potrivita pentru sistemele diferentiale polinomiale
= P(z,y), y=Q(x,y). Conform [45], o curba algebrica f(x,y) =0, unde f este un polinom
din C[z,y], este o curbd algebricd invariantd pentru sistemul diferential, dacid existd un
aga polinom K(z,y) € C[x,y], numit cofactorul curbei invariante f(z,y) = 0, incat are
loc identitatea X(f) = fK. Cu X s-a notat campul vectorial X = (P, Q) asociat sistemului
polinomial.

Darboux a demonstrat ca problema de integrabilitate a sistemelor polinomiale poate fi
rezolvata utilizand curbele algebrice invariante. Conceptia sa de baza consta in construirea
pentru sistemul diferential polinomial a integralei prime (a factorului integrant) de forma,
numita forma Darboux, IEI [, unde f; sunt polinoamele prin intermediul carora se definesc
curbele algebrice invariagtle ale sistemului dat, iar «; sunt niste numere complexe oarecare.
In particular, el a ardtat ca daci un sistem diferential polinomial de gradul n are p curbe
algebrice invariante f; = 0, cofactorii carora K; verifica, pentru nigte numere oarecare «; € C,
nu toate egale cu zero, si p € {0, 1}, relatia

i o, K + pdiv(P,Q) =0,

i=0
atunci sistemul are integrald prima (p = 0) sau factor integrant (p = 1) de forma Darboux.
Cu div(P, Q) s-a notat divergenta sistemului.

Tot in lucrarea [45], Darboux a demonstrat ca daca sistemul admite cel putin p > n(n +
1)/2 curbe algebrice invariante, atunci acest sistem are factor integrant de forma p = ﬁ I,
iar daca p > [n(n +1)/2] + 1, atunci sistemul polinomial are integrald prima de forrri;1 F =
fl[ff”. lar in [61], Jouanolou J. a demonstrat c& in cazul p > [n(n + 1)/2] + 2 sistemul are
glltegralé prima rationald, adicd constantele a; sunt numere intregi.

Metoda Darboux de integrare a fost dezvoltata si extinsa asupra sistemelor diferentiale
polinomiale de ordin mai mare decat doi. Christopher C., in lucrarea sa [26] a scris de-

spre integrabilitatea Darboux generalizata sau in sens generalizat, care se deosebegte de cea

prezentata in [45] prin faptul ca in componenta integralei prime (sau a factorului integrant),
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impreund cu curbele algebrice invariante, fac parte si functiile exponentiale care sunt generate
din curbele invariante multiple: 12[ i ﬁ exp(g;j/h;). Aceste functii exponentiale exp(g;/h;)
se numesc factori exponentiali §iz;tisfe]mzlunei ecuatii similare celei din cazul polinoamelor f;
ce definesc curbele algebrice invariante f; = 0.

O noua directie de dezvoltare a teoriei Darboux este examinarea, nu doar a curbelor alge-
brice invariante, dar si alte elemente sau caracteristici ale sistemului de ecuatii diferentiale,
care duc la integrabilitatea Darboux. De exemplu, Subd A. in lucrarea [104] ia in considerare
mérimile Lyapunov, iar Chavarriga J., Llibre J., Sotomayor J. in [22] - punctele singulare
independente.

Se stie ca daca un sistem diferential cubic poseda sase drepte invariante distincte, acest
sistem, in caz general, are factor integrant format din aceste drepte, iar daca sistemul dife-
rential cubic are cel putin sapte drepte invariante distincte, atunci sistemul are integrala
primé de tip Darboux. Rezultd ca sistemele diferentiale cubice ce au un numar maximal
de drepte invariante gi ale cdror forme canonice au fost aduse in [72]| de catre Llibre J. si
Vulpe N., in [7] de citre Bujac C., sunt integrabile. La fel si sistemele cubice ce au drepte
invariante de multiplicitate totala opt, investigate de Bujac C. in [9], sunt integrabile. Pro-
blema integrabilitatii a unei subfamilii a acestor sisteme, mai exact, a acelor sisteme cubice
cu drepte invariante afine de multiplicitate paralela sapte, a fost solutionata mai devreme in
[109], [110] de cétre Suba A., Repegco V. si Putuntica V.

In [135] Vacarag O. clasifici sistemele cubice cu cel mult trei drepte invariante (enumeran-
du-se gi dreapta de la infinit) de multiplicitate maximald. Se arata, ca sistemele cubice ce
posedd o dreapta invarianta afind de multiplicitate maximald (m(() = 7), sistemele cubice ce
au dreapta de la infinit de multiplicitate maximald (m(Z = 0) = 7), cat si sistemele cubice
cu doua drepte invariante dinstincte de multiplicitate maximala sunt integrabile.

In general, in teoria calitativd a sistemelor diferentiale polinomiale reale bidimensionale
sunt considerate urmatoarele trei probleme principale: problema determinarii integralelor
prime, a ciclurilor limita si problema deosebirii centrului de focar.

Problema determindrii integralelor prime. Pentru sistemele diferentiale polinomiale o
metoda de construire a integralei prime, des utilizata si despre care s-a vorbit mai sus, este
metoda lui Darboux, ce constd in construirea integralei prime sau a factorului integrant cu
ajutorul curbelor algebrice invariante, in particular, cu ajutorul dreptelor invariante.

Astfel, una dintre preocupérile principale ale cercetétorilor din tardsi de peste hotare
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reprezintd determinarea conditiilor de existenta a dreptelor invariante. Matematicieni din
tara noastrd, precum M. Popa si C. Sibirschi au stabilit conditiile centroafin-invariante de
existentd a dreptelor invariante omogene (in lucrarile [76], [78]) si conditiile de existenta a
dreptelor invariante neomogene (in [79], [96]) pentru unele sisteme polinomiale de ecuatii
diferentiale. In [79] autorii admit ca sistemele patratice examinate au cel putin un punct
singular de tip focar sau centru (focar slab (weak focus), focar fin (fine focus) sau punct
critic monodromic (monodromic critical point) (Schlomiuk [95], Christopher si Li [27])). In
lucrarile [37], [38], autorii A. Subd si D. Cozma obtin conditiile de existenta a patru drepte
invariante neomogene pentru sistemele cubice cu punct critic monodromic.

Metoda lui Darboux de integrare a sistemelor diferentiale polinomiale isi gaseste dez-
voltarea si aplicabilitatea in lucrarile autorilor H. Poincaré , J. Chavarriga, J. Llibre, J.
Sotomayor, C. Christopher, J. Pereira, D. Schlomiuk, A. Subd, D. Cozma s.a. In aceste
lucrari, la formarea integralei prime, se iau in vedere nu doar curbele algebrice invariante,
dar si factorii exponentiali, punctele singulare independente si marimile Lyapunov.

Integrabilitatea sistemelor diferentiale polinomiale cu puncte singulare de tip centru si
cu un anumit numar de solutii algebrice a fost examinata in lucrarile: Suba [104], Kooij si
Christopher [66], Chavarriga, Giacomini, Giné [19]|, Christopher, Llibre, Pantazi gi Zhang
[30], Fercec, Giné, Yirong si Romanovski [52], Giné si Romanovski [58|, Cao, Llibre gi Zhang
[18], Dukaric si Giné [50].

In teza de fata sunt aduse conditjiile pentru care sistemele cubice cu singularitéti (1 : -1)
rezonante admit o dreapta invarianta de multiplicitate algebrica mai mica sau egala cu patru,
precum si dreapta de la infinit de multiplicitate algebrica mai mica sau egala cu cinci.

Problema determindrii ciclurilor limita. Problema a 16-a a lui Hilbert, mai exact partea
a doua a acestei probleme, consta in determinarea numarului maximal de cicluri limita si
localizarea acestora pentru clasa de sisteme diferentiale polinomiale de gradul n.

La studierea existentei ciclurilor limita gi a numarului maxim al acestora, pentru sistemele
diferentiale polinomiale, mai multi oameni de stiinta au luat in considerare daca sistemele
cercetate poseda sau nu curbe algebrice invariante. Mai exact, Bautin N. in [4] a demonstrat
ca sistemul patratic cu doua drepte invariante reale nu are cicluri limita; iar Suo G. gi Chen
Y. in [124] au ardtat ca sistemul pétratic ce posedd doud drepte invariante complexe reciproc
conjugate poate avea nu mai mult de un ciclu limita. La fel, nu mai mult de un ciclu limita

poate avea sistemul patratic cu o dreaptd invariantd, conform lucrarilor [24],]25], [89], ale
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cercetatorilor Cherkas L. i Rychkov G. .

Problema determinarii ciclurilor limité pentru sistemele diferentiale cubice a fost studiata:

— de Dai G., Wo S. in [42], in care se aratd c& sistemul cubic cu cinci drepte invariante
reale nu are cicluri limita;

— de Kooij R. in lucrérile [63], [64] demonstreaza ca sistemul cubic ce posedd patru drepte
invariante reale sau cu doua reale si doua complexe conjugate poate avea nu mai mult de un
ciclu limita;

— in aceeagi lucrare, in [64], Kooij R. confirm& c& sistemul cubic ce are patru drepte
invariante complexe conjugate poate avea doua cicluri limita;

— sistemul cubic cu patru drepte invariante neomogene (cu coeficienti complecsi), conform
lucrarii [38], a caror autori sunt Cozma D., Suba A., poate avea cel mult un ciclu limita,

— pentru o clasd de sisteme cubice ce poseda o dreapta invarianta in [137] de cétre Xiea
X. si Zhan Q. a fost stabilita unicitatea ciclului limita;

— sistemul polinomial cu cel putin (n—1)(n +1)/2 drepte invariante n-are cicluri limita
este aratat in [125] de catre Suo G. gi Sun J. (avAnd in vedere c& numarul maxim de drepte
este cel mult 3n — 1, acest rezultat este valabil doar pentru n < 5);

— Zoladek H. in lucrarea [143| a ardtat ca existd sisteme cubice cu 11 cicluri limita care
pot fi bifurcate dintr-un punct singular de tip centru;

- Yu P. gi Han M. in lucrarea [139] au adus un exemplu de sistem cubic cu 12 cicluri
limita de amplitudine mica.

In lucrarea [65], Kooij R. studiaz& problema existentei ciclurilor limita pentru un alt
sistem, mai exact pentru sistemul polinomial de ecuatii diferentiale de gradul n ce poseda
n+ 1 drepte invariante. Ciclicitatea punctului singular de tip centru sau focar, pentru unele
clase de sisteme diferentiale cubice, a fost examinata si in lucrarile: Zoladek [142], Bothmer si
Kroker [6], Yu si Han [139], Romanovski si Shafer [87], Levandovskyy, Pfister si Romanovski
[67], Li, Liu si Yang [68], Fercec si Mahdi [53], s.a. Astfel, in prezent se cunoagte ca numérul
de cicluri limita este mai mare sau egal cu 12. Numarul de cicluri limita ce pot fi bifurcate
dintr-un punct singular monodromic, pentru sistemele polinomiale de ecuatii diferentiale,
depinde nu doar de existenta curbelor algebrice invariante dar si de porzitiile relative ale
acestor curbe.

Notiuni de centre. Consideram sistemul de ecuatii diferentiale

dx dy
M ‘e A Ve ) 1.1
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Fie c& pentru (1.1) punctul M (xg,yo) este punct stationar, i. e. X (xo,y0) = Y (20,%0) = 0,
i presupunem ca intr-o vecindtate a lui membrii din dreapta a sistemului (1.1) satisfac
conditiilor de existentad si unicitate a solutiilor. Sunt posibile doua cazuri: ori punctul
M (xg,70) are o vecinatate ce nu contine in sine nici o traiectorie inchisa ce-1 inconjoara, ori
aga vecinitate nu-i posibil de a o construi. In ultimul caz, este evident, c& fiecare vecinitate
a punctului M (zg,yo) va contine in sine o infinitate de traiectorii ce-l inconjoard. Aceasta
totalitate de traiectorii poate (sau nu) sd acopere o vecinatate a lui M (xg,yo). Cele expuse

mai sus ne aduc la notiunile de centru Poincaré si de centru Bendixon.

Definitia 1.2.1. (Poincaré). Dacd existd o asa vecindtate a punctului stationar
M (xg,y0) incat prin fiecare punct al ei trece o traiectorie inchisd ce inconjoard M (xg,yo),

atunci acest punct se numeste centru (in sensul Poincaré).

Cel mai simplu exemplu de sistem cu centru Poincaré este sistemul & = -y, y = x (aici
si mai departe & = dx/dt, § = dy/dt). Traiectoriile lui sunt cercuri concentrice ce inconjoara
originea de coordonate si acoperd multimea R? ~\ (0,0).

Urmatorul sistem

i=-y+z(z®+y?), y=x+y(z®+y?) (1.2)

are focar in originea de coordonate. Aceasta se determina usor, daca efectuam transformarea
p=r\2?+y* p=arctg(y/x):  p=p° $=1
Sistemul

i=-y+y(@®+y?), y=a+x(z*+y?) (1.3)

are centru Poincaré in originea de coordonate deoarece pentru campul vectorial, definit de

el, axele de coordonate sunt gi axe de simetrie.

Definitia 1.2.2. (Bendizon). Dacd fiecare vecindtate a punctului stationar M(xo, o)
contine in sine traiectorii inchise ce inconjoard M (xg,yo), atunci acest punct se numete

centru (in sensul Bendizon).

Se observa, ca in cazul definitiei de centru Bendixon, traiectoriile inchise nu sunt obligate
s acopere o vecinatate a punctului stationar M (g, ). Astfel, apare problema: cand ambele
definitii sunt echivalente? Sau altfel spus: caror conditii trebuie s& satisfacd membrii din
dreapta ai sistemului pentru ca punctul stationar ce este centru dupa Bendixon sa fie in mod
necesar si centru Poincaré?

Dulac a demonstart cd dacd membrii din dreapta ai sistemului (1.1) sunt functii olo-
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morfe intr-o vecindtate oarecare a punctului stationar M (zg,yo), atunci ambele definitii
sunt echivalente, i.e. din existenta unui numar infinit de traiectorii inchise ce inconjoara
punctul M (zg,yo) i se contracteaza cétre el, urmeaza ca traiectoriile de acest tip acopera si
o vecinatate a lui M (zg,y0). Dacd membrii din dreapta X gi YV ai sistemului (1.1) nu sunt

olomorfi, atunci, in caz general, centru Bendixon poate si sa nu fie centru Poincaré. Sistemul

d
d_? =~y +x(z? +y*)3sin

dy 2. 2\3 o
, =z +y(ax®+ sin
x2+y? dt U v

x? +y?
are inchise doar traiectoriile 22 + y% = 1/(k7) (k-numar natural).

In continuare vom cere ca membrii din dreapta ai sistemului (1.1) sa fie olomorfi intr-o
vecindtate oarecare a punctului stationar M (zg,yo). Cu ajutorul unei translatii aducem

punctul M (zo,yo) in originea de coordonate. Sistemul (1.1) poate fi scris astfel

Z—f =biox + bory + B(z, 1), % = cio7 + cory + C(x,y), (1.4)
unde B(z,y) si C(x,y) sunt functii olomorfe intr-o vecindtate oarecare a originii O(0,0) ce
nu contin termeni liberi si liniari. Notdm \; si Ay solutiile ecuatiei caracteristice A\? — AspA +
detA =0, unde spA = big + co1, detA = bigcor — boicio.

Fie ReA; = Redy =0, ImA; = —ImAs # 0, adica radacinile A\; si Ao sunt pur imaginare
si conjugate. In acest caz, originea de coordonate O(0,0) este, pentru sistemul (1.1), ori
centru ori focar (Lyapunov) (vezi exemplele (1.2), (1.3)). Apare problema deosebirii lor,
adicd determindrii acelor conditii asupra membrilor din dreapta ce ne-ar spune cand O(0,0)
este centru si cand O(0,0) este focar. Lyapunov a demonstrat cd punctul O(0,0) este centru
pentru (1.4), atunci si numai atunci, cand intr-o vecinatate a lui sistemul (1.4) are integrala
prima olomorfa ce nu depinde de ¢t (F(x,y) = const). S& mentiondm ca aga integrald are si
sistemul & = x, y = -y (zy = const.), chiar daca pentru el A; =1, y = -1 (0(0,0)-sa). Am
ajuns la definitia de centru in sens Dulac.

Definitia 1.2.3. (Dulac). Dacd intr-o vecindgtate a punctului stationar O(0,0) sistemul
(1.1) are integrald olomorfd ce nu depinde de t, atunci acest punct se numeste centru in
sensul lut Dulac. Dacad pe lingd acestea, raddcinile N1, Ao ale ecuatiei caracteristice sunt
reale i de semn opus iar raportul \1/Ae este rational, atunci O(0,0) se numeste centru—sa.

In cazul \y = =)y vom vorbi de punct centru—sa simplu.

S& observam, ca din conditiile de existentd a centrului in sensul lui Poincaré in O(0,0),

usor pot fi obtinute conditiile de existentd a centrului-sa simplu si invers. Intr-adevir, dacs
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radacinile A\; si A9 ale ecuatiei caracteristice sunt pur imaginare, atunci printr-o transformare

liniard nedegeneratd a coordonatelor gi reparametrizarea timpului sistemul (1.4) se aduce la

forma

dx dy

— = ey — =T+ ... 1.

I Y+ ..., I T+ (1.5)
Dacd A\ = =Xy = A # 0, sistemul (1.4) poate fi adus la forma fl—f =+ .., % = =AYy + ...
Substitutia At = 7 ne da

dx dy

— = vy T =Y+ . 1.6

dr S dr yr (1.6)
Folosind in (1.6) transformarile x = £ +in,y = £ — in obtinem j—i =i+ ..., d—Z = —i& + ..., dar
dupa substitutia i7 = # avem definitiv

dg dn

— = ey — = =€+ ... 1.7

A (L.7)

Sistemele (1.5) si (1.7) coincid ca form&. Parcurgand lantul de transformaéri intr-o directie
sau alta, putem ca din conditiile de existenta a centrului Poincaré sa obtinem conditiile de
existentd a centrului-sa simplu si invers.

Pentru sistemul patratic si pentru sistemul cu neliniaritati cubice, conditiile necesare si
suficiente de existenta in originea de coordonate O(0,0) a centrului-ga simplu au fost obtinute
in lucrarile lui Sadovschi [90], [91] si Sibirschi [98]-[100].

Problema deosebirii centrului de focar. Una dintre problemele esentiale ale teoriei cali-
tative a sistemelor polinomiale de ecuatii diferentiale, ce tine de determinarea comportarii
curbelor integrale in vecinatatea punctelor singulare izolate, este problema deosebirii cen-
trului de focar. Astfel, daca radacinile ecuatiei caracteristice asociate punctului singular
0(0,0) sunt imaginare, atunci acest punct poate fi de tip centru sau de tip focar (punct
singular monodromic). Aceastd problemd, numitd si problema centrului, constd in deter-
minarea conditiilor asupra coeficientilor membrilor din dreapta a sistemului polinomial de
ecuatii diferentiale ce garanteaza faptul ca punctul singular este de tip centru.

Problema centrului pentru sistemul patratic a fost rezolvatd pentru prima data de H.
Dulac [51], pentru sistemul cubic simetric — de C. Sibirschi [97], dar pentru sistemului cubic
al caror membri din dreapta contin neliniaritati de gradul doi si de gradul trei, aceasta
problemé& nu este rezolvata definitiv.

Pentru investigarea problemei centrului, cercetatorii s-au folosit de urmatoarele metode:

— metoda de determinare a conditiilor invariante de existenta a centrului elaborata de

academicianul C.S. Sibirschi;
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— metoda elaboraté de profesorul N. Vulpe utilizata in procesul de clasificare topologica
centro-afin invariante a sistemelor diferentiale polinomiale ce au centru;

— metoda de determinare a numarului de elemente ale bazei idealului Bautin, prin apli-
carea algeberelor Lie, elaboratd de profesorul M. Popa;

— metoda de determinare a cuplurilor centrice aplicata de profesorii A. Suba gi D. Cozma,
de exemplu in [105].

In lucrarile [38], [39], [40], [105], [107], A. Sub# si D. Cozma au cercetat problema centrului
pentru sistemul diferential cubic cu drepte invariante pe care au rezolvat-o complet pentru
sistemele cu cel putin trei drepte invariante.

Pentru sistemul cubic problema existentei a dreptelor invariante distincte si a punctului
critic de tip centru a fost studiata in [38], [39], [102], [105], [106], [107]. In aceste lucrari

s-a considerat sistemul

T =y+ax?+cry+ fy?+kaxd + may + pry? +ryd = p(x,y), (1.8)
y=—(x+gx?+dry +by? + s + qr?y + nxy? + ly3) = q(x,y), ged(p,q) = 1.
Originea de coordonate (0,0) este centru pentru (1.8), daca si numai daci L; =0, j = 1, 00,
unde mérimile L;, j = 1, 00, sunt polinoame in coeficientii sistemului (1.8), numite mdrimile
Lyapunov. Conform teoremei de bazd a lui Hilbert existd aga un numér natural N astfel
incat, sistemul infinit polinomial {L; = 0, j = 1,00} este echivalent cu sistemul finit {L; =
0,7 =1,N}. Cu Ny notam cel mai mic N.

Astfel, pentru sistemul cubic (1.8) s-a demonstrat, cd daca el are

— patru drepte invariante neomogene, i.e. drepte de forma 1+ o,z + B;y =0, j=1,2,3,4,
atunci Ny =1 [39];

— doud drepte invariante neomogene gi doud omogene (y + ix = 0), atunci Ny =2 [39];

— trei drepte invariante de pozitie genericd, atunci Ny = 3 [107];

— un fascicol din trei drepte invariante sau trei drepte invariante, doua dintre care sunt
paralele, atunci Ny =5 [102], [106];

— doud drepte invariante omogene gi una neomogend, atunci Ny =7 [105].

In lucrarea de fatd sunt continuate cercetérile efectuate de A. Suba si D. Cozma, prin
examinarea cazurilor cand printre dreptele invariante examinate sunt gi drepte invariante
multiple. Mai mult ca atat, in investigatiile din teza se ia in considerare gi multiplicitatea
liniei de la infinit.

Conditiile necesare si suficiente ca un punct singular ce are radécinile ecuatiei caracteristi-

26



ce pur imaginare sa fie centru au fost obtinute gi in urmatoarele cazuri particulare: pentru
sistemele cubice cu infinitul degenerat (Kompel [62], Suba [103], Chavarriga si Gine [21]),
pentru sistemele cubice cu membrii din dreapta de o anumita forma (Daniliuk gi Suba [43],
[44], Romanovski si Suba [88], Lloyd, Pearson i Romanovski [73|); pentru un sistem cubic
ce contine noud parametri si care poate fi redus prin transformari la un sistem de tip Lienard
(Bondar si Sadovskii [5], Sadovskii si Shcheglova [92]).

Problema centrului a fost rezolvata pentru sistemele cubice cu doua drepte invariante
omogene si 0 conica invarianta; pentru sistemele cubice cu doua drepte paralele invariante
si 0 conicd invariantd de catre Cozma in [33] ([34]); precum si pentru sistemul cubic cu doud
drepte invariante paralele si o cubicd invarianta de citre Cozma si Matei in [36]. Cozma D.
si Dascalescu A. a rezolvat problema centrului pentru familia de sisteme diferentiale cubice
cu doud drepte invariante paralele gi o cubica invarianta ireductibila ([35], [46], [47]).

Studiul calitativ al sistemelor diferentiale cu drepte invariante si clasificarea lor.

In anul 2006 J. Llibre si N. Vulpe au determinat conditiile afin-invariante necesare si su-
ficiente de realizare a 23 configuratii de drepte invariante. Astfel, au fost clasificate sistemele
cubice cu un numar maxim de drepte invariante, luand in considerare si multiplicitatile aces-
tor drepte (vezi [72]). Zece ani mai tarziu, Bujac C. in lucarea [7] prezinta o clasd de sisteme
cubice cu aceleagi caracteristici omisa in [72].

In acelasi an, 2016, toti cei trei cercetitori mentionati mai sus, publica lucrarea [10], in
care aduc portretele fazice si rezolva problema de integrabilitate pentru sistemele ce poseda
un numar maxim de drepte invariante.

Clasificarea si studiul calitativ al sistemelor cubice de ecuatii diferentiale cu sase si cu
sapte drepte invariante, tinAndu-se cont de numarul de directii al acestor drepte, a fost efec-
tuatd de V. Putuntica si A. Subd in [80], [81], [82]. Sistemele cubice cu drepte invariante de
multiplicitate paralela egald cu sapte, au fost studiate si clasificate de A. Subd, V. Repesco si
V. Putuntica in [109], [110], iar sistemele cubice ce poseda drepte invariante de multiplicitate
paraleld egald cu cinci sau cu sase, si al caror infinit este degenerat - de catre V. Repesco si
A. Suba.

O clasificare a sistemelor cubice diferentiale cu drepte invariante reale (reale si complexe)
de o directie avand multiplicitatea totald cel putin sapte, inclusiv dreapta de la infinit, o
aduce V. Repesco in lucrarea [84| ([85]). S-au obtinut 26 (34) sisteme cubice ce posedd

aceste caracteristici.
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De clasificarea sistemelor cubice cu drepte invariante s-au ocupat si C. Bujac si N. Vulpe
in lucrdrile [8], [9], [11], [12], [13], [14]. Ei au obtinut 51 de configuratii de drepte invariante de
multiplicitate totala egala cu opt si pentru toate aceste configuratii au determinat conditiile
necesare si suficiente de obtinere ale lor, au construit formele canonice, precum si perturbarile
formelor canonice. A. Sub& impreuna cu discipolii sai, tinand cont de multiplicitatea paralela
a dreptelor invariante, au clasificat sistemele cubice cu patru puncte singulare la infinit,
obtinand 17 configuratii dintre cele 51 obtinute de C. Bujac si N. Vulpe.

C. Bujac si N. Vulpe, impreuna cu Dana Schlomiuk, continua clasificarea sistemelor cubice
de multiplicitate totald sapte, inclusiv infinitul, in lucrarea [16]. Aceastd clasificare contine
14 configuratii de drepte invariante de tipul (2,2,1,1) (doua perechi de drepte paralele plus
doud drepte de patru directii), si 8 sisteme canonice care au configuratiile date.

Sistemele cubice cu sase drepte reale invariante de doud si trei directii au fost studiate
de Putuntica V. in [81] si [82]. Sitemele cu drepte invariante de multiplicitate totald sapte,
considerand si dreapta de la infinit, i cu patru puncte reale la infinit au fost examinate de
Bujac C., Schlomiuk D. si Vulpe N. in [15]. In lucrarea [135] Vacarag O. a studiat sistemele
cubice cu drepte invariante multiple, unde au fost clasificate sistemele cubice cu doua si cu
trei drepte invariante (enumerand si dreapta de la infinit) de multiplicitate maximala.

In aceastd tezd sunt studiate sistemele cubice cu singularititi rezonante si cu drepte
invariante multiple. Mai exact, in clasa sistemelor cubice cu singularitati (1: —1) rezonante,
este:

— efectuata clasificarea sistemelor cubice cu o dreaptd invariantd reald de multiplicitate
maximala;

— efectuata clasificarea sistemelor cubice cu drepte invariante afine de multiplicitate al-
gebrica totala patru;

— efectuata clasificarea sistemelor cubice cu dreapta de la infinit multipla;

— efectuata clasificarea sistemelor cubice cu drepte invariante de multiplicitate algebrica
totala cinci (luand in cosiderare si dreapta de la infinit),

iar pentru clasa sistemelor cubice de tip Lotka-Volterra cu singularitéti (1 : —2) rezonante
este:

— determinata multiplicitatea maximala a unei drepte invariante afine gi a dreptei de la
infinit;

— efectuata clasificarea sistemelor cubice cu drepte invariante de doua, trei si patru directii
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de multiplicitate totala sase;

— efectuata clasificarea sistemelor cubice cu drepte invariante de doua, trei si patru directii
de multiplicitate totala sapte, inclusiv dreapta de la infinit.

La fel, in teza se arata, ca urmatoarele cinci clase de sisteme, gi anume: sistemele cubice
(1:-1) rezonante ce poseda o dreaptd invarianta afind de multiplicitate maximala (m(l) = 4);
sistemele cubice (1: 1) rezonante, pentru care dreapta de la infinit e de multiplicitate max-
imala (m(l.) = 5); sistemele cubice (1:-1) rezonante cu drepte invariante de multiplicitate
algebrica totald cinci (inclusiv gi dreapta de la infinit); precum si sistemele cubice de tip
Lotka-Volterra cu singularitati (1 : —=2) rezonante cu drepte invariante de multiplicitate al-
gebricd totalad sase; sistemele cubice de tip Lotka-Volterra cu singularitéti (1 : —2) rezonante
cu drepte invariante de multiplicitate algebrica totald sapte (inclusiv dreapta de la infinit),

sunt integrabile.

1.3. Multiplicitatea curbelor algebrice invariante pentru sistemele diferen-
tiale polinomiale

Notiunea de multiplicitate a unei curbe algebrice invariante a fost introdusa prin efor-
turile a mai multi cercetitori. In mai multe lucrari stiintifice se gisesc diferite tipuri de mul-
tiplicitati: multiplicitate algebrica, multiplicitate integrabila, multiplicitate infinitezimala,
multiplicitate geometrica, multiplicitate olonomica, multiplicitate paralela.

In lucrarea [31], autorii C. Christopher, J.Llibre i J.V. Pereira au definit multiplicitatea
infinitezimala a curbelor algebrice invariante, si au ardtat echivalenta acestei definitii cu
definitiile altor multiplicitati existente in lucrare, cum ar fi cea integrabila, algebrica, ge-
curbe multiple necesitad si anumite informatii infinitezimale despre ea.

Definitia de multiplicitate geometrica a unei curbe invariante este adusa in lucrarea [93]
de D. Schlomiuk pentru clase de campuri vectoriale fixate. Spre deosebire de lucrarea [31],
in care este prezentat un mod efectiv de a calcula multiplicitatea infinitezimala, in lucrarea
[93] nu este nici-o modalitate eficientd de a calcula multiplcitatea geometrica.

Multiplicitatea integrabila este definitd prin intermediul factorilor exponentiali asociati
unei curbe algebrice invariante f = 0. Conform [31], se spune, ci o curba invarianta f =0
are multiplicitatea integrabild k, daca aceasta curba genereaza k — 1 factori exponentiali de
forma exp(g;/f7), unde j = 1,...,k-1, deg(g;) < jdeg(f), si fiecare g; nu este multiplu pentru

f. Acesti factori exponentiali pot fi folositi la constructia integralei prime sau a factorului
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integrant de tip Darboux.

Multiplicitatea algebrica este data cu ajutorul curbelor exactice care au fost indroduse de
Pereira in 2001 [31]. O caracteristicd importantd a acestor curbe consta in faptul ca ele pot fi
calculate direct din determinantul unei matrici. Se spune ca curba algebrica invarianta f =0
are multiplicitatea algebrica egald cu k, daci k este cel mai mare numéir natural astfel ca f*
divide determinantul dat si, prin urmare, multiplicitatea algebrica este efectiv calculabila.

Din punct de vedere geometric, autorii lucrarii [31] afirmé, cd o curba are multiplicitatea
geometrica k, daca existd asa mici perturbatii ale cAmpului vectorial incat noile campuri
poseda exact k curbe algebrice invariante dictincte ce bifurca din curba f =0.

In lucririle cercetatorilor N. Vulpe, J. Llibre si C. Bujac, la studierea sistemelor cubice
cu drepte invariante de multiplicitate totala noua si respectiv opt s-a tinut cont de multiplic-
itatea geometrica data de D. Schlomiuk. Iar in lucrarile cercetatorilor A. Suba, V. Putuntica
si V. Repesco intalnim notiunea de multiplicitate paralela. Ei considera ca o dreapta invari-
antd f(x,y) = 0 are multiplicitatea paraleld k, dacé k este cel mai mare numér natural pentru
care exisd un aga polinom R(z,y) € C[x,y] incat are loc identitatea X(f) = f¥R(x,vy).

In articolele [109], [110] Sub& A., Repesco V. si Putuntica V. au studiat sistemele cubice
cu drepte invariante de multiplicitate paralela totald egald cu sapte, iar in [83] Repesco V.
investigheaza sistemele cubice cu infinitul degenerat ce poseda drepte invariante de multi-
plicitate paralela totala egala cu sase.

In lucrarea [31] s-a demonstrat, ca in unele ipoteze generice, existd o echivalenta intre
tipurile de multiplicitati. Astfel, tinanduse cont de [31], in [135] pentru sistemul cubic se
determina mai intai multiplicitatea algebricd maximala a unei drepte invariante afine, apoi
si multiplicitatile ei infinitezimale, integrabile si geometrice. In aceastd lucrare se aratd in
mod special ca exista o echivalenta naturala intre punctul de vedere algebric si punctul de
vedere geometric, referitor la multiplicitatea unei curbe invariante.

In teza de fatd se va determina multiplicitatea algebricd maximald a unei drepte afine,
cat gi a dreptei de la infinit, utilizindu-se o metoda eficientd aplicata gi in [135], iar in
unele cazuri se va vorbi si despre multiplicitatea paraleld a acestor drepte. In dependenta
de multiplicitatile algebrice obtinute ale dreptelor, in capitolele ce urmeaza, se construiesc

configuratiile posibile de drepte ce pot fi admise de sistemul diferential cubic cercetat.
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1.4. Numarul de drepte invariante ce poate fi admis de un sistem diferential
polinomial

Investigarea sistemelor diferentiale polinomiale cu drepte invariante nu este completa,
chiar daca acestea formeaza cea mai simpla clasa in multimea curbelor algebrice invariante.

Sistemul diferential polinomial poate avea ori un numar infinit, finit sau vid de drepte
invariante. In lucrarea de fatd vom examina doar sistemele ce posedd un numir finit de
drepte invariante.

In clasa sistemelor diferentiale polinomiale & = P(x,y), ¢ = Q(z,y) de gradul n, unde
P(z,y) i Q(x,y) sunt polinoame cu coeficienti reali in z si y, iar n = max(degP,degQ),
numéarul maximal de drepte invariante il vom nota cu «(n), iar numéarul maximal de directii
al dreptelor invariante cu (n).

In anul 1980 matematicienii care se ocupau de studierea sistemelor polinomiale de ecuatii
diferentiale cum ar fi Zhang Xikang, Ye Yanqian au inaintat o ipoteza referitoare la estimatia
numarului de drepte invariante in lucrarile [140], [138]. Conform acestei ipoteze pentru
sistemele polinomiale de ecuatii diferentiale de gradul n numéarul maximal posibil de drepte
invariante a(n) pentru n numéar par este egal cu 2n + 1, iar pentru n - impar este egal cu
2n + 2.

Zhang Xikang in lucrarea [140], in 1993, demonstreaza aceastd ipoteza in cazurile n = 3 si
n = 4. In demonstratiile aduse s-a comis o neexactitate, considerand ci §(n) < n+1. Eroarea
a fost corectatd de Zhang Xikang impreuna cu Ye Yangian in 1998 [141].

De problema existentei dreptelor invariante pentru sistemele polinomiale s-a ocupat si J.
Sokulski, in lucrarea [101], demonstrand si el in 1996 c& pentru n = 4 numéarul maximal de
drepte invariante reale distincte este 9, adica ipoteza este justa.

J. C. Artés, B. Grinbaum si J. Llibre in [3]| au ardtat cd ipoteza anuntatd mai sus nu
este justa pentru n > 4. Mai exact, au demonstrat cid «(5) = 14 i au adus contraexemple
pentru n € {6,7,...,20}. Mai mult ca atat, pentru dreptele invariante afine au demonstrat,
cd dacd n este numar par, atunci 2n +1 < a(n) < 3n - 1, iar dacd n este impar, atunci
2n+2<a(n) <3n-1.

J. C. Artés, si J. Llibre in [2] au stabilit intre numarul maximal de drepte invariate a/(n)
gi numéarul maximal de directii S(n) al dreptelor invariante o relatie, datd de egalitatea
f(n) = a(n—-1)+1. Tindnd cont cd a(2) =5 si «(3) = 8, incd odatd ne convingem, ci

inegalitatea f(n) < n + 1, folositd de Zhang Xikang in cercetarile sale, nu este justa.
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Pentru sistemele diferentiale polinomiale de gradul n numarul maximal de drepte in-
variante, incluzand dreapta de la infinit si multiplicitatile lor, este 3n. Numarul dat este
atins, daca se iau in consideratie dreptele invariante reale gi complexe ale sistemului polino-
mial. Acest fapt este confirmat gi de exemplul profesorului J. Llibre (comunicare privati):
T =a" y=y", n>2. Sistemul dat poseda dreptele invariante afine: = =0, y = 0, fiecare de
multiplicitatea n, dreapta z —y = 0 si dreptele complexe x -8,y =0, j = 1,n— 2, unde §; sunt
radacinile de ordinul n din unu gi distincte de 1.

In clasa sistemelor cubice de ecuatii diferentiale ce posedd un numéir finit de drepte
invariante, tinandu-se cont de dreapta de la infinit, numarul maximal al acestora este egal
cu noua. Clasificarea completa a sistemelor cubice ce poseda un numar maximal de drepte
invariante, adicd noud, a fost efectuatd de J. Llibre i N. Vulpe in [72].

Pentru sistemele cubice infinitul reprezinta o dreapta invarianta nesingulara atunci cand
expresia Cs(x,y) = yPs(z,y) - 2Qs(z,y) # 0. In cazul cand Cs(z,y) = 0 infinitul este
degenerat, adicd constd doar din puncte singulare. Conform lucrarii [108|, autori Subad A. si
Repesco V., sistemele cubice cu infinitul degenerat poseda cel mult sase drepte invariante.
In [83] Repesco V. a efectuat clasificarea sistemelor cubice cu infinitul degenerat ce au drepte
invariante de multiplicitate paralela totala gase.

Dai Guoren in [41], deasemenea, a cercetat sistemele polinomiale cu drepte invariante.
El a estimat numarul de drepte invariante ce au pantele diferite pentru n > 3, precum si
numarul celor paralele in cazul n > 2.

Calcularea numarului de drepte invariante a sistemelor polinomiale diferentiale care ve-
rificd anumite conditii este o problema actuala. V.B. Tlyachev, A.D. Ushkho si D.S. Ushkho
au aratat ca campul vectorial polinomial de gradul n, n > 3, ce poseda un fascicol din n + 1
drepte invariante gi un n—tuplu de drepte reciproc paralele nu poate avea mai mult de 2n+1
(2n + 2) drepte invariante afine, dacd n este par (impar), adicd pentru aceasta clasa de
campuri vectoriale are loc ipoteza, enuntata mai sus [126].

Mentiondm, ca in teza de fata sunt investigate sistemele cubice cu infinitul nedegenerat
care admit drepte invariante de multiplicitatile 4, 5 (inclusiv si dreapta de la infinit), 6 §i 7

(inclusiv si dreapta de la infinit).
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1.5. Concluzii la capitolul unu

In primul capitol sunt descrise principalele rezultate ce tin de sistemele diferentiale poli-
nomiale cu singularitati rezonante, de sistemele diferentiale polinomiale ce poseda drepte
invariante si este mentionat aportul mai multor matematicieni la dezvoltarea teoriei calita-
tive a sistemelor examinate. Facand o analiza a situatiei in domeniul studierii sistemelor
polinomiale diferentiale, putem mentiona, ca cercetarea acestor sisteme este cu atat mai
dificila cu cat numarul de drepte invariante este mai mic si gradul polinoamelor ce formeaza
membrii din dreapta ai sistemului este mai mare.

In aceastd lucrare este continuati cercetarea integrabilitétii sistemelor cubice cu singulari-
téati rezonante i cu drepte invariante de multiplicitate totald patru, cinci (inclusiv dreapta
de la infinit), sase si sapte (inclusiv dreapta de la infinit) prin folosirea metodei Darboux de
integrare.

Teza a fost ghidatd de urmatorul scop: clasificarea si integrarea sistemelor cubice de
ecuatii diferentiale cu singularitati (1:-1) si (1:-2) rezonante gi care au un anumit numar
de drepte invariante. Sistemele cu (1:-2) rezonante se presupun a fi de tip Lotka-Volterra.

Conform scopului propus au fost trasate urmatoarele obiective prioritare ale cercetarii:

— determinarea multiplicitatii maximale a unei drepte invariante pentru sistemul difer-
ential cubic cu singularitati (1:-1) si (1:-2) rezonante;

— determinarea multiplicitatii maximale a dreptei de la infinit pentru sistemul diferential
cubic cu singularitati (1:-1) si (1:-2) rezonante;

— clasificarea sistemelor diferentiale cubice cu singularitati (1 : —1) rezonante cu drepte
invariante afine de multiplicitate totala patru;

— clasificarea sistemelor diferentiale cubice cu singularitati (1 : —1) rezonante cu drepte
invariante de multiplicitate totala cinci, enumerand si dreapta de la infinit;

— clasificarea sistemelor diferentiale cubice cu singularitati (1 : —=2) rezonante cu drepte
invariante de multiplicitate totald sase de doua, trei si patru directii;

— clasificarea sistemelor diferentiale cubice cu singularitati (1 : —=2) rezonante cu drepte
invariante de multiplicitate totala sapte de doua, trei si patru directii, inclusiv si dreapta de

la infinit.
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2. SISTEMELE DIFERENTIALE CUBICE CU SINGULARITATI
(1:-1) REZONANTE SI CU DREPTE INVARIANTE AFINE DE
MULTIPLICITATE TOTALA PATRU.

Consideram sistemul polinomial de ecuatii diferentiale

L P@y), DoQy), d(P,Q)=1 2.1
P,Q € R[z,y], si campul vectorial X = P (z,y) & + Q (z,y) a% asociat sistemului (2.1). Cu
ged(P, Q) s-a notat cel mai mare divizor comun al polinoamelor P si Q).

Fie n = max {deg (P),deg(Q)}. Dacid n =2 (n = 3) atunci sistemul (2.1) se numeste
patratic (cubic).

Vom spune ca curba f(z,y) =0, f e C[z,y] (functia f =exp(g/h), g,h € C[z,y]) este o
curbd algebrica invariantd (un factor exponential) pentru sistemul (2.1), daca existd un aga
polinom Ky € C[z,y], deg(K) <n—1 incat in z si y are loc identitatea

of (z,y) of (z,y)

or Py =5 = Qr.y) = flw,y) - Ky(w.y). (2.2)

Polinomul K ¢(x,y) se numeste cofactorul curbei algebrice invariante (factorului exponential)
f. Dacad m este cel mai mare numar natural astfel incat f™ divide X(f), atunci se zice ca
f are multiplicitatea paraleld egald cu m. In cazul deg(f)=1,1. e. f(z,y)=ax+Ly+~=
0, (e, B) #(0,0), curba f se numeste dreaptd invariantd.

Se spune ca curba algebrica invariantd f(z,y) = 0 de gradul d are pentru sistemul (2.1)
multiplicitatea algebricd egald cu m, dacd m este cel mai mare numar natural astfel ca f™

imparte Fy(X), unde

U1 (%) Vg

By () = det X(v1)  X(vg) ... X(v) |

X(0) X)) .. XE1(w)

§i v1, Vg, ..., v; este o bazd a multimii polinoamelor de gradul d: Cy[z,y] (vezi [31]). Daca
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d =1, adicd in cazul dreptelor invariante, putem lua vy = 1, vy = x, v3 = ¥, si F1(X) se scrie
astfel: F1(X) =P -X(Q)-Q-X(P).
Polinomul E4(X) are in z si y gradul d(d+1)(d +2)[8+3(d+3)(n—1)]/24 (vezi [75]).
In cazul sistemelor cubice (n = 3) si a dreptelor invariante (d = 1) avem deg(E; (X)) = 8.
Fie D un domeniu din R? si F e CY(D,R) (u e CY(D,R)). Functia F(z,y) (u(x,y)) se

numeste integrald primd (factor integrant) pentru sistemul (2.1), dacd in D are loc identitatea

OF OF
P(xay)a_-’-Q(may)a_EO
z Y

ou 0P 9Q

(P (z,y) % +Q (z,y) - (ot a—y)u(z,y)).

Fie fi,..., fr (fre1 = emp;”;:—ill, -y fs = expi*) niste curbe algebrice invariante (factori ex-
ponentiali ai) ale lui (2.1). Daca sistemul (2.1) are integrald prima (factor integrant) de

forma
Fa) =T1f () =TT, 2.3)

unde o; € C,j = 1,...,8,| aq | +...+4 | a5 |[# 0, atunci se spune ci el este Darbouz integrabil
(privitor la teoria Darboux referitoare la sistemele polinomiale de ecuatii diferentiale a se
vedea [94]). Darboux [45] a demonstrat ca sistemul (2.1) ce posedd impreund cel putin
s >n(n+1)/2 curbe algebrice invariante si factori exponentiali este Darboux integrabil.
Usor se poate arata ca functia F(z,y) (u(z,y)) din (2.3) este pentru sistemul (2.1) o

integrald prima (un factor integrant), dacd gi numai dacé are loc in z si y, identitatea

Oélel + O{ZKfQ + ...+ astS =0 (24)
oP 0Q
(ale1+a2Kf2+...+asts+%+a—y50), (2.5)

unde Ky ,j=1,2,..., s, sunt cofactorii respectivi ai curbelor algebrice invariante f;,j =1,...,7,
si ai factorilor exponentiali f;,7=r+1,...;s.

In acest capitol sunt examinate sistemele de forma

T =y +ax®+cxy + fy?+ ka® + maty + pxy? + ry® = P(x,vy), (2.6)
y=—(x+gx?+dry + by? + sz + qry + nzy? + ly3) = Q(z,y), ged(P,Q) =1. .

In dependenta de valorile parametrilor sistemului (2.6) pentru el originea sistemului de

coordonate (0,0) este punct singular ori de tip centru, ori de tip focar. Acest punct singular

are radacinile ecuatiei caracteristice pur imaginare si este numit focar slab sau punct critic

monodromic. Apare problema determinérii acelor conditii asupra coeficientilor lui (2.6) ce ne
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asigurd existenta centrului in (0,0). Problema daté se numeste problema deosebirii centrului
de focar sau, pe scurt, problema centruluz.

Conform [74] sistemul (2.6) are in originea de coordonate (0,0) centru, dacd si numai
daca el are intr-o vecinatate a lui (0,0) o integrala prima F'(z,y) analitica, i.e. F'e C¥. La
fel, sistemul (2.6) are in (0,0) centru, atunci i numai atunci cand el are factor integrant de
forma pu(x,y) =1+ Y p;(x,y), peCw.

Se poate ardta cd existd o aga serie formald F(z,y) = Y F;(x,y) incat derivata ei in
puterea sistemului (2.6) reprezintd o combinatie liniard a polinoamelor {(z? +y?)7}%2,, i. e.
% = Y29 Lj 1 (2 +y?)I. Marimile L, j = 1, 0o sunt polinoame de coeficientii sistemului (2.6)
si se numesc marimile Lyapunov. De exemplu, prima méarime Lyapunov pentru (2.6) arata
astfel: Ly =(-ac+bd+2bf —cf —2ag+dg+3k-3l+p-q)/i

Sistemul (2.6) are in originea de coordonate (0,0) centru, dacd si numai dacd toate
mérimile Lyapunov se anuleazi, adica L; = 0,5 = 1, oo. In acest caz functia F(z,y) este o
integrald prima a lui (2.6).

In acest capitol vor fi clasificate sistemele cubice (2.6) ce au drepte invariante afine de
multiplicitate algebricd totala patru. La fel, pentru fiecare clasa se va rezolva problema

centrului. Mai exact, va fi demonstrata urméatoarea teoremas:

Teorema 2.0.1. Pentru ca punctul singular (0,0) al sistemului diferential cubic (2.6)
cu drepte invariante afine de multiplicitate algebricd totald patru sa fie de tip centru este

necesar gi suficient ca sd se anuleze prima mdrime Lyapunov (L =0).

2.1. Clasificarea sistemelor cubice cu focar slab si cu o dreapta invarianta reala

multipla.

Fie (2.1) un sistem diferential cubic (n = 3) pentru care punctul (z,) este singular
(P(x0,y0) = Q(x0,v0) = 0) de tip focar slab, adicad radacinile A; si A2 ale ecuatjiei caracteristice
A —oA+A =0, unde o = P{(zo,y0) + Q;(l’o,yo) si A= Pa,:(anyU)le/(x())yO) - Pé(foayo) :
Q% (xo,y0), sunt pur imaginare, i.e. Ao =i, e R*,i? = -1.

Fie cd sistemul (2.6) are o dreaptd invarianta reald [. Printr-o transformare de forma
r—-v-(xcosp+ysing), y>v-(ycosp—xsing), v+0 (2.7)

putem face ca dreapta [ sa fie descrisé de ecuatia x = 1. Astfel, k= -a,m=-c-1,p=-f,r=0
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si (2.6) este redus la sistemul
i=(1-2)(y+ax®+zy+cry+ fy?),y = —x - gx* - sx® — dvy — qr’y — by* — nxy® - ly®. (2.8)

Notam O'(I',y) = El(X)/(x_ 1)7 HZ(y) = U(xay)‘zzla H3(y) = %Lc:l §1 H4(y) = %?;Tg‘lea unde

X este campul vectorial asociat sistemului (2.8).

Lema 2.1.1. Dreapta invariantd x —1 =0 a sistemului (2.8) are multiplicitatea nu mai

micd ca 2, dacd st numai daca are loc cel putin una dintre urmadatoarele patru serii de conditii:

a=070=_2af:0; (29)
a=f=1=0,n=2-b+c,s=-1-¢g, c+2%0; (2.10)
a=0,l=f qg=(-4+2b-4c+bc-c*—df +2n+cn)/f, s=-1-g; (2.11)

l=f,n=Qa-ab+ac+f+fg+fs)a,qg=2+a*+c-ad+2g+cg+2s+cs)la. (2.12)

Demonstratie. Pentru ca dreapta invarianta z = 1 a sistemului (2.8) sd aiba multiplici-
tatea nu mai mica ca doi este necesar si suficient ca Ho(y) = 0. Avem Hy(y) = Ha1(y) Ha2(y),
unde Hy1(y) = 1+g+s+(d+qQu+ (b+n)y?+1y3, s Hy(y) =2+a?+c—ad+2g9+cg -
aq + 2s + cs + day — 2aby + 2acy + 2fy + 2f gy — 2any + 2 f sy + 4y? — 2by? + dey? — bey? + Ay? +
2a.fy? + dfy? — 3aly? — 2ny? — cny?® + fquy? + 4fy2 + 2cfy? — 4ly® — 2cly3 + f2y* — fly*. Daca
Hy(y)=0,ie. [=0,n=-b,q=-d, s=-1-g, atunci sistemul (2.8) este degenerat, adica
deg(ged(P,Q)) > 0.

Usor se verificd faptul ca in cazul sistemului (2.8) identitatea Hoo(y) = 0 este echivalentd

cu sistemul de egalitati

(c+2)(1+g+s)+ala-d-q)=0,a(c+2)—a(n+b)+ f(1+g+s)=0,
(c+2)(c+2-b-n)+ f(2a+d+q)-3al =0, (c+2)(f-1)=0, f(f-1)=0,

si are loc daca se verificd cel putin una dintre seriile de conditii (2.9)-(2.12). O

Lema 2.1.2. Dreapta invariantd x —1 =0 a sistemului (2.8) are multiplicitatea nu mai

mica ca 3, dacd st numat daca are loc cel putin una dintre urmdatoarele opt serii de conditii:
a[:f:l:O’02—27n:—b’32—1—g; (213)

a=f=1=0,b=1,d=-q(c+3),9g=-2,n=c+1,s=1,q(c+2) #0; (2.14)

a=0,b=1,g=2d+cd-2f)/f,l=f,n=c+1,q=~d,s=(f-2d-cd)/f, c+-2; (2.15)
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b=1,c=-2,f=0,g=ad-2,1=0,n=-1,qg=a-d, s=1; (2.16)
b=1,d=(3+c)(2+g)]a, f=0,1=0,n=1+c,q=(a®?~g-2)/a,s=1,c+-2; (2.17)

b=1,d=a(3+¢)/(2+¢),f=0,l=0,n=1+c,g=a(l+c)/(2+¢),

(2.18)
s=(a?-(2+c)(1+9))/(2+¢),a>-(2+¢)(2+g) #0;

d=((b-1)(c+3)/f, g=(ab-a-2f)/f,l=f,n=c+1,q=(1-b+af)/f, s=1; (2.19)

a=0-1)B-b+c)/f, q=((-1+0)(5-b+2c) - df)/,
g=(B=b+c)(4-5b+b?>+c—-be+df)-2f2)/f% 1= f, (2.20)
n=1+c¢,s=(f2+(3-b+c)(-3+3b-c+bc—df))/f>.

Demonstratie. In fiecare dintre cazurile (2.9)-(2.12) vom rezolva in raport cu y identitatea
Hs(y) = 0.

Cazul (2.9). In conditiile (2.9), Hs(y) are forma Hs(y) = —Hyy (y) Hs1(y), unde Ha (y) =
1+g+s—by?-ny?-2ly3. Deoarece Hy(y) # 0 vom cere ca sa aiba loc identitatea Hs(y) =0
care ne conduce la seria de conditii (2.13).

Cazul (2.10). Polinomul Hs(y) aratd astfel: Hs(y) = (c+ 2)yHs2(y), unde Hso(y) =
—(g+2)(d+q) +(-2d+bd—4q+bg—cq)y? +2(b—1)(2+¢)y3. In acest caz identitatea Hs(y) = 0
este echivalentd cu identitatea Hsy(y) = 0, care are loc in fiecare dintre urmatoarele doud
seturi de conditii: a) b=1,d=-¢q(c+3),9=-2;b)b=1,d=0,¢=0.

Seria de conditii (2.10) impreund cu cele din a) ne dau conditiile (2.14), iar impreuna cu b)

ne conduce la conditiile
a=d=f=1l=¢q=0,b=1,n=1+¢,s=-1-g. (2.21)

Cazul (2.11). Avem Hj(y) = %y(2 +c+ fy)Hss(y), unde Hisz(y) = —(c+2)(g+2)(b-1+
n-c-1)=-2f(g+2)(b-1+n-c-1)y+((b-c-3)((b-1)3+c)-df) - f2(g+2)+(n-c—-
D)(-10+4b-6¢c+bc—c?—df +n-1-¢))y?-2(2+c)f(n-c-1)y3 - f2(n-c-1)y*.

Identitatea H33(y) = 0 are loc daca se verifica cel putin una dintre urmétoarele trei seturi

de conditii:

a)b=1,9=2d+cd-2f)/f,n=1+¢c; b)d=(b-1)3+¢)/f,g=-2,n=1+¢;
c)b=c+3,g=-2n=c+1.

Adaugand la ele (2.11), obtinem respectiv (2.15) si seriile de conditi:

a=0,d=(b-1)3+¢c)/f,g=-2,l=fn=1+c,q=(1-b)/f,s=1; (2.22)
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a=0,b=3+c,g=-2,1=fn=1+c,q=((c+2)*-df)/f,s=1. (2.23)

Cazul (2.12). In acest caz H3(y) = S(a+2y +cy + fy?)Hau(y), unde Hzy(y) = —a((2 +
9 ((B+c)(2+g)-ad)+(s-1)((4+c)(2+9g)+a?—ad+s-1))+al[2a(ad+ (b-c-4)(1+g+5))
-2f2+g)(1+g+s)]y+[a(b-1)Ba?+(2+c)(1+g+5s))+ f((g+2)(g+2-3a%-ad)
+(s=1)(s=1+2(g+2)-2a®-ad)) +a(2+c)(ad-(c+3)(1+g+5s))]y?
+2a(2+0)[a(b-1) - f(s+g+1)]y® + af[a(b-1)- f(s+g+1)]y*

Identitatea Hsy(y) =0 are loc daca:

Jb=1,c=-2,f=0,g=ad-2,s=1; b)b=1,d=B+¢)(2+g)/a, f=0,s=1;

c)b=1,d=a(3+¢)/(2+¢),f=0,s=(a®>-(2+¢)(1+9))/(2+c);
d) d=(b-1)(c+3)/f,g = (a(b=1) ~2)/f,5 = 1:
e)a=(0b-1)@B-b+c)/fg=(=2f2+B-b+c)((b-1)(-4+b-c)+df)/f?

s=(((B-b+ (-1 +B)(3 +<) - df) + )] f.

Egalitatile a)-e), impreund cu cele din (2.12), ne conduc la conditjile (2.16)-(2.20), respectiv.

a

Mentiondm ca seria de conditii (2.21) (respectiv (2.22);(2.23)), se contine in seria de

conditii (2.18)(respectiv (2.19); (2.20)). O

Lema 2.1.3. Dreapta invariantd x —1 =0 a sistemului (2.8) are multiplicitatea nu mai

micd ca 4, dacd $1 numai dacd are loc cel putin una dintre urmdtoarele trei serii de conditii:
a:f:l:o’b:27C:g:n:—278:1; (224)
a=d=0,b=1,c=¢g=-2,l=f,n=-1,5s=1,¢=0; (2.25)

a=(b-1)%/f c=2b-4,d=2(b-1)*/f, g=((b-2)(b-1)*-2f?)/f?,
L=fin=2b-3,q=0-1?f s=(0-1)*+f*)]f*

Demonstratie. Vom cere ca in fiecare dintre seriile de conditii (2.13)-(2.20) s& aiba loc in

(2.26)

raport cu y identitatea Hy(y) = 0.

Conditiile (2.13). In aceste conditii Hy(y) arati astfel: Hy(y) = (d + ¢)yHu (y), unde
Hy(y) =2+g+(2-b)y% Dacad d + ¢ = 0, atunci sistemul {(2.8), (2.13)} este degenerat, iar
daca Hyi(y) =0, obtinem seria de conditii (2.24).

Conditiile (2.14). In cazul dat Hy(y) = —(c+2)%y(q+y +2qy?). Evident, Hy(y) # 0. Prin

urmare, dreapta invariantda x = 1 nu poate avea multiplicitatea algebrica mai mare ca trei.
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Conditiile (2.15). Polinomul Hy(y) are forma: Hy(y) = (c+ 2+ fy)((c+2)2d? +2(c +
)P fy+ f((c+2)(Bd+cd - f)+d>f)y? + 2(c + 2)df>y3 + df3y*)/f%. Usor se observi, ca
Hy(y) #0.

Conditiile (2.16). Avem Hy(y) = a?(-2+d? +3dy) =0 = a = 0 = deg(gcd(P,Q)) > 0.

Conditiile (2.17). In aceste conditii Hy(y) = -1(a+2y+cy)(2a2 - (g+2)(4+c+g) +a(c+
2-3(9+2))y-2(c+2)(9+2)y?) £ 0.

Conditiile (2.18). Avem Hy(y) = (c+2)((g+2)?+((g+2)(c+3)—c-2)y?) +a/(2+c)(-4a-
3ac—ag-acg+16y—2a2y+12cy—2a?cy+2c2y+12gy+10cqgy+2c2gy+4ay®—ac?y?) +2a(c+2)y? # 0.

Conditiile (2.19). Polinomul H,(y) arata astfel: Hy(y) = f—lg(a + 2y +cy + fy?)Hya(y),
unde Hyp(y) = (b=1)(—a+ab+2f +cf)-2af>+ f((b-1)(3a+2f) - f(c+2))y—(b-1)(-5+
b—2c)fy?+(b-1)f?y3. Deoarece f + 0, identitatea Hys(y) = 0 are loc atunci si numai atunci
cand au loc egalititile a =0, b =1, ¢ = -2, care, impreuna cu (2.19), ne dau (2.25).

Conditiile (2.20). Polinomul Hy(y) are forma: Hy(y) = f—14(3 —b+c+ fy)Hys(y), unde

Hys(y) = fa(b+S-1)(faf+(b-1)((b-1)(b-2) + fa=35+b5)) - (b-1)?5(/*
+(0=2)(b+B-1)) +2f[falb+B-1)(fa+ (b-1)(2b+ 5 -3)) - (b-1)5(f?
+(0=-1)(b+B-D)]y+ f2[fa((b-1)(6b-7) + far =55+ 6b5 + )

—B(f2+ (0-1)(b+5)]y* +2f*a[2(b-1) + Bly® + fPay?,
a=d-(b-1)(c+2)/f, B=c-2b+4.In cazul dat identitatea H;(y) = 0 este echivalenta cu

identitatea Hy3(y) = 0, care are loc dacd aw = 5 =0, adicd ¢ = 2b-4,d = 2(b-1)?/f. Aceste

egalitati, impreund cu (2.20), ne dau seria de conditii (2.26). O

Lema 2.1.4. In clasa sistemelor cubice cu focar slab multiplicitatea maximald a unei
drepte invariante nu este mai mare ca 4. Cu exactitatea unei transformdri centro-afine si
rescalarea timpului orice sistem cubic cu focar slab si cu o dreaptd invariantd de multiplici-

tatea 4 poate fi scris sub una dintre urmdtoarele 3 forme:
t=(x-1)%, y=-x+22%- 2% -dry — qx’y — 2y + 2xy>, d # 0; (2.27)
i=(x-Dy(z-fy-1),9=-z+2" 2> - > +ay® - fy?, [ #0; (2.28)

i= (- 1)((b-1)%2 + (2= 3)fay + fy(1+ Fy)/F.
gy=—((b-1)222(b+2+x)+ (b-1)2fx(2+x)y + f3y3 (2.29)
#f2((2 - 12+ (b-3a + 2be)y))/ 12, f(b-1) %0,
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Demonstratie. In conditiile (2.24) (respectiv, (2.25), (2.26)) sistemul (2.8) capita forma
(2.27) (respectiv, (2.28), (2.29)). Pentru fiecare dintre aceste sisteme polinomul F; (X) arata
astfel: E1(X) = (z - 1)*(Ao(y) + A1(y)(z - 1)).

In cazul (2.24) avem Ay(y) = —y(d+q+ (d+2q)y? - 2y3); in cazul (2.25): Ag(y) = —f244,

iar in cazul (2.26):

Ao(y) = H(1=b fy)((b—1)2(8b~ 562+ b* ~ 3f2 + bf2 — 4) + (b~ 1) f(12b~ 1162 + 36% - 5 f2

+30f2 = 4)y +3(b-1)f2((b- 1)+ f2)y* + 2 (0= 1)* + [2)y).

In toate cazurile Aq(y) # 0.0

2.2. Integrabilitatea sistemelor (2.27), (2.28), (2.29).

Sistemul (2.27). Acest sistem are dreapta invarianta f; = x—1 = 0 si factorii exponentiali:
fo=exp[1/(z - 1)]; f3 = exp[(d + g + 2y = 2zy) [(x - 1)*]; fa = exp[(~d - 4q + 3dz + 6z + 6y -
6zy)/(x - 1)3], care au respectiv cofactorii Ky, (z,y) = y(x - 1), K, (z,y) = -y, Kp(x,y) =
2(-z +dy + qy + 2% + qry - y?), Ky, (2,y) = 6(x + qy).

Pentru (2.27) prima marime Lyapunov aratd astfel: L; = —2¢. Daca ¢ # 0, atunci (0,0)
este focar si sistemul (2.27) nu este integrabil in (0,0), adica nu exista o aga vecindtate a lui
(0,0) in care (2.27) ar avea integrala prima analiticd (factor integrant analitic) ce nu depinde

de t, i.e. de forma F(z,y) (u(z,y)). In cazul ¢ = 0 avem factor integrant de forma

p(z,y) = [0 f52 f32 f (2.30)

unde a; = =6, g = a3 = 0, ay = d/6, adicd u(z,y) = (m—11)6 exp d(_d+§’(df_+16)y6_6xy). Prin urmare,

in cazul dat punctul singular (0,0) este centru pentru (2.27).

Sistemul (2.28). Avem dreapta invariantd f; = x — 1 = 0, factorii exponentiali

I :expL F :ea:py—2 ; :exp2—3x+x3+fy3

-1
si cofactorii Ky, (z,y) = y(z - fy-1),Kp,(z,y) = —2(z - 1), Kp(z,y) = 22y, Ky, (z,y) =
-3y(1+ fy). Pentru acesti cofactori identitatea (2.4) are loc dacd a3 =6, as =0, az =3, a4 =

—2. Asa dar, sistemul are integrala prima

4—-6x + 223 + 3y? - 3xy? + 2fy3
(1-z)?

F(x,y) = (z - 1)%exp
si deci, in (0,0) avem centru.
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Sistemul (2.29). Sistemul dat are dreapta invarianta f; =z — 1 = 0, factorii exponentiali

b+ fy—1 b-1)2+2f(b—2)y + f22
f2=exp—f2x3i1) ,f3=exp( ) +(x(_1)f)y+ <,
fi= emp[ﬁ (31 =% -2z +12(b* + f* - b)2?

+(6b - 30 26>~ 62 = 1)2® = 3f(1 = b)y = 3f(1 = 3b+ 26" 2%y + 6 f*(1 - b)xy? - 2f%y*)]

si cofactorii
fy+ (b-1)%2+(20-3) fry + f2y?

Kf1(xay) = - f :
K, (2,y) = 2+ fy—(b- 1f)22x2 _f22 bfy)
Koy - UL O Dy e P (oo 1+ o)

Ky, (2,y) = %((b— Dffw+ f07+2f2 =Dy +((b-1)"+ f)((b- Da(2bx -z +4fy) + 2f*y*))

si integrala prima F'(x,y) = f{" fo2 f52 £, unde a; = 2((b-1)2+ f2), a0 = f(b+1), 3 =y = 1.
Din cele expuse mai sus rezultd cd pentru sistemul diferential cubic (2.6) cu o dreapta

invarianta afina si reald de multiplicitate algebrica patru are loc teorema 2.0.1.

2.3. Sistemele cubice (2.6) cu doua drepte invariante afine Iy, lo, m(l1)+m(ly) > 4.
2.3.1. Dreptele sunt reale st paralele.

Fie ly,1ls € R[x,y], 11 || lo. Fard a diminua generalitatea putem considera l; = z — 1, adica
(2.6) are forma (2.8). Astfel Iy =z -, unde a € R si a #0; 1.

Dreapta [y este invariantd pentru sistemul (2.8) daca
a=f=0, a=-1/(c+1), c+-2. (2.31)

Luéand in considerare (2.31) si Lemele 2.1.2 gi 2.1.1 obtinem, respectiv, urméatoarele doua

leme.

Lema 2.3.1. Printr-o transformare afind si rescalarea timpului orice sistem cubic cu
focar fin si cu doud drepte invariante reale afine distincte si paralele ly, lo, m(ly) > 3, poate

fi scris sub una dintre urmdtoarele doud forme:

t=—(zx-1)(1+z+cx)y, c¢{-2;-1}, (2.32)

y=—x+ 222 — 23+ 3qry + cqry — qr’y — y? — xy? — cxy?, q £ 0;
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r=—(rx-1)(1+x+cx)y, c¢{-2;-1},

(=D +a+ca)y, cf{-2-1} o)
y=-x—gr?+az3+grd—y?-axy?-cry? g+ -2.

Lema 2.3.2. Orice sistem cubic cu focar fin si doud drepte invariante reale distincte si

paralele 1y, la, m(ly) > 2, m(lz) > 2, printr-o transformare afind $i rescalarea timpului poate

fi scris sub urmdtoarea formda:

t=—(zx-1)(1+z+cx)y,cé¢{-2;-1}, (2.34)

Y =-—x—cr?+ 23+ cxd - doy — g’y + cy? - 2xy? - 2cy?.
2.3.2. Dreptele sunt reale si concurente.

Consideram [y = x =1 = 0. Dreapta [ = y—-Axr— B =0, A,B € R, B # 0 este dreapti
invariantd pentru sistemul (2.8), dacéd ¢(x) =0, unde ¢(z) = (A-P(a:, y)+B-Q(x, y))| toE
y=Az+B

Lema 2.3.3. Printr-o transformare afind si rescalarea timpului orice sistem cubic cu

focar fin si doud drepte invariante afine reale distincte gi concurente ly, lo, m(ly) > 3 poate

fi scris sub una dintre urmdtoarele patru forme:
i=(r-1)%y, y=-v-g2?-dvy-y*+ (g+ 1)z - d(g+ 1)2?y + vy?, d*0; (2.35)

T = m(x— DE(I=-b)fy-(b-1)(?-bx A - f?)z?
+f(f2-4+T0-3b2F A)axy - 2f2(b-1)y?),

Y= m(%?(l -b)x+(1-0)((b-1)(?-b+xA) - f2(b+3))x? (2.36)
+f(1=b)(3b(b-1) £t A= Doy +2bf2(1 - b)y? + 2f2(1 = b)x2 + f(b-1)
(PFA-(b-1)(b-2))2?y+ f2(f2FA-(b-1)(3b-4))ay* +2f3(1 - b)yg),

unde A= \/4f2(1-b) + (f2+b(b-1))?

i=(1-2)y(l-x+ fy), df #0, §= -2 +22° —doy - y* - 2* + da’y + vy* - fy*;  (2.37)
b= (1= 2)(fy+ (1-b)(b-c-3)a2+ fle+ Day + f42)/ 1,
U=(f2(c-b+3)z+(c=b+3)(cf?+(b-1)((b-2)(b-3) +bc—2bc+ c? —2f2))x?
-f2(1-b)(b-c-3)2+ f2(2b—c-4))xy - bf?(b—c-3)y®>+ (b—c-3) (2.38)
(2b-c-3)((b-1)(b-c=-3) = a3+ f(f2(2b-c-4) - (b—-1)?
(b c-3))aty - f2(c+ 1)(b-c-B)ay? - f3(b-c -3/ (J2(b e 3)).
Demonstratie. In conditiile (2.13) avem
o(x)=-B(A+bB)+(-1- A2+ 2AB-2AbB +bB? - Bd)x + (2A%-
A2 - AB+2AbB-Ad-g-Bq)x?+(1- A2+ A%b+g- Aq)x3=0=>
{b=1,q=d(1+g)} = (2.35) si la =1 -z +dy.
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In fiecare dintre conditiile (2.14), (2.16)-(2.18) polinomul () are forma p(x) = ~B(B +
A) + ¢(x), ¥(0) = 0. Luand in considerare B # 0, identitatea ¢(x) = 0 ne oferd B = —A.
Astfel, in conditiile (2.14), (2.16)-(2.18), respectiv, avem

Y(x) = —(1+3Aq + Acq)x + (2 + 4Aq + Acq)x? — (1 + Ag)a3;

U(x) = (Ad= 1)z + (2 - ad - 2Ad)a? + (Ad - 1)a%;

P(x)=-((a—6A-2Ac—-3Ag - Acg)x + (8A +2Ac+ag + 4Ag + Acg)x?
+(a-2A-Ag)z3)/a;

P(x) = (-2+3aA-c+aAc)r - (4aA+ aAc+2g+cg)x?
+(2-a?+aA+c+2g+cg)x?/(c+2).

In  cazul conditiilor (2.14) s (2.16) identitatea () = 0 ne oferd
deg(ged(P,Q)) > 0, iar in cazul conditiilor (2.17) si (2.18) este usor de aratat ca ¢ (z) # 0.

In conditiile (2.15) avem

o(x)=-B(A+B)(1+Bf)-((A+B)(A+ B+ Bc+2ABf)+1+ Bd)x - (d(c+2)+df(A- B)
2f+A(A+B)f(1+c+ Af))x?/f + (d(c+2) - f+ Adf)x3]f.

Dacd B = -A, atunci ¢(x) # 0, iar dacd B = —1/f, atunci deg(ged(P,Q)) > 0. Fie ca se

realizeazd conditiile (2.19). Avem

o(x)=-B(A+bB+ fB(A+B)-((b-1)(c+3)B+B(A+B)f(c+2Af)
+f(1+A2+2AbB+ B?))z/f - ((b-1)(a+3A-B+ Ac) + f(A+ B)(a+ Ac+ A2f)
+f(A20+ AB-2))2?[f+((b-1)A-fa®/f=0=>A=f]/(b-1) =

p(x) =B((b-1)(b+Bf)B+f(1+Bf))/(1-b) - ((b-1)*(c+3)B
+f(b-1)2(1+c)B2+2f3(b-1)B2+ f(f?+(b-1)?)
+f2(b-1)(2b+c)B+2f*B)x/(f(b-1)2) - (f°+(b-1)*(a- B)
+f(b-1)3(1+aB+¢)+ f2(b-1)?>(a+ B + Be)
+f3(b=1)(b+c+ Bf))z?/(f(b-1)?)=0=

{a=-(b-®+f2£A)/(2f),c=(6-9b+30%*- f2F A)/(2(b-1)),
B=(0b-0*-f2+A)/(2f(b-1))} = (2.36).
In conditiile (2.20) polinomul () are forma ¢(z) = ~-BEqy-Eqiz—Eqa?/ f2— Eqsx3/ f3,
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unde

Eqy=A(1+Bf)+B(b+ Bf);

Eq =1+ A2+2AbB + B?+ Bd+ B(A+ B)(c+2Af);

Egp=0B-b+c)((b=-1)(b-c-4)+df )+ Af((b-1)(3=b+c)+df) - 2f?
+Bf((b-1)(5-b+2c)—df)+ A2(b+c)f2+ AB(1+c¢)f?+ A2(A + B) f3;

Eqg=f?+B-b+c)((b=-1)(c+3)-df)+ Af(b—1)(c+2) - Adf?.

Dacd B =-1/f, atunci {Fqy =0, Fqgz3 =0} = {b=1,A=-(d(c+2) - f)/(df)} = {Eq =
0, Eg; =0} = {d=f} = deg(gcd(P,Q)) > 0.

Fie B # -1/f. Atunci {Eqy =0, Eq; =0} = {A=-B(b+Bf)/(1+Bf), d=(-1-2fB+
((b-1)(A+b+c) - f2)B*+ f(b-1)(c+2)B%)/[(B(1+ Bf)*)} = {Eq2 = ~Eqx1 Eqo/ (B(1 +
Bf)?), Eqs = Equ1 Eqs1/(B(1+ Bf)3), unde Eqyy =b-c-3+ Bf(2b—c-4), Eqgy = B((b-
Db-c-4)-f*)-f, Eqn=0-1)B(1-b+(b-c-4)(1+Bf))-f(1+Bf)*

Fie Eqoy = 0, Fq3; = 0. Din ecuatia Fqgs = 0 exprimam B, inlocuim in Fq3; si obtinem
Eqs1 = f(b-1)2/((b-1)(4=b+c)+ f?) # 0. Prin urmare, in conditiile f(1+ Bf) # 0 sistemul
{Eq2 =0, Eq3; =0} nu este compatibil.

Fie acum Eg¢o = 0. Dacd ¢ = 2b—-4, atunci {b=1,d =-1/B} sau {b=1, B = -1/d} =
sistemul (2.37), care are dreapta invariantd 1 —z + dy = 0. Presupunem ¢ —2b + 4 # 0. Atunci
Eqgi=0={B=(c-b+3)/((2b-c-4)f), d= f(2b—c—-4)[/(b—c—3)} = sistemul (2.38)
care are dreapta invarinta (b—c—3)(-1+ (2b—c-3)z) - f(2b—c-4)y =0.0

In mod similar lemei 2.3.3 se demonstreaza si urméatoarea lema:

Lema 2.3.4. Printr-o transformare afind si rescalarea timpului, orice sistem cubic cu
focar fin st cu doud drepte invariante reale si concurente, ambele de multiplicitatea cel putin

doi ly, la, m(ly) =m(ly) > 2, poate fi scris sub una dintre urmdtoarele sapte forme:

T = y(l‘ - 1)27
j= (B2 + AB(2+ (A+ B)2)a? — 2By + A2(1 + (A + B)?)a? (2.39)
~ABy? - 2A(1+ (A+ B)2)a2y+ (1+ A2 + 2AB)xy?) | B,

i=y(z-1)(z-1-fy),

(2.40)
y=—(z-222+23+y? —2y® + fy?) —2y(2Bx + y - 2B)/ B?,
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t=(1-2)(y+ax?+ (2aA - 1)xy + aA%y?)

y=-r-((a-A+aA?-2A%)22+ Ay(a+ A+ aA?)(2z + Ay)
+A3x3 + A(a—2A+ aA?)2?y + A%(2a — A + 2aA?%)zy?
+aA3(1+ A%)y3)/(A(1 + A?));

(2.41)

&= (r-1)%,

y=—-(B?t+2AB2?>+ B((A+ B)(2A+ B) -2)xy - B(2A + B)y?
+A223 + A(A(A+ B) -2)2%2y - (A2 + (A+ B)? - 1)zy?
+(A+ B)y?)/B?, A+ B #0;

(2.42)

t=(1-2)y(1-x+ f2x+ fy), f#0
y=—(x-20%+ foy+y? + 23 - fo2y+ (f2 - Day® + fy?);

(2.43)

i=(x-1)(-B%y+B(1+Bf)a?+ (B*+ B3f + B4f2 - 1)ay - Bfy?)/ B2
y=-x—(B3f(3+Bf)a2+B(2+Bf)(-1+B3f + B4f2)xy

-B3f(2+ Bf)y? - B3 fa’ - B2f(1+ B2+ B3 f)a%y

+(1- B f*)zy® + B> fy?) | B

(2.44)

i =y(z-1)2
y=—(B%r+2ABx? +2B(A? + AB - 1)xy — 2ABy? + A%23 (2.45)
—A(2- A%+ B?)a?y + (1 - 2A%)xy? + Ay?) | B?, A+ 0.

2.3.3.  Dreptele sunt complexe st paralele.

Printr-o transformare (2.7) putem considera dreapta invarinata [, descrisd de ecuatia

1 =x —a—1isisistemul (2.6) de forma
i=y[(z-a)?+1]/(a®+1), §=—(x+ gx® + doy + by? + sa® + qx’y + nxy® + ly®).  (2.46)

Pentru (2.46) dreapta [, are multiplicitatea algebricd doi, daca

= f1(y) f2(y) =0,

T=q+1

((1 +a?)? B (X)/(1+ (z - a)z))

unde
fily) = —g+a-3sa+ ga? + sa? + (—q + da + ga?)y + (b +na)y? + ly?
+i(1 - s+ 2ga + 3sa? + (d + 2qa)y + ny?),
fo(y) ==(1+a2)(-g + a—3sa+ ga? + sa?) + (b+na)(1+a?)y? + 21(1 + a2)y?

+i(—(1+a?)(1-s+2ga+3sa?) + (2 +n+na?)y?).
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Luand in considerare faptul ca sistemul (2.46) este real, avem
fi(y) =0=A{Re(fi(y)) =0, Im(fi(y)) =0} = {b=d=1l=n=q=0,
g=-2as=-2a/(1+a?)} = deg(ged(P,Q)) > 0.
Identitatea fo(y) = 0 se realizeazd dacd 1 =0,b=-g = (2a)/(1 +a2), s = -n/2 = 1/(1 + a?).

In aceste conditii, (2.46) araté astfel

. y(l+(z—a)?) _ (1+a®)z-2az?+d(1+a?)zy+2ay® +23 +q(1+a?) 2 y—2xy>
b=V, = 2 _ (2.47)

Dreapta ly = [} = £ — o + i este invariantd pentru sistemul (2.47) si are multiplicitatea

algebrica doi.

2.3.4. Dreptele sunt complexe omogene.

In acest caz dreptele [, 2 sunt drepte invariante pentru (2.6) daca sunt descrise de ecuatiile

y Fix =0 si daca se realizeaza conditiile
f=a+d, g=b+c,g=l-k+p, s=m+n-r. (2.48)

In aceste conditii polinomul £ (X) pentru sistemul (2.6) are forma F; (X) = ~Iyly(1+v(x,y)),
unde v(0,0) = 0. Este evident ca Iy (l), i.e. y—ix (y+iz), nu divide 1 + v(z,y) si, prin

urmare, multipliciatea algebricd a dreptei invariante [; (l3) nu este mai mare decat unu.

2.3.5. Dreptele sunt complexe neomogene si concurente.

Fie Iy € Clz,y] N R[xz,y], lo = I si l; | ly. Printr-o transformare de forma (2.7) putem
face ca dreapta l; (l) sa fie descrisa de ecuatia y—(a+fi)x-1=0,5+0 (y—(a-pi)r-1=
0, 5 #0), i.e. putem face ca dreptele [; si Iy sa treaca prin punctul (0,1). Dreptele [; 5 sunt

drepte invariante pentru (2.6), dacéd si numai daca se realizeazd urmétoarele conditii
k=g-2a+2ax, l=-b, m=2-a+d+2ca-3a?+ 32,
n=-1-d-2a%-fa?-26%-f32, p=b-c+4a+2fa, (2.49)
qg=-g-ca?+2a3 -cf%2+2a0%, r=-1-f, s=-(-1+a)(a®+ p?),
i.e. dacd sistemul (2.6) are forma
T=y+ar?+cry+ fy’ +(2-a+d+2ca-3a%+ 52)x%y + (g - 2a + 2a) 23
+(b-c+da+2fa)ry® - (f +1)y3,
y=-x—-gr?—dey-by?>+ (g + (c-2a)(a®+[3?))z2y + (a—1)(a® + f?)a?
+(1+d+ (f+2)(a2+ 5%)xy? +by?, 5 +0.

(2.50)
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= g1(x)g2(x), unde
y=(a+if)x+1

Pentru sistemul (2.50) avem (El(X)/(lllg))

gi(x)=b+(f+2)(a—if)+ (2+d+2ba+ca+202+2fa?+45%+2f5%2+iF(2b—c+2a))x
+(g+aa+da+ba?-bB%+ (c+ fa)(a?+ 32) +iB(2-a+d+2ba+ (2+ f)(a?+ 3?2)))x?,

g(x)=(f+2)(b+a(f+2)+iB(f+2))+2(b+ (f+2)(a+if))(c+a+2fa+if(3+2f))x
-((f+2)(g-(a+iB)(1+2a+d+ (a+iB)(6b+6c—1Ta—-Tif)) -6(a+if)3(f +2))
-b(3(a-1)+5(a+if)(c-3a—-if)) - (c-3a—-iB)(2+d+ca—-2a%+25% +if(c—4a)))x?
+r3(a—1+ca+a?(f-1)=P2(f+1)+if(c+2fa))(2(2+d+ca+2ba+2(f +1)(a? - [(?)
+if(2b+ c+4da+4fa))+x(g+ala+d)+(b+c+ fa)(a? - 52) -2faB?
+if(a+d+2ba+2ca+3fa? - f3?))).
Daca ¢i(z) = 0, atunci deg(ged(P,Q)) > 0, i.e. sistemul (2.50) este degenerat. Identitatea
g2(z) =0 invoca doud serii de egalititi: {a—2=b=f+2=¢=0,d=—-(16+c2+165%)/8, a =
c/4} si{a=(16-¢*>-1652)/16,b=0,d=—-(16 + 2 +165?)/8, f = -2, a = ¢/4}. Din acestea
si (2.49) obtinem urmatoarea lema:
Lema 2.3.5. Printr-o transformare afind si rescalarea timpului orice sistem cubic cu
focar fin si doud drepte invariante distincte complexe si concurente 1y, lo, lo = Iy, m(li2) > 2,

poate fi scris sub una dintre urmdtoarele doud forme:

& = (16y + 3222 + 16cxy — 32y2 + 8ca3 + (=32 + 3¢? — 1652) 2%y — 16cxy? + 1633) /16,
= —2(32 - 4(16 + ¢ + 1682)y — 2(c2 + 1632) 22 (2.51)
—c(?+16082)xy + 4(8 + 2 +165%)y?) /32, 5 + 0;

& =(32y +2(16 — ¢ - 16/5%)x? + 32cxy — 64y% — c(c® + 1652) 23
+8(c? - 4)x?y — 32cxy? + 32y3) /32,

y =-x(256 + 25692z — 32(16 + 2 + 1632y + (c® + 165%)222
—8c(c? +16032)xy + 32(8 + ¢2 + 165%)y?) /256, 5 + 0.

(2.52)

2.3.6.  Integrabilitatea sistemelor (2.32)-(2.45), (2.47), (2.51), (2.52).

Sistemul (2.32). Avem L; = (¢+2)q/4=0= ¢ =0. Sistemul {(2.32),¢ =0} are integrala

prima

—(c+1)(2+ c)y2]

F(z,y) = (- 1)*09(1 + 2 + cx)? eXP[ (z-1)?
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Sistemul (2.33) are integrala prima

F(:Ij‘, y) _ (z—1)2(1+e)(d+e+3g+cg) exp[ (1+¢)(2+¢) (-2(2+g) (z—1)+(2+¢)y?) ] .

(1+x+cx)2(c~9) (z-1)2

Sistemul (2.34) are factorul integrant

3 - d(2d + cdx + (¢ + 2)%y
) = (o =D (1) e 2

iar Sistemele (2.39), (2.40) si (2.41) au factor integrant de forma p(x,y) = 1/(1312), unde
li=x—-1silo=Ax-y+ B (respectiv, ls = Br+y— B, ly = A2z — Ay - A2 -1).

Sistemul (2.35) are integrala prima

(21200 (202(3+ 29) - 2dy)(x — 1) + d*(2+ g)
~ (z-dy-1)7 [ (z-1)2 ]

Sistemele (2.36) au integrala prima de forma (?77?), unde

fi=x-=1, fo=b-02-f2FA+2f2x+2fy-2bfy,
fs=exp((b-1+ fy)/(z-1)), fa=exp((b—1+ fy)?/(z-1)?),

a;=2(b-1)(1 =20+ b2+ f2)(-b+ b2+ f2F A), ag = —4(-1 + )2 f2,
a3 =2(b-1)((b=-2)(b-1)(B>-bFA+2f2) + f4F f2A),
ag=(b-1)2(b(b-1)FA)+ f2((b-1)(2b6-3) + f2F A).

Sistemul (2.37) are integrala prima

F = (.CE _ 1)d+d3—f(1 —r+ dy)f—d exp d(2(1 B x)(d;(; (_dl_)Qf)y) + dny)

Sistemul (2.38) are integrala prima de forma (?7), unde

fi=x—=1, fo=(b-c-3)(-1+(2b-c-3)x) - f(2b-c—4)y,

fa=exp((1-b- fy)/(z=1)), fa=exp[((1-D)(3b-2c=5)(b-c-3)
+2f2(2b-c-4)+2((b-1)(b-c-3)(2b-c-3) - f2(2b—c-4))x
+2f(b-1)(b=c=3)y+ f2(b-c=3)y*)/(z-1)?],

a; ==2((b-1)(b—c—-3)(-61+95b—48b% + 83 — 47¢ + 48bc — 12b%¢

-12¢2 + 6bc? - ¢3) - f2(2b-c—4)3),
as=2(1-0)(b-c-3)% az3=2(1-b)(b-c-3)(2b-c-5)(2b—c-4),
ag=(2b-c-4)>2.
Sistemul (2.47). Egalitatea L; = 0 invoca ¢ = 0 si sistemul {(2.47), ¢ = 0} are factorul inte-

d(1+a?)?-da(1+a?)z-2y
T-aF

grant de forma Darboux (2.30), unde f1 o = x—aFi, f34 = exp , (9 = =3+
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id?a(l + o?)?[4, 034 = Fid(l + o?)/4 sau p(z,y) = (1 + (z - «a)?)™

-exp| -1 (1+a2)(_dQ((lff(?f;‘;%(l+a2)‘“2‘”) +1d%a (1+02)%tg 13{;_‘"2)2 :

Pentru Sistemele (2.42) si (2.43) avem respectiv L; = -2(A + B)(1 + (A + B)?)/B? #

0, Ly =-2f3+0, gi prin urmare, punctul singular (0,0) este focar.
Sistemele (2.44), (2.45) si (2.51). Daca pentru fiecare dintre aceste sisteme prima
marime Lyapunov L; se anuleazd atunci, respectiv, avem: 1+ B3f + B4f2=0,1+ A?2- B? =

0, ¢ = 0 si urmatorii factori integrantgi:

pw(z,y) = (z-1)2(B*fr -y + B)72,

) = Gy 59| (4 (= 1) 0 By~ As- 5) 1]

_N@2
p(z,y) = (16 — 32y + 16y> + 16225%)~3 exp[%].

Sistemul (2.52) are integrala prima Darboux F'(z,y) = fi* f3* exp[%] sau

F(z,y) = (16 + 8cx + 2% — 32y — Scay + 16y2 + 1622 52)1286°

x exp| 2(16¢ + ¢* - 64g + 48¢/32) arctan[ 1220 ] + 52 ]

unde

fl :4y_ (C+4iﬁ)$—4, f2 :Ea 12 = —(4+C$—4yi45i$),
h =51202 + 4(16¢ + ¢ + 80¢/3% - 64¢g)x — 5125%y+
((c2+165%)(16 + 2 + 165%) — 64cg)x? — 4(16¢ + 3 — 64g + 16¢/5?)zy.

2.4. Sistemele cubice cu focar slab si cu trei drepte invariante reale [y, 5,3, m(l;)+

m(lg) + m(lg) > 4.
2.4.1. Dreptele [, 53 sunt reale, m(ly) >2, l; §i o sunt paralele.

Fara a restrange generalitatea, consideram Iy = x—1, m(ly) > 2 si [y = x—a, « e R\ {0; 1}.
Luénd in considerare Lema 2.1.1 si (2.31) obtinem c& dreptele [, 5 sunt invariante si m(ly) > 2,
daca si numai daca coeficientii sistemului cubic (2.6) satisfac seriile de conditii (2.10), i.e.

sistemul (2.6) are forma

t=y(l-x)(1+z+cx), c¢{-2;-1}, (2.53)
§=—(z+gr?+dry+by? — (g+ )2 +qa2y + (c - b+ 2)ay?). )
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Dreapta I3 este descrisé de ecuatia de forma y— Ar—B =0, A, B € R, B # 0 si este invarianta
pentru (2.53), daca gi numai dacd se realizeaza cel putin una dintre urméatoarele patru serii
de conditii: 1) b=1,¢=d(g+1),d+0(lg=1-z+dy); 2)d=c+3,9g=-b-1,q=-1,b-1%
0(s=1-bzx+(1-0)y); 3)d=-c-3,g=-b-1,¢g=1,b-1#0(l3=1-bx+(b-1)y); 4)
b=02+c)2+c+dg+@P)((2+c—-d-q)(2+c+d+q)),g=-(8+8c+2c?—d?> +cdq + ¢> +
ci®)[(2+c-d-q)(2+c+d+q)), (d+q)(d+3q+cq) #0 (I3= (2+c—-d-q)(2+c+d+q) - (2+
c)((2+c+dg+q?)x+(d+3q+cq)y)). Conform acestor serii, sistemul (2.53) poate fi exprimat

astfel, respectiv:

t=y(l-z)(1+x+cx), dlc+1)(c+2) 0,

(2.54)
y=—(rx+gr?+dey+y>-(g+ 1) +d(g+1)z2y + (c+ 1)ay?);
t=y(l-z)(Q+x+cx), (b-1)(c+1)(c+2)+0, (2.55)
g=—(x-(b+1)22+ (c+3)zy + by? + bx® — 22y + (b+ c + 2)xy?);
t=y(l-x2)Q+z+cx), (b-1)(c+1)(c+2) %0, (2.56)
g=—(x—(b+1)a?-(c+3)zy+by? +bx®+ 2%y + (c - b+ 2)xy?);
t=y(l-z)1+x+cz), (c+1)(c+2)(d+q)(d+3q+cq)#0,
y=—(2+c-d-q¢)2+c+d+q)x(1+dy+qry)+(c+2)(2+¢c (2.57)

+dg +q*)(@® +y?) + ((d+ q)(d - ¢ - cq) - 2(c +2)*)x?
+(c+2)(2+3c+c?—-d?-3dg-2¢*)xy?)[((c+2)% - (d+q)?).

2.4.2. Dreptele |, 53 sunt reale, m(ly) >2, Iy §i l3 sunt paralele.

Consideram Iy = x—1, m(ly) > 2 si dreapta I, (I3) descrisa de ecuatia y—Ax—By =0, By # 0
(y—Ax— B3 =0, B3(Bs— Bs) #0). Pentru fiecare din sistemele {(2.8), (2.9)}, {(2.8), (2.11)}
si {(2.8), (2.12)} vom determina conditiile ce asigurd invarianta dreptelor Iy si l3. Astfel,
dreptele ly3 = y — Az — By 3 sunt drepte invariante pentru sistemul (2.1) daca se realizeaza
identitatile po3(z) =0, unde po3(z) = (A -P(z,y) + Bag- Q(x,y))|

Sistemul {(2.8), (2.9)}. In acest caz

y=Ax+B2’3

@2(x) = —Bo(A+bBy+ B2l) — (1 + A2 = 2ABy + 2AbBy + Bad + 3AB31 + Bin)x
+(2A%2 - A%2b - ABy - Ad - g - 3A%2Byl - 2ABon — Baq)a? — (A2 + A3l + A%n + Aq + s)z3.

Identitatea po(z) = 0 ne oferd conditiile {A = =By(b+1B3), d = —(1+20bB2 - b>B3 + 2B3l -
30B31-2BA12+ B2n)/Bs, g = ~b+bB2— Byl + B3 -2 B3-20B2 - B33 +bBin+ Biln-Baq, s =
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By(b+ Byl)(q— By(b+ Byl)(1 - bByl — B212 +n))}. In aceste conditii:

3(x) = ((By — Bs)(ByB3(b+ Byl + Bsl) — ((1 — BaBsn) + B3 (b+ Bal) (b
+Bsl +3Bsl))x + Ba(q + Ba(b+ Bal)(3Bal(b+ Bal) —2n—1))x2)/ By

§1 @3(.1') =0 = {b = —Z(BQ + Bg), n = (1 - 2B%B§l2)/(8233), q = l(—2 - Bng + B%Bng)}

Sistemul cubic capéata forma

@ =y(x-1)%

j = —(By Bzt + 1By Bs(By + Bs)a? + ((By + Bs) (12B2B2 — 1) + 21B2B2) xy
~1ByBs(By + B3)y? + B2B2233 — | ByBs(2 + By B — I2B2B2) a2y
+(1 - 212B2B2)xy? + | By Bsy?)[(ByBs), By # Bs.

(2.58)

Sistemul {(2.8), (2.11)}. Avem

@2(x) = —Bo(A+bBy+ ABof + B2f) — (1+ A%2(1 + 2By f) + Ba(A(2b+¢) + d+ Ba(2Af +n))
Yox—(fg+A2(A+ By)f2+ Af(c(A-By)+ Ab— By +d) + Bo(2b—df —4) = Boc(4-b+¢)
+Bon(2+c+2Af)x2/f+ (f(g+ DA(df + (c+2)(c+2-b-n)+ Af(1+c—-n)))z3/f

si2(x)=0=>{b=(-A-AByf-B2f)[Bay, n=(-1+A?-AByc-Byd)/B32, g=-((c+2)(Ad-
1)=2Af+(A+By)(Adf +(c+2)(3A+Ac—d)) - (A+ B2)?(f(d=A)+(c+2)(c+2-Af)) - f(c+
2)(A+B2)3)/(fB2), (A+By)(-1+A?2= ABy-2B2-cABy—cB3-dBy)(2+c+Af+Byf) =0}.

Functia p3(z) aratd astfel

¢3(x) = (fByB3(B3 — By)(A - ByBsf) + f(Bz— By)(2B3 + (1 + A%2)(By — B3) + By Bs(d
+Ac-2AByf))x + (By— Bs3)((2fA+c+2)(A?2-1) - B3(c+2)? = (c+1)(c+2)AB;,
+B2f(-3A—-2By - cBy+ A%2f) = 2¢fABy(A + By) — df Bo(2A + By) — dBs(2 + ¢) )2
+(A+ By)(1- A%+ ABy+2B2 + AByc+ Bic+ Bad)(2+ ¢+ Af + Bof )23) [(f B3).

Luand in considerare ged(P, Q) =1 §i BoB3(Bs — Bs) # 0 identitétile {¢a(x) =0, p3(z) =0}
ne oferd conditiile {A = f/(c+2), Bo=-1/f, Bs=—=f/(c+2),b=1,d=((c+2)*+ f?(c+2-
PN/(fle+2)?), g==(c+2+ f2)[(c+2),n=((c+2)2- f?)/(c+2)}. Acestea, impreuna cu
conditiile (2.11), dau sistemului (2.8) forma

t=y(l-2)(1+z+cx+ fy),

y=—(f(c+2)2x—-f(c+2)(c+2+ )2+ ((2+c)>+ (2+¢) 2 - [Hay+

((c+2)3+ f(c+2)29%+ f3(c+2)x3 + f2(f? - (c+2)(c+3))x2y
+f(e+2)((c+2)? = f2)ay® + [2(c+2)%y) [(f(c+2)?).

(2.59)
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Sistemul {(2.8), (2.12)}. In acest caz functiile ¢y 3 au forma:

@o3(x) =—(aBy3(bBas+ A+ ABssf + 82273]‘) +(a(l+ A%+ Bysd) + aABy3(2b+c+2Af
+2By3f) + B3s(2a—ab+ac+ f + fg+ fs))x + (ag+ aA(a+ Ab+ Ac+d + A%f)
+By3((c+2)(1+g+s)+ala-d))+ ABy3(3a—2ab+ac+2f +aAf +2fg+2fs))x?
+(as+ AR +c+Af)(g+1) +aA%(1-0) + As(c+2) — Aad + A%fs)x3)/a

si {p2(x) =0, p3(x) =0}, daca si numai daca se realizeaza cel putin una dintre urmétoarele
serii de conditii i)a = BoBsfw,b=1-w, c=-1-ByB3f? —w, s = BoB3 f2(1 + By Bsw),

d = —(By+ By - 2B2B2fw)/(BaBs), g = f(Bs + By - B2B2fw); ii)a = —(1+ Basf)/Basib =
—f(By + By + ByBsf), ¢ = (1 - BaBs(2 + Bsof + BaBs3f?))/(B2Bs), d = —(Bsa + Bas(1 +
Biof)(1 - 2By3B3,f - B3B5f?))[(BaB3), g = f(Baz +2Bsy + BaB3f), s = DBy f, unde
w=(1+Byf)(1+ Bsf). In aceste conditji sistemul {(2.8),(2.12)} arata astfel, respectiv,

&= (1-2)(y+B2Bsf(1+ Baof )(1+ B3 f)a? = (1+ Bof + Bsf +2B2Bs f*)xy + fy?),
y=—(ByBsx + (Ba + Bs)x(ByBsfo —y) - BiB2f(1+ Baf ) (1 + Bsf)x(BeBs fx - 2y)
—ByBsf(By+ Bs+ BoBsf)y? + BoBsf(1+ BaBs(1+ Bof)(1+ Bsf))x?(BaBsfr—y)
—By B3 fa*y + (1= BaBs f)(1+ BoBs f)xy? + BoBs fy?) [ (B2 B3);

(2.60)

&= (2 ~1)(=BaBsy + B3 o(1 + Baaf)a? = BaBs fy* = (1 - BaBs = By 3 B3 o f
~B3B; f*)xy)/(B2Bs3),
Y =—(ByBsx + ByBs f(Bag+2Bss+ BoBsf)x? — (Ba + Bs + By Bs f — B3B3 f(2 (2.61)
+Bs3f)(1+ Bsof))ry — BaBsf(Bay+ Bs + By Bs f )y? - BQ73B§72f1'3
=By B3 f(1+ ByBs + Ba B3 o f )%y + (1 = B3B3 f2)xy? + Ba B3 fy*) [ (B2 Bs).

2.4.3. Dreptele [, 53 au pante diferite si m(l,) >2,l;nlynls + @.

Consideram ll =T — 1, l2 = y—AQZL’—BQ, l3 =y- (A2 + BQ —B3).Z' - Bg, BQBg(Bg —BQ) + 0.
Notédm

() = (45 P(a,y) + Bj- Qz,9))| L j =23, (2.62)

y=A;x+B;
unde As = Ay + By — Bs. In conditiile (2.9) avem

P2,3(x) = =Ba3(Az3+0Bys + B3 gl) — (Bysd + 1+ A3 g+ B3 gn + Ay 3By 3(20 - 2 + 3By 31) )x
~(g+ Agad + Bazq + A3 5(b—2+3Byal) + Ay 3By 3(1 +2n))a?
—(s+As3(Ags + A§73l + Ay gn+q))as.
Apoi o(x) =0 = {Ay = = (bBy+B2l), d = =(1+ B2(n+2b-b?)- B31(3b-2+2Bsl))/Ba, g = -b—
By (l+q)+B32(b+Bal)(1+n)-B3l(b+ Bal)?, s = Ba(b+Bsl)(q+Ba(b+ Byl)(-1+bBsl+ B21?-n)) }
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§1 @3(.T) =0 = {b =1- Bgl - Bgl, n = (1 - B2B3 + B%Bgl + Bngl - 23223312)/(3233), S =
(Bgl - 1)(B3l - 1)} =

#=y(x-1)2, ByBs(Bs - By) #0,

y = —(ByBsx + ByBs(Bal + B3l - 2)a? + ((By + Bs)(B3B21> - 1) - B3B2l)zy
~ByBy(Bal + Byl — 1)y + By Bs(Bal — 1)(Bsl - 1)a (2.63)
+((By + B3)(1 - B2B212) + B2B2I(1 + By By12) - 2B, Bsl) a2y
+(1= ByBy(1 —I( By + By) + 2B5Bsl?))ay? + BaBsly3)/(BaBs).

Daca se realizeaza conditiile (2.11), atunci

Yo3(x) = =By 3(As3+bBos+ Basf(Ass+ Bags))

—(1+ A§73 + Ay 3B23(2b+¢) +2A53B2 3(A23 + Ba3) f + Bas(d+ Basn))x
~(fg+ Agadf — Ag3Basf(l+c—2n)+ A%,sf(b +c) + A%,ng(Az:z + Ba33)
+Bys((c+2)(b+n—-c-2)—df))x?/f

+(f(g+1)+ Ass(df + (c+2)(c+2-b-n)) +A§73f(1 +c-n))a3/f

si {As = Ao+ By — B3, 33 = 0} = {Ay3 = -By3,b=1,¢c=-2,d=—(By+ Bs3)/(B:B3),
g= —2, n = (Bng - 1)/(B2_Bg)} =

t=y(z-1)(z-fy-1), B2Bs3(Bs - By) # 0,
y = —(BQB3(L’ - 23233I2 - (B2 + Bg)xy + BQB3y2 + BQB3(L’3 (264)
+(BQ + Bg)IQy + (1 - BQBg)l‘yz + Bngfyg)/(Bng)

Acum, fie c& se realizeaza conditiile (2.12). Atunci ¢;(x) = @2,3‘14 (z), unde pq3(x)
2,3
este dat de (2.4.2). Nu este greu de ardtat ca sistemul {io(x) =0, 13(x) =0, A3 = Ay + By —

Bs, BaB;3(B;3 — Bs) # 0} nu este compatibil.

2.4.4. Dreptele |,53 sunt de pozitie genericd gi m(l;) > 2.

Fie ca dreptele [; 23 sunt de o pozitie genericd, i.e. nici o pereche de drepte nu sunt
paralele si nu mai mult de doua drepte trec prin acelasi punct. Considerdm l; =z -1, ly3 =
Yy — As3x — By 3. Dreptele [ 5 3 au pozitie generica, daca Az — Ay + By — Bs # 0.

In conditiile (2.9) avem 15 (x) = 0 si ¢3(z) = 0, dacd {Ay = ~bBsy, d = —(By + Bs)/(B2Bs),
g=-b(2+(b-1)2ByB3),s = b*(1+ (b-1)2ByB3), A3 = =bB3, 1 = 0,n = (1 - 2bByB3 +
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b2BQB3)/(BQB3), q = b(Bg + Bg)(l + Bng - QbBQBg + b2Bng)/(B2B3)} =

T=(-1+2)%,
) = —(ByBsz(br — 1) (b(1 + (b—1)2ByB3)x — 1) + (By + Bs)x(b(1 (2.65)
+(b=1)2ByB3)x — 1)y + (x + bByBs(1 + (b-2)2))y2)/(ByBs).

In conditiile (2.11) avem 5(x) = 0 si 95(x) =0, daci: 1) {b=1,c=g=-2,d=(-By -
B3)[(ByBs), n = (1-BaB3)[(B2B3), Az = —=Ba, A3 = -B3};2){b=1, c=~(2By3+f)/Ba3, g =
-1+ Bosf,d=-(1+ B§73 + Bg’,gf)/Bzg, n= (B%3 —1)f/Ba3s, Ao = A3 =—-Bs3, Bso=-1/f};

3) {b=1c=9g=-2,d=(1+A3+Af-A3f)[As,n = (1 - AD)f[As, Az = -DB> =
1/(A3+f—14§f)7 By =-1/f}.

Din aceste serii de conditii rezulta, respectiv, urmatoarele patru sisteme:

T = (1_$)y(1_x+fy)v f#:oa
y = —(ByBsx — 2By B3x? + By Bsa® — (By + Bs)wy + (By + Bs)a?y (2.66)
+Bngy2 + (]_ - Bng)ZEyQ + BQBgf’yg)/(Bng)

t=(1-2)y(Bos— Bosr — fo+ Basfy)/Bas, f#0,
= (=Bast + Bys(1 - Bysf)a?+ By sfa® + (1+ Bi g+ B 5 f )y (2.67)

~By3(Bas— [ + B%,gf)$2y = Basy? + f(1- B§,3)$y2 ~ Ba3fy?®)/Bajs.

@=1-z)y(l-z+ fy), f#0,
§=—(As(z-1)%z+ (-1 - AF+ A3(A5 - 1) f) (2 - D)zy (2.68)
+(Az+ fo— A2fx)y? + Asfy?) ] As.

In conditiile (2.12) avem 1y (z) = 0 si ¥5(x) = 0, daci:

1) {a = By(As3+ B3)?f(1+ Bsf)/(Bs + BaBsf), b=—-A3/Bs - (A3 + B3) f, ¢ = (-A3Byf +
Bs(-2- f(A3+3By+ B3+2By(A3+B3)f)))/(Bs+ByBsf), d=(-Bz+Ba(-1-Bsf+ Ba f(-1+
2(As + B3)*(1+ B3f))))[(B2Bs(1+ Baf)), g = (A3(2B3 + Ba(As + B3)?) + B3(A3 Ba(3 + A3 -
A3By)+(A3—Bs)(1+2A3B2)Bs+ (1+(A3—B2)By)B2) f + By Bs(—A3 By —4 A3 By By + A3 ( By +
B3 —5ByB3) + B3(Bs — Bo(1+2B2))) f? - B2B2(As + B3)3f3)/(Bs + BaBsf)?, s = (A3(As +
B3(As — By + B3) f)(Bs + Ba((As + B3)? + Bs(1 + (Az + B3)?)f)))/(B3(1 + Baf)?), Ay =
(Ba(As+ B3(As = Bo+ Bs) f))/(Bs + BaBsf), (1+ Baf)af(A3By+ B3+ A3ByBs + ByBs f +
A2ByBsf + A3ByB3f) #0};

2) {b=(1-aBs3)f/(a+f), c= —(a2+2a3273+2af+2B2,3f+aB2273f+f2)/(BQ,3(a+f)), d=
a(a(a+Byg)+a(2+B33) f+[?)[(a+ [)?=(1+ B33+ B33 f)/Bas, g=f(-1+2aBs3+Bs3f)/(a+
f)s8==-Basf, Ay =A3=-Bosf[(a+[), Bs2=-1/(a+ f)};
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3){b=1,c=0-af -A2f)/(Aaf -1),d=2(a+f),g=(1-a®+ads —af —adif -
A3f2)[(Azf-1), s = As(a+ [)(1-af-A2f))/(1-Asf), A3 = (1-af-As f)/(f(1-Azf)), B =
By=-1/f};

4) {b=(1-aB3)f/(a+f), c=—(a®>+2aBs+2af+2Bs f+aB2f+ f?)[/(Bs(a+[)), d=-(a®-
2a3Bs+2af-5a’Bs f+aB3 f+ f?—4aBs f>+aB3 f?-B3 f3)[(Bs(a+f)?), g=-(a*>+3a®f+aBsf+
3af?+2Bsf? - aBif*+ f*)[(Bsf(a+[)), s = (a®+2af + Bs f—aBif+ f*)[(Bs(a+[)), As=
~Bsf[(a+f), Az = (a+ f)(a®+2af +Bsf-aBif+[?)/(Bsf(a’~aBs+2af-aBif+[?)), By=
—(a+[)?/(f(a®-aBs+2af —aBif + f?))}.

Din aceste serii de conditii resulta, respectiv, urmatoarele cinci sisteme:

= (1-2)[Ba(As+ B3)?f(1+ Bsf)x?+ B3(1+ Byf)y — (A3Baf
+B5(1+2B2 f)(1+ (A3 + Bs) f))wy + Bs f (1 + B2 f)y?]/(Bs(1 + Bz f)),
(1+ Baf)af(A2By+ Bs + A3ByBs + BoBsf + A2ByBsf + AsBo B3 f) #0,
Y =[-BaB3(1+ Baf)*x + ByB3(~A3(2Bs + Ba( Az + B3)?)
—B3(A3B2(3+ A2 — A3By) + (A3 — Ba)(1+2A43B2) By + (1 + (43
—B3)B2)B3) f + ByB3(As(—1+ A2)By + (By + A3(-1+4A43B5)) B
+(~=1+5A3B9) B2 + 2By B3) f? + BiB2( Az + B3)? f3) 2% — A3Ba(As
+B3(A3 - By + B3) f)(Bs + Ba((As + B3)? + B3(1 + (A3 + B3)?) f))a3
—B2(1+ Baf)(=Bs + Ba(-1- Bsf + Bof (-1 +2(A3 + B3)?(1
+B3f))))xy + (A3B2(1 + B f)(Ba + Bs + 2By By f ) = Bo B3 f (B2 — Bs
—BoBsf + B3(f + Bs(1+ B3 f)?)) - A3B2Bs(1 + B3 f)(-2B3 + By(-2
+f(By—4Bs + ByBsf))) + A3 B3(Bs + Bo(1+ B2 + B3(3+ B3) f
~2B3f(Bay + B2 By f)? + Bo(1+2B3f)(Bs + f + Bi f))))x%y
+ByB2(1 + Baf)2(As + B3(As + Bs) f)y? = B3(1 + Baf)(Bs + Ba(A3(As
+2B3) + B3(1+ A2 -2ByBs + A3(—Ba+ B3)) f — 2B2 B2( A3
+B3) f2))ay? = Bo B3 f (1 + Baf)*y*]/ (B2 B3 (1 + Ba.f)?);

(2.69)

t=(1-z)(aBys(a+ f)az®+ Bys(a+ f)y—(a® +aBas+2af + Basf
+aByyf + [)zy + Basf(a+ f)y?)/(Bes(a+ [)),

Y= (-Byzla+f)*xr—Bazf(a+ f)(-1+2aByz+ Byzf)a?+ B§73f(a + f)2a?
~(~a2 +a®Byy — 2af +2a*Bos f —2aB3,f — [+ aBayf? B3, f* ~ 2aB3 , f?
=B3 . f3)wy+ Basf(a+ f)(a—Bys+ f - Bigf)ﬂy +Bys(aBys-1)f(a
+1)y?+ (a+ f)((a+ f)* = By f)ay? - Bagf(a+ [)*y°)[(Bag(a+ f)?);

(2.70)
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t=(1-z)(a(l-Asf)z?+(1-Axf)y+ fa- Ay + A2f)ay
+f(1= A2 f)y*)[(1 = Az f), af #0,
y=((Aaf D+ (1 -a>-A3f2—a(f+ As(Aaf - 1))z + As(a+ f)
(-1+(a+A) ) +2(a+ f)(Aaf - Dy + f(1—a? - A2f2 - a(f
+A2(Azf = 1)))a%y + (Aof - 1)y? + f(A2 = [+ Ao f(f = A2) + a(Azf - 2))zy?
+f(Aof = 1)y*) /(1= Ao f);
t=(x-1)(aBs(a+ f)ax®+ Bs(a+ f)y - (a®>+aBs+2af + Bsf +aB2f
+f?)xy + Bsf(a+ f)y*)/(Bs(a+ f)), Bs # -1/ f,
y=—(B3f(a+ f)?x—-Bs(a+ f)(a®+3a®f +aB3f +3af?+2Bsf? —aB3f?
+f3)a?+ Bsf(a+ f)(a®?+2af + Bsf —aBif + f2)a’ + B3 f(—a® + 2a3Bs
-2af +5a?Bsf —aBif — f2+4aBsf? - aB3 f? + By f3)xy + (a* + 4a3f
+a?Bsf +6a?f? +2aBsf? —a?B3 f? + aB3 f2 + 4af? + B3 f3 - 2aB3 f3
+aBf3+ f4- B2fY)a?y — B2(-1+aBs) f?(a+ f)y?> - Bsf(a+ f)(2a®
+daf + Bsf +2f?)xy? + B2f2(a+ [)?y3 /(B3 f(a+ f)?).

(2.71)

(2.72)

2.4.5.  Integrabilitatea sistemelor (2.54) - (2.61), (2.63)-(2.72).

Sistemul (2.54) are integrala prima de forma (?7), unde

fi=x-1, fo=1+x+cx, fs=1-x+dy, fs= exp[—d(g+2ii§c+2)y],

a;=—(c+1)((c+2)2+?(1+(B+c)(1+9))), as =d?(c-g),
as=(c+1)(c+2)? as=d(c+1)(c+2).

Pentru Sistemul (2.55) (respectiv, (2.56), (2.57)) prima marime Lyapunov Ly = —(c+ 2)/4
(respectiv, Ly = (c+2)/4, L1 = —(d + ¢)/4) nu este egald cu zero si, prin urmare, (2.55)
(respectiv, (2.56), (2.57)) are focar in (0,0).

Sistemul (2.58) are dreptele invariante f; = x -1, fa3 = y — [BaBsx — By 3 si factorul
exponential fy = exp[1/(x—1)]. Cofactorii lor sunt: Ky (x,y) =y(x-1), Ky, ,(2,y) = (Bs2+
|ByBsx — y)(x + [ByBsy) [(B2Bs), Ky, (x,y) = —y. Sistemul (2.58) are factorul integrant de
forma (2.30) daca si numai dacd, in x si y, se realizeazd identitatea M (z,y) = 0, unde

)

M(z,y) =1 Ky + aaKyp, + asKyp, + ay Ky, + e + o (2.73)

Pentru (2.58) prima méarime Lyapunov este L; = —I(1 — ByBs + B3B21?)/4. Daca luam oy =
—(]. + 2B2.Bg + B%Bng)/(BQBg), Qg = —(232 - Bg + ZBSB??(Q + BQl + Bgl))/(Bg - Bg), g =
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~3—a, oy = (1+12B2B2(1+2B5B) +1 By By( By + By ) (1+12B2B2)) /( BoBs), atunci M(z, y) =
4Ly22. Prin urmare, sistemul {(2.58), L; = 0} are un factor integrant de forma (2.30) si
pentru el punctul singular (0,0) este de tip centru.

Sistemul (2.59). Dreptele invariante f; = x -1, fo = f(c+2)y - f2xr+c+2, f3 = (c+
2)y — fz + f si factorul exponential f; = exp[((c+2)(1 + fy) - f?)/(z - 1)] au, respectiv,
cofactorii Ky, = —~y(l+z+cx + fy), K, = —(f = fo + 2y + cy)(2x + cx + fy)/(c+2), Ky, =
z+cx+ fy)(-2—c+ f2x-2fy—cfy)[(f(c+2)), Ky, = 2+c—f2u+2fy+cfy)2fz+cfr—2y-
cy+ f2y)/(c+2). Dacd ag = -3- f2(f?2-(c+2)(c+3))/(c+2)3, as = (f?-c-2)/(c+2)? az =
1+ f2-f4)(c+2)?, ay=1- f2/(c+2)?, atunci (vezi, (2.73)) M(z,y) =4f(c+2)?y%L,, unde
Ly =-f(6+5c+c—f2)(2+3c+ %+ f2)/(4(c+2)3) este prima marime Lyapunov pentru
punctul singular (0,0) al sistemului (2.59).

Sistemul (2.60) are integrala prima de forma (??), unde

fizx—1, fag=y—-BoBsfr— B3, fa= explW(B2—B3)(1+BzBsfy)]7

-1

aq = (.U(Bg - BQ)(l + B%Bgf?)’ Qg = —WB22B3(1 + Bgf), g = CL)B2B:)2’(1 + Bgf), Qy = 1,

Cu w = (1 + Bgf)(l + Bgf)
Sistemele (2.61). Fie functia p(x,y) are forma (2.30), unde

fi=x-1, fo=y-BaBsfx—Byj3, fs=y— ByBsfr— B3,
fo=exp[(1+ Basf)(Bas+ BaBsf —y)/(Bas(x - 1))],
a1 =-2+2B;3of + BoBsf?+1/(B2Bs),
ay = —(1+ B3, +2By3B3,f + B3B3 f?)[(Bs2(Bas — Bs»)),
az=(-1+ 32273 -2B,B;5 - 2337333,2(1 + ByBg — B§72)f
—3373(332’3 - 43372)35’72]02 — By 3(2By 3 + BSB - 3372)332]02
~B33B5 5 f*(Ba3 — B32)(2By +2B3 + BaBs f))[(Bas(Bs 2 — Ba3)),
gy =Bosf(1+Bsaf)(1+ QBQ,3B§,2f +B2B2f2)/(1+ Basf).

Atunci div(p(x,y)X) = 4L pu(x,y)x?, unde Ly = (1+B3 3 B3 o f+ B35 B3 f?) (14 B B3+2 By 3 B3 , f +
B3B3 f*)[(4B3 3B3) este prima marime Lyapunov si X este campul vectorial asociat sis-
temului (2.61). Prin urmare, dacd Ly = 0, atunci p(x,y) este un factor integrant pentru
(2.61).

Sistemul (2.63). Dacd prima marime Lyapunov L; = (1 + B22B32%[2)/4 se anuleaza, i.e.
[ =0, atunci {(2.63), [ =0} are integrala prima de forma (??), unde f; = -1, fo3 = y+Bosr—
Bss, fa=exp[l/z—1)], a; = (B2 - B3)(1 - B2B3), as = B3B3, a3 = —By B3, iy = By — Bo.
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Sistemul (2.64) are integrala primé de forma (?7?), unde f; = x -1, fo3 = y + Boszw -
Bas, fi=exp[(1+BaBsfy)/z-1)], an = (Ba—Bs)(B2Bs(1+Baf +Bsf)—1), ag = —B2B3(1+
Bsof), a3 = BoB2(1+ By f), o = By - Bs.

Sistemele (2.65), (2.66), (2.68), (2.69), (2.71), (2.72) sunt integrabile, deoarece ele au,
respectiv, urmatorii factori integranti:

p(,y) = 1/((x = 1)2(=Bz + bBayx + y) (= Bs + bBsx +y));

p(,y) = 1/((x = 1)*(=Bz + Bax +y)(=Bs + Bsz +y));

p(a,y) =1/((x - 1)*(=As + Asw - y) (-1 + = Agy - fy + A3 fy));

w(2,y) = 1/((x = 1)*(Bs + A3z - y)(=BoBs = BBy f — Ay Bow — A3 Be By fx + BiBsfr -
By B3 fx + Bsy + B2 B fy));

ple,y) =1/ (e =1)2(1 - Apfr+ fy)(1 - Aof -z +afr+ Ay fe+ fy - Asf2y));

p(w,y) = 1/((x - 1)*(Bs(a+ f - fx) = (a+ fly)(-Bs(a+ f)* + (a+ f)(a® + 2af + B3 f -
aB3f + f)x - Bsf(a® —aBs + 2af —aB3f + f?)y)).

Sistemele (2.67). Daca prima marime Lyapunov L; = —2(Bays — f + B33f)(Bas + f +
B3 3f)[Ba3 se anuleaza, atunci functia p(z,y) = (Bys(w 1) + y) BBl (1 4 Bysfx +
fy)P23(B23+1/1) exp[ By 3(1+ Basf)(1+ Basf + fy)/(f(1-1x))]/(x —1)? este factor integrant
pentru sistemele (2.67).

Sistemele (2.70). Pentru aceste sisteme avem L; = 2(a? —aBy 3 +2af — By sf - 2&3373f +
f2- 15’373]"2)(a2 +2af + Basf + f2+ B§73f2)/(82,3(a + f)?). Daca L; = 0 expresia (2.30) este
factor integrant pentru sistemele (2.70), unde

fi=aBs3+Bysf-Basfr—ay—fy, fo=1+Basfr+ay+fy, fs=2-1, f1= Exp[((1+Basf)a+
(a+)y)/(z=1)]; a1 = (=a®+a®(Bys=3f) + f(B 3+ Bas(-1+3B3 5) f + (-1~ B3 3+3B;3) [*+
B33 f?) +af(=3f + Bi3(=f + Bas(1+ B23f)*)))/(Basf(a+ f)(1+ Bas(a+ [))), az = (a® +
fP=a(Bas+(=2+B33) )/ (Basf(1+ Bas(a+ f))), az==3, s = =Bz f(1+ Basf)/(a+ f)

2.5. Sistemele cubice cu punct critic monodromic si trei drepte invariante
l1, la, I3, m(l3) > 2, m(ly) + m(ly) + m(l3) > 4, unde [, l; sunt complexe si I3

este reala.
2.5.1. Dreptele l; st [, sunt complexe paralele.
Fard a diminua generalitatea, consideram l; = z -1, m(l;) > 2si by =y-Ar—a 7

Bi, A,a, 5 € R, B £ 0,i% = —1. Pentru a obtine clasa sistemelor cubice pentru care aceste
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drepte sunt drepte invariante este suficient de inlocuit Bss = a + i in (2.58), (2.60) si
(2.61). Notam A =By B3 in cazul sistemului (2.58), si A = f B2 B3 in cazul sistemelor (2.60),
(2.61).

Consideram sistemul (2.46), adica sistemul (2.6) pentru care au loc egalitatile a = f = k =
p=r=0,c=-2a/(a2+1),m=1/(a?+1).

Vom determina conditiile pentru care (2.46) admite dreapta reald I3 =y - Az - B =

0, A, B e R, B # 0 invarianta, apoi conditiile pentru care ea are multiplicitatea algebrica doi.

Notam () = (A-P(a,9) + B-Qww))| . olr,y) = Bi(X)/(y - Av=B) si Haw) =
o(2,Y)|y=Az+B-

Sistemul (2.46) are dreapta invarianta I3 = y- Ar—B =0, A, B€R, B # 0, dacd polinomul
o(x)==(B(A+B(b+Bl))(1+a?)+[A2(1+a?)+ (1+B(d+Bn))(1+a?)+ AB(-2a+2b(1 +
a?)+3Bl(1+a?)]z+[(g+Bq)(1+a?)+ A%2(b+3Bl-2a+ (b+3Bl)a?)+ A(B+d+2Bn+ (d+
2Bn)a?)]z? + [A(A(1+ Al+n)+q) + s+ (A(A(AL+n) +q) +s)a?]z3) /(1 + a?) este echivalent
cu zero, i.e.: {A=-B(b+Bl),q=(-g+ (b+ BIl)(-2+ B(-d+ B(1+ (b+ Bl)?))) -2B?(b+
Bl)?a+(-g+(b+Bl)(-2+B(-d+ B(b+Bl)?)))a?)/(B(1+a?)), s = —(b+ Bl)(b+g+Bl), n=
(=1 + B(~d+ B(b+ Bl)(b+2BI)))/B2 - 2(b+ Bl)a/(1 +a2)}.

In aceste conditii Hy(z) = (1 - (b+ Bl)x)Hy (2)/(B(1 + a?)3), unde Hy(x) = B2(1 +
a?)(2+2a?+ Bd(1+a?)+4B*2(1 + a?) + B3l(-2a + 3b(1 + a?))) + 2B%(1 + o?)(-20* B2« +
’B2(1+a?)+g(1+a?)-Bl(4-2B%2+2B3la+4a?+3Bd(1+a?) +4B*2(1+a?)) - b(2- B>+
AB3la+2a? +2Bd(1+a?) +5B*2(1+a?)))z + (4(1+ a?)2 +4Bd(1 + a?)? +4B31* (1 + o) +
BT3(1+02)(14a+3b(1+0a2)) - BSI2(8+4a2 + 9b2(1+a2)? - 32b(ar + 0®) ) + B3I(~2a— 1163 (1 +
a?)?2+9dl(1+a2)?-b(11+3a2) +220%(a+a?)) + B3(1+a?)(d(-1+ 4ba+ 3b2(1 + a?)) + (4o +
8b(1+a?)-5g9(1+a?)))+B%(1+a?)(-2-2ga+d*(1+a?)+b(4a-3g(1+a?))) + B4H(b?*(-3 +
a?) =3t (1+a?)2+4b3(a+a3) +4l(1+a?)(da+20(1+a?)) +2b(—a+6dl(1+a?)?)))z? +2(2+
20B%c + 202 + Bd(1 +a?) + 2B 2(1+ ?) +2B3l(b+ a+ ba?)) (g + B(b+ Bl)(-d + B(1 + 1% +
bBl)) -2B?(b+ Bl)?a+ (g+ B(b+ Bl)(-d+bB(b+ Bl)))a?)z3 + (9 + B(b+ Bl)(-d + bB(b +
Bl))-2B?(b+Bl)?a+(g+B(b+Bl)(-d+bB(b+Bl)))a?)(g+ B(b+ Bl)(-d+ B(1+b*>+bBl)) -
2B%(b+ Bl)?a+ (g+ B(b+ Bl)(-d+bB(b+ Bl)))a?)z*. Identitatea Hy(z) = 0, echivalenta cu
identitatea Hyi(x) = 0, ne oferd urmétoarele serii de conditii:

{d=(-4+b2B?-20B%*a - 4a% + b*B?a?)[(2B(1 + a?)), g = -b, L = -b/(2B) } sau

{d=-2/B, g=-b(2+ B?>+b?>B? - 2bB?a + 202 + b’ B2a?) /(1 + a?), 1 = 0}.

Astfel, sistemele cubice (2.6) cu trei drepte invariante, doud fiind complexe paralele
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conjugate, iar a treia fiind o dreapta reala de multiplicitatea algebrica doi, au una dintre

urmatoarele doud forme:

b= y(1+ (- )2)/(1+a2),

¥ = (-8zy?(1+a?) - 2B2(bx - 2)(x(bx — 2) - 2by?)(1 + a?)
+4By(4x — 2022 + by?) (1 + ?) + bB3xy(-4z + 8«
+b(bx —4)(1+a?)))/(8B%(1 + a?));

(2.74)

&=y(l+(z-a)?)/(1+a?),

y=(2Bx(bxr - 1)y(1+a)?) + zy*(1 + @)?) + bB*2?(bx
“1)(1+b(b - 2a) + ba)2)) + 26B322y(1 + b(b - 2a) + ba)2)) (2.75)
+B2(=2b2?(1 + «)?) + 23 (1 + a)?) + by (1 + «)?)
+2(1 - 2by%a) + @)? + B2y2(1 + «)?))))) /(B?(1 + a?)).

2.5.2. Dreptele |, ; sunt complexe omogene.

In acest caz [1 2 sunt drepte invariante pentru (2.6), daca sunt descrise de ecuatia yFiz =0
si dacd se verifica conditjiile (2.48)

Putem cosidera dreapta reald 3 = z—1. Aceasta este invarianta pentru sistemul {(2.6),(2.48)},
daca P(l,y)=a+k+(1+c+m)y+(a+d+p)y>+ry>=0,i. e. {r=0,k=-a,m=-1-¢,p=
—a—d}.

In aceste conditii avem o (z,y)|e1 = (b +n +1y)1(y), unde ¥(y) = a® —al + (2 +c)(b+
n)+2(a2+c)+d(b+n))y+ (2a2+2a(d-1)+dl+(2+c)(2-b+c-n))y* +2(2+c)(a+d -
Dy? + (a+d)(a+d-1)y*. Luand in considerare ged(P, Q) = 1, identitatea o(z,y)|,-1 =0 are
loc daca ¥ (y) =0, i.e. {c=-2,d=0,1=a}sau{a=0,c=-2,d=0}. Astfel, sistemul cubic
{(2.6),(2.48)} capata urmatoarele doud forme:

=(1-2)(ax?®+y—-xy+ay?),
(1-2z)(az® +y - zy +ay?) (2.76)
y=-x+(2-0)x? - (1+n)x3-axy - by? - nxy? - ay?;

t=(x-1)%y, y=-x+(2-0b)x?-(1+n)a®-Ilzxy-by?-nxy?-ly3. (2.77)

2.5.3. Dreptele ;5 sunt complexe neomogene si concurente.

Cazul cind lz3=x - A, A+0.
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Fie I, € Clx,y] \R[z,y], la =11, [, } lasils =2~ A, A#0. Dreapta l3 = v~ A, A #0 este
dreaptd invarianta pentru sistemul (2.50), dacd P(A,y) = A%2(a+Ag-2Aa+2aAa)+(1+2A2-
aA%+Ac+ A2d+2A%ca-3A%2a?+ A252)y+ (Ab-Ac+ f+4 Aa+2A fa)y> - (1+ [y =0,i. e.  {f =
-1, g = —(a-24a+2aAa) /A, c = —-(1-Ab-2Aa) /A, d = —(2A-aA+b+2Aba+ Ao+ AB?) [ A}.

In aceste conditii avem o (2, y)|pea = (=A + aA + by)p(y) /A2, unde ¥ (y) = A2(a2A2(1 +
2A0) - (1+ A(b+20a) ) ((1+ Aa)?+ A252) +a(1+ A(da+ A(-2+5a2+ B2 +2Aa(-1+a2+ 52))))) -
2(A2)(a?A%2 - (1+ Aa)? - A28%2 +a(2- A(b—4a) + A2(-1-2ba+a? + 52)))y+ (-1 - A(b+4a -
A(-1+43a+b2-4a2)+ A2b(-1+4a-2ba-3a%+32)))y?-2(-1+ Ab) (1+ Ab+2 Ay + (- 1+ Ab)y*.
Dacd —A + aA + by = 0, atunci polinoamele P(x,y) si Q(x,y) au factor comun de grad mai
mare ca zero. Dacd 1(y) =0, atunci {A = 1/b, a = —=b> - 2bar— % - 52}. Prin urmare, sistemul

cubic (2.6) capaté forma :

= (bx-1)(((b+a)?x?+p2) -y - (b+2a)xy +y?),

g =-x—22(b3+5ba? + 202 + (b+2a) %) + 2zy(1 + (b+ )% + 5?)
+22y(2a+ (b+2a)((b+ a)? + %)) - by? - (1 + 202 + 4bar + ? + $?)zy?
+by — 23 (0 + 82) (1 + (b+ «)? + B?).

(2.78)

Cazul cand ls=y—-Ax - B, A,BeR, B #0.

Fielg=y-Ax-B=0, A,BeR, B+0. Aceastd dreapta este invarianta pentru sistemul
(2.50), daca p(z) = (B-1)B(A+ AB+bB+ ABf)(-1-Bd+ A%2(-1-2Bf +3B?(1+ f)) +
AB((-1+B)(2b+c)-2B(2+ f)a)+ B2(1+d+ 2+ f)a?+(2+ ) 3?))z+ (aA(-1+ B) + A3(-f +
3B(1+f))-g+A%2(b(-1+B)+(-1+2B)c-4B(2+ f)a)+ A((-1+ B)d+ Ba(-2c+T7a+2fa) +
B(3+2f)5%)+B(g+(c—2a)(a?+52%)))x?+(-1+a+ A%+ Ac+ A2 f -2 A ) (A2 -2 Aa+a?+32) 23 = 0
sau:

1) {a=1, f=-2,A=c-2a, B=1};

2) {a=1-A(A+c+Af-2a),b=-A(1+B+Bf)/B,d=(1-A2(1+B?>(1+ f))+ AB(c-
Be+2B(2+ f)a)-B2(1+(2+ f)a?2+(2+ [)p?))/((B-1)B), g = (-A3B(1+ )+ A2B(-c+2(1+
B+ Bf)a)-B(c-20)(a®+ 82)+ A(-14 B+ B2(a(2c- (5+ f)a) - (1+ ))F)))/(B-1)B)}.

In conditiile 1), sistemul cubic (2.50) are Hy(x) = —Hayy (2) Hyg(z), unde Hy (7) = b+ (2+
2bc+d—4ba+a? + B2)x + (c+bc? + cd + g - 2a — dbea — 2da + 4ba? + ca? = 2a3 + ¢f? - 2a8) a2,
iar Hoo(z) = 20+ (2 + bbc — ¢ + d — 10ba + 6ca — 8a?)x — 2(c — 2a) (-2 — 2bc + ¢ — d + 4ba —
Gea +8a2)x? — (¢ —2a)(—c—bc? + 3 = cd - g+ 2+ 4bca — 8o + 2dav — 4ba + 20ca® — 163 ) 3.

Daca Ha(z) = 0, atunci sistemul cubic este degenerat. Fie Ha(z) # 0, iar Hoo(z) = 0 =
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{b=0,d=-2,c=2a} sau {b=0,d=-2+g?-2ga, ¢ =g+ 2a}. Am obtinut sistemele:

& =x2+ grd +y-2y* + 3 + 2rya - 2xya+ (o + B2 - 1)y, (2.79)
y=x(1+gr-y)(y-1);

t=x2+gx3+y+(g+20)xy+ (g2 -1+a?+ 2)x2y - 2y% - (g + 2a) xy? + 3, (2.80)
y=x(-1-gr+(2-g*+2ga)y+ gy + (9> - 1 -29a)y* + g(a® + 5*)zy).

In conditiile 2) sistemul cubic (2.50) are Hy(x) = —Hys(2) Hou(2)/((B - 1)2B?), unde
Hys(x)=B(1+B+Bf)+(A+2AB+ Bc+2ABf -2B)x, iar Hoy(x) = (-1+ B)(B?)(A2(1+
B(-1+B(5+B(-1+f)))(1+f))+AB(-(-1+B)?c-2B(2+ f)(2+Bf)a)+(1+B+Bf)(1+B(-2+
B(1+(2+f)a?+(2+£)5%))))+2(-1+B) B(A3(1+ B?(7+2B(-1+f))(1+ f))+ A2 B(Bc(3+B(-1+
)-2(1+BB+5f+B(-1+f(3+2f))))a)+B?(1+ B+Bf)(c-2a)(a?+32)+ A(1+ B(-2+B(1-
2c(2+Bf)a+(3(4+ ) +2B(1+ f(4+ f)))a?+(4+3f+2B(1+ )?)5%))))x+(-1+3B+ A*(-1+
B(1+B(-12+B(19+3B(=3+f)-4f))(1+f)))+A3B((-1+B) Be(5+ B(-2+4f) ) +2a+2B(2(7+
5f)+B(-23+4(-2+f)f-2B(-6+(-2+f)f)))a)+B?(-3+2ca-(7+2f)a?-(3+2f)5?)+B3(1+
3(4+ f)a?+(4+3f) 52 +2ca(-2+a?+ %) -2 (a?+42)) - B (?(5+ f+(1+ f) (2+ f)a?)+(1+ f) (1+
22+ /)a?) B2+ (1+ f)(2+ )4 +2ca(-1+a?+ B2) -2 (a?+32))+ A2(-2+ B(4+ B3(-5+c*-5 f -
8cfa—(23+f(5+2f))a?-702+f(-5+2f)5?)-B(9+6 f -8ca+25a?+8 fa+(9+8 f ) 52)+ B2(—c?+
8c(—-1+ fa+12(1+3a?+52)+ f(11-(5+4f)a?+(7-4f)5?))))+ AB(2a+ B(-2(-1+ B) B’a+
(-1+B)c(2+43a2+35%2+ B(-2+4(1+ f)a?+4f32))+2a(b+4f +3a2+382+ B(-11-7f -4a> +
3fa?+(-4+3f)B2+B(5(1+a2+32)+ f(3+(3+2f)a?+(3+2f)52)))))))x?-2B(2A+c+2Af -
2a)(A?2-2Aa+a?+32)(1+A2-2B-2A2B+ B?+3A%2B?+ A?2B%2f —4AB?a-2AB? fa+2B%a? +
B%2fa?+2B25%+ B2f5%)x3 - B2(2A+c+2Af -2a)(3A+c+2Af -2a) (A2 -2Aa+ o2 + 52) 2.

Dacad Hyz(x) = 0, atunci deg{gcd(P(z,y),Q(x,y))} > 0. Fie Hoz(x) # 0, iar Hoy(z) =0
= {c=2(A+A3-2AB+ AB?-2A’Ba+ A2B?a - AB?a? + B*a3 + AB?3% + B*a3?) [ (B?(A? -
2Aa+a?+ ), f=(-1-A2+2B - B>~ A2B2+ 2ABa + 2AB% - 2B2a% — 2B232) /( B2(A? -
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2Aa + a? + 52))} si sistemul cubic (2.6) capatéd forma:

t=[A%2((1-B)(1+y)+2(1+ B)zxa) - A3z((B-1)y(y + By —2)
-2(B-1)x(B+(2+B)y)a+22(1+B((5+B)a?2+(1+B)p?-1)))
+A2((1-B)(B? -y)(y - Dy + 2(B - Day(-y + B(B + 2y - 2))
-(B-1)2?(1+y+ B((B+8y)a?+ Bf%-2) +2z3a(1 + B(2B(a?
+0%)-1))) - AQ2(1 - B)B(B - y)(y - Dya + Bx*(a® + )
x(2+ B(B(1+a?+3?)-3))-2(B-1)x%a(2y - 2By
+B2(y(1+a?2+52)-1))+(B-1)xy(y+ B(4+y(-2-3a2 + 3?)
+B(y+2a?+ya?+(y-2)p%2-2)-2))) +(B-1)(B*x%(a? + 5?)
+3(1+ B(B(1+a?+ (?)-2)) + By(a? + 52)(B(1
+r(2a+z(1+a?+52))) - 222) - y?(1 + 2z«

(2.81)

+B(B(1+282+2a(a+x(l+a?+ (%)) -2-4za)))

—A%23]/((B -1)B?(A% - 2Aa + a? + 32)),
y=[(1-B)x(B-y)?(a®+p?)+ A*x(2(1 - B)y*+2y(B + 2Bxa - 1)

+r(a(ra - B(4+za)) - (B-1)x5?)) + A(Bx(a(2za + B(B(2 + z(a + a?))

-2-3za)) +x(2+ B(B+2Ba?-3))p? + B2x5*) + zy(a(B(4 + 4za

+B(za(B+(B-2)a?-3)-4))-2za)+x(B(4+ B(B+2(B-2)a?-3))

—2)p2+ (B -2)B?xf%) + (B-1)’y*(B(1+a+ %) - 1)

+(B-1D)y?(B(1+2za)(2+a?2+52-B(1+a?+32))-1))

+A3((1-B)*(y - 1)y2+4(B-1)Bx(y - 1)ya+ 2(B - 1)Bx3a(a? + 5?)

+22(1-y-2y(a?2+p%2)-B*(y-1)(ba? + 5%) + B(a?+ 52 -1+ y(1

a4 B2)))) - A2a(-22(a? + ) - y(-2+ y(2 + a2 + §2)) + B(1

+y2(1+ a2+ 02) - 2y(1+za)(1 + a2 + B2) + (1 + a? + 52)

x(a(2+za) +262)) + B(dxa + 322(a? + 52) + y2(4 + % + £?) - 4y(1

+ra(l+a?+62))) + B2(-1-6za—-y?(3+a? + 42) —z(a? + (%) (2

+r(3+a?+ (%)) +2y(2+a? + B2+ za(3+a? + (?))))

—A%x2(y-1)]/((B-1)B2?(A? - 2Aa + a? + 5?)).

2.5.4.  Integrabilitatea sistemelor (2.74), (2.75), (2.76), (2.77), (2.78)-(2.81).

Sistemul (2.74). Pentru acest sistem, prima méarime Lyapunov L; are forma Ly = b(4(1+
a?)+ B2(-4+b*(1+a?)))/(4B(1 +a?)). Daca Ly = 0, atunci sistemul este integrabil si are
factor integrant de forma (2.30), unde f; = (z—a—i), fo = (r—a+i), f3=-2B+bBx+2y, fi=
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Exp[1/(-2B+bBx+2y)]; oy = —i(-4(a—1i)(i+a)?+ 0> BY(b-2a+ba?) - B2(8i+b(1+a?)(-4+
b(i+a)))))/(8B2), as =i(—-4(a—1i)%(i+a)+b2BY(b-2a+ba?) + B2(8i - b(1+a?) (-4 +b(a -
i)))))/(8B?%) as=-3, ay=2B +bB3(b- (2a)/(1 + a?)).

Sistemele (2.75), (2.76), (2.78) ,(2.79), (2.81) sunt integrabile si au, respectiv, urmatorii
factori integranti:

p(z,y) =1/((-B +bBx +y)?(1 + 22 - 2za + a?));

p(w,y) =1/((-1+2)*(2? + y?));

p(z,y) =1/((-1+bx)%(1 -2y + % + 2xa — 2xyar + 2202 + 22 5?));

p(z,y) =1/((y - 1)2(1 - 2y + % + 2z — 2zya + 2202 + 22 5?));

p(z,y) =1/((-B - Az +y)?(1 - 2y + y? + 2z - 2xya + 2202 + 22 52)).

Prin urmare, toate aceste sisteme au centru in originea de coordonate (0,0).

Sistemul (2.77) (Sistemul (2.80)). Pentru acest sistem prima marime Lyapunov L; = —8I
(L1 =29((g - a)?+ B?)) se anuleazd pentru [ =0 (g = 0). Astfel, sistemul (2.77) ((2.80)) este
integrabil gi are factorul integrant p(x,y) = 1/((-1+x)?(2? +y?)) (u(x,y) =1/((y - 1)%(1 -
2y + y? + 2xa - 2xya + 220 + 22 6?))).

Notam cu SC(1:-1) familia sistemelor cubice cu cel putin un punct critic de rezonanta

(1:-1).
2.6. Concluzii la capitolul doi.

In capitolul doi au fost supuse cercetérii sistemele SC (1:-1) cu drepte invariante mul-
tiple.

Cercetarea s-a soldat cu urmatoarele rezultate:

— in familia SC(1:-1) a fost stabilitd multiplicitatea algebricd maximald a unei drepte
reale invariante;

— au fost determinate toate sistemele din SC(1:-1) ce au o dreapta reala invarianta de
multiplicitatea patru;

— au fost clasificate sistemele SC(1:-1) ce au doud sau trei dreapte invariante distincte
de multiplicitate totala algebrica patru;

— pentru fiecare clasa de sisteme SC(1 : —1) obtinutd a fost rezolvatd problema de
integrabilitate Darboux.

Rezultatele capitolului doi al tezei ne conduc la urmatoarele doua concluzii:
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1. Multiplicitatea maximala a unei drepte invariante reale pentru sistemele cubice de
ecuatii diferentiale cu singularitati (1:-1) rezonante este patru.

2. In toate cazurile m(ly) > 4, m(ly) + m(ly) > 4, m(ly) + m(ly) + m(ls) > 4, sistemul
cubic de ecuatii diferentiale cu singularitdti (1 : —1) rezonante are centru in punctul critic
de rezonanta (1:-1), dacd gi numai dacd prima marime Lyapunov este egald cu zero.

Rezultatele expuse in acest capitol au fost comunicate la Seminarul stiintific "Ecuatii
Diferentiale gi Algebre” din cadrul Universitatii de Stat din Tiraspol (cu sediul la Chiginau),
28 noiembrie 2017; Conferinta stiintificd internationala "Modern problems of Differential
Equations and their application", dedicated to the 100th anniversary of the professor S.D.
Eidelman, Chernivtsi, Ucraina, si publicate in [113], [114], [121], [122], [133].
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3. SISTEMELE DIFERENTIALE CUBICE CU SINGULARITATI
(1:-1) REZONANTE SI CU DREPTE INVARIANTE DE MULTIPLICITATE
TOTALA CINCI, INCLUSIV DREAPTA DE LA INFINIT.

Consideram sistemul cubic (2.6) pentru care infinitul nu este degenerat, adica x(x,y) =
yPs(x,y) - xQs(x,y) #0, unde P3(z,y) = kx3 + ma?y + pry? + ry3, Qs(z,y) = —(sz3 + g’y +
nxy?+ly?). Notam cu l, = Z = 0 dreapta de la infinit. Se spune ca punctul critic al unui sistem
diferential polinomial este monodromic nedegenerat, daca radacinile ecuatiei caracteristice
corespunzatoare lui sunt pur imaginare. La fel, vom spune ca o dreapta invarianta afina
(dreapta de la infinit) este multipld, dacd ea are multiplicitatea algebricd nu mai mica ca
doi.

In acest capitol se rezolvid problema centrului pentru sistemele cubice cu puncte critice
monodromice nedegenerate in presupunerea ca dreapta de la infinit este multipla gi suma
multiplicitatilor dreptelor invariante, inclusiv a dreptei de la infinit, nu este mai mica ca
cinci, adica in cazurile: 1) m(le) 2 5; 2)m(leo) =2, m(l1) +m(le) 2 5; 3) m(lo) =2, m(ly) +
m(ly) + m(le) = 5; 4) m(le) > 2, m(l1) + m(la) + m(l3) + m(le) > 5. Alci I, l5 i I3 sunt
drepte invariante afine. Rezultatul principal este:

Teorema 3.0.1. Fie ca pentru un sistem diferential cubic: a) punctul critic My este
monodromic nedegenerat; b) dreapta de la infinit este multipla si c) suma multiplicitatilor
dreptelor invariante (inclusiv cea de la infinit) nu este mai micd ca cinci. Atunci, My este

de tip centru, dacd si numai dacd se anuleazd prima mdarime Lyapunov (Ly =0).

3.1. Sistemele cubice cu punct critic monodromic nedegenerat si dreapta de la

infinit /., = 0 de multiplicitatea m(l.) > 5.

In aceastd sectiune vom determina conditiile pentru care sistemul cubic (2.6) are dreapta
de la infinit de multiplicitatea algebrica doi (respectiv: trei, patru, cinci) i in cazul configura-

tiei a) din Fig. 3.1 vom rezolva problema centrului.
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a) b) c) d)
Fig. 3.1

3.1.1. Clasificarea sistemelor cubice (2.6) ce au dreapta de la infinit multipld.

Consideram sistemul omogenizat al sistemului (2.6):

T =yZ?+ (ax? + cxy + fy?)Z + ka® + maty + pxy? + ry3,

y=—(x22+ (922 + dey + by?) Z + sa® + qzy + nxy? + ly?).

Pentru sistemul (3.1) polinomul F;(X) arata astfel
El(X) = C()(QT, y) + Cl(x7y)Z + C2(£7y)Z2 Tt 08($a y)Zga

unde C;(z,y),i = 0,8 sunt polinoame ce depind de x si y. Daca C;(x,y) =0,i = 0, j, atunci
multiplicitatea algebricd a dreptei de la infinit Z = 0 este j + 2.

Avem Cy(z,y) = Co1(x,y)Co2(x,y), unde Co(x,y) = sx* + kxdy + qgxdy + ma?y? + nay? +
Loy + pry? +ryt si Coa(x,y) = (kg—ms)x* +2(kn—-ps)x3y+ (3kl+mn—pg-3rs)z2y? +2(Im -
qr)xy® + (lp—nr)y*. Daca Cy(x,y) =0, atunci infinitul este degenerat. Fie ca Cy(x,y) # 0.

Identitatea Cpa(x,y) = 0 furnizeaza urméatoarele cinci serii de conditii

n=k=m=s=p=q=0,r+0; (3.2)
k=m=p=r=0; (3.3)
k=m=q=s=0,1=nr/p; (3.4)
k=s=0,1=qr/m,n=pq/m; (3.5)
l=rs/k,n=pslk, ¢g=ms/k. (3.6)

Remarca 3.1.1. Transformarea v — y,y — x,t - —t pdstreazd forma sistemului (2.6) si
schimbd coeficientii astfel: a <> b,c < d,...,r < s.

Fie {F(a,b,c,d,...,r,s)} o serie de conditii. Notam {F(a,b,c,d,...,r,8)}= =
{F(b,a,d,c...;s,r)}.
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Lema 3.1.1. Dreapta de la infinit Z =0 a sistemului (2.6) are multiplicitatea algebrica

nu mat mica ca trei, dacd $i numai dacd se indeplineste una dintre urmdatoarele zece serii de

conditii:

a=c=f=k=m=p=r=0; (3.7)
c=aqls, f=anls,k=l=m=p=1r=0; (3.8)
a=0,c=fq/n,k=l=m=p=r=s=0; (3.9)
a=f=k=l=m=n=p=r=s5=0,q#0; (3.10)
a=gp/n,c=dp/n,k=0,l=p, m=q=0,r=p*/n, s=0; (3.11)
b= fq/m,d=cq/m, g=aq/m, k=0,1=qr/m,n=pg/m,s=0,q%0; (3.12)
d=cq/m+m(bm- fq)/(qr), g =ag/m, k=0, 1= qr/m, (3.13)

n=m+q*r/m? p=m?2/q+qr/m, s =0;
b=fq/m,g=aq/m,k=1=0,n=m,p=m*/q,r=35=0; (3.14)
b= fslk,d=cslk, g=aslk, l=rs[k,n=ps/k, ¢ =ms]k; (3.15)
b= (fk%s+ gkrs —ars?)[k3, d = s(ck® + gk*p — akps — gkrs + ars?) [ k4, (3.16)

l=rslk, m=(k*+kps?—rs3)[(k?s), n=ps/k, q=(k* + kps® —rs3) k3.

Demonstratie. Rezolvam identitatea C}(x,y) = 0 pentru fiecare serie de conditii (3.2)-
(3.6), respectand conditia k(z,y) # 0.

Conditiile (3.2). In aceste conditii polinomul Cy(x,y) are forma C(z,y) = y5[3l(al -
gr)z? + 2(cl? + alr — dlr — gr?)xy + (f1? = blr + clr — dr?)y?]. Luand in cosiderare faptul c&
infinitul este nedegenerat, adica x(z,y) = —y3(lz — ry) # 0, identitatea Ci(z,y) = 0 are loc
daca:

f=brll,a=gr/l,c=dr]l (3.17)
d=g=1=0. (3.18)

Transformarea x — y,y - z,t - —t, ne arata ca conditiile {(3.2),(3.17)} se contin in
(3.15), iar conditiile {(3.2), (3.18)} se contin in (3.8).

In Conditiile (3.3) avem r(z,y) = —z(s23 + qz2y + nzy? + ly3) si polinomul C(z,y) =
-k(x,y)[(ag=cs)z*+2(an— fs)x3y+ (3al+cn— fq)x?y? + 2clzy> + fly*]/x. Expresia C;(x,y)
este identica cu zero daca:

a=c=f=0; (3.19)
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c=aq/s, f=an/s, 1 =0; (3.20)
a=0,c= fq/n,1=s=0; (3.21)
a=f=l=n=s5=0,q+0. (3.22)

Conditiile (3.3), impreuna cu conditiile (3.19)-(3.22), ne dau seriile de conditii (3.7)-
(3.10), respectiv.

Pentru sistemul (3.1) cu Conditiile (3.4), polinoamele x(z,y) si Cy(z,y) au forma r(z,y) =
y*(=nz +py) (px + ry)[p st C1(z,y) = —y*(px + ry)Cr1(x, y)/p?, unde Cii(z,y) = —2np(an -
gp)x3 = (en?p + anp? — dnp? — gp? + 3an?r — 3gnpr)x?y — 2(cn? + anp — dnp — gp*)ray? + (fnp? -
bp3 — fn?r +bnpr — cnpr + dp?r)y3. Identitatea C(x,y) = 0 implicd Cy1(z,y) = 0, care are loc,

daca:
a=gp[n, c=dp[n, r=p*[n; (3.23)
b=dr[p,g=n=0; (3.24)
a=gp/n, c=dp/n, f =bp/n. (3.25)

Avem {(3.4),(3.23)} = (3.11), {(3.4),(3.24),r = 0}~ c (3.10), {(3.4), (3.24),7 # 0}~ c
(3.8), {(3.4),(3.25),1 = 0} c (3.12), 5i {(3.4), (3.25),1 % 0} c (3.15).

In Conditiile (3.5) polinomul x(z,y) = y(my - qx)(ma? + pry + ry?)/m, iar Cy(x,y) =
(2, y)Cra(z,y)/(m?(my-qz)), unde Cro(z,y) = -mq(gm-aq)z* - 2pq(gm-aq)z®y+ (dm* -
gm?p + bm2q — em2q + ampq — dmpq — fmq® + cpg® — 3gmar + 3aq®r)x?y? + 2(bm? — fm?q -
gm?r + amqr — dmgqr + c@®r)zy® + (bm?p — fmpq — dm?r — bmqr + cmqr + f¢®r)y*. Pentru ca

Ci(x,y) =0, este necesar ca Ch2(x,y) =0, care se realizeazi daca:

b= fq/m,d=cq/m, g=aq/m, q+0; (3.26)

d =cq/m+m(bm - fq)[(qr), g = ag/m, p=m?[q+qr/m; (3.27)
b= fa/m, g=aqfm,p=m?/q,r=0; (3.28)

d=bp[r, g=bm]|r, q=0; (3.29)
b=0,g9g=dm/p,q=r=0; (3.30)
b=d=p=q=r=0. (3.31)

Conditiile (3.5), impreuna cu conditiile (3.26), (3.27) si (3.28), ne dau seriile de conditii
(3.12), (3.13) si (3.14), respectiv. Avem {(3.5),(3.29)} c (3.8), {(3.5),(3.30),m = 0}~ c
(3.10), {(3.5),(3.30),m # 0}~ c (3.9), {(3.5),(3.31)}= c (3.9).
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In cazul Conditiilor (3.6) polinoamele r(z,y) si Cy(x,y) aratd astfel: w(z,y) = (sz +
ky)(kx® + ma?y + pry? +ry®) [k si Ci(x,y) = k(x,y)Cis(x,y)/(k(sz + ky)), unde Ci3(x,y) =
(gk3 — ak2s + dk2s — gkms — cks? + ams?)a* + 2(dk + bk2s — ck?s — gkps — [ks? + aps?)ady +
(3bk3 + dk?>m — gk*p -3 fk?s + bkms — ckms + akps — dkps — 3gkrs — fms? + cps? + 3ars?)z2y? +
2(bk?>m — gk?r — fkms + akrs — dkrs + crs?)zy® + (bk?p — dk?r — fkps — bkrs + ckrs + frs?)y*.

Dacé k(z,y) #0 si Ci3(z,y) =0, atunci:
b= fslk,d=cs|k, g=as/k; (3.32)

d = (bk?p — fkps — bkrs + ckrs + frs?)[(k?r),
g=(bk3 - fk%s + ars?)[(krs), m = (k* + kps? —rs?) [ (k2s).

(3.33)

Conditiile (3.6), impreuna cu conditiile (3.32) si (3.33), obtinute mai sus, ne conduc la

seriile de conditii (3.15) si (3.16) din lema. O

Lema 3.1.2. Dreapta de la infinit Z =0 a sistemului (2.6) are multiplicitatea algebricd

cel putin patru, dacd si numai dacd se verifica una dintre urmdtoarele sapte serii de condifii:

a=0,c=b, f=g=k=l=m=n=p=r=s=0,q+0; (3.34)
a=c=f=k=l=m=n=p=r=5=0,q+0; (3.35)
b=aq/s,c=aq/s,f=0,d=(agq+s®>+a’s)/(as),k=l=m=n=p=r=0; (3.36)

a=m3[(q(bm - fq)),c= (m*+b*mq* - bf*)[(¢*(bm ~ fq)),
d = (m?+20°m?q* - 3bfmg® + f2q*) [(m*q(bm - fq)), (3.37)
g=m?[(bm~ fq),k=0,l=m?/q,n =2m,p=2m?*/q,r =m3[¢?, s = 0;

b= fslk,d=cslk,g=as[k,l=-k,m=(2k?-s?)/s,

(3.38)
n=(k?-2s2)/s,p=Fk(k?-2s)/s% q=(2k*> - s?)[k,r = —k?/s;

b=-s(k*—agkrs+k*rs+a?rs?)[(k3(gk — as)), n = (k* + 2rs3)/(k2s),

c=—(9%kS - 3agk®s + 2a?k*s? + k*s® — agkrs* + k?rs* + a?rs®) [ (k3s?(gk - as)),

d = (agk* — a®k3s — k3s? + gFrs? — agrs® — krs3) [(K3(gk — as)), (3.39)
[ =—(k*+ g®k?r — 3agkrs + k*rs + 2a?rs?) [ (k*(gk — as)), L = rs/k,

m = (2k* +rs3)[(k%s), p= (k* + 2rs3) [(ks?), g = (2k* + rs?) [ k3.

Demonstratie. Rezolvam identitatea Cy(z,y) = 0 pentru fiecare dintre seriile de conditii

(3.7)-(3.16), considerand k(x,y) # 0.
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Conditiile (3.7). Avem Cy(x,y) = —(sx3 - nzy? - 2ly3)k(x,y)/z, iar k(z,y) = v(sz® +
qz?y + nxy? + ly?). Cy(x,y) este echivalent cu zero doar dacd {{=n=s=0, ¢+ 0} = (3.35).

Conditiile (3.8). Polinoamele Cy(x,y) si k(z,y) au forma Cy(z,y) = —k(z,y)(s(agq +
a?s —ads + s?)x* + 2as(gn + aq — bs)x3y + (a?q? + 2a®ns + adns — abgs — ns?)x?y? + 2a*nqry’ +
a’n?y?)[(s?2?) si k(x,y) = 22(sx? + qry + ny?). Astlel, Cy(z,y) =0 = {b=aq/s, d = (agq +
a’s+s?)/(as), n=0} = (3.36).

Conditiile (3.9). In acest caz Cy(x,y) = k(z,y) (- fgnqzt — 2f gn2a3y — (dfn® —n3 - bfng +
f2?)x?y? -2 ?nqry3 - f2n2y*) [ (n22?), iar k(z,y) = 2%y(qr+ny). Sistemul cubic {(2.6),(3.9)}
are dreapta de la infinit Z = 0 de multiplicitate mai mica ca patru, deoarece Co(x,y) # 0.

Conditiile (3.10). Sistemul cubic (2.6) cu conditiile (3.10) are k(x,y) = qz3y, iar Co(z,y) =
—ck(z,y)(gx?+ (c=0)y?)=0 = 1) ¢=0 = (3.35), 2){c=b, g =0} = (3.34).

Conditiile (3.11). Pentru sistemul cubic {(2.6), (3.11)} polinoamele Cy(x,y) si x(z,y)
aratd astfel: Cy(x,y) = y2(-2n2(fgn — bgp + np)x3 — n(dfn? — n® — bdnp + 4 fgnp — 4bgp? +
bnp?)x?y - 2p(dfn? —n3 — bdnp + fgnp — bgp? + 2np?)zy? — (f2n3 = 20fn?p + b>np? + df np? -
n?p?-bdp3+p*))y?/n?, iar k(x,y) = y?>(nz+py)?/n. Nu sunt conditii pentru care Cy(x,y) = 0,
iar k(z,y) #0.

In cazul Conditiilor (3.12) polinomul Cy(z,y) = r(z,y)(-m2qz® + m(m?2 - 2pq)ay -
q(2m? = pq + 3mr)zy? — (mpg + m?r = 2¢%r)y3)/(m(gz + my)) # 0, dacd ¢ # 0 §i k(x,y) =
y(qz +my)(ma? + pry +ry*)[m # 0.

Conditiile (3.13). Avem Cy(z,y) = —y(m2z+qry)(-m3¢3r(abm—afq-qr)x*-2mqg*r(abm-
afq—qr)(m3+q®r)z3y + (b®>m8 = 2bfm7q+ f2mbq? — abmSqr + afmdg®r +bfmiq3r — f2m3q*r +
m>q?r? — 4abm3¢®r? — bem?2q*r? + dafm?q*r? + m3¢*r? + cfmag®r? + bm2qtr3 — ¢%r3)x2y? +
2maqr(b*m?® = bfmrq — abm3qr — bem?@®r + afm?q*r + m3@?r + cfma@3r + 2m2q¢?r? — ¢*r?)xy? +
m2qr(bfm* — f2m3q + b®>m2qr — bem?qr + m3qr — 2bfmag®r + cfmag®*r + f2¢3r + m2qr?
-@r2)yt) [(mAg3r?), iar k(x,y) = y(qx + my)?(m2z +qry)/(m?2q). Dreapta de la infinit Z =0

are multiplicitatea algebrica patru, dacad Cy(x,y) =0 si k(x,y) # 0. Mai exact, daci:

{c=(bf¢* -m* = *ma®)[(¢*(fqg-bm)), a=-m?[(q(fq-bm)), r =m?[¢*}

= (3.37).

In cazul Conditiilor (3.14) avem m(ls) < 4, deoarece Cy(x,y) = —zy((—admg? + m2q® +
acg®)x* — (2adm?q — 2m3q — 2acmq?) 3y — (adm? — d®>m3 — m* — acm?q + 2cdm?q - *mq? -
dfmg? - m2q? + cfg)aty? + (2dfm2q + 2mq - 2efmg?)ay® + (dfm? + m* - cfm2g)yt)[(mg) £ 0
pentru x(z,y) = xy(qx + my)?/q # 0.
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Conditiile (3.15). Polinomul Cy(x,y) = k(x,y)(k(2k?-ms—s?)x3+k(km-3ks—2ps)x?y—
s(2km + 3kr — ps)xy? — (k?r + kps = 2rs?)y3) [(k(sx + ky)) =0 =

m = (2k? - %) /s, p = k(k* - 2s%)/s*, r = -k?/s, (3.40)

pentru k(x,y) = (sz+ky)(kx3+ma?y+pry?+ry?)/k # 0. Conditiile {(3.15),(3.40)} reprezinta
seria de conditii (3.38).

Conditiile (3.16). In aceste conditii Cy(z,y) = k(x,y)Coi(z,y)/(kSs(sz + ky))), unde
k(x,y) = (sz+ ky)?(k3x? + kpsxy — rs?zy + krsy?) [ (k3s) si Cor(x,y) = —k2s(g%k® - 2agk’s -
kSs + a?k*s? + cgkts? — ack®s® + k*s? — agk?ps® + k3ps3 + a?kpst + agkrs* — k?rs* — a?rs®)zt +
2k3s(kS — cgk*s — g?k3ps + ack3s? — fgk3s? — 2k4s? + 3agk®ps® — k3ps? + ¢?k?rs? + afk?s3 -
2a%kps® - 2agkrs® + a’rs*)xdy + (K10 — cgkBs + ackTs? — 4 fgk"s? — 5k8s? + agkSps? — kTps? -
29%kSrs? + 4afkSs3 — a?kSps? — g2k p?s? + TagkSrs® — 4kSrs? — fgkipst — kPpst + 2agk3p?st -
S5a?kirst + cgktrst + 2g2k3prst + afk3ps® — a?k?p?s® — ack3rsd + fgk3rsd + 2kirs® — dagk?prsd —
9?k?r2s® — afk?rsS + 2a2kprsS + 2agkr?sS — a?r2s7)x?y? - 2ks(fgk™ + k8 — afkSs — agk®rs +
2kSrs+ fgkips? + kPps? + a’kirs? — cgkirs? + g?k3prs? — a fk3ps® + ack®rs® — fgk3rs® — 2k4rs3 —
2agk?prs3 — g?k?r2s3 + a fk?rs* + akprs* + 2agkr?s* — a?r?s5)xy3 — k2s(kSr + fgkips + kPps -
cgkirs—afk3ps® +ack3rs® - fgk3rs? —2kArs? + g2 k?r2s? + a fk?rs® - 2agkr?s® + a?r?s*)y*. Avem

Cy(z,y) =0 = Cy(z,y) =0 =
g=aslk, p=k(k?-2s2)/s? r=-k?/s; (3.41)

c=—(g%k® - 3agkds + 2ak*s? + ks3 — agkrs* + k?rs* + a?rs®) [(k3s?(gk — as)),

f==(k*+ g?k?r — Bagkrs + k?rs + 2a%rs?) [ (k2(gk — as)), p = (k* + 2rs3) [ (ks?).
Conditiile {(3.16),(3.41)} reprezintd conditjiile (3.38), iar {(3.16),(3.42)} sunt echivalente cu
conditiile (3.39). O

(3.42)

Lema 3.1.3. Multiplicitatea algebricd maximald a dreaptei de la infinit Z =0 a sistemu-
lui (2.6) este egald cu cinci. Dreapta Z =0 are multiplicitatea algebricd cinci, dacd gi numai

dacd se indeplineste una dintre urmdtoarele sase serii de conditii:
a=b=c=f=g=k3=l=0,m=n=p=7"=8=0,q¢0; (343)

b=c=0,d=2a, f=k=1=0,m=n=p=q=r=0,s=a? a%0; (3.44)

b=-as/k, c=a(k?-s%)/(ks), d=a(k?-s*)/k? f=-a,9=as/k,|=-k,

(3.45)
m = (2k? - s?)/s, n = (k?-2s%)/s, p=k(k?-2s2)/s%, q=(2k? - s?) [k, r = -k?[s;
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a=0,b=-gk?[s? c=-2gk?]s?, d=0, f = -2gk3]s, | = k3/s?,

(3.46)
m=n=3k?/s, p=3k3/s?, q =3k, r=k*/s3, g?°k? - k?s—s3 =0

b=-as/k, c=-2as/k, d=2a, f=-a(k®+2s?)/s% g=(k®+a?s)/(ak),

(3.47)
I=Fk3]s2, m=n=3k?[s, p=3k3[s2, q=3k, r=k*/s3 k*-a?k?s—a?s3 =0;

b=-k(k?+a%s+s?—agk)/[(s(gk - as)), c = —2k(gk — 2as)[s?,
d=2a, f=-k*>(2gk —3as)/s3, 1 =k3[s?, m =n = 3k?/s, (3.48)
p=3k3[s%, q =3k, r=Fk*s3 g?°k? - 2agks - k?s + a%s®> - s3 = 0.

Demonstratie. Rezolvam identitatea Cs(x,y) = 0 pentru fiecare serie de conditii (3.34)-
(3.39), respectand conditia k(x,y) # 0.

Conditiile (3.34). Avem {k(x,y) = qz3y # 0, C5(x,y) = bx(—qr3y+bdxy3 - 2qry3 +2b%y*) =
0} = b=0 = (3.43). Polinomul Cy(z,y) = —qx3y — 2qzy>® nu este idenic zero, prin urmare,
multiplicitatea algebricd maximala a dreptei de la infinit Z = 0 este cinci.

Conditiile (3.35). In acest caz, {s(z,y) = qz3y # 0, Cs(x,y) = —qz2y(gx? - by?) = 0} =
b=g=0= (3.43).

Conditiile (3.36). Avem k(x,y) = 23(sz + qy), iar C5(x,y) = k(z,y)(s%(a?g - aq - gs)x3 +
2as(agq+a®s—s?)x?y+aq(agq+4a’s—s?)zy? +2a3¢%y?) [(s*2?) =0 = {¢ =0, s = a?}= (3.44).
Pentru sistemul {(2.6),(3.44)} polinomul Cy(z,y) = (a? - g?)z* — dagay - 3a?z2y? # 0.

In cazul Conditiilor (3.37) inegalitatea r(z,y) = y(qz+my)3/q® # 0 si identitatea Cs(z,y) =
—(=a? + s)x*(gx + 2ay) =0 ne dau s = a? = (3.44).

Conditiile (3.38). Polinomul x(z,y) = (sx +ky)?(kxz—sy)/(ks?), iar polinomul Cs(x,y)
k(x,y)((ak? - cks — as?)x? = 2(a + f)kszy — (fk? + cks - fs*)y?)/(k(sx + ky)) = 0 = {c
a(k?-s2)/(ks); f = —a} = (3.45). In conditiile (3.45) sistemul (2.6) are polinomul Cy(z,y)
k(x,y)((2k2 + s2)x? - 2ksxy + (k% + 282)y?) [ (sz + ky)? # 0.

Conditiile (3.39). Avem k(z,y) = (sz + ky)?(k3x + rs?y)[(k3s?), iar Cs(x,y) =
k(x,y)Cs1(x,y)[(k8s?(gk — as)(sx + ky)?), unde Cs1(x,y) = k3s(g*kS - 3ag3k®s — 2¢%kSs +
3a2g?k*s? + dagk®s? — adgk3s® — 2a2k*s3 — g?k*s® + agh3st + k*s* — aghkrs® + k?rsd + a?rsb) a3 -
k3(g*k™ — 5ag3kbs + 2¢9%k"s + 9a%g?k>s? — dagk®s? — Tal3gk*s3 + 2a%k>s? + g2k>s3 — 292 k3rs3 +
2a4k3s* + agkist — 3k5st + 6agikirst + 2g%k3rst — 2a2k3s5 — 6a%g?krs® — agk®rs® — 3k3rs® +
2a3grs® —a?krs®)x?y—s?(2g*kTr + 3agkss - 3k°s—10ag3kSrs+ g?kTrs —3a?k"s? + 18a2g?kPrs? +
agkSrs?—3kTrs?2-14a®gk*rs3 -2a2k5rs® — g2 kors® — g k3r2s3 +4atk3rst+ 2agkirst + 3agd kAri st +
G2k3r2st — a?k3Prs® — 3a?g2kr?s® — 2agk?r?s5 + a3gr?sS + a?kr?s®)xy? - s?(agk® - k10 - g?kSr —

a’kBs + 3agkTrs — k8rs — 2a2kSrs? — g?kSrs? + g*k*r?s? + 2agk®rs’ — bagik3r?s’ + g?kir?s? —
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a’k*rst + 9a2g?k2r2st — 2agk3r?st — Tadgkr?s® + a?k?r?s® + 2a*r2s8)y3. Cs(x,y) = 0, daca

Csi(z,y)=0 =

a=0,r="Fkts3 ¢?°k? - k?s-s3=0; (3.49)
g=(k%+a%s)/(ak), r = k*/s3, k* - a’k?s — a%s? = 0; (3.50)
r=k*s3, g?k? - 2agks - k?s + a®s? — s3 = 0. (3.51)

Conditiile (3.39), impreuna cu conditiile (3.49)-(3.51), reprezinta seriile de conditjii (3.46)-
(3.48).

Sistemele {(2.6),(3.46)}- {(2.6),(3.48)} au polinomul k(z,y) = (sz+ky)*/s3, iar polinomul
Cy(z,y) aratd astfel, respectiv:

Cy(z,y)=r(z,y)[s?(k*+k2s?—s*) 22+ 2k s? (2K + 82wy — kA (4k2+35%)y?] [ (k2% (sx+ ky)?) #
0,

Cu(z,y) = —k(x,y) (k% + s?)(s*x? - 2ks(k? + s?)xy + k*y?) [ (k%s?(sx + ky)?) £ 0,

Cu(z,y) = k(x,y)(s2(k° - a?k3s + k3s? —a’ks? — kst + 2as2\/m)x2 - 2k?s(a’k?s -
2k252 +a2s3 — 54 £ 2ak /K25 (k2 + 52) ) vy — k2 (4K5 +a2k3s + 3k352 + a?ks® + 2a+ /K25 (k2 + 52) (2k2+
s2))y?)[(k?s*(sz + ky)?) # 0. O

3.1.2.  Integrabilitatea sistemelor cubice {(2.6),(3.43)}-{(2.6),(3.48)}.

Pentru sistemul {(2.6),(3.43)} (respectiv, {(2.6),(3.45)}) prima méarime Lyapunov L; =
—q/4 (respectiv, Ly = (k% + s2)2/(4ks?)) este diferita de zero, astfel {(2.6),(3.43)} (respectiv,
{(2.6),(3.45)}) are focar in (0,0).

Sistemele {(2.6),(3.44)} si {(2.6),(3.46)}-{(2.6),(3.48)} au, respectiv, urméatoarele inte-

grale prime:

F(x,y) =6(2?+y?) + 492 + 12ax2y + 3a%x*;

F(x,y) =6s3(2? +y?) + 4g(sx — 2ky) (sz + ky)? + 3(sx + ky)*;

F(x,y) = 6aks3(z? + y?) + 4s3(k? + a?s)x® + 12a?s3zxy(kx - sy)
—4a?ks(k? + 28?)y3 + 3ak(sz + ky)*;

F(x,y) =2(as - gk)(3s?(x? + y?) + 2gs3a® + 6as3x?y + 6aks’xy? — 4gk3y3
+6ak?sy3) + 12ks?(k? + s?)xy? - 3(gk — as)(sx + ky)*.

Pentru aceste sisteme punctul critic (0,0) este de tip centru.
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Divergenta campului vectorial asociat fiecaruia dintre sistemele {(2.6),(3.44)},

{(2.6),(3.46)}- {(2.6),(3.48)} este identica zero, i.e. 8Pé§’y) +8Qéz’y) = 0. In acest caz, sistemul

(2.6) are integrala prima de forma unui polinom. Are loc urmatoarea teorema:

Teorema 3.1.1. Sistemele cubice diferentiale (2.6) pentru care dreapta de la infinit e de
multiplicitatea algebrica cinci au centru in originea de coordonate (0,0), dacd i numai dacd

divergenta campului vectorial, asociat acestor sisteme, este identicd zero.

3.2. Sistemele cubice (2.6) ce au dreapta de la infinit /., = Z = 0 si o dreapta reala

afind invarianta /; de multiplicitatile m(l..) >4, m(l;) > 1.

Transformarea

X=zx/(z-1), Y=y/(xz-1) (3.52)
(inversa : x = X /(X -1),y =Y /(X -1)) reduce (2.8) la sistemul diferential cubic in X si Y

X=(X-1D(-Y+aX2+(c+2)XY + fY?2),
YV =—(X-(g+2)X2-dXY +(1-b)Y2+(g+5+1)X3+(d+q-a)X2Y (3.53)
+(b-c+n-2)XY2+(I-f)Y3).

Mentionam, ca pentru (3.53) dreapta reald X -1 = 0 este invarianta. La fel, dreapta invarianta
z-1=0 (dreapta de la infinit) pentru (2.8) ((3.53)) are aceeasi multiplicitate ca si dreapta de
la infinit (dreapta invariantd X —1 = 0) pentru (3.53) ((2.8)). Prin urmare, sistemele cubice
(2.6) ce au dreapta de la infinit Z = 0 i o dreapta reald afind invarianta [; de multiplicitatile
m(Z) 2 4, m(ly) > 1 (Figura 3.1 b)), cu exactitatea unei transformari afine si rescalarea
timpului, se obtin cu ajutorul transformarii (3.52) din sistemele, enumerate in Lemma 2.1.4,
si pentru care m(x — 1 =0) > 4. De exemplu, aplicind transformarea (3.52), sistemul (2.27)

se reduce la sistemul
X=-Y(X-1), Y=oAX-dXY-Y?+(d+q)X?Y

pentru care infinitul e de multiplicitatea nu mai mica ca patru, iar m(X -1=0) > 1.
Deoarece transformarea (3.52) este nedegenerata intr-o vecinatate a originii sistemului

de coordonate, sistemele (2.8) si (3.53) au in acelasi timp centru in (0,0).
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3.3. Sistemele cubice (2.6) ce au dreapta de la infinit si o dreaptd reala afina

invarianta [; de multiplicitatile m(l..) >3, m(ly) > 2.

In aceastd sectiune vom rezolva problema centrului pentru sistemele cubice (2.6) in cazul
configuratiei ¢) din Fig. 2.1. Pentru sistemele {(2.6),(3.7)}-{(2.6),(3.16)} vom determina
conditiile de existenta a unei drepte invariante reale [; de multiplicitatea doi si in conditiile
obtinute, vom rezolva problema centrului.

Notam

Xi(x)=A-P(x,Ax+ B)-Q(z,Az+ B), Yi(y)=P(Ay+ B,y) - A-Q(Ay + B,y),
Xo(2) = (B(X)/(y-Az=B))| _,oopr Xs(@) = (BA )/ (= Az=BY)| ..
V) = (B (- Ay-B))| o Ya() = (Ba (= Ay = BY)|

Dreapta l; =y—-Ax-B=0 (l; =x- Ay- B =0) este invarianta pentru sistemele cubice
(2.6), atunci si numai atunci, cand are loc identitatea X;(z) =0 (Yi(y)=0). In particular,
dreapta y —y =0 (x —v =0) este invariantd pentru (2.6), dacd Q(z,7) =0 (P(v,y) = 0).
Dreapta invariantd y — Az — B = 0 are multiplicitatea algebrica doi (trei) dacd Xs(z) =0
({Xa(x) = 0,X3(x) = 0}). Analog, dreapta invariantd x — Ay - B = 0 are multiplicitatea
algebricd doi (trei) daca Ya(y) =0 ({Ya(y) =0,Y3(y) =0}).

Lema 3.3.1. Fiey-Az-B=0 (z-Ay-B=0) A,BeR, B+#0 o dreaptd invariantd
a sistemului (2.6). Atunci Xo(z) = Xog(x) - ((z) (Ya(y) = Yaa(y) -n(y)), unde Xaq(z),((x)
(Yaa(y), n(y)) sunt polinoame in x (y). Dacd Xog(x) =0 (Yoq(y) =0), atunci y— Az - B
(z - Ay — B) diwvide P(z,y) si Q(x,y), i.e. sistemul (2.6) este degenerat.

Demonstratie. Dreapta y— Ax— B =0 (.CE -Ay-B-= 0) este invarianta pentru sistemul

(2.6), daca se realizeazd urméatoarea serie de conditii:

b=—-(A+ABf+ B2+ AB%*r)/B, s = -A(k + A2l + Am + An + A?p + q + A3r),
d=-(1-A%2+ ABc+ AB%l + B>n+ AB?p+ A?2B?r)/B,
g=—-(-A+aAB+ A2B%l + AB*>m + AB?>n + A2B?p+ B%q + A3B?r)/B

(a =—(A+ ABg+ B%k+ AB?s)|B, r = -A(A%k + 1+ Am + An + p+ A%q + A3s),
c

=—(1-A?2+ ABd+ AB?k + B*>m + AB?q + A?2B?s)/B,
f=—(-A+ AbB + A2B2k + AB2m + AB%n + B2p+ A2B2q + A3B2s)/B).
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Conform acestor conditii avem:

Xoa(z)=B(1+Bf+B?r)+(A+ Bc+2ABf + B?p+ 3AB?r)x+
(a+Ac+ A%2f + Bm+2ABp+3A2Br)a? + (k+ Am+ A?p+ A3r)a® =0
= {a=-B(m+ Ap+ A%r), c= (A- B?p- AB?r)/B),
f=-(1+B%)/B, k=-A(m+ Ap+ A%r)} =
P(x,y) =(y- Az - B)(-y + B(m+ Ap + A%r)x? + B(p + Ar)zy + Bry?)/B,
Q(x,y) = (y— Az — B)(x — B(A%l + An + q)x% - B(Al +n)xy - Bry?)/B

(Ygd(y) = B(1+ Bg+ B25) + (A+ Bd + 2ABg + B2q + 3AB2s)y+
(b+ Ad+ A%g+ Bn+2ABq+3A2Bs)y? + (I + An+ A%2q + A3s)y> =0
= {b=-B(n+Aq+A2), d = (A- B2q - AB2s)/B,
g=—(1+B2s)/B,l=-A(n+ Agqg+ A%s)} =
P(x,y) = (x - Ay — B)(-y + Bka? + B(Ak + m)xy + B(A%k + Am + p)y?)/B,
Q(z,y)=(x - Ay - B)(x — Bsz? - B(q+ As)xy — B(n+ Agq + A25)y2)/B).D
Sistemul {(2.6),(3.7)}. Functia k(z,y) arata astfel x(z,y) = z(sz3 + gy + nxy? + ly3)
si P(7,y) =y # 0. Deci, cautdm dreapta I, =y - Axr - B =0, A,B € R, B # 0. Identitatea
(s:r3+q:v2y+m:y2+ly3)|y:Az: (A31+A?n+Ag+s)x? = 0 se realizeazd, dacd s = —( A3+ A%n+Aq).
Astfel, Xi(z) = B(A+bB + B2l) + (1 + A2+ 2AbB + Bd + 3AB?l + B?>n)x + (A%2b + Ad + g +
3A2Bl + 2ABn + Bq)z? = 0, daci {d = (=1 + b2B2 + 3bB3] + 2B42 - B2n)/B, g = ~b - Bl -
b2 B3] - 2bB41% - BSI® + bBn + B3ln — Bq, A = —B(b + Bl)}. Determinim conditiile pentru
care dreapta invarianta [; are multiplicitatea doi. Aici, Xs(z) = (1 - bz — Blz)Xq1(2)/B,
unde Xoi(z) = B2(1+ 62 B2+ 6bB31 + 6 B4 — B2n) — 2B2(b+ b3 B2 + 2Bl + 1002831 + 20bB412 +
118513 - 3bB%n — 4B3In + Bg)x + (1 + 2b2B? + b*B* + 100B31 + 19b3B51 + 8 B*I? + 66b?> B6[? +
79bB71?+31B81*-2B?n—-8b? Bin—26bB%In-18 B1?n+ B*n?+30B3q+5B%q)x>-2B(1+b2B?+
5bB31 + 4B41? — B?n)(3b2 B2 + 6bB31? + 3B43 — 2bBn - 2B?In + q)x* + B2(3b2 B2l + 6bB3I? +
3B43-2bBn-2B2In+q)%r*. Identitatea X5(z) = 0 se verificd, dacd Xo1(2)=0= {I=0,n=
(1+62B?)/ B2, q = 2b(1+b2B?)/B} sau {n = (812-b*)/(2b%), q = (b*-32(2)/(16]), B = -b/(21)}.
Pentru Sistemul {(2.6),(3.8)} avem x(z,y) = 22(sa?+qxy+ny?) si P(v,y) = ((s+aq)yy+
any? + asy?)/s # 0. Examinam al doilea factor din k(z,y). Notam ¢% - 4ns = u?> = n =
(¢° - u?)/(4s) = r(z,y) = 2*(2sz + qy — uy) (252 + qy + uy)/(4s).
Fie l15 = 2sx+qy Fuy +v =0, sy(¢ Fu) # 0. Pentru dreptele x = (—qy + uy —v)/(2s),
ludm Y1 (y) = (v(4qs F 4su — 2gqy + dasy £ 2guy + ¢y F uy?) + (4¢%s + 1683 F 8qsu + 4su? —
4gq®y +4dgsy £ 8gqury F 8asuy F ddsury — dguy + ¢*>v2 F dquy? + 3uy?)y — 2(qF u) (gq® — 2dgs +
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4bs? F 2gqu + 2dsu + gu? £ quy —u?y)y?)/(8s?) =0 = {a = —(q Fu)(4s — 297 +7?%)/(4s7), b=
(-165° + dsu® + w?y(y - 29) = ¢*(4s + v(7v = 29)))/(8s*7), d = gq/s + (xu — @)/ (4s) - (¢* +
452 —u?)[(qyFuy)}. In aceste conditii Xo(2) = —102457(qF u)y3 Xoq(2)¢1(2), unde Xog(x) =
—(q Fu)y(4s — 297 +7?) + 2(8s? + 4qsu — 4su® F 2gquy + 2guy + quy? — u~y?)x si ((x) =
272(16¢2%s? + 64s* F 16gs%u — 4gq?sy — 16983y + dgsu?y — 4 svy? + 12qsuvy? — 8su?y? + g¢?y3 F
2gquy3+guy3)+2(qFu)v(16¢%s? +64s*F32¢s*u+1652u?-8¢> sy — 165372 £ 32qsuy? —24suy2 ¥
4gquyd+4guy3+ @2y F2quyt +uyh) x+ (16g* s2 +128¢2 s4+ 256 s6 F64¢3 s2uF 256 g s*u+96 g2 s>u? +
128s%u? F 64¢su3 + 1652u — 8q*sy? — 32¢%s34?% + 64¢3 suy? + 96¢qs3uy? — 160¢2 su~? — 64s3u?~? +
160gsu3~? — 56suy? + 8gq?u?~3 F 16gquy? + 8gut~3 + ¢*~* F 12¢3u~y?* + 30¢%u?~* F 28qui~* +
utyt)x? + 4(q F u)?uy(4g?s + 1653 F 8qsu + dsu? — ¢®>v? + dqury? — 3u?v?)x® + 4(q F u)*uyzt.
Dacd Xpq(z) = 0, atunci sistemul (2.6) este degenerat, deci Xyq # 0 (vezi Lemma 3.3.1).
Identitatea (i(x) = 0 ne oferd conditiile {u =0, v = i2\/q23+7433/q}.

Sistemul {(2.6),(3.9)}. Pentru acest sistem avem x(z,y) = 2?y(qx + ny), P(v,y) = y(n +
fry+fay)n#0si Q(x,v) = 0y* = (1 +dy+ny?)x—(g+qy)2? =0 = {b=0,9=~qy,d =
(=1-nv2)/~}. Conform acestor conditii polinomul Xs(x) = y(n+fqx+fny)(-ny2(1+fv)(-1+
ny?) = 2ngy3(1+ fy)x + (n - 2n°y2 = f@*y* + nPy*)x? + 2ngy (-1 + ny?)2® + ng*y?a?t) [(n*y?)
este identic zero, daca {q =0, n = 1/72}.

Fie [y =qx+ny+~ =0, ng #0. Atunci y = (—qz —v)/n si X1(z) = —(v(ng+bny - fqy) +
(n3 +ng? - dn?vy +2bngy - f¢?>y +n?y?)x +n(gn? —dnq + bg® + ngy)z?)/n? =0 = {y=q/g, b=
(fg-gn)/n, d=(g°n*-g*ng* +n?¢* + fgq*)/(gn*q) }. Dreapta Iy, i.e. y = (~gz —~)/n, nu are
multiplicitatea doi, dupa cum Xs(z) = —q(gn - fq)(1 + gz)(¢*(g3>n? — fg*ng + ¢°¢> — gng® +
fa®) +29q*(g°n? + ¢°¢* - 2gnq® + f¢*)x + g(g*n* + 2¢9*n?q? - 29n3q* + g*q* - 5g*ng* + n?q* +
f90®)2? = 2g°nqg*(g°n® + g%¢ — ng?)x® + g3n’q*x*) [(g*n?) £ 0.

Sistemul {(2.6),(3.10)}. Pentru acest sistem avem r(x,y) = gz3y. Dacd ¢ = 0, atunci
dreapta de la infinit are multiplicitatea patru si acest caz a fost studiat mai sus. Daca ¢ # 0,
atunci sistemul are deja dreapta invarianta [ = cx + 1 = 0. Luand in cosiderare ged(P, Q) =1,
Yo(y) = (¢ =g+ cdy — qy — bc?y?)(c - g + bc?y? + A3y?)/c* = 0, dacd {b = —-¢, g = ¢}. Cautam
dreapta invarianta de forma y —~ = 0. Pentru aceasta dreaptd multiplicitatea algebrica si
multiplicitatea paralela sunt egale. Astfel, Q(z,v) = -072 - (1 +dy)x - (g +qvy)z?> =0 =
{b=0,v=-1/d, q = dg}. In aceste conditii Q(x,y) are forma: Q(z,y) = —x(1 + gz)(1 + dy),
si, prin urmare, dreapta invarianta 1 + dy = 0 nu are multiplicitatea paralela doi.

Sistemul {(2.6),(3.11)}. Functia x(x,y) arata astfel: x(z,y) = y?(nz+py)?/n. Daci y =
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atunci Q(z,7) = =7*(b+py) - (L+dy+ny?)r-g2? =0 = {g=0,b=-py, d= (-1 -n*)/7}
i in aceste conditii Xa(x) = (=1 + ny2)(=px + ny + fny? + p>43) (=22 — 2 + na?y? - fv3 +
2pzy?)[(ny?) =20 = n =1/

Pentru z = (-py —v)/n avem Yi(y) = py + (n* + p*)y + n(fn - bp)y* £ 0.

Sistemul {(2.6),(3.12)} are k(z,y) = y(qz + my)(ma? + pry + ry?)/m. Cautam dreapta
y+7 = 0. Pentru sistemul {(2.6),(3.12)} multiplicitatea algebrica si multiplicitatea paraleld a
dreptei y+7 = 0 este aceeasi. Deci, X1(x) = ¢v2(f +rv) + (m+cqy+pgy?)z+q(a+my)z? =0
= {f=-ry,a=(c+py)gy*, m=—(c+py)qv} = Xo(x) = —ry* = (c+2py)x+qy(c+py)2* £ 0.

Fie [y =x-Ay-B =0,B # 0 o dreaptd a sistemului {(2.6),(3.12)}. Astfel Yi(y) =
B(Am+aBm+aABq) + (m+ A?m +2aABm + Bem + B?m? + 2aA2Bq + ABcq + AB?*mq)y +
(aA%+Ac+ f+2ABm+Bp)(m+Aq)y?+(m+Aq) (A2m+Ap+r)y?)/m =0 = {a = —Am/(B(m+
Aq)), c=-m(1-A%2+B?>m+ AB2%q)/(B(m+ Aq)), f =-(-Am+ AB?*>m? + B?>mp+ A2B?>mq +
AB2p)(B(m + AQ)). 1 = ~A(Am + p)) si Ya(y) = (Bm + (Am — q)y) (- Bom>(~1 - A +
B?m)+2Bm?(A+ A3-3AB?>m - B?p- A2B?q)y + m(m+2A%2m + A*m - 2B?>m? - 8A2B?>m? +
B*m? - 3AB?mp - 6A3B?>mq + 2AB*m?q + B?pq - 2A2B?pq + A2B*mq?)y? — 2Bm(2Am +
p)(m+ Aq)(1+ A% - B?m - AB%q)y? + B%2(2Am + p)?2(m + Aq)?)/(B?>m?(m + Aq)) =0, daca
{m=1/B? p=A=0}.

Sistemul {(2.6),(3.13)}. In acest caz r(z,y) = y(qz+my)2(m2z+qry)/(m2q). Daciy =,
atunci Xq(x) = mgry2(bm + qrvy) + (m2qr + bm*y — fm3qy + emq@®ry + m3qr~? + ¢3r2~?)x +
ma*r(a+my) =0 = {a = -my, b=—qry/m, f = r(m?+cmqy + ¢?ry2)/(m3y)}. In aceste
conditii, dreapta y = v nu are multiplicitatea paralela doi, deoarece Q(x,v) = —mqry3+(m? -
m3y? = ¢*ry?)x - m*qya® # 0.

Pentruy = (-gz—v)/m = Xi(z) = (~gry(mg+bmy~fqy) - (m*qr+mg3r-bm*y+ fm3qy+
2bma?ry = 2f@3ry)z + q(bm — fq)(m3 = ¢?r)z?)/(m2qr) # 0 si pentru y = (-m2x —v)/(qr)
polinomul Xi(z) = (-my(m3¢®r — fm3qy + bmg?ry + m3y2 — ¢®>r+?) — (mS¢®r + m2¢*r3 —
2fmSqy + bmA@®ry + em*@®ry + fm3@3ry — emqir?y + 2mb+2 — 3m3¢2ry? + ¢*r?242)x + m(m? -
¢*r)(fmrq — em?@®r + ag®r? — mAy + mq?ry)x?)[(m2¢3r?) = 0, dacd {y = —-m3qr/(a(m3 -
¢*r)), b= (a?m3 +afm?+m3r —a2¢®r)/(amgqr), c = (afm4+m4r +a2¢®r?) [(am2qr)}. In acest
caz Xo(x) = —(-m2qr(a®>mb+afmb+mbr-2a?>m3¢®r —afm3q¢*r+aq¢*r?) +a(m3—-q¢?r)(a®>m” +
afm”+m7r —2a*miq®*r — afm*¢®r — a®?m3q¢®>r? + a?mq*r? + a?¢*r3)x) (mbqtr?(aPm” - 3amr -
fm™r — a®>m*q®r + 2a3m3¢%r? + a2 fm3¢*r? + am*@®r? — a3q¢*r3) - 2md¢3r(m3 - ¢?r)(a*m’ -

4a’>m™r — afmr — a*mA@®r + m7r? + a*m3¢?r? + 2a®>mr@®r? — a?m3¢?r? - atq*r3)x + ag?(m3 -
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¢*r)?(a*m'l = Ta?m r —afm'1r — a*m8q?r + 5m 112 + 2a*m7¢?r? + 5a>mBq¢?r? — 3a?>m7 ¢?r3 -
m8q?r3 — 2a*mAqtr3 + a*m3q¢irt + 2a’mAqtrt — a*q®r®)x? + 2a’m3q(m3 — ¢?r)3(a*m” - 2mTr -

a?

mA@?r + a?m3@?r? + m*¢?r? — a?q*r3)x® + a3mS(m3 — ¢?r)3x*) [(a"mS¢®r(m?3 - ¢>r)°) nu este
echivalent cu zero.

Sistemul {(2.6),(3.14)}. Avem k(z,y) = zy(qz + my)?/q st P(v,y) = ay?> + (1 + ey +
my?)y + (fg+m?*y)y?/q =0 = {a =0, f = -m?>y/q, ¢ = (-1 - m~?)/v}. Conform acestor
conditii P(x,y) = y(x—~)(—g+mqzy+m2yy)/(qy) si dreapta z—~ = 0 nu are multiplicitatea
paraleld doi. Daca y =, atunci Q(z,v) = —(fgy? + m(1 +dy + my?)z + qg(a + my)x?)/m =0
= {f=0,a=-my,d=(-1-my)[v} = Q(z,y) = —2(y — 7)(-1 + gzy + myy)/7, de
unde observam ca dreapta invarianta y — v = 0 nu are multiplicitatea paralela doi. Sistemul
{(2.6),(3.14)} nu are drepte invariante de forma gz + my +~y =0, gm~y # 0, deoarece X;(x) =
(—qy = (m?+ ¢ —dmy + cqy)x + q(dm — cq)x*) [m # 0.

Pentru Sistemul {(2.6),(3.15)} avem r(x,y) = (sz + ky)(ka® + ma?y + pxy? + ry) [k si
Xi(z) ==(k%x + s’z + sy) [k #£0, dacd y = (-sz — ) /k.

Fiely =y—- Az - B =0, A, B # 0. Identitatea (kz3 + ma2y + pxy? + ry3) |yeae= (k + Am +
A?p + A%r)a3 = 0 se indeplinegte dacd k = —A(m + Ap + A?r). Astfel Xi(z) = (-B(A?>m +
A2Bfm+ A3p+ A3Bfp+ Atr+ A*Bfr+ A2B?mr + A3B?pr + A*B?r?2 - Bfs— B%rs) - (Am +
APm + A2Bem + 2A3Bfm + A%p+ A*p+ A3Bep + 2A*B fp + A2B?mp + A3B?p? + A%r + ASr +
A4Ber + 2A5Bfr + 3A3B?mr + 4A*B?pr + 3A°B?r? — Bes - 2ABfs — B?ps — 3AB?*rs)x —
(a+ Ac+ A%f + Bm + 2ABp + 3A%2Br)(A?m + A3p + A%r — s)a?)[(A(m + Ap + A%r)) = 0
dacd {a = (m + Ap + A%r)(A2 - A2B?m - A3B?p - A*B?r + B2s)/(B(A?*m + A3p + Atr -
s)),c = (A(m+ Ap + A%r)(1 + AB?*p + A%2(B?*r - 1)) + B?(p+ Ar)s)/(Bs — A2B(m + Ap +
A2r)), f = (A%2(1 + B?r)(m + Ap + A%r) + B?rs)/(Bs - A2B(m + Ap + A?r))}. Polinomul
Xo(z) = (Bs+ (Am + A%p + A3r + As)x) Xo1(2)[(A2B2(m + Ap + A%r)2(A%m + A3p + A%r —
s)), unde Xo1(x) = B2(A?2m? + A*m?2 + 2A3mp + 2A%mp + A4p? + ASp? + 2A%mr + 2Amr -
A2B?m?2r-2AB?>m?2r+2A%pr +2ATpr -2 A3 B?>mpr -4 A° B?>mpr - A*B2p*r—2 A5 B2p?r + ASr2 +
A8r2-2A4B2mr2 -4 AB2mr? + A*B*m?2r? - 2A° B2pr? — 4 A7 B2pr? + 2 A% B*mpr? + AS B4p?r? -
ASB2r3 — 2A8B2r3 + 2ABAmr3 + 2A7B4pr3 + A8B*r* + AB*>mps + A2B?p?s + 4A%2B?*mrs +
5A3B%prs+4A4B?r?s —2A2Bimr2s — 2A3Bpris — 2ABir3s + Bir?s?) + 2B(A3m? + ASm? +
2A%mp+2A5mp— AL B2m?p+ ASp? + ATp? —2A5 B?mp? — AS B2p3 + 2 A5mr+2A"mr — A3 B?>m?r -
4A°B2m?r + 2A5pr + 2A8pr — 2A*B2mpr — 10AS B2mpr + A*B*m?2pr — A’ B?p?*r - 6 A7 B2p?r +
2A5Bimp?r + ASBAp3r + ATr?2 + A%2 - 2A5B?mr? — 8A"B?>mr? + 3AB4m?r? - 2AB?pr? -
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9AEB2pr2 +8ASBimpr2 + 5 AT B4p?r2 — ATB?r3 —4 A9 B2r3 + 6 AT B*mr3 + TA3 Bpr3 + 3A9 B4rt +
AB?m?2s+4 A2 B?mps+3A3 B?p?s+ AB?>mrs+8A3 B*mrs+ A2 B2prs+10A*B2prs—2 A% B*mprs—
2A3B4p?rs+ A3 B2r2s+7 A% B2r2s—6 A3 Bimr2s—8 A* Bpr2s—6 A5 Br3s+ Biprs?+3AB4r2s?)x+
(A2m? + 2A%m?2 + ASm? + A2B?m3 — 2A*B?m3 + 2A3mp + 4A°mp + 2A7"mp + 2A3B?>m?p —
1045 B?m?2p+ Ap2+2A5p? + A3p2+ A4 B2mp? - 14 AS B?>mp?+ A* BAm?p?> -6 A" B2p? +2 A% Bimp3 +
ASBAp* + 2A%mr + 4ASmr + 2A8mr — A*B?m?2r — 16 AS B2m?2r + 2A* B*m?3r + 2A5pr + 4A7pr +
2A%r — 4A5 B2mpr — 40AT B2mpr + 14 A5 B*m?2pr — 3ASB2p?r — 24 A8 B2p?r + 24 AS Bimp?r +
12A7B*p3r + ASr2 + 2A8r2 + Al0r2 — 545 B2mr? — 26 A3B?mr? + 19AB*m?2r? — 6 A" B?pr? —
30A°B?pr? + 54 A" Bimpr? + 36 A3 Bip?r?2 - 3A3B?r3 — 12A0B2r3 + 32 A8 B4mir3 + 40 A° Bipr3 +
15A0 B4 + 3A2B%2m?2s + 2AB?>mps + 11A3B?mps + 2A2B?p?s + 8A*B?p?s — 2A2B*mp?s —
2A3B*p3s+6A2B*mrs+ 18A*B?mrs —4A2B4m?2rs + 8 A3 B2prs + 23A° B2prs — 24 A3 Bimprs —
22A4B4p?rs + 6A*B?r?s + 15A5B?r2s — 34 A*B*mr?s — 50A5 Bpr2s — 30ASB4r3s + Bip?s? +
2B*mrs? + 10AB*prs? + 15A2B4r2s%)22 + 2B(m + 2Ap + 3A%r) (A?2m + A3p + A*r — s)(-Am -
Adm — A%?p— A'p+ A2B?mp + A3B?p? — A3r — A%r + 3A3B?mr + 4A*B?pr + 3A°B?r? — B?ps —
3AB?rs)x® + B2(m + 2Ap + 3A%r)2(A%m + A3p + A%r — s)22%. Identitatea X5(x) = 0 implica
Xoi(z) =0 = {m=(A%2-2)r,p=(r-2A%r)/A, s = -A%(B?*r - 1)/B?} sau {p = -3A(1 +
A2 u? £ (1+ A%)u/B, r =u?(1+ A2?)}, unde u este un parametru.

Sistemul {(2.6),(3.16)} are x(z,y) = (sx + ky)2(k3x? + kpsxy — rs?xy + krsy?)/(sk?). Din
ks # 0 rezulta ca sistemul poate avea o dreapta invariantd de forma y - Ax — B =0, B # 0.
Pentru aceasta este necesar ca Xi(z) = (Bks(Ak® + ABfk® + AB?k3r + Bfk?s + Bgkrs +
B%k?rs—aBrs?) +s(k*+ A2k*+ ABck* +2A2Bfk* + AB2k*p+3A2B%kAr + Bek3s+ 2AB fk3s +
Bgk?ps+ B?k3ps+2ABgk*rs+3AB%k3rs—aBkps? —2a ABkrs? - Bgkrs?+aBrs®)x+ (ABES +
aAkis+ A%ckts+ A3 fk*s+gk*s+ BkPs+2A2Bkips+3A3 Bkirs+ Ack3s? + A% fk3s? + Agk?ps® +
3ABK3ps?+ A2gk?rs? +3A2Bk3rs? —aAkps3 + Bk?ps® —aA%krs® — Agkrs3 — ABk?rs3+aArs* -
Bkrs*)z? + k(Ak + s)?(k® + Akps + A%krs — Ars?)x3)/(k*s) = 0 = A # 0 si doud serii de
conditii:

g=s(aB-1)/(Bk), p=k(k?-2s2)/s%, r=-k2/s; (3.54)

c=—(1/(A%2Bk?s(Ak + 5)))(-A2B2k5 — A%k3s + a A2 Bk3s — 2AB%k*s
+aABk?s? — B2k3s? — Atkrs? + aA*Bkrs? + aA3Brs3),

f=—(1/(ABK2(Ak + 5))) (A2k3 + A2B2k3r + A%krs — aA2Bkrs (3.55)
+2AB%k*rs — aABrs? + B2krs?),

g=(A%2-aA2B+ AB%k + B2s)[(AB), p=—-((k3+ A%krs — Ars?)[(Aks)).
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In conditiile (3.54) A = —s/k, Xo(x) = —Xoq(2) Xgo(x)/(B2kS52), unde

Xoa(x) = Bk%s(B?k* — s — Bfs) — k(B%k* + Bcks? + B2k?s? — s3 — 2B fs3)x — s*(ak? -
cks + fs?)x? si Xoo(x) = B2k%*(k* + Bfk?® + Bcks + s> — Bfs?) + (aBk? — k? - Bcks — s% +
Bfs?)x(2Bks — (k? + s?)x). Dacd Xy4(x) =0, atunci sistemul cubic este degenerat, iar daca
Xoo(x) =0, atunci {a=-f, c=(Bfs?-k?>-Bfk?-s?)/(Bks)}.

In conditiile (3.55) Xa(x) = —Xog(2) Xga(x) /(A5 B2k6s2( Ak + 5)2), unde

Xoa(z) = ABs(Ak(k — Ar) + B(aA - Bk)r(Ak +s)) + (A3k(Ar - k)s + B(aA - Bk)(Ak +
s)(A?rs —k?))z s

Xoo(z) = A2B2s2(A%kS + aA2BES — A2B2kSr — 2A*B2EkSr + A*BAkSr? + Ak*s + A3kis +
aABk s—A%2kPrs+a A2 Bk3rs—2AB2kArs—5A3 B2kirs+ A B2k3r2s—a A B3k3r2s+4 A3 B kAr? s+
aABKk?rs?— B2k3rs?—4A2B?k3rs? + 2A3 B2k?r2s2 - 3a A3 B3k?r2s2 + 6 A2 B4k3r2s? — AB?k?rs3 +
A2B2%kr2s3 — 3aA2B3kr?s3 + AABYk2r2s3 — aAB3r2s* + B4kr?st) + 2ABs(Ak + s)(A3B2kS -
A3BAkSr + A3kts + ASkAs + 2A2B2kSs — 2A3 B?kArs — 3AP B?kArs + aA3 B3kirs — 3A2B4kSrs +
2A°BAkAr?s+ AB?k*s? -2 A2 B2k3rs? -5 A B2k3rs? + 2a A2 B3k3rs2 —3ABAkrs? + A5 B2k?r?s? -
aA®B3k2r2s2+6 At B4k3r2s2 -2 A3 B2k?rs3+aAB3k?rs3 — BAk3rs3+ A*B2kr?s3 —2a A* B3kr2s3 +
6A3B*k2r2s3—-a A3 B3r2s4+2 A2 B4kr?st ) x+(Ak+s) (A3 B4k8+2 A3 B2kSs+4 A° B2kSs—a A3 B3kS s+
3A2BYk7s—6APBkSrs + A3k1s? + 2A%kAs2 + ATkAs?2 +2A2B?k5s? + TAY B2kPs? — 2a A’ B3 k5 s +
3ABY6s2-5A° B2k*rs?—6 A" B2k*rs?+2a A5 B3 k*rs?—18 A* B4kSrs?+6 A B*k*r2 s +3 A3 B2 k4 s3 -
aAB3k*s3+ Bk5s3 -TAYB2k3rs3 —11AS B2k3rs3 + 4a A B3k3rs3 — 18 A3 B4kArs3 + ATB2k?r2s3 -
aA"B3k2r2s3 + 19A5B4k31r2s3 — 2A3B2k?rs* — 5A°B2k?rs* + 2aA3B3k?rs* — 6A2B4k3rst +
ASB2kr2s4—2a A5 B3kr2s*+21 A° B4k2r2st—a A5 B3r2s2+9 A B4 kr2s5+ A3 B4r2s5) 12 +2 AB( Ak +
$)3(-k? + A%rs)(-AB?k* — Ak?s — A3k%s — B%k3s + 2A3B?k?rs + 3A2B?krs® + AB?rs3)a3 +
AB2(Ak + s)°(—k? + A2%rs)%azt.

Dacd Xyq(z) = 0, atunci sistemul cubic este degenerat, iar dacd Xaso(x) = 0, atunci
{r=FkK2[(A%s), A2B2%k?- A%s- A*s+2AB?ks + B%s? =0}.

In asa mod, am demonstrat urméatoarea lema:

Lema 3.3.2. Sistemele (2.6) au o dreaptd invariantd reald afind de multiplicitatea doi gi
dreapta de la infinit Z =0 de multiplicitatea cel putin trei, dacd st numai dacd se indeplineste

una dintre urmdtoarele treisprezece serii de condifii:

a=c=f=k=l=m=p=r=0,d=-2/B, g=-b(2+12B?),

(3.56)
n=(1+02B2)/B2, q = 2b(1+12B2)/B, s = b3(1 + 12 B2);
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a=c=f=k=m=p=r=0,d=-(b*-161%)/(4bl),

(3.57)
g=-b,n=—(b"=8I2)/(20?), ¢ = (b* - 3212)/(161), s = b*/4;
a=(£2¢%s £ 4s% + gq\/s(q? + 452)) [ (2s\/s(q* + 4s?)),
b=q(£2¢%s £ 853 + gqr/s(q* + 45?)) [ (4s2\/s(q? + 4s?)),
c=q(£2¢%s £ 45> + gg\/s(q? + 4s%)) [(25%\/s(q* + 4s?)), (3.59)
d=(£q?s +4s% + gq\/s(q? + 452)) [ (s\/s(q? + 4s?)), .
f=q*(£2¢%s £+ 483 + gg\/s(q? + 45%)) [ (8s3+/s(q* + 45?)),
n=q¢*/(4s), k=l=m=p=r=0;
a=b=c=0,d=-2/y,n=1/4* g=k=l=m=p=q=r=5=0; (3.59)
a=f=k=l=m=n=p=r=s5=0,b=-c,g=c, q#0; (3.60)
a=0,b=-py,c=-2py,d=-2/v,9g=k=0,n=1/+2,
Py Py /7, 9 [ (3.61)
L=p,m=q=0,7r=p*? s=0;
a=b=0,c=-2/B,d=-2Bq, f=9=0,
/ ¢.f=9 (3.62)

k=1=0,m=1/B>  n=p=r=s5=0,q%0;

a=2Br,b=2A(B%* -1)/B, c=2(A?-1)Br/A,

d=2(1-A2%)(B?* -1)/B, f=-2Br,m=(A%-2)r,

g=2A(1-DB?)/B, k=Ar,1=A(1- B?r)/B?, (3.63)
n=(2A%2-1)(B*-1)/B% p=(1-2A2)r/A,
q=A(2-A%)(B%*-1)/B?% s=A%(1- B?r)/B?

a=-Au(ABu+ A3Bu+ A?2+2), b=(ABu+1)(Bu+ A?Bu¥ A)/B,

c¢=2u(ABu+ A3Bu+1), d=-2(ABu+1)(ABu+ A*Bu+1)/B,
f=-u(Bu+ A’BuF A), g=A(ABu+1)(ABu+ A3Bu+2+ A?%)/B,
k=-A2(1+ A2)u(ABu+1)/B, 1=-(1+A?)u(ABu=+1)/B, (3.64)

m=A(1+A?)u(3ABu+2)/B, n=(1+A?)(ABu+1)(3ABu+1)/B?,
p=—-(1+A%)u(3ABu+1)/B, q=-A(1+A%)(ABu+1)(3ABu+2)/B?
r=u?(1+ A?), s=A2(1+ A?)(ABu £ 1)?/B?;

a=-f b=-g=s(1+Bf)/(Bk), c=(Bfs?>-k?>-Bfk?-s%)/(Bks),
d=(Bfs?-2k% - Bfk2)/(Bk2), | = -k, m = (2k2 — s2)/s, (3.65)
n=(k?-2s2)/s, p=k(k?-2s%)/s2, q=(2k% - s?) [k, r = =k?[s;
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b= (Ak - aABk - A%s —aBs)[(AB(Ak + s)),

c=2(Ak+ A%k — aABk — aBs)/(AB(Ak + s)),

d=2(aB-1)/B, f=(aABk +aBs-2Ak - 2A%k)[(A?B(Ak + s)),

9= (A% - aA2B + AB% + B25)/(AB), | = k] A%, m = k(Ak - 25)/(As),
n=(s-2Ak)/A% p=k(s—-2Ak)[(A2s), = (Ak -2s)/A,
r=k2/(A2%s), A2B%k? — A%2s — A*s + 2AB?ks + B2s? = 0.

(3.66)

3.3.1.  Integrabilitatea sistemelor cubice {(2.6),(3.56)}-{(2.6),(3.66)}.

Sistemele {(2.6),(3.56)}, {(2.6),(3.58)} sunt integrabile si au, respectiv, urmatorii factori
integranti:

w(z,y) = 1/(-B +bBx +y)*,

p(w,y) = 1/(2v/5(g? + 4s%) £ 2¢sx % ¢*y)*.

Sistemele {(2.6),(3.63)}, {(2.6),(3.64)} si {(2.6),(3.66)} au factorul integrant

p(z,y) =1/(-B - Az +y)?,

iar Sistemele {(2.6),(3.59)} si {(2.6),(3.61)} au factorul integrant

w(z,y) =1/(y =)

sl pentru aceste sisteme, punctul critic (0,0) este de tip centru.

Pentru  Sistemul  {(2.6),(3.57)}  ({(2.6),(3.65)}) prima marime Lyapunov
Ly = —(b*+1612)/(641) (L1 = (k%+s2?)?/(4ks?)) nu este egala cu zero si de aceea {(2.6),(3.57)}
({(2.6),(3.65)}) are focar in (0,0).

Sistemele {(2.6),(3.60)} si {(2.6),(3.62)} au prima méarime Lyapunov L; = —¢/4,q # 0
care este diferita de zero.

Astfel, am demostrat:

Teorema 3.3.1. Flie sistemul diferential cubic (2.6) are dreapta de la infinit de multiplici-
tatea algebrica cel putin trei i o dreaptd invariantd afind reald 1y de multiplicitatea dos.
Atunci, pentru acest sistem originea de coordonate (0,0) este punct critic de tip centru,

dacd gi numai dacd el are factor integrant de forma u(x,y) =1/13.
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3.4. Sistemele cubice (2.6) ce au dreapta de la infinit si o dreaptd reala afina

invarianta [; de multiplicitatile m(l.,) > 2, m(ly) > 3.

Sistemele, enuntate in titlul sectiunii, se obtin din sistemele din Lema 3.3.2 cu ajutorul
transformarii X =z/l;, Y =y/ly.

De exemplu, sistemul {(2.6),(3.56)} are [; = —B + bBx + y si transformarea X = x/(-B +
bBx +vy),=y/(-B+bBx +y), reduce {(2.6),(3.56)} la sistemul

X =Y +X2-3bBXY - 2Y2 + bB3B3X3 + 302B2X2Y + 3bBXY?2 + Y3,
Y =-X(1+WBB3X-Y),

pentru care infinitul are multiplicitatea doi, iar dreapta afina invarianta bBX +Y —-1=0¢e
de multiplicitatea trei.

In cazul m(Z) > 2, m(l,) > 3 (Figura 3.1 d)) are loc:

Teorema 3.4.1. Sistemul diferential cubic (2.6), pentru care dreapta de la infinit e de
multiplicitate algebricd nu mai mica ca doi, iar dreapta invariantd afina ly e de multiplicitatea

trei, are centru in originea de coordonate (0,0), dacd si numai dacd el are factor integrant

de forma p(z,y) =1/

3.5. Sistemele cubice cu focar fin si doua drepte invariante afine [;, /5, pentru

care m(ly) + m(ly) + m(le) > 5.

Consideram sistemul cubic (2.8) pentru care dreapta z — 1 = 0 este invarianta. Ea are

multiplicitatea algebricé cel putin doi, daca se realizeaza conditiile (2.9)-(2.12).

3.5.1. Dreptele l; si [, sunt reale si paralele.

Fie l1,ly € R[x,y],l1 || lo- Consideram I; = x — 1, iar Iy = x — a, unde « € R gi o # 0; 1.
Dreapta [y este invarinatd pentru sistemul (2.8), daca se indeplineste conditia (2.31).

Cazul m(ly) =1, m(ly) = 1.

Lema 3.5.1. Sistemul cubic (2.6) are doud drepte invariante reale distincte si paralele
li=x-1,ls=x-ca,a# {0,1}, m(ly)+m(ls) = 2 si dreapta de la infinit Z = 0 de multiplicitatea

cel putin 3, daca st numai dacd, se indeplineste una dintre urmdtoarele doud serii de conditii:

a=b=g=f=0,d=-cqf(c+1), a=-1/(c+1), (3.67)

m=-c-1, k=l=n=p=r=5=0,c*-2, ¢#0;
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a=b=d=f=0,a=-1/(c+1), m=-c-1,k=l=n=p=q=r=5=0, c+-2. (3.68)

Demonstratie. Pentru sistemul (2.8) cu conditiile (2.31), ce are deja dreptele invariante
li=x-1sily=(c+1)xr+1, vom rezolva identitatile {Cy(z,y) =0, C1(z,y) = 0} luand in
cosiderare cd polinomul x(z,y) # 0.

Polinoamele k(x,y) si Co(z,y) aratd astfel: k(z,y) = v(sz3+qx?y—(1+c)xy? +nxy?+1y3),
Co(z,y) = (1 + ¢)xr(x,y)(sx® - nxy? - 2ly3). Prin urmare, Cy(z,y) =0, dacd s=n =1=0.
In aceste conditii C(z,y) capata forma C1(z,y) = (1 + ¢)a3y(gqad + (d + cd - bg + cq)xy? +
2b(1 + ¢)y?). Identitatea C1(x,y) =0 are loc, daca:

1)b=g=0,d=-cq/(c+1),q+0= (3.67);

2)b=d=q=0= (3.68). O

Sistemele {(2.6),(3.67)} si {(2.6),(3.68)} au dreptele invariante paralele I; = x -1 =0 si
lo=(c+1)z+1=0.

Cazul m(ly) =2, m(ly) = 1.

In fiecare serie de conditii (2.9), (2.11) si (2.12) sistemul cubic (2.8) are P(a,y) = y(~1+
a)?#0, P(a,y) = —y(-1+a)(1+ fy+a+ca) £ 01 P(a,y) = —(-1+a)((1+a+ca)y+ fy?+aa?) #
0, respectiv. Prin urmare, dreapta reala Iy = x — a, a € R, a # 0;1 nu este invarianta pentru
sistemul dat.

In cazul Conditiilor (2.10) sistemul cubic (2.8) are deja dreapta invariant reald (1+c)z +
1 =0. Luand in cosiderare k(z,y) = —x%(2? + gx? — qry — y% + by?) # 0, polinomul Cy(x,y) =
(1+c)z*((1+g)x?—qry(b-1)y*)((1+g)x?+(2-b+c)y?) =0 pentru {g =-1;¢c=b-2;b# 0}.

Astfel, are loc

Lema 3.5.2. Sistemul cubic (2.6) are doud drepte invariante reale paralele m(ly) =
2,m(ly) = 1, si dreapta de la infinit Z = 0 de multiplicitatea cel putin doi, dacd i numai

dacd se indeplineste urmdtoarea serie de conditii:
a=f=1=0,c=b-2,g=-1,m=-b+1,k=n=p=r=s=0,b+0. (3.69)

Sistemul {(2.6),(3.69)} are dreapta invarianta [; = 2 —1 = 0 de multiplicitate algebrica doi

si dreapta invarianta Iy =1+ (b - 1)z = 0 de multiplicitate algebrica unu.

3.5.2. Dreptele |, st ly sunt reale st concurente.

Cazul m(ly) =1, m(ly) = 1.
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Sistemele ce verifica acestui caz se obtin din sistemele din Lema 2.3.3 prin aplicatia
transformarii (3.52). Astfel, luand, de exemplu, sistemul (2.35), transformarea (3.52) il

reduce la sistemul
X=(1-X)Y, Y=-X2X+gX-1)(dY -1),

pentru care infinitul e de multiplicitatea trei, iar dreptele invariante afine [y = X -1 si
[y =dY -1 au ambele multiplicitatea unu.

Cazul m(ly) =2, m(ly) = 1.

Pentru obtinerea sistemelor de configuratia cazului dat vom apela la Lema 2.3.4 si trans-
formarea (3.52). Ilustram cele spuse pe baza exemplului (2.39). Transformarea (3.52) reduce

(2.39) la sistemul
X=Y(1-X), Y=-(B’X-Ba(1+8)X?-2BXY -a*8X?+208X?Y - BaY?-3XY?)/B?,

unde o« = A+ B, =1+ A% + AB. Sistemul dat are infinitul de multiplicitatea doi, dreapta
invarianta X — 1 = 0 de multiplicitatea unu, iar dreapta invariantd (A+ B)X -Y - B =0 de

multiplicitatea doi.

3.5.3. Dreptele l; sily, I, =1, sunt complexe si paralele.

Consideram sistemul (2.46) ce are dreapta invariantd l; = x —« —1, i.e. pentru care au loc
conditiile: a= f=k=p=r=0,c=-2a/(a?+1), m=1/(a?+1).

Sistemul omogenizat al sistemului (2.46) are polinomul Cy(z,y) de forma: Cy(z,y) =
—(22+a?)(s2(1+a?)zb + gs(1 +a?)xdy + sxty? — (ng +1s) (1 + a?)x3y3 + 3sz?y%a? + 2qry3a? -
(n+n?+2lqg+n?a?+2lqa2)x?y* +nyta? —1(2+3n+3na?)xy® - 212(1+a2)y5) /(1 +a?)?). Luand
in considerare k(x,y) = x(sx3+qx?y+zy? +nxy? +1y3 + (sz3 + gy +nxy? +ly3)a?[(1+a?) £ 0,

identitatea Cy(z,y) = 0 are loc daca:
1)l=n=s=a=0; 2)l=n=¢q=5=0.

In conditiile 1) avem Ci(z,y) = —23y(gqa® — (d + bq)xy? — 2by?), care este echivalent cu
zero, dacd {b=d=¢q=0} sau {b=d=g=0}.

In cazul conditiilor 2), Cy(x,y) = y?(22 + a?)(dzy + 2bxy? — 2gza® —dya?) /(1 +a2)2 = 0 =
{b=d=¢g=0}sau {b=d=a=0}. A doua serie de conditii, obtinutd in acest caz, este
identicd cu prima serie de conditii, obtinuta in cazul 1).

In asa mod, a fost demonstratd urmatoarea lema:
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Lema 3.5.3. Sistemul (2.6) are doud drepte invariante complexe paralele gi pentru el
dreapta de la infinit e de multiplicitatea algebricd cel putin trei, daca se realizeazd una dintre

urmdtoarele trei serii de conditii:
a:b:c:d:f:k’:l:n:q:p:’[":s:o’m:l; (370)

a=b=c=d=f=g=k=l=n=p=r=s5=0,m-=1; (3.71)

a=b=d=f=g=k=l=n=q=p=r=5=0,c=-2af/(a2+1),m=1/(a2+1). (3.72)

3.5.4. Dreptele l; sily, I, =1, sunt complexe omogene.

In acest caz, considerdm sistemul {(2.6), (2.48)} pentru care y ¥ iz = 0 sunt drepte
invariante.

Sistemul omogen {(2.6), (2.48)} are polinoamele x(z,y) si Co(z,y) de forma: x(z,y) =
(@ +y)((m+n-r)z?+ ( +pay +ry?), Co(z,y) = —k(x,y)Co1(z,y), unde Cpi(z,y) =
[k2-k(l+p)+m(m+n-r)]zt+2[p(m+n-r)-kn]z3y+[p(l+p)—mn—-k(3l+p)+3(m+n)r-
3r2|a?y? - 2[ilm - (I -k +p)r]zy® - (Ip-nr)y*. Identitatea Cp1(x,y) = 0 ne oferd urmatoarele

serii de conditii:
1) m=Ilk/n,p=Fk, r=1k[n; 2) l=n=0p=Fk,r=m; 3)k=n=0p=0,r=m.

In Cazul 1) avem k(z,y) = (nz + ky)(nz + ly) (22 + y2)/n, iar Cy(z,y) = r(z,y) -
Cii(z,y)/(n(nx + ky)), unde C11(z,y) = n(=(b+ c)k(k -1) = (dk + a(=k + 1))n + cn?)x* +
2n(2ckn + d(-k? + n?))x3y + [-dk?l + d(4k + [)n? + n(20k(=k + 1) + ck(k + 41) + 2a(k - [)n -
en?)]x?y? + 20(2dkn + c(k = n)(k + n))xy® + [dk?l - k(b(k = 1) + c))n + (a + d)(k - [)n?]y*.
Identitatea C1p(x,y) =0 are loc, dacd {¢c=d=0,1=k} sau {c=d =0, a =bk/n}.

Cazul 2). Avem r(z,y) = y(kx + my)(z? + y?) si Ci(z,y) = k(x,y)Ci2(z,y)/y, unde
Ciaz,y) = (b+ )kat + 2dkady + (2bk — ck + dm)z2y? — 2emay® + (bk — dm)y*. Luand in
cosiderare faptul c& k(x,y) #0, Cia(z,y) =0, dacd {b=c=d=0} sau {c=d=k =0, m#0}.

Cazul 3). Avem k(x,y) = y(lz +my)(2? + y?) si Ci(x,y) = k(x,y)Ci3(x,y)/(lx + my),
unde Ci3(z,y) = l(al-(b+c)m)x*+((2a-d)?2=2(b+2c)lm+dm?)x?y? + (—4dlm+2c(l-m) (I +
m))zy? + ((a+d)?+(=b+c)lm—dm?)y*. Astfel, pentru x(z,y) # 0, identitatea Cy3(z,y) =0
are loc, dacd {a = bm/l,c =d =0} sau {c =d =1=0,m # 0}. Ultima serie de conditii,
obtinutd in acest caz, e identica cu a doua serie de conditii, obtinuta in cazul 2).

Prin urmare, are loc:
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Lema 3.5.4. Sistemul (2.6) are doud drepte invariante complexe omogene si pentru el
dreapta de la infinit e de multiplicitatea algebricd cel putin trei, daca se realizeazd una dintre

urmdtoarele cinci serii de conditii:

a=bkn,c=d=0, f=0bk/n,g=b,m=1k[n,q=1,p=Fk,s=n,r=1k/n; (3.73)
c=d=0,f=a,g=bl=k,m=k*/n,p=k, q=k,r=k?/n, s=n; (3.74)
b=c=d=0,f=a,9g=l=n=q=0,p=k,r=m, s=0; (3.75)
c=d=0,f=a,g=bk=1l=n=0,q=p=0,7r=m,s=0, m=0; (3.76)
a=bmfl,c=d=0, f=bm/l,g=b,k=n=0,q=1,p=0,r=m, s =0. (3.77)

3.5.5. Drepetele l; sily, I, =1; sunt complexe neomogene si concurente.

Fie 15 € Clz,y] N R[z,y], la = I1, I 4 o, si fie sistemul (2.50) pentru care aceste drepte
sunt invariante. Sistemul dat are polinoamele: k(z,y) = —(a—1)x?+(c—2a)zy+(1+f)y?)(y*-
2zyal+(a®+f%)2? si Co(x,y) = —k(z,y)Coz(x, y), unde Coz(z,y) = [¢* - (a-1)(a®+5%)(2-
a+d+a?+32)+g(ca®?-2a3+cf%+2a(a-1-52)) ]z +[2((a-1)(2(1 +d)a+ (c-b)(a? + B?) +
g(1+d+ 2+ f)(a®2+82) |23y +[2+d? +cg+2b(g-3a) + 2ca+a(-2(2+ f)g+a(c®-b(c-2a) -
2ca+(2+ f)(a?-1)))+28%2+ (=bc+ 2= f+2(b—c)a+2(2+ [)a?) B2+ (2+ f) 4 +a(-1-d+a(6b+
a+2fa)+[2+2f5%)+d(3+2ca+(f-1)a?+(3+ f)F?)]22y? +[2(b(2-a+d+2ca-3a?+ 3?) +
(1+ 1) (g+ (c=20) (0% + 82)))ay? + [12 - be+ 262+ Fa+ (14 F)(1+d+ (24 )02+ 52) ]y = 0

D{a=0-2+bc+ f-2ba)/(1+f),d=-(1+b>-bec+ f+(f+2)(2ba+ (1+ f)(a?+
BN/ +1), = (- c+2a) (2ba+ a2 + fa2 + B2+ F52))/(1+ )}

2){b=0,d=-2+a-a%-32% f=-1,9g=2(1 -a)a- (c—2a)(a®+ (%)};

3){b=c-2a,d=-2+a-2ca+3a%-52 f=-1,g=2(1-a)a, c-2a + 0}.

Cazul 1). Avem: k(x,y) = (bx+y+fy)(br—cx—y— fy+2xa)(y?—2zya+z2a?+x252) [(1+ f)
ydar Cy(x,y) = k(2 y)Cu (@, y)/((0x+(1+ fy)(1+ f)?), unde Cyy (z,y) = [20°a+ (1+ f)*(c-
20)2(a?+ 52)2-b(1+ f)%2(c-2a)(a?+ B2) (-2 —dea+ (9+2f)a? + 52+ 2 32) + b*(—dea + (13 +
S5f)a?+(1+f)B2)+203(a(-1+c2=f=c(9+5f )a+(5+ ) (3+2f)a?)+(1+ ) (—c+(3+2f)a) 5?) +
V2(1+ f)(a2ec+ (-T+5c2=3f)a=2c(13+4f)a? + (32+ f(17+ f))a3) + (2 = 2¢(5b+4f)a +
(L+)(=3+2(8+ f)a?)) B2+ f(1+ f)B1) ]t = 2[0° + b (-2c+4(2+ f)a) = (1+ f)* (¢ - 20) (? +
BAY(1+(2+ a2+ 2+ f)B2)+b(1+ f)2(a?+82) (1+2+ f—2¢(5+2f)a+(2+ ) (9+ f)a? +262 +
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fB+H2)+P(-1+2-f-2c(5+3f)a+ 82+ (3+2f)((T+3f)a?+ f52)) +b2(1 + f)(2c%a -
c(-1+7(2+ f)a?+(2+3f)82) +2a(-2+ 1302+ 552+ f(-1+2(6+ f)a?+2(4+ ) 5?))) |3y + (1 +
N34 -203(c-2(3+2f)a) +b?(-1-c2— f—defa+(23+ f(35+8f))a?+ 762+ f(11+4f)B2) +(1+
20254+ (14 £)(24 Fa2)+ (1+ )(1+2(2+ )a2) 82+ (1+ £) (24 £) 3+ 200(-1+ a2+ 2) -
A(a?2+62))-20(1+ f)(Ca+c(1+(1+ f)a?+(3+ fla?)—a(b+11a?+ 1152+ f(3+(9+2f)a? +
(9+21)5%)) 222 -2(1+ [)?[L?(c+2a) + (1 + )% (c-2a)(a?+ 52) +20(1+a? + %2+ f(1 + (¢c-
a)a+32)) ey = (1+ f)2 [0 (=1+ f) +b(c+2f (2+ fla) + (1+ f)?(1+(2+ f)o?+ (2+ f) ) Jy* = 0
= {b=0,c=2a,f =(-1-2a%2-25%)/(a®+ %)} sau {c = —=(B?>(-1+ f) +20f(2+ fla+ (1 +
DA+ 2+ a2+ @+ F)F)/b,6+2b(1+ o+ (1+ )(1+ 2+ faz+(2+ ))F]2) = 0.

Cazul 2). In acest caz k(z,y) = z(x —az - cy + 2ya) (y% - 2xya + 2202 + 2262) i Cy(x,y) =
k(z,y)Cha(z,y)/((z—ax—cy+2ya)), unde Cio(x,y) = [a(-2(-1+a)?a+ (-3 +(8-5a)a)ca+
4(-1+a)(-1+2a—-c?)a? —c(15 - 15a + 2)a3 + 2(7 - Ta + 3c?)a* — 12ca® + 8a¥) + (¢ — a’c -
4(-1+a)(-1+2)a-2c¢(T-Ta+c?)a? +12(1 - a + ?)a3 - 24ca* + 16a5) 42 — (¢ - 2a) (-1 +
a+c?—4dea+4a?) ]t + [2(a® + 2ca— a?(3+ (¢ — 2a)(e(2 + a?) = 2a(3 + a?))) + 5% - 2(c -
2a)(c - 3a+ca? —2a3)5% - (¢ - 200)2 8% + a?(-2 + 2ca - 3o + B2) + a(1 + a(-4c+ (6 + ) -
6ca? +8a3) — 2062 + (c - 4a)(c - 2a) %)) a3y + [(c - 2a0) (-1 + a? + 2aa(c + 2a0) + @ (-8 + 2 -
2ca) =452 + 4af? + c(c - 2a0) 82) |x?y? - 4(-1 + a) (c - 2a)axy? + (-1 + a) (c - 2a)y*. Luand in
considerare faptul ca x(z,y) # 0, polinomul Ciz(z,y) =0, dacd {c =2a,a = -(a?+ ?)}.

Cazul 3). Sistemul (2.50), in conditiile cazului 3), are polinomul x(z,y) = z(x —azx - cy +
2ya)(y? - 2zya + 2202 + 223?), iar C1(z,y) = k(z,y)Ci3(x,y)/z, unde Ci3(x,y) = [2a’a +
2aa(-1+ a2+ 52) —c(a? + 52)]x* + 2(-a? + a? + B2 + a(1 + 2ca - 5a? — 32))z3y + (¢ — 2a) (1 -
da + 2ca — o = 2)x?y? = 2¢(c - 2a)xy? + (¢ — 2a)y* # 0, pentru ¢ — 2 # 0.

Prin urmare, s-a demonstrat:

Lema 3.5.5. Sistemul (2.6) are doud drepte invariante complexe neomogene concurente
st pentru el dreapta de la infinit e de multiplicitate algebrica cel putin trei, dacd si numai

dacad se realizeazd una dintre urmdtoarele trei serit de conditii:

a=1,b=0,c=2a,d=g=0, f=(-1-2a2-23?)/(a?+ %), k=1=n=0,g=5=0 (3.78)
m=1+a?2+p% p=-2a(l+a?+p%))/(a®+52),r=(1+a?+5%)/(a®+ [?); ‘
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a=-(f3a?+5%)+2(alb+a)+ %)+ f2(1+2a(b+ 2a)

+45%) + f(1+ b + 4ba + 5a? +562)) (1 + f),

c==(0(=1+ ) +2bf(2+ o+ (1+ f)2(1+ (2+ f)a? +(2+ [)5?))/b,
d=-2+4a(b+a)+45%+ f3(a® + 82) + f2(1 + 20

+5a2 +56%) + f(3+ (b+2a)(b+4a) +85%))/(1+ f),
g=(2ba+a?+ fa?2+ 02+ fB2)(1+2a(b+a) +26% + f3(a? + 52)+
F2(1+2a(b+2a) +45%) + f(2+ b2 + dba + 5a? +562)) [(b(1 + f)),
k=(a?+82)(1+2a(b+a)+26%+ f3(a? + B2)+
F2(1+2a(b+2a) +45%) + f(2+ b + 4ba + 5a? + 532)) /b,
l==bm=(a(-2-2f2+0?+ f)-b(1+ f)(b+4f)

“2(1+ f)2(2+ f)a?) - (L+ f)(b+2(1+ f)(2+ f)a)5?)/b,
n=(1+2a(2b+a)+26%+ f3(a?+62) + f2(1 +2a(b+ 2a)

+462) + f(2+ (b+a)(b+5a) +552)) /(1 + f),
p=(1+2a(2b+a)+252+ f3(a®+ (5%)+

21+ 2a(b+2a) +48%) + f(2+ (b+ ) (b+ba) +552)) /b,
g=(a(-2-2f2+b2+ f)-b(1+ f)(5+4f)a-

21+ )22+ f)a?) - (1 + f)(b+2(1+ [)(2+ [)a)52) /(1 + f),
r=-1-fs=(a?+5%)(1+2a(b+a)+262+ f3(a?+ 5%)+
F2(1+2a(b+2a) +4082) + f(2+ b + 4ba + 5a? + 552)) /(1 + f),
b2+2b(1+ fla+(1+ f)(1+(2+ fa?+ (2+ f)5?%) = 0;

(3.79)

a=-(a?+05%),0=0,c=2a,d=-2(1+a?+ %), f=-1,g=2a(1+a?+ (3?), k=1

(3.80)
=m=0n=1+a?+5%p=r=0,q=-"2a(1+a?+p%),s=(a?+32)(1+a%+3?).

3.5.6.  Integrabilitatea sistemelor {(2.6),(3.67)}-{(2.6),(3.80)}.

Sistemul {(2.6),(3.67)} are prima marime Lyapunov L; = —=2¢ # 0, deoarece ¢ # 0. Prin
urmare, punctul singular (0,0) este de tip focar.
Sistemele {(2.6),(3.68)}, {(2.6),(3.69)}, {(2.6),(3.70)}, {(2.6),(3.72)} sunt integrabile si

au urmatorii factori integranti, respectiv:

p(z,y) = (1 -z +bx)(z - 1)@ SBeapld(b - 1) (y - do) +bd(d +y)/(x - 1)];

w(z,y) =1/((z-1)(A+z+cx)); plr,y)=1/(1+2?); p(z,y)=1/(1+2°-22a+a?),

iar punctul singular (0,0) al acestor sisteme este de tip centru.
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Sistemul  {(2.6),(3.71)} are prima méarime Lyapunov L; = -2q. Daca ¢ = 0, atunci
{(2.6),(3.71), ¢ = 0} se include in sistemul {(2.6),(3.70)}.

Sistemul {(2.6),(3.73)} ({(2.6),(3.75)}) are prima marime Lyapunov L; = 8(k—1) (L; =
8k), care se anuleazd pentrul = k ( k = 0). Astfel, sistemul {(2.6),(3.73),1 = k} ({(2.6),(3.75), k =
0}) este integrabil si are factorul integrant u(z,y) = 1/(2? + y2).

Sistemele  {(2.6),(3.74)}, {(2.6),(3.76)} au factorul integrant p(z,y) = 1/(2? + y?) si
punctul singular (0,0) de tip centru.

Sistemul {(2.6),(3.77)} are focar in originea de coordonate (0,0), deoarece Ly = -8 # 0.

Factorul integrant al Sistemelor {(2.6),(3.78)}, {(2.6),(3.79)} si {(2.6),(3.80)} este

pw(r,y) =1/(1 -2y +y? + 2wa - 2wya + 220 + 22 5%).

3.6. Sistemele cubice cu focar fin si trei drepte invariante afine [, [5, I3, pentru

care m(ly) + m(l) + m(l3) + m(ls) > 5.

Consideram [; =x —1=0. Dreapta Iy =y - Ar - B =0, A,B € R, B # 0 este invarianta
pentru sistemul (2.8), dacd ¢(z) =0, unde p(x) = (A -P(xz,y) + B- Q(m,y))|y:Ax+B.

Pentru sistemul (2.8) polinomul ¢(x) araté astfel: p(x) =-B(A+bB+ABf+B?l)—(1+
A% +2AbB + ABc+ Bd+2A%Bf - AB?f + 3AB%l + B*n)z — (aA + A?2b - AB + A%c - ABc +
Ad+A3f-2A2Bf+g+3A2Bl+2ABn+ Bq)z?+ (aA+ A2+ A%2c+ A3 f — A3l - A?n— Aq - s)z3.
Prin urmare, dreapta [, =y—Ax—B =0, A, B € R, B # 0 este invarianta pentru acest sistem,

dacd p(x) =0, adica

l=-(A+bB+ ABf)/|B? s=A(-A+aAB +aB?+ Bg)/B?,
n=(-1+2A%+ AbB - ABc- Bd+ A?Bf + AB*f)/ B2, (3.81)
qg=(2A-A%3-aAB+ AB?+ A2Bc+ AB%c+ ABd - Bg)/B?.

3.6.1. Dreptele 14, I, I3 sunt reale si distincte.

Fie ly,1s,13 € R[z,y].

Cazul m(ly) =m(le) =m(l3) =1 si ly || I

Consideram [; = x -1, iar Iy = 2 — «, unde a € R §i o # 0; 1. Pentru sistemul {(2.8),(2.31)}
determindm conditiile astfel ca dreapta l3=y - Ax— B =0, A, B €R, B # 0 si fie invarianta,
apoi conditiile ca dreapta de la infinit Z = 0 sa aiba multiplicitatea doi.

Sistemul {(2.8),(2.31)} are polinomul p(z) = -AB-bB? - B3 - (1 + A%+ 2AbB + ABc +
Bd+3AB?l+ B?n)x - (A%b- AB+ A%c- ABc+ Ad+ g+ 3A2Bl+2ABn+ Bq)x? + (A2 + A%c -
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A3l — A?n — Aq—s)x3. Dreapta l3=y—- Ar— B =0, A,B € R, B # 0 este invariantd pentru
acest sistem, dacd ¢(z) =0, i.e. {s=—-(b+Bl)(b+g+Bl), A=-B(b+Bl), n=(-1+B(-d+
B(b+Bl)(b+c+2Bl)))/B?, q=(-g+(b+Bl)(-2+B(-d+B(-1+b+ Bl)(1+b+c+Bl))))/B}.

In conditiile date, sistemul omogenizat, corespunzitor sistemului {(2.8),(2.31)} are polino-
amele k(z,y) si Co(z,y) de forma: r(x,y) = x(bBx + B%lx + y)(-bBx? - Bgx? - B?lz? -
xy — B%xy + b?B2%xy — B%cxy + bB%cxy — Bdzry + 20B3lxy + B3clay + B?zy + B2%ly?)/B?;
Co(z,y) = —(1 + ¢)zr(z,y)Cor(x,y)/B?, unde Coi(z,y) = B*(b+ Bl)(b+ g+ Bl)x® + (-1 +
B(-d+B(b+Bl)(b+c+2Bl)))xy?+2B2%ly3. Astfel, dreapta Z = 0 are multiplicitatea algebrica
doi, daca Coy(z,y) =0,ie. {d=-1/B,b=1=0}sau{g=-b,d=(-1+02B*+bB?c)/B, | = 0}.

Din cele expuse mai sus, urmeaza:

Lema 3.6.1. Sistemul cubic (2.6) are trei drepte invariante distincte ly,ls,l3 € Rz, y],
m(ly) = m(le) = m(l3) = 1, 1 || ls, si pentru el dreapta de la infinit e de multiplicitate
algebrica cel putin dot, dacd si numat dacd se indeplineste una dintre urmdtoarele doud serii

de conditii:
a=b=f=k=1l=n=0,d=-1/B,m=-c-1,q=-g/B,p=r=5=0,c+-1,-2; (3.82)

a=f=k=0,d=(-1+0*B*+bB?c)/B, g =-b, (3.83)
m=-c—-1,l=n=p=r=s=0,q=-bB(1+c¢), c+-1,-2.

Sistemul {(2.6),(3.82)} are dreptele invariante [; =x-1=0,lp = (1+c)z+1=0,13 =
y—B =0, iar sistemul {(2.6),(3.83)} are ly =x-1=0,l, = (1+¢c)z+1=0,l3=bBz+y—-B =0.

Cazul m(ly) =m(ly) =m(l3) =1 si ly || Is.

Consideram [y = z—1,1ar ly = y—-Az—-B =0, A, B€ R, B # 0. Pentru sistemul {(2.8),(3.81)}
determindm conditiile astfel ca dreapta l3 =y - Ax—B; =0, By € R, By #+ B, B; £ 0 sa fie
invarianta, apoi conditiile pentru care Z =0 e de multiplicitatea doi.

Sistemul {(2.8),(3.81)} are polinomul p(x) = (B - B)(B1(bBB; + A(B + By + BB1 f)) +
(B1+A2B1+B(1+AB;(2b+c)+B1d+A%2(1+2B; f) ) ))x+ B(A(a+d+A(b+c+Af))+g)2?) B2 = 0 =
{9=A(-a+1/B+1/B;),b=—-(A(B+B1+BB:f))/(BB), d = (-1+A%)(B+B)/(BB;)-Ac}.

In aceste conditii, sistemul omogenizat, corespunzator sistemului {(2.8),(3.81)}, are poli-
noamele x(z,y) si Co(z,y) de forma:

k(x,y) =x(Ax -y)((A+aBBy)x?+ (A2-1+ BBy + BBic)xy+ (BB1f - A)y?)/(BBy),

Co(z,y) = (Az —y)k(z,y)Coz(z,y)/(BB1), unde Coa(z,y) = (2a + A - aA?+ Ac)x® + (1 +
3aA+c+2Af )22y + A(2+2c+ Af)xy? + Afys.
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Astfel, identitatea Cy(z,y) = 0 are loc, dacd Cpa(x,y) =0, i.e. {a=0,c=-1, A=0} sau
{a=0,c=-1, f=0}.

S-a demonstrat:

Lema 3.6.2. Sistemul cubic (2.6) are trei drepte invariante distincte ly,ls,l3 € Rz, y],
m(ly) = m(le) = m(l3) = 1, Iy || I3, si pentru el dreapta de la infinit e de multiplicitate
algebrica cel putin dot, daca si numat dacd se indeplineste una dintre urmdtoarele doud serii

de conditii:
a=0,c=-1,k=l=m=0,n=1/(BB;),p=-f,q=r=s=0, By + B; (3.84)

a=f=k=0,c=-1,1=A/(BBy),m=p=r=0,n=(1-2A2)/(BB),
q=A(A?-2)/(BB,), s=A?/(BB;), B, + B.

(3.85)

Cazul m(ly) =m(le) =m(l3) =1 i ly,ls,l3 sunt drepte concurente doud cdte doud.

Consideram [y = -1, iar [y = y—Az-B =0, A, B € R, B # 0. Pentru sistemul {(2.8),(3.81)}
determindm conditiile pentru care dreapta l3=y—- A1z - B1 =0, A;,B1eR, A+ A, B1 #0
este dreapta invariantd, apoi conditiile pentru care dreapta de la infinit Z = 0 are multiplic-

itatea doi. In aga mod, se obtine:

Lema 3.6.3. Sistemul cubic (2.6) are trei drepte invariante distincte gi concurente ly, o, 15 €
R[z,y], si pentru el dreapta de la infinit e de multiplicitate algebricd cel putin doi, dacd §i

numai dacd se indeplineste una dintre urmdtoarele sapte serii de conditii:

a=0,b=—(AB+ B2+ AB))/(BB.), c=-1,g=(AB+ B>+ AB, - BB,)/(BB),
d=(-B+A2B+2AB2+ B3 - By + A2B, - B2B,)/(BB.), f =0, k =0,
I=(A+B)/(BB), m=0,n=—(-1+2A%+3AB + B2 - AB, - BB,)/(BB1), (3.86)
p=0,g=(-24+ A%~ B+242B + AB? + By - A2B, - ABB,)/(BB,),
r=0,s=A(A+B-B)/(BB;), B+ By;

b=(-A+aAB+aB?)/B,c=(-a- A+ aA?+aAB)/A,
d=—(A-A%-aAB +aA3B + AB2 + aA2B? - aAB? — aBY)/(AB),
f=-a(A+B)/A, g=-(A-B)(-A+aAB+aB?)/(AB), k=-a, =0,
m=-a(-1+A%2+ AB)JA,n=(A+ B)(A-aAB-aB?)/(AB),
p=a(A+B)/A q=(-1+ A2+ AB)(-A+aAB +aB?)/(AB),
r=0,s=(-A+aAB+aB?)/B,a+0, B + By;

(3.87)
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b=a(-B+Bl+aBB1),c=(-1- BBy +aBB}+a’B?*B?)/(BB,),
d=—(B-aBB, + BB’ —>B3B2 - B3 — aBB? + a?B*B* + 3 B3B%) /( BB, ),
f=-(1+aB)/B,g=(1-aB)(-B+ By +aBB;)/B, k=-a,1=0,
m=-(-1+aBB?+a’B?*B?)/(BBy),n=-(1+aB)(-B+ B, +aBB,)/B,
p=(1+aB)/B,q=(-B+ By +aBB;)(-1+aBB?+a?B?B?))/(BB,),
r=0,s=a(-B+By+aBB),a+0, B+ By;

(3.88)

a=b=0,c=—(1+BB)/(BB.),d= (B B, - BB,)/(BB.), f =-1/Bi,
g=(B-B1)[B1,k=1=0,m=1/(BBi), n=-(B-B1)/B1, p=1/Bi, (3.89)
qg=—-(B-B1)/(BBy),r=s=0, B # By;

a=b=0,d=(1+B?+ B*+ B?c+3B%+3B*?+ B*?)/(B3(1 + ¢)?),
f=-1/B,g=-(1+B?>+B%)/(B*(1+c)), k=1=0,m=-1-c,p=1/B, (3.90)
n=(1+B?>+B2%)/(B?>(1+¢)),q=-(1+B?>+B?%)/B,r=s=0, c+ -1;

a=A’B f(1+Bf)/(B(1+B1f)),b=-A(1+Bf)/B,1=0,

¢=(-B-ABf - AB\f - BB, f - 2ABB, f2)/(B(1 + B.f)),

d=(-B-DB;,-BB\f - B2f +2A2B2f + 2A2BB2f?) /(BB (1 + B, f)),
g=-A(-2B - A2B, - ABB, - B2f - 3BDB\f - A’BB,f - AB*B,f - ABB2f
-B?’B,f?- BB?f?+ A2BB? 2 - AB?B3f?+ A2B2B2f3)/(B*(1+ B1f)?),
k=-A2Bif(1+Bf)/(B(1+Bif)), m=Af(B+ By +2BB[)[(B(1+B.f)),  (3.91)
n=(B+A’B,+ ABB,+ BB, f+ A2BB,f + AB?>B, f + ABB?f + AB?B?f?)/
(B?B1(1+ B1f)),p=-f,q=-A(B+B1+2BB:f)(B+ A?B,+ ABB, + BB f
+A’BB\f + AB?B,f + ABB2f + AB2B2§2) [(B3By(1+ B1f)2), r = 0,
s=A%(1+Bf)(B+A?B,+ ABB,+ BB, f + A2BB; f + AB?B; f

VABBY [ + AB2B2f?)/(B(1+ By f)?);

a=(A2- AB- ABc)/B,b=0,d=-2(1- A2+ AB + ABc)/B, f = -1/B,
g=1-2A2+2AB+c- A?c+3ABc+ ABc?, k=A(-A+ B+ Bc)/B,1=0,
n=(1-A2+ AB+ ABc¢)/B?,p=1/B,q=-(1+¢)(1- A2+ AB+ ABc)/B,
m=-1-¢,r=0,s=A(A-B-Bc)(-1+ A2- AB - ABc)/B2.

(3.92)

3.6.2. Dreptele l; st I, sunt complexe, iar I3 este reald.
Cazul ly 9 =2 —a£1.
Vom determina conditiile pentru care sistemul (2.46) admite dreapta invarianta reald

I3=y-Ar-B=0, A,BeR, B#0, apoi vom determina conditiile pentru care dreapta de la
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infinit are multiplicitatea algebricad doi.

Sistemul (2.46) are dreapta invariantd I3 = y— Ax—B =0, A, B € R, B # 0, dacd polinomul
o(x) ==(B(A+B(b+Bl))(1+a?)+[A%2(1+a?)+ (1+ B(d+ Bn))(1+a?)+ AB(-2a+2b(1 +
a?)+3Bl(1+a?)]x+[(g+Bq)(1+a?)+ A2(b+3Bl-2a+ (b+3Bl)a?)+ A(B+d+2Bn+(d+
2Bn)a?)]z? + [A(A(1+ Al+n) +q) + s+ (A(A(Al +n) + q) + s)a?]a?) /(1 + a?) este identic
zero, i.e.:

{A=-B(b+Bl),q=(1/(B(1+a2)))(-g+ (b+ Bl)(-2+ B(-d+ B(1+ (b+ Bl)?))) -
2B%(b+ Bl)?a+ (-g+ (b+ Bl)(-2+ B(-d+ B(b+ Bl)?)))a?), s =—(b+ Bl)(b+ g+ Bl), n =
(-1+ B(-d+ B(b+ Bl)(b+2Bl)))/B%- (2(b+ Bl)a) /(1 + a?)}.

In aceste conditii sistemul omogen, asociat sistemului (2.46), are polinomul Cy(z,y) =
zk(x,y)Cor(x,y)/(B2(1 + a?)?), unde k(z,y) = 2(bBx + B?lx + y)[2B3laya + zy(1 + o?) -
b2 B2xy(1+a?)-B2xy(1+a?)+ Bz (gx+dy) (1+a?)+ B2 (—xy+l(x-y) (x+y) (1+a?) ) +bBx(x(1+
a?)-2By(-a+BIl(1+a?)))]/(B%(1+a?)), iar Co1(z,y) = B2(b+Bl)(b+g+Bl)(1+a?)z3+(-1+
B(-d+B(b+Bl)(b+2Bl))-2B?(b+ Bl)a+(-1+ B(-d+ B(b+ Bl)(b+2Bl)))a?)xy?+2B2I(1+
a?)y3. Prin urmare, dreapta de la infinit Z = 0 va avea multiplicitatea algebrica doi, daca
Coi(x,y) =0, adica {d=-1/B,b=1=0} sau {g=-b, d=-1/B+bB(b-(2a)/(1+a?)), [ = 0}.

Lema 3.6.4. Sistemul cubic (2.6) are doud drepte invariante complexe si paralele, o
dreaptd invariantd reald st pentru el dreapta de la infinit e de multiplicitate algebricd cel

putin doi, dacd si numai dacd se realizeazd una dintre urmdtoarele doud serit de conditii:

a=b=f=k=p=l=n=r=s5=0,c=-2a/(a®+1),
d=-1/B,m=1/(a®+1), ¢ =-9/B;

(3.93)

a=f=k=l=n=p=r=5=0,c=-2af/(a?+1),¢=bB/(1+a?)
d=-1/B+bB(b- (2a)/(1+a?)),g=-b,m=1/(a?+1), b=0.

(3.94)

Sistemul cubic {(2.6),(3.93)} are dreptele invariante [y » =z —a+1, I3 = y— B, iar sistemul
cubic {(2.6),(3.94)} are dreptele invariante l; 5 =2 -« +14, l3 =y +bBx - B.
Cazul Iy 2 =y +ix.

Lema 3.6.5. Sistemul cubic (2.6) are doud drepte complexe omogene, o dreaptd invari-
antd reald si pentru el dreapta de la infinit e de multiplicitate algebrica cel putin doi, dacd

st numai dacd se realizeazd una dintre urmdtoarele doud serit de conditii:
a=d=f=0,c=-1,9g=b-1,k=m=p=r=0,q=1,s=n,1%0; (3.95)
c=-1,d=0, f=a,g=b-1,l=m=r=0,k=p=-a,q=k-a, s=n. (3.96)
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Demonstratie. Putem cosidera dreapta reala [3 = x — 1. Dreapta [3 este invariantd pentru
sistemul {(2.6),(2.48)}, dacd P(l,y) = a+k+ (L+c+m)y+ (a+d+p)y>+ry® =0, ie.
{r=0k=-a,m=-1-c¢p=-a-d}. In aceste conditii polinomul Cy(zx,y) are forma
Co(z,y) = —r(x,y)Coa(x,y), unde k(x,y) = —x(z + cx — nx + ay + dy - ly)(2? + y?), iar
Coo(z,y) = (1+2c+c—ad+al-(1+c)n)x*+ (2(1+c)(a+d) —2dn)x3y + (d*> —dl + a(d +21) +
n+en)x?y? +2(1+c)lzy + (a+d)ly3=0 = {a=d=0,c=-1,1#0} sau {c=-1,d=1=0}. O

Cazul lio=y—(a+fi)x -1, 5#0

Lema 3.6.6. Sistemul cubic (2.6) are doud drepte complexe neomogene si concurente,
o dreapta invariantd reald si pentru el dreapta de la infinit e de multiplicitate algebricd cel

putin doi, dacd st numai dacd se realizeazd una dintre urmdtoarele cinci serii de conditii:

a+w=b=1l=r=0,c=(-1+24a)/A,d=-2(1+w),g = (2Aa+2Aaw +w)/A,

(3.97)
f=-1Lk=w/Am==-2al/An=1+w,p=1/A,q=-2a(l+w),s=w)(1l+w), 8 #0;
a=1,b=0,d=-1, f=-2,g=k=w(2a-c),
f g ( ) (3.98)
l=n=q=s5=0,m=2ca—-40®+w,p=-c, r=1;
a=1,b=c-2a,d=40?>-1-2ca, f=-2,9=k=0,1=2a—¢, m = w,
(3.99)
n=2(c-2a)a,p=-2a,¢=w(a-c),r=1,s=0, c+ 2x;
a=1,b=0,c=2a,d=1/B, f=-2+(1-B)/(Bw),g=k=l=n=q=s=0,
JB. =2+ (- B)I(Be). g ; 100

m=(B(l+w)-1)/B, p=2a(l-B- Bw)/(Bw),r=(B+ Bw-1)/(Bw);

a=(A%2-2ABa+w(A2+B-A2B))/Q,b=A(B-1)(1+w)/Q,
c¢=(A(A%2-4Ba?+2Bw) +2A(-1+ B)(1 + Aa) —w(A-2Ba))/Q,
d=(A(A-2AB +2a) -w(1-2A%2+2A%RB))/Q,
f=(1-B-A(1+B)(A-2a)-2Bw)/Q, s=A%w(B-1)(1+w))/Q,
g=A2Aa(B-1)-w(A2+ B-2ABa-1) - Bu?)/Q, (3.101)
k=-Aw(-1+ A%+ B-2Aa+ Bw)/Q, r=(A?+ B-2Aa+ Bw-1)/Q,
I=A(1-B)(1+w)/Q n=A(B-1)(A+2a)(1+w)/Q,
m=(2Aa+w)(-1+ A%+ B-2Axa + Bw)/Q,
p=(A+2a)(1-A2-B+2Aa- Bw)/Q, g=A(1-B)(1+w)(24a +w)/9,

unde w =a? + 52, Q= B((A-«a)?+ 2).

Demonstratie. Fie I3 = x— A, A # 0. Dreapta I3 = v — A, A # 0 este invariantd pentru

sistemul (2.50), dacd P(A,y) = A%(a + Ag — 2Aa + 2aAa) + (1 + 2A2 — aA? + Ac + A%d +
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2A%ca - 3A%20% + A2 )y + (Ab— Ac+ f+4Aa+2Afa)y? - (1+ [y =0,i. e. {f=-1,g=
~(a-2Aa+2aAa)/A, c=-(1-Ab-2Aa)/A, d=—(2A - aA+b+2Aba + Aa? + AB?)/A}. In
aceste conditii polinomul Cy(z,y) are forma Cy(x,y) = —k(x,y)Cos(z,y)/ A%, unde k(z,y) =
—z(-Ax + aAzx -y + Aby) (y? - 2zya + 2202 + 2252) [ A, iar Coz(z,y) = (a?(1 + 2Aa) - A(b +
2a)(a?+ B2)+a(a?+ 2+ 2Aa(-1+a?+a?)))x* +2(-a?A+ A(a? + %) + a(b+ A(1 + 2ba — a? -
B2))) 3y + (a —4aAb+ (b+ )2 + B2+ Ab(1 + 2ba + 302 — 82))z2y? — 2Ab(b + 2a)xy? + Aby3 = 0
= {b=0,a=-(a?+32)} = (3.97).

Fiel3=y-Ax-B=0, A,BeR, B+0. Aceastd dreapti este invariantd pentru sistemul
(2.50), daca p(z) = (B-1)B(A+ AB+bB+ ABf)(-1-Bd+ A%2(-1-2Bf +3B?(1+ f)) +
AB((-1+B)(2b+c¢)-2B(2+ f)a)+B2(1+d+(2+ f)a?+ (2+ f)5?))z+ (aA(-1+ B) + A3(- f +
3B(1+f))-g+A%2(b(-1+B)+(-1+2B)c-4B(2+ f)a)+ A((-1+ B)d+ Ba(-2c+7a+2fa) +
B(3+2f)5%)+B(g+(c—2a)(a?+52%)))x?+(-1+a+ A%+ Ac+ A2 f -2 A ) (A2 -2 Aa+a?+32) 23 = 0
sau:

1){a=1, f=-2, A=c-2a, B=1};

) {a=1-A(A+c+Af-2a),b=-A(1+B+Bf)/B,d=(1-A2(1+B2(1+ f))+ AB(c-
Bc+2B(2+ f)a)-B2(1+(2+ f)a?+(2+ )5%))/((B-1)B), g = (-A3B(1+ )+ A2B(-c+2(1+
B+Bf)a)-B*(c-2a)(a?+ %)+ A(-1+ B+ B*(a(2¢- (5+ f)a) - (1+1)5%)))/((B-1)B)}.

In conditiile cazului 1) sistemul omogen, asociat sistemului cubic (2.50), are polinomul
Co(z,y) de forma: Cy(x,y) = —k(z,y)Cos(z,y), unde k(x,y) = y(-cx +y + 2xa) (y? - 2xya +
zr2a? + 2252), iar Coy(z,y) = g(g + ca? = 202 + ¢5% = 2a5%)x* + 2(1 + d) g3y + (1 + d? + 2bg +
(-3=(b-c)(c-2a))a?+c(g+2a)+ 52— (b-c)(c—2a)B? +d(2+2ca—3a? + [2))x2y? + 2(b+
bd — g + 2bca — 3ba? — ca? + 2a3 + bP? — ¢f? + 2a82)xy — (1 = b? + be + d)y*. Co(x,y) =0, daca
Cos(z,y)=0,i. e. {b=0,d=-1, g=(2a-c)(a?+5?)} sau {b=c-2a, d =4a?-1-2ca, g =0}
= (3.98) si (3.99), respectiv.

In cazul 2) sistemul omogen, asociat sistemului cubic (2.50), are polinomul Cy(z,y) =
—-k(x,y)Cos(x,y)/(B*(B -1)2), unde k(x,y) = (Ax —y)(Ax +cx + Afr +y + fy—2za)(y? -
2rya+x2a? + 22 52), iar Cos(z,y) = [-ASB2(1+ f)?2+2A°B%(1+ f)(-c+ (3+ B+ f+ Bf)a) -
B3(c-2a)?(a?+ 32)2+ AB?*(c-2a)(a?+ %) (-2+ 2B +4Bca - a?-9Ba? -2Bfa? - (1+ B +
2B)B?)+A*B(-(1+ f)(2+a2+52)-B?>(1+ f)(—4ca+(13+5f)a?+ (1+ f)p?) - B(c?-2(1+
f)=4dc(2+ fHHa+(12+ f(9+ f))a?+ f(1+ f)5?%)) - A%2(1- B(2+2ca+ (-3+ f)a?+(1+ f)5%) +
B3(a(2c+ (-7T+5c2=3f)a=2c(13+4f)a?+ (32+ f(17+ f))a3) + (2 =2c(5+4f)a+(1+ f)(-3+
28+ /)a2)) B2+ f(1+ )Y+ B2(1-6¢ca®+(9+ f)at—6caf?+a?(4+2+4f+2(5+ ) 82) + B2 (2 +
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(1+1)(4+5%))))+A3B(2B(1+B)c?a-c(2+a?+ 32+ B(-2+(9+2f+2B(9+5f))a?+ 52+ 2(B+
f+Bf)B?))+2a(3+ f+a?+ 52+ B(-2+3(2+ f)a?2+(2+43f) 2+ B(-1+15a2+35%+ f(-1+(13+
2f)a2+(5+2f)582)))))]x*-2[A°B(1+ f)(1+B*(1+ f))+ A*B(c(1+ B(-1+2B)(1+ f))-2(2+
F)A+2B2(1+f))a)+B%*(c-2a)(a?+52)(-1+ B(1+(2+ f)a?+(2+ ) ?))+ A(-1+ B(2+2ca+
(=2+f)a?+(2+ )82+ B3 (a?2+52)(1+ 2+ f-2c(b+2f)a+(2+ f)(9+ f)a?+26%+ f(3+ f) 5?) -
B2(1+(-1+2f)a?+(3+2f) 32 -2ca(-1+a2+32) +2(a?+ %))+ A3(1- B(2+2ca-3a%+ 5%+
f(1+a2+82))+B2(=?+2c(2+ f)a+2(1+ f)(1+2a2+262)) + B3(-1+ %= f=2¢(5+3f)a+ 5%+
B+2f)((T+3f)a?+fp?)))-A2B(2(-1+B)Bc?a+2a(-2- f-a? -2 +2B(f+2(1+a?+(32)) +
B2(-2+13a2+56%+ f(-1+2(6+ f)a?+2(4+ [)52)))+c(2+ a2+ 52+ B(-3+ (1+ f)a? + (-3 +
NB2-B(-1+7(2+ f)a?2+(2+3[)5%)))) |23y +[-1-AY(1+ B+ Bf)(1+ B(-2+3B)(1+ f)) +
A3B(-(-1+B)c(3+2B(1+f))+2(-4-3f+B(3+2f)(2-f+2B(1+f)))a)+ B(2+2ca+(-1+
Fa2 s (3+ 1))~ BH(02(5+ £+ (14 f)(2+ fa2) + (L ))(1+2(2+ Pa2) 52+ (L4 )(2+ )5+
2ca(-1+a?+5%)-c2(a?+ %)) - B2(1+ (2+ f)a*+2082+ (2+ f) 5* = 2ca(-2+ a2 + B2) + 2 (a2 +
B2)+2a?(-3+(2+ f)5?%)) + A%2(4+ B(-3-8ca+13a2-332 - f(-3+a2?+(32)+ B(-2-c*—4f -
de(=2+ a+2(-1+ f)(T+f)a?+2(1+ f)262)+ B2(1+ 2+ f+4efa-(23+ f(35+8f))a?-Tp2 -
f(11+41)5%)))+AB(-2(-1+B)Bc?a—(-1+B)c(-2-a?-2+2B(1+(1+ f)a?+(3+ ) 5%) ) +
20(1+ f+a?2+ 2 -B(6+4a2+45%+ f(4+ a2+ 32))+ B2(5+ 11a?2 + 1152+ f(3+ (9+2f)a? +
(9+21)52))))]2*y?-2(B-1)[A3(1+2B(1+ f))-A?2B(2a+B(1+ f)(c+2a)) - B?(1+ f)(c-
20)(a?+52)+ A(-1+ B(-1-2f +2ca-3a?+ 52 +2B(1+ a2+ B2+ f(1+ (c—a)a+3?)))) Jey® +
(B-1)[A2(1+B(2+3f+B(-1+f?)))+AB(c-Bc-2(2+ f)(1+Bf)a)+B(1+ f)(-1+ B(1+(2+
Ha2+(2+ f)52))]y*. Astlel, Cos(z,y) =0, dacd {c=2a, f=-2+(1-B)/(B(a?+5?%))} sau
{c=(A(A%2-2Ba?+2Bp?)+2A(-1+B)(1+Aa) - (A-2Ba)(a?+32)) [(B((A-«a)?+52)) f =
(1-B-A(1+B)(A-2a)-2B(a?+3?))/(B((A-«a)?+£2))} = (3.100) si (3.101), respectiv.

O

3.6.3. Integrabilitatea sistemelor {(2.6),(3.82)}-{(2.6),(3.101)}.

Sistemele {(2.6),(3.82)} si {(2.6),(3.84)} sunt integrabile, au urmétorii factori integrant,

respectiv:

wr,y) =1/ (z-1)(A+z+cx)(y-B));  wlz,y) =1/((x-1)(B-y)(Bi-y)),

i pentru aceste sisteme punctul critic (0,0) este de tip centru.
Sistemul {(2.6),(3.83)} ({(2.6),(3.85)}) are prima méarime Lyapunov Ly = 20B(1+c) (L; =
—(2A(1 + A?))/(BBy)) care se anuleazd pentru b=0 (A =0). Astfel, sistemul {(2.6),(3.83)}
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({(2.6),(3.85)}) este integrabil si are factorul integrant de forma p(z,y) = 1/((-1+z)(1+z+
@)(y - B)) (u(w) = /(2 - 1) (B -5)(By - 9)).

Sistemul {(2.6),(3.86)}. Daca anuldm prima méarime Lyapunov L; = -2(A+ B)(1+ A? +
2AB+B2-BB,)/(BB,) =0, atunci avem factorul integrant u(z,y) = (z —1)+(A+B)*)/(BB1).
(B+Ax_y)(—B(2+(A+B)2)+(1—A2+BZ)31)/(B—Bl)(Bl+(A+B)x_Blx_y)—2—A2+BQ+B(1+2A(A+B))/(B-Bl)
cexp[-(-1+ (A+ B)(B?>+ A(-1+2B?)+ B, - B2B, + A2(B+ By)))z/(BBy)].

Sistemul {(2.6),(3.87)} are factor integrant de forma

n(a,y) = IS £ (3.102)

unde ly =z -1,ls =B+ Az -y, l3=A+A(-1+aB)x+aB(Bx -y), fi=exp[A(-1+aB)z +
aB(Bz -y)];

ag = (-2aA3B%(-1+aB) - A*(-1+aB)?+a?B*(-1+ B%) + 2aAB?(-1 +aB)(-1+ B?) +
A?2(-2+ B(B-a(-2+ B(a+2B)))))/A2,

ay=-1+A%2-B?+a?B*>(A+B)?(1+A%2-B?)JA?2 +a(-(1+ A%2)JA-2(1+ A>)B-(1+
2A2)B2/A+2B3+ (2B*)/A+ (1 + A2)/(A-aB?)),

az=a(l+A?)/(aB?>-A), as=—-(A+B)(1+ A%?-B?)(aB?+ A(-1+aB))/(A?B);

pentru Ly = -2(a+ A+ aA? —aB?)(-A?2+aB - AB + aA?B +2aAB? + aB3)[A%? = 0.

La fel, Sistemul {(2.6),(3.88)}, cu Ly = -2(1+ BBy - B? + a®?B*B?)(1 - BB, —aB?B; +
B? +2aBB? +a?>B?B?)[(B?B;) =0, are factor integrant de forma (3.102), unde

li=a-1,1y = Bi+aBBiz—y, ly = B—(B-Bi-aBB))x~y, f = Exp[(B-Bi-aBB)z+y];

a;=(B1+B(-2+aB(1+(1+aB)Bi(B,+ B(-1+aBy)))))/B,

as=(-B1+B(-1+aBy(-1+ (1+aB)B;(B-(1+aB)By))))/B,

az=(1+aBB?+a?’B?B?)/(B1(-B + By + aBBy)),

ays=-(1+aB)(1+aBB}+a*B?*B?)/B.

Sistemul {(2.6),(3.89)} cu prima marime Lyapunov L; = —=(1+aB)(1+aBB?+a?B*B?)/B =
0 are factorul integrant pu(z,y) = (z — 1)=2*B/B1(B — y)~(B+BI)/Bi (B, + Bx — Byx — y)B(B-B1)
exp[(Bz - Byz —y)/B1] si are centru in (0,0).

Sistemul  {(2.6),(3.90)}. Fiely =x-1,ls=1+B(l+c)y, l3=-B*(1+c)+(1+B%*+
B%c)x+ B(1+c)y, f1=Exp[(1+ B?+ B%c)z/(B(1 +c¢)) +y];

a; =-(1+2B%+2B%)/(B*(1+c¢)),

as = (1-B?%-B2%)/(B*(1+c)),

az=(1+B?+ B2%)/(B?>(1+¢)?), ay=-1/B.

101



Daca Ly = 2(-1+ B%c+ B2¢?)(1 + 2B? + 3B%c + B?¢?)[/(B%(1 + ¢)3) = 0, atunci (3.102)
cu ly, lo, I3, f4 si aq, as, ag, oy, mentionati mai sus, este factor integrant pentru sistemul
{(2.6),(3.90)}.

Sistemele  {(2.6),(3.91)}, {(2.6),(3.92)}, {(2.6),(3.93)}, {(2.6),(3.96)}, {(2.6),(3.97)},
{(2.6),(3.98)}, {(2.6),(3.100)}, {(2.6),(3.101)} sunt integrabile, avand, respectiv, urméatorii
factori integranti:

p(x,y)=1/((x=1)(B+ Az -y)(BBy + BB?f + AByx + ABB, fx - By - BB1fy));
u(z,y)=1/((x-1)(B+ Az -y)(B - Ax + Bx + Bex — y));

p(x,y) =1/((y - B)(1+ 22 - 2za + a?);
z,y) = 1/((z - 1) (22 +y?));
z,y) =1/((x - A)(1 - 2y + y? + 2z - 2xya + 2202 + 22 52));

0

(
(
(
#(
p(z,y) =1/((-1-cx +y+2za)(1 -2y +y?+2za - 2xya + 2202 + 2252));
p(z,y) =1/((y - B)(1 -2y + y% + 2z - 2zya + 2202 + 22 3?));

p(z,y) =1/((y - B-Ax)(1 -2y +y? + 2z - 2xya + 2202 + 22 5%)).

Sistemul {(2.6),(3.94)} ({(2.6),(3.95)}) are focar in originea de coordonate (0, 0), deoarece
Li=-20BJ(1+0a2) %0 (L, = -8l % 0).

Sistemul {(2.6),(3.99)}, pentru L; = -2(c - 2a)(1 + 2ca - ba? - $2) = 0, are factorul
integrant p(x,y) = Exp[—(cx —y-2za)(a® + 52)](~1 - cx + y + 2xa)~2ce+50”+8* (_] 4y — x(a +
i3))- /D)~ (i(area®-207+e8>-2a8))/(26) (~1 + y — v + i B) (U (@rea®~207-206245(36+e8)/(26) i contru

in originea de coordonate (0,0).

3.7. Concluzii la capitolul trei.

In capitolul trei au fost supuse cercetirii sistemele SC (1:-1) cu drepte invariante de
multiplicitate totald cinci, inclusiv dreapta de la infinit care se presupune ca este multipla.

In urma acestei cercetdri au fost obtinute urmatoarele rezultate:

— au fost determinate conditiile pentru care dreapta de la infinit are mutiplicitatea alge-
brica cel putin doi (trei, patru, cinci, respectiv) pentru sistemele SC(1:-1);

— a fost determinata multiplicitatea algebricd maximala a dreptei de la infinit pentru
sistemele SC(1:-1);

— au fost clasificate sistemele SC(1 : —=1) cu dreapta de la infinit de multiplicitatea
algebrica cinci;

— au fost determinate conditiile pentru care sistemul SC'(1: -1) admite o dreapta invari-

antd reala afind multipla, multiplicitatea algebrica totala fiind cinci, impreuna cu dreapta
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de la infinit;

— au fost clasificate sistemele SC(1:-1) cu doud drepte reale sau complexe si cu dreapta
de la infinit, de multiplicitatea algebrica totala cinci;

— au fost clasificate sistemele SC'(1: -1) cu trei drepte reale si complexe si cu dreapta
de la infinit, de multiplicitatea algebrica totala cinci;

— au fost construite integralele prime Darboux sau factori integranti Darboux pentru
sistemele obtinute.

Clasificarea sistemelor cubice cu un numér maximal de drepte invariante, inclusiv dreapta
de la infinit, i ludnd in considerare multiplicitétile lor, a fost efectuatd in lucrarea [72] de
citre Llibre J. si Vulpe N. In [123] s-a aritat cd in clasa sistemelor cubice diferentiale mul-
tiplicitatea maximald a unei drepte afine reale (a dreptei de la infinit) este sapte. Sistemele
cubice cu doud drepte invariante afine reale neparalele de multiplicitate maximala sunt clasifi-
cate in [134] si [135] de cétre Vacarag O.

Tinand cont de rezultatele obtinute in capitolul trei, deducem urmatoarele concluzii:

1. Multiplicitatea maximala a dreptei de la infinit pentru sistemul SC(1: -1) este cinci.

2. Sistemul SC(1:-1) cu dreapta de la infinit de multiplicitate algebrica cinci are centru
in originea de coordonate (0,0), dacd si numai dacd, are integrald prima polinomiala.

3. Sistemul SC(1:-1) cu dreapta de la infinit de multiplicitate algebrica trei si o dreapta
invarianta reald afind de multiplicitatea algebrica doi, are centru in originea de coordonate
(0,0), daca si numai daca, are factor integrant de forma u(z,y) = 1/13.

4. Sistemul SC(1:-1) cu dreapta de la infinit de multiplicitate algebrica doi si o dreapta
invarianta reala afind de multiplicitatea algebrica trei, are centru in originea de coordonate
(0,0), daca si numai daca, are factor integrant de forma u(z,y) = 1/13.

5. In toate cazurile m(ly) + m(ls) 2 5, m(ly) +m(ly) +m(ls) = 5, m(ly) +m(ly) + m(ls) +
m(le) > 5, sistemul SC(1: -1) are centru in originea de coordonate (0,0), dacd si numai
daca prima marime Lyapunov este egala cu zero.

Rezultatele expuse in acest capitol au fost comunicate la conferinta internationala MITRE-
2019, conferinta IMCS-55, Conferinta stiintifica internationalda "Modern problems of Differ-
ential Equations and their application", dedicated to the 100th anniversary of the professor
S.D. Eidelman, 2020,Chernivtsi, Ucraina, si in cadrul seminarului stiintific "Ecuatii Difer-
entiale i Algebre", Univerisatea de Stat din Tiraspol (cu sediul la Chigindu), 27 noiembrie

2018 i 18 iunie 2019, si publicate in [116], [117], [119], [120], [115], [122].
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4. SISTEME DIFERENTIALE CUBICE CU SINGULARITATI (1:-2)
REZONANTE SI CU DREPTE INVARIANTE DE MULTIPLICITATE
TOTALA SASE SI SAPTE (INCLUSIV DREAPTA DE LA INFINIT).

Consideram sistemul cubic

(4.1)

= x(1+ agr + a1y + azer? + ag1xy + apy?) = P(x,y),
Y= ?J(—Q + b + booy + bor2? + by + b0392) = Q(% y)v ng(R Q) =1,

unde x,y sunt variabile, iar a,j, b;; sunt coeficienti reali.
Rezultatele principale din aceasta sectiune sunt expuse in urmatoarele 3 teoreme:
Teorema 4.0.1. Sistemul cubic (4.1) are drepte invariante afine de doud directii de

multiplicitate algebrica totala sase, dacda st numai dacd el are una dintre urmdtoarele cinci-

sprezece forme:

i=x(x-1)(ax-1), a#{0,1},5=y(y - 1)(by +2), b= {0,-2}; (4.2)
i=a(z-1)(az-1),a#{0,1},5 = -2y(y - )% (4.3)

@ =a(r-1)%9=y(y-1)(cy +2), c# {0,-2}; (4.4)
#=a(r-1)%9=-2y(y-1)% (4.5)
#=2((2-c)y+3cy® +2)/2,9=y(y-1)(cy +2), ¢ # {0,-2}; (4.6)
b= 2(e-1)(az - 1), = y(z +az - 2), a % {0,1}; (4.7)

& =a((1+d)y* +1),9=y(y-1)(dy+2), d+{0,-2}; (4.8)

b= a(z-1)(az-1),5=y(-2+ 3z + (a-2)2?), a # {0,1}; (4.9)
i=x(r-1)(ax-1),a+{0,1},9=y(py* +qy-2), ¢* +8p < 0; (4.10)
i=a(pr®+qr+1), ¢ —4p <0,y =y(y-1)(cy +2), c + {0,-2}; (4.11)
i=a(pr®+qr+1), > —Ap< 0,5 =y(ry® + sy —2), s> +8r < 0; (4.12)
i=x(x-1)%9=ylpy*+qy-2), ¢* +8p < 0; (4.13)
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d=x(pr?+qr+1), ¢*-4p<0,5=-2y(y-1)% (4.14)
@ =x(py’ +qy+2)[2,9=y(py’ +qy-2), ¢ +8p < 0; (4.15)
=x(pr® +qr+1), ¢*-4p< 0,7 =-y(2+qzx), (4.16)

unde a,b,c,d,q,p,r,s € R. Sistemele (4.2)-(4.16) sunt Darbouz integrabile si au, respectiv,

urmdtoarele integrale prime:
2(2+b)  2(2+b)

2a(2+b) 9 24b
4.2)-F(z,y) = (x - 1)@ora™ (ax - 1) @00 (y - )by~ (by +2);
F(CC y) — ey 11-2 2a(a$ 1)2a(y 1)(1 1,,1- a(x 1) -2.

2c+4

)-
)-F(2,y) = ewtam72¢(z - 1)"2(y - 1)>y~>"(cy +2)%
)-F(z, y)—61 s yiUQ(ﬁf D72 (y-1)"y;

)-F(2,y) = eFa 0 22(y - 1) "5 (ey + 2)y;

)-

)

)-

a4a

F(x,y) = emt 51 wz(fc 1)4a*-6a-1 (g — 1)y;
F(2,y) = a2y(dy +2) 77 (y - 1)
F(z,y) = v?y(ar - 1) H (e -1)
0) (ZL‘ y) (:L’ 1) aq,’ Ta (a;p 1)y % (y—f—q+\p/’_y)(a_1)(\/'_Y—Q)5(y+%)(a_l)(ﬂﬂ])ﬁ’ unde

(
_ _ 1280 Py A+ 8 5 128p%+¢3y -0 37 .
Y=¢>+8p, 0= 512ap5 /5 , b= 512ap° /4 )

(4.11)-F(z,y) = (y-1)a e (cy +2)y e (z + M)—(cﬂ)(ﬁ—q)ﬁ)(gy + %)(wz)(mq)v)’

unde \ = q2 —4dp, B = =22 +4qu66\/;3—\/5_\/_+:13\/_ = 162 +4pq31\6/c;3qj_\/‘+qs\/—

(4.12)-F(x,y) = x‘32P3A5(a:+%) (=N (16913 (2pp-+g— \) y~167°29 (1452 ) 1607 s(a-0)5+5/(5+45)
(2ry+s+p)/4pr, unde A = \/qQT, B=8r+52 v =@BANAp-2+A2), § = 1/(g+\)(16p3—);

(4.13)-F (2, y) = 9151 (1) P a0y ama? (2 22y -m-a2 (y+ £2) 40, unde A = /Sp + @, f =
2g)\ — 16p — 2¢2;

(4.14)-F (2,y) = 510D (y = 1)0a-2y 8 (x + G2) M50 (3 + L2) 2, unde A = />~ 4p, B =
gA = A%

(4.15)-F(z,y) = (py? + qy - 2)*xy/ (16p*);

(4.16)-F(x,y) = (pr? + qz + 1) ta2y.

(
(4.3
(4.4
(4.5
(4.6
(4.7
(4.8
(4.9
4.1

Teorema 4.0.2. Sistemul cubic (4.1) are drepte invariante afine de trei directii de mul-

tiplicitate algebricd totald sase, dacd si numat dacd el are una dintre urmadatoarele treisprezece

forme:
t=-r(r-1), y=y(y-D2-z-y); (4.17)
i=x(1-avy+(1+d)y*+ax), y=y(y-1)(dy+2); (4.18)
it=z(x-1)(ax-1), y=y(-2+3x +dy + (a - 2)2* - dzy); (4.19)
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=x(1-2fx+ f2a? +2fwy + (1 +c)y?), ¥ =y(y—1)(2+cy); (4.20)

&= 2(4f222 + 42 fry + A4+ O)y? + Scfr +4e2) [(4c2), §=y(y - 1) (cy +2);  (4.21)
i = ~y(16a2 - 24a3z — 853(_131( Za)lz(j ; fly)’— 8a2fry + f2y?)/(8a?) ; 422
i=a(r-1)(ax 1), = -y(f2y2 - 8fry +8(2 - a)x? - 24z + 8 fy + 16)/8; (4.23)
b=a(f22® +4Afoy —4y? —Afr+4)/4, 9= -2y(y - 1)% (4.24)
i=x(x-1)% g=-y(2b* - 3b%z + b?2* — 4by + 4bxy + 2y*) /(b*); (4.25)
t=x(x-1)((2+c)z-2)/2,9=y(y-1)(4- (4 +c)x +2cy)/2; (4.26)

t=x(x-1)(-2+22-¢)/(2+c), y=y(y—1)(4+2c— (4+c)x +2cy + 2y)/(2+¢c); (4.27)
i =z(x-1)(ax-1), y=-y(18a - 9a(1 +a)x + 6l(1 + a)y — Yalwy + 212y?)/(9a) ;  (4.28)
i=x(x-1)% §=-y(20% - 202z — 4by + 3bzy + 2y?) [V? (4.29)

unde abedf (a—1)(c+2)(d+2) #0 sia,b,e,d, f eR. Sistemele (4.17)-(4.29) sunt Darboux
integrabile si au, respectiv, urmdtoarele integrale prime (factori integranti):

(4.17)-F(z,y) = exv/ -1 (g - 1)(y -)(z+y-1)7"

(4.18)-F (z,y) = a2y (dy +2)"¢" “(y-az-1)2%;

(4.19)-F (z,y) = 22y(ax - 1)"2 (dy + 22 - 2)1;

(4.20)-F(z,y) = e2/=/Q=fe=9) 324(2 + cy)~C*le(fo +y - 1)72;

(4.21)-F(x,y) = e-8f2/Qev2fas®y) pd (yy — 1)=2-c2) (2fx + (2 + cy) ) ™4

(4.22)-F (x,y) = —efv/(alaz=1)~1y) (g — 1)20-292y(4a — 4a?x + fy)!

(4.23)-F(z,y) = elv/o=fy-9g2(qr — 1)"22oy (4o - fy-4)7;

(4.24)-F (z,y) = e2/2/C=fe=20) 320 (-2 + fz + 2y)~2;

(4.25)-F (x,y) = e¥/C0=2)-0 2y (b(x - 1) +y)L;

(4.26)-pu(x,y) = (20 + cx — 2)U@r) (y — 1)-(1+)/2+) (2 + car — ey — 2)~ () (4+26) -2y -3/2

(z=1)71%
(4.27)-pu(,y) = (2= 1)) (y— 1)-(+0)/(240) (2 = 2 — ¢)~1/2:-2/=3/2 (2 — cyy — 2) ~(4+0)/(4+20)
(428)—/,6(1', y) = (CL;C _ 1)1/(2—2&)(3ax _ ly _ 3)(2—@)/(2(1—2)(3@% _ ly _ 3&)(1_2a)/(2a_2).1‘_2y_3/2
(z - 1)(1/(2(1—2);
(4.29)-F(x,y) = e(1=2)/(by+b(@=1))) =2/6%=1/6* () 1 (2 — 1)) 1/0%
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Teorema 4.0.3. Sistemul cubic (4.1) are drepte invariante afine de patru directii de

multiplicitate algebricd totald sase, dacd st numai dacd el are una dintre urmdtoarele sase

forme:
r=z(r-1)(ax-1),
(2= 1)(az 1) )
Yy =—5y(2bg - 3abgz — abg(1 - 2a)z® - 2(b+ g)y + 2a(b + g)zy + 2y*) ;
rz=x(r-1)(ax-1),
| (1) (ar - 1) .
y=y(=2ng +3ngxr -ng(2 - a)z® + 2(n - g)y - 2(n - g)zy + 2y*)/(ng);
t=x(f+ fsx+ fPsx+ f2s222 - 292 + fy?)]f,
(f+ fsz+f f vy f (4.32)
y=0-y)y2f + fsz+ f2sz-2y)/ f;
= (x-1)%x, y=-y(2bg - 3bgx + bgx® - 2(b+ g)y + 2(b+ g)xy + 2y?)) /by ; (4.33)
i =x(1 —mx —n?x? —mnz?® + mzy - y?), y=-2y(1-y)? (4.34)
=x(4 - 2ndx - 2dfx + nd? fx? — nd?xy — d? fry + 4dy? + d*y?) /4, (4.35)

y=y(y-1)(2+dy),

unde am(a-1)(b-g)(n+g)(f-1)(n—f) #0 sia,b,d, f,g,n,m e R. Sistemele (4.30)-(4.35)
sunt Darbouz integrabile gi au, respectiv, urmdtoarele integrale prime (factori integranti):

(4.30)-F (2, y) = (z-1)2@ b= og=2+2/ay~1b9 (b(ax - 1) +y) (9(az 1) +y) 17/ (b(g9-b));

(431)-F(2,) = (2 - Da~20s(az — 1)(nz -y - D)y1="19(g + - g) s

(432) i) = (1 + 52— ) 2(f + Fsz - y)-GDR(y - 1)0-DI22(1+ fa - y) Y2y 02

(4.33)-F(z,y) = 2(b=g)y"9(b(z = 1) +y)9(g(x - 1) +y)™";

(4.34)-F (z,y) = x2Cn+m) (1 + n — y)~2y2*m((n +m)x +y — 1)~2(0+m);

(4.35)-F(x,y) = 22(=N(y - 1) 12+ =-Nyn-f (ndx — dy — 2)2*(df x — dy - 2)?/.

4.1. Multiplicitatea algebrica maximala a dreptelor z =a,y=a,a € C si Z =0.
4.1.1.  Multiplicitatea algebricd maximald a dreptei ©=0(y=0).

Vom determina multiplicitatea algebrica maximala a dreptei invariante z =0 (y = 0) a
sistemului (4.1). Pentru aceasta calculam determinantul F;(X). El are forma F,(X) =
2y(6 + w(z,y)), unde w(z,y) este un polinom de gradul sase si w(0,0) # 0. Expresia lui
E1(X) ne spune cd dreapta invariantd x = 0 (y = 0) are multiplicitatea algebrica exact egala

cu unu. In asa mod, s-a demonstrat urmatoarea lema:
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Lema 4.1.1. Pentru sistemul (4.1) multiplicitatea algebricd mazximald a dreptei invari-

ante =0 (y=0) este unu.

4.1.2.  Multiplicitatea algebricd maximald a dreptelor x = a,a € R*.

Fard a pierde generalitatea, consideram « = 1. Astfel, sistemul (4.1) poate fi scris in
urmatoarea forma
t=x(x-1)(ax+by-1) = P(x,y), (4.36)
y=-y(2+cx+dy+ma?+nxy+sy?) =Q(x,y).
Pentru (4.36) polinomul E;(X) arata astfel: F1(X) = zy(x - 1)(A2(y) + As(y)(z - 1) +
A(y(z - 1)2 + As(y)(z - 1)3 + As(y)(z — 1)* + A7(y)(z — 1)%), unde A;(y),j = 2,...,7 sunt
polinoame in y. De exemplu, As(y) = A21(y) A2 (y), unde Asi(y) = 2+c+m+dy+ny+sy?, iar
A (y) = -1+a?-c+ac—m+am+2(-b+ab-d+ad—n+an)y+(b>+bd+bn-3s+3as)y?+2bsy3.
Multiplicitatea algebrica a dreptei invariante x = 1 este cel putin doi, daca se realizeaza
identitatea As(y) = 0. Fie cd Ay(y) = 0. Deoarece GCD(P, Q) =1, atunci polinomul Ay (y)

nu este identic zero, prin urmare, cerem ca Ay (y) sé fie identic zero. Identitatea Ags(y) =0

se realizeaza, daca se indeplineste una dintre urmatoarele trei serii de condit;ii:
1)b=0,a=1; 2)a=1,n=-b-d, s=0; 3)n=-b-d,m=-1-a-¢, s=0.

In fiecare dintre cazurile 1), 2) si 3) multiplicitatea algebrica a dreptei z = 1 este cel putin
trei, dacd polinomul As(y) va fi identic zero. Astfel:

In Cazul 1) obtinem As(y) = Az1(y)Asi(y), unde Asi(y) = 2+ c+m+2(d +n)y + 3sy>.
Daca Az (y) =0, atunci deg(GCD(P,Q)) > 0. Prin urmare, As;(y) nu este identic zero, si,
in acest caz, multiplicitatea dreptei x = 1 este doi.

In cazul 2) avem {A3(y) = 4+4c+c2+4m+2cm+m?+ (b2 - 2bd —bed—b™ —bdm ) y2 + 2b2dy3 =
0,GCD(P,Q)=1} ={c=-3,d=0,m=1} = Ay(y) = -4b*y> £ 0.

Sistemul (4.1) are forma
i=x(x-1)(z+by-1),y=y(-2+3z -2 +bxy),b+0. (4.37)

In cazul 3) avem {As(y) = (=1 +a+by)(=6+6a—2¢ + 2ac+ (3b+be - 3d + 3ad)y + 2bdy?) =
0,GCD(P,Q) =1} ={d=0,c=-3,GCD(P,Q) =1} = Ay(y) = -2(-1+a+by)(-3+3a+
2by) # 0. Sistemul (4.1) aratd astfel

t=z(x-1)(ax+by-1),
y=y(-2+3z+ (a-2)x?+bry), (a,b) # (1,0)

(4.38)
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si are dreptele invariante: Iy =2 =0,ly34=2-1=0,l5 =y =0.

Observéam, ca sistemul (4.37) este un caz particular al sistemului (4.38).

Lema 4.1.2. Multiplicitatea algebricd maximald a dreptet invariantel = x—a =0, a € R*,
a sistemului (4.1) este trei. Dacd | = 0 are multiplicitatea algebricd trei, atunci printr-o
transformare de coordonate gi rescalarea timpului, sistemul (4.1) poate fi scris sub forma

(4.38) i dreapta l = x —1=0 este unica dreaptd invariantd paraleld la dreapta x = 0.

4.1.3. Multiplicitatea algebrica mazximald a dreptei y = 1.

Dreapta y = 1 este dreapta invariantd pentru sistemul (4.1), daca si numai daca (4.1)

arata astfel
t=x(kx?+ jry+ry?+ax+by+1) = P(x,y),

y=y(y-1)(cz+dy+2)=Q(r,y).

Pentru a determina in clasa sistemelor (4.39) multiplicitatea algebricd maximald a dreptei

(4.39)

y—1, scriem E;(X) astfel

Ey(X) = 2y(y - 1)(Ba(x) + Bs(x)(y = 1) + Ba(x)(y - 1) + Bs () (y - 1)°
+Bs(x)(y = 1)* + By (2)(y - 1)°).

Luénd in considerare GCD(P, Q) = 1, polnomul By(x) = Bo;(x)Bag(x), unde By () =
l+b+r+ax+jr+kr?gi Bya(r)=-2+20-3d+bd—d?>+2r+dr+2(2a—2c+ad—cd+2j +
dj)x + (ac — c? + 6k + 3dk + cj)z? + 2cka® este identic zero, dacid se indeplinegte una dintre
urmatoarele trei serii de conditii:

4) c=0,d=-2; 5)d=-2k=0,c=a+j; 6)k=0,c=a+jr=1-b+d.

In cazul 4) conditia GCD(P,Q) = 1 implicd Bs(z) = 222(a + j + kx)(2a + 25 + 3kz) # 0.

In cazul 5) avem {Bs(z) = (a + j)%(b + 2az)z2 = 0, GCD(P,Q) = 1} = {a = b =
0, GCD(P,Q) =1} = By(x) = 25222 # 0. Sistemul (4.39) capata forma

#=2(joy-y*+1), 9 =y(y-1)(2+jz-2y).j #0. (4.40)
In cazul 6) am obtinut Bs(x) = Bsy(2)Bsy(2), unde Bsy(z) = 2+d + ax + jz si Byy(z) =
4b+2bd+(6a+ab+3ad+bj)x+(2a%+2aj)x?. Presupunem Bs(x) = 0. Dupa cum GCD(P, Q) =1,

polinomul Bs;(x) nu este identic zero si, prin urmare, Bsy(x) este identic zero, i. e. {a=b=

0,GCD(P,Q) =1} = By(z) = (2+d+jz)(6 +3d+2jz) # 0. Sistemul (4.39) aratd astfel:

t=x(ry+(1+d)y>+1), y=y(y-1)(2+jx +dy), (d,j) # (-2,0). (4.41)
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El poseda dreptele invariante: [y =2 =0,lo=y=0,l345=y—-1=0.

Usor se observa, cd sistemul (4.40) este un caz particular al sistemului (4.41).

Lema 4.1.3. Multiplicitatea algebricd mazximald a dreptei invariante | = y—a =0, a € R*,
a sistemului (4.1) este trei. Dacd l = 0 are multiplicitatea algebricd trei, atunci printr-o
transformare de coordonate si rescalarea timpului sistemul (4.1) poate fi scris sub forma
(4.41). Dreapta |l =y -1 =0 este unica dreaptd invariantd a lui (4.41) paraleld la dreapta
y=0.

4.1.4. Multiplicitatea algebrica mazximald a dreptelor x = a,a e C\R.

Dreapta x = o, @ € C \ R este invariantd pentru sistemul (4.1), daca si numai daca (4.1)
arata astfel:
t=x(pr®+qr+1)=P(x,y), ¢>-4p<0, (4.42)
¥ =-y(2+cx+dy+ma?+nxy+sy?) = Q(x,y).
Pentru a determina multiplicitatea algebrica maximala a dreptei z = a, @ € C \ R, scriem

Ey(X) astfel:
E1(X) = xy(pz® + qrv + 1) (As(z,y) + As(x,y) (px® + gz + 1)),

unde

As(z,y) = (m?p — 2p? = 2mp? + 2empq + cp?q — m2q% — mpg? + (—2cmp? + 2¢p? + 2m2pq -
2p?q + mp?q - 2p3q + 2empg? + cp?q? - m2q® — mpg®)x + (=3dmp? - 3cnp? + 4dp? + 3mnpg +
np?q)y+(-2n2p?+2d?p3 —Amp?s+6sp?)y? + (—=3mnp? + 3cdp? + dnp? - 3dmp?q - dp?q + 3mnpq? +
np?q?)xy + (4ddnp?® — 2n2p?q + 4dep?s — dmp?qs — p3qs)xy? + bp3s(d + n)xy? + 3p3s2y*) [p3.

Multiplicitatea algebrica a dreptei invariante z = a, a € C \ R, este cel putin doi, dacid
are loc identitatea As(z,y) = 0. Luand in considerare ca coeficientii sistemului sunt numere
reale gi cd GCD(P,Q) = 1, ultima identitate ne furnizeaza urmétoarea serie de conditii:

{d=n=m=s5=0,c=q}. In acest caz obtinem sistemul (4.16) din teorema (4.0.1) care are

dreptele invariante: I} =1 =0, lp3 =1+ LT 2";_4” =0, lyp=x+ q_vzq;_4p =0, lg =y = 0. Pentru

acest sistem polinomul F; (X) are forma E)(X) = 2zy(3+¢x)(1+gx+px?)? si el nu se divide
la (pz? +qr +1)3.
Lema 4.1.4. Multiplicitatea algebricd mazimald a dreptei invariante complexe x = o, o €

C\R, a sistemului (4.1) este doi.
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4.1.5.  Multiplicitatea algebricd mazximald a dreptelor y=o,a ¢ C\R.

Dreapta y = o, € C N R este invarianta pentru sistemul (4.1), dacd si numai daca (4.1)

arata astfel:

T =x(kx?+ joy+ry>+ax +by+1) = P(x,y),
.( Jry +ry y+1)=P(z,y) (4.43)
v=y(py*+qy-2)=Q(x,y),¢* +8p<0.

Pentru (4.43) avem

E(X) = zy(py® + qy - 2)(Aax(z,y) + As(x,y) (py” + qy - 2)),

unde Ay (x,y) = (20%p? = 3p3 + 20p%q — 4p>r — dbpqr — 2pq®r + 4pr? + 2¢°r? + (6bjp? — ap® + 2jp*q +
Gap?r — 6jpqr)z + 2p%(252 + a?p + 4kr)x?5akp3x3 + 3k2p3x* + (=2bp?® — b2p?q + p3q — bp?¢® +
Abp?r + 4p>qr + 2bpg®r + pg’r — Apgr? — ¢*r?)y + (3abp® - jp?® - 3bjp*q + ap’q - jp*¢* + 6jp*r -
3ap?qr +3jpg*r) vy +5jpPxdy + (4bkp? +4ajp® - 252 p*q + kpdq—4kp?qr)z?y) [p?. Multiplicitatea
algebrica a dreptei invariante y = a, @ € C N\ R este cel putin doi, dacd are loc identitatea
Ay(z,y) = 0. Tinand cont de coditia GCD(P,Q) = 1 si ludnd in considerare faptul ca
coeficientii sistemului sunt reali, identitatea As(x,y) = 0 se realizeazd, dacd se indeplinesc

conditiile {a =k =5=0,b=q/2, r =3p/2}. In acest caz avem sistemul 14) din teorema (4.0.1)

ce posedd dreptele invariante [} = 2 = 0, lp3 = y + TP V2q;+8p =0, lys=y+ q_qu;JrSp =0,lg=y=0.

Multiplicitatea dreptelor l;5 este exact doi, deoarece (py? + qy —2)3 nu divide polinomul
Ey(X) = —zy(py® + qy — 2)%(-6 — qy + 3py?) /4, calculat pentru sistemul 14).
Lema 4.1.5. In clasa sistemelor (4.1) multiplicitatea algebricd mazimald a dreptei inva-

riante complexe y = a, « € CN R, a sistemului (4.1) este doi.

4.1.6.  Multiplicitatea algebrica maximald a dreptei de la infinit Z = 0.

Scriem sistemul (4.1) sub forma
t=x(l+azx+by+kx?+lzy+1y?), ¥ = y(-2 + cx + dy + mz? + nxy + sy?) (4.44)
si fie
t=x(Z%+axZ +byZ + kx?® +ley +ry?), § = y(-222 + caZ + dyZ + mz? + nxy + sy?).
(4.45)

sistemul omogenizat asociat lui (4.44).

Vom considera ca infinitul pentru (4.44) nu este degenerat, adica x(z,y) = yPs(x,y) —

Q3(x,y) # 0, unde Ps3(x,y) = x(ka? + lay +ry?), Qs(x,y) = y(ma? + nzy + sy?).
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Pentru sistemul (4.45) polinomul F;(X) arata astfel:
Ey(X) = 2y(Co(z,y) + Ci(z,y) Z + Co(x,9) Z% + ... + Ce(2,y) Z°), (4.46)

unde C;(z,y),i = 0,6 sunt polinoame ce depind de x si y. Daca C;(x,y) =0,i =0, j, atunci
multiplicitatea algebricd a dreptei de la infinit Z = 0 este j + 2.

In (4.46) polinomul Cy(z,y) are forma Cy(x,y) = —k(x,y)Co1(z,y)/(zy), unde r(z,y) =
zy[(k=m)x? + (I -n)xy + (r — s)y?] si Cor(z,y) = kma* + 2kna3y + (In — mr + 3ks)x?y? +
2lsxy® + rsy*. Luand in considerare k(x,y) # 0, expresia Cy(z,y) va fi echivalentd cu zero,
daca Cpi(z,y) =0 =

1) k=1l=r=0;2)m=n=5=0; 3) k=l=m=s5=0;

4)k=n=r=5=0; 5) k=s=0, [ =mr/n.

Astfel, in fiecare dintre cazurile 1)-5) sistemul (4.1) are dreapta de la infinit Z = 0 de
multiplicitatea algebrica doi.

S& rezolvam identitatea C1(x,y) =0 in toate aceste cazuri.

Cazul 1). Polinomul C}(z,y) = —k(z,y)(amz3 + 2anz?y + (bn + 3as)xy? + 2bsy3) [(zy) =0

a) {a = b =0} = Cy(x,y) = —r(x,y)(ma? + 2nzy + 3sy?)/zy # 0, pentru x(z,y) =
—zy(ma? + nxy + sy?) £ 0;

b) {a=n=s=0} = Cy(x,y) = ma?(ma? + b2y? + bdy?) # 0, pentru x(z,y) = —-ma3y # 0.

In Cazul 2) avem Cy(z,y) = —k(x,y)(2cks3+(3dk+cl)x2y+2dlxy®+dry3)/(zy) = 0. Luand
in considerare k(x,y) = xy(kx?+lxy+ry?) # 0, identitatea C (x,y) = 0 are urméatoarele solutii:

c) {c =d=0}= Cy(z,y) = 26(z,y)(3kz? + 2lzy + ry?)/(zy) # 0, deoarece k(x,y) =
xy(kz? +lzy +ry?) £ 0;

d) {d=k=1=0}= Cy(x,y) = -ry?(acx® + 2x? - 2ry?) # 0, pentru x(x,y) = rzy> #0.

In conditiile Cazului 3) expresia Cy(z,y) = y(2an2z3 + n(bn — ar — cr)z2y — dr2y?) va fi
identic zero pentru k(x,y) = —zy?(nx —ry) # 0, dac:

e) {d=n=0} (aceste conditii au fost studiate in cazul 2), d));

f) {a =b=1r =0} (aceste conditii formeaza un subcaz al cazului 1), a));

g) {a=d=0,b=cr/n} = Cy(z,y) = 2y2(n?z? + nray + r?y?)/n? # 0 pentru k(z,y) =
—zy?(nx —ry) #0.

Cazul 4). Pentru k(x,y) = —2?y(max - ly) # 0, polinomul Cy(z,y) = 22(am?a® - cl?xy? +
blmaxy? + dimzy? - 2d1%y3) este identic zero, daca:

h) {a=1=0} (aceste conditii au fost studiate in cazul 1), b));
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i) {c=d=m =0}; (Aceste conditii formeazd un subcaz al cazului 2), c).)

j) {a=d=0,c=0bm/l} = Cy(z,y) = x2(m2x? + Imaxy + 412y?)[1? # 0, pentru x(z,y) =
—z2y(maz - ly) #0.

In Cazul 5) sistemul (4.45) are polinomul x(z,y) = —zy(ma+ny) (nz—ry)/n, iar Cy(z,y) =
(mx +ny) (amn?z* + 2an3x3y + (bn? + bmnr + dmnr — an?r — enr — emr?)x?y? — 2dmrlxy’ -
dnr?y*)[n? este identic zero, daca:

k) {a=b=r=0}= Cy(z,y) = 22(m22? + Imzxy + 41%y?)[I1? £ 0, pentru n # 0;

h{a=d=0,b=cr/n} = Cy(x,y) = (mx+ny)(mn2z3+n(2n?+mr)z2y+2r(n+2mr)xy?+
2nr2y3)/n? £ 0, pentru k(z,y) = —zy(max +ny)(nx —ry)/n # 0;

m) {a=d=0,m=-n?/r} = Cy(x,y) = (nta*-2n3rz3y—r(b>n?-2bcnr-3n’r+c*r?)x?y?-
dnrdzy3 + 2riy*) [r? £ 0, pentru r # 0.

Astfel, s-a demonstrat urmatoarea Lema:

Lema 4.1.6. In clasa sistemelor (4.1) multiplicitatea algebricd mazximald a dreptei de la

infinit este trei.

4.2. Configuratii posibile ale dreptelor invariante de doua directii de multiplici-

tate totala sase.

Luand in considerare Lemele (4.1.1)-(4.1.5), pentru sistemul (4.1) avem urméatoarele 12

configuratii de sase drepte reale invariante de doua directii:

A1)(3r; 3r); A5)(4(1,2)r; 2r);  A9)(2r; 4(3)r);
A2)(r 30 AB)BE)r 3(2)r); AL0)(4B)r; o),
A3)(3(2)r; 3r);  AT)(1r; 5(2,2)r); A11)(1r; 5(1,3)r);
A4)(2r; 4(1,2)r); A8)(5(2,2)r; 1r); A12)(5(1,3)r; 1r)

si urmatoarele sapte configuratii de sase drepte invariante, doua dintre care sunt com-

plexe:

B1)(3r; 1r + 2c); B4)(3(2)r; 1r+2c); B6)(1r; 1r+4(2,2)c);
B2)(1r + 2c; 3r); B5)(1r +2c; 3(2)r); B7)(1r+4(2,2)c; 1r).
B3)(1r +2c; 1r + 2c);

Notam cu 3(2)r (4(3)r) doud drepte paralele reale si diferite, una dintre care este

numdaratd de doud (trei) ori, i spunem cé aceastd dreapta are multiplicitatea egald cu doi
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(trei). Prin 5(1,3)r notam trei drepte reale paralele si diferite, una dintre care are multi-
plicitatea trei, iar prin 1r + 2c este notat un triplet de drepte paralele distincte, una dintre
care este reald i doud sunt complexe (nereale).

Notam cu (3r; 1r + 2¢) configuratia ce constd din sase drepte afine de doud directii: un
triplet de drepte reale distincte paralele intr-o directie; o dreaptéa reala si o pereche de drepte
complexe (nereale) paralele in a doua directie. Prin (1r; 5(2,2)r) este notatd configuratia
a gase drepte de doud directii ce consta din: o dreapta reald (intr-o directie) si cinci drepte

reale paralele, dou& dintre care au multiplicitatea doi fiecare (in a doua directie).

4.2.1.  Configuratii nerealizabile.

In acestd sectiune vom arita ci in clasa sistemelor cubice de forma (4.44) (sau (4.1))
configuratiile A4), A5), A9) si A10) nu sunt realizabile.

Configuratia A4)(2r; 4(1,2)r). Printr-o transformare afind de coordonate si rescalarea
timpului, sistemul cubic (4.44) cu doud drepte invariante reale in directia axei Oy si trei

drepte reale invariante in directia axei Ox, poate fi scris sub forma
t=x(x-1)(ax+by-1),9=y(y-1)(cy+2), be(c+2)(a®+(b-1)(b-c)) 0.  (4.47)

Fara a pierde generalitatea, considerdam cé dreapta invarianta y = 1 are multiplicitatea
doi. Pentru sistemul (4.47) polinomul E;(X) arata astfel:

Ei(X)=(1-2)x(y-1)y(2+cy)[4 - b+ c—bc - dax — 4bx - 3abx + 2b%x — acx + Sabx? -
2by — b2y + 3cy — bey + 2b%xy — 3acxy — 2bcy?) (y — 1) + ¢(2)], unde p(x) = (1 -b)(1+b+c¢) -
(a(c+3b-1)-2(1-0)?)x —a(2a+5(1 - b))x? + 3a2x3. Deoarece p(x) nu este identic zero,
polinomul (y - 1)2 nu divide F1(X) si, prin urmare, dreapta invariantd y = 1 nu poate avea
multiplicitatea doi. In asa mod, am demonstrat ci configuratia A4) nu este realizabila.

Configuratia A5)(4(1,2)r; 2r). Sistemul (4.1) poate fi scris astfel
t=x(z-1)(ax-1), y=y(y-1)(bz +cy+2), ala-1)((b+2)2(b+2a)2+c2) 0. (4.48)
Polinomul F;(X) pentru (4.48) araté astfel:
Ey(X)=-2y(z-1)(ax-1)(y-1)[(-4+2a-5b+ab-b*+ (6a—b+ab-b*)x + 2abx? + (8b +
202 = 2c+ ac - 3be)y + (2b? + 3ac)xy + 5bey?) (x — 1) + ¢(y) ], unde ¢(y) = (2+2b+cy) (-3 +a -
b+ 4y + 2by - 2cy + 3cy?).
Consideram cé pentru sistemul (4.48) dreapta invariantd x = 1 are multiplicitatea doi.

Conform presupunerii ¢(y) trebuie sa fie identic zero, dar acest fapt nu are loc. Deci dreapta
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x =1 nu poate avea multiplicitatea doi. Astfel, am demonstrat c& configuratia A5) nu este
realizabila.

Configuratia A9)(2r; 4(3)r) ( Configuratia A10)(4(3)r; 2r)). Tinand cont de Lema
(4.1.3) (Lema (4.1.2)), putem considera sistemul (4.41) ((4.38)). Acest sistem nu are dreapta
invarianta descrisd de ecuatia de forma = = a (y = ), @ € R*. Prin urmare, configuratia A9)

(A10)) nu este realizabila.

4.3. Clasificarea sistemelor cubice (4.1) cu drepte invariante de multiplicitate

totala sase si de doua directii.

Configuratia A1)(3r; 3r). Printr-o transformare afind de coordonate si rescalarea
timpului, orice sistem ce realizeazd aceastd configuratie poate fi scris sub forma (4.2) din

Teorema (4.0.1). Sistemul (4.2) are dreptele invariante :
lh=x=0,lb=0x-1=0,l3zar-1=0,l4=y=0,l5=y—-1=0, lg=by+2=0

si este Darboux integrabil.
Configuratia A2)(3r; 3(2)r). Orice sistem cubic cu un triplet de drepte invariante
distincte paralele si o pereche de drepte invariante distincte paralele, printr-o transformare

afina de coordonate, poate fi scris astfel:

t=x(x-1)(ax-1)= P(z,y), y=y(y-1)(bx +cy +2) = Q(x,y), a(a - 1) 0. (4.49)

Pentru acest sistem avem E1(X) = zy(y - 1)(z = 1)(az - 1)(Az(x) + As(z)(y - 1)), unde
Ay(x) =-2-3c—c?-2(2+42a+2b+c+ac+be)x+ (6a—b-ab-b?+3ac)x?+2abx?, iar Az(x) este
un polinom in z. Pentru ca dreapta y —1 = 0 s& aib& multiplicitatea doi, cerem ca Ay(x) =0
si identitatea datd se realizeazd, dacd {b = 0, c = —2}. In aceste conditii sistemul (4.49) devine

sistemul (4.3) din Teorema (4.0.1). Acest sistem are dreptele invariante:
Lz2=0,lbz=2-1=0,l3zar-1=0,l4=zy=0, 5g=y-1=0

si este Darboux integrabil.

Configuratia A3)(3(2)r; 3r). In acest caz sistemul (4.1) poate fi scris astfel
& =x(z-1)(az+by-1)= P(z,y), y=yly-1)(cy +2) = Q(z,y),c(c+2) #0.  (4.50)
Pentru (4.50) polinomul E;(X) are forma
Ey(X) = 2y(y - 1)(x - 1)(cy +2)(Aa2(y) + As(y) (z - 1)),
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unde As(y) = —1+a?+(4-4a—-2b+2ab—2c+2ac)y+(b?—2b+3c—3ac+bc)y? —2bcy?. Identitatea
As(y) =0 se realizeazd, daca si numai daca {a =1,b=0}. Conform acestor conditjii sistemul

(4.50) are forma (4.4) din Teorema (4.0.1), care are dreptele invariante
llE[E=O, l27355(]—]_=0, Z4Ey20, Z5Ey—1=0, l656y+2:0.
Configuratia A6)(3(2)r; 3(2)r). Scriem sistemul (4.1) sub forma

t=x(x-1)(ax+by—-1)=P(z,y),y=y(y -1 (cx+dy+2) =Q(x,y). (4.51)

Pentru acest sistem F1(X) = zy(y — 1)(x — 1)(A2(y) + As(z,y)(x — 1)), unde As(y) = (2 +
c+dy)((1-a)(1+a+c—4y+2by —2cy + 2dy — 3dy?) + by? (2 - b+ c—d + 2dy) si Az(z,y) =
4+2a?-3c+2ac+a’c—c?+ac?—10ax +2a’x + cx +2acx +a’cx - 2x +ac’r +6a’x? - 3acr® + a’cx? +
ac?r?+2a?cx3-8ay—8by+4aby+8cy—8acy—2bcy+2abcy+2c¢2y—2ac’y +2dy +4ady +a?dy—33cdy +
3acdy + 10abxy — 8acxy — 2bcxy + 2abexy + 2c2xy — 2ac’xy — Sadry + a’dxy + 3acdxy + 3aber?y —
2ac?x?y + 3a’dx?y + 4b%y? — 4bey? + b2cy? — bc?y? — 10ady? — 4bdy? + 2abdy? + Hedy? — Sacdy? +
bedy? +2ad?y? + b2 cxy? — b xy? + 5abdxy? — bacdxy? + 2b2dy? — 3bedy? — 3ad?y3. Dreapta x—1 =0
va avea multiplicitatea doi, doar dacd As(y) este identic zero: {Ay(y) =0,GCD(P,Q) =1}
= {a=1,b=0}sau{a=1,c=b-2,d=0,b%0}.

Daca {a =1,b=0}, atunci avem sistemul
t=x(x-1)% y=y(y—-1)(cx+dy +2). (4.52)
Pentru sistemul (4.52) polinomul E;(X) are forma
Ey(X) = zy(y - 1)(z = 1)*(Ba(z) + Bs(x)(y - 1)),

unde By(z) =2+3d+d?*+ (8 +4c+4d +2cd)x + (2¢ — 6 + ¢? — 3d)x? — 2cx3.
Dreapta y — 1 = 0 va avea multiplicitatea doi, dacd Bs(z) = 0 si aceastd identitate se
realizeaza cand {c = 0,d = -2}. Prin urmare, sistemul (4.52) va avea forma (4.5) din Teorema

(4.0.1). Acest sistem are urmétoarele drepte invariante:
llEZL‘:O, l2735$—120, Z4Ey=0, l5,65y—1=0.

Dacd {a=1,c=b-2,d=0,b+ 0} polinomul By(z) are forma By(x) = 2-2b?>-2b(1+b)x +
(4b—6 - 2b?)x? + (4 — 2b)x3. Evident, Bs(x) nu este identic zero. Prin urmare, in acest caz,

multiplicitatea dreptei invariante y — 1 = 0 nu poate fi egala cu doi.
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Configuratia A7)(1r; 5(2,2)r). Rescriem sistemul (4.1) sub forma
t=z(fx?+gry+hy*+ax+by+1),y=y(y-1)(cy+2), c(c+2) +0. (4.53)

Pentru sistemul (4.53) avem E;(X) = zy(y - 1)(cy + 2)(A2(z) + A3(z)(y — 1)), unde
Ag(x) = Ao (2)Aga(z), Aoy () = 1+b+h+az+gr+ fr? §i Agy(x) = —1+b—c+h+2ax+2gx+3 f22.
Luand in considerare conditia GCD(P,Q) = 1, avem Ay (x) # 0, si, prin urmare, cerem
Ago(x) sa fie identic zero. Acest fapt are loc dacd {f =0,9=-a,h=1-b+c}.

In aceste conditii, sistemul (4.53) arat astfel
t=x(—axy+ (1-b+c)y?+ar+by+1), y=y(y-1)(cy +2), c(c+2) 0. (4.54)

Pentru sistemul (4.54) avem F;(X) = zy(y—1)?(cy+2)(Ba(x)+ Bs(x)(cy+2)), unde By(x) =
(2+¢)(2-2b+c+acx)(2-2b—c+2acx)/c3. Implicatia { Bo(x) = 0,GCD(P,Q) =1} = {a=0,b=
(2-¢)/2} reduce sistemul (4.54) la sistemul (4.6) din Teorema (4.0.1), care are urmatoarele

drepte invariante:
Lz2=0,lb=zy=0,l34=zy-1=0, l56=cy+2=0.
Configuratia A8)(5(2,2)r; 1r). Consideram sistemul
i=x(r-1)(ax - 1),y =y(fy* + gry + ha® + bx + cy - 2), a(a - 1) # 0. (4.55)

In acest caz
Ei(X) = zy(ar - 1)(z - 1)(A2(y) + A3(y) (z - 1)),

As(y) = A2 (y) Ana(y), A21(y) = 1+a—b-h—2cy—2gy-3fy> si Asa(y) = —2+b+h+cy+gy+fy>.

Dreapta x — 1 = 0 are multiplicitatea doi, dacd polinomul As(y) este identic zero. Avem
{As(y) =0,GCD(P,Q) =1} = Ay(y) =0= {f =0,9 = —c,h = 1 + a - b}. Sistemul (4.55)

capata forma
t=x(x-1)(ax-1),y=y(-cxy+ (1 +a-b)x? +bx +cy-2), a(a+1) #0. (4.56)

Vom cere ca pentru sistemul (4.56) dreapta invariantd ax — 1 = 0 sd aiba multiplicitatea

doi. Calculam polinomul F;(X) pentru (4.56):

E(X) = zy(z - 1)*(az - 1)(Ba(y) + Bs(y)(az - 1)),

unde By (y) = (a-1)(-1-2a+b+acy)(-1-a+b+2acy)/a3. Luand in considerare GCD(P,Q) =

1, polinomul By(y) va fi identic zero, dacd si numai daci {c = 0,b = a + 1}. In aceste
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conditii, sistemul (4.56) devine sistemul (4.7) din Teorema (4.0.1), care are urmaétoarele

drepte invariante:
lizx=0,l3=2-1=0, ys=ar-1=0, l[=y=0.

Configuratia A11)(1r; 5(1,3)r). Pentru realizarea acestei configuratii este suficient sa
punem j = 0 in sistemul (4.41). In aga mod, am obtinut sistemul (4.8) din Teorema (4.0.1),

care are dreptele invariante
L=z2=0,lb=zy=0,1l345=y-1=0, ls=dy+2=0.

Configuratia A12)(5(1,3)r; 1r). In acest caz punem b = 0,a # 0 in (4.38) si obtinem

sistemul (4.9) din Teorema (4.0.1) ce posedd dreptele invariante
llE.T:O, l273’4EI—1=07 l55a[)’}—1=0, l65y=0.

Configuratia B1)(3r; 1r+2c). Printr-o transformare afina de coordonate sistemul (4.1)
poate fi adus la forma (4.10) din Teorema (4.0.1) ce admite urmatoarele drepte invariante:

q+\/q2+8p_0

Lh=zx=0,lb=z=2-1=0,l3zaz-1=0,4,zy=0,l3=y+ 5
P

Y

q—\/q¢*+8p

2p

le=y+ =0, unde ¢ +8p < 0.

Configuratia B2)(1r +2c; 3r). In acest caz sistemul (4.1) poate fi adus la forma (4.11)
din Teorema (4.0.1), care admite dreptele invariante
q+\q*>—4p 0 Lizg+ q-\/q*—4p
— =0, BErr

=0, 4=y =0, undeq® - 4p < 0.
2p 2p

lhzx=0,lb=z+

Configuratia B3)(1r + 2c; 1r + 2c¢). Sistemul (4.1) poate fi adus la forma (4.12) din

Teorema (4.0.1), care are dreptele invariante

+vVq* -4 —-\/q? -4
ly=x=0, l25x+w:0, lgEﬂf-{—w:O’
2p 2p
S+Vs2+8r s—Vs2+8r
ly=y=0, l55y+2—:0, l65y+2—:07
T r

unde ¢? —4p < 0,52+ 8r < 0.
Configuratia B4)(3(2)r; 1r + 2¢). In acest caz sistemul (4.1) poate fi scris astfel:

t=x(x-1)(ax+by-1), y=y(py*+qy-2), ¢>+8p<0. (4.57)
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Polinomul F;(X) are forma

Ey(X) =xy(z—1)(py”* + qy — 2)(Az(y) + As(y) (z - 1)),

unde As(y) =1-a?2+2(b—ab-q+aq)y+ (3ap + bqg — b> - 3p)y? + 2bpy3.

Dreapta x — 1 = 0 va avea multiplicitatea doi doar dacd Ay(y) este identic zero, iar acest
fapt are loc cand {b = 0,a = 1}. In aceste conditii, sistemul (4.57) are forma (4.13) din
Teorema (4.0.1), avand dreptele invariante

q+\/q2+8p_0 l _y+q—\/q2+8p_0
- 5. — Y 6= - 4.~ Y

l15$:0, lggEI—].:O? Z4Ey20, l5Ey+
’ 2p 2p

Configuratia B5)(1r + 2c; 3(2)r). Scriem sistemul (4.1) dupa cum urmeaza:
t=x(pr®+qr+1),y=y(y-1)(cx+dy+2), ¢>-4p<0. (4.58)

Pentru sistemul (4.58) polinomul £;(X) are forma

Ei(X) = 2y(y - 1)(pa® + qz + 1) (Az(z) + As(2)(y - 1)),

unde As(z) =2+ 3d+ d? +2(2c+ cd - 2q — dg)x + (¢ - 6p — 3dp — cq)x? — 2cpx3. Expresia lui
Ay(x) va fi identica cu zero, dacéd conditia {c = 0,d = -2} se indeplinegte. Astfel, sistemul
(4.58) capatd forma (4.14) din Teorema (4.0.1). Sistemul are urmétoarele drepte invariante:

GEVEZA g TNVE

ZE :0 l =
1= , =T+ 2p 2p

=0, l4=y=0,l56=y-1=0.

Configuratia B6)(1r; 1r + 4(2,2)c). Sistemul (4.1) ce admite configuratia B6) este
sistemul (4.15) din Teorema (4.0.1), obtinut in sectiunea 4.1.5.
Configuratia B7)(1r + 4(2,2)c; 1r). Sistemul ce are configuratia dreptelor invariante

B7) a fost obtinul in sectiunea 4.1.4. Acesta reprezinta sistemul (4.16) din Teorema (4.0.1).

4.4. Configuratii ale dreptelor invariante de trei si patru directii de multiplic-

itatea totala sase.

Luénd in considerare Lemele (4.1.1)-(4.1.5), pentru sistemul (4.1) avem urmétoarele con-

figuratii de sase drepte reale invariante
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1) de trei directii:

A1)(3r; 2r; 1r); AT)(4(1,2)r; 1r; 1r); A13)(1r; 3(2)r; 2r);
A2)(2r; 3r; 1r); A8)(1r; 4(1,2)r; 1r); A14)(3r; 1r; 2(2)r);

A3)(3(2)r; 2r; 1r); A9)(2r; 2r; 2r); A15)(2r; 2r; 2(2)r);
A4)(2r; 3(2)r; 1r); A10)3r; 1r; 2r); A16)(1r; 3r; 2(2)r);
A5)(4(3)r; 1r; 1r); A11)(1r; 3r; 2r); A17)(3(2)r; 1r; 2(2)r);

AG6)(1r; 4(3)r; 1r); A12)(3(2)r; 1r; 2r); A18)(1r; 3(2)r; 2(2)r)

si urmétoarele configuratii de sase drepte invariante, doua dintre care sunt complexe:

B1)(2r; 1r + 2c; 1r); B5)(1r; 3r; 2c¢); B9)(1r; 1r + 2c; 2r);
B2)(1r +2c; 2r; 1r); B6)(3(2)r; 1r; 2c); B10)(1r +2c; 1r; 2(2)r);
B3)(3r; 1r; 2c¢); B7)(1r; 3(2)r; 2c); B11)(1r; 1r +2c; 2(2)r);
B4)(2r; 2r; 2c); B8)(1r + 2¢; 1r; 2r);

2) de patru directii:

A1)(3r; 1r; 1r; 1r); A5)(1r; 2r; 2r; 1r); A9)(1r; 1r; 2(2)r; 2r);
A2)(2r; 2r; 1r; 1r); A6)(2r; 1r; 2r; 1r); A10)(1r; 1r; 2(2)r; 2(2)r);
A3)(1r; 3r; 1r; 1r); A7)(3(2)r; 1r; 1r; 1r); A11)(1r; 2r; 2(2)r; 1r);
A4)(1r; 1r; 2r; 2r); A8)(1r; 3(2)r; 1r; 1r); A12)(2r; 1r; 2(2)r; 1r);

si urmétoarele configuratii de sase drepte invariante, doua dintre care complexe:

B1)(2r; 1r; 2¢; 1r); B5)(1r; 3r; 1c; lc); B9)(3(2)r; 1r; 1c; 1c);
B2)(1r; 2r; 2¢; 1r); B6)(1r+2c; 1r; 1r; 1r); B10)(1r; 3(2)r; 1c; 1c);
B3)(3r; 1r; 1c; 1c); B7)(1r; 1r+2c; 1r; 1r); B11)(1r; 1r; 1r+ 1c; 1r + 1c).
B4)(2r; 2r; 1c; 1c); B8)(1r; 1r; 2c; 2c);
Pornind de la aceste configuratii, cercetandu-le prin aceleasi metode si tehnici de obtinere
a sistemelor ce au configuratii cu drepte invariante de doua directii, s-au obtinut sistemele
(4.17)-(4.29), care au drepte invariante de trei directii, gi sistemele (4.30)-(4.35), care au

drepte invariante de patru directii, din Teoremele 4.0.2, 4.0.3.

4.5. Clasificarea sistemelor cubice (4.1) cu drepte invariante de multiplicitate

totala sapte, inclusiv dreapta de la infinit.

Luand in considerare Lemele 4.1.1-4.1.5 si configuratiile realizabile, descrise in sectiunile

anterioare, obtinem urmatoarele rezultate, prezentate in tabelele ce urmeaza.

120



Notatia configuratiilor difera putin de notatiile din sectiunile anterioare gi se explica

prin faptul ca s-a adaugat dreapta de la infinit semnata cu 2i, 3i si de multiplicitatea 2, 3,

respectiv.

Tabelul 4.1. Sistemele cubice (4.1) cu drepte invariante de doua directii si de

multiplicitate totala sapte, inclusiv dreapta de la infinit

c(c+2) #0.

Configuratii Sistemul diferential cubic Integrala prima (factor integrant)
realizabile Darboux
t=z(x-1)(ax-1),
. F(z,y) = (z-1)%z*2(ax - 1)~
(3r,21; 2i) y=y(y-1)(br+cy+2), :
((y-1)/y)
a(a-1) #0.
P F(z,9) = ((x - 1)fr) 20y
) z,y) = ((x—1)/x)*2cy*e
(2r,3r; 21) g=y(y-1)(cy+2),

2+cy)c(y-1)72

y=02-2-2y)(y-1y.

(32w 2) |d=a(e-1?%  j=2y(y-1). | Flo,y) = =5t
. . _1)2 Do exp[20/(1-2) |y
(3(2)r,1r; 3i) | & =x(x-1)32, 7 =—2y. F(x,y) = =g
1) =2(1-1), 1)F(z,y) = Eaply/(y-1)]z%y .
§=-2y(1 -y)%; ()
(2r,3(2)r; 2i) ‘ 2)p(z,y) = Exp[(1 -zy)/(2y - 2)]
2)i=xz(1l-1),

w7z =172 ((y - Dy) 2.

(1r,4(3); 2i)

& =z(1+y?),

y=2y(y-1).

F(z,y) = exp[-yla?y

(2r,1r+2c; 2i)

= =2y(1 -2ya + y?(a® + b?)).

(y-1)2
rz=x(l-x),
(4(3)1r; 2i) v F(a,y) = 2222
¥ =y(-2+ 3z —222).
& =r(1-x), F(z,y) = exp[2aarctg[yb/(1 - ya)]]

(ZE _ 1)‘4bx‘4by2b((ya _ 1)2 + y2b2)—b'

(1r,1r+2c; 3i)

T=ux,

g =—2y(1 - 2ya +y*(a? + 5?)).

F(x,y) = exp[2aarctg[yp/
(1-ya) [Ja*y?? ((ya - 1)* + y?52)F.

(1r+2c,2r; 2i)

= x(1 - 2ax + a?x? + b2x?),

y=2y(y-1).

F(x,y) = exp[2aarctg[bz/(1 - ax)]]
22y (0202 + (az - 1)2)7(y - 1)y,

(1r-+2c,1r; 3i)

t=2(1-2ax + a?x? + b2x?),

y=-2y.

F(x,y) = exp[2aarctg[bz/(1 - az)]]

22y (b2x? + (ax - 1)?)7.
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Tabelul 4.2. Sistemele cubice (4.1) cu drepte invariante de trei directii si de

multiplicitate totala sapte, inclusiv dreapta de la infinit

Configuratii Sistemul diferential cubic Integrala prima (factor integrant)

realizabile Darboux

t=z(l+x+br+bx?+ay

(1r,1r,2r; 3i) +azy - 2y?), w(x,y) = exp[(1+2)(1-a)/(2(1

+r—y)) ]2y 3R (1+ x - y) V2
y=-y(2+x-br? -4y - axy + 2y?).

Tabelul 4.3. Sistemele cubice (4.1) cu drepte invariante de patru directii si de

multiplicitate totala sapte, inclusiv dreapta de la infinit

Configuratii re- | Sistemul diferential cubic Integrala primé (factor integrant)

alizabile Darboux

t=z(1-2),as(a-5)#%0
( ), as( )# w(z,y) = (z-1)/(x(az -y - a)

(2r,1r,1r,11; 21) | ¢ = y(~2as + 3asw - 2asx? — 2>
(sz-y-s)y).

-2(a-s)y+2(a+s)xy)/as.

t=z(1l-lz-s(l-s)x?
(1r,2r,1r,1r; 2i) +lay +y?),
y=2(y—-1)y,s(l+2s) #0.

pw(r,y) = (y-1)/(x(1+sz-y)y
(le+sx+y-1)).

4.6. Concluzii la capitolul patru.

In capitolul patru au fost supuse cercetirii sistemele cubice Lotka-Volterra de ecuatii
diferentiale cu singularitati (1 : —=2) rezonante, in continuare SCLV (1 : -2), si cu drepte
invariante de multiplicitate totald sase si sapte (inclusiv dreapta de la infinit) aliniate dupa
doud, trei sau patru directii.

In urma acestei cercetiri au fost obtinute urméatoarele rezultate:

— a fost determinata multiplicitatea algebrica maximala a dreptelor reale x = 0, y = 0,
pentru sistemele SCLV (1 :-2);

— a fost determinata multiplicitatea algebrica maximala a dreptelor reale x = a, y = a,a €
R*, pentru sistemele SCLV (1 :-2);

— a fost determinata multiplicitatea algebricd maximala a dreptelor complexe x = a,y =
a,a € C\ R pentru sistemele SCLV (1: -2);

— a fost determinata multiplicitatea algebricd maximald a dreptei de la infinit Z = 0

pentru sistemele SCLV (1 :-2);
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— au fost clasificate sistemele SCLV(1:-2) cu drepte invariante afine de doud directii,
de multiplicitate algebrica totala sase;

— au fost clasificate sistemele SC LV (1: -2) cu drepte invariante afine de trei directii, de
multiplicitate algebrica totala sase;

— au fost clasificate sistemele SCLV (1 : —=2) cu drepte invariante de patru directii, de
multiplicitate algebrica totala sase;

— au fost clasificate sistemele SCLV (1 : -2) cu drepte invariante de doud, trei si patru
directii, de multiplicitate algebrica totala sapte, inclusiv dreapta de la infinit;

— au fost construite integralele prime Darboux sau factorii integranti Darboux pentru
sistemele obtinute.

Tinand cont de rezultatele obtinute in capitolul patru, deducem urmatoarele concluzii:

1. Multiplicitatea maximala a dreptei x = 0 (y = 0) pentru sistemul SCLV (1 : -2) este
UNU.

2. Multiplicitatea maximala a dreptei x = a (y = a),a € R* pentru sistemul SCLV (1 : -2)
este trez.

3. Multiplicitatea maximald a dreptei x = a (y = @), € C \ R pentru sistemul SCLV (1 :
-2) este doi.

4. Multiplicitatea maximala a dreptei de la infinit Z = 0 pentru sistemul SCLV (1 : -2)
este tre.

5. Cincisprezece sisteme SCLV (1 :-2) au configuratii de drepte invariante de multiplic-
itate totala sase si de doud directii.

6. Treisprezece sisteme SCLV (1:-2) au configuratii de drepte invariante de multiplici-
tate totala sase si de tre: directii.

7. Sase sisteme SC'LV (1 : -2) au configuratii de drepte invariante de multiplicitate totala
sase gi de patru directii.

8. Doudsprezece sisteme SCLV (1:-2) au configuratii de drepte invariante de multiplic-
itate totala sapte si de doud directii, inclusiv dreapta de la infinit.

9. Un sistem SCLV (1:-2) are configuratia de drepte invariante de multiplicitate totala
sapte si de tre: directii, inclusiv dreapta de la infinit.

10. Doua sisteme SCLV (1 : -2) au configuratii de drepte invariante de multiplicitate
totala sapte si de patru directii, inclusiv dreapta de la infinit.

In ultimii ani, un numar mare de lucrari au fost dedicate studierii problemei de integrabili-
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tate a sistemelor diferentiale polinomiale si, in particular, a sistemelor Lotka-Volterra cu
puncte singulare rezonante (vezi [23|-[70]). Problema daté a fost complet rezolvata in [54]
pentru sistemul patratic cu punct singular rezonant, insa pentru sistemul cubic este inca
deschisa. In acest capitol, sunt clasificate sistemele cubice cu singularititi rezonante ce au
drepte invariante de doud, trei sau patru directii de multiplicitate totala sase si sapte (inclusiv
dreapta de la infinit).

Rezultatele expuse in acest capitol au fost comunicate in cadrul conferintei MITRE-
2015; 3 iulie 2015, MITRE-2016, 24 iunie 2016; in cadrul seminarului dedicat profesorului
A. Belousov, Institutul de Matematicd si Informatica ”V. Andrunachievici”, 19 februarie
2016; in cadrul seminarului stiintific Ecuatii Diferentiale i Algebre, Universitatea de Stat
din Tiraspol (cu sediul la Chigindu), 23 februarie 2016; in cadrul conferintei stiintifice cu
participare internationala a doctoranzilor "Tendinte contemporane ale dezvoltarii stiintei:
viziuni ale tinerilor cercetatori”, IMI ”V. Andrunachievici”, 10 martie 2015, 25 mai 2016; in
cadrul conferintei "International scientific conference Differential-functional Equations and
their Application dedicated to the 80th anniversary of professor V.I. Fodchuk”, Ukraine,
Chernivtsi, 28-30 Septembrie, 2016; la Conferinta stiintifica nationala cu participare interna-
tionald "Invataméantul superior din Republica Moldova la 85 ani”, 24-25 Septembrie 2015,
Chigindu; si publicate in [111], [112], [127], [128], [129], [130], [131], [132].
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CONCLUZII GENERALE SI RECOMANDARI

In lucrare, din punct de vedere al teoriei calitative a ecuatiilor diferentiale, au fost studi-
ate sistemele cubice de ecuatii diferentiale cu singularitéti rezonante si cu drepte invariante.
Pentru aceste sisteme s-a rezolvat problema deosebirii centrului de focar, sau problema cen-
trului — o problema ce sta la baza teoriei calitative a sistemelor diferentiale polinomiale.

Problema data consta in determinarea conditiilor asupra coeficientilor membrilor din
partea dreapta a sistemului diferential care impun punctul singular sa fie de tip centru.
Obtinerea acestor conditii se bazeaza pe faptul ca punctul singular este de tip centru, daca
si numai dacd in vecinatatea lui, sistemul are integrald prima analitica diferita de o constanta
sau factor integrant analitic. Astfel, rezolvarea problemei centrului se reduce la rezolvarea
problemei de integrabilitate.

O metoda, ce se bucura de o mare aplicabilitate, este metoda Darboux de integrabilitate.
Ea consta in construirea integralei prime sau a factorului integrant din solutiile algebrice ale
sistemului diferential polinomial.

Teoria Darboux de integrabilitate a fost dezvoltata, actualizata si extinsa asupra sis-
temelor de diferite ordine. Astfel, o completare a acestei teorii se exprima prin luarea in con-
sideratie, impreuna cu curbele algebrice invariante, si a multiplicitatilor acestora. Curbele
invariante multiple genereaza unele functii exponentiale, numite factori exponentiali, ce fac
parte din componenta integralei prime (sau a factorului integrant). In astfel de situatii, se
vorbeste despre integrabilitatea Darboux generalizata sau in sens generalizat.

In teza de fatd pentru sistemele diferentiale cubice, in cazul rezonantei (1:-1), si a celor
de tip Lotka-Volterra, in cazul rezonantei (1 : —2), sunt studiate relatiile dintre dreptele
invariante (inclusiv dreapta de la infinit), multiplicitdtile acestora, mérimile Lyapunov si
integrabilitatea Darboux, care ne conduc la trei probleme:

Problema 1. Determinarea multiplicitatii algebrice maximale a unei drepte invariante
afine si a dreptei de la infinit in familia sistemelor diferentiale cubice cu singularitati de
rezonanta (1:-1) gi (1:-2);

Problema 2. Clasificarea sistemelor diferentiale cubice (Lotka-Volterra) cu singularitati
(1:-1) ((1:-2)) rezonante si cu drepte invariante afine de multiplicitate totala patru (sase);

Problema 3. Clasificarea sistemelor diferentiale cubice (Lotka-Volterra) cu singular-
itati (1:-1) ((1:-2)) rezonante si cu drepte invariante (inclusiv dreapta de la infinit) de

multiplicitate totala cinci (sapte);
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Problema 4. Studierea integrabilitatii sistemelor cubice cu singularitati (1 : -1) si
(1:-2) rezonante gi cu drepte invariante de multiplicitate algebrica totald 4, 5, 6 si 7.

Problemele formulate au fost complet rezolvate. Astfel, pentru prima datd au fost de-
terminate sistemele diferentiale polinomiale cu singularitati rezonante si care poseda drepte
invariante de multiplicitate algebrica totala 4, 5 (inclusiv dreapta de la infinit), 6, 7(inclusiv
dreapta de la infinit). Pentru aceste clase de sisteme cubice:

— a fost stabilitd multiplicitatea algebrica maximald a unei drepte invariante afine si a
dreptei de la infinit;

— au fost obtinute conditiile necesare si suficiente de existenta a centrului;

— au fost construite integralele prime sau factorii integranti de tip Darboux.

La realizarea cercetarilor au fost folosite metodele teoriei calitative a sistemelor dinamice,
metodele algebrei computationale, metoda de integrabilitate Darboux.

Problema stiintifica importanta solutionata consta in rezolvarea completa a proble-
mei centrului pentru sistemele diferentiale cubice cu drepte invariante (inclusiv dreapta de
la infinit) de multiplicitate totald cinci gi a problemei de clasificare gi integrabilitate a sis-
temelor cubice de tip Lotka-Volterra cu singularitati (1 : —2) rezonante gi cu drepte invariante
(inclusiv dreapta de la infinit) de multiplicitate totala sase si sapte.

Rezultatele cercetarilor elaborate au un rol important la realizarea studiului calitativ al
sistemelor diferentiale cubice si ne permit sa concluziondm urmatoarele:

Concluzii generale:

1. In teza de fati pentru prima datd s-a pus si s-a rezolvat problema de determinare in
clasa sistemelor cubice cu singularitati rezonante a multiplicitatii maximale a unei drepte
invariante afine si a dreptei de la infinit, ceea ce reprezintd pentru viitor un pas important
in studiul calitativ al sistemelor cubice cu drepte invariante (Cap. 2, 2.1; Cap. 3, 3.1; Cap.
4,4.1);

2. Clasificarea sistemelor cubice cu singularitati rezonante si cu drepte invariante de
multiplicitate algebrica totala 4, 5, 6, 7 reprezinta o continuare a studiului sistemelor cubice
cu drepte invariante, efectuat anterior (Cap. 2, 2.3-2.5; Cap. 3, 3.2-3.6; Cap. 4, 4.3, 4.5 );

3. Singularitatea (1 :-1) rezonanta a sistemelor cubice cu drepte invariante multiple a
caror multiplicitate totald este patru (cazul afin) sau cinci (prin enumerarea dreptei de la
infinit) este de tip centru, dacé si numai daca se anuleaza prima marime Lyapunov, fapt ce

usureaza studiul calitativ al sistemelor diferentiale polinomiale (Cap. 2, 2.2, 2.3.6, 2.4.5, 2.6;
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Cap. 3,3.1.2,3.2.1, 3.3.1, 3.4.1, 3.5.6, 3.6.3).

Rezultatele obtinute pentru sistemele diferentiale cubice cu singularitati rezonante formea-
z& un studiu fundamental in rezolvarea problemei de integrabilitate. Conform concluziilor
enuntate putem recomanda urmatoarele:

- rezultatele ce se contin in teza pot fi folosite la investigarea sistemelor diferentiale
polinomiale cu drepte invariante multiple;

- metodele elaborate, cum ar fi si cea de reducere a cercetarii configuratiilor prin aplicarea
transformarilor, pot fi folosite la studierea ulterioara a sistemelor diferentiale polinomiale cu
curbe algebrice invariante;

- cercetarile efectuate pot fi utilizate in studiul calitativ al sistemelor diferentiale poli-
nomiale cu singularitati rezonante, la investigarea diferitor modele matematice din fizica,
chimie, biologie s. a. care descriu anumite procese sociale gi naturale;

- rezultatele obtinute pot fi incluse in programele cursurilor optionale tinute studentilor

si masteranzilor la facultatile universitare cu profil real sau tehnic.
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