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ADNOTARE

Pasa Tatiana
“Algoritmi de solutionare a problemelor neliniare de transport”,
teza de doctor in informatica, Chisiniu, anul 2021.

Structura tezei: Teza contine: introducere, trei capitole, concluzii generale si recomandari,
bibliografie din 173 de titluri, 118 pagini text de baza, 10 figuri, 20 tabele. Rezultatele obtinute
sunt publicate in 19 lucrari stiintifice.

Cuvinte cheie: problema de transport, problema neliniard, retea de transport, functie de cost,
functie de producere si consum, graf, arbore de acoperire, algoritm genetic, multime admisibila.

Scopul lucrérii: constd In solutionarea unui sir de probleme neliniare de transport de
dimensiuni mari cu functii concave de cost.

Obiectivele cercetarii: cercetarea problemelor de transport si a metodelor de solutionare a
lor; elaborarea algoritmilor aproximativi pentru solutionarea problemelor neliniare de transport;
elaborarea algoritmilor genetici pentru solutionarea in timp rezonabil a problemelor de transport
de dimensiuni mari descrise de retele cu una sau mai multe surse si una sau mai multe destinatii
cu functii concave de cost; elaborarea algoritmilor genetici pentru solutionarea in timp rezonabil
a problemelor de transport de dimensiuni mari descrise de retele cu mai multi indici si cu functii
concave de cost; testarea si estimarea timpului de executie a algoritmilor propusi.

Noutatea si originalitatea stiintifica: consta In obtinerea rezultatelor noi de ordin teoretico-
aplicativ care completeaza cele cunoscute deja in literatura de specialitate in domeniul problemelor
neliniare de transport. Sunt solutionate problemele neliniare de transport cu doi, patru si cinci
indici aplicand reduceri consecutive a problemelor neliniare de transport la probleme liniare; este
codificata problema neliniara de transport cu o sursd si o destitinatie, problema neliniara de
transport cu o sursa si cateva destinatii, problema neliniara de transport cu cateva surse si cateva
destinatii, problema neliniara de transport cu 4 indici si cea cu 5 indici pentru a putea fi aplicati
algoritmi genetici astfel incat la decodificare sa fie obtinute solutii admisibile; sunt descrisi
operatorii de Incrucisare si mutatie a algoritmilor genetici astfel incat la decodificare se obtin
solutii admisibile; este demonstrat practic faptul cd fiecare din algoritmii propusi genereaza o
solutie admisibila locala in timp rezonabil.

Rezultatul/rezultatele obtinute care contribuie la solutionarea unei probleme stiintifice
importante: consistd in identificarea metodelor de codificare a problemelor neliniare de transport
fapt care a condus la crearea unor algoritmi genetici si a unor algoritmi bazati pe reducerea la
probleme liniare pentru implementrea ulterioara in solutionarea problemelor aplicative.

Semnificatia teoretica: este determinatd de rezultatele obtinute - elaborarea algoritmilor
descrisi de iteratii polinomiale pentru solutionarea unor probleme neliniare de transport. Este
demonstrat ca algoritmii converg intotdeauna cétre o solutie optima locala in timp rezonabil.

Valoarea aplicativa: consta in posibilitatea utilizarii algoritmilor propusi pentru rezolvarea
problemelor de transport reale si in adaptarea lor pentru o multime mai larga de probleme neliniare
de transport.

Implementarea rezultatelor stiintifice: rezultatele obtinute pot servi drept suport pentru
cursuri optionale pentru studentii si masteranzi ce tin de solutionarea problemelor de optimizare
neliniard. Algoritmii propusi permit solutionarea problemelor de aprovizionare a magazinelor cu
produse, a intreprinderilor cu materii prime, a organizatiilor de constructie cu materiale de
constructie etc..



AHHOTANUA

IHama TaTuana
«AJITOPUTMBI pellIeHUs] HeJIMHEHHBIX TPAHCIIOPTHBIX 32129,
AUcCcepTanMoHHasi padoTa B mHpopmaTuke, Knmmnay, 2021 roa.

Crpykrypa pabortbi: [luccepranus CONEp)KHUT: BBEACHHME, TPH IJIABbl, 3aKIIOYEHHE C
PEKOMEHIALIMSAMY, CIMCOK LIUTUPYEMOM JIUTEpaTypbl cocTosmui u3 173 HaumeHoBanuii, 118
CTpaHHIl OCHOBHOTO Tekcta, 10 pucynkoB, 20 Tabmuu. I[lomydeHHble pe3ynbTaThl ObLTH
ory0iarKoBaHbl B 19 HaydHBIX paboTax.

KiroueBble cioBa: TpaHCHOpTHas 3ajada, HEJIMHEHHas 3aJada, TPAHCIIOPTHAs CETh,
(GYHKIMS CTOMMOCTH, (DYHKIMSI MPOU3BOJACTBA W MOTpeOieHus, rpad, AEpeBO MOKPHITHUS,
TE€HETUYECKUIN aJITOPUTM, TOITyCTUMOE MHOKECTBO.

Leasb mccaeq0BaHMsA: COCTOUT B TOM, YTOOBI PEIIMTH PSiA HEMTMHEHHBIX TPAHCIOPTHBIX
3a7a4 OOJIBIINX Pa3MEPOB C BOTHYTHIMH (DYHKITUSIMH CTOUMOCTH.

3agaum mMcciael0BaHUsI: UCCIIEOBAaHUE TPAHCIOPTHBIX 33Ja4 M MX METOJOB PEIICHUS;
pa3paboTka NPUOTMKEHHBIX aJrOPUTMOB pELICHUS HENTUHEWHBIX TPAHCIOPTHBIX 3aj]ad;
pa3paboTKa TeHETHYECKUX AITOPUTMOB JUISI PEIICHHs 3a pPa3yMHOE BpeMs KPYIHOMACIITaOHBIX
TPaHCIOPTHBIX 3a/1a4, OIMCBHIBAEMBIX CETSIMH C OJTHUM WJIM HECKOJIBKUMHU UCTOYHUKAMH U OJTHUM
WIA HECKOJbKUMH IyHKTaMU Ha3HAu€HHsI ¢ BOTHYTHIMH (YHKLIHSMH CTOMMOCTH; pa3padoTKa
TCHETUYECKUX QJITOPUTMOB JUIA pEUICHHS 32 pa3yMHOE BpeMs KPYMHOMAcCIITAOHBIX
TPaHCIOPTHBIX 3a/ay, OIHCHIBAEMBIX CETSIMM C HECKOJbKMMH HHJEKCAMU U BOTHYTBIMHU
(GYHKIMSMH CTOMMOCTH; TECTHMPOBAHHME M OIICHKA BPEMEHHU BBINOJHEHHUS MPEII0KEHHBIX
aJITOPUTMOB.

Hayynasi HOBH3HA WM OPHUI'MHAJIBHOCTB: COCTOMT B IOJYYEHHUM HOBBIX TEOPETUKO-
IIPUKIIAIHBIX PE3YJbTATOB, JOMOIHSIOMINX YK€ U3BECTHBIE B CIIELIMAIN3UPOBAHHON JIUTEpaType
00JIaCTH HEJIMHEWHBIX TPAHCIOPTHHIX 3a1ad. HenuHelHble TpaHCHIOPTHBIE 3alayd C ABYMS,
YETBIPbMSI M MATHIO MHJEKCAMH PEIIEHBbl IyTEM NPUMEHEHUS IOCJIEN0BATENbHBIX CBEIECHUN
HEJIMHEHHBIX TPAHCIOPTHBIX 3a7ad K JMHEHHBIM 3a/adyaM; ObUla 3aKOJUpPOBaHA HEITUMHEWHas
TpaHCIOPTHAsA 3aJa4a C OJJHUM UCTOYHUKOM U OJJHUM CTOKOM, HEJIMHEHAsI TPAaHCIIOPTHAs 3a4a4a
C OIHMM HCTOYHUKOM M HECKOJBKMMHM CTOKaMH, HEJIMHEWHas TpaHCIOpPTHAas 3ajada cC
HECKOJIbBKUMH UCTOYHHKAMM U HECKOJIbKUMHU CTOKAMM, HEJIMHENHAs TpaHCIIOpTHas 3a1a4a ¢ 4 u 5
MHJIEKCaMH, TaK 4YTO, NMPUMEHSS TeHETUYECKUE AITOPUTMbI OBLIM IOJIyY€HBI IOMYCTUMbBIE
pelleHnss BO BpeMs JEKOJUPOBAHUS; ONMCAHbl OIEPATOpbl CKPEIIMBAHUA U MYTallUU
TCHETHYECKUX AJITOPUTMOB UYTOOBI MOJYYHUTH IOMYCTUMBIC PEIICHHUS IOCNe JEKOAMPOBAHUS;
IIPAKTUYECKH MPOJEMOHCTPUPOBAHO YTO Ka)KIblM U3 MPEUIOKEHHBIX AJITOPUTMOB I'€HEPUPYET
JIOKQJIBHO JI0IIyCTUMOE PELICHUE 32 PA3yMHOE BPEMS.

ITosryuyeHHbIe pe3yabTaThl, CIOCOOCTBYIONINE PELICHUI0 BAXKHON HAYYHOI NMP00JieMbl:
COCTOMT B OINPEAEIEHUE METOI0B KOJMPOBAHMSI HETMHEWHBIX TPAHCIOPTHBIX 3a/1a4, YTO IIPUBEJIO
K pa3paboOTKe TeHETUYECKUX AJITOPUTMOB U AITOPUTMOB, OCHOBAaHHBIX Ha CBEJICHUU K JIMHEHHBIM
3aja4aMm JUIsl IOCJIETYIOIIEr0 BHEAPEHUS IIPH PEIIEHUH TPUKIIAIHBIX 3aad.

TeopeTnyeckass 3HAYMMOCTb: ONPEEICHA NOJYUYEHBIMH PE3YyJbTaTaMH, CBA3aHHBIMU C
QITOpPUTMaMH, ONMCHIBAEMBIMH IOJMHOMMAJIBHBIMM HUTEPALUSAMHU, MNPEIJIOKEHHBIMU  JUIS
pElIeHNs] HEIUMHEHHBIX TPAaHCHOPTHBIX 3ajad. /[oka3aHO, YTO aJrOPUTMBI BCETAA CXOAATCA K
JIOKJIBHOMY ONTHMAJIbHOMY PELIEHUIO 32 Pa3yMHOE BPEMSI.

IIpakTyeckass NPHMEHSIEMOCTb: COCTOMUT B BO3MOXHOCTHM  HCIIOJIb30BAHMS
IIPEIOKEHHBIX AJITOPUTMOB IIPU PEIIEHNUN PEAJIbHBIX TPAHCIOPTHBIX 33134 M UX aJanTaluu 1y
Oosiee MUPOKOro HAOOPa HEMTMHEHHBIX TPAHCTIOPTHBIX 3a]1a4.

BHenpenue Hay4YHBIX pe3yJbTATOB: ITOJIYYEHHBIE PE3YJIBTAThl MOTYT CTaTh MOACIIOPbEM
npu  pa3paboTKe HEKOTOPBIX (DaKyJIbTaTHBHBIX KypCOB, CBSI3aHHBIX C pELICHHEM 3a7a4
HEIMHEWHON ONTHMHU3AaLMM, [UIsl CTYJEHTOB M MarucTpaHtoB. IIpenno’keHHbIE anropuTMbI
MO3BOJISIIOT PEIIMTh 33Jaud OOECIEeYeHHs MarasMHOB TOBAapaMH, BBIBOSMMBIMH CO CKJIAJIOB,
IPEANPUATHH ChIPbEM, CTPOUTEIBHBIX OPraHU3aLMM CTPOUTENBHBIMU MaTepUaIlIIaMH U T. 1.
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ANNOTATION

Pasa Tatiana
“Algorithms for solving nonlinear transportation problems”
a PhD degree in Informatics, Chisinau, 2021.

Thesis structure: The thesis contains an introduction, three chapters, general conclusions
and recommendations, a bibliography of 173 titles, 118 pages of main text, 10 figures, 20 tables.
The obtained results were published in 19 scientific papers.

Keywords: transportation problem, nonlinear problem, transportation network, cost
function, production and consumption function, graph, spanning tree, algorithm, admissible set.

The goal of the thesis: is to study and solve large-scale nonlinear transportation problems
with concave cost functions.

Research objectives: research of transport problems and methods of their solving;
elaboration of approximate algorithms for solving non-linear transportation problems; elaboration
of genetic algorithms for solving in a reasonable time the large-scale transportation problems
described by networks with one or more sources and one or more destinations with concave cost
functions; elaboration of genetic algorithms for solving in a reasonable time the large-scale
transportation problems described by networks with several indices and concave cost functions;
testing and estimating the execution time of the proposed algorithms.

The scientific novelty and originality: consists in new theoretical and applicative results
that complete those known from specialized literature in the domain of nonlinear transportation
problems. The non-linear transportation problems with two, four and five indices were solved
through the application of consecutive reductions of the non-linear problems to linear ones; the
non-linear problems with a single source and destination, with a single source and several
destinations, with several sources and several destinations, with 4 indices and with 5 indices were
codified so that genetic algorithms could be applied and admissible solutions are obtained through
decoding; the crossover and mutations operators of the genetic algorithms were described so that
admissible solution are obtained through decoding; it has been practically proved that each of the
proposed algorithms generates a local admissible solution in reasonable time.

The obtained results which contribute to solve some important scientic problem:
consists in indentification of methods of coding nonlinear transportation problems, which led to
the creation of genetic algorithms and of algorithms based on reduction to a linear problem. These
algorithms were then implemented to solve applicative problems.

The theoretical significance: of the research is determined by the obtained results related
to the proposed algorithms with polynomial iterations for solving nonlinear transportation
problems. It has been shown that algorithms always converge to a local optimal solution in a
reasonable time.

The applicative value: of the paper consists in the possibility of using the proposed
algorithms to solve real transportation problems and adapting them to a larger set of nonlinear
transportation problems.

The implementation of the scientific results: the obtained results can serve as a support
for some optional courses, related to solving nonlinear optimization problems, for bachelor or
master students. The proposed algorithms allow solving the problem of supplying stores with
products transported from warehouses, enterprises with raw materials, construction and civil
engineering companies with construction materials, etc.
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INTRODUCERE

Modelul problemei de transport a aparut din necesitatea solutionarii unui grup de probleme
economice in special a problemei ce vizeaza planificarea cheltuielilor de transport a produselor,
fiind asigurata posibilitatea obtinerii unor economii semnificative. In caz general, o problema de
transport este descrisa de transportarea produsului prin punctele retelei din surse in destinatii. Un
aspect foarte important este costul de transport care in viata reala este descris de cele mai multe
ori de o functie neliniara, deoarece e dependent de mai multi factori. Un loc aparte au si problemele
ce tin de transportarea a mai multe tipuri de produse cu utilizarea a mai multe tipuri de transport.

Actualitatea si importanta temei de cercetare: Problema clasica de transport este o
problema de programare liniard, pentru a cdrei solutionare a fost propusd metoda simplex (Dantzig,
1951), care constd in determinarea unui plan optim de transport pentru un produs omogen, de la
surse identice cu scopul de a satisface necesitatile unor destinatii identice, minimizand costul de
transport produsului. Modelul problemei este utilizat pentru optimizarea aprovizionarii
intreprinderilor cu materie prima si materiale, dar si pentru aprovizionarea magazinelor cu produse
acumulate Tn depozite. El are aplicatie si dezvoltare in diferite domenii, cum ar fi proiectarea
retelelor de telecomunicatii, a conductelor pentru apa, gaz, petrol, planificarea transportului rutier
si a procesului de fabricatie. Un sir de autori, precum: D. R. Fulkerson (1961), R. G. Busacker si
P. J. Goven (1960), J. Edmonds si R. M. Karp (1972), N. Tomizawa (1971), M. Klein (1967),
D. D. Sleator si R. E. Tarjan (1983), A. V. Goldberg si R. E. Tarjan (1987), (1989), (2014),
P. T. Sokkalingam, R. K. Ahuja si J. B. Orlin, (2000), I-L..Wang si S-J. Lin (2009), L. Ciupala
(2010), J. M. Davis si D. P. Williamson, (2012), P. Kovacs (2013), A. Sifaleras (2013), S. Ding
(2014), M. Dawuni si K. F. Darkwah (2015), N. Baumstark et.al (2015), N. A. El-Sherbeny (2016),
M. B. Cohen, A. Madry, P. Sankowski, si A. Vladu (2017), Md.A. Hakim si Md. R. Kabir (2017),
A. M. P. Chandrasiri si D. M. Samarathunge (2017), R. A. Maher si F. A. Abdula (2017),
J. Erickson, K. Fox si L. Lkhamsuren (2018), S. Abdi, F. Baroughi si B. Alizadeh (2018), au
formulat diferite metode de solutionare a problemei de transport pe retea pentru cazul in care
functiile de cost sunt liniare, in cazul incertitudinii asupra costului si/sau a capacitatii asociate unui
arc din retea, au facut o analiza teoreticd si experimentald a algoritmilor de baza, au formulat
concluzii si recomandari.

Un aspect important — functiile neliniare de cost complicd solutionarea problemei de
transport deoarece pentru rezolvare se cer a fi utilizate, spre exemplu, conditiile de optimalitate

Kuhn-Tucker si multiplicatorii Lagrange, derivatele de ordinul intai (metode gradient) si cele de
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ordinul doi (matricea Hessian), dar si functiile de penalizare (Sun & Yuan, 2006), (Luenberger &
Ye, 2008). Cazul functiilor concave de cost implicad o serie de dificutati suplimentare din cauza
existentei mai multor puncte de extrem local, fapt ce complica obtinerea solutiei optime globale;
aplicarea unor asemenea tehnici devine greoaie sau impracticabild. Problemele de ultimul tip au
fost cercetate de R. Horst si P. M. Pardalos (1995), R. Horst si H. Tuy (1996), Q. He, A. Shabbir
si G. L. Nemhauser (2015), U. Klansec si M. Psunder (2010). Pentru un sir de metode de
solutionare in (Gametchi & Solomon, 2015) sunt expuse teoremele care demonstreaza convergenta
acelor metode.

Dificultatea calculelor la solutionarea problemelor de transport mentionate supra este
conditionata de functiile concave de cost, dar si de dimensiunea problemelor studiate.
Concavitatea functiei de cost apare natural gratie faptului ca costul unitar de transport poate fi mai
mic pentru cantitdti mari de produse transportate, dar si gratie existentei unor taxe fixe incluse in
cost.

Pentru solutionarea unor astfel de modele complexe pot fi considerati algoritmii genetici,
descrisi pentru prima data la Universitatea din Michigan de catre J. Holland (1992). Faptul ca
algoritmii folosesc principii, proprietdti si notiuni (populatie, cromozomi, gene, selectie,
incrucisare, mutatie) din genetica a impus denumirea lor de ,,algoritmi genetici”. Algoritmi sunt
euristici si stohastici, ceea ce Inseamna ca solutia obtinutd nu intotdeauna este solutie optima
globala, ci doar se afla in vecindtatea optimului global (adicd este un pseudo optim). Algoritmii
genetici sunt utilizati pentru solutionarea problemelor dificile. O analizd comparativd a
algoritmilor genetici aplicati la rezolvarea problemelor de optimizare este prezentata in (Osaba,
Carballedo, Diaz, Onieva, Iglesia, & Perallos, 2014), o trecere in revistd a diferitilor algoritmi
genetici fiind data si in (Kudjo & Ocquaye, 2017).

Utilizarea algoritmilor genetici este recomandabild pentru rezolvarea unor probleme de
tipul celor mentionate mai sus deoarece pentru aplicarea lor nu este necesara cunoasterea
informatiei despre gradient sau Hessian, algoritmii sunt refractari la blocajele/ciclarile in optime
locale si algoritmii permit abordarea unor probleme de optimizare neliniard de dimensiuni mari.
Deoarece in cazul problemelor de transport cu functii concave de cost sunt frecvente situatiile
evidentiate, e rational ca la solutionarea lor sd fie aplicati algoritmii genetici precum o fac, spre
exemplu, autorii D.B.M.M. Fontes si J.F. Gongalves (2007), A. Sadegheih si P. R. Drake (2009).
Determinarea exactd a optimului global este dificila, deoarece algoritmii genetici solicita utilizarea
mai multor parametri si evaluarea functiei obiectiv de un numar mare de ori, ceea ce Ingreueaza

aplicarea lor In scopul mentionat.



Algoritmi genetici au fost propusi pentru solutionarea problemei de proiectare a retelei de
transport cu microcirculatie ce permite utilizarea drumurilor adiacente pentru a diminua traficul
intens de pe drumurile principale (Chen & Shi, 2012) si pentru solutionarea problemei de
minimizare a timpului de retinere a avionului care are loc din cauza cresterii numarului de rute
aeriene (Jiang, Xu, Zhang, & Luo, 2015), dar si pentru coordonarea mai multor linii de autobuze
pe arterele urbane (Yang, Wang, Chen, Ding, & Li, 2015).

Algoritmul genetic descris in (Chen, Ni, Xu, Lv, & Wang, 2016) permite planificarea
eficientd a statiilor pentru trenurile de viteza inaltd. In (Zhang, Sun, & Liu, 2017) este abordati
problema privind minimizarea costurilor pentru eficientizarea activititii metroului fiind propusa
solutionarea problemei prin aplicarea algoritmului genetic, iar In (Chen & Rilett, 2018) este
dezvoltat un algoritm ce permite imbunatatirea semnificativa atat a sigurantei, cat si a eficientei
coridoarelor de trafic pentru trecerile pe ciile ferate. In (Bao, Gu, Di, & Zhang, 2018) autorii
propun un algoritm genetic pentru problema optimizarii rutelor de autobuz spre aeroporturi care
au ca element de reper fiabilitatea timpului de transfer, aceasta fiind o problema actuala, avandu-
se in vedere faptul ca fiecare tinde sd ajunga dintr-un punct in altul cat mai rapid, deci nu pot fi
acceptate intarzieri la Tmbarcare. in (Zhang, Mei, Liu, & Zheng, 2018) este studiatd problema
planificarii suprafetelor de depozitare in porturile care fac parte din ruta de transportare a
containerului cu scopul minimizarii taxelor.

In tezi sunt prezentate rezultatele studiului problemei neliniare de transport cu functii
concave de cost. Pentru solutionarea problemei sunt descrisi algoritmi genetici care sunt testati in
baza problemelor de transport pe retele de diferite dimensiuni. In lucrare sunt formulate
urmatoarele probleme generale:

Problema 1. Sa se solutioneze problema neliniard de transport pe retea cu functii concave
de cost cu una sau mai multe surse si una sau mai multe destinatii prin care circuld un flux omogen
de produs.

Problema 2. Sa se solutioneze problema neliniara de transport cu functii concave de cost
descrisa de mai multi indici: surse, destinatii, puncte intermediare, tipuri de produse transportate,
tipuri de transport utilizat.

Algoritmii de solutionare a Problemelor 1 si 2 sunt descrisi 1n capitolele 2 si 3, respectiv.

Scopul lucrarii: constd in studierea si solutionarea unui sir de probleme neliniare de
transport de dimensiuni mari cu functii concave de cost.

Obiectivele lucrarii: pentru atingerea scopului sunt fixate urmatoarele obiective:

* cercetarea problemelor de transport cu si a metodelor de solutionare a lor;
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* claborarea algoritmilor aproximativi pentru solutionarea problemelor neliniare de
transport;

* claborarea algoritmilor genetici pentru solutionarea in timp rezonabil a problemelor de
transport de dimensiuni mari descrise de retele cu una sau mai multe surse si una sau mai
multe destinatii cu functii concave de cost;

* claborarea algoritmilor genetici pentru solutionarea in timp rezonabil a problemelor de
transport de dimensiuni mari descrise de retele cu mai multi indici si functii concave de
cost;

* testarea si estimarea timpului de executie a algoritmilor propusi.

Ipoteze de cercetare: in baza analizei literaturii de specialitate si a obiectivelor de
cercetare, au fost dezvoltate urmatoarele ipoteze:

— problemele neliniare de transport cu functii concave de cost formulate ca probleme de
programare neliniara pot fi solutionate aplicand aproximarea succesiva la probleme liniare;

— aplicarea algoritmilor genetici permit solutionarea problemelor neliniare de transport de
dimensiuni mari (cateva mii de necunoscute) in timp rezonabil;

- codificarea problemei neliniare de transport astfel incat s fie garantata obtinerea solutiilor
admisibile la decodificarea cromozomilor este esentiala;

— operatorii de incrucisare si mutatie trebuie descrisi astfel incat sa asigure cd prin aplicarea
lor se vor obtine cromozomi, carora le sunt asociate solutii admisibile;

— utilizarea unui model elitist al algoritmilor genetici permite pastrarea solutiilor admisibile
ale problemei care pretind a fi solutii optime (pseudo optime) a problemei formulate.
Sinteza metodologiei de cercetare si justificarea metodelor de cercetare: cercetarile

stiintifice realizate in teza sunt bazate pe ultimile rezultate stiintifice din domeniul temei tezei de
doctor descrise in literatura de specialitate si care se refera la notiunile si metodele teoriei
grafurilor, metodele de optimizare, teoria algoritmilor, teoria complexitatii, inteligenta artificiala
si algoritmii genetici.

Noutatea stiintifica a rezultatelor obtinute: constd in obtinerea rezultatelor noi de ordin
teoretico-aplicativ care completeaza cele cunoscute deja in literatura de specialitate Tn domeniul
problemelor neliniare de transport si care sunt publicate in reviste recenzate. In baza rezultatelor
teoretice sunt elaborati algoritmi eficienti care pot fi aplicati la solutionarea unui spectru larg de
probleme practice. Noutatea stiintificd se exprima prin:

— solutionarea problemei neliniare de transport pe retea cu functii concave de cost prin
reducerea acesteia la o serie de probleme de programare liniard si demonstrarea

convergentei algoritmului la un optim local ,,apropiat” de optimul global;
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- codificarea problemelor neliniare de transport pe retea cu una sau mai multe surse si una
sau mai multe destinatii ca urmare fiind elaborati algoritmi genetici de solutionare;

— solutionarea problemei neliniare de transport cu 4 indici si a problemei neliniare de
transport pe retea cu 5 indici prin reducerea acestora la o problema de programare liniara;

— codificarea problemei neliniare de transport cu 4 indici si a problemei neliniare de transport
pe retea cu 5 indici ca urmare fiind elaborati algoritmi genetici de solutionare;

— pentru fiecare din algoritmii genetici elaborati au fost descrisi operatorii de incrucisare si
mutatie care asigura ca prin aplicarea lor se obtin cromozomi, carora le sunt asociate solutii
admisibile;

- demonstrarea convergentei citre o solutie optima locald (pseudo optima) pentru fiecare
dintre algoritmii elaborati.

Aprobarea rezultatelor stiintifice: rezultatele stiintifice de baza obtinute si reflectate in

lucrare, sunt prezentate la conferinte stiintifice nationale si internationale, sunt publicate in reviste

de

1.

specialitate din tara si de peste hotare:

a) Rezultatele stiintifice prezentate in sectiile conferintelor stiintifice:

Second Conference of the Mathematical Society of the Republic of Moldova dedicated to the
40th anniversary of the foundation of the Institute of Mathematics and Computer Science of

ASM, 17 -19 August, 2004, Chisinau.

. The international Conference on "Integral Equations and Problems of Applied Modelling",

(IEMAP-2005), 20-25 June, 2006, Chisindu. http://www .uccm.md/biblioteca/IEMAP_Vol_2

. A 20-a Conferintd a SPSR, AFA “Henri Coandd”, Departamentul de Stiinte Fundamentale i

Management, 28-29 aprilie 2017, Brasov, Romaénia.

. The Fourth Conference of Mathematical Society of the Republic of Moldova dedicated to the

centenary of Vladimir Andrunachevici (1917 - 1997), 28 iunie — 2 iulie 2017, Institute of

Mathematics and Computer Science, Academy of Sciences of Moldova, Chisindu.

. International Conference on Information Technologies, Systems and Networks ITSN-2017,

17-18 October, 2017, Chisinau, Republic of Moldova.

. The 50th anniversary of Computers, Informatics and Microelectronics Faculty & Electronics

and Telecommunications Faculty, 9th International Conference ‘“Microelectronics and
Computer Science” & The 6th Conference of Physicistists of Moldova, October 19-21, 2017,
Chisinau, Republic of Moldova.

. A 21-a Conferintd a Societatii de Probabilitati si Statisticd din Roménia, Academia de Studii

Economice din Bucuresti, 13-14 aprilie 2018, ASE, Bucuresti, Roménia.
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8. International Conference on Mathematics, Informatics and Information technologies
dedicated to the illustrious scientist Valentin Belousov, MITI 2018, 19-21 April, 2018, Blti.

9. Moldova Wolfram Technology Conference 2018, June 9, USM, Chisindu.

10. CAIM 2018, The 26th Conference on Applied and Industrial Mathematics, 20th — 23th
September, 2018, Technical University of Moldova, Chisindu, Moldova.

11.  Conferinta Internationalda Modelare Matematicd, Optimizare si Tehnologii informationale,
12-16 noiembrie 2018, Chisinau.

12. MITRE, Moldova State University, June 24-26, 2019, Chisindu.

13. CAIM 2019, The 27th Conference on Applied and Industrial Mathematics, 19th — 20th
September, 2019, “Valahia” University, Targoviste, Romania.

14. IMCS - 55, The Fifth Conference of Mathematical Society of the Republic of Moldova,
September 28 - October 1, 2019, Chisinau, Moldova.

15. International Conference on Applied and Pure Mathematics, 6th edition, [CAPM 2019,
October 31 — November 3, lasi, Romania.

16. International Conference on Applied Mathematics and Numerical Methods, Third Edition,
Craiova, October 29-31, 2020.

17. International Symposium "Actual Problems of Mathematics and Informatics” dedicated to
the 90th Birthday of Professor lon Valuta, November 27-28, 2020, TUM, Chisindu, Republic
of Moldova.

b) Articole stiintifice publicate in reviste de specialitate din tard si de peste hotare,
materialele (proceedings) conferintelor:

1. LOZOVANU, D., PASHA, T. An algorithm for solving the transport problem on network
with concave cost functions of flow on edges. In: CSJM, 2002, vol. 10, no. 3(30), p. 341-347.
ISSN 1561-4042.

2. PASA, T. Proprietitile solutionirii optimale a problemei neliniare de transport pe retea. In:
Analele Universitatii de Stat din Moldova, Seria "Stiinte fizico-matematice”, 2004, p. 134-
140. ISSN 1811-2641.

3. PASA, T. Algoritmul determinarii solutiilor admisibile si a solutiilor optime pentru
problemele de transport pe retea cu o singurd sursad. In: Analele Universitatii de Stat din
Moldova, Seria "Stiinte fizico-matematice", 2005, p. 188-190. ISSN 18811-2641.

4. PASA, T. Sinteza metodelor de solutionare a unor cazuri particulare ale problemei de
transport pe retea. In: Studia Universitatis Moldaviae, Seria Stiinte Exacte, 2011, nr.7 (47),
p. 53-59. Online ISSN 2345-1033.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

PASA, T., UNGUREANU, V. Asupra metodei potentialelor pentru problema de transport
degenerata. In: Studia Universitas Moldaviae, Seria Stiinte Exacte, 2017, nr. 2 (102), p. 30-
36. ISSN 1857 —2073.

PASA, T., UNGUREANU, V. Solving the transportation problem with piecewise - linear
concave cost function. In: Review of AFA, The Scientific Informative Review, 2017, vol. XV
no. 2 (34), p. 49 -56. SPSR, DOI: 10.19062/1842-9238.2017.15.2. ISSN 1842-9238.

PASA, T. Problema fluxului maxim in retele — analiza si sinteza algoritmilor de solutionare.
In: Studia Universitatis Moldaviae, Seria Stiinte exacte, 2017, nr. 7 (107), p. 150-158. ISSN
1857-2073, Online ISSN 2345-1033.

PASA, T., UNGUREANU, V. Wolfram Mathematica as an environment for solving concave
network transportation problem. In: The Fourth Conference of Mathematical Society of the
Republic of Moldova dedicated to the centenary of Viadimir Andrunachevici (1917 - 1997),
28 iunie - 2 iulie 2017, p. 429 - 432. Chisindu: IMCS, ASM. ISBN 978 - 9975 -71 - 915 -5.
PASA, T., UNGUREANU, V. Non-Linear Concave Transportation Problem Solving and
Implementation using Wolfram Language., In: /TSN, 2017, p. 30-39. Chisinau. ISBN 978-
9975-3168-5-9.

PASA, T., UNGUREANU, V. Applying sequential and parallel programming to solve a non-
linear transport problem. In: ICMCS, October 19 - 21, 2017, p. 247-251. Cisinau, Republic of
Moldova. ISBN 978-9975-4264-8-0.

PASA, T. The genetic algorithm for solving the non-linear transportation problem. In: Review
of the Air Force Academy, The Scientific Informative Review, 2018, Vol. XVI, nr. 2 (37), p. 37
- 44. Online ISSN: 2069-4733, ISSN-L: 1842-9238.

PASA, T. Solutionarea problemei de transport pe retea ca problema a programadrii nelineare.
In: Studia Universitatis Moldaviae, Seria Stiinte Exacte, 2018, nr. 7 (117), p. 14-24. ISSN
1857 — 2073 Online ISSN 2345-1033.

PASA, T. Multi-index transport problem with non-linear cost functions. In: Romai J., 2018,
vol. 14, no. 2, p. 129-137. Disponibil: https://rj.romai.ro/arhiva/2018/2/Pasa.pdf.

PASA, T. The application of parallel programming in solving the non-linear transport
problem, In: Conferinta Internationald Modelare Matematicd, Optimizare si Tehnologii
informationale, 12-16 noiembrie 2018, Chisindu, p. 164-168. ISBN 978-9975-62-421-3.
PASA, T., UNGUREANU, V. Solving the non-linear 4-index transportation problem. In: The
Fifth Conference of Mathematical Society of the Republic of Moldova, 2019, p. 221-224.

Chisindu: Vladimir Andrunachievici Institute of Mathematics and Computer Science.
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16. PASA, T. Solving non-linear multi-index transportation problems. In: Romai J., 2019, vol.
15, no. 2, p. 91-99. Disponibil: https://rj.romai.ro/arhiva/2019/2/Pasa.pdf.

17. PASA, T. Solving transportation problems with concave cost functions using genetic
algorithms. In: CSJM, 2020, vol. 28 no. 2 (83), p.140-151. ISSN 1561-4042.

18. PASA, T. Algoritmi de solutionare a problemelor neliniare de transport cu mai multi indici.
In: Studia Universitatis Moldaviae, Seria Stiinte Exacte, 2020, nr. 2 (132), p. 36-44. ISSN
1857 - 2073 Online ISSN 2345-1033.

19. PASA, T. Genetic algorithm for solving transportation problems on networks with one source
and multiple sinks. In: ITM Web Conf., ICAMNM 2020, Section: Applied Mathematics and
Numerical Methods, nr. 34, 11 pages. https://doi.org/10.1051/itmconf/20203402006,
Online ISSN 2271-2097.

Sumarul compartimentelor tezei: Teza este structuratd in trei capitole, In care sunt
studiate o serie de cazuri particulare ale problemei neliniare de transport, fiind elaborati si testati
algoritmii de solutionare a acestora. Lucrarea contine adnotari in limbile romana, rusa si engleza,
introducere, concluzii generale si recomandari, o listd bibliografica ce cuprinde 173 titluri, 12
anexe, declaratia privind asumarea raspunderii si CV-ul autorului.

In Introducere este argumentati actualitatea si importanta temei de cercetare, sunt
formulate scopul, obiectivele si ipotezele tezei. Este formulata problema stiintificd de importanta
majord fiind mentionatd importanta teoretica si valoarea aplicativa a lucrdrii, este efectuata o
analiza a publicatiilor la tema tezei si o sintezd a continutului tezei.

In Capitolul I, Analiza situatiei in domeniul problemelor neliniare de transport,
format din 6 sectiuni, care poartd un caracter introductiv, este examinata situatia actuald in
domeniul de cercetare. Aici sunt enuntate rezultatele clasice si recente ce tin de domeniul de
cercetare, si sunt descrise diferite clase de probleme de transport si algoritmi de solutionare, cum
sunt: problema clasica de transport, problema de transport pe retea cu functii constante de cost, cu
functii liniare de cost, cu functii neliniare diferentiabile, nediferentiabile si separabile.

Un rol important in solutionarea diferitor tipuri de probleme de transport au algoritmii
problemelor complexe in ceea ce priveste functia obiectiv care descrie costul de transport, dar si
problemele aplicative de dimensiuni mari.

Sunt grupate si analizate problemele de transport cu mai multi indici pentru care functia de
cost este nu doar concava si dependenta de sursele si de destinatiile retelei, dar si de tipurile de

produs transportat si de tipurile de transport utilizat. In acest context este propusi modalitatea de
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solutionere prin reducerea unor astfel de probleme la serii de probleme de programere liniard, dar
si prin aplicarea algoritmilor genetici in special pentru problemele practice de dimensiuni mari.

in Capitolul II, Problema neliniari de transport cu functii concave de cost, format din
6 sectiuni, sunt formulate un sir de cazuri particulare ale problemei neliniare de transport pe retea
cu functii concave de cost: problema neliniara de transport pe retea cu o sursa si o destinatie,
problema neliniara de transport pe retea cu o sursa §i o destinatie pentru care se pune restrictia
cd fluxul de produs trece prin toate arcele retelei, problema neliniara de transport pe retea cu o
sursa si cdteva destinatii si problema neliniara de transport pe retea cu cdteva surse §i cdteva
destinatii. Pentru fiecare din problemele formulate sunt descrisi algoritmi de solutionare care
genereaza solutie pseudo optima in timp rezonabil.

Algoritmii AE1 si AE2 permit solutionarea problemei neliniare formulate prin reduceri
succesive la o problemd a programadrii liniare pentru care sunt cunoscute metode de solutionare.
Pentru acesti algoritmi este formulata si demonstrata teorema de convergenta catre un optim local
si cea de estimare a necesarului de memorie pentru implementarea algoritmului.

Un loc important il ocupd algoritmii genetici AG1l, AG2, AG3 si AG4 pentru care sunt
aplicate diferite codificari in dependenta de problema solutionatd. Codificarea corectd a problemei
permite obtinerea unei solutii admisibile a problemei dupd decodificare. Sunt formulate teoremele
de convergenta catre solutii £ - optime pentru algoritmii AG1 si AG2 si teoremele de convergenta
catre un optim local pentru algoritmii AG3 si AG4. Algoritmii elaborati sunt testati pentru
probleme de diferite dimensiuni, fiind astfel demonstrate si practic atat convergenta algoritmilor,
cat si dependenta timpului de executie a algoritmului de parametrii retelei de transport studiate.

In Capitolul ITI, Problema neliniari de transport cu N indici, format din 3 sectiuni, este
studiatd problema de transport cu functii concave de cost descrisa de 4 indici: surse, destinatii,
tipuri de produse transportate §i tipuri de transport utilizate pentru transportare. Problema este
modelatd matematic, sunt descrise proprietatile sale si elaborati doi algoritmi de solutionare.
Algoritmul AME]1 presupune reducerea problemei neliniare la o serie de probleme liniare. Pentru
algoritmul genetic AMG1 problema este codificata astfel incat fiecarui cromozom i se asociaza o
solutie admisibila a problemei dupa decodificare. Fiecare cromozom consta din 4 compartimente:
lista de arce care descrie problema, lista de surse ordonate aleatoriu care descrie ordinea de
deservire a surselor, lista de destinatii ordonate aleatoriu care descrie ordinea de deservire a
destinatiilor, lista tipurilor de produse si lista tipurilor de transport ordonate aleatoriu care descrie
ordinea de deservire a produselor si destinatiilor respectiv. Sunt descrisi operatorii de selectie,
incrucisare si mutatie aplicati asupra cromozomilor, astfel incat dupa aplicarea fiecaruia dintre

acesti operatori sd se obtind un cromozom cdruia i se poate asocia o solutie admisibila.
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Un interes deosebit prezintd studiul efectuat asupra problemei de transport pe retea cu
functii concave de cost care este descrisa de 5 indici: surse, destinatii, tipuri de produse
transportate, tipuri de transport utilizate pentru transportare si punctele intermediare ale retelei.
Pentru a simplifica modelarea matematica a problemei dar si descrierea/implementarea
algoritmilor de solutionare, problema este descrisd ca problema cu 3 indici: arcele retelei, tipuri
de produse transportate si tipuri de transport utilizate pentru transportare. Ca rezultat, este propus
un algoritm AME2 care presupune reducerea problemei neliniare la o serie de probleme liniare.
Este propus si algoritmul genetic AMG2 pentru care problema este codificatd astfel incat fiecarui
cromozom 1 se asociazd o solutie admisibild a problemei. Fiecare cromozom constd din 5
compartimente: lista arborilor de acoperire cu radacina in fiecare din sursele retelei, lista de surse
ordonate aleatoriu care descrie ordinea de deservire a surselor, lista de destinatii ordonate aleatoriu
care descrie ordinea de deservire a destinatiilor, lista tipurilor de produse si lista tipurilor de
transport ordonate aleatoriu care descrie ordinea de deservire a produselor si transporturilor
respectiv. Sunt descrisi operatorii de selectie, Incrucisare si mutatie care fiind aplicati asupra
cromozomilor garanteaza obtinerea unui cromozom cdruia i se poate asocia o solutie admisibila.

In compartimentul Concluzii generale si recomandiri sunt expuse concluziile generale
asupra rezultatelor obtinute in cadrul tezei. Sunt punctate importanta si impactul acestor rezultate
asupra dezvoltarii domeniului dat. Sunt prezentate recomandarile in forma de sugestii privind

cercetarile de perspectiva.
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I. ANALIZA SITUATIEI iN DOMENIUL
PROBLEMELOR DE TRANSPORT

O problema de transport reprezinta o problema de optimizare, care consta in determinarea
unui plan optim de transport al unui produs omogen de la surse identice cu scopul de a satisface
cerintele unor destinatii identice minimizand costul de transport al acestui produs. Modelul
problemei este utilizat pentru optimizarea aprovizionarii intreprinderilor cu materie prima si
materiale.

Analiza metodelor de solutionare a problemei neliniare de transport pe retea ca problema
de programare neliniard a fost efectuatd intr-o serie de lucrari, precum sunt (Pasa, 2004), (Pasa,
2005), (Pasa, 2011), (Pasa, 2018a), iar a algoritmilor de solutionare a problemei fluxului maxim

in retea In lucrarea (Pasa, 2017c¢).

1.1  Problema de transport

Pentru prima data problema de transport a fost formalizatd de catre matematicianul francez
Gaspard Monge (1781). Problema a fost studiata de L. V. Kantorovich (1942) si de F. L. Hithcock
(1941) care In 1941 a utilizat proprietatile problemei de transport doar la determinarea solutiei
initiale. Mai tarziu, T. C. Koopmans (1947) imbunatateste metoda de rezolvare, iar Dj. Datzing
(1951) realizeaza metoda simplex care, desi este una exponentiald, s-a dovedit a fi una foarte
eficientd si pe larg utilizatd pentru solutionarea unei clase largi de probleme de programare liniara
(Hantuur, 1966), (I'onbireitn & KOaun, 1969).

Metoda potentialelor propusd de Kantorovici L. V. si Gavurin M. C. (1949) reprezinta o
modificare a metodei simplex. Metoda potentialelor tine cont de specificul problemei de transport

si contine un pas suplimentar de control al functiei la neméarginire pe multimea de solutii.

Problema de transport poate fi formulatd in felul urmator. Existd m surse care pot livra

produse omogene in cantitatile a;,i = 1,m, si n destinatii care solicitd acest produs si au
necesitdtile b;, j = 1,n. Se presupune ca costul de transport a unei unitati de produs de la sursa i
la destinatia j este ¢;; u. c., unde i = 1,m, j = 1,n. Se cere determinarea unui plan optim de

transport in scopul minimizarii cheltuielilor totale, adicd cantitdtile x;; de produs, unde

i=1,m, j=1,n, care trebuie sa fie transportate de la fiecare sursd la fiecare destinatie, astfel

incat costul total de transport sd fie minim. Prin urmare, problema de transport consta in
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determinarea unei solutii x*, pentru care functia F(x) = X%, ¥j_;c;jx;; atinge valoarea

j
minimala.
Modelul matematic al problemei de transport poate fi scris astfel:

F(x) -» min

n
injzal, i=1m
j=1
I (1.1)
ZXij=b], ]=1,n
i=1 i=1m,j=1n
\ xij > 0,

unde X descrisd de sistemul (1.1) este multimea de solutii admisibile.

Definita 1.1. Vom spune ca problema de transport este echilibrata si admite solutii daca

satisface conditiile:

b;,a; > 0,b;

] ]Zo,l:]-;ml]:]-)n

n
i=1 j=1

Problema de transport poate fi modelata matematic ca o problema a programarii liniare ce
are ca scop minimizarea costului de transport.

In prezent, existd pachete de programe de optimizare care contin softuri performante pentru
rezolvarea problemei de optimizare liniard. Un instrument bine cunoscut este Sistemul
Matematica.

Problema liniara de transport poate fi solutionatd utilizind metoda simplex (Dantzig,
1951). Insa, nu este de dorit sa aplicim aceastd metoda din cauza caracteristicilor problemei si
fiindca matricea coeficientilor din sistemul de restrictii este dominata de zerouri, ceea ce conduce
la o multime de operatii care se vor Indeplini fara rost (in gol).

Se poate remarca faptul cd intr-o problema de transport nu poate aparea decat varianta de
optim finit existand intotdeauna solutii admisibile. Minimumul —oo nu este posibil, deoarece se
cere minimizarea unei functii liniare cu toti coeficientii pozitivi pe o multime de solutii cu toate

componentele pozitive.

Problema de transport (1.1) echilibratd este un model de programare liniara cu m +n

restrictii, m * n variabile si care are Intotdeauna o solutie admisibilda marginitd (Trandafir, 2004)

dea;,i=1msib;,j=1n.
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In Anexa 1 este prezentati o modalitate de tratare a solutiei degenerate la solutionarea
problemelor degenerate de transport (Pasa & Ungureanu, 2017b) si un exemplu ce descrie

aplicarea acestei metode.

1.2 Problema fluxului de cost minim pe retea de transport

La definirea notiunilor de bazd cu care se opereazd in aceasta lucrare au fost consultate
sursele (Ford & Fulkerson, 1956), (bepx, 1962), (Yucon, 1978), (Cormen, Leiserson, & Rivest,
2002) si (Corlat & Corlat, 2012), unde pot fi gasite si demonstratiile teoremelor.

Definitia 1.2. Numim retea de transport un graf orientat G = (V,E) fara cicluri, cu
multimea de varfuri V, |V| = n si multimea de arce E, E c VXV, |E| = m si o functie pozitiva

u: E = R - capacitatea arcului, care satisface urmatoarele proprietati:
1. Exista un varf (sursa) vy € V care nu are ascendenti;
2. Exista un varf (destinatie) v, € V care nu are descendenti;

Definitia 1.3. Numim flux intr-o retea functia x:E — R care poseda urmatoarele

proprietati:
1. Restrictii de capacitate: pentru orice e € E are loc x(e) < u(e);
2. Simetria: pentru orice (vy,v,) € E are loc x(vy,v,) = —x(v,,11);

3. Conservarea fluxului: ¥.ecp+@)X(€) — Yecp-w) X(€e) = 0, unde E*(v) este multimea de

arce care intra in varful v € V si E~(v) — multimea de arce care ies din varful v € V.

Definitia 1.4. Numim taietura a unui graf G = (V, E) o partitie (S, T) a multimii nodurilor,
astfel incat vy € S sivy €T, se noteaza S/T.

Definitia 1.5. Capacitatea taieturii este suma capacitatilor tuturor arcelor cu varful initial
in S sivarful final in T, (S,T) = Ypeswer (v, w).

Definitia 1.6. (Goldberg & Tarjan, 1990) Fie graful G = (V, E’) cu fluxul f. Numim graf

rezidual Gg(V,Ey) graful cu multimea de vérfuri V care contine arcele cu capacitati reziduale

pozitive E; = {(v,w) € VxV|us(v,w) > 0}.

Definitia 1.7. Numim drum de crestere drumul p = (vq, v,, ..., V) in graful rezidual cu

ur(v;, Vi41) > 0,0 =1,k — 1, unde v; = v;, v} = V.

Definitia 1.8. Marimea maxima a fluxului net care intra in destinatie
x| = Xwvper X0, V) — Xwpvyer X(Vr, V) se numeste flux maxim in refea.
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Teorema 1.1. (Fluxul Maxim - Taietura Minima) (Ford & Fulkerson, 1956). Marimea
fluxului maxim, din sursa in destinatie, intr-un graf orientat G = (V, E) este egald cu capacitatea
tdieturii minime care separd sursa de destinatie.

Definitia 1.9. Numim graf stratificat toate drumurile minime intre vg si v, in graful
rezidual Gy, care formeazd subgraful G, = (Vp, Ey) construit utilizind cautarea in latime
modificata (Dinic, 1970).

Definitia 1.10. Numim capacitatea varfului v, unde v € Go(Vy, Ey) este varf al grafului
stratificat, marimea cap(v) = min{Yq,vyer, YW V), X wier, U, w)}.

Definitia 1.11. Numim pseudoflux intr-o retea de transport functia f: E — R pentru care
nu se respectd proprietatea Yecp+ ) f (€) = Yecp-v) f (€), unde E*(v) este multimea de arce

ascendenteinv €V si E~(v) — descendente dinv € V.

Un flux admisibil este si pseudoflux. Deci, pseudoflux este fluxul pentru care cantitatea

totald de flux care intra in varf nu coincide cu cantitatea de flux care iese din varf.

Definitia 1.12. Numim capacitate reziduala a unui arc functia us: E - R pentru care
ur(v,w) = u(v,w) — f(v,w) — fluxul care poate fi transportat suplimentar din v in w fara
depasirea capacitatii u(v, w).

Definitia 1.13. Numim capacitate reziduald a unui drum p cantitatea maximd de flux
u,(p) = min{u,(v,w)|(v,w) € p} ce poate fi transportata de-a lungul sau.

Cel putin un arc pe drumul de crestere p are capacitatea reziduald us(v,w) > 0 pand la
imbunittire si us(v,w) = 0 dupa imbunititire, un astfel de arc este exclus din graful G si este
numit arc saturat.

Definitia 1.14. Numim flux saturat (Dinic, 1970) intr-un graf orientat, fluxul x astfel incdt

fiecare drum s — t contine un arc cu capacitatea reziduala zero.

Definitia 1.15. Numim preflux (Goldberg & Tarjan, 1988) intr-o retea de transport functia

Xsi E = R care respecta urmatoarele proprietafi:
1. pentru orice e € E are loc x¢(e) < u(e),
2. pentru orice (vy,V,) € E are loc x¢(v1,v;) = —x£(V3, V1)

3. pentruoricev € V are loc ¥eep+ ) Xr(€) > Yeep-(v) Xr (€), unde E* (v) este multimea de

arce care intrainv € V si E~(v) — multimea de arce care ies dinv € V.
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Deci, preflux este fluxul pentru care cantitatea totald de flux care intra in varf poate fi mai
mare decat cantitatea de flux care iese din varf.

Problema fluxului maxim in retele de transport permite modelarea unor procese
economice, cum ar fi proiectarea liniilor de electricitate, a retelei de comunicatii sau a retelei de
drumuri, a conductei de apd sau gaze sau optimizarea problemelor de producere si pastrare a marfii

in depozite, precum si optimizarea fluxurilor de pasageri.

Printre autorii care au descris algoritmi de determinare a fluxului maxim in retele de
transport sunt L. R. Ford si D. R. Fulkerson (1956), J. Edmonds si R. Karp (1972), E. Dinic (1970),
A. Karzanov (1974), N. Megiddo (1974), Z. Galil si A. Naamad (1980), D. D. Sleator si R. E.
Tarjan (1983), (1985), A. V. Goldberg si R. E. Tarjan (1988), G. L. Miller si J. Naor (1995).

Printre lucrarile din ultimii ani, se pot enumera (Boycov & Kolmogorov, 2004), (Tarjan,
Ward, Zhang, Zhou, & Mao, 2006), (Borradaile, Klein, Mozes, Nussbaum, & Wulff-Nilsen, 2011),
(Borradaile & Klein, 2009), (Mehta, 2014), (Madry, 2016), (Mardy, 2013), (Cristiano, Kelner,
Madry, Spielman, & Teng, 2011), (Sherman, 2013), (Kelner, Lee, Orecchia, & Sidford, 2014),
(Ciupala, 2014), (Ciupald, 2016), (Schiopu, 2016), (Holzhauser, Krumke, & Thielen, 2017).

Complexitatea unor algoritmi de solutionare a problemei fluxului maxim in retea, autorii

si anul descrierii acestor algoritmi sunt expuse Tn Anexa 2.

Problema fluxului de cost minim are un rol important in sirul problemelor de optimizare
pe retele si constd in transportarea unui flux de produs de la o multime de surse catre o multime
de destinatii Intr-o retea de transport cu restrictii-capacitati si functii liniare de cost definite pe
arcele retelei. Problema are aplicatie in diferite domenii, cum ar fi proiectarea retelelor de
telecomunicatii, a conductelor pentru apa, gaz, petrol, planificarea transportului rutier, a

aproviziondrii cu produse si planificarea procesului de fabricatie.

Definitia 1.16. Doua varfuri ale unui graf orientat sunt conexe daca exista drum care le
uneste. Graful G = (V,E) este conex daca oricare doua varfuri sunt conexe. Daca intr-un graf
orice pereche de noduri sunt conexe in ambele directii cu drumuri orientate, vom spune ca graful

este tare conex.

Se considera graful conex orientat G = (V, E), |V| = n, |E| = m, astfel incat fiecarui arc
e € E i este asociata o functie u: E — R numita capacitatea arcului si o functie c: E = R - costul
de transport a uei unitati de produs. Pe multimea V de varfuri este definita o functie reala marginita

de producere si consum q: V — R.
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Problema fluxului de cost minim pe retea de transport consta n aprovizionarea destinatiei
de catre sursa cu un flux de produs pe un drum cat mai ieftin posibil; deci, trebuie sa se determine
un flux x* € X care minimizeaza functia F(x) = ) .cg c(e) x(e), adica se cere solutionarea

problemei liniare:

F(x) - min,

x(e) — z x(e) = q(v), veV,

x€EET(v) x€EE~ (V)

0 <x(e) <u(e), e EE,

unde E*(v) ={(w,v)|(w,v) €E}, E-(v) ={(v,w)|(v,u) € E}, X — multimea solutiilor
admisibile. Se presupune ca toate datele sunt valori intregi si se doreste sa se obtina ca solutie

optima o valoare intreaga fezabild, iar ), e, q(v) = 0.

Teorema 1.2. (Klein, 1967) x € X este flux de cost minim daca si numai daca nu exista

niciun ciclu orientat, astfel incat suma costurilor de-a lungul arcelor sale sa fie o marime negativa.

In baza acestei teoreme se poate concluziona faptul ci pentru ca un flux sa fie optim trebuie
de verificat daca existi un cost negativ intr-un ciclu orientat. In caz ci exista un astfel de ciclu,
fluxul este Tmbunattit transportand (impingand) un flux pozitiv de-a lungul arcelor ciclului ceea
ce conduce la micsorarea costului total pastrand nemodificatd marimea fluxului.

Definitia 1.17. (Goldberg & Tarjan, 1990) Functia de cost este o functie m:V — R care
descrie pretul unui virf v. Functia de reducere a costului c;:E — R este definitd de expresia

c:(v,w) =c(v,w) —t(v) + T(w).

Definitia 1.18. (Goldberg & Tarjan, 1990) Fie dat € = 0, atunci un pseudoflux f se

numeste € —optimal, ¢;(v,w) = —¢, unde (v,w) € G,.

Teorema 1.3. (Goldberg & Tarjan, 1990). Fie costurile tuturor arcelor sunt intregi. Atunci

pentru orice 0 < € < 1/n, un flux € —optimal este flux optimal.

In continuare, pentru descrierea complexititii algoritmilor se folosesc notatiile:
U — mérimea maxima a capacitatii arcelor, C — marimea maxima a costului unei unitati de produs
transportat de-a lungul arcului.

Out of Kkilter este un algoritm descris de F. Fulkerson (1961). Utilizdnd procedura de
marcare, fiecare arc care nu satisface conditiile de optim potrivit trebuie sa fie adaptat. In cazul in
care toate arcele se afla in starea a, S, y (descrise in (Fulkerson, 1961)), se spune ca fluxul este

unul admisibil si optim. Aceasta stare se numeste “in kilter”, in caz contrar “out of kilter”. Deci,
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pentru a solutiona problema trebuie ca toate arcele sa fie “in kilter”, iar constanta kilter sa fie egala
cu un numar pozitiv. Algoritmul are complexitatea O (|E|3U).

Algoritmul descris de M. Iri (Iri, 1960) si R. G. Busacker cu P. J. Gowen (1960) are la baza
algoritmul celor mai scurte drumuri, numit Successive shortest path. Primul algoritm polinomial
de solutionare a problemei a fost descris de J. Edmonds si R. M. Karp (1970), (1972). Algoritmul
se incheie in O(|V| U Sp(|V|, |E|, |[V|C)) pasi, unde Sp — timpul de determinare a celui mai scurt
drum. Metoda celor mai scurte drumuri este prezentata si de N. Tomizawa, care in lucrarea sa
(Tomizawa, 1971) descrie algoritmul pentru retele cu cateva surse si cateva destinatii.

M. Klein (1967) descrie algoritmul Cycle canceling, care porneste de la fluxul maxim, iar
in reteaua reziduald asociatd se verifica existenta ciclurilor orientate cu costuri negative. Daca
astfel de ciclu este depistat, atunci de-a lungul arcelor este transmis un flux pozitiv, astfel incat sa
fie saturat un arc care implica micsorarea costului, dupa care se construieste un nou graf rezidual.
Daca nu este depistat un ciclu orientat de cost negativ, atunci se spune ca sa obtinut fluxul de cost
minim. Algoritmul necesita cel mult 2|E|CU iteratii, iar timpul de executie este de ordinul
O(IVI||E|>CU). In (Weintraub, 1974) autorul descrie modalitatea de solutionare a problemei
fluxului de cost minim pentru cazul functiilor de cost convexe si al functiilor de cost liniare care
la fel are la bazd determinarea existentei ciclurilor de cost negativ.

In (Sokkalingam, Ahuja, & Orlin, 2000) autorii propun o metoda de identificare a ciclurilor
de cost negativ care este realizatd solutionand problema celor mai scurte drumuri cu arce de
lungime nenegative. Algoritmul se executd in O(|E[(|V] + |V|log|V])log (|V|U)) timp.

Algoritmul descris de J. Edmond si R. M. Karp in (1972), numit si Capacity-scaling
algorithm, prezintd o imbunatatire a algoritmului celor mai scurte drumuri si este un algoritm slab
polinomial. Algoritmul necesita determinarea celui mai scurt drum de O(|E|logU), ceea ce
presupune ca timpul de executie este O((|E|logU)(|E| + |V]log|V])).

Pentru prima data algoritmul Cost-scaling a fost descris de H. Rock (1980), ulterior de R.
G. Bland si D. L. Jensen (1985). Acest algoritm are timpul de executie
o(|V|log (C)M(|V|,|E|,U)), unde M(|V|, |E|, U) reprezinta timpul necesar pentru determinarea
fluxului maxim. A. V. Goldberg si R. E. Tarjan (1987) au perfectionat algoritmul aplicand ¢-
optimalitatea. Autorii descriu algoritmi care au limita superioard a complexititii de
o(VI5/3|E|1*31log (JV|C)), O0(IV|3log ([V|C), iar in cazul aplicarii arborilor dinamici au
complexitatea O(|V||E|log (|V])log (|V|C)). In versiunea generici a algoritmului procedura de
imbunatitire ia O (|V|?|E|) timp, iar numarul total de faze a e-scaldrii este de O (log (|V])C) si, ca

urmare ruleazi in timp slab-polinomial O (|V|?|E|log (|[V|C)) (Goldberg & Tarjan, 1989).
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A. V. Goldberg si R. E. Tarjan (1989) descriu algoritmul Minimum-mean cycle-
canceling, care consta in determinarea ciclurilor de cost mediu minim si anularea lor; in cazul
costurilor reale acesta se executd in O(|V||E|%log (|V])) pasi si necesitd O(|V|?|E|*log (]V]))

timp de executie. In cazul costurilor intregi sunt necesari O(|V||E|log (|V|C)) pasi si

O(IV Iz |E2min {logZ(V1C) ,/VT1og(IVIC) . IVIIE] log (V1) ) timp.

O imbunatatire a algoritmului precedent a fost propus de A. V. Goldberg si R. E. Tarjan
(1989). Algoritmul Cancel and tighten are la baza doi pasi: 1) sunt determinate si anulate ciclurile
admisibile pana cand graful admisibil este aciclic, ceea ce implica anularea a cel mult |E| cicluri;
2) este modificat vectorul potentialelor 7, astfel incat € este micsorat pana la cel mult (1 — 1/[V])
din valoarea sa precedenta. In cazul costurilor intregi sunt executate O (|V|log (|V|C)) iteratii, cu
implementarea arborilor dinamici in O(|E|log (|[V])) timp pe iteratie, ceea ce implicd un
O(|V||E[log (|V)log (|V]C)) timp total de determinare a fluxului de cost minim.

Algoritmul Double scaling (Ahuja, Goldberg, Orlin, & Tarjan, 1988) se bazeaza pe o
combinatie a catorva tehnici, cum sunt capacity-scaling (Edmonds & Karp, 1972), excess-scaling
(Orlin, 1988), cost-scaling (Goldberg & Tarjan, 1988), dar si utilizarea arborilor dinamici (Sleator
& Tarjan, 1983), care conduce la rularea sa in O(|V||E|loglog Ulog (|V|C)) timp.

Algoritmul simplex pe retea (Dantzig, 1951), (Dantzig, 1963) poate fi privit ca un caz
particular a algoritmului cycle calceling, iar solutia, atat cea initiala, cat si cea optima, este descrisa
de un arbore de acoperire. Imbunatitirea solutiei consta in addugarea unui arc nou care conduce la
aparitia unui ciclu de cost negativ care apoi este anulat prin saturarea altui arc si excluderea lui din
componenta arborelui obtinand un nou arbore, procedurd ce se repetd pand cand nu mai pot fi
gasite astfel de arce care ar putea fi adaugate. Degenerarea (Cunningham, 1976) — aparitia unui
ciclu de capacitate reziduald zero (costul fluxului nu poate fi micsorat) este evitata prin garantarea
ca poate fi transportatd o cantitate de flux pozitiv din orice varf pe un drum al arborelui de
acoperire. Algoritmul este studiat atat din punctul de vedere al eficientei de implementare
(Grigoriadis, 1986), (Lobel, 1996), (Armstrong & Jin, 1997), cat si posibilitatea dezvoltarii unor
cazuri particulare (Tarjan R. E., 1991), (Orlin, Plotkin, & Tardos, 1993), (Wang & Lin, 2009).

Fiind o problema actuala, cercetatorii studiaza modalititi de Tmbunétatire atat teoretica in
ceea ce priveste complexitatea de executie a algoritmilor, cat si modalitati de implementare
practica, in special in cazul solutiondrii problemelor de diferite dimensiuni (Ciupald, 2010),
(Ghiyasvand, 2012a), (Kiraly & Kovas, 2012), (Ghiyasvand, 2012b), (Goldberg, Kaplan, Hed, &
Tarjan, 2015), (Dawuni & Darkwah, 2015), (Ahmed, Khan, Ahmed, & Uddin, 2016), (EI-
Sherbeny, 2016), (Cohen, Madry, Sankowski, & Vladu), (Chandrasiri & Samarathunge, 2017),
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(Goldberg, Hed, Kaplan, & Tarjan, 2017), (Maher & Abdula, 2017), (Erickson, Fox, &
Lkhamsuren, 2018).

Un sir de lucrari descriu posibilitatea de solutionare a cazurilor particulare vizand problema
fluxului maxim folosind algoritmul simplex pe retea (Geranis, Paparizzos, & Sifaleras, 2009),
(Ebrahimnejad & Nasseri, 2012), (Mizuno, Sukegawa, & Deza, 2014).

Algoritmii 2- si 3-aproximativi sunt propusi in (Cheriyan & Laekhaukit, 2013), (Rostami
& Ebrahimnejad, 2014), iar in (Davis & Williamson, 2012), (Couetoux, Davis, & Williamson,
2015) autorii descriu un algoritm 3/2-aproximativ care solutioneaza problema de determinare a
costului minim pentru o multime de arce, astfel Incat fiecare componentd conexa are cel putin k
varfuri.

Mai multi autori (Han, Peng, & Wang, 2013), (Ding, 2014), (Guo, Wang, & Zhou, 2015),
(Abdi, Baroughi, & Alizadeh, 2018) propun metode pentru solutionarea problemei in cazul
incertitudinii asupra marimii costului si/sau a capacitatii asociate unui arc din retea. Analiza
teoretica si experimentala a algoritmilor de baza este realizat in asa lucrari precum (Kovacs, 2013),

(Sifaleras, 2013), autorii formuland unele concluzii si recomandari.

1.3 Problema neliniara de transport

O problema de transport presupune cd este necesara minimizarea (costului, pierderilor) sau
maximizarea (profitului) unei functii, astfel incat sa fie satisfacute un sir de conditii descrise de
restrictiile de egalitati si/sau inegalitdti. Deci, se cere solutionarea unei probleme de programare
liniara sau neliniard in dependenta de tipul functiei obiectiv si de restrictiile egalitati si/sau
inegalitati.

Neliniaritatea problemei provine din rigurozitatea descrierii fenomenelor economice, fapt
care duce la aparitia unor dificultati in determinarea solutiei optime. Desi nu este formulatd o
metoda eficientd de solutionare a problemei de programare neliniard sub forma sa generald, se pun
conditii functiei obiectiv si/sau restrictiilor astfel solutiondndu-se unele cazuri particulare.

In cele ce urmeaza ne propunem studierea metodelor de solutionare a problemei neliniare
de transport pe retea si cercetarea cazurilor cand sunt impuse restrictii de egalitati si de ne

negativitate, fapt ce ar corespunde conditiei de existenta a fluxului in reteaua de transport studiata.
1.3.1 Formularea problemei neliniare. Notiuni de baza

Se considera problema de transport pe retea descrisa de graful conex aciclic ¢ = (V,E),

V| =n, |E| = m. Pe multimea de varfuri este definitd functia reald de producere si consum
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q:V — R. Pe multimea de arce sunt definite functiile neliniare de cost ¢, (x,). Problema neliniara
de transport pe retea constd in determinarea unui flux x* care minimizeazd functia

F(x) = Yeer @e(x,), adica se cere solutionarea problemei neliniare:

F(x) » min (1.2)

x@ - Y x(&)=qw) ()
e€ET(v) e€E~(v)

x(e) =20, e€E (1.4)

unde X este multimea care satisface sistemul de ecuatii (1.3) si restrictiile de pozitivitate (1.4),
E-(w) = {(v,w)|(v,u) € E}, E*(v) = {(u,v)|(u,v) € E}, iar sistemul de restrictii (1.3) — (1.4)

defineste multimea de solutii admisibile X ale problemei formulate.

Definitia 1.19. Multimea fezabila (multimea solutiilor admisibile) X a problemei neliniare
de transport este descrisa de restrictiile (1.3) si (1.4).

Definitia 1.20. Punctul x* € R™ este punct de minim (maxim) global daca si numai daca
x"€Xsif(x*) < f(x)[f(x") = f(x)] oricare ar fi x € X, i este punct de minim (maxim) strict
global daca si numai daca x* € X 5i f(x*) < f(x) [f(x™) > f(x)] oricare ar fi x € X \ {x"}.

Definitia 1.21. Punctul x* € R™ este punct de minim (maxim) local daca si numai daca
x* € X si exista o vecinatate U a lui x* astfel incat f(x*) < f(x) [f(x*) = f(x)], oricare ar fi
x € XNTU, si este punct de minim (maxim) strict local daca si numai daca x* € X i existda o

vecindtate U a lui x* astfel incat f (x*) < f(x) [f(x*) > f(x)], oricare ar fix € (X N V) \ {x"}.

Punctele de minim si maxim ale functiei se mai numesc si puncte de extrem.

Definitia 1.22. Gradientul unei functii f in raport cu o variabila vectoriala
x = (xq1,%Xy, ..., Xp), hotat Vf, este un camp vectorial ale carui componente sunt derivatele
partiale ale functiei, deci: Vf = (a—f,a—f ...,a—f).

x1 xy’ Xm
Dificultatea solutionarii problemelor neliniare, in comparatie cu a celor liniare, consta in
faptul ca diferentierea dintre extremul local si cel global este imposibild si ca solutionarea unei
probleme neliniare astfel incat sd fie obtinuta o solutie globala este foarte complicata. Deseori,

este complicata si obtinerea unei solutii locale.

Teorema 1.4. (Teorema Weiestrass - de existenta a punctului de minim). Daca multimea
fezabila X ¢ R™ este compacta (inchisa si marginita) si f: X — R este continud, atunci existd un

punct de minim global pentru problema (1.2) - (1.4).
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Teorema 1.5. (Conditii necesare de existenta a punctului de minim local) Daca x* este

punct de minim local si existd toate derivatele partiale ale functiei f in x*, atunci Vf(x*) = 0,

. .0 % x
adica a—;_ = 0 pentru x; = x;, j =1,m.
J

Teorema 1.6. (Conditii suficienta de extrem) Fie x* un punct stationar al functiei f (adica
Vf(x*) = 0). Fie functia f diferentiabila intr-o vecindtate a lui x* si de doud ori diferentiabild in
x* (adica exista V?f inx*). Daca V?f (x*) este pozitiv semidefinita, atunci x* este punct de minim

local al lui f.

Teorema 1.7. (Conditii suficienta de extrem) Fie x™ un punct stationar al functiei f (adica
Vf(x*) = 0). Fie functia f diferentiabila intr-o vecindtate a lui x* si de doud ori diferentiabild in
x* (adica exista V*f in x*). Daca V?f (x*) este pozitiv definitd, atunci x* este punct de minim

strict local al lui f.

Avand un punct stationar x* al functiei f pentru a determina dacad acesta este punct de
minim local, poate fi inclusiv verificat daca matricea Hessiand H(x*) (formata din derivatele
partiale de ordinul al doilea ale functiei f calculate in x*) este pozitiv definita. Iar pentru a verifica
daca o matrice este pozitiv definitd, poate fi utilizat criteriul lui Sylvester, conform caruia o matrice

simetrica este pozitiv definitd dacd si numai daca toti minorii ei principali sunt pozitivi.
1.3.2  Algoritmi de solutionare a problemei cu functii diferentiabile

In caz general, determinarea solutiei unei probleme neliniare incepe cu o solutie initiala
admisibild. Solutia optima se obtine iterativ, astfel incat la pasul k avem: x,,q = X; + A, dy,
k =1,2,..., unde d;, € R™ este o directie de deplasare din punctul x;, iar A, este un scalar care
descrie lungimea pasului de deplasare. Metodele de optimizare diferd prin modalitatea de calcul
al marimilor Ay, si dy, dar se va tine cont si de faptul cd la fiecare iteratie se va obtine o solutie x;,
admisibild, iar valoarea functiei obiectiv se va micsora. Vor fi impuse niste conditii de optimalitate
care ne vor garanta cd xj, este punct de minim al functiei. Numarul de pasi sunt restrictionati de
timpul de executie a algoritmului, de complexitatea calculelor sau de capacitatile tehnicii utilizate.

In cazul in care, la fiecare iteratie k vectorul d, indica directia de descrestere a functiei
f(x) In punctul x;, adicd se determind un punct nou xj,., = X + A,d) astfel incat
f(xrs+1) < f(x), se vorbeste despre o metoda de descrestere a functiei f(x).

Conform metodei gradient (Cauchy, 1847), vectorul directiei de descrestere dj, se va lua
egal cu antigradientul, d, = —Vf(xy) cu x4 = x — A4 Vf(xy), unde k = 0,1,2, ..., iar x, este
un punct initial cunoscut. Se considera k = 0, se alege un punct initial x, si se calculeaza Vf (x,)
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si o constantd &> 0, care este utilizatd pentru stoparea procesului de calcul. Daca

2
IVF(x)ll = |27, (%) <e¢g, atunci STOP cu x;, solutie optima. Altfel, se considera
dr = —Vf(xy), se determind A, solutiondnd problema de minimizare a functiei f(x; + Ardy)

pentru A, > 0. Se trece la iteratia k + 1 considerand X1 = xj + A dy.
O astfel de abordare functioneaza eficient la primele iteratii ale minimizarii, dar in

apropierea punctului stationar, din cauza pasilor mici in directia de descrestere, devine ineficienta.

Definitia 1.23. Fie M o matrice simetrica si pozitiv definita. Vectorii dgy, dq, ..., d; € R™

se numesc vectori reciproc conjugati in raport cu matricea M de ordinul m, daca toti vectorii sunt

diferiti de zero si (dedl-) =0pentrui #j,i,j =1,m.

Metoda gradientilor conjugati este potrivita, deoarece orice functie poate fi destul de
bine aproximata cu o functie patratica in vecinatatea punctului de minim, ceea ce garanteaza
obtinerea punctului minim Intr-un numar finit de pasi. Deoarece dupa fiecare set de calcule care
constd din n iteratii are loc pasul descris de cea mai rapida descrestere, metoda permite o apropiere
foarte bund de minim, fapt ce implica posibilitatea solutiondrii problemelor de dimensiuni mari.
Initial, pentru k = 0 se alege un punct initial x,, se calculeazd Vf(x,) si se considera
do = —Vf(xy). Se alege o constanta € > 0, care este utilizata pentru stoparea procesului de calcul.

Pasul de baza. Daca ||Vf(x;) || < €, atunci STOP cu x; solutie optima, altfel se trece la
pasul 1.

Pasul 1. Se determina A, solutiondnd problema de minimizare a functiei f(x; + A, dy)
pentru A, > 0. Se trece la iteratia k + 1 considerand xj,; = x + A, dj. Dacd k < n, atunci se

trece la pasul 2, altfel — la pasul 3.

2
Pasul 2. Se considera dy ., = —Vf(xy4q1) + U dy, unde gy, = % si se trece la pasul
k
1 substituind k cu k + 1.
Pasul 3. Se considerd x, = x,,, dg = —Vf(x,) si k = 0 si se trece la pasul de baza.

Metoda Newton utilizeaza si calculul derivatelor partiale de ordinul doi, ceea ce presupune
ca matricea Hessiand H (x;) este nedegeneratd pentru Vx,. Metoda converge numai dacd punctul
initial este destul de aproape de punctul optim, fapt ce constituie neajunsul metodei. Initial se
considera k = 0, se alege un punct initial x, si se considera aproximarea functiei bazata pe
dezvoltarea Taylor in vecindtatea punctului x,. Este solutionatd problema: min f;(x), cu
fri(x) =V ) (x —x) + % (x — x,)TH(x,)(x — x;). Pentru a determina x,,, se verifici

conditia necesara de optimalitate, adica daca derivatele partiale ale functiei f; (x) sunt nule, deci
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Vi (x,) + H(x) (x — xp) = 0. Astfel, x1 = x, — H 2 (x)Vf (x), k = 0,1,2, ... este formula
recurentd pentru punctele generate. Dacd Vf (x*) = 0 si H(x™) este pozitiv definitd atunci x* este
punct de minim local.

Metoda Newton are mai multe modificatii care permit solutionarea problemei indiferent de
care este punctul initial ales x,. Printre aceste modificatii se poate numi metoda Newton cu pas
reglabil sau metoda Newton cu aproximatia matricei Hessiane.

Deoarece minimumul functiei obiectiv pentru probleme de optimizare cu restrictii se poate
atinge si pe frontiera multimii X ce descrie multimea solutiilor admisibile ale problemei, pe langa
metodele clasice de solutionare a problemelor de optimizare fara restrictii pot fi aplicate si unele
metode adaptate la particularitatile descrierii multimii de restrictii, dar si la tipul functiei obiectiv
care se cere a fi minimizata.

Metoda multiplicatorilor Lagrange permite solutionarea problemelor de optimizare, cu
restrictii de egalitati si inegalitati, prin transformarea lor in probleme de optimizare fara restrictii
si aplicarea algoritmilor optimizarii fara restrictii care garanteaza convergenta catre un punct
stationar. Aceste puncte stationare pot fi de minim local sau global, de maxim local sau global dar

si puncte de inflexiune.

Conditia de regularitate Slater. Exista x' € R™ cu proprietatea hy(x') <0, i = 1,n si

xj >0, j = 1,m ceea ce presupune ca multimea solutiilor admisibile are interiorul relativ nevid.

Conditiile de optimalitate locala sunt descrise de urméatoarea teoremad, iar punctele care le

satisfac sunt puncte stationare ale problemei.

Teorema 1.8. Fie functiile f(x), hy(x), ..., h,(x) continuu diferentiabile in vecinatatea
punctului x* € R™. Daca x*este punct de minim local, atunci exista Ay, A3, ... , Ay concomitent

nenule, astfel incat:
n
LL(x" A7) = A"V (x*) + Z A, Vh(x*) = 0
i=1

in punctul x*. Daca totodata gradientii Vh;(x*), i = 1, n sunt liniar independenti, atunci A, # 0.

Nu Intotdeauna punctele stationare sunt solutiile problemei, iar pentru a le selecta pe cele

optime este aplicatd teorema ce urmeaza care contine conditiile suficiente de optimalitate.

Teorema 1.9. Fie functiile f(x), hi(x), ..., h,(x) de doua ori diferentiabile in punctul

stationar x* € R™ i fie:
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pentru orice cresteri nenule dx; si dx;, astfel incdt:

m

Oh;(x*, A"
ZL)dx-zo, i=1m.

, j
ax,

j=1

Atunci x* este punct de minim local strict al problemei initiale sau a problemei de minimizare a

functiei lui Lagrange.

Din cauza dificultatilor de aplicare a metodei Lagrange, aceasta nu este utilizatd pe larg la
solutionarea problemelor de optimizare. Deseori sunt recomandate metode numerice aproximative

care garanteazd o solutie din vecinatatea punctului optim.

Teorema 1.10. (Teorema Kuhn-Tucker) (Kuhn & Tucker, 1951). Punctul x* este solutie
optimd a problemei de programare convexd min F(x), h;(x) <0, i = 1,n, dacd si numai dacd
exista un punct A* =0, astfel incat (x*,1") este punct sa al functiei Lagrange, adica

L(x* 2) < L(x* %) < L(x, 1.

Dacd functiile f(x), hi(x), ..., hy(x) sunt diferentiabile, atunci se poate demonstra ca

conditiile teoremei precedente sunt echivalente cu conditiile de optimalitate Kuhn-Tacker:

Vil 20, x]f“ijL =0,x 20, j= ILmsi V3L<0, A}V, L=0, 2,20, i=1n.

In cazul in care functia obiectiv este una convexi si domeniul de definitie a solutiilor
admisibile la fel este convex, avem situatia cand minimul local coincide cu minimul global. Pentru
astfel de probleme si sunt obtinute un sir de rezultate.

Aplicarea metodelor gradient clasice in cazul existentei restrictiilor presupune deplasarea
de-a lungul celei mai rapide descresteri si poate duce in puncte inadmisibile. In scopul evitarii unor
astfel de situatii, de catre J. B. Rosen a fost propusa metoda gradientului proiectat (Rosen, 1960),
conform careia antigradientul este proiectat astfel incat punctul obtinut sa fie unul admisibil, iar

functia sa ia valori mai mici (sd se minimizeze).

Definitia 1.24. Proiectia punctului a = (a4, a,, ..., ) pe multimea X se numeste punctul

IIx(a), care este cel mai aproape de a dintre toate punctele din X.

Deci, de fapt efectuarea proiectarii unui punct pe o multime presupune solutionarea
problemei de proiectare care nu este una simpla. In cazul unor probleme complicate se poate
recurge la unele modificatii ale metodei gradientului proiectat, cind multimea solutiilor admisibile

este aproximata cu o multime de poliedre.
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Definitia 1.25. Matricea patratica P de ordinul n se numeste matrice de proiectare, daca

P =P'si P-P =P, unde P’ este transpusa matricei P.

Intr-un punct admisibil x, directia celei mai rapide descresteri este vectorul antigradient,
dar deoarece miscarea pe astfel de directie poate duce la un punct in afara domeniului solutiilor
admisibile, vectorul este proiectat. Deci, trebuie proiectat vectorul —Vf (x), astfel incat sd se poata
misca de-a lungul directiei d = —PVf(x), unde P este matricea respectiva de proiectare.

Metoda functiilor de penalizare (Sun & Yuan, 2006) (Luenberger & Ye, 2008) consta in
reducerea problemei de optimizare cu restrictii la un sir de probleme de optimizare fara restrictii

de tipul mel)r(l ®(f, h, g,7), unde r este parametrul de penalizare a functiei de penalizare ®. Functia
X

de penalizare descrisd este minimizata de un sir de valori r crescatoare, care forteazd multimea de
minime obtinute sd tindad catre optimul problemei cu restrictii, iar complexitatea de solutionare a
problemei este de acelasi ordin ca cea a problemei initiale.

Pot fi descrise metode care modifica functia obiectiv Incepand cu puncte situate atat in
interiorul domeniului de admisibilitate, cat si In exteriorul lui, dar pot fi descrise si metode ce
combind aceste doua tipuri.

In cazul in care problema (1.2) — (1.4) este formulati ca problemi cu restrictii inegalitati,
ea poate fi solutionatd utilizind metoda bariera, care constd in transformarea problemei cu
restrictii in problemd de minimizare fara restrictii, introducand functii bariera ce nu permit iesirea

punctului considerat din domeniul valorilor admisibile.

1.3.3 Algoritmi de solutionare a problemei cu functii ne diferentiabile

Descrierea proceselor economice duce deseori la solutionarea unor probleme neliniare de
transport care presupun aplicarea metodelor de optimizare ne diferentiabile. Astfel de metode
permit solutionarea problemelor fard a fi impuse schimbari in formularea problemei sau fara
ajustarea functiei obiectiv care ar duce la descrierea procesului economic cu unele abateri de la cel
real.

La baza sunt metodele gradient clasice (descrise in sectiunea precedenti). in acest scop
este introdusd notiunea de gradient generalizat (subgradient) pentru functii ne diferentiabile, care
reprezentd un echivalent al notiunii de gradient in punctele in care, de fapt, gradientul nu exista,
dar si o descriere a procedurii de descrestere si adaptare a pasului pentru directia nou-obtinuta la
fiecare pas al metodei.

Fie f(x) functie convexa definita pe E™, X™ multimea de minime (care poate fi si vida),

x* € X" punct de minim, inf f(x) = f*, ds(x) — subgradientul functiei in punctul x.
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Definitia 1.26. (Illop, 2008). Gradientul generalizat (subgradientul) d¢(x,) al functiei f

in punctul x, este un vector ds(x,) pentru care f(x) — f(xo) = (ds(xo),x — xo) pentru orice

x € E™,

Deci, rezultd cd daca f(x) < f(x,), atunci (d;(x,), x — x,) > 0, ceea ce presupune i in
punctul x, antisubgradientul formeaza un unghi ascutit cu orice directie aleatoare, dusd din x, n
directia x cu o valoare mai mica a lui f(x). De unde avem ca daca X* nu este multime vida, iar
xo & X", atunci la deplasarea din x, in directia df(x,) cu un pas destul de mic distanta pana la X~

se micgoreaza.

Definitia 1.27. (LLlop, 2008). Metoda a gradientului generalizat vom numi procedura de

construire a girului {x; };’-, de minimizare, unde x, este o marime initiald, iar x;, se construiesc

df(xg)

dupa urmatoarea formuld recurentd: Xy 1 = X — Ag41 T2 ol
(XK

k =0,1,2, .., unde ds(xy) este
un subgradient aliator a functiei f (x) in punctul xy, iar A, este multiplicatorul pasului.

Metoda astfel definitd este descrisd de procedura de alegere a marimilor pasului 4, care
satisfac conditiile: A, > 0; Ay = Opentruk - oo; }° A, =+ si pot fi utilizate
urmatoarele metode de alegere a pasului:

L A =72, A >0, k=0,1,2,.;

2. M1 =25, 29>0,k=0,1,2,.;

3. Mgy = 3 S04, =2 k=12,

2 ’ 2

In dependenti de modalitatea de alegere a sirului {x, } poate fi aplicata:

* metoda gradientului generalizat cu pas constant, conform céreia pentru A > 0 pasul

1 ] . dr(xXk)
este Ay (xx) = —Ildf(Xk)” si se obtine xj, 1 = x, — 2,0l

k=012..,;

* metoda gradientului generalizat cu sirul convergent al multiplicatorilor pasului
fara normarea gradientului cu x; 1 = X — A 1dp(xx), k =0,1,2, ..

* metoda gradientului generalizat cu sirul convergent al multiplicatorilor pasului
fara normarea gradientului si cu posibilitatea de revenire in punctul initial:

Yol = {xk — Ak1dp (xi), Ak+1||df(xk)|| <0, k
k+1 =

K =1,2,..cuc > 0 o constanta aleatoare;
X in caz contar,

* metoda gradientului generalizat cu pas constant, iar apoi cu pas micsorat de doua

d .
ori: pentru ¢ > 2, Xp4q = X — Aysq ”dﬁ—ig”, unde Ay, = hy - 27[KFD/N] oy py suficient de

mare si N > 302 + 1.
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Pentru toate metodele mentionate in (Gametchi & Solomon, 2015), (ILlop, 2008) sunt
formulate teoremele respective care demonstreaza convergenta metodelor si sunt specificate
conditiile in care se recomandi aplicarea fiecareia. In dependentd de problema formulati este

aleasd o metoda sau alta, ceea ce conduce la o solutie cat mai aproape de cea exacta.

1.3.4 Solutionarea problemei neliniare cu functii separabile

Deseori, la modelarea unei probleme economice reale, desi modelul depinde de mai multe
variabile, functiile care sunt aplicate depind doar de o singura variabild. De exemplu, cand vorbim
despre problema neliniara de transport pe retea se poate mentiona faptul ca sunt functii de cost
asociate fiecarui arc din retea; respectiv fiecare depinde de marimea fluxului transportat pe acel
arc: functia obiectiv este suma de functii neliniare dependente de o singura variabila, iar functiile
restrictii sunt sume de functii liniare dependente de o singura variabila. In acest context, un caz
special cercetat in continuare este solutionarea problemei neliniare de transport ca problema a

programadrii neliniare separabile.

Definitia 1.28. O functie f cu m necunoscute se numeste separabila daca poate fi scrisa

ca sumd de m functii, fiecare de cdte o variabila, astfel: f(x1, ..., Xpm) = f1(x1) + -+ fin ().

Definitia 1.29. O problema de programare neliniara se numeste separabila daca functia

obiectiv si toate restrictiile sunt considerate functii separabile, ceea ce inseamnd ca este formulata

problema:
m
F(x) = Zfi(xl) — min,
i=1
m
zhjl(xi <b,j=1n, x=20,i=1m
=1

Deoarece functia obiectiv F(x) = Y .cp @e(x.) a problemei neliniare de transport
formulatd mai sus este o suma de functii fiecare dependentd de o singura variabild, iar functiile
restrictii sunt functii liniare, rezultd ca sunt satisfacute conditiile care descriu o problema a
programadrii separabile. Printre primii care au formulat o metodd de solutionare a problemei de
programare separabila a fost C. E. Miller (1963), dar a fost studiata si in (Li & Yu, 1999). Pentru
solutionarea problemei separabile cu functii convexe de cost au fost propusi algoritmi polinomiali
in (Minoux, 1986), (Vegh, 2012).

Conditii suficiente pentru un optim global, al problemei programarii matematice la minim

ar fi ca functia obiectiv sa fie convexa si multimea solutiilor admisibile sa fie o multime convexa.
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In caz ca functia obiectiv este concavd, iar multimea solutiilor admisibile este multime
convexd, putem vorbi doar despre un minim local.

Metodele de solutionare a unor astfel de probleme presupun solutionarea unei sau a catorva
probleme ale programarii liniare generate de problema initiald. Ele au la baza aproximarea functiei
neliniare cu o functie liniard sau secvential-liniara si aplicarea metodei simplex sau simplex-
modificata, in dependenta de caz.

Schema algoritmului ce presupune aproximarea cu o functie liniara.

Pasul initial. Se determind o solutie admisibila initiald x° = (x?, x2,...,x%) a problemei
neliniare care reprezintd o solutie a sistemului de restrictii.

Pasul 1. Daca solutia obtinuta este optima, atunci STOP. Pentru functia obiectiv neliniara

af (xky af(xk) af (x*)
x ) )y

se determind gradientul Vf(xk) = ( ; .
2 m

), unde k este numarul iteratiei

curente.

9 k k
£ ) g g 2D
X X

2 m

k
x)zl+

1

. : d
Pasul 2. Se construieste functia F(z) = ! i Z,, care este

una liniari, apoi, pentru aceleasi restrictii, se determini valoarea minimala z* = (zF, zX, .., zk) a

functiei.

Pasul 3. Pentru solutia z* a problemei liniare se determini solutia problemei initiale
neliniare x**1 = x* + A% (z* — x*), unde A* este pasul de calcul 0 < A¥ < 1 care poate fi luat
aliator sau poate fi ales astfel incat f(x**1) si fie minimal. Se trece la pasul 1.

Aceasta metoda, desi permite obtinerea solutiei optime pentru problema neliniard
separabild, depinde foarte mult de solutia initiala aleasa la inceputul algoritmului.

Pentru obtinerea unor solutii mai bune, se propune aproximarea functiei obiectiv neliniare
separabile cu o functie secvential — liniard. Problema liniara cu functia obiectiv secvential — liniara
este solutionata aplicaind metoda simplex (sau o modificare a acesteia) in baza careia se obtine
solutia pentru problema initiala neliniara.

Este cunoscut faptul ca orice functie convexa poate fi aproximatd cu un careva grad de
acuratete cu o functie secvential-liniard, fapt care implicd aproximarea unei probleme a
programadrii neliniare, cu o careva acuratete, cu o problema a programadrii liniare. Programarea
separabila poate fi aplicabila si In cazul functiilor non-convexe, dar trebuie de mentionat cd in asa

caz nu ne este garantat optimul global.
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1.4 Algoritmi genetici de solutionare a problemei de transport

Un interes deosebit prezintd problemele de transport care descriu situatiile reale din
economia moderna, fapt ce implica modele complexe pentru a céror solutionare un sir de autori
propun algoritmi genetici. Acesti algoritmi au fost descrisi pentru prima data la Universitatea din
Michigan sub conducerea lui J. Holland (1992). Utilizarea de catre algoritmi a principilor,
proprietatilor si a notiunilor din genetica (populatie, cromozomi, gene, selectie, incrucisare,
mutatie) a conditionat denumirea de algoritmi genetici. Astfel de algoritmi sunt euristici si
stohastici (intamplatori), ceea ce presupune ca solutia obtinuta nu intotdeauna este cea optima, dar
se afld intr-o vecinitate cu solutia optima. In caz general, astfel de algoritmi sunt algoritmi
polinomiali.

Un domeniu interesant de aplicare a algoritmilor genetici este medicina. Utilizarea lor cu
aplicatii promitatoare In diferite domenii (radiologie, cardiologie, pulmonologie, endocrinologie,
s.a.) permite screeningul bolii, diagnosticul si planificarea tratamentului (Ghaheri, Shoor,
Naderan, & Haseini, 2015).

Un algoritm genetic original este cel propus in (Thomas & Kovoor, 2018), care permite
solutionarea problemei de parcare prin implementarea unui sistem inteligent de parcare si altul
propus in (Liu, Lin, & Hsueh, 2019), care permite solutionarea problemei de transport si logistica
a produselor. O imagine de ansamblu a diferitor tehnici de algoritmi evolutivi utilizati pentru
solutionarea problemelor de optimizare multimodala a fost oferita in (Cansas, 2015).

O analizd comparativd a algoritmilor genetici aplicati In probleme de optimizare este
prezentata in (Osaba, Carballedo, Diaz, Onieva, Iglesia, & Perallos, 2014), precum si o trecere in
revista a diferitor algoritmi genetici este datd in (Kudjo & Ocquaye, 2017).

Chiar dacd nu se cunosc algoritmi genetici care s reprezinte o solutie omniprezenta la toate
problemele de optimizare, utilizarea lor este recomandatd, deoarece pentru aplicare nu este
necesara cunoasterea informatiei despre gradient sau hessian; in plus, ei sunt rezistenti la blocaje
intr-un optim local fapt ce le permite sa iasa din minime locale chiar dacd structura restrictiilor
care descriu domeniul solutiilor admisibile este destul de complexa si pot oferi mai mult de o
solutie optima. Dat fiind faptul ca se poate face fatd unui numar mare de variabile fara o crestere
semnificativa a timpului de calcul, algoritmii genetici sunt reusiti pentru solutionarea problemelor
de optimizare neliniard de dimensiuni mari (cu multe variabile). Algoritmii genetici sunt potriviti
pentru calculatoarele paralele, deoarece generarea populatiei si calcularea valorilor functiilor
obiectiv pot fi realizate in paralel. Numarul mare de solutii admisibile care permit algoritmilor

genetici sa acopere mai bine spatiul de cautare are ca rezultat si o convergenta lentd. Acest fapt

36



care implica o alegere foarte atentd a dimensiunii populatiei generate de algoritm pentru a nu retine
obtinerea solutiei optime.

Deoarece problema de transport cu functii concave de cost apartine clasei de probleme NP-
dificile, aceasta inseamna ca nu exista un algoritm eficient pentru determinarea unei solutii intr-
un timp rezonabil. Problema este prea complicata pentru a fi rezolvatd exact pentru retele de
transport mari, motiv din care ne bazdm pe un algoritm euristic. Se poate spune ca in acest caz
poate fi aplicat un algoritm genetic de solutionare, dupa cum o fac si autorii D.B.M.M. Fontes si
J. F. Gongalves (2007), A. Sadegheih si P. R. Drake (2009), O. M. Surakhi, M. Qatawneh, si
H. A. Ofeishat (2017). Aplicarea algoritmilor genetici la solutionarea problemelor de transport
complexe este studiata si in teze de doctorat dupa cum o fac si autorii (bacosa, 2004), (lyopaBuHa,
2005). Deoarece determinarea exactd a optimului global este dificild se impune ca necesara
utilizarea mai multor parametri, precum si evaluarea functiei obiectiv de un numar mare de ori,
ceea ce ingreuneaza aplicarea lor.

Algoritmii genetici au la baza teorema schemelor (Paiu, 1998).

Definitia 1.30. O schema H este o macheta (sablon, template) care descrie o submultime

de cromozomi (indivizi din populatie) cu sectiuni genetice similare.

Se poate vorbi despre douad proprietati ale schemelor:
* Ordinul unei scheme H, notat o(H) — numadrul de pozitii fixe prezente in sablon;
* Lungimea de definire a unei scheme H, notata §(H) — distanta dintre prima si ultima

pozitie specificatd in sir.

Teorema 1.11. (Teorema schemelor) (Paiu, 1998) Schemele de lungime de definire scurta,
de ordin redus, aflate peste medie, obtin un numar de incercari exponential crescdtor in

generatiile urmatoare.

Un prim pas in utilizarea unui algoritm genetic este codificarea corecta a problemei, adica
descrierea elementelor (genelor) cromozomilor care reprezintd codificarea unei solutii admisibile
a problemei. In cele mai dese cazuri este utilizatd codificarea binard, dar poate fi si numerica,
simbolicd sau caracteriala, Tn dependentd de problema formulatd. O populatie constd din

cromozomi care, de fapt, reprezinta codificarea unei multimi de solutii admisibile.

La crearea unei populatii trebuie sa fie intrunite urmatoarele conditii:
— cromozomii utilizati sunt de lungime constanta;

— numarul cromozomilor din populatie este constant;
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- fiecare populatie P(i + 1) se obtine din urmasii populatiei P(i) sau din parintii si

urmasii populatiei P (7).

Definitia 1.31. Valoarea functiei obiectiv totala a populatiei, notata Fr(x), este suma
valorilor functiilor obiectiv pentru toate solutiile obtinute prin decodificarea cromozomilor unei

populatii.

Este preferat modelul elitist a algoritmului genetic fapt care implicd pastrarea
cromozomilor promitatori din populatie pentru populatia urmatoare. Aplicarea algoritmului
genetic trebuie s respecte un sir de reguli cand are loc trecerea de la o populatie la alta. in acest
scop se aplica selectia cromozomilor care permite depistarea acelor cromozomi a unei populatii
care pot participa la crearea populatiei noi.

Astfel, se poate aplica una dintre metodele de selectie:
- Probabilitatea de selectie a unui cromozom depinde de valoarea performantei acestuia;

- Cromozomii sunt sortati in ordinea cresterii valorii functiei obiectiv si probabilitatea de

selectie depinde de pozitia lor 1n sir;

- Pentru doi cromozomi alesi aliator se calculeaza valoarea functiei obiectiv si este ales cel
pentru care valoarea este mai mica (in probleme de minimizare).

In ceea ce urmeaza, este aplicata selectia care presupune ci cromozomii din populatie sunt
sortati in ordine crescétoare a functiei obiectiv in solutia asociata fiecarui cromozom din populatie.
In populatia noua sunt transferati cromozomii din prima jumdtate a populatiei, deci cei pentru care
costul de transport este minim.

Cromozomii selectati si transferati in populatia noud joaca rolul cromozomilor-périnti prin
incrucisarea carora sunt obtinuti cromozomii-urmasi. Cromozomii-parinti sunt luati la rand cate
doi carora li se aplica o faietura aleatorie ceea ce inseamna ca genele unui cromozom sunt divizate
in doud multimi. Ca rezultat al imperecherii a doi cromozomi-périnti se obtin doi cromozomi-
urmasi. In cele mai dese cazuri, primul cromozom-urmas se obtine ca combinatie dintre genele
din partea stdngd a cromozomului-mamd (pand la taieturd) si genele din partea dreaptd a
cromozomului-tata (de la tdieturd); al doilea cromozom-urmas se obtine ca combinatie dintre
genele din partea stdnga (pana la tdieturd) a cromozomului-tata si genele din partea dreaptd (de la
taieturd) a cromozomului-mama.

Deci, daca avem:

cromozom-mama (a4, Ay, ..., Ay),

cromozom-tata (b, by, ..., by),

38



atunci urmasii ce se obtin sunt:
cromozom-urmasl (aq, @y, ..., A, b1, - b)),
cromozom-urmas2 (by, by, ..., b, Qg 41, -, An)-

In caz general pot fi aplicate si citeva taieturi sau pot fi creati urmasi ca combinare a mai
multor cromozomi.

Asupra cromozomilor-urmasi se aplica mutatia cu o ratd € care costa In alegerea aleatorie
a unei gene a cromozomului si modificatd aliator valoarea. Acest operator permite depistarea unor
cromozomi carora li se asociaza solutii admisibile a problemei formulate care nu pot fi obtinute
doar prin incrucisare.

Aplicand un algoritm genetic se tine cont de pastrarea unor proprietati caracteristice care
imbunatatesc rezultatul obtinut. Cand are loc codificarea problemei, in primul rand se tine cont de
faptul ca pentru pastrarea unui cromozom sa nu se ceara memorie in exces. Un alt aspect este ca
timpul de executie a evaluarii functiei obiectiv, Incrucisarii si mutatiei sd nu fie de ordin Inalt.
Fiecarui cromozom obtinut atat la generarea populatiei initiale dar si dupa aplicarea operatorului
de incrucisare sau mutatie trebuie sa-i corespundad o solutie din domeniul de definitie, astfel se
garanteazd corectitudinea aplicarii algoritmului.

Desi este admisa posibilitatea de decodificare unu la unu (unui cromozom fi corespunde
doar o solutie), unu la n (unui cromozom 1ii corespund z solutii) si n la unu (la n cromozomi le
corespunde o solutie) se recomandi aplicarea decodificarii unu la unu. In algoritmii genetici
descrisi In lucrare este aplicat modelul unu la unu.

Cand vorbim de solutia obtinuta in urma executarii unui algoritm genetic, se tine cont de o
balanta intre explorarea unui numar cat mai larg de solutii admisibile si exploatarea sa in sensul
cat de aproape este solutia obtinuta de solutia optima globald. Aici ne referim la alegerea cu atentie
a dimensiunii populatiei generate la pasul initial care va depinde de dimensiunile retelei ce descrie
problema formulata. Un alt aspect este numarul de iteratii dupa care algoritmul este stopat iar
solutia asociata cromozomului cu cele mai bune caracteristici, din ultima populatie generata, este
acceptatd ca solutie optima a problemei formulate. Un numar mare de iteratii presupune ca solutia
generatd se apropie foarte mult de optimul global dar in cazul problemelor de dimensiuni mari
numarul mare de iteratii presupune si timp mai mare de executie. Din acest motiv trebuie de gasit
un echilibru care ar permite obtinerea solutiei problemei in timp rezonabil chiar si pentru probleme
de dimensiuni mari.

Avand la baza cele descrise 1n literatura de specialitate, se poate concluziona ca un algoritm
genetic presupune Indeplinirea unor pasi care trebuie sa se finalizeze cu o solutie optima (Moanta,

1998), (Eroglu & Adiguzel, 2006):
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Pasul 1. Generarea populatiei initiale.

Pasul 2. Decodificarea cromozomilor si evaluarea functiei obiectiv pentru fiecare
cromozom al populatiei.

Pasul 3. Selectarea cromozomilor care sunt transferati in urmatoarea populatie, avand in
vedere valoarea functiei obiectiv, astfel incat sa nu fie pierdute solutiile asociate
cromozomilor cu caracteristici bune.

Pasul 4. Incrucisarea cromozomilor selectati pentru obtinerea cromozomilor-urmasi.

Pasul 5. Mutatia unei gene a cromozomului-urmas cu o ratd data «.

Pasul 6. Verificarea conditiei de oprire. In cazul in care conditia de oprire nu se
indeplineste, se trece la Pasul 2. In caz ci se indeplineste, atunci STOP.
Algoritmul genetic este un algoritm evolutiv clasic bazat pe intamplare, ceea ce presupune

cd, pentru a gasi o solutie folosind algoritmii genetici solutiilor actuale li se aplicd modificari

aleatorii pentru a genera alte solutii noi.

1.5 Problema de transport cu mai multi indici

In zilele noastre, problema transportului produselor este una actuali, avandu-se in vedere
globalizarea si faptul cd oamenii tind sa cumpere produse din diferite zone ale lumii, iar pretul
depinde de mai multi factori care trebuie luati in calcul. In problema de transport se incadreaza un
numar larg de probleme din viata reald in care ca elemente de baza care o descriu sunt sursele si
destinatiile.

Din practicd se cunoaste ca, in cele mai dese cazuri, problema de transport poate fi descrisa
de tipul de produse transportate, de tipul de transport utilizat, de distanta parcursa sau de tipul
ambalajului utilizat. Ca urmare a acestor restrictii care sunt iminente (inevitabile) la formularea
problemei de transport, pentru a nu pierde din corectitudinea formularii problemelor luate din viata
reald, se pot diviza problemele de transport in 4 grupuri mari:

1. Probleme de transport cu doi indici (PT2I), presupun cunoasterea disponibilitatilor de
produs 1n surse si cunoasterea necesarului de produs in destinatii. Din acest grup face parte
problema clasica de transport studiata in sectiunea 1.1 al acestei lucrari. Aici este descris modelul
matematic al problemei, sunt nominalizati autorii si lucrarile in care acestia propun metode de
solutionare. In sectiunile 1.2 — 1.3 sunt formulate un sir de cazuri particulare ale problemei de baza
pentru care autorii propun in lucririle lor diferite metode de solutionare. In special sunt discutate
cazurile cand functiile de cost al cheltuielilor de transport sunt descrise atat de functii constante

sau liniare, cat si de functii neliniare diferentiabile, ne diferentiabile si separabile.
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In capitolul doi al acestei lucriri, se propun algoritmi de solutionare pentru unele cazuri
particulare a PT2I, tinand cont de faptul ca functiile de cost sunt functii concave. Pentru
solutionarea problemei de transport pe retea cu o sursa si o destinatie, a problemei de transport pe
retea cu o sursd si cateva destinatii, a problemei de transport pe retea cu cateva surse si cateva
destinatii este studiata posibilitatea reducerii problemei neliniare obtinute la o problema liniara. O
alta abordare este codificarea fiecarei probleme formulate, astfel incét sd fie posibild aplicarea
algoritmilor genetici care genereazd solutie optima in timp rezonabil chiar si pentru probleme de
transport de dimensiuni mari.

Printre directiile de cercetare de care sunt interesati matematicienii in ceea ce priveste PT2I
sunt: determinarea unei solutii initiale bune, solutionarea problemei de transport cu constrangeri
ale capacitatii rutei de transportare, cazul cand costul transportului unitar, oferta si cererea este
fuzzy, dar si solutionarea problemei multiobiectiv.

2. Probleme de transport cu trei indici (PT31), presupun ca se cunoaste disponibilitatea de
produs in surse, necesarul de produs 1n destinatii si tipurile de produse care trebuie transportate
sau tipurile de transport utilizat pentru transportarea produselor. Astfel de probleme pot fi
solutionate aplicind o metodad extinsa a potentialilor. Printre lucrérile din ultimii ani sunt de
mentionat (Khurana, Aldakha, & Lev, 2018), (Singh, Chauhen, & Kuldeep, 2018), (Ahmed,
Tanvir, Sultana, Mahmud, & Uddin, 2014), (Senapati, 2018). Printre directiile de cercetare se
poate evidentia problema fuzzy si cea multiobiectiv.

3.  Probleme de transport cu patru indici (PT41) presupun ca se cunoaste disponibilitatea de
produs in surse, necesarul de produs in destinatii, tipurile de produse care trebuie transportate si
tipurile de transport care pot fi utilizate pentru transportarea produselor de la surse la destinatii.

O problema din acest grup este formulata in 3.1, din capitolul trei al acestei lucrari, pentru
care se cunoaste si faptul ca functia de cost este o functie neliniara - suma de functii concave. Se
propune reducerea problemei neliniare de transport la o problema liniard pentru care este aplicata
metoda simplex de solutionare. O alta abordare este codificarea problemei astfel incat este posibila
aplicarea unui algoritm genetic de solutionare care genereaza solutie optima in timp rezonabil chiar
si pentru probleme de dimensiuni mari.

Problemele din acest grup descriu situatia reala ce tine de activitatea unei intreprinderi, fapt
ce suscitd (provoacd) interesul cercetdtorilor de a le studia. Este cunoscuta situatia din economie
cand un grup de intreprinderi detine materiile prime necesare altui grup de intreprinderi pentru a
fabrica/produce produse necesare 1n viata de zi cu zi. Acest tip de probleme a fost studiat de
R. Zitouni, (Zitouni, Keraghel, & Benterki, 2007) care propune un algoritm de solutionare si il

compara cu alte metode in (Zitouni & Achache, 2017). O modificare a algoritmului clasic este
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descris de A. Djamel et. al. (2012). T-H. Pham si Ph. Dott (2012), (2013) propun o metoda exacta
de solutionare a problemei. O abordare interesantd a PT4I bicriteriale a fost realizatd in (Bakhayt,
2016), in care autorul descrie un algoritm genetic de solutionare.

4. Probleme de transport cu mai multi indici (multiindex) (PTnl). Cazul general al PTnl a
fost formulat de Ph.-X. Ninh (1979), care a propus si 0 metoda exacta de solutionare, o extensie
a metodei potentialilor prin coordonarea solutiondrii problemei primare si a celei duale. Un rezultat
important este formularea si demonstrarea teoremei conditiei necesare si suficiente de existenta a
solutiei. O lucrare importanta este cea a lui I. M. Stancu-Minasian (1997) care studiaza cateva
cazuri particulare a problemei de transport dar si un interes deosebit o are lucrarea lui (Packusn JI.
I'., 2012). Printre alti autori care au studiat problema de transport cu mai multi indici se numara
K. B. Hayley (1962), care a prezentat un algoritm de rezolvare, W. Junginer (1993), care a efectuat
un studiu privind caracteristicile problemei multiindex si a propus un sir de probleme logice pentru

solutionarea problemelor de transport cu mai multi indici.

1.6 Concluzii la capitolul 1

Capitolul 1 contine o analizd succintd a unui sir de probleme de transport care pot fi
formulate ca probleme de programare liniara si neliniara descrise de functii diferentiabile, ne
diferentiabile si separabile, dar si a problemelor de transport descrise de mai multi indici, precum
si a algoritmilor propusi de mai multi autori pentru solutionarea diferitor cazuri particulare. Un sir
de algoritmi de determinare a costului minim de transport al unui flux de produs omogen in retele
si de algoritmi genetici care pot fi aplicati pentru solutionarea problemei neliniare de transport sunt
nerezolvate sau pentru imbunatatirea solutiilor propuse anterior.

Existenta mai multor puncte extreme, pentru problema studiatd in lucrare, poate duce la
obtinerea unei solutii locale. Deci, aplicarea unor tehnici, cum ar fi conditiile de optimalitate Kuhn-
Tucker si multiplicatorii Lagrange, aplicarea derivatelor de ordinul intdi (metode gradient) si a
celor de ordinul doi (matricea Hessian) dar si a functiilor de penalitate devin greoaie sau sunt
deseori chiar impracticabile.

In baza analizei situatiei actuale in domeniul problemelor neliniare de transport se
formuleaza urmatoarele concluzii:

1. Problema neliniard de transport este o problema actuala importanta care este studiata de
un numdr impundtor de matematicieni, astfel incat sd fie posibild implementarea

solutiilor propuse 1n cazul problemelor reale.
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Deoarece problema neliniara de transport cu functii concave de cost este NP-dificila,
este importanta dezvoltarea algoritmilor care ar furniza solutii in timp rezonabil.

Un aspect important este faptul ca functiile obiectiv ale problemelor neliniare de
transport sunt functii separabile care sugereazad posibilitatea reducerii problemelor
neliniare complexe la probleme de programare liniara.

O atentie deosebitd meritd algoritmii genetici care pot fi utilizati la solutionarea
problemelor neliniare de transport, pentru a evita utilizarea derivatelor si a Hessianului.
Desi astfel de algoritmi nu pot garanta obtinerea unei solutii optime globale, ei sunt
potriviti pentru cazul functiilor obiectiv complexe si/sau pentru cazul problemelor de
dimensiuni mari, generand solutii care sunt n vecindtate apropiata a solutiilor globale
in timp rezonabil.

Deoarece un element important al algoritmilor genetici este codificarea corectd a
cromozomilor care descriu populatiile astfel incét la decodificare se obtin multimi de
solutii admisibile, este recomandabil de a utiliza asa elemente ale teoriei grafurilor, ca:
arbore de acoperire, drum intre doud puncte, existenta unui flux in retea, cautarea in
adancime.

Un interes deosebit prezintd problemele neliniare de transport cu funtii concave de cost
cu cateva tipuri de produse si cu cateva tipuri de transport, care pot fi formulate ca
probleme cu mai multi indici si care necesitd descrierea unor algoritmi ce permit si
solutionarea problemelor de dimensiuni mari.

Problema de transport pe retea cu functii concave de cost cu mai multi indici necesita a
fi descrisa matematic, urmand a fi propusi algoritmi de solutionare care ar putea fi

aplicati si pentru probleme de dimensiuni mari.
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II. PROBLEMA NELINIARA DE TRANSPORT
CU FUNCTII CONCAVE DE COST

In acest capitol sunt prezentate rezultatele de bazi ce se refer la algoritmii de solutionare
a problemei de transport pe retea cu functii concave de cost, care presupune minimizarea costului
total de transport a unui flux omogen de produs din sursd/surse in destinatie/destinatii. Sunt
examinate cateva cazuri particulare ale problemei: cazul retelei de transport cu o sursa si o
destinatie, cazul retelei de transport cu o sursa si o destinatie in care se impune restrictia ca fluxul
de produs este transportat prin toate arcele retelei, cazul retelei de transport cu o sursa si cateva
destinatii si cazul retelei d transport cu cdteva surse si cdteva destinatii.

Problema este studiata din perspectiva obtinerii unor algoritmi eficienti, nu neaparat exacti,
care ar permite solutionarea in timp rezonabil al problemelor de dimensiuni mari, indiferent de
faptul ca problema studiatd este una NP-dificila.

Pentru o astfel de problema de minimizare a costului de transport si pentru o mare parte
dintre cazurile ei particulare, in care functia obiectiv este una neliniara concava, algoritmii exacti
cer un timp exponential de executie si adeseori ei obtin in calitate de solutie unul dintre minimele
locale, care nu neapdrat este si minim global.

In continuare, sunt expusi citiva algoritmi care genereazi solutii pseudo optimale in timp
rezonabil. Algoritmii sunt implementati In Sistemul Mathematica, fiind testati pe retele de
transport de diferite dimensiuni. Rezultatele sunt publicate intr-o serie de lucrari (Lozovanu &
Pasha, 2002), (Pasa & Ungureanu, 2017a), (Pasa & Ungureanu, 2017d), (Pasa & Ungureanu,
2017e), (Pasa & Ungureanu, 2017f), (Pasa, 2018c), (Pasa, 2018d), (Pasa, 2020a), (Pasa, 2020c).

2.1 Formularea problemei. Proprietati

Se considera problema neliniard de transport pe retea descrisd de graful conex aciclic
G = (V,E), |V| = n, |E| = m, unde pe multimea de varfuri este definita functia de producere si
consum q:V — R, iar pe multimea de arce sunt definite functiile neliniare concave
nedescrescatoare de cost ¢, (x,). Problema neliniard de transport pe retea constd in determinarea
unui flux x* care minimizeaza functia F (x) = ), .cg @ (x.) care descrie costul de transport, adica

se cere solutionarea problemei:

F(x) - min, (2.1
x@ - Y x(e)=qw) 22)
e€Et (v) e€E~(v)
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x(e) =0, e€E, (2.3)
unde E-(v) = {(v,u)|(v,u) €E}, ET(w)={(w,v)|(u,v) € E}, iar sistemul de restrictii
defineste multimea de solutii admisibile X ale problemei formulate, adica solutiile care satisfac
sistemul de ecuatii si conditiile de nenegativitate (Lozovanu & Pasha, 2002).

Se presupune ca toate datele sunt valori reale si se doreste sa se obtina ca solutie optima o

valoare reala fezabila.

Problema de transport pe retea este formulata in asa fel incat pe oricare dintre arcele retelei
sa poata fi transportat orice volum de produs, costul de transport fiind descris de o functie concava
in raport cu volumul produsului transportat pe arc. In plus, se consideri ci volumul de produs care
se cere a fi transportat nu ajunge direct de la surse la destinatii, ci trece prin puncte intermediare
in care volumul de produs nu se mareste si nici nu se micsoreaza (nu se produce nimic si nici nu
se consuma nimic) — e satisfacutd conditia de conservare a fluxului de produs care trece prin retea.
Se presupune cd reteaua de transport definitd pe graful ¢ admite fluxul specificat. Existenta

fluxului 1n retea este studiatd in (Ford & Fulkerson, 1962).

Fie x un flux in G. Se noteaza prin G, = (V,, E,) subgraful generat de arcele e € E pentru
care x(e) > 0. Fie X(G,q) S R™ - multimea solutiilor admisibile pentru problema neliniara de

transport descrisa de graful G si functia de producere si consum q.
Se scot in evidenta cateva proprietati (JlozoBany, 1991) ale problemei formulate.

Lema 2.1. Multimea X(G,q) S R™ este marginita atunci si numai atunci cand G nu

contine cicluri.

Lema 2.2. Daca x' = (x'(e,),x'(ey), ..., x"(ey,)) este punct de extrem al multimii convexe

poliedrale X(G,q) S R™, atunci graful respectiv G+ = (V,1, E.1) nu contine cicluri.

Teorema 2.1. Daca G nu contine cicluri, atunci pentru functiile concave @,, € € E, in
multimea de fluxuri optimale ale problemei de transport pe retea exista fluxul x* pentru care G+

nu contine cicluri.

Pentru determinarea aciclicitdtii unui graf poate fi utilizata tehnica cautarii in adancime
(depth first search — DFS). Daca pe parcursul traversarii grafului G prin DFS se intalneste cel
putin un arc opus, graful contine cel putin un ciclu. Reciproca de asemenea este adevarata: daca
un graf orientat contine cel putin un ciclu, atunci in orice traversare a grafului prin DFS apare cel

putin un arc opus.
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Teorema 2.2. Problema de transport pe retea cu functii concave de cost ¢,, e € E este o

problema NP-completa.

In concluzie se poate spune ci problema de transport pe retea cu functii concave de cost
poate fi solutionata utilizand algoritmi finiti care se bazeaza pe cercetarea tuturor grafurilor fara
cicluri, ce descriu solutii admisibile. Fiecarui graf ii este asociat un flux pentru care se calculeaza
costul de transport descris de valoarea functiei obiectiv.

Solutionand sistemul de ecuatii (2.2), se obtine o solutie generald in care n necunoscute
bazice se exprima liniar prin celelalte m — n necunoscute secundare. O solutie particulard care se
obtine cand se atribuie valoarea zero tuturor variabilelor secundare in expresia pentru solutia
generala se numeste solutie de baza. Deoarece se pot forma grupuri de necunoscute bazice ale
sistemului a cate n necunoscute, numarul solutiilor de baza este finit si nu depaseste Cj.
Modificand pe rand necunoscutele bazice, se pot obtinute toate solutiile de baza ale sistemului
(2.2). Daca toate componentele solutiei particulare sunt numere nenegative ea se numeste solutie
admisibila. Multimea solutiilor admisibile formeaza poliedrul (multimea poliedrala a) solutiilor
admisibile ale sistemului (2.2) — (2.3). Intre varfurile poliedrului solutiilor admisibile si solutiile
admisibile de baza ale sistemului liniar considerat existd o corespondentd biunivoca. Din acest
motiv, numarul de varfuri ale poliedrului solutiilor admisibile coincide cu numarul solutiilor
admisibile de baza ale sistemului.

Vectorii x = (x(eq), x(ey), ..., x(e,,)) care satisfac conditia (2.2) — (2.3) (Tonbiureitn &
KO, 1969) formeaza in spatiul m-dimensional o multime convexa poliedrald X (G, q). Deoarece

se presupune ca reteaua G admite flux, multimea X(G, q) # 0.

Teorema 2.3. Multimea solutiilor admisibile ale unui sistem de ecuatii si inecuatii liniare

reprezinta o multime poliedrala convexa.

Teorema 2.4. Existd o corespondenta biunivoca intre solutiile admisibile de baza ale unui
sistem de ecuatii §i inecuatii liniare si varfurile multimii poliedrale de solutii admisibile ale
aceluiasi sistem. Fiecare varf reprezenta o solutie admisibila de baza a sistemului, §i reciproc.

Punctul de minim global al unei functii este printre punctele de minim local. Este clar ca

dacd o solutie x = (x4, x,,..,X,,) este punct care satisface restrictiile de minim global, atunci

x = (x1,%3,.., %y) este si minim local.
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2.2 Solutionarea problemei neliniare de transport

O mare parte dintre metodele de solutionare a problemei de programare neliniara gésesc
solutia optima globala ca rezultat al determindrii iterative a unui sir de solutii admisibile.
Utilizatorul indicad cand procesul de generare a sirului urmeaza sa fie oprit si care dintre solutiile
admisibile trebuie sa fie considerata optimald. Daca nu este garantata optimalitatea globala, atunci
solutia gasitd este doar una pseudo optimala. Adesea, In cazul unor probleme de asemenea tip,
criteriul de oprire a procesului de calcul este bazat nu pe considerente teoretice, ci pe considerente
ce tin de timpul de calcul, de memoria interna si externd disponibila, de complexitatea calculelor

efectuate, de alti factori.

2.2.1 Algoritmii AE1 si AE2

Un aspect caracteristic al problemelor de optimizare neliniara este faptul ca ele pot avea
mai multe optime locale. Dacd problema nu este una de optimizare convexa, atunci aflarea
optimului global ar putea fi efectuata si prin trierea solutiilor optime locale. Daca timpul de calcul
este unul considerabil, in calitate de solutie acceptata pentru problema solutionata poate fi luata
cea mai buna dintre solutiile locale determinate pana la momentul de oprire a procesului de calcul,
deci cea careia ii corespunde valoarea minima a functiei obiectiv. Evident ca in cazul aplicarii unui
asemenea criteriu de oprire a procesului de calcul, nu se garanteaza ca solutia gasita este una
globala, adicd este mai degrabd o solutie pseudo optimala.

Situatia descrisa este comuna si pentru procesul de solutionare a problemei neliniare (2.1)-
(2.3), care este o problema de transport pe retea ce are drept scop determinarea costului minim de
transport a fluxului de produs, utilizdnd algoritmul propus in (Lozovanu & Pasha, 2002) si
imbunatatit ulterior in (Pasa & Ungureanu, 2017¢).

Algoritmul consta In reducerea consecutiva a problemei de optimizare liniara la o problema
a programarii liniare. Pentru determinarea coeficientilor care descriu functia obiectiv liniara la care
este redusd functia obiectiv neliniara a problemei initiale se foloseste schema de solutionare a

problemelor separabile deoarece ea satisface conditiile.
Algoritmul AE1
Pasul 1. Se construieste o solutie admisibild initiald x° = (x°(e;),x%(ez), ..., x%(en)) a
sistemului:

x(e) — z x(e)=q), vev,
e€ET(v) e€E~(v) (2-4)
x(e) =0, e €E.
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Pasul 2. Se determina valoarea functiei obiectiv in x°:

F(x°) = z Pe(x°(e)), (2.5)

eeE

si se calculeaza valoarea coeficientilor:

C, = %S(S))’ x(e) >0, 2.6)
9c(0),  x°(e) =0,

pentru fiecare e € E.

Pasul 3. Se solutioneaza problema liniard de transport:

z(x) = z C,x(e) » min,

e€EE
x@) - ) x(e)=q(), vev, @7
e€E*(v) e€E~(v)
x(e) =0, e €L,

si se obtine solutia optimd x* = (x*(e;), x*(e,), ..., x*(e;,)) a problemei liniare.

Pasul 4. Se compard valorile z(x') si F(x°). Dacd z(x') < F(x°) sau z(x!) = F(x°) si
x1 # x°, atunci x° se substituie cu x! si se trece la Pasul 2, ceia ce inseamnd ci se
reporneste procedura de liniarizare cu o altd solutie initiald. Daca z(x') > F(x°) sau
z(x') = F(x%) six® = x°, atunci in calitate de solutie optima a problemei neliniare este

consideratd solutia x* = x°. STOP.
In Anexa 3 este prezentata schema-bloc a algoritmului AE1 descris mai sus.

In (Pasa & Ungureanu, 2017a) este formulat si descris algoritmul de solutionare a
problemei de transport pe retea pentru cazul cand fluxul pe arcele retelei este restrictionat de
capacitatile lor, care indica limitele de jos si de sus ale fluxurilor pe arce, iar functiile de cost sunt
concave secvential-liniare.

In urma testelor efectuate pe mai multe exemple de retele de transport de diferite
dimensiuni, s-a constatat cd solutia obtinuta depinde de solutia initiala de la Pasul I, adica de
solutia sistemului (2.4). Solutia initiala poate fi determinata diferit In dependentad de metoda

utilizatd pentru solutionarea sistemului (2.4).

In acest context apare ideea ca algoritmul de solutionare a problemei de transport pe retea
cu functii concave de cost sd fie modificat astfel, incit sa porneascd de la mai multe solutii

admisibile, iar dintre solutiile optime, obtinute In urma executarii algoritmului, sa fie aleasd acea
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care corespunde valorii minime a functiei obiectiv. De remarcat faptul ca este posibil de a efectua
calcule in paralel. Pentru un asemenea algoritm modificat se obtine o solutie pseudo optima cu
caracteristici mai bune, indiferent de structura si complexitatea retelei, dimensiunile grafului care

descrie reteaua de transport sau de functiile concave de cost asociate arcelor.

In baza celor expuse, algoritmul initial este Tmbundtatit prin faptul ca pot fi efectuati in
paralel pasii de determinare a solutiei optime pentru cazul a catorva solutii initiale, ca apoi sa se
selecteze cea mai bund solutie dintre cele determinate, care si va fi solutia pseudo optima a

problemei formulate.
Algoritmul AE2 cu cdteva solutii initiale
Faza I Initializarea datelor.

Pasul 1. Se construieste o multime ce contine p solutii admisibile initiale de forma
x° = (x°(ey),x°(ey), ..., x°(ey,)), solutii ale sistemului (2.4). Faza II se executd pentru

fiecare dintre cele p solutii admisibile initiale obtinute.
Faza II Se executd pentru fiecare element al multimii.

Pasul 2. Se determind valoarea functiei obiectiv in x° (2.5) si se calculeazi valoarea coeficientilor

(2.6) pentru fiecare e € E.

Pasul 3. Se solutioneaza problema liniara de transport (2.7) si se obtine solutia optima
xt = (x(ey), x (e2), ..., x (em)).

Pasul 4. Se compard valorile z(x') si F(x°). Dacd z(x') < F(x°) sau z(x!) = F(x°) si
x1 # x°, atunci x° se substituie cu x! si se trece la Pasul 2 ceea ce inseamnd ci se
reporneste procedura de liniarizare cu altd solutie initiald. Dacd z(x!) > F(x°) sau
z(x') = F(x°) si x* = x°, atunci solutia optima a problemei neliniare este consideratd

valoarea x* = x©.

Faza III Se obtine solutia problemei.

Pasul 5. Se compara valorile functiei obiectiv in toate solutiile obtinute si se determind valoarea
sa minimala. In calitate de solutie a problemei serveste cea careia 1i corespunde valoarea

minimad a functiei obiectiv. STOP.

Remarca 2.1. In cazul in care sunt impuse restrictii asupra volumului de produs
transportat pe arcele retelei, acestea pot fi adaugate la sistemul de restrictii. Sistemul (2.4) este

inlocuit cu sistemul:
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x(e) — z x(e) =q(v), vev,
ecET () e€E-(v) (2.4%)
l(e) < x(e) < u(e), e €EE,
unde [(e) este limita de jos, iar u(e) este limita de sus a volumului de flux ce poate fi transportat

pearcule € E.

Remarca 2.2. Algoritmii AEI si AE2 pot fi aplicati in cazul retelelor de transport cu una

sau mai multe surse si cu una sau mai multe destinatii.
Se formuleaza si se demonstreaza urmatoarele teoreme:
Teorema 2.5. Algoritmul AE1 converge catre un optim local.

Demonstratie. Algoritmul AEI porneste de la o solutie initiala admisibila care este unul
dintre varfurile poliedrului ce descrie multimea solutiilor admisibile care satisfac sistemul de
restrictii liniare ale problemei neliniare cu functii concave de cost. Solutia problemei liniare, care
este problema relaxata, satisface aceleasi restrictii deci face parte din acelasi domeniu de definitie
si este asociata cu unul dintre varfurile poliedrului. Prin urmare, se poate spune ca algoritmul
converge intotdeauna cdtre un optim local din domeniul de definitie a problemei initiale

neliniare.[]
Teorema 2.6. Algoritmul AE2 converge catre un optim local.

Demonstratie. Potrivit Teoremei 2.5 algoritmul AEI converge catre un optim local.
Deoarece algoritmul AE2 presupune executarea algoritmului AEI de cdteva ori fiind selectata
solutia care corespunde valorii celei mai mici a functiei obiectiv, rezulta ca si algoritmul AE?2

converge catre un optim local.[]

2.2.2 Implementarea si testarea algoritmilor AE1 si AE2

Sistemul Mathematica (Wolfram, 2016) permite aplicarea algoritmului utilizand limbajul
Wolfram: cod compact, usor de citit, simplu pot fi definite variabilele si functiile, existd o multime
de functii standard.

Pentru obtinerea solutiei initiale a algoritmului este utilizata functia standard FindInstace/]
care solutioneaza sistemul de ecuatii si, ca rezultat, livreaza o solutie cu elemente pozitive din
multimea de solutii ale sistemului. LiniarPrograming/] este o functie standard care permite
solutionarea problemei de programare liniara aplicdnd algoritmul simplex. Functia standard
AppendTo[] permite addugarea unui element nou in multimea de solutii. Functia standard
DeleteDuplicates[] permite eliminarea din listd a elementelor care se repeta.
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Aplicarea algoritmului AE1 pentru solutionarea unei probleme neliniare de transport pe
retea este prezentatd in Anexa 4.

Algoritmii propusi sunt comparati cu rezultatele furnizate de functiile standard ale
Sistemului Mathematica:

- functia Minimize[] — se utilizeaza pentru obtinerea solutiei optime globale a problemei de
optimizare la care folosesc metodele programarii liniare, multiplicatorii Lagrange,
metodele programarii in numere intregi si alte metode analitice care permit obtinerea
solutiilor precise sau, altfel spus, solutii simbolice;

- functia NMinimize[] — se utilizeaza pentru obtinerea solutiei optime globale ca o valoare
numerica fiind aplicate metodele programarii liniare, metoda Nelder-Mead, cédutarea
aleatorie si alte metode numerice care, in urma unei serii de aproximari, conduc la solutia
cautatd. Se poate utiliza atributul Method pentru alegerea explicitd a metodei care
solutioneazd  problema, printre care:  DifferentialEvolution,  RandomSearch,
SimulatedAnnealing, Neldermead.

Rezultatele obtinute aplicand algoritmul AE1 si cele obtinute aplicand functiile standard
ale Sistemului Mathematica sunt prezentate in Tabelul 2.1 pentru probleme descrise de retele de
diferite dimensiuni cu n - varfuri si m - arce.

Testele sunt efectuate pe o masina Intel 15-2500 cu 4 Cores si 8 GB memorie DDR3 in
Wolfram Mathematica 12.

Tabelul 2.1. Timpul de executie pentru algoritmul AE1 si functiile standard.
Sursa: elaborat de autor

Algoritmul
Minimize | NMinimize | FindMinim
n m AE1
(secunde) | (secunde) (secunde)
(secunde)
4 6 0.000279 0.17 0.2 0.18
6 10 0.000360 3.02 0.38 0.12
7 14 0.000492 108.45 0.61 0.19
8 16 0.000468 345.61 2.09 0.19
8 20 0.001135 10386.50 1.96 1.75

Rezultatele prezentate in Tabelul 2.2 sunt obtinute generand cate 100 de solutii admisibile
initiale pentru fiecare problema, solutia optima fiind selectatd printre valorile obtinute in rezultatul
aplicarii algoritmului AEI. Aceeasi problema este solutionatd si pentru m solutii admisibile

initiale, unde m este numarul de arce a grafului care descrie reteaua de transport. Se poate vedea
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care este timpul de executie a algoritmului pentru fiecare caz dar si numarul de solutii pentru care

valoarea functiei obiectiv minima coincide.

Tabelul 2.2. Timpul de executie pentru algoritmul AE2. Sursa: elaborat de autor

Pentru m solutii initiale Pentru 100 de solutii initiale Minimizef]

m Timp de executie Nr. d.e. Timp de executie Nr. df Timp de executie
(secunde) ’ SOI?EH (secunde) ’ SOIFEH (secunde) ’
optime optime

6 0.0781 1 0.6718 1 0.1280
7 0.9375 3 0.8282 3 0.2332
8 0.2187 1 1.9055 1 0.5189
9 0.4531 1 3.7220 1 1.1229
10 1.1562 2 9.9054 2 2.7257
11 1.9375 2 15.1700 2 17.0920
12 4.4531 4 24.1243 4 32.3139
13 10.0625 2 68.0372 2 72.2206
14 16.4063 4 99.1259 4 68.9724
15 40.6250 2 236.5117 2 81.7750
16 56.1250 2 313.3157 6 345.6110
17 140.9530 2 727.7770 2 308.3290
18 333.2340 2 1599.7834 2 1827.4400

Desi m este 0 marime mult mai mica decat 100, in majoritatea cazurilor nu se obtin mai
multe solutii pentru problemele formulate, deci se poate spune cd pentru obtinerea rezultatului
asteptat este suficienta utilizarea a m solutii initiale.

Traditional, programarea secventiald este aplicatd pentru calcule descrise de un sir
secvential de instructiuni care sunt executate una dupa alta de un singur procesor.

Programarea paralela presupune utilizarea mai multor componente hardware ce permit
executarea simultana a unor secvente divizate in parti discrete, care sunt solutionate in acelasi
moment de timp. Fiecare secventa consta dintr-o serie de instructiuni, fiecare dintre care se executa
simultan pe nuclee sau procesoare diferite. Obiectivul primar al programarii paralele este cresterea

puterii de calcul pentru o executie mai rapida a algoritmilor.

Conform (Flynn, 1972) sistemele computationale pot fi clasificate in dependenta de fluxul

de instructiuni executate si de fluxul de date ce trebuie procesate astfel:

- SISD (Single Instruction, Single Data) — instructiune unica, date unice;
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- SIMD (Single Instruction, Multiple Data) — instructiune unica, date multiple;
- MISD (Multiple Instruction, Single Data) — instructiune multipld, date unice;
- MIMD (Multiple Instruction, Multiple Data) — instructiune multipla, date multiple.

In contextul problemei formulate este recomandabil de a utiliza sistemele SISD si SIMD
in dependentd de dimensiunea retelei de transport, de timpul disponibil pentru obtinerea solutiei

Sistemul de calcul SISD este aplicat in implementarea algoritmilor secventiali, in cazul dat
ne referim la algoritmul AE2, deoarece el satisface conditia ca o unitate de procesare executa o
secventd de instructiuni — determinarea solutiei optime, si opereaza cu o singura data de intrare —
cu solutia initiald cu care incepe algoritmul pentru determinarea solutiei optime.

Deoarece aceeasi secventd de instructiuni se executd pentru fiecare solutie initiald obtinuta
la Pasul 1, se poate spune ca pentru algoritmul AE2 este corecta si aplicarea sistemului de calcul
SIMD, care utilizeaza o unitate de control ce dirijeaza cu N procesoare astfel incat fiecare executa
secventa de instructiuni descrisa de Pasii 2 — 4 ai algoritmului. In acelasi timp, drept date de intrare
pentru fiecare procesor este o solutie initiald diferitd cu care opereaza. Schimbul de date intre
procesoare este realizat de memoria comund unde se stocheaza rezultatele si se utilizeaza mai
tarziu pentru executarea Pasului 5. Daca se decide aplicarea programarii paralele, trebuie de avut
in vedere faptul ca imbunétatirea timpului de executie este limitat de sistem.

Sistemul Mathematica (Wolfram, 2016) ofera un mediu integrat si automatizat pentru
calculul paralel, fara configurari, interactivitate completd, functionare locala si de retea fara
intreruperi. Caracterul simbolic al limbajului Wolfram ofera posibilitatea utilizarii imediate a unei
varietati extinse de paradigme de programare paralela si a noi modele de partajare a datelor. Printre
functiile standard se numard $KernelCount, care returneaza numarul de nuclee active pentru
programarea paraleld. Pentru sincronizarea nucleelor poate fi utilizata functia WaitAll[{pid,, pid.,
..., pidy}]. Functia Parallelize[expr] evalueazd expr utilizdnd paralelizarea automata, iar
ParallelEvaluate[expr] evalueaza expresia expr pentru toate nucleele paralele active si returneaza
lista de rezultate obtinute. Functia care primeste ca date de intrare utilizate de nuclee pentru
executarea expresiilor este ParallelEvaluate[expr,{ker ker,,... }]. Functia ParallelEvaluate[expr,
kernel] permite sa se specifice care nucleu evalueaza expresia, iar ParallelSubmit[expr] transmite
expr pentru a fi evaluat urmatorul nucleu paralel si returneaza expresia evaluata.

Aplicarea functiilor standard permite Tmbundtatirea timpului de executie a algoritmului,
dar aceasta poate fi mai vizibila la rezolvarea problemelor de dimensiuni mari.

Testele sunt efectuate pe o masina Intel 15-2500 cu 4 Cores si 8 GB memorie DDR3 in

Wolfram Mathematica 12.
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Tabelul 2.3. Timpul de executie pentru algoritmul AE2. Sursa: elaborat de autor

Programare secventiala Programare paralela

m (secunde) (secunde)
Faza1l,2si3 | Faza2si3 | Fazal,25i3 | Faza2si3

8 2.7465 0.0559 2.7415 0.1199
10 8.2757 0.0509 8.1807 0.1359
12 45.3851 0.0509 45.0851 0.1329
14 141.017 0.0529 139.779 0.1539
16 428.756 0.0489 427.229 0.1989
18 2920.07 0.0409 2944.071 0.1999

Din Tabelul 2.3 se observa ca cea mai mare parte de timp este necesard pentru generarea
solutiei initiale. Dacd se compara timpul de executie a doud faze (fazele 11 si III) ale algoritmului

AE2 executat secvential si paralel se observa ca el este de acelasi ordin.

2.3 Solutionarea problemei neliniare de transport pe retea standard utilizind

algoritmi genetici

Solutionarea problemei de optimizare neliniard pe retele de transport de dimensiuni mari
prin metoda trierii tuturor solutiilor admisibile solicita un timp exponential si echipament de calcul
extrem de performant. Pentru asemenea probleme pot fi aplicati algoritmii genetici care permit
obtinerea unor rezultate acceptabile in timp rezonabil.

Se preferd utilizarea unui model elitist a algoritmului genetic, ceea ce implicd pastrarea
cromozomilor promitatori dintr-o populatie pentru populatia urmétoare. Astfel, nu sunt pierdute
solutiile ce corespund cromozomilor promitatori ca rezultat al operatorilor de selectie, incrucisare
sau mutatie. Cromozomii pierduti prin astfel de operatii, in cele mai dese cazuri, nu pot fi restabiliti

mai tarziu.

Selectia cromozomilor presupune sortarea lor in ordinea crescdtoare a valorii functiei
obiectiv calculata in solutia asociata cromozomilor respectivi. Cromozomii din prima jumatate a
populatiei sunt transferati in populatia noud. Astfel se evitd posibilitatea pierderii unei solutii
asociate unui cromozom cu caracteristici bune, care ar putea aparea chiar in una dintre primele
populatii. Acesti cromozomi participa in calitate de parinti pentru cromozomii-urmasi ai populatiei
noi. Desi astfel de selectie nu garanteaza obtinerea solutiei optime globale, este totusi o
imbunatatire fatd de selectarea aleatorie a cromozomilor-parinti.

A doua jumatate a populatiei noi o formeaza cromozomii-urmasi obtinuti prin incrucisarea
cromozomilor selectati, iar in calitate de cromozomi-parinti se iau la rand cate doi cromozomi
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carora li se aplicd o tdietura aleatorie. Primul cromozom-urmas contine genele din partea stanga a
cromozomului-mama (pana la taieturd) si genele din partea dreaptd a cromozomului-tatd (de la
taieturd), iar al doilea cromozom-urmas contine genele din partea stingad a cromozomului-tatd si
genele din partea dreaptd a cromozomului-mama. In rezultatul incrucisarii a doi cromozomi-
parinti se obtin doi cromozomi-urmasi. Cromozomii-urmasi obtinuti sunt, in cele mai dese cazuri,
la fel de promitatori ca si cromozomii-parinti.

Modificarea aleatorie a unei gene a cromozomului, numita in cadrul descrierii algoritmului
genetic mutatie, poate imbunatati solutia dar poate si s-o Inrautdteasca. Mutatia are loc cu o
probabilitate & si nu permite blocarea algoritmului intr-o solutie locald. Mutatia permite
introducerea unor solutii noi, In multimea de solutii admisibile studiate, care altfel nu pot fi
obtinute. In cadrul algoritmului, mutatia consti in generarea unei valori noi pentru o geni aleasa
aleatoriu din cromozomul-urmas.

In calitate de conditie de oprire poate servi cerinta ca executia algoritmului si dureze pana
cand sunt generate k populatii, deci executate k iteratii. In calitate de solutie a problemei de
neliniare de transport se accepta solutia asociatd cromozomului cu cele mai bune caracteristici din
ultima populatie, solutie pentru care valoarea functiei obiectiv este minima. E posibila situatia in
care, incepand cu o populatie generata la unul dintre pasi, urmatoarele populatii contin aceiasi
cromozomi §i nu existd posibilitatea de aparitie a unor noi cromozomi. O asemenea situatie e
caracteristicd in special problemelor de dimensiuni mici. Pentru evitarea sau depasirea ei, se
impune respectarea unei conditii de tipul |f(i —1) — f(i)| < e, pentru solutiile asociate

cromozomilor cu cele mai bune caracteristici din doud populatii consecutive P(i — 1) si P(i).

2.3.1 Algoritmul genetic AG1

In cele ce urmeazi este studiatd problema de optimizare neliniara de transport pe retea de

tipul (2.1) — (2.3) cu functia de producere si consum de forma:
q(v) = 0, pentru v € V'\ {vo, v} si q(vo) = —q(v,) (2.8)

unde v, este sursa retelei, v, — destinatia ei.

Astfel, se cere determinarea costului minim de transport in retea cu o sursd si o destinatie
pentru cazul cand costul este descris de o functie concava nedescrescatoare.

Deoarece populatia generata trebuie sa contind un numar reprezentativ de cromozomi, care
ar permite se fie generatd solutia problemei in timp rezonabil, se considera o populatie cu 4n
cromozomi. Multiplul lui 4 permite sa se selecteze o jumatate din populatie pentru a o transfera in

populatia noud fard a avea probleme de divizibilitate la 2. Pe de alta parte, din cei 2n cromozomi
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transferati In populatia noua, care participa la incrucisare, usor se pot forma n perechi de
cromozomi-pdrinti. Ei genereaza alti 2n cromozomi-urmasi ca urmare a aplicdrii Incrucisarii
pentru a completa populatia noua.

Populatia evolueaza catre populatii ce contin cromozomi cu caracteristici mai bune, fiind
aplicate operatiile de selectie, Incrucisare si mutatie.

Algoritmul genetic de solutionare a problemei neliniare de transport incepe cu o populatie
generata aleatoriu, fiecare cromozom al cdreia reprezintd o codificare a unei solutii admisibile a
problemei. Fiecare cromozom este de dimensiunea n, deci contine n elemente numite in continuare
- gene. Algoritmul genereaza la fiecare iteratie cromozomi cu caracteristici mai bune decét ale
celor din populatia precedenta, deoarece trecand de la o populatie la alta sunt selectati cromozomii
promitatori din populatia precedenta, noua populatie fiind completatd cu cromozomi-parinti si cu
cromozomi-urmasi. Populatia este pastrata ca o matrice bidimensionald de dimensiunea 4nXn in
care fiecare linie este un cromozom.

Pentru simplitate, In descrierea algoritmului, se presupune ca primul varf din retea v, este

sursa retelei, iar ultimul varf v, — destinatia.

Algoritmul genetic AG1 propus pentru solutionarea problemei de transport cu functii
concave nedescrescdtoare secvential-liniare consta din urmatorii pasi:

Pasul 1 Initializarea. Se genereaza populatia initiald din 4n cromozomi. Fiecare cromozom este
descris de o multime Nr = {nry, nr,, ..., nr,} care contine n numere intregi si fiecare
element reprezinta numarul de arce care ies din varful respectiv. Astfel:

* pentru fiecare pozitie i = 1,n — 1 este generat un numdr intreg pozitiv nr; intre 1
si numarul de arce ce ies din varful i.
* pe ultima pozitie este plasat numarul nr,, = 0 (din destinatie nu iese niciun arc).
Cele nry, i = 1,n — 1 arce care ies din varful i, pe care ulterior este transportat flux
de produs, sunt selectate aleatoriu.
Partea de flux care trece prin arcul (i, j), din totalul fluxului care intrd in varful i,
este dat de matricea proportiilor de repartitie R = {ri ili= 1n,j= ﬁ} generata

aleatoriu, si pentru care se respectd conditia ¥7_,7;; = 1,i = 1,n — 1, sir; = 0, pentru

i=n,j=1n.

Pasul 2 Decodificarea si Evaluarea cromozomilor. Decodificarea presupune asocierea fiecarui
cromozom cu o solutie admisibild de forma x = (x4, X5, ..., X,,,), unde x;,, h = 1, m este
cantitatea de flux care trece prin arcul (i, j) calculata astfel: x, = r;; * cf;, unde cf; este

cantitatea de flux care intrd in varful i si x; = 0 dacd prin arcul respectiv nu trece flux.
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Evaluarea presupune determinarea valorii functiei obiectiv pentru fiecare dintre solutiile
obtinute.

Pasul 3 Selectarea. Cromozomii sunt sortati in ordinea cresterii valorii functiei obiectiv in solutia
asociatd cromozomului. Cromozomii din prima jumdtate a populatiei, adicd 2n
cromozomi, sunt transferati in noua populatie.

Pasul 4 Incrucisarea cromozomilor. Incrucisarea are loc intre cromozomii transferati in populatia
P (i) din populatia P(i — 1). Aleatoriu este aplicatad aceeasi taietura ambilor cromozomi-
parinti luati cate doi. Dupd taietura, se obtin multimile N7y si Nr,, Nr = Nr;UN1,,
Nr, = {nr,nr,, ...,nn.},  Nr, = {nr4q, M40, ..., N ). N1y — partea stanga iar N1, -
partea dreapta a cromozomului.

Fiecare pereche de cromozomi-parinti genereaza doi cromozomi-urmasi astfel:
* primul cromozom-urmas primeste partea stdngd a cromozomului-mama si partea
dreaptd a cromozomului-tatd;
* al doilea cromozom-urmas primeste partea stangd a cromozomului-tatd si partea
dreapta a cromozomului-mama.
Fiecare pereche de cromozomi-pdrinti genereazd doi cromozomi-urmasi si dimensiunea
populatiei rimane constanta.

Pasul 5 Mutatia. Unei gene a cromozomului-urmas i se aplici o mutatie cu probabilitatea
€ € [0.001,0.01], si consta in generarea unui numar aleatoriu nr;, intre 1 si numarul de
arce care ies din varful respectiv, pentru o gend a cromozomului-urmas. Celelalte gene
raman nemodificate.

Pasul 6 Verificarea conditiei de oprire. Oprirea executiei algoritmului are loc daca se respecta
conditia |f(xpgi)) — f(*pi-1))| < € pentru solutiile asociate primului cromozom din
doui populatii consecutive P(i — 1) si P(i). In calitate de solutie a problemei serveste
solutia admisibila care corespunde cromozomului cu valoarea minima a functiei obiectiv
din ultima populatie construitd. Se trece la Pasul 2 dacd conditia de oprire nu este

satisfacuta, in caz contrar STOP.

Remarca 2.3 Pentru oprirea executiei algoritmului pot fi utilizate si alte conditii de oprire,
spre exemplu:
a) Sunt generate k populatii;
b) Se verifica restrictia de timp impusa de utilizator pentru cazul problemelor de dimensiuni

foarte mari.
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Exemplul (codificare) 2.1. Se considera reteaua de transport, din Figura 2.1, cu multimea
de varfuri {1,2,3,4}, unde {1} este sursa iar {4} este destinatic, si multimea de arce
{e,,e5,e5,e4, 65,64} Se cere de transportat fluxul de produs de 100 u. c. din sursa in destinatie
astfel incat costul de transport sa fie minim. Un cromozom a populatiei, in acest caz este o multime
de dimensiunea 4, coincide cu numirul de varfuri. Pe fiecare pozitie i = 1,4 este generat aleatoriu
un numadr care arata prin cate arce este transportat fluxul de produs, ca de exemplu:

Cromozom {2, 2,1,0}.

Deci, din varful 1 ies 2 arce, din varful 2 ies doua arce, din varful 3 iese 1 arc si din varful
4 nu iese nici un arc. Pentru o retea cu 4 varfuri se construieste o populatie care contine 16
cromozomi de aceastd forma. Aleatoriu se selecteazd arcele prin care este transportat flux. Sa
presupunem ca cele 5 arce sunt {e;, e3, ey, es, e} ceea ce inseamnd ca prin arcul e, nu este
transportat flux de produs.

Cantitatea de flux care trece prin fiecare arc este descrisd de matricea proportiilor de

repartitie R = {r;|i = 1,4,j = 1,4}, cunoscand ca fluxul care intré in sursa este de 100 u. c.

Exemplul (decodificare) 2.2. Fie este datd
matricea R = {{0.0,0.45,0.0,0.55}, {0.0,0.0,0.30,0.70},
{0.0,0.0,0.0,1.03, {0.0,0.0,0.0}}.

o X Se asociaza o solutie cromozomului {2, 2,1,0}:

- pe arcul e; trece 0.45 din fluxul total de 100 u. c. care
o * intra in varful 1, deci x; = 45u.c.;
3 - deoarece pe arcul e, nu trece flux atunci x, = 0 u. c.;
| - pe arcul e; trece 0.55 din fluxul total de 100 u. c. care
intrd in varful 1, deci x; = 55u. c;;
<5 - pe arcul e, trece 0.30 din fluxul total de 45 u. c. care
Fig. 2.1. Ré;ea cu o sursi intra in varful 2, deci x, = 15u. c;
si o destinatie. - pe arcul eg trece 0.70 din fluxul total de 45 u. c. care
Sursa: elaborat de autor intrd in varful 2, deci x5 = 30 u. c;
- pe arcul e trece 1.0 din fluxul total de 15 u. c. care

intrd in varful 3, deci x5 = 15u. c;

in asa fel, solutia admisibild asociata cromozomului {2,2,1,0} are forma

x = (45,0,55,15,30,15).
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Dupa ce este construita solutia admisibild, se calculeaza valoarea functiei obiectiv pentru

.....

promitator, el este transferat in noua populatie, se pastreaza solutia asociatad si valoarea functiei
obiectiv, astfel incat pentru populatia noud acest procedeu (de determinare a solutiei admisibile si
de calcul al valorii functiei obiectiv respective ) este realizat doar pentru urmasi. Deci, odata gasita
solutia admisibila si transferat cromozomul intr-o noud populatie, calculele de decodificare nu mai
trebuie din nou executate, fapt care permite reducerea timpului total de executie a algoritmului.

Acest lucru este foarte important, mai ales in cazul solutiondrii problemelor de dimensiuni mari.

Exemplul (incrucisare) 2.3. Se considera doi cromozomi-pdrinti care participa la

incrucisare:
Cromozom-mama {1,1,2,1,2,1,1,1}
Cromozom-tata {1,2,1,2,3,2,1,1}

atunci cromozomii-urmasi sunt:

Cromozom-urmas1 {1,1,2,1,/3,2,1,1}
Cromozom-urmas2 {1,2,1,2,2,1,1,1}.

Exemplul (mutatie) 2.4. Mutatia presupune modificarea unei gene aleatorii a

cromozomului-urmas dupa cum urmeaza:

Cromozom-urmas {1,1,2,1,3,2,1,1} = Cromozom-urmas {1,1,2,1,1,2,1,1}.
Remarca 2.4. Algoritmul AGI1 se aplica in cazul retelelor care indeplinesc urmatoarele
conditii:
a) Graful retelei de transport este aciclic;

b) Fiecare varf al grafului, cu exceptia varfului destinatie, contine cel putin un arc care iese

din varful respectiv,
c) Varful destinatie nu contine arce care ies din el.
Se formuleaza si se demonstreaza urmatoarele teoreme:
Teorema 2.7. Algoritmul AGI necesitd un volum de memorie de ordinul 0(n?).

Demonstratie. Reteaua de transport este descrisa de graful dat de o lista de adiacenta de

dimensiunea m. Matricea cu partea de flux R = {ri ili=1nj=1, n} este de dimensiunea n?.
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Fiecare cromozom consta dintr-o lista de dimensiunea n. Astfel, o populatie ce consta din 4n
cromozomi are dimensiunea 4n®. Populatia este innoitd la fiecare pas, deci in momentul
construirii unei noi populatii acesteia nu-i este alocata memorie suplimentara. Prin urmare,

implementarea algoritmului AGI necesitd un volum de memorie de ordinul 0(n?). []
Teorema 2.8. Complexitatea unei iteratii a algoritmului AGI este de ordinul O(nm).

Demonstratie. Pentru completarea listei de adiacenta, care descrie graful, sunt necesare
0(m) operatii. Procesul de generare a unui cromozom este de complexitate O(n). Generarea
intregii populatii necesita O(nm) operatii. Evaluarea solutiei asociate unui cromozom necesitd
0(m) operatii. Deoarece in populatie sunt 4n cromozomi, complexitatea de evaluare a tuturor
cromozomilor este O (nm). fncruciwrea si mutatia are complexitatea 0(n) pentru un cromozom
si complexitatea O(n?) pentru intreaga populatie. Prin urmare, o iteratie a algoritmului AGI are

complexitatea de ordinul O (nm). []

Definitia 2.1. Solutie e-optima a problemei neliniare de transport pe retea este solutia
Xp(iy generata de o populatie P(i) care satisface condifia: |f(xp(i)) - f(xp(i_l))| < &, unde
f (xp(i)) este valoarea functiei obiectiv pentru solutia asociata cromozomului cu cele mai bune
caracteristici din populatia P(1).

Teorema 2.9. Algoritmul AGI converge catre o solutie - optima.

Demonstratie. Din populatia P(i — 1) sunt transferati in P(i) cromozomii pentru care
valoarea functiei obiectiv in solutia asociata este minima. Algoritmul converge cdtre o solutie
admisibila care este si un minim local §i satisface conditia | f (xp(i)) - f (xp(i_l))| < &, ceea ce
inseamnd ca algoritmul intotdeauna converge catre o solutie e-optima.[|

Observatia 2.1. Timpul de executie a algoritmului AGI este O(Unm), unde U — numarul

de iteratii necesar pentru obtinerea solutiei e-optima.

Remarca 2.5. Pentru a evita pastrarea unui numar mare de zerouri care fac parte din

matricea R = {ri in =1,n,j=1, n} implementarea practica a algoritmului presupune crearea
unei liste de adiacenta care contine doar ratele fluxului ce trece prin fiecare arc al retelei ce iese
din varful i din totalul fluxului ce intra in varful i. In asa fel, pentru pastrarea ratelor de flux pe

arce este necesar un volum de ordinul O(m) memorie in loc de 0(n?).
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2.3.2 Implementarea si testarea algoritmului AGI

Un exemplu practic de aplicare a algoritmului AG1 pentru solutionarea problemei neliniare
de transport pe retea descrisd de o sursd si o destinatie este prezentat In Anexa 5. Codul scris in
Wolfram Mathematica poate fi accesat pe https://github.com/TatianaPasa/GeneticAlgorithm.

Algoritmul AG1 este implementat in limbajul Wolfram si testat in baza unui sir de
exemple, retele de diferite dimensiuni cu un numar diferit de n varfuri si m arce ale grafului ce
descriu reteaua de transport. Testele sunt efectuate aplicand doua criterii de oprire:

1) executia algoritmului ia sfarsit atunci cand se respecta conditia: | f (xp(l-)) - f (xp(i_l))| <g
pentru solutiile ce corespund valorii minime a functiei obiectiv in solutiile xp¢;_1y $i Xp(;)
asociate cromozomilor cu cele mai bune caracteristici din doud populatii consecutive
P(i —1)siP(i);

2) executia algoritmului ia sfarsit dupd ce sunt generate k populatii si in calitate de solutie a
problemei formulate este selectata acea solutie din ultima populatie careia 1i corespunde
valoarea minima a functiei obiectiv.

In Tabelul 2.4 sunt prezentate valorile timpului de executie a problemelor de diferite
dimensiuni, descrisa de numarul de varfuri n, pentru care au fost aplicate fiecare dintre cele doua
criterii de oprire. Se observa ca pentru cazul 1 timpul de executie (t,) creste mult mai lent in functie
de numarul de varfuri ale grafului, deoarece depinde si de numarul de iteratii de care este nevoie
pentru a obtine o solutie e-optima in comparatie cu cazul 2 (t;), cand algoritmul executa k iteratii
(in cazul dat k = 10) pentru probleme de diferite dimensiuni. Aceasta se datoreaza faptului ca
daca executia algoritmului ia sfarsit dupa un numar fix de iteratii poate fi situatia ca solutia optima
obtinuta la iteratia p < k, care nu mai poate fi Imbunatatita, este transmisd de la o populatie la alta,
deoarece conditia de oprire nu este satisfacutad. La o mutatie reusitd poate avea loc iesirea din
blocaj si imbunétatirea solutiei.

Testele sunt efectuate pe o masina Intel 15-2500 cu 4 Cores si 8 GB memorie DDR3 in

Wolfram Mathematica 12.

Tabelul 2.4. Timpul de executie pentru algoritmul AG1. Sursa: elaborat de autor

n t.(secunde) | # (secunde) n t.(secunde) | # (secunde)
10 0.0262 0.0950 60 6.3544 46.7701
15 0.0809 0.3066 65 4.9332 83.5933
20 0.2421 0.7972 70 3.5041 102.1030
25 0.3294 1.6901 75 7.4183 195.1190
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30 0.5540 3.7000 80 18.0235 193.3200
35 1.1752 7.1764 85 12.8842 323.9760
40 0.9351 9.0325 920 10.5738 311.3430
45 1.1236 18.3405 95 45.6272 511.6740
50 3.5589 24.2091 100 55.9386 529.4140
55 2.2681 46.7701 120 117.9100 1621.2100

Utilizarea functiei standard Minimize[{f,cons}, {x,y,...}] a Sistemului Mathematica

permite obtinerea minimumului global pentru problema formulata.

Timpul de executie a functiei Minimize[], dat in Tabelul 2.5, creste brusc pentru grafuri cu
8 sau mai multe varfuri si este chiar de 3 ori mai mare decat in cazul grafului cu 100 de varfuri

pentru care este aplicat algoritmul AGI.

Tabelul 2.5. Timpul de executie pentru functia Minimize[]. Sursa: elaborat de autor

n Minimize[](secunde)
4 0.17

6 3.08

8 345.61

In Tabelul 2.6 pot fi vizualizate rezultatele solutionarii unui sir de probleme de transport
pe retea cu n varfuri si m arce pentru care se cunosc functiile concave secvential-liniare de cost ce

depind de fluxul transportat pe fiecare arc.

Tabelul 2.6. Modificarea valorii F;(x) pentru algoritmul AG1. Sursa: elaborat de autor

Lteratia n/m(u.c.) | /m(u.c.) | /m (u.c.) | n/m (u.c.) | n/m (u. c.)
’ 10731 20/94 30/238 100/2392 | 150/5875
I 5565.54 25670.50 | 51252.20 359995 582184
II 4386.53 22407.90 | 41771.90 330423 546030
11 2999.87 19529.90 | 35173.60 309817 512836
v - - 29722.00 - 483577
\% - - - - 453874
VI - - - - 416877
F(x) 14.00 106.611 116.00 357.063 173.952

Datele prezentate in acest tabel denotd o micsorare a valorii functiei obiectiv totale Fr(x)

de la o iteratie la alta, ceea ce presupune cd la trecerea de la populatia P(i — 1) la populatia P (i)
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se obtin cromozomi cu caracteristici mai bune carora le este asociatd cate o solutie pentru care

valoarea functiei obiectiv F (x) este mai mica.

2.3.3 Algoritmul genetic AG2

In cele ce urmeaza este solutionati problema neliniard de transport (2.1) — (2.3), care
presupune determinarea costului minim de transport, formulata in 2.1 pentru retele standard cu
functia de producere si consum de forma (2.8), cand se impune restrictia transportarii unui flux de
produs prin fiecare dintre arcele retelei unde v, - sursa retelei, v, — destinatia retelei. O astfel de
problema reprezintd modelul matematic al problemei reale de transport al unui flux prin retelele
de apa, gaz sau electricitate.

In algoritmul ce urmeaz, fiecare gend a unui cromozom este descrisi de o matrice care
contine partea de flux ce trece prin arcul care iese din varful i, din totalul de flux ce intra in acel
varf. Pentru a economisi memoria calculatorului in timpul implementarii algoritmului, fiecare
cromozom este de dimensiunea m. Fiecare gend i din cromozom este descrisd de o listd care
contine partea de flux a arcelor care ies din varful i.

Operatorii de incrucisare si mutatie aplicati asupra cromozomilor sunt definiti astfel incat
dupa decodificare sd fie asociatd o solutie admisibild. Pentru evitarea pierderii solutiilor care
corespund cromozomilor promitdtori ca rezultat al operatiilor de selectie, Incrucisare sau mutatie

este aplicat modelul elitist al algoritmului genetic care presupune pastrarea acestor cromozomi.

Algoritmul genetic AG2 propus pentru solutionarea problemei de transport cu functii
concave nedescrescdtoare secvential-liniare consta din urmatorii pasi:

Pasul 1 Initializarea. Se genereaza populatia initiala din 4n cromozomi: fiecare cromozom este

descris de o lista de forma L = {{lil, ) limi}i li=1,n-— 1}, unde m; — numarul de arce

care ies din varful i, fiecare [;;,i = 1,n — 1,j = 1,m, reprezentand partea de flux care

ijr
trece prin arcul (i, j) din totalul fluxului care intrd in varful i. Pentru fiecare varf se cere
sa fie satisfacuta conditia Z;rlzil Lj=1i=1n-1.

Pasul 2 Decodificarea si Evaluarea cromozomilor. Decodificarea presupune asocierea fiecarui
cromozom cu o solutie admisibild de forma x = (x4, X5, ..., X,,,), unde x;,, h = 1, m este

cantitatea de flux care trece prin arcul (i, j) si se determina astfel x,=l;;*cf;, i = 1,n — 1,

j =1,m,, unde cf; este cantitatea de flux care intrd in varful i i [;;, i =1,n—1,

Jj =1, m, - partea de flux care trece prin arcul (i, j).
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Evaluarea presupune determinarea valorii functiei obiectiv pentru fiecare dintre
solutiile obtinute.

Pasul 3 Selectarea. Cromozomii sunt sortati in ordinea cresterii valorii functiei obiectiv in solutia
asociatd cromozomului. Cromozomii din prima jumdtate a populatiei, adicd 2n
cromozomi, sunt transferati in noua populatie.

Pasul 4 Incrucisarea cromozomilor. Incrucisarea are loc intre cromozomii transferati in populatia
P (i) din populatia P(i — 1). Aleatoriu este aplicatad aceeasi taietura ambilor cromozomi-

parinti, luati cate doi, care presupune impartirea in doud multimi de gene a cromozomului

Ly st L, astfel 1incat L =L;UL,, unde L;= {{lil, ""limi}i |i= 1,n1},

L, = {{lil, '"'limi}i |i=n, + 1,n}. L, — partea stanga iar L, - partea dreaptd a

cromozomului.

Incrucisarea cromozomilor presupune:

* primul cromozom-urmas primeste partea stdngd a cromozomului-mama si partea
dreaptd a cromozomului-tatd;

* al doilea cromozom-urmas primeste partea stangd a cromozomului-tatd si partea
dreapta a cromozomului-mama.
Fiecare pereche de cromozomi-pdrinti genereazd doi cromozomi-urmasi si

dimensiunea populatiei generate rdimane constanta.

Pasul 5 Mutatia. Unei gene a cromozomului i se aplicd mutatia cu o probabilitate € € [0.1, 0.5] si
presupune modificarea unei gene de pe pozitia i a cromozomului-urmas. Se genereaza o
listd noua {lil, s limi}i pentru un varf i ales aleatoriu, astfel incat sa fie satisfacuta
conditia Z?zl lij =1,i=1,n— 1. Celelalte gene riman nemodificate.

Pasul 6 Verificarea conditiei de oprire. Oprirea algoritmului are loc daca se respectd conditia
|f (xpiy) — f (xp(i-1y)| < €, pentru solutiile asociate primului cromozom din doud
populatii consecutive P(i — 1) si P(i). In calitate de solutie a problemei serveste cea care

corespunde cromozomului cu valoarea minima a functiei obiectiv din ultima populatie

construita. Se trece la Pasul 2 daca conditia de oprire nu este satisfacuta.
Remarca 2.6. Pentru oprirea algoritmului poate fi utilizata si una din urmatoarele conditii:

a) Sunt generate k populatii;
b) Se verifica restrictia de timp, impusa de utilizator, pentru cazul problemelor de dimensiuni

foarte mari.

64



Exemplul (codificare) 2.5. Se considera reteaua de transport, din Figura 2.2, cu multimea
de varfuri {1,2,3,4,5}, unde {1} este sursd iar {5} este destinatie, si multimea de arce
{e, e5,e5,e4,€5,€6,€7,€g,€9}. Se cere de transportat fluxul de produs de 100 u. c. din sursa in
destinatie astfel incat sa fie repartizat prin toate arcele retelei si costul de transport sa fie minim.

Un cromozom a populatiei este o0 multime de dimensiunea 9 care coincide cu numarul de arce.

o Astfel, un cromozom are forma generala:
| = (el e o)y e e}y (e 1), )
& B care descrie:
& N i . {lel, le, le, 184}1- partea de flux care trece prin arcele
il ¥ €1, €, €3, e, din totalul de flux ce intra in varful 1;
» . {les, le 6}2 - partea de flux care trece prin arcele es, g
2\'g o din totalul de flux ce intra in varful 2;
o . {le7, l68}3- partea de flux care trece prin arcele e,, eg
Vg din totalul de flux ce intra in varful 3;

Fig. 2.2. Retea cu o sursi si o . {leg}4 - partea de flux care trece prin arcul e,

destinatie cu flux prin toate arcele.  deoarece din vérful 4 iese doar un arc;

Sursa: elaborat de autor e din varful 5 nu iese nici un arc.

Pentru reteaua din Figura 2.2, un cromozom, care respectd si conditia ca tot fluxul care

intra intr-un varf este repartizat pe arcele care ies din el, are forma:

{{0.30,0.44,0.10,0.16}, ,{0.70,0.30},,{0.40, 0.60}5, {1.0},}.
Exemplul (decodificare) 2.6. Pentru cromozomul construit mai sus se asociaza o solutie
admisibild de forma x = (xq, X, X3, X4, X5, X6, X7, Xg, X9) dupa cum urmeaza:
* x; =0.30%100 = 30 u. c. de flux sunt transportate pe arcul e;;
* x, =0.44 100 = 44 u. c. de flux sunt transportate pe arcul e,;
* x3 =0.10*100 = 10 u. c. de flux sunt transportate pe arcul es;
* x, =0.16 *100 = 16 u. c. de flux sunt transportate pe arcul e,;
e x5 =0.70*30 = 21 u. c. de flux sunt transportate pe arcul e;
* X =0.30*30 =9u.c.de flux sunt transportate pe arcul eg;
* x; =0.40 * 65 = 26 u. c. de flux sunt transportate pe arcul e,;
* xg =0.60*65=39u.c.de flux sunt transportate pe arcul eg;

* X9 =1.0%45=45u.c.de flux sunt transportate pe arcul eq;
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Deci, solutia admisibila obtinuta este: x = (30, 44, 10,16, 21,9, 26, 39, 45).

Dupa construirea solutiei admisibile se calculeaza valoarea functiei obiectiv in aceasta

.....

cromozom promitator, el este transferat in noua populatie fiind pastrata solutia admisibila asociata
si valoarea functiei obiectiv, astfel incat pentru populatia noua acest procedeu (de determinare a
solutiei admisibile si de calcul al valorii functiei obiectiv respective) se realizeaza doar pentru

cromozomii-urmasi.

Exemplul (incrucisare) 2.7. Se considera doi cromozomi-pdrinti care participa la
incrucisare:

Cromozom-mama §{{0.16,0.35,0.07,0.42},10.34,0.66},{0.28,0.72} ,{1.} }
Cromozom-tata {{0.19,0.32,0.11,0.38},{0.81,0.19} ,§0.67,0.33},{1.} }
atunci cromozomii-urmasii sunt:
Cromozom-urmas] §{0.16,0.35,0.07,0.42},{0.34,0.66},{0.67.0.33 §,{1.} }
Cromozom-urmas2 {{0.19,0.32,0.11,0.38},{0.81,0.19},{0.28,0.72},{1.} }.

Exemplul (mutatie) 2.8. Mutatia presupune modificarea unei gene aleatorii a

cromozomului-urmas. Pentru urmatorul:

Cromozom-urmas {{0.16,0.35,0.17,0.32},{0.81,0.19},{0.67,0.33},{1.} }
dupad mutatie se obtine:

Cromozom-urmas {{0.16,0.35,0.17,0.32},{0.26,0.74},{0.67,0.33},{1.} }.

Remarca 2.7. Algoritmul AG2 se aplica in cazul retelelor care indeplinesc urmatoarele

conditii:
a) Graful retelei de transport este aciclic;

b) Fiecare varf al grafului, cu exceptia varfului destinatie, contine cel putin un arc care iese

din varful respectiv,
c) Varful destinatie nu contine arce care ies din el.
Se formuleaza si se demonstreaza urmatoarele teoreme:
Teorema 2.10. Algoritmul AG2 necesita un volum de memorie de ordinul O(nm).

Demonstratie. Reteaua de transport este descrisa de graful dat de o lista de adiacenta de

dimensiunea m. Fiecare cromozom consta dintr-o lista L de dimensiunea m. Astfel, o populatie
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ce consta din 4n cromozomi are dimensiunea 4nm. Populatia este innoita la fiecare pas, deci in
momentul construirii unei noi populatii acesteia nu-i este alocata memorie suplimentara. Prin

urmare, implementarea algoritmului AG2 necesita un volum de memorie de ordinul O (nm).[]
Teorema 2.11. Complexitatea unei iteratii a algoritmului AG2 este de ordinul O(nm).

Demonstratie. Pentru completarea listei de adiacenta care descrie graful sunt necesare
O(m) operatii. Procesul de generare a unui cromozom are complexitate O(m). Generarea
intregii populatii necesita O(nm) operatii. Evaluarea solutiei asociate unui cromozom necesitd
0(m) operatii. Deoarece in populatie sunt 4n cromozomi, complexitatea de evaluare a tuturor
cromozomilor este O(nm). Incrucisarea si mutatia are complexitatea O(m) pentru un cromozom
si complexitatea O(nm) pentru intreaga populatie. Prin urmare, o iteratie a algoritmului AG2

are complexitatea de ordinul O(nm). []

Observatia 2.2. Din Teorema 2.11 rezulta ca timpul de executie a algoritmului AG2 este

O (Unm), unde U este numarul de iteratii necesar pentru obtinerea unei solutii e-optime.
Teorema 2.12. Algoritmul AG2 converge catre o solutie e-optima.

Demonstratie. Din populatia P(i — 1) sunt transferati in P(i) cromozomii pentru care
valoarea functiei obiectiv in solutia asociata este minima. Algoritmul converge cdtre o solutie
admisibila care este si un minim local §i satisface conditia |f(xp(i)) — f(xp(i_l))| < &, ceea ce

inseamnd ca algoritmul converge catre o solutie e-optima.[]

Desi problema formulatd presupune determinarea unui flux de cost minim intr-o retea de
transport cu functii concave de cost si conditia ca fluxul acopera intreaga retea, poate fi si situatia
cand cantitatea de flux transportat pe un arc sa fie marginitd de jos si de sus, adica exista marimile
pozitive corespunzatoare I,j=1,m si w,j=1m, incat: [ <x; <u;j=1,m. Aici
x = (X1, %3, ..., X;) este flux admisibil in retea. Se presupune ca restrictiile permit transportarea
intregului flux din sursi in destinatie. In acest context, algoritmul AG2 poate fi adaptat pentru
problema de transport de cost minim pe retea cu restrictii asupra capacitatii inferioare si superioare

a arcelor.

Remarca 2.8. In cazul in care sunt impuse restrictii inferioare si superioare a capacitatilor
arcelor pentru transportul fluxului de produs astfel incat costul este minim, se tine cont de

urmatoarele observatii:
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a) La generarea populatiei initiale, fiecare cromozom este decodificat si se verifica daca
solutia ce ii corespunde satisface restrictiile unei solutii admisibile si numai apoi se

adauga in populatie;

b) La incrucisarea cromozomilor, in caz ca se obtine o solutie care nu satisface restrictiile
unei solutii admisibile, cromozomul-urmas este inlocuit cu cromozomul-parinte ce

corespunde solutiei pentru care valoarea functiei obiectiv este minimd,

c¢) La mutatia unei gene, in cazul nerespectarii restrictiilor unei solutii admisibile asociate
cromozomului obtinut, mutatia este repetatd de mai multe ori pana la indeplinirea

restrictiilor sau poate fi anulata (dupa caz).
2.3.4 Implementarea si testarea algoritmului AG2

Un exemplu practic de aplicare a algoritmului AG2 pentru solutionarea problemei neliniare
de transport pe retea descrisd de o sursa si o destinatie cu conditia ca fluxul este transportat prin
toate arcele retelei este prezentat in Anexa 6. Codul scris in Wolfram Mathematica poate fi accesat
pe https://github.com/TatianaPasa/GeneticAlgorithm.

Algoritmul AG2 este realizat in limbajul Wolfram si testat in baza unui sir de exemple,
retele de transport de variate dimensiuni cu un numar diferit de varfuri n si de arce m ale grafului
ce descriu reteaua. Testele sunt efectuate aplicand doua criterii de oprire:

1) executia algoritmului ia sfarsit atunci cand se respectd conditia |f(i — 1) — f(i)| < ¢,
pentru solutiile ce corespund valorii functiei obiectiv minime din doud populatii
consecutive P(i — 1) si P(i);

2) executia algoritmului ia sfarsit dupd ce sunt generate k populatii si in calitate de solutie a
problemei formulate este selectatd acea solutie din ultima populatie careia ii corespunde
valoarea minima a functiei obiectiv.

Din Tabelul 2.7 se poate observa ca pentru cazul 2 timpul de executie (t;) creste odata cu
cresterea dimensiunii retelei de transport (sunt realizate 10 iteratii). Aceeasi tendintd nu este
observata pentru cazul 1 cu t,, care depinde nu doar de dimensiunea retelei de transport, dar si de
numarul de iteratii care sunt necesare pentru obtinerea unei solutii e-optime. Ca si pentru
algoritmul AG1, criteriul 2 poate fi aplicat cu succes cdnd nu se cere obtinerea unei solutii
e-optime dar este destul sa se determine un flux de cost minim care curge din sursa la destinatie

fiind repartizat prin toate arcele retelei.
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Tabelul 2.7. Timpul de executie pentru algoritmul AG2. Sursa: elaborat de autor

n/m t. (secunde) | # (secunde) n/m t. (secunde) tx (secunde)
10/33 0.0781 0.1875 50/ 647 9.9687 27.7813
15/ 62 0.3125 0.2300 65/1236 56.4183 70.9531
20/105 0.4843 1.7675 70 /1274 42.9375 78.9219
25/168 0.9687 3.4843 80/1764 45.7031 130.0320
30/213 4.8593 5.4218 90 /2275 216.6410 194.5470
35/321 5.0781 9.4218 100/ 2572 354.4537 244.5780
40 / 402 7.3593 13.4219 120 /3633 237.4530 430.5310

Testele sunt efectuate pe o masina Intel 15-2500 cu 4 Cores si 8 GB memorie DDR3 in

Wolfram Mathematica 12.

In Tabelul 2.8 sunt incluse rezultatele solutionrii unui sir de probleme de transport pe retea
cu n varfuri si m arce pentru care se cunosc functiile concave de cost ce depind de fluxul
transportat pe fiecare arc si functia de producere si consum.

Practic este demonstratd convergenta algoritmului. Fiind calculata valoarea functiei

obiectiv totale a populatiei se observa o descrestere continud a acestei marimi.

Tabelul 2.8. Modificarea valorii F;(x) pentru algoritmul AG2. Sursa: elaborat de autor

n/m(u.c.) | /m(u.c.) | /m(u.c.) | n/m(u.c.) | n/m(u.c.)
Iteratia

10731 20/94 30/238 100/2392 150/5875
| 8352.59 34161 74520 479731 683430
II 7698.17 31704.1 70750 463270 658387
I 7246.51 - 68168 461585 640905
v - - 65941 454880 624014
v - - 63955 448784 608769
VI - - 61794 442621 593624
VII - - 59992 437814 579315
VIII - - 58840 433995 564279
IX - - 57422 430823 550445
X - - 56276 428015 535530
XI - - 56276 - 525713

F(x) 160 270 430 1000 820
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Datele prezentate in tabel atestd o micsorare a Fr(x) de la o iteratie la alta, ceea ce
presupune ca la trecerea de la o populatie P(i — 1) la o populatie P (i) este o imbunatétire a solutiei

problemei.

- . A

2.4 Solutionarea problemei neliniare de transport pe retea cu o sursa si citeva

destinatii utilizind algoritmi genetici

Deseori este intalnita situatia cand un mare producétor al produsului X are contracte de
vanzare cu comercianti din diferite orase sau/si tiri. La randul lor comerciantii au mai multe
depozite in diferite orase sau/si cateva in acelasi oras de unde se face livrare la micii antreprenori.
Intr-un final, dupa ce produsul a trecut prin una sau mai multe puncte intermediare, el este plasat
pe rafturile magazinelor de unde este procurat de cumparator. Produsul este transportat de la un
producdtor care este sursa retelei de transport si mai departe dintr-un punct in altul, numite puncte
intermediare, pana ajunge in magazine care sunt destinatiile retelei de transport. Aceasta structura
poate fi descrisd de o retea de transport cu o sursa, cateva destinatii si cu o multime de puncte
intermediare. In sursa este producere, in destinatii este consumat tot ce s-a produs, iar in punctele
intermediare nu este nici producere si nici consum de produs. Respectarea acestor conditii implica
existenta unui flux in reteaua de transport descrisd, pentru care se cere minimizarea costului de
transport a produsului din sursa in destinatii.

O modalitate de solutionare a problemei este conectarea tuturor destinatiilor la o super-
destinatie asociind arcelor ce le uneste cate o functie de cost nuli. in acest caz, cel mai probabil
solutia nu permite aprovizionarea tuturor destinatiilor cu necesarul dorit deoarece problema astfel
reformulara nu contine restrictiile respective, scopul fiind ca produsul pornit din sursd sa ajunga
in super-destinatie cu un cost minim de transport. Deci, problema solutionatd nu coincide cu
problema initial formulata care consta in aprovizionarea tuturor destinatiilor astfel incat costul de
transport sa fie minim.

Pentru solutionarea problemelor de dimensiuni mari nu se cunosc metode care ar furniza
solutia optima 1n timp polinomial. Aceasta din cauza specificului problemei NP-dificile cu functii
concave de cost care poate avea mai multe minime locale, spre care, In cele mai dese cazuri,
converge algoritmul.

Algoritmii prezentati in (Lozovanu & Pasha, 2002), (Pasa & Ungureanu, 2017a), (Pasa &
Ungureanu, 2017d), (Pasa & Ungureanu, 2017¢), (Pasa & Ungureanu, 2017f), propusi si analizati
in sectiunea 2.2, desi se executd mai repede decat functiile standard din Sistemul Mathematica
bazate pe metode clasice de solutionare (Pasa, 2018a), cand vorbim de retele de transport de

dimensiuni mari, timpul de executie Intrece timpul rezonabil.
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In astfel de situatii sunt recomandati algoritmii genetici care nu necesitd cunoasterea
gradientilor si a Hesianului. Algoritmii genetici mentin un echilibru intre exploatarea si explorarea
multimii de solutii admisibile (Holland, 1975), (Hoopgood, 2012). incorporarea tehnicilor ce
permit imbunatatirea solutiei algoritmului genetic implicd hibrid (Sheng, Dechen, & Xiaofei,
2006) care livreaza solutii mai bune.

Elitismul (Kenneth, 1975), implementat n algoritmii genetici AG1 — AG2 expusi mai sus,
permite pastrarea cromozomilor cu cele mai bune caracteristici la trecerea de la o populatie la alta,
in caz contrar cromozomii ar putea fi pierduti prin neselectare sau prin distrugerea lor cand sunt
aplicati operatorii de Incrucisare sau mutatie. Acelasi model este aplicat si In cazul algoritmului

genetic descris mai jos.

2.4.1 Formularea problemei

In cele ce urmeaza este solutionati problema neliniara de transport (2.1) — (2.3), formulata
in sectiunea 2.1, pe o retea de transport cu o singura sursa si cateva destinatii descrisa de multimea
de varfuri V, unde |V| =n si multimea de arce E, unde |E| =m. Problema presupune
determinarea costului minim de transport. Functia de producere si consum asociatd multimii de
varfuri are forma:

q(v) = 0 pentru v € (V\V)\{vo}

k
(2.9)
awo) = ) aw) v €V,
i=1

unde v, — sursa retelei, v; € V,,i = 1,k — destinatia i a retelei de transport, V, € V — multimea
tuturor destinatiilor retelei si |V;| = k.

Dupa cum este mentionat si in sectiunea 2.1, problema neliniard de transport pe retea (2.1)
—(2.3), (2.9) cu functii concave secvential-liniare de cost poate fi solutionata utilizind algoritmi
finiti ce se bazeaza pe cercetarea tuturor grafurilor fara cicluri. Fiecaruia i este asociatd o solutie
admisibild a problemei. Arborele de acoperire pentru un graf ce descrie reteaua de transport
satisface conditiile unei solutii admisibile a problemei formulate, ceea ce implica cercetarea tuturor
solutiilor admisibile construite pe arborii de acoperire si determinarea acelui care descrie solutia
optima.

Se calculeaza valoarea functiei obiectiv ce descrie costul de transport pentru fiecare solutie
astfel construita si este acceptata cea care corespunde functiei de cost minim.

In cazul problemelor descrise de grafuri dense si/sau de dimensiuni mari, pentru

solutionarea carora verificarea tuturor solutiilor, asociate cu arborii de acoperire, este imposibila
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din cauza timpului sau a tehnicii care nu permite prelucrarea unor date atat de voluminoase, se
recomanda utilizarea algoritmilor genetici. Astfel de algoritmi permit pastrarea candidatilor
promitatori, eliminarea pretendentilor carora le sunt asociate costuri mari de transport si, astfel,
micsorarea semnificativa a numarului de solutii admisibile care trebuie cercetate pentru a obtine

un rezultat bun in timp rezonabil.

2.4.2 Algoritmul genetic AG3

Selectarea permite aplicarea cautdrii locale a solutiei, astfel incdt cromozomii cu
caracteristici bune ai populatiei curente sunt selectati si transferati in noua populatie pentru a
participa la crearea noilor cromozomi.

Aplicarea operatorilor de incrucisare si mutatie, in algoritmul AG3 descris mai jos, poate
conduce la situatii in care nu sunt respectate restrictiile de existentd a fluxului in retea, deci nu
poate fi asociati o solutie admisibila aplicind decodificarea unui astfel de cromozom. in astfel de
situatii sunt utilizate metode din teoria grafurilor, de adaptare a cromozomilor, care permit sa fie
adusi la o forma astfel incat dupa decodificarea lor sa se obtina solutii admisibile. Incrucisarea
consta in transmiterea unor gene de la un cromozom-parinte si a altor gene de la alt cromozom-
parinte iar mutatia presupune modificarea unei gene selectata aleatoriu.

Dimensiunea populatiei si modalitatea de codificare a problemei este un element important
care determind cantitatea memoriei necesare pentru pastrarea datelor. Fiecare cromozom permite
pastrarea doar a arcelor care fac parte din arborele de acoperire, astfel micsordand dimensiunea
cromozomului de la m la n, precum si viteza de executie a unei iteratii. In acelasi timp,
dimensiunea populatiei trebuie sa permita prelucrarea unui numar suficient de solutii admisibile a
problemei astfel incat sa fie depistatd cea optima in timp rezonabil.

Codificarea unei solutii admisibile presupune asocierea cu un arbore de acoperire a grafului
ce descrie reteaua de transport. Fiecare cromozom, care descrie o solutie admisibild, contine
n — 1 gene date de perechi de numere (i, j), care indica arcul ce face parte din arbore, porneste

din varful i si intra in varful j.

Algoritmul genetic AG3 propus pentru solutionarea problemei de transport cu functii
concave nedescrescdtoare secvential-liniare consta din urmatorii pasi:

Pasul 1 Initializarea. Se genereaza aleatoriu populatia initiald din 4n cromozomi: fiecare

cromozom este descris de o listd de forma T = {(i,j) | i,j = 1,n}, unde T este arbore de

acoperire a grafului G(V,E), |T| = n — 1 si fiecare (i, j) este arcul ce iese din varful i si
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intra in varful j. In cazul prezentei repetirilor aceluiasi arbore de acoperire, repetirile sunt
sterse si dimensiunea populatiei este adaptata (a se vedea Remarca 2.9).
Pasul 2 Decodificarea si Evaluarea cromozomilor. Decodificarea presupune ca fiecdrui
cromozom i se asociazi o solutie admisibila. In acest scop:
1. seasociaza flux nul arcelor din graful initial, care nu apartin arborelui de acoperire
ce descrie cromozomul;
2. se asociaza flux arcelor care intrd in destinatii cantitatea cdruia coincide cu
necesarul destinatiei respective;
3. parcurgand arborele in adancime, arcelor ramase (i, j) le este asociat flux cantitatea
caruia coincide cu totalul fluxului care trece prin arcele descendente varfului j.
Pentru solutia admisibild de forma x = (xq,X,, ..., X,,,), unde x,, h = 1,m este

cantitatea de flux care trece prin arcul (i, j) cu indicele h avem:

0, (i,j)eT,
X = CI(]). je Vt'
" x,r, r'esteindicele arcului (j,j").
B

Evaluarea presupune determinarea valorii functiei obiectiv pentru fiecare dintre
solutiile obtinute.

Pasul 3 Selectarea cromozomilor. Cromozomii sunt sortati in ordinea cresterii valorii functiei
obiectiv asociate cromozomului. Cromozomii din prima jumatate a populatiei sunt
transferati in noua populatie.

Pasul 4 Incrucisarea cromozomilor. Are loc intre cromozomii transferati in populatia P(i) din
populatia P(i — 1) prin selectie.

Aleatoriu se aplicd aceeasi taieturd ambilor cromozomi-parinti luati cate doi, care
consta in Tmpartirea aleatorie a multimii de destinatii in doud submultimi. Multimea de
destinatii V, = {1,2, ..., k} este divizatd in doud submultimi V, = {vl,vz, e Uk 1} si
Ve, = {Vk 41, V2o - Vi }» astfel incat V, =V, UV, cu |V = |V, | + |V, |-
Incrucisarea cromozomilor presupune:

* primul cromozom-urmas primeste arcele care formeaza drumurile din sursa catre
multimea V; a cromozomului-mama si arcele care formeaza drumurile din sursa in
multimea V., a cromozomului-tata;

* al doilea cromozom-urmas primeste arcele care formeaza drumurile din sursa catre
multimea V; a cromozomului-tata si arcele care formeaza drumurile din sursa in

multimea V;, a cromozomului-mama.
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La fiecare cromozom-urmas se adauga varfurile lipsa din totalul de n varfuri ale
grafului initial si arcurile ce formeaza drumurile care unesc aceste varfuri cu sursa in
arborii care descriu cromozomii-parinti astfel:

* primului cromozom-urmas i se adaugd drumurile de la cromozomul-mama;
* celui de al doilea cromozom-urmas i se adaoga drumurile de la cromozomul-tata.

Pentru a putea asocia cromozomul-urmas cu o solutie admisibild este construit un
arbore de acoperire peste graful obtinut care descrie cromozomul-urmas. Fiecare pereche
de cromozomi-parinti genereazd doi cromozomi-urmasi si dimensiunea populatiei
ramane constanta.

Pasul 5 Mutatia. Unei gene a cromozomului-urmas i se aplicdA o mutatie care are loc cu
probabilitatea € € [0.1, 0.5] si presupune stergerea unui arc (i,j) si adaugarea altui arc
(i*,j) prezent in graful initial, celelalte gene raman nemodificate.

Pasul 6 Verificarea conditiei de oprire. Implica oprirea algoritmului dupa k iteratii. In calitate de
solutie a problemei serveste cea care corespunde cromozomului cu valoarea minima a
functiei obiectiv din ultima populatie construitd. Se trece la Pasul 2 daca conditia de

oprire nu este satisfacuta.

Remarca 2.9. Deoarece la generarea aleatorie a arborilor, la pasul de initializare, pot avea
loc repetari, acestia sunt stersi din populatie pentru ca algoritmul sd nu fie fortat sa tinda cétre un
minim local si nu spre cel global. Dupa eliminarea repetarilor, dimensiunea populatiei se reduce
pana la cel mai mare numar de forma 4p, adicd la un numar divizibil cu 4. Cu dimensiunea
populatiei astfel obtinutd se opereaza in continuare in pasii 2-6 pentru determinarea solutiei

problemei considerate.

Stiind cantitatea de flux necesard fiecdrei destinatii, se aplicd procedeul de cdutare in
adancime (DFS) pentru a afla solutia asociatd cromozomului. Fluxul care trebuie sd ajungd in
destinatii este repartizat din varfuri astfel ca sd se respecte legea conservarii fluxului — cantitatea
fluxului care intra intr-un varf intermediar este egala cu cantitatea fluxului care iese din acelasi
varf. Astfel, cantitatea fluxului total care ajunge in destinatii coincide cu cantitatea fluxului care
porneste din sursa.

Exemplul (codificare) 2.9. Se considera reteaua de transport, din Figura 2.3, descrisa de
graful cu multimea de varfuri {1,2,3,4,5}, unde {1} este sursa iar {4,5} sunt destinatiile, si
multimea de arce {e,, €5, €3, €4, €5, €4, €7 }. Se cere de transportat in destinatia 4 fluxul de produs

de 45 u. c. si In destinatia 5 fluxul de produs de 55 u. c. din sursa care contine 100 u. c. astfel incat
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costul de transport sa fie minim. Un cromozom a populatiei, in acest caz este o multime de arce
de dimensiunea 4 care descrie un arbore de acoperire pe graf.

Fie, se construieste un arbore de acoperire care contine multimea de arce {e, e,, es, e;}. In
asa caz, un cromozom a populatiei este: T = {(1,2), (2,4), (2,3), (3,5)}, ceea ce inseamna ca pe
arcele acestui arbore este transportat flux iar pe arcele e,, e;, e, — nu, deci este asociat un flux nul.
o Exemplul (decodificare) 2.10. Pentru cromozomul
generat T = {(1,2),(2,4),(2,3),(3,5)} se construieste solutia
admisibild de forma x = (x4, x5, X3, X4, X5, X¢, X7 ) astfel:

o - 1. initial se asociazd flux nul arcelor care nu fac parte din
* arborele de acoperire: x, = 0u.c.,x3 =0u.c.,xo =0u.c;

)

2. se asociaza flux arcelor care intrd in destinatii, dar nu li s-a

* o, asociat deja flux nul: x5 = 45 u. c., x, = 55 u. ¢.;
3. se asociaza flux arcelor rdmase: x, = 0 + 55 =55 u. c,,

x; =45+55=100u.c.
& ¥
Solutia admisibilad obtinuta este: x = (100,0,0,55,45,0,55).

Fig. 2.3. Retea cu o sursa ) i o .
Cunoscand solutia admisibila se calculeaza costul de transport pe

si doua destinatii. . C .
’ ’ fiecare arc si valoarea functiei obiectiv, adicd costul total de
Sursa: elaborat de autor o . D .
transport al fluxului din sursa catre toate destinatiile retelei.
Exemplul (incrucisare) 2.11. in Figura 2.4 a) si b) sunt prezentati doi arbori de acoperire
care descriu doi cromozomi-pdrinti care participa la incrucisare:
Cromozom-mama {(1,2), (2,3), (3,4), (4,7),(7,9), (1,8), (1,10), (2,6), (4,5)}
Cromozom-tata {(1,2), (2,6), (6,7), (7,8),(7,9), (2,10), (2,3), (3,4), (2,5)}.
Incrucisarea presupune aplicarea aceleiasi

taieturi ambilor cromozomi-pdrinti. Ea constd in

¢ B r impartirea aleatorie a multimii destinatiilor in doua
FoAs N TN multimi, spre exemplu:
A V,, = (8}siV,, = {9,10}.
IAAY ¥ K Drumul pana in destinatia 8§ din cromozomul-parinte
P TSN reprezentat in Figura 2.4 a) este {(1,8)}, pana in
a) b) destinatia 9 — {(1,2), (2,3), (3,4), (4,7), (7,9)},

Fig. 2.4. Cromozomi-parinti iar pand in destinatia /0 — {(1,10)}. Drumul pana in

Sursa: elaborat de autor destinatia 8 din cromozomul-parinte reprezentat in
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Figura 2.4 b) este {(1,2), (2,6), (6,7), (7,8)}, pana in destinatia 9 — {(1,2), (2,6), (6,7),
(7,9)}, iar pana in destinatia 10 — {(1,2), (2,10)}.

) ’ Pentru a obtine cromozomul-urmas

=] e

reprezentat in Figura 2.5 a), se uneste drumul din
4 \ K 4 Y 10 sursa 1 pand in destinatia 8 din Figura 2.4 a) cu

drumurile din aceeasi sursd 1 pana in destinatiile 9 si

9 0 o’ 9 ° o 10 din Figura 2.4 b). Se adaugd, de asemenea,
varfurile lipsa si drumurile ce le unesc cu sursa 1 1n
Y4 Y’ Y Y7 ’
o 0 o Q . . e A o . .
Figura 2.4 a), eliminand repetdrile posibile ale
Y5 Y9 B 19 arcelor. Pentru a obtine cromozomul-urmas
2) b) reprezentat in Figura 2.5 b), se uneste drumul din

. ] ) sursa 1 pana in destinatia 8 din Figura 2.4 b) cu
Fig. 2.5. Cromozomi-urmasi. P ’ 8 )

drumurile din sursa pand in destinatiile 9 si 10 din
Sursa: elaborat de autor
Figura 2.4 a), la care se adaugd varfurile lipsa cu
drumurile ce le unesc cu sursa in Figura 2.4 b), eliminand repetarile posibile ale arcelor. Peste
graful obtinut se construieste un arbore de acoperire. Dupa asemenea operatii se obtin doi
cromozomi (arbori de acoperire) care pot fi adaugati la populatia noua.
Deci, cromozomii-urmasi sunt:

Cromozom-urmas] {(1,8),(152))12,6),(6,7),(7,9),(2,10), (2,3), (3,4), (4,5)}
Cromozom-urmas2 {{I;2)1(2,6),(6,7),(7,8),(7,9), (1,10), (2,3), (3,4), (2,5)}

1 1 Exemplul (mutatie) 2.12. In algoritmul AG3

f 2
un rol important 1l are mutatia. Ea permite generarea de
B8 A . . - o .

f ° solutii noi si garanteazd evitarea situatiilor cand
N I UG U T RN algoritmul se blocheaza 1n minime locale. Se
recomanda ca mutatia sa fie aplicata cu probabilitatea

v Y V4 1
’ I ° A e = 0.5, in special pentru grafuri de dimensiuni mari.
P g «° In Figura 2.6 a) si b) sunt reprezentati cromozomi-
2) b) urmasi din Figura 2.5 dupd mutatie. Este aplicata

Fig. 2.6. Mutatia mutatia doar asupra cromozomului din Figura 2.6 a),

Sursa: elaborat de autor insa cel din Figura 2.6 b) ramane nemodificat si este
adaugat In populatia noud in forma sa originald. In
cromozomul-urmas din Figura 2.6 a) este sters arcul (4,5) si addugat arcul (2,5) care este prezent
in graful initial.
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Deci, daca este aplicatd mutatia pentru cromozomul:

Cromozom-urmas {(1,8), (1,2), (2,6), (6,7), (7,9), (2,10), (2,3), (3,4), (4,5)}
dupad mutatie se obtine cromozomul:
Cromozom-urmas {(1,8), (1,2), (2,6), (6,7),(7,9), (2,10), (2,3),(3,4),(2,5)}.

Numarul de iteratii necesar pentru stoparea algoritmului depinde in special de dimensiunea
retelei de transport studiata. Pentru obtinerea unui cromozom cu caracteristici bune sunt necesare

mai multe iteratii.

Remarca 2.10. Algoritmul AG3 se aplica in cazul retelelor care indeplinesc urmatoarele
conditii:
1. Graful retelei de transport este conex si aciclic;
2. Fiecare varf al grafului, cu exceptia destinatiilor, contine cel putin un arc ce iese din varful
respectiv;
3. Varfurile destinatii nu contin arce care ies din ele si sunt cel putin doud;

4. Exista cel putin un drum din sursa catre fiecare dintre destinatii.
Se formuleaza si se demonstreaza urmatoarele teoreme:
Teorema 2.13. Algoritmul AG3 necesitd un volum de memorie de ordinul 0(n?).

Demonstratie. Graful G = (V,E) este descris de o lista de adiacenta de dimensiunea
m < n?. Fiecare cromozom constd dintr-o lista T de dimensiunea n — 1. O populatie care constd
din 4n cromozomi are dimensiunea 4n(n — 1). Populatia este innoitd la fiecare pas. Prin urmare,
in momentul construirii unei noi populatii acesteia nu-i este alocata memorie suplimentard. Deci.

implementarea algoritmului AG3 necesitd un volum de memorie de ordinul 0(n?). []
Teorema 2.14. Complexitatea unei iteratii a algoritmului AG3 este de ordinul O(n?).

Demonstratie. Pentru completarea listei de adiacenta care descrie graful G = (V,E) sunt
necesare 0(m) operatii. Procesul de generare a unui cromozom are complexitatea 0(n).
Generarea intregii populatii necesitd un numdr de operatii de ordinul 0(n?). Evaluarea solutiei
asociate unui cromozom necesita O(n) operatii. Deoarece in populatie sunt 4n cromozomi,
complexitatea de evaluare a tuturor cromozomilor este de ordinul 0(n?). Incrucisarea si mutatia
au complexitatea de ordinul O(n) pentru un cromozom si complexitatea de ordinul 0 (n?) pentru

intreaga populatie. Prin urmare, o iteratie a algoritmului AG3 are complexitatea de ordinul

0m*).0
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Observatia 2.3. Din Teorema 2.14 rezulta ca timpul de executie a algoritmului AG3 este
0(Un?), unde U este numdrul de iteratii necesar pentru obtinerea unei solutii asociate

cromozomului cu caracteristici bune.
Teorema 2.15. Algoritmul AG3 converge catre un optim local.

Demonstratie. Din populatia P(i — 1) sunt transferati in populatia P(i) cromozomii
pentru care valoarea functiei obiectiv in solutia asociata este minima. Cromozomii populatiilor
construite la fiecare iteratie reprezinta arbori de acoperire, iar fiecarui cromozom ii este asociatd
o solutie admisibila. Se poate spune ca dupa executarea unui numar finit de iteratii este depistat
cromozomul caruia ii este asociata solutia ce descrie un optim local. Prin urmare, algoritmul AG3

converge catre optimul local. []

2.4.3 Implementarea si testarea algoritmului AG3

Un exemplu practic de aplicare a algoritmului AG3 pentru solutionarea problemei neliniare
de transport pe retea descrisa de o sursa si cateva destinatii este prezentat in Anexa 7. Codul scris
in Wolfram Mathematica poate fi accesat pe https://github.com/TatianaPasa/GeneticAlgorithm.

Algoritmul AG3 este realizat in limbajul Wolfram si testat pe un sir de exemple — retele de
transport de variate dimensiuni, cu un numar diferit de varfuri, de destinatii si de arce ale grafului
care descrie reteaua.

In Tabelul 2.9 sunt prezentate rezultatele solutionarii unui sir de probleme de transport pe
o retea cu n varfuri, m arce si d destinatii, pentru care se cunosc functiile concave secvential-

liniare de cost ce depind de fluxul transportat pe fiecare arc si functia de producere si consum.

Analizand tabelul se constata ca F(x) intotdeauna descreste de la o iteratie la alta, ceea ce
presupune ca fiecare populatie noud contine mai multi cromozomi cu caracteristici mai bune decat
cei din populatia precedentd. Desi se poate observa cd la cateva iteratii consecutive se repeta
aceeasi valoare F(x), algoritmul permite iesirea dintr-un astfel de blocaj determinidnd un nou
cromozom cu caracteristici mai bune, deci si 0 noud solutie cdreia ii corespunde o valoare mai
mica a functiei obiectiv.

Tabelul 2.9. Modificarea valorii F(x) si Fr(x) pentru algoritmul AG3.
Sursa: elaborat de autor

n/m/d n/m/d n/m/d n/m/d n/m/d n/m/d

Iteratia (u.c.) (u.c.) (u.c.) (u.c.) (u.c.) (u.c.)
10/23/3 | 50/619/10 | 100/2422/20 | 150/4887/50 | 250/14881/70 | 500/57146/100

I 42/3222 | 130/36497 | 317/156257 | 496/365616 | 614/774821 | 841/2066006
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II 42/2913 | 106/32340 | 246/143659 | 496/349826 | 610/733735 | 786/1951033
111 41/2586 | 92/29141 | 231/133008 | 469/335819 | 571/698441 | 780/1853123
v 39/2417 | 86/26969 | 221/123762 | 425/322657 | 556/667725 | 744/1773558
\% 26/2110 | 72/23877 | 212/116216 | 425/311097 | 528/641933 | 710/1705995
VI 26/1856 | 72/21886 | 212/109691 | 409/299570 | 528/618762 | 701/1646399
VII | 26/1750 | 72/20358 | 205/103967 | 401/288482 | 509/598623 | 679/1597838
VIII | 26/1604 | 72/18900 | 191/98440 | 382/277867 | 499/579515 | 657/1555438
IX 26/1607 | 68/16663 | 180/90601 | 382/268272 | 497/562084 | 655/1516751
X 26/1484 | 64/15759 | 175/87347 | 373/259505 | 454/545225 | 653/1482755

In dependentd de numarul varfurilor din graf ce determind dimensiunea unui cromozom se

obtine un timp de executie diferit, fapt confirmat si de rezultatele practice prezentate in

Tabelul 2.10.

Tabelul 2.10. Timpul de executie pentru algoritmul AG3. Sursa: elaborat de autor

m/d (s,Teicmchlilel:) m/d (sTeicmuE:il;)
203 0.2812 226415 | 22.3906
n=10 22/4 03125 n=100 | 252720 | 22.609
2775 0.3593 2569730 | 22.6719
101/3 1.0156 4777730 | 51.3750
n=20 11975 1.0312 n=150 | 5178/40 | 52.1250
119/7 12656 5297/50 | 52.7813
203/ 2.1256 9271/50 | 95.8125
n=30 210777 2.1406 n=200 | 9291/60 | 97.8906
231/9 2.1562 9329/70 | 96.9375
59075 54843 20322/70 | 246.5940
n=50 621/9 5.6093 n=300 | 20663/100 | 249.2660
657/12 5.6875 20640/120 | 250.6720
360/9 7.9062 37944/30 | 512913
n=60 | 917/12 78125 n=400 | 37652/100 | 489.2340
972/15 7.8906 38073/120 | 507.7500
11919 | 11.0469 59771/100 | 918.531
n=70 n=500
1206/15 | 112344 60756/120 | 917.5630
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1312/20 11.2500 60012/150 | 918.4380

Testele sunt efectuate pe o masina Intel 15-2500 cu 4 Cores si 8 GB memorie DDR3 in
Wolfram Mathematica 12.

Fiecare test presupune executia a 10 iteratii ale algoritmului pe grafuri cu n varfuri, m arce
si d destinatii. Este confirmata experimental Teorema 2.14, deoarece se poate observa o legatura
directa intre timpul de executie a algoritmului si numarul de varfuri. Numarul de arce si numarul

de destinatii nu influenteaza timpul de executie.

2.5 Solutionarea problemei neliniare de transport pe retea cu citeva surse si cateva

destinatii utilizind algoritmi genetici

Este cunoscuta situatia cdnd mai multe fabrici sau uzine care produc produsul X deservesc
cativa cumpardtori la care produsul ajunge printr-un sir de puncte intermediare astfel Incat costul
de transport sa fie minim. Aceasta structurd poate fi descrisa de o retea de transport cu cateva
surse, cateva destinatii si o multime de puncte intermediare, pentru care se cere minimizarea
costului de transport. In surse produsul se produce, in destinatii el se consuma, iar in punctele
intermediare nu se produce si nici nu se consuma, dar respecta conditia de conservare a fluxului,
ceea ce inseamna ca In punctul intermediar cantitatea de produs care intrd este egald cu cantitatea
de produs care iese din el.

O modalitate de solutionare a problemei de transport cu cost minim consta in introducerea
unei surse fictive (super-sursd) care este conectata cu toate sursele prin arce, caror le sunt asociate
functii de cost nule, si in introducerea unei destinatii fictive (super-destinatie) care este conectata
cu toate destinatiile prin arce, caror le sunt asociate functii de cost nule. Evident, o asemenea
modificare a retelei de transport conduce la necesitatea aparitiei unor restrictii suplimentare in
modelul matematic al problemei care sd asigure producerea in fiecare surse si consumul in fiecare
destinatie. In lipsa unor asemenea restrictii, solutia obtinuta nu neapirat permite distribuirea
produsului in toate destinatiile cu necesarul de produs transportat din super-sursa retelei, deoarece
fluxul de produs poate sd nu treaca prin toate sursele retelei initiale.

Dupa cum s-a mentionat anterior, algoritmii propusi si analizati in sectiunea 2.2 (Lozovanu
& Pasha, 2002), (Pasa & Ungureanu, 2017a), (Pasa & Ungureanu, 2017d), (Pasa & Ungureanu,
2017e), (Pasa & Ungureanu, 2017f), desi permit solutionarea problemei intr-un timp de executie
mai mic decat in cazul functiilor standard din Sistemul Mathematica (Pasa, 2018a), pentru retele

de dimensiuni mari solicitd timp de executie nepermis de mare.
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2.5.1 Formularea problemei

In cele ce urmeaza se considerd problema neliniara de transport (2.1) — (2.3) pe retea cu
cateva surse si cateva destinatii. Reteaua de transport este descrisd de multimea de varfuri
V=V, UV, UV, unde |V| =n+ m + g si multimea de arce E € VXV, |E| = u, unde V; este
multimea de surse, |V;| = n, V, — multimea de destinatii, |V;| = m iar V;;,; — multimea de puncte
intermediare, |Vi,:| = g.

Multimii de varfuri i se asociaza functia de producere si consum de forma:

q(v) = 0 pentru veV \ (V; U V;)

Zn:q(vi) = iq(vj) 210
i=1 j=1

unde v; € V,,i = 1,n, este sursa i a retelei de transport, vieV,j= 1,m, — destinatia j a retelei
de transport.

Se cunoaste din 2.1 ca problema neliniard de transport pe retea (2.1) — (2.3), (2.10) cu
functii concave secvential-liniare de cost poate fi solutionata utilizand algoritmi finiti ce se bazeaza
pe cercetarea tuturor grafurilor fara cicluri. In cazul problemei descrise de grafuri dense si/sau de
dimensiuni mari o astfel de abordare este imposibila din cauza insuficientei de timp sau a
echipamentului de calcul care nu permite prelucrarea unor date atit de voluminoase. Se recomanda
utilizarea algoritmilor genetici care permit pastrarea candidatilor promitatori, eliminarea
pretendentilor cu costuri mari, astfel ingustand semnificativ multimea solutiilor admisibile care

sunt verificate la optimalitate.

2.5.2 Algoritmul genetic AG4

Deoarece aplicarea operatorilor de incrucisare si mutatie poate conduce la situatii in care
nu sunt respectate restrictiile de existentd a fluxului in retea, sunt utilizate metode din teoria
grafurilor care permit aplicarea corecta a acestor operatori.

Deoarece dimensiunea populatiei trebuie sa permitd exploatarea si explorarea solutiilor
admisibile astfel incat sd fie obtinut un rezultat bun in timp rezonabil, numérul de cromozomi din
populatie este 4nm. Fiecare cromozom constd din 3 compartimente: primul contine n arbori de

acoperire fiecare cu radacina in una dintre sursele retelei; al/ doilea este o permutare a numerelor

i = 1,n asociate surselor din retea si descrie ordinea lor de deservire; al treilea este o permutare
a numerelor j = 1,m asociate destinatiilor din retea si descrie ordinea lor de deservire.

Cromozomii descrisi prin tripletele mentionate permit obtinerea dupad decodificarea unor solutii
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admisibile ale problemei de optimizare neliniard pe retea de transport cu cateva surse si cateva

destinatii.

Algoritmul genetic AG4 propus pentru solutionarea problemei de transport cu functii
concave nedescrescdtoare secvential-liniare de cost consta din urmatorii pasi:

Pasul 1 Initializare. Se genereaza aleatoriu populatia initiald din 4nm cromozomi: fiecare
cromozom este descris de o lista de forma: P ={{Tr,r =1,n}, P, By }, unde

T, ={(i,j)) €EE}, r=1n - arbori de acoperire cu ridicina in sursa 7,
P,={p(1),p(2),...,p(n)} - ordinea de deservire a surselor, B,, = {p(1),p(2),...,p(Mm)}
- ordinea de deservire a destinatiilor.
Pasul 2 Decodificarea si Evaluarea cromozomilor. Decodificarea presupune asocierea fiecdrui

cromozom cu o solutie admisibila avand la baza modul de codificare a problemei.

Se initializeaza tablourile unidimensionale care contin respectiv cantitatile de produs
insurse @' = [ay, ay, ..., &y, ] sinecesitdtile de produs in destinatii ' = [B1, B2, -, Bm]-

Pentru fiecare element r € P, se construieste solutia intermediard pe arborele de
acoperire corespunzator:

1. Pentru fiecare j € P,, avem:

X = minfaf, B},

v; € V; si h - indicele arcului (i,)) € T,.. Apoi, se actualizeazd a; = a; — Xyp,

,8; = ,3]{ — Xrh-
2. Arcului (i,)) cu indicele h unde j € V; 1 se asociaza fluxul:
0, L) eT,
Xrn = z Xqp h' —indicele arcului (j,j')-
(.J"ETy

Ca rezultat se obtin solutiile intermediare de forma:
X = (Xp1, Xy, ey X)), T = 1,

iar solutia finala a problemei are forma:

n n n
= inl,inz,...,ZXiu

i=1 i=1 i=1
Evaluarea cromozomilor presupune determinarea valorii functiei obiectiv pentru
fiecare dintre solutiile obtinute asociate cromozomilor.
Pasul 3 Selectarea cromozomilor. Cromozomii sunt sortati in ordinea cresterii valorii functiei
obiectiv pentru solutia asociatd cromozomului. Cromozomii din prima jumadtate a
populatiei sunt transferati in noua populatie.
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Pasul 4 Incrucisarea cromozomilor. Incrucisarea are loc intre cromozomii transferati in populatia
P (i) din populatia P(i — 1). Aleatoriu este aplicatad aceeasi taietura ambilor cromozomi-
parinti asupra compartimentului unu.

Incrucisarea cromozomilor presupune:

* primul cromozom-urmas este descris de arborii de acoperire de pana la tdieturd a
cromozomului-mama cu ordinea respectiva de deservire a surselor si arborii de
acoperire de dupa tdieturd a cromozomului-tatd cu ordinea respectiva de deservire a
destinatiilor;

+ al doilea cromozom-urmas este descris de arborii de acoperire de pana la tdietura a
cromozomului-tatd cu ordinea respectivd de deservire a surselor si arborii de
acoperire de dupa tdieturd a cromozomului-mama cu ordinea respectiva de deservire
a destinatiilor.

Fiecare pereche de cromozomi-pdrinti genereazd doi cromozomi-urmasi si dimensiunea
populatiei raimane constanta.

Pasul 5 Mutatia. Unei gene a cromozomului-urmas i se aplici o mutatie cu probabilitatea
€ € [0.1, 0.5] si presupune:

» pentru fiecare dintre compartimentele doi, descris de ordinea de deservire a surselor,
si trei, descris de ordinea de deservire a destinatiilor, aleatoriu se decide dacd este
aplicata mutatia;

* in fiecare dintre compartimentele alese se schimba valorile intre doud elemente alese
aleatoriu.

Celelalte gene raman nemodificate.

Pasul 6 Verificarea conditiei de oprire. Oprirea algoritmului are loc dupi k iteratii. In calitate de
solutie a problemei serveste solutia ce corespunde cromozomului pentru care valoarea
functiei obiectiv din ultima populatie este minima. Se trece la Pasul 2 daca conditia de

oprire nu este satisfacuta.

Remarca 2.11. In cazul problemelor de dimensiuni mari, in calitate de conditie de oprire
a executiei algoritmului poate servi durata de executie in timp. Dupa o perioada anumita de timp
este stopata generarea noilor populatii, iar ca solutie a problemei serveste solutia ce corespunde

cromozomului cu cele mai bune caracteristici din ultima populatie.

Remarca 2.12. Algoritmul AG4 se aplica in cazul retelelor care indeplinesc urmatoarele
conditii:

1. Graful retelei de transport este conex si aciclic;
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Exista cel putin doud surse si doua destinatii;
Exista cel putin un punct intermediar;
Exista cel putin un drum din fiecare sursa in fiecare destinatie;

Varfurile surse nu contin arce ascendente;

AU

Varfurile destinatii nu contin arce descendente.

Cunoscandu-se cantitatea de flux ce intra in fiecare dintre destinatii, se aplica procedura de
cautare in adancime pentru a determina solutia asociatd cromozomului si valoarea functiei obiectiv
in aceastd solutie. Fiecare arbore de acoperire este parcurs repartizand fluxul prin arce. Cand se
intalnesc in acelasi varf doua (sau mai multe) arce care au punctul final ce apartine drumurilor in
diferite destinatii, arcului care intra in acel varf i este asociat fluxul total care trebuie sa treaca
prin arcele respective. Astfel, fluxul total care trebuie transportat in destinatii coincide cu marimea
fluxului ce porneste din surse.

Exemplul (codificare) 2.13. Se considera reteaua de transport, din Figura 2.7, descrisa de
graful cu multimea de varfuri {1, 2,3,4,5,6}, unde {1,2} - multimea de surse iar {5, 6} - multimea
de destinatii, si multimea de arce {e;, e,, €3, €4, €5, €¢, €7, €g, €9, €1 }. Se cere de transportat fluxul
de produs de 100 u. c. din surse, cu capacitatile respectiv de 30 u. c. pentru sursa 1 si 70 u. c. pentru
sursa 2, in destinatiile cu necesitatile de 60 u. c. pentru destinatia 5 si 40 u. c. pentru destinatia 6,
astfel incat costul de transport sa fie minim.

1 2

Un cromozom a populatiei, in acest caz

. . este descris de:
> ¥ | * compartimentul I care contine doi arbori de
B s e 9':) acoperire  T; = {(1,3),(1,4),(4,5),(1,6)} si
& 3\ B o T, ={(2,3),(3,4),(2,5),(3,6)} care  au
o radacina in sursa 1 si 2 respectiv;
N * compartimentul 2 care contine ordinea de

deservire a surselor, fie {1,2}.

Fig. 2.7. Retea cu doua surse . ) .
*  compartimentul 3 care contine ordinea de

si doud destinatii. ) o
’ ’ deservire a destinatiilor, fie {2,1} ceea ce
Sursa: elaborat de autor R oL . . L.
inseamnd cd este aprovizionatd destinatia 6 (a

doua) si apoi destinatia 5 (prima).

Astfel, se obtine un cromozom de forma:

1 (1,3), (14), (4,5), (1,6)},1 (2,3), (3:4), (2,5), (3,6)},11,2},12,1}}.
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Exemplul (decodificare) 2.14. Pentru cromozomul generat mai sus, trebuie de asociat o
solutie admisibila ceea ce inseamna ca se cere repartizarea fluxului de produs prin fiecare arc incat
din fiecare sursa sa iasa tot fluxul si sd ajungd in destinatii astfel incat sa fie aprovizionate ambele
destinatii. Initial, pentru fiecare arbore asociem indicii care arata la al catelea arc ne referim ca
ulterior sd plasdm cantitatea de flux ce trebuie sa treacd prin acel arc astfel: T; =
{(1,3),(1,4), (4,5), (1,6)} = {e1, e2,e4,65} si T2 ={(2,3),(3,4),(2,5),(3,6)} = {es, €7, €5, €9}
Solutia admisibild x = (xq, Xy, X3, X4, X5, X6, X7, Xg, X9, X19) S€ Obtine astfel:

Se initializeaza tablourile: ' = [30,70], B’ = [60, 40].

Pentru r =1: 1) xg; = min{30,40} =30, a; =30—-30=0, S, :=40—30 = 10;

X4, = min{0,60} =0,a; :=0—-0=0, B; = 60— 0 = 60.
2)x11 =0,x31 =0,x31 =0,x41 =0, x71 =0,x5; =0,%x9; =0, X191 = 0.
Pentru r = 2: 1) x9; = min{70,10} = 10, a; :=70—-10 =60, S5 :==10—10 = 0;
xg1, = min{60,60} = 60, a; := 60 — 60 =0, B; =60 — 60 = 0.
2) %12 =0, x5, =0, X35 =0, Xg2 = X735 + X9, =0+ 10 =10, x5, = 0, X7, = 0, X5, = X7, +
X9 =0+ 10 =10, x,9, = 0.

Deci, Xy = X117 + X912 =0, X5 = X371 + X35 =0, X3 = X371 + X3, =0, X4 = x4 + Xy, =
0, x5 =x51 + x5, =30+0=30, x4 =x51 + X462 =0+10 =10, x; = x5y + x5, =0, xg =
Xg1 +Xg = 0+ 60 =060,x9 =Xx9; + X9 =0+ 10 =10, X9 = X191 + X102 = 0.

Solutia admisibila obtinuta este: x = (0,0,0,0,30,100,0,60,10,0).

Cunoscandu-se cantitatea de flux ce trece prin fiecare dintre arcele retelei, descris de solutia

admisibild, se calculeazd costul de transport pe fiecare arc, se insumeaza si se obtine valoarea

functiei obiectiv, care si este costul total de transport pe retea.

Exemplul (incrucisare) 2.15. Pentru reteaua din Figura 2.7, se considera doi cromozomi-
parinti care participa la Incrucisare. Taietura este aplicata la mijlocul compartimentului unu:
Cromozom-mama {{1-—-3,1—>4,4>5,1>6},{2—3,354,2>53-6} | {1.2}.{2,1} }
Cromozom-tata {{1—3,3—4,1-5,1-6},{2>3.3>4,455.256}}.{1,2} {2,1}}.

Astfel, se obtin urmatorii cromozomi-urmasi:

Cromozom-urmasl {{1-=3,1—-54,4—>5,1-6} {2—3,3>4.4>5.2>6} } {1.2}.{2,1}}
Cromozom-urmas2 {{1—3,3—4,1>5,1-6},{2—3,354,255,3-56}},{1,2} {2,1}}.

Exemplul (mutatie) 2.16. In acest exemplu se alege compartimentul destinatiilor, asupra
caruia se aplicad mutatia:
Cromozom-urmas {{1—3,1—4,4—5,1—6},{2—3,3—4,4-5,2—6}},{1,2},{2,1}}
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pentru care sunt schimbate cu locul doua elemente si se obtine:
Cromozom-urmas {{1—3,1—4,4—5,1—-6},{2—3,3—54,4—>52—6}},{1,2},{1,2} }.
Revenind la cadrul general, se formuleaza si se demonstreaza urmatoarele teoreme:

Teorema 2.16. Algoritmul AG4 necesita un volum de memorie de ordinul O(|V|(n|V| +

n +m)).

Demonstratie. Datele de intrare descrise de tabelul de restrictii au dimensiunea u. Pentru
pdstrarea solutiei asociate cromozomului cu cele mai bune caracteristici din populatie este
necesard memorie de volum umn. Pdstrarea unui cromozom necesita n|V| + n + m unitati de
memorie, iar pentru intreaga populatie se cer 4|V|(n|V| + n + m) unitati de memorie. Prin

urmare, algoritmul AG4 necesita un volum de memorie de ordinul O(|V|(n|V| +n+m)).[0

Teorema 2.17. Complexitatea unei iteratii a algoritmului AG4 este de ordinul

o(n|V|(m + V| + w)) operatii.

Demonstratie. Pentru initializarea datelor de intrare descrise de tabelul de restrictii sunt
necesare 0(u) operatii. Generarea unui cromozom necesita O(n|V| +n +m) operatii, iar
generarea intregii populatii necesita O(|V|(n|V| + n + m)) operatii. Evaluarea solutiei asociate
unui cromozom necesita O(n(m + |V| +w)) operatii. Deoarece in populatie sunt 4|V|
cromozomi, complexitatea de evaluare a tuturor solutiilor asociate cromozomilor este
O(m|V|(m + |V| + w)). Incrucisarea are o complexitate O(n|V| + n + m) pentru un cromozom,
iar pentru intreaga populatie — O(|[V|(n|V| + n + m)). Prin urmare, o iteratie a algoritmului

AG4 are complexitatea O(n|V|+n + m). ]

Observatia 2.4. Din Teorema 2.17 rezulta ca timpul de executie a algoritmului AG4 este
Oo(UMm|V]|+n+m)), unde U este numarul de iteratii necesar pentru obtinerea unei solutii

asociate cromozomului cu caracteristici bune.
Teorema 2.18. Algoritmul AG4 converge catre un optim local.

Demonstratie. Din populatia P(i — 1) sunt transferati in populatia P(i) cromozomii
pentru care valoarea functiei obiectiv in solutia asociatad este minima. Cromozomilor populatiilor
construite la fiecare iteratie li se asociaza cdte o solutie admisibila. Deci, se poate spune ca dupad
executarea unui numar finit de iteratii este depistat cromozomul caruia ii este asociata solutia ce

descrie optimul local. Prin urmare, algoritmul AG4 converge catre un optim local. []
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2.5.3 Implementarea si testarea algoritmului AG4

Un exemplu practic de aplicare a algoritmului AG4 pentru solutionarea problemei neliniare
de transport pe retea descrisd de cédteva surse si cateva destinati este prezentat In Anexa 8. Pe
https://github.com/TatianaPasa/GeneticAlgorithm poate fi accesat codul scris in Wolfram
Mathematica.

Algoritmul AG4 este realizat In limbajul Wolfram si testat in baza unui sir de exemple —
retele de transport de variate dimensiuni, cu un numar de surse n si numar de destinatii m ale
retelei de transport. In Tabelele 2.11 si 2.12 sunt prezentate rezultatele solutionarii unui sir de
probleme de diferite dimensiuni, unde functiile de cost sunt functii concave secvential-liniare care
depind de fluxul transportat pe fiecare arc.

Pentru fiecare din problemele formulate sunt generate 10 populatii. Se observa cum se
modifica valoarea functiei obiectiv calculatd pentru solutia asociatd cromozomului cu cele mai
bune caracteristici si valoarea functiei obiectiv totale a populatiei pentru populatia generatd la
fiecare iteratie. Micsorarea acestor valori de la o iteratie la alta denotd o Tmbunététire a solutiei
obtinute deci si o0 convergenta a algoritmului catre o solutie pseudo optima.

Tabelul 2.11. Modificarea valorii F(x) si Fr(x) pentru algoritmul AG4.
Sursa: elaborat de autor

n/m(u.c.)
Iteratia
3/3 7117 10/10 20/20 30/30 50/50
| 15/958 | 27/2576 | 46/6047 | 157/53298 | 244 /179817 | 302 /280233
II 15/868 | 27/2508 | 46/5852 | 157/52242 | 244 /177927 | 302 /277529

11T 13/785 | 27/2422 | 46/5632 | 157/51861 | 244 /175973 | 302 /275198
v 13/695 | 26/2383 | 41/5448 | 157/51452 | 241/174691 | 302 /273723
A\ 13/696 | 23/2278 | 41/5280 | 146/50972 | 241/173351 | 302 /272486
V1 11/666 | 23/2247 | 37/5162 | 145/50451 | 241/172435 | 298 /271536
A% 1 11/677 | 23/2149 | 36/5011 | 145/50239 | 235/17673 |292/270169
VIII 10/627 | 23/2020 | 36/4938 | 143/49773 | 235/170716 | 292 /269421
IX 10/594 | 23/2013 | 36/4904 | 143/49249 | 235/168986 | 292 /268906
X 10/589 | 23/2015 | 36/4775 | 143/48661 | 235/168618 | 287 /267521
Necunoscute 38 94 210 2035 10305 17450

Din Tabelul 2.11 se observa ca Fy(x) descreste de la o iteratie la alta, cu unele exceptii
cand in urma incrucisarii si mutatiei se obtin mai multe solutii carora le corespund costuri mai

ridicate. Marirea nesemnificativa a Fy (x) este urmata de descresteri, fapt care sugereaza ca la pasii
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urmatori se obtin rezultate mai bune In populatiile noi. Desi 1n céteva iteratii consecutive se
observa ca se repeta aceeasi valoare F(x) pentru aceeasi solutie, se atrage atentia ca algoritmul
permite iesirea dintr-un astfel de blocaj determinand prin mutatii un nou cromozom cu

caracteristici mai bune.

In Tabelul 2.12 este dat timpul de executie a algoritmului AG4 pentru probleme de diferite
dimensiuni, pentru a caror solutionare sunt utilizate de la 38 de necunoscute pentru problema cu 3
surse si 3 destinatii pand la 17450 de necunoscute pentru problema cu 50 de surse si 50 de

destinatii.

Tabelul 2.12. Timpul de executie pentru algoritmul AG4. Sursa: elaborat de autor

n/m

3/3 5/5 5/17 5/9 7/17 7/9

(secunde)

0.3906 0.7500 1.0625 1.6093 1.8906 2.8437

0.4062 0.8593 1.0312 1.5156 1.9062 2.7187

0.4531 0.7656 1.0000 1.5625 1.8593 2.7968

0.3593 0.8125 1.0468 1.6562 1.8750 2.7187

0.4218 0.6875 0.9687 1.5937 2.0000 2.7500

n/m

10/10 10/15 10/20 20/20 30/30 50/50

(secunde)

5.2812 11.5625 26.9219 90.8594 501.8130 | 1660.4200
5.2031 11.7031 28.2969 99.9688 515.1880 | 1562.6400
5.3125 12.0313 27.5156 93.8594 515.6560 | 1556.1100
5.4375 12.2813 27.5625 97.5156 495.8440 | 1562.1100
5.4062 11.9688 28.5625 93.3594 494.3750 | 1555.3300

Testele sunt efectuate pe o masina Intel 15-2500 cu 4 Cores si 8 GB memorie DDR3 in

Wolfram Mathematica 12.

Se observa ca algoritmul permite obtinerea unor solutii locale In timp rezonabil in cazul
retelelor de transport de dimensiuni mari. In Tabelul 2.12 este reflectati o crestere a timpului de

executie direct proportionald cu numarul de surse si destinatii.
2.6 Concluzii la capitolul 2

Capitolul 2 contine un studiu a problemelor neliniare de transport pe retea cu o sursa si o

destinatie, pe retea cu o sursa si cateva destinatii, pe retea cu cateva surse si cateva destinatii.
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Pentru problemele formulate sunt propusi algoritmi de solutionare care permit obtinerea solutiei

in timp rezonabil chiar si In cazul problemelor de dimensiuni mari.

Rezultatele obtinute in capitolul 2 completeazd rezultatele cunoscute la moment in

domeniul solutionarii problemei neliniare de transport pe retea cu functii concave de cost si se

refera la:

1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

elaborarea algoritmilor AE1 si AE2 de solutionare a problemei neliniare de transport
pe retea cu o sursd si o destinatie, pe retea cu o sursa si cateva destinatii si pe retea
cu cateva surse si cateva destinatii, descrise de functii concave de cost care presupun
reducerea problemei neliniare la o problema liniara;

elaborarea algoritmilor AG1, AG2, AG3 si AG4 de solutionare a problemei neliniare
de transport pe retea cu o sursd si cu o destinatie, pe retea cu o sursa si cateva
destinatii si pe retea cu cateva surse si cateva destinatii, descrise de functii concave
de cost care au la baza aplicarea operatorilor de selectare, incrucisare si mutatie a
algoritmilor genetici;

descrierea unei codificari corecte a problemei respective, pentru fiecare dintre
algoritmii genetici AG1, AG2, AG3 si AG4 de mai sus, astfel incat la decodificare
se obtine o singura solutie admisibila pentru fiecare cromozom al populatiei;
descrierea operatorilor de Incrucisare si mutatie, astfel incat ori de cate ori sunt
aplicati acesti operatori, in cadrul fiecarui dintre algoritmii genetici AG1, AG2, AG3
si AG4, dupa decodificarea cromozomului nou construit se obtine o solutie
admisibild a problemei codificate;

demonstrarea convergentei algoritmilor AE1, AE2, AG1, AG2, AG3 si AG4 citre
un optim local,

determinarea volumului necesar de memorie pentru implementarea practica a
algoritmilor elaborati;

testarea algoritmilor implementati in Sistemul Mathematica care permit solutionarea

problemelor neliniare de transport.

Potrivit studiului efectuat in acest capitol, se formuleaza urmdatoarele concluzii:

1. Algoritmul AE1 permite solutionarea problemei neliniare de transport pe retea cu functii

concave de cost, prin reducerea acesteia la o problema liniard, in timp rezonabil pentru

probleme cu zeci de necunoscute.

Algoritmul AE2 permite solutionarea problemei neliniare de transport pe retea cu functii

concave de cost prin reducerea acesteia la o problema liniard In timp rezonabil si aplicarea
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10.

11.

calculului secvential sau paralel care permite Tmbundtitirea solutiei in comparatie cu
rezultatele furnizate de algoritmul AE1 pentru solutionarea aceleiasi probleme.

Solutia problemei neliniare de transport pe retea, obtinuta In urma aplicarii algoritmilor AE1
si AE2, depinde de solutia admisibila initiald obtinutd la Pasul 1, fapt care presupune ca o
alegere corectd a solutiei initiale duce la obtinerea unei solutii mai bune.

Timpul de executie, in cazul utilizarii calcului paralel pentru algoritmul AE2, nu se
imbunatateste proportional cu numarul de procesoare utilizate, in comparatie cu aplicarea
calculului secvential.

Algoritmii genetici AG1, AG2, AG3 si AG4 propusi pentru solutionarea problemelor
neliniare de transport formulate reduc esential timpul de obtinere a solutiei, astfel incat pot fi
rezolvate probleme cu cateva mii de necunoscute.

Complexitatea unei iteratii pentru fiecare dintre algoritmii genetici AG1, AG2, AG3 si AG4
este una polinomiala.

Fiecare dintre algoritmii AG1, AG2, AG3 si AG4 genereaza o solutie pseudo optima care este
o solutie locala din vecinatatea solutiei optime globale in cazul generarii unui numar suficient
de populatii.

Pentru algoritmii AG1, AG2, AG3 si AG4 este demonstrat experimental ca permit iesirea din
blocaje in solutii locale astfel incat dupd cateva iteratii este depistat un cromozom cu
caracteristici mai bune caruia ii este asociatd o solutie pentru care costul de transport este mai
mic. Aceastd imbunatatire se datoreaza operatiilor de selectie, Incrucisare si mutatie descrise
pentru fiecare algoritm.

Solutia obtinutd ca urmare a implementarii algoritmilor AG1, AG2, AG3 si AG4 depinde de
populatiile generate la Pasul 1.

Pentru algoritmul AG3 experimental este confirmatd legatura directd dintre complexitatea
unei iteratii si numarul de varfuri a retelei.

Algoritmii descrisi in acest capitol permit solutionarea problemelor respective in timp

rezonabil chiar si pentru probleme de dimensiuni mari.
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III. PROBLEMA NELINIARA DE TRANSPORT CU 4 SI S INDICI

In capitolul precedent sunt expuse rezultatele ce se refera la algoritmi de solutionare a
problemei neliniare de transport pe retea cu functii concave de cost prin care este transportat un
flux omogen de produs nefiind cunoscut ce transport este utilizat.

Managementul aprovizionarii devine tot mai important in economie pentru functionarea
eficientd a companiilor. Problemele care presupun cost minim de transport a produselor pot varia
in dependenta de tipurile de produse (materiale de constructii, produse alimentare, produse
petroliere) transportate, de numarul si tipul transportului utilizat pentru transportare (Diaz-Para,
Ruiz-Vanoye, Loranca, Fluentes-Penna, & Barrera-Camara, 2014) (tren, vapor, camion, avion),
de numarul de surse si destinatii, dar si de calea de transport (aer, apa, drumuri, tevi, cabluri) aleasa
de transportator.

In acest capitol este formulati si solutionatd problema neliniari de transport pe retea cu
functii concave de cost cu 4 indici descrisa de surse, destinatii, tipuri de produse si tipuri de
transport care circuld prin reteaua de transport studiata. Tot in acest segment de investigatie este
formulata si solutionatd problema de transport pe retea cu functii concave de cost cu 5 indici,
descrisa de surse, destinatii, puncte intermediare, tipuri de produse si tipuri de transport, care este
formulata si solutionata ca problema cu 3 indici descrisa de arce, tipuri de produse si tipuri de
transport. Pentru ambele cazuri se cere minimizarea costurilor de transport. Rezultatele prezentate
in acest cadru al demersului nostru stiintific publicate in lucrarile (Pasa, 2018b), (Pasa &
Ungureanu, 2019a), (Pasa, 2019b), (Pasa, 2020b) impreund cu cele anuntate in capitolul doi

acopera toate problemele enuntate in primul capitol.

3.1 Problema de transport cu mai multi indici

3.1.1 Formularea problemei. Proprietiti

In cele ce urmeaza, este considerati problema de transport pe retea cu functii concave de
cost descrisa de:
- nsurse A4, 4,, ..., A, care poseda cantitdtile de produs respectiv a4, a5, ..., @y;
— mdestinatii By, B,, ..., By, cu necesitatile respective de produs S, £2, .-, Bm;
- p tipuri de produse Py, P, ..., P, cu cantitatile respective 1, ¥z, -, ¥p;

- q tipuri de transport Ty, Ty, ..., T, cu capacitatile de transport respective 8y, 8y, ..., 8.
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Costul de transport este descris de functii neliniare @ (x;ji;) care depind de cantitatea
de produs transportat de la surse la destinatii. Fluxul x;;,; descrie cantitatea de produs P
transportat din sursa A; in destinatia B; utilizand tipul de transport Tj.. Scopul problemei este de a
minimiza costul total de transport al tuturor produselor disponibile in surse pentru aprovizionarea
tuturor destinatiilor. Aceastd problema face parte din grupul de probleme de transport cu 4 indici

(PT4I), unde in calitate de cei 4 indici sunt: sursele, destinatiile, tipurile de transport si tipurile de

produse.

Problema neliniara de transport cu 4 indici (PNT4I) consta in determinarea unui flux x* ce

minimizeaza functia:

n m P q
F(x) = z z z z Gijia(Xijrr),
i=1 j=1k=11=1

unde @;jy; (X;jx;) sunt functii concave secvential-liniare nedescrescatoare de cost, adica se cere

solutionarea problemei neliniare:

F(x) - min,

(3.1)
( m p q
ZZZJCUM =q; (=1,n,
j=1k=11=1
n pP 4
zzzxijkl = Bj' ] = 1,m,
i=1k=11=1
{ n m (¢ (3.2)
zz xl]kl 142 k = 1» p,
i=1 j=11=1
n m P
zzzxukl =6, l=14q,
i=1 j=1k=1
\ xl,]kl 2 0; (iijl kl l);

pentru care sunt respectate conditiile de pozitivitate; deci, marimile @y, @, ..., ayn, B1, B2, ) Bms
Y1r V2r s ¥p $101, 85, ..., 84 sunt pozitive si nenule.

Forma generald a solutiei optime pentru PNT4I descrisa de (3.1) — (3.2) este
X" = (X{111, %1112+ = Xnmpq)- S€ presupune ca toate datele sunt valori reale si se doreste s se
obtind ca solutie optima o valoare reala fezabila.

Deoarece functia de cost a problemei formulate este o functie separabila si neliniard, iar
restrictiile sunt functii separabile liniare, problema este neliniard separabild si poate fi solutionata

utilizdnd metodele respective.
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Definitia 3.1. Spunem cd problema de transport PNT4I este echilibratd si admite solutii

daca satisface conditiile:

ial iﬁ]:i)’k:i&zl‘l' (3.3)

i=1 j=1 k=1 =1
a;>0,8;>0,y,>0,6,>0.

In cazul in care una dintre egalititi nu se respect, se adauga un punct fictiv pentru a
compensa restrictia de egalitate, iar costul de transport este considerat zero. Se determinad marimea
H=max{T a;, X1 B  Thes Vi Lizq 61} 51, In dependentd de situatie, poate fi:

1. Daca }*,a; < H, se adaugd unnod n + 1 cu a;,; = H — X1*; a;. Deoarece acest nod
n + 1 lipseste, nu este transportat nici un produs din aceasta sursa si costul de transport
este descris de functia @41y (x) =0

2. Daca 7L, B; < H, se adaugd un nod m + 1 cu B, = H — }j; B;. Deoarece acest nod
m + 1 lipseste, nu este transportat un produs in aceastd destinatie si costul de transport este
descris de functia @;(m 1) (x) = 0;

3. Dacd Yh_; vk < H, se adaugd un produs p + 1 cu ¥4, = H — X}, _; ¥x. Deoarece acest
produs lipseste, atunci el nu este transportat si costul de transport este descris de functia
@ijp+(x) =0;

4. Daca Z?:l 8; < H, se adauga un tip de transport ¢ + 1 cu 6,44 = H — Z?:l 6;. Deoarece
acest tip de transport lipseste, nu poate fi utilizat pentru a transporta produse si costul de
transport este descris de functia ¢@;jx4+1)(x) = 0.

Dupa modificérile efectuate, este solutionatd problema neliniard de transport ce contine
nodul, produsul sau tipul de transport fictiv adaugat, iar sistemul de solutii admisibile (3.2) contine
si acel element nou. Daca in solutia optima a problemei modificata apare o marime nenuld asociata
sursei n + 1, destinatiei m + 1, tipului de produs p + 1 sau tipului de transport g + 1 atunci cand
este descrisa solutia optima pentru problema initiald, acea marime se inlocuieste cu zero.

De exemplu, dacd pentru produsul p + 1 sunt X53541)2 = 5 unitdti de produs, acestea se
inlocuiesc cu xz3(41)4 = 0. Acest fapt este conditionat de situatia c¢d nu pot fi transportate 5 unitati
de produs din sursa 2 in destinatia 3 cu tipul de transport 4, deoarece acest produs p + 1 lipseste.

In cazul in care costul de transport al unui produs Py, k = 1,p cu ajutorul tipului de

transport T;, | = 1, q din sursa 4;, i = 1,n in destinatia B;, j = 1, m depinde de tipul de produs si
de tipul de transport utilizat, acesta poate fi descris de o functie concava secvential-liniard de

forma:
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(T * Xijrn, 0 = Xy < Ay
<pijkl(xijkl) = T, * A, Xijry > A, 3.4)

unde i = 1,n,j =1,m, k =1,p,l =1,q, A, este coeficientul care descrie dependenta costului
de tipul de transport utilizat, iar I}, — coeficientul care descrie dependenta costului de tipul
produsului transportat.

Cand costul de transport depinde doar de tipul de transport utilizat, functia de cost este

descrisa astfel:

C(Xike 0= X S Ay,
Pijia(Xijia) = A, Xiji > Ay, (3.5)

undei =1,n,j=1,m, k=1,p,l=1,q.

Deci, in ambele cazuri studiate, functiile de cost sunt functii concave secvential-liniare

nedescrescatoare de forma data in Figura 3.1 a):

a) b)
Fig. 3.1. Functie secvential-liniara (a) suma a doua functii secvential-liniare (b).

Sursa: elaborat de autor

Suma a douad functii de acest tip este o functie neliniard, dupa cum este reprezentatd si in
Figura 3.1 b). In caz general, functia obiectiv este datd de suma mai multor functii concave
secvential-liniare. Se formuleaza o problemd a programarii neliniare cu multimea solutiilor
admisibile descrisd de sistemul (3.2), care este multime convexd marginita, iar functia obiectiv
este o functie concava secvential-liniard. Solutia optimd este unul dintre punctele extreme ale

multimii de restrictii.
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3.1.2 Algoritmul AME1

In cele ce urmeaza, solutionarea unei astfel de probleme presupune reduceri succesive a
problemei neliniare formulate la probleme de programare liniard. Pentru solutionarea problemei
liniare, care are aceleasi restrictii ca si problema neliniard, poate fi aplicatd metoda simplex
adaptata cazului problemei cu 4 indici, ca, de exemplu, cea propusa de A. Djamel et. al. (Djamel,
Amel, Hoai, & Ahmed, 2012) sau R. Zitouni et. al. (Zitouni, Keraghel, & Benterki, 2007).

Algoritmul consta in reducerea consecutiva a problemei de optimizare neliniara la o serie
de probleme de programare liniard. Pentru determinarea coeficientilor care descriu functia obiectiv
liniard la care este redusd functia obiectiv neliniard a problemei initiale se foloseste schema de

solutionare a problemelor separabile deoarece ea satisface conditiile.
Algoritmul AME1

Pasul 1. Se construieste o solutie admisibila initiala x® = (X111, %1112, » Xnmpq) @ sistemului

(3.2).

Pasul 2. Se determina valoarea functiei neliniare in x°:

m D

F(x°) = Z Z i <Pijkz(xi0jkz)'

n
i=1 j=1k=11=1
si se calculeaza valoarea coeficientilor:
0
(pijkl(xijkl)
_ 0
Cijra = Xijkl
! 0 —
(pijkl(o): Xijki = 0,

0
v Xijk > 0,

pentru fiecare (i, j, k, 1).
Pasul 3. Se solutioneaza problema liniara de transport:

m D q
Z(xijp1) = Z Z Z CijkiXiji, = min,

n
i=1 j=1k=11=1

cu restrictiile (3.2) si se obtine solutia optima x* = (X{111, X{112/ -+» Xnmpq)-

Pasul 4. Se compard valorile Z(x') si F(x°). Daca Z(x') < F(x°) sau Z(x') = F(x°) si
x! # x°, atunci x° se substituie cu x® si se trece la Pasul 2, ceea ce inseamnd cd se
reporneste procedura de liniarizare cu o altd solutie initiald. Daca Z(x!) > F(x°) sau
Z(x1) = F(x°) si x* = x°, atunci solutia optima a problemei neliniare este consideratd

valoarea x* = x°. STOP.
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In cazul liniarizarii functiei obiectiv, solutia optima este dependenta de solutia admisibila
initiald utilizatd pentru aproximare, deci trebuie aleasd cu mare grija. In cazul problemelor de
dimensiuni mari, este complicat de a realiza o alegere corecta, de aceea se utilizeaza o solutie

aleatoare, ceea ce nu garanteaza obtinerea solutiei optime globale, ci doar a uneia pseudo optime.
Se formuleaza si se demonstreaza urmatoarele teoreme:
Teorema 3.1. Algoritmul AME] converge catre un optim local.

Demonstratie. Algoritmul AME] porneste de la o solutie admisibila care este unul dintre
varfurile poliedrului ce descrie multimea solutiilor admisibile care satisfac sistemul de restrictii
liniare ale problemei neliniare cu functii concave de cost. Solutia problemei liniare, care este
problema relaxata, satisface aceleasi restrictii, deci face parte din acelasi domeniu de definitie si
este unul dintre varfurile poliedrului. Prin urmare, se poate spune ca algoritmul converge cdtre

un optim local din domeniul de definitie a problemei initiale neliniare.[]

Teorema 3.2. Algoritmul AME] necesita un volum de memorie de ordinul O(nmpq(n +
m+p +q)).

Demonstratie. Graful G = (V,E) este descris de o matrice de adiacenta de dimensiunea
nmpgX(n +m + p + q). Matricea care contine coeficientii liberi ai sistemului de restrictii este
de dimensiunea n + m + p + q. Solutia problemei este un tabel de dimensiunea nmpq. Prin

urmare, implementarea algoritmului necesita memorie de ordinul O(nmpq(n +m+p + q)).[]

3.1.3 Implementarea si testarea algoritmului AME1

Sistemul Wolfram permite implementarea algoritmului, in care se pot utiliza un sir de
functii standard care simplificd semnificativ problema. Pentru obtinerea solutiei initiale a
algoritmului se aplicd functia standard FindInstace[] care solutioneaza sistemul de ecuatii si, ca
rezultat, livreazd o solutie admisibild din multimea de solutii ale sistemului de restrictii.
LinearPrograming/] este o functie standard care permite solutionarea problemei de programare
liniara.

Descrierea implementarii algoritmului este prezentata in Anexa 9.

Rezultatele prezentate in Tabelele 3.1 si 3.2 sunt bazate pe probleme de diferite dimensiuni
unde functiile de cost sunt functii concave secvential-liniare. Retelele sunt descrise de n — surse,
m — destinatii, p — tipuri de produse transportate, q — tipuri de transport utilizat. Functia de

producere si consum presupune ca totalul produselor disponibile in surse este egal cu totalul
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produselor necesare in destinatii egal cu 50 u. c. In acelasi timp, totalul de tipuri de produse
coincide cu capacitatea totala a tipurilor de transport care circula in retea si este de 50 u. c.

In Tabelul 3.1 poate fi vizualizat timpul de executie a algoritmului AME] pentru probleme
de diferite dimensiuni, numarul de surse, destinatii, tipuri de produse si tipuri de transport, pentru
a caror solutionare sunt utilizate de la 24 de necunoscute pentru problema descrisa de 2 surse, 2
destinatii, 2 tipuri de produse si 3 tipuri de transport pand la 2401 necunoscute pentru problema

descrisa de 7 surse, 7 destinatii, 7 tipuri de produse si 7 tipuri de transport.

Tabelul 3.1. Timpul de executie pentru algoritmul AME]. Sursa: elaborat de autor

n/m/p/q

2/2/2/3 | 2/2/3/3 | 2/3/3/3 | 3/3/3/3 | 3/3/3/4 | 3/3/4/4 | 3/4/4/4 | 4/4/4/4
(secunde)

0.0156 | 0.6250 | 0.1718 | 0.2031 | 0.3437 | 0.5312 | 0.8906 | 3.1093

0.0155 | 0.6250 | 0.1093 | 0.2187 | 0.3125 | 0.5468 | 0.9062 | 3.1875

0.0156 | 0.6250 | 0.1250 | 0.1875 | 0.3281 | 0.5312 | 0.9062 | 3.2968

0.0156 | 0.0781 | 0.0937 | 0.2031 | 0.3125 | 0.5156 | 0.9218 | 3.2031

0.0155 | 0.6125 | 0.1250 | 0.2031 | 0.3327 | 0.4843 | 0.8750 | 3.1562
Necunoscute | 24 36 54 81 108 144 192 256
n/m/p/q

4/4/4/5 | 4/4/5/5 | 4/5/5/5 | 5/5/5/5 | 5/5/5/6 | 5/5/6/6 | 6/6/7/7 | 7/7/7/7
(secunde)

4.5000 | 6.7343 | 9.6250 | 15.3125 | 25.0781 | 33.3750 | 178.5310 |474.141

4.5937 | 6.9062 | 9.6406 | 15.2031 | 25.1719 | 33.1563 | 206.1250 | 483.000

47187 | 6.7187 | 9.8593 | 15.0938 | 25.3750 | 33.7344 | 198.1553 |477.814

5.6093 | 6.7812 | 9.8125 | 15.2188 | 25.3438 | 33.6563 | 215.8750 [490.328

4.7500 | 6.9218 | 9.6718 | 15.3594 | 25.4063 | 33.6406 | 209.5278 | 486.512
Necunoscute | 320 400 500 625 750 900 1764 2401

Testele sunt efectuate pe o masina Intel 15-2500 cu 4 Cores si 8 GB memorie DDR3 in
Wolfram Mathematica 12.

Timpul de executie in acest caz depinde si de solutia admisibild initiala obtinuta la Pasul
1, deoarece si numarul de iteratii depinde de aceasta. In cazul problemelor de dimensiuni mari, nu

se poate face o alegere a acestei solutii din insuficientd de timp care ar putea lua acest procedeu,
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se opereaza cu o solutie admisibila aleatoare. Astfel, algoritmul genereaza o solutie pseudo optima
a problemei formulate.

In Tabelul 3.2 sunt prezentate mai multe probleme de diferite dimensiuni pentru care
valorile functiilor FO si Z1 se modifica de la o iteratie la alta. Analizand datele se observa ca
numarul de iteratii necesar pentru obtinerea solutiei pseudo optime a problemei formulate nu
depinde de dimensiunea problemei dar de solutia admisibild initiald cu care Incepe procesul de
reduceri succesive a problemei neliniare la probleme liniare.

Tabelul 3.2. Modificarea valorilor F0 si Z1 pentru algoritmul AMEL1.
Sursa: elaborat de autor

/m/p/q FOsiZ1 (u.c.)

Iteratia 4/4/4/4 4/4/4/4 4/4/4/4 5/5/5/5 5/5/5/5 S/5/5/5
I 27/20.80 | 28/1991 | 29/23.76 | 34/26.87 | 33/22.36 34/27.9
II 20/16.70 | 18/16.47 | 22/19.5 | 19/18.94 |20.6/19.30|22.66/21.25
I 14.5/14 15/1391 | 155/15.1 | 18/17.4 | 17/16.83 | 21/20.96

v 13.25/13.23(12.66/12.37| 15/14.70 | 17.5/16.7 17/ 17 21/20.97

\Y% 13.4/13.4 12/12 14.5/14.47| 17/16.98 - 21/21
V1 - 12/12 14.3/14.3 16/16 - -
VII - - - 15.5/15.33 - -
vl - - - 15/15 - -

IX - - - 15/14.83 - -

X - - - 14/14 - -

6/6/6/6 6/6/6/6 6/6/6/6 7771717 7171717 717177

I 47/29.06 | 41/29.78 | 43/30.66 | 43/26.16 | 52/34.83 | 43/36.48
II 21/17.93 [27.1/23.03| 24/23.2 |23.33/20.87|26.33/25.21| 30.6/29,27
I 18/17.50 |18.5/18.33(22.33/20.43| 17/16.33 23/23 27/27.2

v 16.75/15.8 18/ 18 16.66/16.5 16/16 23/22.6 271727

\Y% 15/14.39 (17.16/1691] 16/16 - 21.5/21 | 26.5/26.38

VI 13/13 16/16 15/15 - 20/20 26 /26
98




vl 13/13 - - - 20/20 -

De la o iteratie la alta, valoarea FO este mai micd sau egald decat valoarea F0 obtinuta la
iteratia precedentd. Cazul in care FO ramane nemodificat pe parcursul a catorva iteratii
demonstreaza inca o datd ca problemele de acest fel pot avea mai multe minime locale. Aceste
puncte permit diferite aproximari ale functiei neliniare cu una liniard, ceea ce, duce la o iesire din

blocaj fiind obtinut un alt minim local cu valoarea functiei de cost mai mica.

3.1.4 Algoritmul genetic AMG1

In cele ce urmeaza este solutionati problema PNT4I aplicand un algoritm genetic care
presupune codificarea problemei astfel incat fiecarui cromozom din populatie 1 se poate asocia
doar o solutie admisibila. Fiecare populatie nou-creatd pastreazd din populatia precedenta
cromozomii cu cele mai bune caracteristici, astfel incat sa nu fie pierdute in timpul selectiei
solutiile cdrora le corespund costuri mai mici.

Deoarece fiecare cromozom trebuie sa contina informatie despre fiecare indice care descrie
problema, el este divizat in 3 compartimente astfel: primul contine lista de arce ordonata aleatoriu
si descrie ordinea arcelor pe care este transportat produsul, al doilea contine o permutare a
numerelor k = 1, p asociate tipurilor de produse care trebuie transportate si descrie ordinea lor de
transportare, al treilea contine o permutare a numerelor [ = 1, q asociate tipurilor de transport care
pot fi utilizare si descrie ordinea lor de utilizare.

Algoritmul genetic AMGI1 propus pentru solutionarea PNT4[ cu functii concave
nedescrescatoare secvential-liniare constd din urmatorii pasi:

Pasul 1 Initializarea. Se genereaza aleatoriu populatia initiala din 4nm cromozomi dupa cum

urmeaza: fiecare cromozom este descris de o listd de forma P = {P;;, P,, F;}, unde

s
Py ={p@i,j)|i=1n,j=1,m} — lista aleatoare de arce care descrie ordinea de
transport a produselor pe arce, B, = {p(1),p(2), ...,p(p)} — o permutare a numerelor
k =1,p asociate tipurilor de produse, P, = {p(1),p(2),...,p(q)} — o permutare a
numerelor [ = 1, q asociate tipurilor de transport.

Pasul 2 Decodificarea §i Evaluarea cromozomilor. Decodificarea presupune ca fiecdrui
cromozom i se asociazd o solutie admisibila de forma x = (X1111,X1112) -+ Xnmpq)

transportand fluxul din k produse cu cele [ tipuri de transport din n surse cédtre m destinatii

astfel:
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Se creeaza tablourile unidimensionale care contin respectiv cantitatile de produs in
surse, necesitatile de produs 1n destinatii, tipuri de produse cu cantitatile respective si
tipurile de transport cu capacitatile respective @’ = [a3, @3, ..., anl, B’ = [B1, B2, --» Bl
y' = [y{,yé, ...,yé], 6 = [6{,6&, ...,6{1].

Pentru fiecare arc (i,j) € P;j, fiecare indice k € P, si fiecare indice [ € P, se

determind: x;;,; = min{aj, B}, Vi, 6}, dupa care are loc actualizarea a; = a; — X; i,
5} = 5} — Xijkl» Yie = Vi — Xijki» 8 = 0] — Xijkl-

Evaluarea presupune determinarea valorii functiei obiectiv pentru fiecare dintre
solutiile obtinute.

Pasul 3 Selectarea cromozomilor. Cromozomii sunt sortati in ordinea cresterii valorilor functiei
obiectiv asociate cromozomului. Cromozomii din prima jumatate a populatiei sunt
transferati in noua populatie.

Pasul 4 Incrucisarea cromozomilor. Are loc intre perechile de cromozomi transferati in populatia
P (i) din populatia P(i — 1) prin selectie. Aleatoriu este aplicata aceeasi taieturd ambilor
cromozomi-pdrinti asupra compartimentului 1, dupa care:

* primul cromozom-urmas primeste consecutivitatea arcelor de pana la taietura a
cromozomului-mama si ordinea de distribuire a tipurilor de produse, iar celelalte arce
(din a doua parte a compartimentului 1) pastreaza ordinea arcelor cromozomului-tata
si ordinea de utilizare a tipurilor de transport;

* al doilea cromozom-urmas primeste consecutivitatea arcelor de dupd taieturd a
cromozomului-tata si ordinea de distribuire a tipurilor de produse, iar celelalte arce
(din prima parte a compartimentului 1) pastreazd ordinea arcelor cromozomului-
mama si ordinea de utilizare a tipurilor de transport.

Pasul 5 Mutatia. Unei gene a cromozomului-urmas i se aplicd o mutatie care are loc cu o
probabilitate € € [0.1,0.5] si presupune:

¢ pentru fiecare compartiment doi — tipuri de produse, trei — tipuri de transport,
aleatoriu se decide daca este aplicatd mutatia;

* 1in fiecare dintre compartimentele alese se schimba valorile intre doud elemente
alese aleatoriu.

Pasul 6 Verificarea conditiei de oprire. Implica oprirea algoritmului dupa k iteratii. In calitate de
solutie a problemei serveste solutia care corespunde cromozomului cu valoarea functiei
obiectiv minimd din ultima populatie construitd. Se trece la Pasul 2 dacd conditia de

oprire nu este satisfacuta.
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Remarca 3.1. In cazul problemelor de dimensiuni mari, drept conditie de oprire a
executiei algoritmului poate servi si durata de executie in timp. Deci, dupad o perioada anumita de
timp generarea noilor populatii este stopata, iar ca solutie a problemei este acceptata solutia care

corespunde cromozomului cu cele mai bune caracteristici din ultima populatie.

Observatia 3.1. Algoritmul AMGI1 se aplica in cazul problemelor de transport care

indeplinesc conditia de echilibru (3.3).

Remarca 3.2. Algoritmul AMGI se aplica in cazul retelelor ce indeplinesc urmatoarele
conditii:
a. Graful retelei de transport este conex si aciclic,
b. Exista cel putin 2 surse, 2 destinatii, 2 tipuri de produse si 2 tipuri de transport;
c. Viarfurile surse nu contin arce ascendente, iar varfurile destinatii nu contin arce

descendente.

Exemplul (codificare) 3.1. Se considera reteaua de transport, descrisa de graful din Figura
3.2, cu sursele A; si A, care contin respectiv a; = 20 u. ¢. si @, = 80 u. c. de produs de tipul P;
si P, respectiv cate y; = 50 u.c. si y, = 50 u. c. fiecare. Produsele sunt transportate cu ajutorul
tipurilor de transport T; si T, de capacitatea respectiva §; = 60 u.c. si §, = 40 u. c. in destinatiile
B; si B, care au necesitatile respective f; = 70 u. c. si f, = 30 u.c..
o o Un cromozom a populatiei, in acest caz este descris de:
* compartimentul I  care  contine lista  arcelor
{(1,1),(2,2), (1,2), (2,1}

* compartimentul 2 care contine ordinea de deservire a

tipurilor de produse, fie {1,2}.

» compartimentul 3 care contine ordinea de utilizare a tipurilor
L de transport, fie {2,1}.
8 <

Astfel, se obtine un cromozom de forma:

{1, (2,2), (1,2), 2,1D)}1{1,2},42,1} 5.

Fig. 3.2. Retea cu doua surse
si doud destinatii.

Sursa: elaborat de autor .
Exemplul (decodificare) 3.2. Pentru cromozomul

generat se construieste solutia admisibila de forma x = (X111, X1112, X1121> X1122> X1211 X1212»

X1221, X1222, X2111, X2112, X2121, X2122, X2211, X2212, X2221, X2222) astfel:
Se creeaza tablourile a’ = [20,80], 8’ = [70,30], ¥’ = [50,50], §' = [60,40]. Dupa care

elementele solutiei se calculeaza dupa cum urmeaza:
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* Xxy112 = min{20,70,50,40} = 20, a; :=20—-20=0, B :=70—20 =50,y; =50 —
20 =30, 65 =40 — 20 = 20;

* X111 = min{0,50,30,60} = 0, a; := 0, B; :== 50,y =30, §; = 60,

*  Xy122 = min{0,50,50,20} = 0, a; := 0, B; = 50, y, =50, &, = 20;

*  Xy12; = min{0,50,50,60} = 0, a; := 0, B; =50,y =50, &; = 60;

* Xy, = min{80,30,30,20} = 20, & := 80 — 20 = 60, B := 30 — 20 = 10, y] := 30 —
20 =10, 6; :==20—20 =0;

© Xyy; = min{60,10,10,60} = 10, a} == 60 — 10 = 50, B =10 —10 =0, y] := 10 —
10 =0, §; =60 — 10 = 50;

*  X,.,, =min{50,00,50,0} = 0, a; := 50, B; = 0,y, =50, §; = 0;

*  X,.,; = min{50,0,50,50} = 0, a; =50, B; = 0,y, =50, §; := 50;

* X5, =min{0,0,0,0} =0,a; :==0,B;:=0,y; =0, 6, :=0;

* X151, =min{0,0,0,50} =0,a; :=0,p;:=0,y; =0, §; :=50;

* Xy, =min{0,0,50,0} =0,a; :=0,pB; :=0,y; =50, §, :=0;

* X5, =min{0,0,50,50} =0, a; =0, B; =0, y; =50, §; :==50;

* X1, =min{50,50,0,0} = 0, a; := 50, B; :=50,y; :==0, 6, :==0;

* X111 = min{50,50,0,50} = 0, a; =50, B; :=50,y; =0, &, = 50;

* X1, =min{50,50,50,0} = 0, a; = 50, B; := 50, y; := 50, &, :=0;

* X127 =min{50,50,50,50} =50, a; :==50—-50=0, B; :=50—-50=0,y;:=50—
50 =0, 8 =50 —50 = 0.
Se obtine x = (0,20,0,0,0,0,0,0,0,0,50,0,10,20, 0,0).

Observatia 3.2. In cazul implementdrii practice a algoritmului AMGI lista de arce poate
fi descrisa si prin numarul arcului din lista tuturor acelor care apartin grafului. Acest fapt nu

reduce din necesarul total de memorie, dar permite implementarea mai simpla a algoritmului.

Fie multimea arcelor {(1,1), (1,2), (2,1)(2,2)} care descrie primul compartiment al unui
cromozom. Aceastd lista poate fi 1inlocuitd cu lista {1,2,3,4} si cromozomul
{121, (2,2)(2,1)}{1,2}|{2,1}} ia forma {{2,1,3,4}|{1,2}|{2,1}}.

Exemplul (incrucisare) 3.3. Pentru o retea cu 2 surse, 2 destinatii, 3 tipuri de produse si 3
tipuri de transport care contine 4 arce sunt dati 2 cromozomi-pdrinti care participa la incrucisare.
Téietura este aplicatd la mijlocul multimii de arce din compartimentul 1:

Cromozom-mama {{1,4,2,3} {1,2,3},{1,3,2}}
Cromozom-tata {{4,1,3,2},{3,2,1} 4{3,1,2}}
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atunci cromozomii-urmasi sunt:

Cromozom-urmas] {{1;4,3,2},{1,2,3}.{3,1,2}}

Cromozom-urmas2 {{1,4,3,2},{3,2,1},{1,3,2}}.

Exemplul (mutatie) 3.4. In exemplul de mai jos este selectat aleatoriu compartimentul
tipurilor de transport asupra caruia se aplica mutatia:
Cromozom-urmas {{1,4,3,2},{1,2,3},{3,1,2}}

pentru care au fost schimbate cu locul doua elemente dupa cum urmeaza:

Cromozom-urmas {{1,4,3,2},{1,2,3},{2,1,3}}.

Se formuleaza si se demonstreaza urmatoarele teoreme:

Teorema 3.3. Algoritmul AMG necesita un volum de memorie de ordinul O(nm(n + m +
P+ q)

Demonstratie. Datele de intrare descrise de tabelul de restrictii sunt de dimensiunea
nmpq. Pentru pastrarea solutiei asociate cromozomului cu cele mai bune caracteristici din
populatie este necesara nmpq memorie. Pdstrarea unui cromozom necesita nm +p +q
memorie iar pentru intreaga populatie — nm(nm + p + q) memorie. Prin urmare, algoritmul

AMG1 necesita un volum de memorie de ordinul O(nm(nm + p + q)) .[

Teorema 3.4. Complexitatea unei iteratii a algoritmului AMGI este de ordinul

0(n*m?pq).

Demonstratie. Pentru initializarea datelor de intrare descrise de tabelul de restrictii sunt
necesare O(nmpq) operatii. Generarea unui cromozom necesita O(nm + p + q) operatii, astfel
incat generarea intregii populatii necesita O(nm(nm + p + q)) operatii. Evaluarea solutiei
asociate unui cromozom necesita O (nmpq) operatii. Deoarece in populatie sunt nm cromozomi,
complexitatea de evaluare a tuturor cromozomilor este O(n*m?pq). Incrucisarea este de
complexitate O(nm + p + q) pentru un cromozom si de complexitate O(nm(nm +p + q))
pentru intreaga populatie. Prin urmare, o iteratie a algoritmului AMGI are complexitatea de

ordinul 0(n*m?pq).[J

Observatia 3.3. Din Teorema 3.4 rezulta ca timpul de executie a algoritmului AMGI este
0(Un*m?pq), unde U este numdrul de iteratii necesar pentru obtinerea unei solutii asociate

cromozomului cu caracteristici bune.

Teorema 3.5. Algoritmul AMGI converge catre un optim local.
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Demonstratie. Din populatia P(i — 1) sunt transferati in P(i) cromozomii pentru care
valoarea functiei obiectiv in solutia asociata este minima. Cromozomilor populatiilor construite
la fiecare iteratie le este asociata cdte o solutie admisibila. Se poate spune ca dupa executarea
unui numar finit de iteratii este depistat cromozomul caruia ii este asociatd solutia ce descrie

optimul local. Prin urmare, algoritmul AMGI converge catre un optim local.[]

3.1.5 Implementarea si testarea algoritmului AMGI

Algoritmul AMG]1 este implementat in limbajul Wolfram si testat In baza unui sir de
exemple, probleme de transport de diferite dimensiuni n ceea ce priveste numarul de surse,
numarul de destinatii, numarul tipurilor de produse transportate si numarul tipurilor de transport
care pot fi utilizate.

Un exemplu practic de aplicare a algoritmului AMGI1 pentru solutionarea problemei
neliniare de transport pe retea descrisa de surse, destinatii, tipuri de produse si tipuri de transport
este prezentat in Anexa 10. Codul scris iIn Wolfram Mathematica poate fi accesat pe
https://github.com/TatianaPasa/GeneticAlgorithm.

Tabelele 3.3 si 3.4 contin rezultatele solutiondrii unui sir de probleme de diferite
dimensiuni, unde functiile de cost sunt functii concave secvential-liniare. Problemele de transport
solutionate sunt descrise de n — surse, m — destinatii, p — tipuri de produse transportate, g — tipuri
de transport utilizate. in baza functiei de producere si consum totalul produselor disponibile in
surse este egal cu totalul produselor necesar in destinatii si este egal cu 100 u. c. Pe de altd parte,
totalul de tipuri de produse coincide cu capacitatea totald a tipurilor de transport utilizat si este de

100 u. c.

Tabelul 3.3. Timpul de executie pentru algoritmul AMG]1. Sursa: elaborat de autor

n/m/p/q
3/3/3/3 | 3/3/3/4 | 3/3/4/4 | 3/4/4/4 | 4/4/4/4 | 4/4/4/5 | 4/4/5/5 4/5/5/5
(secunde)

0.4843 | 0.6562 | 0.8437 | 1.4843 | 2.5781 | 3.1562 | 3.8125 6.2500
0.4531 | 0.5625 | 0.8281 | 1.5000 | 2.5312 | 3.1406 | 3.9062 6.1406
0.4843 | 0.5937 | 0.7968 | 1.5156 | 2.5468 | 3.1093 | 3.8906 6.2031
0.4843 | 0.6250 | 0.8125 | 1.4687 | 2.4843 | 3.1250 | 3.9218 6.1406
0.4843 | 0.6093 | 0.8750 | 1.4375 | 2.5781 | 3.0000 | 3.8281 6.1250
Necunoscute 81 108 144 192 256 320 400 500
n/m/p/q | 5/5/5/5 | 5/5/5/6 | 5/5/6/6 | 6/6/7/7 | 7/7/7/7 | 8/8/8/8 | 9/9/9/9 | 10/10/10/10
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(secunde)
9.3593 | 11.3125 | 13.7188 | 38.8438 | 72.8125 | 159.375 | 334.359 | 597.641
9.4218 | 11.2031 | 13.6250 | 39.4063 | 74.4219 | 157.547 | 331.313 | 598.750
9.5937 | 11.2813 | 13.5313 | 39.4688 | 72.2031 | 159.969 | 316.266 | 597.703
9.4834 | 11.1875| 13.3906 | 39.7813 | 71.3125 | 159.797 | 316.016 | 598.531
9.4218 | 11.3438 | 13.4531 | 39.5156 | 71.2500 | 162.203 | 317.766 | 604.328
Necunoscute | 625 750 900 1764 2401 4096 6561 10000

Testele sunt efectuate pe o masina Intel 15-2500 cu 4 Cores si 8 GB memorie DDR3 in
Wolfram Mathematica 12.

In Tabelul 3.3 este dat timpul de executie pentru algoritmul AMG1 in cazul problemelor
de diferite dimensiuni: numarul de surse, destinatii, tipuri de produse si tipuri de transport, pentru
a caror solutionare sunt utilizate de la 81 de necunoscute pentru problema cu 3 surse, 3 destinatii,
3 tipuri de produse si 3 tipuri de transport pana la 10000 de necunoscute pentru problema cu 10
surse, 10 destinatii, 10 tipuri de produse si 10 tipuri de transport. Dupa cum se observa, algoritmul
permite obtinerea unor solutii pseudo optime In timp rezonabil chiar si in cazul problemelor de
transport de dimensiuni mari.

In Tabelul 3.4 sunt prezentate rezultatele solutiondrii unui sir de probleme de transport de
dimensiuni diferite, unde se poate observa cum pentru fiecare din cele 10 populatii generate se
modifica valoarea functiei obiectiv calculatd pentru solutia asociatd cromozomului cu cele mai
bune caracteristici din populatia respectiva.

Tabelul 3.4. Modificarea valorilor F(x) si Fr(x) pentru algoritmul AMGI1.
Sursa: elaborat de autor

n/m/p/q (u. c.)
Iteratia

4/4/4/4 S5/5/5/5 6/6/6/6 77177 10/10/10/10

I 19 /1564 21/3253 2775718 33/9772 52/27616
II 18 /1507 18 /2978 27/ 5433 30/9477 47 /26788
I 16/ 1473 18 /2852 27/ 5255 30/9322 47/26191
v 16 /1374 18 /2741 24 /5034 30/9099 47 /25761
\Y% 16 /1365 18 /2704 24 /4982 30/ 8756 47 / 25455
VI 16 /1291 17 /2552 24 /4861 30/8574 47 /25140
vl 16 /1255 16 /2390 24 /4612 30/8374 47 /24877
VIII 16 /1215 16 /2364 21/4510 30/8304 44 /24570
IX 14 /1160 16 /2229 21/4340 24 /8127 44 /24346
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X 14/1118 14 /2001 21/4209 24 /7848 41 /23941

Analizand datele din acest tabel se observa ca Fy(x) intotdeauna descreste de la o iteratie
la alta, ceea ce presupune ca fiecare populatie noud contine mai multi cromozomi cu caracteristici
mai bune decét cei din populatia anterioara, deci si costuri de transport mai mici. Desi se vede ca
la cateva iteratii consecutive se repeta aceeasi valoare F (x) se atrage atentia la faptul ca algoritmul
permite iesirea dintr-un astfel de blocaj, intr-o solutie locald, fiind generat un nou cromozom cu
caracteristici mai bune, dupa cateva iteratii, cdruia i se asociazd o solutie pentru care valoarea
functiei obiectiv este mai mica.

Solutia problemei obtinutd dupa un numadr stabilit de iteratii este o solutie optima locala
care se apropie de cea globald cu atadt mai mult cu cat mai multe iteratii sunt executate. Numarul
de iteratii depinde de dimensiunea problemei solutionate, de timpul disponibil avut pentru a
furniza solutia dar si de capacitatile tehnologice de care dispunem.

Dacd aceleasi probleme neliniare de transport cu 4 indici se solutioneaza aplicand de cateva
ori algoritmii AME1 si AMGI, se ajunge la concluzia ca rezultatul furnizat depinde in mare parte
de pasul initial. Desi algoritmul AMG1 depinde de populatia initiala, dupa un numar suficient de
iteratii el permite obtinerea solutiei optime locale din vecinatatea optimului global, deci a unei
solutii pseudo optime. O situatie mai dificild este n cazul algoritmului AME]1, pentru care doar o
alegere corectd a solutiei initiale permite obtinerea solutiei optime locale din vecinatatea optimului
global, fapt ce nu poate fi realizat in special pentru probleme de dimensiuni mari. O caracteristica
importantd a lui AMGI este iesirea cu succes din blocaje in minime locale si, astfel, imbunéatatirea

solutiei ceea ce presupune un cost de transport mai mic.

600

Timpul: secunde
[ N w B u
o o o o o
o o o o o

o

81 108 144 192 256 320 400 500 625 750 900 1764 2401

Dimensiunea problemei: nmpgq

Algoritmul E1 Algoritmul G1

Fig. 3.3. Timpul de executie pentru AME1 si AMGI1. Sursa: elaborat de autor
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Din Figura 3.3 se observa ca algoritmul AMGI furnizeaza solutie, dupa 10 iteratii, in timp
de cca un minut chiar si pentru probleme cu peste 2500 de necunoscute. in cazul implementrii
algoritmului AMEI, cand numarul necunoscutelor trece de o mie timpul de furnizare a solutiei
creste semnificativ. Pentru ambii algoritmi experimental este demonstrata convergenta catre solutii

optime locale 1n timp rezonabil.

3.2 Problema de transport pe retea cu mai multi indici

3.2.1 Formularea problemei. Proprietati

In cele ce urmeaza, se considera problema descrisa de:
- nsurse A4, 4,, ..., A, care poseda cantitdtile de produs respectiv a4, a5, ..., @y;
— mdestinatii By, B,, ..., By, cu necesitatile respective de produs S, 52, .-, Bm;
- p tipuri de produse Py, P, ..., P, de cantitatile respective yq, ¥z, -, ¥p;
- q tipuri de transport Ty, Ty, ..., T, cu capacitatile respective 8y, 8y, ..., 84;
— g noduri (puncte) intermediare v, € V;;,; in care nu are loc nici producerea si nici consumul
din cantitatea de produs.

Costul de transport pe retea este descris de o functie neliniard ¢(x), pentru fiecare arc
e € E, care depinde de volumul fluxului de produs transportat. Scopul problemei este minimizarea
costului total de transport al tuturor tipurilor de produse disponibile In surse pentru aprovizionarea
tuturor destinatiilor cu necesarul respectiv utilizand toate tipurile de transport cu capacitati diferite
disponibile in retea.

In acest caz, reteaua de transport este descrisd de un graf orientat aciclic G = (V, E), cu
multimea de varfuri V = V; U V; U V;;;, unde V; — multimea de surse, |V;| = n, V;, — multimea de
destinatii |V;| = m si V;;,,; — multimea de puncte intermediare |V;,,;| = g iar E — multimea de arce,
|E| = u. Aceastd problema face parte din grupul de probleme neliniare de transport cu 5 indici
descrisa de surse, destinatii, puncte intermediare, tipuri de produse si tipuri de transport.

Pentru a simplifica formularea problemei, dar si descrierea/implementarea algoritmului de
solutionare, problema neliniara de transport descrisa de surse, destinatii, tipuri de produse, tipuri
de transport si puncte intermediare este formulata ca o problema neliniara de transport pe retea cu
3 indici (PNTR3I) descrisa de arce, tipuri de produse si tipuri de transport.

In aceste conditii, pentru determinarea costului minim de transport trebuie respectate

restrictiile de conservare a fluxului de produs 1n retea:
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1) Cantitatea totald de produs de tipul P, k = 1,p in mirime de y,, k = 1,p , care iese din

toate sursele retelei este descrisa de relatia:
q

Y xw=re  k=Tp, (3.6)

ecE-(Vy) 1=1
unde E~ (V;) — multimea arcelor care ies din sursele retelei.
2) Cantitatea totald de transport de tipul T; , [ = 1, q cu capacitatea &;,1 = 1, q care iese din

toate sursele retelei este descrisa de relatia:
p
Y =8, 1=Tg (3.7)

e€E~(Vs) k=1

unde E~ (V;) — multimea arcelor care ies din sursele retelei.

3) Cantitatea totald de produs care iese din fiecare sursd A;, i = 1,n este a;, i = 1,n si

descrisa de relatia:

Xeki = Q) i=1,n, (3.8)
e€EE~(s;) k=1 1=1

unde s; € V; —sursa i a retelei, E™(s;) — multimea arcelor care ies din sursa i a retelei.

4) Cantitatea totald de produs care intrd in fiecare destinatie B;, j = 1,meste f;, j = 1,m i

descrisa de relatia:
p q
zxekl =B, j=1m, 3.9)

e€Et(dj) k=11=1

unde d; € V, — destinatia j a retelei, E* (d;) — multimea arcelor care intra in destinatia j a
retelei.
5) Cantitatea de produs y;, k = 1, p care intra intr-un varf intermediar v, € V;;,; coincide cu

cantitatea de produs care iese din acel varf:
q q
zxekl_ z zxekl :0' r= 1;g;k: 1;p, (310)

eEE* (v,) I=1 e€EE~(v,) I1=1

unde v, € V;,,; — varf intermediar al retelei, E~ (v,.) — multimea arcelor care ies din punctul
intermediar r a retelei, E* (v,.) — multimea arcelor care intra in punctul intermediar r a retelei.
6) Cantitatea de transport §;, 1 = 1, q care intrd Intr-un varf intermediar v, € V;,,, coincide cu

cantitatea de transport care iese din acel varf:
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p 4
zxekl_ z zxeklzoJ T':Lg;l:l;q; (311)

e€E*(v,) k=1 e€E~(v,) k=1

unde v, € V;,,; — varf intermediar al retelei, E~ (v,.) — multimea arcelor care ies din punctul
. di lei B+ _ muli; 1 O 1i di lei
intermediar r a retelei, E™ (v,.) — multimea arcelor care intrd in punctul intermediar r a retelei.

7) Valorile care descriu fluxul de produs pe arcele retelei sunt marimi pozitive:

X 2 0, pentru fiecare (e, k, [). (3.12)
PNTR3I consta in determinarea unui flux x* care minimizeaza functia de cost:
P q
F(x) = z z z Pert (Xer1), (3.13)
e€E k=1 1=1
unde @.p;(xqr;) sunt functii concave secvential-liniare nedescrescatoare de cost, adica se cere

solutionarea problemei neliniare:

F(x) - min, (3.14)
p q
zxekl =Y. k=1p,
ecE~(Vy) I1=1
p

e€E~(Vs) k=1
p q

Xepr =@, 1=1,n,
e€E~(sj) k=11=1

| Z Zp:zq:xem:ﬁj. j=1m, (3.15)

e€Et(dj) k=11=1

e€EE* (v,) I=1

M"c:

=

[

)

|
[
m
n?M

M i
<
3
T
n
ey

eEE*(v,) k=1 e€E~(v,) k=1
\ Xekl =0, V(e, k, l),

pentru care sunt respectate conditiile de pozitivitate, deci marimile a,, a,, ..., @y, B1, B2, ) Bms»
Y1, Y2s s ¥p $1 61, 62, ..., §4 sunt pozitive si nenule.

Forma generala a solutiei optime a PNTR3/ are forma x* = (X111, X112, -, Xypq) PeNtru o
retea descrisd de u arce. Se presupune ca toate datele sunt valori reale si se doreste sa se obtina ca

solutie optima o valoare reala fezabila.
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3.2.2 Algoritmul AME2

In cele ce urmeazi se propune algoritmul AME2 de solutionare a problemei formulate care
presupune reduceri succesive a problemei neliniare la probleme liniare pentru care se cunosc
metode de solutionare.

Algoritmul consta in reducerea consecutiva a problemei de optimizare neliniara la o serie
de probleme de programare liniard. Pentru determinarea coeficientilor care descriu functia obiectiv
liniara la care este redusa functia obiectiv neliniard a problemei initiale se foloseste schema de

solutionare a problemelor separabile deoarece ea satisface conditiile.
Algoritmul AME?2

Pasul 1. Se construieste o solutie admisibila initiald x° = (x{;1, X015, ..., Xj)pe) @ sistemului de

restrictii (3.15).

Pasul 2. Se determind valoarea functiei in x°:

F(x%) = z i Zq: Perr (X)),

e€E k=1 1=1
si se calculeaza valoarea coeficientilor:
0
Pert (Xepr)
— 0
Cerr = Xeki
' 0o _
Per1(0),  Xg =0,

0
, Xexr > 0,

pentru fiecare (e, k, [).

Pasul 3. Se solutioneaza problema liniard de transport:

P q
Z(Xepy) = z z z CekiXer = min,

e€E k=1 l=1

cu restrictiile (3.15) si se obtine solutia optima x* = ({11, X112, ..., Xyipq) pentru o retea

descrisa de u arce.

Pasul 4. Se compard valorile Z(x') si F(x°). Daca Z(x') < F(x°) sau Z(x') = F(x°) si
x! # x° atunci x° se substituie cu x! si se trece la Pasul 2 ceea ce inseamnd cd se
reporneste procedura de liniarizare cu o altd solutie initiald. Daca Z(x') > F(x°) sau
Z(x1) = F(x°) si x* = x°, atunci solutia optima a problemei neliniare este consideratd

valoarea x* = x°, se pastreaza marimea F (x°) si x* = x° care 1i corespunde si STOP.

In cazul liniarizarii functiei obiectiv solutia optima depinde de solutia admisibila initiala
utilizatd pentru aproximare. Pentru probleme de dimensiuni mari este complicat de ales o solutie
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potrivitd care ar garanta obtinerea optimului global. Din acest motiv, pentru solutionarea
problemei este utilizata o solutie admisibila aleatoare care permite generarea unei solutii pseudo

optime.

In cele ce urmeaza, se formuleaza si se demonstreazd urmatoarele teoreme:

Teorema 3.6. Algoritmul AME?2 converge catre un optim local.

Demonstratie. Algoritmul AME?2 porneste de la o solutie admisibila care este unul dintre
varfurile poliedrului ce descrie multimea solutiilor admisibile care satisfac sistemul de restrictii
liniare ale problemei neliniare cu functii concave de cost. Solutia problemei liniare, care este
problema relaxata, satisface aceleasi restrictii, deci face parte din domeniul de definitie si este
unul dintre varfurile poliedrului. Prin urmare, se poate spune ca algoritmul converge cdtre un

optim local din domeniul de definitie a problemei initiale neliniare.[]

Teorema 3.7. Algoritmul AME?2 necesita un volum de memorie de ordinul O(upq(n +

m+g(+q))).

Demonstratie. Graful G = (V,E) este descris de o matrice de adiacenta de dimensiunea
upqin+m+2(p+q)+g(+q)). Matricea care contine coeficientii liberi este de
dimensiunean + m+ 2(p + q) + g(p + q). Solutia problemei este un tabel de dimensiunea upq.

Ca urmare, implementarea algoritmului necesita memorie de ordinul O(upq(n + m+ g(p +

0)))-10

3.2.3 Implementarea si testarea algoritmului AME?2

Sistemul Wolfram permite utilizarea unui sir de functii standard care simplificd
implementarea algoritmului. Un exemplu de implementare a algoritmului AME2 este

prezentat in Anexa 11.

Rezultatele prezentate in Tabelele 3.5 si 3.6 sunt bazate pe probleme de diferite dimensiuni
unde functiile de cost sunt functii concave secvential-liniare. Retelele sunt descrise de n — surse,
m — destinatii, p — tipuri de produse transportate, g — tipuri de transport utilizate si g — puncte
intermediare. Conform functiei de producere si consum, totalul produselor disponibile in surse
este egal cu totalul produselor necesare in destinatii si este egal cu 50 u. ¢. Se cunoaste si, totalul
de tipuri diferite de produse coincide cu capacitatea totald a tipurilor de transport din retea si este

egala cu 50 u. c.

In Tabelul 3.5 este dat timpul de executie a algoritmului AME2 pentru probleme de diferite

dimensiuni, pentru a caror solutionare sunt utilizate de la 48 de necunoscute pentru problema cu 2
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surse, 2 destinatii, 2 tipuri de produs, 2 tipuri de transport si 2 puncte intermediare pana la 4428
de necunoscute pentru problema cu 6 surse, 6 destinatii, 6 tipuri de produs, 6 tipuri de transport si

6 puncte intermediare.

Tabelul 3.5. Timpul de executie pentru algoritmul AME2. Sursa: elaborat de autor

nmiplalg | nnn | aannn | 2 | 3 | 3saan | 3444
(secunde)
0.1093 0.4218 0.8437 3.6875 8.7343 22.7031
0.1250 0.4062 2.5000 3.0937 13.4844 | 225313
0.1250 0.3593 1.0156 3.1562 12.0938 | 23.2344
0.1132 0.4531 2.0001 3.1875 10.1563 | 22.9688
0.1520 0.3125 0.9687 2.8437 11.5000 | 31.2500
Necunoscute 48 102 234 261 432 896
nmiplalg | uaae | aasisia | asisisis | sisisi55 | SI506065 | 6/6/6/6/6
(secunde)
31.4844 | 108.6090 | 2263750 | 346.4690 | 783.063 | 221644
347500 | 95.4063 | 2085160 | 308.8910 | 816.953 | 2217.25
382500 | 100.0160 | 211.8280 | 336.7750 | 873.813 | 2208.83
48.0000 | 105.8440 | 236.0780 | 321.4250 | 802.891 | 2107.88
382969 | 88.1075 | 205.8130 | 303.2660 | 848469 | 2294.14
Necunoscute 864 1240 2225 2125 2850 4428

Dupa cum se observd, algoritmul permite obtinerea unor solutii pseudo optime in timp
rezonabil in cazul retelelor de transport de dimensiuni mari. Solutia furnizata de algoritm depinde
de solutia admisibild generata la Pasul I de initializare a algoritmului. De solutia initiald depinde
si numarul de iteratii necesar pentru solutionarea problemei neliniare si mai putin de dimensiunea
acesteia.

In Tabelul 3.6 sunt prezentate rezultatele executirii mai multor probleme de transport pe
retea de diferite dimensiuni, pentru care se observa cum se modifica de la o iteratie la alta marimile
FOsiZ1.

Tabelul 3.6. Modificarea valorilor F0 si Z1 pentru algoritmul AME2.
Sursa: elaborat de autor

n/m/p/q/g FOsiZ1 (u.c.)
Iteratia 3/3/3/3/3 3/3/3/3/13 | 3/3/3/3/3 | 4/4/4/4/4 | 4/4/4/4/4 | 4/4/4/4/4
1 49/41.96 | 67/51.39 | 58/42.90 | 74/54.79 | 65/61.66 | 62/46.42
2 41/34.67 | 46/44.67 | 39/35.36 50/50 57/55.70 | 44/39.36
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3 29/29 [35.5/31.33| 35/33.78 | 46/44.66 | 47.5/458 | 39/39
4 - 29.66/29.66| 31/31 | 44/4276 | 41/41 37/37
5 - - - 44/ 44 39/39 -
6 - - - 44/ 44 - -
5/5/5/5/5 | 5/5/5/5/5 | 5/5/5/5/5 | 6/6/6/6/6 | 6/6/6/6/6 | 6/6/6/6/6
1 69/54.82 | 90/78 | 82/63.94 | 93/72.86 | 106/84.60 | 36/24.89
2 53/51.47 | 69/69 |56.5/54.07|66.2/65.68|70.5/63.16]20.5/19.42
3 53/50.78 | 67/6633 | 51/51 | 58/56.64 | 49/49 | 18/17.56
4 50/4933 | 65/65 | 49.66/49 | 53/53 49749 | 187173
5 44.66 /44.12]  65/65 45/ 45 53/53 - 16/ 14.08
6 44 / 44 - 45/ 45 - - 14/13.95
7 44/ 44 - - - - 13.5/13.33
8 - - - - - 13/13
9 - - - 3 - 13/13

Dupa cum se observd din datele prezentate in Tabelul 3.6, numarul de iteratii pand la
indeplinirea conditiei de oprire a algoritmului nu depinde de dimensiunea problemei, ci doar de
solutia initiala de la Pasul 1. De la o iteratie la alta, valoarea FO este mai mica sau egala decat
valoarea FO obtinuta la iteratia precedentd. Cazul cand FO rdmane nemodificat pe parcursul a
catorva iteratii demonstreaza ca problemele de acest tip pot avea mai multe minime locale. Pe de
alta parte, aceste puncte permit diferite aproximari ale functiei neliniare cu una liniara, ceea ce
duce la o iesire din blocaj si la obtinerea unui alt minim local cu valoarea functiei de cost mai
mica. In cazul cand FO si Z1 coincid dar algoritmul nu se stopeaza spune despre faptul c aceste
valori sunt obtinute 1n puncte diferite.

Testele sunt efectuate pe o masina Intel 15-2500 cu 4 Cores si 8 GB memorie DDR3 in

Wolfram Mathematica 12.

3.2.4 Algoritmul genetic AMG2

In cele ce urmeazi este solutionati problema PNTR3I, aplicind un algoritm genetic, ceea
ce presupune codificarea problemei astfel incat fiecarui cromozom din populatie sa i se poata
asocia doar o solutie admisibila. Fiecare populatie nou-creata pastreaza cromozomii cu cele mai
bune caracteristici din populatia precedentd, astfel incat in timpul selectiei sa nu fie pierdute

solutiile carora le sunt asociate costuri mici.
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Fiecare operator de incrucisare si mutatie este descris astfel incat ori de cate ori sunt aplicati
asupra cromozomilor care descriu populatia, existd o singura solutie admisibila care i se asociaza
dupa decodificare. La baza codificdrii solutiilor admisibile a problemei este folositd notiunea de
arbore de acoperire care descrie corect o solutie a problemei. Un element important in descrierea
algoritmilor genetici este si dimensiunea populatiilor generate care trebuie sa fie reprezentativa si
sa permitd determinarea unei solutii in timp rezonabil chiar si pentru probleme de dimensiuni mari.
In algoritmul AMG2 descris mai jos, dimensiunea populatiei este de 4|V| cromozomi, astfel este
studiat un numar suficient de solutii admisibile.

Deoarece fiecare cromozom trebuie sa contina informatie despre fiecare indice care descrie
problema, el este divizat In 5 compartimente: primul contine n arbori de acoperire fiecare cu
radacina in una din sursele retelei de transport descrisi de arce, al/ doilea contine o permutare a
numerelor i = 1,n asociate surselor si descrie ordinea lor de deservire, al treilea contine o
permutare a numerelor j = 1,m asociate destinatiilor si descrie ordinea lor de deservire, al
patrulea contine o permutare a numerelor k = 1, p asociate tipurilor de produse si descrie in ce
ordine ele sunt transportate, al cincilea contine o permutare a numerelor [ = 1, q asociate tipurilor
de transport si descrie 1n ce ordine ele pot fi utilizare.

Algoritmul genetic AMG2 propus pentru solutionarea PNTR3[ cu functii concave
nedescrescatoare secvential-liniare consta din urmatorii pasi:

Pasul 1 Initializarea. Se genereaza aleatoriu populatia initiala din 4|V | cromozomi fiecare descris
de multimea P = {{Tr,r =T,n}, Pn,Pm,Pp,Pq}, unde T. ={@,)) |i,j=T,n+m+g}

— arbori de acoperire cu radicina in sursa r, r=1,n a retelei de transport,

P, ={p(1),p(2),..,p(n)} — o permutare a numerelor i = 1,n asociate surselor,
P, ={p(1),p(2),...,p(m)} — o permutare a numerelor j = 1,m asociate destinatiilor,
P, = {p(1),p(2),...,p(p)} — o permutare a numerelor k = 1,p asociate tipurilor de
produse, P, = {p(1),p(2), ..., p(q)} — o permutare a numerelor | = 1, g asociate tipurilor
de transport.

Pasul 2 Decodificarea si Evaluarea cromozomilor. Decodificarea presupune ca fiecdrui
cromozom i se asociazd o solutie admisibilda de forma x = (X111, X112, ) Xepgq)
transportand fluxul din k produse cu [ tipuri de transport din fiecare sursa catre destinatii
pe arcele ce corespund arborilor. In acest scop:

1. Se creeaza tablourile unidimensionale care contin respectiv cantitatile de produs in
surse, necesitatile de produs in destinatii, tipurile de produce cu cantitati diferite si

tipurile de transport cu capacitati diferite astfel:
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o = (&}, @, @], B = (B By e Bl V' = [V Ve Vo), 6 = [0, 65, .85
2. Pentru fiecare indice v € P;; se determina solutia intermediara astfel:
a) pentru fiecare indice j € B, fiecare indice k € P, si fiecare indice | € F; se
determind: x,y; = min{a;, B, Vi, &}, dupa care are loc actualizarea a; = @] — Xey,
Bj = B — Xekt> Yk = Yk — Xekt> 8] = 8] — Xey, unde e - indicele arcului (i, j) € T;
b) arcului (i,j) cuindicele e, unde j & V;, i se asociaza fluxul:
0, L) eT,
Xrekl = z Xro'ky € — indicele arcului (j,j')
(.J"ETy
unde k = 1,p,l =1,4.

Ca rezultat se obtin solutiile intermediare de forma:

Xrekl = (xrlll'xrllz' -"'xrupq)'r = 1)”

iar solutia finala a problemei are forma:

n n n
X = E Xi111» E Xi112 5 we» E Xiupq
i=1 i=1

i=1
Evaluarea cromozomilor presupune determinarea valorii functiei obiectiv pentru
fiecare dintre solutiile asociate cromozomilor.

Pasul 3 Selectarea cromozomilor. Cromozomii sunt sortati in ordinea cresterii valorii functiei
obiectiv pentru solutia asociatd cromozomului. Cromozomii din prima jumatate a
populatiei sunt transferati in noua populatie.

Pasul 4 Incrucisarea cromozomilor. Incrucisarea se realizeaza intre cromozomii transferati in
populatia P (i) din populatia P(i — 1) prin selectie. Aleatoriu este aplicatd aceeasi taietura
ambilor cromozomi-parinti asupra compartimentului 1. Cromozomii-urmasi se obtin
astfel:

* primul cromozom-urmas primeste arborii de pana la taietura a cromozomului-mama
cu ordinea respectiva a surselor si a tipurilor de produse si arborii de dupa taietura a
cromozomul-tatd cu ordinea respectiva a destinatiilor si a tipurilor de transport;

* al doilea cromozom-urmas primeste arborii de panad la taietura a cromozomului-tata
cu ordinea respectiva a surselor si tipurilor de produse si arborii de dupd taieturd a
cromozomul-mama cu ordinea respectiva a destinatiilor si tipurilor de transport.

Fiecare pereche de cromozomi-parinti genereazd doi cromozomi-urmasi si dimensiunea

populatiei noi rimane constanta.
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Pasul 5 Mutatia. Unei gene a cromozomului-urmas i se aplici o mutatie cu probabilitatea
€ € [0.1,0.5] si presupune:

* pentru fiecare compartiment doi — surse, frei — destinatii, patru — tipuri de produse si
cinci — tipuri de transport, aleatoriu se decide daca este aplicatd mutatia;

* 1n fiecare dintre compartimentele alese se schimba valorile Intre doud elemente alese
aleatoriu.

Pasul 6 Verificarea conditiei de oprire. Implica oprirea algoritmului dupa k iteratii. In calitate de
solutie a problemei serveste solutia care corespunde cromozomului cu valoarea functiei
obiectiv minimd din ultima populatie construitd. Se trece la Pasul 2 dacd conditia de
oprire nu este satisfacuta.

Remarca 3.4. In cazul problemelor de dimensiuni mari, drept conditie de oprire a
algoritmului poate servi durata de executie in timp. Deci, dupa o perioada anumita de timp este
stopata generarea noilor populatii, iar ca solutie a problemei serveste solutia care corespunde

cromozomului cu cele mai bune caracteristici din ultima populatie.

Remarca 3.5. Algoritmul AMG2 este aplicat in cazul retelelor care indeplinesc

urmadtoarele conditii:

1. Graful retelei de transport este conex si aciclic;

2. Exista cel putin 2 surse, 2 destinatii, 2 tipuri de produse, 2 tipuri de transport si cel putin
un punct intermediar,

3. Exista cel putin un drum din fiecare sursa in fiecare destinatie;

4. Varfurile surse nu contin arce ascendente, iar varfurile destinatii nu contin arce

descendente.
1 . Exemplul (codificare) 3.5. Se considera
! | reteaua de transport, descrisa de graful din Figura 3.4,
) 3 : cu doud puncte intermediare, sursele A; si A, care
= ) y o 7 contin respectiv a; =20 u. ¢. si @, =80 u. c. de
& U j;; o produs de tipul P; si P, respectiv cate y; = 50 u. c. si
J ¥, = 50 u. c. fiecare. Produsele sunt transportate cu
N ajutorul mijloacelor de transport T; si T, de capacitatea

respectivd de §; =60 u. c. si 6, =40 u. c. in

Fig. 3.4. Retea cu doud surse destinatiile B; si B, care au necesitatile respective de

si doua destinatii. B, =70u.csifB,=30uc.
Sursa: elaborat de autor
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Un cromozom a populatiei, in acest caz este descris de:

* compartimentul I care contine doi arbori de acoperire T; = {(1,3), (1,4), (4,5), (1,6)} si

T, ={(2,3),(3,4),(2,5),(3,6)} curddacina in sursa 1 si 2 respectiv;

* compartimentul 2 care contine ordinea de deservire a surselor, fie {1,2};

* compartimentul 3 care contine ordinea de deservire a destinatiilor, fie {2,1} ceea ce
inseamna ca este aprovizionat varful 6 (a doua destinatie) apoi varful 5 (prima destinatie);

* compartimentul 4 care contine ordinea de deservire a diferitor tipuri de produse, fie {1,2};

* compartimentul 5 care contine ordinea de utilizare a diferitor tipuri de transport, fie {2,1}

Astfel, se obtine un cromozom de forma:

{(1,3), (1.4), (4,5), (1,6)},{(2,3), 3:4), (2,5), (3,6) } },{1,2},{2,1},{1,2},{2,1} }.

Exemplul (decodificare) 3.6. Pentru cromozomul generat se construieste solutia
admisibila de forma x = (X111, X112, X121, X122, X211, X212, X221, X222, X311, X312, X321, X322, X411,
X412, X421, X422, X511, X512, X521, X522, X611, X612, X621) X622, X711, X712, X721, X722, X811/

Xg12, X821, X822, X911, X912, X921, X922, X10 11, ¥10 12, X10 21, X10 22) astfel:
Se creeaza tablourile @’ = [20,80], 8’ = [70,30], ¥’ = [50,50], 8" = [60,40].
* Este transportat produs prin arborele de acoperire cu radacina in sursa 1:

Din sursa 1 este transportat produs 1in destinatia a doua (nodul 6), deci
X512, = min{20,30,50,40} = 20, a; :== 20— 20 = 0,8, =30 — 20 = 10, y; :== 50 — 20 = 30,
&5 =40 — 20 = 20. Deoarece este transportat tot produsul din sursa, se asociaza tuturor arcelor
ramase, din acest arbore, un flux nul.

* Este transportat produs prin arborele de acoperire cu radacina in sursa 2:

In destinatia a doua prin arcul 9 este transportat fluxul x4;, = min{80,10,30,20} = 10,
ay =80—10=70, B3:=10—-10= 0,y == 30— 10 = 20, &85 := 20— 10 = 10. In prima
destinatie (nodul 5) prin arcul 4 este transportat fluxul x,,, = min{70,70,20,10} = 10,
a,=70—10=60, B;=70—-10=60,y; :=20—-10=10, &,:=10—10=0, fluxul
X411 = min{60,60,10,60} = 10, a5 := 60 — 10 = 50,5, =60 —10 = 50,y; :==10—-10 = 0,
61 =60 — 10 = 50, fluxul x,,; = min{50,50,50,50} = 50, a;, :=50 —50 =0, B; :=50 —
50=0,y;, =50—-50=0, §; :=50—-50=0.

Parcurgand arborele de acoperire in adancime, fluxul este repartizat astfel: fluxul de pe
arcul 4 este asociat si arcului 7 astfel: x,,; = 10, x5,, = 10, x5,; = 50. Arcului 6 ii este asociat
fluxul total de pe arcele 7 si 9 astfel: fluxul xg;; = X791 + X911 = 10 + 0 = 10, fluxul x4, =
X712 + X912 = 10 + 10 = 20, fluxul xgy1 = X721 + X921 = 50 + 0 = 50, fluxul x4, = X7, +

X922 = 0 4 0 = 0. Pentru restul arcelor, prin care nu este transportat flux, este asociat un flux nul.
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Ca rezultat, se obtine solutia x = (0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,10,10,50,0,0,20,0,0,10,20,50,0,
10,10,50,0,0,0,0,0,0,10,0,0,0,0,0,0). Evaluarea presupune determinarea valorii functiei obiectiv

in aceasta solutie.

Exemplul (incrucisare) 3.7. Pentru reteaua din Figura 3.4, se considera doi cromozomi-
parinti care participa la incrucisare. Taietura este aplicatd la mijlocul multimii de arbori din

compartimentul 1. Pentru:

Cromozom-mama {{(1,3),(1,4).(4.5).(1:6)§.{(2.3).(3,4).(2,5).(3.6) § } {125, 12,13 {215, {2, 1} }
Cromozom-tata {{(1,3),(3,4),(1,5),(1,6)} . {@BNGH@SNE0N. (1.2} 2 (1.2} fian
cromozomii-urmasi sunt:

Cromozom-urmas1 {{(13),(154).(4.5).(1.6)3, £(2:3).(3:4):(4.5).(2:6) 5 {1,225, {215 12,15, {1255
Cromozom-urmas2 {{(1,3),(3,4),(1,5).(1,6)}.{ (2,3),(3,4),(2,5),(3.6)§ ;. {1.2§.{2,1} {1,242, 1}

Exemplul (mutatie) 3.8. In exemplul prezentat mai jos sunt selectate multimile care
descriu ordinea de deservire a destinatiilor si a tipurilor de transport pentru care sunt schimbate cu

locul doud elemente din fiecare multime in parte, dupa cum urmeaza:

Cromozom-urmas {{(1,3),(1,4),(4,5),(1,6)},{ (2,3),(3,4),(4,5),(2,6)} },{1,2},{2,1},{2,1},{1,2} }

dupa mutatie cromozomul modificat este:

Cromozom-urmas {{(1,3),(1,4),(4,5),(1,6)},{ (2,3),(3,4),(4,5),(2,6)} },{1,2},{1,2},{2,1},{2,1} }.
Se formuleaza si se demonstreaza urmatoarele teoreme:

Teorema 3.8. Algoritmul AMG?2 necesita un volum de memorie de ordinul O(|V|(n|V| +
n+m+p+q)).

Demonstratie. Datele de intrare descrise de tabelul de restrictii este de dimensiunea upq.
Pentru pastrarea solutiei asociate cromozomului cu cele mai bune caracteristici din populatie este
necesarda upq memorie. Pastrarea unui cromozom necesita n|V| + n + m + p + q memorie, iar
pentru intreaga populatie — 4|V|(n|V| +n+ m + p + q) memorie. Prin urmare, algoritmul

AMG? necesita un volum de memorie de ordinul O(|V|(n|V|+n+m+p+q)) .00

Teorema 3.9. Complexitatea unei iteratii a algoritmului AMG2 este de ordinul

O(npq|VI(m + V] + u)).

Demonstratie. Pentru initializarea datelor de intrare descrise de tabelul de restrictii sunt

necesare 0(upq) operatii. Generarea unui cromozom necesita O(n|V|+n+m+p+q)
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operatii, astfel incdt generarea intregii populatii necesita O(|V|(n|V|+n+m+p+q))
operatii. Evaluarea solutiei asociate unui cromozom necesita O(n(mpq + |V|pq + upq))
operatii. Deoarece in populatie sunt 4|V| cromozomi, complexitatea de evaluare a tuturor
solutiilor asociate cromozomilor este O(npq|V|(m + |V| +w)). Incrucisarea este de o
complexitate O(n|V| + n + m + p + q) pentru un cromozom si de o complexitate O(|V|(n|V| +
n+m+p + q)) pentru intreaga populatie. Prin urmare, o iteratie a algoritmului AMG2 are

complexitatea de ordinul O(n|V| +n+m+p+q).[00

Observatia 3.3. Din Teorema 3.9 rezulta ca timpul de executie a algoritmului AMG2 este
oUMm|V|+n+m+p+q)), unde U este numarul de iteratii necesar pentru obtinerea unei

solutii asociate cromozomului cu caracteristici bune.
Teorema 3.10. Algoritmul AMG2 converge catre optimul local.

Demonstratie. Din populatia P(i — 1) sunt transferati in populatia P(i) cromozomii
pentru care valoarea functiei obiectiv in solutia asociatad este minima. Cromozomilor populatiilor
construite la fiecare iteratie le este asociata o solutie admisibild, deci se poate spune ca dupa
executarea unui numar finit de iteratii este depistat cromozomul caruia ii este asociata solutia ce

descrie optimul local. Prin urmare, algoritmul AMG2 converge catre optimul local.[]

3.2.5 Implementarea si testarea algoritmului AMG?2

Algoritmul AMG2 este implementat in limbajul Wolfram si testat In baza unui sir de
exemple, probleme de transport de diferite dimensiuni ca numar de surse, numar de destinatii,
numar de puncte intermediare, numar de tipuri diferit de produse si numar de tipuri diferite de
transport care pot fi utilizate.

Un exemplu practic de aplicare a algoritmului AMG2 pentru solutionarea problemei
neliniare de transport pe retea descrisa de surse, destinati, puncte intermediare, tipuri de produse
si tipuri de transport este prezentat in Anexa 12. Codul scris in Wolfram Mathematica poate fi
accesat pe https://github.com/TatianaPasa/GeneticAlgorithm.

In Tabelele 3.7 si 3.8 sunt prezentate rezultatele solutionarii unui sir de probleme de diferite
dimensiuni, unde functiile de cost sunt functii concave secvential-liniare. Dimensiunea problemei
de transport este descrisa de n — surse, m — destinatii, p — tipuri de produse transportate, g — tipuri
de transport utilizate si g — puncte intermediare. In baza functiei de producere si consum totalul
produselor disponibile in surse este egal cu totalul produselor necesar in destinatii si este egal cu
50 u. c. Totalul de produse de diferite tipuri coincide cu capacitatea totald de tipuri de transport

utilizat si este de 50 u. c.
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Tabelul 3.7. Timpul de executie pentru algoritmul AMG2. Sursa: elaborat de autor

E‘s/:(‘:gﬁ g/e g) 2/2/2/2/2 | 213121312 | 2/3/3/3/3 | 3/3/3/3/3 | 3/4/3/4/3 | 3/4/4/4/4 | 4/4/4/4/4 | 4/5/4/5/4
1 0.2500 | 0.5156 | 0.9687 | 1.3125 | 2.0312 | 3.9062 | 4.3750 | 6.6406

2 0.2656 | 0.4218 | 0.9375 | 1.2500 | 2.0937 | 3.9531 | 4.3437 | 6.5781
3 0.2812 | 0.4375 | 0.9687 | 1.2500 | 2.0312 | 3.9531 | 4.5468 | 6.6562
4 0.3437 | 0.5312 | 1.0000 | 1.2968 | 2.0000 | 3.9218 | 4.4531 | 6.5937
5 0.3281 | 0.4843 | 1.0312 | 1.2500 | 2.0625 | 3.9062 | 4.4531 | 6.5468
Necunoscute 48 102 234 261 432 896 864 1240

n/m/p/q/g

4/5/5/5/5 | 5/5/5/5/5 | 5/6/5/6/5 | 6/6/6/6/6 | 7/7/7/7/7 | 8/8/8/8/8 | 9/9/9/9/9 (10/10/10/10/10
(secunde)

11.6250 | 12.2656 | 17.5313 | 29.6719 | 62.1563 | 118.938 | 213.656 | 353.234
11.6406 | 12.4375 | 17.5469 | 29.5156 | 62.0000 | 117.906 | 211.906 | 359.266
11.5156 | 12.5781 | 17.5938 | 29.4531 | 62.7344 | 118.922 | 216.281 | 361.453
11.5313 | 12.4063 | 17.5625 | 29.6406 | 62.0625 | 117.375 | 211.656 | 356.750
11.4844 | 12.4844 | 17.6406 | 20.9531 | 62.6406 [1117.031| 216.406 | 355.703
Necunoscute| 2225 2125 2850 4428 8232 14080 | 22599 34500

Testele sunt efectuate pe o masina Intel 15-2500 cu 4 Cores si 8 GB memorie DDR3 in

Wolfram Mathematica 12.

In Tabelul 3.7 este dat timpul de executie a algoritmului AMG2 pentru probleme de diferite
dimensiuni: numarul de surse, destinatii, puncte intermediare, tipuri de produse si tipuri de
transport, pentru a caror solutionare sunt utilizate de la 48 de necunoscute in cazul problemei cu 2
surse, 2 destinatii, 2 tipuri de produse, 2 tipuri de transport si 2 puncte intermediare pana la 34500
de necunoscute 1n cazul problemei cu 10 surse, 10 destinatii, 10 tipuri de produse, 10 tipuri de
transport si 10 puncte intermediare. Dupd cum se poate observa, algoritmul permite obtinerea unor
solutii pseudo optime in timp rezonabil chiar si in cazul problemelor de transport de dimensiuni
mari, timpul fiind dat dupd generarea a 10 populatii.

In Tabelul 3.8 sunt expuse datele ce vizeazi rezultatele solutiondrii unui sir de probleme
de transport pe retea de dimensiuni diferite, unde se poate observa cum pentru fiecare din cele 10
populatii generate se modificd valoarea functiei obiectiv calculatd pentru solutia asociatd
cromozomului cu cele mai bune caracteristici din populatia respectiva si valoarea functiei obiectiv
totald pentru populatia respectiva.

Din datele prezentate in Tabelul 3.8 se observa ca Fr(x) in general descreste de la o iteratie

la alta, cu unele exceptii — cand in urma operatiilor de incrucisare si mutatie se obtin solutii carora
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le corespund costuri mai ridicate decat cele ce corespundeau populatiei precedente. Marirea
nesemnificativa a Fr(x) este urmatd de descresteri, ceea ce sugereaza ca in populatiile noi se
contin preponderent cromozomi cu caracteristici mai bune decat cei din populatia obtinutd la
iteratia anterioara.

Tabelul 3.8. Modificarea valorii F(x) si Fr(x) pentru algoritmul AMG2.
Sursa: elaborat de autor

Iteratia n/m/p/q/g (u. c.)
4/4/4/4/4 5/5/5/5/5 6/6/6/6/6 777717 10/10/10/10/10

I 30/2431 43 /4078 60/ 6301 73 /8897 94 /17495
II 30/2263 43 /3767 51/5837 73 /8560 94 /17176
I 29/2113 43 /3584 51/5691 69 /8059 94 /16846
v 29 /2117 42 /3343 51/5317 61/7774 94 /16546
\% 28/ 1885 41/3208 50/5145 61/7657 88 /16157
VI 28 /1890 40/3033 45 /4878 5577529 88 /15799
vl 26/ 1851 3772923 45 /4744 55/7219 88 /15839
vl 17 /1831 32/2801 45/4619 5577286 85/ 15480
IX 17 /1826 32/2775 44 /4559 55/7126 85/ 15403
X 17 /1819 32/2774 40 /4551 55/ 6865 85/ 15299

Desi se poate vedea ca la cateva iteratii consecutive se repeta aceeasi valoare F(x), ceea
ce ITnseamna ca la céteva iteratii consecutive nu este depistat un cromozom cu caracteristici mai
bune, se atrage atentia ca algoritmul permite iesirea dintr-un astfel de blocaj determinand un nou
cromozom cu caracteristici mai bune deci si o solutie pentru care valoarea functiei obiectiv este
mai mica.

Algoritmul permite determinarea unei solutii optime locale pentru care valoarea functiei
obiectiv este cu atat mai mica cu cat sunt Indeplinite mai multe iteratii ale algoritmului. Numarul
de iteratii depinde de dimensiunea problemei solutionate, de timpul disponibil pentru a furniza
solutia dar si de capacitatile tehnologice de care se dispune.

Daci se solutioneaza aceleasi probleme neliniare de transport cu 3 indici aplicand de cateva
ori algoritmii AME2 si AMG2, se poate concluziona ca rezultatul furnizat depinde de pasul de
initializare. Desi algoritmul AMG2 depinde de populatia initiald, dupd un numar suficient de
iteratii el permite obtinerea solutiei optime locale din vecinatatea optimului global, deci a unei
solutii pseudo optime. In cazul algoritmului AME2 doar o alegere corecti a solutiei initiale permite

obtinerea solutiei optime locale din vecinatatea optimului global, fapt ce nu poate fi realizat mai
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ales in cazul problemelor de dimensiuni mari. O caracteristica importanta a lui AMG2 este iesirea

cu succes din blocaje Tn minime locale si, astfel, imbunatatirea solutiei.

2500
2000
1500

1000

Timpul: secunde

500

0
48 102 234 261 432 864 896 1240 2125 2850 4428

Nr. de necunoscute

Algoritmul E2 Algoritmul G2

Fig. 3.5. Timpul de executie pentru AME?2 si AMG2. Sursa: elaborat de autor

Din Figura 3.5 se poate observa ca algoritmul AMG2 furnizeaza solutie optima locala,
dupa 10 iteratii, In timp de cca un minut chiar si pentru probleme cu peste 1500 de necunoscute,
iar in cazul aplicarii algoritmului AME2, cand numarul necunoscutelor trece de o mie, timpul de

furnizare a solutiei creste semnificativ.

3.3 Concluzii la capitolul 3

In capitolul 3 sunt formulate problemele neliniare de transport cu 4 si cu 5 indici in care
circula cateva tipuri de produse transportate de cateva tipuri de transport. Pentru problemele
formulate sunt propusi algoritmi care permit obtinerea solutiei in timp rezonabil si pentru probleme
de dimensiuni mari. In legituri cu studierea problemelor neliniare de transport cu mai multi indici
au fost obtinute rezultate care completeaza rezultatele cunoscute la moment in acest domeniu si se
referd la:

1) elaborarea algoritmului AMEI de solutionare a problemei neliniare de transport cu 4
indici, descrisd de functii concave de cost, care presupune reducerea consecutivd a
problemei neliniare la o problema liniara;

2) elaborarea algoritmului AMGI de solutionare a problemei neliniare de transport cu 4
indici, descrisa de functii concave de cost, care are la baza aplicarea operatorilor de
selectare, incrucisare si mutatie a algoritmilor genetici;

3) formularea problemei neliniare de transport pe retea cu 5 indici descrisd de surse,

destinatii, puncte intermediare, tipuri de produs si tipuri de transport ca problema
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4)

8))

6)

7)

8)

9)

neliniard de transport pe retea cu 3 indici descrisa de produse, tipuri de transport si
multimea de arce;

elaborarea algoritmului AME2 de solutionare a problemei neliniare de transport pe retea
cu 3 indici, descrisa de functii concave de cost, care presupune reducerea consecutiva a
problemei neliniare la o problema liniara;

elaborarea algoritmului AMG2 de solutionare a problemei neliniare de transport pe retea
cu 5 indici formulata ca problemad cu 3 indici, descrisa de functii concave de cost, care
are la bazd aplicarea operatorilor de selectare, Incrucisare si mutatie a algoritmilor
genetici;

descrierea unei codificari corecte a problemei respective, pentru fiecare dintre algoritmii
genetici AMG1 si AMG2, astfel incat la decodificare se obtine o singura solutie
admisibila pentru fiecare cromozom;

descrierea operatorilor de incrucisare si mutatie, astfel incat ori de cate ori sunt aplicati,
in cadrul fiecarui dintre algoritmii genetici AMGI si AMG2, dupd decodificarea
cromozomului nou construit se obtine o solutie admisibild a problemei codificate;
demonstrarea convergentei algoritmilor AME1, AME2, AMG1 si AMG2 catre un optim
local;

determinarea volumului necesar de memorie pentru implementarea practica a

algoritmilor elaborati;

10) testarea algoritmilor implementati In Sistemul Mathematica care permit solutionarea

problemelor neliniare de transport.

Potrivit studiului efectuat in acest capitol se formuleaza urmatoarele concluzii:

1.

Algoritmul AMEI permite solutionarea problemei neliniare de transport cu 4 indici,
prin reducerea acesteia la o problema liniard, in timp rezonabil pentru probleme de pana
la 1000 de necunoscute.

Algoritmul AME2 permite solutionarea problemei neliniare de transport pe retea cu 5
indici formulata ca problema cu 3 indici, prin reducerea acesteia la o problema liniara,
in timp rezonabil pentru probleme de pand la 1000 de necunoscute.

Algoritmii genetici AMG1 si AMG2 propusi pentru solutionarea problemelor neliniare
de transport formulate reduc esential timpul de obtinere a solutiei, astfel Incat pot fi
rezolvate probleme cu cateva mii de necunoscute in timp rezonabil.

Complexitatea unei iteratii pentru fiecare dintre algoritmii genetici AMGI1 si AMG2

este una polinomiala.
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Fiecare dintre algoritmii AMGI si AMG2 genereaza o solutie pseudo optima care este
o solutie locala din vecindtatea solutiei optime globale in cazul generdrii unui numar
suficient de populatii.

Pentru algoritmii AMG1 si AMG?2 este demonstrat experimental ca permit iesirea din

blocaje in solutii locale datorita operatiilor de incrucisare si mutatie.
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CONCLUZII GENERALE SI RECOMANDARI

Cercetarile efectuate In cadrul tezei “Algoritmi de solutionare a problemelor neliniare de
transport’ corespund scopului si obiectivelor expuse in introducerea lucrarii. Tindnd cont de
importanta si aplicabilitatea problemei studiate in capitolul 1 si in baza rezultatelor obtinute in
capitolele 2 si 3, se formuleaza cateva concluzii generale si recomandari.

Concluzii generale asupra rezultatelor obtinute

1. Solutionarea problemelor neliniare de transport de dimensiuni mari descrise de retele cu
una sau mai multe surse si una sau mai multe destinatii aplicand algoritmii euristici AE1 si
AE2, descrisi de autor, permit imbunatatirea esentiala a timpului de executie la aflarea
solutiei pseudo optime de minimum 600 de ori pentru probleme de dimensiuni mici si de
peste 9 000 000 de ori pentru probleme de dimensiuni mari (Cap. 2, 2.2);

2. Algoritmii genetici AG1, AG2, AG3 si AG4, propusi de autor, permit solutionarea in timp
rezonabil a problemelor neliniare de transport cu cateva mii de necunoscute descrise de
retelele cu una sau mai multe surse si una sau mai multe destinatii pentru care functiile
standard nu sunt aplicabile in timp real (Capitolul 2, 2.3, 2.4, 2.5);

3. Solutionarea problemelor neliniare de transport de dimensiuni mari descrise de retele cu
mai multi indici aplicand algoritmii euristici AME1 si AME2, descrisi de autor, permit
imbunatatirea esentiala a timpului de executie si genereaza o solutie pseudo optima in timp
rezonabil (Capitolul 3, 3.1.2, 3.1.3, 3.2.2, 3.2.3);

4. Algoritmii genetici AMG1 si AMG2, propusi de autor, permit solutionarea in timp
rezonabil a problemelor neliniare de transport cu citeva mii de necunoscute, descrise de
retelele cu mai multi indici (Capitolul 3, 3.1.4, 3.1.5, 3.2.4, 3.2.5);

5. Testarea algoritmilor genetici AG3, AG4, AMGI si AMG2, demonstreaza ca se asigura
cu succes iesirea din blocajele in solutiile locale, iar procedura de codificare permite la
decodificare sd se obtind Intotdeauna solutii admisibile ale problemei examinate (Capitolul
2,2.4.3,2.5.3, Capitolul 3, 3.1.5, 3.2.5);

6. Se observa o Imbunatétire a timpului de executie pentru algoritmii genetici AG1, AG2,
AG3, AG4, AMGI1, AMG?2 in comparatie cu timpul de executie a algoritmilor AE1, AE2,
AMEI1 si AME2, primii fiind aplicabili si pentru probleme de dimensiuni foarte mari de
ordinul a zeci de mii de necunoscute in timp de la 5 la 10 minute pe calculatoarele
mentionate in teza (Capitolul 2, 3).

Algoritmii elaborati si testati in cadrul acestei lucrarii sunt realizati in limbajul Wolfram si

implementati in Sistemul Mathematica.
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Avantajele si valoarea elaborarilor propuse

Cercetdrile efectuate sunt o extindere a teoriei ce tine de problemele neliniare de transport
pe retea cu functii concave de cost. Datorita gradului inalt de noutate si originalitate, algoritmii
elaborati propusi in lucrare au o valoare stiintificad distincta. Rezultatele obtinute pot fi utilizate in
diverse domenii atat teoretice, cat si practice.

Recomandari

Luand in considerare importanta teoretico-aplicativd si complexitatea problemelor
abordate in lucrare, se recomanda:

1. Continuarea cercetarilor in vederea elaborarii unor noi algoritmi care permit obtinerea
solutiilor optime pentru probleme neliniare de transport cu variate tipuri de functii de cost,
diferite de cele examinate deja in lucrare.

2. Extinderea rezultatelor obtinute pentru cazuri nestudiate ale problemelor neliniare de
transport cu mai multi indici, prin descrierea modelului matematic si a algoritmilor care
permit solutionarea lor.

3. Utilizarea rezultatelor obtinute in curricula unor discipline optionale predate in cadrul

institutiilor de invatamant superior la diverse cicluri de studii universitare.
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ANEXE

Anexa 1
Tratarea solutiei degenerate in solutionarea problemei clasice de transport

In cazul in care solutia admisibild de bazi are mai putin de m +n — 1 componente

pozitive si o solutie admisibila de baza degenerata se poate obtine o solutie nedegenerata inlocuind
zerourile in exces cu 0" care impune participarea lor in solutie ca valori neegale cu zero.

O altd modalitate (Pasa & Ungureanu, 2017b) constd in alcatuirea sistemului

u; +v; = ¢, i = 1,m, j = 1,n - bazice. In cazul degenerat numarul de variabile carora li se pot

ijs
atribui valori arbitrare este mai mare decat unu. Se solutioneaza sistemul si se calculeaza
diferentele finite 6;; = ¢;;—(u; + v;), i = 1,m,j = 1,n. Se alege, celula cu cea mai mici valoare
negativa. Pentru ea este gasit un ciclu de redistribuire reiesind din considerentele ca toate celule

[I3R4

cu eticheta trebuie neaparat sa fie ocupate, adicd valoarea inscrisd Intr-o celuld etichetata cu

“-” trebuie sd fie pozitiva. Existenta cel putin a unui ciclu este garantata de varianta obisnuitd a
metodei potentialelor. In urma redistribuirii valorilor se efectueaza trecerea de la planul degenerat
de transport la unul imbunatatit, dar nu neaparat la unul nedegenerat.
O modalitate de imbunatatire a solutiei sau/si obtinerea unei solutii nedegenerate este
respectarea urmatoarelor recomandari:
1. Se construieste un ciclu, care incepe cu o celuld ce are valoarea fluxului egala cu zero, cea
careia 1i corespunde un cost minim in cazul in care este posibilitatea alegerii din cateva
optiuni si care este marcata cu “+”;

¢

2. Pentru ciclu se aleg astfel de celule marcate cu incat neapdrat sa contind un flux de
produs, iar celulele marcate cu “+” pot fi chiar si toate cu flux nul;

3. Pentru determinarea cantitdtii de produs care trebuie transportat astfel incat sa fie
imbunatititd solutia se alege x,.; = min{x;;loricare i,j din ciclu cu semnul " —"}.

Dupa care se modifica variabilele care apartin ciclului dupa regula:

N {xij — X,s, pentrucelule cu semnul " —
Yo \xij + x5, pentru celule cu semnul " +

4. Se trece la pasul 3 a metodei potentialilor pentru a verifica daca solutia obtinutd este
optima, in caz contrar se trece la punctul 1 si se repeta procedura de construire a ciclului
si Tmbunatatirea solutiei pentru o solutie degenerata.

O asemenea metoda de imbunatatire a planurilor de transport degenerate exclude cazurile
cand se efectueazi trecerea de la un plan la altul cu schimbarea doar a valorilor 0" dintr-o celula

in alta. Tratarea in asa fel a cazurilor degenerate poate micsora numarul de iteratii ale metodei
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potentialelor la rezolvarea problemelor degenerate. In cazul respectarii recomandarilor descrise
mai sus, se ajunge la aceiasi solutie optimi care ar fi fost obtinuti utilizind 0" pentru a evita cazul
solutiei degenerate. Aceste reguli pot conduce la obtinerea unei solutii optime in mai putine iteratii
in cazul unor probleme degenerate.

Exemplu: Fie este dat Tabelul 1.1 de transport cu solutia initiald degeneratd a problemei
de transport.

Tabelul 1.1. Solutie degenerata a problemei de transport Sursa: elaborat de autor

i Bj B B, B3 B4 aj
Ay “r 9 7 2 “+ ] 50
50
A, “+” 4 “r 10 10 2 50
50
A3 5 “+7 3 “.” 3 7 50
50

Ay 5 2 “+ 2 “ro 8 50
50

b; 50 50 50 50

Din tabel se vede ca este obtinutd o solutie x; = (50, 50,50,50,0,0,0) care contine doar
4 componente nenule, deci este o solutie degenerati. In acest caz costul cheltuielilor este
F(x;) = 1900. Urmand recomandarile de mai sus, se construieste un ciclu (4, B;), (4,, B,),
(A5, By), (As,B,), (A3, Bs), (A4, B3), (A4, B,), (A4, B,) si se asociaza incepand cu (44, B;)
semnul “-” iar pentru (4,, B,) semnul “+”. In urma transportrii cantititii de produs de marimea
50 se obtine Tabelul 1.2:

Tabelul 1.2. Solutie degenerata imbunatitita a problemei de transport
Sursa: elaborat de autor

Ai B1 Bz B3 B4 a;

Ay 9 7 2 1 50
50

A, 4 10 10 2 50

50
A3 5 3 3 7 50
50
Ay 5 2 2 50
50
b; 50 50 50 50

Ca rezultat se obtine o solutie degenerata dar careia 1i corespunde un cost mult mai mic

F(x;) = 700. Acest proces poate fi repetat fapt care ne conduce la o solutie optima.
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Anexa 2

Tabelul 2.1. Algoritmi de solutionare a problemei fluxului maxim Sursa: elaborat de autor

Nr. Autori / referinte Anul Complexitate Comentarii
1 | Ford & Fulkerson/[1],| 1956 O(IEIf) f - flux maxim
[2]
3 | Dinic/ [5] 1970 O(IV|?|E]) Fluxuri saturate
2 | Edmonds & Karp/[4] | 1972 O(IVI|IE|?) Cel mai scurt drum
4 | Karzanov / [6] 1974 4R
5 | Even & Tarjan/[10] 1975 O(IV|?|E]) Prefluxul
6 | Galil &Naamad /[7] 1980 O(|E|IV|log?|V]) Structuri de date
7 | Sleator & Tarjan / [8], | 1983 O(|E||V]1og|V]) Arbori binari de
[24] cautare
8 | Goldberg & Tarjan /| 1988 45 Push-Relabel
25) O(IEIIV] IOg(m))
o(IV|?log|V1)
Implementare paralela
9 | Ahuja & Orlin / [26] 1989 O(IVIIE| + |V|?log|V])
0(IV|?log U logp) p = [IEI/IVI],
implementare paralela
10 | Ahuja, Orlin & Tarjan | 1989 oVIIE] log((m) log U)% N 2)
/[27] IE] U - capacitate maxima
+ |E|logy U)
11 | Miller & Naor / [28] 1995 O(W)
O(I([VDlog?|V]) implementare paraleld
12 | Goldberg & Rao /[11] | 1998 | ;. . (W22, JTET) 1 log(%) log U
13 | Tarjan, Ward, Zhong, | 2006 O(IV|?|E|log(IV|U)) U - capacitate maxima
Zhou &Mao / [12]
14 | Borradaile & Klein /| 2009 o(|V|log|V]) Leftmost
[23]
15 | Borradaile, Klein, | 2011 Pseudoflux
Mazes,  Nussbaum, 0(|V|log3|V])

Wulff-Nulsen / [15]
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16 | Cristiano, Kelner, | 2011 Flux
Madry, Spielman & O(|E||V|}/3e711/3) (1 — &) — aproximativ
Teng / [16]
17 | Kelner, Lee, Orecchia | 2014 0(“ E||1+0(1) £2) Flux € — aproximativ
& Sidford / [18]
10
18 | Madry / [30] 2013 0 <|V|7) — (V|43
. 31
19 | Orlin / [31] 2013 (IVIIE| + |E|TE log 2|V])
16
OUVIIED 1] = (v1(5s)9)
o(IVI?/loglVI) |E]l =0V
20 | Mehta / [32] 2014 O(|E|IV]) |E|l =0(V])
21 | Madry / [33] 2016 O(|E|*/7yr/7)y
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Anexa 3

Schema — bloc a algoritmului AE1 Sursa: elaborat de autor

An admissible solution x%(e) is determined that satisfies

xeE (v)

{ Z x%(e) — Z x%(e) = q(v), forallveV
xeE' (v)
x°(e) =0, forallee E

I

The value of the function in the initial point is calculated
F(x%) = Yeep 9 (x°(e)).

|

|
The values of the coefficients are calculated
C.= r'(ﬂ(—’”- x(e) >0

x%(e)

F(0), x°%e)=0

I

,foralle € E

The linear transportation problem is solved:
min - z(x) = Z C.x(e)

eEE
[ Z x(e) — Z x(e) = q(v), oriceveV
xEE+(v) x€E~(v)
x(e) =0, oricee € E

and the optimum solution is found x* = (x'(e,). x'(e,). ..., x*(ep))

z(x1) < F(x9)
or
z(x1) = F(x®) six! # x°

/ x, 1s the optimal solution /
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Anexa 4
Aplicarea algoritmului AE1
Se considera problema de transport pe retea cu 5 noduri (o sursd, doud destinatii si doua
puncte intermediare) si 7 arce descrisa de graful din Figura 4.1.
1 Sursa are disponibilul de flux de 10 u. c., in prima
destinatie necesarul este de 2 u. c. iar in a doua destinatie
necesarul este de 8 u. c.

Fiecarui arc {e,, e,, e,} 1i este asociatd functia de cost:
(x)_{x, 0<x<1
Y1 1, x>1
si arcelor {es, e4, es, e¢} functia de cost:

2x, 0<x<2
¢ o0 =13 "33

Pasul 1. Se determina o solutie admisibila a problemei
Fig. 4.1. Retea de transport o . o _ '
neliniare care satisface restrictiile de existenta a fluxului in retea

si se obtine x° = (5,5,3,1,1,1,7)

Sursa: elaborat de autor

Iteratia 1.

Valoarea functiei obiectiv este F(x®) = 13. Se aproximeazd problema neliniard cu una
liniard si se rezolva problema liniard pentru care solutia optima este x! = (2,8,0,2,0,0,8) iar
functia obiectiv liniard are valoarea Z( x*) = 50/7. Deoarece Z(x1) < F(x°) se substituie x° cu
x! si se trece la Pasul 2.

Iteratia 2.

Valoarea functiei obiectiv este F(x°) = 7. Se aproximeaza problema neliniard cu una
liniard si se rezolva problema liniard pentru care solutia optima este x* = (0,10,0,0,0,2,8) iar
functia obiectiv liniard are valoarea Z( x*) = 25/4. Deoarece Z(x1) < F(x°) se substituie x° cu
x! si se trece la Pasul 2.

Iteratia 3.

Valoarea functiei obiectiv este F(x°) = 6. Se aproximeaza problema neliniard cu una
liniard si se rezolva problema liniard pentru care solutia optima este x* = (0,10,0,0,0,2,8) iar
functia obiectiv liniard are valoarea Z( x1) = 6.

Deoarece Z(x1) = F(x°) si x! = x° atunci x* = x1=(0,10,0,0,0,2,8) este solutie optima.
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Anexa 5

Aplicarea algoritmului AG1

o
I Se considera reteaua de transport descrisa de graful din
Y
ez o . . A .
o Figura 5.1 cu multimea de varfuri {1,2,3,4,5,6,7,8,9}
I3 o careia i este asociatd o functie de producere si consum:
9¢ 80, v=1
V¥ &
o o 0 qv) =4 0, v =234,5,6,78.
Y ori \ _80, v=9
RN . N
Fiecarui arc {e,, e3, €5, €5, €10, €11, €16} 11 este
612 e1o
V2 ofs . ) _(x, x< .
o asociata o functie de cost ¢;(x) = {1’ r>1 9 arcelor
14
Al {e,, es, €7, €5, €9,€12,€13,€14,€15} functia de cost

2x, x<2
e em={y 33

Pasul 1. Se genereazd o populatie initiald din 36 de

16

Fig. 5.1. Retea de transport
cromozomi:

{{2,2,1,1,3,1,1,1}, {2,1,1,1,1,1,1,1}, {2,2,2,2,2,1,1,1},
{3,2,1,2,3,1,1,1}, {3,1,1,2,3,1,1,1}, {3,2,2,1,3,1,1,1}, {3,2,2,1,1,1,1,1}, {2,1,1,1,1,2,1,1}, {3,2,2,1,2,2,1,1},
{3,1,1,2,2,2,1,1}, {3,2,2,1,2,1,1,1}, {2,1,2,1,3,2,1,1}, {2,2,2,1,2,1,1,1}, {3,2,1,2,3,2,1,1}, {3,1,1,1,3,1,1,1},
{3,2,2,1,3,2,1,1}, {3,1,1,2,1,1,1,1}, {2,2,1,1,2,1,1,1}, {1,2,1,1,2,2,1,1}, {1,2,2,1,1,1,1,1}, {3,2,1,2,1,2,1,1},
{2,1,2,1,3,1,1,1}, {3,2,2,1,3,1,1,1}, {3,2,1,2,3,2,1,1}, {1,2,2,1,3,2,1,1}, {3,2,2,2,3,1,1,1}, {3,2,1,1,2,2,1,1},
{3,1,2,2,3,1,1,1}, {3,1,1,1,1,2,1,1}, {3,1,2,2,2,1,1,1}, {1,2,1,1,1,1,1,1}, {3,2,1,1,3,1,1,1}, {1,2,1,2,3,2,1,1},
{3,2,1,2,3,2,1,1}, {2,1,1,1,1,2,1,1}, {1,1,2,1,2,1,1,1}}

Sursa: elaborat de autor

Se initializeaza matricea ratelor de flux pentru reteaua de transport:

{{0.0, 0.6, 0.3, 0.1, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0,
£0.0, 0.0, 0.1, 0.0, 0.9, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0},
£0.0, 0.0, 0.0, 0.6, 0.0, 0.4, 0.0, 0.0, 0.0},
£0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.2, 0.8, 0.0, 0.0},
£0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.3, 0.0, 0.3, 0.4},
£0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.7, 0.3, 0.0},
£0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 1.0, 0.0},
£0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 1.0},
£0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0} }.

Valoarea functiei obiectiv calculatd pentru solutia asociatd primului cromozom generat
aliator este F(x) = 10 u.c. si valoarea Fy(x)= 546.6 u.c..

Iteratia 1, se executa succesiv pasii 2 — 6. Cromozomii populatiei sunt sortati in ordine

crescatoare a valorii functiei obiectiv in solutia asociatd cromozomilor respectivi. Primii 18

cromozomi sunt transferati in urmatoarea populatie.

Cromozomii-parinti: Cromozomii-urmasi obtinuti dupa incrucisare:
{{4.0,{1,1,2,1,2,1,1,1}}, {1,1,2,1,1,1,1,1},

{4.0,{1,2,,L,1,1,1,1}}, {1,2,1,1,2,1,1,1},

{4.0,{1,2,1,1,2,2,1,1} }, {1,2,1,1,2,1,1,1},
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{4.0,{1,2,2,1,1,1,1,1}},

{4.0,{1,2,2,1,3,2,1,1}},

{10.0,{1,2,1,2,3,2,1,1}},
{10.0,{2,1,1,1,1,1,1,1}},
{10.0,{2,2,1,1,2,1,1,1}},
{10.0,{2,2,1,1,3,1,1,1}},
{11.0,{2,1,1,1,1,2,1,1}},
{11.0,{2,1,1,1,1,2,1,1}},
{12.0,{3,1,1,1,3,1,1,1}},
{13.0,{3,1,1,1,1,2,1,1}},
{13.0,{3,1,1,2,1,1,1,1}},
{13.0,{3,1,1,2,3,1,1,1}},
{14.0,{2,1,2,1,3,1,1,1}},
{14.0,{2,2,2,1,2,1,1,1}},
{14.0,{3,1,1,2,2,2,1,1} }}

{1,2,2,1,1,2,1,1},
{1,2,2,1,3,2,1,1},
{1,2,1,2,3,2,1,1},
{2,1,1,1,1,1,1,1},
{2,2,1,1,2,1,1,1},
{2,2,1,1,3,1,1,1},
{2,1,1,1,1,2,1,1},
{2,1,1,1,3,1,1,1},
{3,1,1,1,1,2,1,1},
{3,1,1,1,1,1,1,1},
{3,1,1,2,1,2,1,1},
{3,1,1,1,3,1,1,1},
{2,1,2,2,3,1,1,1},
{2,2,2,1,2,1,1,1},
{3,1,1,2,2,2,1,1}}

Asupra cromozomilor-urmasi este aplicatd mutatia cu o probabilitate 0,01. Fiecarui

cromozom i se asociaza o solutie in care este calculata valoarea functiei obiectiv.

Populatia noud dupd mutatii:

{{4.0,{1,1,2,1,2,1,1,1}},
{4.0,{1,2,1,1,1,1,1,1}},

{4.0,{1,2,1,1,2,2,1,1}},

{4.0,{1,2,2,1,1,1,1,1}},

{4.0,{1,2,2,1,3,2,1,1}},

{10.0,{1,2,1,2,3,2,1,1}},
{10.0,{2,1,1,1,1,1,1,1}},
{10.0,{2,2,1,1,2,1,1,1}},
{10.0,{2,2,1,1,3,1,1,1}},
{11.0,{2,1,1,1,1,2,1,1}},
{11.0,{2,1,1,1,1,2,1,1}},
{12.0,{3,1,1,1,3,1,1,1}},
{13.0,{3,1,1,1,1,2,1,1}},
{13.0,{3,1,1,2,1,1,1,1}},
{13.0,{3,1,1,2,3,1,1,1}},
{14.0,{2,1,2,1,3,1,1,1}},
{14.0,{2,2,2,1,2,1,1,1}},
{14.0,{3,1,1,2,2,2,1,1}},
{4.0,{1,1,2,1,1,1,1,1}},

{4.0,{1,2,1,1,2,1,1,1}},

{4.0,{1,2,1,1,2,1,1,1}},

{4.0,{1,2,2,1,1,2,1,1}},

{4.0,{1,2,2,1,3,2,1,1}},

{10.0,{1,2,1,2,3,2,1,1}},
{10.0,{2,1,1,1,1,1,1,1}},
{10.0,{2,2,1,1,2,1,1,1}},
{10.0,{2,2,1,1,3,1,1,1}},
{11.0,{2,1,1,1,1,2,1,1}},
{10.0,{2,1,1,1,3,1,1,1}},
{13.0,{3,1,1,1,1,2,1,1}},
{12.0,{3,1,1,1,1,1,1,1}},
{14.0,{3,1,1,2,1,2,1,1}},
{12.0,{3,1,1,1,3,1,1,1}},
{15.0,{2,1,2,2,3,1,1,1}},
{14.0,{2,2,2,1,2,1,1,1}},
{14.0,{3,1,1,2,2,2,1,1} }}

Solutiile asociate cromozomilor:

{{4.0,{0,0,80.0,0.,0,0.,0.,0,80.0,0.,0,0.,0.,0,80.0,80.0} !,
{4.0,10,0,80.0,0.,0.,0,0.,0,80.0,0,0,0..0.,0,80.0,80.0} !,
{4.0,10,0,80.0,0.,0.,0,0.,0,80.0,0.,0,0.,0.,0.,80.0,80.0} },
{4.0,10,0,80.0,0.,0.,0.,0.,0,80.0,0,0,0.,0.,0,80.0,80.0} },
{4.0,10,0,80.0,0.,0.,0.,0.,0,80.0,0.,0.,0.,0.,0.,80.0,80.0} },
{10.0,{0,0,80.0,0.,0.,0,0.,62.5,17.4,0.,0.,0.,42.7,19.8,60.2,80.0} !,
{10.0,{0,30.4,49.6,0.,0,0,30.4,0,49.6,0,0,0.,30.4,0,80.0,80.0} },
{10.0,{0,30.4,49.6,0.,0.,0,30.4,0,49.6,0.,0,0.,30.4,0,80.0,80.0} 1,
{10.0,{0,30.4,49.6,0.,0.,0,30.4,0,49.6,0.,0.,0.,30.4,0,80.0,80.0} !,
{11.0,{0,30.4,49.6,0.,0,0,30.4,0,49.6,0,0,0.,20.8,9.6,70.4,80.0} !,
{11.0,{0,30.4,49.6,0.,0,0,30.4,0,49.6,0,0,0.,20.8.,9.6,70.4,80.0} !,
{12.0,{6.0,3.1,45.8,6.0,0,0,34.2,0,45.8,0.,0.,0.,34.2,0,80.0,80.0} },
{13.0,{6.0,28.1,45.8.,6.0,0,0,34.2,0,45.8,0,0,0.,23.3,10.8,69.2,80.0} 1,
{13.0,{6.0,28.1,45.8.,6.0,0,0,34.2,35.8,10.0,0,0,0.,70.0,0,80.0,80.0} !,
{13.0,{6.0,28.1,45.8.,6.0,0,0,34.2,35.8,10.0,0.,0.,0.,70.0,0,80.0,80.0 !,
{14.0,{0,30.4,49.6,0.,0,13.4,17.0,0,63.0,0..0.,0.,17.0,0,80.0,80.0} },
{14.0,{0,30.4,49.6,0.,0.,13.4,17.0,0,63.0,0.,0,0.,17.0,0,80.0,80.0} },
{14.0,{6.0,28.1,45.8,6.0,0,0,34.2,35.8,10.0,0.,0,0.,47.8,22.2,57.8,80.0} },
{4.0,10,0,80.0,0.,0,0..0.,0,80.0,0,0,0..0.,0,80.0,80.0} 1,
{4.0,10,0,80.0,0.,0.,0,0.,0,80.0,0.,0,0.,0.,0,80.0,80.0} !,
{4.0,10,0,80.0,0.,0.,0,0.,0,80.0,0.,0,0.,0.,0,80.0,80.0} !,
{4.0,10,0,80.0,0.,0.,0.,0.,0,80.0,0,0,0.,0.,0.,80.0,80.0} },
{4.0,10,0,80.0,0.,0.,0.,0.,0,80.0,0.,0.,0.,0.,0.,80.0,80.0} },
{10.0,{0,0,80.0,0.,0.,0,0.,62.5,17.4,0.,0.,0.,42.7,19.8,60.2,80.0} !,
{10.0,{0,30.4,49.6,0.,0,0,30.4,0,49.6,0,0,0.,30.4,0,80.0,80.0} },
{10.0,{0,30.4,49.6,0.,0.,0,30.4,0,49.6,0.,0,0.,30.4,0,80.0,80.0} },
{10.0,{0,30.4,49.6,0.,0.,0,30.4,0,49.6,0.,0.,0.,30.4,0,80.0,80.0} 1,
{11.0,{0,30.4,49.6,0.,0,0,30.4,0,49.6,0,0,0.,20.8,9.6,70.4,80.0} !,
{10.0,{0,30.4,49.6,0.,0,0,30.4,0,49.6,0.,0.,0.,30.4,0,80.0,80.0} },
{13.0,{6.0,28.1,45.8.,6.0,0,0,34.2,0,45.8,0,0,0.,23.3,10.8,69.2,80.0} 1,
{12.0,{6.0,28.1,45.8,6.0,0,0,34.2,0,45.8,0,0,0.,34.2,0,80.0,80.0} },
{14.0,{6.0,28.1,45.8.,6.0,0,0,34.2,35.8,10.0,0,0,0.,47.8,22.2,57.8,80.0} },
{12.0,{6.0,28.1,45.8,6.0,0,0,34.2,0,45.8,0..0.,0.,34.2,0,80.0,80.0} },
{15.0,{0,30.4,49.6,0.,0,13.4,17.0,49.3,13.7,0.,0.,0.,66.2,0,80.0,80.0} 1,
{14.0,{0,30.4,49.6,0.,0.,13.4,17.0,0,63.0,0.,0,0.,17.0,0,80.0,80.0} },
{14.0,{6.0,28.1,45.8,6.0,0,0,34.2,35.8,10.0,0.,0,0.,47.8,22.2,57.8,80.0} } }
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Valoarea minima a functiei obiectiv pentru populatia generata este F (x) = 4 u.c.. Valoarea
Fr(x)= 350 u.c. ceea ce presupune o micsorare a costului total per populatia noud in comparatie
cu cea precedenta.

Iteratia 2, se executd succesiv pasii 2 — 6. Primii 18 cromozomi sunt transferati in
urmatoarea populatie. Asupra cromozomilor-urmasi este aplicatd mutatie cu o probabilitate 0,01.
Fiecarui cromozom i se asociaza o solutie in care este calculata valoarea functiei obiectiv. Valoarea
minima a functiei obiectiv pentru populatia generata este F(x) = 4 u.c.. Deoarece aceastd marime
este egald cu marimea minima a functiei obiectiv la pasul precedent, atunci aceasta este solutia

optima a problemei formulate x={0,80.,0,0,0.,80.,0,0,80.,0.,0,0,0.,0,80.,80.}. STOP.
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Anexa 6

Aplicarea algoritmului AG2

1 Se considerd reteaua de transport descrisa de
graful din Figura 6.1 cu multimea de varfuri {1,2,3,4,5}

careia i este asociatd o functie de producere si consum:

y2 o
? 15, v=1
* qw)=41 0, v=234
' * -15, wv=5
y3 R . .
* e Fiecarui arc din multimea de arce {e;, e3, €4, €7}
o ii este asociata 0 functie de cost
R x, x<1 . _{Zx, x<?2
x) = s xX) = - arcelor
’ 7 P ={] (Spsiet={y L3 -aro
® {e2, €5, €6, €5, €9}
V> o e e g g
‘e Pasul 1. Se genereaza o populatie initiald din 20
Fig. 6.1. Retea de transport de cromozomi si se calculeaza valoarea functiei obiectiv
Sursa: elaborat de autor asociatd fiecarui cromozom din populatie:

{{17.,4{0.39,0.01,0.23,0.37},{0.48,0.52},{0.18,0.82},{1.} }},
{16.,{10.04,0.37,0.33,0.26},10.66,0.34},10.6,0.4},{1.} } },
{18.,{10.33,0.19,0.15,0.33},{0.33,0.67},{0.51,0.49} {1} } },
{14.,{{0.01,0.24,0.23,0.52},{0.27,0.73},{0.19,0.81},{ 1.} } },
{18.,{{0.25,0.2,0.38,0.17},{0.7,0.3},{0.81,0.19},{1.} } },
{18.,{10.34,0.08,0.48,0.10},{0.59,0.41},{0.54,0.46},{1.1 1 1,
{17.,{10.23,0.28,0.16,0.33},10.61,0.39},{0.5,0.5},{1.} } },
{16.,{{0.19,0.32,0.11,0.38},{0.81,0.19},{0.67,0.33},{1.} }},
{18.,{10.08,0.23,0.56,0.13},{0.41,0.59},{0.62,0.38},{1.} } },
{18.,{{0.61,0.14,0.23,0.024},{0.4,0.6},{0.32,0.68}, {1.} } },
£17.,{{0.12,0.012,0.65,0.22},{0.13,0.87},{0.45,0.55},{ 1.1 1},
£17.,110.44,0.08,0.44,0.04},{0.18,0.82},{0.1,0.9},{1.} } },
{19.,{{0.21,0.35,0.27,0.18},{0.34,0.66},{0.82,0.18},{ 1.} } },
{16.,{10.28,0.37,0.11,0.25},{0.22,0.78},{0.81,0.19},{ 1.} 1
£19,{{0.28,0.17,0.28,0.27},40.32,0.68},{0.76,0.24}, {1.} } },
{13.,{{0.03,0.15,0.73,0.09},{0.89,0.11},{0.03,0.97},{1.} } },
{19.,{10.23,0.30,0.42,0.05},{0.41,0.59},{0.54,0.46},{1.} } .,
{19.,{40.12,0.2,0.33,0.35},{0.25,0.75},{0.6,0.4},{1.} } },
{16.,{10.23,0.29,0.26,0.22},{0.9,0.1},{0.6,0.4},{1.} 1},
{15.,{0.16,0.35,0.07,0.42},10.34,0.66},{0.28,0.72},{ 1.} } } .

Valoarea functiei obiectiv calculatd pentru solutia asociatd primului cromozom generat
aleator este F(x) = 17 u.c. si valoarea F;(x) = 340 u.c..

Iteratia 1, se executa succesiv pasii 2 — 6. Cromozomii populatiei sunt sortati in ordine
crescatoare a valorii functiei obiectiv in solutia asociatd cromozomilor respectivi. Primii 10

cromozomi sunt transferati in urmatoarea populatie.
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Cromozomii-parintii:

13.,{{0.03,0.15,0.73,0.09},{0.89,0.11},10.03,0.97},{1.}}
14.,110.02,0.24,0.23,0.52},{0.27,0.73},10.19,0.81},{1.}}
15.,{10.16,0.35,0.07,0.42},{0.34,0.66},10.28,0.72},{1.} }
16.,110.19,0.32,0.11,0.38},{0.81,0.19},10.67,0.33},{1.}}
16.,110.05,0.37,0.33,0.26},{0.66,0.34},10.6,0.4},{1.} }
16.,{10.23,0.29,0.26,0.22},{0.9,0.1},{0.6,0.4},{1.}}
16.,110.28,0.37,0.11,0.25},{0.22,0.78},10.81,0.19},{1.}}
17.,110.39,0.01,0.23,0.38},{0.48,0.52},10.18,0.82},{1.}}
17.,{10.12,0.01,0.65,0.22},{0.13,0.87},10.45,0.55},{1.}}
17.,110.23,0.28,0.16,0.33},{0.61,0.39},40.5,0.5},{1.}}

Asupra cromozomilor-urmasi este aplicatd mutatia cu o probabilitate 0,01. Fiecarui

Cromozomii-urmasi dupa Incrucisare

£0.03,0.15,0.73,0.09},{0.27,0.73},{0.19,0.81},{1.}
£0.02,0.24,0.23,0.52},{0.89,0.11},{0.03,0.97},{1.}
£0.16,0.35,0.07,0.42},{0.81,0.19},0.67,0.33},{1.}
£0.19,0.32,0.11,0.38},{0.34,0.66},{0.28,0.72},{1.}
£0.05,0.37,0.33,0.26},{0.66,0.34},40.6,0.4},{1.}
£0.23,0.29,0.26,0.22},{0.9,0.1},{0.6,0.4},{1.}
£0.28,0.37,0.11,0.25},{0.22,0.78},{0.18,0.82},{1.}
£0.39,0.01,0.23,0.37},{0.48,0.52},{0.81,0.19},{1.}
£0.12,0.01,0.65,0.22},{0.61,0.39},40.5,0.5},{1.}
£0.23,0.28,0.16,0.33},{0.13,0.87},40.45,0.55},{1.}

cromozom i se asociaza o solutie in care este calculata valoarea functiei obiectiv.

Populatia noua dupd mutatii:

13.,{{0.03,0.15,0.73,0.09},{0.89,0.11},{0.03,0.97},{1.} }
14.,{{0.01,0.24,0.23,0.52},{0.27,0.73},{0.19,0.81},{1.} }
15.,{{0.16,0.35,0.07,0.42},{0.34,0.66},{0.28,0.72},{1.} }
16.,{{0.19,0.32,0.11,0.38},{0.81,0.19},{0.67,0.33},{1.} }
16.,{{0.04,0.37,0.33,0.26},{0.66,0.34},{0.6,0.4},{1.} }
16.,{{0.23,0.29,0.26,0.22},{0.9,0.1},{0.6,0.4},{1.} }
16.,{{0.27,0.37,0.11,0.25},{0.22,0.78},{0.81,0.19} ,{1.} }
17.,{{0.39,0.01,0.23,0.37},{0.48,0.52},{0.18,0.82},{1.} }
17.,{{0.12,0.01,0.65,0.22},{0.13,0.87},{0.45,0.55},{1.} }
17.,{{0.23,0.28,0.16,0.33},{0.61,0.39},{0.5,0.5},{1.} }
15.,{{0.03,0.15,0.73,0.09},{0.27,0.73},{0.19,0.81},{1.} }
10.,{{0.02,0.24,0.23,0.52},{0.89,0.11},{0.03,0.97},{1.} }
15.,{{0.16,0.35,0.07,0.42},{0.81,0.19},{0.67,0.33},{1.} }
16.,{{0.19,0.32,0.11,0.38},{0.34,0.66},{0.28,0.72},{1.} }
16.,{{0.04,0.37,0.33,0.26},{0.66,0.34},{0.6,0.4},{1.} }
16.,{{0.23,0.29,0.26,0.22},{0.9,0.1},{0.6,0.4},{1.} }
16.,{{0.28,0.37,0.11,0.25},{0.22,0.78},{0.18,0.82},{1.} }
17.,{{0.39,0.01,0.23,0.37},{0.48,0.52},{0.81,0.19},{1.} }
17.,{{0.12,0.012,0.65,0.22},{0.61,0.39},{0.5,0.5},{1.} }
18.,{{0.23,0.28,0.16,0.33},{0.13,0.87},{0.45,0.55} ,{1.} }

Solutiile asociate cromozomilor

13.,{11.,0.44,1.3,2.3,9.8,1.2,10.,0.27,11.}
14.,{3.4,0.27,7.7,3.6,0.92,2.5,0.96,0.22,8.7}
15.,{1.,2.4,6.3,5.3,0.35,0.68,2.,0.74,8.3}
16.,{1.6,2.9,5.7,4.9,1.3,0.31,1.4,2.8,7.}
16.,{5.,0.67,3.8,5.5,3.3,1.7,1.6,2.4,5.4}
16.,{3.9,3.4,3.3,4.3,3.5,0.39,2.8,4.1,6.1}
16.,{1.6,4.1,3.7,5.5,0.36,1.3,0.87,3.6,4.6}
17.,{3.4,5.9,5.7,0.11,1.6,1.8,6.1,1.3,12.}
17.,{9.7,1.8,3.3,0.18,1.3,8.4,1.7,1.4,5.}
17.,{2.4,3.5,5.,4.1,1.5,0.93,2.5,2.5,7.5}
15.,{11.,0.44,1.3,2.3,3.,8.,2.8,0.64,4.}
10.,{3.4,0.27,7.7,3.6,3.1,0.37,3.2,0.09,11.}
15.,{1.,2.4,6.3,5.3,0.83,0.2,1.1,2.1,7.4}
16.,{1.6,2.9,5.7,4.9,0.54,1.1,2.5,0.94,8.1}
16.,{5.,0.67,3.8,5.5,3.3,1.7,1.6,2.3,5.4}
16.,{3.9,3.4,3.3,4.3,3.5,0.39,2.8,4.2,6.1}
16.,{1.6,4.1,3.7,5.5,0.36,1.3,3.7,0.81,7.4}
17.,{3.4,5.9,5.7,0.11,1.6,1.8,1.4,6.,7.1}
17.,{9.7,1.8,3.3,0.18,6.,3.7,3.9,3.9,7.2}
18.,{2.4,3.5,5.,4.1,0.32,2.1,2.1,1.7,7.1}

Valoarea minima a functiei obiectiv este F(x)=10 u.c.. Valoarea F(x)= 310 u.c. ceea ce
presupune o micsorare a costului total per populatia noud in comparatie cu cea initiala.

Iteratia 2, se executd succesiv pasii 2 — 6. Primii 10 cromozomi sunt transferati in
urmatoarea populatie. Asupra cromozomilor-urmasi este aplicatd mutatia cu o probabilitate 0,01.
Fiecarui cromozom i se asociaza o solutie si este calculatd valoarea functiei obiectiv pentru fiecare
solutie obtinutd. Valoarea Fr(x)= 290 u.c. ceea ce presupune o micsorare a costului total per
populatia noud in comparatie cu cea precedentd. Valoarea minima a functiei obiectiv pentru
populatia generata este F(x)=10 u.c.. Deoarece aceastd marime este egald cu valoarea minima a
functiei obiectiv la pasul precedent, aceasta este considerata solutia optima a problemei formulate

x={3.4,0.27,7.7,3.6,3.1,0.37,3.2,0.09,11.}. STOP.
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Anexa 7

Aplicarea algoritmului AG3

? Se considerd reteaua de transport descrisd de graful din
Figura 7.1. Multimii de varfuri {1,2,3,4,5,6} i este asociata o

functie de producere si consum de forma:

93 100, V= 1
(v) = 0, v=234

q ) =27, v=5

\é$ _73, V= 6
Fiecarui arc {e;, e, e, ...,e;0} 1i este asociata o

» N/

° ° x, x<1 2x, x<2
functie de cost ¢, (x) = { ’ Z,sip,(x) = { ’ 5
Fig. 7.1. Retea de transport ’ 1) 1, x>1° ¢2(x) 4, x>2
cu o sursi si 2 destinatii Se cere determinarea unui astfel de flux Incat transportarea
Sursa: elaborat de autor a 100 u. c. de flux din sursa {1} in destinatiile {5,6} sa fie de

cost minim cu restrictia ca fluxul care porneste din sursa sa
satisfaca in totalitate necesitdtile destinatiilor. Asupra cromozomilor-urmasi este aplicata
mutatia cu o probabilitate 0,01. Solutia optimad a problemei este de forma x = {xy, x5, ..., X1}
Pasul 1. Se genereaza o populatie initiald din 24 cromozomi din care sunt stersi cei ce se
repetd. Astfel, populatia cu care se opereaza contine 13 cromozomi diferiti. Se determina solutiile
asociate cromozomilor si se calculeaza valoarea functiei obiectiv pentru fiecare solutie:

{{1-2,2—3,1-42—54—6},{1—>2,2—>33—>42—>53—>6},{1—>2,2—>3,3—4,2—>54—>6},
{1=22—->3,1-4,4—54—6},{1>2,2—>3,1-42—>5,1-6},{1—>2,2—>3,2—4,4—>5,4—6},
{122—->3,1-42—>53—>6},{1>2,2—>33—->44—>51—6},{1>22—3,2—42—>53—>6},
{1=22—-32—-42—>51—>6},{1>22—>32—->42—>54—>6},{1—22—3,2—44—>53—>6},
{1-22—33—>4,4—>53—>6}}.

Iteratia 1, se executd succesiv pasii 2 — 6. Cromozomii populatiei sunt sortati in ordine
crescatoare a valorii functiei obiectiv In solutia asociatd cromozomilor respectivi. Primii 6
cromozomi sunt transferati in urmatoarea populatie si participa la incrucisare. Populatia noua care
consta din cromozomi-parinti si cromozomi-urmasi este:
{{1-2,2—3,1-44—>5,4—6},{1—>2,2—3,1-4,2—>5,1—6},{1—>2,2—>3,2—4,2—>5,1—>6},
{1=22—->3,1742—54—>6},{1>2,2—>33—->42—>53—>6},{1>2,2—3,2—44—>5,4—>6},
{12,1—-6,2—>3,2—44—>5},{1>2,1-4,2—>32—>54—6},{1—>2,1—>4,2—>3,2—>5,4—>6},
{1-2,1-42—>32—>54—>6},{1>22—>32—->42—>54—>6},{1>22—>32—>43—>6,4—>5}}.

Valoarea functiei obiectiv totald a populatiei este Fr(x) = 348 u.c. iar valoarea functiei

obiectiv F(x) = 11 u.c.. Solutia x = {80,100, 0,0,0,0,0,0,27, 73} este asociata cromozomului
{1-52,2—53,1-4,4—>5,4—06}.
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Iteratia 2, se executa succesiv pasii 2 — 6 . Cromozomii populatiei sunt sortati in ordine
crescatoare a valorii functiei obiectiv In solutia asociatd cromozomilor respectivi. Primii 6
cromozomi sunt transferati in urmdtoarea populatie si participd la incrucisare. Valoarea
Fr(x) = 259 u.c. iar valoarea functiei obiectiv pentru primul cromozom din populatia obtinutad
este F(x) = 10 u.c.. Solutia x=(0, 100, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 27, 73) este asociatd cromozomului
{1-2,2—3,1—4,4—5,4—6} cu cele mai bune caracteristici.

Iteratia 3, se executa succesiv pasii 2 — 6. Cromozomii populatiei sunt sortati in ordine
crescatoare a valorii functiei obiectiv In solutia asociatd cromozomilor respectivi. Primii 6
cromozomi sunt transferati in urmdtoarea populatie si participd la incrucisare. Valoarea
Fr(x) = 250 u.c. iar valoarea functiei obiectiv pentru primul cromozom din populatia obtinuta
este F(x) = 10 u.c.. Solutia x=(0, 27, 73, 0, 0, 0, 0, 0, 27, 0) este asociata cromozomului
{1-2,1-4,1—6,2—3,4—5} cu cele mai bune caracteristici care este solutia problemei dupa

executarea a 3 iteratii. STOP.
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Anexa 8

Aplicarea algoritmului AG4

Se considera reteaua de transport descrisa

n

o -
de graful din Figura 8.1. Multimii de varfuri
L > | {1,2,3,4,5,6} 1i este asociata o functie de
producere si consum de forma:
4
P2 29, v=1
- 21, v=2
\!i AO; q(v) = 0; v = 3P4
-9, wv=5
Fig. 8.1. Retea de transport cu o sursa —41, v==6.
si 2 destinatii Sursa: elaborat de autor Fiecarui arc {e,,eq, eg, €q,€11} 1i este
. . _(x, x<1 . .
asociata o functie de cost ¢, (x) = {1 > 19 arcelor {ey, e3, 4, €5, €7, €1, €12} functia de cost
_ , x<2
p,(x) = { 4 x> unde  {eq, e, €3, €4, 65,64, €7,€g,€9,€10,€11,€12}  sunt  arcele

{1-3,1-4,1-55,1—6,2—3,2—4,2—5,2—6,3—4,3—>54—54—6}. Asupra cromozomilor-
urmasi este aplicatd mutatia cu o probabilitate 0,01.

Se cere determinarea unui astfel de flux incat transportarea a 50 u. c. de flux din
sursele {1,2} in destinatiile {5,6} sa fie de cost minim cu restrictia ca fluxul ce porneste din
surse satisface in totalitate destinatiile. Solutia problemei este de forma x = {x,, x5, ..., X152 }.

Pasul 1. Se genereaza o populatie initiala din 24 cromozomi:

({{1-33—43—54—6},{2—32—~4,4—52—6}},{1,2},{1,2}},
({1-3,3—4,4—54—6},{233—~44—52—6}},{1,2},{2,1}},
{{1-3,3—4,1—>5,1—-6},{2—3,3—~4,4—>54—6}},{1,2},{2,1}},
({1-3,1-4,4—51—6},{2—32—~4,3—>52—~6}},{2,1},{1,2}},
{{1-3,3—43—5,1—6},{2—32—~44—54—6}},{2,1},{1,2}},
{{1-33—-43—>54—6},{23,3—~4,2—>54—6}},{2,1},{2,1}},
({1-3,1-4,4—51—6},{2—32—~4,4—54—6}},{1,2},{2,1}},
({1-3,1—-4,1—>5,1—6},{2—3,3—4,3—>54—6}},{2,1},{2,1}},
{{1-3,3—4,4—51—6},{2—3,3—~4,2—>54—6}},{1,2},{2,1}},
({1-3,3—4,1>54—6},{232—~4,2—>54—6}},{2,1},{2,1}},
{{1-33—4,4—54—6},{2—3,3—~4,3—>52—6}},{1,2},{2,1}},
({1-3,3—4,1>54—6},{232—~4,2—>54—~6}},{1,2},{2,1}},
({1-3,3—4,4—54—6},{2+32—~4,3—>52—6}},{2,1},{2,1}},
{{1-3,3—-43—5,1—6},{2—3,3—~4,4—>54—6}},{1,2},{2,1}},
({1—-3,1—-4,1>54—6},{2—3,3—~4,3—>54—6}},{1,2},{1,2}},
({1-3,3—43—>54—6},{232—~4,2—-52—~6}},{1,2},{2,1}},
{{1-3,3—4,1—>5,1—-6},{2—3,3—~4,4—54—6}},{2,1},{1,2}},
({1—-3,1-4,4—~54—6},{2—32—~4,3—>52—~6}},{2,1},{1,2}},
{{1-3,3—-43—>54—6},{233—~44—54—6}},{2,1},{2,1}},
({1—3,1-4,1—>5,1—6},{2—32—~4,2—52—~6}},{2,1},{1,2}},
({1-3,1-43—5,1—-6},{232—~4,2—>52—~6}},{2,1},{2,1}},
({133—4,4—54—6},{233—~42—>54—6}},{2,1},{2,1}},
({1-3,3—43—>54—6},{232—~44—52—6}},{2,1},{1,2}},
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{{1>3,3>43~5,16},{2~3,3—4,2—>5,2~6}},{1,2},{2,1} }}
Iteratia 1, se executa succesiv pasii 2 — 6.

Cromozomii-parinti care participd la Incrucisare: Cromozomii-urmasi obtinuti dupa incrucisare:

{{9,{{1—>3,1—4,1>5,1—>6},{2—>3,2—>42—>52—6}},{2,1},{1,2}}, {{1—3,1—4,1—>51—6},{2—>3,3—>4,2—>52—>6}},{2,1},{2,1}},
{9,{{1—>3,3—>4,3—>5,1>6},{2—>3,3>4,2—>52—>6}},{1,2},{2,1}}, {{1=3,3—-43—>5,1—6},{2—>3,2—4,2—>52—>6}},{2,1},{1,2} },
{10,{{1—>3,1-4,4—>5,1—>6},{2—>32—>44—>54—>6}},{1,2},{2,1}}, {{1—3,1-4,4—>51—6},{2—>3,2—>4,4—>54—6}},{1,2},{2,1}},
{10,{{1—3,3—4,3—>5,1—6},{2—>32>44—>54—>6}},{2,1},{1,2}}, {{1—3,3—4,3—>5,1—6},{2—3,2—>4,4—>54—6}},{2,1},{1,2}},
{11,{{1—>3,3-4,4—>54—6},{2—>32>43—>52—>6}},{2,1},{2,1}}, {{1—3,3—4,4—>54—>6},{2—>3,2—>4,4—>52—>6}},{1,2},{1,2}},
{12,{{1—>3,3-4,3—>54—6},{2—>32>44—>52—>6}},{2,1},{1,2}}, {{1—3,3—4,3—>54—>6},{2—3,2—>4,3—>52—>6}},{2,1},{2,1}},
{13,{{1—>3,1-4,3—>5,1—6},{2—>32>42—>52—>6}},{2,1},{2,1}}, {{1—3,1—4,3—>51—6},{2—3,2—>4,3—>52—>6}},{2,1},{1,2}},
{13,{{1—>3,1-4,4—>5,1—>6},{2—>32>43—>52—>6}},{2,1},{1,2}}, {{1—3,1—4,4—>51—6},{2—3,2—>42—>52—>6}},{2,1},{1,2}},
{14,{{1—>3,1-4,1-54—6},{2—>33—>43—>54—>6}},{1,2},{1,2}}, {{1—3,1—4,1—>54—>6},{2—>3,2—>4,3—>52—>6}},{2,1},{2,1}},
{14,{{1—>3,1-4,4—54—6},{2—>32—>43—>52—>6}},{2,1},{1,2}}, {{1—3,1—4,4—>54—>6},{2—>3,3—>4,3—>54—>6}},{2,1},{1,2}},
{14,{{1—>3,3—>4,1>5,1>6},{2—>33—>44—>54—>6}},{1,2},{2,1}}, {{1—3,3—4,1—>5,1—6},{2—3,3—>4,4—>54—>6}},{1,2},{1,2}},
{14,{{1—3,3—4,1—-5,1—6},{2—3,3>4,4—>5,4—6}},{2,1},{1,2}}, {{1—3,3—4,1—5,1—6},{2—>3,3—~4,4—>54—6}},{1,2},{2,1}}}

Valoarea Fy(x) = 283 u.c. iar valoarea functiei obiectiv pentru primul cromozom din
populatia obtinuta este F(x) = 9 u.c.. Solutia x=(0, 0, 0, 29, 0, 0, 9, 12, 0, 0, 0, 0) este asociata
cromozomului {{1—3,1—4,1—>5,1—6},{2—3,2—4,2—>52—>6},{2,1},{1,2}} cu cele mai bune
caracteristici.

Iteratia 2, se executd succesiv pasii 2 — 6. Cromozomii populatiei sunt sortati in ordine
crescatoare a valorii functiei obiectiv in solutia asociatd cromozomilor respectivi. Primii 12
cromozomi sunt transferati in urmdtoarea populatie si participd la incrucisare. Valoarea
Fr(x) = 251 u.c. iar valoarea functiei obiectiv pentru primul cromozom din populatia obtinutad
este F(x) =9 u.c.. Solutia x=(0, 0, 0, 29, 0, 0, 9, 12, 0, 0, 0, 0) este asociata cromozomului
{{1-3,1—4,1—-5,1—6},{2—>3,2—>4,2—>52—>6},{2,1},{1,2}} cu cele mai bune caracteristici.

Iteratia 3, se executd succesiv pasii 2 — 6. Cromozomii populatiei sunt sortati in ordine
crescatoare a valorii functiei obiectiv in solutia asociatd cromozomilor respectivi. Primii 12
cromozomi sunt transferati in urmdtoarea populatie si participd la incrucisare. Valoarea
Fr(x) = 233 u.c. iar valoarea functiei obiectiv pentru primul cromozom din populatia obtinuta
este F(x) = 7 u.c.. Solutia x=(0, 9, 0, 20, 0, 0, 0, 21, 0, 0, 9, 0) este asociata cromozomului
{{1-3,1-4,4—5,1-6},{2—3,2—4,2—52—6},{1,2},{1,2}} cu cele mai bune caracteristici

care este solutia problemei dupd executarea a 3 iteratii. STOP.

157



Anexa 9

Aplicarea algoritmului AME1

o 0 Se considerd problema de transport descrisa de un
graf bipartit dat in Figura 9.1, pentru care din sursele A; si

A,, varfurile {1,2} ale grafului, care contin respectiv

o o a, = 15 si a, = 7 cantitdti de produs de tipul P; si P,

respectiv cate y; = 6 si y, = 16 unititi fiecare. Produsele

sunt transportate cu mijloacele de transport T; si T, de

¢ 2 capacitatea respectivd §; = 8 si 6, = 14 in destinatiile B;
Fig. 9.1. Retea cu doua surse si B,, varfurile {3,4} a grafului, care au necesitatile

si doua destinatii respective §; = 1251 5, = 10.
Sursa: elaborat de autor Costul de transport este descris de functia ¢, (x) =
2x, 0<x<4 . o .
{ 8, >4 pentru multimea de legaturi

{(1111),(1122), (1211), (1212), (1222), (2121), (2211), (2212)} iar functia @,(x) =

<x<
{2’5‘ 0 - > pentru multimea {(1112), (1121), (1221), (2111), (2112), (2122), (2221)}.

Pasul 1. Se determina o solutie admisibild a problemei neliniare care satisface sistemul de
restrictii a problemei si se obtine x?jkl =3,0,2,7,3,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0, 7).

Iteratia 1.

Pasul 2. Se calculeazi coeficientii C;;,=(2, 3, 3,8/7,2,2,3,2,3,3,2,3,2,2,3,8/7) s se
determina valoarea functiei neliniare F(x°) = 34.

Pasul 3. Se construieste functia liniard Z(x;;,;) si se solutioneazd problema liniard de
8
transport Z(xijkl) = 2Xx1111 + 3%1112 + 3X1121 + ZX1122 + 2X1211 + 2X1212 + 3X1221 +

8
2X1222 + 3X2111 + 3X2112 + 2X5121 + 3X2122 + 2X9511 + 2X3212 + 3X221 + 2 X2222 cu

restrictiile problemei neliniare.

Se obtine solutia optima x1=(1, 0, 0,9, 5,0, 0, 0,0, 0,2, 0, 0, 0, 0, 5) iar Z(x') = 32.

Pasul 4. Deoarece Z(x') < F(x°) se substituie x° cu x! si se trece la Pasul 2.

Iteratia 2.
Pasul 2. Se calculeazd coeficientii Cyjy, = (2,3, 3,2,2,2, 3,2,3,3,2,3,2,2, 3,2) si se

determina valoarea functiei neliniare F(x°) = 30.
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Pasul 3. Se construieste functia liniard Z(x;;,;) si se solutioneazd problema liniard de

8 8
transport Z(xijkl) = 2X1111 + 3%1112 + 3%1121 + 5 X1122 + s X1211 + 2x1212 + 3X1221 +

8
2X1222 + 3X2111 + 3X2112 + 2X5121 + 3X2122 + 2X9511 + 2X3212 + 3X221 + gxzzzz cu

restrictiile problemei neliniare.

1318
45 '

Se obtine solutia optima x1=(0, 0, 0, 10, 5,0, 0,0, 0,0, 2,0, 1, 0, 0, 4) iar Z(x1) =

Pasul 4. Deoarece Z(x') < F(x°) se substituie x° cu x! si se trece la Pasul 2.
Iteratia 3.
Pasul 2. Se calculeaza coeficientii ;= (2, 3, 3,4/5,8/5,2,3,2,3,3,2,3,2,2,3,2) si
se determind valoarea functiei neliniare F(x°) = 30.
Pasul 3. Se construieste functia liniard Z(x;;,;) si se solutioneazd problema liniard de
4 8
transport Z(xijkl) = 2X1111 + 3%1112 + 3%1121 + s X1122 + s X1211 + 2x1212 + 3X1221 +

2X1222 + 3X2111 + 3X2112 + 2X5121 + 3X2122 + 2Xp211 + 2X2212 + 3X3221 + 2X5222 cu

restrictiile problemei neliniare.
Se obtine solutia optimd x* = (0, 0,0, 10,5,0,0,0,0,0,2,0,1,0,0, 4) iar Z(x) = 30.

Pasul 4. Deoarece Z(x!) = F(x°) si x1 = x° atunci x* = x*=(0, 0, 0, 10, 5, 0, 0, 0, 0, 0,
2,0,1,0,0, 4) este solutie optima.

Deci, din sursa 1 in destinatia 1 este transportat un flux de produs de 10 u. c. de tipul 2 cu

o

transportul 2, din sursa 1 in destinatia 2 este transportat un flux de produs de 5 u. c. de tipul 1 cu

transportul 1, din sursa 2 in destinatia 1 este transportat un flux de produs de 2 u. c. de tipul 2 cu

o

transportul 1, din sursa 2 in destinatia 2 este transportat un flux de produs de 1 u. c. de tipul 1 cu

o

o

transportul 1, din sursa 2 in destinatia 2 este transportat un flux de produs de 4 u. c. de tipul 2 cu
transportul 2 cu un cost total de transport de 30 u. c.
Se observa, ca desi algoritmul porneste de la o solutie pentru care avem F(x°) = 34 u.c.

dupa 3 iteratii se obtine o micsorare a costului cheltuielilor de transport pana la F(x*) = 30 u.c..
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Anexa 10
Aplicarea algoritmului AMG1

Se considera problema de transport descrisa de un graf bipartit dat in Figura 9.1, pentru
care din sursele A; si A,, varfurile {1,2} ale grafului, care contin respectiv @; = 31 si @, = 69
cantitati de produs de tipul P;, P, si P; respectiv cate y; = 28, y, = 23 si Y3 = 49 unititi fiecare.
Produsele sunt transportate cu ajutorul mijloacelor de transport T;, T, si T3 de capacitatea
respectiva §; = 76, §, = 7 si 63 = 17 in destinatiile B; si B, varfurile {3,4} a grafului, care au

necesitatile respective f; = 38 51 f, = 62.

x, 0<x<1
1, x>1

legaturi  {(1111),(1112), (1121), (1122), (1123), (1133), (1212), (1222), (1223), (1232),
(2112), (2113), (2123), (2132), (2133), (2211), (2212), (2213), (2222), (2231), (2232)} iar

. 2x, 0<x<2
functia ¢@,(x) = { 4 >0

(1213), (1221), (1231), (1233), (2111), (2121), (2122), (2131), (2221), (2223), (2233)}.

Costul de transport este descris de functia ¢, (x) = { pentru multimea de

pentru multimea {(1113),(1131),(1132),(1211),

Asupra cromozomilor-urmasi este aplicata mutatia cu o probabilitate 0,01.
Pasul 1. Se genereaza populatia initiald din 16 cromozomi si se calculeaza valoarea functiei

obiectiv asociata fiecarui cromozom din populatie:

12,{1,4,2,3},{1,2,3},{1,3,2} },
12,{4,1,2,3},{3,2,1},{3,1,2}},
13,{1,3,4,2},{2,1,3},{2,1,3} },
13,{2,3,1,4},{2,3,1},{3,2,1}},
16,{1,2,3,4},{3,1,2},{1,2,3}},
16,{2,1,4,3},{3,1,2},{1,3,2}},
16,{3,1,4,2},{2,1,3},{3,2,1}},
17,{1,2,3,4},{1,3,2},{1,3,2} },
19,{1,2,4,3},{3,1,2},{3,2,1}},
19,{1,3,2,4},{1,3,2},{2,1,3} },
19,{2,4,1,3},{3,2,1},{2,1,3}},
19,{3,1,2,4},{1,2,3},{3,1,2} },
19,{3,1,4,2},{2,3,1},{3,1,2}},
19,{3,4,1,2},{3,2,1},{2,3,1}},
20,{3,2,1,4},{1,3,2},{1,3,2}},
22,{2,1,3,4},{1,3,2},{3,2,1}}.

Valoarea functiei obiectiv totala pentru populatia initiala este Fy(x) = 271 u. c..

Iteratia 1, se executa succesiv pasii 2 — 6.

Cromozomii-parinti care participd la Incrucisare: Cromozomii-urmasi obtinuti dupa incrucisare:
12,{1,4,2,3},{1,2,3},{1,3,2} }, {1,4,2,3},{1,2,3},{1,3,2}},
12,{4,1,2,3},{3,2,1},{3,1,2}}, {4,1,2,3},{3,2,1},{1,3,2}},
13,{1,3,4,2},{2,1,3},{2,1,3} }, {1,3,4,2},{2,1,3},{2,3,1}},
13,{2,3,1,4},{2,3,1},{3,2,1}}, {1,3,4,2},{2,3,1},{2,1,3}},
16,{1,2,3,4},{3,1,2},{1,2,3}}, {1,2,4,3},{3,2,1},{1,3,2}},
16,{2,1,4,3},{3,1,2},{1,3,2}}, {1,2,4,3},{3,1,2},{1,2,3}},
16,{3,1,4,2},{2,1,3},{3,2,1}}, {3,1,2,4},{2,3,1},{1,3,2}},
17,{1,2,3,4},{1,3,2},{1,3,2}}, {1,2,3,4},{1,3,2},{3,2,1}}}.
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Populatia obtinuta si valoarea functiei obiectiv pentru fiecare cromozom este:

11,{{1,3,4,2},{2,1,3},{2,3,1}},
12,{{1,2,4,3},{3,2,1},{1,3,2}},
12,{{1,4,2,3},{1,2,3},{1,3,2}},
12,{{1,4,2,3},{1,2,3},{1,3,2}},
12,{{4,1,2,3},{3,2,1},{1,3,2}},
12,{{4,1,2,3},{3,2,1},{3,1,2}},
13,{{1,2,4,3},{3,1,2},{1,2,3}},
13,{{1,3,4,2},{2,1,3},{2,1,3}},
13,{{1,3,4,2},{2,3,1},{2,1,3}},
13,{{2,3,1,4},{2,3,1},{3,2,1}},
16,{{1,2,3,4},{3,1,2},{1,2,3}},
16,{{2,1,4,3},{3,1,2},{1,3,2}},
16,{{3,1,2,4},{2,3,1},{1,3,2}},
16,{{3,1,4,2},{2,1,3},{3,2,1}},
17,{{1,2,3,4},{1,3,2},{1,3,2}},
19,{{1,2,3,4},{1,3,2},{3,2,1}}

Pentru cromozomul cu cele mai bune caracteristici {{1,3,4,2},{2,1,3},{2,3,1}} i este
asociatd solutiax=(7,0, 1,0, 7, 16, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0,0, 0, 0, 7,0, 0,0, 0,0, 0,0, 0, 13, 0, 0,
0,0,0,49,0,0). Valoarea functiei obiectiv este F(x) = 11 u. c. si valoarea functiei obiectiv totala
pentru populatia obtinuta este Fr(x) = 223 u. c.

Iteratia 2, se executd succesiv pasii 2 — 6. Cromozomii populatiei sunt sortati in ordine
crescatoare a valorii functiei obiectiv In solutia asociatd cromozomilor respectivi. Primii 8
cromozomi sunt transferati In urmatoarea populatie si participd la incrucisare. Solutia
x=(7,1,0,0,6,17,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,7,0,0,0,0,0,0,0,0,13,0,0,0,0, 0,49, 0, 0)
este asociatd cromozomului {{1,3,4,2},{2,1,3},{3,1,2}} cu cele mai bune caracteristici. Valoarea
functiei obiectiv este F(x) = 10 u. c. si valoarea functiei obiectiv totala pentru populatia obtinuta
este Fr(x) = 204 u. c..

Iteratia 3, se executd succesiv pasii 2 — 6. Cromozomii populatiei sunt sortati in ordine
crescatoare a valorii functiei obiectiv In solutia asociatd cromozomilor respectivi. Primii 8
cromozomi sunt transferati In urmatoarea populatie si participd la incrucisare. Solutia
x= (0, 0,0,23,0,0,8,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,7,0,0,0,0,0,0,0,4,0,17,0, 0,0, 41, 0, 0)
este asociatd cromozomului {{1,4,2,3},{2,3,1},{1,3,2}} cu cele mai bune caracteristici. Valoarea
functiei obiectiv este F(x) = 9 u. c. si valoarea functiei obiectiv totald pentru populatia obtinuta
este Fr(x) = 188 u. c..

Daca sunt executate 3 iteratii atunci solutia obtinuta este solutia problemei.
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Anexa 11
Aplicarea algoritmului AE2

Se considera problema de transport pe retea pentru care se cunoaste ca sursele A;, A, si A3
contin respectiv a; = 22, a, = 12 si a; = 16 cantitdti de produs de tipul P, si P, respectiv cate
¥1 = 7 s1y, = 43 unitati fiecare. Produsele sunt transportate cu mijloacele de transport Ty, T, si
T5 de capacitatea respectiva §; = 29,5, = 19 si 63 = 2 in destinatiile B, si B, care au necesitatile

respective f; = 29 si §, = 31.
Reteaua de transport din Figura 11.1 este descrisd de multimea de arce: {1—4, 15, 1 —6,
1-7,1-8,2—4,2—55,2—6,2—7,2—8,3—4,3—>5,3—6,3—>7,3—58,4—-5,4—-6,4—7,4—>8,

5—6,5—7,5-8,6—7,6—8},unde {1, 2, 3} —multimea surselor, {7, 8} — multimea destinatiilor.

1 2 3

Fig. 11.1 Retea de transport cu 3 surse si 2 destinatii Sursa: elaborat de autor

<x<
Costul de transport este descris de functiile: ¢4(x) = {)16' 0 ;i; 1 si @,(x) =

{Zx, 0<x<2
4, x> 2

Pasul 1. Se determini o solutie admisibild a problemei neliniare. Se obtine x2;,;,=(0, 0, 0,
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,7,0,0, 15,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0, 0,
0,0,0,0,0,0,0,0,0,7,0,0,0,0,0,0,5,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0, 0,0,
0,0,0,0,0,0,0,14,2,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0, 0,0,
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0, 0,0, 0, 0).

Iteratia 1.

Pasul 2. Se calculeaza coeficientii Cp; =(2,2,2,2,1,2,1,2,1,2,1,1,2,1,2,2, 1, 1,
4/7,1,1,4/15,2,2,1,1,2,2,2,1,1,2,2,2,2,1,2,2,2,2,2,1,1,2,1,1,1,2,1,1,2,4/7,2, 2,
1,2,2,2,1/51,1,1,2,1,2,2,2,2,1,1,2,1,1,1,2,2,1,2,1,1,1,2,1,2,2,2, 1,2, 2/7,2,2, 1,
,1,2,1,1,1,2,1,1,1,1,2,1,2,2,1,2,1,2,1,1,1,1,2,2,2,1,2,1, 1,2, 1,2, 1, 1,2, 1, 1, 1,
2,2,1,1,2,2,2,1,1,2,2,1,2) si F(x°) = 21.

Pasul 3. Se construieste functia liniara Z(x,y;) si se solutioneaza problema liniara de

transport cu aceleasi restrictii. Se obtine solutia optima x* = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0,
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0,0,0,0,5,0,0,17,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0, 7,0,
0,0,00,0,5,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0, 2,0, 14, 0, 0, 0,
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,o0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0, 0,
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0) iar Z(x') = 18.39.

Pasul 4. Deoarece Z(x1) < F(x°) se substituie x° cu x? si se trece la Pasul 2.
Iteratia 2.

Pasul 2. Se calculeaza coeficientii Copy; = (2,2,2,2,1,2,1,2,1,2,1,1,2,1,2,2, 1, 1,
4/5,1,1,4/17,2,2,1,1,2,2,2,1,1,2,2,2,2,1,2,2,2,2,2,1,1,2,1,1,1,2,1,1,2,4/7,2,2, 1,
2,2,2,1/5,1,1,1,2,1,2,2,2,2,1,1,2,1,1,1,2,2,1,2,1,1,1,2,1,2,2,2,1/2,2,2/7,2,2, 1,
,1,2,1,1,1,2,1,1,1,1,2,1,2,2,1,2,1,2,1,1,1,1,2,2,2,1,2,1,1,2,1,2,1,1,2,1, 1, 1,
2,2,1,1,2,2,2,1,1,2,2,1,2) si F(x°) = 18.

Pasul 3. Se construieste functia liniara Z(x,y;) si se solutioneaza problema liniara de
transport cu aceleasi restrictii. Se obtine solutia optima x* =(0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0,
0,0,0,0,0,0,22,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,2,0,0,
0,0,0,0,10,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,5,0,0,0,0,0,0,0,2,0,9,0,0, 0,0,
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0, 0,0,
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0) iar Z(x') = 16.89.

Pasul 4. Deoarece Z(x1) < F(x°) se substituie x° cu x? si se trece la Pasul 2.
Iteratia 3.

Pasul 2. Se calculeaza coeficientii Cpp=2,2,2,2,1,2,1,2,1,2,1,1,2,1,2,2,1,1,2, 1,
1,2/11,2,2,1,1,2,2,2,1,1,2,2,2,2,1,2,2,2,2,2,1,1,2,1,1,1,2,1,1,2,2,2,2,1,2,2,2,
1/10,1,1,1,2,1,2,2,2,2,1,1,2,1,1,1,2,2,1,2,1/5,1,1,2,1,2,2,2,1/2,2,4/9,2,2, 1, 1, 1,
2,1,1,1,2,1,1,1,1,2,1,2,2,1,2,1,2,1,1,1,1,2,2,2,1,2,1,1,2,1,2,1,1,2, 1,1, 1, 2, 2,
1,1,2,2,2,1,1,2,2,1,2) si F(x°) = 15.

Pasul 3. Se construieste functia liniara Z(x,y;) si se solutioneaza problema liniara de
transport cu aceleasi restrictii. Se obtine solutia optima x*=(0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0,
0,0,0,0,0,0,22,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0, 0,
0,0,0,0,10,2,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,7,0,0,0,0,0,0,0,0,0,9,0,0, 0,0,
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0, 0,0,
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0)iar Z(x) = 12.4.

Pasul 4. Deoarece Z(x') < F(x°) se substituie x° cu x! si trecem la Pasul 2.

Iteratia 4.
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Pasul 2. Se calculeazi coeficientii Cop=(2,2,2,2,1,2,1,2,1,2,1,1,2,1,2,2,1, 1,2, 1,
1,2/11,2,2,1,1,2,2,2,1,1,2,2,2,2,1,2,2,2,2,2,1,1,2,1,1,1,2,1,1,2,2,2,2, 1,2, 2, 2,
1/10,1/2,1,1,2,1,2,2,2,2,1,1,2,1,1,1,2,2, 1,2, 1/7,1,1,2,1,2,2,2,1,2,4/9,2,2, 1, 1,
L,2,1,1,1,2,1,1,1,1,2,1,2,2,1,2,1,2,1,1,1,1,2,2,2, 1,2, 1,1,2, 1,2, 1, 1,2, 1, 1, 1, 2,
2,1,1,2,2,2,1,1,2,2,1,2) si F(x°) = 11.

Se construieste functia liniard Z(x,;) si se solutioneaza problema liniara de transport cu
aceleasi restrictii. Se obtine solutia optima x*=(0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0,0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0,
0,22,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,
10,2,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,7,0,0,0,0,0,0,0,0,0,9,0,0,0,0,0,0,0, 0,
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0, 0,0,
0,0,0,0,0,0,0,0)iar Z(x') = 11.

Pasul 4. Deoarece Z(x') = F(x°) si x! = x% atunci x* = x* = (0,0, 0,0,0,0,0,0,0, 0,
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,22,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0, 0,0,
0,0,0,0,0,0,0,0,0,10,2,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,7,0,0,0,0,0,0,0, 0,0,
90,00,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0, 0,0,
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0, 0) este solutie optima.

Deci, din sursa 1 in destinatia 1 este transportat un flux de produs de 22 u. c. de tipul 2 cu
transportul 1, din sursa 2 1n destinatia 2 este transportat un flux de produs de 10 u. c. de tipul 2 cu
transportul 2, din sursa 2 in destinatia 2 este transportat un flux de produs de 2 u. c. de tipul 2 cu
transportul 3, din sursa 3 in destinatia 1 este transportat un flux de produs de 7 u. c. de tipul 1 cu
transportul 1, din sursa 3 in destinatia 2 este transportat un flux de produs de 9 u. c. de tipul 2 cu

transportul 2 cu un cost total de transport de 11 u. c.
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Aplicarea algoritmului AMG2

Anexa 12

Se considera problema de transport prezentatd in Figural2.1 descrisa de sursele A; si 4,

care contin respectiv a; = 34 si a, = 16 cantititi de produs de tipul P; si P, respectiv cate

y1 = 37, y, = 13 unitati fiecare. Produsele sunt transportate cu mijloacele de transport T; si T,

de capacitatea respectiva 6; = 30 si §, = 20 in destinatiile B, si B, care au necesitdtile respective

P = 4651, = 4.

Fig. 12.1 Retea de transport doua surse si doua destinatii Sursa: elaborat de autor

Costul de transport este descris de functia ¢4 (x) = {

1 .
pentru multimea de

legaturi  {(111), (122),(221), (311), (312), (321), (422), (511), (512), (622), (712), (721),

(722), (811), (812), (821), (822), (912), (921), (10 11), (11 11), (11 21)}

2x, 0<x<2

functia

@,(x) ={4 >0 pentru multimea de legaturi {(112),(121),(211),(212), (222),

(322), (411), (412), (421), (521), (522), (611), (612), (621), (711), (911), (922), (10 12),
(1021),(1022), (1112),(11 22)}. Asupra cromozomilor-urmasi este aplicatd mutatia cu o

probabilitate 0,01.

Pasul 1 Se genereaza populatia initiala din 24 cromozomi:

{{1-3,3-4,1-5,3-6},{2—3,2-4,4-5,3-6}},{2,1},{1,2},{1,2},{1,2}},
{{1-3,3-4,1-5,3-6},{2—3,3-4,4-5,2-6}},{2,1},{2,1},{1,2},{1,2}},
{{1-3,3-4,1-5,1-6},{2—3,3-4,2-5,2-6}},{1,2},{1,2},{1,2},{2,1}},
{{1-3,3-4,1-5,1-6},{2—3,3-4,4-5,3-6}},{1,2},{1,2},{1,2},{1,2}},
{{1-3,3-4,1-5,1-6},{2—3,3-4,4-5,2-6}},{1,2},{2,1},{1,2},{1,2}},
{{1-3,1-4,4-5,1-6},{2—3,3-4,4-5,3-6}},{2,1},{2,1},{1,2},{1,2}},
{{1-3,1-4,4-5,1-6},{2—3,3-4,4-5,2-6}},{1,2},{2,1},{1,2},{1,2}},
{{1-3,3-4,4-5,1-6},{2—3,2-4,4-5,3-6}},{2,1},{2,1},{2,1},{1,2}},
{{1-3,3-4,4-5,3-6},{2—3,3-4,4-5,2-6}},{1,2},{1,2},{1,2},{1,2}},
{{1-3,1-4,1-5,1-6},{2—3,3-4,4-5,2-6}},{2,1},{1,2},{1,2},{2,1}},
{{1-3,1-4,1-5,3-6},{2—3,3-4,4-5,2-6}},{2,1},{2,1},{2,1},{2,1}},
{{1-3,3-4,4-5,3-6},{2—3,2-4,2-5,2-6}},{2,1},{2,1},{2,1},{1,2}},
{{1-3,3-4,4-5,3-6},{2—3,2-4,4-5,2-6}},{1,2},{2,1},{2,1},{1,2}},
{{1-3,3-4,1-5,3-6},{2—3,3-4,4-5,2-6}},{2,1},{2,1},{2,1},{2,1}},
{{1-3,1-4,4-5,1-6},{2—3,3-4,2-5,3-6}},{1,2},{2,1},{1,2},{2,1}},
{{1-3,1-4,4-5,3-6},{2—3,2-4,2-5,3-6}},{1,2},{1,2},{2,1},{2,1}},
{{1-3,1-4,4-5,1-6},{2—3,3-4,4-5,3-6}},{2,1},{1,2},{2,1},{1,2}},
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{{1-3,1-4,4-5,3-6},{2—3,3-4,4-5,3-6}},{2,1},{2,1},{1,2},{1,2}},
{{1-3,3-4,1-5,3-6},{2—3,2-4,4-5,2-6}},{1,2},{2,1},{2,1},{1,2}},
{{1-3,3-4,1-5,1-6},{2—3,2-4,2-5,3-6}},{1,2},{2,1},{2,1},{1,2}},
{{1-3,3-4,4-5,3-6},{2—3,3-4,2-5,3-6}},{2,1},{2,1},{2,1},{2,1}},
{{1-3,3-4,4-5,1-6},{2—3,2-4,4-5,2-6}},{2,1},{1,2},{2,1},{1,2}},
{{1-3,3-4,4-5,3-6},{2—3,2-4,4-5,2-6}},{1,2},{1,2},{1,2},{2,1}},
{{1-3,1-4,4-5,3-6},{2—3,2-4,4-5,2-6}},{2,1},{2,1},{1,2},{2,1}}}

Iteratia 1, se executd succesiv pasii 2 — 6. Sun selectati in calitate de cromozomi-pdrintii

12 cromozomi pentru care valorile functiilor obiectiv 1n solutiile asociate sunt minime:

{8,{{1-3,3-4,1-5,1-6},{2-3,2-4,2-5,3-6}},{1,2},{2,1},{2,1},{1,2}},

{8,{{1-3,3-4,1-5,1-6},{2-3,3-4,2-5,2-6}},{1,2},{1,2},{1,2},{2,1}},

{13,{{1-3,1-4,1-5,1-6},{2—-3,3-4,4-5,2-6}},{2,1},{1,2},{1,2},{2,1}},
{13,{{1-3,3-4,1-5,3-6},{2—-3,3-4,4-5,2-6}},{2,1},{2,1},{1,2},{1,2}},
{16,{{1-3,3-4,1-5,3-6},{2-3,2-4,4-5,3-6}},{2,1},{1,2},{1,2},{1,2}},
{19,{{1-3,3-4,1-5,3-6},{2-3,2-4,4-5,2-6}},{1,2},{2,1},{2,1},{1,2}},
{20,{{1-3,1-4,4-5,3-6},{2—3,2-4,4-5,2-6}},{2,1},{2,1},{1,2},{2,1}},
{21,{{1-3,1-4,1-5,3-6},{2—-3,3-4,4-5,2-6}},{2,1},{2,1},{2,1},{2,1}},
{21,{{1-3,3-4,1-5,3-6},{2—-3,3-4,4-5,2-6}},{2,1},{2,1},{2,1},{2,1}},
{21,{{1-3,3-4,4-5,3-6},{2—3,2-4,2-5,2-6}},{2,1},{2,1},{2,1},{1,2}},
{22,{{1-3,1-4,4-5,1-6},{2—-3,3-4,2-5,3-6}},{1,2},{2,1},{1,2},{2,1}},
{24,{{1-3,3-4,1-5,1-6},{2-3,3-4,4-5,2-6}},{1,2},{2,1},{1,2},{1,2}},

Cromozomii-urmasii obtinuti dupa incrucisare sunt:

{{1-3,3-4,1-5,1-6},{2—3,3-4,2-5,2-6}},{1,2},{1,2},{1,2},{2,1}},
{{1-3,3-4,1-5,1-6},{2—3,2-4,2-5,3-6}},{1,2},{2,1},{2,1},{1,2}},
{{1-3,1-4,1-5,1-6},{2—3,3-4,4-5,2-6}},{1,2},{1,2},{1,2},{1,2}},
{{1-3,3-4,1-5,3-6},{2—3,3-4,4-5,2-6}},{1,2},{1,2},{2,1},{1,2}},
{{1-3,3-4,1-5,3-6},{2—3,2-4,4-5,2-6}},{2,1},{2,1},{1,2},{1,2}},
{{1-3,3-4,1-5,3-6},{2—3,2-4,4-5,3-6}},{2,1},{2,1},{2,1},{2,1}},
{{1-3,1-4,4-5,3-6},{2—3,3-4,4-5,2-6}},{1,2},{2,1},{1,2},{2,1}},
{{1-3,1-4,1-5,3-6},{2—3,2-4,4-5,2-6}},{2,1},{1,2},{1,2},{1,2}},
{{1-3,3-4,1-5,3-6},{2—3,2-4,2-5,2-6}},{1,2},{2,1},{1,2},{2,1}},
{{1-3,3-4,4-5,3-6},{2—3,3-4,4-5,2-6}},{1,2},{2,1},{2,1},{2,1}},
{{1-3,1-4,4-5,1-6},{2—3,3-4,4-5,2-6}},{2,1},{2,1},{1,2},{2,1}},
{{1-3,3-4,1-5,1-6},{2—3,3-4,2-5,3-6}},{1,2},{1,2},{1,2},{1,2}}}

Populatia obtinuta si valoarea functiei obiectiv pentru fiecare cromozom:

{{8,{{1-3,3-4,1-5,1-6},{2-3,2-54,2-5,3-6} },{1,2},{2,1},{2,1},{1,2} },
{8,{{1-3,3-4,1-5,1-6},{2-3,2-4,2-53-6}},{1,2},{2,1},{2,1},{1,2}},

{8,{{1-3,3-4,1-5,1-6},{2-3,3-4,2-52-6}},{1,2},{1,2},{1,2},{2,1}},

{8,{{1-3,3-4,1-5,1-6},{2-3,3-4,2-52-6}},{1,2},{1,2},{1,2},{2,1}},

{10,{{1-3,3-4,1-5,3-6},{2-3,3-4,4-5,2-6} },{1,2},{1,2},{2,1},{1,2} },
{12,{{1-3,3-4,1-5,1-6},{2-3,3-4,2-5,3-6} },{1,2},{1,2},{1,2},{1,2} },
{12,{{1-3,3-4,1-5,3-6},{2-3,254,4-5,2-6} },{2,1},{2,1},{1,2},{1,2} },
{13,{{1-3,1-4,1-5,1-6},{2-3,3-4,4-5,2-6} },{2,1},{1,2},{1,2},{2,1} },
{13,{{1-3,3-4,1-5,3-6},{2-3,3-4,4-5,2-6} },{2,1},{2,1},{1,2},{1,2} },
{15,{{1-3,3-4,1-5,3-6},{2-3,2-4,2-5,2-6} },{1,2},{2,1},{1,2},{2,1} },
{16,{{1-3,1-4,1-5,3-6},{2-3,2-4,4-5,2-6} },{2,1},{1,2},{1,2},{1,2} },
{16,{{1-3,3-4,1-5,3-6},{2-3,2-4,4-5,3-6} },{2,1},{1,2},{1,2},{1,2} },
{18,{{1-3,1-4,4-5,1-6},{2-3,354,4-5,2-6} },{2,1},{2,1},{1,2},{2,1} },
{19,{{1-3,3-4,1-5,3-6},{2-3,2-4,4-5,2-6} },{1,2},{2,1},{2,1},{1,2} },
{20,{{1-3,1-4,4-5,3-6},{2-3,2-4,4-5,2-6} },{2,1},{2,1},{1,2},{2,1} },
{21,{{1-3,1-4,1-5,1-6},{2-3,324,4-5,2-6} },{1,2},{1,2},{1,2},{1,2} },
{21,{{1-3,1-4,1-5,3-6},{2-3,324,4-5,2-6} },{2,1},{2,1},{2,1},{2,1}},
{21,{{1-3,3-4,1-5,3-6},{2-3,324,4-5,2-6} },{2,1},{2,1},{2,1},{2,1}},
{21,{{1-3,3-4,4-5,3-6},{2-3,254,2-5,2-6} },{2,1},{2,1},{2,1},{1,2} },
{22,{{1-3,1-4,4-5,1-6},{2-3,3-4,2-5,3-6} },{1,2},{2,1},{1,2},{2,1} },
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{23,{{1-3,3-4,1-5,3-6},{2-3,2-4,4-5,3-6} },{2,1},{2,1},{2,1},{2,1} },
{24,{{1-3,3-4,1-5,1-6},{2-3,324,4-5,2-6}},{1,2},{2,1},{1,2},{1,2} },
{29,{{1-3,3-4,4-5,3-6},{2-3,3-4,4-5,2-6} },{1,2},{2,1},{2,1},{2,1} },
{32,{{1-3,1-4,4-5,3-6},{2-3,3-4,4-5,2-6} },{1,2},{2,1},{1,2},{2,1} } }

Cromozomului cu cele mai bune caracteristici {{1—-3,3-4,1-5,1-6},{2-3,2-4, 255,
3-6}1},{1,2},{2,1},{2,1},{1,2}} 1i este asociata solutia x=(0, 0, 0, 0, 0,0, 0,0, 17,4, 9,0, 0, 0, 4,
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0, 16,0, 0,0,0,0,0,0,0,0, 0,0, 0,0, 0, 0, 0, 0, 0). Valoarea functiei
obiectiv este F(x) = 8 u. c. si valoarea functiei obiectiv totald pentru populatia obtinuta este
Fr(x) =410 u. c.

Iteratia 2, se executd succesiv pasii 2 — 6. Cromozomii populatiei sunt sortati in ordine
crescatoare a valorii functiei obiectiv in solutia asociatd cromozomilor respectivi. Primii 12
cromozomi sunt transferati in urmatoarea populatie si participa la incrucisare. Solutia x= (0, 0, 0,
0,0,0,0,0,17,4,13,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0, 12,0,0,0,4,0,0,0,0,0,0,0,0,0, 0,0,
0, 0, 0) este asociatd cromozomului {1-3,3-4,1-5,1-6},{2-3,354,2-552-6}},{2,1},{2,1},
{1,2},{2,1}} cu cele mai bune caracteristici. Valoarea functiei obiectiv este F(x) =5 u. c. si
valoarea functiei obiectiv totald pentru populatia obtinuta este F(x) = 309 u. c..

Iteratia 3, se executd succesiv pasii 2 — 6. . Cromozomii populatiei sunt sortati in ordine
crescatoare a valorii functiei obiectiv in solutia asociatd cromozomilor respectivi. Primii 12
cromozomi sunt transferati in urmatoarea populatie si participa la incrucisare. Solutia x= (0, 0, 0,
0,0,0,0,0,17,4,13,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0, 12,0,0,0,4,0,0,0,0,0,0,0,0,0, 0,0,
0, 0, 0) asociatd cromozomului {{1-3,3-4,1-5,1-6},{2-3,354,2-552-6}},{1,2},{1,2},
{2,1},{1,2}}. Valoarea functiei obiectiv este F(x) = 5 u. c. si valoarea functiei obiectiv totald
pentru populatia obtinuta este Fr(x) = 244 u. c..

Daca sunt executate 3 iteratii atunci solutia obtinuta este solutia problemei.

167



lEnvelope ID: EDA47E77-33D2-48AB-9500-1EB449FB5998

DECLARATIA PRIVIND ASUMAREA RASPUNDERII

Subsemnata, declar pe raspundere personala ci materialele prezentate in teza de doctorat
sunt rezultatul propriilor cercetiri si realiziri stiintifice. Constientizez ci, in caz contrar, urmeaza

sd suport consecintele in conformitate cu legislatia in vigoare.

Numele de familie, prenumele @Q VZQ//Q 1
Semnatura %f

=

Data & / 7. 02/

168



CURRICULUM VITAE

INFORMATII PERSONALE

Tatiana Pasa
4/1, N. Dimo, MD 2068, Chigsinau, RM
1 (+373) 79406452
pasa.tatiana@yahoo.c

EXPERIENTA PROFESIONALA

01/09/1999 - prezent Lector universitar, Universitatea de Stat din Moldova, Chisindu, RM
16/10/2020 - prezent Presedinta Comitetului Sindical al Facultatii de Matematica si

Informatica

EDUCATIE SI FORMARE
01/01/2018-31/12/2018  Studii doctorale, Cibernetici Matematica si Cercetari Operationale

USM, Facultatea de Matematica si Informatica, Cisindu, RM

01/09/2012-18/06/2014 Master in Stiinte Economice, Administrarea Afacerilor Universitatea

de Stat din Moldova, Chiginau, RM

01/09/1995-01/07/2000 Licentiat in Matematica, specialitatea Matematica si Informatica

Universitatea de Stat din Moldova, Chisindu, RM

COMPETENTE PERSONALE

Limbi romana, rusa, engleza

Afiliere

Wolfram Center Moldova

LMPI - N°573901-EPP-1-2016-1-IT-EPPKA2-CBHE-JP, “Licence, Master professionnels
pour le développement, I’administration, la gestion, la protection des systémes et réseaux
informatiques dans les entreprises en Moldavie, au Kazakhstan, au Vietnam”

LCS ”Inteligentd Artificiala si Realitate Virtualda & Augmentatd” al Departamentului
Informatica, USM

Cursuri on-line

1. PasaT., TIC, 2014, http://moodle.usm.md/moodle/ course/view.php?id=890

2. Pasa T., Securitatea Informatiei Intreprinderii, 2018, http://moodle.usm.md/moodle/course/
view.php?id=1528

3. Pasa T., Securitatea Bazelor de Date, 2018, http://moodle.usm.md/moodle/course/
view.php?id=1525

4. PasaT., HTML CSS JS, 2019, http://moodle.usm.md/moodle/course/view.php?id=1699

5. PasaT., POO, 2020, https://moodle.usm.md/course/view.php?id=2093

Conferinte

1. A 20-a Conferintd a SPSR, AFA “Henri Coanda”, Departamentul de Stiinte Fundamentale si

Management, 28-29 aprilie 2017, Brasov, Romaénia.

2. The Fourth Conference of Mathematical Society of the Republic of Moldova dedicated to the

centenary of Vladimir Andrunachevici (1917 - 1997), 28 iunie — 2 iulie 2017, Institute of
Mathematics and Computer Science, Academy of Scieces of Moldova, Chiginau.

169



3. The 50th anniversary of Computers, Informatics and Microelectronics Faculty & Electronics
and Telecommunications Faculty, October 19-21, 2017, Chisinau, RM.

Economice din Bucuresti, 13-14 aprilie 2018, ASE, Bucuresti, Roménia.

5. International Conference on Mathematics, Informatics and Information technologies
dedicated to the illustrious scientist Valentin Belousov, 19-21 April, 2018, Balti, RM.

6. CAIM 2018, The 26th Conference on Applied and Industrial Mathematics, 20th — 23th
September, 2018, Technical University of Moldova, Chisindu, Moldova.

7. CAIM 2019, The 27th Conference on Applied and Industrial Mathematics, 19th — 20th
September, 2019, “Valahia” University, Targoviste, Romania.

8. IMCS - 55, The Fifth Conference of Mathematical Society of the Republic of Moldova,
September 28 - October 1, 2019, Chisinau, Moldova.

9. International Conference on Applied and Pure Mathematics, 6th edition, ICAPM 2019,
October 31 — November 3, lasi, Romania.

10. International Conference on Applied Mathematics and Numerical Methods, Third Edition,
Craiova, October 29-31, 2020.

11. International Symposium "Actual Problems of Mathematics and Informatics” dedicated to
the 90th Birthday of Professor lon Valuta, November 27-28, 2020, TUM, Chisindu, RM.

Publicatii

1. PASA, T., UNGUREANU, V., Wolfram Mathematica as an enviroment for solving concave
network transportation problem. In: The Fourth Conference of Mathematical Society of the
Republic of Moldova dedicated to the centenary of Viadimir Andrunachevici (1917 - 1997),
28 iunie - 2 iulie 2017, p. 429 - 432. Chisindu: IMCS, ASM. ISBN 978 - 9975 -71 - 915 -5.

2. PASA, T., UNGUREANU, V., Non-Linear Concave Transportation Problem Solving and
Implementation using Wolfram Language., In: /TSN, 2017, p. 30-39. Chisindu. ISBN 978-
9975-3168-5-9.

3. PASA, T.,UNGUREANU, V., Applying sequential and parallel programming to solve a non-
linear transport problem. In: ICMCS, October 19 - 21, 2017, p. 247-251. Cisinau, Republic of
Moldova. ISBN 978-9975-4264-8-0.

4. PASA, T., Multi-index transport problem with non-linear cost functions. In: Romai J., 20138,
vol. 14, no. 2, p. 129-137. Disponibil: https://rj.romai.ro/arhiva/2018/2/Pasa.pdf.

5. PASA, T., UNGUREANU, V., Solving the non-linear 4-index transportation problem. In:
The Fifth Conference of Mathematical Society of the Republic of Moldova, 2019, p. 221-224.
Chisindu: Vladimir Andrunachievici Institute of Mathematics and Computer Science.

6. PASA, T., Solving non-linear multi-index transportation problems. In: Romai J., 2019, vol.
15, no. 2, p. 91-99. Disponibil: https://rj.romai.ro/arhiva/2019/2/Pasa.pdf.

7. PASA, T., Solving transportation problems with concave cost functions using genetic
algorithms. In: CSJM, 2020, vol. 28 no. 2 (83), p.140-151. ISSN 1561-4042.

8. PASA, T., Genetic algorithm for solving transportation problems on networks with one source
and multiple sinks. In: ITM Web Conf., ICAMNM 2020, Section: Applied Mathematics and
Numerical Methods, nr. 34, 11 pages. https://doi.org/10.1051/itmconf/20203402006,
Online ISSN 2271-2097.

170



