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ADNOTARE

la teza de doctor ”Modelarea matematica a proceselor neliniare in dispozitivele
semiconductoare”, inaintata de catre Galina Sprincean, pentru obtinerea titlului de doctor
in stiinte matematice, la specialitatea 112.03 — Cibernetici Matematica si Cercetari
Operationale, elaborata la Universitatea de Stat din Moldova, Chisinau, anul 2021.

Structura tezei: Teza este scrisa in limba romana si contine introducere, patru capitole,
concluzii generale si recomandari, bibliografie din 113 titluri, 3 anexe, 126 pagini cu text de
baza, 4 figuri, 16 tabele. Rezultatele obtinute sunt publicate in 14 lucrari stiintifice.

Cuvinte-cheie: Procese neliniare, dispozitive semiconductoare, modelarea matematica,
scheme cu diferente finite, schema lui Scharfetter-Gummel, algoritmul lui Gummel, metoda lui
Newton, metode iterative, metode semi-iterative, metode variationale.

Scopul si obiectivele lucrarii: Elaborarea si argumentarea teoretica a algoritmilor
numerici de modelare matematica a proceselor neliniare intr-un dispozitiv semiconductor, cu
identificarea celor mai eficienti. lar ca obiective: stabilirea cadrului modelarii numerice,
elaborarea modelului conceptual, folosind notatii matematice sau grafice adecvate, realizarea
modelului matematic, verificarea si validarea algoritmilor numerici elaborati, efectuarea
experimentelor numerice generatoare de rezultate, analiza si interpretarea rezultatelor obtinute.

Noutatea si originalitatea stiintifici: Problema modelarii matematice a proceselor
neliniare a fost si ramane una dintre cele mai dificile probleme ale fizicii semiconductoarelor, pe
motiv cd procesele neliniare sunt putin controlabile. In tezd, au fost elaborati, argumentati
teoretic si identificati cei mai eficienti algoritmi numerici ce modeleaza matematic procesele
neliniare intr-un dispozitiv semiconductor, care a presupus rezolvarea unui sistem de ecuatii Cu
derivate partiale, neliniare si cu doua tipuri de conditii la frontiera care actioneaza pe portiuni
disjuncte.

Rezultate obtinute: A fost rezolvatd problema care modeleazd matematic procesele
neliniare in dispozitivul semiconductor. Rezultat ce duce la extinderea ariei problemelor
neliniare rezolvabile, completatd fiind cu algoritmi de solutionare a sistemelor cu derivate
partiale, neliniare si cu doua tipuri de conditii la frontiera ce actioneaza pe portiuni disjuncte.
Aria de aplicarea a acestor rezultate este larga atat in plan teoretic (elaborarea algoritmilor si mai
eficienti ce modeleaza matematic procesele neliniare in dispozitivele semiconductoare) cat si
practic (cu implementarea algoritmilor elaborati in cadrul cercetdrii prin crearea softului
corespunzator, care poate fi folosit la modelarea reala a dispozitivelor semiconductoare).

Semnificatia teoretica si valoarea aplicativa a lucrarii: Extinderea ariei de cercetare si
aplicare a modelarii matematice la solutionarea problemelor neliniare, cazul dispozitivului
semiconductor. Rezultatele obtinute pot fi ca suport pentru un curs optional la masterat.

Implementarea rezultatelor stiintifice: Rezultatele stiintifice vor fi utilizate in procesul
de instruire la Facultatile de Matematica si Informatica, Fizica si Inginerie ale Universitatii de
Stat din Moldova, in cadrul predarii disciplinelor de specializare. Algoritmii elaborati au fost
realizati sub forma de programe MatLab.
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ANNOTATION

of the PhD thesis ""Mathematical Modeling of nonlinear processes in semiconductor
devices", submitted by Galina Sprincean for obtaining the title of doctor in Mathematical
Sciences, at specialty 112.03 - Mathematical Cybernetics and Operational Research, was
developed at the State University of Moldova, Chisinau, in 2021.

Thesis structure: The thesis is written in Romanian and contains introduction, four
chapters, general conclusions and recommendations, bibliography of 113 titles, 3 annexes, 126
pages with basic text, 4 figures, 16 tables. The results are published in 14 scientific papers.

Keywords: Nonlinear processes, semiconductor devices, mathematical modeling, finite
difference schemes, Scharfetter-Gummel scheme, Gummel's algorithm, Newton's method,
iterative methods, semi-iterative methods, variational methods.

Purpose and objectives of the work: Elaboration and theoretical argumentation of
numerical algorithms for mathematical modeling of nonlinear processes in a semiconductor
device, with the identification of the most efficient ones. And as objectives: establishing the
framework of numerical modeling, elaboration of the conceptual model, using appropriate
mathematical or graphical notations, realization of the mathematical model, verification and
validation of elaborated numerical algorithms, performing numerical experiments generating
results, analysis and interpretation of results.

Results obtained: The problem that mathematically models nonlinear processes in the
semiconductor device has been solved. Result that leads to the extension of the area of solvable
nonlinear problems, being completed with algorithms for solving systems with partial, nonlinear
derivatives and with two types of boundary conditions that act on disjoint portions. The area of
application of these results is wide both theoretically (developing even more efficient algorithms
that mathematically model nonlinear processes in semiconductor devices) and practically (with
the implementation of the algorithms developed in the research by creating the appropriate
software, which can be used for real modeling of semiconductor devices).

Scientific novelty and originality: The problem of mathematical modeling of nonlinear
processes has been and remains one of the most difficult problems of semiconductor physics, on
the grounds that nonlinear processes are uncontrollable. In the thesis, the efficient numerical
algorithms that mathematically model nonlinear processes in a semiconductor device, which
involved solving a system of equations with partial, nonlinear derivatives and two types of
boundary conditions acting on disjoint portions, have been elaborated and theoretically argued.

Theoretical significance and applicative value of the work: Extending the area of
research and application of mathematical modeling to solving nonlinear problems, the case of the
semiconductor device. The results obtained can be used as support for an optional master's
course.

Implementation of scientific results: The scientific results will be used in the training
process at the Faculties of Mathematics and Computer Science, Physics and Engineering of the
State University of Moldova, within the teaching of the specialization disciplines. The developed
algorithms were developed in the form of MatLab programs.
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INTRODUCERE

Teza este consacrata studiului problemei modelarii matematice a proceselor neliniare in
dispozitivele semiconductoare (cazul diodei semiconductoare confectionata din siliciu), cu
elaborarea algoritmilor numerici eficienti in scopul rezolvarii ei.

Din multitudinea de tehnici oferite de stiinta la ora actuala, pentru modelarea matematica
a proceselor neliniare, alegerea celor eficiente este una mai mult intuitivd decat algoritmica.
Cazul fiecarei probleme neliniare este tratat in mod individual, deoarece, nu exista algoritmi
generali de modelare a ei. Modelarea matematicda a proceselor neliniare in dispozitivul
semiconductor este unul dintre aceste cazuri. Studii in directia rezolvarii problemei
dispozitivului semiconductor au fost partiale sau lipseau. Rezultatele obtinute in cercetare sunt
bazate pe teoriile existente cu elaborarea algoritmilor numerici ce solutioneazd problema
cercetarii, testarea lor si aplicarea ajustarilor necesare pana la validarea lor.

Actualitatea si importanta temei se datoreaza faptului ca rezolvarea problemei
dispozitivului semiconductor a presupus rezolvarea unui sistem de ecuatii cu derivate partiale,
neliniare, avand doua tipuri de conditii la frontierd, care actioneaza pe portiuni disjuncte ale ei.
Studii in aceasta directie si anume, de rezolvare a problemelor neliniare mixte, cazul
dispozitivului semiconductor, au fost partiale sau lipseau. Importanta acestei cercetéri, creste si
din considerentul cd nu doar au fost elaborati algoritmi numerici ce rezolvd problema cercetarii
dar au fost identificati cei mai eficienti, cu concluziile de rigoare.

Scopul cercetarii a fost elaborarea si argumentarea teoretica a algoritmilor numerici de
modelare matematica a proceselor neliniare intr-un dispozitiv semiconductor, cu identificarea
celor mai eficienti. Modelarea numerica presupune proiectarea unui model real sau teoretic,
executia acestui model pe un sistem de calcul si analiza rezultatelor obtinute. Modelul numeric
elaborat trebuie sa reflecte cat mai fidel proprietatile si comportarea sistemului modelat. Numai
in acest caz concluziile la care se ajunge, analizdnd rezultatele obtinute in cadrul efectudrii
experimentelor numerice generatoare de rezultate, pot fi aplicate si in cazul sistemului real.
Modelarea numerica a unui sistem real, in marea majoritate a cazurilor, este un proces iterativ
care impune deseori reluarea unor etape pana la obtinerea unor rezultate concludente.

Obiectivele cercetarii. Urmarind realizarea tuturor cerintelor fatd de elaborarea
algoritmilor numerici ce modeleazd matematic procesele neliniare intr-un dispozitiv
semiconductor si a atingerii scopului cercetdrii, au fost formulate si realizate urmatoarele

obiective:
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1. Stabilirea cadrului modelarii numerice. Etapa la care au fost definiti si analizati atat
sistemul modelat, cat si scopurile urmarite: intrebarile la care trebuia de dat un raspuns,
variantele care trebuiau analizate, criteriile aplicate pentru compararea variantelor, modul de
prezentare a rezultatelor, etc. In definirea sistemului analizat este bine sa intervina toate detaliile
cunoscute, care pot contribui la o mai buna intelegere a functionarii acestuia, chiar daca ulterior
unele dintre ele vor fi considerate nerelevante pentru obiectivul urmarit.

2. Elaborarea modelului conceptual, folosind notatii matematice sau grafice adecvate.
La aceasta etapa a fost realizat un model unic, care a constituit punctul de pornire pentru modele
numerice elaborate ulterior, cu modificarea unor elemente sau includerea unor elemente noi.
Modelul trebuie sa reflecte esenta sistemului real, fara a include detalii inutile.

3. Definirea experimentelor de modelare numerica. Experimente in cadrul carora au fost
verificati si validati algoritmii numerici elaborati, in scopul obtinerii rezultatelor necesare si
pentru atingerea obiectivelor fixate.

4. Colectarea si pregatirea datelor. Date utilizate in cadrul experimentelor asupra
modelelor numerice elaborate. Etapa importanta nu numai ca fara aceste date nu este posibila
validarea modelului si obtinerea rezultatelor dorite, dar si ca anumite particularitati ale lor se pot
reflecta direct in modelul matematic al sistemului.

5. Realizarea modelului matematic. Obiectiv realizat ca rezultat al codificarii modelului
conceptual al sistemului sub formd de program MatLab. Alegerea a fost conditionatd de
numerosi factori, dintre care pot fi mentionati disponibilitatea pachetelor de programe,
experienta 1n utilizarea acestora, timpul necesar realizarii modelului numeric si usurinta cu care
pot fi efectuate modificari asupra acestuia.

6. Verificarea si validarea algoritmilor numerici elaborati. Obiectiv realizat in cadrul
unor experimente, care sa confirme analogia dintre comportarea modelului elaborat si cea a
sistemului real. A fost necesar de a reexamina unele deciziile luate la etapele anterioare, in
vederea detectarii si corectarii erorilor comise, atunci cand acestea nu au condus la rezultatele
dorite.

7. Efectuarea experimentelor numerice generatoare de rezultate. Rezultatele obtinute in
cadrul primelor experimente, de multe ori, au impus modificari ale modelului numeric sau ale
modului 1n care trebuia continuatd modelarea (adaugand noi experimente numerice sau
renuntind la unele dintre cele planificate initial).

8. Analiza si interpretarea rezultatelor obtinute. Rezultatele analizei au fost destinate in

scopul ludrii unor decizii. Pentru realizarea obiectivului propus a fost necesard prezentarea
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concluziilor intr-o forma clara, sugestivd si convingatoare, folosind o exprimare accesibila
factorilor de decizie.

Ipoteza de cercetare a fost ca problema modelarii matematice a proceselor neliniare in
dispozitivul semiconductor are solutie unica, fapt care si a fost dovedit in cadrul cercetarii prin
calculul numeric al ei cu o exactitate prestabilitd. Tot in cadrul cercetarii a fost determinata
viteza si costul de calcul al solutiei cu identificarea variantelor mai eficiente.

Sinteza metodologiei de cercetare. Pentru realizarea obiectivelor tezei au fost
implementate urmatoarele modele teoretice si metode de analiza:

1. A fost aplicata teoria materialelor semiconductoare si cea a diodelor semiconductoare,
pentru formularea matematica a problemei dispozitivului semiconductor.

2. A fost aplicata teoria schemelor in diferente si cea a schemei lui Scharfetter-Gummel,
pentru discretizarea ecuatiilor cu derivate partiale, neliniare.

3. Au fost aplicate teoriile de liniarizare ale ecuatiilor cu utilizarea algoritmului Gummel
si cea a metodei lui Newton.

4. Au fost utilizate teoriile metodelor iterative, semi-iterative si variationale, pentru
rezolvarea sistemelor algebrice liniare.

5. A fost utilizat pachetul de calcul MatLab, pentru implementarea algoritmilor ce
modeleaza matematic procesele neliniare in dispozitivul semiconductor, pe un sistem de calcul
cu urmatorii parametri: SO Windows 7 extinsa (pe 64 biti), procesor (2 nuclee cu viteza de 2,1

GHz, fiecare), RAM 4,1 GB, GPU pe 32 biti, 200Hz, memorie video de 1,8 GB.

La tema tezei au fost realizate 14 publicatii (2 articole in reviste de specialitate, 6 articole
in culegeri stiintifice si 6 teze in culegeri stiintifice). Dintre aceste publicatii, 7 articole sunt fara
coautori.

In Introducere sunt prezentate actualitatea si importanta temei de cercetare, scopul si
obiectivele tezei, noutatea stiintificd, importanta teoreticd si valoarea aplicativd a rezultatelor

obtinute.

In capitolul 1 ”Stadiul actual al cercetirilor din domeniul modelirii matematice a
proceselor neliniare in dispozitivele semiconductoare” sunt expuse, succint, cele mai recente
rezultate teoretice si experimentale din domeniul cercetarii
[1,5,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,19,20]. Tot in acest capitol a fost formulata matematic
problema cercetdrii si anume cea a modelarii matematice a proceselor neliniare in dispozitivul

semiconductor.
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In capitolul 2 ”Modelarea matematici a functionalititii dispozitivului semiconductor
prin potentialul electrostatic si cvasi-potentialele lui Fermi” [2,3,4,12,14,15,21,24,25], a fost
rezolvata problema dispozitivului semiconductor, enuntatd prin potentialul electrostatic si cvasi-
potentialele lui Fermi. Problema dispozitivului semiconductor a presupus rezolvarea unui sistem
de trei ecuatii cu derivate partiale neliniare: ecuatia lui Poisson si ecuatiile continuitdtii pentru
electroni si goluri. In cadrul modeldrii numerice a dispozitivului semiconductor, algoritmii
elaborati si descrisi in acest capitol, au folosit suplementar solutiile analitice pentru densitéti ale
curentilor de electroni si goluri si cele ale cvasi-potentialelor lui Fermi pentru electroni si goluri.
Conditii la frontiera ale problemei sunt de doua tipuri, Dirichlet si Neumann si actioneaza pe
portiuni disjuncte ale ei. In cadrul acestui capitol au fost propusi 6 algoritmi numerici, pentru
rezolvarea problemei dispozitivului semiconductor. in concluzia capitolului a fost identificat cel

mai efectiv, cu recomandarile de rigoare.

In capitolul 3 “Modelarea matematici a proceselor neliniare in dispozitivul
semiconductor prin potentialul electrostatic si concentratii ale sarcinilor” [6,7,17,82], a fost
enuntatd problema dispozitivului semiconductor prin potentialul electrostatic si concentratii ale
electronilor si golurilor. Problema dispozitivului semiconductor a presupus rezolvarea aceluiasi
sistem de ecuatii cu derivate partiale neliniare, cu doud tipuri de conditii la frontiera. In cadrul
acestui capitol au fost descrisi algoritmii numerici care suplementar au utilizat solutiile analitice
ale densitatilor de curent pentru electroni si goluri, si cele ale concentratiilor de sarcini pentru
electroni si goluri. In cadrul acestui capitol au fost propusi alti 6 algoritmi numerici, pentru
rezolvarea problemei dispozitivului semiconductor. In concluzia capitolului a fost identificat cel
mai efectiv, cu recomandari de rigoare.

In capitolul 4 “Modelarea matematici a proceselor neliniare in dispozitivul
semiconductor cu aplicarea metodei Newton” [30,31,112] a fost descris un singur algoritm
numeric ce rezolva problema dispozitivului semiconductor. Problema a presupus rezolvarea
aceluiasi sistem de trei ecuatii cu derivate partiale, neliniare, cu doud tipuri de conditii la
frontierd. Solutiile analitice, utilizate suplimentar, sunt aceleasi ca in capitolul 3.

In cadrul acestui capitol, spre deosebire de capitolele anterioare, a fost propusi o noua
abordare de elaborare a algoritmilor numerici. Etapa de liniarizare a ecuatiilor sistemului a
fost realizata cu utilizarea ideii metodei Newton. Rezultatele testarii algoritmului elaborat au
fost expuse la finalul capitolului, iar ca recomandari a fost propusa o schema (Anexa 3), care
propune si descrie alti algoritmi ce pot fi elaborati cu utilizarea metodei Newton pentru

rezolvarea problemei dispozitivului semiconductor.
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In Concluzii si Recomandiri au fost enumerate rezultatele importante, obtinute in cadrul
cercetdrii, enuntatd importanta lor stiintifici si aplicativd. In acelasi capitol au fost facute
recomandari ce tin de aplicarea practica a algoritmilor elaborati si de eficientizarea lor, intr-0

viitoare cercetare.
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1 STADIUL ACTUAL AL CERCETARILOR DIN DOMENIUL
MODELARII MATEMATICE A PROCESELOR NELINIARE iN
DISPOZITIVELE SEMICONDUCTOARE

1.1 Modelarea matematica a proceselor neliniare in dispozitivele

semiconductoare

Fizica solidului, aparuta in perioada 1930-1935, s-a dezvoltat datorita implicarii in
realizari tehnice importante ale secolului al XX-lea. Drept exemple pot fi dispozitivele
semiconductoare (dioda, tranzistorul bipolar, etc.), laserul, memoria magnetica,
supraconductibilitatea, microelectronica, domeniul de varf al tehnologiei secolului al XX-lea.
Influenta progresului Fizicii semiconductoarelor asupra Microelectronicii este descrisa in
lucrari ale multor savanti, cum ar fi lucrarea lui Wolf S. ”Silicon Processing for the VLSI
Era” [44], Lakatos E.St. ”Rolul fizicii in dezvoltarea microelectronicii” [43], Canter S.,
Sisianu T. “Fizica si tehnologiile moderne ” [85], etc.

La fabricarea dispozitivelor electronice active (dispozitive discrete de baza sau
entitati fizice intr-un sistem electronic, utilizate pentru a influenta electronii sau campurile
asociate acestora) in calitate de materie prima sunt folosite materialele semiconductoare.
Inceputurile epocii componentelor electronice pe bazi de semiconductori este anul 1904, iar
descrierea dezvoltarii acestei ramuri poate fi gasita in lucrari de specialitate, cum ar fi revista
”Microelectronics Technologies and devices — SBMicro” [24, 28], in Grove A. S., "Fizica si
tehnologia dispozitivelor semiconductoare ” [42], Kireev P. S. ”Fizica semiconductoarelor”
[48], etc. Primul dispozitiv pe baza de semiconductori este construit in 1948 cand in Statele
Unite ale Americii a fost inventat “un dispozitiv de 22 cristale (semiconductor) cu trei
electrozi”, care putea sa amplifice si sd detecteze semnale electrice, denumit tranzistor.

De ce se folosesc materiale semiconductoare, in locul metalelor? Din punct de vedere
datorita prezentei in volumul metalului a unui numar foarte mare ai electronilor liberi. Dar,
un fapt foarte important este ca in cazul semiconductoarelor un numar mic de ”atomi straini”,
diferiti de atomii materiei de baza, pot influenta impunator proprietatile electrice ale acestei
materii.

Aproape toate dispozitivele electronice moderne sunt realizate cu materii
semiconductoare. Caracteristicile electrice ale semiconductoarelor sunt influentate direct de
modul in care interactioneaza atomii din structura materiilor utilizate. In lucrarea de fata este

vorba de dispozitive confectionate din siliciu. Materiile semiconductoare, simple sau
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compuse, intrinseci (materii fara impuritati) sau extrinseci (materii cu impuritati), sunt
structurate prin retele atomice numite cristale. De exemplu, cristalul de siliciu are o retea
atomica tetraedrica, fiecare atom se invecineaza cu alti patru atomi de acelasi tip. Acest tip
de retea asigurd o buna stabilitate a fiecarui atom de siliciu.

In cazul siliciului, pentru semiconductorul intrinsec la temperaturi scizute si in
absenta unor factori energizanti legaturile covalente sunt satisfacute, acesta comportandu-se
asemenea unui izolator ideal. La temperatura normala (T = 300K) un numar de electroni au
statistic o energie suficienta pentru a se rupe din legaturile covalente devenind liberi si
participand la conductie, dacad existd un camp electric extern. Legaturile covalente ramase
nesatisfacute (vacantele) se comportd asemenea unor sarcini pozitive numite goluri si
participa la conductie aldturi de electroni. In semiconductoarele pure sau intrinseci numarul
electronilor liberi este egal cu numarul golurilor, formand perechi electron-gol.

Semiconductoarele extrinseci sunt semiconductoare dopate cu impuritati. in reteaua
cristalind, in cazul semiconductorului din siliciu, se introduc atomi strdini trivalenti sau
pentavalenti, care modificd tipul si numarul purtitorilor participanti la conductie. Intr-un
astfel de semiconductor vor exista un anumit tip de purtdtori majoritari, electronii la
semiconductorul tip n, dopat cu atomi pentavalenti si golurile la semiconductorul tip p, dopat
cu atomi trivalenti. Si in cazul semiconductoarelor extrinseci se pastreaza mecanismele de
generare ale perechilor electron-gol, drept urmare a excitarii externe, dar numarul acestora
este mic in comparatie cu purtdtorii produsi de atomii straini.

Unul dintre factorii externi ce poate sa produca miscarea purtatorilor de sarcind intre
doua regiuni ale semiconductorului este un camp electric, care determina prezenta curentilor
de drift (cdmp). O alta cauza ar fi existenta gradientilor de concentratie. Ei pot fi indusi de un
gradient de temperaturda de-a lungul suprafetei semiconductoare sau de iluminarea
neomogeni, care determini prezenta curentilor de difuzie. In cazul prezentei gradientilor de
concentratie purtdtorii de sarcind difuzeaza din regiunea de concentratie mare in cea de
concentratie mica.

In consecinti, se poate afirma ci existd trei mecanisme de trecere in neechilibru a
purtatorilor de sarcina: driftul, difuzia si generare-recombinarea perechilor electron-gol.

Deosebim semiconductoare dopate moderat (semiconductoare nedegenerate),
semiconductoare puternic dopate (semiconductoare degenerate), Dolocan V. ”Fizica
Jjonctiunilor cu semiconductoare” [100].

In toate materiile solide (metale, semiconductoare si izolatoare) electronii aferenti

fiecarui tip de atom au nivele de energie discrete. Prin interactiunea unui numar foarte mare
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de atomi, din diferite retele cristaline, nivelele de energie ale electronilor se grupeaza in
benzi de energie permise, separate prin benzi de energie interzise (avand ecartul notat cu
AW =W, — W, unde W, este nivelul minim al benzii de conductie si W, este nivelul maxim
al benzii de valenta, iar nivelul de energie intrinsec, notat cu W;, este situat la %2 din AW).
Nivelele de enegie neocupate se delimiteaza de cele ocupate cu electroni prin nivelul Fermi,
notat cu Wg.

Semiconductoarele extrinseci pe baza de siliciu, utilizate pe scard industriala la
fabricarea de dispozitive electronice si de circuite integrate, sunt realizate cu impuritati
donoare (avand concentratia de atomi/cm? notatd cu Np, de reguld impuritatile sunt atomi de

3 notatd cu N4, de

fosfor) sau cu impuritati acceptoare (avand concentratia de atomi/cm
reguld impuritatile sunt atomi de bor).

Conceptul de echilibru termodinamic (ETD) se defineste ca un ansamblu de conditii
fizice in care se afld un mediu fizic fara a fi supus la actiuni induse de campuri electrice, de
campuri magnetice, de cAmpuri electromagnetice, de radiatii nucleare, de vibratii mecanice,
de gradienti termici si de alte tipuri de “stres”. In oricare alta situatie de lucru mediile fizice
opereaza in conditii de neechilibru termodinamic (NETD).

Pentru estimarea componentelor de curent in semiconductoare este necesar sd se
precizeze starea de neutralitate electrica la ETD. Semiconductorul se gaseste in stare de
echilibru termodinamic atunci cand suma tuturor sarcinilor lui pozitive (sarcini pozitive
mobile p, si sarcini pozitive fixe Nj) este egald cu suma tuturor sarcinilor lui negative
(sarcini negative mobile n, si sarcini negative fixe N;). Astfel, semiconductorul este in stare

de echilibru termodinamic daca are loc relatia

Po + Ny =ng+ N,

unde p, este concentratia de goluri, N}, concentratia impuritatilor donore, n, concentratia de
electroni mobili si N, concentratia impuritatilor acceptoare.

Un semiconductor extrinsec, situat in camp electric, are urmatoarele componente de
curent J,. densitate de curent pentru electroni, J,- densitate de curent pentru goluri si j;

densitate de curent cu contributia ambelor tipuri de purtatori de sarcind

Tne = PnVn = —qny, = —qn(—u,E) = qnu,E
Toc = Pp¥y = qpV, = qp(uy,E) = qpu,E

Jc = Jnc +]pTc: q(n.un +p.up)E =0oF = E/p
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unde n si p sunt concentratiile purtatorilor de sarcina la neechilibru pentru electroni si goluri,
Un $1 U, sunt mobilitdti ale electronilor si golurilor, E este intensitatea cAmpului electric, &
conductivitatea materiei, p densitatea de sarcina electrica totala in semiconductor.
Semiconductorul extrinsec, asupra caruia actioneaza gradienti ai sarcinilor electrice,
are urmatoarele componente de curent J,; drept densitatea de curent pentru electroni i J,q

densitatea de curent pentru goluri
Jna = —q(F) = —q(=D,,Vn) = q(D,Vn)

Jod = (F;) = a(=DyVp) = =q(D,7p)
unde D,, si D, sunt constantele de difuziune pentru purtitorii de sarcind electroni si goluri,

. . . .. R . kpT . kpT
respectiv, exprimate prin relatiile lui Einstein D, = /,tn% = UnVin $1 Dy = % = UpVin
: - kpT
cu tensiunea termica Vi, = %.

Componentele totale de curent, pentru electroni si goluri, intr-un semiconductor

extrinsec sunt exprimate prin densitati de curent conform relatiilor ce urmeaza

_—

Tn = Jne + Jnd = qnunE + q(D,Vn)

_  —

To = Jpe + Jpa = qpipE — q(D,Vp)

f=17+7p’+e<aE/at>

unde ¢ (BE / (')t) reprezinta curentul de deplasare la frecvente mari si foarte mari de lucru, ¢

fiind permitivitatea electrica a materialului semiconductor.

Principalele mecanisme de generare-recombinare a purtatorilor mobili de sarcina, care
permit estimarea variatiei in timp a concentratiilor acestora intr-un punct al unui
semiconductor, sunt urmatoarele modele fizice

e modele de generare directa (banda-banda, prin perechi electron-gol) sau generare

indirecta (banda-centru de captura sau trapa-banda),

e modele de recombinare directd (banda-banda, prin perechi electron-gol) sau

recombinare indirecta (banda-centru de captura sau trapa-banda),

e modelul de tip Shockley-Read-Hall (in cazul siliciului cu trapa intermediara

W, = (1/2)AW).

Ecuatiile de conservare, carora li se mai spun ecuatii ale continuitatii purtatorilor de

sarcind, exprima variatia in timp a concentratiei de electroni §i goluri si au urmatoarele

expresii
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an Vin Vin n-nyg , 1907,
MG —Ry—i=G,—R,+E =, - 19
ap Vip Vip p-po 107p
— = — R, ——== — R ——= _—

unde G, si G, sunt ratele de generare ale electronilor si golurilor, respectiv, Ry, si R, ratele
de recombinare pentru electroni si goluri.
Folosind expresiile componentelor de curent intr-un semiconductor si ale legilor
acestora setul de ecuatii matematice pentru fizica materialelor semiconductoare este:
e ccuatiile pentru densitati de curent ale purtatorilor de sarcina
J=In+7p+e| 5/,
Jn = Jne +Jna = qQupnE + q(D,Vn)
Jo = Jpe + Jpad = qpiuE — q(D,Vp)

e ccuatiile de conservare sau de continuitate ale purtatorilor de sarcina

an Vin Vin n-no , 19j,
2 =G, —Ry— 2 =G, — R+ 22=G, - -
at n n -q n nt q n Tn +q6x
ap Vip Vip p-po , 19Jp
= G,—R,—2=G,— R, +-2=G, — ~e
ot p p -q p p+ q p Tp +qax

e ecuatia lui Poisson
Vi =5

&
unde ps = q(p + N5 —n — N;) este densitatea totala de sarcina electrica in semiconductor,

Vo = —E intensitatea campului electric generat de potentialul electric ¢, cu ¢
permitivitatea electrica a materialului semiconductor.

Principalele tipuri de dispozitive electronice sunt diodele semiconductoare,
tranzistoarele bipolare si tranzistoarele unipolare, ca elemente de circuit in regim static de
lucru sau in curent continuu. Evaluarea punctului static de functionare (PSF) al acestor
dispozitive se realizeaza cu ajutorul relatiilor de curenti si tensiuni pentru fiecare circuit
electronic utilizat. Estimarea marimilor electrice, care definesc un PSF pentru oricare tip de
dispozitiv electronic, este extrem de importantd la evaluarea parametrilor de regim dinamic
sau de curent alternativ ale dispozitivelor electronice.

Din practica s-a constatat ca caracteristica curent-tensiune a unei diode
semiconductoare este influentata de multi factori, cum ar fi starea reala a suprafetei din aria
jonctiunii statice JS (care intensifica procesele de generare-recombinare a purtatorilor mobili
de sarcind), nivelele mari de injectie pentru concentratii ale purtatorilor minoritari de
sarcina la marginile RSE, comparabile cu cele ale purtatorilor majoritari de sarcina (caz in

care conteaza rezistentele serie in regiunile neutre p si n), variatiile temperaturii de lucru
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(care induc modificari ale tensiunii continue pe o JS), etc. Teoria jonctiunii pn este descrisa
in multe lucrari de specialitate, cum ar fi SHOCKLEY W. "The Theory of P-N Junctions in
Semiconductors and P-N Junction Transistors"” [101].

Daca se aplicd o tensiune inversa, avand valoarea suficient de mare, jonctiunea pn
pierde proprictatea de redresare. Acest fenomen se numeste strapungerea jonctiunii si tine de
cresterea puternicd a curentului electric, astfel apare fenomenul de conductie. Cresterea
curentului este datorata cresterii concentratiei purtatorilor de sarcina.

Sunt de mentionat cele trei mecanisme de strapungere a jonctiunii pn, strapungerea
termica, strapungerea Zener (prin tunelare) si strapungerea prin avalansa (ionizare) ) [41].

Impuritatile de tipul elementelor chimice cu valenta III sau V determina in siliciu, in
banda interzisa, nivele energetice. Aceste nivele energetice constituie centrii de generarea-

purtatorilor minoritari.

In cazul structurilor submicrone, cazul diodei semiconductoare, la modelarea
matematica a acestora se impune utilizarea modelarii numerice.

Solutiile numerice nu elimind folosirea solutiilor analitice, acestea din urma fiind
preferabile atunci cand este posibil.

Modelarea numerica a dispozitivelor semiconductoare active, presupune prezicerea
functionarii electrice a dispozitivelor. Pentru aceasta, initial se folosesc modelele analitice
ale acestor dispozitive, pentru simularea celor fizice. Modelele analitice pentru dispozitivele
semiconductoare contin urmatoarele date: distributia spatiald a impuritatilor, principalele
constante de material, rezistivitatea materialului semiconductor, mobilitatile purtatorilor de
sarcina electrica, permitivitatea absoluta a materialului semiconductor, timpii de viata ai
purtatorilor de sarcina minoritari.

Se presupune ca functionarea dispozitivelor semiconductoare poate fi modelata
numeric prin rezolvarea sistemului de cinci ecuatii neliniare in derivate partiale, care descriu
distributia de camp, de concentratii ale purtitorilor si de curent. In lucririle HANDBOOK of
NUMERICAL ANALYSIS: Schilders W.H.A, Maten E.J.W “Numerical Methods in
Electromagnetics” [1], Vasileska D., Goodnick S.M., Klimeck G. “Computational
Electronics: Semiclassical and Quantum Device Modeling and Simulation” [19],
Marinoschi, G. ”Mathematical models of diffusion in nonhomogeneous porous media” [70],
Feng Y. K., Hintz A. ”Simulation of sub-micrometer,, [111], Liu Q.F., Chen Z., Yin W.Y.
”An Arbitrary-Order LOD-C Method and its Stability and Numerical Dispersion” [89]
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modelul analitic pentru functionarea diodei semiconductoare, numit modelul drift-difuzie,
contine ecuatia lui Poisson (care depinde de potentialul electrostatic, de concentratiile
sarcinilor electrice si de intensitatea campului electric), ecuatii ale continuitatii (ce depind de
ratele de generare si ratele de recombinare pentru electroni si goluri), ecuatiile densitatilor de
curenti pentru electroni si goluri, in absenta campului magnetic si a gradientului de

temperatura.

1.2 Formularea matematica a problemei functionalitatii dispozitivului

semiconductor

Dezvoltarea oricarei scheme integrale, fiind chiar si una dintre cele mai simple, este
imposibila fara crearea modelului ei matematic ce descrie functionalitatea ei. Mai mult,
nivelul de dezvoltare in modelarea matematica ale elementelor schemei integrale si ale
proceselor ei tehnologice, intr-o mare masurd, determind nivelul de dezvoltare al
microelectronicii. Odata cu cresterea cerintelor fatd de schema integrala si fata de tehnologia
ei de producere cresc si cerintele fata de modelul ei matematic.

Baza fizico-matematica pentru modelarea numerica a dispozitivului semiconductor al
unei scheme integrale, la nivel analitic, este un sistem de ecuatii neliniare in derivate
partiale, care contine ecuatia lui Poisson, ecuatii ale continuitatii pentru purtatorii de sarcina
si ecuatia cinetica a lui Boltzmann.[1, 19, 42, 72]. Rezolvarea lui reprezinta o dificultate
matematica. Astfel, pentru rezolvarea sistemului dispozitivului semiconductor a fost necesara
folosirea solutiilor analitice ale acestuia.

Mai simplu a fost scrierea sistemului de ecuatii pentru dispozitivul semiconductor cu
ajutorul aproximatiilor drift-difuzie. Trebuie de mentionat ca aceasta aproximare este corect
aplicabila doar la mici deviatii ale sistemului de la echilibrul termodinamic si in cazul
sistemului ce descrie semiconductorul nedegenerat. Astfel, trebuie de luat in calcul limitele
domeniului de aplicabilitate ale modelului drift-difuzie, care continuu sa se ingusteaza, odata
cu cresterea numarului de elemente ale schemei integrale. Cu toate acestea, datorita
simplitatii de a fi implementat, modelul drift-difuzie este unul dintre cele mai recomandabile
la modelarea numerica ale dispozitivelor semiconductoare.

La aproximarea drift-difuzie rezolvarea ecuatiei cinetice da solutii simple pentru
densitati ale curentilor de electroni si goluri, ca suma ale densitatilor drift si ale densitatilor
difuzie pentru curentii purtatorilor de sarcina. Astfel, sistemul de ecuatii, in aproximarea
drift-difuzie, nu contine ecuatia cinetica a lui Boltzmann dar rezultatul rezolvarii ei, expresii

ale densitatilor de curenti pentru electroni si goluri.
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Sistemul de ecuatii pentru un element semiconductor, in aproximarea drift-difuzie,

este format din urmatoarele ecuatii

V() = (Z5) (n—p + Ny = Np) (1.1)
SE=2div(J,) —RG, %= div(),) - RG, (1.2)

unde (1.1) este ecuatia lui Poisson, (1.2) sunt ecuatiile continuitatii pentru electroni si goluri,
respectiv, 72 operatorul lui Laplace, ¢ potentialul cAmpului electric, q este sarcina
electronului, &, constanta electrica, & permitivitatea relativa a cristalului semiconductor, n
si p sunt concentratiile de electroni si goluri liberi, respectiv, N, si Np concentratiile de

acceptori si donori ionizati, respectiv, RGy) sunt ratele de recombinare-generare pentru
electroni si goluri, iar J, si J, intensitati ale curentilor de electroni si goluri, respectiv,
definite prin relatiile
Jn=qDnAn+qnu, E (1.3)
Jo=—aD,0p+qpu, E (1.4)
unde D,, si D, sunt coeficientii de difuzie pentru electroni si goluri, respectiv, u, si p,
mobilititi ale electronilor si golurilor, respectiv, E intensitatea cAmpului electric.
Exprimarea timpilor de recombinare-generare pentru electroni si goluri in dispozitivul
semiconductor este determinata de mecanismul proceselor acestuia. Ca mecanisme de baza
ale proceselor de recombinare-generare in dispozitivul semiconductor pot fi

1) Recombinare-Generarea lui Shockley-Read-Hall

2

RGSRH = PR (15)

Tno(P+n)+Tp, (n+1;)

unde n si p sunt concentratii ale electronilor si golurilor in neechilibru, n; concentratia
electronilor (golurilor) echilibrati in semiconductorul intrinsec, exprimatd prin relatia
n; = (epo)’? (ng si po sunt concentratiile de electroni si goluri, in echilibru), T, $1 Tp,
sunt caracteristici ale timpilor pentru electroni si goluri, respectiv, exprimate prin relatiile
Tn, = (@uN)™' §i 7)), = (apNt)_l, definite de coeficientii de captare ai electronilor
neechilibrati (a,,) si golurilor neechilibrate (ap) cu ajutorul capcanelor cu concentratia (N;)
(in expresia (1.5) s-a presupus cd nivelul capcanelor coincide cu nivelul lui Fermi in
semiconductorul propriu, adica este amplasat la mijlocul benzii interzise).

2) Recombinare-Generarea lui Auger (pentru concentratii mari ale purtatorilor liberi de

sarcini)

RGgry = (np —n?)(Aun + App) (1.6)
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unde A,, A, sunt coeficientii recombindrii Auger pentru electroni si goluri, respectiv.

Este important de mentionat ca expresiile (1.5),(1.6) sunt aplicabile doar in regim
stabil (adica la o continua generare a purtatorilor de sarcind si este satisfacuta egalitatea
RG, = RG,).

Daca in ecuatiile continuitatii pentru electroni si goluri (1.2) sunt substituite expresiile
intensitatilor curentilor (1.3)(1.4) si ale ratelor de recombinare-generare (1.5)(1.6), luand in
calcul ci intensitatea cAmpului electric E = —grad ¢ (in lipsa cAmpului magnetic), se obtine
un sistem de trei ecuatii in derivate partiale neliniare de trei variabile, potentialul
electrostatic (¢), concentratia electronilor liberi (n) si concentratia golurilor libere (p).

Setul de variabile {¢,n,p} este unul dintre trei seturi, in raport cu care poate fi
rezolvat sistemul de ecuatii al problemei dispozitivului semiconductor. n calitate de alte
doua seturi de variabile pot fi folosite {go, O gap}, unde ¢ este potentialul electrostatic, ¢, si
¢p fiind cvasi-potentialele lui Fermi pentru electroni si goluri, respectiv, sau setul de

variabile {¢p, ¢y, qbp}, pentru electroni si goluri, respectiv, cu ¢, = exp(—¢,) si ¢, =

exp(—¢,) [58].

In raport cu seturile de variabile {@, @,, @,} si {@, ¢n, ¢,} sistemul fundamental de
ecuatii al dispozitivului semiconductor este scris implicit. Pentru a trece la cazul explicit este
necesar de a exprima concentratiile de electroni si goluri prin potentialul electrostatic si prin
cvasi-nivelele lui Fermi.

Considerand cazul dispozitivului semiconductor nedegenerat, ceea ce presupune ca
repartitia Boltzmann este adevarata, sunt aplicabile relatiile pentru exprimarea concentratiilor

de electroni si goluri

ny = N.exp (— %) ., Po = Nyexp (— E’I’(;F) (1.7)
unde N, si N, sunt densitatile efective ale starilor in banda de conductie si in banda de
valentd, respectiv, E, si E, semnifica energiile corespunzatoare limitei inferioare a benzii de
conductie si limitei superioare a benzii de valentd, respectiv, F drept nivelul lui Fermi, k
constanta lui Boltzmann, T este temperatura termodinamica.

Avand 1n vedere ca in semiconductorul intrinsec concentratiile de electroni si goluri

liberi echilibrati sunt egale n; = p; = N.exp (— %) = Nyexp (— %) , relatia (1.7) poate

fi rescrisa astfel

ny = n;exp (— %) si Do = n;exp (— %) (1.8)

unde F; este nivelul lui Fermi in semiconductorul intrinsec.
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Relatiile (1.8) sunt adevarate doar in cazul semiconductorului in stare de echilibru. La
iesirea din starea de echilibru concentratia de electroni n deja nu mai este egala cu ng, iar
concentratia de goluri p #p, si np #n?. Pentru pastrarea formei de exprimare a
concentratiilor purtatorilor de sarcina neechilibrati sub forma (1.8) au fost introduse noi
notatii, cvasi-nivelele lui Fermi pentru electroni F, si pentru goluri F,, marimi ce nu sunt
egale. Astfel, daca semiconductorul nu se gaseste in stare de echilibru expresiile

concentratiilor de electroni si goluri au forma

Fp—Fi

n = n;exp (— %) si p = n;exp (— - ) (1.9)

Pozitia nivelului lui Fermi in semiconductorul intrinsec F; depinde de pozitia limitei
superioare a bandei de valentd E, si de pozitia limitei inferioare a bandei de conductie E,
(F; = (E. + E,)/2), care poate sd se modifice odata cu modificarea potentialului electrostatic
@ 1n spatiu.

Notand potentialul termic prin ¢ = kT /q, sunt obtinute urmatoarele exprimari ale

concentratiilor purtatorilor de sarcina pentru electroni si goluri, respectiv

n = n;exp ((p_(p") si p=n;exp ((p”_(p) (1.10)
Pt eT
unde ¢, = —Z—n, sl @, = —;p sunt cvasi-potentialele lui Fermi pentru electroni si goluri,

respectiv.
Folosind expresiile (1.10) si relatiile lui Einstein Dy ) = Unpy@r (adevdrate pentru

semiconductoarele nedegenerate) expresiile pentru densitatile purtdtorilor de sarcina

(1.3),(1.4) pot fi rescrise sub o forma mai simpla

Jn = —q pn 1y exp [%] Von Jp = —q tp ny exp [WZ%:’))] Vop (1.11)

Utilizand expresiile concentratiilor de electroni si goluri (1.10) ale densitatilor

curentilor purtdtorilor de sarcina (1.11), sistemul fundamental de ecuatii al dispozitivului

semiconductor poate fi scris sub forma explicita, avand ca variabile tripletele {cp, On, (pp} sau
{0 n p}-

Utilizarea seturilor de variabile {¢,n,p} si {go,cpn, ¢>p} este de nedorit deoarece

functiile n, p, ¢,, ¢, depind exponential de cvasi-nivelele lui Fermi, ceea ce pre-

conditioneaza cresterea erorilor de calcul in procesul iterativ la rezolvarea sistemului de
ecuatii al problemei dispozitivului semiconductor. Aceste erori pot fi micsorate odata cu

cresterea numarului de iteratii, ceia ce ar duce insa la cresterea timpului de calcul.
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Gasirea solutiei analitice a sistemului de ecuatii pentru problema dispozitivul
semiconductor (chiar si la utilizarea aproximarii drift-difuzie) este greoaie. Pentru obtinerea
solutiilor analitice poate fi folositda asa numita metoda aproximarilor regionale. Esenta
metodei constd in divizarea suprafetei dispozitivului semiconductor in regiuni cvasi-neutre
(regiuni dominate de purtatori de sarcina liberi) si regiuni ale purtatorilor spatiali (regiuni
ce duc lipsa de purtdtori de sarcina, de exemplu regiunile jonctiunilor pn). Pentru gasirea
solutiei analitice a sistemului problemei dispozitivului semiconductor mai pot fi folosite si
alte aproximari, ca exemple ar fi precautarea unei repartitii liniare a impuritatilor, excluderea
recombinarilor purtatorilor liberi in bandele de trecere pn, presupunerea unei dopari slabe,
etc.

Astfel, in caz general rezolvarea sistemului de ecuatii pentru problema dispozitivului
semiconductor necesita utilizarea metodelor numerice.

Rezolvarea numerica a sistemului de ecuatii in derivate partiale neliniare a fost
realizatd incepand cu operatia de normare a parametrilor de intrare. In tabelul de mai jos sunt

aduse cateva exemple de normare

Tabel 1.1 Notatia parametrilor normati

Parametrul normat Notatia parametrului normat Notatia paralpetrulul de

’ normalizare

Coordonata X Xo = max(x)

Coeficientul de difuzie a

purtdtorului de sarcina Dn, Dy Do = max(Dy, D)

Timpul, timpii de existenta t, Thos Tpo xZ /D,

Potentialul electrostatic si

cvasi-potentialele lui Fermi ® P Gp ¢ = kT/e

Concentratiile purtatorilor de

sarcinad si a concentratiilor de n, p, Np, Ny n;

impuritdti

Mobilitatea Uns Un Dy/or

In raport cu tabelul de mai sus si tinand cont de relatiile (1.10)(1.11), sistemul de

ecuatii pentru problema dispozitivului semiconductor (1.1)(1.2), are forma

d?e

— =7 (exp(¢ — ¢n) — exp(@p — @) + Ny = Np) (1.12)

exp(p — @n) (52— 22) = 22 — RG, (1.13)

exp(gop — <p) (aa% — Z—f) = % — RG, (1.14)

unde y = % = —exp(p—g) 22 ], =—exp(pp—9) 22 (1.15)
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Utilizarea metodelor numerice la rezolvarea sistemului de ecuatii pentru problema
dispozitivului semiconductor impune discretizarea domeniului continuu de cautare a solutiei
printr-o multime de puncte, numite noduri. Toate marimile sistemului, care se modifica
continuu in domeniul de definitie, sunt discretizate, adica prezentate sub forma functiilor de
retea valorile carora sunt calculate doar in nodurile retelei. Evident, cu cat este mai mic pasul
retelei cu atat functia de retea este mai aproape de cea continui. In urma discretizarii unei
ecuatii diferentiale are loc trecerea la un sistem algebric de ecuatii. Rezolvarea sistemului
algebric duce la determinarea valorile functiilor de retea.

Exista doud metode clasice de discretizare a ecuatiilor diferentiale. Una dintre ele este
Metoda diferentelor finite (MDF), cea de a doua fiind Metoda elementelor finite (MEF).
Diferenta calitativa ce tine de aplicarea acestor metode poate fi exprimata succint astfel, la
utilizarea MDF toate derivatele din ecuatia diferentiald data sunt inlocuite cu diferente finite
in fiecare nod aparte, la aplicarea MEF este egalata cu zero integrala de la suma tuturor
acestor diferente finite pe tot domeniul de definitie. Fiecare metoda are plusurile si
neajunsurile sale. In cercetarea data a fost utilizati MDF, considerata fiind mai eficientd in
cazul problemei dispozitivului semiconductor.

Exista mai multi algoritmi de realizare a discretizarii ecuatiilor diferentiale cu ajutorul
diferentelor finite, descrise in multe lucrari de specialitate, cum ar fi Camapckuii, A.A.
“Teopusi pasnocmuwix cxem” [3], Snenko, H.H. “Memoo Opobubix wazoe pewenus
MHO20MEPHbIX 3a0ay mamemamuyeckol ¢usuxu’” [112], etc.

Forma conditiilor la frontierd a problemei dispozitivului semiconductor depinde de
domeniul de cautare a solutiei:

a) pe frontiera cu contact Ohm-ic

@i = Up + In([(Np i = N )2 /4 + 112 + (Np i = Na2)/2), @nir = @pi- = Uy,
unde U;- este valoarea potentialului din exterior in nodul de pe frontiera i*.

b) pe frontiera distantatd de banda activa potentialul poate fi considerat aproximativ

invariabil
Pir = Pir+1, Pni* = Pni+1 Ppi* = Ppit+1
c) pe frontiera vecina cu un dielectric (se considera ca in dielectrice nu este camp)
((P'*+1_(P'*)
(xl'*;1 X'L*) = o ]Tl i*t1/2 = RS i ]p 172 = _RS i*
UrTrl1-—-"1

unde o;+ este densitatea sarcinii pe suprafata corespunzatoare frontierei, normata, R« este

viteza de modificare a concentratiei purtatorilor de sarcind din contul recombinarilor la
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exp((pp i*_(pn i*)_l
(exp(@—@p ) +1)/sp = +(exp(@p p— @) +1) /5y i+

suprafata, Rg;+ = , unde s, ;+, s, ;+ sunt vitezele de

recombinare ale electronilor si golurilor pe frontiera respectiva (se presupune ca nivelul de
capcane este la mijlocul zonei interzise).

Potentialele in nodurile retelei apar neliniar in ecuatiile sistemului algebric, obtinute
in urma discretizarii ecuatiilor neliniare in derivate partiale. Acest gen de ecuatii este eficient
de rezolvat folosind metoda lui Newton, care consta in inlocuirea variabilei initiale x, in
raport cu care sistemul nu este liniar, cu o variabila noud ce reprezintad cresterea mica a
variabilei date &x, exprimatd prin relatia 8x;*™ = x,®+D — x, (0 unde i este indicele
nodului, (k) si (k+1) sunt ordinea iteratiilor Newton precedentd si curentd, respectiv. In
rezultatul substitutiei variabilei date cu variabila cresterii mici a ei Se trece la un sistem
algebric liniar. Astfel, pornind de la valoare initiald x;(® a variabilei date, rezolvand sistemul

algebric liniar obtinut prin schimbul de variabila se calculeaza valoarea curenta a variabilei

6xl-(k+1), care este folositd pentru calcularea valorii curente a variabilei x;¥*Y, mai apoi
folosita la rezolvarea iterativa a sistemului, drept aproximare la urmatoarea iteratie. Procesul
iterativ cu utilizarea metodei Newton continud pana cand este atinsa exactitatea prestabilita a
solutiei.

Sistemul de ecuatii liniare in raport cu potentialii poate fi rezolvat si prin metode
directe (ca exemplu, prin metoda lui Gauss). Metoda lui Gauss permite de a gési solutia dupa
un numar finit de pasi, dar necesitd un volum mare de memorie. Insuficienta de memorie se
resimte in cazul modelarii ”bi-,, sau ’tri-,, dimensionale.

Ca urmare a discretizdrii sistemului de ecuatii neliniare in derivate partiale pentru
dispozitivul semiconductor si a liniarizarii sistemului algebric obtinut se trece la un sistem
algebric liniar ce poate fi rezolvat prin metode iterative. Metode iterative aplicate la
modelarea numerica a proceselor neliniare in dispozitivul semiconductor in cadrul acestei
cercetari

e Metode iterative pe doua nivele, descrierea carora poate fi gasita in lucrarile lui
Camapckuii, A.A., Hukonaes, E.C. “Memoovl pewenus cemounvix ypaeuenuti” [4],
Camapckuit A.A., I'ynmun A.B. ”Yucnennvie memoow” [5] si in alte lucrari.

e Metode iterative pe trei nivele, descrise in lucrarea lui Camapckwmii, A.A.,
Hukonaes E.C. ”Memoowt pewenus cemounwvix ypasnenul” [4] si in alte lucrari.

e Metode iterative triunghiulare, descrierea carora poate fi gasita in Unpun, B.I1.

”Memoowbl Koneunvlx paznocmeil u KOHEUHblX 00bEM08 015 danunmuyeckux ypaenenuti” [34],
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in Abdelwahab Kharab and Ronald B Guenther ”An introduction to numerical methods”
[113], in Pana Gh., Carp M.C. “Tehnici de simulare. Aplicatii in ingineria electrica si
electronica” [94] si in alte lucrari.

e Metode variationale, descrise in lucrarile Andrei, N. ”An adaptive conjugate
gradient algorithm for large-scale unconstrained optimization” [10], Liu Q.F., Chen Z., Yin
W.Y. ”An Arbitrary-Order LOD-FDTD Method and its stability and numerical dispersion”
[29], in Lecture Notes in Mathematics, Fletcher, R. Watson, G. ”Conjugate gradient methods
for indefinite systems. Numerical Analysis” [97], in Van der Vorst, H.A. ”Bi-CGSTAB: A
Fast and Smoothly Converging Variant of Bi-CG for the Solution of Non symmetric Linear
Systems” [17] si alte lucrari.

Este necesar de diferentiat procesul iterativ extern, organizat pentru liniarizarea
ecuatiilor sistemului fundamental si procesul iterativ intern, realizat pentru rezolvarea
sistemului liniar obtinut in cadrul iteratiei curente a ciclului extern.

Exista doi algoritmi ce difera in esenta, aplicabili la liniarizarea sistemului algebric
neliniar pentru problema dispozitivului semiconductor, algoritmul lui Gummel si algoritmul
lui Newton. La aplicarea algoritmului lui Newton ecuatiile sistemului fundamental sunt
rezolvate concomitent, iar conform algoritmului lui Gummel ecuatiile sistemului sunt
rezolvate consecutiv si in unele cazuri repetitiv, pand cand este atinsd exactitatea prestabilita
a solutiei. Descrierea algoritmului lui Gummel poate fi gasita in lucrarile lui Gummel, H. K.
”A self-consistent iterative scheme for one-dimensional steady state transistor calculation”
[37], Farrell, P.A., Gartland, E.C. ”On the Scharfetter-Gummel for Drift-Diffusion continuity
equations” [36].

Algoritmul metodei lui Gummel, aplicat la liniarizarea ecuatiilor sistemului algebric
neliniar, obtinut in cadrul rezolvarii problemei dispozitivului semiconductor, va fi descris
succint in continuare. Initial este rezolvatd ecuatia lui Poisson (1.12), in raport doar cu
variabila potentialului electrostatic, celelalte doud variabile, concentratiile de electroni si
goluri, sunt considerate constante cu valori calculate la iteratia precedentd. Dupa, este
rezolvata ecuatia intensitatii curentului pentru electroni (1.13) in raport doar cu variabila
concentratiei pentru electroni, celelalte doud variabile, potentialul electrostatic si
concentratia pentru goluri, sunt considerate constante cu valori calculate la iteratia
precedentda. Si ca ultim pas al iteratiei curente pentru ciclul extern, se rezolvd ecuatia
intensitatii curentului pentru goluri (1.14) in raport doar cu concentratia pentru goluri,
celelalte doua variabile, potentialul electrostatic si concentratia pentru electroni, sunt

considerate constante cu valori calculate la iteratia precedentda. Procesul iterativ extern
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continud pana la atingerea unei exactitati prestabilite pentru calcularea valorile functiilor
necunoscute.

Punctul forte al algoritmului lui Gummel este ca fiecare ecuatie a sistemului (1.12)-
(1.14) se rezolva separat de celelalte. Astfel, se economiseste memoria calculatorului, lipsa
careia este resimtitd mai ales in cazul problemelor de dimensiuni mari. Cu toate acestea,
procesul Gummel converge repede doar in cazuri cand ecuatiile sunt slab dependente una de
celelalte, conditie care are loc la 0 dopare slaba sau medie a semiconductorului.

Folosind teoria dispozitivelor semiconductoare in continuare va fi formulatd problema
dispozitivului semiconductor si anume a diodei semiconductoare cu estimarea parametrilor

de intrare a acesteia.

anode / Iy, =
f ————

A cathode

x
Figura 1.1 Geometria diodei semiconductoare

Consideram modelul diodei semiconductoare din Figura 1.1. Dioda constd din doua
regiuni cu diferite tipuri de dopare, zona golurilor (zona de tip p) avand o concentratie
dominanta ale golurilor si zona electronilor (zona de tip n), cu o concentratie dominanta ai
electronilor. Electrodul anod este conectat la zona de tip p, iar electrodul catod este conectat
la zona de tip n.

Impuritatile adaugate materialului semiconductor determina tipul de conductibilitate a
fiecarei zone. In fizica semiconductoarelor concentratia de impuritdti este notatd cu N si
definita de expresia

N(x)=(Ng —N;y)m™3 (1.16)
unde N7 este concentratia donatorilor ionizati, iar N; semnificd concentratia acceptorilor
ionizati. Valoarea negativd a concentratiei impuritdtilor este determinatd de dominarea

atomilor acceptori ionizati (semiconductor de tip p), iar o valoare pozitiva a concentratiei
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impuritatilor este determinata de dominatia atomilor donatori ionizati (semiconductor de tip
n).

Modelul matematic al diodei semiconductoare consta din ecuatii ale fizicii
dispozitivelor semiconductoare, care descriu comportarea staticd si  dinamicd a
concentratiilor purtatorilor de sarcina in dispozitivul semiconductor, aflat sub influenta
campurilor externe Ce determina abateri de la conditiile de echilibru termic. Modelarea
matematicd a proceselor neliniare in dioda semiconductoare presupune rezolvarea unui
sistem de trei ecuatii in derivate partiale neliniare: ecuatia lui Poisson si ecuatiile intensitatii
curentilor pentru electroni si goluri. La rezolvarea problemei diodei semiconductoare sunt

folosite si solutii analitice ale sistemului.

In functie de solutiile analitice folosite problema proceselor neliniare in dioda
semiconductoare poate fi formulatd in mai multe variante. In teza sunt descrise trei varietati
ale sistemului de ecuatii ce reprezinta formularea matematicd a problemei dispozitivului
semiconductor.

In continuare sunt prezentate ecuatiile in derivate partiale neliniare ale sistemului ce
reprezinta formularea matematica a problemei dispozitivului semiconductor.

Ecuatia lui Poisson, prima ecuatie a sistemului, este o ecuatie generala a
Electrostaticii si se referd nu numai la cazul materialelor semiconductoare. Ea este o ecuatie
fundamentald ce modeleaza relatia dintre potentialul electrostatic si intensitatea cdmpului
electric, corespunzator densitatii de sarcina electrica din dispozitiv

—V-(eVp)=q(p—n+N) (1.17)
unde ¢ este potentialul electrostatic, iar n si p sunt concentratiile de electroni si goluri
liberi, respectiv.

Ecuatiile de continuitate, alte doud ecuatii ale sistemului, descriu variatia
concentratiilor purtatorilor de sarcind datoritd unor factori, ca de exemplu, generare de
perechi electron-gol in urma actiunii factorilor externi, Sau generare-recombinare interna la
prezenta in semiconductor a curentilor de conductie.

Ecuatia continuitatii pentru electroni

—V-Un) = —q(RGsry + RGyyc) (1.18)
Ecuatia continuitatii pentru goluri
v (]p) = —q(RGsgy + RGpyc) (1.19)

Setul de ecuatii (1.17)-(1.19) este sistemului ce descrie matematic functionalitatea

diodei semiconductoare.
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Notatii utilizate la descrierea celor trei ecuatii sunt € = g,.&, drept permitivitatea
absoluta (constanta dielectrica), unde &, semnificd permitivitatea relativa, iar &, este
constanta electricd (g, = 8,854187817 - 10712 F - m™1), g sarcina electronului pozitiv (q =
1,602176565 10 *° C), N concentratia impuritatilor in semiconductor, J, si J, densititi ale
curentilor de electroni si goluri, respectiv, RGsgy si  RGuye Vitezele de recombinare-
generare ale perechilor electron-gol Shockley-Hall si Auger, respectiv.

Valorile ratelor de recombinare-generare ale perechilor electron-gol sunt estimate

conform relatiilor

2
pn—n;

RGsgry (n,p) = RGyyc (n,p) = (pn — niz)(cnn + Cpp) (1.20)

Tp (n+ n)+1y (p+ 1)’
aici, considerand cazul diodei confectionatd din siliciu, T, si T, sunt timpii de existenta a
purtatorilor de sarcina electron si gol, respectiv (t, =T, = 0.1-107¢s), iar C, si C, sunt
coeficientii lui Auger pentru electroni si goluri, respectiv (C, = 1,1-10"* m°s~*; C, = 0,3
107*2m®s™1 la temperatura T =300 K), n; semnificd concentratia intrinseci a electronilor si
golurilor in semiconductor (n; = 1,46 - 101 m™3), ¢, este tensiunea termicid si estimata
conform relatiei ¢ = kgT/q, kg fiind constanta lui Boltzmann (kz = 1,3806488 -
10723 J /K, la temperatura T = 300 K).

Domeniul de definitie al sistemului de ecuatii (1.17)-(1.19) este notat prin 2 = (0 <
x; <ly, 0<x, <l,,) cu frontiera I' = I, Uy, unde I}, este portiunea frontierei la care
sunt conectati electrozii anod si catod (linia mai pronuntata din Figura 1.1), iar Iy, portiunea
ramasa a frontierei. Astfel, intreg domeniul de definitie a problemei diodei semiconductoare
este notat 2 =QUT.

Concentratia de impuritati N a semiconductorului, pe domeniul de definitie a
problemei, poate fi estimata conform relatiei

N = Np . + Np nmaxG(x1, %2, 0, L, @) = Ny pinaxG (1, %2, lg + Ly, by, @) (1.21)

unde G este functia lui Gauss, Np, alierea stratului epitaxial al semiconductorului, iar
Np nmax alierea substratului epitaxial, Ny ,max valoarea maximald de implantare a profilului
de difuziune.

Functia lui Gauss este definitd conform sistemului de mai jos [1, 26]
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rexp [—((x1 — a)/a)z] - exp [— ((sz_b))z], Xx;>a &x,>b
2
G(xy %y @b, @) = - exp [—((xl —a)/a) ], X, >a&x,<bh (1.22)
exp [—((xz - b)/a)z], x1<a& x,>b
\ 1, x;,<aandx, <b

Figura 1.2 Suprafata functiei Gauss G(x4,x3,a,b,a) cua = 3 - 107% b=1-107"°% a =
0.5-107°
Constantele din relatiile (1.21), (1.22), pe domeniul de definire a problemei cercetarii

(Figura 1.1), au urmitoarele valori, Np, = 101®m™3

v Npnmax = 10'8 m_31 NApmax =
10"*m=3;, a=05-10"°m, I, =5-10"°m, L, ,=7-10"°m, [,=2-10"°m,
li=1=1-10"%m.

In primul caz, la formularea matematici a problemei diodei semiconductoare, ca
solutii analitice ale sistemului de ecuatii in derivate partiale neliniare (1.17)-(1.19) au fost
folosite densitatile de curenti pentru electroni si goluri.

In absenta campului magnetic si a gradientului de temperaturd, cauzele aparitiei
curentilor electrici pot fi aplicarea unui cdmp electric sau existenta gradientilor
concentratiilor purtdtorilor de sarcina. Campul electric determina curentii de drift (de
camp), iar gradientii concentratiilor purtatorilor de sarcina determina curentii de difuziune.
Relatiile care definesc acesti curenti se exprimad, de reguld, prin intermediul densitatilor de
curenti pentru cele doud categorii de purtatori de sarcind, electroni si goluri.

Ecuatia densitatii de curent pentru electroni

Jn = Jnarige + Jn difuzie = A Uy E +qDyp Vi (1.23)

Ecuatia densitatii de curent pentru goluri

]p :]p drift +]p difuzie — 4P Hp E - qu Vp (1.24)
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aici E este intensitatea cAmpului electric (E = — V), iar mobilitatile purtatorilor de sarcina,
cazul diodei confectionata din siliciu, au valorile u, = 0,08 m?/(V - s) si p, = 0,02 m?/(V -
s) pentru electroni si goluri, respectiv.

Coeficientii difuziei D, si D, pentru electroni si goluri sunt in relatii cu mobilitatile
acestora u, si u, conform expresiilor lui Einstein

D _ kpT _ Dp _ ksT _
P p DT, P p Pr (1.25)

O parte din parametrii acestor ecuatii se obtin prin rezolvarea unor ecuatii auxiliare.
Ecuatiile concentratiilor purtatorilor de sarcina la neechilibru termodinamic pentru

electroni si goluri, respectiv

n = n;exp (EFnk_TEF") = n;exp (%) (1.26)
p = n;exp (%) = n;exp ((ng/_ji) (1.27)

unde Eg, si Eg, sunt cvasi-nivelele lui Fermi pentru electroni si goluri (semiconductor de tip

n si de tip p, respectiv), iar ¢p si PE, cvasi-potentialele lui Fermi pentru electroni si goluri,

respectiv, diferenta Ep — Ep, fiind abaterea de la starea de echilibru termodinamic. La
echilibru termodinamic este adevarata egalitatea

Er, = Ep, = Eg, (1.28)

in cazul doi, la formularea matematic a problemei diodei semiconductoare, ca solutii

analitice pentru sistemul (1.17)-(1.19) sunt folosite densitatile de curent si cvasi-potentialele

lui Fermi, pentru electroni si goluri.

Ecuatia densitatii de curent pentru electroni

Jn = —qnu, Vo, (1.29)
Ecuatia densitatii de curent pentru goluri
]p = _qn/"pv<pp (1.30)
Ecuatia cvasi-potentialul lui Fermi pentru electroni
on=9—¢rin() (1.31)
Ecuatia cvasi-potentialului lui Fermi pentru goluri
op=¢—@rin (nﬂ) (1.32)

In al treilea caz, la formularea matematic a problemei diodei semiconductoare, pentru

sistemul (1.17)-(1.19) sunt folosite solutii analitice ale densitatilor de curenti, ale
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concentratiilor purtatorilor de sarcini si cele ale variabilelor lui Slotboom, pentru electroni si
goluri.

Ecuatiile densitatilor de curenti pentru electroni si goluri, respectiv

Jn = qDpniexp (i) Vpn (1.33)
Jp = —qDpn;exp (— i) Vpp (1.34)
Ecuatii ale concentratiilor purtatorilor de sarcina pentru electroni si goluri, respectiv
n =n; pexp (ﬁ) (1.35)
p = n; p,exp (— %) (1.36)

Ecuatii ale variabilelor lui Slotboom pentru electroni si goluri, respectiv
Pn = N;€Xp (— %) (1.37)

P

pp = Niexp ((p—i) (1.38)

Conditiile la frontiera pentru problema diodei semiconductoare sunt de doua tipuri si
actioneaza pe portiuni disjuncte ale ei

e pe portiunea de frontiera [, actioneaza conditiile lui Dirichlet

N+ /N2+4ni2 N+ /N2+4ni2 -N+ /1\12+4ni2
(%) > >

Px) =Vo + @rin| ————|; ; p(0) = , X€Ip. (1.39)
e pe portiunea de frontierd Iy actioneaza conditiile lui Neumann
APp=22=0; fi-Jy=0; #i-J,=0, 7 ETy. (1.40)

unde prin punct se intelege produsul scalar al vectorului normal exterior 7 pe portiunea de
frontiera Ty la gradientul potentialului electrostatic ¢ si la vectorii densitatilor de curenti

pentru electroni J, sigoluri J,.

S-a considerat catodul conectat la pamant (V. = 0), iar ca la anod a fost aplicatd o
tensiune V, > 0, cu marirea treptata a ei.

In lipsa tensiunii aplicatdi la anod V, =0, solutia problemei dispozitivului
semiconductor are forma (1.39) pe intreg domeniul de definitie Q cu V, = 0. Aceastd
solutie a fost folosita ca valoare initiala la rezolvarea problemei cu aplicarea metodelor

iterative si marirea treptata a tensiunii aplicata din exterior la anod V.
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Astfel, la crearea algoritmilor numerici de modelare matematica a proceselor neliniare
in dioda semiconductoare, in cadrul cercetarii, au fost folosite doua formulari matematice ale
problemei:

. Modelul matematic Drift-Diffusion (MDD) cu tripletul de variabile {¢,n,p},
reprezentat de sistemul de ecuatii in derivate partiale neliniare (1.17)-(1.19), solutiile
analitice ale acestuia (1.26), (1.27), cu conditiile la frontiera (1.39), (1.40).

. Modelul matematic Drift-Diffusion (MDD) cu tripletul de variabile {(p, P <pp},
reprezentat de sistemul de ecuatii in derivate partiale neliniare (1.17)-(1.19), solutiile
analitice ale acestuia (1.29)-(1.32), cu conditiile la frontiera (1.39), (1.40).

in ambele cazuri, modelarea matematici a proceselor neliniare in dioda
semiconductoare a presupus rezolvarea unei probleme neliniare mixtd cu doua tipuri de

conditii la frontiera, ce actioneaza pe portiuni disjuncte ale ei.

1.3 Concluzii la capitolul 1

Modelarea matematica a reprezentat si reprezintd o modalitate rapida de progres in
tehnologia microelectronica. Simularea proceselor tehnologice nu inlocuieste fabricarea, insa
reduce considerabil numarul de incercari necesar pentru obtinerea unui proces performant si
stabil.

Problema dispozitivului semiconductor este una dintre problemele la rezolvarea careia
poate fi aplicata doar analiza indirectd. Complexitatea modelelor matematice pentru
dispozitivul semiconductor a impus crearea algoritmilor de modelare numerica ale acestora,
testarea, validarea lor si alegerea variantelor eficiente.

In simularea numericd o etapa importantd a fost cea de formulare matematic a
problemei dispozitivului semiconductor. Asta deoarece modelul matematic trebuie sa
aproximeze sistemul real, folosind o reprezentare cat mai simpla si mai compacta, care nu
include detalii inutile si nu omite nici unul dintre elementele importante.

Modelarea numerica poate fi realizata pe calculatoare de cele mai diverse tipuri, de la
calculatoare personale pana la supercalculatoare sau sisteme distribuite. Modelarea numerica
este preponderentd, analistul avand posibilitatea sd aleaga dintr-o mare varietate de limbaje si

Programul destinat modelarii numerice a unei anumite clase de modele poate fi scris
fie intr-un limbaj de programare de uz general (C, Pascal, FORTRAN etc.) utilizand eventual
biblioteci special concepute, fie intr-un limbaj de simulare (GPSS, SIMAN, ACSL, etc.). in

cadrul acestei cercetari a fost folosit limbajul MATLAB pentru implementarea algoritmilor
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de modelare matematica a dispozitivului semiconductor. MATLAB-ul este un limbaj de
inalta performantd pentru proiectarea asistata de calculator. Este in acelasi timp un limbaj de
programare si un sistem de dezvoltare care integreaza calculul, vizualizarea si programarea
intr-un mediu usor de utilizat. MATLAB este un sistem interactiv care are ca element de
baza tabloul, matricea, ceea ce permite rezolvarea problemelor de calcul numeric. Domenii
de utilizare a MATLAB-Iui: 1) Matematica si calcul numeric; 2) Dezvoltarea algoritmilor; 3)
Modelare, simulare si testare a prototipurilor; 3) Analiza si vizualizarea datelor; 3) Grafica
inginereasca si din stiintele aplicate; etc.

Urmatoarele concluzii au servit ca repere in cadrul cercetdrii pentru elaborarea
algoritmilor numerici si realizarea softurilor corespunzatoare, de modelare matematica a
proceselor neliniare in dioda semiconductoare si identificarea celor eficienti:

e Modelarea matematica a dispozitivului semiconductor este metodologia
experimentald si aplicativa, care se va concretiza prin efectuarea de experimente asupra
modelelor numerice ale dispozitivului semiconductor din imposibilitatea de a o face in mod
direct. Rezultatele obtinute pe aceastd cale vor permite factorilor de decizie sd compare
variante ale acestui sistem, sa traga concluzii cu privire la performantele acestui sistem, la
comportarea probabila a acestuia si la eventualele abateri de la cea asteptata.

e Modelarea matematica a proceselor neliniare in dispozitivul semiconductor poate fi
realizatda efectiv deoarece fizica dispozitivelor semiconductoare este bine cunoscutd,
permitand folosirea modelelor fizice foarte bune. Modelul drift-diffusion este unul dintre
modelele care descriu suficient problema cercetatd si posibil de aplicat la etapa modelarii
fizico-matematice a dispozitivului semiconductor. in cadrul cercetirii, au fost folosite doua
modele matematice ale dispozitivului semiconductor, sistemul de ecuatii in derivate partiale
neliniare (1.17)-(1.19), (1.23), (1.24) cu setul de variabile {¢, n, p} si sistemul (1.17)-(1.19),
(1.29)-(1.32) cu setul de variabile {¢, ¢,, ¢, }. Alegerea modelului matematic (1.17)-(1.19),
(1.23), (1.24) este argumentata de forma explicitd a sistemului in raport cu variabilele
sistemului {¢,n,p}. lar alegerea sistemului (1.17)-(1.19), (1.29)-(1.32) are ca principal
argument simetria operatorului sistemului, astfel la rezolvarea acestuia au putut fi aplicate
mai multe metode iterative, spre deosebire de cazul sistemului formulat cu ajutorul setului de
variabile {¢, n, p}.

e Este necesar de a acorda atentie sporitda acumularii de erori in procesul calculelor
numerice si de elaborat instrumente pentru inlaturarea sau neutralizarea efectului negativ

care |-ar avea asupra exactitatii solutiei, generat iterativ in procesul calculelor.
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e Alegerea metodei iterative pentru solutionarea sistemului algebric obtinut se va face
in baza criteriilor de aplicabilitate ale acesteia si prin testari, deoarece nu existd recomandari
generale de aplicare a metodelor numerice la rezolvarea sistemelor de ecuatii in derivate
partiale neliniare cu doud tipuri de conditii la frontierd. Succesul solutionarii lor depinde de
preconditionarea reusitd a acestora. Astfel o preconditionare reusitad sau mai putin reusitd va
putea fi stabilita doar prin testarea algoritmului de modelare numerica.

eCa criterii de apreciere a eficientei algoritmilor elaborati pentru modelarea
matematica a proceselor neliniare in dioda semiconductoare de ales un set care caracterizeaza
suficient un algoritm numeric: masoara viteza de convergenta catre solutia exacta,
dimensiunea problemei, complexitatea algoritmului, etc.

Atat algoritmii elaborati, cat si softul corespunzator creat, si rezultatele testarii lor au
fost documentate, astfel ar putea servi ca suport pentru o viitoare cercetare si o mai buna

intelegere a rezultatelor de catre utilizatori.
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2 MODELAREA MATEMATICA A FUNTIONALITATII
DISPOZITIVULUI SEMICONDUCTOR PRIN POTENTIALUL
ELECTROSTATIC SI CVASI-POTENTIALELE LUI FERMI
2.1 Scheme cu diferente finite aplicate la discretizarea ecuatiilor in modelarea

numerica

Dispozitivele fabricate din materiale semiconductoare sunt baza electronicii moderne.
Dioda este una dintre aplicatii ale semiconductoarelor. Functionarea sa microscopicd este
asimilabila cu cea a unui intrerupator, care lasa curentul sa treaca doar intr-un singur sens.
Aceasta proprietate o face larg aplicabila in electronica. Este cea care va permite redresarea
staticd a curentului alternativ si intrd In componenta alimentatoarelor stabilizate, obligatorii in
majoritatea montajelor electronice. Concluzionand, se poate spune ca aceastd componenti,
dioda, sta la baza electronicii actuale si este o componenta fundamentala.

Dioda semiconductoare aduce avantaje extraordinare si in ceea ce priveste costul,
fiabilitatea, dimensiunea si simplitatea in utilizare.

Pentru uz general, diodele din siliciu sunt cele mai bune deoarece acestea sunt mai
rezistente la deteriorarea din cauza caldurii atunci cand sunt lipite, ele au o rezistentd mai mica
atunci cand se afla in conductie si au curenti de scurgere foarte mici atunci cand se aplica o
tensiune inversa.

Modelul matematic al functionalitatii diodei semiconductoare din siliciu a fost descris in
capitolul 1, cu utilizarea a trei varietati ale tripletului de variabile. In acest capitol vor fi descrisi
algoritmi de modelare numerica a functionalitatii diodei semiconductoare formulata matematic
prin sistemul de ecuatii in derivate partiale neliniare (1.17)-(1.19), cu solutii analitice ale
acestuia (1.29)-(1.32) si conditiile la frontiera (1.39), (1.40), avand ca variabile sistemul de
functii {(p, On) (pp}, unde ¢ este potentialului electrostatic, ¢, cvasi-potentialul Fermi pentru
electroni si ¢,, cvasi-potentialul lui Fermi pentru goluri.

Problema (1.17)-(1.19) cu conditiile la frontiera (1.39) (1.40) este o problema
neliniara mixtd, avand pe portiunea de frontierd [, definite conditiile lui Dirichlet, iar pe
portiunea de frontierd Iy definite conditiile lui Neumann.

In lipsa tensiunii aplicati la anod V, =0, solutia problemei dispozitivului
semiconductor are forma (1.39) pe intreg domeniul de definitie Q cu V, = 0. Aceastd
solutie a fost folositd ca valoare initiala la rezolvarea problemei cu aplicarea metodelor

iterative si mdrirea treptatd a tensiunii aplicatd din exterior la anod V,
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O etapa importanta la crearea algoritmilor numerici pentru rezolvarea problemei (1.17)-
(1.19) cu conditiile la frontiera (1.39) (1.40) a fost realizarea schemelor cu diferente. Schemele cu
diferente sunt folosite pentru aproximarea problemelor matematice din fizicd si sunt destinate
pentru rezolvarea aproximativa a acestora.

La crearea unei scheme cu diferente, ce aproximeaza o ecuatie in derivate partiale, au fost
parcursi urmatorii doi pasi: 1) Domeniul continuu de variatie a argumentelor a fost Tnlocuit cu
unul discret. 2) Operatorul diferential a fost inlocuit cu unul discret si a fost formulat un analog
pentru conditiile la frontiera si cele initiale.

In teoria schemelor cu diferente un domeniu esential il ocupa aproximarea ecuatiilor cu
derivate partiale prin diferente finite si convergenta schemelor obtinute catre solutiile exacte ale
ecuatiilor pe care le aproximeaza. Fiind creata, schema cu diferente se transforma intr-un obiect
matematic independent, care poate fi studiat separat de ecuatia initiald. Astfel, decad problemele
ce tin de aproximarea si convergenta solutiei si ramane doar problema de corectitudine a schemei
cu diferente.

Pe domeniul continuu de definitie (Figura 1.1) a problemei (1.17)-(1.19) cu conditiile la

frontierd (1.39), (1.40) a fost introdusa o grila cu pasii h,, si h,,. Astfel, a fost obtinuta reteaua
de noduri interne, notatd prin 2, = {| i=2,..,NN, j=2,..,MM},cux’ = (i — 1) * hy_ si

x = (= 1) *hy, Prin 0y, = {(x,@,,D)] i=1,..,NN+1, j=1,..,MM +1} afost
notatd multimea tuturor nodurilor (nodurile interne si cele de pe frontierd), unde 2, = £, U
0Np U Ny. Aici 2p este multimea nodurilor ce acopera portiunea de frontiera I, la care sunt

conectati electrozii si pe care sunt definite conditiile lui Dirichlet, iar 2, multimea de noduri ce

acopera portiunea de frontiera ramasa [y si pe care sunt definite conditiile lui Neumann.

@ (")

(x(li—l)' x;j)) (xgi+1)' x;j))
@ O O
(x0.49)
(047 @

Figura 2.1 Amplasarea nodurilor in cadrul

La aproximarea ecuatiei diferentiale neliniare (1.17) cu diferente finite, in nodurile
interne ale retelei (£2;,), a fost obtinut urmatorul sistem algebric (de dimensiunea (NN — 1) X

(MM — 1))
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2¢e (L + 1 )‘Pij - h%((le,j + <Pi—1,j) - h%((/)i,j+1 + <Pi,j—1) = Q(Pij —n + Nij) (2.1)
X2 X1 X2

cu i=2,NN j=2,MM, ¢;= <p(x§ ),xgj)) , Ny = n(x§ ),xgj)), bij = p(x§ ),xgj)),
Nij = N(X:El), xgj))-
Pentru discretizarea ecuatiei in derivate partiale neliniara (1.18) au fost parcursi urmatorii

pasi. Pentru inceput, au fost aplicate diferentele finite ecuatiei continuitatii pentru electroni

(1.18), curentii pentru electroni au fost estimati in seminodurile retelei, vecine nodului intreg
(xil),xéj)), alte marimi au fost estimate in nodurile intregi ale retelei. Astfel s-a trecut la

sistemul algebric

_ (]n i+1/2,j=Ini-1/2,j n Inij+i/2=JIn i,j—1/2) _ _CI(RSRH,ij n RAUG,ij)’ i=ZNN j=2,MM (2.2)

R, R,
Dupa, utilizdnd ecuatia curentilor pentru electroni (1.29), au fost folosite urmatoarele

expresii de estimare discreta ale intensitatilor pentru electroni in seminodurile retelei

Pnij—Pni-1,j Pni+1,j—Pni,j

Jniz1/2,j = qMi—1/2,jMn e Inis1/2j = QMiv1/2,jMn s
1 1
_ Pnij—Pnij-1 _ Pnij+1~Pni,j
Inij-1/2 = qNij-1/26n EEr— Jnij+1/2 = AN j+1/20n o (2.3)
2 2

aici, valorile discrete ale concentratiei de electroni in seminodurile vecine nodului intreg

(xf), xé’ )) au fost calculate conform relatiilor

_Nyjtnig; ony Pi-1j"Pni-1j
Ni_1/2,j = 2 - exp

ni+1/2,j _ Njj+tNit1,j i <exp (‘Pij_‘/’n l]) + exp (‘Pl+1] Pn l+1])>

2 2
_Myitngiq _ony ‘pij_‘/’nl] ‘PL] 1~ ‘Pnl] 1
Nij-12 == 5 =7 |€xP + exp
nij+Nij1 _ ng (‘Pij_‘l’n u) (fpi,j+1—<ﬂn i,j+1)
n;; =—=—\|€ex — | tex _— 2.4
i,j+1/2 2 2 p or 4 or ( )

La inlocuirea (2.4) in (2.3) si (2.3) in (2.2) a fost obtinut urmatorul sistem algebric

neliniar de ordinul (NN — 1) x (MM — 1)

Nij—1/2,j1Niv1/2,j | Nij-1/21Nij+1/2 HUn HUn
n ( W2 Py Pnij — 32 Mi+1/2,jPni+rj — 3z Mi-1/2,jPni-1,j —
X1 X2 X1 X1
Un Hn —
w2 Mij+1/2Pnije1 ~ 32 Mj-1/2Pnij-1 = Rsruij T Rave,ijy (2.5)
X2 X2

Pentru discretizarea ecuatiei in derivate partiale neliniare (1.19), pentru inceput, au fost

aplicate diferentele finite, curentii pentru goluri fiind estimati in seminodurile retelei, vecine
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nodului curent (xl(i), xgj )), celelalte marimi au fost estimate in nodurile intregi ale retelei. Astfel

s-a trecut la sistemul algebric

(Jp i+1/2j Jpiz1/2j 4 Jpijri/27Ip i,j—l/Z) — —Q(RSRH,ij + RAUG,ij) , i=2,NN j=2,MM (2.6)

hxl th
Dupa, utilizand ecuatia curentilor pentru goluri (1.30), urmatoarele expresii au fost
folosite pentru estimarea intensitatii golurilor in seminoduri

Ppij—Ppi-1,j Ppi+1,j~Ppij

Jpiz1/2,j = qPi-1/2,jlp e Ipiv1/2,j = qPi+1/2,jlp e,
_ Ppij—Ppij—1 _ Ppij+1—Ppij
Joij-1/2 = qPij-1/2p T h, Joij+1/2 = qPij+1/28p T hy (2.7)

cu valorile discrete ale concentratiei de goluri in seminoduri estimate conform relatiilor

_ PijtPi-1j _ 1 Pp ij—Pij Opi-1,j—Pi-1,j
Pi-1/2j=— 5 =5 |€xp T or texp\———

bT

__ DbijtPit1j _ Ny Ppij—Pij Ppit+1,j~Pi+1,j
Di+1/2,j = -, T3 exp T texp\———

%y

PijtPij-1 _ 1 Ppij—Pij Ppij-1~Pij-1
Pij-12 == =y |exp (= — ) texp (T ——

%y

DijtPij+1 M (fpp ij_‘Pij) ((Pp i,j+1—<Pi,j+1)
ienyp = DUTPL B gy (PRUTOU) | oy (LRI P 2.8
Pij+1/2 > 2 \ep (= - p o (2.8)

Substituind (2.8) in (2.7) si (2.7) in (2.6) a fost obtinut urmatorul sistem algebric neliniar
de ordinul (NN — 1) X (MM — 1)

Di-1/2,jtPi+1/2,j , Pij-1/21Pij+1/2 HUp Up
) < hZ + hZ pij ~ nz Pi+1/2,jPpi+1j T 32 Pi-1/2,jPpi-1j ~
X1 X2 X1 X1

:_ipi,j+1/2(pp,ij+1 — %Pi,j—uzfpp,ijq = —Rgrnu,ij — Rave,ij» (2.9)

Discretizarea conditiilor la frontiera Dirichlet, in nodurile de pe portiunea conectata la
electrozi (Ip), a fost realizatd conform relatiilor (1.39) cu utilizarea solutiilor analitice ale
sistemului (1.22), (1.23). Astfel a fost obtinut analogul conditiilor la frontiera pentru portiunea de
frontiera I},

2 2 2 2 2 2
Nij+ Nij+4ni Nij+ Nij+4ni _Nij+ ,Nij+4ni

2n;

@ij = Vg + @rln
ngj ngj
Onij = Qij — @rin (n_j) QYpij = Qij + @rin (n_l]) pentru (2 (2.10)

Analogii discreti ai conditiilor la frontierd Neumann (1.40), care actioneaza pe portiunea

de frontiera neconectata la electrozi (Iy) in nodurile £, au fost sistemele
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0ij =, i=1, j=TMM+1
Oy =@ i =NN+1j=TMM+1 (2.11)
Q=@ j=Li=LNN+1, x’ >,

( Pnij = Pnzjp =1, j=1L,MM +1
Onij = Punnjp L=NN+1,j=1MM+1 (2.12)
\Pnij = Oniz J=Li=LNN+1, x> 1,

A

( Opij =Pp2jp t=1, j=1,MM+1
3 (ppij = (ppNNji i=NN+ 1!] = 1'MM+ 1 (213)

\Ppij = ¢piz J=Li=TNN+L 1" > 1,

Ca etapa urmatoare, a algoritmilor de modelare numerica pentru problema (1.17)-(1.19)
cu conditiile la frontiera (1.39), (1.40), dupa etapa de discretizare, a fost aplicarea metodelor
iterative pentru rezolvarea sistemelor algebrice neliniare obtinute (2.1), (2.5), (2.9).

Termenul "metoda iterativd" se refera la o gama largd de tehnici, care utilizeaza
aproximadri succesive pentru a obtine solutii cat mai precise ale unui sistem liniar.

Metodele iterative stationare (metode unde la fiecare iteratie sunt efectuate aceleasi
operatii cu vectorii de iteratie curentd) sunt mai simplu de Inteles si implementat, dar in unele
cazuri particulare nu sunt eficiente.

Metodele iterative nestationare reprezinta o evolutie relativ recenta, sunt mai greu de
ajustat la modelul matematic dat, implementarea lor poartd un caracter mai mult intuitiv,
rezultatele implementarii sunt testate prin comparatie cu alti algoritmi, dar ele pot fi cele mai
eficiente In cazuri mai particulare. Metodele nestationare se bazeaza pe ideea de secvente ale
vectorilor ortogonali.

Rata de convergentd a unei metode iterative depinde foarte mult de spectrul matricei de
coeficienti. Prin urmare, metodele iterative implica, de obicei, trecerea la o altd matrice, care
transforma echivalent matricea initiald a coeficientilor in una cu un spectru mai favorabil, numita
preconditionarea metodei. O preconditionare bund optimizeaza convergenta metodei iterative
suficient pentru a depdsi costul suplimentar al construirii si aplicdrii preconditiondrii. Deseori, in
calculele numerice fara o preconditionare bund metoda iterativd poate chiar sa nu convearga.

Ecuatiile cu diferente si conditii la frontierd corespunzatoare unor ecuatii eliptice, cazul
sistemului (1.17)-(1.19) cu conditiile la frontiera (1.39), (1.40), reprezinta sisteme algebrice
speciale (rare, predominant diagonale) si pot fi tratate ca ecuatii operatoriale de gradul intai in
spatiul Hilbert finit dimensional (H)

Au=f (2.14)
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unde A este operator definit in spatiul H, u elementul cautat al acestui spatiu, iar f € H
elementul dat, definit de partile drepte ale ecuatiilor sistemului algebric si de conditiile
suplimentare.

Ecuatiile eliptice liniare sunt definite printr-un operatori liniar A, iar cele cvasi-liniare,
printr-un operator neliniar.

Teoria metodelor iterative, in cazul ecuatiile operatoriale, este un compartiment din teoria
schemelor cu diferente ce tine de stabilitatea schemelor.

La aplicarea oricdrei metode iterative se alege o aproximatie initiala a solutiei y, € H,
care genereaza continuu un sir de aproximari ale solutiei y4, y,, ..., Vi, Vi+1, --- SII CE CONVErge
catre solutia exacta u a ecuatiei (2.14), unde k este numarul iteratiei. Aproximarea y,; poate fi
obtinuta  iterativ.  cu  ajutorul  aproximatiilor =~ precedente = conform  relatiei

Vi1 = Fk(yo,yl,yz, yk) , unde F, este o functie care depinde de operatorul A, de vectorul
f side numarul iteratiei k.

Metoda iterativa are ordinul m daca fiecare aproximatie a solutiei este calculata in baza
a m aproximatii precedente, adicd  Yiy1 = Fx (Vk—me1» Vi—ma2 = Vi)

Schemele iterative de ordin superior necesitd pentru realizarea lor memorizarea
volumelor mari de date. In practici mai des sunt utilizate schemele de ordinul intai si doi, care
mai sunt numite scheme pe doud nivele si pe trei nivele, corespunzator.

De functia F,, depinde structura schemei cu diferente, aplicatd de metoda iterativa aleasa.
Daca functia este liniara atunci si metoda iterativd se numeste liniarad. Daca F, nu depinde de
numadrul iteratei atunci metoda iterativd se numeste stationard, iar In caz contrar se numeste
nestationara.

Orice schema iterativa liniard poate fi scrisa sub forma

Ye+1 = Sk+1Vk t Te+19k+1s k=01,.. (2.15)
unde Sy, este un operator liniar definitpe H ,iar t, sunt parametrii numerici ai schemei.

Conditia necesard de convergenta a schemelor iterative (2.15) este ca solutia ecuatiei
operatoriale (2.14) u = A"'f € H pentru orice functie f si fie un punct fix al sirului de
aproximatii, obtinut conform procesului iterativ (2.15). Adica

AT = Sk A7TH + Tiga Gk (2.16)

Astfel, daca

Ser1 = E —Tpr1Bih A iar grpa=Bihf (2.17)

unde By,, este un operator liniar inversabil definit in H, atunci conditia (2.16) este satisfacuta.
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Substituind (2.17) in (2.15) se obtine forma canonicd a schemelor iterative implicite pe

doua nivele

Bpo XYk 4 Ay, =f, k=012,.., y,€H (2.18)

Tk+1

Convergenta schemei iterative (2.18) a fost studiata in spatiul energetic Hp, generat de
operatorul simetric si pozitiv definit D, definit in spatiul H. Alegerea parametrilor iterativi 7,4
si a operatorilor By, este preconditionatd doar de convergenta iteratiilor si minimul de operatii
necesare pentru obtinerea unei solutii cu o exactitate prestabilita.

Daca By, 1 = E atunci schema iterativa (2.18) se numeste schema explicitd, in caz contrar
implicita.

In cazul cand parametrul 7., depinde de solutia estimati la iteratia curentd yj.q
procesul va fi nestationar. Evident, pentru procesul iterativ stationar By, $i Ty41 Nu trebuie sa
depinda de yj,1.

S-a presupus ca operatorul A este liniar. Schema (2.18) poate fi folosita si in cazul unui
operator neliniar. In acest caz operatorul B, Se alege, de obicei, liniar.

Pentru rezolvarea ecuatiei (2.14) pot fi folosite si scheme pe trei nivele. Cele mai studiate
sunt schemele pe trei nivele standarde. Ele pot fi scrise sub forma
Bi1Yi41 = A1 Brrr — Tir1 AV + (1 — @ry1) By Vi1 + Qa1 Tean /) k=12, (2.19)
aici sunt folosite sirurile de parametri iterativi {7, } si {a;}.

Pentru realizarea schemei iterative (2.19) pe langa aproximatia initiald y, mai este
necesard aproximatia initiala y; care se calculeaza, de obicei, cu ajutorul unei scheme pe doua
nivele (2.18), adica

Byy; = (B — 1 A)yo+1f, Yo €H (2.20)

In cazul schemei explicite cU By = E, k = 1,2,...,(2.19) poate fi rescrisi sub forma

Vi+1 = Oy (B = Ty 1 Ay + (1 — g 1)Yk—1 + Xpes1Thrrf (2.21)

O metoda iterativa este caracterizatd de structura schemei iterative, de spatiul energetic
Hp in care este studiatd convergenta metodei, de tipul metodei, de conditia ce stopeaza procesul
iterativ, de algoritmul realizarii unei iteratii.

La crearea algoritmilor modelarii numerice a proceselor in dispozitivele semiconductoare
au fost aplicate schemele pe doua si trei nivele, implicite sau explicite.

In cazul metodelor iterative stationare, parametrii schemei pe doua nivele (2.18) 1y, iar
pentru cazul schemei pe trei nivele (2.19), (2.20) 7, si aj au fost alesi din conditia minimului
pentru norma operatorului rezolvabil (operatorul trecerii de la iteratia initiala la cea finala), sau

pentru norma operatorului trecerii la iteratia urméatoare. La alegerea parametrilor iterativi se tine
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cont si de faptul ca acestia sd asigure viteza cea mai mare de convergenta pentru orice
aproximatie initiala.

Pentru cazul metodelor iterative nestationare parametrii au fost alesi din conditia
minimului pentru functionale legate de ecuatia diferentiald initiald. Ca exemplu, in calitate de
functionala poate fi luatd norma energeticd a erorii la iterati k. In acest caz parametrii iterativi
depind de iteratiile precedente si de alegerea aproximatiei initiale.

Teoria generala a metodelor iterative permite descrierea principiilor de baza pentru
construirea metodelor optimale, Tn dependentd de tipul si forma informatiei apriori despre
problema si in dependenta de cerintele care sunt inaintate fatd de metoda de rezolvare a acesteia.

In caz de respectare a structurii operatorului asociat sistemului algebric ce trebuie
rezolvat sunt create metodele iterative speciale, care au o viteza de convergentd mai mare decat
cele din teoria generald. Acestea se obtine prin alegerea speciala a operatorului By,; si a
parametrilor iterativi. Metodele speciale au un domeniu ingust de aplicare, dar asigura 0 mai
mare eficientd 1n cazuri mai particulare.

Pentru construirea metodelor iterative implicite operatorul By, se alege sub o forma
explicita sau aproximarea y,,; este determinat printr-o proceduri iterativa suplimentara, care
poate fi considerata ca o transformare implicita a operatorului By, 4.

Una dintre modalitatile alegerii operatorului By, se bazeazd pe forma factoriald a lui.
Astfel Bjy1 = Biyq *Biyq *..xBY,,,iar y,y, este determinat conform unei scheme pe
doua nivele (2.18). Sunt rezolvate ecuatiile urméatoarei consecutivitati

Bt vl =Fep, BEv*=v%1 a=23,..,p (2.22)
unde Fyyq = —Trp1(Ayx — f), evidentca  y,q = vP.

Este recomandabila forma factorialda de cautare a operatorului By, atunci cand fiecare
dintre ecuatiile (2.22) este usor rezolvabild. Algoritmul nu necesitd memorizarea informatiei
intermediare deoarece de indata ce este calculata aproximatia solutiei este si utilizatd. Neajunsul
acestui algoritm este ca calcularea elementului By, * Yy, poate fi un proces destul de complicat.

Al doilea algoritm de cautare a operatorului By, are forma unei scheme cu redirectionari

Yis1 = Vi = Tks1V? Bigav' = Ay —f, B v*=v¥"', a=23,..,p (2.23)

In acest caz este necesar de a memoriza aproximatia solutiei de la iteratia precedenta 1y, ,
pana cand nu este calculat reziduul v?. Acest mod de construire a schemei iterativa si implicita
presupune utilizarea schemei pentru reziduul din formula (2.23), unde v? este determinat din
ecuatia

Ri41v =1y, = Ayy—f (2.24)
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Eroarea obtinuti z™ =v™ —v satisface ecuatia omogend z™*l1 =S, . 5 xz™

m=012..,p—1 z°=v°—v,unde S,,,; este operatorul de trecere de la iteratia m la
iteratia m + 1.
Astfel, zP =vP —v=S,S,;..5;,cu z°=T,(v° —v). Operatorul T, = [1),_; Sm,
este numit operatorul rezolvabil (operator al trecerii de la iteratia initiala la cea finala).
Substituind v = Rgfme cu v°=0 obtinem vP = (E —T,)Rgiim sau
P = By, (2.25)
Cu cat norma operatorului rezolvabil T, este mai mica cu atit mai exact operatorul By,
aproximeazi operatorul Rj1,. Astfel, in calitate de Ry}, se alege un operator “apropiat,, de

operatorul A (in sensul echivalentei acestora).

2.2 Algoritmul modelirii numerice a proceselor neliniare in dispozitivul

semiconductor cu aplicarea Metodei Iteratiilor Simple (MIS)

Daca in schema iterativa implicitd pe doua nivele (2.18) tTx41 =17, k= 1,2,..., adica
este o constantd ce nu depinde de iteratia metodei, atunci metoda se numeste schema Metodei
Iteratiilor Simple

Bip1 T+ Ay = f (2.26)
unde 1y, este aproximatia solutiei la iteratia precedentd, V., aproximatia solutiei la iteratia
curentd, T # 0 este o constantd, numita parametrul metodei.

In cazul schemei explicite (B, = E), expresia de calcul a solutiei la iteratia curenti
este

Yir1 = —TAyk— D+ yk = —Tre+ yi, (2.27)
unde 1 reziduul metodei (1, = Ay, — f) la iteratia k.

Teorema 2.1 Daca operatorul A pentru un sistem algebric dat este simetric si pozitiv
definit, iar parametrul t apartine intervalului (0, A;,qy), UNAe Ay qy valoarea proprie maximala
a matricei A, atunci Metoda Iteratiilor Simple este convergenta catre solutia exacta a sistemului
algebric.

2

opt _

Este demonstrat ca t CU Apmax S1 Amin Valorile proprii ale operatorului A

AmaxtAmin’

maximala si minimala, respectiv, este parametrul optimal al MIS [6].
La prima etapd, din cadrul algoritmului modelarii numerice a functionalitatii diodei
semiconductoare cu aplicarea MIS, au fost discretizate ecuatiile sistemului (1.17)-(1.19) astfel

trecand la sistemul algebric neliniar (2.1), (2.5), (2.9). Au fost calculate valorile initiale ale
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functiilor necunoscute conform relatiilor (2.10) pe intreg domeniul de definitie {2 si notate cu

0 0
0@, of”, ol

La urmatoarea etapa a fost organizat un ciclu extern in cadrul caruia, la fiecare iteratie, cu

pasi mici, tensiunea aplicatd la anod a fost maritd, iar valorile functiilor necunoscute au fost

recalculate in conditiile echilibrului termodinamic si notate prin @™ @ """ @ , unde

(m+1) (m+1)
19}
(m + 1) iteratia curenta a ciclului extern.
In cadrul ciclului extern a fost organizat ciclul de rezolvare a sistemului algebric neliniar
(2.1), (2.5), (2.9) avand ordinul (3 * NN) x (3 * MM), cu conditiile la frontierda (2.10)-(2.13).

Valorile initiale ale functiilor necunoscute, in cadrul acestui ciclu, sunt egalate cu valorile

curente ale ciclului extern (D = m+D) W+ — ,(n+1) %gn“) = <.0,§m+1), unde (n + 1)

iteratia curentd a ciclului cu n = 0.

In cadrul ciclului de rezolvare a sistemului algebric neliniar de ordinul (3 * NN) X
(3 * MM) au fost organizate trei cicluri interne consecutive pentru rezolvarea a cite un sistem
algebric liniar de ordinul (NN — 1) X (MM — 1). Valorile initiale ale functiilor necunoscute,

pentru fiecare ciclu intern, au fost egalate cu valorile curente ale ciclului ce le include

k+1 +1 k+1 +1
g0(k+1) =¢(n+1)1 7(1 )=¢r(ln ), g01[() )=(pz()n )

, unde (k + 1) iteratia curentd a ciclului
intern cu k = 0, iar (n + 1) iteratia curenta al ciclului superior pentru rezolvarea sistemului de
ordinul (3 * NN) X (3« MM).

Sistemului algebric neliniar (2.1) i-a fost aplicata schema MIS pe doua nivele (2.27), iar
mai apoi ideea algoritmului lui Gummel pentru liniarizarea lui si separarea de sistemele (2.5) si
(2.9). Ca necunoscutd a ramas doar potentialul electrostatic (¢), iar cvasi-potentialul Fermi
pentru electroni (¢,,) si cvasi-potentialul Fermi pentru goluri (¢, ) au fost luate ca constante, cu
valori calculate la iteratia precedentd. Astfel a fost obtinut un sistem algebric liniar in
necunoscuta potentialului electrostatic (¢), de ordinul (NN — 1) x (MM — 1). Estimarea
potentialului electrostatic () la iteratia curentd (k + 1) in nodurile interne ale retelei (2;) a

fost realizata conform sistemului

€ (k) (F) £ (k) r) B _ (), ()
E((pi+1,j+(pi—1,j)+%((pi,j+1+(pi.j—1)+q(pij Ny NG )]

(k+1) _
G = NE ’
€ h%, h%,
k) (k) (k) (k)
Pij ~Pnij . Pp,ij~Pij
cu nl.('.c) =n; exp (4) si. p® =n, exp <L> pe 2, (2.28)
J oT ’ Y oT

Valoarea curentd a potentialului electrostatic ((p("“)) a fost calculata iterativ, in cadrul

ciclului intern, panad la atingerea unei exactitati prestabilite.
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La iesirea din ciclul intern (2.28) au fost calculate valorile curente ale potentialului
electrostatic (¢**V) in nodurile de pe frontierd conform relatiilor (2.11), iar valoarea curentd a
potentialului electrostatic din cadrul ciclului superior ((p(n“)) a fost egalata cu valoarea curenta
aciclului intern @1 = k+1),

Sistemului algebric neliniar (2.5) i-a fost aplicatd schema MIS pe doua nivele (2.27), iar
mai apoi ideea algoritmului lui Gummel pentru liniarizarea lui si separarea de sistemele (2.1) si
(2.9). Ca necunoscuta a ramas doar cvasi-potentialul Fermi pentru electroni (¢,,), iar potentialul
electrostatic (¢) si cvasi-potentialul Fermi pentru goluri ((pp) au fost luate ca constante cu valori
calculate la iteratia precedentd. Astfel a fost obtinut un sistem algebric liniar Tn necunoscuta
cvasi-potentialului Fermi pentru electroni (¢,) de ordinul (NN — 1) x (MM — 1). Estimarea
cvasi-potentialului lui Fermi pentru electroni (¢,,), la iteratia curenta (k + 1), in nodurile interne
ale retelei (£2,,) a fost realizata conform sistemului

Hn (R () bn (k) (k)  , #n () (®) Un . (K) (k)

+R% - +r()

(k+1) _ hJZClni+1/2,j(pn,i+1,j+h9261ni—1/2,j(pn,i—1,] nz, i,j+1/z‘Pn,i,j+1+h;C2”i,j—1/z‘/’n,i,j—1 SRH,ijTRAUG,ij (2.29)
Pn.ij ® L ® ® » &
Mic1/2,j Mi1y2,5  Mij-1/2 412
Un ] t 7
%, h%,
) (x) (x) (x) A . S :
CU  Myim Misiyzjr Mije120 Mij-1/2> calculate in seminodurile interne ale retelei

conform relatiilor (2.4).

Valoarea curenta a cvasi-potentialului Fermi pentru electroni ((p,(lkﬂ)) a fost calculata

iterativ, in cadrul ciclului intern, pana la atingerea unei exactitati prestabilite.

La iesirea din ciclul intern (2.29) au fost calculate valorile curente ale cvasi-potentialului
Fermi pentru electroni (go,(lkﬂ)) in nodurile de pe frontiera, conform relatiilor (2.12), iar

valoarea curenta a cvasi-potentialului Fermi pentru electroni din cadrul ciclului superior

( (n+1)

®n ) a fost egalata cu valoarea curenta a ciclului intern <p(n+1) = <p(k+1).

n n

Sistemului algebric neliniar (2.9) i-a fost aplicata schema MIS pe doua nivele (2.27), iar
mai apoi ideea algoritmului Iui Gummel, pentru liniarizarea lui si separarea de sistemele (2.1) si
(2.5). Ca necunoscuta a ramas doar cvasi-potentialul Fermi pentru goluri (q)p), iar potentialul
electrostatic () si cvasi-potentialul Fermi pentru electroni (¢,,) au fost luate ca constante, cu
valori calculate la iteratia precedentd. Astfel a fost obtinut un sistem algebric liniar in

necunoscuta  cvasi-potentialului ~ Fermi  pentru  goluri  (¢,) de  ordinul

(NN —1) x (MM — 1). Estimarea cvasi-potentialului Fermi pentru goluri (¢,), la iteratia

curenta (k + 1), in nodurile interne ale retelei (2;,) a fost realizatd conform sistemului
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Hp (B (1) Hp (B () Kp (B (k) Kp (1) (K) (k) rO

——D: P +—=—D. (P =D Q7 D @, 7. . —R L= L.
(k+1) _ h)261 i+1/2,j " p,i+1,j h)ch i—-1/2,j " p,i-1,j hazcz Lj+1/2"p,i,j+1 hazcz i,j—1/2¥Fp,i,j—1 "'SRH,ij TAUG,j (2 30)
Ppij © _® © _® e
Pit1/2,j"Pi-1/2,j Pij+1/2"Pij-1/2

Hp h2 T h2
X1 X2

®) (k+1) k) (k+1) N . . .

CU  Piyij2j0  Picijzjr Pij+ijzr Pij-1/20 calculate in seminodurile interne ale retelei

conform relatiilor (2.8).

Valoarea curentd a cvasi-potentialului Fermi pentru goluri ((pz(,kﬂ)) a fost calculata

iterativ, In cadrul ciclului intern, pana la atingerea unei exactitati prestabilite.

La iesirea din ciclul intern (2.30) au fost calculate valorile curente ale cvasi-potentialului

(k+1)

P ) in nodurile de pe frontierd, conform relatiilor (2.13), iar valoarea

Fermi pentru goluri ((p

curentd a cvasi-potentialului Fermi pentru goluri din cadrul ciclului superior ((pz(,"“)) a fost

+1 k+1
(n41) _ (k4 D),

egalatd cu valoarea curentd a ciclului intern ¢, »

Ciclul de rezolvare a sistemului algebric neliniar (2.1), (2.5), (2.9) de ordinul ((3 *
NN) x (3 * MM)) s-a desfasurat pana a fost atinsa exactitatea prestabilita pentru calcularea
solutiei sistemului algebric {go("“), i), gal(,"“)}.

La iesirea din acest ciclu s-a trecut la urmatoarea iteratie a ciclului extern in cadrul careia

valorile externe ale functiilor necunoscute au fost modificate @™+t = ™+, ,(lmﬂ) =
= oD, (pz()m“) = (ngn“), cu (m+ 1) iteratia curentd a ciclului extern. In cadrul aceleiasi

iteratii externe a fost maritd tensiunea aplicata la anod V, si recalculate valorile variabilelor

{(p(m+1), ot (pz(,mﬂ)} in conditiile echilibrului termodinamic. Procesul iterativ extern a rulat

pand cand V, depaseste valoarea 0,2 A.

A fost stabilita complexitatea algoritmului modelarii numerice a proceselor neliniare in
dispozitivul semiconductor cu aplicarea MIS, teoretic. Analizdnd schema MIS (2.27) s-a
constatat cd pentru realizarea ei se efectueaza o operatie de inmultire a matricei la un vector si
trei operatii aritmetice asupra vectorilor (doud scaderi si o inmultire la scalar). Daca notdm prin
nn X nn ordinul matricei A si luand in calcul ca este o matrice predominant cinci diagonala,
numadrul total de operatii la o iteratie a fost calculat in baza urmatoarelor componente t, = 5nn
ca numar de operatii scalare necesare pentru calcularea valorilor initiale, t; = 6nn numaérul de
adundri/scaderi ale scalarilor la realizarea unei iteratii interne, ¢, = 6nn numdrul de

inmultiri/impartiri ale scalarilor la realizarea unei iteratii interne.
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Numadrul minim de iteratii necesar k,, estimat teoretic in cazul MIS, pentru determinarea

solutiei cu exactitatea prestabilita este

1
eroare

ko (eroarea) = In(eroare)/In(p) = 0,2 NM? In

(2.31)

unde NM este numarul de noduri ale retelei pe o directie, p viteza de convergentd a metodei.
Astfel, numarul minim de iteratii este proportional cu patratul numarului de noduri pe o directie,
de unde rezulta ca este proportionald cu numarul de necunoscute ale sistemului algebric.
Numarul total de operatii, necesar pentru calcularea solutiei sistemului (2.1), (2.5), (2.9),
este T =36+*nn=+*ky+5+*nn operatii.
Conform teoriei, viteza de convergentd a metodei iterative p in cazul MIS

_1‘6 "N 2 4 2 Th; 2 4 . o Th; 239
P=1rp O =00 V1= Rima3zC0S 30 V2 = Lima gz SIn® o (2.32)

unde h; este pasul retele, y; si y, valorile proprii ale lui A maximala si minimala, respectiv.
Ordinul de convergenta al algoritmului cu aplicarea MIS, estimat teoretic, este
) (2.33)

Rezultate numerice obtinute in urma experimentelor asupra modelului numeric al diodei
semiconductoare cu utilizarea MIS

a) Tabelul numarului mediu de iteratii, efectuate pentru calcularii solutiilor cu
exactitatea prestabilitdi de ordinul 1071% obtinut in urma misuririlor experimentale asupra
algoritmului numeric ce modeleazd matematic procesele neliniare in dioda semiconductoare
(cazul MIS), implementat pe o retea de noduri (16 X 32):

Tabel 2.1: Numirul mediu de iteratii. Cazul tripletului de necunoscute { @, @, si @,} cu
aplicarea MIS.

nr. de iteratii interne, | nr. de iteratii interne, | nr. de iteratii interne, | nr. total de | iteratii durata,
pentru ¢ pentru ¢, pentru ¢, iteratii externe | (minute)
12195 5786366 5883328 11681889 2455 2460

b) Suprafetele functiilor ¢, @, si ¢,, construite in baza rezultatelor experimentale,

obtinute la rezolvarea problemei diodei semiconductoare cu utilizarea MIS, sunt prezentate in

Anexa 1.

Dependenta intr-o mare masurd a MIS de pasul retelei duce la o convergentd lentd a
metodei cdtre solutia exactd. Punctul forte al metodei este ca converge pentru orice aproximare
initiald si informatiile apriori ale operatorului nu includ conditia de simetrie a operatorului

sistemului algebric.
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2.3 Algoritmul modelirii numerice a proceselor neliniare in dispozitivul

semiconductor cu aplicarea Metodelor Iterative Triunghiulare (MIT)

In teoria generald a metodelor iterative eficacitatea metodei aplicate depinde mult de
proprietatile operatorului schemei folosite. A nu studia si aceasta directie inseamna a comite o
scapare in cercetare. De proprietitile operatorului schemei depinde numadrul iteratiilor necesare

pentru calcularea solutiei cu o exactitate prestabilitd. Numarul de iteratii depinde de marimea

&= )}%, unde 7y, Y2 sunt constantele echivalentei energetice ale operatorilor A si B din
2

schema pe doua nivele (2.18), pentru care are loc relatia y;B < A < y,B.

Daca alegem B = A, obtinand ¢ = 1, numarul iteratiilor va fi minimal, astfel solutia
exactd se va obtine la o singurd iteratie pentru orice aproximare initiald. Dar pentru a realiza
aceasta iteratie este necesar de a determina inversa matricei A, care in cazul problemei cercetate
are ordinul foarte mare, ceea ce ar duce la cresterea fabuloasa a numarului de operatii necesare.
Si invers, cazul metodelor explicite B = E, sunt necesare un numar minim de operatii pentru
realizarea unei iteratie, dar in schimb creste numarul de iteratii.

Ideea a fost de a cauta acel mijloc, adica varianta optimala intre variantele expuse mai
sus. lar aceasta a insemnat cautarea variantei optimale pentru operatorul B, conform criteriului
de minimizare a volumului de calcule numerice pentru calcularea solutiei cu o exactitate
prestabilita.

Un indicator de a gasi varianta optimald a operatorului B a fost cautarea unui operator

usor inversabil. lar un indicator al inversabilitatii este marimea & = % cu cea mai buna valoare
2

(optimald).

La categoria operatorilor usor inversabili si economi sunt atribuiti si operatorii pentru
inversarea cdrora este necesar un numar de operatii proportional sau aproximativ proportional cu
numarul de necunoscute.

Exemple de operatori usor inversabili sunt operatori ale caror matrici au forma diagonala,
trei-diagonala, triunghiulara sau produsul acestora.

Este de mentionat cad utilizarea in calitate de operator B a operatorilor diagonali, in
comparatie cu schema explicitd, este mai optimald deoarece duce la micsorarea numarului de
iteratii, dependenta exponentiala (asimptoticd) a numdrului de iteratii fatd de numarul de
necunoscute totusi rdmane, ca si in cazul schemelor explicite.

Una dintre directiile de cercetare, luata ca una cu perspective, a fost utilizarea operatorilor
triunghiulari B. In continuare sunt expusi algoritmii numerici elaborati, ce modeleazi matematic

procesele neliniare in dioda semiconductoare cu utilizarea Metodelor Triunghiulare.
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2.3.1 Algoritmul modelarii numerice a proceselor neliniare in dispozitivul
semiconductor cu aplicarea Metodei Gauss-Seidel (MGS)
In ecuatia operatoriale A x u = f reprezentim matricca A =L+ D + U, unde L, D, U

sunt matricele sub-diagonala, diagonala si supra-diagonala, respectiv.
Fie y, = (yl(k),yz(k), s y((SI)V)X(MM)) vectorul solutie obtinut la iteratia (k). Schema
metodelor triunghiulare pe doua straturi este
(D + L) (B228) 4 Ay, = f, k=12,.,y0€N (2.34)

Schema pe doua nivele (2.18) cu B=D+ wL si Tyy1 = o =1 se numeste Metoda
Triunghiulara a lui Seidel, careia i se mai spune Metoda Gauss-Seidel (MGS).

La prima etapa, in cadrul realizarii algoritmului de modelare numerica a functionalitatii
diodei semiconductoare cu aplicarea MGS, au fost discretizate ecuatiile sistemului (1.17)-(1.19)
astfel realizand trecerea la sistemul algebric neliniar (2.1), (2.5), (2.9). Au fost calculate valorile

initiale ale functiilor necunoscute conform relatiilor (2.10) pe intreg domeniul de definitie 2 si

notate prin @, o<, <.

La urméatoarea etapa a fost organizat un ciclu extern in cadrul céruia, la fiecare iteratie, cu
pasi mici, tensiunea aplicatd la anod a fost maritd, iar valorile functiilor necunoscute au fost

(m+1) (m+1)
p

recalculate in conditiile echilibrului termodinamic si notate prin @™+1), ®n , @ , unde

(m + 1) iteratia curenta a ciclului extern.
In cadrul ciclului extern a fost organizat ciclul de rezolvare a sistemului algebric neliniar
(2.1), (2.5), (2.9) avand ordinul (3 * NN) x (3 x MM) cu conditiile la frontiera (2.10)-(2.13).

Valorile initiale ale functiilor necunoscute, in cadrul acestui ciclu, au fost egalate cu valorile

curente ale ciclului extern (D = m+D) W+ — 0+ (pl()n“) = ‘Pz()mﬂ)’ unde (n + 1)

iteratia curenta a ciclului cu n = 0.

In cadrul ciclului de rezolvare a sistemului algebric neliniar de ordinul (3 * NN) X
(3 * MM) au fost organizate trei cicluri interne consecutive, pentru rezolvarea a cite un sistem
algebric liniar de ordinul (NN — 1) X (MM — 1). Valorile initiale ale functiilor necunoscute
pentru fiecare ciclu intern au fost egalate cu valorile curente ale ciclului ce le contine
PK+D = (1) (pr(lkﬂ) = go,(lnﬂ), goz(,kﬂ) = gol(,nﬂ), unde (k + 1) iteratia curenta a ciclului
intern cu k = 0, iar (n + 1) iteratia curenta al ciclului superior pentru rezolvarea sistemului de
ordinul (3« NN) X (3« MM).

Sistemului algebric neliniar (2.1) i-a fost aplicata schema MGS pe doua nivele (2.34), iar

mai apoi ideea algoritmului lui Gummel pentru liniarizarea lui si separarea de sistemele (2.5) si
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(2.9). Ca necunoscutd a ramas doar potentialul electrostatic (¢), iar cvasi-potentialul Fermi
pentru electroni (¢,,) si cvasi-potentialul Fermi pentru goluri ((pp) au fost luate ca constante, cu
valori calculate la iteratia precedenta. A fost obtinut un sistem algebric liniar in necunoscuta
potentialului electrostatic (¢) de ordinul (NN —1) x (MM — 1). Estimarea potentialului
electrostatic () la iteratia curentd (k + 1), in nodurile interne ale retelei (£2), a fost realizata

in baza sistemului

1 1 kD), 1 () 1 (k1) () (), ()
(k+1) (k) 13, Pt Pimn) TR Pijn TRz Pij +a(piy -ni+n)

Pij =@+ z 2 ’
h,zc1 h,ZCZ
& (k) (k) (k)
K o7 —0n i\ . K Oy ii—0i
cu ng.) =n; exp <u) si pl =n;exp <M> pe 2, (2.35)
J or ’ ij QT

Valoarea curenta a potentialului electrostatic ((p(k“)) a fost calculata iterativ in cadrul
ciclului intern, pana la atingerea exactitatii prestabilite.

La iesirea din ciclul intern (2.35) au fost calculate valorile curente ale potentialului
electrostatic ((p(k“)) in nodurile de pe frontiera conform relatiilor (2.10), (2.11), iar valoarea
curentd a potentialului electrostatic din cadrul ciclului superior (go(”“)) a fost egalatd cu
valoarea curenti a ciclului intern @1 = @*+1),

Sistemului algebric neliniar (2.5) i-a fost aplicata schema MGS pe doua nivele (2.34), iar
mai apoi ideea algoritmului lui Gummel pentru liniarizarea lui si separarea de sistemele (2.1) si
(2.9). Ca necunoscuta a ramas doar cvasi-potentialul Fermi pentru electroni (¢,,), iar potentialul
electrostatic () si cvasi-potentialul Fermi pentru goluri ((pp) au fost luate ca constante cu valori
calculate la iteratia precedentd. A fost obtinut un sistem algebric liniar in necunoscuta cvasi-
potentialului Fermi pentru electroni (¢,) de ordinul (NN — 1) x (MM — 1). Estimarea cvasi-
potentialului Fermi pentru electroni (¢,) la iteratia curenta (k + 1), in nodurile interne ale

retelei (£25,), a fost realizata conform sistemului

(k+1) _
Pnij =
bn (k) (k) Un  (k+1) (k+1) , #n (k) (k) Un (k+1)  (k+1) (k) (®)
) hJZCnlni+1/2,j(pn,i+1,j+h32:11ni—1/2,j(pn,i—1,j hJZZlZni,j+1/2(pn,i,j+1+h32:12ni,j—1/2(pn,i,j—1+RSRH,ij+RAUG,ij
Prij T G I 3 R 3 N () , (2.36)
i+1/2,; Mi=1/2,j Mij+1/2 N j-1/2
Un h2 T h2
X1 X2
*) (k) (k) (%) n . . .
pe Ln CU M5 Mlinpg Mijyaz Mij-1/20 calculate In seminodurile interne ale

retelei conform relatiilor (2.4).
Valoarea curenta a cvasi-potentialului Fermi pentru electroni ((p,(lkﬂ)) a fost calculata

iterativ in cadrul ciclului intern, pana la atingerea exactitatii prestabilite.
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La iesirea din ciclul intern (2.36) au fost calculate valorile curente ale cvasi-potentialului

(k+1)
n

Fermi pentru electroni ((p ) in nodurile de pe frontiera conform relatiilor (2.10), (2.12), iar

valoarea curenta a cvasi-potentialului Fermi pentru electroni din cadrul ciclului superior

(n+1) _  (k+1)
n .

((p,(lnﬂ)) a fost egalatd cu valoarea curenta a ciclului intern ¢, =

Sistemului algebric neliniar (2.9) i-a fost aplicata schema MGS pe doua nivele (2.34), iar
mai apoi ideea algoritmului lui Gummel, pentru liniarizarea lui si separarea de sistemele (2.1) si
(2.5). Ca necunoscuta a ramas doar cvasi-potentialul lui Fermi pentru goluri (cpp), iar potentialul
electrostatic (¢) si cvasi-potentialul Fermi pentru electroni (¢,,) au fost luate ca constante, cu
valori calculate la iteratia precedentda. Astfel, a fost obtinut un sistem algebric liniar in
necunoscuta cvasi-potentialului Fermi pentru goluri ((pp) de ordinul (NN —1) x (MM —1).
Estimarea cvasi-potentialului Fermi pentru goluri ((pp), la iteratia curenta (k + 1), in nodurile

interne ale retelei (£2), a fost realizata conform sistemului

(k+1) _
Pp,ij
Hp (k) k) Hp (k+1) (k+1) | Bp (k) (k) Hp (k+1) (k+1) (k) (9]
R i+1/2,j(pp,i+1,j+api—1/2,j(pp,i—1,j+%pi,j—1/2(pp,i,j+1+@pi,j+1/2(pp,i,j—l_RSRH.ij_RAUG,ij (2.37)
Pp,ij @) Q) @) @) -
J Piv1/2,jtPi—1/2,j Pij+172%Pij-1/2
(k) ) (k) (k)

pe OQn CU Piyi/pis Picij2j Pijrij20 Pij-1/2 - calculate in seminodurile interne ale retelei

conform relatiilor (2.8).

Valoarea curentd a cvasi-potentialului Fermi pentru goluri ((pz(,kﬂ)) a fost calculata

iterativ in cadrul ciclului intern, pana la atingerea unei exactitati prestabilite.

La iesirea din ciclul intern (2.37) au fost calculate valorile curente ale cvasi-potentialului

Fermi pentru goluri ((plgkﬂ)) in nodurile de pe frontiera, conform relatiilor (2.10), (2.13), iar

o . . . . - . . . 1
valoarea curenta a cvasi-potentialului Fermi pentru goluri din cadrul ciclului superior ((pz(,”J' )) a

fost egalata cu valoarea curentd a ciclului intern <pz(,n+1) = <pz(,k+1).

Ciclul de rezolvare a sistemului algebric neliniar (2.1), (2.5), (2.9), avand ordinul
((3*NN)><(3*MM)), a rulat pana cand a fost calculata solutia sistemului algebric

{(p(”“), q07(1n+1)’ <pz(,n+1)} cu exactitatea prestabilita.

La iesirea din acest ciclu s-a trecut la urmatoarea iteratie a ciclului extern in cadrul careia

valorile externe ale functiilor necunoscute au fost modificate @M1 = M+ = M) —
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= "D, (pz()mﬂ) = (pz()n“), cu (m+ 1) iteratia curentd a ciclului extern. In cadrul aceleiasi

iteratii externe a fost maritd tensiunea aplicata la anod V, si recalculate valorile variabilelor

{(p(m“), (p,(lmﬂ), <p,(,m+1)} in conditiile echilibrului termodinamic. Procesul iterativ extern a rulat

pana cand V, a depasit valoarea 0,2 A.

A fost stabilita complexitatea algoritmului modelarii humerice a proceselor neliniare in
dispozitivul semiconductor cu aplicarea MGS, teoretic. Analizind schema MGS (2.34) s-a
constatat ca pentru realizarea ei au fost efectuate o operatie de inmultire a matricei la un vector si
trei operatii aritmetice asupra vectorilor (de scadere, adunare si impartirea la un scalar). Daca
notam prin nn X nn ordinul matricei A si luand in calcul ca este o matrice predominant cinci
diagonald, numarul total de operatii la o iteratie a fost calculat in baza urmatoarelor componente
to = 5nn ca numarul de operatii scalare necesare pentru calcularea valorilor initiale, t; = 11nn
numarul de adunari/scaderi ale scalarilor la realizarea unei iteratii interne, t, = 9nn, numarul de
inmultiri/impartiri ale scalarilor la realizarea unei iteratii interne.

Numarul minim de iteratii k,, estimat teoretic in cazul MGS, necesar pentru determinarea

solutiei cu exactitatea prestabilitd este

In(eroare) ~ 0.1NM2In 1

In(p) eroare

ko(eroarea) = (2.38)

unde NM este numarul de noduri ale retelei pe o directie. Astfel, numarul minim de iteratii este
proportional cu patratul numarului de noduri pe o directie, de unde rezultd cd este proportionala
cu numarul de necunoscute ale sistemului algebric nn.

Numarul total de operatii necesar pentru calcularea solutiei sistemului (2.1), (2.5), (2.9)
este T =60=xnnx*ky,+5*nn operatii.

Conform teoriei, viteza de convergentd a MGS, notata cu p

1/2
_ (1= A, =8 2™ _ 8 amh
p= (1+ f) , &€= px 7 =5 Sin°—, y, =—cos (2.39)

unde h; este pasul retele, y; si y, sunt valorile proprii ale lui A maximala si minimala, respectiv.
Ordinul de convergenta al MGS, estimat teoretic este
9(h?) (2.40)

Rezultate numerice obtinute in urma experimentelor asupra modelului numeric al diodei
semiconductoare, cu utilizarea MGS
a) Tabelul numarului mediu de iteratii, efectuate pentru calcularii solutiilor cu

exactitatea prestabiliti de ordinul 1071° obtinut in urma misuririlor experimentale asupra
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algoritmului numeric ce modeleaza matematic procesele neliniare in dioda semiconductoare

(cazul MGS), implementat pe o retea de noduri (16 X 32):

Tabel 2.2: Numirul mediu de iteratii. Cazul tripletului de necunoscute { ¢, _n si ¢_p} cu
aplicarea MGS

nr. de iteratii nr. de iteratii nr. de iteratii nr. total de nr.i tiit?t!ide Durata
interne, pentru ¢ | interne, pentru ¢,, | interne, pentru ¢, iteratii externe (minute)
3348 602359 628368 1234075 187 780
b) Suprafetele functiilor ¢, @, si @,, construite in baza rezultatelor experimentale,

obtinute la rezolvarea problemei diodei semiconductoare cu utilizarea MGS, sunt prezentate

Anexa 1.

MGS are o convergenta lenta cétre solutia exactd a sistemului, dar in cazul acestei metode
se castigd in viteza de convergentd, datoritd numarului de calcule mai mic la fiecare iteratie, in

comparatie cu MIS.

2.3.2 Algoritmul modelarii numerice a proceselor neliniare in dispozitivul

semiconductor cu aplicarea Metodei Relaxdrii (MR)

Pentru convergenta mai rapidd a metodelor iterative triunghiulare, care devin tot mai
lente odata cu cresterea ordinului matricei sistemului algebric, a fost cautata valoarea optimala a

parametrului @ din schema acestor metode, ca o imbunatatire a acestor tehnici
(D + wL) X224 Ay, = f ke = 1,2,...,y0 € H (2.41)

unde A=L+D+U.

Accelerarea convergentei proceselor iterative a fost posibila doar avand informatii apriori
despre valorile proprii ale matricei sistemului.

Conditia necesara si suficienta pentru ca metoda iterativa triunghiulard sa fie convergenta
este ca raza spectrald a matricei rezolvante sa fie mai mica ca unu.

Dificultatea aplicarii acestui criteriu este cd in unele cazuri problema determinarii
valorilor proprii ale matricei este mai complicatda decat insasi rezolvarea sistemului Au = f.
Astfel s-a cautat obtinerea unor metode triunghiulare accelerate, care sa ocoleascda problema
determinarii valorilor proprii.

Sisteme ale caror matrice A este pozitiv definitd (de obicei si simetrica) au valorile
proprii pozitive. Fie A SI Amin Cea mai mare si cea mai mica valoare proprie, respectiv.

In cazul sistemelor pozitiv definite valorile proprii sunt mai usor de calculat.
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Metoda Relaxarii este o0 metoda iterativa utilizatd pentru rezolvarea numerica a sistemelor
algebrice liniare cu matricea coeficientilor simetrica si pozitiv definita.

Schema iterativa a Metodei Relaxarii sub forma canonica este

D+ wl) yyp1 = (D + wl) y, — wAY, +of, k=12,.., y,€H (2.42)

Pentru w >1 metoda se numeste Metoda Relaxdrii Superioare (MRS), pentru w <1,
Metoda Relaxarii Inferioare (MRI), iar pentru w = 1, Metoda Simplei Relaxari (MSR).

Teorema 2.2: (Conditia necesard de convergenta) Fie matricea A Simetrica si pozitiv
definiti. Metoda Relaxdrii converge pentru orice aproximare initiald a solutiei y© dacd
w e (0;2).

Remarca 2.1: Conditia w € (0; 2) este o conditie necesara de convergenta a metodei
relaxarii cu orice valoare initiald a solutiei y©) si pentru matricea A oarecare,

Viteza de convergentd (p) citre solutia exactd este determinatd de alegerea valorii
parametrului metodei w. Se stie cé la rezolvarea unor clase de sisteme rare viteza de convergenta
a metodelor iterative triunghiulare MIT este de ordinul 9(nn?) iteratii, iar cu 0 alegere optimal
a parametrului metodei (w) gradul de convergenta al metodei este de ordinul J(nn) iteratii, unde
nn X nn ordinul matricei A.

In caz general nu existd o formuld pentru calcularea valorii optimale a parametrului
metodei (wopt) , care ar asigura convergenta cea mai rapidd. La rezolvarea unui sistem de
ecuatii poate fi folositd formula w,y =~ 2 —9(h;), unde h; este pasul retelei folosit la

discretizarea ecuatiei in derivate partiale.

O estimare mai exactd, In unele cazuri, ale parametrului metodei poate fi expresia

,unde y; este limita inferioara a spectrului operatorului A.

Wopt = Wﬁ

La prima etapa, conform algoritmului elaborat pentru modelare numerica a
functionalitatii diodei semiconductoare cu aplicarea MR, au fost discretizate ecuatiile sistemului
(1.17)-(1.19) astfel realizand trecerea la sistemul algebric neliniar (2.1), (2.5), (2.9). Au fost

calculate valorile initiale ale functiilor necunoscute conform relatiilor (2.10) cu V, =0, pe

intreg domeniul de definitie 2 si notate prin ¢©, ¢,(10), <pz(,0).

La urmédtoarea etapa a fost organizat un ciclu extern in cadrul caruia, la fiecare iteratie, cu

pasi mici, tensiunea aplicata la anod a fost maritd, iar valorile functiilor necunoscute au fost

m+D) | oD UMD unde

recalculate in conditiile echilibrului termodinamic si notate prin ¢ y On

(m + 1) iteratia curenta a ciclului extern.
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In cadrul ciclului extern a fost organizat ciclul de rezolvare a sistemului algebric neliniar
(2.1), (2.5), (2.9) de ordinul (3*NN) x (3*MM), cu conditiile la frontiera (2.10)-(2.13).

Valorile initiale ale functiilor necunoscute, in cadrul acestui ciclu, au fost egalate cu valorile

curente ale ciclului extern (D = (m+D) (1) — ,(n+1) (pz()n“) = (pém“), unde (n + 1)

iteratia curenta a ciclului cu n = 0.

In cadrul ciclului de rezolvare a sistemului algebric neliniar de ordinul (3 * NN) x
(3 * MM) au fost organizate trei cicluri interne consecutive pentru rezolvarea a cite un sistem
algebric liniar de ordinul (NN — 1) X (MM — 1). Valorile initiale ale functiilor necunoscute,

pentru fiecare ciclu intern, au fost egalate cu valorile curente ale ciclului ce le contine

k+1 +1 k+1 +1
g0(k+1) =¢(n+1)1 7(1 )=¢r(ln ), g01[() )=(pz()n )

, unde (k + 1) iteratia curentd a ciclului
intern cu k = 0, iar (n + 1) iteratia curenta a ciclului superior pentru rezolvarea sistemului de
ordinul (3 * NN) x (3« MM).

Sistemului algebric neliniar (2.1) i-a fost aplicata schema MR pe doua nivele (2.42), iar
mai apoi ideea algoritmului lui Gummel pentru liniarizarea lui si separarea de sistemele (2.5) si
(2.9). Ca necunoscutd a ramas doar potentialul electrostatic (¢), iar cvasi-potentialul lui Fermi
pentru electroni (¢,,) si cvasi-potentialul lui Fermi pentru goluri ((pp) au fost luate ca constante,
cu valori calculate la iteratia precedenta. A fost obtinut un sistem algebric liniar in necunoscuta
potentialului electrostatic (¢) de ordinul (NN —1) x (MM — 1). Estimarea potentialului
electrostatic () la iteratia curentd (k + 1), in nodurile interne ale retelei (£2;), a fost realizata

conform sistemului

w () o (k+1), o (k) | o (k+1) By __ (k) ()
(k+1) (k) hil(p”lJ hgcl‘pi—1,j +h§2¢i,j+1+h§2¢i,j—1 +qw(pl.j ngi ++N;; )
0ij = (A= w)gy+ R (2.43)
My M
(F)_ (k) ) _ ()
k) _ Pij ~Pnij . k) _ Pp.ij~Pij
Cu myt =mpexp|—— | si p; =mexp|— —— (2.44)

Valoarea curenta a potentialului electrostatic ((p(k+1)) a fost calculata iterativ, in cadrul
ciclului intern, pana la atingerea exactitatii prestabilite.

La iesirea din ciclul intern (2.43) au fost calculate valorile curente ale potentialului
electrostatic ((p("“)) in nodurile de pe frontiera conform relatiilor (2.10), (2.11), iar valoarea
curentd a potentialului electrostatic din cadrul ciclului superior ((p(”“)) a fost egalatd cu
valoarea curenti a ciclului intern @1 = *+1),

Sistemului algebric neliniar (2.5) i-a fost aplicata schema MR pe doua nivele (2.42) si

ideea algoritmului Gummel pentru liniarizarea lui si separarea de sistemele (2.1) si (2.9). Ca
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necunoscutd a ramas doar cvasi-potentialul lui Fermi pentru electroni (¢,), iar potentialul
electrostatic (¢) si cvasi-potentialul lui Fermi pentru goluri ((pp) au fost luate ca constante cu
valori calculate la iteratia precedenta. A fost obtinut un sistem algebric liniar in necunoscuta
cvasi-potentialul lui Fermi pentru electroni (¢,) de ordinul (NN — 1) x (MM — 1). Estimarea
valorilor lui ¢, la iteratia curenta (k + 1), in nodurile interne ale retelei (2;,), a fost realizata

conform sistemului

(k+1) _ )
nij =1 —we,;; + wx

Un (k) (k) Un (k+1) (k+1) |, un (k) (k) Un (k+1) (k+1) (k) (k)
"2, i+1/2,j(pn,i+1,j+h’2qni—1/2,j(pn,i—1,j+h92(2ni,j+1/2(pn,i,j+1+h)262ni,j—1/2(pn,i,j—1+RSRH,ij+RAUG,ij
*

(k) (k+1) (k) (k+1) !
[It <ni+1/2,j+ni—1/2,j , ni,j+1/2+ni,j—1/2>l
n .

(2.45)

2 2
hxl th

(k) (k) (k) (k)

CU My Micagejr Majerze Mij-1/20

calculate in seminodurile interne ale retelei

conform relatiilor (2.4).

Valoarea curentd a cvasi-potentialului Fermi pentru electroni ((p,(lk“)) a fost calculata

iterativ in cadrul ciclului intern, pana la atingerea exactitatii prestabilite.
La iesirea din ciclul intern (2.45) au fost calculate valorile curente ale cvasi-potentialului

Fermi pentru electroni ((p,(lkﬂ)) in nodurile de pe frontiera conform relatiilor (2.10), (2.12), iar

valoarea curentd a cvasi-potentialului Fermi pentru electroni din cadrul ciclului superior

( (n+1)

®n ) a fost egalata cu valoarea curentd a ciclului intern (p(n+1) = (p,(lkﬂ).

n

Sistemului algebric neliniar (2.9) i-a fost aplicata schema MR pe doua nivele (2.42), iar
mai apoi ideea algoritmului lui Gummel pentru liniarizarea lui si separarea de sistemele (2.1) si
(2.5). Ca necunoscuta a ramas doar cvasi-potentialul lui Fermi pentru goluri ((pp), iar potentialul
electrostatic (¢) si cvasi-potentialul lui Fermi pentru electroni (¢,,) au fost luate ca constante cu
valori calculate la iteratia precedentd. A fost obtinut un sistem algebric liniar in necunoscuta

cvasi-potentialului Fermi pentru goluri ((pp) de ordinul (NN —1) x (MM — 1). Estimarea

cvasi-potentialului Fermi pentru goluri ((pp) la iteratia curentd (k + 1), in nodurile interne ale

retelei (£25,), a fost realizata conform sistemului

k+1 K
‘P;(a,i}r )=(1- w)qoz(,’l.)j + w *

Hp (k) (9] Kp (k+1) (k+1) | HBp (k) (k) Hp (k+1) (k+1) (k) _ (k)
", i+1/2,j(pp,i+1,j+h9261pi—l/z,j p,i—1,j+h3262pi,j+1/2(pp,i,j+1+h3252pi,j—1/2 pij—1"Rsruij~Rauve,ij

E 3
(k) (k+1) (k) (k+1) ’
u <pi+1/2,j+pi—1/2,j , pi,j+1/2+pi,j—1/2)
D

(2.46)

2 ' 2
hxl hxz
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cu pl(f)l 2,j pl(’_c)1 /2,j pl('jll /20 pl(';)_l /2> calculate in seminodurile interne ale retelei

conform relatiilor (2.8).

Valoarea curenta a cvasi-potentialului Fermi pentru goluri ((pékﬂ)) a fost calculata

iterativ in cadrul ciclului intern, pana la atingerea exactitatii prestabilite.

La iesirea din ciclul intern (2.46) au fost calculate valorile curente ale cvasi-potentialului

(k+1)

P ) in nodurile de pe frontierd, conform relatiilor (2.13), iar valoarea

Fermi pentru goluri ((p

curentd a cvasi-potentialului Fermi pentru goluri din cadrul ciclului superior ((p,()"“)) a fost

(n+1) _ (k+1)

egalatd cu valoarea curentd a ciclului intern ¢, N

Ciclul rezolvarii sistemului algebric neliniar (2.1), (2.5), (2.9) de ordinul ((3 * NN) x
(3= MM)) a rulat atat timp pand cand a fost obtinutd exactitatea prestabilitd pentru solutia

1 1
{‘P(n+1),(l)7(ln+ )’(ngn+ )}.

La iesirea din acest ciclu s-a trecut la urmatoarea iteratie a ciclului extern in cadrul careia

valorile externe ale functiilor necunoscute au fost modificate ™M*D = ™+ ,(Lmﬂ) =
= oD, (pz()m“) = (pz()"ﬂ), cu (m+ 1) iteratia curentd a ciclului extern. In cadrul aceleiasi

iteratii externe a fost maritd tensiunea aplicatd la anod V, si recalculate valorile variabilelor

+1 +1
{(p(m-l-l), (p"gm )’ (pz()m )}

in conditiile echilibrului termodinamic conform relatiilor (2.10).
Procesul iterativ extern a rulat pana cand V, a depasit valoarea 0,2 A.

A fost stabilita complexitatea algoritmului elaborat pentru modelarea numerica a
proceselor neliniare in dispozitivul semiconductor cu aplicarea MR, teoretic. Analizand schema
MR (2.42) s-a constatat ca pentru realizarea ei au fost efectuate doua operatii de inmultire a
matricei la un vector si patru operatii aritmetice asupra vectorilor (de adunare, scadere, inmultire
la 0 constantd, impartire la o constantd). Daca notam prin nn X nn ordinul matricei A si luand in
calcul cd este o matrice predominant cinci diagonald, numarul total de operatii la o iteratie a fost
calculat in baza urmatoarelor componente t, = 5nn ca numar de operatii scalare necesare pentru
calcularea valorilor initiale, t; = 6nn numarul de adunari/scaderi ale scalarilor la realizarea unei
iteratii interne, t, = 6mn numarul de inmultiri/impartiri ale scalarilor la realizarea unei iteratii
interne.

Numarul minim de iteratii necesar k,, estimat teoretic in cazul MR, pentru determinarea

solutiei cu exactitatea prestabilitd este

1
eroare

1
eroare

ko(eroarea) = In « 2l 0,64 « NM * In 2.47
V3
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unde NM este numarul de noduri ale retelei pe o directie. Astfel, numarul minim de iteratii este
proportional cu numarul de noduri pe o directie de unde rezulta cd este proportional cu radacina
de ordinul doi din numarul de necunoscute ale sistemului algebric vnn.

Numarul total de operatii necesar pentru calcularea solutiei sistemului (2.1), (2.5), (2.9)
este T =45+«nn=+*ky+ 5+*nn operatii.

Conform teoriei viteza de convergenta a metodei iterative ( p ) in cazul MR este

1/2
_ (18 —h — 2qin2 T — 8 c2Thi
p_(lw?) ’ E_Vz, 7= STy 2T W%

unde h; este pasul retele, y; si y, sunt valori proprii ale matricei A maximald si minimala,

(2.48)

respectiv.
Ordinul de convergenta al MR, estimat teoretic, este

I(h) (2.49)

Rezultate numerice, obtinute in urma experimentelor asupra modelului numeric al diodei

semiconductoare cu utilizarea Metodei Relaxdrii Superioare, ca cea mai efectivd CU W,y =

1,64:

a) Tabelul numarului mediu de iteratii, efectuate pentru calcularii solutiilor cu exactitatea
prestabilitd de ordinul 10719, obtinut in urma masuririlor experimentale asupra algoritmului
numeric ce modeleaza matematic procesele neliniare in dioda semiconductoare (cazul MRS),

implementat pe o retea de noduri (16 X 32):

Tabel 2.3: Numérul mediu de iteratii. Cazul tripletului de necunoscute { ¢, ®_n si ¢_p} cu
aplicarea MRS

nr. de iteratii

nr. de iteratii

nr. de iteratii

interne, in interne, in interne, in nr. total de nr. de iteratii Durata
mediu, pentru | mediu, pentru mediu, pentru iteratii externe (minute)
%4 Pn q)p
515 20391 22058 42964 42 20

b)  Suprafetele functiilor ¢, @, si ¢,, construite in baza rezultatelor experimentale, obtinute

la rezolvarea problemei diodei semiconductoare cu utilizarea MRS, sunt prezentate in Anexa 1.

MRS are 0 convergentd moderatd catre solutia exactd a sistemului, in cazul acestei
metode se castiga mult la viteza de convergenta, datoritda micsorarii numarului de calcule la

fiecare iteratie, in comparatie cu MIS si MGS.
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2.4 Modelarea numerica a proceselor neliniare in dispozitivul semiconductor cu

aplicarea parametrilor Cebisev

La rezolvarea multor probleme din analiza numerica, o aplicare reusita ce tine de
minimizarea erorilor, a fost utilizarea polinoamelor lui Cebisev.

Polinomul T,,(x) de gradul n cu coeficientul superior egal cu 1, care dintre toate
polinoamele de gradul n cu coeficientul superior egal cu 1 are valoarea max,e[—1 13| T (x)|
minima se numeste polinomul lui Cebisev.

Unul dintre polinoamele lui Cebisev este functia

T,(x) = 21 "cos(n - arccos(x)).

Pentru cazul unui segment arbitrar [a, b] unul dintre polinoamele lui Cebisev este functia

—a)n —(pb—
T,(x) = (;na_)l cos (n - arccos %) (2.50)
e e : ) b b- k .
Radicinile acestui polinom sunt x; = Oy Tacos ((2 +1)”),k =01,..,n—1, 1ar
devi . o .. _ (b—a)"
evierea lui de la zero este calculatd conform expresiei maXye[qp)| Tn(X)| = pyTm

In teoria metodelor iterative ades este necesar de a gisi un polinom P,(x) de gradul n
cu deviatia de la zero minima pe intervalul [a, b] pentru care P,(0) = 1.

Un astfel de polinom este

P,(x) = (—1)"g,cos (n - arccos M) (2.51)
b—a
_ 208 _ 18 _a
unde qn = ryw Po = /e &= x b>a>0 (2.52)
Radacinile acestui polinom sunt Xy = asz + b;—a cos ((Zkﬂ)n) L k=12,..,n.

Cateva directii de aplicare ale polinoamelor lui Cebisev:
a. In teoria interpolarilor.

b. La gasirea parametrilor optimali ai metodelor iterative.

2.4.1 Algoritmul modeldrii numerice cu aplicarea Metodei Parametrilor Cebisev pe 2

Nivele (MPC2N)

La crearea algoritmului de modelare numericd a functionalitatii dispozitivului
semiconductor cu utilizarea parametrilor Cebisev, descris in acest subcapitol, pentru rezolvarea

ecuatiei operatoriale Axu=f a fost |wutilizathi o schemd pe doud nivele

B _y":fyk + Ay, = fi, k=12,.., cu aproximatia initiala y, € H sicu B =E, unde A
k+1

este o matrice de ordinul (nn X nn), simetrica si pozitiv definita.
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La prima etapa a fost determinat sirul de parametri optimali ai metodei, 74,7, ..., Tp,

pentru care norma erorii ||y, — y|| la iteratia k a fost minima. Pentru calcularea normei a fost

folosita formula ||y|| = /(y,y) = ’}=1|yj|2, unde y; este coordonata j a vectorului y.
Teorema 2.3 Fie A 0 matrice simetrica si pozitiv definitd CU Ay qx(A) > Apin(4) > 0,
valorile proprii minimala si maximala, respectiv. Fie ko, numdrul minim de iteratii necesar
pentru calcularea solutiei cu o exactitate prestabilitd. Intre metodele ce utilizeazd schema pe
doud nivele cea mai mica eroare ||y, — yl|| o are cea pentru care parametrii sunt calculati

conform relatiei

_ _To _
T = o0 i k=12, ..,k (2.54)
= 2 _12V¢ ¢ _ Amin(4) _ @k-1m\ , _ ~

0= @ P T T ey W= cos( — ),k =0,1,..., (ko — 1)(2.55)

lar pentru estimarea erorii este adevarata relatia
9k = ull,, < aicllyic — ull (2.56)

k

Qe = —23; (2.57)

T 1+p2F

La variatii mici ale lui ¢ estimarea numarului minim de iteratii pentru determinarea

solutiei cu exactitatea prestabilitd este
ko,(eroare) = In(eroare) / In(p) (2.58)

Metoda ce utilizeaza schema pe doud nivele (2.18) cu parametrii 7, calculati conform
relatiilor (2.54) se numeste Metoda iterativa pe doud nivele cu aplicarea Parametrilor Cebisev
(MPC2N).

in algoritmul modelarii numerice a proceselor neliniare din dispozitivul semiconductor,
cu aplicarea MPC2N, a fost folosit calculul pe componente, deoarece matricial nu a fost
avantajos tinand cont de faptul ca matricea sistemului algebric este rara. Astfel si determinarea
valorilor proprii A,,;,(A) si Ape(A) ale matricei A a devenit problematica (mai exact spus
ineficienta).

Pasii algoritmului de determinare a valorilor proprii maximala si minimala, aplicat in
cercetare, este
a. a fost estimatd valoarea proprie maximala, in cazul problemei (2.1), (2.5), (2.9), care s-a
observat cd este o valoare constantd si depinde doar de domeniul de definitie al functiilor

necunoscute si pasul retelei

Amax(A) = h%cosz (%) + — cos? (%> (2.59)

2
2 2L, ) RZ, 2Ly,
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b.  valoarea proprie minimald a fost cautata conform expresiei teoretice inmultita la o

constantd, a carei valoare a fost determinata experimental

2 2

A (A) = A(teoretic) fq =& (l”Z_ + 1”2_> % a (2.60)
X1 X2

min
Tabelul valorilor parametrului a, determinate experimental in cadrul testarii algoritmului
numeric pentru modelarea diodei semiconductoare:

Tabel 2.4: Tabelul valorilor parametrului a, determinate experimental, cazul MPC2N

aoptim
o 0,05 01 0.2 0.4 . 0.8 1 12
nrde |5 109 01 79 73 80 86 93
1terati

Valoarea cea mai eficientd pentru parametrul metodei aplicate a fost a(¢ficient) = 0,6,

Conform teorie, numarul de iteratii minimal, necesar pentru calcularea solutiei cu
exactitatea prestabilitd in cazul MPC2N, se determina conform expresiei
1_\/? pteoretic
: = =2V & =lmn
kicoretic(eroare) = In(eror) / In(p,), CU py 142 st & Amax(A)
In practica a fost estimat conform relatiei
ko = [kteoretic] +1 (2.61)

Prin 90t a fost notatd multimea radacinilor polinomului Cebisev

2i—-1

My, = {—cos o

mi =12, .., ko (2.62)

0

Parametrii iterativi ai MPC2N au fost calculati conform relatiei
Tk = To/(1 + pottr), tx € My,, k=12,..,kg (2.63)
c.  Consecutivitatea radacinilor polinomului lui Cebisev, aplicate la calcularea parametrilor
metodei, are 0 mare importantd. De ordinea utilizarii lor depinde viteza de convergentd a
metodei, iar in cazul unei consecutivitati nereusite poate avea loc asa numitul ”avost al masinii”,
fenomen care apare ca efect al cresterii numarului iteratiilor intermediare sau odatd cu
acumularea erorilor ca urmare a calculului aproximativ.

In cercetare a fost aplicata teoria ce face posibil de identificat consecutivitatea eficientd a
parametrilor metodei. Pentru inceput a fost determinatd multimea indicilor, care ordoneaza
eficient multimea parametrilor 7, (2.63) si notata prin 6, [4].

Pasii algoritmului pentru crearea multimii de indici, aplicat in cadrul cercetarii, sunt

descrisi succint in continuare.

67



Fie n € N numarul minim de iteratii necesar pentru calcularea solutiei cu exactitatea
prestabilita.
Au fost realizate urmatoarele treceri, de la multimea 6,,, la multimea 6,,,, de la multimea
0, la multimea 05,41
e numarul n a fost reprezentat ca suma a puterilor cu baza 2
— 9k K K P
n=2%+2%2+.-+2%, k<ki_;—1, j=23,..,s.
e dupa a fost calculatad valoare
n=Y_ 2K, j =125, ngq=2n+1.
e mai apoi au fost construite multimile

6n, =167 =000, 60 =m;, i=12,.m -1}, j=12,..5  (264)

j=1, 6, ={1},m=1

sl urmatoarele multimi intermediare, daca a fost satisfacuta relatia [(nj+1 - 1) / 4] =N

Oy = {92(?’") = 4m — el,(m), ez(finl) = Hi(m),i =1,2, ...,m}, m = n;, 2n; 4n;, ..., [(%—_1))](2.65)

daca [(n;4+; — 1)/4] < nj, calculele conform (2.65) nu au fost realizate si s-a trecut la urmatorul
pas al algoritmului
e daca j=s atunci multimea indicilor 6, este construita, in caz contrat, a fost

(njy1-1)
2

Oom = {05 = 4m +2- 0", 0

calculatd marimea m = si pentru ea a fost construitd multimea

zm)
2i-1

=0™, i=12, m} (2.66)
valoarea j a fost marita cu o unitate, iar calculele au fost reluate, revenind la expresia (2.64).

La finalul executiei algoritmului descris mai sus a fost obtinutda multimea indicilor 6,,,
considerata cea mai eficientd, iar In baza acestor indici a fost ordonatd multimea parametrilor
metodei Mt,, astfel a fost obtinutd consecutivitatea cea mai eficientd a parametrilor Cebisev,

(eficient)

notata I,

Fiecarei metoda iterativa are limitele sale de aplicare, descrise 1n literatura de specialitate,
dar nu clare in cazul problemei cercetarii, neliniard si mixta. Astfel, in cazul fiecarui model
elaborat pe parcursul cercetarii,a fost necesar de a determina limitele de aplicare ale metodei
numerice in mod practic. in continuare, va fi descris, succint, procesul de determinare a limitelor
pentru aplicarea Metodei Parametrilor Cebisev pe Doua Nivele.

Conform teoriei convergenta metodei depinde de limitele spectrala y;si y,, care satisfac

relatia
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Y1 * (Bx,x) < (Ax,x) <y, * (Bx,X).

In cazul Metodei Parametrilor Cebisev pe Doui Nivele

hx hx . 2 2
Y2 < dpax(4) = %COSZ (L) + — cos? (7; 2) siyy < Apin(4) = ¢ (lnz— + ZTZ—)
X1 X2

2
X1 lel hXZ X2

S-a observat ca A,,,, este o valoare constanta, iar pentru A,,;, trebuia de gasit valoarea
optimala, in sensul minimului de iteratii. Astfel, s-a considerat
Amin(4) = Aﬁfjgm"") xa=¢ (;—2 + 1”2—2> *
o by
Parametrul a®P®™ a fost gisit in mod practic, in baza rezultatelor experimentale asupra
modelului numeric al diodei semiconductoare, cu aplicarea MPC2N. Valorile masurate

experimental cu identificarea celei optimale, pentru cazul MPC2N, sunt afisate in Tabelul 5.

Dependenta numadrului de iteratii de valoarea parametrului @, ce determind limita
spectrala inferioara a Metodei Parametrilor Cebisev pe doud nivele este reprezentata in Figura

2.2

Mumarul de iteratiiin dependenta de valorile parametrului e

| de iteratii

e rul

ML

0,05 01 0,2 04 0,6 08 1 L2
Valorile parametruluia

Ll

Figura 2.2 Dependenta numarului iteratiilor de parametrul Metodei Cebisev pe Doud

Nivele

La prima etapa, din cadrul realizarii algoritmului de modelare numerica a functionalitatii
diodei semiconductoare cu aplicarea MPC2N, au fost discretizate ecuatiile sistemului (1.17)-
(1.19). A fost obtinut sistemul algebric neliniar (2.1), (2.5), (2.9). Dupa, au fost calculate valorile

initiale ale functiilor necunoscute conform relatiilor (2.10) cu V, =0, pe intreg domeniul de

definitie 2 sinotate prin p©@, ¢, (ngo).

La urmatoarea etapa a fost organizat un ciclu extern in cadrul céruia, la fiecare iteratie cu

pasi mici, tensiunea aplicatd la anod a fost maritd, iar valorile functiilor necunoscute au fost
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(m+1) (m+1)
4]

recalculate in conditiile echilibrului termodinamic si notate prin @™*+V, ¢ , @ , unde

(m + 1) iteratia curenta a ciclului extern.
In cadrul ciclului extern a fost organizat ciclul de rezolvare a sistemului algebric neliniar
(2.1), (2.5), (2.9) avand ordinul (3 * NN) X (3 * MM) cu conditiile la frontiera (2.10)-(2.13).

Valorile initiale ale functiilor necunoscute in cadrul acestui ciclu au fost egalate cu valorile

curente ale ciclului extern (D = (m+D) W+ — ,(n+1) (pz()n“) = (pém“), unde (n + 1)

iteratia curenta a ciclului cu n = 0.

In cadrul ciclului de rezolvare a sistemului algebric neliniar de ordinul (3 * NN) X
(3 * MM) au fost organizate trei cicluri interne, consecutive, pentru rezolvarea a cate un sistem
algebric liniar de ordinul (NN — 1) X (MM — 1). Valorile initiale ale functiilor necunoscute

pentru fiecare ciclu intern au fost egalate cu valorile curente ale ciclului ce le contine

k+1 +1 k+1 +1
g0(k+1) =¢(n+1)1 7(1 )=¢r(ln ), g01[() )=(pz()n )

, unde (k + 1) iteratia curentd a ciclului
intern cu k = 0, iar (n + 1) iteratia curenta al ciclului superior pentru rezolvarea sistemului de
ordinul (3 * NN) x (3« MM).

Sistemului algebric neliniar (2.1) i-a fost aplicatd schema pe doud nivele (2.18) cu
parametri calculati conform (2.63) si ideea algoritmului Iui Gummel pentru liniarizarea lui si
separarea de sistemele (2.5) si (2.9). Ca necunoscutd a ramas doar potentialul electrostatic (¢),
iar cvasi-potentialul lui Fermi pentru electroni (¢,,) si cvasi-potentialul lui Fermi pentru goluri
((pp) au fost luate ca constante cu valori calculate la iteratia precedenta. A fost obtinut un sistem
algebric liniar in necunoscuta potentialului electrostatic (¢) de ordinul (NN — 1) X (MM — 1).

Estimarea potentialului electrostatic ( @) la iteratia curentd (k + 1), in nodurile interne ale

retelei (£2,,), a fost realizata conform sistemului
(k+1) _ 1 1 k) £ (k) € k) £ k
(Pij - <1 —2¢ Tk+1 (hz + K2 )) §Di(j + Tk+1 <h2 g0i+1,j + K2 901(_1_]' + h2 qoi(,j-)|-1 +
X1 X2 X1 X1 X2

k k k k ici
=0l +q(p - n + N ))> L CU Tyqq € Dy, CFicTenD (2.67)
X2

) o). 0 e
.. _ ij n,ij _ bl Y
aicl n;;” = n; exp (T) p;;’ =n;exp <T> pe 2,
Valoarea curenta a potentialului electrostatic (go("“)) a fost calculata iterativ, in cadrul
ciclului intern, pana la atingerea exactitatii prestabilite.
La iesirea din ciclul intern (2.67) au fost calculate valorile curente ale potentialului

electrostatic ((p(k“)) in nodurile de pe frontiera conform relatiilor (2.10), (2.11), iar valoarea
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curentd a potentialului electrostatic din cadrul ciclului superior ((p("“)) a fost egalatd cu

(n+1) — (k+1)

valoarea curenta obtinuta in cadrul ciclului intern ¢ ®

Sistemului algebric neliniar (2.5) i-a fost aplicata schema pe doua nivele (2.18) cu
parametri calculati conform (2.63) si ideea algoritmului lui Gummel pentru liniarizarea lui si
separarea de sistemele (2.1) si (2.9). Ca necunoscuta a ramas doar cvasi-potentialul lui Fermi
pentru electroni (¢,,), iar potentialul electrostatic (¢) si cvasi-potentialul lui Fermi pentru goluri
((pp) au fost luate ca constante cu valori calculate la iteratia precedenta. A fost obtinut un sistem
algebric liniar in necunoscuta cvasi-potentialul lui Fermi pentru electroni (¢,) de ordinul
(NN — 1) x (MM — 1). Estimarea cvasi-potentialului Fermi pentru electroni (¢,) la iteratia

curentd (k + 1), in nodurile interne ale retelei (£2;,), a fost realizata conform sistemului

(k+1) _
Pnij =
®) 0 ®) K
(k) (k) (k) (k) no1 Priv it 1 Pnio
1 Riv1/2jthi-1/2) | Mijra/etMij-a/2 ) e A M
+ UnTr+1 nz + nz Pnij — HnTr+1 ™) —
1 2 1
kK ) ® oK)
n.’. 17 Lj +n.,._ @ i k k ..
U Thess i,j+1/2 nz]+12 Lj-1/2¥nij-1 Tt Rs(‘R)Hi' + R,A(lU)Gi' y, CU Tgyq € i]ﬁko(eflaent) (2.68)
hZ, i i
.. 1 1 n . . .
aici nl(f_)l /2,j7 "z(ﬁ/z? I nlaj)ﬂ /2 ngl;tl)/z, au fost calculate in seminodurile interne ale

retelei conform relatiilor (2.4).

Valoarea curenta a cvasi-potentialului Fermi pentru electroni ((p,(1k+1)) a fost calculata

iterativ in cadrul ciclului intern, pana la atingerea exactitatii prestabilite.

La iesirea din ciclul intern (2.68) au fost calculate valorile curente ale cvasi-potentialului

Fermi pentru electroni (go,(lkﬂ)) in nodurile de pe frontiera, conform relatiilor (2.10),(2.12), iar

valoarea curenta a cvasi-potentialului Fermi pentru electroni din cadrul ciclului superior

((p,(1n+1)) a fost egalata cu valoarea curenta obtinuta in cadrul ciclului intern (p,(lnﬂ) = (p,(lkﬂ).

Sistemului algebric neliniar (2.9) i-a fost aplicatd schema pe doua nivele (2.18) cu
parametri calculati conform (2.63), iar mai apoi ideea algoritmului lui Gummel pentru
liniarizarea lui si separarea de sistemele (2.1) si (2.5). Ca necunoscuta a ramas doar cvasi-
potentialul lui Fermi pentru goluri ((pp), iar potentialul electrostatic (¢) si cvasi-potentialul lui
Fermi pentru electroni (¢,,) au fost luate ca constante, cu valori calculate la iteratia precedenta.
A fost obtinut un sistem algebric liniar in necunoscuta cvasi-potentialul lui Fermi pentru goluri
(¢,) de ordinul (NN — 1) x (MM — 1). Estimarea cvasi-potentialului Fermi pentru goluri (¢, )

la iteratia curenta (k + 1), in nodurile interne ale retelei (£2;,), a fost realizata conform sistemului
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(k+1) _
pij

k) (k) (k) (k) (k) (k) (k) (k)
1 Piy1/2,jTPi-1/2,j |, Pijr1/2TPij-1/2 &) Piy1/2,jPp i+1,jTPi-1/2,jPpi-1,j
- .up Tk+1 + +

S+ U, T
hZ, hZ, pij T Fpik+l h%,

) ) ) (®)

Piiv1/2Ppij+1Pij-1/2Ppij-1 (k) (k) (eficient)
HpTh+1 Py - Tk+1(R5RH,ij + RAUG,ij) CU Tyt € My, (2.69)
2

aici pi(ﬂ/z,j' pl(’f;r/lz)], pi(,lj?l-l/Z’ pf’jj}z, au fost calculate in seminodurile interne ale

retelei conform relatiilor (2.8).

Valoarea curenta a cvasi-potentialului Fermi pentru goluri ((pékﬂ)) a fost calculata

iterativ in cadrul ciclului intern, pana la atingerea exactitatii prestabilite.
La iesirea din ciclul intern (2.69) au fost calculate valorile curente ale cvasi-potentialului

Fermi pentru goluri ((pz()kﬂ)) in nodurile de pe frontiera conform relatiilor (2.10),(2.13), iar

o . . . . - . . . 1
valoarea curenta a cvasi-potentialului Fermi pentru goluri din cadrul ciclului superior ((pz(,'“r )) a

fost egalata cu valoarea curenta a ciclului intern <pz()n+1) = <pz()k+1).
Ciclul de rezolvare a sistemului algebric neliniar (2.1), (2.5), (2.9) de ordinul ((3*

NN) % (3*MM)) a rulat pana la obtinerea exactitatii prestabilite pentru solutia

1 1
{‘P(n+1),(l)7(ln+ )’(ngn+ )}.

La iesirea din acest ciclu s-a trecut la urmatoarea iteratie a ciclului extern in cadrul careia

valorile externe ale functiilor necunoscute au fost modificate (™D = ™+, ,(Lmﬂ) =
= oD, (pz()m“) = (ngn“), cu (m+ 1) iteratia curentd a ciclului extern. In cadrul aceleiasi

iteratii externe a fost maritd tensiunea aplicatd la anod V, si recalculate valorile variabilelor

{fp(m+1). <P,(1m+1), <,0,(,m+1)} in conditiile echilibrului termodinamic. Procesul iterativ extern a rulat

pand cand V, a depasit valoarea 0,2 A.

A fost stabilitd complexitatea MPC2N, teoretic. Analizdnd schema pe doud nivele (2.18)
cu parametrii calculati conform (2.63) si cele de determinare a ordinei lor optimale (2.64)-(2.66)
s-a constatat ca a fost necesar de realizat o operatii de inmultire a matricei la un vector si patru
operatii asupra vectorilor (de adunare, scddere, inmultire la o constantd si impdrtire la o
constantd). Daca notam prin nn X nn ordinul matricei A si luand in calcul ca este o matrice
predominant cinci diagonald, numarul total de operatii la o iteratie internd a fost calculat in baza

urmatoarelor componente t, = 5nn drept numarul de operatii scalare necesare pentru calcularea
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valorilor initiale, t; = 6nn numarul de adundri/scaderi ale scalarilor la realizarea unei iteratii
interne, t, = 6nn numarul de inmultiri/impartiri ale scalarilor la realizarea unei iteratii interne.
Numdérul minim de iteratii necesar k,, estimat teoretic in cazul MPC2N pentru

determinarea solutiei cu exactitatea prestabilitd este

ko = [kteoretic] +1

kteoretic (eroare) = ln(eror) / ln(p) ~ 0'29 * NM3 *in eroare

| +1

eroare

In(eroare)
In(po)

k,(eroarea) = [ ] +1= [0,29 * NM3 x In (2.70)

unde NM este numarul de noduri ale retelei pe o directie. Astfel, numarul minim de iteratii este
proportional cu cubul numarului de noduri pe o directie, de unde rezulta ca este proportionald cu
nny/nn, unde nn numarul de necunoscute ale sistemului algebric.

Numadrul total de operatii necesar pentru calcularea solutiei sistemului (2.1), (2.5), (2.9)
este T =36+*nn=x*ky+ 19k, + 5 *nn operatii.

Conform teoriei, viteza de convergenta a MPC2N poate fi estimata conform relatiei

_1-¢ _
p_1+f’cu =

(2.71)
unde Aax S1 Amin Sunt valorile proprii ale lui A, calculate in baza relatiilor (2.59) si (2.60),
respectiv.

Ordinul de convergenta al MPC2N estimat teoretic este

9(h3) ,cu h; ,pasul retele (2.72)

Rezultate numerice, obtinute in urma experimentelor asupra algoritmului modelarii

numerice a diodei semiconductoare cu utilizarea MPC2N:

a) Tabelul numarului mediu de iteratii, efectuate pentru calcularii solutiilor cu
exactitatea prestabilitdi de ordinul 107!° obtinut in urma masurarilor experimentale asupra
algoritmului numeric ce modeleazd matematic procesele neliniare in dioda semiconductoare
(cazul MPC2N), implementat pe o retea de noduri (16 X 32):

Tabel 2.5: Numérul mediu de iteratii. Cazul tripletului de necunoscute { ¢, _n si _p} cu
aplicarea MPC2N

nr. de iteratii nr. de iteratii nr. de iteratii
interne, n interne, in interne, in nr. total de nr. de iteratii Durata
mediu, pentru mediu, pentru mediu, pentru iteratii externe (minute)
4 Pn Pp
4153 60 100 4313 20 188
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b) Suprafetele functiilor @, @, si @,, construite In baza rezultatelor obtinute la
rezolvarea problemei diodei semiconductoare cu utilizarea MPC2N, sunt reprezentate grafic in

Anexa 1.

MPC2N este o0 metoda eficienta avand viteza de convergentda mare. Un neajuns al acestei
metode este faptul ca la realizarea fiecarei iteratii parametrii metodei trebuiesc recalculati, astfel
se pierde in timp. Acest neajuns insa este neutralizat pe contul vitezei mari de convergenta a

metodei, astfel timpul necesar pentru efectuarea tuturor calculelor ajunge sa fie eficient.

2.4.2 Algoritmul modeldrii numerice cu aplicarea Metodei Parametrilor Cebisev pe 3
Nivele (MPC3N)
Revenim la ecuatia operatoriale Au = f cu A simetric si pozitiv definit in spatiul Hilbert
Hp. La aplicarea schemei pe trei nivele pentru rezolvarea aceste ecuatii aproximarea functiei
necunoscute yy 4, a fost posibila prin memorizarea altor doua aproximari anterioare, Yy, Vi_1-
A fost necesar de calculat si doua valori initiale y, si ;.
Prima valoare initiald 1y, a fost calculata folosind relatiile (2.10) cu V, = 0, iar a doua
y; a fost calculata rezolvand problema prin una dintre metodele iterative pe doua nivele.
Schema standard pe trei nivele, implicita, poate fi scrisa sub forma
Byri1 = Qry1(B — Tpp1A)Yi + (1 — A1) BYi—1 + A1 Tiera f (2.73)
By, = (B—1A)yo+1.f, k=12,..., yo€H (2.74)
unde y, este aproximatia initiala a solutie, B operator autoconjugat definit in spatiul Hilbert H,

iar a,,q si Tr4q parametri iterativi ai metodei.

Teorema 2.4 Fie A o matrice simetrica si pozitiv definita CU Ayqy(A) > Apin(4) > 0,
valorile proprii ale ei. Fie dat numarul minim de iteratii ky necesar pentru calcularea solutiei cu
o exactitate prestabilita. Dintre metodele (2.73), (2.74) cea mai mica eroare ||yk0 — u” are cea

pentru care

Tk+1 — To = 2/(/1min(A) + Amax(A))’ Op+1 =

4

k=12,.. =2 (2.76)

(4-p2ay)’
= 2 — 1__5 — /Imin(A) — _
0= T — i@ P T T =ty k=0L.,n-1 (2.77)

Daca parametrii metodei sunt aproximati conform relatiilor (2.76), (2.77) atunci

estimarea erorii este posibila conform relatiei

lyr — ull < qrllyo —ull (2.78)
_ _2pb _ 1§ _ Amin(4)
UNde Gk =1 PO T T @
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In procesul determinarii parametrilor schemei pe trei nivele apare problema calculirii
valorilor proprii. In practici, valoarea proprie minimald a fost determinati experimental, ca
criteriu de optimalitate fiind ales viteza de convergenta catre solutia exactd a problemei.

Mai este de mentionat faptul ca analizand formulele de calcul ai parametrilor iterativi s-a
observat ca 7, nu depinde de numarul iteratiilor, iar parametrul @, calculat fiind ca limita cu
k — oo devine o valoare constanta si poate fi calculatd conform relatiei a), ~ @ = 1 + pj.

Astfel, s-a trecut la urmatoarea schema iterativa pe trei nivele, stationara

Byxs1 = a(B—tA)y, + (1 —a)Byy_, +atf, k=23,..,
By, = (B—1tA)y, +1f, Vy,€H (2.79)

2 = 1__\/? — Amin(A)
Amin(A)+Amax(4) Po = 1+\/? E - Amax(4) (280)

a=1+p? T=Ty=

La prima etapd, din cadrul modelarii numerice a diodei semiconductoare cu aplicarea
MPC3N a fost realizatd discretizarea ecuatiilor diferentiale (1.17)-(1.19) si trecerea la sistemul
algebric neliniar (2.1), (2.5), (2.9). Mai apoi, au fost calculate valorile initiale ale functiilor

necunoscute conform relatiilor (2.10) cu V, = 0 pe intreg domeniul de definitie {2 si notate prin

0O, <p,(lo), (péo) . La aceasta etapa, folosind o metoda iterativa pe doud nivele, au fost calculate

urmitoarele aproximatii initiale pentru functiilor necunoscute si notate ¢, (pr(Ll), (ngl).

La urmatoarea etapa a fost organizat un ciclu extern in cadrul caruia la fiecare iteratie, cu
pasi mici, tensiunea aplicatd la anod a fost marita, iar valorile functiilor necunoscute au fost

recalculate in conditiile echilibrului termodinamic si notate prin {(p(m)xp,(lm),(pl(,m)} si

{(p(m“), (p,(1m+1), (pz(,mﬂ)}, unde (m + 1) numarul iteratiei curente al ciclului extern.

In cadrul ciclului extern a fost organizat ciclul de rezolvare a sistemului algebric neliniar
(2.1), (2.5), (2.9) de ordinul (3 *NN) x (3 * MM) cu conditiile la frontiera (2.10)-(2.13).
Valorile initiale ale functiilor necunoscute, in cadrul acestui ciclu, au fost egalate cu valorile

+1 +1
) _ o) D) _ (mt)

curente ale ciclului extern @ = @™, @@+ = M+ = = " " si

<pz(,n) = ¢£m), (pz(,nﬂ) = ¢£m+1), cu n=0,iar (m+ 1) iteratia curentd a ciclului extern.

In cadrul ciclului de rezolvare a sistemului algebric neliniar de ordinul (3 * NN) x
(3 * MM) au fost organizate trei cicluri interne, consecutive, pentru rezolvarea a cite un sistem
algebric liniar de ordinul (NN — 1) X (MM — 1). Valorile initiale ale functiilor necunoscute,

pentru fiecare ciclu intern, au fost egalate cu valorile curente ale ciclului comun acestor cicluri

conform relatiilor q)(k) = (p(n),go(k”) = (p(n“) , (p,(lk) = go,ﬁ”), go,gkﬂ) = (p,(1n+1) (Pz(,k) = (Pz(,n),
‘pz(rkH) — ‘pz(rn+1)’ unde cu k = 0, iar (n + 1) iteratia curenta a ciclului superior.
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Sistemului algebric neliniar (2.1) i-a fost aplicata schema pe trei nivele (2.79) cu
parametrii calculati conform relatiilor (2.80) si ideea algoritmului lui Gummel, pentru
liniarizarea lui si separarea de sistemele (2.5) si (2.9), ca necunoscutd ramanand doar potentialul
electrostatic (¢), iar cvasi-potentialul lui Fermi pentru electroni (¢,) si cvasi-potentialul lui
Fermi pentru goluri ((pp) luate ca constante, cu valori calculate la iteratiile precedente. A fost
obtinut un sistem algebric liniar in necunoscuta potentialului electrostatic (¢), de ordinul
(NN —1) x (MM — 1). Estimarea lui ¢ la iteratia curentd (k + 1), in nodurile interne ale

retelei (£25,), a fost realizata in baza sistemului

(k+1) _ 2& 2& (k) 1 (k) 1 (k) 1 9

Pij = Ckt ((1 T Tkripz T Tk g) Pij ¥ Ta1€ (hT Pisj t iz Pimay Tz Pt
1 k k-1 k k k

hT(pi(,j)—l)> +(1- ak+1)§0i(j ) + ak+1Tk+1q(pi(j) - Tli(j) + Ni(j )) pe 2, (2.81)
X2

0 P _p®. ) o®__ ™
CU Tiy1, Agy1, din (2.80), iar n;;” = n; exp u) p;;’ = n;exp <M>
J T J or
Noua valoarea a potentialului electrostatic ((p(k“)) a fost calculata iterativ, in cadrul
unui ciclu intern, pana la atingerea exactitatii prestabilite.
La iesirea din ciclul intern (2.81) au fost calculate valorile curente ale potentialului
electrostatic ((p(k“)) in nodurile de pe frontiera conform relatiilor (2.10),(2.11), iar valoarea
curentd a potentialului electrostatic din cadrul ciclului superior ((p("“)) a fost modificata

conform relatiilor @™ = M+, M) = pHKk+1),

Sistemului algebric neliniar (2.5) i-a fost aplicata schema pe trei nivele (2.79) cu
parametrii calculati conform relatiilor (2.80) si ideea algoritmului lui Gummel, pentru
liniarizarea lui si separarea de sistemele (2.1) si (2.9), ca necunoscutd ramanand doar cvasi-
potentialul lui Fermi pentru electroni (¢,,), iar potentialul electrostatic (¢) si cvasi-potentialul
lui Fermi pentru goluri (cpp) au fost luate ca constante, cu valori calculate la iteratiile
precedente. A fost obtinut un sistem algebric liniar in necunoscuta cvasi-potentialul lui Fermi
pentru electroni (¢,) de ordinul (NN — 1) x (MM — 1). Estimarea lui (¢,,) la iteratia curenta

(k + 1), in nodurile interne ale retelei (£2,), a fost realizata conform sistemului

76



(k+1) _ HnTr (k) (k) HnTr (k) (k) k)
Pnij = Ak+1 <(1 + —h92(1+1 (ni+1/2,j + "i—1/2,j) + _h,%zH (ni’jﬂ/z + ni‘j_1/2)> Prij

UnTi+1 [ (k) *) x) *®) UnTi+1 (. (k) *) €9) )
2, (ni+1/z,j‘/’n,i+1,j + ni—1/z,j‘/’n,i—1,j) Y (ni,j+1/z‘Pn,i,j+1 + ni,j—1/2‘Pn,i,j—1)> +

k—1 k k . — . _—
(1 = s )@l + teaaTiers (R + Rigs ) i =2ZNN =1, j =2 MM — 1 (2.82)
CU Tryq S1 aryq din (2.80), iar ngﬂ/z,j’ nfﬁ/lz)], ngj-)Jrl/z, nf’;ti)/z, calculate in

seminoduri interne ale retelei, conform relatiilor (2.4).

Noua valoarea a cvasi-potentialul lui Fermi pentru electroni ((p,(lkﬂ)) a fost calculata

iterativ in cadrul unui ciclu intern, pana la atingerea exactitatii prestabilite.

(k+1)

La iesirea din ciclul intern (2.82) au fost calculate valorile functiei necunoscute ¢,

in nodurile de pe frontiera conform relatiilor (2.10),(2.12). Dupa, valoarea curenta a cvasi-

potentialul lui Fermi pentru electroni din ciclul superior a fost modificata conform relatiilor

+1 +1 k+1
o = oD, MY = oY,

Sistemului algebric neliniar (2.9) i-a fost aplicatda schema pe trei nivele (2.79) cu
parametrii calculati conform relatiilor (2.80) si ideea algoritmului lui Gummel pentru liniarizarea

lui si separarea de sistemele (2.1) si (2.5), ca necunoscuta ramanand doar cvasi-potentialul lui
Fermi pentru goluri (cpp), iar potentialul electrostatic (¢) si cvasi-potentialul lui Fermi pentru
electroni (¢,) au fost luate ca constante, cu valori calculate la iteratiile precedente. A fost
obtinut un sistem algebric liniar in necunoscuta cvasi-potentialul lui Fermi pentru goluri (cpp) de
ordinul (NN —1) x (MM — 1). Estimarea cvasi-potentialul lui Fermi pentru goluri (¢,) la

iteratia curenta (k + 1), in nodurile interne ale retelei (£2;,), a fost realizatd conform sistemului

(k+1) _ UpTk+1 (k) (k) HUpTk+1 (k) (k) (k)
Ppij = Ckt1 ((1 -, (P52 + P50 2s) - , A pi.j—1/2)> Ppij t

BpTi+1 (. (k) (x) x) *) BpTk+1 ( (k) ) €3] )
; (pi+1/2,j(pp,i+1,j + pi,j—1/2§”p,i—1,j) + r;l,%l (pi,j+1/2(pp,i,j+1 + pi,j—l/Z(pp,i,j—l)) +

h,
k-1 k k . % a - _—
(1 = i) @S5 + iarTis (R + R/gl}aij) i=Z2Z,NN—1, j=2,MM—1 (2.83)
T apy, din (2.95), p® (k+1) (e (D) " calculate }
k+1, k+1 . ) pi+1/2‘j; pi_l/zjj; pi‘j_l_l/z, pi,j—l/Z’ calculate 1In

seminodurile interne ale retelei conform relatiilor (2.8).
Noua valoarea a cvasi-potentialul lui Fermi pentru goluri ((pg‘“)) a fost calculata

iterativ in cadrul unui ciclu intern, pana la atingerea exactitatii prestabilite.
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(k+1)

La iesirea din ciclul intern (2.83) au fost calculate valorile functiei necunoscute ¢,

in nodurile de pe frontiera conform relatiilor (2.10),(2.13). Valoarea cvasi-potentialul lui Fermi

pentru goluri din ciclul comun celor trei cicluri interne <pz(,n+1) a fost modificatd conform

relatiilor (pﬁm = (p7gn+1)’ (P7(qn+1) _ (pT(lk+1)'

Ciclul de rezolvare al sistemului algebric neliniar (2.1), (2.5), (2.9) de ordinul ((3 *

NN) x (3 MM)) a decurs pani cand a fost atinsi exactitatea prestabilitd pentru solutia

+1 +1
{(p(n+1), (pén )'(pz(?n )}_

La iesirea din acest ciclu s-a trecut la urmatoarea iteratie a ciclului extern in cadrul careia

valorile externe au fost modificate @™ = pM+D), M+D) =+ = M) — M+
,(lmﬂ) = <p,(ln+1) , (pém) = <pz()m+1), <pz()m+1) = <pz()n+1), unde (m+ 1) este iteratia curenta a

ciclului extern. In cadrul aceleiasi iteratii externe a fost marita tensiunea aplicata la anod V. lar

. o . . .. . .. 1 1
odata cu mdrirea tensiunii V, au fost recalculate valorile variabilelor {<p(m+1), <p,(lm+ ), cpz(,mJr )}

in conditiile echilibrului termodinamic. Procesul iterativ extern a decurs pana cand V, a depasit
valoarea 0,2 A.

A fost determinata complexitatea MPC3N, teoretic. Analizand schema pe trei nivele
(2.79) si expresiile de calcul ai parametrilor (2.80) a fost stabilit ca pentru realizarea lor este
necesar de realizat doua operatii de inmultire a matricei la un vector si cinci operatii aritmetice
asupra vectorilor (de adunare, sciddere, inmultire la scalar si de impartire la scalar). Dacd notdm
prin nn X nn ordinul matricei A si luand in calcul ca este o matrice predominant cinci diagonala,
numadrul total de operatii necesare la o iteratie interna a fost calculat in baza urmatoarelor
componente t, = 5nn drept numarul de operatii scalare necesare pentru calcularea valorilor
initiale, t; = 10nn numarul de adunari/scaderi ale scalarilor la realizarea unei iteratii interne,
t, = 16mn numarul de inmultiri/impartiri ale scalarilor la realizarea unei iteratii interne.

Numarul minim de iteratii k, necesar pentru calcularea solutiei cu exactitatea prestabilita,

teoretic, a fost estimat conform expresiei

(eroare

!
n—Z)zO,BS*NM*ln 2

In(po) eroare

ko(eroarea) = (2.84)

unde NM, numarul de noduri ale retelei pe o directie. Astfel, numarul minim de iteratii estimat in

cazul aplicarii MPC3N este proportional cu numarului de noduri pe o directie, rezultd ca este

proportional cu numirul +vnn , unde nn este numirul de necunoscute ale sistemului algebric.
Numarul total de operatii necesar pentru calcularea solutiei sistemului (2.1), (2.5), (2.9)

este T=78x+nnx*ky+5*nn operatii.
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Conform teoriei, viteza de convergentd a metodei iterative, notatd cu p, in cazul MPC3N

este
1-¢

Y1 8 .2 ”hi 8 T
= cu == = —=sin"— = — (08—
p 1+¢&’ ¢ vy % h? 2 )2

(2.85)
unde h; este pasul retele, | lungimea domeniului de definitie pe o directie, y; si y, sunt valorile
proprii ale lui A maximala si minimala, respectiv.
Ordinul de convergenta al MPC3N, estimat teoretic este
9(h}) (2.86)
Rezultate numerice, obtinute in urma experimentelor asupra algoritmului modelarii

numerice a diodei semiconductoare cu utilizarea MPC3N:,

a) Tabelul numarului mediu de iteratii, efectuate pentru calcularii solutiilor cu
exactitatea prestabiliti de ordinul 1071°, obtinut in urma masurdrilor experimentale asupra
algoritmului numeric ce modeleazd matematic procesele neliniare in dioda semiconductoare

(cazul MPC3N), implementat pe o retea de  noduri (16 x 32):

Tabel 2.6: Numérul mediu de iteratii. Cazul tripletului de necunoscute { ¢, ®_n si @_p} cu
aplicarea MPC3N

nr. de iteratii nr. de iteratii nr. de iteratii
interne, in interne, in interne, in nr. total de nr. de iteratii Durata
mediu, pentru | mediu, pentru | mediu, pentru | iteratii interne externe (minute)
4 Pn Pp
4936 15509 123556 144001 21 40
b) Suprafetele functiilor ¢, @, si @,, construite in baza rezultatelor obtinute la

rezolvarea problemei diodei semiconductoare cu utilizarea MPC3N, sunt reprezentate grafic in

Anexa 1.

MPC3N este o metoda eficientd cu viteza de convergenta moderatd, iar fiind o metoda

stationara castiga si In timp necesar pentru a calcula solutia cu exactitatea prestabilita.

2.5

aplicarea metodelor iterative nestationare prin redirectionari

Modelarea numerica a proceselor neliniare in dispozitivul semiconductor cu

La crearea modelelor numerice cu utilizarea schemelor iterative pe doua nivele (2.18)

unul dintre factorii ce a determinat eficacitatea acestora este determinarea parametrului optimal

in cazul procesului iterativ stationar sau a sirului optimal de parametri iterativi {7, } in cazul

procesului nestationar.
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La crearea modelelor de simulare numericd a dispozitivului semiconductor, descrise
anterior, parametrii au fost alesi conform criteriului de minim al operatorului a k iteratii in
spatiul energetic Hp, sau a minimului normei operatorului trecerii de la o iteratie la alta.
Conditionalitatea de aplicare a acestor criterii a fost cunoasterea informatiei apriori despre
operatorul schemei. Informatiile apriori au fost determinate in baza proprietatilor operatorilor
schemei A,B si D

a) In cazul operatorilor conjugati in spatiul Hj, informatia apriori a insemnat conditia

de echivalenta energetica a operatorilor, adicd determinarea constantelor y;, y, conform relatiei

1B <A<vy,B, (2.87)
b) In cazul operatorilor neconjugati a insemnat determinarea constantelor y;, ¥,
din relatiile
v1D < DB7'A, (DB 'Ax,B~'Ay) <y,(DB'Ay,y), y, >0 (2.88)
c) In cazul operatorilor neconjugati informatia apriori a insemnat determinarea

constantelor y;, y,, V3, unde y; si Vy,, constantele din relatia (2.87), iar 3 a fost
determinatd din relatiile
10,5(DB™*4 = A*(B) ™' D)ylip-1 < ¥3((Dy. ) (2.89)
Sau
10,5(DB™*A = A*(B) ™' D)yl < v3((DB™'Ay, ) (2.90)

Calcularea constantelor y,, 5, ¥3 cu o exactitate prestabilita poate deveni o problema
destul de complicatd, care trebuie rezolvata ca o problemd separatd folosind metode numerice
speciale.

Daca informatia apriori poate fi obtinutd cu un efort mic de calcule numerice si daca este
nevoie de o generalizare a solutiei ecuatiei operatoriale Au = f, diversificand partile stangi ale
ei, atunci este rational de a depune efort pentru a determina aceastd informatie. Cum si s-a
procedat In cazul metodelor anterioare din acest capitol. Aceste modele pot fi recomandate in
cazurile cand timpul suplimentar folosit pentru determinarea informatiei apriori duce la
micsorarea considerabila a timpului necesar pentru calcularea solutiei sistemului.

In cazurile cand este necesar de a rezolva problema cu o aproximare initiald buna, iar
calcularea constantelor y4, v, , Y3 este un proces complicat si durabil atunci este recomandat sa

fie utilizate una dintre metodele iterative nestationare cu redirectionari.

2.5.1 Metoda Gradientilor (MG)
Cazul metodelor iterative de tip nestationar necesita informatii apriori doar de tip general

despre operatorii schemei. Avand aproximatiile functiei cautate yy, yy+1, determinate conform
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schemei pe doud nivele (2.18), criteriul de baza aplicat la construirea parametrilor iterativi in
cazul metodelor nestationare este cdutarea lui 7,4 conform conditiei minimului normei erorii
reziduului (zy4q) in spatiul H cU  zgx,q = Yx41 — U, Unde u este solutia exactd a ecuatiei
operatoriale Au = f.

in cazul schemelor iterative explicite (B = E) trecerea de la o iteratie la alta este realizata
conform expresiei

Yir1 = Vi = Tk+1Ths Tk = AV — f (2.91)

Trebuie de mentionat ca pentru operatorii autoconjugati pozitiv definiti, trecerea de la
iteratia yj la yy4q are loc in directia —ry, care coincide cu antigradientul pentru functionala
obiectiv (Ay, y). Afirmatia poate fi argumentata astfel:

Ay —-—w,y—uw) =AY -w,y) - Ay —w,u) = (Ay,y) — (Au,y) + (Ay,u) +
(Au,u) = (Ay,y) + (Au, u) (2.92)

Cum componenta (Au,u) > 0 ea poate fi exclusa din functionala de mai sus deoarece
este constanta si nu influenteaza procesul de gasire a valorii minimale pentru anti-gradientul
functiei obiectiv, care coincide cu directia reziduului —7;, in punctul yy.

Astfel, pentru operatorii autoconjugati si pozitiv definiti, trecerea de la iteratia y, 1a vy 41
are loc in directia —1y, care coincide cu antigradientul pentru functionala obiectiv (Ay, y).

Pentru cazul operatorilor neconjugati si nepozitivi, trecerea de la iteratia y, la y,,, are
loc in directia —73, pentru functionala obiectiv, obtinuta prin modificarea functionalei (A(y —
u),y — u) astfel argumentata:

Ay -w,y—uw) =AY —uw),y) - Ay —w,uw) = (Ay,y) — (Au,y) + (Ay,u) +
(Au,u) = (Ay,y) — 2(Au,y) + (Au,u) (2.93)

Componenta (Au,u) > 0 excluzand-0 ca constanta ce nu influenteaza procesul de gasire
a valorii minimale si substituind in expresia functionalei de mai sus Au = f, obtinem functionala
obiectiv pentru cazul operatorului neconjugat (Ay,y) — 2 = (f,y) al carui antigradient coincide
cu directia reziduului —77,.

Astfel, pentru operatorii neconjugati trecerea de la iteratia y, la y,,, are loc in directia
—17y, care coincide cu antigradientul pentru functionala obiectiv (Ay,y) — 2(f, y).

Este cunoscut faptul cd in directia antigradient are loc descresterea maximala a
functionalei. Aceste metode se numesc metode ale descresterii gradientului (MDG) sau pur si
simplu Metodele Gradientului (MG). Aceleasi nume au fost pastrate si pentru metodele iterative
implicite.

Dupa aplicarea schemei pe doud nivele ecuatiei operatoriale Au = f
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B Ykt1~Yk +Ay,=f, k=012., y,€H (2.94)

Tk+1

algoritmul MG in cazul operatorului neconjugat A, aplicat pentru rezolvarea ei este
a)  Secalculeaza reziduul 7., = Ay, — f, k+ 1 fiind iteratia curenta

b)  Serezolvid ecuatia Bwyyq = T4, UNde wj4q = B~ 11, este redirectionarea solutiei.

. . (Dwk+1,Zk+1)
¢)  Se calculeazi valoarea parametrului T, = —=—1= [k =0,1,2, ...
D wk4+1,0k+1)

d) Se calculeazd noua aproximare a functiei necunoscute Vi1 = Vi — Tk41®k+1, K =
0,1,2, ..

Valoarea lui z,,, este necunoscutd, ea este concretizatd in dependenta de alegerea
operatorului D in fiecare caz aparte.

Ca argument al aplicarii metodelor iterative nestationare este si faptul ca in cazul acestora
nu este necesar de a cunoaste limitele spectrale ale operatorului A.

Estimarea erorii metodei se realizeaza conform relatiei

Iznllp < p™lZollp,  p = min[|[E —zC|| (2.95)

unde C =D Y?(DB~*A)D~1/2.

Daca p < 1 atunci MG pe doua straturi converge in Hp,.

Pentru micsorarea normei erorii de 1/¢ ori este suficient de realizat numarul de iteratii
estimat de urmatoarea expresiec n = ny(g), unde mny(e) =lne/Inp (2.96)

Deci metoda gradientilor pe doua straturi depinde de marimea p, marime ce determina
viteza de convergenta a metodei.

Exemple de estimare a lui p, in dependenta de operatorii alesi A, B, D [15]

a) Daci operatorul DB~1A, autoconjugat in H, iar y,, y, sunt constantele din relatia
(2.87) atunci
a-9 14
P=0e &= y—: (2.97)

b) Daci operatorul DB~1A nu este conjugat in H si este satisficutd conditia (2.88) atunci

p=yJ1-& &=v1/72 (2.98)

¢) Daca operatorul DB~!A nu este conjugat in H si este satisfacuta conditia (2.89) atunci

p=01-/1+8) =Tl R=Be (2.99)
2 [riva+v3

Din cele mentionate mai sus parametrii metodei 7,4 au fost determinati din conditia
minimului erorii = zg4q = Y41 —u in spatiul Hp.
Calea descrisa pentru determinarea minimului local nu este optimala deoarece ne-a

interesat valoarea minima globala si acest minim, in varianta optimala, a trebuit sd fie determinat
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in minim iteratii. Gasirea minimului global cu ajutorul minimilor locale nu este cea mai optimala
cale.

Astfel, a trebuit de rezolvat problema determinarii parametrilor iterativi 7,4, , Care ar
realiza trecerea in k, iteratiidela y, la yy,.

Aceeasi problema a fost rezolvatd si in cazul metodei parametrilor Cebisev pe doua
straturi. A fost stabilit cd vitezd mai mare de convergentd o are acea metodd pentru care
parametrii sunt construiti la minimizarea operatorului delegat (a k iteratii) decat a celui ce
realizeaza trecerea de la o iteratie la alta. Aceastd proprietate au pastrat-o si metodele construite
in baza metodelor iterative nestationare cu redirectiondri.

Metoda Gradientului converge incet deoarece directiile de cdutare sunt ortogonale si se
intampla ca pe parcursul executarii iteratiilor directiile de cautare sa se repete.

Au fost cautate k, directii d©@,d®, ..., d&~1 astfel incat solutia sa fie gisita dupa

exact k, iteratii.

2.5.2 Metoda Gradientilor Conjugati (MGC)

MGC este o metodd de optimizare neliniard, care porneste de la Metoda Directiilor
Conjugate (MDG) si are ca scop obtinerea minimului unei functii nn dimensionale pentru care
se pot calcula gradienti.

MDC descrisa in subcapitolul anterior are dezavantajul unei convergente lente deoarece
dupa fiecare pas noua directie este modificata cu 90 de grade, astfel directiile de cautare ale
solutiei se pot repeta.

MGC a rezolvat problema obtinerii minimului mai rapid, in comparatie cu MDC. S-a
dorit ca fiecare directie de cautare sa fie liniar independentd de toate directiile deja incercate
pentru gasirea minimului functiei. Setul de directii obtinut a fost denumit set conjugat si a permis
aflarea minimului unei functii nn dimensionale in cel mult nn pasi de cautare.

Cautarea incepe cu o valoare initiald arbitrard a functiei necunoscute y,, in directia aleasa
aleatoriu wy.

In caz general, directia initiald w, se alege ca in cazul Metodei Steepest Descent (MDC).
Noua aproximare y; va reprezenta punctul de minim pe acea directie de cautare. Procesul va
continua pana la calcularea yy, .

Fie ca ecuatiei operatoriale Au = f i s-a aplicat schema pe trei nivele, pentru rezolvarea

ei
Byrs1 = Qpp1(B — Ty 1A)Yi + (1 — @y 1) Byro1 + Qg1 Traafi (2.100)
By, = (B—114)yo + T1fxs Yo €EH (2.101)
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Algoritmul realizérii MDC, cazul schemei pe trei nivele

_ (Dwk,zk) _
Te+1 = (Da)k,(uk)’ k= 0111 (2102)
— _ Tky1 (DwpzE) 1 -1 _ _
Qpy = (1 - B2 0UE0_2) ° f—12. @ =1 (2.103)

unde wj = B~ este redirectionarea, 7, = Ay, — f reziduul si z, = y, — u eroarea.
Remarca 2.2 Pentru calcularea parametrilor in cazul schemelor pe doua nivele sau pe
trei nivele este folosit acelasi numar de operatii.
Remarca 2.3 Alegerea parametrilor ay,q, Tx+1 conform formulelor (2.102), (2.103)

asigura minimul reziduului z;, in cazul operatorilor autoconjugati si pozitiv definiti, pentru orice

k.
Alte cazuri particulare ale Metodei Directiilor Conjugate pentru scheme cu trei nivele

a) Metoda Gradientilor Conjugati (MGC)
D=A y B<AZLy,B, y1>0, A=4">0, B=B">0

Cu parametrii iterative calculati in baza formulelor

-1
Tk+1 = DOkt Ag+1 = (1 — T ki) i) (2.104)

(Dwk,wy)’ Tk (Tg-1,0k-1) Ak
b) Metoda Reziduurilor Conjugate (MRC)
D = A*A, y,(Bx,Bx) < (Ax,Bx) <y,(Bx,Bx), y; >0, A'B=A'B

cu parametri metodei iterative calculati conform formulelor

_ (Awgri) _ _ Tky1 (Awpwp) 1 -1
Th+1 = (Awg,wg)’ Ok+1 = (1 T (AWg—1,Tk-1) ak) (2.105)

c) Metoda Redirectiondrilor Conjugate (MRC)
D=AB™'A, yyB<A<vy,B, y;>0, A=A*>0, B=B">0

cu parametri metodei iterative calculati conform formulelor

_ _ (Awkwi) _( Tkt (Awg,wk) i)_l
Ter1 = (B~1Awy,Awy)’ Ferr = (1 T (AWg—1,0k-1) ag (2.106)

d) Metoda Erorilor Conjugate (MEC)
D=B,, B=(A4")"'B, yyB<A*A<y,B, BB*>0

cu parametri metodei iterative calculati conform formulelor

-1
Tk+1 = i) Ag+1 = (1 — Do et i) (2.107)

(Awpri)’ Tk (Tk-17k-1) Ak
Remarca 2.4 MGC este o metoda eficienta pentru sistemele simetrice pozitiv definite.
Remarca 2.5 Daca valorile proprii extreme ale matricei sunt bine separate
convergenta este observatd cu o ratda care creste pe iteratie. Acest fenomen este explicat prin

faptul ca MGC tinde sa elimine mai intdi componentele erorii in directia vectorilor proprii
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asociati cu valorile proprii extreme. Dupa eliminare, metoda continud ca si cum aceste valori
proprii nu ar exista in sistemul dat, adicd rata de convergenta depinde de un sistem redus cu un
numar de conditie (mult) inferior.

Remarca 2.6 Eficacitatea preconditionarii cu reducerea numarului de conditii si cu
separarea valorilor extreme, poate fi obtinuta prin studierea valorilor apropiate, asociate
procesului Lanczo.

Remarca 2.7 Algoritmul este complet dupa cel putin k iteratii. Din acest motiv, se mai
spune ca metoda este semi-iterativa, sirul iteratiilor tinde cdatre solutia exacta atunci cand
numarul iteratiilor tinde la infinit.

In practicd metoda MGC este folositd pentru probleme atat de complicate incat nu ar fi
fezabil sa se execute toate cele nn iteratii. De aceea, iteratiile in algoritm sunt executate intr-un

ciclu cu test si nu intr-un ciclu cu contor.

2.5.3 Algoritmul modelarii numerice a proceselor neliniare in dispozitivul

semiconductor cu aplicarea Metodei Gradientilor Conjugati (MGC)

La prima etapa, in cadrul modelarii numerice a proceselor neliniare in dioda
semiconductoare cu aplicarea MGC, a fost realizata discretizarea ecuatiilor diferentiale (1.17)-
(1.19) si trecerea la sistemul algebric neliniar (2.1), (2.5), (2.9). Mai apoi, au fost calculate
valorile initiale ale functiilor necunoscute conform relatiilor (2.10) cu V, = 0, pe Intreg domeniul
de definitie 2 si notate prin ©®, @”, goz(,o).

La urmatoarea etapa a fost organizat un ciclu extern in cadrul caruia, la fiecare iteratie, cu

pasi mici, tensiunea aplicatd la anod a fost marita, iar valorile functiilor necunoscute au fost

(m+1)’ g01()m+1), unde

recalculate in conditiile echilibrului termodinamic si notate prin @™V, ¢

m + 1 este numarul iteratiei curente a ciclului extern.

In cadrul ciclului extern a fost organizat ciclul de rezolvare a sistemului algebric neliniar
(2.1), (2.5), (2.9) de ordinul (3 *NN) x (3 * MM) cu conditiile la frontierd (2.10)-(2.13).
Valorile initiale ale functiilor necunoscute in cadrul acestui ciclu au fost egalate cu valorile
curente ale ciclului extern p+D = p(m+D) D = MDD o M+ D) ¢y =

In cadrul ciclului de rezolvare a sistemului algebric neliniar de ordinul (3 * NN) x
(3 * MM) au fost organizate trei cicluri interne consecutive, pentru rezolvarea a cate un sistem
algebric liniar de ordinul ((NN — 1)) x ((MM — 1)). Valorile initiale ale functiilor necunoscute

la intrarea in fiecare ciclu intern au fost egalate cu valorile curente ale ciclului superior ¢+ =
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@D, QU = 0D D = MY oy k=0 §i (n+1) iteratia curentd a ciclului

superior.
Pentru rezolvarea sistemului algebric neliniar (2.1) de ordinul (NN — 1) X (MM — 1) si
calcularea potentialului electrostatic la iteratia curenta ((p(k+1)) au fost parcursi pasii descrisi in

continuare.

Calcularea reziduului initial

(0) 0 (0) (0) 2¢e (0) (0) 0 0)
- q(pl] n;; + Nij ) - (hazcl + )(pl] h2 (p1+1] (pl]+1 (pl 1]
€ (0) P :
@(pi,j—l’ i=1,NN+1, j=1MM+1

Determinarea redirectionarii initiale
ol =1 i=LNN+1, j=TMM+1

Determinarea valorii intermediare  t;

£(©) = yNN+1 ;VIIV{+1[ 150) k=0

verificarea normei vectorului reziduului, daca satisface conditia ||r(k)|| < g, procesul a fost
stopat, in caz contrar s-a trecut la pasul urmator cu marirea indicelui iteratiei.

Calcularea componentelor pentru urmatorii vectori intermediari la iteratia curentd
(k+1)

S<k+1>_(2_s+2_s) () _ 28 G0 _ 28 (0 _ 28 () _ 2 (k)
t hi, K%, ij h%, i+1,j hZ, i,j+1 nZ, i-1,j hZ, i,j—1’

i=1,NN+1, j=1MM+1

NG)
S

(k+1)_zNN+1 MM+1 , (k) | (k+1) ak+D) =
)4 j=0 ij ij ’ y (k1)

Calcularea componentelor potentialului electrostatic ¢ la iteratia (k + 1)
o =l +a® D0 i=ZNN, j=2,MM.
In nodurile de pe frontiera valorile potentialului electrostatic au fost aproximate conform

sistemului (2.10),(2.11).

Calcularea componentele vectorului reziduu la iteratia (k + 1)

i =0 g0 (Y =T NN T, j=T MM +1,

Calcularea valorilor intermediare

(Ue4) = yNN+1 MM+1[ (k+1) pUH+D) — tk+n)
G
Calcularea redirectionarii la iteratia curenta
WD = 04D g, ® - ST NN T, j=T, MM +1.

tj l] g’
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Revenirea la verificarea normei reziduului pentru potentialul electrostatic.

La iesirea din ciclul intern valoarea potentialului electrostatic a ciclului superior ((p(”“))
a fost egalati cu valoarea potentialului electrostatic obtinuta in cadrul ciclului intern @™+ =
@®*D unde (n + 1) este numarul iteratiei curente a ciclului ce rezolva sistemul de ordinul
(3 * NN) X (3 x MM).

Pentru rezolvarea sistemului algebric liniar (2.5) de ordinul (NN — 1) x (MM — 1) si

.. . . . . . k+1 .
calcularea valorii curente a cvasi-potentialului Fermi pentru electroni (p,(l ) au fost parcursi

pasii descrisi n continuare.
Calcularea reziduului initial pentru k = 0

© L p@ (0) (0) nlo
o) _ My it Mjra -1 (0) Mi+1j (o)
i = ~4(Rornij + Rave) + aun =+ Prij = AHn = Pnivr ~

2
hy,

( (0) (
i1 (o) n_ Mi-1j (o) l] 1 (o)

q n h2 (pnl,]+1__qnu1‘l hz (pnl 1,J_q:un hz (pnlj 1 l=11NN+11 ]=1IMM+11

Determinarea redirectiondrii initiale

w® =r® =T NN+1, j=T,MM+1,

n,ij n,ij’

Determinarea valorii intermediare

(0) _ ¢NN+1 MM+1 (0)
tn Z n lj

. . . . . o . .. k
Verificarea normei vectorului reziduului, daca satisface conditia ”rn( )” < & procesul a

fost stopat, in caz contrar s-a trecut la pasul urmator cu marirea indicelui iteratiei (k = k + 1).

Calcularea componentelor pentru urmatorii vectori intermediari la iteratia curentd

(k+ 1)

a0 ® 4,0 n® n®
x) _ My, TN 11 Nij+1Tyj—1 (k) + z+1] (o) + 1]+1 (k) n
nij — —qUn h)261 hazcz n ij Qin =5 n i+1,j qin QDn i,j+1
) n®
-1,j (k)

k . — i -
Qb <Pm o+ Qi L 1<p,(”), ., i=1LNN+1, j=1,MM+1,

Calcularea valorilor intermediare la iteratia curenta (k+1)

(k+1) ZNN+1 MM+1w(k) (k) a® _t9
nl] n,ij nU’ LGS

Calcularea componentelor cvasi-potentialului lui Fermi pentru electroni (¢,,) la iteratia
curentd (k + 1)

ol = ol +a®wl®, i=2NN, j=2,MM,

Aproximarea valorilor cvasi-potentialului lui Fermi ¢, in nodurile de pe frontiera
conform sistemelor (2.10),(2.12).
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Calcularea componentelor vectorului reziduu la iteratia curenta (k + 1)

r =l —q0s® i =TNN+1, j=TMM +1.
Calcularea valorilor intermediare
(k+1) _ NN+1 MM+1 (k+1) (t+1) _ (k+1)
tTl Z n 1_] n (k)

Calcularea componentelor vectorului de redirectionare la iteratia curenta (k + 1)
D) _ (e | ﬁ(k+1) (k)

nij nl] nij’
Revenirea la verificarea normei reziduului pentru cvasi-potentialul lui Fermi, cazul

electronilor.

La iesirea din ciclul intern gp(n+1) (pr(lkﬂ), unde (n+ 1) este numarul iteratiei

curente a ciclului ce rezolva sistemul de ordinul (3 * NN) X (3 * MM).

Pentru rezolvarea sistemului algebric liniar (2.9) de ordinul (NN —1) X (MM — 1) si

calcularea valorii curente a cvasi-potentialul lui Fermi pentru goluri <,o(k+ )

au fost parcursi pasii
descrisi 1n continuare.

Calcularea reziduului initial pentru k = 0

<p,§°l), +qup

fi’)l ip©@ 4

(0) (0) (0) (0)
(pp i+1,j

(0) Piv1,jtPi-1j | Pij+1tPij-1
Toij = q(RSRH,ij + RAUG,L'j) —qlp Py R——
X1 X2

(0) (0) ( )

pl pl i, . A ATANT 4 . PR VYR
quyp hf;l <pz()°l)]+1 + +quy hi”(ngol) L T aup hj% 1(,01(,01)] L I=LNN+1, j=TMM+1

Determinarea redirectionarii initiale
© _ (0 . _ T i T
Wi =Ty i=LNN+1, j=T1MM+1
Determinarea valorii intermediare

(0) _ vNN+1yvMM+1][,.(0)
tP Z Jj=1 [pl}

. . . . o . . . k
Verificarea normei vectorului reziduu, daca satisface conditia ”rp( )” < & procesul a

fost stopat, in caz contrar s-a trecut la pasul urmator, cu marirea indicelui iteratiei (k = k + 1).
Calcularea componentelor pentru urmatorii vectori intermediari, la iteratia curenta

(k+1)

() (k) ) () (1) (k)
(k) Piy1,jTPi-1j |, Pij+1tPij—1 ) p1+1} (o) pl]+1 (k) .
p ij — q 14 h}z61 hng wp,ij 14 h2 wp,i+1j q (4 h2 (pp,i,j+1

(k) ( )

i K i1 (k P
a2t oy~ am S oyl I=TNNFT j=TMM+1

Calcularea valorilor intermediare
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k)
(k+1) = YN+ S MM+ ® (k) a® = tp
Ypij j=1 pij Spijr % (k+1>’
p

Calcularea componentelor cvasi-potentialului lui Fermi pentru goluri (¢,) la iteratia

curentd (k + 1)

k+1 k k) (k . S
<P,(,l,)—<p,§3,+a”fj), i=1,NN+1, j=1MM+1

+1)

Aproximarea valorile cvasi-potentialului lui Fermi pentru goluri (pp in nodurile de pe

frontiera conform sistemelor (2.10),(2.13), la iteratia curentda (k + 1).

Calcularea componentelor vectorului reziduu la iteratia curentd (k + 1)

(k+1) _ _(k+1) () ¢ (k) e . e
Toij = Tpij T Oy Spi i=1,NN+1, j=1MM+1,

Calcularea valorilor intermediare

t(k+1) NN+1 MM+1 (k+1) 2 (k+1)
14 l 1 pl] t(k) !

Calcularea componentelor noii redirectiondri pentru ¢,

(k+1) _ _(k+1) k+1) (k) . _ o o
W, =Ty +[)’p W, 1= 1,NN+1, j=1MM+1.
Revenirea la verificarea normei reziduului pentru cvasi-potentialul lui Fermi, cazul

golurilor.

La iesirea din ciclul intern (p(n+1) (pz(,kﬂ), unde (n+ 1)este iteratia curentd a

ciclului superior ce rezolva sistemul de ordinul (3 * NN) X (3 * MM).

Ciclul de rezolvare al sistemului algebric neliniar (2.1), (2.5), (2.9) de ordinul ((3 *

NN) x (3 * MM)) va rula pana cand solutia sistemului {(p(”“) (p(n+1), (pl(,nﬂ)} va fi calculata

Cu exactitatea prestabilita.

La iesirea din acest ciclu s-a trecut la urmatoarea iteratie a ciclului extern in cadrul careia

valorile externe ale functiilor necunoscute au fost modificate @™+t = ™+, qo,(lmﬂ)
(p,(lnﬂ), (pz(,mﬂ) (ngnﬂ) cu (m+ 1) iteratia curentd a ciclului extern. In cadrul aceleiasi

iteratii externe a fost marita tensiunea aplicatd la anod V,, si recalculate valorile variabilelor

1 1
{(p(m+1), (pr(lm+ )’ (pz()m+ )}

in conditiile echilibrului termodinamic conform relatiilor (2.10).
Procesul iterativ extern a decurs pand cand V, a depasit valoarea 0,2 A.

A fost stabilita complexitatea MGC, teoretic. Analizand algoritmii metodei, descrisi mai
sus, s-a stabilit ca pentru realizarea unei iteratii interne cu aplicarea MGC au fost efectuate o
operatie de inmultire a matricei la un vector si noud operatii aritmetice cu vectori (de adunarea,

scaderea, inmultire la o constantd, impartire la o constanta). Daca notam prin nn X nn ordinul
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matricei A si luand in calcul ca este o matrice predominant cinci diagonala, numarul total de
operatii la o iteratie a fost calculat in baza urmitoarelor componente t, = 5nn? + 15nn — 3
drept numarul de operatii scalare necesare pentru calcularea valorilor initiale, t; = nn? + 3nn —
2 numarul de adundri/scaderi ale scalarilor la realizarea unei iteratii interne si t, = n® + 6n + 2
numarul de inmultiri/impartiri ale scalarilor la realizarea unei iteratii interne.

Ordinul de convergenta al MGC, estimat teoretic, este

9(h?) (2.108)

Rezultate numerice, obtinute in urma experimentelor asupra algoritmului modelarii

numerice a diodei semiconductoare cu utilizarea MGC:

a) Tabelul numarului mediu de iteratii, efectuate pentru calcularii solutiilor cu
exactitatea prestabiliti de ordinul 1071°, obtinut in urma masurdrilor experimentale asupra
algoritmului numeric ce modeleazd matematic procesele neliniare in dioda semiconductoare
(cazul MRS), implementat pe o retea de noduri (16 x 32):

Tabel 2.7: Numirul mediu de iteratii. Cazul tripletului de necunoscute { ¢, _n si ¢_p} cu
aplicarea MGC

nr. de iteratii nr. de iteratii nr. de iteratii
interne, in interne, in interne, in nr. total de nr. de iteratii Durata
mediu, pentru | mediu, pentru | mediu, pentru iteratii externe (ore)
4 Pn Pp
182 392 151591300 151591874 20 144

b) Suprafetele functiilor ¢, ¢, si ¢, construite in baza rezultatelor obtinute
experimental la rezolvarea problemei diodei semiconductoare cu utilizarea MGC, sunt prezentate

grafic in Anexa 1.

Metoda MGC aplicata la modelarea matematicd a proceselor neliniare in dioda
semiconductoare, cazul modelului matematic Drift-Diffusion, in varianta setului de functii
necunoscute {¢, @n, @,}, s-a dovedit a fi una lentd, mai lentd chiar si decat MIS. Dar, s-a
observat cd procesul dureazd mult pentru realizarea primei iteratii externe cu V, = 0.02. La
urmatoarea iteratie, cu marirea tensiunii aplicata la anod, procesul de calculare a solutiei a durat
secunde. In concluzie, se poate de afirmat ci metoda depinde mult de alegerea aproximarii
initiale a functiilor necunoscute pentru realizarea procesului iterativ si obtinerea solutiei cu o
anumita exactitate.

Pentru compararea eficientii tuturor algoritmilor elaborati si descrisi in acest capitol au
fost folositi urmatorii indicatori: 1) numarul de operatii aritmetice necesare pentru calcularea

unei noi aproximari a functiilor necunoscute la o iteratie, 2) numarul mediu de iteratii interne,
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3) numarul mediu de iteratii externe, 4) timpul mediu necesar pentru realizarea experimentului

numeric, 5) ordinul de convergenta al metodei.

Rezultatele compararii sunt expuse Tn urmatorul tabel

Tabel 2.8: Numérul mediu de iteratii. Cazul tripletului de necunoscute { ¢, _n si ¢_p}

pentru fiecare metoda iterativa aplicata in Capitolul 2.

Modelul Nr. de operatii | Nr de iteratii Nr de iteratii D.urata . Ordinul de,
R ’ . ’ ’ experimentului convergenta
simuldrii necesare interne, ko externe . -

(min) (teorie)
MIS 36nn 11681889 2455 2460 0o(h?%)
MGS 60nn 1234075 187 780 0o(h?
MSR 45nn 42964 42 20 o(h")
MPC2 36nn+19 4313 20 188 o(h’)
MPC3 78nn 144001 21 40 o(hh
MGC 6nn’+27nn 151591874 20 8640 0o(h?%)

Aici, nn X nn este ordinul matricei sistemului, k, numéarul mediu de iteratii interne, h

pasul retelei utilizatd pentru discretizarea ecuatiilor modelului matematic.

2.6 Concluzii la capitolul 2

Cand vorbim de modelarea numerica a dispozitivelor semiconductoare vorbim de fapt de
o modelare fizica cu instrumente matematice.

Modelele fizice stau la baza alcétuirii ecuatiilor care descriu functionarea dispozitivelor
semiconductoare active. Rezolvarea lor cu anumite aproximatii conduc la solutii (modele)
analitice, folosite in modelarea numerica. In cadrul acestui capitol, la modelarea dispozitivului
semiconductor au fost folosite modelul fizic al dispozitivului semiconductor (2.1)-(2.3) si solutii
analitice ale acestuia (2.4)-(2.7).

Utilizarea in cadrul simularii @ mai multor metode numerice pentru rezolvarea sistemelor
algebrice obtinute a condus la crearea mai multor algoritmi de modelare numerica a proceselor
neliniare in dioda semiconductoare. Datele acumulate in cadrul experimentelor asupra modelelor
numerice elaborate a facut posibil de a-l identifica pe cel mai eficient.

Metoda lui Cebisev pe doud straturi, parametri iterativi 7, ai careia sunt legati de
calcularea radacinile polinomului Iui Cebisev, din cauza necesitatii de a efectua un volum mare
de calcule cu valori ale caror numar de zecimale este limitat, devine instabild, cauza fiind
cresterea rapida a erorii. Pentru inlaturarea efectului de instabilitate ale calculelor s-a aplicat
ordonarea parametrilor metodei, conform algoritmului descris in Subcapitolul 2.3.1. Astfel s-a
obtinut stabilitatea calculelor In cadrul experimentelor asupra modelului numeric creat si
calcularea unei solutii cu o exactitate prestabilitd ce tinde cétre solutia exacta. Un fapt ce ar

trebui mentionat este ca cele mai multe calcule sunt efectuate in cadrul iteratiei pentru
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determinarea primei aproximari a solutiei. Urmatoarele aproximari necesitand un numar cu mult
mai mic de iteratii. In concluzie se poate de afirmat ci algoritmul modelarii numerice cu
aplicarea MPC2N este sensibil la valoarea initiala. Chiar si in conditiile unei valori initiale
arbitrare eficacitatea modelului numeric este buna si este recomandat spre aplicarea lui in
practica, in cazul problemei dispozitivelor semiconductoare.

Algoritmul de modelare numerica a proceselor in dioda semiconductoare creat cu
aplicarea MPC3N are avantaje si dezavantaje Sale. Modelul este stabil in calcule, viteza de
convergenta este bund si spre deosebire de MPC2N nu necesita optimizarea ordinei parametrilor
metodei Ty la fiecare iteratie. Inca un plus al algoritmului este ci necesitd un volum cu mult mai
mic de calcule, in comparatie cu metoda lui Cebisev pe doud straturi, astfel fiind necesar timp
mai putin pentru realizarea lui. Dar numarul de iteratii interne este cu mult mai mare. Algoritmul
este recomandat spre utilizarea practicd avand o eficienta satisfacatoare in cazul dispozitivelor
semiconductoare.

Algoritmii de modelare numerica cu aplicareca metodelor iterative triunghiulare s-au
dovedit a fi unii dintre cei mai eficienti si anume modelul cu utilizarea Metodei Relaxarii
Superioare. Posibil, factorul decizional al convergentei atit de rapide este simetria matricei
sistemului, care are loc in cazul utilizarii modelului matematice Drift-Diffusion si a setului de
variabile utilizat: potentialul electrostatic si a cvasi-potentialelor lui Fermi pentru electroni si
goluri.

Scopul cercetarii a fost elaborarea algoritmilor ce modeleaza numeric procesele neliniare
in dispozitivele semiconductoare si identificarea celor mai eficienti.

In cadrul acestui capitol au fost descrisi sase algoritmi elaborati, cu implementarea lor
prin crearea softului corespunzator si testarii acestora. Toate sase modele numerice au avut la
baza modelul matematic Drift-Diffusion pentru semiconductoare. Parametri de intrare in cazul
tuturor algoritmilor realizati au fost aceiasi. Aceleasi tehnici de discretizare au fost aplicate n
cazul fiecdrui model si anume diferentele finite. Sistemul algebric neliniar, in cazul tuturor
modelelor, a fost liniarizat folosind ideea algoritmului lui Gummel. Toate modelele au fost
executate pe aceeasi platforma de calcul (limbaj de programare si sistem de calcul). Astfel au
fost create suficiente conditii de echitabilitate intru o comparare corecta a algoritmilor de

modelare numerica a proceselor neliniare in dioda semiconductoare.

in concluzie, analizand datele din Tabelul 2.8, ca cei mai eficienti algoritmi de modelare

numerica a dispozitivului semiconductor, in cazul modelului matematic Drift-Diffusion si a

setului de functii necunoscute {(p, O gop}, unde ¢ este potentialul electrostatic, ¢, si ¢, sunt
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cvasi-potentialele lui Fermi pentru electroni si goluri, respectiv, au fost identificate modelul cu
aplicarea Metodei Super Relaxari, avand cea mai mare viteza de convergenta catre solutia exacta
si modelul cu aplicarea parametrilor Cebisev pe doud straturi cu o vitezd buna de convergenta,
care difera mult de cea presupusa teoretic si care la o alegere reusita a valorii initiale ar duce la

cresterea eficacitatii ei, mai bund chiar decat cea a Metodei Super Relaxari.
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3 MODELAREA MATEMATICA A PROCESELOR NELINIARE iN
DISPOZITIVUL SEMICONDUCTOR PRIN POTENTIALUL
ELECTROSTATIC SI CONCENTRATII ALE SARCINILOR

3.1 Discretizarea ecuatiilor in derivate partiale cu aplicarea diferentelor finite si
a schemei lui Scharfetter Gummel
In Capitolul 2 au fost creati sase algoritmi de modelare numerici a proceselor neliniare in

dioda semiconductoare avand ca baza modelul matematic drift-diffusion, formulat in variabilele
potentialului electrostatic (¢), cvasi-potentialul lui Fermi pentru electroni (¢,) si a cvasi-
potentialul lui Fermi pentru goluri (¢,). Scopul cercetarii a fost crearea algoritmilor de
modelare numerica a dispozitivului semiconductor si identificarea celor mai eficienti. Astfel, in
Capitolul 3 vor fi descrisi alti sase algoritmi cu aplicarea aceluiasi model matematic, dar
formulat in baza unui alt set de variabile.

In cadrul Capitolului 3, la modelarea proceselor neliniare in dioda semiconductoare ca
model matematic a fost folosit sistemul de ecuatii in derivate partiale neliniare (1.17)-(1.19) cu
solutiile analitice ale acestora (1.23),(1.24) si conditiile la frontiera (1.39), (1.40), avand ca
variabile sistemul de functii {¢,n, p}, unde @ este potentialului electrostatic, n concentratia de
electroni si p concentratia de goluri.

Problema (1.17)-(1.19) cu conditiile la frontiera (1.39), (1.40) este o problema mixta
avand pe portiunea de frontiera I definite conditiile lui Dirichlet, iar pe portiunea de
frontiera Iy definite conditiile lui Neumann.

Pentru problema (1.17)-(1.19) conditiile initiale au forma (1.39) pe intreg domeniul de
definitie Q cu V, = 0. Aceste valori au fost folosite ca aproximatii initiale ale variabilelor
sistemului (1.17)-(1.19) pe intreg domeniu de definitie Q in procesul iterativ, cu mirirea
treptatd a tensiunii aplicatd la anod din exterior.

Etapa de inceput, la crearea modelelor numerice pentru problema diodei
semiconductoare a fost realizarea schemelor cu diferente.

Problema (1.17)-(1.19) cu conditiile la frontiera (1.39), (1.40) a fost discretizata
utilizand schema cu diferente finite si cea a lui Scharfetter Gummel.

Pe domeniul continuu de definitie a problemei (Figura 1.1) a fost introdusd o grild cu

pasii h, ~si hy,. Astfel a fost obtinuti o retea de noduri interne notatd prin
O = {(x,P,x,P) i=2,..,NN, j=2,..,MM}, cu xP =(@i—-1Dxh,, si x =@~
1) *hy,. Prin @ ={(x;9,x,P)| i=1..,NN+1, j=1,..,MM+1} a fost notatd

multimea tuturor nodurilor (nodurile interne si cele de pe frontierd) cu 2, = 2, U 2, U 2. Aici
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0, este multimea nodurilor ce acopera portiunea de frontiera I, la care sunt conectati electrozii
si pe care sunt definite conditiile la frontiera Dirichlet, iar 2y este multimea de noduri ce
acopera portiunea de frontiera ramasa [y si pe care sunt definite conditiile la frontiera Neumann.

La discretizarea ecuatiei in derivate partiale neliniara (1.17), in nodurile interne ale retelei
(2,), au fost folosite diferentele finite. Astfel a fost obtinut urmatorul sistem algebric de ordinul
(NN —1) x (MM — 1))

1 1
2¢ (h— + h—) vy =z (Prens + 0i1g) = - (Prja + 915-1) = alpy =iy +Ny) B.D)

cu i=2,NN j=2,MM

Pentru discretizarea ecuatiei in derivate partiale si neliniara (1.18), ca prim pas au fost
folosite diferentele finite pentru ecuatia continuitatii (1.23) cazul electronilor, iar mai apoi a fost
aplicata schema lui Scharfetter Gummel. Concentratiile de electroni (n) si de goluri (p) au fost
discretizate in nodurile intregi (xgi), Xg)) cu xf) =(- 1)hx1, xgj ) — G- 1)hx2, iar densitatile

curentilor de electroni (J,) in seminodurile (xfi_l/ 2), xgj )), (xfiﬂ/ 2), xgj )), (xf), xéj 1/ 2)),
(22, 2I*YD) cu 17D = (1= 1/2)hy, 2P = (14 1/ Dby, xITVP = (= 1/2)y,

2D = (j+ 1/2)hy,.

Astfel s-a trecut la urmatorul sistem algebric neliniar

_(Iniv1/2j"Ini-1/2j | Inij+i/2"Inij) _ nypij—nf .. .. _p2 .
( h, * h%, > - <Tv(nij+ni)+7n(pij+ni) + (n” *Pij — M )(Cr + it
Cp * pi,j)) [ =2,NN, j=2,MM (3.2)

Aplicarea schemei lui Scharfetter-Gummel [19], in cazul ecuatiei (3.2), a insemnat
parcurgerea pasilor descrisi in continuare.
Folosind ecuatia densitdtii pentru electroni

Jn=qu,En+qD,Vn, unde E = -V,

densitatea curentilor de electroni (J,) in seminodul (xgi_l/ 2), ng )) a fost discretizata astfel

onj_1,2,j d¢
Ini-1/2,j = qQ Eic1/2,j Ni—1/2,j + q Un @1 o0 ox.
Mni_1/2,j

Ini-1/2,j = qQ Ei—1/2,j Ni—1/2,j T q Un @7 "o (=Ei-12;)

Notand cu D1/ = q Un @1 Ei1/2; $1 Vic1/2,j = q Ei—1/2,; €Xpresia de mai sus a

fost rescrisa astfel
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ONi_1/2,j
Ini-1/2j = Vic1j2j Nic1j2,j — Dic1yej —— (3.3)

op
Relatia (3.3) inmultitd la e D afost rescrisa astfel
V(¢—<Pij) n: . V(‘p_(pi]')
- _1/2’ _ JZ
Ini-1/2,j" € D = (Vi—l/z,j Ni—1/2,j — Di—1/2,j —la(p 1) ‘e D
_V(e=ey)) 2 _V(e—oiy)
Jni-1/2j € b =-D "o \ 1€ b

Ambele parti ale relatiei de mai sus au fost integrate, avand ca variabila de integrare
potentialul electrostatic (¢)
A7) 7))
Qij ' e R _ (% _p.9 o
f¢i_1,j]n,l—1/2,1 e de f(Pi—l,j D 90 <n e do
Dupa realizarea unui sir de transformari s-a obtinut

i )
=—-D- (n . e_T>

Pi-1,j

b V(Pima,j-9i5) V(Pic1,-2i)
Jni-1/2,j (— ;) ‘|1—e D =-D-(ny;—mni_y;-e D

_ v (9i-1,-91)) _ V(eii1j-%ij)
Ini-1/2j =V | mj—ni—qy-e D /|1—e D

v (¢i-1,j-%i))
D

D _V(e-01)) iy
Tni-1/2,j " (_ ;) e b

Pi-1,j

J =V-|n ! n °
iz =V ng — Mg
mi—1/2] Yoo Weaymey) Y V(e o)
1-e D 1-e D
aunEi—1/2,(0i-1,j=94)
] P 1 e AunPTE{_1/2 j
P . = P P n P —_ n_ Pl
ni-1/2,j = qQEi-1/2,j ij ainEi1y2)(Pi1y-90)) i-1,j B /2 (Pir -01))
1—e qun®TEi_1/2,] 1-e abnPTE|-1/2,j
Pij=Pi-1,j
— Pij=Pi-1,j\ , kn®T 1 e 9T
Ini-172j =4 (_ h ) n;; P Pim1y  h-1j PijPi—1,j
x1 Un®T —L =] —d =]
1—e HnoT 1—e LT
Pij=Pi-1,j Pic1,j=%ij
=g -H®7 [ . PT o, . OT
]n,i—1/2,j =-q Ry n;; PPty -1, Pi-1,j=Pij
! 1-e ¢T 1-e ¢T
re A . . . x A . . . .
Utilizand functia lui Bernoulli B(x) = —x_; Inexpresia de mai sus, relatia de estimare

a densitatii electronilor (J,) in seminodul (xfi_l/ 2),x§j )), prin nodurile intregi ale retelei, a

luat forma

UnVT Pi-1,j—Pij UnVT Pij—Pi-1,j
i—1/2i =q" -B( )-n-_ i—q- B "N 3.4
]Tl,l 1/2,j q ha, or i—1,j q ha, or i,j ( )
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Pasi similari au fost parcursi pentru a discretiza densitatea curentilor de electroni J,, in

seminodul (xglﬂ/ 2), xgj )). Utilizand ecuatia densitatii pentru electroni a fost obtinuta expresia

_ VT Pij=Pi+1j\ | CBaVT Pi+1,j=Pij\ |
Ini+1/2, =4 B( o ) nij —q B Nit1,j (3.5)

hx1 hX1 LT
La discretizarea densitatii curentilor pentru electroni J,, in seminodul (xil),xg Y 2)), cu

aplicarea schemei lui Scharfetter-Gummel, a fost obtinuta urmatoarea expresie

unVr Qi j-1Pij UnVT Pij=Pij-1
=g )-neyn— g2l g (@36
]n,L,] 1/2 q ha, or i,j—1 q ha, or ij ( )

Pentru discretizarea densitatii curentilor de electroni J,, in seminodul (xil),xg */ 2)), cu

aplicarea schemei lui Scharfetter-Gummel, a fost obtinuta expresia

UnVT Pi,j~Pi,j+1 UnVT Pij+1~Pij
.. =0 - 'B( "N —(a - -B N 3.7
]n,l,j+1/2 q ha, or ij q ha, or i,j+1 ( )

Relatiile (3.4)-(3.7) au fost substituite in (3.2), realizadnd trecerea la urmatorul sistem
algebric neliniar de ordinul (NN — 1) X (MM — 1)

Pij=Pit1,j Pij=Pi_1,j Pij=Pij+1 Pij=Pij-1
“”VTB( 3 le J>+“"VTB( 3 tprl 1) “"VTB< 3 tprl] )+””VTB< - <pTU )
+ * Ny —
h%, h%, Y
Gira~®if Gioaj~0if 01 i41-0ij
B ) unvep(*=) Al
* N; J— *MNi 4 ; — * N —
h)zc1 i+1,j h}zc1 i—-1,j h}zcz ,j+1
Pij-1-%ij
unVTB(—) nepi —n?
oT yjbij—m 2
nz, iJj Tp (g 1) +on (D7) (nij * pij — 1) * (Carij + Copij)
i=2,NN, j=2 MM (3.8)

Pentru discretizarea ecuatiei in derivate partiale si neliniara (1.19) ca prim pas au fost
folosite diferentele finite pentru ecuatia continuitatii (1.24) cazul golurilor, iar mai apoi a fost
aplicata schema lui Scharfetter Gummel.

Concentratiile de electroni (n)si goluri (p) au fost discretizate in nodurile intregi
(xf), xgj)), cu xf) = (i — Dhy,, xgj) = (j — Dhy,, iar densitatile curentilor pentru goluri ( /)
in seminodurile (xii_l/z), xgj)), (xf”l/z), xéj)), (xf), xgj_l/z)), (xfi), xéjﬂ/z)), cu
2TV = (1= 1/Dhy,, 2P =+ 1 Dby, TP = (- 12Dh,, TP =
(U +1/2)h,,.

S-a trecut la urmatorul sistem algebric
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IJpiv1/2j = Ipi-1/2j | Jpij+1i/2=Ipij-1/2\ _ nijpij~ni 2
( + — + (nijpij - n; )(Cnnij +

hazcl hJZCZ ‘rp(nij+ni)+‘rn(pij+ni)
+Cppl-j)> i=2,NN, j=2,MM (3.9)
La aplicarea schemei lui Scharfetter-Gummel, pentru a discretiza densitatea curentilor de
goluri (]p) in seminodul (xf”l/ 2, xgj )) s-a obtinut expresia

_ VT o (Pii i) | VT o (Piva,imPig |
Jpi+1/2j = —q ey B( or )Pi+1,j+q e, B( or )Pij (3.10)

@-1/2) ()
1 X2 )

in seminodul (x S-a obtinut expresia

upV Pi,j~Pi+1,j upV: Pi+1,j—Pi,j
Jpi-1/2) =q =" B( . +1]) "Pi-1,j —q° :xT : B( L ]) * Dij (3.11)

hx1 PT 1 PT
in seminodul (xf), xéj o 2)) s-a obtinut expresia
upVr Pij—Pij+1 upVr Pij+1—Pij
= —q -B( ) o 4+q- -B( ) - 3.12
]p,l,]+1/2 q ha, or pl,]+1 q ha, or pl] ( )
si in seminodul (xii), xgj Y 2)) S-a obtinut expresia
N _ . bpVT (<Pi,j—<Pi,j—1) R A (<Pi,j—1—<ﬂi,j) o
]p,l,]—l/Z =q hax, B or pl,j—l q ha, B or pl] (313)

Substituind (3.10)-(3.13) in (3.9) a fost realizata trecerea la urmatorul sistem algebric de
ordinul (NN — 1) x (MM — 1)

Pir1,j=Pij Pi-1,j=Pij Qi jr1%ij 9ij-1%ij
#p(PTB(#)*’ﬂp(PTB(#) #n¢13<¥)+ﬂn‘ﬂ13(¥)
or or n or o1 ‘. . —
Di

hZ, h%,
Pij=Pir1j Pij~Pi_1,j Pij=Pij+1
e ) g oB(* ) At
hZ *Di1,j — h2 *Di-1,j — h2 *Dij+1—
X1 X1 X2
®ij=Pij-1
ﬂp(PrB(i nijpij—n?
QT ijPij—Nnj 2
¥PD:: 4 = —Qq * +(n::p;;: —n?)*(C,n;; + C.p;;
", Pij-1 = 0\ ey ety T (P~ 1) * (Cany + Copy)
i=2,NN, j=2MM (3.15)

Discretizarea conditiilor la frontiera Dirichlet, in nodurile de pe portiunea conectata la
electrozi (Ip), a fost realizata conform relatiilor (1.39). Astfel, a fost obtinuti analogii discreti

2 2 2 2 2 2
Nij+1 Nij+4ni Nij+ Nl'j+4ni _Nij+ ,Nl-j+4-ni

@ij = Va + @rin o Mgy = > , pj=—0b——pe Op (3.16)

Analogii discreti ai conditiilor Neumann (1.40), care actioneazd pe portiunea de frontiera

neconectata la electrozi (), in nodurile 2, sunt
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0ij =, i=1, j=TMM+1
Oy =@ i =NN+1j=TMM+1 (3.17)
Q=@ j=Li=LNN+1, x’ >,

( ny=mny, i=1, j=TMM+1
{ Myj = Nypj, i=NN + 1,]' = m (318)
\ij =Nip, j=1,i=1,NN +1, xf) > 1,

( pij=p2 =1 j=1LMM+1
Kpl] = Di2, ] = 1,l = 1'NN+1’ xg) > la

Ca urmatoare etapa, parcursd la crearca modelelor numerice pentru problema (1.17)-
(1.19) cu conditiile la frontiera (1.39), (1.40), dupa trecerea la analogii lor discreti, a fost
aplicarea metodelor iterative pentru rezolvarea sistemelor algebrice neliniare obtinute (3.1),
(3.8), (3.15).

Schema discreta pentru o ecuatie in derivate partiale este un sistem algebric de ecuatii,
care poate fi scris sub urmatoarea forma operatoriale

Au=f (3.20)

unde operatorul A este matricea coeficientilor sistemului, u vectorul cautat, iar f vectorul dat,
definitd de partile drepte ale ecuatiilor si de conditiile suplimentare (initiale si cele de la
frontiera).

Forma canonicd a schemelor iterative implicite pe doua nivele aplicate ecuatiei
operatoriale (3.20) este

By P+ Ay =f, k=012, y€H (3.21)

unde valorile T, se numesc parametri iterativi ai schemei. Daca T, depinde de aproximarea
iterativa y,, 4 atunci procesul iterativ va fi nestationar. Pentru procesul iterativ stationar Bj,q si
Ti+1 NU depind de iteratia curentd (k + 1).

In procesul modelarii numerice din cadrul acestui capitol au fost utilizate si schemele pe
trei nivele, care descriu procesele iterative de ordinul doi. Ele au forma
Bri1Yik+1 = Q1 Brrr — T 1AV + (1 — @y 1) Bis1 Vi1 + Qa1 T/, k=12, (3.22)
aici {t; } si {a,} sunt sirurile de parametri iterativi ai schemei.

Pentru aplicarea unei metode iterative cu utilizarea schemei (3.22) pe langa aproximarea
initiala y, a mai fost necesara si aproximarea y,, care a fost calculatd in baza unei metode

iterative pe doua nivele (3.21) conform schemei
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By, = (B —tA)yo +71f, Yo EH (3.23)
Dacdin (3.22) Byyq = E pentrutoti k = 0,1,2, ... atunci avem schema explicita pe trei
nivele si poate fi scrisa sub forma
Vierr = Qg1 (E = Tpp1 Ay + (L — a1 Yi-1 + Qg1 Trsrf (3.24)
In cazul metodelor iterative stationare parametrii 7), pentru schema pe doui nivele (3.21)
si Ty, i pentru schema pe trei nivele (3.22), (3.23) sunt alesi astfel incat sa asigure viteza cea

mai mare de convergenta catre solutia exacta a sistemului pentru orice aproximare initiala.

3.2 Modelarea numerica a proceselor neliniare in dispozitivul semiconductor cu
aplicarea schemelor pe doui nivele
Schemele in diferente pentru ecuatiile eliptice reprezintd niste sisteme algebrice cu

operatori speciali (matrici rare, diagonal predominate), cazul problemei dispozitivului
semiconductor, care pot fi tratate ca ecuatii operatoriale de gradul intai.

In acest subcapitol sunt descrisi algoritmi de modelare numerica a proceselor neliniare in
dioda semiconductoare cu aplicarea metodelor iterative ce folosesc schemele pe doud nivele.
Convergenta schemei in diferente pe doua nivele, aplicata in cazul operatorului neconjugat A a
fost demonstrata in spatiul energetic Hp, generat de un operator D autoconjugat si pozitiv definit
in spatiul H [5].

Pentru studierea convergentei metodei iterative trebuie studiatd comportarea normei
reziduului z, = y, —u, pentru k — oo, in spatiul Hp, unde y, este 0 aproximare iterativa a
solutiei obtinutad conform schemei (3.21), iar u solutia exacta a ecuatiei operatoriale (3.20).
Metoda iterativa converge in Hp atunci cind norma lui z, tinde la zerocu k — oo.

Conform teoriei schemelor in diferente viteza de convergentd depinde de alegerea
parametrilor Ty. A fost cautata varianta optimala a sirului de parametri, care ar fi asigurat viteza
maximal posibild. Substituind y, = z, + u, pentru k = 0,1,2,... in (3.21) s-a realizat trecerea la

urmatorul sistem algebric omogen

B Zk+17%k +Az, =0, k=012,., zy=y,—u

Tk+1

Rezolvand ecuatia omogenad, in raport cu necunoscuta zy,, a fost obtinuta solutia
Zis1 = (E — 1341 B7 )z,
Substituind z, = x;, s-a trecut la ecuatia pentru reziduul echivalent x; ce contine un
singur operator si are forma
_ —_r_ _ — pl/2p-141pn-1/2
X1 — Sk+1xk, cu Sk+1 =F Tk+1C, k= 0,1, C=D B™*AD (325)

Este adevarata urmatoarea estimare Ixk |l = ||D1/ sz” = |lzxllp.
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Studierea convergentei metodei iterative cu aplicarea schemei (3.21) in Hp s-a redus la
studierea sirului numeric |[xx||, k = 1,2, ..., unde x;, este determinat conform relatiei (3.25).

Rezolvand (3.25) s-a obtinut
k

X = Ty0%X0, Tyo = Hsi = SpSp—1 - Si

i=1

Din relatia de mai sus a fost obtinuta urmatoarea estimare pentru norma reziduului z; in

Izillp = llxiell < [|Tiollllxoll = || Tio |1zl o (3.26)

Operatorul Ty, se numeste operatorul rezolvabil la iteratia k (operatorul trecerii de la
iteratia (0) la iteratia (k)), iar S este operatorul trecerii de la iteratia (k — 1) la iteratia (k).

Din (3.26) rezultd ca metoda iterativa cu aplicarea schemei (3.21) converge in Hp daca
norma operatorului Ty, tinde la zero cand k — oo. Astfel, studierea convergentei metodei
iterative (3.21) in Hp s-a redus la studierea dependentei normei operatorului Ty o in spatiul H de
iteratia (k).

Operatorul Ty, o este definit de operatorul C si parametrii iterativi 74, 7o, ..., Ty.. Operatorul
C a fost considerat fix si atunci s-a pus problema de a alege parametrii {z;} astfel incat metoda
iterativa sd convearga.

Printre metodele iterative convergente cea mai eficienta se considera cea pentru care
parametrii 7, asigura calcularea solutiei cu o exactitatii prestabilitd intr-un numar minim de
iteratii.

Aceastd conditie, folosind estimarea (3.26), a fost reformulata astfel: pentru numarul de
iteratii dat (ko) de construit sirul de parametri Ty, Ty, ..., Ty, PeNtru care norma operatorului
Ty,,0 sa fie minimala.

La prima etapa, din cadrul algoritmului modeldrii numerice a functionalitatii diodei
semiconductoare cu aplicarea unei scheme pe doud nivele, a fost realizata discretizarea ecuatiilor
in derivate partiale (1.17)-(1.19) si trecerea la sistemul algebric neliniar (3.1), (3.8), (3.15). Au
fost calculate valorile initiale ale functiilor necunoscute conform relatiilor (3.16) cu V, = 0, pe
intreg domeniul de definitie 2 si notate prin @, n(®, p©,

La etapa urmatoare a fost organizat un ciclu extern in cadrul caruia, la fiecare iteratie, cu
pasi mici, tensiunea aplicatd la anod a fost maritd, iar valorile functiilor necunoscute au fost
recalculate in conditiile echilibrului termodinamic si notate prin @™M*+D nM+D) 5+ ynde

(m + 1) este iteratia curenta a ciclului extern.
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In cadrul ciclului extern a fost organizat ciclul de rezolvare a sistemului algebric neliniar
(3.1), (3.8), (3.15) de ordinul (3% NN) X (3* MM) cu conditiile la frontierd (3.16)-(3.19).
Valorile initiale ale functiilor necunoscute, in cadrul acestui ciclu au fost egalate cu valorile
curente ale ciclului extern pM+D = M+ (D) = pM+D) KA+ = M+ ynde (n + 1),
iteratia curenta a ciclului cu n = 0.

In cadrul ciclului ce rezolva sistemul algebric neliniar de ordinul (3 * NN) x (3 * MM)
au fost organizate trei cicluri interne consecutive, pentru rezolvarea a cate un sistem algebric
liniar de ordinul (NN — 1) X (MM — 1). Valorile initiale ale functiilor necunoscute, pentru
fiecare ciclu intern, au fost egalate cu valorile curente ale ciclului ce le contine
kD = o+ - plk+l) = i+ - H(k+D) = (D ynde (k + 1) este iteratia curentd a
ciclului intern cu k = 0, iar (n + 1) iteratia curenta al ciclului superior ce rezolva sistemul de
ordinul (3*NN) X (3 * MM).

Sistemului algebric neliniar (3.1) i-a fost aplicatd schema pe doua nivele (3.22), iar mai
apoi ideea algoritmului lui Gummel pentru liniarizarea lui si separarea de sistemele (3.8) si
(3.15). Ca necunoscuta a ramas doar potentialul electrostatic (¢), iar concentratiile de electroni
(n) si goluri (p) au fost luate ca constante cu valori calculate la iteratia precedenta. Astfel a fost
obtinut un sistem algebric liniar in necunoscuta potentialului electrostatic (¢) de ordinul

(NN — 1) x (MM — 1). Estimarea potentialului electrostatic ( ¢) la iteratia curenta (k + 1), in

nodurile interne ale retelei (£2,), a fost realizata conform sistemului

2e | 28\ (k+1)  (k+1) & (k+1) & (k+1) & (k+1) & _ k) _ () a
2<h;1 +h§2> Py i+1j w2, Pim1 wz, - Pui-t kg T it wz T qa(p;;” — ny;"+Nij)

i=2,NN, j=2 MM (3.27)

Valoarea curenta a potentialului electrostatic ((p(k+1)) a fost calculata iterativ, in cadrul
ciclului intern, pana la atingerea exactitatii prestabilite.

La iesirea din ciclul intern (3.27) au fost calculate valorile curente ale potentialului
electrostatic ((p(k+1)) in nodurile de pe frontiera conform relatiilor (3.16),(3.17), iar valoarea
curentd a potentialului electrostatic din cadrul ciclului superior ((p(”“)) a fost egalatd cu
valoarea curenti a ciclului intern @1 = *+1),

Sistemului algebric neliniar (3.8) i-a fost aplicata schema pe doua nivele (3.22) si ideea
algoritmului lui Gummel pentru liniarizarea lui, care duce la separarea lui de sistemele (3.1) si
(3.15). Ca necunoscutid a ramane doar concentratia de electroni (n), iar potentialul electrostatic
() si concentratia pentru goluri (p) au fost luate ca constante, cu valori calculate la iteratia

precedentd. A fost obtinut un sistem algebric liniar Tn necunoscuta concentratiei pentru electroni
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(n) de ordinul (NN — 1) x (MM — 1). Estimarea valorii concentratiei pentru electroni (n) la

iteratia curenta (k + 1), in nodurile interne ale retelei (£25,), a fost realizata conform sistemului

) _ &) K _ & K _ &) ) _ &)
Pij TPy Pij ~Pi-1j Pij ~®Pij+1 Pij ~®Pij—1
Un@B| ——— [tun@B| ——— Hn@B| ———— |[+Un@B| ———
Pt Pt @t @t
(k+1)
+ % N —

\ hg, hZ, ij

(k) (k) ) (k) ) (k)

Piy1,j~ % Pi-1,;"%j Pij+17 %5

Hn@<B{ — —— Hn@-B{ — —— Wn@B| —— ——
(k+1) (k+1)

*N:, * Ny Ly — *n.(l.(+1)—
h, i+1, hZ, i—1, hZ, ij+1
(k) &)

®ij—17%j
Up@ B[ ———
n® ( [ ) . rl(k+1) = _qx rli(]-k)pi(]-k)—rli2 n (n(k)p(k) . n_z)(c n(k) 1C p(k))

h>2<2 ij—1 Tp(ni(]-k)+ni)+‘fn(pi(jk)+ni) ij Fij i nij pFij
i=2,NN, j=2,MM (3.28)

Valoarea curenta a concentratiei pentru electroni (n(’”l)) a fost calculata iterativ, in
cadrul ciclului intern, pana la atingerea exactitatii prestabilite.

La iesirea din ciclul intern (3.28) au fost calculate valorile concentratiei pentru electroni
(n(k“)) in nodurile de pe frontierda conform relatiilor (3.16),(3.18), iar valoarea curentd a
concentratiei pentru electroni din cadrul ciclului superior (n("“)) a fost egalatd cu valoarea
curenti a ciclului intern n™*1) = p¢+1),

Sistemului algebric neliniar (3.15) i-a fost aplicata schema pe doua nivele (3.22), iar mai
apoi ideea algoritmului lui Gummel pentru liniarizarea lui si separarea de sistemele (3.1) si (3.8).
Ca necunoscuta a ramas doar concentratia de goluri (p), iar potentialul electrostatic () si
concentratia de electroni (n) au fost luate ca constante cu valori calculate la iteratia precedenta.

A fost obtinut un sistem algebric liniar in necunoscuta concentratiei pentru goluri (p) de
ordinul (NN —1) x (MM — 1). Estimarea valorii concentratiei pentru goluri (p) la iteratia

curentd (k + 1), in nodurile interne ale retelei (£2;,), a fost realizata conform sistemului

) (k) (k) &) (k) ) (k) &)

B Pit1,j P B Pi-1,"%j B Pij+17 %5 B Pij-1"%jj

Hp Pt B +Up P o Un®Pr B +Un @t B
+

" (k+1)
h)z(l h)z(z pl’]
*_ &) ®_ &) o_
Pij "Pig1 Pij TPi—1j Pij ~®Pij+1
Hp®-B B — Hp®<B B — Hp@.B B —
" (k+1) _ " (k+1) _ " (k+1) _
h%, Pit1 hZ, Pi-1 hZ, Pij+1
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®_ &
1o @B Pij TPij-1
L Pt

0 (0)_ 2
k+1) _ _ Mij Pij M & 0 _ 2 (K) (K)
hg, *Pij = T4 (‘tp(ni(jk)+ni)+tn(pi(ik)+ni) + (nij Pij 0 )(Cnnij + Cppij ))

i=2,NN, j =2,MM (3.29)

Noua valoarea a concentratiei pentru goluri (p(k“)) a fost calculata iterativ in cadrul
ciclului intern, panad la atingerea unei exactitati prestabilite.

La iegirea din ciclul intern (3.29) au fost calculate valorile curente ale concentratiei de
goluri p®*1 in nodurile de pe frontiera, conform relatiilor (3.16),(3.19). Valoarea concentratiei
pentru goluri p@™*® din ciclul comun celor trei functii necunoscute a fost egalati cu valoarea
concentratiei pentru goluri obtinuti in cadrul ciclu intern p™*+1) = p(+1),

Ciclul de rezolvare al sistemului algebric neliniar (3.1), (3.8), (3.15) de ordinul ((3 *
NN) X (3* MM )) a rulat atat timp pana cand a fost atinsa exactitatea prestabilitd la calcularea
solutiei sistemului algebric {1, n(*1), p+LY

La iesirea din acest ciclu s-a trecut la urmatoarea iteratie a ciclului extern in cadrul careia
valorile externe ale functiilor necunoscute au fost modificate @™+ = @+ pm+) —
n+D) pMm+D) = p®+D) oy (m + 1) iteratia curenta a ciclului extern. in cadrul aceleasi iteratii

externe a fost maritd tensiunea aplicatd la anod V, si recalculate valorile variabilelor
{(p(m), (p,(lm), (ngm)} in conditiile echilibrului termodinamic. Procesul iterativ extern a durat pana

cand V, a depasit valoarea 0,2 A.
In cadrul ciclurilor interne de rezolvare a sistemelor algebrice liniare (3.27) in
necunoscuta potentialului electrostatic (¢), (3.28) in necunoscuta concentratiei de electroni (1)

si (3.29) in necunoscuta concentratiei de goluri (p) au fost aplicate mai multe metode iterative.

3.2.1 Algoritmul numeric cu aplicarea Metodei Iteratiilor Simple (MIS)

Daca in schema iterativa pe doud nivele (3.22) 7444 = 7% , adica este o constanta ce nu
depinde de iteratia metodei, atunci ea se numeste Schema Metodei Iteratiilor Simple si poate fi

scrisd sub o forma mai simpla

(k+1) _,,(K)
A A (3.30)

unde y® este solutia calculata la iteratia precedentd, y**1) solutia calculati la iteratia curents,
T # 0 parametrul metodei.
Expresia explicita pentru estimarea valorii functiei necunoscute la iteratia curenta este

y&* D = —1 (Ay® —b) + y® = —¢r® 4 y, (3.31)
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unde ) este reziduul metodei (r™® = Ay® — b), la iteratia (k).

A fost stabilitd complexitatea MIS, teoretic. Analizand schema MIS (3.31) s-a constatat
ca pentru realizarea ei au fost efectuate o operatie de inmultire a matricei la un vector si trei
operatii aritmetice asupra vectorilor (doud scaderi si o inmultire la scalar). Dacd notdm prin
nn X nn ordinul matricei A si luand in calcul ca este o matrice predominant cinci diagonala,
numarul total de operatii, la o iteratie, a fost calculat in baza urmatoarelor componente t, = 5nn
ca numar de operatii scalare necesare pentru calcularea valorilor initiale, t; = 6nn numarul de
adundri/scaderi ale scalarilor la realizarea unei iteratii interne, t, = 6nn numarul de
inmultiri/impartiri ale scalarilor la realizarea unei iteratii interne.

Numadrul minim de iteratii necesar k,, estimat teoretic in cazul MIS, pentru determinarea

solutiei cu exactitatea prestabilita este

1
eroare

ko (eroarea) = In(eroare)/In(p) ~ 0,2 NM? In (3.32)

unde NM, numarul de noduri ale retelei pe o directie, p este viteza de convergenta a metodei.
Astfel, numarul minim de iteratii estimat in cazul aplicarii MIS este proportional cu patratul
numdrului de noduri pe o directie, de unde rezultd cd este proportionald cu numarul de
necunoscute ale sistemului algebric.

Numarul total de operatii necesar pentru calcularea solutiei sistemului (3.1), (3.8), (3.15)
este T =36+*nn=x*ky+ 5+*nn Operatii.

Conform teoriei, viteza de convergentd a metodei iterative p , in cazul MIS

1-¢ Y1 2 4 2 mh; 2 4 . 9 mh;
=—,CU &E==— =) ,—=C08°— =) =Ssin“— 3.33
p 1+$ 1 f ¥z 1 yl Zl—l hlz le ! YZ =1 hlz le ( )

unde h; este pasul retele, y; si y, sunt valorile proprii ale lui A, maximala si minimala, respectiv.
Ordinul de convergenta al MIS estimat teoretic este
9(h?) (3.34)

Rezultate numerice, obtinute in urma experimentelor asupra algoritmului modelarii
numerice a diodei semiconductoare cu utilizarea MIS:

a) Tabelul numarului mediu de iteratii, efectuate pentru calcularii solutiilor cu
exactitatea prestabilitdi de ordinul 1071° obtinut in urma masuririlor experimentale asupra
algoritmului numeric ce modeleaza matematic procesele neliniare in dioda semiconductoare

(cazul MIS), implementat pe o retea de noduri (16 X 32):
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Tabel 3.1: Numérul mediu de iteratii. Cazul tripletului de necunoscute { ¢, n si p} cu

aplicarea MIS

nr. de iteratii interne, nr. de iteratii interne, | nr. de iteratii interne, | nr. total ‘teratii durata,
entru pentru pentru de externe (minute)
P ¢ n p iteratii
351797 230245 273378 855420 516 480
b) Suprafetele functiilor ¢, n si p, construite in baza rezultatelor experimentale,

obtinute la rezolvarea problemei diodei semiconductoare cu utilizarea MIS, sunt reprezentate in

Anexa 2.

Remarca 3.1 Metoda iteratiilor simple, care este un caz particular al Metodei lui Jacobi,
cazul parametrului optimal, este o metoda lenta. Plusul metode este convergenta pentru orice

aproximatie initial a solutie.

3.2.2  Algoritmul numeric cu aplicarea Metodei Gauss-Seidel (MGS)

MGS este o metoda de rezolvare a sistemelor Au = f tip Cramer, prin aproximari
succesive. Matricea A este descompusa in suma L + D + U, unde L este matrice triunghiulara
sub diagonalda, D matrice diagonala si U matrice triunghiulara supra diagonala. Schema iterativa
pe doua nivele a metodei are forma

(L+D)y+Uy® =p
y®D = (L + D)™ (b—Uy®)

(3.35)
(3.36)

Pentru MGS sirul de solutii, generat de orice aproximatie initiala y(®), converge la solutia
exactd in unul din urmatoarele cazuri:
1) Matricea sistemului A este diagonal dominanta.
2) Matrice A este simetrica, are elementele de pe diagonala principald pozitive si este pozitiv
definita.
Ca conditie de stopare a procesului iterativ a fost utilizata relatia
Iy —y @ < e
iar pentru un calculul mai exact al solutiei, dar care necesita mai multe iteratii, poate fi aplicata
relatia
layn — f] < e
A fost stabilitd complexitatea MGS, teoretic. Analizand schema pe doua nivele (3.36) s-a
constatat ca pentru realizarea ei trebuiesc efectuate o operatie de inmultire a matricei la un vector
si trei operatii aritmetice asupra vectorilor (de scadere, adunare si Impartirea la un scalar). Daca

notam prin nn X nn ordinul matricei A si luand in calcul ca este o matrice predominant cinci

106



diagonald numarul total de operatii, la o iteratie, a fost calculat in baza urmatoarelor componente
to = Snn ca numar de operatii scalare necesare pentru calcularea valorilor initiale, t; = 11nn
numarul de adunari/scaderi ale scalarilor la realizarea unei iteratii interne, t, = 9nn numarul de
inmultiri/impartiri ale scalarilor la realizarea unei iteratii interne.

Numarul minim de iteratii necesar k, estimat teoretic in cazul MGS, pentru calcularea

solutiei cu exactitatea prestabilita este

In(eroare)

~ 0,1NM2In —

K, (eroarea) = (o) ——

(3.37)

unde NM este numarul de noduri ale retelei pe o directie. Astfel, numarul minim de iteratii,
estimat Tn cazul aplicarii MGS, este proportional cu patratul numarului de noduri pe o directie,
de unde rezulta ca este proportionald cu numarul de necunoscute ale sistemului algebric nn.

Numarul total de operatii, necesar pentru calcularea solutiei sistemului (3.1), (3.8), (3.15),
este T =60=+*nn=x*ky+5+*nn operatii.

Conform teoriei, viteza de convergenta a metodei iterative este notati cu p. in cazul MGS

:(l‘ﬁ v g=b y =San2™i o, =8 o2 (3.38)
P=\rE) N TR C 2 TR 2 .

unde h; este pasul retele, y; si y, sunt valorile proprii ale lui A maximala si minimala, respectiv.

Ordinul de convergenta al MGS, estimat teoretic este

I(hi) (3.39)

Rezultate numerice, obtinute in urma experimentelor asupra algoritmului modelarii
numerice a diodei semiconductoare cu utilizarea MGS:

a) Tabelul numarului mediu de iteratii, efectuate pentru calcularii solutiilor cu
exactitatea prestabilitdi de ordinul 107!° obtinut in urma masurarilor experimentale asupra
algoritmului numeric ce modeleaza matematic procesele neliniare in dioda semiconductoare
(cazul MGS), implementat pe o retea de noduri (16 X 32):

Tabel 3.2: Numirul mediu de iteratii. Cazul tripletului de necunoscute { @, n si p} cu
aplicarea MGS

nr. de iteratii nr. de iteratii nr. de iteratii nr. total de . tOtaI. .de Durata
. ’ . ’ . ’ . .. 1teratil .
interne, pentru ¢ interne, pentru n interne, pentru p iteratii externe (minute)
43965 18472 19489 81926 64 30
b) Suprafetele functiilor ¢, n si p, construite in baza rezultatelor obtinute

experimental, la rezolvarea problemei diodei semiconductoare cu utilizarea MGS, sunt

prezentate in Anexa 2.
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Remarca 3.2 Metoda Gauss-Seidel are o convergenta lenta catre solutia exactd, pentru
orice aproximare initialda a ei, dar in cazul acestei metode se cdstiga la viteza convergentei

datorita numdarului de calcule mai mic la fiecare iteratie.

Remarca 3.3 Metoda Gauss-Seidel ce implica modificarea unei necunoscute la fiecare
moment de timp, este preferabila metodei iteratiilor simple MIS, care impune modificarea

tuturor necunoscutelor in acelasi timp.

Remarca 3.4 Pentru sisteme mari de ecuatii, algoritmul Gauss-Seidel converge lent,

deoarece raza spectrald a matricei p(— (L + D)"U) este in vecindtatea lui 1.

Remarca 3.5 Eficienta metodei lui Gauss-Seidel creste daca are matricea sistemului A

diagonal dominanta, cel putin ar converge tot atdt de repede ca si metoda Jacobi.

Remarca 3.6 Pentru aplicare metodei lui Gauss-Seidel se recomanda ca in cazul cand
matricea A este dominanta pe linii sa se ia startul cu ecuatia i in care se realizeazd dominanta
maximd a elementului diagonal, astfel se realizeazd reducerea maximd a erorii la start. In

continuare, pot fi ordonate celelalte ecuatii dupa gradul de dominanta a elementelor diagonale.

3.2.3 Algoritmul numeric cu aplicarea Metodei de Relaxare Superioarid (MRS)

Schema iterativa a metodei relaxarii poate fi scrisa sub forma

1
Ly®+D 4 ZD(y(k+1) +(1- w)y(")) +Uy® =f (3.40)

y &+ =71 (f — %D(y(k“) + (1 - w)y®) - Uy<’<>) (3.41)

Pentru cazul w >1 metoda se numeste metoda relaxarii superioare, pentru w <1
metoda relaxarii inferioare, iar pentru @ = 1, metoda lui Gauss-Seidel.

Metoda relaxadrii superioare este ca o generalizare a metodei lui Gauss-Seidel si are ca
scop accelerarea convergentei metodelor iterative, care in cazul metodei lui Gauss-Seidel devine
tot mai lenta odata cu cresterea ordinului matricei sistemului.

Remarci 3.7 Conditia we(0,2) este o conditia necesara pentru convergenta Metodeli
Relaxarii Superioare pentru orice valoare initial a solutiei y(0) si pentru matricea A oarecare.

A fost stabilita complexitatea metodei relaxarii superioare, teoretic. Analizand schema
(3.41) s-a constatat ca pentru realizarea sunt efectuate doua operatii de inmultire a matricei la un
vector si patru operatii aritmetice asupra vectorilor (de adunare, scadere, Inmultire la o constanta,

impartire la o constanta). Daca notam prin nn X nn ordinul matricei A si luand in calcul ca este o
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matrice predominant cinci diagonald, numarul total de operatii la o iteratie a fost calculat in baza
urmatoarelor componente t, = 5nn, ca numar de operatii scalare necesare pentru calcularea
valorilor initiale, t; = 6nn, numarul de adunari/scaderi ale scalarilor necesare la realizarea unei
iteratii interne, t, = 6mn, numarul de inmultiri/impartiri ale scalarilor efectuate la realizarea unei
iteratii interne.

Numarul minim de iteratii necesar k, estimat teoretic in cazul MRS, pentru determinarea

solutiei cu exactitatea prestabilita este

(3.42)

1 ) 2NM 1
eroare

ko (eroarea) = ln( F—— 0,64 « NM = In

eroare

unde NM numarul de noduri ale retelei pe o directie. Astfel, numarul minim de iteratii este
proportional cu numarul de noduri pe o directie, de unde rezulta ca este proportional cu radacina
din numirul de necunoscute ale sistemului algebric vnn.

Numarul total de operatii, necesar pentru calcularea solutiei sistemului (3.1), (3.8), (3.15),
este T =45+«nn=*ky+ 5+*nn operatii.

Conform teoriei, viteza de convergentd a metodei iterative p in cazul MRS este

_ 7\ /2 .
p= (1 ‘/E) , &= % 7, = 2sin? — Yy = %cosz%hl (3.42)

1+,/& 2NM’
unde h; este pasul retele, y; si y, sunt valorile proprii ale lui A, maximala si minimala, respectiv.
Ordinul de convergenta al MRS, estimat teoretic, este

I(h) (3.43)

Rezultate numerice, obtinute in urma experimentelor asupra algoritmului modelarii
numerice a diodei semiconductoare cu utilizarea Metodei Relaxari Superioare (a)opt = 1,64):

a) Tabelul numarului mediu de iteratii, efectuate pentru calcularii solutiilor cu
exactitatea prestabilitdi de ordinul 107!° obtinut in urma masurarilor experimentale asupra
algoritmului numeric ce modeleaza matematic procesele neliniare in dioda semiconductoare
(cazul MRS), implementat pe o retea de noduri (16 x 32):

Tabel 3.3: Numirul mediu de iteratii. Cazul tripletului de necunoscute { ¢, n si p} cu
aplicarea MRS

nr. de iteratii nr. de iteratii nr. de iteratii ) ..
. ; . ; . d nr. total de nr. de iteratii Durata
interne, interne, interne, . .. ; )
iteratii externe (minute)
() n p
3138 2213 3409 8860 158 5
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b) Suprafetele functiilor ¢, n si p, construite in baza rezultatelor experimentale,
obtinute la rezolvarea problemei diodei semiconductoare cu utilizarea MRS, sunt prezentate in

Anexa 2.

Remarca 3.8 In cazul Metodei Relaxdrii Superioare se cdstigd la viteza convergentei
catre solutia exactd, cu orice aproximare initiala, datorita numarului mai mic de calcule la
fiecare iteratie, in comparatie cu metoda Gauss-Seidel, spre exemplu.

Remarca 3.9 Viteza de convergenta catre solutia exacta este determinata de alegerea
valorii parametrului metodei. Se stie ca pentru rezolvarea unor clase de sisteme rare metoda
relaxatiei necesita 9(nn?) iteratii, iar la utilizarea parametrului optimal w,,, metoda are
ordinul de convergenta 9 (nn) iteratii, nn - numarul de necunoscute ale sistemului algebric.

Remarca 3.10 In caz general nu existi o formuld pentru calcularea valorii optimale a

parametrului metodei w,,,, care ar asigura convergenta cea mai bund a metodei. La rezolvarea
unui sistem de ecuatii cu derivate partiale poate fi folosita formula wq,, =~ 2 —9(h), unde h

este pasul retelei. O estimare mai exactd, in unele Cazuri, a parametrului metodei poate fi facutd

2 < .o
, unde p este raza spectrald a matricei.
1+,/1-p2(D~1(R+L))

folosind formula  w,, =

3.3 Algoritmi ai modelarii numerice a proceselor neliniare in dispozitivul
semiconductor cu aplicarea metodelor iterative combinat

3.3.1 Metoda Gradientilor Conjugati (MGC)

Metoda Gradientilor Conjugati (MGC) poate fi aplicat atat ca metoda directa cat si ca
metoda iterativa. Teoretic, cu utilizarea MGC solutia exacta se obtine in mai putin de m iteratii,
unde m este numarul de valori proprii ale sistemului, distincte. MGC este aplicata si in cazul
cand nu se cunosc limitele diapazonului spectral, iar ordinul matricei A este cu mult mai mare
decat numarul de iteratii necesar pentru a obtine solutia aproximativa cu o eroare prestabilita.

La aplicarea MGC solutia la iteratia curenta (k + 1) poate fi estimatd conform expresiei

y &+ = () 4 7 @k (3.44)
unde w® este vectorul director, iar parametrul T, se alege astfel incat vectorul w® si fie A
conjugat cu vectorul w*~1, adica are loc relatia (w®), Aw*~) = 0.
Valoarea lui Ty se calculeaza din conditia de minimizare a functionalei patratice

(0 ,r()

Tk = (0®,400)

(3.45)

Luand in calitate de valoare initiald a solutiei vectorul y(®) € R™ ea va genera un sir de

aproximari ale solutiei sistemului, conform expresiilor
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y(l) == (E - TlA)y(O) + Tlf (346)

y(k+1) = 41 (E — Tk+1A)y(k) +(1- ak—1)y(k_1) + A1 Trs1S (3.47)
(r(k)’r(k))
Tk+1 = W’ Ty = Ay(k) - f ) k = 0,1,2, ‘e (348)
_ _ _ Tk+1 (TeTE) 1 -1 _
a, =1, apyq = (1 o e ak) , k=12,.. (3.49)

S-a demonstrat ci existd un numir natural k, < m astfel incat elementul y*o) al sirului
(3.49) coincide cu solutia exacta a sistemului u, unde m este numarul de valori proprii
distincte ale matricei caracteristice.

Elementele sirului  y®, y@, y®  y® devin din ce in ce mai fine, in sensul
apropierii lor de solutia exacta, odatd cu cresterea lui k (numarul de iteratii). Pentru eroarea
prestabilita ¢ > 0 solutia aproximativd poate sd se apropie de solutia exactd, adica
|| y ) — u” < g, chiar si pentru o valoare alui k < m, unde u solutia exacta a sistemului.

In cazul unei slabe conditioniri sau a spatiului multidimensional MGC este folositd ca
metoda iterativa, iar calculul solutiei exacte cu ajutorul relatiei (3.47) poate duce la calcule
instabile.

3.3.2 Metoda Gradientilor Bi-Conjugati (MGBIC)

O alta abordare o are metoda gradientilor Bi-Conjugati (MGBIiC), la rezolvarea
sistemelor nesimetrice si anume, calcularea simultand a doud consecutivitati de reziduuri ro,
r @ si de redirectionari w®) si w® pentru matricele A si A%, corespunzitor.

Bygi1 = ag1(B — Tp1 Ay + (1 — iy 1) BYg—1 + Aii1Trar f
By, = (B —-114)yo+t1f yo€H (3.50)
Seriile obtinute sunt considerate ca bi-ortogonale, adica
(f(f))tr(i) = (?(i))tr(f) =0, j<i, pentrureziduuri (3.51)
(ﬁ(i))tAw(j) = (a)(i))tAta(j) =0, j<i, pentruredirectionari (3.52)
Siruri ale reziduurilor si directiilor, construite astfel, satisfac urmatoarea relatie
(F0) W) = (rO) el =0, j<i (3.53)

Algoritmul de utilizare a MGBIC la rezolvarea sistemelor algebrice, cu matricele

caracteristice nesimetrice, a presupus parcurgerea urmatorilor pasi
w® =GO =@ =70 = f _ 4y (3.54)

Urmatoarele aproximari au fost obtinute conform relatiilor
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o0 = )7
(&0) a0
yK+D) = () 4 @), (k)

PR+ () _ (0 440 (O

{t1) — () _ (k) gt o500 (3.55)
w0 _ (.r~(k+1))t.r(k+1)
= (700 7Ry

WD) = () 4 pK) ()
Lo+ = k) 4 g K)

Sunt cunoscute putine rezultate teoretice despre convergenta MGBIiC. Pentru sistemele cu
matrici caracteristice simetrice si pozitiv definite metoda ofera aceleasi rezultate ca si MGC, dar
calculele necesare sunt duble la fiecare iteratie. In practici, pentru matrici nesimetrice
convergenta metodei este de la caz la caz.

Cateva exemple de instabilitati ale calculelor, cu utilizarea MGBIC si moduri de

inlaturare ale lor
~(\E (i . . o ~ 1w 9 . . e
. (r(f)) r® ~ 0, acest tip de instabilitate poate fi inlaturatd prin niste conditii
suplimentare, ceia ce ar duce la incarcarea procesului cu calcule suplimentare,

. (5 (i))tAw(j ) ~ 0, tipul dat de instabilitate apare cand descompunerea LU nu este

reusitd, n acest caz se face o descompunere mai reusita.

3.3.3 Algoritmul numeric cu aplicarea MGC si a MGBIC

La realizarea algoritmului de modelare numerica a dispozitivului semiconductor, descris
in acest subcapitol, la etapa realizarii ciclurilor interne in cadrul cérora sunt rezolvate sistemele
algebrice liniare (3.27) avand ca necunoscuta potentialul electrostatic (¢), (3.28) concentratia de
electroni (n) si (3.29) concentratia de goluri (p), fiecare fiind un sistem de ordinul (NN —
1)(MM — 1), sunt aplicate metodele semi iterative MGC si MGBIiC. Este de mentionat faptul ca
in cazul sistemului (3.27) a fost aplicata MGC (aplicabila in cazul sistemelor algebrice cu
matricea caracteristica simetrica), iar la rezolvarea sistemelor algebrice (3.28), (3.29) MGBIC

(cazul sistemelor algebrice cu matricea caracteristica nesimetrica).

Pasii algoritmului cu aplicarea MGC pentru rezolvarea sistemului liniar (3.27), avand ca

necunoscuta potentialului electrostatic (¢), sunt

Pasul 1 A fost calculat reziduul initial (r® = Ay® — f® } = 1)

(1) _ ) (1) (1 2¢e 6)) 6)) @ 6Y)
q(pl] l] +Nij)_(_+h2)(p +h2 (pl+1]+_(pl]+1+h2 (01 1]+

2
hi,

2¢ (1)
iz Pt
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Pasul 2 A fost calculata redirectionarea initiald (wy, k = 1)

PRCONEC) R = T
w)=r", i=2NN, j=2,MM

Pasul 3 A fost calculati valoarea intermediara  (t,): t® = j=0 |1

FNN+1 MM+ (1)]2
Pasul4 A fost verificata norma vectorului reziduu daca satisface conditia
||r(") || < &. Daca DA atunci — Stop, in caz contrar s-a trecut la pasul urmator.
Pasul5  Au fost calculate componentele urmatorului vector intermediar la iteratia

curentd (k + 1)

(kt1) _ (2e |, 2e) (k) _ 28 (k) _ (k) 2e (k) 2e (k) . _ P
S;j = (h?(l + hzz) w;; W Wiy h2 W; g — ", W;_1 ) W Wy g0l = 2,NN, j =
2, MM

(k)

; A ; (k+1) _ NN (k) | (k+1) (k+1) _ _¢

si a valorilor intermediare 4 = S w sy a vy

Pasul 6  Au fost recalculate componentele potentialului electrostatic (¢), la iteratia

curentd (k + 1):

(pl(]k+1) _ qDl(Jk) n a(kﬂ)wfjk)’ i=L,NN+1, j=1,MM+1 (3.56)

In nodurile de pe frontiera valorile potentialului electrostatic ¢ **1) au fost aproximate
conform sistemului (3.16),(3.17).

Pasul 7  Au fost recalculate componentele reziduului la iteratia curenta (k+1)
(D =50 — qUen IV 22NN j=2,MM
¢(k+1)

2
i i ilai i (k+1) — NN (k+1) (k+1) —
mai apoi valorile intermediare t = = z[T-- , B =5

t

Pasul 8  Au fost recalculate componentele vectorului redirectionarii la iteratia curenta
(k+1)

Wit =D 4 gl < 2NN, j=2,MM

Pasul9 k =k + 1 sis-arevenit la Pasul 4.

Pasii realizati, cu aplicarea MGBIiC, la rezolvarea sistemului liniar (3.28) in necunoscuta
concentratiei de electroni (n) si determinarea unei noi valori n®*Y cu o exactitate

prestabilitd

Pasul1  Au fost estimate valorile initiale (k = 1) ale reziduurilor (r,fk), f,fk)) si cele

ale redlrectlonanlor( ) g )) pentru operatorul sistemului si transpusul sdu, respectiv
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1 _

nij —

W@ _
Nij Pij — f

@) 2 (1) ®
rp(nl(}) i)+Tn( 8)+ni) +( ij Pij ni)(c + CppU )

@®_ @ (1) _ (1) ®_ @) (1) D)

;=0 @7 @;7 -0 ~@;
/ﬂn%o‘rB = s L +UnP<B Y i Un®-B = bil: +UnP<B i b1 \
T Pt Pt Pt (1)
| + +

\ h%, hZ, N j

(1) (1) (1) D ® ®
Pi+1,j"?%ij Pi-1,j"%ij Pij+1~%ij
UnPB — or Un@B| ——— UnPB| ————
T (%4 Pt
® + ) + ®

h2251 i ni+1'j h,zc1 * nl—l,j hazcz * ni,j+1 +
(1) (€D)
ij—1"%ij
Nn‘PTB<—(pT ) (1) -
h%, nj, 1=2NN, j=2,MM
(D _ (1) _ ~(1) @ . J—
rn,i] rnl] wnu (l)nl] L_Z'NN; ] —Z,MM
2
M _ r@ ~(1) _ NN €))
ty = X2 Xjsa|ti| » T = m Z[nU

Pasul 2 S-a verificat dacd normele vectorilor reziduu verificd conditiile

[l <= st 50 <

Thi j
Daca DA atunci — Stop, in caz contrar s-a trecut la pasul urmator.

Pasul 3 Au fost calculate componentele urmatorilor vectori intermediari

w0 _ (0 (0 w_ (0 o(9-o0
@ —0i @i -9 @ -0
/ anorB(—” ”1">+un<prB<—” : 1’) un<pr3<—” "’“)w <P1'B< Pijo \
Pt Pt Pt
+

wh h92€1 h92€2
) ®) O] () (K) ®)
Pit1,j?ij Pi-1,j"%ij Pij+1~%ij
Hn@<B| — —— Hn @Bl — —— Hn@<B| —— ——
(k) (k) (k)
* W, o — *% (), — * @, —
h,zc1 i+1,j h92€1 i—-1,j h)zcz ij+1
®) (9]
Pij-1"%ij
Hn@oB| —— ——
(k)
p Wy i1
hZ,
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(k)_ (k) (k) _ ()
R A 07—,
/ﬂn§013< = @ l+1'}>+ﬂn(PTB< L = 1]>
T Pt

K _ (k) (k) (k)
;i - Qi =
un<prB<—U wtl}+1>+un<prB<—U ¢Tl’] 1)\
~(k ~
S( ) _ | | % o3

nij = \ nz, nz, i,j

(k) (k) (1) (k) (k) (k)
Pit1,j~?%ij Pi-1,j"%ij Pij+1~%ij
Un@B| —— —— Un@ B —— —— Un@B| ————
Pt ") Pt ~(k) Pt )
nZ, " @ir1j T 2 TR nz, * @ijra T
(k) (k)
Lin @B (plj 1 (p”
n¥YrT ot (k)
2z *5’] 11 i=2,NN, j=2,MM
X2

si a urmatoarelor valori intermediare

F) _ MM, (k) (k) ~(k) _ NN vMM ~(&)  ~(k)

Ynij = j=2Wnij " Snij nij = &i=22j=2Wnj " Spij
K =y k) . z(k) K) _ vNN MM () | () k1) _ t®
tt) = tTll] tnl] )/()— i=221 2Vnij " Ynij at +)_m

Pasul4  Au fost calculate componentele concentratiei de electroni (n) la iteratia

curentd (k + 1)

nl(jk+1) l(jk) N a(k+1)wi(]{<), i=TNN+1, j=TMM+1 (3.57)

In nodurile de pe frontiera valorile concentratiei de electroni n®*%) au fost aproximate
conform relatiilor din sistemul (3.16),(3.18).
Pasul5  Au fost recalculate componentele vectorilor reziduu pentru operatorul

sistemului si transpusul sau, la iteratia curentd (k + 1), conform relatiilor

(k+1) _  (k+1) k+1) (K) pt1) _ () k+1) g(K) _ —
Toij = Tij —at +1)Sn ij Thij Tnij —a! +1)Snll i=2,NN, J=
2,MM
si a valorilor intermediare
t(k+1) [ (k+1) ) f‘r(lk+1) _ [ (k+1) F(k+1) — iv=1\§ tr(lkl;rl)

~(k+1)
tTLl]

(k+1)

(k+1) _ ¢
B G

Pasul6  Au fost recalculate componentele vectorilor de redirectionare pentru

operatorul sistemului si transpusul sau, la iteratia curenta (k + 1)

(Ul(Jk+1) (k+1) + ﬁ(k+1)wl(]k)l al(Jk+1) ~(k+1) + ﬁ(k+1) ~(k) i =2,NN, ] =2 MM

Pasul 7 Indicele iteratiei curente si-a marit valoarea k =k + 1 si s-a revenit la

Pasul 2.
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Pasii algoritmului, cu aplicarea MGBIC, realizati pentru rezolvarea sistemului (3.29) in
necunoscuta concentratiei de goluri (p) si determinarea unei noi valori p®*%, cu exactitatea

prestabilita, sunt descrisi in continuare.

Pasull  Au fost estimate valorile initiale (k = 1) ale reziduurilor (r”,7#*) si

. . o - k) ~(k - . . . o .
redirectiondrilor (wz() ), wé )) pentru matricea sistemului si transpusul sdu, respectiv
(€Y) D (1) (1) ® ® (1) (1)
Piv1,j"%ij Pi-1,j~%ij Pij+1~%ij Pij-1"%ij
UpP<B I +uppB — er Un@-B — er +Un®B — er
r = + * p.(l.) —
piJ h, h%, / LJ
v_ 1) ®_, @ ®_, @)
B Pij ~%it1j B Pij ~Pi-1,j B Pij %ij+1
UpPr — o7 UpPr — e UpPr — er
hJZC1 i+1,j hJZC1 i-1,j h)262 L,j+1
@®_, @
B Pij %ij—1
ARG ) ni} pi) -nt 1), @ (1) )
17] 1] l 2
*P T = —(q * —|—(n..p.. —Tl-)(Cnn-- + C p..)
h%, Li=1 Tp(ngjl.)+ni)+rn(p8)+ni) y ot L Y PEy

(D) _ ) _~ _ D . 5NN i — 5T
Toij = Tpij = Wpij = Wy 1= 2,NN, j=2,MM

dupa, au fost calculate urmatoarele valori initiale intermediare

t(l)_ NN MM[ (1)]2 f(l)_ NN MM[F(l) 2
p - =2 4ij=2 pijl p =2 4ij=2 p,ij

Pasul 2 Au fost verificate normele vectorilor reziduu, pentru matricea sistemului si
transpusa sa, daca satisfac relatiile

k) NG
[l <& st 7] <e.

Daca DA atunci — Stop, in caz contrar s-a trecut la pasul urmator.

Pasul 3 Au fost recalculate componentele urmatorilor vectori intermediari la iteratia
curentd (k + 1)

(K ®) () (®) ®) ®) (k) (k)
Piv1,j%ij Pi—1,j”%ij Pij+1”%ij Pij-1"%ij
HpPB| —— —— [FHhpPeB —— Hn@oB| — o |Thn@<B| —— ——
k k
S( i)' — . + - % (‘)i(j) —
(29 h%, h%, / )
B _ () ) _ () B _ B
Pij ~Pit1,j Pij ~Pi-1j Pij ~Pij+1
UpP<B B UpP<B T — UpP<B B a—
(k) (k) )
h;zcl wl+1,j h}%l wl—l,] h;zc-z (Ul,]+1
B _ 1)
1y B Pij %1
pyT Pt ")
nz, * O -1
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o _ 00 o _ 0 w _ 0 o0 00
/ upsofB(—(pi“g bij )"'ﬂp(prB(—(pi_l'; i > ummB(—‘p"'“; %ij )+un<pfs< Lj=17%i) \
T T T

~ (k) ~(k)
S L= +
pij |\ hZ, h%,
(k) _, (k) (k) _, (k) (k) _, (k)
Pij ~Pit1j Pij ~Pi-1j Pij " Pij+1
UpPB o UpPB o UpP<B o
~(k) ~(k) ~(k)
nZ, FWiy; T nZ, FWi_q; T nz, *Wpiy1 T
(k) _, (k)
i
up<pTB<”¢,—r”1>
~(k) s Y eVl
W * 0; 5y, i=2,NN, j=2,MM
dupa, au fost calculate urmatoarele valori intermediare la iteratia curenta (k + 1)
(k) _ MM , (k) (k) ~(K) _ yvNN MM ~(k) | x(k)
Voij = &i=22ij=2Dp,ij " Sp,ij Voij = =2 2ij=2Wp,ij " Sp,ij
(k)
() — NN k) | () k) — i, 00) (0 (k+1) _ t®
t Te2 by B Y 22 22 Ypij T @p S

Pasul 4  Au fost recalculate componentele concentratiei de goluri la iteratia curenta
(k+1)

plD = p® 4 @ D,®  _TNNFT, j=TMM+1L, (3.58)

In nodurile de pe frontiera valorile functiei discrete p®&+V au fost aproximate conform
relatiilor (3.16),(3.19).
Pasul 5  Au fost recalculate componentele reziduurilor pentru matricea sistemului si

transpusa sa, respectiv, la iteratia curenta (k + 1)

(e+1) _ (k+1)  (k+1) _(K) L(k+1) _ (k) _ (k+1)x(k) . .
i = Toij Ay “Spij Tpij T Tpij T %% "Spij i=2,NN, j=2MM

dupa, au fost recalculate valorile intermediare
t(k+1)
t(®)

(k+1) _ MM (k+1) ~(k+1) (t+1) _
t - 2 To,ij Toij 'B

Pasul 6 Au fost recalculati vectorii redirectiondrilor pentru operatorul sistemului si

transpusul sau, respectiv, la iteratia curenta (k + 1)

(k+1) _ (k+1) (k+1) (k) ~(k+1) _ ~(k+1) (k+1) (k) - .
pij Tpij + ﬁ Wp,ijs Wpij = Tpij + 'B W, ij L=2,NN, ] =
2, MM

Pasul 7 Indicele iteratiei curente si-a marit valoarea k =k + 1 si s-a revenit la
Pasul 2.

A fost determinata complexitatea algoritmului de modelare numericd a proceselor
neliniare in dioda semiconductoare, cu aplicarea metodelor MGC si MGBIC, teoretic. Analizand

algoritmii de realizare a unei iteratii interne s-a stabilit ca au fost efectuate, in cazul aplicarii
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MGC o operatie de inmultire a matricei la un vector si noud operatii asupra vectorilor (de
adunare, scadere, inmultire la o constantd, impartire la o constantd), iar la aplicarea MGBIC trei
operatii de Tnmultire a matricei la un vector si doudzeci si doua operatii asupra vectorilor (de
adunare, scadere, inmultire la o constantd, impartire la o constantd). Dacd notdm prin nn X nn
ordinul matricei A si luand in calcul ca este o matrice predominant cinci diagonala, numarul total
de operatii a fost calculat in baza urmitoarelor componente t, = 5n"% + 15nn — 3, ca numir de
operatii scalare necesare pentru calcularea valorilor initiale. Pentru realizarea unei iteratii
interne in cazul MGC t; = nn? + 3nn — 2 este numirul de aduniri/scideri ale scalarilor,
t, = nn? + 6nn + 2 numarul de inmultiri/impartiri ale scalarilor. Pentru realizarea unei iteratii
interne, in cazul MGBIC, t; = 2nn? + 9nn — 7 este numirul de aduniri/scideri ale scalarilor,
t, = 2nn? + 13nn numarul de inmultiri/impartiri ale scalarilor. Astfel, dacd k, este numarul
minim de iteratii necesar pentru determinarea solutiei cu exactitatea prestabilita, atunci numarul
total de operatii pentru calcularea solutiei sistemului (3.1), (3.8), (3.15) este T = (10nn? +
53nn — 14) * ko + 5nn? + 15nn — 3.

Rezultate numerice, obtinute in urma experimentelor asupra algoritmului modelarii

numerice a diodei semiconductoare cu utilizarea MGC si MGBIC:

a) Tabelul numarului mediu de iteratii, efectuate pentru calcularii solutiilor cu
exactitatea prestabiliti de ordinul 1071% obtinut in urma misurdrilor experimentale asupra
algoritmului numeric ce modeleazd matematic procesele neliniare in dioda semiconductoare
(cazul MGC & MGBIC), implementat pe o retea de noduri (16 x 32):

Tabel 3.43: Numarul mediu de iteratii. Cazul tripletului de necunoscute { @, n si p} cu
aplicarea MGC & MGBIC

nr. de iteratii nr. de iteratii nr. de iteratii nr. total de nr. de iteratii Durata
interne, interne interne, : .. ) ; .
iteratii externe (minute)
U n p
88 61 61 210 33 3
b) Suprafetele functiilor ¢, n si p, construite in baza rezultatelor experimentale,

obtinute la rezolvarea problemei diodei semiconductoare cu utilizarea MGC&MGBIC, sunt

prezentate in Anexa 2.

3.3.4 Algoritmul modelarii numerice a dispozitivului semiconductor cu aplicarea
MPC2N si a MGBIC

Deoarece unele metode iterative aplicate la rezolvarea sistemelor algebrice liniare sunt

suficient de sensibile la preconditiondri astfel incat micsorarea pasului retelei si cresterea
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exactitatii erorii ar duce la instabilitatea calculelor, n cadrul acestui subcapitol, la etapa realizarii
ciclurilor interne in cadrul carora sunt rezolvate sistemele algebrice liniare (3.27) In necunoscuta
potentialului electrostatic (¢), (3.28) in necunoscuta concentratiei de electroni (n) si (3.29) in
necunoscuta concentratiei de goluri (p), fiecare fiind un sistem de ordinul (NN — 1)(MM — 1),
au fost aplicate metodele MPC2N si MGBIiC, observand anterior 0 sensibilitate mai mica a lor.
Tinem sd mentionam cd in cazul sistemelor (3.27), (3.28) a fost aplicata MPC2, iar la rezolvarea
sistemului algebric (3.29) MGBIC (cazul sistemelor algebrice cu operatorul nesimetric).

La rezolvarea sistemul algebric liniar (3.27) cu aplicarea MPC2N, descrisa in Capitolul 2,

ai carei parametri Cebisev Ty4q € My au fost calculati conform relatiei (2.63) cu Ty4q €

My, (Optimal)) s-a obtinut o noud estimare a potentialului electrostatic (¢), notata prin ¢ **1_ in
nodurile de pe frontiera valorile potentialului electrostatic (¢) la iteratia curenta (k + 1),au fost
aproximate conform relatiilor (3.17).

La rezolvarea sistemul algebric liniar (3.28) cu aplicarea MPC2N, conform (2.18) ai carei

parametri Cebisev Ty4, € Wy au fost calculati in baza relatiilor (2.63) cu Ty4q1 € My, (omima”,

s-a obtinut o noud estimare a concentratiei de electroni (n), notata prin n®**_ In nodurile de pe
frontiera valorile concentratiei de electroni (n) la iteratia (k + 1) au fost aproximate conform
relatiilor (3.18).

La rezolvarea sistemul algebric liniar (3.29) cu aplicarea MGBIC conform (3.58) s-a
obtinut o noui estimare a concentratiei de goluri (p), notati prin p®**V. In nodurile de pe
frontiera valorile concentratiei de goluri (p) la iteratia (k + 1) au fost aproximate conform
relatiilor (3.19).

A fost stabilitd complexitatea modelului cu aplicarea metodelor MPC2N si cea a MGBIC,
teoretic. Analizand algoritmii de realizare a unei iteratii interne s-a Stabilit ca au fost efectuate, in
cazul aplicarii MPC2N, o operatii de inmultire a matricei la un vector si trei operatii asupra
vectorilor (de adunare, inmultire la o constantd, impartire la o constanta), iar la aplicarea MGBIC
trei operatii de inmultire a matricei la un vector si doudzeci si doud operatii asupra vectorilor (de
adunare, scadere, inmultire la o constantd, impdrtire la o constantd). Daca notdm prin nn X nn
ordinul matricei A si luand in calcul ca este o matrice predominant cinci diagonald, numarul total
de operatii a fost calculat in baza urmitoarelor componente t, = 5nn? + 15nn — 3, ca numir de
operatii scalare necesare pentru calcularea valorilor initiale. Pentru realizarea unei iteratii
interne, in cazul MPC2N, t; = 6nn numarul de adunari/scaderi ale scalarilor, t, = 6nn numarul
de inmultiri/impartiri ale scalarilor. Pentru realizarea unei iteratii interne, in cazul MGBIC,

t, = 2nn? + 9nn — 7, numirul de aduniri/scideri ale scalarilor, t, = 2nn? + 13nn, numairul
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de inmultiri/impartiri ale scalarilor. Astfel, daca k, este numarul minim de iteratii, necesar
pentru determinarea solutiei cu exactitatea prestabilita, atunci numarul total de operatii, pentru
calcularea solutiei sistemului (3.1), (3.8), (3.15), este T = (4nn? + 46nn — 7) * kg + 5nn? +
+15nn — 3.

Rezultate numerice obtinute in urma experimentelor asupra modelului numeric al diodei
semiconductoare cu utilizarea MPC2N si a MGBIC:

a) Tabelul numarului mediu de iteratii, efectuate pentru calcularii solutiilor cu
exactitatea prestabilitdi de ordinul 1071° obtinut in urma maisuririlor experimentale asupra
algoritmului numeric ce modeleaza matematic procesele neliniare in dioda semiconductoare
(cazul MPC2N & MGBIC), implementat pe o retea de noduri (16 X 32):

Tabel 3.5: Numirul mediu de iteratii. Cazul tripletului de necunoscute { @, n si p} cu
aplicarea MPC2N & MGBIC

nr. de iteratii nr. de iteratii nr. de iteratii nr. total or. de iteratii Durata
interne, interne, interne, S - ce freral .
o n ) de iteratii externe (minute)
46201 25451 131 71783 67 540
b) Suprafetele functiilor ¢, n si p, construite in baza masurarilor experimentale,
obtinute la rezolvarea problemei diodei semiconductoare cu utilizarea metodelor

MPC2N&MGBIC, sunt prezentate in Anexa 2.

3.3.5 Algoritmul numeric cu aplicarea Metodelor Parametrilor Cebisev pe 3 Nivele

si cea a Gradientilor Bi Conjugati

In tendinta de a elabora cei mai eficienti algoritmi de modelare numerici a proceselor
neliniare in dispozitivul semiconductor, s-a cautat cai de creare a algoritmilor mai putin sensibili
la preconditionari. O cale de realizare a acestei idei si de elaborare a algoritmului ce modeleaza
functionalitatea diodei semiconductoare a fost utilizarea combinati a metodelor iterative. In
cadrul acestui subcapitol, combinat, la rezolvarea sistemelor algebrice obtinute vor fi utilizate
Metodele Parametrilor Cebisev pe 2 Nivele (MPC3N) si cea a Gradientilor Bi Conjugati
(MGBIC).

La rezolvarea sistemelor (3.27), (3.28) a fost aplicata MPC3N (aplicabila in cazul
sistemelor algebrice cu operatorul simetric sau special), iar la rezolvarea sistemului (3.29)
MGBIC (cazul sistemelor algebrice cu operatorul nesimetric).

La rezolvarea sistemul algebric liniar (3.27), cu aplicarea MPC3N, descrisa in Capitolul 2

(2.79), (2.80) s-a obtinut o noua estimare la iteratia curentd a potentialului electrostatic (¢),
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notatd prin @**_ In nodurile de pe frontiera valorile potentialului electrostatic (¢), la iteratia
(k + 1), au fost aproximate conform relatiilor (3.16),(3.17).

La rezolvarea sistemul algebric liniar (3.28) cu aplicarea MPC3N conform (2.79), (2.80)
s-a obtinut 0 noud estimare a concentratiei de electroni (n) la iteratia curenti, notata prin n*+%,
In nodurile de pe frontiera valorile concentratiei de electroni (n), la iteratia (k + 1), au fost
aproximate conform relatiilor (3.16),(3.18).

La rezolvarea sistemul algebric liniar (3.29) cu aplicarea MGBIiC, pasii de realizare ai
careia sunt descrisi in (3.58), s-a obtinut 0 noud estimare a concentratiei de goluri (p) la iteratia
curenti, notatd prin p®*1. In nodurile de pe frontierd valorile concentratiei de goluri (p), la
iteratia (k + 1), au fost aproximate conform relatiilor (3.16),(3.19).

A fost stabilita complexitatea algoritmului de realizare a modelului numeric cu aplicarea
metodelor iterative MPC3N si cea a MGBIC, teoretic. Analizand algoritmii de realizare a unei
iteratii interne s-a stabilit ca au fost efectuate, in cazul aplicarii MPC3N, doua operatii de
inmultire a matricei la un vector si cinci operatii asupra vectorilor (adunare, scadere, inmultire la
o constanta, impartire la o constanta), iar la aplicarea MGBIC trei operatii de inmultire a matricei
la un vector si doudzeci si doud operatii asupra vectorilor (de adunare, scadere, inmultire la o
constantd, impartire la o constantd). Daca notdm prin nn X nn ordinul matricei A si ludnd in
calcul ca este o matrice predominant cinci diagonald, numarul total de operatii a fost calculat in
baza urmitoarelor componente t, = 5nn? + 15nn — 3, ca numir de operatii scalare necesare
pentru calcularea valorilor initiale. Pentru realizarea unei iteratii interne in cazul MPC3N
t; =10 *xnn, numdrul de adunari/scaderi ale scalarilor, t, = 16 * nn, numarul de
inmultiri/impartiri ale scalarilor. Pentru realizarea unei iteratii interne in cazul MGBIC t; =
2nn? + 9nn — 7, numairul de aduniri/scideri ale scalarilor, t, = 2nn? + 13nn, numarul de
inmultiri/impartiri ale scalarilor.

Astfel, daca k, este numarul minim de iteratii necesar pentru determinarea solutiei cu
exactitatea prestabilitd atunci numarul total de operatii pentru calcularea solutiei sistemului (3.1),
(3.8), (3.15), este T = (4nn? + 74nn — 7) * ko + 5nn? + +15nn — 3.

Rezultate numerice, obtinute in urma experimentelor asupra algoritmului modelarii

numerice a diodei semiconductoare cu utilizarea MPC3N si a MGBiC:

a) Tabelul numarului mediu de iteratii, efectuate pentru calcularii solutiilor cu
exactitatea prestabilitdi de ordinul 1071° obtinut in urma masuririlor experimentale asupra
algoritmului numeric ce modeleaza matematic procesele neliniare in dioda semiconductoare
(cazul MPC2N & MGBIC), implementat pe o retea de noduri (16 X 32):
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Tabel 3.6: Numérul mediu de iteratii. Cazul tripletului de necunoscute { ¢, n si p} cu
aplicarea MPC3N & MGBIC

nr. de iteratii nr. de iteratii nr. de iteratii nr. total or. de iteratii Durata
interne, interne, interne, de iteratii - detteras X
P n » externe (minute)
30531 29625 453259 515525 271 1260
b) Suprafetele functiilor ¢, n si p, construite in baza rezultatelor experimentale

obtinute la rezolvarea problemei diodei semiconductoare cu utilizarea MPC3N&MGBIC, sunt

prezentate in Anexa 2.

Pentru compararea algoritmilor elaborati si descrisi in acest capitol au fost folositi
urmatorii indicatori: 1) numdrul de operatii aritmetice necesare pentru calcularea unei noi
aproximari a functiilor necunoscute la o iteratie, 2) numarul mediu de iteratii interne, 3)
numdarul mediu de iteratii externe, 4) timpul mediu necesar pentru realizarea experimentului
numeric, 5) ordinul de convergenta al metodei.

Rezultatele compardrii sunt expuse in tabelul ce urmeaza.

Tabel 3.7: Numirul mediu de iteratii. Cazul tripletului de necunoscute { @, n si p} pentru
fiecare metoda iterativa aplicata in Capitolul 3.

Modelul Nr. de operatii | Nr de iteratii | Nr de iteratii Durata Ordinul dev
N ’ : ; : experimentului convergenta
simularii necesare interne, Ko externe . -

(min) (teorie)
MIS 36nn 855420 516 480 o(h%)
MGS 60nn 81923 64 30 o(h?)
MSR 45nn 8860 158 5 o(h")
MGC+MGBIC | 10nn°*+53nn-14 210 33 3 o(h%
MPC2+MGBIC | 4nn°+46nn-7 71783 67 540 o(h°)
MPC3+MGBIC | 4nn°+74nn-7 515525 271 1260 o(h?)

Aici, nn x nn este ordinul matricei sistemului, k, numarul mediu de iteratii interne, h

pasul retelei utilizata pentru discretizarea ecuatiilor modelului matematic.

3.4  Concluzii la capitolul 3
Scopul acestei cercetari a fost elaborarea si testarea algoritmilor ce modeleaza numeric

procesele neliniare in dioda semiconductoare, cu identificarea celor mai eficienti.

Urmand realizarea scopului propus in acest capitol au fost descrisi alti sase algoritmi, cu
identificarea celui mai eficient si argumentarea alegerii facute.

Majoritatea metodelor numerice iterative converg suficient de repede daca matricea
sistemului este bine conditionati sau are un numar mic de valori proprii. In caz contrar, cazul
problemei cercetarii (1.17)-(1.19) cu conditii la frontierda de doua tipuri Dirichlet (1.39) si

Neumann (1.40) si datoritd acumularii de erori, chiar daca conform teoriei metodele ar trebui sa
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conveargd dimpotriva, diverg. In cadrul acestui capitol, pentru inliturarea efectelor negative,
cauzate de “rea preconditionarea matricelor” si acumularea erorii exponential, au fost identificate
si ajustate tehnici, dupa aplicarea carora au fost obtinuti algoritmi convergenti, stabili si eficienti.

S-a observat ca instabilitatea calculelor mai poate fi evitata, in mod satisfacator si printr-o
repornire a procesului iterativ, imediat inainte de etapa “aproape de instabilitate”, trecand la o

metoda mai robusta (dar de obicei mai costisitoare).

La finalul capitolului, analizand datele din Tabelul 3.7, ca cel mai eficient algoritm de
modelare numerica a proceselor neliniare in dioda semiconductoare, dintre cei sase algoritmi
elaborati, cu implementarea lor prin crearea softului corespunzator si testarii acestora, descrisi in
cadrul acestui capitol, a fost identificat algoritmul ce utilizeaza combinat metodele Gradientilor

Conjugati si cea a Gradientilor Bi-Conjugati.
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4 MODELAREA MATEMATICA A PROCESELOR NELINIARE iIN
DISPOZITIVUL SEMICONDUCTOR CU APLICAREA METODEI
NEWTON

Metodele numerice sunt acele tehnici care permit transformarea modelelor fizice in
modele numerice (cele ce opereaza pe spatii finite) si presupun algoritmi ce pot fi usor
transformati in coduri sursa, folosind diferite limbaje de programare. Etapa trecerii de la modelul
fizic la cel numeric si anume cu aplicarea unei metode numerice, se face, la general, in baza unor
aproximari. Prin urmare, solutia obtinuta in urma aplicarii metodelor numerice este, de cele mai
multe ori, una aproximativa. Ea poartd numele de solutie numerica si este diferitd de cea exacta.

Problemele pot fi bine conditionate sau slab conditionate. Cand variatii mici ale datelor
de intrare determina variatii mici ale solutiei problema este bine conditionata, iar cand determina
variatii mari ale solutiei este slab conditionata.

Conceptele de stabilitate sau instabilitate numerica se refera la algoritmi ce insotesc
metodele numerice. Algoritmii care se dovedesc a nu amplifica erorile in timpul calculelor se
spune ca sunt stabili din punct de vedere numeric, respectiv, instabili daca produc un astfel de
efect.

In cazul algoritmilor ce oferd solutii aproximative si care converg citre o limita finita,
datorita cumularii erorilor de rotunjire, solutia exactd poate sa se departeze uneori chiar foarte
mult de aceastd limitd. Si Tn acest caz spunem ca algoritmul este instabil.

Cele mai mari erori ce ar putea sd apara la rezolvarea pe cale numerica a problemelor s-ar
obtine in cazul cand ar fi aplicat un algoritm instabil la rezolvarea unei probleme slab
conditionate. Astfel de situatii pot fi evitate prin gasirea metodelor alternative de solutionare mai
stabile si mai bine conditionate, daca acestea exista.

Una dintre cele mai folosite tehnici de rezolvare a ecuatiilor neliniare este metoda
Newton, denumita si metoda Newton-Raphson sau metoda tangentelor. Spre deosebire de alte
metode, pentru fiecare punct din sirul aproximatiilor (x("“)) este necesar atat evaluarea
functionalei ce defineste ecuatia cat si a derivatei acesteia in aceste puncte.

Pentru cazul functionalei multidimensionale metoda Newton ar utiliza urmatoarea

formuld de recurenta

£ (kHD) = (x§k+1)’x(k+1) x(kﬂ)), k=0,123,..

2 )y Am

D) = () _ (] (f(x(k))))_1 . F(x), (4.1)
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unde J ( f (x(k))) este Jacobinul functionalei f si are reprezentarea

af, af,
Z_ﬁ(x(k)) :_Z(X(k)) a_g(x(k)) ﬁ(x(k))

Of2 () L2 ()} () ... ()
J(Fa®)) =] 5 &) 5 G FLGE) - 5 @2
Um ()Y Um ()Y Um0y | Um0
\axl(“) o () () ()

Conditiile de convergentd pentru metoda Newton sunt relativ complexe, ca forma, se
referd nu numai la functionala f(x) ci si la primele sale doua derivate f '(x) si f ''(x). Marele
avantaj al metodei Newton este rata mare de convergenta.

Cu utilizarea metodei Newton, in apropierea solutiei exacte se asigurd practic dublarea
numarului de cifre exacte ale solutiei, calculate iterativ.

Aceasta proprietate “remarcabild” este "cartea de vizita" ce recomanda metoda Newton
ca cea mai eficienta metodd de rezolvare a unei ecuatii neliniare, pentru care este posibila
evaluarea derivatei functionalei acesteia f '(x).

Trebuie de remarcat fraza anterioara "In apropierea solutiei exacte..." si de reamintit
conditiile de convergentd, care se refera atdt la functionala f(x) cat si la primele sale doua
derivate. Din aceste cauze, despre metoda Newton se spune ca are proprietati locale de
convergenta foarte bune, dar se poate comporta “rau” la nivel global. Metoda Newton totusi
poate fi aplicatd ca o procedurd terminald, pentru rafinarea eficientd si foarte rapidd a unei
aproximatii obtinute prin aplicarea, in prima fazd, a unei alte metode, mai putin sensibile din
punctul de vedere al convergentei, dar in principiu mai lenta.

Problema dispozitivului semiconductor, formulatd matematic in Capitolul 1, este o
problema neliniard. Rezolvarea ei se mai complica prin faptul ca are doua tipuri de conditii la
frontiera, Dirichlet si Neumann, Ce actioneaza pe portiuni disjuncte. Pentru rezolvarea ei, la
elaborarea algoritmilor numerici, au fost solutionate mai multe subprobleme. Si anume, in cadrul
cercetarii au fost obtinute rezultate la solutionarea urmatoarelor subprobleme:

Subproblema 1. Realizarea unor analogi numerici reusiti pentru formularea matematica a
problemei dispozitivului semiconductor, ce reprezintd un sistem de trei ecuatii In derivate
partiale neliniare cu doua tipuri de conditii la frontiera, care actioneaza disjunct.

In Capitolul 2, la discretizarea modelului matematic al dispozitivului semiconductor, un

model Drift-diffusion formulat in necunoscutele potentialului electrostatic (¢), cvasi-
potentialelor lui Fermi pentru electroni (¢,) si goluri ((pp), au fost utilizate schemele cu

diferente. La realizarea analogului numeric, dupa discretizarea sistemului (1.17)-(1.19) si a
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conditiilor la frontiera (1.39), (1.40) s-a trecut la sistemul algebric neliniar (2.1), (2.5), (2.9), cu
analogii discreti ai conditiilor la frontiera (2.10)-(2.13). In Capitolul 3, la discretizarea modelului
matematic al dispozitivului semiconductor, model Drift-diffusion formulat in necunoscutele
potentialului electrostatic (¢), a concentratiilor de electroni (n) si goluri (p) au fost utilizate
schemele cu diferente si schema Iui Scharfetter-Gummel. Ca rezultat, dupa discretizarea
sistemului (1.17)-(1.19) cu conditiile la frontiera (1.39), (1.40) s-a obtinut sistemul algebric
neliniar (3.1), (3.8), (3.15) cu analogii discreti la frontiera (3.16)-(3.19).

Subproblema 2. Liniarizarea sistemelor algebrice obtinute dupa realizarea analogilor
discreti pentru modelul matematic al dispozitivului semiconductor.

In Capitolul 2, dupa aplicarea tehnicii de liniarizare si anume ideea algoritmului Gummel,
s-a trecut de la sistemul algebric neliniar (2.1), (2.5), (2.9) la sistemul algebric liniar (2.28)-
(2.30) cu conditiile la frontiera (2.10)-(2.13). In Capitolul 3, dupa liniarizare cu aplicarea ideii
algoritmului Gummel s-a trecut de la sistemul algebric neliniar (3.1), (3.8), (3.15) la sistemul
algebric liniar (3.27)-(3.29) cu conditiile la frontiera (3.16)-(3.19).

Subproblema 3. Separarea sistemului algebric liniar, avand ca necunoscuta un set de trei
functii, in trei sisteme independente, fiecare avand ca necunoscutd doar una dintre functiile
necunoscute ale sistemului rezolvat.

Astfel, algoritmii descrisi in Capitolul 2 realizeaza trecerea de la rezolvarea sistemului
(2.28)-(2.30) cu necunoscuta {<p, O (pp} la rezolvarea a trei sisteme independente, (2.28) in
necunoscuta ¢, (2.29) in necunoscuta ¢, si (2.30) in necunoscuta ¢,,. in Capitolul 3, algoritmii
descrisi realizeaza trecerea de la rezolvarea sistemului (3.27)-(3.29), avand ca necunoscuta
{o,n,p}, la rezolvarea a trei sisteme independente, (3.27) in necunoscuta ¢, (3.28) in
necunoscuta n si (3.30) in necunoscuta p. Separarea a fost obtinutd in urma aplicarii tehnicii
Gummel, la solutionarea Subproblemei 2.

Subproblema 4. Rezolvarea sistemelor algebrice liniare separate, prin diferite metode

iterative aplicabile, realizate in cadrul unor cicluri interne.

In Capitolul 4 va fi descrisi o alti abordare a solutiondrii problemei dispozitivului
semiconductor, realizatd in cercetare intr-o varianta si care difera de cea aplicata in capitolele

anterioare.

Dupa cum a fost mentionat, modelarea matematica a problemei dispozitivului
semiconductor presupune rezolvarea unui sistem de ecuatii in derivate partiale neliniare, cu
conditii la frontierda de doud tipuri. Solutionarea ei a mai presupus elaborarea algoritmilor

numerici, care solutioneaza eficient subproblemele enumerate mai sus. Problema dispozitivului
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semiconductor a fost rezolvata in cadrul cercetarii, iar in Capitolele 2 si 3 au fost descrisi
doisprezece algoritmi numerici, cu identificarea celor mai eficienti. In acest capitol va fi descris
incd un algoritm, care rezolva aceleasi subprobleme, dar diferit si anume cu aplicarea metodei
Newton.

Considerand cazul diodei semiconductoare din siliciu, sistemul de ecuatii in derivate
partiale, care descriu functionalitatea ei (de conductibilitate), formulat in variabilele potentialului
electrostatic (¢), a concentratiilor de electroni (n) si goluri (p), este sistemul (1.17)-(1.19) cu
conditiile la frontiera (1.39), (1.40). Pentru discretizarea ecuatiilor diferentiale au fost
folosite diferentelor finite si schema lui Scharfetter-Gummel. Astfel a fost obtinut analogul
discret al problemei dispozitivului semiconductor si anume sistemul algebric neliniar (3.1), (3.8),
(3.15) cu conditiile la frontiera (3.27)-(3.29).

Vor fi mentionate cateva directii de tratare a solutionarii problemei dispozitivului
semiconductor cu aplicarea metodei Newton, unele dintre ele nefiind realizate in cadrul acestei

cercetari, dar propuse pentru o viitoare cercetare.

Algoritmul 1 pentru modelarea numerica a dispozitivului semiconductor, cu aplicarea
metodei Newton.

Pasul 1. Aplicarea ideii algoritmului Newton, pentru liniarizarea sistemului de ecuatii in
derivate partiale nelineare (1.17)-(1.19) si trecerea la un sistem de ecuatii in derivate partiale
lineare.

Pasul 2. Discretizarea ecuatiilor in derivate partiale lineare, folosind diferentele finite si
schema lui Scharfetter-Gummel.

Pasul 3. Rezolvarea sistemului algebric linear obtinut.

Algoritmul 2 pentru modelarea numerica a dispozitivului semiconductor, cu aplicarea
metodei Newton.

Pasul 1. Discretizarea ecuatiilor diferentiale nelineare ale sistemului (1.17)-(1.19),
folosind diferentele finite si sSchema lui Scharfetter-Gummel.

Pasul 2. Aplicarea ideii algoritmului Newton, pentru liniarizarea sistemului algebric
nelinear si trecerea la un sistem algebric linear.

Pasul 3. Rezolvarea sistemului algebric linear, obtinut dupa realizarea celor pasilor

anteriori.

Pentru o0 mai buna intelegere a algoritmilor propusi, descrierea lor a fost redata in schema
din Anexa 3. Schema propune un sir de algoritmi numerici ce modeleaza matematic procesele

neliniare in dispozitivul semiconductor, cu aplicarea metodei Newton. In cadrul cercetarii a fost
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realizat doar unul dintre ei (evidentiat cu culoarea oranj). Existd asteptari bazate pe teorii si
rezultatele obtinute Tn mod practic ca si algoritmii nerealizati din schema vor da rezultate si ca
printre ei pot fi identificati si alti algoritmi eficienti. Schema poate fi extinsd, cu utilizarea

metodelor directe de rezolvare a sistemelor, spre exemplu.

Varianta geometricd a metodei Newton nu poate fi aplicatd in cazul sistemelor multe
dimensionale. in consecintd, ideea metodei analitice Newton, aplicatd in cercetare la crearea
algoritmilor numerici pentru modelarea matematica a dispozitivul semiconductor, va fi descrisa
succint in continuare.

Fie dat sistemul

f1(xq, X, s %) =0 Xq fi
fa(x1, %2, o ) = 0 X = x2 f= fa = Ff(X) =0
frn(x1, %5, e, %) =0 Xn fn

Notand prin & solutia exacti a sistemului = f (E_ ) = 0.

Presupunem ci la iteratia (p) cunoastem X@ = &=X® 4§50 = §®) = & x@),
Prinurmare f(§)=0 = f(X® +§®) =0 = f(X®) + f/(X®)5P =0
unde f'(X® +§®)=0=

£(x ( ®) 4 5(10) (p) n 5(1)) (p) n 5(10)) =0>f, (xgp)’xgp)’ ...,xfp)) n 51(1))%

Ox1lgm)
5@ 1 s® 4| _
2 0x, x® n 0xn x®
le( ®) 4 S(p) (p) + 5(1)) (p) + 5(10)) =0 f, (x(p)'x(p)' (p)) + 5(1)) 0f,
1 2 9x11 5
(p) 0f2 (p) 0f2
—Z2Z + .-+ 6 — =
2 0x, x® n 0xn x®

fnr( ») + S(p) (p) + 5(1)) (p) + 5(10)) -0 :fn(xip)'xép)’_" (p)) n 6(p) dfn

6x1

x®

() 0fn

et §@) 9
2 s + 46

x® o oaxp

x® B

Astfel f'(X®) =J(X®), unde ] - matricea lui Jacoby si are forma:

gi(g(m) %(X(p)) %(y(zo)) a (X(p))\

X1 Xm
|

J(R®) = g_ﬁ(x(m) afz (X<p)) af2 (X<p)) ;’f (X(p))
n(x®) Un(x) Un(z) = O (x0
Un(k?) Un(x) (i) T ()
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FX®) +J(XP)§® = 0 = 5@ = —J-1(X®)F(XP)
XD = X®) 4 §O) 5 FO+D = 3O — JUXO)F(XD),  p=012,..

Revenind la rezolvarea problemei dispozitivului semiconductor (1.17)-(1.19), cu
conditiile la frontiera (1.39),(1.40), valorile initiale ale potentialului -electrostatic (),
concentratiilor de electroni (n) si goluri (p) au fost calculate conform sistemului (3.16) cu
V, = 0 pe intreg domeniul de definitie Q si notate (™, ™ p),

La urmatoarea etapa a fost organizat un ciclu extern in cadrul caruia, la fiecare iteratie, cu
pasi mici, tensiunea aplicata la anod a fost maritd, iar valorile functiilor necunoscute au fost
recalculate in conditiile echilibrului termodinamic si notate prin @1 n(M+D M+ ynde
(m + 1) iteratia curentd a ciclului extern.

In cadrul ciclului extern a fost organizat ciclul ce rezolva sistemul algebric neliniar (3.1),
(3.8), (3.15) de ordinul (3 *x NN) X (3 x MM) cu conditiile la frontiera (3.17)-(3.19). Valorile
initiale ale functiilor necunoscute in cadrul acestui ciclu au fost egalate cu valorile curente ale
ciclului extern () = M+ p+D) = pM+1D) 5"+ = M+ ynde (n + 1) este iteratia
curentd a ciclului cu n = 0.

In cadrul ciclului ce rezolva sistemul algebric neliniar de ordinul (3 * NN) x (3 * MM)
au fost organizate trei cicluri interne, consecutive, pentru rezolvarea a cate un sistem algebric
liniar de ordinul (NN — 1) X (MM — 1). Valorile initiale ale functiilor necunoscute, pentru
fiecare ciclu intern, au fost egalate cu valorile curente ale ciclului ce le contine
Pl = p(+) - y(old) = y(n+1) = pl) = 1+ ynde (old) este iteratia precedentd a
ciclului intern, iar (n + 1) iteratia curenta a ciclului superior pentru rezolvarea sistemului de
ordinul (3 * NN) X (3« MM).

In cazul sistemului (3.1) au fost folosite notatiile:

0@ (x4, x,) solutia exacta a sistemului (3.1), ©©d) (x,, x,) valoarea calculata la iteratia
precedenta, W(xl, x,) valoarea calculata la iteratia curenta, W(xl, X, ) valoarea initiald a
potentialului electrostatic si é:(p(xl,xz) eroarea.

Prin urmare, sunt adevarate relatiile:

0@ (xy,x,) = M (xy, x,) + 8 (x4, %), pentru prima iteratie (4.4)
W(xl,xz) = W(xl,xz) + 5(,, (x4, x5), pentru iteratia curenta (4.5)

Liniarizarea ecuatiilor sistemului algebric, folosind ideea algoritmului metodei Newton, a

fost realizata prin substituirea relatiei (4.5) in sistemul (3.1). Pentru separarea sistemului (3.1) de

celelalte doua sisteme algebrice (3.8) si (3.15), a fost folositd ideea algoritmului Gummel, in
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calitate de necunoscutd a ramas functia W(xl, X,) exprimata prin relatia (4.5), celelalte doua
necunoscute au fost luate ca constante cu valori calculate la iteratia precedenta n©d (x;, x,),
W(’Cp X3)-

A fost obtinut sistemul algebric liniar in necunoscuta 5(,, (x1,x2)

2¢ 2¢& £ £ £ £ 2¢
(hgzc1 h)zcz ®,Lj h}z{1 @,i+1,j h}z{1 @,i—1,j hgzcz ®,i,j+1 hgzcz ®,i,j—1 h}zc1

ld 3 ld £ ld £ ld ld d la
hz)w(" DO ) T e el A V4N @6)

Rezolvand sistemul algebric (4.6), prin una dintre metodele numerice iterative, in cadrul
unui ciclu intern inferior, a fost calculata valoarea 5(,, (x4, x,) Cu exactitatea prestabilita. In baza
noii valori 5_(9 (x4, x,) a fost recalculata noua aproximare pentru potentialul electrostatic

W(prz) = W(xl,xz) + (ip (x4, x2) (4.7)

Noua valoarea a potentialului electrostatic ((p(”“’w)) a fost obtinuta iterativ, pana la
atingerea exactitatii prestabilite.

La iesirea din ciclul intern (4.6), (4.7) au fost calculate valorile curente ale potentialului
electrostatic (go("ew)) in nodurile de pe frontiera, conform relatiilor (3.16),(3.17). Valoarea
potentialului electrostatic ((p(”“)) in cadrul ciclului comun celor trei functii necunoscute a
primit valoarea potentialului electrostatic obtinuta in cadrul ciclului intern @@+ = g®ew),

Cazul sistemului algebric neliniar (3.8) a fost tratat asemanator. Au fost folosite notatiile:
n©) (x,, x,) solutia exacta a sistemului (3.8), n©d (x,, x,) solutia sistemului calculata la
iteratia precedenta, W(xl, X,) solutia sistemului calculatd la iteratia curentd,

n@™ (x,, x,) valoarea initiald a concentratiei de electroni si 8, (x;, x,) eroarea.

Astfel, sunt adevarate relatiile
n@) (xy, x,) = n (g, %) + 8, (1, X3), pentru prima iteratie (4.8)
nmew) (x,, x,) = nD (xy, x,) + 8, (x1, x5), pentru iteratia curenti (4.9)

Liniarizarea sistemului algebric (3.8) folosind ideea algoritmului metodei Newton a fost

realizatd prin substituirea relatiei (4.9) in sistemul (3.8). Separarea sistemului algebric (3.8) de

celelalte doua sisteme (3.1), (3.15) a fost realizata cu aplicarea algoritmul lui Gummel, in calitate

de necunoscutd a ramas concentratia de electroni n("eW)(x;,x,) exprimatd prin relatia (4.9),

celelalte doua functii potentialul electrostatic si concentratia de goluri au fost luate ca constante,
cu valori calculate la iteratia precedentd @@ (x1,x,) si p@D(x,,x,) , respectiv.

A fost obtinut sistemul algebric liniar in necunoscuta  &,,(x, x)
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( ld) (old) (old)_  (old) (old)_ (old) (old) _ (old)
B ¥ 121; +B ‘/’i,oj _(pigl,j B ‘Pij' _(pi3'+1 +B 4’1‘3‘ “%3'—1
Vr Vr Vr

l\ " " nZ, Onij —
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B Pij  "%Pi+1j +B Pij  TPi-1j B Pij  TPij+1 +B Pij TPij-1
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— +
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h¥, hy,

(old)__ (old) (old)__ (old) (old)__ (old) (old)__ (old)
B (piil,j_(piz' B ‘Pi31,j“”i3' B "’13+1 "’13 B %3_1—%,‘}
T ld) T (old) T (old) T (old)
- @@/ (0 T V— R W—A S N — —

hazcl l+1] hazcl n;_ 1,j hazcz l]+1 hJZCZ i,j—1

. n(ol, (0102 H(nEDp O ) ol
AT e 4P

(old)
+Cpp” )

Un®Pz (410)

Dupa rezolvarea sistemului (4.10), folosind una dintre metodele iterative eficiente, in
cadrul unui ciclu intern, a fost obtinuta valoarea pentru &, (x;,x,) Cu exactitatea prestabilita.
Dupa, a fost estimata noua valoare a concentratiei de electroni, conform expresiei

W(xpxz) = W(xl' x2) + 8, (x4, X3) (4.11)

Valoarea curentd a concentratiei de electroni (n(™e")) a fost calculata iterativ pana la
atingerea exactitatii prestabilite.

La iesirea din ciclul intern (4.10), (4.11) au fost calculate valorile curente ale
concentratiei de electroni n(™") in nodurile de pe frontierd, conform relatiilor (3.16),(3.18). lar
valoarea concentratiei de electroni n™*%) din ciclul comun celor trei functii necunoscute a fost
egalati cu valoarea concentratiei de electroni obtinuti in cadrul ciclului intern n™*+1) = pMew),

La rezolvarea sistemului algebric neliniar (3.15) au fost folosite notatiile:

W(xl, X,) solutia exactd a sistemului (3.15), W(xl, X,) solutia sistemului calculata la
iteratia precedenta, W(xl, X,) solutia sistemului calculata la iteratia curenta,
p@™ (x4, x,) valoarea initiala a concentratiei de goluri si Sp (x4, x,) eroarea.

Prin urmare sunt adevarate relatiile
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P (x,x3) = pt™ (x4, x3) + 8, (x4, %), pentru prima iteratie (4.12)
p®eW) (i1, x3) = pOD (xq, x3) + 6, (%1, X7), pentru iteratia curenta (4.13)
Liniarizarea sistemului algebric neliniar (3.15), cu aplicarea algoritmului metodei lui

Newton, a presupus substituirea relatiei (4.13) in sistemul (3.15). Pentru separarea sistemului

(3.15) de celelalte doua sisteme algebrice (3.1), (3.8) in calitate de necunoscuta a fost lasata
concentratia de goluri p™eW)(x;,x,) exprimati ca in (4.13), celelalte doud functii au fost luate
ca constante, cu valori calculate la iteratia precedentd @ @@ (x;,x,) si n©D(xy, x,).

A fost obtinut urmatorul sistemul algebric liniar in necunoscuta Sp (x1,%5)

(old)__ (old) (old)_ (oldk) (old)_ (old) (old)__ (old)
B ‘9121,]' _(pi,(j) +B q’i21,j _(pi,(j) B "’1(1)+1 "’1? +B ‘Pi,(j)—1 _‘pi,(j)
Vr Vr Vr Vr
_.|_

l hZ, h%, | On.j —

(old) (old) (old) (old) (old) (old)
1+1] B Pij TPi-1 B Pij TPij+1
vVr vVr
~ L5 L6, L6 o1 —
h;q pit+l,j hZ, pi-1,j hZ, pLj+1
( (old) (old))
ij—1
hJZCZ 6p'l']_1 =
(old) (old) (old) (old) (old) (old) (old) (old)
/B Pit1j ~Pij Pi_1j ~Pij Pij+1 ~Pij Pij—1 ~?Pij \
+B B +B
Vr vVr vVr vVr
_ + I:)(old) +
h, h%, L)
@1 _ (old) (1D _ (old) 1D _,(0ld) 1D _,(0ld)
] (pl+1,j ] @5 1, 1] (pl,]'+1 ) (pl,j—l
B =— Bl =4——= B[ —/——= B =——
vr Vr vVr vr
(old) + (old (old (old)
hazcl p1+1 hazcl pl 1,j hJZCZ p1]+ h)zcz pl] 1
n5'Vp(f'—n} (old)._(old) (old) (old)
ij nj [} [} 2 o o
q : (n(old) ) (p(old) )+ (n” Pij ~—h )(Cnni,j + Cpp1] ) /(Hp(Pr) (4.14)
P\Mij ij

Dupa rezolvarea sistemului algebric (4.14), prin una dintre metodele numerice iterative,
in cadrul unui ciclu intern, a fost calculata valoarea Sp (x4, x,) cu exactitate prestabilita. Aceasta
valoare Sp (x4, x,) a fost folosita la determinarea noii aproximari pentru concentratia de goluri

pTeW) (xy, x,) = pOID (xy, x,) + 8, (x4, %7). (4.15)

Valoarea curentd a concentratiei de goluri (p(”ew)) a fost calculatd iterativ, pana la

atingerea unei exactitati prestabilite.
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La iesirea din ciclul intern (4.14), (4.15) au fost calculate valorile curente ale
concentratiei de goluri p™") in nodurile de pe frontierd, conform relatiilor (3.16),(3.19).
Valoarea curenti a concentratiei de goluri p™*+1) din ciclul comun celor trei functii necunoscute
a primit valoarea concentratiei de goluri obtinuta in cadrul acestui ciclu intern p™+1) = p(ew),

Ciclul de rezolvare al sistemului algebric neliniar (3.1), (3.8), (3.15) de ordinul ((3 *
NN) x (3%« MM)) a rulat pani cand a fost calculati solutia sistemului algebric
{p+D, n(+D) (D1 oy exactitatea prestabilitd.

La iesirea din acest ciclu s-a trecut la urmatoarea iteratie a ciclului extern in cadrul careia
valorile externe ale functiilor necunoscute au fost modificate @Mt = @+ M+ —
n+D) pMm+) = pM+D) oy (m + 1) iteratia curenta a ciclului extern. In cadrul aceleasi iteratii
externe a fost maritd tensiunea aplicatd la anod V, si recalculate valorile variabilelor

{(p(m“), <p,(1m+1),goz(,m+1)}, in conditiile echilibrului termodinamic. Procesul iterativ extern a

decurs pana cand V, a depasit valoarea 0,2 A.

A fost stabilita complexitatea modelului numeric cu aplicarea metodelor iterative a
Gradientilor Conjugati (MGC) si cea a Gradientilor Bi Conjugati (MGBIC), teoretic. In cazul
realizarii unei iteratii interne cu aplicarea MGC sunt necesare o operatie de inmultire a matricei
la un vector si noua operatii asupra vectorilor (de adunare, scadere, inmultire la o constanta,
impartire la o constantd), iar la aplicarea MGBIC trei operatii de inmultire a matricei la un vector
si douazeci si doud operatii asupra vectorilor (de adunare, scadere, inmultire la o constanta,
impartire la o constantd). Daca notam prin nn X nn ordinul matricei sistemului A si luand in
calcul ca este o matrice predominant cinci diagonala numarul total de operatii la o iteratie a fost
calculat in baza urmatoarelor componente t, = 5nn? + 15nn — 3, ca numir de operatii scalare
necesare pentru calcularea valorilor initiale. Pentru realizarea unei iteratii interne in cazul MGC
t; = nn? + 3nn — 2, numirul de aduniri/scaderi ale scalarilor, t, = nn? + 6nn + 2, numarul
de inmultiri/impartiri ale scalarilor. Pentru realizarea unei iteratii interne in cazul MGBiC
t; = 2nn? 4+ 9nn — 7, numirul de adundri/scideri ale scalarilor, t, = 2nn? + 13nn numirul de
inmultiri/impartiri ale scalarilor. Astfel, daca k, este numarul minim de iteratii, necesar pentru
determinarea solutiei cu exactitatea prestabilitd, atunci numarul total de operatii pentru
calcularea solutiei sistemului (3.17), (3.18), (3.19) este T = (10nn? + 53nn — 14) =<k, +
5nn? + 15nn — 3.
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Rezultate numerice, obtinute in urma experimentelor asupra algoritmului modelarii
numerice a proceselor neliniare in dioda semiconductoare, cu utilizarea ideii algoritmului

Newton la liniarizare

a) Tabelul numarului mediu de iteratii, efectuate pentru calcularii solutiilor cu
exactitatea prestabilitdi de ordinul 1071% obtinut in urma maisuririlor experimentale asupra
algoritmului numeric ce modeleaza matematic procesele neliniare in dioda semiconductoare
(cazul MGC&MGBIC), implementat pe o retea de noduri (16 X 32):

Tabel 4.1: Numérul mediu de iteratii. Cazul tripletului de necunoscute { ¢, n si p} cu
aplicarea MGC&MGBIC si a Metodei Newton

nr. de iteratii nr. de iteratii nr. de iteratii nr. total de or. de iteratii Durata
interne, interne interne, . . ) ; .
iteratii externe (minute)
U n p
64 36 36 136 25 3
b) Suprafetele functiilor ¢, n si p, construite in baza rezultatelor experimentale

obtinute la rezolvarea problemei diodei semiconductoare cu utilizarea MGC&MGBIC, sunt

prezentate in Anexa 2.

Concluzii la capitolul 4

Problema dispozitivelor semiconductoare este una dintre cele mai complicate in practica
inginereasca. In Capitolul 4 a fost descris algoritmul numeric, care solutioneazi problema
dispozitivului semiconductor, folosind pentru liniarizarea ecuatiilor modelului matematic (3.1),
(3.8), (3.15) ideea algoritmului metodei Newton. Utilizarea metodei Newton a fost facuta in linii
generale, fiind descris si realizat un singur model numeric.

Algoritmul numeric elaborat si descris in cadrul acestui capitol, cu implementarea lui prin
crearea softului corespunzitor, are 0 viteza de convergentd moderati. In timpul testarii modelului
numeric s-a observat ca la utilizarea metodei lui Newton eficienta modelului creste odatd cu
cresterea exactitatii valorii initiale, cel mai mult timp a durat prima iteratie interna. Comparand
modelul descris in cadrul acestui capitol cu modelele descrise in Capitolul 2 si Capitolul 3 se
utilizarea metodei Newton la realizarea modelelor numerice pentru solutionarea problemei
dispozitivului semiconductor este una de perspectiva.

Afirmatiile teoretice despre utilitatea metodei Newton, in cazurile problemelor neliniare,
au fost confirmate si in cazul problemei acestei cercetari, fiind nu doar neliniara dar si cu doua
tipuri de conditii la frontierd, ce actioneaza disjunct, chiar dacd a fost aplicatd doar la liniarizarea

ecuatiilor.
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Ce tine de 0 viitoare cercetare, cu utilizarea metodei Newton. Este recomandat ca prima
aproximare a solutiei, pentru o localizarea ei, sa fie obtinuta cu ajutorul unei metode numerice
mai putin sensibila la aproximatia initiala, dar posibil mai lenta. Timpul ar putea fi recuperat in
cadrul urmatoarelor iteratii, cu aplicarea metodei Newton. Posibil, astfel ar mai putea fi elaborati
si alti algoritmi eficienti, pentru modelarea numerica a proceselor neliniare in dispozitivul

semiconductor.
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CONCLUZII GENERALE SI RECOMANDARI

Cercetarea realizata in domeniul modelarii matematice a proceselor neliniare in dioda

semiconductoare a condus la urmatoarele concluzii si recomandari.

Problema modelarii matematice a proceselor neliniare in dispozitivul semiconductor, este
0 problema neliniara mixtad, cu conditii la frontierda de doua tipuri Dirichlet si Neumann ce
actioneaza pe portiuni disjuncte ale ei. A fost examinat cazul stationar.

In cadrul cercetirii au fost obtinute urmatoarele rezultate:

1) A fost elaborat modelul numeric ce modeleaza matematic functionalitatea diodei
semiconductoare cu aplicarea metodei iteratiilor simple in doua variante, prin setul de variabile:
potentialul electrostatic, concentratiile de electroni si goluri si prin setul: potentialul
electrostatic, cvasi-potentialele lui Fermi pentru electroni si goluri.

2) A fost elaborat modelul numeric ce modeleaza matematic functionalitatea diodei
semiconductoare cu aplicarea metodelor iterative triunghiulare in doua variante, prin setul de
variabile: potentialul electrostatic, concentratiile de electroni si goluri si prin setul: potentialul
electrostatic, cvasi-potentialele lui Fermi pentru electroni si goluri.

3) A fost elaborat modelul numeric ce modeleaza matematic functionalitatea diodei
semiconductoare cu aplicarea metodei variationale a parametrilor Cebisev pe doud nivele intr-0
variantd, prin setul de variabile: potentialul electrostatic, cvasi-potentialele lui Fermi pentru
electroni si goluri.

4) A fost elaborat modelul numeric ce modeleazd matematic functionalitatea diodei
semiconductoare cu aplicarea metodei iterative a parametrilor Cebisev pe trei nivele intr-0
variantd, prin setul de variabile: potentialul electrostatic, cvasi-potentialele lui Fermi pentru
electroni si goluri.

5) A fost elaborat modelul numeric ce modeleaza matematic functionalitatea diodei
semiconductoare cu aplicarea metodei semi iterative a gradientilor conjugati intr-o varianta, prin
setul de variabile: potentialul electrostatic, cvasi-potentialele lui Fermi pentru electroni si
goluri.

6) A fost elaborat modelul numeric ce modeleaza matematic functionalitatea diodei
semiconductoare cu aplicarea combinatd a metodelor numerice intr-o varianta, prin setul de
variabile: potentialul electrostatic, concentratiile de electroni si goluri. Algoritmii numerici au
fost elaborati cu utilizarea urmatoarelor combinatii ale metodelor numerice: metoda parametrilor

Cebisev pe doua nivele & metoda gradientilor bi conjugati, metoda parametrilor Cebisev pe trei
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nivele & metoda gradientilor bi conjugati, metoda gradientilor conjugati & metoda gradientilor
bi conjugati.

7) A fost elaborat modelul numeric ce modeleaza matematic functionalitatea diodei
semiconductoare, prin setul de variabile: potentialul electrostatic, concentratiile de electroni si
goluri, cu aplicarea metodei lui Newton la liniarizarea ecuatiilor in derivate partiale neliniare,
fiind o abordare diferita fata de cea aplicata in capitolele precedente.

Astfel, in baza constatarilor de mai sus, pot fi formulate urmatoarele contributii personale
in obtinerea rezultatelor enumerate:

1) Implementarea schemelor in diferente si a schemei Scharfetter-Gummel ecuatiilor cu
derivate partiale neliniare si conditiilor la frontierd, pentru problema cercetarii, astfel obtinandu-
se echivalentii discreti ai acestora: capitolul 2, paginile 39-42; capitolul 3, paginile 88-93.

2) Aplicarea ideilor metodelor Gummel si Newton pentru liniarizarea sistemelor
algebrice si astfel realizand trecerea la echivalentii liniari ai acestora: capitolul 2, paginile 47; 48;
capitolul 4, paginile 122-126.

3) Sistemelor algebrice liniare obtinute le-au fost aplicate scheme ale diverselor metode
iterative, semi-iterative, variationale, pe doua nivele, pe trei nivele. In cazul fiecarei metode
iterative si a schemei acesteia, fiind in situatia calculului numeric, care datorita erorilor si altor
factori pot duce la divergenta rezultatelor fata de cele asteptate, au fost facute studii individuale.
Unul dintre aceste studii, cazul Metodei parametrilor Cebisev pe doud nivele, a fost descris In
capitolul 2, paginile 63-65.

4) Fiecare model numeric elaborat a fost implementat, sub forma de program MatLab
pe sistemul de calcul, al cdrui parametri au fost descrisi in Introducere. Softul corespunzator,
poate fi folosit la modelarea reala a dispozitivelor semiconductoare.

Principalele rezultate stiintifice, obtinute in cadrul cercetarii, au fost prezentate la
urmatoarele conferinte:

1. PATIUC V., SPRINCEAN G. Algoritmul de calcul paralel a parametrilor in
dispozitivele semiconductoare. Modelare Matematica, Optimizare si Tehnologii Informationale
(MMOTI 2014). Conferinta Internationald. In: materialele conferintei, vol. I, Chisiniu, 25-28
martie 2014, editia a 4-a, pp. 174-183.

2. SPRINCEAN G. Calcularea parametrilor in dispozitivele semiconductoare. Tendinte

Contemporane ale Dezvoltarii Stiintei: Viziuni ale Tinerilor Cercetatori. Conferinta Stiintifica

International a Doctoranzilor. In: teze ale conferintei, Chisinau, 10 martie 2015, p. 41.
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3. SPRINCEAN G. Calcularea parametrilor in dispozitivele semiconductoare.
Integrarea prin Cercetare si Inovare (IPCI 2015). Conferinta Stiintifica Nationala cu Participare
Internationala. In: rezumate ale comunicirilor, Chisinau, 10-11 noiembrie 2015, pp. 174-177.

4. SPRINCEAN G. Chebyshev method for calculating parameters of semiconductor
devices. Mathematics & Information Technologies: Research and Education (MITRE-2016).
International Conference. In: book of abstracts, Chisinau, June 23-26, 2016, 70-th edition, pp.
62-63.

5. SPRINCEAN G. Calcularea parametrilor in dispozitivele semiconductoare utilizand
metoda parametrilor Chebyshev. Integrarea prin Cercetare si Inovare (IPCI 2016). Conferinta
Stiintificd Nationala cu Participare Internationala. In: rezumate ale comunicarilor, Chisindu, 28-
29 septembrie 2016, pp. 261-265..

6. PATIUC V., SPRINCEAN G. A comparation of some numerical methods for
semiconductor device problem. The 25 Conference on Applied and Industrial Mathematics
(CAIM-2017). International Conference. In: book of  abstracts, lasi - Romania,
September 14-17, 2017, pp. 54-55.

7. SPRINCEAN G. A comparation of some numerical methods for semiconductor device
problem. International Conference on Applied and Pure Mathematics (ICAPM-2017), 5™ edition.
In: book of abstracts, lasi - Romania, November 2-5, 2017, pp. 21-22.

8. SPRINCEAN G. Determinarea functionalitatii diodei semiconductoare in spatiul
bidimensional. Modelare Matematica, Optimizare si Tehnologii Informationale (MMOTTI 2018).
Conferinta Internationald. in: materialele conferintei, Chisinau, 12-16 martie 2018, editia a 5-a,
pp. 193-200.

9. SPRINCEAN G. A Comparation of Some Numerical Methods for Semiconductor
Device Problem. International Conference on Mathematics, Informatics and Information
Technologies dedicated to the eminent scientist Valentin Belousov (MITI 2018): Alecu Russo
Balti State University, Republic of Moldova. In: communications, April 19-21, 2018, pp. 23-24.

10. SPRINCEAN G. Chebyshev parameters applied to modeling nonlinear processes
in semiconductor devices. The Fifth Conference of Mathematical Society of the Republic of
Moldova (IMCS-55). International Conference. In: proccedings of the conference, Chisinau,
september 28 - october 1 2019, pp. 237-242.

11. SPRINCEAN G. Aplicarea metodelor directe la modelarea numerica a
proceselor neliniare in dispozitivele semiconductoare. Integrarea prin Cercetare si Inovare (IPCI
2019). Conferinta Stiintifici Nationali cu Participare Internationali. In: rezumate ale

comunicarilor, Chisinau, 7-8 noiembrie 2019, pp. 271-276.
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12. SPRINCEAN G. Comparative analysis of linearization techniques when
modeling nonlinear processes in semiconductor devices. Mathematics & IT: Research and
Education (MITRE-2021). The 75th International Conference. In: book of abstracts, Chisinau,
July 01-03, 2021, p. 80.

Rezultatele obtinute contribuie la extinderea ariei de cercetare a problemei de modelare
matematica a proceselor neliniare in dispozitivele semiconductoare. Modelele numerice
elaborate au valoare stiintificd datorita gradelor de noutate, diversitate, originalitate aplicate in
cadrul realizarii lor pentru rezolvarea problemei dispozitivului semiconductor, cu identificarea
celor mai eficiente. Rezultatele obtinute pot fi utilizate in diverse domenii, atdt cu caracter
stiintific cat si aplicativ.

Recomandiri si sugestii privind cercetarile de perspectiva

1) Rezultatele cunoscute pana in prezent aratd ca cercetarile ce tin de modelarea
matematicd a proceselor neliniare in dispozitivele semiconductoare, cat si argumentarea lor
teoreticd, nu sunt finalizate. Insdsi rezultatele obtinute si prezentate in tez au dus la extinderea
domeniului de solutionare a problemelor neliniare.

2) O directie de realizare a unei viitoare cercetari, ce tine de obtinerea algoritmilor
numerici eficienti care modeleazd matematic procesele neliniare 1in dispozitivele
semiconductoare ar fi utilizarea metodei Newton mai pe larg si nu doar la etapa de liniarizare.
Cativa algoritmi de realizare a acestei directii sunt descrisi In Anexa 3.

3) O alta directie a unei viitoare cercetari, ce tine de obtinerea algoritmilor numerici
eficienti care modeleaza matematic procesele neliniare in dispozitivele semiconductoare ar fi

utilizarea calculului paralel.
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Anexa 1

ANEXE

Solutiile problemei de modelare matematica a proceselor neliniare in dioda semiconductoare confectionatd din siliciu, formulata prin
variabilele potentialului electrostatic si a cvasi-potentialelor lui Fermi pentru electroni si goluri.

Al.l Suprafetele potentialului electrostatic ((p(o)), a cvasi-potentialelor Fermi pentru electroni ((p,(LO)) si goluri ((pz(,o)) cu valori initiale, calculate
pentru tensiunea aplicata la anod U = 0V conform formulelor (2.10).

Cvasi-potentialul lui Fermi vs valoarea initiala

potentialul electrostatic (V)

vs val initiala

x2(microni) 0o 0 x1(microni)

cvasi-potentialul lui Fermi pentru electroni
=
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Cvasi-potentialul lui Fermi vs valoarea initiala
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cvasi-potentialul lui Fermi pentru goluri
[
S 4 =
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Al.2 Suprafetele potentialului electrostatic (@), a cvasi-potentialelor Fermi pentru electroni (¢,,) si goluri ((pp), calculate pentru tensiunea aplicata
din exterior laanod U = 0.1V.

potentialul electrostatic()V’

Potentialul electrostatic vs tensiunea aplicata la anod Va=0.1V
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Cvasi-potentialul lni Fermi vs tensiunea la anod Va=0.1V

Cvasi-potentialul lui Fermi
pentru goluri
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Al.3 Suprafetele potentialului electrostatic (@), a cvasi-potentialelor Fermi pentru electroni (¢,,) si goluri ((pp), calculate pentru tensiunea aplicata
din exterior laanod U = 0.2V

-19
Potentialul electrostatic vs tensiunea aplicata la anod Va=0.1V x10 Cvasi-potentialul lui Fermi pentru goluri
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ANEXA 2 Solutiile problemei de modelare matematica a proceselor neliniare in dioda semiconductoare confectionata din siliciu, formulata prin
variabilele potentialului electrostatic si a concentratiilor pentru electroni si goluri.

A2.1 Suprafetele potentialului electrostatic ((p(o)), a concentratiilor de electroni (n(o)) si goluri (p(o)) cu valori initiale, calculate pentru tensiunea
aplicata la anod din exterior U =0 V.

A2.2 Suprafetele potentialului electrostatic (@), a concentratiilor de electroni (n) si goluri (p), calculate pentru tensiunea aplicata la anod din
exterior U = 0.1 V.




exterior U = 0.2V

e

A2.3 Suprafetele potentialului electrostatic (@), a concentratiilor de electroni (n) si goluri (p), calculate pentru tensiunea aplicatd la anod din
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ANEXA 3 Schema propusa pentru elaborarea algoritmilor numerici, ce modeleaza matematic procesele neliniare in dispozitivele semiconductoare,
cu aplicarea metodei Newton. Algoritmul evidentiat cu culoarea oranj a fost realizat in cadrul cercetarii.

Algoritmi ai modelarii
numerice a proceselor
neliniare in
dispozitivul
semiconductor, cu
utilizarea metodei
Newton si care
presupune rezolvarea
unui sistem de 3
ecuatii in derivate
partiale neliniare
((2.17)-(1.19)),
cu doua tipuri de
conditii la frontiera
(1.39),(1.40)

Ecuatiile modelului
matematic sunt
liniarizate, utilizénd
ideaalgoritmului
metodei Newton.

Ecuatiile modelului
matematicsunt
liniarizate, partial
utilizand ideea
algoritmului metodei
Newton, partialideea
algoritmului metodei
Gummel.

Ecuatiile modelului
matematicsunt
liniarizate, utilizand
ideea algoritmului
Gummel.

Ecuatiile modelului
matematicsunt
discretizate, folosind
diferentelefinite sau
schema lui
Scharfetter-Gummel.

Folosind ideea algoritmului
Gummel, ecuatiile sistemului
algebric liniar suntseparate si poate

Utilizind diferentele
finite sau schema lui
scharfetter-Gummel,

este discretizat sistemul firezolvatca un sistemcu3 Folosind metodele iterative,
de ecuatii in derivate necunoscute sau ca 3 sisteme de este rezolvat un sistem cu 3
ordin redus cu o necunoscuta. necunoscute

partiale liniare.

Folosind metodele iterative, sunt
rezolvate trei sistema cu o
necunoscutd, dupa revenindu-se la
ciclul superior, pentru a fi calculata
solutia sistemuluicu 3
necunoscute,

Utilizand diferentelefinite sau schema
lui Scharfetter-Gummel, este
discretizat sistemnul de ecuatii in
derivate partiale liniare.

Folosind ideea algoritmului
- ) Gummel, ecuatiile sistemului
tE‘“a'E_'"E '“"z‘lj_'“— '_“"_"m algebricliniar sunt separate si poate
matematic suntlinlarzate, .
tilzind des2ieotmubaly oo ey cad aistamae e
metodei Newton.
ordin redus cu o necunoscuta.

Folosind metodele iterative,
este rezolvat un sistemcu 3

necunoscute
Ecuatiile modelului matematic sunt
liniarizate, partial utilizand ideea
' Folosi i i
algoritmului metodei Newton, partial © ?:zﬁun;f:::ﬁ; Sttir:_; cf; : unt
ideea algoritmului metodei Gummel. necunoscutd, dupa revenindu-se la
¥
riclul superior, pentru a fi calculatd
Ecuatiile modelului solutia sistemuluicu 3
matematicsunt liniarizate, necunoscute.
utilizénd ideea algoritmului
Gummel.
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