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1. REPERE CONCEPTUALE ALE CERCETARII

Actualitatea si importanta problemei abordate. Teoria cvazigrupurilor isi ia inceputul in
anii 20-30 ai secolului XX, dupa publicarea lucrarilor fundamentale ale lui David Hilbert, la
sfarsitul secolului XIX, care tin de axiomatizarea matematicii si, in particular, de axiomatizarea
geometriei, aparitia lucrarilor referitoare la diferite sisteme de axiome, in general la sistemele de
axiome ale diverselor geometrii, inclusiv geometriei euclidiene, geometriei proiective,
geometriei Lobacevschi, in dimensiunile 2 si 3.

Insusi termenul ,,cvazigrup” a aparut in lucrarea lui Ruth Moufang [1] consacratd prob-
lemelor coordinatizarii planurilor proiective. Putem afirma, de asemenea, ca termenul
“cvazigrup” a aparut in studiul independentei axiomelor planului proiectiv. In lucririle sale
Moufang prin cvazigrup percepea obiectul, care acum este numit bucli Moufang. In termeni
moderni, ea a definit bucla Moufang ca o IP-bucla (Q,") cu “asociativitate slaba”.

Peste doi ani dupa aparitia lucrarilor Moufang a fost publicata 0 lucrare importanta la tema
cvazigrupurilor de Gerrit Bol (1937), si anume “Gewebe und Gruppen”. Bol a abordat notiunea
de cvazigrup din punct de vedere geometric. El construieste trei noi configuratii U1, U2, U3 si
aratd ca cele trei figuri U impreuna implica numai legea a [b (cb)] = [(ab) c] b, care este
tocmai una din identitatile Moufang. Mai mult, Bol explicd semnificatia algebrica a fiecarei din-
tre figurile U, ca Ul si U2 corespund unor legi care sunt numite in prezent identitatile Bol la
dreapta si Bol la stanga.

In plus mai existau deja si cteva publicatii americane pe cvazigrupuri: (1937) “Teoria
cvazigrupurilor”, de Hausmann si Ore; (1939) “Cvazigrupuri, care verificd anumite legi asocia-
tive generalizate”, de Murdoch; (1940) “Cvazigrupuri”, de Garrison.

Toti cei trei autori au folosit deja termenul "cvazigrup" intr-un sens mai larg, asa cum il
folosim acum, si nu doar ca sistemul Q* al lui Moufang.

Primele publicatii care au introdus termenul "bucld" au fost cele doud lucrari foarte im-
portante pe care Albert le-a scris in 1943: Quasigroups. I si Quasigroups. II [2, 3]. Mentionam si
lucrarile lui K. Toyoda [4], R. H. Bruck [5], R. Baer [6, 7].

Pand in prezent buclele Moufang si buclele Bol sunt cele mai studiate in teoria
cvazigrupurilor. In general sau studiat buclele Bol medii. Lucririle publicate de Jaiyéola T.
G., David S. P. si Oyebola O. O. (2021); Abdulkareem A. O. si Adeniran J. O. (2020) sunt dedi-
cate cercetirii acestor bucle. In lucrarea P. Sarbu si I. Grecu s-a demonstrat ci buclele comuta-
tive cu flexibilitate invarianta sub izostrofia buclelor sunt bucle Moufang. In special, s-a obtinut

ca IP-buclele comutative cu flexibilitate universala sunt bucle Moufang. Onoi V. L. si Ursu
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L. A., folosind abordarea izotopica, au generalizat conceptul buclei binare Moufang in cazul n-ar
(n> 2).

In anii 30 ai secolului XX a fost introdusa notiunea de retea. In terminologia teoriei retele-
lor notiunea de cvazigrup are o interpretare geometrica clara [8].

Pentru cvazigrupuri, in special cele legate de combinatorica, au fost determinate si activ
cercetate diferite transformari (morfisme), printre care de mentionat: izomorfismele, automor-
fismele, izotopiile, autotopiile, izostrofiile, autostrofiile, pseudoautomorfismele, izotopiile
generalizate. Automorfismele si grupurile automorfismelor buclelor au fost cercetate de catre
A.A. Albert inca in primele lucrari ce tin de teoria cvazigrupurilor [2]. Conceptul de parastrofie
in general a fost introdus de catre A. Sade 1n Franta in anii 1950. Pseudoautomorfismele au fost
definite si cercetate de catre R.H. Bruck in lucrarea “Pseudo-automorphisms and Moufang
loops”, 1952.

Definitia: G-bucla este bucla izomorfa tuturor buclelor izotope ei, are o origine geometrica.
R.H. Bruck in lucrarea sa in 1971 a evidentiat ca o problema nerezolvata este problema descrierii
G-buclelor. Din punct de vedere geometric, problema lui Bruck a fost rezolvata de catre Barlotti
si Strambach. Belousov a rezolvat aceasta problema si a demonstrat ca bucla (L,") este G-bucla
daca si numai daca orice element al ei este companionul caruiva pseudoautomorfism la dreapta si
caruiva la stanga al buclei (L,) ( [8], Teorema 3.8). Rezultatele lui V. D. Belousov deschid calea
citre cercetarea G-proprietatilor, adicd citre cercetarea G-buclelor si G-cvazigrupurilor. In ultimii
ani, teoria G-buclelor s-a dezvoltat foarte activ. Sunt descoperite clase noi de G-bucle. Ramane
nerezolvata problema cercetarii GA-cvazigrupurilor la stanga, la dreapta si medii.

in Republica Moldova, V. Belousov (1925-1988) si discipolii sdi (Florea, Basarab, Gvara-
mia etc.) au obtinut rezultate fundamentale in teoria cvazigrupurilor. Cvazigrupurile Moufang,
care sunt studiate intens in prezent, au fost definite si cercetate de citre V. Belousov. In lucrarea
sa Dudek W. A. a descris forma liniard a acestor cvazigrupuri si S-au caracterizat parastrofii lor.
Florea I. A. a introdus in 1965 o clasa speciald de cvazigrupuri, pe care 0 numim cvazigrupuri
Bol [9]. In 1976 a cercetat relatia cvazigrupurilor tranzitive la stanga cu cvazigrupurile Bol [10].
Apare problema de a prelungi cercetarea relatiilor unor clase cunoscute de cvazigrupuri cu
cvazigrupurile Moufang, Bol la stanga, la dreapta s.a.

Aproape toate clasele bine cunoscute (clasice) de cvazigrupuri si bucle poseda proprietati
de inversabilitate. Cel mai des aceste cvazigrupuri poseda una din proprietatile 1P, LIP, RIP,
WIP sau CI. IP- si LIP- buclele au fost definite in lucrarea lui R. Moufang [1]. WIP-buclele — in
lucrarea lui R. Baer [6], iar CI-buclele au fost definite de catre Rafael Artzy [11]. V. D. Belousov



si B. V. Turcan au definit si studiat CI-cvazigrupurile [12]. Apare problema de a continua studiul
proprietatilor unor cvazigrupuri cu proprietate de inversabilitate (WA-, Cl-cvazigrupuri).

In lucrarea lui F. Fenyves, “Extra loops II. On loops with identities of Bol-Moufang type”,
(1969) s-au enumerat 60 de identitati, numite de tip Bol-Moufang. Ele includ identitatile Bol la
stanga, Bol la dreapta si cele patru identitdti Moufang. Aceste identitati reprezintd o formad mai
slaba a legii asociative, iar in cazul buclelor, unele dintre ele implica asociativitatea. Kenneth
Kunen in lucrarea sa ,,Quasigroups, Loops, and Associative Laws” (1996) pune intrebarea: carei
slabiri a legii asociative un cvazigrup este o bucla. In special, rezolva complet problema pentru
toate identitatile de tip Bol-Moufang. Apare problema de a prelungi cercetarea existentei
unitatilor unilaterale in cvazigrupuri cu identitati de tip Bol-Moufang.

Lucrarile publicate de R. Moufang, G. Bol, R. H. Bruck, V. D. Belousov, K. Kunen, S.
Gagola II1, J. D. Philips s. a. sunt dedicate cercetarii cvazigrupurilor si buclelor cu identitati de
tip Bol-Moufang.

In teza de fata sunt formulate urmitoarele probleme:

Problema 1. De cercetat morfismele, proprietitile, relatiile cu alte clase de cvazigrupuri ale
cvazigrupurilor noi definite in lucrare (i-cvazigrupuri si WIP-cvazigrupuri generalizate).
Problema 2. De cercetat existenta unitatii unilaterale in cvazigrupuri cu identitati de tip Bol-
Moufang, enumerate in lucrarea lui F. Fenyves, “Extra loops II. On loops with identities of Bol-
Moufang type”, (1969).

Problema 3. De cercetat G-proprietitile cvazigrupurilor tranzitive la stinga si Neumann.

Mentionam cateva lucrari in aceasta directie [13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22] s.a.
Problemele 1-3 sunt solutionate in Capitolele 2, 3 si 4.

Scopul si obiectivele tezei. Scopul lucrarii constd in cercetarea morfismelor si
proprietatilor sistemelor algebrice neasociative cu identitati de tip Moufang. Pentru atingerea
acestui scop au fost definite urmatoarele obiective:

(1) Cercetarea relatiilor WA-, Cl-cvazigrupurilor, tranzitive la stanga si Neumann cu cvazig-
rupurile Moufang, Bol la stanga, la dreapta s.a.;

(2) Cercetarea existentei unitatii unilaterale in cvazigrupuri cu identitati de tip Bol-Moufang,
enumerate in lucrarea lui F. Fenyves, “Extra loops II. On loops with identities of Bol-
Moufang type”, (1969);,

(3) Cercetarea morfismelor, proprietatilor si relatiilor cu alte clase de cvazigrupuri ale
cvazigrupurilor noi definite in lucrare (i-cvazigrupuri si WIP-cvazigrupuri generalizate);

(4) Cercetarea G-proprietatilor cvazigrupurilor tranzitive la stinga si Neumann.



Noutatea si originalitatea stiintifica. Toate rezultatele prezentate in teza sunt noi si origi-
nale. Au fost cercetate diverse clase de cvazigrupuri (WA-, Cl-cvazigrupuri, cvazigrupuri
tranzitive la stdnga, Neumann s.a.). Au fost introduse si cercetate doua clase noi de cvazigrupuri
(WIP-cvazigrupuri generalizate, i-cvazigrupuri). Au fost cercetate clase de cvazigrupuri izotope
grupurilor. Sunt descrise proprietatile unor clase de cvazigrupuri inversabile. Au fost cercetate
conexiuni intre clasele de cvazigrupuri studiate si cvazigrupurile clasice Moufang, Bol s.a. Sunt
determinate formele generale ale automorfismelor, pseudoautomorfismelor si cvaziau-
tomorfismelor acestor cvazigrupuri.

Problema stiintificd importanta solutionata in domeniul respectiv consta in cercetarea
diferitelor relatii de tip morfisme (autotopii, pseudoautomorfisme, G-proprietati) si notiunilor
(distributantilor, nucleelor) in sistemele algebrice neasociative cu conditii de tip Bol-Moufang ce
conduc la descrierea unor relatii importante noi intre clasele studiate de cvazigrupuri (inclusiv si
clasele noi introduse).

Importanta teoretica si valoarea aplicativa a lucrarii este determinata de obtinerea unor
rezultate noi in cercetarea sistemelor neasociative cu identitati de tip Bol-Moufang. Lucrarea
poartd un caracter teoretic. Rezultatele lucrarii pot fi utilizate in predarea cursurilor de speciali-
tate pentru studentii, masteranzii si doctoranzii de la specialitatile de matematica.

Aprobarea rezultatelor. Rezultatele stiintifice obtinute au fost expuse si aprobate in ca-
drul Sesiunii speciale a Seminarului “Algebra si Logicd matematicd”, dedicate memoriei
Profesorului V. Belousov, Institutul de Matematica si Informatica “Vladimir Andrunachievici” al
Academiei de Stiinte a Moldovei. Rezultatele principale incluse in teza au fost prezentate la
urmatoarele conferinte stiintifice:

e “Tendinte contemporane ale dezvoltarii stiintei: viziuni ale tinerilor cercetatori”:
Conferinta Stiintifica a Doctoranzilor (cu participare internationald), editia a 6-a,
Chiginau, 15 iunie, 2017.

e The Fourth Conference of Mathematical Society of the Republic of Moldova:
dedicated to the centenary of Vladimir Andrunachievici (1917-1997): Proceed-
ings CMSM 4, June 28 — July 2, 2017, Chisinau.

e The 25 Conference on Applied and Industrial Mathematics CAIM 2017, Septem-
ber 14-17, 2017, lasi.

¢ International conference on mathematics, informathics and information technolo-
gies dedicated to the illustrious scientist Valentin Belousov, 19-21 april, 2018,
Balti.



e “Tendinte contemporane ale dezvoltarii stiintei: viziuni ale tinerilor cercetatori”:
Conferinta Stiintifica a Doctoranzilor (cu participare internationald), editia a Vll-a
Chisindu, 15 iunie, 2018.

e The 26" Conference on Applied and Industrial Mathematics CAIM 2018, Sep-
tember 20-23, 2018, Chisinau.

¢ International conference Mathematics & Information technologies: research and
education, MITRE-2019, Moldova, State University, June 24, 2019, Chisinau.

e LOOPS 2019 Conference, Budapest University of Technology and Economics,
July 7-July 11, 2019, Hungary.

e The 5" International Conference of Mathematical Society of the Republic of
Moldova, dedicated to the 55" anniversary of the foundation of Vladimir An-
drunachievici Institute of Mathematics and Computer Science (IMCS-55), Sep-
tember 30, 2019, Chisinau.

Publicatiile la tema tezei. In total 16 lucrari stiintifice, cuprinzand 6 articole in reviste
recenzate de specialitate (un articol fara coautori) si 10 rezumate la conferinte stiintifice (7
rezumate fara coautori).

Structura si volumul tezei. Teza este scrisd in limba romana si contine: introducere, patru
capitole, concluzii generale si recomandari, Bibliografie cu 109 titluri. Volumul tezei consta din
104 pagini (inclusiv 91 pagini de text de baza).

Cuvinte—cheie: cvazigrup, bucla, grup, grupoid, izotop, automorfism, unitate la stinga,
unitate la dreapta, pseudoautomorfism, cvazigrup Bol la stanga (la dreapta), cvazigrup Moufang,
WA-cvazigrup, Cl-cvazigrup, i-cvazigrup, cvazigrup medial, cvazigrup Neumann, cvazigrup
tranzitiv la stanga, G-proprietati.

2. CONTINUTUL TEZEI

Structura tezei este reprezentata in patru capitole, care contin rezultatele teoretice obtinute
in cercetarea proprietatilor sistemelor algebrice neasociative cu identitati de tip Bol-Moufang.

In introducere este formulati actualitatea si importanta problemei abordate, sunt
mentionate obiectivele, noutatea stiintifica si originalitatea tezei. Problema stiintifica studiata
subliniazd importanta teoreticd si aplicativd a lucrdrii. Este prezentatd o scurtd analiza a
problemelor si publicatiilor la tema tezei. Aceastd sectiune se incheie cu un rezumat al
continutului lucrarii.

Primul Capitol — Analiza situatiei in domeniul sistemelor algebrice neasociative cu

conditii de tip Moufang al tezei, format din sapte paragrafe, poarta un caracter introductiv si are



ca scop prezentarea situatiei actuale in domeniul sistemelor algebrice neasociative cu identitati
de tip Bol-Moufang. Contine notiunile si teoremele de baza, necesare pentru expunerea lucrarii.

Deseori cercetdm cvazigrupurile si buclele din punct de vedere al apropierii lor de grupuri.
In grup un rol mare il joaci si proprietatea de inversabilitate. In cel de al doilea Capitol - Despre
unele clase de cvazigrupuri cu proprietiti de inversabilitate ( WA-, OWIP-, CI-
cvazigrupuri) s-au cercetat doud clase cunoscute de cvazigrupuri cu proprietate inversa; S-a
introdus o clasa noud de cvazigrupuri, o generalizare a WIP-cvazigrupurilor (OWIP-
cvazigrupuri). Capitolul contine sapte paragrafe in care sunt realizate obiectivele 1 si 3.

Primele trei paragrafe redau rezultatele obtinute in cercetarea WA-cvazigrupurilor.
Cvazigrupul (Q,") cu identitatile xx - yz = xy - xz si xy * zz = xz * yz se numeste WA-cvazigrup
sau cvazigrup semimedial (pe scurt: SM-cvazigrup).

WA-cvazigrupurile au fost cercetate de catre T. Kepka in lucrarea “A note on WA-
quasigroups” (1978). In lucrarea dati T. Kepka a caracterizat si WA-cvazigrupurile simple.
Aplicand un rezultat important obtinut de T. Kepka: orice bucla, izotopa unui WA-cvazigrup,
este 0 bucla comutativa Moufang [23], s-au demonstrat urmatoarele:

Lema 2.1.2. Orice WA-cvazigrup cu unitate la stdnga este cvazigrup Bol la stanga.

Lema 2.1.3. Orice WA-cvazigrup cu unitate la dreapta este cvazigrup Bol la dreapta.

Lema 2.1.4. Orice WA-cvazigrup (Q,)) cu proprietate inversa la stanga (la dreapta) este
cvazigrup Bol la stinga (la dreapta).

Din Lema 2.1.4. si faptul ca cvazigrupul Bol la stinga si Bol la dreapta este cvazigrup
Moufang rezulta Corolarul 2.1.2..

Corolarul 2.1.2. Orice WA-cvazigrup, care este IP-cvazigrup, este cvazigrup Moufang.

Izotopia de forma xoy =L (Lgx-y) ((xoy = R;(x*R,y)) se numeste operatie
derivata la dreapta (la stanga) pentru (Q,"), generatd de elementul a. Cercetand operatiile deri-
vate pentru WA-cvazigrupul (Q,"), s-a obtinut Teorema 2.1.2.

Teorema 2.1.2. Fie (Q,") este WA-cvazigrup. Atunci:
(i) operatia derivata la dreapta pentru (Q,-) este cvazigrup Bol la stanga,
(ii) operatia derivata la stanga (Q,*) este cvazigrup Bol la dreapta.

Elementele grupului I,,(Q,)) = {a € M(Q,)| ah = h}, unde M(Q,") este grup, generat de
toate translatiile cvazigrupului (Q,") la stdnga si la dreapta, se numesc aplicatii interne pentru
(Q,") in raport cu elementul h € Q. Belousov a demonstrat (vezi [8]), ca grupul I,(Q,") este ge-
nerat de toate permutarile de forma:

Lxly = L;f}nyLy, Unde (x o y)h = X" yh,



Ryy = Ry R Ry, unde h(x e y) = hx - y,
T, = LyiR,, unde o = R, 'Ly,

Paragraful 2.2. al tezei este dedicat automorfismelor WA-cvazigrupurilor, permutarilor
interne ca automorfisme in raport cu unitatea la stdnga si in raport cu element arbitrar,
determinand conditiile necesare si suficiente:

Teorema 2.2.1. in WA-cvazigrupul (Q,) cu unitate la stanga f permutirile interne Lyy, Ry si
T, fata de a € Q sunt automorfisme in (Q,") dacd si numai dacd a € N; si verifica urmatoarea
identitate xy - a = xf - ya.

In paragraful 2.4. al acestui capitol s-au cercetat proprietitile unei clase noi de cvazigrupuri
introdusa de catre elevul lui V. D. Belousov, I. A. Florea si autoarea tezei si anume OWIP-
cvazigrupuri.

Cvazigrupul (Q,") are proprictate inversabila slaba ((Q,") este WIP-cvazigrup), daca
x+I1(y-x) = Iy, pentru orice x,y € Q si careva permutare a multimii Q. Buclele cu proprietate
inversa slaba detaliat au fost cercetate de catre Osborn [24]. Introducand o permutare @ in identi-
tatea data s-a obtinut o clasd noua de cvazigrupuri, anume OWIP-cvazigrupuri.

Definitia 2.4.1. Cvazigrupul (Q,") se numeste OWIP-cvazigrup, daca (Q,-) verifica identitatea
x-1(y-ax) =1y, (2.24)
pentru orice x, y € Q, unde | si o sunt careva permutari ale multimii Q.

Din identitatea (2.24), aplicand proprietatile permutarilor, pentru aceasta clasa de cvazigru-

puri s-a obtinut o identitate noua (2.25):
Lema 2.4.1. OWIP-cvazigrupul (Q,) verifica egalitatea

I"Y(x2) - ax =171z, (2.25)
pentru orice x, z € Q.

Aplicand (2.25) s-a obtinut conditia necesara si suficienta cand OWIP-cvazigrupul (Q,")
este izotop unei LIP-bucle (Q,0). Vedem Teorema 2.4.1.

Teorema 2.4.1. OWIP-cvazigrupul (Q,") este izotop al unei LIP-bucle (Q,°), unde
xoy=Rzlx L'y, xy = Ryx o Lyy, (2.26)
daca si numai daca (Q,") verifica urmatoarea egalitate
b-1(I7'(by) - x) = R;}(b-1(I"*b - x)) -y, (2.27)
unde be, = b, R, v = vey,.

Pentru cazul, cand orice bucla (Q,°), izotopa unui OWIP-cvazigrup (Q,"), este o LIP-bucla,

cvazigrupul (Q,") verifica identitatea:

z-1(I7Y(zy) " x) = R}z 17z - x)) -y, (2.28)

10



pentru orice x,y,z € Q unde I este permutare a multimii @, ze, = z, R, t = te,. S-a obtinut:
Teorema 2.4.2. Orice bucla (Q,°), izotopa unui cvazigrup (Q,-) cu identitatea (2.28), este o bu-
cla Bol la stanga.

Prin analogie se prezinta si rezultatele la dreapta.

In ultimul paragraf al acestui capitol sunt prezentate rezultatele obtinute la cercetarea
Cl-cvazigrupurilor. Cl-buclele sunt obiecte clasice ale teoriei cvazigrupurilor. Aceasta clasa de
bucle a fost definita de catre Rafael Artzy [11]. V. D. Belousov si B. V. Turkan in lucrarea
comuna “CkpemenHo-ooparumeie kBasurpymmsl (Cl-kBasurpymmsr)”, (1969) au definit Cl-
cvazigrupurile. Unele aplicatii ale Cl-cvazigrupurilor in criptografie sunt prezentate in lucrarea
lui A. D. Keedwell (1999).

Definitia 2.5.3. Grupoidul (Q,") cu identitatea
xy-L.x =y, (2.30)
unde I, este aplicatia multimii Q in sine, se numeste CI-grupoid la stinga.

Grupoidul (Q,") cu identitatea

Lx-yx =Y, (2.31)
unde I; este aplicatia multimii Q in sine, se numeste CI/-grupoid la dreapta.

Grupoidul (Q,-) cu ambele identitati (2.30) si (2.31) se numeste CI-grupoid [13].

Bucla (Q,"), ce verifica una din identitatile echivalente x - y/x = y,xy - Jx = y, unde J este
0 bijectie a multimii Q astfel incat x - Jx = 1, se numeste Cl-bucla. Cvazigrupul (Q,") cu iden-
titatea xy - Jx = y, unde J este o0 aplicatie a multimii Q in Q, se numeste Cl-cvazigrup.

Observam, ci in acest caz aplicatia J este permutare a multimii Q [12]. In orice Cl-
cvazigrup permutarea J este unica ( [25], Lema 2.25).

Din rezultatele lui V. Izbas si N. Labo urmeaza ca CI-grupoidul la stanga, in care aplicatia
I, este bijectiva, este CI-cvazigrup. Orice CI-grupoid finit la stanga este CI-cvazigrup. Orice CI-
grupoid este CI-cvazigrup [13].

S-a cercetat cazul cand un Cl-cvazigrup este izotop unui grup. S-a gasit conditia cand
bucla, izotopa unui Cl-cvazigrup, sa fie comutativa. Vedem propozitiile:

Propozitia 2.6.1. Cl-cvazigrupul (Q,") este izotop unui grup (Q,°) cu izotopia (2.26) daca si

numai daca (Q,") verifica identitatea

(x(y(zu))) v=y- ((xz ") -u), (2.36)
pentru orice x,y, z,u, v € Q.
Propozitia 2.6.3. Daca orice bucla (Q,°), izotopa unui Cl-cvazigrup (Q,), este comutativa,

atunci cvazigrupul (Q,") este medial, iar (Q,o) este un grup abelian.
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in al treilea Capitol — Despre o clasi de i-cvazigrupuri. Unititi la dreapta (la stinga)
in cvazigrupuri de tip Bol-Moufang, format din sase paragrafe, sunt realizate obiectivele 2 si 3.

In acest capitol s-a cercetat o clasa noua de cvazigrupuri numita i-cvazigrupuri introdusa
de catre I. A. Florea si autoarea tezei.

Definitia 3.1.2. Cvazigrupul (Q,") se numeste i-cvazigrup, daca (Q,") verifica identitatea
x(xy - z) = y(zx - x), (3.1)

unde x,y,z € Q.

Primul exemplu construit de astfel de cvazigrup fiind:
Exemplul 3.1.1.

1. Fie (C,+,) inelul numerelor complexe. Fie x oy = ix —y, pentru orice x,y € C si

element fixat i2 = —1. Atunci (C,o) este i-cvazigrup.
De unde si a fost numit i-cvazigrup.

In primul paragraf al acestui capitol s-a cercetat distributantul i-cvazigrupurilor. Distri-
butantul D al cvazigrupului (Q,") este format din toate elementele d ale multimii Q astfel incat
x-y)-d=(x-d)-(y-d),d-(x-y)=(d-x)-(d-y), pentru orice x,y € Q. Cunoastem ca
nu orice cvazigrup are distributant nevid. Evidentiem urmatoarele teoreme:

Teorema 3.1.1. Daca i-cvazigrupul (Q,) este RIP-cvazigrup, atunci (Q,) este cvazigrup
Moufang cu unitate la stanga f si distributantul D = {f}.
Teorema 3.1.4. i-cvazigrupul (Q,) cu distributant nevid D este cvazigrup Bol la stdnga daca si
numai daca (Q,") verifica egalitatea

xXa-xy = xx-ay, (3.6)
pentru orice x,y € Q, unde a € D, a este element fixat.

S-a demonstrat ca i-cvazigrupurile cu unitate la dreapta sunt bucle Moufang, cele cu
unitate la stanga sunt cvazigrupuri cu proprietate inversd la stanga. Rezultatele obtinute sunt
redate in urmatoarele propozitii:
Propozitia 3.2.2. Daca i-cvazigrupul (Q,) are unitate la dreapta e, atunci (Q,") este bucla Mou-
fang in care x%y = yx?, pentru orice x,y € Q.
Propozitia 3.2.3. Orice i-cvazigrup (Q,") cu unitate la stanga f este cvazigrup cu proprietate
inversa la stanga si izotop unei LIP-bucle (Q,0),unde x o y = Rf"lx Y.

Pentru conditia ca i-cvazigrupul sa fie unipotent s-a obtinut ca este cvazigrup Moufang.

Vedem urmatoarea propozitie:
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Propozitia 3.2.4. Daci in i-cvazigrupul (Q,") are loc x? = f, pentru orice x € Q, unde f este
element fixat, atunci (Q,") este cvazigrup Moufang cu unitate la stdnga f si izotop al unui grup
abelian.

In paragraful 3.3. al acestui capitol s-au cercetat i-cvazigrupurile alternative la dreapta (la
stanga), aratand ca sunt bucle Moufang. Pentru i-cvazigrupurile cu elasticitate s-a obtinut:
Propozitia 3.3.3. In orice i-cvazigrup (Q,") cu identitatea de elasticitate multimea tuturor
unitdtilor locale formeaza un subcvazigrup Bol la stanga.

S-a descris relatia dintre unele tipuri de cvazigrupuri care contin unitate la stdnga cu
cvazigrupurile Moufang (in sensul lui Belousov).

Propozitia 3.3.4. i-cvazigrupul (Q,”) cu unitate la stanga f este cvazigrup Moufang daca si
numai daca (Q,") verifica egalitatea

zxx = zf * xx, (3.26)
pentru orice x,z € Q.

Sunt caracterizate anumite pseudoautomorfisme ale acestor cvazigrupuri (in sensul lui
Pflugfelder).

Propozitia 3.4.1. Daca permutarea @ a multimii Q a i-cvazigrupului (Q,) cu unitate la stanga f
este pseudoautomorfism la stanga al cvazigrupului (Q,) cu companionul k, atunci k este un
element Bol la stanga.

Propozitia 3.4.2. Daca in i-cvazigrupul (Q,”) cu unitate la stanga f translatiile L, si R, sunt
pseudoautomorfisme la dreapta cu companionul k, atunci a = e, f, b = ey, unde ke, = k.

Ultimul paragraf al acestui capitol este dedicat cercetarii existentei unitatii la dreapta (la
stanga) 1n cvazigrupuri cu fiecare dintre cele 60 de identitati de tip Bol-Moufang enumerate in
lucrarea “Extra loops II. On loops with identities of Bol-Moufang type” de Fenyves. ldentitatea,
bazatd pe o operatie algebrica, este de tip Bol-Moufang, daca «ambele parti ale identitatii contin
aceleasi trei litere diferite, luate n aceeasi ordine, insd una dintre ele se intalneste de doud ori pe
fiecare parte a identitatii».

K. Kunen in lucrarea Quasigroups, loops and associative laws, (1996) a studiat existenta
unitdtii in cvazigrupurile cu asociativitate slaba si a solutionat complet problema existentei
unitatii bilaterale in cvazigrupurile cu identitati de tip Bol-Moufang, pentru fiecare dintre cele 60
de identitati. Kunen, de asemenea, arata care dintre identitatile evidentiate implica legile: asocia-

.....

cvazigrupurile asociative cu fiecare dintre cele 60 de identitati de tip Bol-Moufang si partial
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pentru unele identitdti existenta unitatii unilaterale. A rdmas deschisa problema existentei unitatii
unilaterale pentru identitatile lui Fenyves [26].

S-a folosit lista celor 60 de identitati de tip Bol-Moufang, cercetate in [27]. Exista si alte
definitii ale identitatilor de tip Bol-Moufang si, prin urmare, alte clasificari ale acestor identitati
[28, 29].

Evidentiem unele teoreme:

Teorema 3.5.13. Cvazigrupul (Q,") cu identitatea F;¢ (xy - x)z = x(yx - z) are unitate la stinga
si nu are unitate la dreapta.

Teorema 3.5.20. Cvazigrupul (Q,7) cu identitatea Fs;5 (yx-x)z = (y*xx)z nu are unitate la
stanga si are unitate la dreapta.

Teorema 3.5.21. Cvazigrupul (Q,) cu identitatea F5, (RC identitate) (yx - x)z = y(xx - z) are
unitate la stdnga si nu are unitate la dreapta.

Teorema 3.5.32. Cvazigrupul (Q,") cu identitatea F,o (xx -y)z = x(xy - z) are unitate la stanga
si nu are unitate la dreapta.

Astfel este rezolvat obiectivul 2.

In Capitolul patru — Cvazigrupuri tranzitive la stinga. Cvazigrupuri Neumann si
Schweizer — sunt realizate obiectivele, care se refera la cercetarea G-proprietatilor
cvazigrupurilor tranzitive la stdnga si Neumann si la cercetarea relatiilor acestor cvazigrupuri cu
cvazigrupurile Moufang, Bol la stanga, la dreapta s.a. clase de cvazigrupuri.

In paragrafele 4.1.-4.5. sunt formulate rezultatele obtinute la cercetarea cvazigrupurilor
tranzitive la stdnga si anume: despre relatia acestor cvazigrupuri cu alte clase de cvazigrupuri,
despre nucleu, despre morfisme, despre G-proprietati.

Cvazigrupul (Q,”) se numeste cvazigrup tranzitiv la stinga, dacd verifica identitatea
xy - xz = yz. In unele lucrari mai sunt numite cvazigrupuri Ward [17].

in publicatia ,,On the foundations of quasigroups” de Stein (1957) s-a demonstrat: daci
cvazigrupul (Q,") verifica asociativitatea x - yz = xy - z (adica acest cvazigrup este grup), atunci
parastrofii (23) si (132) acestui cvazigrup verifica identitatea tranzitiva la stanga. De asemenea a
demonstrat ca cvazigrupurile Ward sunt izotopi ai grupurilor.

In paragraful 4.2. s-a gasit conditia necesara si suficienti cand cvazigrupul tranzitiv la
stanga este cvazigrup Moufang, F-cvazigrup la stanga (Propozitia 4.2.3., Teorema 4.2.2.).
Teorema 4.2.2. Orice cvazigrup tranzitiv la stinga (Q,") este F-cvazigrup la stanga daca si

numai daci translatia Ry este automorfism al cvazigrupului (Q,").
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S-au caracterizat nucleele stdng si drept ale cvazigrupului tranzitiv la stanga. E bine
cunoscut ca multimile N; si N, formeaza subgrupuri ale cvazigrupului. Avem:

Teorema 4.3.1. Nucleul la stdnga (N;,”) al cvazigrupului tranzitiv la stinga (Q,") este subgrup
normal al cvazigrupului (Q,-), care consta din elemente de ordin doi, care se afla in centrul
grupului (Q, +).

Teorema 4.3.2. Daca cvazigrupul tranzitiv la stinga (Q,-) are nucleu la dreapta netrivial, atunci
este grup comutativ cu toate elementele nenule de ordin doi.

Cunoastem ca cvazigrupul (Q,) este G-cvazigrup la dreapta, daca orice element al lui este
companionul unui pseudoautomorfism la dreapta. Analog se defineste G-cvazigrupul la stanga.
Iar cvazigrupul care este Tn acelasi timp si G-cvazigrup la dreapta si G-cvazigrup la stanga este
G-cvazigrup. G-cvazigrupurile totdeauna au unitate, adica G-cvazigrupul este bucla. Importanta
cercetarii pseudoautomorfismelor urmeaza din teorema lui V. D. Belousov: bucla (L,”) este
G-bucla daca si numai daca orice element x € L este companionul caruiva pseudoautomorfism la
dreapta si caruiva la stanga (L,"). Rezultatele lui V. D. Belousov deschid calea cétre cercetarea
G-proprietatilor, adica catre cercetarea G-buclelor si G-cvazigrupurilor. Exista legatura dintre
nucleele cvazigrupurilor si pseudoautomorfismele cvazigrupurilor.

In paragraful 4.5. s-au cercetat G-proprietitile pentru cvazigrupul tranzitiv la stanga. Este
formulatd conditia necesara si suficientd ca el sa fie GA-cvazigrup la dreapta, adica grupul
componentelor a doua (a treia) ale A-pseudoautomorfismelor la dreapta cvazigrupului sa fie
tranzitiv in Q.

Teorema 4.5.3. Cvazigrupul tranzitiv la stanga (Q,") este GA-cvazigrup la dreapta daca si numai
daca (Q,-) este grup abelian de ordin doi.

In paragrafele 4.6.-4.8. sunt formulate rezultatele obtinute pentru cvazigrupurile Neumann.

Cvazigrupul (Q,) se numeste cvazigrup Neumann, daca (Q,) verifica identitatea
x* (yz - yx) = z. S-a obtinut identitatea Neumann din parastroful (13) al cvazigrupului ce veri-
fica identitatea xy -z = y - zx. Cvazigrupurile Neumann sunt izotopi unor grupuri abeliene.
Vedem din:

Teorema 4.6.3. Orice cvazigrup Neumann este izotop unui grup abelian (Q,+)de forma
Xy=x—y.

Din cercetarea autotopiilor si cvaziautomorfismelor s-au obtinut formele lor generale.
Corolarul 4.6.2. Orice autotopie a cvazigrupului Neumann (Q,-) are forma:

(Las Lipy LB, (4.23)
unde L, L}, L,.;p sunt translatiile cvazigrupului (Q,), 6; = 16 € Aut(Q,").
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Propozitia 4.7.2. In cvazigrupul Neumann (Q,") orice cvaziautomorfism y are forma
Y =Rqy" = Lpy", (4.29)

unde y’,y"" sunt automorfisme ale cvazigrupului (Q,"), iar b si a careva elemente din Q si invers,
permutarea y din (4.29) este cvaziautomorfism.

Aplicand Teorema 4.6.3. usor S-au demonstrat unele proprietdti ale cvazigrupurilor
Neumann.
Corolarul 4.6.3.

1. Orice cvazigrup Neumann (Q,") este unipotent si are unitate la dreapta;
Orice bucla, izotopa unui cvazigrup Neumann, este grup abelian;

Orice cvazigrup Neumann este cvazigrup medial;

2
3
4. Orice cvazigrup Neumann este cvazigrup Bol la stanga;
5. Orice cvazigrup Neumann este cvazigrup Moufang;
6. Miezul cvazigrupului Neumann este grupoid distributiv;
7. Nucleul la dreapta al cvazigrupului Neumann (Q,") contine astfel de elemente ale
multimii Q, Incat a = —a.

Cvazigrupul (Q,’) cu identitatea yz - yx = xz se numeste cvazigrup Schweizer. S-a demon-
strat ca notiunea de cvazigrup Neumann coincide cu cea de cvazigrup Schweizer. Are loc:
Teorema 4.6.5. Orice cvazigrup Schweizer (Q,-) este cvazigrup Neumann si invers.

Cercetarea G-proprietatilor acestor cvazigrupuri a constatat ca orice cvazigrup Neumann
(Q,") este GA-cvazigrup, adici grupurile 3I12 si 517 actioneazi tranzitiv pe multimea Q.
Teorema 4.8.1. Orice cvazigrup Neumann (Q,-) este GA-cvazigrup.

Observam ca cvazigrupul Neumann este G-cvazigrup la stanga in sensul lui V. D. Belousov.

Multumiri. Exprim sincera recunostintd conducatorului stiintific Victor Alexeevici Scerba-
cov pentru determinarea domeniului si formularea obiectivelor de cercetare, pentru cunostintele
pe care le-am capatat pe parcursul celor patru ani de doctorantura si pentru ajutorul pe care mi l-a
oferit in realizarea publicatiilor si scrierea tezei.

Cu deosebitd consideratie si recunostintd aduc multumiri profesorului, candidatului in
stiinte fizico-matematice, Ivan Arhipovici Florea, care a ghidat primii mei pasi in teoria
cvazigrupurilor, primele cercetdri ale diferitor clase de cvazigrupuri. Publicatiile Dumnealui
servindu-mi ca repere urmatoarelor cercetari.

Exprim recunostintd directorului scolii doctorale Matematica si Stiinta Informatiei,

academi-cianului |M itrofan Mihailovici Cioban|, pentru rabdare, indrumare si incurajare.
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Alese multumiri aduc membrilor comisiei de indrumare, dnei dr. hab., mem. cor.
Cojocaru Svetlana, dlui acad., Arnautov Vladimir si dlui dr. hab. Chiriac Liubomir, pentru
sfaturile si recomandarile pretioase.

In mod deosebit, multumesc dlui dr. hab., mem. cor. Gaindric Constantin si dnei dr., conf.
univ. Sarbu Parascovia pentru consultatiile si sfaturile competente oferite.

Dedic aceastd lucrare regretatilor parintilor mei, Nicolae si Olga, cu dragoste si
recunostinta.

3. CONCLUZII GENERALE SI RECOMANDARI

Cercetarile efectuate in teza de doctor “Morfismele si proprietatile sistemelor algebrice
neasociative cu conditii de tip Moufang” corespund in totalitate scopului si obiectivelor stabilite
in introducere.

Clasa cvazigrupurilor contine cea a grupurilor (orice grup este un cvazigrup), domeniu care
a cunoscut o evolutie extraordinara in secolul XX si continud sa se dezvolte rapid in prezent.
Notiunea de cvazigrup este mai generala ca cea de grup, deci se regaseste ca echivalent algebric
intr-un spectru mai larg de probleme ale mediului in care existam si necesita abordari specifice,
care lipsesc in teoria grupurilor.

Problema stiintifica importanta solutionata consta in cercetarea diferitelor relatii de tip
morfisme (autotopii, pseudoautomorfisme, G-proprietati) si notiunilor (distributantilor, nuclee-
lor) in sistemele algebrice neasociative cu conditii de tip Bol-Moufang ce conduc la descrierea
unor relatii importante noi intre clasele studiate de cvazigrupuri (inclusiv si clasele noi intro-
duse).

Rezultatele principale ale tezei sunt noi. Analizand rezultatele obtinute putem evidentia
urmatoarele concluzii generale:

1. S-a stabilit ca orice WA-cvazigrup, care este un IP-cvazigrup, este un cvazigrup
Moufang;
S-a dovedit ca in WA-cvazigrupul cu unitate la stinga permutarile interne in raport cu
unitatea sunt automorfisme ale cvazigrupului; pentru permutdrile interne in raport cu
elementul a € Q s-a gasit conditia necesara si suficienta cand sunt automorfisme;

2. Cercetand WIP-cvazigrupurile generalizate s-a gasit conditia cand acest cvazigrup este
izotop unei LIP-bucle. Presupunand, ca orice bucla izotopa unui OWIP-cvazigrup este o
LIP-bucla, s-a obtinut o identitate noud in acest cvazigrup. A fost gasita relatia dintre

cvazigrupuri cu identitatea data si buclele Bol la stanga,
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3. A fost definitd si studiatd notiunea de i-cvazigrup, relatiile lor cu alte clase de
cvazigrupuri. S-a demonstrat ca i-cvazigrupurile idempotente sunt cvazigrupuri Bol la
stanga, Stein la dreapta, distributive la stanga. S-a descris relatia dintre unele tipuri de
cvazigrupuri care contin unitate la stinga cu cvazigrupurile Moufang;

4. A fost solutionata problema existentei unitdtii unilaterale in cvazigrupuri cu identitati de
tip Bol-Moufang, enumerate in lucrarea “Extra loops Il. On loops with identities of Bol-
Moufang type” de F. Fenyves (1969). In lucrare este prezentat tabelul cu datele privind
existenta unitatii pentru fiecare dintre cele 60 de identitati;

5. S-a demonstrat ca notiunea de cvazigrup Neumann coincide cu cea de cvazigrup
Schweizer.

Teza propusa spre sustinere utilizeaza relatii de tip morfisme la cercetarea proprietatilor si
existentei unitatilor in sisteme algebrice neasociative cu conditii de tip Moufang, ce conduc la
descrierea noilor relatii importante dintre clasele de cvazigrupuri, contine solutionarea completa
a problemei existentei unitatii unilaterale in cvazigrupuri cu identitdti de tip Bol-Moufang.

Recomandari:

1. Solutionarea problemei existentei unitatii unilaterale pentru cvazigrupuri ce satisfac iden-
titati de tip Bol-Moufang poate fi utilizata in cercetarea cvazigrupurilor cu identitati de
tip Bol-Moufang.

2. In teza sunt definite doua clase noi de cvazigrupuri: i-cvazigrupurile si OWIP-cvazig-
rupurile. In lucrare sunt cercetate unele proprietati ale acestor clase de cvazigrupuri, insa
teoria generala a lor urmeaza a fi elaborata.

3. Rezultatele obtinute pot fi aplicate la elaborarea unor cursuri optionale pentru masteranzi

si doctoranzi.
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ADNOTARE

la teza de doctorat “Morfismele si proprietatile sistemelor algebrice neasociative cu conditii
de tip Moufang”, prezentata de catre Diduric Natalia pentru conferirea titlului stiintific de doc-
tor in stiinte matematice, specialitatea 111.03 - Logica Matematica, Algebra si Teoria Numere-
lor, Chisinau, 2022.

Structura tezei: teza este scrisa in limba romana si contine introducere, patru capitole,
concluzii generale si recomandari, 109 titluri bibliografice, 104 pagini (inclusiv 91 pagini de text
de bazd). Rezultatele obtinute sunt publicate in 16 lucrari stiintifice.

Cuvinte-cheie: cvazigrup, bucld, izotop, pseudoautomorfism, cvazigrup Bol la stanga (la
dreapta), cvazigrup Moufang, WA-cvazigrup, i-cvazigrup, G-proprietati.

Domeniul de studiu al tezei: algebra, in special, teoria cvazigrupurilor cu identitati,
inclusiv identitatile de tip Bol-Moufang, proprietatile sistemelor algebrice neasociative.

Scopul si obiectivele lucrarii. Scopul lucrarii este cercetarea proprietatilor sistemelor al-
gebrice neasociative cu identitati de tip Bol-Moufang. Pentru atingerea acestui scop au fost defi-
nite urmatoarele obiective: cercetarea relatiillor WA-, Cl-cvazigrupurilor, cvazigrupurilor
tranzitive la stdnga si Neumann cu cvazigrupurile Moufang, Bol la stanga, Bol la dreapta s.a.;
cercetarea existentei unitatii unilaterale in cvazigrupuri cu identitati de tip Bol-Moufang, enu-
merate in lucrarea lui F. Fenyves “Extra loops I1. On loops with identities of Bol-Moufang type”,
(1969); cercetarea morfismelor, proprietatilor, relatiilor cu alte clase de cvazigrupuri ale
cvazigrupurilor noi definite in lucrare (i-cvazigrupuri si OWIP-cvazigrupuri); cercetarea
G-proprietatilor cvazigrupurilor tranzitive la stdinga si Neumann.

Noutatea si originalitatea stiintifica. Toate rezultatele prezentate in teza sunt noi si origi-
nale. Au fost cercetate diverse clase de cvazigrupuri (WA-, Cl-cvazigrupuri, cvazigrupuri
tranzitive la stinga, Neumann s.a.). Au fost introduse si cercetate doua clase noi de cvazigrupuri
(WIP-cvazigrupuri generalizate, i-cvazigrupuri). Au fost cercetate clase de cvazigrupuri izotope
grupurilor. Sunt descrise proprietatile unor clase de cvazigrupuri inversabile. Au fost cercetate
conexiuni intre clasele de cvazigrupuri studiate si cvazigrupurile clasice Moufang, Bol s.a. Sunt
determinate formele generale ale automorfismelor, pseudoautomorfismelor si cvaziautomorfis-
melor acestor cvazigrupuri.

Problema stiintificd importanta solutionati in domeniul respectiv consta in cercetarea
diferitelor relatii de tip morfisme (autotopii, pseudoautomorfisme, G-proprietati) si notiunilor
(distributantilor, nucleelor) in sistemele algebrice neasociative cu conditii de tip Bol-Moufang ce
conduc la descrierea unor relatii importante noi intre clasele studiate de cvazigrupuri (inclusiv si
clasele noi introduse).

Semnificatia teoretica si valoarea aplicativa a lucrarii este determinatd de obtinerea unor
rezultate noi in cercetarea sistemelor neasociative cu identitdti de tip Bol-Moufang. Lucrarea
poarta un caracter teoretic.

Implementarea rezultatelor stiintifice. Rezultatele lucrarii pot fi utilizate In predarea
cursurilor de specialitate pentru studentii, masteranzii si doctoranzii de la specialitatile de ma-
tematica.
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ANNOTATION

of the doctoral thesis “Morphisms and properties of non-associative algebraic systems with
Moufang type conditions”, presented by Diduric Natalia for conferring the scientific title of
Doctor in mathematical sciences, speciality 111.03 - Mathematical Logic, Algebra and Number
Theory, Chisinau, 2022.

Thesis structure: the thesis is written in Romanian and contains an introduction, four
chapters, general conclusions and recommendations, 109 bibliographic titles, 104 pages
(including 91 pages of basic text). The obtained results are published in 16 scientific papers.

Keywords: quasigroup, loop, isotope, pseudo-automorphism, left Bol (right) quasigroup,
Moufang quasigrup, WA-quasigroup, i-quasigroup, G-properties.

Thesis field of study: algebra, in spesial, the theory of quasigroups with identities
including Bol-Moufang-type identities, properties of non-associative algebraic systems.

The purpose and objectives of the paper. The aim of the paper is to investigate the
properties of non-associative algebraic systems with Bol-Moufang type identities. To achieve
this goal, the following objectives have been defined: research on the relations of WA-, Cl-quasi-
groups, transitive on the left and Neuman with the quasigroups Moufang, Bol on the left, on the
right, etc.; research of the existence of unilateral unity in quasigroups with Bol-Moufang type
identities, enumerated in the work of F. Fenyves “Extra loops 11. On loops with identities of Bol-
Moufang type”, (1969); research of morphisms, properties, relationships with other classes of
quasigroups of newly defined quasigroups (i-quasigroups and WIP-generalized quasigroups);
research on the G-properties of left transitive quasigroups and Neumann.

Scientific novelty and originality. All the results presented in the thesis are new and
original. Diverse classes of quasigroups known earlier (WA-, Cl-quasigroups, transitive left
quasigroups, Neumann, etc.) were researched. Two new classes of quasigroups were introduced
and researched (i-quasigroups, WIP-generalized quasigroups). Isotope group quasigroup classes
were investigated. The properties of some classes of invertible quasigroups were described.
Connections between the studied quasigroup classes and the classical quasigroups Moufang, Bol,
etc. were investigated. The general forms of the automorphisms, pseudoautomorphisms and
quasiautomorphisms of these quasigroups were determined.

The important scientific problem solved consists in the research of different morphisms
(autotopies, pseudoautomorphisms, G-properties) and notions (distributant, nucleus) in non-
associative algebraic systems with Bol-Moufang conditions that lead to the description of im-
portant new relationships between the classes studied by quasigroups (including newly intro-
duced classes).

The theoretical importance and applicative value of the thesis are determined by ob-
taining new results in the research of non-associative systems of the Bol-Moufang type. The pa-
per is of theoretical character. The methods developed in the paper allowed solving the prob-
lems.

Implementation of scientific results. The results of the paper can be used in teaching spe-
cialized courses for students, masters and doctoral students in mathematics.
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AHHOTALUA
nuccepranui «Mop(pu3Mbl U CBOHCTBA HEACCOMATHBHBIX aJIre0panyecKnuX CHCTEM € YCJI0-
BUAMH THIIAa MydaHr», npeacrasinenHon Junypuk Haransell s npucBOCHUS YYEHOU cTere-
HU JIOKTOpa MaTeMaTU4YeCcKuX Hayk mo cnenuaibHocTu 111.03 — Marematnueckas jgoruka, Aj-
reopa u Teopus uucen, Kumunes, 2022 rog.

CTpyKTypa auccepTalyu: JUccepTalys HalucaHa Ha PYMBIHCKOM SI3bIKE M COAEPIKUT
BBEJICHUE, YEThIPE IVIaBbl, OOLIME BHIBOJBI U PEKOMEHIAIMH, CIIUCOK JuTeparypsl u3 109 myomu-
karuii, 104 crpanuus! (B Tom uucie 91 ctpaHuiia OCHOBHOTO TekcTa). Pe3ynbraTsl omy0OarkoBa-
HBI B 16 HayyHBIX padoT.

KiroueBble ci10Ba: KBa3WUIPYIIa, JIyla, U30TOI, MCEBAOABTOMOPGU3M, JeBas (IIpaBast)
kBaszurpymnmna bona, kBazurpynna Mydanr, W A-kBa3urpymnmna, i-kBa3urpymnna, G-CBONCTBa.

O0aacTp ucciaeq0BaHus . anredpa, B YaCTHOCTH, TEOPHs KBa3UTPYIII C TOXKAECTBAMHU, B
TOM 4HuciIe ToxzaecTBa Tuna boma-MycgaHr, cBolCTBa HEaCCOIMATUBHBIX alreOpanyecKux CH-
CTEM.

Henab u 3aga4yu uccaenosanms. Llenpro quccepranuu sBIsSETCS UCCIEA0BaHUE CBOWCTB
HEaCcCOIMAaTUBHBIX allre0pandeckux CUCTEM C TOoKAecTBaMu Tuna boma-Mydanr. st moctmxke-
HUS OTOM Lenw OBUIM ONpeeNieHbl cienyromme 3amaun: uccnenoBanue cBs3zu WA-, Cl-
KBa3UIpyIII, JIEBOTPaH3UTUBHBIX U Heiimana ¢ kBasurpynnamu MydaHnr, eBoil u npasoil bona
U JIp.; UCCIIEIOBAaHUE CYIIECTBOBAHUS OJHOCTOPOHHEH €IMHUIBI B KBA3UTPYIIAX C TOXIECTBA-
mu Trna bona-Mydanr, nepeunciennsie B pabote ®. dennsca, “Extra loops 1. On loops with
identities of Bol-Moufang type”, (1969); uccienoBanue MOpPHU3MOB, CBOMCTB U B3aUMOCBSI3EH €
JIPYTUMH KJIaCCaMK KBa3UTPYIIIl HOBBIX KBA3UTPYIII, ONMPEACICHHBIX B padoTe (I-KBa3UTPYIIIbI U
00o06mennsie WIP-kBaszurpymer); uccienoBanne G-CBOWCTB JIEBOTPAH3UTUBHBIX KBa3UTPYII U
kBazurpymnn Helimana.

Hayunasi HoBM3HA M OpUTHHAJBHOCTb. Bee pe3ynbraThl, peacTaBiIeHHbIE B AUCCEp-
TaIMH, SBJISIOTCS HOBBIMU M OPUTHHAIBHBIMU. BBUTH MicCIIeTOBaHbI pa3iuyHbIe KJIACCHI KBA3UT-
pynn (WA-, Cl-xBa3urpynrsl, JIeBOTpaH3UTHBHbIE KBa3urpymnisl, Helimana u ap.). beuin BBene-
Hbl M HCCIEJIOBAaHBI JIBA HOBBIX Kiacca Kpasurpymm (o6ooOmienHbie WIP-kBasurpymmsl, i-
KBa3Urpymmsl). MccnenoBansl Kiacchl KBa3UTPYIT M30TOMHBIX rpymnnaM. ONUCHIBAIOTCS CBOM-
CTBa HEKOTOPBIX KJIACCOB 0OpaTHMBIX KBa3urpymi. McciaenoBaHbl CBA3M MEXIy HM3ydaeMbIMU
KJIJacCaMM KBa3UTPYII U KJIaccudeckuMu kBaszurpynnamu Mydanr, bon u ap. Onpenenenst 06-
mye ¢GopMbl aBTOMOP(PHU3MOB, TCEBA0ABTOMOPPU3MOB U KBAa3MAaBTOMOP(U3MOB ITUX KBa3uI-
pyIHIL

Pemiennasi BazkHasi Hay4yHasi npodJemMa COCTOUT B HCCIEAOBAHWU Pa3IUYHBIX MOp-
¢u3MoOB (aBTOTOMMMA, MCeBI0AaBTOMOPPU3MOB, G-CBOWCTB) M MOHATHH (IUCTPUOYTaHT, SIpO) B
HEacCOLMaTUBHBIX ajredpanyeckux cucreMax ¢ ycinoBusiMu boma-MydaHnr, KoTopble MpUBOISAT
K OIMCAHMIO HOBBIX BaYKHBIX B3aHMOCBS3€H MEXIYy M3YYEHHBIMU KJIacCaMH KBAa3UTPYIII (BKIIO-
Yasi 1 HOBbIE BBEICHHBIE KJIACCHI).

Teopernueckasi 3HAYMMOCTh U NMPHUKJIAHOE 3HAYeHHe PadoOThI ONpeaesseTcs nomiy-
YEHHEM HOBBIX PE3YyJIbTaTOB B MCCIIEJOBAHUM HEACCOLMATUBHBIX CHCTEM C TOXKIECTBAMM THIIA
bona-Mydanr. Pabota HOCUT TeopeTHUYeCcKuil XapakTep.

BHenpenue Hay4yHbIX pe3yJbTaToB. Pe3ynbTaTsl paboThl MOTYT OBITH MCIHOJIB30BaHBI
IpU MPENoIaBaHUN CIEHUATU3UPOBAHHBIX KYpPCOB JUIsl CTYJEHTOB, MaruCTpOB U acCIHUPaHTOB
MaTeMaTHYECKUX CHEIMATbHOCTEH.
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