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ADNOTARE

la teza de doctorat “Morfismele si proprietatile sistemelor algebrice neasociative cu conditii
de tip Moufang”, prezentata de catre Diduric Natalia pentru conferirea titlului stiintific de doctor
in stiinte matematice, specialitatea 111.03 - Logica Matematica, Algebra si Teoria Numerelor,
Chisinau, 2022.

Structura tezei: teza este scrisa in limba romana si contine introducere, patru capitole,
concluzii generale si recomandari, 109 titluri bibliografice, 104 pagini (inclusiv 91 pagini de text
de bazd). Rezultatele obtinute sunt publicate in 16 lucrari stiintifice.

Cuvinte-cheie: cvazigrup, bucld, izotop, pseudoautomorfism, cvazigrup Bol la stanga (la
dreapta), cvazigrup Moufang, WA-cvazigrup, i-cvazigrup, G-proprietati.

Domeniul de studiu al tezei: algebra, in special, teoria cvazigrupurilor cu identitati, inclusiv
identitatile de tip Bol-Moufang, proprietatile sistemelor algebrice neasociative.

Scopul si obiectivele lucrarii. Scopul lucrarii este cercetarea proprietatilor sistemelor alge-
brice neasociative cu identitati de tip Bol-Moufang. Pentru atingerea acestui scop au fost definite
urmatoarele obiective: cercetarea relatiilor WA-, Cl-cvazigrupurilor, cvazigrupurilor tranzitive la
stanga si Neumann cu cvazigrupurile Moufang, Bol la stdnga, Bol la dreapta s.a.; cercetarea
existentei unitatii unilaterale in cvazigrupuri cu identitati de tip Bol-Moufang, enumerate in lu-
crarea lui F. Fenyves “Extra loops Il. On loops with identities of Bol-Moufang type”, (1969);
cercetarea morfismelor, proprietatilor, relatiilor cu alte clase de cvazigrupuri ale cvazigrupurilor
noi definite in lucrare (i-cvazigrupuri si OWIP-cvazigrupuri); cercetarea G-proprietatilor
cvazigrupurilor tranzitive la stdnga si Neumann.

Noutatea si originalitatea stiintifici. Toate rezultatele prezentate in teza sunt noi si origi-
nale. Au fost cercetate diverse clase de cvazigrupuri (WA-, Cl-cvazigrupuri, cvazigrupuri tranzitive
la stanga, Neumann s.a.). Au fost introduse si cercetate doua clase noi de cvazigrupuri (WIP-
cvazigrupuri generalizate, i-cvazigrupuri). Au fost cercetate clase de cvazigrupuri izotope
grupurilor. Sunt descrise proprietatile unor clase de cvazigrupuri inversabile. Au fost cercetate
conexiuni intre clasele de cvazigrupuri studiate si cvazigrupurile clasice Moufang, Bol s.a. Sunt
determinate formele generale ale automorfismelor, pseudoautomorfismelor si cvaziautomorfis-
melor acestor cvazigrupuri.

Problema stiintificd importanta solutionati in domeniul respectiv consta in cercetarea
diferitelor relatii de tip morfisme (autotopii, pseudoautomorfisme, G-proprietati) si notiunilor (dis-
tributantilor, nucleelor) in sistemele algebrice neasociative cu conditii de tip Bol-Moufang ce con-
duc la descrierea unor relatii importante noi intre clasele studiate de cvazigrupuri (inclusiv si
clasele noi introduse).

Semnificatia teoretica si valoarea aplicativa a lucrarii este determinatd de obtinerea unor
rezultate noi in cercetarea sistemelor neasociative cu identitati de tip Bol-Moufang. Lucrarea poar-
ta un caracter teoretic.

Implementarea rezultatelor stiintifice. Rezultatele lucrarii pot fi utilizate in predarea cur-
surilor de specialitate pentru studentii, masteranzii si doctoranzii de la specialitdtile de matematica.



ANNOTATION

of the doctoral thesis “Morphisms and properties of non-associative algebraic systems with
Moufang type conditions”, presented by Diduric Natalia for conferring the scientific title of
Doctor in mathematical sciences, speciality 111.03 - Mathematical Logic, Algebra and Number
Theory, Chisinau, 2022.

Thesis structure: the thesis is written in Romanian and contains an introduction, four
chapters, general conclusions and recommendations, 109 bibliographic titles, 104 pages (including
91 pages of basic text). The obtained results are published in 16 scientific papers.

Keywords: quasigroup, loop, isotope, pseudo-automorphism, left Bol (right) quasigroup,
Moufang quasigrup, WA-quasigroup, i-quasigroup, G-properties.

Thesis field of study: algebra, in spesial, the theory of quasigroups with identities including
Bol-Moufang-type identities, properties of non-associative algebraic systems.

The purpose and objectives of the paper. The aim of the paper is to investigate the
properties of non-associative algebraic systems with Bol-Moufang type identities. To achieve this
goal, the following objectives have been defined: research on the relations of WA-, Cl-quasi-
groups, transitive on the left and Neuman with the quasigroups Moufang, Bol on the left, on the
right, etc.; research of the existence of unilateral unity in quasigroups with Bol-Moufang type
identities, enumerated in the work of F. Fenyves “Extra loops 1. On loops with identities of Bol-
Moufang type”, (1969); research of morphisms, properties, relationships with other classes of
quasigroups of newly defined quasigroups (i-quasigroups and WIP-generalized quasigroups);
research on the G-properties of left transitive quasigroups and Neumann.

Scientific novelty and originality. All the results presented in the thesis are new and
original. Diverse classes of quasigroups known earlier (WA-, Cl-quasigroups, transitive left
quasigroups, Neumann, etc.) were researched. Two new classes of quasigroups were introduced
and researched (i-quasigroups, WIP-generalized quasigroups). Isotope group quasigroup classes
were investigated. The properties of some classes of invertible quasigroups were described.
Connections between the studied quasigroup classes and the classical quasigroups Moufang, Bol,
etc. were investigated. The general forms of the automorphisms, pseudoautomorphisms and
quasiautomorphisms of these quasigroups were determined.

The important scientific problem solved consists in the research of different morphisms
(autotopies, pseudoautomorphisms, G-properties) and notions (distributant, nucleus) in non-asso-
ciative algebraic systems with Bol-Moufang conditions that lead to the description of important
new relationships between the classes studied by quasigroups (including newly introduced clas-
ses).

The theoretical importance and applicative value of the thesis are determined by obtain-
ing new results in the research of non-associative systems of the Bol-Moufang type. The paper is
of theoretical character. The methods developed in the paper allowed solving the problems.

Implementation of scientific results. The results of the paper can be used in teaching spe-
cialized courses for students, masters and doctoral students in mathematics.



AHHOTALIUS

qucceprauui «Mop(pu3Mbl U CBOHCTBA HEACCOUATHBHBIX aJIredpanyecKnux CHCTEeM € yCJI0-
BusAMH THIIA Mydanr», npencrasiennoi Junypuk Hartansei 1uist NprCcBOEHUs yYEHOU CTEIIEHU
JIOKTOpa MaTeMaTHYeCKUX HaykK 1o creruanbHocTr 111.03 — MaTtemaTudeckas joruka, Anredpa
u Teopus uucen, Kumunes, 2022 roa.

CTpyKTypa AuccepTallMU: MCCEpTallMs HallMCaHa Ha PYMBIHCKOM S3BIKE U COJEPKUT
BBEJICHUE, YETHIPE TJIaBbl, 00IIKE BBIBOJIbI U PEKOMEHIALIUU, CIUCOK JIuTepaTypsl u3 109 mybnu-
kanuid, 104 crpanuiibl (B ToM uncie 91 crpaHuiia OCHOBHOTO TEKCTa). Pe3ynbTaThl OmyOIMKOBaHbI
B 16 HayuHBIX padoT.

KiroueBble ci10Ba: KBa3WUTPYIINA, JIyMa, U30TOI, NICEBI0AaBTOMOPQH3M, JieBas (IpaBas)
kBazurpymnmna bona, kazurpynmna Mydanr, W A-kBazurpymma, i-KBa3urpyira, 1eBOTpaH3UTUBHAS
KBasurpymmna, GG-cBoiicTBa.

O0JacTh nccenoBaHus: anreOpa, B YaCTHOCTHU, TEOPUs KBA3UTPYIII C TOKIECTBAMHU, B
TOM YHCIIe TOXIeCTBa TrIa bona-Mydanr, CBOHCTBa HEaCCOIMATHBHBIX aJIT€OpPandecKUX CHCTEM.

Henap u 3agauu uccaenoanms. Llenpio quccepranuu sBIsSETCS MCCIEA0BaHUE CBOWCTB
HEaCCOLMATUBHBIX anreOpanyecKux CUCTEM ¢ ToxkaecTBamu tumna boma-Mydanr. s qoctuxe-
HUS JTOM wLenu OBbUIM OMpelesieHbl cienyromme 3amaun: uccienoBanue cBszu WA-, Cl-
KBa3UTPYIII, JICBOTPAH3UTUBHBIX U HelimaHa ¢ kBazurpynmnamu Mydanr, neBoii u npasoii bona u
Ip.; UCCIIEIOBaHKUE CYIIECTBOBAHUSI OJTHOCTOPOHHEH €IMHUIBI B KBAa3UTPYMIaxX C TOXKAECTBAMU
tuna bona-Mydanr, nepeuncnennsie B pabore @. ®enusca, “Extra loops I1. On loops with iden-
tities of Bol-Moufang type”, (1969); uccienoBanne Moppu3MOB, CBOICTB U B3aUMOCBSI3EH C Jpy-
TMMH KJIACCAaMH KBa3HIPYI HOBBIX KBa3WUTPYII, ONMPEICICHHBIX B padoTe (I-KBa3UTpyIIbl U
00o06mennsie WIP-kBaszurpymer); uccienoBanne G-CBOWCTB JIEBOTPAH3UTUBHBIX KBa3UTPYII U
kBazurpymnn Helimana.

Hay4yHnasi HOBH3HA M OPUTHHAJIBHOCTD. Bee pe3ynbraTel, IpecTaBiIeHHbIE B JUccepTa-
IIUH, SBJISIFOTCS HOBBIMU M OPUTMHAIBHBIMU. BTN UCCe1oBaHbl pa3IMyHbIe KJIACChl KBA3UTPYIIIT
(WA-, Cl-kBa3urpymrsl, JeBOTpaH3UTUBHBIC KBa3UTpyIibl, Heiimana u 1p.). beuin BBeieHbI U Hc-
CIIeIOBaHbI J[Ba HOBBIX Kiacca kBasurpymm (00o0mmenHbie WIP-kBa3urpymmsl, i-KBa3urpyisl).
HccnenoBansl Kiacchl KBAa3UIPYMHN HM30TOMHBIX IpynnaM. ONHCHIBaOTCS CBOMCTBA HEKOTOPBIX
KJIAaCCOB 0OpaTUMBIX KBasurpymil. VccienoBaHbl CBA3M MEXIY M3ydaeMbIMU KJlacCaMH KBa3WrI-
PYII ¥ KJIacCUYEeCKUMHU KBazurpymnmnamu Myddanr, bon u np. Onpenenenst o0uiye GpopMbl aBToO-
MOp(}H3MOB, NICEB0aBTOMOP(U3MOB U KBa3HaBTOMOP(PHU3MOB 3THUX KBA3UTPYIII.

Pemiennasi BaxkHasi Hay4Hasi Ipo0JieMa COCTOUT B UCCIIEIOBAHUH PA3TUUYHBIX MOPHU3MOB
(aBTOoTOMMIA, TICEBAOABTOMOPGU3MOB, G-CBOWCTB) M MOHATUH (IUCTPUOYTAHT, SIIPO) B HEACCOITH-
aTUBHBIX re0pandeckux cuctemax ¢ ycnoBusimMu bona-MydaHr, KoTopble TpUBOIAT K OMUCaA-
HUIO HOBBIX BaXXHBIX B3aMMOCBSI3€H MEXIy U3yUYeHHBIMHU KJacCaMH KBAa3UTIPYMIl (BKIIIOYas U HO-
BbI€ BBE/ICHHBIE KJIACCHI).

TeopeTnyeckasi 3HAUMMOCTH M IPUKJIAJHOE 3HAUYEHUE PA0OTHI OIpeieisieTcs Moyyde-
HUEM HOBBIX PE3yJIbTAaTOB B MCCIIEIOBAaHUH HEACCOLIMATUBHBIX CUCTEM C TOXKIecTBaMu Tuna boa-
Mydanr. PaboTa HOCUT TEOPETHIECKUN XapaKTep.

BHeapeHue HAYYHBIX pe3yJbTaTOB. Pe3ynbTaTsl pabOThl MOTYT OBITh HCIIOJIB30BAHBI ITPH
IPEernoJIaBaHUM CHEeUATU3UPOBAHHBIX KYPCOB JUISl CTYJAEHTOB, MaruCTPOB U aCUPAHTOB MaTeMa-
THUYECKHUX CIIELIUATBbHOCTEN.



INTRODUCERE

Teza prezinta rezultatele teoretice ale studiului morfismelor si proprietatilor sistemelor alge-
brice neasociative cu conditii de tip Moufang. Rezultatele lucrarii pot fi utilizate in criptografie.
Actualitatea si importanta problemei abordate. Teoria cvazigrupurilor isi ia inceputul in anii
20-30 ai secolului XX, dupa publicarea lucrarilor fundamentale ale lui David Hilbert, la sfarsitul
secolului X1X;, care tin de axiomatizarea matematicii si, in particular, de axiomatizarea geometriei,
aparitia lucrarilor referitoare la diferite sisteme de axiome, in general la sistemele de axiome ale
diverselor geometrii, inclusiv geometriei euclidiene, geometriei proiective, geometriei
Lobacevschi, in dimensiunile 2 si 3.

Insusi termenul ,,cvazigrup” a aparut in lucrarea lui Ruth Moufang [1] consacrata proble-
melor coordinatizarii planurilor proiective. In lucrarile sale Moufang prin cvazigrup percepea
obiectul, care acum este numit bucla Moufang. In termeni moderni, ea a definit bucla Moufang ca
0 IP-bucla (Q,) cu “asociativitate slaba”. Insisi Moufang a cercetat IP-buclele, care satisfac
identitatea a(c - ab) = (ac-a)b (“Quasi-gruppe Q*”) sau identitatea (ab)(ca) = a((bc)a)
(“Quasi-gruppe Q**”), unde a, b, c € Q [1].

Identitatile mentionate mai sus poartd numele de identitatea Moufang la stanga si identitatea
Moufang medie, respectiv.

Peste doi ani dupa aparitia lucrarilor Moufang a fost publicata 0 lucrare importanta la tema
cvazigrupurilor de Gerrit Bol (1937), si anume “Gewebe und Gruppen”. Bol a abordat notiunea de
cvazigrup din punct de vedere geometric. El construieste trei noi configuratii U1, U2, U3 si arata
ca cele trei figuri U impreuna implica numai legea a [b (cb)] = [(ab) c] b, care este tocmai una
din identitatile Moufang. Mai mult, Bol explica semnificatia algebrica a fiecarei dintre figurile U,
ca Ul si U2 corespund unor legi care sunt numite in prezent identitatile Bol la dreapta si Bol la
stanga.

Bol arata ca impreuna, U1 si U2 implica U3, iar cand toate cele trei configuratii sunt inchise,
se obtine cvazigrupul Moufang. In particular Bol arati ci cvazigrupul Moufang satisface legea
flexibilitatii: b (cb) = (bc) b [2]. Astfel, Bol obtine ca o bucla este Moufang daca si numai daca
ea este atat Bol la dreapta cét si la stanga.

In plus mai existau deja si cateva publicatii americane pe cvazigrupuri: (1937) Teoria
cvazigrupurilor, de Hausmann si Ore; (1939) Cvazigrupuri, care verifica anumite legi asociative
generalizate, de Murdoch; (1940) Cvazigrupuri, de Garrison.

Toti cei trei autori au folosit termenul "cvazigrup" intr-un sens mai larg, asa cum 1l folosim

acum, si nu doar ca sistemul Q™ al lui Moufang.



A. C. Suschevici (1937) a definit cvazigrupurile mediale (abeliene) ( [3], p. 157). Primele
publicatii care au introdus termenul "bucld" au fost cele doud lucrari foarte importante pe care
Albert le-a scris in 1943: Quasigroups. I si Quasigroups. II [4, 5]. Mentionam si lucrarile lui D. G.
Murdoch [6], K. Toyoda [7], R. H. Bruck [8], R. Baer [9, 10].

Pand in prezent buclele Moufang si buclele Bol sunt cele mai studiate in teoria
cvazigrupurilor. In general sau studiat buclele Bol medii. Lucririle publicate de Jaiyéola T. G., Da-
vid S. P. si Oyebola O. (2021); O. Abdulkareem A. O. si Adeniran J. O. (2020) sunt dedicate
cercetarii acestor bucle. In lucrarea P. Sarbu si I. Grecu s-a demonstrat ca buclele comutative cu
flexibilitate invarianta sub izostrofia buclelor sunt bucle Moufang. In special, s-a obtinut ci IP-
buclele comutative cu flexibilitate universala sunt bucle Moufang. Onoi V. L. si Ursu L. A., folo-
sind abordarea izotopica, au generalizat conceptul buclei binare Moufang in cazul n-ar (n > 2).

In anii 30 ai secolului XX a fost introdusa notiunea de retea. In terminologia teoriei retelelor
notiunea de cvazigrup are o interpretare geometrica clara [11].

Cvazigrupurile au multiple aplicari in statisticd (teoria planificarii experimentului) [12],
teoria ecuatiilor diferentiale, geometria diferentiala [13], geometria hiperbolica [14], fizica [15],
teoria codurilor [16], criptografie [17].

Pentru cvazigrupuri, in special cele legate de combinatorica, au fost determinate si activ
cercetate diferite transformari (morfisme), printre care de mentionat: izomorfismele, automor-
fismele, izotopiile, autotopiile, izostrofiile, autostrofiile, pseudoautomorfismele, izotopiile gener-
alizate.

Automorfismele si grupurile automorfismelor buclelor au fost cercetate de catre A. A. Albert
incd in primele lucrdri ce tin de teoria cvazigrupurilor [4, 5]. Un aspect extrem de semnificativ al
lucrarii Quasigroups.| a fost introducerea conceptului de izotopie pentru cvazigrupuri. Conceptul
de parastrofie in general a fost introdus de catre A. Sade in Franta in anii 1950. Pseudoau-
tomorfismele au fost definite si cercetate de catre R.H. Bruck in lucrarea “Pseudo-automorphisms
and Moufang loops”, 1952.

Definitia: G-bucla este bucla izomorfa tuturor buclelor izotope ei, are o origine geometrica.
R.H. Bruck in lucrarea sa in 1971 a evidentiat ca o problema nerezolvata este problema descrierii
G-buclelor. Din punct de vedere geometric, problema lui Bruck a fost rezolvata de catre Barlotti
si Strambach. Belousov a rezolvat aceasta problema si a demonstrat ca bucla (L,") este G-bucla
daca si numai daca orice element al ei este companionul caruiva pseudoautomorfism la dreapta si
caruiva la stanga al buclei (L,") ([11], Teorema 3.8).

Rezultatele lui V. D. Belousov deschid calea catre cercetarea G-proprietatilor, adica catre
cercetarea G-buclelor si G-cvazigrupurilor. In ultimii ani, teoria G-buclelor s-a dezvoltat foarte
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activ. Sunt descoperite clase noi de G-bucle. Raméane nerezolvatd problema cercetarii GA-
cvazigrupurilor la stanga, la dreapta si medii.

In Republica Moldova, V. Belousov (1925-1988) si discipolii sii (Florea, Basarab, Gvara-
mia etc.) au obtinut rezultate fundamentale in teoria cvazigrupurilor:

1. Noi abordari pentru cvazigrupuri - operatii derivate, cvazigrupuri speciale si F-cvazi-
grupuri;

2. Noile proprietati ale cvazigrupurilor cunoscute — distributive, fiind izotope unei bucle
Moufang; distributive la stinga, care sunt izotope unui grup; F-cvazigrupuri, izotopi ai unui
cvazigrup total simetric;

3. Cvazigrupuri n — are;

4. Ecuatiile functionale pentru a exprima legile generale ale cvazigrupurilor (atat binare, cat
si n-are);

5. Buclele generalizate Moufang si Bol.

Cvazigrupurile Moufang, care sunt studiate intens in prezent, au fost definite si cercetate de
citre V. Belousov. In lucrarea s-a Dudek W. A. a descris forma liniari a acestor cvazigrupuri si
s-au caracterizat parastrofii lor. Florea I. A. a introdus in 1965 o clasa speciala de cvazigrupuri, pe
care 0 numim cvazigrupuri Bol. In 1976 a cercetat relatia cvazigrupurilor tranzitive la stinga cu
cvazigrupurile Bol. Apare problema de a prelungi cercetarea relatiile unor clase cunoscute de
cvazigrupuri cu cvazigrupurile Moufang, Bol la stanga, la dreapta s.a.

Aproape toate clasele bine cunoscute (clasice) de cvazigrupuri si bucle poseda proprietati de
inversabilitate. Cel mai des aceste cvazigrupuri poseda una din proprietatile IP, LIP, RIP, WIP sau
Cl.

IP-si LIP- buclele au fost definite in lucrarea lui R. Moufang [1], WIP-buclele — in lucrarea
lui R. Baer [9], iar CI-buclele au fost definite de cdtre Rafael Artzy in [18]. V. D. Belousov si
B. V. Turcan au definit si studiat C/-cvazigrupurile in [19]. Si anume sunt dovedite urmatoarele
fapte: orice CI-grupoid este cvazigrup, orice CI-grupoid la stdnga este cvazigrup la stanga. Din
rezultatele lui V. Izbas si N. Labo urmeaza ca CI-grupoidul la stanga, in care aplicatia I, este
bijectiva, este CI-cvazigrup; orice CI-grupoid finit la stanga este un CI-cvazigrup; orice CI-
grupoid este un CI-cvazigrup.

Apare problema de a continua studiul proprietatilor unor cvazigrupuri cu proprietate de in-
versabilitate (WA-, Cl-cvazigrupuri).

in lucrarea sa F. Fenyves, “Extra loops II. On loops with identities of Bol-Moufang type”,
(1969) [20] a enumerat 60 de identitati, numite de tip Bol-Moufang (ambele parti ale identitatii
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contin aceleasi trei litere diferite, luate in aceeasi ordine, Insd una dintre ele se Intalneste de doua
ori pe fiecare parte a identitatii). Ele includ identitatile Bol la stdnga, Bol la dreapta si cele patru
identitdti Moufang. Aceste identitati reprezintad o forma mai slaba a legii asociative, iar in cazul
buclelor, unele dintre ele implica asociativitatea. Kenneth Kunen in lucrarea sa ,,Quasigroups,
Loops, and Associative Laws” (1996) pune intrebarea: carei slabiri a legii asociative un cvazigrup
este o bucli. In special, rezolva complet problema pentru toate identititile de tip Bol-Moufang.
Apare problema de a prelungi cercetarea existentei unitatilor unilaterale in cvazigrupuri cu
identitati de tip Bol-Moufang.

Lucrarile publicate de R. Moufang, G. Bol, R. H. Bruck, V. D. Belousov, K. Kunen, S.
Gagola II1, J. D. Philips s. a. sunt dedicate cercetarii cvazigrupurilor si buclelor cu identitati de tip
Bol-Moufang [21, 11, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29].

In teza de fata sunt formulate urmitoarele probleme:

Problema 1. De cercetat morfismele, proprietatile, relatiile cu alte clase de cvazigrupuri ale
cvazigrupurilor noi definite in lucrare (i-cvazigrupuri si WIP-cvazigrupuri generalizate).
Problema 2. De cercetat existenta unitatii unilaterale in cvazigrupuri cu identitati de tip Bol-
Moufang, enumerate in lucrarea lui F. Fenyves, “Extra loops II. On loops with identities of Bol-
Moufang type”, (1969).

Problema 3. De cercetat G-proprietitile cvazigrupurilor tranzitive la stinga si Neumann.

Mentionam cateva lucrari in aceasta directie [30, 25, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38].

Problemele 1-3 sunt solutionate in Capitolele 2, 3 si 4.

Scopul si obiectivele tezei. Scopul lucrarii consta in cercetarea morfismelor si proprietatilor
sistemelor algebrice neasociative cu identitati de tip Bol-Moufang. Pentru atingerea acestui scop
au fost definite urmatoarele obiective:

(1) Cercetarea relatiilor WA-, Cl-cvazigrupurilor, tranzitive la stdnga si Neumann cu
cvazigrupurile Moufang, Bol la stanga, la dreapta s.a.;

(2) Cercetarea existentei unitatii unilaterale in cvazigrupuri cu identitati de tip Bol-Moufang,
enumerate in lucrarea lui F. Fenyves, “Extra loops II. On loops with identities of Bol-
Moufang type”, (1969);

(3) Cercetarea morfismelor, proprietatilor, relatiilor cu alte clase de cvazigrupuri ale
cvazigrupurilor noi definite in lucrare (i-cvazigrupuri si WIP-cvazigrupuri generalizate);

(4) Cercetarea G-proprietatilor cvazigrupurilor tranzitive la stanga si Neumann.
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Problema stiintifica importanta solutionata consta in cercetarea diferitelor relatii de tip
morfisme (autotopii, pseudoautomorfisme, G-proprietati) si notiunilor (distributantilor, nucleelor)
in sistemele algebrice neasociative cu conditii de tip Bol-Moufang ce conduc la descrierea unor

relatii importante noi Intre clasele studiate de cvazigrupuri (inclusiv si clasele noi introduse).

Semnificatia teoretica si valoarea aplicativa a lucrarii este determinata de obtinerea unor
rezultate noi in cercetarea sistemelor neasociative cu identitati de tip Bol-Moufang. Lucrarea poar-
td un caracter teoretic. Rezultatele lucrarii pot fi utilizate in predarea cursurilor de specialitate

pentru studentii, masteranzii si doctoranzii de la specialitdtile de matematica.

Aprobarea rezultatelor. Rezultatele stiintifice obtinute au fost expuse si aprobate in cadrul
Sesiunii speciale a Seminarului “Algebra si Logica matematica”, dedicate memoriei Profesorului
V. Belousov, Institutul de Matematica si Informatica “Vladimir Andrunachievici” al Academiei
de Stiinte a Moldovei. Rezultatele principale incluse in teza au fost prezentate la urmatoarele con-
ferinte stiintifice:

e “Tendinte contemporane ale dezvoltarii stiintei: viziuni ale tinerilor cercetatori”:
Conferinta Stiintificd a Doctoranzilor (cu participare internationald), editia a 6-a,
Chisinau, 15 iunie, 2017.

e The Fourth Conference of Mathematical Society of the Republic of Moldova: dedi-
cated to the centenary of Vladimir Andrunachievici (1917-1997): Proceedings
CMSM 4, June 28 — July 2, 2017, Chisinau.

e The 25 Conference on Applied and Industrial Mathematics CAIM 2017, September
14-17, 2017, Iasi.

e International conference on mathematics, informathics and information technolo-
gies dedicated to the illustrious scientist Valentin Belousov, 19-21 april, 2018,
Balti.

e “Tendinte contemporane ale dezvoltarii stiintei: viziuni ale tinerilor cercetatori”:
Conferinta Stiintificd a Doctoranzilor (cu participare internationald), editia a Vll-a
Chisinau, 15 iunie, 2018.

e The 26" Conference on Applied and Industrial Mathematics CAIM 2018, Septem-
ber 20-23, 2018, Chisinau.

e International conference Mathematics & Information technologies: research and
education, MITRE-2019, Moldova, State University, June 24, 2019, Chisinau.
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e LOOPS 2019 Conference, Budapest University of Technology and Economics,
July 7-July 11, 2019, Hungary.

e The 5" International Conference of Mathematical Society of the Republic of Mol-
dova, dedicated to the 55" anniversary of the foundation of Vladimir Andruna-
chievici Institute of Mathematics and Computer Science (IMCS-55), September 30,
2019, Chisindu.

Publicatii la tema tezei. In total 16 publicatii stiintifice, cuprinzand 6 articole in reviste
recenzate de specialitate (un articol fara coautori) si 10 rezumate la conferinte stiintifice (7

rezumate fara coautori).

Sumarul compartimentelor tezei. Structura tezei este reprezentatd in patru capitole, care
contin rezultatele teoretice obtinute in cercetarea proprietatilor sistemelor algebrice neasociative
cu identitati de tip Bol-Moufang. De asemenea, teza contine 0 adnotare in limbile engleza, romana
si rusd, introducere, concluzii generale si recomandari, Bibliografie cu 109 de titluri.

In introducere este formulati actualitatea si importanta problemei abordate, sunt mentionate
obiectivele, noutatea stiintifica si originalitatea tezei. Problema stiintifica studiatd subliniaza
importanta teoreticd si aplicativd a lucrarii. Este prezentatd o scurtd analizd a problemelor si
publicatiilor la tema tezei. Aceasta sectiune se incheie cu un rezumat al continutului lucrarii.

Primul capitol al tezei poarta un caracter introductiv si are ca scop prezentarea situatiei
actuale in domeniul sistemelor algebrice neasociative cu identitati de tip Bol-Moufang. Contine
notiunile si teoremele de bazd, necesare pentru expunerea lucrarii.

in cel de-al doilea capitol, sunt studiate W A-cvazigrupurile, WIP-cvazigrupurile generali-
zate si CI-cvazigrupurile. Toate aceste cvazigrupuri au proprietati de inversabilitate. In acest
capitol sunt introduse si studiate W1P-cvazigrupurile generalizate (OWIP-cvazigrupurile).

in capitolul trei sunt introduse si cercetate i-cvazigrupurile — o noua clasa de cvazigrupuri.
Aceasti notiune a fost definita de citre autoarea tezei in publicatiile comune cu I. A. Florea. in caz
general i-cvazigrupurile nu au proprietiti de inversabilitate. In teza sunt studiate i-cvazigrupuri
inzestrate suplimentar cu unele proprietati de inversabilitate.

K. Kunen a studiat existenta unitatii bilaterale in cvazigrupuri cu anumite identitdti
evidentiate dintre cele “60 de identitati de tip Bol-Moufang”, precautate de Fenyves [22].
Problema cercetdrii existentei unitatii Tn cvazigrupuri cu identitdti este formulatd si Tn monografia

lui V. D. Belousov [11] (problema nr. 18, p. 217). In acest capitol este solutionati problema
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existentei unitatii unilaterale in cvazigrupurile care satisfac fiecare dintre cele 60 de identitati de
tip Bol-Moufang enumerate in [20].

In capitolul patru sunt studiate cvazigrupurile tranzitive la stanga si cvazigrupurile Neu-
mann. Atat cvazigrupurile tranzitive cat si cele Neumann sunt izotope grupurilor. Au fost studiate
nucleele, G-proprietatea si diverse morfisme ale cvazigrupurilor indicate. Rezultatul principal al
acestei parti a disertatiei arata ca notiunea de cvazigrup Neumann coincide cu cea de cvazigrup
Schweizer.

Sectiunea Concluzii generale si recomandari prezinta concluziile generale ale autoarei cu
privire la rezultatele obtinute in cadrul tezei. Concluziile sunt prezentate sub forma de rezultate
obtinute si sunt urmate de recomandarile autoarei cu privire la modul in care aceste rezultate pot

fi aplicate in diverse domenii stiintifice, precum si in cercetari potentiale.

Multumiri:

Exprim sincera recunostinta conducatorului stiintific Victor Alexeevici Scerbacov pentru
determinarea domeniului si formularea obiectivelor de cercetare, pentru cunostintele pe care
le-am capatat pe parcursul celor patru ani de doctorantura si pentru ajutorul pe care mi l-a oferit in
realizarea publicatiilor si scrierea tezei.

Cu deosebita consideratie si recunostintd aduc multumiri profesorului, candidatului in stiinte
fizico-matematice, Ivan Arhipovici Florea, care a ghidat primii mei pasi in teoria cvazigrupurilor,
primele cercetari ale diferitor clase de cvazigrupuri. Publicatiile Dumnealui servindu-mi ca repere
urmatoarelor cercetari.

Exprim recunostintd directorului scolii doctorale Matematica si Stiinta Informatiei,

academicianului | Mitrofan Mihailovici Cioban

, pentru rabdare, indrumare si Incurajare.

Alese multumiri aduc membrilor comisiei de indrumare, dnei dr. hab., mem. cor. Cojocaru
Svetlana, dlui acad., Arnautov Vladimir si dlui dr. hab. Chiriac Liubomir, pentru sfaturile si
recomandarile pretioase.

In mod deosebit, multumesc dlui dr. hab., mem. cor. Gaindric Constantin si dnei dr., conf.
univ. Sarbu Parascovia pentru consultatiile si sfaturile competente oferite.

Dedic aceasta lucrare regretatilor parintilor mei, Nicolae si Olga, cu dragoste si

recunostinta.
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1. ANALIZA SITUATIEI IN DOMENIUL SISTEMELOR ALGEBRICE
NEASOCIATIVE CU CONDITII DE TIP MOUFANG

In acest capitol se realizeaza o analizd a conceptelor algebrice fundamentale. Se face o sin-
teza a situatiei in domeniul cercetarii. Un ingredient foarte important al matematicii este creativi-
tatea, capacitatea de a formula definitii utile, care vor duce la rezultate interesante.

O notiune foarte importanta a algebrei generale este notiunea de operatie algebrica sau pur
si simplu de operatie.

Fie datd o multime nevida @, finita sau infinitd; elementele multimii Q notam cu litere mici
latine: a, b, c,...,x,y,z,... Prin multimea Q la puterea n intelegem multimea Q™, formata din toate
n-uplele posibile ordonate (a4, a,, ..., a,) elementelor din Q. Atunci operatie n-ara A, definita pe
multimea Q, vom numi aplicatia multimii Q™ in multimea Q. Daca n-uplei (a4, a,, ..., a,) i Se pune
cu aceasta in corespondentd eclementul b (ce apartine de asemeni @), atunci scriem
A(aq, ay, ...,a,) = b. Numarul n se numeste aritatea operatiei A. Daca n = 2, atunci operatia A
se numeste binara: A(aq, a,) = b. Daca n = 1, atunci operatia A se numeste unara: A(a,) = b.
Se pot precduta operatii si de “aritate” infinita si zero. Multimea Q cu multimea de operatii (),
precum operatiile din Q pot fi de orice aritate, se numeste algebra universala sau pur si simplu
algebra, ea se noteaza Q ().

Pe noi ne vor interesa numai operatiile binare. Operatiile, definite pe multimea Q, uneori
vom nota cu litere mari latine 4, B, C, ... Deseori vom nota operatiile ca produs obisnuit, adicd nu
vom scrie A(a, b) = ¢, dar ab = c, sau, daca va fi nevoie, vom folosi si alte semne pentru operatie:

s, A, x,0siam.d., de exemplua b = c,adb = c si am.d.

1.1.  Grupoizi. Definitiile cvazigrupului si buclei

O multime nevida Q cu o operatie binara A se numeste grupoid si se noteaza (Q, A). Daca

operatia este notatd cu un simbol, de exemplu cu "-" sau "o ", vom scrie (Q,") sau, respectiv
(@,°). Prin urmare pe multimea Q sunt definiti atitia grupoizi cate operatii algebrice exista pe
aceastd multime. Vom considera cd doud operatii A si B, definite pe o multime @, coincid daca
A(a,b) = B(a, b), pentruorice a, b € Q. Numarul elementelor din multimea Q se numeste ordinul
grupoidului (Q, A).

Definitia 1.1.1. Grupoidul binar (Q,°) se numeste cvazigrup, daca pentru orice pereche ordonata

(a,b) € Q% existd solutiile unice x,y € Q pentru ecuatiile xoa = b siaoy = b [11].
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Adesea aceastd definitie este numita existentiald. Aceasta definitie este echivalenta
urmatoarei: grupoidul (Q, A) se numeste cvazigrup, daca prin oricare doud elemente din egalitatea
A(a, b) = c se determind univoc al treilea.

Mai este si alta definitie a cvazigrupului pe care o vom prezenta mai jos. Introducerea
standarta in teoria cvazigrupurilor este data in [11, 39, 40, 41].

Fie (Q,") un cvazigrup.

Definitia 1.1.2. Elementul i € Q este idempotent in (Q,") atunci, cand i - i = i.

Elementul f € Q este unitate la stdnga in (Q,") atunci, cand f - x = x, pentru orice x € Q.
Elementul e € Q este unitate la dreapta in (Q,") atunci, cand x - e = x, pentru orice x € Q.
Elementul e € Q este unitate (bilaterald) in (Q,") atunci, cand este unitate si la stinga si la dreapta.
Elementul m € Q este unitate medie in (Q,") atunci, cand x - x = m, pentru orice x € Q.
Definitia 1.1.3. Cvazigrupul este bucla la stinga (la dreapta), daca are unitate la stanga (la

dreapta). Cvazigrupul este bucla, daca are unitate la dreapta si unitate la stanga.

1.2.  Operatiile inverse ale cvazigrupului (parastrofii)

Fie dat cvazigrupul (Q,A). Ecuatia A(a,x) = b este rezolvabila univoc. Aceasta ecuatie
defineste o operatie algebricd binard A~1(a, b) = x, A~! este operatia inversa la dreapta pentru
A. Ne convingem ca (Q, A™1) este cvazigrup, adica ecuatiile A~ (x,a) = b si A™*(a,y) = b sunt
rezolvabile univoc. Intr-adevir, a = A(x, b) este rezolvabild univoc, adici A(c,b) = a de unde
A"Y(c,a) = b. Solutie a ecuatiei A"*(a,y) =b este A(a,b). Analog ecuatia A(y,a) =b
defineste o operatie noua ~*A numita operatia inversd la stanga pentru A. Analog se demonstreazi
ci (Q, "'A) este cvazigrup. Operatia A se numeste inversabild, daca ea este inversabili la dreapta
si la stdnga.

Argumentand, prin analogie avem urmatoarele operatii ale cvazigrupului
1ATY, (AL A%, unde A= (CTATY) T = (AT si A'(x,y) = A(y, x). Alte
operatii noi ale cvazigrupului nu sunt.

Daca operatia cvazigrupului este notata cu " - ", atunci
ab=csoa\c=beoc/b=a
si()7 =0, 70O =)
Urmatoarea definitie se numeste definitia ecuationala a cvazigrupului.
Definitia 1.2.1. (vezi [42, 38]) Grupoidul (Q,") se numeste cvazigrup, daca in aceasta multime Q
exista operatiile "\" si "/" astfel ca in algebra (Q,-,\,/) sunt adevarate identitatile

x-(x\y) =y, (1.1)
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y/x)-x=1y, (1.2)

x\(x-y) =y, (1.3)

-x)/x=y. (1.4)
In orice cvazigrup (Q,-,\,/) urmitoarele identititi sunt adevarate:

x/(Y\x) =y, (1.5)

(x/y)\x =y (1.6)

Fiecarei inversari a cvazigrupului A ii corespunde o permutare de gradul trei. Cvazigrupurile
A, A7 4, 14, (24) T, 47 se numesc parastrofii cvazigrupului A, iar trecerea de la A la unul
dintre aceste sase cvazigrupuri se numeste parastrofie.

1. Axy,xy) =x3 ©

2 A (xy,x) = x3 ©

3 A0 (x5, x) =x; ©

4, ACD (x,x3) = x, ©

5 A (x,,x) =%, ©

6 A2 (x5, %) = x,

Veziin [11, 43].

Observati ca cazul 5 si 6 este parastrof (12) al cazului 3 si respectiv 4 [41].

Nota 1.2.1. Conceptul de parastrofie, in special parastrofia (12), poate fi extins pentru

grupoizi.

1.3.  Proprietitile cvazigrupurilor. Notiuni generale.

In acest paragraf o si prezentim notiunile, proprietitile si teoremele principale care ne
intereseaza in cazul diferitelor clase de cvazigrupuri.
Fie dat cvazigrupul (Q,).

1° Unitdtile locale ale cvazigrupului.

Ecuatia a - x = a este rezolvabila univoc, a - e, = a, e, este unitatea locala la dreapta a
elementului a. Solutia f; ecuatiei y - a = a vom numi unitate locala la stinga a elementului a.
Daca in cvazigrup e, = ey, atunci cvazigrupul (Q,-) are unitate la dreapta e, x - e = x, Vx € Q.

Prin analogie avem cvazigrup cu unitate la stanga, daca f, = f,,V a,b € Q.

Se cunoaste ca in orice grupoid (Q,°), daca este unitate la stanga f si unitate la dreapta e,
atunci ele sunt egale f = e.

2° Elemente inverse.
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Fie (Q,) o bucla cu unitatea e. Elementele inverse la dreapta si la stdnga pentru x se

1 = e, “'xx = e corespunzitor [11].

determina prin identitatile xx~
3" Translatiile.
Aplicatiile R,:x = xa si L,:x = ax Se numesc translatii la dreapta si la stinga
(corespunzator) fata de elementul a. Ele, evident, sunt permutari ale multimii Q (aplicatii reciproc
univoce Q in sine).
Propozitia 1.3.1. Daca (Q,") este un grup, atunci translatiile sale poseda proprietatile:
() La'=Le1,Ra'=R,1,Va€Q,
(i) L4R, = RpLy,Va,b € Q,
(iii) LoLp = Lgp RgRp = Rpa,Ya, b € Q.
Din propozitia data rezulta importanta notiunii de izotopie.
4’ Izotopia.

Fie doua operatii binare

"." si n

£

o ", definite pe multimea Q.

Definitia 1.3.1. Operatia " o " se numeste izotopd operatiei " - " sau izotop al operatiei " - ", daca
exista tripleta de permutari «, 8, y multimii Q astfel, incat
y(xoy) =ax- By, 1.7)

pentru orice x,y € Q.
Definitia 1.3.2. Tripleta ordonata T = (a, 8, ¥) vom numi izotopie.
a - componenta de stanga, - componenta de dreapta, y - componenta principala a izotopiei 7.

Daca a = f =y, atunci izotopia se transforma in izomorfism y(x o y) = yx - yy, y este
izomorfism. Izotopia de forma T = (a, 8, €), unde ¢ este substitutie identica, e(x) = x, Vx € Q se
numeste principala.
Teorema 1.3.1. Orice izotop (Q,°) al cvazigrupului (Q,") este de asemenea un cvazigrup.

Notam prin G multimea tuturor tripletelor de permutdri definite pe multimea Q a
cvazigrupului (Q,"),

G ={T = (a,p1)}
Produsul izotopiilor T; si T, este izotopia
T =TT, = (a1, 1, v (a2, B2, ¥2) = (@1az, B1B82,V1Y2)-

Teorema 1.3.2. Multimea tuturor izotopiilor, definite pe multimea Q cvazigrupului (Q,") formeaza
grup fata de produsul introdus.

Daca cvazigrupul (Q,°) este izotop cvazigrupului (Q,-), atunci pentru a simplifica scrierea
ne invoim si scriem (0) = ()7, unde T = (a, B, 7).

(i) Dacd (o) = ()7, atunci (-) = (o)7 .
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(i) (O™ =M.

(iii) Daca cvazigrupul (Q,°) este izotop cvazigrupului (Q,"), atunci (Q,o) este izomorf cu un
izotop principal al cvazigrupului (Q,").

(iv) Fiecare cvazigrup este izotop careiva bucle.

Pentru grupuri notiunea de izotopie se reduce la cea de izomorfism. Aceasta rezultd din
urmatoarea teorema:

Teorema (Albert) 1.3.3. Daca bucla (Q,°) este izotopa unui grup (Q,"), atunci ea insasi este grup,
izomorf grupului [11].

In anii 40 ai secolului XX s-a demonstrat ci cvazigrupurile ce verifici identitatea
xy-uv = xu-yv (cvazigrupurile mediale), sunt izotope unor grupuri abeliene si a fost
caracterizata aceasta izotopie (este vorba de cunoscuta teorema Toyoda [11, 39, 40]).

Teorema (Toyoda) 1.3.4. Fie (Q, A) un cvazigrup medial. Atunci existd un grup abelian (Q, +)
astfel incat operatia A are forma

Alx,y) = o(x) + () +c,
unde @,y € Aut (Q, +), ey = Y, pentru toti x,y € Q si c un element fixat din Q.

Desi teorema data este numita des “Teorema lui Toyoda”, ea a fost demonstrata independent,
aproximativ in aceeasi perioada de trei autori: Toyoda (1941), Murdoch (1941) [6] si Bruck (1944)
[8].

5° Autotopiile cvazigrupurilor. Cvaziautomorfismele.

Un rol semnificativ in teoria cvazigrupurilor il joacd notiunea de autotopie.

Definitia 1.3.3. Tripleta ordonata T = (a, 8, y) de permutéri ale multimii Q se numeste autotopie
a cvazigrupului (Q,"), daca y~1(ax - By) = x -y, pentru oricare x,y € Q.

Notiunea de autotopie este caz particular al izotopiei. In particular, autotopia de forma
(a, a, @) = a va fi automorfism.

Toate autotopiile cvazigrupului formeaza grup fata de inmultirea autotopiilor. Componentele
tuturor autotopiilor cvazigrupului cu acelasi nume de asemenea formeaza grup. Daca permutarea
@ este componentd a unei autotopii T, atunci 0 vom numi autotopica.

Componenta principald a autotopiei T a cvazigrupului (Q,-) se numeste cvaziautomorfism al
cvazigrupului (@,"). Cu alte cuvinte, permutarea y multimii Q se numeste cvaziautomorfism al
cvazigrupului (Q,”), daca exista alte doud permutdri a si [ multimii Q, astfel, incat
y(xy) = ax - By, adica T = («, B,y) este autotopia cvazigrupului (Q,").

6~ Nuclee ale cvazigrupului.
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Definitia 1.3.4. (vezi [11, 40, 44]) Nucleele la stinga N;, mediu N,, si la dreapta N, ale
cvazigrupului (Q,") se definesc in felul urmator:
Ny ={a€Qla-xy =ax-y},
N, ={a€Qlxa-y=x-ay},
N, ={a €Q|xy-a=x-ya},Vx,y € Q.
Au loc urmatoarele teoreme:
Teorema 1.3.3. Cvazigrupul (Q,") are nucleu la stanga N; # @ daca si numai daca (Q,) are unitate
la stanga f.
Analog are loc teorema pentru nucleul la dreapta.
Teorema 1.3.4. Nucleul mediu N,,, # @, daca si numai daca (Q,") este bucla, adica are unitate
Xe = ex = X.
Teorema 1.3.5. Fiecare nucleu nevid N;, N,, si N, este subgrup al cvazigrupului (Q,").

7° Permutdri requlare. Permutarea A (p) se numeste permutare regulard la stinga (la

dreapta) a buclei (Q,"), dacd A(xy) = Ax -y (p(xy) = x-py), Vx,y € Q. Permutarea ¢ se
numeste medie regulard, daca exista asa permutare ¢, ca @x-y =x-¢*y, Vx,y € Q. Setul
tuturor permutarilor regulare la stanga, la dreapta si medii &%, &, S sunt grupuri. Toate permutarile
regulare ale cvazigrupului (Q,) sunt autotopice, asa cum U, = (4,1,4),V, = (1,p,p), W, =
(o, *~1,1) sunt autotopiile lui (Q,").

8" Pseudoautomorfisme.

Alte permutari autotopice importante, ca si permutarile regulare la dreapta si la stdnga sunt
pseudoautomorfismele cvazigrupului [11, 40].
Definim in sensul lui H. O. Pflugfelder:
Definitia 1.3.5. Bijectia 6 a multimii Q se numeste pseudoautomorfism la dreapta al cvazigrupului
(Q,), daca exista macar un element ¢ € Q astfel, incat Ox - (8y-c) = 8(x-y) - ¢ pentru toti
X,y € Q, adica
(6,R.6,R.0) (1.8)
este autotopia cvazigrupului (Q,). Elementul ¢ se numeste companionul lui 6.
Bijectia 6 a multimii Q se numeste pseudoautomorfism la stanga al cvazigrupului (Q,*), daca
existd macar un element ¢ € Q astfel, incat (¢ - 6x) - 0y = ¢ - 8(x - y) pentru toti x,y € Q, adica
(L.6,6,L.0) (1.9)
este autotopia cvazigrupului (Q,-). Elementul ¢ se numeste companionul lui 6 [40].
Daca 6 este pseudoautomorfism la dreapta si la stianga, atunci 6 se numeste pseudoau-

tomorfism.
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Existenta pseudoautomorfismelor la drepta (la stdnga) in cvazigrupul (Q, A) presupune ex-
istenta unitatii la dreapta (la stanga) [40]. In sensul cartii lui Belousov pseudoautomorfismul la
dreapta dupa Pflugfelder este numit pseudoautomorfism la stanga, iar pseudoautomorfismul la
stanga este numit pseudoautomorfism la dreapta. Existenta pseudoautomorfismelor la drepta (la
stanga) in cvazigrupul (@, A) presupune existenta unitatii la stanga (la dreapta) [11]. Se stie ca
daca cvazigrupul are pseudoautomorfism netrivial la stinga si la dreapta, atunci este bucla [11,

40].

1.4.  Cvazigrupuri cu proprietate inversa la stinga (LIP-cvazigrupuri). Cvazigrupuri cu

proprietate inversi la dreapta (RIP-cvazigrupuri).

Definitia 1.4.1. Cvazigrupul (Q,") se numeste cu proprietate inversa la stinga, dacd exista
aplicatia I;: Q— Q astfel, incat este adevarata egalitatea I, x - xy = y sau ~*x - xy = y,Vx,y € Q.

Teorema 1.4.1. in orice LIP-cvazigrup (Q,) au loc:

[

-1, o
. I = ¢,adica ("'x) = x, € este permutare identica.

2 x(_lxy) =y,
3. ~!xx = e,, unde xe, = x,
4. Lyt =L-1,,unde Lyy = xy,
5. I, este permutare (bijectie).
Definitia 1.4.2. Elementul b al cvazigrupului arbitrar (Q,") se numeste element Bol la stdnga, daca
verifica identitatea
b(x-by) = Rz (b-xb)y, (1.10)
Vx,y € Q,unde R, x = xep,, be, = b.
Scriem (1.10) cu ajutorul translatiilor Ly,(x-L,y) = R;'L,Rpx-y sau L,(xy) =
RLyRpx - Ly"y. Am obtinut autotopia T = (R,'LyRyp, Ly, Lp).
Teorema 1.4.2. In orice cvazigrup (Q,"), daca T = (a, L', L,) este autotopie, atunci b este ele-
ment Bol la stanga.
Teorema 1.4.3. Daca in LIP-cvazigrupul (Q,), T = (a,B,y) este autotopie, atunci si
T, = (I;al;, v, B) de asemenea este autotopie.
Teorema 1.4.4. Daca LIP-cvazigrupul (Q,-) are unitate la stanga f si T = (a, §,y) este autotopie,
atunci af = b, unde b este element Bol la stanga.
Teorema 1.4.5. Bucla (Q,°), izotop al LIP-cvazigrupului (Q,-), unde izotopia este urmatoarea
xoy=R;lx-L;'y, (1.11)
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va fi de asemenea LIP-bucla daca si numai daca elementul b este element Bol la stanga.
Prin analogie se definesc RIP-cvazigrupurile.
Definitia 1.4.3. Cvazigrupul (Q,") se numeste RIP-cvazigrup, daca exista aplicatia I,: Q — Q
astfel, incat este adevarata identitatea yx - [,x = y sau yx - x~1 = y.
Teorema 1.4.6. In orice RIP-cvazigrup (Q,-) are loc:
1. (x™Y)™' =x, adicd I? = &, ¢ este permutare identica,
2. I, este permutare, adica I, este bijectie,
3. yxl-x=y,
4. xx~1=f,unde f,x = x,
5  R;'=R

X_l'

Definitia 1.4.4. Elementul a € Q se numeste element Bol la dreapta al cvazigrupului arbitrar
(Q,"), daca verifica identitatea
(za-y)a=z-L; (ay-a). (1.12)
Scriem egalitatea (1.12) cu ajutorul translatiilor R,(R,z*y) = z - LfalRaLay sau R, (zy) =
Rz'z L'RyLay. Am obtinut autotopia (Rz*, L; RqLq, Ry).
Are loc urmatoarea teorema:
Teorema 1.4.7. In orice cvazigrup (Q,”), daca T = (R;%, 8, R,) este autotopie, atunci a este ele-
ment Bol la dreapta.
Cvazigrupul (Q,"), care este RIP- si LIP-cvazigrup se numeste [P-cvazigrup.
Definitia 1.4.5. Elementul Moufang la stanga se defineste de identitatea
a(x-ay) = (a-xfga-y, (1.13)
elementul Moufang la dreapta de identitatea
(ya-x)a=y-ale,x-a). (1.14)

Teorema 1.4.8. In IP-cvazigrupul (Q,”) elementele Bol si Moufang sunt echivalente.

1.5.  Cvazigrupul Bol la stanga. Cvazigrupul Bol la dreapta. Bucld Moufang.

Fie LIP-cvazigrupul (Q,"), care are proprietatea ca orice bucla, izotopa unui cvazigrup (Q,*),
este de asemenea o LIP-bucla. Astfel ajungem la notiunea de cvazigrup Bol la stanga.
Definitia 1.5.1. Cvazigrupul (Q,), care verifica identitatea
x(y-xz) = R} (x-yx)-z,Vx,y,z € Q, (1.15)
se numeste cvazigrup Bol la stanga [45].
Prin analogie avem, cvazigrupul (Q,") se numeste cvazigrup Bol la dreapta, daca verifica

identitatea
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(zx - y)x =z Lg ! (xy - x). (1.16)
Teorema 1.5.1. Orice cvazigrup Bol la stdnga (Q,-) este LIP-cvazigrup [45].
Teorema 1.5.2. Orice bucla (Q,°), izotop al unui cvazigrup Bol la stanga (Q,-), este bucld Bol la
stanga, adica (Q,°) verifica identitatea
xo(yo(xoz))=(xo(yox))oz (1.17)
Teoreme similare au loc pentru cvazigrupurile Bol la dreapta.
In general sau studiat buclele Bol medii. Lucririle publicate de Jaiyéola T. G., David S.
P., Oyebola O. O. [46]; Abdulkareem A. O., Adeniran J. O. [47] sunt dedicate cercetrii acestor
bucle. S-a demonstrat ca buclele comutative cu flexibilitate invarianta sub izostrofia buclelor sunt
bucle Moufang. In special, s-a obtinut ci IP-buclele comutative cu flexibilitate universald sunt
bucle Moufang [48].
Definitia 1.5.2. (vezi [11]) Cvazigrupul (Q,") se numeste cvazigrup Moufang, daca (Q,-) verifica

urmatoarele identitati
oy -2y = x(y(eyz°y)), (L18)

y(-yz) = ((y-x4)y)z (1.19)
unde ye, =y = f,y.

In teza sa de doctor (IM AN MSSR, 1965) I. A. Florea a demonstrat ca identititile (1.18) si
(1.19) sunt echivalente, din aceasta cauza se poate defini cvazigrupul Moufang ca cvazigrup, ce
verifica numai una din aceste identitati.

Cvazigrupurile Moufang definite de V. D. Belousov sunt studiate intens in prezent. S-a
descris forma liniard a acestor cvazigrupuri si S-au caracterizat parastrofii lor [49]. Folosind
abordarea izotopica, s-a generalizat conceptul buclei binare Moufang in cazul n-ar (n > 2). S-au
dat doua exemple de bucle ternare Moufang care nu sunt un grup ternar [50].

Definitia 1.5.3. (vezi [51]) Bucla (Q,)) se numeste bucla Moufang, daca verifica una din

identitatile

(zx-y)x = z(x - yx), (1.20)
x(y-xz) = (xy-x)z, (1.22)
yx-zy = y(xz-y), (1.22)
yx-zy = (y - x2)y. (1.23)

In cercetarea cvazigrupurilor cu identititi de tip Bol-Moufang vom avea nevoie de
urmatoarele doua leme: prima demonstrata de catre I. A. Florea in teza sa de doctor, a doua este

demonstrata in cartea lui Belousov [11].
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Lema 1.5.1. Cvazigrupul Bol la stanga si Bol la dreapta este cvazigrup Moufang [45].
Lema 1.5.2. Bucla, izotopa unui cvazigrup Moufang, este o IP-bucla.
Definitia 1.5.4. Bucla comutativa (Q,”) cu identitatea xx-yz = xy-xz se numeste bucld
comutativa Moufang.

O progresare enorma S-a realizat in cercetarea buclelor Moufang. Lucrarile publicate de A.
N. Grishkov, A. V. Zavarnitsine [52]; M. Rasskazova [53]; Gagola S. M. Ill, de Lourdes Merlini
Giuliani Maria [54]; Hall J. 1. [55]; Evans A. B., Gagola S. M. 111 [56] s. a. sunt dedicate cercetarii
buclelor Moufang.

Observam, metodele studierii buclelor Bol si Moufang si cvazigrupurilor Bol si Moufang se
deosebesc considerabil. Intr-o oarecare masura, acestea sunt doua curente diferite. Buclele Bol si
Moufang traditional se studiaza mai mult de matematicienii occidentali, iar cvazigrupurile Bol si

Moufang se studiaza mai mult de matematicienii fostei URSS si térilor blocului oriental.

1.6.  Cvazigrupuri cu identitati de tip Bol-Moufang

Identitatea, bazatd pe o operatie algebrica, este de tip Bol-Moufang, daca «ambele parti ale
identitatii contin aceleasi trei litere diferite, luate in aceeasi ordine, insa una dintre ele se intalneste
de doua ori pe fiecare parte a identitatii» [20].

Identitatile de tip Bol-Moufang sunt 60 de identitati de ordinul patru pentru o operatie alge-
brica binard, care includ identitatile Bol la stanga si la dreapta si cele patru identitdti Moufang.
Identitatile decurg din asociativitate, dar sunt strict mai slabe decat asociativitatea, in cazul
buclelor, unele dintre ele implica asociativitatea.

Patru elemente de baza x, y, z, w intr-o ordine fixata pot fi luate in paranteze in cinci moduri:

(xy) (@w), x((y2)w), (x(y2) )w, ((xy)z)w, x(y (zw)).

Daca doua elemente din patru sunt egale, adica avem x, x, y, z, atunci pot fi aranjate in sase
moduri astfel incat y si z se afla intr-o ordine fixata. Identitdtile Bol-Moufang sunt obtinute atunci
cand luam elementele x, x, y, z cu y inainte de z (pentru definititudine) si formam un monom de
ordinul patru cu paranteze (dintre cele cinci formate mai sus) si il egalam cu monoame cu paranteze
diferite, de exemplu (xy)(zx) = x((y2)x), (xy)(zx) = (x(yz))x. Putem face acest lucru in 60
moduri. Astfel printre identitatile Bol-Moufang intr-un cvazigrup sau intr-o bucla se obtin clase
interesante de cvazigrupuri si bucle, de exemplu, buclele Bol, buclele Moufang s.a.

Notiunea este introdusa in [20]. Explicatii importante sunt prezentate in [22].

Kenneth Kunen in lucrarea sa ,,Quasigroups, Loops, and Associative Laws” (1996) pune

intrebarea: cirei slabiri a legii asociative un cvazigrup este o bucla. In special, rezolva complet
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problema pentru toate identitatile de ,,tip Bol-Moufang”, cele scrise cu patru variabile, dintre care
trei sunt distincte. La inceputul articolului, Kunen aminteste ca toate cele 4 identitati Moufang,
daca sunt adevarate intr-un cvazigrup, atunci acest cvazigrup este o bucla si toate sunt echivalente.
Amintim ca acest rezultat (prezenta unitatii) a fost anuntat mai devreme (1993) in rezumatul lui
V. Izbas si V. Scerbacov. Echivalenta in bucle a celor 4 identitati Moufang este un rezultat
binecunoscut (a se vedea cartea lui V. D. Belousov).

In sectiunea 2, Kunen studiaza identitatile flexibilititii, alternative la stanga si la dreapta. Se
subliniaza ca niciuna dintre aceste trei nu implica faptul ca cvazigrupul este o bucla, desi oricare
doua dintre ele impreuna o obtin. Se arata, de asemenea, ca exista o singura lege cu dimensiunea
patru cu doua variabile distincte, din care urmeaza ca un cvazigrup este o bucla.

Lema 1.6.1. ([22], Lema 2.2.) In orice cvazigrup:
1. RALT presupune ca exista unitate la dreapta.
2. LALT presupune ca exista unitate la stanga.
3. FLEX plus o unitate la dreapta sau la stanga presupune ca exista unitate bilaterala.
4. Orice doua dintre RALT, LALT, FLEX presupun ca exista unitate bilaterala.
Se introduc cvazigrupuri de forma ax + fy = x * y peste grupuri ciclice de reziduuri

modulo n. Aceste grupuri sunt utilizate pentru a construi exemple (contraexemple). Marcam lema:
Lema 1.6.2. [22] Fiecare cvazigrup care verifica orice dintre simetrizarile ((xy)x)y = (xy)(xy)
sau (yx)(yx) = y(x(yx)) este bucla.

In sectiunea 3 este dat un tabel in care sunt enumerate cvazigrupurile (reduse la 24) cu
identitati de tip Bol-Moufang din lucrarea lui Fenyves (exista 60 de astfel de identitati) si indica
care cvazigrup este o bucla si care nu. Kunen a exclus unele dintre cvazigrupuri, deoarece pentru
el este clar ca aceste identitati implica faptul ca cvazigrupul dat nu este o bucla.

Reformuland titlul articolului lui Gagola «Cum si de ce buclele Moufang se comporta ca si
grupul» [24] se poate de spus ca cvazigrupurile cu identitatile Bol-Moufang «se comporta ca si
grupul». Atrageti atentia, informatia despre unitatile la dreapta si la stdnga in orice cvazigrup cu
identitatea de tip Bol-Moufang poate fi gasita in [11, 57, 58, 37, 59].

Aceste identitati sunt folosite la cercetarea buclelor triplete [60]. In [25, 27, 29] sunt cercetate
varietatile cvazigrupurilor, definite de identititile Bol-Moufang. In [26] sunt cercetate identitatile
Bol-Moufang generalizate. Sunt cercetate buclele Bol-Moufang cu subgrup cu indiciu 2 [28]. In

[36] se studiaza existenta unitatii in grupoizi cu identitati Bol-Moufang.
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1.7.  Concluzii la capitolul 1

In Capitolul 1 au fost cercetate reperele teoretice ale problemei in cauzi. S-au relevat
notiunile si rezultatele generale din teoria cvazigrupurilor, servind ca temelia realizarii scopului si
obiectivelor lucrarii.

Scopul lucririi este de a cerceta morfismele si proprietatile sistemelor algebrice neasocia-
tive cu identitdti de tip Moufang. Pentru atingerea acestui scop au fost definite urmatoarele
obiective:

(1) Cercetarea relatiilor WA-, Cl-cvazigrupurilor, tranzitive la stdnga si Neumann cu
cvazigrupurile Moufang, Bol la stinga, la dreapta s.a.;

(2) Cercetarea existentei unitatii unilaterale in cvazigrupuri cu identitati de tip Bol-Moufang,
enumerate in lucrarea lui F. Fenyves, “Extra loops Il. On loops with identities of Bol-
Moufang type”, (1969);

(3) Cercetarea morfismelor, proprietatilor, relatiilor cu alte clase de cvazigrupuri ale
cvazigrupurilor noi definite in lucrare (i-cvazigrupuri si WIP-cvazigrupuri generalizate);

(4) Cercetarea G-proprietatilor cvazigrupurilor tranzitive la stinga si Neumann.

In baza analizei situatiei actuale in teoria cvazigrupurilor binare formulim urmitoarele
concluzii:

1. Cercetdrile efectuate denota opiniile ca aproape toate clasele de cvazigrupuri si
bucle poseda proprietate inversa. Cel mai des aceste cvazigrupuri poseda una dintre cele 3
proprietati de inversabilitate, si anume: inversabilitate la stanga (LIP), la dreapta (RIP), si
bilaterala (IP).

2. O problema actuala este: pentru ce identitéti in cvazigrupul (Q,") urmeaza ca (Q,")
este bucla [11].
3. Izotopia, fiind un concept important al teoriei cvazigrupurilor ne da o posibilitate

de a cerceta clasele de cvazigrupuri, trecand cu ajutorul izotopiei la bucla. Uneori bucla
este grup, iar proprietdtile grupului sunt cunoscute si cu ajutorul grupului, buclei cercetam
proprietdtile cvazigrupului dat. Valoarea izotopiei pentru cvazigrupuri urmeaza din
urmatoarea teorema simpla: orice cvazigrup este izotop unei bucle. Pentru grupuri

conceptul de izotopie nu joaca un rol semnificativ, am vazut din Teorema (Albert) 1.3.3..
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2. DESPRE UNELE CLASE DE CVAZIGRUPURI CU PROPRIETATI DE
INVERSABILITATE ( WA-, OWIP-, CI-CVAZIGRUPURI)

Deseori cercetam cvazigrupurile si buclele din punct de vedere al apropierii lor de grupuri.
In grup un rol mare il joaca si proprietatea de inversabilitate, care se exprima in felul urmitor:
pentru orice element x existd elementul invers x~! astfel, incit se indeplineste egalitatea
xx~ 1 = x"1x =1, si de aici pe baza legii asociative avem x~1(xy) =y, (yx)x~! = y. Aceste
egalitati pot fi luate ca definire a unei clase foarte largi de cvazigrupuri si bucle. Multe dintre
clasele de cvazigrupuri si bucle, intens studiate pana in prezent, au proprietati de “inversabilitate”.
Printre cele mai cunoscute clase de cvazigrupuri (bucle) cu proprietati de inversabilitate sunt I P-,
LIP-, RIP-, WIP-, CI-cvazigrupurile s.a. In capitolul dat s-au cercetat WA-, CI-cvazigrupurile si

o clasa de cvazigrupuri noua definita W1P-cvazigrupuri generalizate (OWI1P-cvazigrupuri).
2.1.  Proprietitile WA-buclelor la stinga

WA-cvazigrupurile au fost cercetate de catre T. Kepka in lucrarea “A note on WA-qua-
sigroups” (1978). In lucrarea data T. Kepka a caracterizat si WA-cvazigrupurile simple [61]. De
asemenea WA-cvazigrupurile au fost cercetate de catre A. M. Ceban (1997) [62].

Definitia 2.1.1. (a se vedea [63, 61]) Cvazigrupul (Q,) cu identitatile
XX*YZ =Xy XZS$IXy" 2Z =XZ"*YZ (2.1)
se numeste WA-cvazigrup sau cvazigrup semimedial (pe scurt: SM-cvazigrup) (a se vedea [64,
65]).
Identitatile (2.1) nu sunt echivalente.

Exemplul 2.1.1. Cvazigrupul (Q,*) satisface identitatilor (2.1).

o & w| N R O
o w| & N | O o
w| o] N N o | -
Al R O o wl NN
R AN o g N W] w
Nl ol wl R gl &~
ol N R wl & ol »n

Lema 2.1.1. Orice W A-cvazigrup verifica urmatoarele identitati:
x\(yz) = (x\y)(x\2), (2.2)
(vz)/x* = (y/x)(z/x), (2.3)

27



x(Y\z) = (xy)\(x*2), (2.4)
v/2)x = (yx*)/(zx), (2.5)
undexy =z ©x\z=y ©z/y =x.
Demonstratie. (2.2). Stim ca existi astfel element z', incat x2\yz = (x\y)(x\z).
Noi trebuie s demonstrdm ci z = z. Din definitia operatiei "\" avem

, 2.0) @y
yz = x2((x\y)(x\2)) = x(x\y) - x(x\2) = yz

Prin urmare, z' = z.
(2.3). Stim ca exista astfel element z', incat yz /x? = (y/x)(z/x). Noi trebuie si
demonstram ci z = z. Din definitia operatiei "/" avem

(2.0) @.2)

yz = (y/x)(z/x) - x* = (y/X)x- (z/X)x = yz.
Prin urmare, z' = z.
(2.4). Stim ca exista astfel element z, incat x(y\z) = (xy)\(x%z'). Noi trebuie sa

demonstrim ¢i z = z. Avem

(21 (€8

x?z = (xy) - x(Y\2) = x* - y(y\2) = x*z.
Prin urmare, z' = z.
(25). Stim ca exista astfel element y, incat (y/z)x = (y'x?)/(zx). Trebuie si
demonstram ci y = y. Ca si in cazurile precedente

, (2 12)
yx?=(y/z)x (zx) = (y/2)z x? = yx?

Prin urmare, y = y. O

Din definitiile 2.1.1. si 1.5.3. urmeaza ca orice buclda comutativdi Moufang este un WA-
cvazigrup.

O caracterizare importantd a W A-cvazigrupurilor datd de T. Kepka vedem in urmatoarea
teorema:
Teorema 2.1.1. (a se vedea [61]) Orice bucla, izotopa unui W A-cvazigrup, este o bucla comutativa
Moufang.
Lema 2.1.2. Orice W A-cvazigrup cu unitate la stinga este cvazigrup Bol la stanga.
Demonstratie. Daca f este unitate la stdnga a cvazigrupului (Q,-), atunci ff = f, L;x = x pentru

toti x € Q si Ly = &. Din Teorema 2.1.1. urmeaza ca izotopul de forma

xoyzRf_lx-L]?lyzRf_lx-y, (2.6)

28



cvazigrupului (Q,) este o bucla comutativa Moufang. Orice buclda comutativa Moufang (Q,°) este
[P-bucla, adica exista asa permutare I, incat

Ixo(xoy)=(yeox)elx =y, 2.7)
pentru orice x,y € Q.

Trecand 1n ecuatia (2.7) la operatia obtinem

Ri'Ix-(Ri'x-y) =y, R Rpx - (x y) = y.
Prin urmare, I;x - (x - y) = y pentru
I, = R; IRy (2.8)

in asa mod (Q,) este LIP-cvazigrup. Aceasta dupa rezultatele din [45] aratd ca (Q,) este
cvazigrup Bol la stanga. mi
Corolarul 2.1.1. Daca f este unitate la stinga a WA-cvazigrupului (Q,), atunci translatia Ry este
automorfism al cvazigrupului (Q,") si automorfism al buclei comutative Moufang (Q,) definita
de (2.6).
Demonstratie. Faptul ca Ry € Aut(Q,’) urmeaza din (2.1) si egalitatea ff = f. Mai departe,
folosind formula (2.6), avem

Re(xoy) = Rex o Ry, Re(R:'x - y) = R7'Rex - Rpy, x - Rpy = x - Ryy.

Prin urmare Ryl = IRy si (2.8) capata forma [, = I. m
Lema 2.1.3. Orice W A-cvazigrup cu unitate la dreapta este cvazigrup Bol la dreapta.
Demonstratie. Fie izotopul (Q,°) WA-cvazigrupului (Q,) este:

xoy=x-Lg'y,

unde e este unitate la dreapta pentru (Q,"). Dupa Teorema 2.1.1., (Q,°) este bucld comutativa

Moufang. Fie 1 este unitate in (Q,o) si I permutare in Q astfel, incat x o [x = 1 pentru orice

X € Q. Asacum (y o x) o [x = y pentru orice x,y € Q, avem

y=(@ox)olx=(y-L;'x) - L;'Ix.

Prin urmare, (y - x) - L;*IL.x = y, de aici (y - x) - px = y pentru p = L;'IL,. Asadar, (Q,") este

RIP-cvazigrup. Aceasta dupa rezultatele din [45] inseamna ca (Q,-) este cvazigrup Bol la dreapta.
O

Lema 2.1.4. Orice WA-cvazigrup (Q,") cu proprietate inversa la stanga (la dreapta) este cvazigrup

Bol la stanga (la dreapta).

Demonstratie. Asa cum WA-cvazigrupul cu proprietate inversa la stanga este LIP-cvazigrup,

demonstratia acestei leme este foarte asemanatoare cu demonstratia Lemei 2.1.2,

Pentru WA-cvazigrupuri cu proprietate inversa la dreapta demonstratia este similara. O
Corolarul 2.1.2. Orice W A-cvazigrup, care este IP-cvazigrup, este cvazigrup Moufang.
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Demonstratie. Demonstratia urmeaza din Lema 2.1.4. si Lema 1.5.1. O
Definitia 2.1.2. (a se vedea [11]) Izotopia de forma
xoy=Lg'(Lax-y) (2.9)
se numeste operatie derivata la dreapta pentru (Q,"), generata de elementul a.
Izotopia de forma
xoy =Rz (x"Rsy) (2.10)
se numeste operatie derivata la stanga pentru (Q,”) generata de elementul a.
Notiunea de operatii derivate este introdusa in [66, 67].
Teorema 2.1.2. Fie (Q,") este WA-cvazigrup. Atunci:
(i) operatia derivata la dreapta pentru (Q,-) este cvazigrup Bol la stanga,
(i) operatia derivata la stanga pentru (Q,") este cvazigrup Bol la dreapta.
Demonstratie. (i). Din (2.9) urmeaza ca cvazigrupul (Q,°) are unitate la stdnga, si anume,
f = e, unde ae, = a. Defapt, e; oy = L7 (Lgeq ' y) = Lg*Lyy = y. In particular f o f = f.
Fie urmatorul izotop al cvazigrupului (Q,°)
x+y= (R;)_lx °y, (2.11)
unde Rex = x o f. Atunci (Q, +) este bucla cu unitatea f.
Intr-adevir, f +y = (R;)_lf oy = f oy =y, asacum, daca (R;)_lf = z, atunci
f= (R;)Z,f = zo f. Dar, asa cum am mentionat deja, f o f = f, prin urmare, z = f. Mai
departe avem x + f = (R?) xo f = R:(R:) 'x = x.
Folosind (2.9), noi putem scrie (2.11) in felul urmator
x+y =15 (La(R}) " x-y).
Astfel, bucla (Q, +) este izotop unui W A-cvazigrup (Q,). Conform Teoremei 2.1.1.: printre
buclele izotope WA-cvazigrupului (Q,") existd bucla comutativa Moufang. Amintim ca orice
bucla, izotopa unei bucle Moufang, este bucla Moufang (a se vedea [11]). Din aceasta cauza (Q, +)

este bucla Moufang.

Demonstratia va fi completa, daca vom demonstra ca cvazigrupul (Q,o) este LIP-cvazigrup.
Din x™* + (x + y) =y, folosind (2.11), vom obtine (R;)_lx‘l o ((R]Z)_lx o y) = y. Acum,
notand (R}‘i)_lx‘1 prin ax si (R;)_lx prin Sx, vom obtine doud permutari «, § ale multimii Q, si
posibilitatea de a scrie ultima ecuatie sub 0 forma mai convenabila ax o (fx o y) = y, care este

echivalentd cu af~1x o (x o y) = y. Ultima arati ca (Q,o) este LIP-cvazigrup. Aceasta termini

demonstratia (7).
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(ii). Din (2.10) urmeaza ca cvazigrupul (Q,°) are unitate la dreapta e = f,, unde f,a = a.
De fapt, x o f, = R; (xR, f,) = R (x - a) = x.

Fie urmatorul izotop al cvazigrupului (buclei la dreapta) (Q,°)

x+y=xo0(L)"1y, (2.12)

unde Lyx = e o x. Atunci (Q, +) este bucla cu unitatea e. Demonstratia ¢ similara demonstratiei
in (i) si noi 0 omitem.

Din (2.12), folosind (2.10), avem

x+y=Rg'(x-Ro(L)™My).

Similar, ca si in (i), noi putem demonstra ca (Q,+) este bucla Moufang. Mai departe, din
(v + x) + x~1 = y, folosind (2.12), avem (y o (L) "1x) o (L) 1x~1 = y. Aceasta arati ci (Q,°)

este RIP-cvazigrup. m

2.2.  Automorfisme ale WA-buclelor la stinga

Acest paragraf este dedicat automorfismelor W A-cvazigrupurilor, permutarilor interne ca
automorfisme in raport cu unitatea la stdnga si in raport cu element arbitrar.
Incepem cu un lucru, care este un folclor al cvazigrupurilor:
Lema 2.2.1. In autotopia de cvazigrup oricare doud componente determini in mod unic a treiea.
Elementele grupului I,,(Q,) = {a € M(Q,)| ah = h}, unde M(Q,") este grup, generat de
toate translatiile cvazigrupului (Q,") la stanga si la dreapta, se numesc aplicatii interne pentru (Q,")
in raport cu elementul h € Q (a se vedea [11]). Belousov a demonstrat (a se vedea [11]) ca grupul
1,,(Q,") este generat de toate permutarile de forma:
Lyy = LyayLyLy, unde (x o y)h = x - yh,
Ryy = Rz,RyRy, unde h(x e y) = hx - y,
T, = L;iR,, unde o = R, Ly,
Lema 2.2.2. in WA-cvazigrupul (Q,”) cu unitate la stanga f permutirile interne Lyy, Ry i Ty in
raport cu elementul f sunt automorfisme ale cvazigrupului (Q,).
Demonstratie. In cazul nostru Ly, = L33, LyL,, unde x oy = R7*(x* Ryy) = R 'x +y, dupa

Corolarul 2.1.1. Prin urmare

71
Ly = Lgh

iy Laly. (2.13)

Mai mult decat atat, x -y = fx-y = f(x e y) = x e y are loc
Ry, = R7LR,R,. (2.14)

Asacum ox = R 'Lex = Ry 'x, avem Ty, = L;;lxRx. Astfel
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Lx,yf = Rx,yf =T.f =F. (2.15)
Din (2.1) urmeaza ca pentru orice a € Q fixat, urmatoarele triplete (L, Lg, Ly2) i
(Rg, Ry, R,2), inversele lor si cu componente diferite — produsul lor sunt autotopii in (Q,*). Prin

urmare

- - -1 _ -1
(LR_lxy LR Ly L (v flx_y)2> (Ly Ly, Ly2)(Ly, Ly, Ly2) = (Lx,y,Lx,y,L (Rflx_y)zszLyz>.(2.16)
Aceasta Tnseamna ca

Lyyf Lyyz= LEl 2Ly2Ly2(f - 2), (2.17)
Ry

_1x-y)
de unde, folosind (2.15), avem

Lyyz = LERflx y)zLxZLyZZ, (2.18)

pentru orice x,y,z € Q. Aceasta impreund cu (2.16), arati cd L,, este automorfism al
cvazigrupului (Q,").
Analog din
(Reb Reb Ry ) Ry Ry Ry2) Ry R Ry2) = (Ryy, Ry R 2Ry 2R,z (2.19)

s

— - -1 _ -1
<LR Ix2 LR Ix2 L(Rflx)2> (er er sz) - <Tx' Tx' L(Rflx)ZRx2>’ (2-20)

de aici rezultd cd R, ,, si T, sunt automorfisme pentru cvazigrupul (Q,"). m

Corolarul 2.2.1. In orice WA-cvazigrup cu unitate la stinga avem
Liy = Ly2y2,Rey = Ry 2, Ty =T

Demonstratie. Presupunand y = z in (2.1), avem
(xy)? = x? - y2, (2.21)
Din (2.13) si (2.18) urmeaza ca identitatea Ly, = L,2,2 va fi demonstratd, daca vom
demonstra ca (R; *x - y)z = Ry 'x? - y®. Aceasta urmeaza din (2.21) si faptul ca Ry (si inversa lui)
sunt automorfisme in (Q,") (a se vedea Corolarul 2.1.1.). De fapt,
“1.3\2 _ _ _ _
(R7'x)" =Ry 'x - R7'x = R7(x * x) = Ry 'x?

yZ.

Precum Ry, = R, )2R,2R 2, dupd (2.19), din (2.14) i (2.21) obtinem Ry, = R,z

Identitatea a treia se demonstreaza similar. O
Definitie 2.2.1. (a se vedea [68, 40]) Fie (Q,") un grupoid. Elementul a € Q se numeste element
nuclear la stinga in (Q,"), daca L,y = L,L, pentru orice x € Q. Multimea tuturor elementelor

nucleare la stanga in (Q,") se numeste nucleu la stdnga (Q,") si se noteaza N;.
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Este bine cunoscut (a se vedea [11, 51]) ca in cvazigrup multimea N; formeaza subgrup.
Teorema 2.2.1. in WA-cvazigrupul (Q,") cu unitate la stinga f permutirile interne Ly .y, Ry s Ty
fatd de a € Q sunt automorfisme in (Q,”) dacd si numai dacd a € N; si verifica urmatoarea
identitate xy - a = xf - ya.

Demonstratie. In acest caz L, , = Lyl Ly Ly, unde x o y = Rz*(x - Ryy), Ry, = Ry, R, Ry, unde
ax -y =a(xey)siT, = L;iR,, unde ox = R7'L,x.

Astfel, ca si in demonstratia Lemei 2.2.2. (identitatile (2.16), (2.17), si (2.18)), putem
demonstra ci Ly, Ry, si T, sunt automorfisme pentru (Q,"). Atunci LydyL,L,f = f, adica
LyLyf = Lyoyf.Deci, x - yf = Lyoyf = Rz (x* Rgy)f, de unde obtinem

RF'(x - yf) = RZ*(x * RaY).
Deoarece Rf‘1 este automorfism al cvazigrupului (Q,") (Corolarul 2.1.1.), din ultima identitate
obtinem Ry 'x -y = Rz*(x * R,y), deoarece si xy = Rz*(Ryx - Ryy). Astfel,
xy-a=xf-ya,
pentru orice x,y € Q.

Mai mult decat atit, Ry, RyR,f = f este R R f = Ry.,f. Prin urmare xy = x ey si
ax+y =a(xey) =a-xy,pentrutoti x,y € Q. Deci a € Nj.

Afirmatia inversa este evidenta. m
Lema 2.2.3. Permutarea L, R, este automorfism al WA-cvazigrupului (Q,") cu unitate la stanga f
dacd si numai dacd a? = f.

Demonstratie. Deoarece

(Lo Lar La2)(Ray Ray Ra2) = (LaRas LaRas Loz Ry2) (2.22)
este autotopie in (Q,), avem

LaRof * LaRay = Lg2Re2Y, (2.23)

pentru orice y € Q. Aceasta autotopie este automorfism daca si numai daca L 2R,z = LyR,.
Ultima egalitate are loc daca si numai daca L R, f = f, adicd, daca si numai dacd a® = f. m
Corolarul 2.2.2. Fie (Q,) este WA-cvazigrup cu unitate la stdinga f. Dacid a? = f, atunci
LoRq = Lg2Rg2 = Ry,
Demonstratie. Din (2.22) si faptul ca L, R, este automorfism pentru (Q,) urmeaza L R, =
Ly2R,2.Din (2.23), LoR,f = f sia® = f avem L,R, = Ry. O
Lema 2.2.4. Permutarea L,z2R, este automorfism al W A-cvazigrupului (Q,) cu unitate la stanga
f daci si numai dacd a®-a = f.

Demonstratie. Este clar ca
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(Laz,Laz,L(az)z) (Ry Ray Ry2) = (LazRa,LazRa,L(az)zRaz)

este autotopie a cvazigrupului (Q,). Prin urmare L 2R,f - L,2R,y = L( )zRazy are loc pentru

a?

orice y € Q. Aceasta autotopie este automorfism daca si numai daca L(aZ)ZRaZ = L,2R,, adica

dacd si numai dacd L2R,f = f. Ultima conditie este echivalentd cu a® - a = f. O

2.3.  Pseudoautomorfisme si subbucle

Notiunea de pseudoautomorfism o avem in primul capitol al lucrarii (a se vedea [11, 40]).

in sensul lui Belousov (a se vedea [11]) avem:
Lema 2.3.1. In WA-cvazigrupul cu unitate la stinga f translatia R, este pseudoautomorfism la
dreapta daci si numai daci translatia L, este pseudoautomorfism la dreapta si a® = f.
Demonstratie. Presupunem ca R, este pseudoautomorfism la dreapta cu companionul k, adica
cvazigrupul (Q,) are autotopia (LiRg, Ry, L R,). Conform Lemei 2.2.3., L, R,, unde a? = f este
automorfism pentru (Q,).

Prin urmare

(LRa, Ry LR (LaRa, LaRas LaRa) ™ = (Lilah L3t LiLgt)
este, de asemenea, 0 autotopie pentru (Q,"). Ultima inseamna ca L, este pseudoautomorfism la
dreapta pentru (Q,’). Asa cum multimea tuturor pseudoautomorfismelor la dreapta in (Q,")
alcatuieste grup (a se vedea [11]), L, de asemenea este pseudoautomorfism la dreapta pentru (Q,").

Afirmatia inversa este evidenta. m
Lema 2.3.2. Fie (H,)) un subcvazigrup al WA-cvazigrupului (Q,). Atunci (aH,”) este
subcvazigrup pentru (Q,), pentru orice a = a?.

Demonstratie. Conform (2.1) avem ah, - ah, = a? - hih, = a - hyh, € aH. Astfel, multimea aH
este inchisa fata de operatia de cvazigrup.

Ecuatia ah; - x = ah,, unde hy, h, € H, are unica solutic x € Q. E evident ca x = ax’,
pentru careva x’ € Q. In asamod, ah; - ax’ = a - hyx" = ah,. Prin urmare h,x" = h, si deci, x €
H. Atunci x = ax’ € aH.

Similar vom demonstra ca ecuatia y - ah; = ah, are solutie in aH. m
Lema 2.3.3. Fie (Q,") este WA-cvazigrup cu unitate la stanga f si (Q,0) este bucla definita in (2.6).
Daca (Q,") satisface proprietatii inverse, atunci:

(i) Rf = &, unde ¢ este permutare identica,
(i) L =1L =IRspentruljx xy =y,xy Ly =x1Ixo(x°oy) =y,

(iii) I, si I, sunt automorfisme ale cvazigrupului (Q,") si buclei (Q,°),
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(lv) IlIT‘ = Rf'IlIT = I‘I‘Il'
Demonstratie. (i). De fapt, I;f = I.f = f. Astfel xf - f = x, pentru toti x € Q. Asa dar, Rf =e.

(26)
(ii). Deoarece x oy = Rf‘lx y = Rex -+ y, dupa (i), Ry este automorfism in (Q,) si corespunde

buclei comutative Moufang (Q,°) (Teorema 2.1.1. si Corolarul 2.1.1.).

Trecem acum la ecuatia Lx(x-y) =1y si folosim operatia buclei "o", avem
Relix o (Rex o y) = y. Astfel ReiRF 'x o (x 0 y) = y.

Prin urmare, I = RLR;* si I, = R7 IR, = 1, deoarece in (Q,o) automorfismele Ry si
comuteaza.

Analog, trecand in ecuatia (x - y)I,y = x dupd operatia buclei " o ", obtinem R (fo oy)o
I,y = x. Astfel, (x o Rpy) o I,y = x si (x o y) o I,R; 'y = x. Deci, I = I,R: " si I, = IRy.
(iii). Este corolar pentru (ii) si (iii).

(lv) Deoarece I = Il §| IT = IRf, avem IZIT = IZRf = Rf Analog, IrIl = IRfI = Rf O
2.4.  WIP-cvazigrupuri generalizate (OWIP-cvazigrupuri)

Cvazigrupul (Q,") are proprietate inversabila slaba ((Q,) este WIP-cvazigrup), daca
x-I1(y-x) = Iy, pentruorice x,y € Q si careva permutare a multimii Q [9, 10, 69].

Buclele cu proprietate inversi slaba detaliat au fost cercetate de citre Osborn [70]. In
particular, in [70] este construit exemplu de WIP-bucla, care este G-bucla. Tot in aceastd sursa
sunt demonstrate si alte proprietati ale WIP-buclelor. Introducand o permutare « in identitatea data
s-a obtinut o clasa noud de cvazigrupuri, anume OWIP-cvazigrupuri.

In acest paragraf s-au cercetat careva proprietati ale WIP-cvazigrupurilor generalizate. Este
0 clasa noua de cvazigrupuri introdusa de catre Florea I. A. si autoarea tezei.

Definitia 2.4.1. Cvazigrupul (Q,") se numeste OWP-cvazigrup, daca (Q,) verifica identitatea
x-I(y-ax) =1y, (2.24)
pentru orice x,y € @, unde | si a careva permutari ale multimii Q.
Urmatorul cvazigrup este OWIP-cvazigrup, insa nu este W1P-cvazigrup.
Exemplul 2.4.1. Avem [ = (0 1), = (12).

*

0
1

N o »r| O
R N o -
ol | NN

35



Lema 2.4.1. OWIP-cvazigrupul (Q,") verifica egalitatea
["Y(xz) - ax = 171z, (2.25)
pentru orice x, z € Q.
Demonstratie. Din (2.24) avem I} (x - I(y - ax)) =y, [ (x - I(y - ax)) - ax = y - ax,
I"Y(xz)-ax =1"1z,unde y - ax = "1z O
Teorema 2.4.1. OWIP-cvazigrupul (Q,") este izotop unei LIP-bucle (Q,0), unde
xoy=Rzx-L,'y,xy = Ryx oL,y (2.26)
daca si numai daca (Q,-) verificd urmatoarea egalitate
b-1I"*(by) - x) =R;}(b-1(I7*b - x)) -y, (2.27)
unde be, = b, R,,v = ve,,.
Demonstratie. Fie (Q,0) este LIP-bucla, adica (Q,°) verifica urmatoarea egalitate
Lixe(xoy)=y.

Folosind (2.26) avem Rz ;x - L, (R; x - L,'y) = y. Aplicim I~ asupra ambelor parti ale
ultimii egalititi si obtinem I ‘1(R; x - Ly (R x - L;ly)) = ['y. Inmultim ultima egalitate din
dreapta cu expresia @Rz I;x si avem

I (R - Ly (R x - Lp')) - @Rz yx = 171y - aRG .

Din egalitatea (2.25) obtinem I L;*(Rz x - L;ty) = "1y - aR;11,x. Mai departe efec-
tudm urmdtoarele substitutii x — R,x,y — Ly, obtinem I L, (xy) = "L,y - aR; R x.

Daca y = ey, unde be, = b, atunci

I7'Ly Ry, x = Li-1,aRz [[Ryx, aRZ 1Ry x = L1, I Ly Re, %,
[T () = I Lyy - L, I Ly Re, %, RG Ly Ly-1px - y = Ll (I Ly - %),
RIb-1(I"b-x)) -y =b- 17 (by) - x).
Am obtinut (2.27).
Invers. Fie (2.27) are loc. Atunci avem L,I(I" 'L,y - x) = @x *y, unde @x = R;,'L,IL;-1,x. Mai
putem scrie I"1L,y - @ 1x = 7L, (xy), Ity - @ 1R 1x = 171, (R x - L y).
Prin urmare urmatoarea egalitate este adevarata

(2.25)
7 (a7 Ry - Ly (R x - L51y) ) - ala ™ 7 Rax) = 17 L5 Ry - Lyty) =

=17y 97 R'x,
(a7 Ry Ly (R x - 15'Y) ) = 171y, Ra (Raa 0™ R0 - L (Rax - Ly 'y) = ,

Ropa o R1x o (xoy) =y, Ii1xo (xoy) =y,unde ], = Rya to 1R, 0
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Cercetam cazul, cand orice bucla (Q,e), izotopa unui OWIP-cvazigrup (Q,"), este LIP-buc-
1a. In acest caz cvazigrupul (Q,") verifica urmitoarea identitate
z-1(I7Y(zy) " x) =R}z 17z %)) -y, (2.28)
pentru orice x,y, z € @, unde I este permutare a multimii Q, ze, = z, R, t = te,.
Lema 2.4.2. Daca cvazigrupul (Q,") verifica identitatea (2.28), atunci in (Q,") este adevarata
identitatea
z-1(y-az) =1y, (2.29)
pentru orice z,y € Q, unde a este aplicatia multimii Q in sine. lar daca a este permutare, atunci
(Q,") este OWIP-cvazigrup.
Demonstratie. Ecuatia I(I"c - x) = e,, unde ce, = c are solutie unica. Intr-adevar,
x = (L) te, = L4 I e, = ac.
Daci inlocuim in (2.28) x = L,y [7e, = az, atunci I(I"Y(zy) - az) = y,z I (zy) - az) =
zy,unde t = I"1(zy). O
Teorema 2.4.2. Orice bucla (Q,°), izotopa unui cvazigrup (Q,7) cu identitatea (2.28), este bucla
Bol la stanga [11].
Demonstratie. Este suficient sa demonstram acel fapt pentru bucla (Q,°), unde izotopia are
forma (2.26).
Din (2.28) si (2.26) avem
Ryz o LI (RyI™ (Raz © Lyy) © Lyx) = RyR; Mz - 1171z - x)) o Lpy.
Daca L,y = e, unde e este unitate a buclei (Q,0), e = ba, atunci avem
Raz o LyI(RyI™ (Raz o Lyy) © Lpx) = (Rqz o Lyl (RyI ™ R4z o Lyx)) © Lyy.
Facem urmitoarele substitutii: z = R;'z,y — L'y, x — L, x si obtinem
zoLl(RgI ™Y (zoy)ox) = (zo LI(RyI 20 x)) o y.
Daci z = e, apoi obtinem L,I(R,I" 1y o x) = gx oy, unde px = LyI(R,I"te o x), ¢ este
permutare a multimii Q. Prin urmare obtinem urmatoarea identitate
Zo((pxo(zoy)) = (zo((pxoz))oysaUZo(xo(zoy)) = (zo(xoz))oy, Vx,y2€Q.
Am obtinut ca (Q,°) este bucla Bol la stanga. i
Corolarul 2.4.1. Daca cvazigrupul (Q,*) cu identitatea (2.28) este LIP-cvazigrup, atunci (Q,") este
cvazigrup Bol la stanga.

Analog se prezinta si rezultatele la dreapta. Unele rezultate ale acestei lucrari sunt publicate

in [71].
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2.5.  Despre definirea Cl-cvazigrupurilor

CI-buclele au fost definite de catre Rafael Artzy [18]. In [18] se demonstreaza ca J este un
automorfism al buclei (Q,7). V. D. Belousov si B. V. Turkan au definit CI-cvazigrupurile in [19].
Unele aplicatii ale CI-cvazigrupurilor in criptografie sunt prezentate in [72, 35].

Definitia 2.5.1. Bucla (Q,-), ce verifica una din identitatile echivalente x - yJx = y,xy - Jx =y,
unde J este o bijectie a multimii Q astfel incat x - Jx = 1, se numeste CI-bucla.

In [18] este demonstrat ca J este automorfism al buclei (Q,-).

Definitia 2.5.2. Cvazigrupul (Q,-) cu identitatea xy - Jx = y, unde J este 0 aplicatie a multimii Q
in Q, se numeste CI-cvazigrup [19].

Observam ci in acest caz aplicatia J este permutare a multimii Q [19]. In orice CI-cvazigrup

permutarea J este unica ( [41], Lema 2.25).
Definitia 2.5.3. [19] Grupoidul (Q,") cu identitatea

xy-Lx =y, (2.30)
unde I, este aplicatia multimii Q in sine, se numeste CI-grupoid la stanga.

Grupoidul (Q,") cu identitatea

LLx-yx =y, (2.31)
unde [; este aplicatia multimii Q in sine, se numeste CI-grupoid la dreapta.

Grupoidul (Q,) cu ambele identitati (2.30) si (2.31) se numeste CI-grupoid [30].

In articolul fundamental [19] sunt dovedite urmitoarele fapte: orice CI-grupoid este
cvazigrup, in CI-cvazigrup identitatile (2.30) si (2.31) sunt echivalente, orice CI-grupoid la stanga
este cvazigrup la stanga.

Din rezultatele lui V. Izbas si N. Labo urmeaza ca CI-grupoidul la stanga, in care aplicatia
I, este bijectiva, este CI-cvazigrup. Orice CI-grupoid finit la stanga este un CI-cvazigrup. Orice
CI-grupoid este un CI-cvazigrup [30].

Exemplul 2.5.1. Cvazigrupul (Q,*) este Cl-cvazigrup.

*

ol B~ W N k| O

= O N B~ Ol W O
N | O O W | =
O N | W & O N
Al Ol W O N k| W
W B O N P O b
gl Wl | P O N O




2.6. Izotopii Cl-cvazigrupului

Propozitia 2.6.1. CI-cvazigrupul (Q,-) este izotop unui grup (Q,°), cu izotopia (2.26) daca si nu-

mai daca (Q,") verifica identitatea

(x(y(zu))) v=y-((xz'v) u), (2.32)
pentru orice x,y, z,u, v € Q.
Demonstratie. Fie (Q,°) din (2.26) este grup, adica in (Q,0) are loc legea asociativa
(xoy)oz=x0(yo2z). (2.33)
Atunci din (2.33) si (2.26) avem RZ (R; x - L;'y) - L'z = Ry x - L, (R;Yy - L' z). Efectuim
urmatoarele substitutii x = R,x,y = LpYy, z = L,z si obtinem
RZ'(xy)z = x - Ly (Rg'Lpy - 2). (2.34)
Din xy - Jx = y avem R, L, = ¢, unde ¢ este permutarea identica a multimii Q. Am obtinut
L3t = Ry, Ryt = Ljm1,. (2.35)
Folosim (2.35) in (2.34)
(e (e 0o gm)) -z =x-((0a-y)-2) Jb). (2:36)
Deoarece bucla, izotopa unui grup, este de asemenea grup, atunci egalitatea (2.36) are loc in

Q) VYab,xyze€Q,adicain (Q,") este adevarata identitatea (2.32).
Invers. Fie in (Q,) are loc (2.32). Trecem de la operatia " - " 1a operatia " o ", folosind (2.26)
Ra (x(¥(z1))) o Lyv = Ry © Ly (Rq(Ra(Rax © Lypz) © Lyv) © Lyt).
Daca L,v = e, unde e este unitate a buclei (Q,0), atunci avem
(Ray o Ly(RZ(Rgx o Lyz) o Lbu)) °oLpv =Ryy o Lp(Ra(Rq(Rgx o Lpz) © Lpv) o Lyu).
Simplificam ultima egalitate
(yoLp(Ri(xoz) ou)) ov =1y o Ly(Re(Ra(x 0 2) o v) o ).
Daca y = e, avem
(yoLy(Ré(xoz)ou))ov =yo (Ly(Ri(xoz)cu)ov),(yot)ov=yo(tov),
unde t = L, (R2(x o z) o u). Am obtinut ci (Q,°) este grup. O
Exemplul 2.6.1.
1. Cvazigrupul (Q,*) este Cl-cvazigrup in care nu are loc identitatea (2.36). Aici

J=0134).
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2. Urmatorul cvazigrup este Cl-cvazigrup in care are loc identitatea (2.32). Avem

J = 0)(1)(2)B3) (4.
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Se pune intrebarea, dacd cvazigrupul arbitrar (Q,") verifica identitatea (2.32), este oare
(Q,) un CI-cvazigrup?
Propozitia 2.6.2. Daca cvazigrupul arbitrar (Q,") verifica identitatea (2.32), atunci (Q,-) este un
CI- cvazigrup.
Demonstratie. Inlocuim in (2.32) z = y,u = y~*, unde yy~! = e, si obtinem

xy-v=y- ((xy-v)y Dsaut=y(ty™),

undet = xy - v.

Din t = y(ty™*) urmeaza ty~! = (y(ty™1))y~%, x = (yx) - y~%, unde x = ty~t. Avem
x = (yx) *Jy,unde y~! = Jy, (Q,) este CI-cvazigrup. O
Propozitia 2.6.3. Daca orice bucla (Q,°), izotopa unui CI-cvazigrup (Q,"), este comutativa, atunci
cvazigrupul (Q,") este medial, iar (Q,°) este grup abelian.
Demonstratie. Este suficient de precautat izotopul (Q,°), unde izotopia este data de egalitatea
(2.26). Fie (Q,0) este bucla comutativa, adica este dat x oy =y ox,V x,y € Q. Atunci avem
Rz'x - Ly'y = Rg'y - Ly " x. Acum aplicam (2.35) si obtinem L;-1,X * Rjpy = L;-1,¥ * Rjpx sau
J Ya-x)(y-Jb) = (J ta-y)(x-Jb). Ultima egalitate are loc Va, b, x,y € Q. Prin urmare (Q,")

este cvazigrup medial, iar (Q,o) este grup abelian (pe baza Teoremei lui Toyoda) [11]. i
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Propozitia 2.6.4. Bucla (Q,°), izotopa unui CI-cvazigrup (Q,"), unde izotopia este data de (2.26),
va fi CI-bucla daca si numai daca (Q,") verifica egalitatea
(x-by)a = (x-ba)y, (2.37)
pentru orice x,y € Q [19].
Demonstratie. Fie (Q,0) este CI-bucld, adici in (Q,0) are loc (xoy)ex~! =7y, unde
x o x~1 = e, e este unitate a buclei (Q,°), unde e = ba, x~* = J x. Atunci avem
RZ'(RZ'x - Ly'y) - Ly'x ™' = y. (2.38)
in orice CI-cvazigrup (Q,) are loc J 'x(yx) = y. Intr-adevar, avem (xy)/x =y,
x(xy-Jx) = xy, x(z-]x) = z,unde z = xy, de unde avem
] x(zx) = z. (2.39)
Inmultim din stanga (2.38) cu /=L, x~* si obtinem pe baza (2.39)
RZ'(RZ'x - Ly'y) = 'Ly'x " y sau RZ'(xy) = J 'Ly Rox - Lyy.
Fie y = e, unde be, = b. Atunci avem
Ra"(xy) = Ry 'Ri'Re,x - Loy, RepRaRyx+y = Ra(x - Lyy) = (x- by)a.
Dacay = a, avem (x - ba)y = (x - by)a.
Invers. Este dat (2.37) sau R,(x:Lpy) = Rpex -y, sau xy = R7*(Rpax - Lpy), (xy)Jx =
R7'(Rpgx - Ly'y) - Jx, de unde urmeaza y = R7*(Rpqx - L;'y) - Jx. In ultima egalitate trecem la
operatia " o ", folosind (2.26)
Rz (RZ'RqRyax  Lp'y) - Ly LyJx = y,(x o y) o] x = y,unde J = LpJRpa R™.
O

Acum trecem la studiul cvazigrupului (Q,) in care egalitatea (2.37) are loc Va, b, x,y € Q.
Propozitia 2.6.5. Orice cvazigrup (Q,) cu identitatea

(x-yz)t = (x-yt)z, (2.40)
Vx,y,z,t € Q este CI-cvazigrup si medial [19].
Demonstratie. In orice cvazigrup (Q,”) ecuatia ax = e,, unde ae, = a, este rezolvabili si solutia
depinde numai de a. Avem a-I(a) = e,, unde I este aplicatia Q in Q. In (2.40) substituim
y=xt=1(x), unde x-I(x)=-e,, avem (x-xz)I(x)=xz sau (xv)I(x)=v, unde
v =xz,V v,x € Q. Am obtinut ca (Q,") este CI-cvazigrup.

Mai departe luam in considerare bucla (Q,°), izotopa unui cvazigrup (Q,"), unde izotopia
este datd prin egalitatea (2.26). In egalitatea (2.40) trecem de la operatia " - " la operatia "o ",
folosind (2.26):

Ry(Rgx o Ly(Ryy © Lpz)) o Lyt = Ry(x - yt) o Lyz.

Daca L,z = e, e este unitate a buclei (Q,°), atunci avem
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Ra(Rax o Lp(Ray © Lp2)) © Lyt = (Ra(Rax © LyRay ) o Lyt) © Lypz.
Efectuiim substitutiile x - R;1x,y - Rz1y,z - L'z, t - L;'t si obtinem
Ro(xoLy(yoz))ot = (Ra(xoLpy)ot)oz
Dacat = e, avem (Ry(x o Lyy)oz) ot = (Ry(x o Lpy)ot) oz Notam R,(x o Lyy) = v,
avem (vez)ot = (vot)oz.Daciv =e,atunciavemzot =tozV zt € Q. (Q,°) este bucla
comutativa.
Mai departe urmeaza (z o v) ot = z o (v o t). Am obtinut ca (Q,°) este grup abelian. Faptul

ca (Q,") este cvazigrup medial urmeaza din Propozitia 2.6.3. si Teorema lui Albert [11]. m

2.7.  Concluzii la capitolul 2

in Capitolul 2 sunt cercetate cvazigrupurile cu proprietiti de inversabilitate si anume
WA- si CIl-cvazigrupuri. S-a definit o clasa nouda de cvazigrupuri OWIP-cvazigrupuri, 0
generalizare pentru WI1P-cvazigrupuri.

In baza cercetdrilor efectuate in Capitolul 2 si a rezultatelor obtinute putem formula
urmatoarele concluzii:

1. S-a obtinut ca orice WA-cvazigrup, care este un IP-cvazigrup, este cvazigrup Moufang.
S-a demonstrat ca in WA-cvazigrup operatia derivata la dreapta este un cvazigrup Bol la
stanga, iar operatia derivata la stanga este cvazigrup Bol la dreapta. Sunt date conditii
necesare si suficiente cand in W A-cvazigrupul cu unitate la stainga permutérile interne sunt
automorfisme in raport cu elementul a € Q [73].

2. S-a gasit conditia cand OWIP-cvazigrupul (Q,”) este izotop al unei LIP-bucle (Q,0).
Presupunand ca orice izotop al buclei OWIP-cvazigrupului este o LIP-bucla, am obtinut 0
identitate noud in acest cvazigrup pentru care s-a gasit relatia cu bucla Bol la stanga [74].

3. S-a gasit conditia necesara si suficientd (identitatea 2.36), cand CI-cvazigrupul (Q,) este
izotop unui grup (Q,°). Presupunand cd orice bucla izotopa unui CI-cvazigrup este
comutativa, obtinem ca cvazigrupul este medial, iar bucla este un grup abelian [75, 76, 77].

In acest capitol sunt realizate obiectivele, care se refera la cercetarea relatiilor
W A-, CI-cvazigrupurilor cu cvazigrupurile Moufang, Bol la stanga, la dreapta s.a. si la cercetarea
morfismelor, proprietatilor, relatiilor cu alte clase de cvazigrupuri ale cvazigrupurilor noi definite
(anume OWIP-cvazigrupuri).

Rezultatele expuse in Capitolul 2 au fost publicate in [73, 74, 75, 77, 76].
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3. DESPRE O CLASA DE i-CVAZIGRUPURI. UNITATI LA DREAPTA (LA STANGA)
iN CVAZIGRUPURI DE TIP BOL-MOUFANG

In acest capitol s-a cercetat o clasi noua de cvazigrupuri numita i-cvazigrupuri introdusa de
catre elevul lui V. D. Belousov, I. A. Florea impreuna cu autoarea tezei. S-a descris relatia dintre
unele tipuri de cvazigrupuri care contin unitate la stanga cu cvazigrupurile Bol si Moufang (in
sensul lui Belousov) si sunt caracterizate anumite pseudoautomorfisme ale acestor cvazigrupuri
(in sensul lui Pflugfelder).

K. Kunen in lucrarea Quasigroups, loops and associative laws, (1996) a studiat existenta
unitatii in cvazigrupurile cu asociativitate slaba si a solutionat complet problema existentei unitatii
bilaterale in cvazigrupurile cu identitdti de tip Bol-Moufang, pentru fiecare dintre cele 60 de
identitati. Kunen, de asemenea, arata care dintre identitatile evidentiate implica legile: asociativa,
cu asociativitate pentru fiecare dintre cele 60 de identitati si pentru unele identitati existenta
unitatii unilaterale. A ramas deschisa problema existentei unitatii unilaterale pentru identitatile ui
Fenyves.

Ultimul paragraf al acestui capitol este dedicat cercetarii celor 60 de identitati de tip Bol-
Moufang enumerate de Fenyves, la existenta unitatii unilaterale. S-a folosit lista celor 60 de
identitati de tip Bol-Moufang, cercetate in [60]. A se vedea Tabelul 3.1 mai jos [36]. Exista si alte
definitii ale identitatilor de tip Bol-Moufang si, prin urmare, alte clasificari ale acestor identitati
[29, 26].

3.1.  i-cvazigrupuri cu distributant nevid

In acest paragraf s-a cercetat distributantul i-cvazigrupurilor. Cunoastem ci nu orice
cvazigrup are distributant nevid. Incepem cu definitia distributantului:
Definitia 3.1.1. Distributantul D al cvazigrupului (Q,) este format din toate elementele d ale
multimii Q astfel incat (x-y)-d=(x-d)-(y-d),d-(x-y)=(d-x)-(d-y), pentru orice
x,y € Q [78].
Definitia 3.1.2. Cvazigrupul (Q,") se numeste i-cvazigrup, daca (Q,") verifica identitatea
x(xy-z) =y(zx - x), (3.1)

unde x,y,z € Q.
Exemplul 3.1.1. Exemple de i-cvazigrupuri.

1. Fie (C,+,") inelul numerelor complexe. Fie x oy = ix —y, pentru orice x,y € C si

element fixat i2 = —1. Atunci (C,) este i-cvazigrup.
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2. Orice grup (G,") in care elementele de forma x? se afld in centrul lui, este i-cvazigrup.
3. O bucla comutativa Moufang este un i-cvazigrup. De asemenea, un cvazigrup Bol la
stanga este un i-cvazigrup.

4. Exista patru i-cvazigrupuri induse de grupul Zs:

x+ 1y = (x +y)(mod5), x5y = (2x + 4y)(mod5),
x -+ 3y = (3x + 4y)(mod5), X+ 4y = (4x + y)(mod5)

si cinci i-cvazigrupuri cu unitate care nu sunt induse de Zs:

112 (3|45 112 (3 |45 1123|415
1(11]2 3|4 ]5 1112 (3|4 |5 1 111]2 |3 (4|5
2 1231|514 |1 2 12 |4|1|5 |3 2 12 |4 1|5|3 |1
313|542 |1 313|1|5|2 |4 313|5(2 |1 |4
4 14|12 |5 |3 4 1415 1|2 3|1 4 14 3|1 |5 |2
5151413 |2 515|341 ]2 5(/5(1 (412 |3

112 (3 |45 112 (3 |45
111]2 |3 |4 |5 1 111]2 (3|45
212 1|5|1|3 |4 2 121|541 |3
313 |1 1(4 1|5 ]2 313|412 |5 |1
4 14 |3 |5 |2 |1 4 1411 1|5 (3|2
5154 1(2 |13 5153|112 |4

Remarci 3.1.1. Translatia R¢, unde f este unitate la stdnga a cvazigrupului (Q,"), este notata prin
R. Intr-un i-cvazigrup cu unitate la stinga R? = ¢ (translatia identic) si R~! = R.
Teorema 3.1.1. Daca i-cvazigrupul (Q,-) este RIP-cvazigrup, atunci (Q,-) este cvazigrup Moufang
cu unitate la stdnga f si distributantul D = {f}.
Demonstratie. Din egalitatea (3.1), pentru y = x, avem
Xz = 27X - X, (3.2)
pentru toti x, z € Q.
Din egalitatea yx - x™1 = y si (3.2) avem (x%z)x~!-x~1 = z. Atunci
x"2(x%z) = z, (3.3)
pentru toti x, z € Q.
Din (3.1), (3.3) si (3.2) obtinem (x(x~2) - z) = x2(x?z) = z. Atunci avem
x(x(x™2)-z) =x(I;x - z) = z, (3.4)
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unde I,x = x - x72. In (3.4) facem substitutia z — xz si obtinem I;x - xz = z. Am obtinut ci
cvazigrupul (Q,") este un IP-cvazigrup, unde ;x - xy =y siyx - L,x = y.

Mai departe demonstram existenta unitatii la stinga f. Avem ye, -e;' =y, ye; ! =y,
e; ! =e,. Am obtinut ze, - e;! = ze, - e, = ejz = z,e; = f,fz = z, pentru orice z € Q. Din
egalitatea fy-y~'=f avem yy '=f,y '="'yf sau Iy =Ry, I, = Rel;, atunci
I, =R (I.I)'=R1=RsilLI =Ll

In orice IP-cvazigrup are loc

e ™=y ) = Co () e Gey) = Lelyx Ly,

Am obtinut autotopia T = (I.I;, I.I;, I;1,) = (R,R,R), unde R este automorfism al cvazi-
grupului (Q,"), adica (xy)f = xf - yf. Deci, distributantul D = {f}.

Ramane sa demonstram ca (Q,") este cvazigrup Moufang, adica are loc identitatea
x(y-xz) = ((x - yf)x)z (stim ci acest Cvazigrup are unitate la stinga f). Pentru aceasta este
destul s3 demonstram cd in (Q,") are loc autotopia T = (R, LRy, Lx*, Ly).

Din egalitatea x(xy - z) = y(zx - x) avem autotopia

T, = (L34 R2 L) si (x(y - 2)) 7 = (v(zx- %), "y - 2) - e = THax-x) - Yy,
)™ e = @0 Ty
Am obtinut
2z (Ty - Tx) - T = (x‘1 (T _lz)) -y, (3.5)

Avand in vedere egalititile I = I? = ¢, R]? = &, Ry = I.1; = LI, efectudm in (3.5) urma-
toarele substitutii z > z~%,y - y~1,x > x "1 si obtinem (z(yx)) - x = (Rx - (x - Rz)) - y. Avem
o noud autotopie T, = (LysLyR, Ry, Ry). Atunci Ts; =TTy = (a Ry, RyLy), unde a =
LysLyRLy". Deoarece (Q,)) este IP-cvazigrup, atunci avem autotopia Ty = (RyLy, IRyl @),
unde

LRy = (- x)™ = x- "W(y™1) = [;'Ry, [.R,I, = [3'R = L-1,R,
Ty = (Rely, L-1,R, ).
Asadar, avem a(yz) = (xy - x) - “'x(zf). Daci y = x~ 1, unde xx~! = £, atunci obtinem

a(x~'+2) = zf,al-1 = R,@ = RL;% = RL-1 = RLyy,

(=)
unde RLy;z = R(xf -z) =x-Rz = LyRz,a = LyR, T, = (RyLy,L3'R,LyR). Deoarece R este
automorfism al cvazigrupului (Q,), obtinem, in definitive autotopia T =T, - (Rs, Rs,Rf) =

(ReLyRs, Ly, Ly). O
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Teorema 3.1.2. Daca i-cvazigrupul (Q,) cu unitate la stinga f este izotop unui grup abelian,
atunci (Q,") este cvazigrup Moufang medial si distributantul D = {f}.

Demonstratie. Cercetam izotopul (Q,°), unde x oy = R™'x-y = Rx-y = xf - y, (Q,°) este un
grup abelian cu unitatea f. Din x(xy-z) = y(zx-x) avem Rxo (R(Rxeoy)oz)=Ryo
(R(Rzox)ox).Dacaz = f,atunci Rxc R(Rxocy) =Ry o (Rxox),R(Rxoy) =Ryox,R(xo
y) = Rx o Ry. Am obtinut ca R este automorfism al grupului abelian (Q,°) si cvazigrupului (Q,").

Prin urmare, distributantul D = {f}.

1 1

=ysi(y-Rx)-x"" =y.
Am obtinut ca (Q,") este RIP-cvazigrup si pe baza Teoremei 3.1.1. cvazigrupul (Q,") este

Mai departe din (yox)ox~! =y urmeazi cd R(Ry-x) - x~

cvazigrup Moufang. Ramane sa demonstram ca (Q,) este cvazigrup medial. Fie are loc xy - uv =
xu - yv'. Trebuie sa demonstram ca v = v'. Avem
R(Rxoy)o(Ruov) =R(Rxou)o(Ryov'),xoRyoRuov=xocRuoRyov,v="1
O

Teorema 3.1.3. Daca i-cvazigrupul (Q,") cu distributant nevid D este izotop unei bucle Bol la
stanga, atunci (Q,") este cvazigrup Bol la stanga.
Demonstratie. Fie a € D. Atunci are loc a(xy) = (ax) - (ay), (xy)a = (xa) - (ya), pentru toti
x,y € Q. Am obtinut c¢a L, si R, sunt automorfisme ale cvazigrupului (Q,) si a? = a,
LaRy = RyLg, RoLz' = Li'Ry, Rz L, = LRz, Mai departe avem a(ay - a) = y((aa)a),
a(a(ya)) = ya, pentru orice y € Q, a(az) = z, unde z = ya. Am obtinut L2 = ¢, L, = L.

Acum fie izotopul (Q,°), unde x oy = R7'x - L7y, (Q,°) este bucli Bol la dreapta cu
unitatea e = a. Din “*x o (x o y) = y avem
RZY(T'x) - LaY(Ratx - LYy) =y, Ri'Ix - LiY(Rytx - L3'y) = Rytx - (LoR1x - L3y) =y,

RZMRyLax(xy) =y, Iix(xy) =y,

unde I; = R;YIR,L,.

Am obtinut ca i-cvazigrupul (Q,-) este LIP-cvazigrup si este izotop unei bucle Bol la stanga,
de unde urmeaza ca (Q,") este un cvazigrup Bol la stanga. i
Teorema 3.1.4. i-cvazigrupul (Q,) cu distributant nevid D este cvazigrup Bol la stdnga daca si
numai daca (Q,") verifica egalitatea

xa-xy = xx-ay, (3.6)

pentru orice x,y € Q, unde a € D, a este element fixat.
Demonstratie. Este dat a(xy) = ax-ay, (xy)a = xa-ya. De unde, in particular, obtinem
ax-a=a-xa, RyLy=L4R,; a*=a, L, R, este automorfism al cvazigrupului (Q,”) si
buclei (Q,), unde x oy = R;tx - Lz'y. Acum aplicim identitatea i-cvazigrupului x(xy - z) =
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y(zx - x). Inlocuind x = z = a, avem a(at) =t, Vt € Q, unde t = ya, L2 = ¢, unde ¢ este
permutare identici a multimii Q. Mai departe avem a(aa - z) = a(za - a), L, = R2.
Pentru simplificarea scrierii, ne invoim L, = L, R, = R. In egalitatea x(xy - z) = y(zx - x)
trecem de la operatia " - " la operatia " o ", folosind
xoy=R;'x-L;ly =R Ix-L 'y, xy = RxolLy.
Avem
Rx o L(R(Rx o Ly) o Lz) = Ry o L(R(Rz o Lx) o Lx), Rx o ((LR?x o LRLy) o L%*z) =
= Ry o ((LR?z o LRLx) o L?x).
Acum folosim urmatoarea egalitate L = R?, L?> = ¢ si obtinem
Rx o ((xoRy)oz) =Ryo ((zoRx) ox).
Efectuiim substitutia y — R~y si obtinem identitatea
Rxo((xoy)oz)=yo((zoRx)ox). (3.7)
Daca y = Rx, atunci obtinem
(xoRx)oz= (ZORx)ox,Rxo((xoy)oz) =yo((xoRx)oz).
Daciy = x71, unde x o x™1 = e = a, e este unitate a buclei (Q,°), atunci avem
Rxoz=x"1o((xoRx)oz). (3.8)
Din (3.6) avem R?x o L(Rx o Ly) = R(Rx o Lx) o L?y, Lx o (LRx o L?y) = (R?x o RLx) o L?y.

Efectudm substitutia x — Lx si obtinem

xo(Rxoy)=(xoRx)oy. (3.9
Din (3.8) si (3.9) avem
Rxoz=x"to(xo(Rxoz)), t=x"to(xot), (3.10)
unde t = Rx oz, V x,z € Q. In egalitatea (3.10) trecem de la operatia "o " la operatia "~ " si

obtinem t = R™1x 1 L"Y(R™x-L71t) = R™1x71- (7R 1x - t) = R7YIRLx - (xt) = I;x(xt),
unde I, = R™1IRL. Avem ci cvazigrupul (Q,”) este un LIP-cvazigrup.
Acum demonstram ca bucla (Q,°) este inversabila si la dreapta, adica (Q,°) este o IP-bucla.

In (3.7) substituim y = e, unde e este unitate a buclei (Q,°) si obtinem

Rxo(xoz)=(zoRx)ox. (3.11)
In (3.7) substituim z = e, avem

Rxo(xoy) =yo(Rxox). (3.12)
Din (3.11) si (3.12) avem

(zoRx)ox =zo(Rxox). (3.13)
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Din (3.13) si (3.7) obtinem egalitatea Rx o ((xoy)oz) =yo(zo(Rxox)). Daci z=y™?,
atunci avem (x o y) oy™1 =x, Vx,y € Q, (Q,°) este IP-bucli.

Mai departe demonstrim ca (Q,o) este bucla Moufang in care (Rxox)oy=1yo
(Rxox), Vx,y €Q. Din Rx o ((x oy)o z) =yo ((z o Rx) o x) obtinem autotopia T; buclei
(Q.°),unde Ty = (L', Ry Ry, Lgx)-

Avem
(Rx o((xoy)o z))_1 = (y o ((zoRx) e x)) ((xey)o z)_1 o (Rx)™ =
=((zoRx) o x)_l oy Lzl o(xey) ™o (Rx) ™ = (x"to(zoRx) ) oy i

(z7lo(ytox1))o(Rx) ™ =(x"to((Rx) Loz 1))y 2, (3.14)
Din x ox™' = e avem Rx o Rx~! = Re = e, Rx~!' = (Rx)L. In egalitatea (3.14) facem

-1
)

substitutiile x > x™%,y > y~%,z > z"! si obtinem egalitatea (zo (yox))eRx = (xo (Rxe
z)) oy. Avem o noud autotopie T, a buclei (Q,°),unde T, = (LyLgy, Ry, Rry). Mai departe
obtinem autotopia T3 =TT, = (Lgy, RxRrxRil, LrxRryx) = (Lry @, LrxRgy), UNde a =
R, Rp R7L.

Am obtinut egalitatea Lg,Rgy(y ©z) = Lg,y o az. Daca y =e, atunci @ = Rg,, T3 =
(Lrx» Rrx» LrxRRy)- In T3 efectuim substitutia x — R~1x si avem T3 = (L,, R, L R,). Deoarece
bucla (Q,°) este IP-bucld, atunci mai avem 1inca autotopia T, = (LyR,,IR,I,L,) =
(LyR,, L3, Ly). Am obtinut identitatea Bol la stinga x o (y o(xo z)) = (x o(yo x)) °Z.
Deoarece (Q,°) este o IP-bucla, atunci (Q,°) este o bucla Moufang.

Acum demonstrim egalitatea (Rx ox) oy = y o (Rx ox), V x,y € Q. In egalitatea (3.7)
substituim y = Rx si obtinem (xoRx)oz=2zo(Rxox). Daca z=e, atunci avem
XoRx =Rxox, (Rxox)oz=2zo(Rxox). Definitiv am obtinut ca cvazigrupul (Q,") este
inversabil la stdnga si este izotop unei bucle Moufang (Q,°).

Pe baza rezultatelor din [45] avem ca (Q,") este un cvazigrup Bol la stanga.

Invers. Fie (Q,") este cvazigrup Bol la stanga. Atunci (Q,") este inversabil la stanga, adica are loc
Lix-xy=1y, RlxoL(RxoLy)=7vy, RlIxo(LRxoy)=1y, RLR L x0(xoy)=y.
Am obtinut ca si bucla (Q,°) este inversabila la stainga. Pe baza (3.8), avem
Rxoz=x"to((xoRx)oz)=x"to(xo(Rxoz)),(xoRx)oz=x0(Rxoz),
RYR x-L*Rx)-L™'z=R 'x- L (x-L'z), (R?x-L"'x)-z=R x-(L"'x-L"12),

(Lx-Lx) Lz=R 'x-(Lx-z), xx-az =R 'Lx-xz, xx-az = xa-xz. O
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3.2.  Relatia i-cvazigrupurilor cu unele clase de cvazigrupuri

Introducem notiunea de miez al cvazigrupului Bol la stanga. Miez al cvazigrupului Bol la
stanga (Q,") numim grupoidul (Q,+) definit in felul urmator x +y = Rgxl(x- ~lyx), unde
“lyy = ey,ye, =7y. Pentru bucla Bol la stinga aceastd notiune a fost introdusd de catre
V. D. Belousov.

Propozitia 3.2.1. Daca i-cvazigrupul (Q,") este idempotent, atunci (Q,") este cvazigrup Bol la
stanga. Mai mult, in acest caz (Q,") este cvazigrup Stein la dreapta, care este distributiv la stanga
si miezul cvazigrupului Bol la stanga de asemenea este i-cvazigrup [79].

Demonstratie. Fie ci in i-cvazigrupul (Q,) fiecare element este idempotent, adicd x? = x. Atunci
din (3.1) avem xz = zx - x. Am obtinut identitatea Stein la dreapta.

Inmultim din dreapta egalitatea Stein la dreapta la x si obtinem xz - x = (zx - x)x = x - zx.
Am obtinut legea de elasticitate xz - x = x - zx.

Mai departe avem x(xy - x) = y(x? - x) = yx, x(x - yx) = yx. Substituim yx = z si avem
x(xz) = z, pentru orice x, z € Q. Atunci (Q,") este LIP-cvazigrup si L2 = &, unde ¢ este permutare
identica. Din x(xy - z) = y(x%z) = y - xz, pentru y - xy avem

x((x . xy)z) =xy-xz,x(yz) = xy - xz.
Atunci (Q,") este cvazigrup distributiv la stanga, L, este automorfism al cvazigrupului (Q,").

Acum ne convingem cd (Q,") verifica identitatea Bol la stanga x(y - xz) = Rz (x - yx) - z.
A=x(y-xz) =xy-x(xz) =xy-zB =R (x-yx) - z=R;'(xy-x)-z=xy"z
Am obtinut ca (@Q,”) este un cvazigrup Bol la stanga.

Trecem la cercetarea miezului (Q, +) al cvazigrupului Bol la stanga (Q,")

x+y =R x-""yx) =Ry'(x yx) = Ry'(xy - x) = xy.
Am obtinut “ + " =", o
Remarca 3.2.1. Daci i-cvazigrupul (Q,"), in care x? = x, este izotop unei bucle comutative, atunci
(Q,") este distributiv la stanga, iar bucla (Q,°) este bucla Moufang comutativa [80], unde
xoy=R;x-Ljly.
Remarca 3.2.2. Orice bucla (Q,°), izotopa unui i-cvazigrup (@,"), unde x? = x, este bucld Bol la
stanga [45].

Daci cercetim izotopul (Q,0), unde x oy = Rz x - Lz'y, atunci din x(xy) = y, obtinem
RyxoLy,(RgxoLyy) =y,x0oLs(xoL,y)=7vy. Daca y =e =a, atunci avem xoL,x =e,

Lgxox = e, Lyx = ~'x, unde L, este automorfism si al buclei (Q,o). Daca bucla (Q,°) este
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inversabila la dreapta, atunci (Q,°) este bucla Moufang comutativa, iar (Q,”) este cvazigrup
distributiv.

Propozitia 3.2.2. Daca i-cvazigrupul (Q,) are unitate la dreapta e, atunci (Q,") este bucla
Moufang in care x%y = yx?, pentru orice x,y € Q.

Demonstratie. Fie (Q,) are unitate la dreapta xe = x, pentru toti x € Q. In egalitatea
x(xy-z) =y(zx - x) substituimx =y =e,e(ee-z) = e(ze - e),e(ez) = ez, et = t, pentru toti
t € Q,unde t = ez. Am obtinut ca (Q,") este bucla, unde x - xz = zx - x.

Acum demonstram ca bucla (Q,") este inversabila la stanga. Avem

yy=e y(Tlyy-z)=y(z7ly-TYy), Tlyz=y(Tly: Tlyz),t = y(Tlyb),

unde t~! = yz. Efectuim substitutia t > yt si obtinem yt = y(~'y - yt),t = ~'y - yt. Avem cid
(Q,") este LIP-bucla.

Mai departe demonstram ca (Q,") este RIP-bucla. Avem x(xe - z) = e(zx - x),x - xz = zx *
x = x%z.Pe de altd parte avem x(xy - €) = y(ex - x) = yx?,x - xy = yx2. Am obtinut ci in bucla
(Q,) are loc egalitatea x?y = yx?2, pentru orice x, y € Q. Atunci putem scrie

x(xy - z) = y(x®z) = y(zx*),xy - z = “'x(y - zx?).

Dacd z = ~ 'y, atunci obtinem xy - ~'y = “x(y - “'yx?) = “x(xx) = x. Avem egalitatea
xy -~y = x, adica bucla (Q,") este RIP-bucla.

Definitiv am obtinut ca I;x - xy = y,yx - I,x =y, unde I; = I,. si (Q,") este IP-bucla. Pe
baza Teoremei 3.1.1. (Q,") este bucla Moufang. m
Propozitia 3.2.3. Orice i-cvazigrup (Q,”) cu unitate la stanga f este cvazigrup cu proprietate
inversa la stanga si izotop unei LIP-bucle (Q,0), unde x oy = Rf_lx Y.

Demonstratie. Din x(xy - z) = y(zx - x) pentru x = y, obtinem x%z = zx - x. Dacd z = f, atunci
avem x2f = x?2, pentru orice x € Q.

Acum cercetdim identitatea x?(x%y-z) = y(zx?-x?) si substituim y = f. Avem
x2(x?z) = zx? - x%,x?(x%y - z) = y(x? - x22).

Fie x2-(x?)"1 = f. Atunci obtinem x2z = (x?)"1(x?-x22),t = (x?)~1(x?t), pentru
orice x,t € Q, unde t = x%z. Mai departe avem x((x - (x2)™1) - z) = (x?)"1(x%2) = z,x(I;x -
z) = z,unde I;x = x + (x2)~1. Am obtinut ci (Q,") este LIP-cvazigrup.

Acum cercetdm izotopul (Q,°), unde x oy = Rf Lx -y. Am obtinut ci (Q,°) este bucli cu
unitate f. Din I;x - xy = y urmeazd ReI;x o (fo oy) =1y, RfIlRf_lx o (xoy)=y.Atunci (Q,°)
este LIP-bucla. O
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Propozitia 3.2.4. Daci in i-cvazigrupul (Q,") are loc x? = f, pentru orice x € Q, unde f este
element fixat, atunci (Q,") este cvazigrup Moufang cu unitate la stanga f si izotop al unui grup
abelian.

Demonstratie. Din x?z = zx - x avem fz = zx - x, pentru orice x,z € Q. in particular, avem
fz = ze, e, = z, unde f este unitate la stinga. Am obtinut identitatea zx - x = z, R2 = ¢, R, =
RyLRe = Rf‘l, (Q,") este RIP-cvazigrup si, pe baza Teoremei 3.1.1., cvazigrupul (Q,”) este
cvazigrup Moufang.

Dinx(xy-z) = y(zx-x) = yz,daciy = f,avem x(xf - z) = z,I; = R;. Dinx(xy - z) =
yz urmeaza egalitatea xy ' z = xf - yz,xy - f = xf - yf,D = {f} si Ry = I, este automorfism al
cvazigrupului (Q,7) si buclei (Q,0), unde x oy = R7*x -y, xy = Rx o y (Propozitia 3.2.3.) Din
xy-z=xf-yzavemR(Rxoy)oz =xo(Ryoz),(xoRy)oz=xo(Rye°z),(Q,0)estegrup.

Ne convingem cid (Q,o) este grup abelian. Din I;x:xy = Rex-xy =y urmeazi
xo (Rxoy)=1y.Dacidy = f, atunci obtinem x o Rx = f,Rx = x~1 = Ix si R = I este automor-
fism al grupului. Prin urmare, (Q,°) este grup abelian. m
Propozitia 3.2.5. i-cvazigrupul (Q,7) cu unitate la stdnga f este cvazigrup Moufang daca si numai
dacd Ry este automorfism al cvazigrupului (Q,").

Demonstratie. Fie R, este automorfism al cvazigrupului (Q,-), adica verifica egalitatea
xy - f =xf-yf, (3.15)
pentru orice x,y € Q.
Fie y -y~ = f. Pe baza Propozitiei 3.2.3., cvazigrupul (Q,) este inversabil la stAnga, adica
verifica egalitatea
“Ix-xy =ysaul;x - xy = y. (3.16)
Din ~'y-(7'y) ' = f si (3.17) obtinem (~'y)"" = yf,I.I, = Ry. Deoarece R? =¢,I = &,
atunci avem I, = R¢l,,
yt="ly-f. (3.17)
Din egalitatile (3.15) si (3.17) obtinem
(-7 =xf - 7yf, x((x-7y) - f) = x@f -y,
Ty(fxex) = fePyTh), Tlyax? =xPyh
Mai departe avem x? = y(x?-y~1),x = “'x(y(x?-y~1)). Acum putem scrie x(xy -

y D) =yt y ),xy -yt = ""x(y(x?y"1)) = x. Am obtinut xy-y~! =x, pentru orice
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X,y € Q, adica (Q,") este cvazigrup inversabil la dreapta. Pe baza Teoremei 3.1.1. (Q,") este
cvazigrup Moufang.

Invers. Fie ca (Q,") este cvazigrup Moufang. Atunci, in particular, (Q,") este si cvazigrup Bol la
dreapta, adica are loc identitatea (zx-y)x =z- L]Zal(xy X)) =2z" Lfl(xy x) = z(xy - x). In
particular, (zf - y)f = z(fy - f) = z(yf). Facem substitutia z — zf si obtinem (zy)f = zf - yf,
Ry este automorfism. O

3.3. i-cvazigrupuri cu identitati alternative si de elasticitate

Cunoastem ca cea mai cercetata clasa de bucle neasociative este clasa de bucle Moufang.
Avem in primul capitol definitia buclei Moufang cu identitatile (1.18) si (1.19). Cunoastem ca
orice bucla Moufang este IP-bucli ( [11], Teorema 5.6). In afari de aceasta, in bucla Moufang

sunt adevarate identitatile:

x+xz = xx -z (legea alternativa la stanga), (3.18)
zx*x = z* xx (legea alternativa la dreapta), (3.19)
xy+x = x-yx (legea de elasticitate). (3.20)

Identitatile (3.18) si (3.19) urmeaza din identitatile buclei Moufang pentru y = 1, iar (3.20) din
(1.19) pentru z = 1.
In paragraful dat s-au cercetat i-cvazigrupurile cu aceste trei legi. Au loc urmitoarele
propozitii:
Propozitia 3.3.1. Daca in i-cvazigrupul (Q,") are loc legea alternativa la stanga (3.18), atunci
(Q,) este bucla Moufang, unde x?y = yx?, pentru orice x,y € Q.
Demonstratie. Avem:
L fy iy =K%y =KYf = fypentruoricey € Q,
2. fy fz=fizf, " fyz = f,z f,t = t,pentruorice y,t € Q, ft =t,
3. x(xfy)=f(x%y) =x%y = x(xy),xf -y = xy,xf = x,pentru oricex € Q, f este
unitate a buclei (Q,").
Pe baza Propozitiei 3.2.2. avem ci (Q,") este bucld Moufang si x2y = yx?, pentru orice x,y € Q.
O
Propozitia 3.3.2. Daca in i-cvazigrupul (@Q,") are loc legea alternativa la dreapta (3.19), atunci
(Q,") este bucld Moufang in care x?y = yx2.
Demonstratie. Avem:
1. ye,-e, =y(ez)y = yel el =e,, pentruoricey € Q,

2. zey-e, = z(ejz,) = ze,,te, = t,pentruorice t € Q,e, = e, xe = Xx.
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Cvazigrupul (Q,-) are unitate la dreapta si, pe baza Propozitiei 3.2.2., (Q,") este bucla Moufang si
x%y = yx?, pentru orice x,y € Q. O
Propozitia 3.3.3. In orice i-cvazigrup (Q,") cu identitatea de elasticitate (3.20) multimea tuturor
unitatilor locale formeaza un subcvazigrup Bol la stanga [45].
Demonstratie. Din (3.20) avem xe, - X = X e,X, X = e,X,
ex = fr VXEQ. (3.22)
Din (3.1) si (3.20), obtinem xx -z = zx - x, e,e, z =ze, e, e2z=1z, e:=f,=e,,
e2=e, VzE€EQ. (3.22)
Din (3.1) si (3.22), obtinem
ex(exy - ex) = y(exey ex) = yey, ex(ex - yey) = yey, ex(et) =t,
ex(ext) =t, Vx,t €Q. (3.23)
Din (3.1) si (3.23), obtinem e, (e,y - z) = y(e2z) = y - e,z,
ex(yz) = e,y ez, Vx,v,z € Q. (3.24)
Din (3.24) avem e, (ve, ) = e,y - exey,
ex €y = €gy,VX,y €Q. (3.25)
Fie M multimea tuturor unitatilor locale ale cvazigrupului (Q,"), adica
M = {e, € Q|xe, = x},Vx € Q.

Din (3.25) urmeaza ca M este inchisa fatd de operatia de cvazigrup " - ", adicd V ey, e, € M,
(ex-e, € M). Pentru ca (M, sa fie subcvazigrup este suficient s demonstram cé solutiile
ecuatiilor e, x = e, y-e, =e,, Vey e, €M apartin M.

Fie e, c =e,. Atunci avem c =-¢e, e, € M. Fie de, = e,. Atunci analog obtinem
(dey)e, = epe,, e2d =epe,, eqd =ep e, d=-ey (e, e,) €M. Avem ca (M,") este sub-
cvazigrup al i-cvazigrupului (Q,").

Ne ramane sa demonstram ca subcvazigrupul (M,) verifica identitatea Bol la stanga:

x(y-xz) =R;}(xy-x)-z, Vx,y,ZEM.

Pentru orice x,y,z € M are loc x? = x, e, = x, x(xy) =y, x(yz) = xy - xz. Din aceasti
cauza obtinem

A=x(y-xz) =xy-(x-xz)=xy-z;, B=R;'(xy-x)-z=R;'(xy x)-z=xy"z.

Am obtinut 4 = B. o
Propozitia 3.3.4. i-cvazigrupul (Q,") cu unitate la stdnga f este cvazigrup Moufang daca si numai
daca (Q,") verifica identitatea

zx - x = zf * xx, (3.26)
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pentru orice x,z € Q.
Demonstratie. Scriem identitatea de baza a i-cvazigrupului (Q,")
x(xy-z) =y(zx - x), (3.27)
Vx,y,z € Q.
Daca x = y, atunci
XX Z = ZX " X. (3.28)
Daca x = f, unde fx =x, Vx € Q, atunci obtinem z = zf - f, Rf =¢, € este permutare
identicd a multimii Q, Ry = Rf_l. Daca in (3.28) z = f, atunci obtinem xx - f = xx,
x%f =x2, Vx € Q. (3.29)
Fie (Q,°) este bucla, izotopa unui cvazigrup (Q,-) cu izotopia
xey=R;'x"y=Rpx-y, xy=Rpxoy. (3.30)
Bucla (Q,°) are unitate f. Pentru a simplifica scrierea, convenim s notdim R = R. Fie dat (3.26),

atunci din (3.26) si (3.28) obtinem

Zf ~xx = xx - z, (3.31)
Vxz€Q.
Din (3.31), (3.30) si (3.29) avem z o (Rx ox) = R(xx) oz =xxoz = (Rxox) o z,
Zzo(Rxox) =(Rxox)oz, (3.32)
Vx,zE€Q.

in (Q,) are loc x%(x%y - z) = y(x?x? - z). Daca y = f, atunci
x2(x?z) = x%x? - z, (3.33)
Vx,zE€Q.
Mai departe demonstrim ci (Q,) este inversabil la stinga. Avem x2(x?(x2?)"1-z) =
(x?)71(x%x2 - z) = (x2)71(x? - x22), unde x?(x?)~1 = f. Am obtinut egalitatea
x%z = (x?)"1(x? - x%2),
t = (x?) 1(x?0), (3.34)
Vx,t€Q, undet = x?%z.
Definitiv avem x(x(x2)71-z) = (x?)"1(x2z) = z. Facem substitutia z — xz si obtinem
x(x2)™1-xz =2z Iix-xz =z unde I;x = x(x?)~. Am obtinut ci i-cvazigrupul (Q,") este
inversabil la stanga.

a cvazigrupului (Q,") la operatia "o " a

In egalitatea I,x - xy = y trecem de la operatia
buclei (Q,0) din (3.30) si obtinem RI;x o (Rxoy) =y, RLR *x o (xoy) =vy. Avem ci (Q,°)

este bucla inversabili la stinga. In egalitatea (3.27) de la operatia " - " trecem la operatia " o ":
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Rxo(R(Rxoy)oz) =Ryo(Rx?cz) =Ryo(x?0z)=Ryo((Rxox)oz)=
=Ryo (z o(Rx o x)).
Am obtinut
Rxo(R(Rxoy)oz)=Ryo (z o (Rx o x)),Vx, Y,z € Q. (3.35)
Daca in egalitatea (3.35) y = e = f, atunci avem Rx o (xoz) = zo (Rx o x). Daca in
egalitatea (3.35) z = e, atunci avem RxoR(Rxoy) = Ryo(Rxox) = (Rxox)oRy =Rxo
(xoRy), R(Rxoy) =xoRy, R(xoy) =RxoRy, R este automorfism al buclei (Q,o) si
cvazigrupului (Q,").
Acum egalitatea (3.35) putem scrie ca
Rxo((xey)oz)=yo(Rxo(xo2z)). (3.36)
Daciz =y~ t,unde y~1o (yoz) =z obtinem (x o y) o y~! = x si (Q,°) este IP-bucli.
Mai departe demonstram ca (Q,°) este bucla Moufang. Din egalitatea (3.36) avem autotopia
T, buclei (Q,0), unde T; = (L%, RyRry, Lry)- Intr-adevir, avem

L, (Lyyoz) =yoRyRp 2,y = Ly'y,Lg (yo2z) = Ly'y o RyRg 2, Ty = (Lz", RyRgy, Lry)-

in plus, avem (Rx o((xoy)o z))_1 = (y o((zoRx)o x))_l ((xey)o z)_1 o (Rx)™! =
((zeRx)ox) oy ™, (o (xoy) ™o (RO = (@ o (zo R ™) oy,
(z7Pe(ytox™)) o (RO)™ = (x"to ((RX)Tez7))oy ™™
Am obtinut o autotopie noud T, a buclei (Q,°), unde T, = (Ly'LzL, Ry, Rzi). Acum
cercetaim autotopia T3, unde T3 = Ty 'T; = (Lry, Rrer RrxLry)- In T3 efectudm substitutia
x = Rx, unde R? = ¢, si obtinem T, = (Ly, Ry, RyLy).
Deoarece (Q,°) este IP-bucla, atunci mai avem si autotopia Ts, unde
Ts = (RyLy, IRy 1, Ly) = (RyLy, L34 Ly),
adicd am obtinut Ly(y°z) = RyLyyoLy'z, xo(yo(xoz)) = ((x°y)ox)ez Am obtinut
identitatea Moufang.
Ne vom convinge ca si cvazigrupul (Q,”) este IP-cvazigrup, adicd ne mai ramane sa
demonstram ca (Q,") este inversabil la dreapta. Avem
xlo(xoy)=(yox)ox 1=y, RR-x)-x1=(R%* Rx)x"1=(y-Rx)x 1=y.
Definitiv avem ca i-cvazigrupul (Q,-) este IP-cvazigrup si-i izotop unei bucle Moufang. Pe
baza rezultatelor din [81] urmeaza ca (Q,") este cvazigrup Moufang.

Invers. Fie (Q,) este cvazigrup Moufang si demonstram ca are loc identitatea (3.26).
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In particular, in cvazigrupul Moufang (Q,") are loc a doua identitate Bol (zx - y)x = z -
L]?xl(xy +x) = z(xy-x).Daca x = f, atunci avem (zf - y)f = z* yf. Facem substitutia z = zf
si obtinem (zy)f = zf - yf, Ry este automorfism al cvazigrupului (Q,") si buclei (Q,°). Din

aceastd cauzd din identitatea x(xy-z) = y(zx-x)in cvazigrupul (Q,) obtinem in (Q,°)

identitatea
Rx o ((xoy) oz) =yo ((zoRx) ox). (3.37)
Daca y = Rx, atunci
(xoRx)oz=(zoRx)ox,Vx,2z€Q. (3.38)
In (3.37) inlocuim z = e = f siavem Rx o (x o y) = y o (Rx o x). Am obtinut
zo(Rxox) =Rxo(xoz),Vx,z€Q. (3.39)
in (3.37) punem y = e siavem Rx o (x 0 z) = (z o Rx) o x,
(zoRx)ox =Rxo(xoz),Vx,z€Q. (3.40)
Din (3.38), (3.39), (3.40) avem
zo(Rxox)=(Rxox)oz xoRx=Rxox, (3.41)
Rz-(R?x-x) =R(R?’x-x)-z, zf xx =xx-z=2zX"X. (3.42)
O

3.4.  Pseudoautomorfisme ale i-cvazigrupurilor

Cercetand pseudoautomorfismele in sensul lui Pflugfelder (a se vedea [40]) avem:
Propozitia 3.4.1. Daca permutarea « a multimii Q a i-cvazigrupului (Q,") cu unitate la stanga f
este pseudoautomorfism la stanga al cvazigrupului (Q,”) cu companionul k, atunci k este un
element Bol la stanga.

Demonstratie. Este dat: k - a(xy) = (k - ax) - ay. Dacd ax = e, atunci avem
alalex-y)=ay, aley=yale,=f, e = af.

Mai departe observam ca este datd autotopia T; cvazigrupului (Q,"), unde
T, = (Lya, a, Lya). Pe baza Propozitiei 3.3.3. i-cvazigrupul (Q,”) cu unitate la stanga f este
inversabil la stdnga, din aceastd cauza mai avem autotopiile T, si T, unde T, = ([;Lyal;, Lya, @),
Ty = T,T7 Y = (v, Ly, Lg). Aflim permutarea y. Avem L (yz) = yy - Lyz. Daci z = ey, atunci
obtinem R'Ly'R., =y. Avem autotopia T, = (1!2,;1L;1Rek,L,(,Lgl)'1 = (RZ LRy, L L),
k este elementul Bol la stanga, k(x - ky) = Rz (k- xk) -y, Vx,y € Q. O
Exemplul 3.4.1. Fie (Q,+,) cdmpul numerelor rationale. Definim o operatie noua "o",

x oy = —x+y. Atunci (Q,o) este i-cvazigrup cu unitate la stinga f = 0. Translatia la stanga

L, a cvazigrupului (Q,°), este pseudoautomorfism la stanga al cvazigrupului (Q,°) cu

56



companionul k = —%. Pe baza propozitiei demonstrate, cvazigrupul (Q,e) este cvazigrup Bol la
stanga.
Propozitia 3.4.2. Daca in i-cvazigrupul (Q,") cu unitate la stanga f translatiile L, si R, sunt
pseudoautomorfisme la stanga cu companionul k, atunci a = e, f, b = ey, unde ke, = k.
Demonstratie. Fie k- L,(xy) = (k- Lyx) - L,y, k(a-xy) = (k- ax)-ay. Daca x = f, atunci
obtinem k = k - af, af = ey, af - f =erf, a =eyf.

Fie k-Rp(xy) = (k-Ryx)"Rpy, k(xy-b) = (k-xb)-yb. Daci x = f, atunci avem
k =kb,b = ey. O
Propozitia 3.4.3. Daca i-cvazigrupul (Q,") cu unitate la stanga f este izotop unui grup abelian,
atunci L, si Ry, unde a = e, f, b = ey, sunt pseudoautomorfisme la stanga ale cvazigrupului (Q,)
cu companionul k.
Demonstratie. Cercetam izotopul (Q,°) i-cvazigrupului (@,) cu izotopia

xey=R;x"y, (3.43)

Vx,y € Q. (Q,°) este 0 bucla cu unitatea f. De unde urmeaza ca (Q,o) este un grup abelian.

Ne convingem ca are loc

ko Lep(xy) = (k- Leysx) * Leysy, ke f - xy) = (k- (exf - %)) - (exf - ¥).

Din (3.43) avem A = k(eyf - xy) = Rk o (R%e o (Rx o y)) = kf o (ex o (Rx 0 y)), si

B=(k-(exf x)) (exf y) =R(Rko(exox))o(exoy) =koeyfoxfoegoy.

Ne convingem cd are loc kf = k o e, f pe baza, cd Ry este automorfism al grupului abelian
(Q,0)siR> =e.R(kf) =k, R(koeyf) =Rk oR?e, =k-e, =k.Amobtinut A = B.

Acum ne convingem ca are loc

ke Re, (xy) = (k* Rex) * Re,y, k(xy - e) = (k- xey) - (vey).

Din (3.43)avem A = k(xy -ex) = kf o (R(Rxoy)oey) =kf oxoRyo e,
B = (k-xe;) (yex) =R(RkoRxoey)oRyoe, =koxoerfoRyoe,, A=B. O

3.5.  Unititi la dreapta (la stinga) in cvazigrupuri cu identititi de tip Bol-Moufang

In acest paragraf cercetam cvazigrupuri cu identitati de tip Bol-Moufang daca poseda sau nu
unitate la dreapta sau la stdnga. K. Kunen a studiat existenta unitatii bilaterale in cvazigrupuri cu
anumite identitati, evidentiate dintre cele “60 de identitati de tip Bol-Moufang”, precautate de
Fenyves [22]. Este prezentat tabelul cu datele privind existenta unitatii pentru fiecare dintre cele
60 de identitati. In tabel rezultatele lui K. Kunen sunt citate. Dovezile de asemenea sunt incluse

pentru complitudinea expunerii.
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In unele cazuri am folosit Prover9 [82] si Mace4 [83] pentru unele demonstratii si pentru a
construi contraexemple.

Amintim ca parastroful (12) al grupoidului (G,") este grupoidul (G,*), care in operatia " * "
se primeste dupd urmatoarea regula:

X*Yy =Yy X. (3.44)
Clar ca pentru orice grupoid (G,") eXista grupoidul lui parastrofic (12) (G,*).

Tabela lui Cayley a grupoidului (G,*) este o simetrizare a tabelei Cayley a grupoidului (G,*)
fata de diagonala principald. Evidentiem ca pentru orice cvazigrup binar exista si parastrofii lui
[11, 40, 41].

Presupunem ca identitatea F este adevérata in grupoidul (G,*). Atunci noi putem obtine iden-

n noA T '

titatea parastrofica (12) (F*) a identitatii F, care trece operatia in operatia " * " si schimba
ordinea variabilelor folosind regula (3.44).

Remarca 3.5.1. in cazul cvazigrupului, analog pentru identitatea parastrofica (12), pot fi
determinate alte identitati parastrofice.

Tabelul 3.1. Unitatile in cvazigrupurile cu identitati de tip Bol-Moufang

Numele Denumirea identitatea f e bucla grup
F xy-zx = (xy-z)x + + + + [22]
F, Moufang xy-zx = (x-yz)x + + + [22] -
medie

F; xy -+ zx = x(y - zx) + + +[22] +

F, Moufang xy - zx = x(yz-x) + + +[22] -
medie

Fs (xy - 2)x = (x - yz)x |+ + + [22] +

Fg Identitate extra | (xy - z2)x = x(y * zx) | + + +[22] -

Fy (xy - 2)x = x(yz* x) |+ - ] i

Fg (x-yz2)x = x(y - zx) |- + - -

Fq (x - y2)x = x(yz - x) |- - - [22] -

Fio x(y - zx) = x(yz-x) |+ + + [22] +

Fi1 xy -xz = (xy-x)z |+ + + + [22]

Fi» xy -xz = (x-yx)z |+ + + [22] +

Fi3 Identitateextra | xy - xz = x(yx-z) |+ + +[22] -

Fi4 xy -xz = x(y- xz) + + + + [22]

Fis (xy - x)z = (x - yx)z |- - - R
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Fie (xy -x)z = x(yx - 2) - -
Fi; Moufang la| (xy - x)z = x(y* xz) + [22] -
stanga
Fig (x - yx)z = x(yx + z) + +[22]
Fio Bol la stanga (x-yx)z = x(y - x2) - -
Fyo x(yx - z) = x(y-xz) + +[22]
Fyy yx - zx = (yx * 2)x + + [22]
F,, Identitate extra | yx - zx = (y - x2)x +[22] -
Fy3 yx - zx = y(xz * x) +[22] +
Fu yx ~zx = y(x * zx) + +[22]
Fs x- D)x = (v x2)x ¥ +122]
Fyq Bol ladreapta | (yx - z2)x = y(xz - x) - -
F,, Moufang la| (yx -2)x = y(x - zx) +[22] -
dreapta
Fag v xz)x = y(xz - x) + +[22]
Fyo (y - x2)x = y(x - zx) - -
F3o y(xz - x) = y(x- zx) - -
F3, yx- xz = (yx * x)z + +[22]
F3, yx *xz = (y * xx)z +[22] +
F33 yx - xz = y(xx * z) +[22] +
Fs, yx - xz = y(x * xz) + +[22]
Fss x - x)z = (y - xx)z - -
F3¢ | RC identitate (yx- x)z = y(xx - 2) - -
F3, C identitate (yx x)z = y(x * x2) - [22] -
Fg - xx)z = y(xx - 2) +[22] |-
F39 | LC identitate (y " xx)z = y(x * xz) - -
Fao y(xx - z) = y(x - xz) - -
Fyq LC identitate xx *yz = (x " xy)z + [22] -
Fy, xx - yz = (xx - y)z - [22] -
Fy3 xx +yz = x(x * yz) - -
Fyy xx +yz = x(xy - z) - -
Fys (x - xy)z = (xx * y)z - -
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Fye LC identitate (x - xy)z = x(x * yz) |- - - -

Faz (x - xy)z = x(xy - z) |+ + + +[22]
Fug LC identitate (xx - y)z = x(x - yz) |+ - - [22] -
Fyo (xx -y)z = x(xy - z) |+ - - -
Fso x(x - yz) = x(xy - z) |+ + + +[22]
Fsq vz xx = (yz-x)x - + - [22] -
Fs, vz +xx = (y- zx)x |- + - [22] -
Fs3; | RC identitate yz - xx = y(zx - x) |+ + +[22] -
Fsy yz:-xx = y(z - xx) |- + - -
Fss vz x)x =y zx)x |+ + + +[22]
Fs¢ | RC identitate (yz -x)x = y(zx - x) |- - - -
Fs; | RC identitate (yz - x)x = y(z- xx) |- + - [22] -
Fsg v - zo)x = y(zx- x) |+ + + +[22]
Fso (v - zo)x = y(z * xx) |- + ; _
Feo y(x -x) = y(z - xx) |- + - -

Este evident ca identitatea F este adevarata in grupoidul (G,”) daca si numai daca in
grupoidul (Q,*) identitatea F* este adevarata.
Teorema 3.5.1. [36]. (F})* = F3, (Fy)" = Fy, (F5)* = Fyg, (Fg)" = Fe, (F7)* = Fg, (Fy)* = Fo,
(F11)" = Faq, (F12)" = Fa3, (F13)" = Fap, (F1a)" = F21, (F15)" = F30, (F16)™ = Fa9,
(F17)" = Fa7, (F1g)" = Fag, (F19)" = Fag, (F20)" = Fus5, (F31)" = F34, (F32)" = F33,
(F35)" = Fyo, (F36)" = F39, (F37)" = F37, (F3g)" = F3g, (F41)" = Fs3, (F42)" = Fs4,
(Fa3)™ = Fs1, (Faa)™ = Fsz, (F45)™ = Fo, (F46)™ = Fs6, (Fa7)" = Fsg, (Fag)™ = Fs7,
(Fa9)" = Fs9, (F50)" = Fss.
Usor se vede ca orice grup satisface oricarei identitati F; — Fgq. Prin urmare, grupul ciclic
Z4 este contraexemplu pentru afirmatia ca «existd cvazigrup cu identitatea dintre identitatile F; —
Fgo, Care are unitate medie».
Lema 3.5.1. Daca cvazigrupul (Q,”) are unitate la stanga (la dreapta), atunci parastroful (12) al
cvazigrupului (Q,?) are unitate la dreapta (la stanga).
Lema 3.5.2. Daca in cvazigrupul (Q,-) variabilele x si y parcurg toatd multimea Q (x # y), atunci
x -y de asemenea parcurge toata multimea Q.
Demonstratie. Daca fixam variabila x, de exemplu, x = a,a € Q, atunci si a - y parcurge toata

multimea Q. A se vedea, de asemenea, [41]. i
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Atrageti atentia, o alta situatie, cdnd x = y. Vedeti, de exemplu, identitatea F,,, Teorema
3.5.25.

Lema 3.5.3. Daca in cvazigrupul (Q,") are loc identitatea asociativa, atunci acest cvazigrup este
grup.

Demonstratie. Pentru a arata cititorilor acestei lucrari metodele de demonstratie, care au fost
aplicate in lucrarea data, oferim dovezi bine cunoscute. A se vedea, de exemplu, [84].

Aici aplicim Lema 3.5.2.. In identitatea de asociativitate x-yz = xy-z inlocuim
xX=f (fyy = y). Atunci avem f, - yz = yz. Am obtinut cd f, este unitate la stdnga a cvazi-
grupului (Q,").

In identitatea de asociativitate x - yz = xy - z substituim z = e, (ye, = y). Atunci avem
xy = xy - e,,. Am obtinut ci e,, este unitate la dreapta a cvazigrupului (Q,"). m

(12)
Lema 3.5.4. Daca cvazigrupul (Q,) este grup, atunci cvazigrupul (Q, - ) este grup.

Demonstratie. Este un folclor matematic. m

Teorema 3.5.2. Cvazigrupul (Q,") cu identitatea F; este grup [22].

Demonstratie. Aplicand Lema 3.5.2., putem scrie identitatea F; xy - zx = (xy - z)x in forma

t-zx =tz x, unde t = xy. Obtinem identitatea asociativa. Conform Lemei 3.5.3 cvazigrupul

(Q,") este bucla, precum este si grup. Atunci cvazigrupul (Q,-) este grup. m

Corolarul 3.5.1. Cvazigrupul (Q,") cu identitatea F; este grup.

Demonstratie. Conform Teoremei 3.5.1. F; = (F;)". m

Teorema 3.5.3. Cvazigrupul (Q,") cu identitatile F, si F, este bucla [22].

Demonstratie. Faptul ca cvazigrupul (Q,") cu identitatea F, este bucla, este demonstrat in [57, 59].

Restul urmeaza din Lema 3.5.1., deoarece dupa Teorema 3.5.1. (F,)" = F,. m
Este bine cunoscut ca eXista bucle neasociative Moufang [85].

Teorema 3.5.4. Cvazigrupul (Q,") cu identitatile Fs si F;, este grup.

Demonstratie. Cunoastem ca orice cvazigrup (Q,") poseda proprietatea de reducere din dreapta si

stanga [11, 40, 41]. Atunci din identitatea (xy - z)x = (x - yz)x avem xy -z = x - yz. Ultimul

urmeaza din Lema 3.5.3. i

Teorema 3.5.5. Cvazigrupul (Q,") cu identitatea Fg (xy - z)x = x(y - zx) (identitate extra) este

bucla.

Demonstratie. A se vedea [22]. i

Exista extra bucle neasociative [86].
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Teorema 3.5.6. Cvazigrupul (Q,") cu identitatea F, (xy - z)x = x(yz - x) are unitate la stanga si
nu are unitate la dreapta.
Demonstratie. Daca facem substitutia in identitatea F;; x = f,,, atunciavem yz - f;, = f,(yz - f,).
Clar ca (yz - f,) primeste toate elementele multimii Q.

Urmatorul contraexemplu arata ca cvazigrupul (Q,) cu identitatea F, nu are unitate la

dreapta.

N
N o k| O
o R, N k.
R N ol N

m
Corolarul 3.5.2. Cvazigrupul (Q,") cu identitatea Fg (x - yz)x = x(y - zx) are unitate la dreapta
si nu are unitate la stanga.

Demonstratie. Demonstratia urmeaza din Teorema 3.5.6., Lema 3.5.1. si faptul ca Fg = (F,)"
(Teorema 3.5.1.). 0
Teorema 3.5.7. Cvazigrupul (Q,) cu identitatea Fy (x - yz)x = x(yz - x) nu are unitate nici la
stanga nici la dreapta [22].

Demonstratie. Urmatorul cvazigrup (Q,) satisface identitatii Fq si nu are unitate nici la stanga si

nici la dreapta.

LN =1
o | NN

Teorema 3.5.8. Cvazigrupul (Q,") cu identitatea F;; xy - xz = (xy - x)z este grup [22].
Demonstratie. Putem scrie identitatea F;; xy - xz = (xy-x)z in forma t-xz = tx -z, unde
t = xy. Restul urmeaza din Lema 3.5.3. m
Corolarul 3.5.3. Cvazigrupul (Q,") cu identitatea F,, yx - zx = y(x - zx) este grup.
Demonstratie. Din Teorema 3.5.1 F,, = (F;1)". o
Teorema 3.5.9. Cvazigrupul (Q,") cu identitatea F;, xy - xz = (x - yx)z este grup [22].
Demonstratie. Dacd substituim in identitatea F;, x = f,, atunci f,y-z = (f; - yf,)z. Dupa
substitutie in ultima egalitate avem y = yf,. Ultima egalitate inseamna ca cvazigrupul cu

identitatea F,, are unitate la dreapta.
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Daca introducem in identitatea F;, x = y = e, atunci avem ee - ez = (e - ee)z,e - ez = ez.
Prin urmare, cvazigrupul (Q,*) cu identitatea F;, are unitate la stanga, si, in sfarsit, acest cvazigrup
este bucla.

Daca substituim in identitatea F;, z = 1, atunci avem

Xy X =X"YX. (3.45)
Daca aplicam egalitatea (3.45) in egalitatea F;,, atunci avem
xy-xz = (xy-x)z. (3.46)
Daca notam xy prin litera t, atunci putem scrie identitatea (3.46) in forma
t-xz=tx-z. (3.47)
m

Corolarul 3.5.4. Cvazigrupul (Q,") cu identitatea F,3 yx - zx = y(xz - x) este grup.
Demonstratie. Din Teorema 3.5.1. F,5; = (F;,)". m
Teorema 3.5.10. Cvazigrupul (Q,") cu identitatea F;; xy - xz = x(yx - z) este bucla.
Demonstratie. A se vedea [86]. m
Corolarul 3.5.5. Cvazigrupul (Q,") cu identitatea F,, yx - zx = (y - xz)x este bucla.
Demonstratie. Din Teorema 3.5.1 F,, = (F;3)". m
Exemple de bucle neasociative cu identitatile F;3 si F,, gasiti in [86].
Teorema 3.5.11. Cvazigrupul (Q,") cu identitatea F;, xy - xz = x(y - xz) este grup.
Demonstratie. Putem substitui t = xz. Mai departe demonstratia este analoagd demonstratiei
Teoremei 3.5.8. m
Corolarul 3.5.6. Cvazigrupul (Q,") cu identitatea F,, yx - zx = (yx - z)x este grup [22].
Demonstratie. Din Teorema 3.5.1 F,; = (F14)". o
Teorema 3.5.12. Cvazigrupul (Q,7) cu identitatea F;s (xy - x)z = (x - yx)z nu are unitate nici la
dreapta si nici la stanga.
Demonstratie. Urmatorul cvazigrup (Q,-) satisface identitatii F; 5 si nu are unitate nici la stanga si

nici la dreapta.
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Corolarul 3.5.7. Cvazigrupul (Q,") cu identitatea F5, y(xz - x) = y(x - zx) nu are unitate nici la

dreapta si nici la stanga.
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Demonstratie. Din Teorema 3.5.1 F35 = (Fi5)". m
Teorema 3.5.13. Cvazigrupul (Q,”) cu identitatea F;, (xy - x)z = x(yx - z) are unitate la stinga
sl nu are unitate la dreapta.

Demonstratie. Daca substituim in identitatea F;¢ x = y,y = y\x, atunci avem (y(y\x) - y)z =

y((¥\x)y - z) si dupa ce aplicam identitatea (1.1) avem

Xy z= y((y\x)y . z). (3.48)
Aplicand operatia "\" in egalitatea (3.48), vom obtine
\X)y -z = y\(xy - 2). (3.49)
Daca in egalitatea (3.49) notam xy = t,atuncix = t/y,
O\E/y))y -z = y\(t- 2). (3.50)
Dacai in egalitatea (3.50) notam y = ¢t si folosim identitatea (1.3), atunci avem
O\G/¥)y -z =z (3.51)

Ultima egalitate arata ca cvazigrupul (Q,”) are unitate la stanga.

Urmatorul cvazigrup satisface identitatii F; 4 si nu are unitate la dreapta.
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Corolarul 3.5.8. Cvazigrupul (Q,") cu identitatea F,q (v -xz)x = y(x - zx) nu are unitate la
stanga si are unitate la dreapta.
Demonstratie. Din Teorema 3.5.1 F,q = (Fi)". m
Teorema 3.5.14. Cvazigrupul (Q,") cu identitatea F;, (Moufang la stinga) (xy - x)z = x(y - xz)
este bucla [22].
Demonstratie. A se vedea [37, 58, 59]. O
Corolarul 3.5.9. Cvazigrupul (Q,") cu identitatea F,, (Moufang la dreapta) (yx - z)x = y(x - zx)
este bucla.
Demonstratie. Din Teorema 3.5.1 F,; = (Fy7)". i
Teorema 3.5.15. Cvazigrupul (Q,-) cu identitatea F;g (x - yx)z = x(yx - z) este grup [22].
Demonstratie. Notam yx prin variabila t. Atunci identitatea F;g capata forma xt -z = x - tz.
Restul urmeaza din Lema 3.5.3. i

Corolarul 3.5.10. Cvazigrupul (Q,") cu identitatea F,g (y - xz)x = y(xz - x) este grup [22].
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Demonstratie. Din Teorema 3.5.1. F,g = (F;5)". m
Teorema 3.5.16. Cvazigrupul (Q,") cu identitatea F,q (Bol la stdnga) (x - yx)z = x(y - xz) nu are
unitate la stdnga si are unitate la dreapta.

Demonstratie. Cvazigrupul (Q,") cu identitatea F;4 nu are unitate la stanga.
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Cvazigrupul (Q,") cu identitatea F;4 are unitate la dreapta. Daca in identitatea (x - yx)z = x(y -
xz) inlocuim z = e,, atunci avem (x - yx)e, = x * yx, pentru toti x,y € Q [41]. m
Corolarul 3.5.11. Cvazigrupul (Q,") cu identitatea F,, (Bol la dreapta) (yx - z)x = y(xz - x) are
unitate la stdnga si nu are unitate la dreapta.

Demonstratie. Din Teorema 3.5.1. F,q = (Fy9)". m
Teorema 3.5.17. Cvazigrupul (Q,) cu identitatea F,, x(yx - z) = x(y - xz) este grup.
Demonstratie. Daca simplificam din stanga in identitatea x(yx -z) = x(y - xz), atunci avem
yx -z = y - xz. Restul urmeaza din Lema 3.5.3. i
Corolarul 3.5.12. Cvazigrupul (Q,") cu identitatea F,5 (yx - z)x = (y - xz)x este grup.
Demonstratie. Din Teorema 3.5.1. F,5 = (Fy)". m
Teorema 3.5.18. Cvazigrupul (Q,") cu identitatea F5, yx - xz = (yx - x)z este grup [22].
Demonstratie. Daca notam yx prin t, atunci din identitatea F;; obtinem identitatea de
asociativitate t - xz = tx - z. m
Corolarul 3.5.13. Cvazigrupul (Q,") cu identitatea F5, yx - xz = y(x - xz) este grup.
Demonstratie. Din Teorema 3.5.1 F3, = (F3,)". m
Teorema 3.5.19. Cvazigrupul (Q,") cu identitatea F5, yx - xz = (y - xx)z este grup [22].
Demonstratie. Vom demonstra ci cvazigrupul (Q,) cu identitatea F3, are unitate la stanga. In

identitatea F5, yx - xz = (y - xx)z facem substitutia y = x/(zz),x = z,z = y si obtinem

((x/zz)zz)y = ((x/zz)z) * ZY, (3.52)
si dupa aplicarea identitatii (1.2) avem
Xy = ((x/zz)z) - ZY. (3.53)
Daca vom nota zy prin litera t, atunci y = z\¢t. Si noi putem rescrie egalitatea (3.53) in forma
x(2\t) = ((x/z2)z) - ¢. (3.54)

Daca notam in egalitatea (3.54) x = z, atunci avem
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x(x\t) (L:l) t = ((x/xx)x) - ¢t. (3.55)
Am demonstrat ca cvazigrupul (Q,7) cu identitatea F3, are unitate la stanga f = ((x/xx)x).
Daca substituim in identitatea F3, x = e, atunci avem
y-ez=yzez=ze=f. (3.56)
Deoarece in cvazigrupul (Q,”) exista unitate la stdnga, atunci existd de asemenea si unitate la
dreapta.
Daca in identitatea F5, notam z = e, atunci avem
yX X =Y XX. (3.57)
Daca aplicam identitatea (3.57) din partea dreapta a identitatii F5,, atunci avem
yx-xz = (yx-x)z. (3.58)
Pentru a demonstra ca cvazigrupul cu identitatea F5, este grup, putem nota in identitatea
(3.58) yx prin litera t si aplica Lemele 3.5.2. si 3.5.3. m
Corolarul 3.5.14. Cvazigrupul (Q,") cu identitatea F33 yx - xz = y(xx - z) este grup.
Demonstratie. Din Teorema 3.5.1. F33 = (F3,)". m
Teorema 3.5.20. Cvazigrupul (Q,”) cu identitatea F;5 (yx-x)z = (y*xx)z nu are unitate la
stanga si are unitate la dreapta.
Demonstratie. Demonstrim ci cvazigrupul (Q,") cu identitatea Fs5 are unitate la dreapta. In
identitatea F55 simplificam din dreapta si avem
VXX =Yy XX. (3.59)
Daca in identitatea (3.59) notam yx = ¢, atunci t/x = y. Folosind aceasta substitutie, noi
putem rescrie identitatea (3.59) in felul urmator
tx = (t/x) - xx. (3.60)
Presupunem ca x: = y\x in identitatea F55. Atunci avem

Ly

O\ - \0)z = (x- \0))z = (v - O\ (Y\x))2. (3.61)
Dupa simplificarea din dreapta in identitatea (3.61), avem
x-(\x) =y - P\ (y\x). (3.62)
Din identitatea (3.62) cu ajutorul operatiei diviziunii din dreapta "\" avem
P\ O\X) = y\(x - (¥\x)). (3.63)

Daca inlocuim in identitatea (3.63) x = y, atunci avem

Ly
(x\x)(x\x) = x\(x(x\x)) = x\x. (3.64)

In identitatea (3.60) fie x: = z\z, pentru careva z € Q. Atunci vom obtine
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(3.64) (12)
t(z\2) = (t/(2\2)) - (2\2)(2\2) = (t/(2\2)) (2\2) = t. (3.65)
Urmatorul exemplu demonstreaza ca cvazigrupul (Q,”) cu identitatea F;5 nu are unitate la

stanga.
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Corolarul 3.5.15. Cvazigrupul (Q,") cu identitatea F,, y(xx - z) = y(x - xz) are unitate la stinga
si nu are unitate la dreapta.
Demonstratie. Din Teorema 3.5.1. F35 = (Fyo)™. m
Teorema 3.5.21. Cvazigrupul (Q,) cu identitatea F55 (RC identitate) (yx - x)z = y(xx - z) are
unitate la stanga si nu are unitate la dreapta.
Demonstratie. Cvazigrupul (Q,) cu identitatea F;, are unitate la stinga. Daca vom substitui
y: = f, inidentitatea (yx - x)z = y(xx - z), atunci vom obtine

(fix x)z = f(xx+2),xx* z = f,(xx - 2). (3.66)

Din egalitatea (3.66) urmeaza ca cvazigrupul (Q,”) cu identitatea F3, are unitate la stinga.

Urmatorul exemplu demonstreaza ca unitatea la dreapta nu exista.
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Corolarul 3.5.16. Cvazigrupul (Q,7) cu identitatea F;4 (LC identitate) (v - xx)z = y(x - xz) nu
are unitate la stdnga si are unitate la dreapta.
Demonstratie. Din Teorema 3.5.1. F39 = (F34)". m
Teorema 3.5.22. Cvazigrupul (Q,") cu identitatea F5, (C identitate) (yx - x)z = y(x - xz) nu are
unitate nici la stanga si nici la dreapta.

Demonstratie. Dam exemplul necesar.
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Teorema 3.5.23. Cvazigrupul (Q,") cu identitatea F3g (y - xx)z = y(xx - z) este bucla [22].
Demonstratie. In identitatea F3g substituim y := f,,.. Atunci avem

(fox " x0)z = frx (X2 2), %% * 2 = fr (xx - 2). (3.67)
In cvazigrupul (Q,") cu identitatea Fsg exista unitate la stanga.
In identitatea F3g substituim z = e,,. Atunci avem

(V- xx)exy = Y(XX - €xy), (¥ - xX)exy = y " XX, (3.68)
Prin urmare 1n cvazigrupul (Q,") cu identitatea F3g exista unitate la dreapta. m

Urmatorul exemplu demonstreaza ca cvazigrupul cu identitatea F5g nu este asociativ; bucla

cu identitatea F;g fara proprietatea lui Lagrange.
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Teorema 3.5.24. Cvazigrupul (Q,") cu identitatea F,; (LC identitate) xx - yz = (x - xy)z este
bucla [22].
Demonstratie. Vom demonstra ci cvazigrupul (Q,") cu identitatea F,; are unitate la stanga. In
identitatea F,, vom substitui y := e,. Atunci avem
XX e,z = (X"Xe)Z,XX"€yZ = XX"Z,€,Z = Z. (3.69)
Vom demonstra ca cvazigrupul (Q,”) cu identitatea F,, are unitate la dreapta. In identitatea
F,, vom substitui y := f,.. Atunci avem
xx-f,z=x-"xf)z,xx-z=(x-xf,)z,xx =x-xf;,x = xf,. (3.70)
O

Urmatorul exemplu demonstreaza ca bucla cu identitatea F,; nu este asociativa.
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Corolarul 3.5.17. Cvazigrupul (Q,") cu identitatea Fs; (RC identitate) yz - xx = y(zx - x) este
bucla.
Demonstratie. Din Teorema 3.5.1. F53 = (F41)". m
Teorema 3.5.25. Cvazigrupul (Q,") cu identitatea F,, xx - yz = (xx - y)z are unitate la stanga si
nu are unitate la dreapta [22].
Demonstratie. Vom demonstra ci cvazigrupul (Q,-) cu identitatea F,, are unitate la stanga. In
identitatea F,, vom substitui y := e,,.. Atunci avem
XX €yyZ = (XX " €3y )Z, XX * CyyZ = XX * Z, €yxZ = Z. (3.71)
Urmatorul exemplu demonstreaza ca bucla la stinga cu identitatea F,, nu are unitate la

dreapta.
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Corolarul 3.5.18. Cvazigrupul (Q,") cu identitatea Fs, yz - xx = y(z - xx) are unitate la dreapta
si nu are unitate la stanga.
Demonstratie. Din Teorema 3.5.1 Fy, = (F,,)". m
Teorema 3.5.26. Cvazigrupul (Q,") cu identitatea F,3; xx - yz = x(x - yz) are unitate la stanga si
nu are unitate la dreapta.
Demonstratie. Vom demonstra ci cvazigrupul (Q,”) cu identitatea F,; are unitate la stinga. In
identitatea F,; vom substitui x = y = f,. Atunci avem
fofe 122 = (e 22) fofe " 2 = 22, fofz = [o (3.72)
Mai departe in identitatea F,5 vom substitui x = f,.. Atunci avem f.f, - yz = f,.(fy * yz), aplicand
egalitatea (3.72),
feryz=fi(fe y2),yz = f; " yz. (3.73)
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Urmatorul exemplu demonstreaza ca bucla la stinga cu identitatea F,3 nu are unitate la

dreapta.
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Corolarul 3.5.19. Cvazigrupul (Q,) cu identitatea F5; yz - xx = (yz - x)x are unitate la dreapta
si nu are unitate la stanga [22].
Demonstratie. Din Teorema 3.5.1 F5; = (Fy3)”". m
Teorema 3.5.27. Cvazigrupul (Q,") cu identitatea F,, xx - yz = x(xy - z) are unitate la stanga si
nu are unitate la dreapta.
Demonstratie. Vom demonstra ci cvazigrupul (Q,") cu identitatea F,, are unitate la stanga. In
identitatea Fy, substituim x = f,. Atunci avem
Ky yvz= 6y 2) Lt v2=f vz f = £ (3.74)
Mai departe in identitatea F,, substituim x = f,.. Atunci avem
fifx " vz = f(fiy - z), folosind egalitatea (3.74),
foryvz=Ff(fey 2.yz=fiy 2y = foy. (3.75)
Urmatorul exemplu demonstreaza ca bucla la stinga cu identitatea F,, nu are unitate la

dreapta.
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Teorema 3.5.28. Cvazigrupul (Q,7) cu identitatea F,s (x - xy)z = (xx - y)z are unitate la stinga
sl nu are unitate la dreapta.

Demonstratie. Vom demonstra ci cvazigrupul (Q,”) cu identitatea F,s are unitate la stinga. In
identitatea F,5 simplificam din dreapta. Atunci avem

XXy =XX*Y. (3.76)
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In identitatea (3.76) substituim x = fy si obtinem
fy by = Kty by =f 3.77)
Mai departe in identitatea (3.76) substituim x = f,.. Atunci avem
fx [y = frfx - v, folosind egalitatea (3.77),
fo ey = ey ey = - (3.78)

Urmadtorul exemplu demonstreaza ca bucla la stinga cu identitatea F,5 nu are unitate la

dreapta.
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Corolarul 3.5.20. Cvazigrupul (Q,) cu identitatea Fgq y(zx - x) = y(z - xx) are unitate la dreapta
si nu are unitate la stanga.
Demonstratie. Din Teorema 3.5.1. Fgq = (F45)". m
Teorema 3.5.29. Cvazigrupul (Q,") cu identitatea F,¢ (LC identitate) (x - xy)z = x(x - yz) nuare
unitate nici la stanga si nici la dreapta.

Demonstratie. Aducem exemplul necesar.
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Corolarul 3.5.21. Cvazigrupul (Q,") cu identitatea Fg, (RC identitate) (yz - x)x = y(zx - x) nu
are unitate nici la stanga si nici la dreapta.
Demonstratie. Din Teorema 3.5.1. F5q = (F46)". m
Teorema 3.5.30. Cvazigrupul (Q,") cu identitatea F,; (x - xy)z = x(xy - z) este grup [22].
Demonstratie. Daca in identitatea F,, notam xy prin variabila ¢, atunci obtinem xt - z = x - tz.
O

Corolarul 3.5.22. Cvazigrupul (Q,") cu identitatea Fsg (y - zx)x = y(zx - x) este grup [22].
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Demonstratie. Din Teorema 3.5.1. Fsg = (F4;)". m
Teorema 3.5.31. Cvazigrupul (Q,") cu identitatea F,g (xx - y)z = x(x - yz) are unitate la stinga
si nu are unitate la dreapta [22].

Demonstratie. Vom demonstra ca cvazigrupul (Q,”) cu identitatea F,g are unitate la stinga. In

identitatea F,q substituim y = £,,. Atunci avem (£,.£,2 * ¥)z = fy.(fyz - v2),

(fyzfyz ) y)Z =)z, fyzfyz Yy =Y. (3-79)

Urmatorul exemplu demonstreaza ca bucla la stinga cu identitatea F,g nu are unitate la

dreapta.
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Corolarul 3.5.23. Cvazigrupul (Q,) cu identitatea Fs;, (yz - x)x = y(z - xx) are unitate la dreapta
si nu are unitate la stanga [22].
Demonstratie. Din Teorema 3.5.1. F5; = (F4g)". m
Teorema 3.5.32. Cvazigrupul (Q,7) cu identitatea F,q9 (xx -y)z = x(xy - z) are unitate la stinga
si nu are unitate la dreapta.
Demonstratie. Vom demonstra ci cvazigrupul (Q,") cu identitatea F,o are unitate la stanga. In

identitatea F,o trecem y — (xx)\y. Atunci avem

(1.1)
(xx . (xx\y))z =yz=Xx ((x((xx)\y)) . Z). (3.80)
Mai departe aplicam in egalitatea (3.80) diviziunea din dreapta "\",
(x((xx)\y)) z = x\(y2). (3.81)

Daca inlocuim in egalitatea (3.81) x = 1y, atunci avem

1)

(11
(x((xx)\x)) z=x\(xz) = z (3.82)
Urmatorul exemplu demonstreaza ca bucla la stinga cu identitatea F,o Nnu are unitate la

dreapta.
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Corolarul 3.5.24. Cvazigrupul (Q,) cu identitatea Fso (y - zx)x = y(z - xx) are unitate la dreapta
si nu are unitate la stanga.
Demonstratie. Din Teorema 3.5.1. F5q = (Fy9)™. m
Teorema 3.5.33. Cvazigrupul (Q,) cu identitatea F5y x(x * yz) = x(xy - z) este grup.
Demonstratie. Daca simplificam din stdnga in identitatea Fsy, atunci avem asociativitatea
x - yz =xy - z. Restul urmeaza din Lema 3.5.3. i
Corolarul 3.5.25. Cvazigrupul (Q,*) cu identitatea Fss (yz - x)x = (y * zx)x este grup.

Demonstratie. Din Teorema 3.5.1. F55 = (F50)™. m

3.6.  Concluzii la capitolul 3

In Capitolul 3 s-a definit o clasd noud de cvazigrupuri (i-cvazigrupuri) si au fost cercetate
unele proprietati ale acestei clase si relatiile cu alte clase de cvazigrupuri. A fost complet
solutionatd problema cercetarii existentei unitatii unilaterale in cvazigrupurile cu identitati de tip
Bol-Moufang enumerate in [20].

In baza cercetarilor efectuate in Capitolul 3 si a rezultatelor obtinute putem formula
urmatoarele concluzii:

1. Presupunand ca i-cvazigrupul (Q,”) este inversabil la dreapta s-a demonstrat ca este
cvazigrup Moufang cu unitate la stdnga si distributantul D = {f}. Presupunand ca
distributantul D i-cvazigrupului (Q,") este nevid si (Q,") este izotop unei bucle Bol la stinga
s-a dovedit ca (Q,") este un cvazigrup Bol la stanga.

S-a gasit relatia i-cvazigrupurilor cu alte cvazigrupuri: presupunand ca i-cvazigrupul
este idempotent s-a demonstrat ca este cvazigrup Bol la stanga, cvazigrup Stein la dreapta,
distributiv la stanga si miezul cvazigrupului Bol la stainga de asemenea este i-cvazigrup;
s-a demonstrat ca i-cvazigrupul (Q,) este bucld Moufang in care x?y = yx?, pentru orice
X,y € Q, presupunand ca (Q,”) are unitate la dreapta e; s-a demonstrat ca i-cvazigrupul
(Q,”) este cvazigrup Moufang cu unitate la stdnga f si izotop unui grup abelian,

presupunand ca (Q,") este unipotent.
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Cercetand i-cvazigrupurile cu legile alternative si legea de elasticitate S-au obtinut
urmatoarele: presupunand ca in i-cvazigrupul (Q,") are loc legea alternativa la stanga (la
dreapta) s-a dovedit ci (Q,) este bucld Moufang, unde x?y = yx?, pentru orice x,y € Q;
s-a demonstrat ca in orice i-cvazigrup (Q,") cu identitatea de elasticitate multimea tuturor
unitatilor locale formeaza subgrup Bol la stanga.

Cercetand morfismele acestei clase: presupunand ca substitutia @ a multimii Q
i-cvazigrupului (Q,’) cu unitate la stanga f este pseudoautomorfism la stanga al
cvazigrupului (Q,-) cu companionul k, s-a demonstrat ca k este element Bol la stinga [87,
88].

2. In ultimul paragraf a fost solutionata problema existentei unitatii unilaterale pentru fiecare
cvazigrup ce satisface identitati de tip Bol-Moufang. Am obtinut ca (a se vedea tabelul
3.1): cvazigrupul (Q,-) cu orice dintre identitatile F,, Fis, Fyg, F36, F40, F43, Faa, Fas, Fao
este bucla la stanga; cvazigrupul (Q,-) cu orice dintre identitdtile Fg, Fig, Fy9, F35, F39,
Fgy, Fso, Fgo este bucla la dreapta; cvazigrupul (Q,) cu orice dintre identitatile
Fis, F30, F37, F46, F5¢ NU are unitate [89, 90, 91].

In acest capitol sunt realizate obiectivele, care se refera la cercetarea morfismelor,
proprietatilor, relatiilor cu alte clase de cvazigrupuri ale cvazigrupurilor noi definite (anume
i-cvazigrupuri) si la cercetarea cvazigrupurilor cu orice dintre cele 60 de identitati clasice de tip
Bol-Moufang enumerate in [20] la existenta unitatii unilaterale. Este prezentat tabelul cu datele
privind existenta unitatii pentru fiecare dintre cele 60 de identitati.

Rezultatele obtinute in capitolul 3 sunt publicate in [87, 88, 89, 90, 91].
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4. CVAZIGRUPURI TRANZITIVE LA STANGA. CVAZIGRUPURI NEUMANN SI
SCHWEIZER

Daca nucleul la stanga (fata de un element k) coincide cu tot cvazigrupul (Q,-), atunci grupul
permutirilor regulare la stanga este tranzitiv pe multimea Q. In legitura cu aceasta s-a introdus
urmatoarea notiune:

Cvazigrupul (Q,") se numeste L-tranzitiv, daca grupul £ al tuturor permutarilor regulare este
tranzitiv pe multimea Q.

Analog se defineste R- si @-tranzitiv. Exemplu simplu de cvazigrupuri tranzitive (adica £-,
R- sau @-tranzitive) poate servi grupul. Cvazigrupurile tranzitive sunt strans legate cu grupurile,
si anume are loc:

Teorema. Orice bucla (Q,"), izotopa unui cvazigrup tranzitiv (Q, A), este grup.

S-a observat ca pentru L-, R-tranzitive afirmatia inversa, in general vorbind, nu este
adevarata. Deci, exista cvazigrupuri tranzitive, diferite de grupuri.

In acest capitol sunt cercetate proprietatile cvazigrupurilor tranzitive la stinga (inclusiv au-
totopiile lor si pseudoautomorfismele), sunt stabilite conexiunile lor cu unele clase de
cvazigrupuri. Sunt descrise GA-cvazigrupurile la dreapta tranzitive la stanga.

De asemenea s-a cercetat clasa de cvazigrupuri Neumann si anume proprietitile de baza,

morfismele, G-proprietitile.

4.1. Proprietatile de baza ale cvazigrupurilor tranzitive la stinga

In acest paragraf s-au cercetat proprietatile principale ale cvazigrupurilor tranzitive la stinga.
Definitia 4.1.1. Cvazigrupul (Q,") se numeste cvazigrup tranzitiv la stdnga, daca acest cvazigrup
verifica identitatea

Xy XZ = yzZ. (4.1)
Este in [92, 43].

In publicatia [43] s-a demonstrat: daca in cvazigrupul (Q,) are loc asociativitatea x - yz =
xy -+ z (adica acest cvazigrup este grup), atunci parastrofii (23) si (132) acestui cvazigrup verifica
identitatea tranzitiva la stanga (4.1), parastrofii (13) si (123) acestui cvazigrup satisfac identitatii
tranzitive la dreapta (adica identitatii yx - zx = yz).

In publicatiile [93, 34, 94, 95, 96] cvazigrupurile tranzitive la stinga se numesc cvazigrupuri
Ward. In [94] sunt prezentate argumentele principale de necesitate a cercetirii cvazigrupurilor
tranzitive la stinga. In aceasta publicatie se evidentiaza ci Frobenius a folosit diviziunea la dreapta

de grup 1n lucrarile sale dedicate teoriei reprezentarii grupurilor [97].
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Din rezultatele publicatiilor mentionate mai sus urmeaza urmatoarea teorema.
Teorema 4.1.1. Orice cvazigrup tranzitiv la stanga (G,o) poate fi obtinut din grupul (G,+) (nu
neaparat comutativ) folosind urmatoarea constructie

Xoy=—x+y=Ix+y, (4.2)

unde x + Ix = 0, pentru toti x,y € G [43].

Din Teorema 4.1.1. urmeaza ca orice cvazigrup tranzitiv la stinga (Q,o) este unipotent, adica
existd element fixat 0 al multimii Q astfel, incat x o x = 0, pentru toti x € Q.
Remarca 4.1.1. Din Teorema 4.1.1. urmeaza ca cvazigrupul (Q,°) este o aplicatie izotopica a unui
grup (Q,+) cu izotopia (1, €, €).
Corolarul 4.1.1. Cvazigrupul tranzitiv la stinga (Q,") este comutativ daca si numai daca este grup
abelian cu orice element diferit de 0 de ordin doi.
Demonstratie. Din comutativitate cu ajutorul egalitatii (4.2) avem —x +y = —y + x, pentru
orice x,y € Q. Prinurmare —x = x,x + x = 0, pentru toti x € Q.
Invers. Este evident ca orice grup abelian, orice element al carui este de ordin doi (cu exceptia lui
0), este tranzitiv la stanga. m

Urmatorul corolar usor urmeaza si din Teorema 4.1.1.
Corolarul 4.1.2. Orice cvazigrup tranzitiv la stinga (Q,") are unitate la stanga, adica exista astfel
element f € Q, incét f - x = x, pentru toti x € Q.
Demonstratie. Daca de inlocuit in identitatea (4.1) x = y, atunci avem xx - xz = xz. Prin urmare
f=x-x. m

Daca folosim Teorema 4.1.1., atunci Corolarul 4.1.2. ia forma:
Remarca 4.1.2. Orice cvazigrup tranzitiv la stanga (Q,0) are unitate la stanga, si anume, elementul
0 este unitate la stanga.
Demonstratie. Daca punem in ecuatia (4.2) x = 0, unde 0 este unitatea grupului (Q, +), atunci
0oy =—0+4y =y, pentru orice y € Q. m
Remarca 4.1.3. Orice cvazigrup tranzitiv la stanga (Q,*) este LIP-cvazigrup [92].
Demonstratie. In identitatea (4.1) substituim y = f, unde fx = x, pentru orice x € Q, si obtinem
urmatoarea egalitate xf - xz = fz. Mai departe avem xf - xz = z. Din ultima egalitate avem ca
Ry = 1. O
Corolarul 4.1.3. In cvazigrupul tranzitiv la stinga (Q,") are loc urmitoarea egalitate R¢ L= Ry.
Demonstratie. Din Remarca 4.1.3. avem Ry = I;. Atunci R' = I, Insa in LIP-cvazigrupuri
I, =171 [11, 41]. m

Teorema 4.1.2. Orice bucla, izotopa unui cvazigrup tranzitiv la stanga (Q,"), este grup [92].
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Demonstratie. Prima metoda. Din Teorema 4.1.1. urmeaza ca orice Cvazigrup tranzitiv la stanga
(Q,") izotop unui grup (Q,+) de forma x oy = Ix + y, unde x + Ix = 0, pentru toti x € Q. Prin
urmare, printre izotopii buclei cvazigrupului (Q,-) exista un grup.

Mai mult, din teorema lui Albert [11, 41] rezulta ca orice bucld, care este izotop al unui
cvazigrup tranzitiv la stanga (Q,"), este grup.

A doua metoda. Cercetam izotopul buclei cvazigrupului (Q,-) de forma

x+y=R:'x L'y =xfy. (4.4)

Am aplicat Corolarul 4.1.2 si Corolarul 4.1.3. Din Teorema 4.1.1. urmeaza ca acest izotop
este grup.

Mai departe, din teorema lui Albert urmeaza ca orice bucla, care este izotop al unui cvazigrup
tranzitiv (Q,"), este grup. m
Corolarul 4.1.4. In cvazigrupul tranzitiv la stanga (Q,") si grupul izotop lui (Q,+) (Teorema
4.1.1)avem R, = I".

Demonstratie. Demonstratia urmeaza din egalitatile (4.2) si (4.4). m

In cvazigrupuri tranzitive la stanga identitatea cvazigrupului Bol la dreapta
(yx-2)x = 3/fo1 (xz - x) se va transforma in identitatea buclei Bol la dreapta

(yx-z)x = y(xz - x), (4.5)
deoarece orice cvazigrup tranzitiv la stinga are unitate la stanga f (Corolarul 4.1.2.).
Exemplul 4.1.1. Dam un exemplu de cvazigrup tranzitiv la stanga. Este parastroful (23) grupului
Sa.

o & w| N R O
o B w| | N O ©
w| o] & N O k|
A w o o | N N
R N o g B w| w
N o k| w g M &
o| r| N A w| o] o

4.2.  Cvazigrupuri tranzitive la stinga si alte clase de cvazigrupuri

Acum sa cercetam relatia cvazigrupurilor tranzitive la stanga cu alte clase de cvazigrupuri.
In alta forma urmatoarea teorema este demonstrati in [92].

Teorema 4.2.1. Orice cvazigrup tranzitiv la stanga (Q,") este cvazigrup Bol la stanga.
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Demonstratie. Cercetam izotopul buclei cvazigrupului (Q,-) de forma
xoy=R'x-Li'y = xf -y. (4.6)
Din Teorema 4.1.2. urmeaza ca acest izotop este Un grup. Vom scrie partea stanga a identitatii Bol
la stanga n urmatoarea forma
x(y-xz) = Rpx o Rry o Rex o z. 4.7)
Partea dreapta poate fi transcrisa in forma R (x - yx) -z = Ryt o z, unde t = R;!(x - yx).
Atunci x - yx = R, t =t + ey. Trecand in ultima egalitate la operatia " o " avem Rex o Rey o x =
Rt oey,
Rex o Rpyox o (ey)™! = Ret. (4.8)
Din egalitatea x-e, =x avem Rxoe, =x,(e,)™" =x'oRex. Daca inlocuim in
egalitatea (4.8) ultima egalitate, atunci avem Rsx o Rpyoxox™'oRex = Ret, Rpx o Ry o
R¢x = Rgt. Prin urmare,
RexoRsyoRrxoz = Rstoz. (4.9)
Partea dreapta a ecuatiei (4.7) coincide cu partea stdnga a ecuatiei (4.9) ce si demonstreaza
teorema. m|
Propozitia 4.2.1. Cvazigrupul tranzitiv la stdnga (Q,") este izotop unui grup abelian daca si numai
daca translatia Ry este automorfism al cvazigrupului (Q,").
Demonstratie. Este usor de verificat. m
In [94] conditiile, cand cvazigrupul tranzitiv la stanga (Q,") este izotop unui grup abelian se
dau cu ajutorul Teoremei 4.1.1 in urmatoarea forma:
Propozitia 4.2.2. Cvazigrupul tranzitiv la stinga (Q,") este izotop unui grup abelian daca si numai
daca permutarea I, x + Ix = 0, pentru orice x € Q, este automorfism al grupului (Q, +).
Demonstratie. Este usor de verificat. O
Lema 4.2.1. Cvazigrupul tranzitiv la stanga (Q,") verifica identitatea (identitatea buclei Bol la
dreapta)
(zx-y)x = z(xy - x) (4.10)
daca si numai dacd permutarea Ry este automorfism al cvazigrupului (Q,").
Demonstratie. Demonstratia urmeaza din egalitatea (4.6), aplicand calcule directe. i
Remarca 4.2.1. Utilizand egalitatea (4.2), putem scrie identitatea (4.10) in urmatoarea forma
—z —y = —y — z. Din aceasta egalitate urmeaza ca grupul (Q, +) este comutativ si ca permutarea

Ix = —x, pentru orice x € Q este automorfism al grupului (Q, +).
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Propozitia 4.2.3. Orice cvazigrup tranzitiv la stinga (Q,") este cvazigrup Moufang [81] daca si
numai daci translatia Ry este automorfism al cvazigrupului (Q,").

Demonstratie. Se stie ca orice cvazigrup Bol la stanga si la dreapta este cvazigrup Moufang. A se
vedea, de exemplu,( [51], p. 80). Mai departe urmeaza din Teorema 4.2.1 si Lema 4.2.1. m
Definitia 4.2.1. Cvazigrupul (Q,") cu identitatea x - yz = xy - e, z, unde x - e, = x, pentru orice
X € Q, se numeste F-cvazigrup la stdnga.

Teorema 4.2.2. Orice cvazigrup tranzitiv la stanga (Q,") este F-cvazigrup la stinga daca si numai
daca translatia Ry este automorfism al cvazigrupului (Q,").

Demonstratie. Clar ca demonstrand aceastd teoremd, putem utiliza orice abordare a
cvazigrupurilor tranzitive la stanga si anume printre Teoremele 4.1.1. sau 4.1.2.

Aici vom aborda citre Teorema 4.1.1. In acest caz din egalitatea x - e, = x avem e, = 2x,
pentru orice x € Q. Presupunem ca cvazigrupul tranzitiv la stinga (Q,-) este F-cvazigrup la stinga.
Atunci putem rescrie egalitatea F-cvazigrupului la stinga in forma

—x+(—y+z)=—(—x+y)+(—2x+ 2). (4.11)

Mai departe, folosind proprietatile grupului, obtinem

—X—y+z=—-y+x—-2x+z,—-x—-y=-y—X. (4.12)

Prin urmare, grupul (Q, +) este comutativ si pentru a termina demonstratia se poate aplica
Propozitia 4.2.1.

Invers. Presupunem ca in cvazigrupul tranzitiv la stinga (Q,") translatia Ry este automorfism al
cvazigrupului (Q,"). Din Propozitia 4.2.1. grupul (Q, +) este comutativ si identitatea (4.11) are

loc. O

4.3.  Nucleul cvazigrupurilor tranzitive la stanga

Acum sa trecem la caracterizarea nucleului cvazigrupurilor tranzitive la stanga.
Teorema 4.3.1. Nucleul la stinga (N,,”) al cvazigrupului tranzitiv la stdnga (Q,") este subgrup
normal al cvazigrupului (Q,), care consta din elemente de ordin doi, care se afla in centrul grupului
@ +).
Demonstratie. E bine cunoscut [11, 40] ca multimile N; si N, formeaza subgrupuri ale
cvazigrupului (Q,).

Folosind (4.2), putem rescrie egalitatea a - xy = ax - y in urmatoarea forma —a — x +y =
—(—a+x)+y,—a—x=—x+a. Daca x =0, atunci avem —a =a,a+ a = 0. Aceasta
inseamna ca elementul a are ordin doi, elementul a se afla in centrul (Z,+) grupului (Q,+),

nucleul la stanga (N, +) este subgrup normal abelian al grupului (Q, +).
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Din Remarca 4.1.1. si rezultatele despre congruentele normale ale cvazigrupurilor izotope
[13] urmeaza ca (N;,7) 2 (Q,). m
Teorema 4.3.2. Daca cvazigrupul tranzitiv la stinga (Q,-) are nucleu la dreapta netrivial, atunci
este grup comutativ cu toate elementele nenule de ordin doi.

Demonstratie. Folosind (4.2) putem rescrie egalitatea x -ya = xy-a in urmatoarea forma
—x+(y+a)=—(x+yY)+a—x—y=—y+x,-y=x—y+x,—x=y+x—y,
Ix =y + x — y, pentru orice x,y € Q.

Ultimul inseamna ca permutarea I este automorfism al grupului (Q, +), grupul (@, +) este
comutativ. Din egalitatea -x =y +x —y avem -x = x,x + x = 0. Ultimul inseamna ca in
grupul (Q, +) toate elementele nenule au ordin doi. o
Corolarul 4.3.1. Daca cvazigrupul tranzitiv la stanga (Q,*) este asociativ, atunci (Q,") este grup
abelian al carui orice element (cu exceptia unitatii sale) este de ordin doi.

Demonstratie. Demonstratia urmeaza din Teorema 4.3.1. In acest caz nucleul la stinga coincide

cu cvazigrupul (Q,"). o

4.4.  Despre morfismele cvazigrupurilor tranzitive la stinga

In teoria cvazigrupurilor un rol semnificativ il joacd si autotopiile. Dam doua forme ale
oricarei autotopii a unui Cvazigrup tranzitiv la stanga.

Urmatoarea teorema pentru prima data a fost demonstrata in [92]. Demonstratia noastra dif-
erd de demonstratia data in [92].
Teorema 4.4.1. Orice autotopie (a, 8,y) a cvazigrupului tranzitiv la stanga (Q,-) are forma

(a,B,v) = (La, Ry, Ry LyR}))R;6, (4.13)

unde a, b sunt elemente fixate ale multimii Q, 6 este automorfism al cvazigrupului (Q,) si grupului
@, +).
Demonstratie. Vom folosi identitatea (4.2) a cvazigrupului tranzitiv la stainga. Din Remarca 4.1.1.
urmeaza ca cvazigrupul tranzitiv la stinga (Q,) si grupul (Q, +) sunt izotopi cu izotopia (I, ¢, €).
Deaceia grupurile autotopice ale acestor cvazigrupuri sunt izomorfe [39], [34] si formele
autotopiilor sunt conjugate cu izotopia (I, ¢, €).

Cunoastem [11, 41] cd orice autotopie a grupului (Q,+) are urmitoarea forma
(LL, R, LERY)O, unde a, b elemente fixate ale multimii Q, 6 este un automorfism al grupului
(Q,+). Din aceasta cauza orice autotopie a cvazigrupului (Q,-) are forma

(ILYL RS, LERD6. (4.14)
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Se stie ca daca permutarea 6 este un automorfism al cvazigrupului (Q,-), atunci 6 este un
automorfism al oricdrui parastrof al cvazigrupului dat [41]. Din (4.2) avem L, = IL%,IL, = L%,
R, = R}I, R, I = R}, pentruorice x € Q. Folosind faptul caI? = esil = R, putem rescrie (4.14)
in urmatoarea forma

(Lol Ry1,1L,R, 16 = (Lo, Ry, Ry L,Ry)R}6, (4.15)
unde 6 este un automorfism al cvazigrupului (Q,-). o
Lema 4.4.1. Grupurile componentelor a doua si a treia grupului tuturor autotopiilor LIP-
cvazigrupului coincid ( [41], Lema 2.40. 1.).
Lema 4.4.2. Orice cvaziautomorfism al cvazigrupului tranzitiv la stanga (@Q,-) are forma R, R;6.
Demonstratie. Din Remarca 4.1.3. urmeaza ca orice cvazigrup tranzitiv la stanga este LIP-

cvazigrup. Restul urmeaza din Lema 4.4.1. si Teorema 4.4.1. O

4.5.  G-proprietiti ale cvazigrupurilor tranzitive la stinga

Cunoastem ca cvazigrupul (Q,") este G-cvazigrup la dreapta, daca orice element al lui este
companionul unui pseudoautomorfism la dreapta. Analog se defineste G-cvazigrupul la stanga. lar
cvazigrupul, care este in acelasi timp si G-Cvazigrup la dreapta si G-cvazigrup la stanga, este
G-cvazigrup. G-cvazigrupurile totdeauna au unitate, adica G-cvazigrupul este bucla. O sa vorbim
mai departe despre G-bucle.

Definitia 4.5.1. G-bucla este bucla izomorfa tuturor buclelor izotope ei [39, 40].

Importanta cercetarii pseudoautomorfismelor urmeaza din urmadtoarea teorema a lui
V.D. Belousov.

Teorema 4.5.1. Bucla (L,") este G-bucla dacd si numai daca orice element x € L este companionul
caruiva pseudoautomorfism la dreapta si caruiva la stanga (L,") ( [11], Teorema 3.8).

Rezultatele lui V. D. Belousov deschid calea catre cercetarea G-proprietatilor, adica catre
cercetarea G-buclelor si G-cvazigrupurilor. Exista legatura dintre nucleele cvazigrupurilor si pseu-
doautomorfismele cvazigrupurilor ( [11], p. 47).

Definitia 4.5.2. Bijectia @ a multimii Q se numeste A-pseudoautomorfism la dreapta al
cvazigrupului (Q,"), daca exista bijectia f a multimii Q astfel, incat tripleta (a,,) este o
autotopie a cvazigrupului (Q,").

Bijectia f a multimii Q se numeste A-pseudoautomorfism la stanga al cvazigrupului (Q,"),
daca exista bijectia @ a multimii Q astfel, incat tripleta (a, §, @) este o autotopie a cvazigrupului
(Q,) ([41], Definitia 1.159).

81



Multimea tuturor primelor componente, a doua si a treia ale autotopiei cvazigrupului (Q,")
A-pseudoautomorfismului la dreapta (la stanga), multimea A-pseudoautomorfismelor la dreapta
(la stanga) cvazigrupului (Q,”) formeaza grup fatd de operatia de inmultire ale acestor A-
pseudoautomorfisme ca autotopii ale cvazigrupului (Q,") ( [41], Teorema 1.161).

Vom nota grupurile enumerate mai sus, folosind litera IT cu indici diferiti in felul urmator:
I8, oI, I, 1I1A, o114 u M4, Litera A in coltul de sus din dreapta inseamnd ci este
pseudoautomorfism autotopic. De exemplu, »I1# inseamnid grupul componentelor a doua ale
A-pseudoautomorfismelor la dreapta cvazigrupului (Q,").

Urmatoarea propozitie aratd cd in cazul «buclei» A-pseudoautomorfismele la dreapta si
stanga se transforma in pseudoautomorfisme standarte.

Propozitia 4.5.1. In bucla la dreapta (Q,") cu unitate la dreapta e, orice A-pseudoautomorfism la
dreapta este pseudoautomorfism la dreapta.

In bucla la stanga (Q,) cu unitate la stinga f, orice A-pseudoautomorfism la stanga este
pseudoautomorfism la stanga ( [41], Lema 1.165).

Definitia 4.5.3. Cvazigrupul (Q,") se numeste GA-cvazigrup la dreapta, dacd grupul »I1# (sau
grupul sI14) este tranzitiv in multimea Q.

Cvazigrupul (Q,") se numeste GA-cvazigrup la stdnga, daci grupul 1118 (sau grupul sI7)
este tranzitiv in multimea Q.

GA-cvazigrupul la dreapta si la stinga se numeste GA-cvazigrup.

Teorema 4.5.2. Cazul 1. Autotopia cvazigrupului tranzitiv la stanga (Q,") este A-pseudoau-
tomorfism la dreapta daca si numai daca exista elementul a € Q astfel, incat
R; = L. (4.16)
Cazul 2. Autotopia cvazigrupului tranzitiv la stanga (Q,”) este A-pseudoautomorfism la
stanga daca si numai daca are loc egalitatea
Ly = R;LyRy, (4.17)
pentru careva fixati a, b € Q.
Demonstratie. Demonstratia urmeaza din Corolarul 4.1.3. si Teorema 4.4.1. m
Teorema 4.5.3. Cvazigrupul tranzitiv la stanga (Q,") este GA-cvazigrup la dreapta daca si numai
daca (Q,") este grup abelian de ordin doi.
Demonstratie. = Aici vom utiliza egalitatea (4.2). Putem rescrie egalitatea (4.16) Rrx = Lgx,
x - f =a-x, pentruorice x € Q in forma
—x+f=—-a+x. (4.18)
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Daca punem x = 0 in egalitatea (4.18), atunci vom obtine f = —a,—f = f = a. Prin urmare
a = f = 0 (Corolarul 4.1.2., Remarca 4.1.2.).

Atunci egalitatea (4.18) o putem rescrie in forma —x = x,x + x = 0, pentru orice x € Q.
Astfel x -y =—x+y=x+y=y+x=—y+x =y-x. Am folosit un fapt binecunoscut [98]
ca orice grup, in care toate elementele nenule au ordin doi, este comutativ. Proprietitile
cvazigrupurilor tranzitive la stinga sunt date in Corolarul 4.1.1.

< Este evident. m
Corolarul 4.5.1. Cvazigrupul tranzitiv la stanga (Q,") este GA-cvazigrup daca si numai daca (Q,")
este grup abelian de ordin doi.

Demonstratie. Orice GA-cvazigrup este GA-cvazigrup la dreapta. m

Cvazigrupul prezentat in exemplul 4.1.1. nu verificd egalitatea (4.17). Atunci existd
cvazigrupuri tranzitive la stanga, care nu sunt GA-cvazigrupuri la dreapta sau la stanga. Cvazigru-
pul tranzitiv la stinga comutativ este GA-cvazigrup la dreapta. Usor se vede ca acest cvazigrup de
asemenea este G-bucla.

Propozitia 4.5.2. Cvazigrupul tranzitiv la stdnga (Q,") este simplu dacé si numai daca grupul
(Q, +) este simplu.

Demonstratie. Din rezultatele ( [41], Corolarul 1.308) si forma izotopiei (Remarca 4.1.1.)
urmeaza cd multimea (retele) congruentelor normale ale cvazigrupului tranzitiv la stanga (Q,*) si

grupului corespunzator (Q, +) sunt egale. m

4.6. Rezultatele de baza ale cvazigrupurilor Neumann

In acest paragraf s-au cercetat proprietitile de baza ale clasei de cvazigrupuri Neumann.
Definitia 4.6.1. Cvazigrupul (Q,") se numeste cvazigrup Neumann, daca (Q,") verifica identitatea
x - (yz-yx) =z (4.19)
[99, 100, 101],( [43] p. 248).
In articolele [99, 101, 43] se evidentiaza urmitorul rezultat.
Teorema 4.6.1. Daca cvazigrupul (@,-) verifica urmatoarea identitate
Xy z=y-2zx, (4.20)
atunci parastroful (13) al acestui cvazigrup verifica identitatea Neumann (4.19).
Observati ca identitatea (4.20) are urmatoarea identitate ca si parastroful (13): (x - yz) -
xy = z ([101], p. 313), [102].
Teorema 4.6.2. Daca cvazigrupul (Q,-) verifica identitatea (4.20), atunci acest cvazigrup este grup

abelian.
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Demonstratie. In identitatea (4.20) substituim x = e,. Atunci avem e,y -z = y - ze, = yz. Prin
urmare, elementul e, este unitate la stanga a cvazigrupului (Q,"), adicad e, - x = x, pentru toti
x €Q.Fiee, =f.
Sa presupunem ca in identitatea (4.20) x = f. Atunci yz = y - zf si dupa omitere z = zf.
Prin urmare, elementul f este unitate a cvazigrupului (Q,"), adica cvazigrupul (Q,") este bucla.
Daca inlocuim in identitatea (4.20) y = f, atunci obtinem ca bucla (Q,") este comutativa. Aplicand
comutativitatea in (4.20) obtinem 0 identitate asociativa yz - x = y * zx. O
Teorema 4.6.3. Orice cvazigrup Neumann este izotop unui grup abelian (Q,+) de forma x -y =
xX—Yy.
Demonstratie. Demonstratia rezulta din Teorema 4.6.1., Teorema 4.6.2. si urmatorul fapt ( [51],
p. 53): parastroful (13) (Q,") al IP-buclei (este evident, ca orice grup abelian (Q, +) este IP-bucla)
este izotop de forma (e, p,€), adica x-y = x —y, fiindca in grupul abelian p =1, avem
x + Ix = 0, pentru toti x € Q. o
Teorema 4.6.4. Orice autotopie a cvazigrupului Neumann are forma
(L& LYy, LEs)O, (4.21)
unde L}, LY, Lt ., sunt translatiile grupului abelian (Q, +), 0 € Aut(Q, +).
Demonstratie. Conform Teoremei 4.6.3. rezulta cd cvazigrupul (Q,") este izotop unui grup
comutativ (Q, +) de forma (g,1,€),1? = &,18 = 81, pentru orice 8 € Aut(Q, +).
Orice autotopie a grupului (Q,+) are forma (L}, LY, L}.,)0, unde translatiile si
automorfismul sunt la fel, ca si in formularea Teoremei 4.6.4. [11, 41].
Grupurile autotopice ale cvazigrupurilor izotope sunt conjugate [11, 41]. Atunci noi avem
(Lt6,1L561, L%, ,0),= (LE, LY, LE. )6, (4.22)
de unde IL}01 = LY, 6. O
Corolarul 4.6.1. In cvazigrupul Neumann (Q,) Aut(Q,") = Aut(Q, +).
Demonstratie. Automorfismul este o autotopie cu componente egale. Restul rezultd din Teorema
4.6.4. i
Corolarul 4.6.2. Orice autotopie a cvazigrupului Neumann (Q,-) are forma
(Las Lips Lot s, (4.23)
unde L, L}, L. sunt translatiile cvazigrupului (Q,), 6, = 16 € Aut(Q,") [102].
Demonstratie. Pe baza Teoremei 4.6.3. avemx -y =x+ Iy, x + y = x Iy, Lty = L, Iy. i
Clar ca formele de autotopii aratate mai sus ale cvazigrupului Neumann (Q,-) nu sunt unicile.
In ([102], Teorema 7) este aritatd urmitoarea forma a autotopiei

(Ls, Ly, L;R7 1), (4.24)

84



unde 6 € Aut(Q,"), s, t sunt elemente fixate ale cvazigrupului (Q,).
Enumeram unele proprietati ale cvazigrupului Neumann, demonstrate in [103, 102]. Acum
putem folosi Teorema 4.6.3., demonstrand unele dintre ele.
Corolarul 4.6.3.
1. Orice cvazigrup Neumann (Q,") este unipotent si are unitate la dreapta;
Orice bucla, izotopa unui cvazigrup Neumann, este grup abelian;

Orice cvazigrup Neumann este cvazigrup medial,

2
3
4. Orice cvazigrup Neumann este cvazigrup Bol la stanga;
5. Orice cvazigrup Neumann este cvazigrup Moufang;
6. Miezul cvazigrupului Neumann este grupoid distributiv;
7. Nucleul la dreapta al cvazigrupului Neumann (Q,") contine astfel de elemente ale multimii
Q, incat a = —a.
Demonstratie. Putem aplica Teorema 4.6.3.
Cazul 6. Tinand cont de Teorema 4.6.3., noi putem scrie definitia miezului cvazigrupului
Neumann in urmatoarea forma: x e y = 2 - x — y, unde (Q, +) este grup abelian.
Verificam, dacd grupoidul (Q,°) este distributiv la dreapta. Putem scrie identitatea de
distributivitate la dreapta (x o y) o z = (x o z) o (y o z) in urmatoarea forma:
partea stingd (x ocy) oz = 2(2x —y) —z = 4x — 2y — z;
parteadreapta (x 0 z) o (yoz) =2(2x—2)— Ry —2z)=4x—2z—-2y+z=4x—-2y — z
Comparand partile din dreapta ale acestor egalitati, obtinem rezultatul anuntat.
Demonstratia pentru distributivitatea de stanga este analoaga.
Identitatea x o (y o z) = (x o y) o (x o z) primeste forma:
partea staingd x o (y o z) = 2x — 2y + z;
parteadreapta (x e y) o (x0z) =2Q2x —y) — 2x—2z)=4x -2y —2x+z=2x -2y + z.
Cazul 7. Avemx-(yra)=x—(y—a)=x—y+a,(x-y)ra=x—y—a. i
Definitia 4.6.2. Cvazigrupul (Q,") cu identitatea
YZ*yx = xz (4.25)
se numeste cvazigrup Schweizer ( [101], p. 313).
Teorema 4.6.5. Orice cvazigrup Schweizer (Q,") este cvazigrup Neumann si invers.
Demonstratie. = VVom folosi forma cvazigrupului Neumann (Teorema 4.6.3.). Atunci identitatea
(4.25) capata forma:
parteastingd yz-yx =y —z—(y—x) = x — z;

partea dreaptd x - z = x — Z.
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Atunci orice cvazigrup Schweizer este cvazigrup Neumann [103].
< Vom demonstra ca din identitatea (4.25) urmeaza identitatea (4.19). Aici vom aplica
identitatea Schweizer in forma yx - yz = zx. Daca in aceasta identitate facem substitutia x — y\x,
si aplicand identitatea x - (x\y) = y (1.1) obtinem urmatoarea identitate: x - yz = z - (y\x) sau,
schimband variabila x < z avem
x-(\z2) =z (yx). (4.26)
Daca in identitatea (4.26) punem x = y,z — x si aplicam identitatea (1.1), atunci avem

(1.3)
y-\x) = x=x"(yy). (4.27)

Din identitatea (4.27) obtinem ca elementul e = yy este unitate la dreapta a cvazigrupului (Q,").
Daca punem z = e in identitatea (4.25), atunci avem

Yy yx = Xx. (4.28)
Daca in identitatea (4.28) inlocuim partea stanga din (4.25) in forma zx - zy = yx, atunci obtinem
identitatea lui Neumann in forma x - (zy - zx) = y.

Prin urmare, orice cvazigrup Neumann este cvazigrup Schweizer. m
Corolarul 4.6.4. Orice cvazigrup Schweizer (Q,") este izotop unui grup abelian (Q, +) de forma
X y=x—y.

Demonstratie. Demonstratia rezultd din Teoremele 4.6.5. si 4.6.3. o

4.7.  Pseudoautomorfisme, cvaziautomorfisme ale cvazigrupului Neumann

Cunoastem ca in teoria cvazigrupurilor un rol important il joaca si notiunea de autotopie care
este data in primul capitol. Alte permutari autotopice importante sunt pseudoautomorfismele
cvazigrupului, introduse de cétre R. Bruck.

Teorema 4.7.1. In cvazigrupul (Q,”) cu unitate la dreapta e permutarea a a multimii Q va fi
pseudoautomorfism la stanga, daca si numai daca existd permutarea £, incat T = (a, 5, 5) este
autotopie a cvazigrupului (Q,").

Demonstratie. Fie (a, 8, 8) este o autotopie, atunci avem B(xy) = ax - fy. Daca y = e, avem
Bx = Ryax, unde @ = fe. Am obtinut autotopia T = (@, R,a, R, ), ceia ce inseamna ca « este
pseudoautomorfism la stanga al cvazigrupului cu companionul a.

Invers este evident. m
Propozitia 4.7.1. Orice cvazigrup Neumann (Q,-) este G-cvazigrup la stanga, adica orice element
a € Q este companionul caruiva pseudoautomorfism la stanga.

Demonstratie. Din [103] se cunoaste ca in cvazigrupul Neumann are loc
x(yz-yx) =z, xx = e,xe = x,x(y - xz) = (x - yx)z, *x = x,L3;* = L,.
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Prin urmare, in acest cvazigrup avem autotopia T = (LyRg4, Lg, Ly),Va € Q si pe baza
Teoremei 4.7.1 a = L R, este pseudoautomorfism la stinga. Avem L,(xy) = ax - L,y. Daca
y = e, obtinem L,x = Ryax, (@, Rya, R, a). m
Propozitia 4.7.2. In cvazigrupul Neumann (Q,") orice cvaziautomorfism y are forma

Y =Ray' = Lpy", (4.29)
unde y',¥"" sunt automorfisme ale cvazigrupului (Q,"), iar b si a careva elemente din Q si invers,
permutarea y din (4.29) este cvaziautomorfism.

Demonstratie. Folosim rezultatele din [11, 103]:
1. In orice grup (Q,) orice cvaziautomorfism y are forma y = Rsyo = Lyy1, Unde y1,¥o —
automorfisme ale grupului (Q,"), k, s sunt elemente ale grupului.
2. Fie (Q,") este cvazigrup Neumann, atunci (Q,) este un grup abelian,unde x c y = x - L, y,
xe = x,L, este automorfism al cvazigrupului (Q,) si grupului (Q,0) si xoL,x =e,
L, = I,Ix = x™1, e este unitate a grupului si unitate la dreapta a cvazigrupului.
Prin urmare putem scrie
xoy=x-y Lxy=xoylyl=ly. (4.30)

Fie y este cvaziautomorfism arbitrar al cvazigrupului Neumann (Q,"). Prin urmare exista
autotopia (a,B,y) a cvazigrupului (Q,"). Putem scrie y(xy) = ax-By,y(xoy 1) =axo
IBy,y(x o y) = ax o IBly, (a,IB1,y) este autotopie a grupului (Q,°) si y este cvaziautomorfism
al grupului (Q,°). Asadar, am obtinut

¥ = Rs¥o = Liv1 (4.31)
unde Rg, L}, sunt translatii ale grupului (Q,°), iar y4, y, sunt automorfisme ale grupului (Q,o).

Ne convingem ci y;,y, sunt automorfisme si ale cvazigrupului (Q,). Intr-adevar,
Yo(x e y) =yox e ¥o¥, Yo(x - Iy) = yox * I¥o¥, Yo(xy) = Yox " [Voly = YoX * Vo).

Acum aflam Rg, L} :
Rix =xo0s=x-s"1=Rs1x,R; = R;—1;
Lix=kox=k-x"1=Lgx L, = Ll
Din (4.31) urmeaza y = R.-1yg = LIy, = LY. o
Corolarul 4.7.1. Cvaziautomorfismul y al cvazigrupului Neumann (Q,-) este automorfism daca si
numai daca ye = e, unde xe = x.
Intr-adevar, avem ye = R,-1y,e = R.-1ie = es™' =e, de unde s™* =¢,R, = ¢, unde ¢

este permutare identici y = y,.
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4.8.  G-proprietati ale cvazigrupului Neumann

Analog ca si pentru cvazigrupurile tranzitive la stdnga cercetdim G-proprietatile pentru
cvazigrupurile Neumann. Definitiile necesare le avem in paragraful 4.5.

Observati, in cazul buclei, conceptul de A-pseudoautomorfism la dreapta din Definitia 4.5.2.
este transformat in conceptul de pseudoautomorfism la stanga in sensul cartii lui V. D. Belousov
([11], p. 45) si este transformat in conceptul de pseudoautomorfism la dreapta in terminologia lui
H. O. Pflugfelder [40]. Pentru cvazigrupurile, care au unitate la stinga (dreapta), rezultatul similar
este demonstrat in ( [102], Teorema 2).

Lema 4.8.1. Cazul 1. Autotopia cvazigrupului Neumann (Q,") este A-pseudoautomorfism la
dreapta daca si numai daca

a = —2b, (4.32)
pentru careva fixati a, b € Q.

Cazul 2. Autotopia cvazigrupului Neumann (Q,*) este A-pseudoautomorfism la stanga daca

si numai daca are loc egalitatea
b =0, (4.33)

pentru b € Q fixat.
Demonstratie. Dovada rezultd din Teorema 4.6.4. o
Teorema 4.8.1. Orice cvazigrup Neumann (Q,") este GA-cvazigrup.
Demonstratie. Din Teoremele 4.6.4. si Lema 4.8.1. avem: orice A-pseudoautomorfism la dreapta
al cvazigrupului Neumann (Q,") are forma

(LY, LT, LY )0, (4.34)
pentru orice elemente b € Q, unde L7 ,,, LT, sunt translatiile grupului (Q, +);

Orice A-pseudoautomorfism la stanga are forma

(LE, &, LE)6. (4.35)
pentru orice elemente a € Q, unde L}, este translatia grupului (Q, +).

Din egalitatea (4.34) si (4.35) rezultd ci grupurile 3[4 si 5I1;! actioneazi tranzitiv pe
multimea Q. Aceasta inseamna ca orice cvazigrup Neumann (Q,-) este GA-cvazigrup. i

Observam ca cvazigrupul Neumann este G-cvazigrup la stanga ( [102], Teorema 3) in sensul
lui V. D. Belousov [11]. Din ultimul rezultat rezulta ca cvazigrupul Neumann este GA-cvazigrup

care nu este G-cvazigrup la dreapta in sensul lui V. D. Belousov.
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4.9. Concluzii la capitolul 4

In Capitolul 4 s-au cercetat cvazigrupurile tranzitive la stinga si cvazigrupurile Neumann.
Ambele clase sunt izotope unui grup. S-au construit exemple de astfel de cvazigrupuri.

In baza cercetdrilor efectuate in Capitolul 4 si a rezultatelor obtinute putem formula
urmatoarele concluzii:

1. Cercetand nucleele acestor cvazigrupuri am obtinut: pentru cvazigrupurile tranzitive la
stanga nucleul la stdnga este subgrup normal al cvazigrupului (Q,"), care consta din
elemente de ordin doi, care se afla in centrul grupului (Q,+); pentru cvazigrupurile
Neumann nucleul la dreapta contine astfel de elemente ale multimii Q, incat a = —a [104,
105].

2. Cercetand autotopiile si cvaziautomorfismele s-au obtinut formele lor generale. Cercetand
G-proprietatile acestor cvazigrupuri am obtinut ca orice cvazigrup Neumann (Q,-) este GA-
cvazigrup; pentru cvazigrupul tranzitiv la stdnga este data conditia necesara si suficienta
ca sa fie GA-cvazigrup [106, 107, 108].

3. Rezultat important este ca notiunea de cvazigrup Neumann coincide cu cea de cvazigrup
Schweizer:

Teorema 4.6.5. Orice cvazigrup Schweizer (Q,") este cvazigrup Neumann si invers [109].

In acest capitol sunt realizate obiectivele, care se referd la cercetarea G-proprietatilor
cvazigrupurilor tranzitive la stdnga si Neumann si la cercetarea relatiilor acestor cvazigrupuri cu
cvazigrupurile Moufang, Bol la stanga, la dreapta s.a.

Rezultatele obtinute in acest capitol sunt publicate in [104, 106, 105, 109, 107, 108].
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CONCLUZII GENERALE SI RECOMANDARI

Cercetarile efectuate in teza de doctor “Morfismele si proprietitile sistemelor algebrice
neasociative cu conditii de tip Moufang” corespund 1n totalitate scopului si obiectivelor stabilite
in introducere.

Clasa cvazigrupurilor contine cea a grupurilor (orice grup este un cvazigrup), domeniu care
a cunoscut o evolutie extraordinara in secolul XX si continua sa se dezvolte rapid in prezent.
Notiunea de cvazigrup este mai generald ca cea de grup, deci se regaseste ca echivalent algebric
intr-un spectru mai larg de probleme ale mediului in care existdm si necesita abordari specifice,
care lipsesc in teoria grupurilor.

Problema stiintifica importanta solutionata consta in cercetarea diferitelor relatii de tip
morfisme (autotopii, pseudoautomorfisme, G-proprietati) si notiunilor (distributantilor, nucleelor)
in sistemele algebrice neasociative cu conditii de tip Bol-Moufang ce conduc la descrierea unor
relatii importante noi intre clasele studiate de cvazigrupuri (inclusiv si clasele noi introduse).

Rezultatele principale ale tezei sunt noi. Analizand rezultatele obtinute putem evidentia
urmatoarele concluzii generale:

1. S-astabilit ca orice W A-cvazigrup, care este un IP-cvazigrup, este un cvazigrup Moufang.
S-a dovedit ca in WA-cvazigrupul cu unitate la stinga permutarile interne in raport cu
unitatea sunt automorfisme ale cvazigrupului; pentru permutarile interne in raport cu
elementul a € Q s-a gasit conditia necesara si suficientda cand sunt automorfisme [73];

2. Cercetand WIP-cvazigrupurile generalizate s-a gasit conditia cand acest cvazigrup este
izotop unei LIP-bucle. Presupunand ca orice bucla izotopa unui OWIP-cvazigrup este o
LIP-bucld, s-a obtinut o identitate noud in acest cvazigrup. A fost gasita relatia dintre
cvazigrupuri cu identitatea data si buclele Bol la stanga [74];

3. A fost definita si studiata notiunea de i-cvazigrup, relatiile lor cu alte clase de cvazigrupuri.
S-a demonstrat ca i-cvazigrupurile idempotente sunt cvazigrupuri Bol la stinga,
distributive la stanga. S-a descris relatia dintre unele tipuri de cvazigrupuri care contin
unitate la stdnga cu cvazigrupurile Moufang [87, 88];

4. A fost solutionatd problema existentei unitatii unilaterale in cvazigrupuri cu identitdti de
tip Bol-Moufang, enumerate in lucrarea "Extra loops Il. On loops with identities of Bol-
Moufang type" de F. Fenyves (1969). In lucrare este prezentat tabelul cu datele privind
existenta unitatii pentru fiecare dintre cele 60 de identitati [89, 91];

5. S-ademonstrat ca notiunea de cvazigrup Neumann coincide cu cea de cvazigrup Schweizer
[104, 106, 107, 109].
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Rezultatele autoarei, care se refera la tema tezei sunt publicate in [73-77, 87-91, 104-109].
Teza propusa spre sustinere utilizeaza relatii de tip morfisme la cercetarea proprietatilor si
existentei unitatilor in sisteme algebrice neasociative cu conditii de tip Moufang, ce conduc la
descrierea noilor relatii importante dintre clasele de cvazigrupuri, contine solutionarea completa a
problemei existentei unitatii in cvazigrupuri cu identitati de tip Bol-Moufang.
Recomandari:

1. Solutionarea problemei existentei unitatii unilaterale pentru cvazigrupuri ce satisfac iden-
titati de tip Bol-Moufang poate fi utilizata in cercetarea cvazigrupurilor cu identitati de tip
Bol-Moufang.

2. In tezd sunt definite doud clase noi de cvazigrupuri: i-cvazigrupurile si OWIP-cvazig-
rupurile. In lucrare sunt cercetate unele proprietiti ale acestor clase de cvazigrupuri, insa
teoria generala a lor urmeaza a fi elaborata.

3. Rezultatele obtinute pot fi aplicate la elaborarea unor cursuri optionale pentru masteranzi

si doctoranzi.
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